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El Problema de Levi en C"

RESUMEN

En el presente trabajo haremos un estudio de dominios de holomorfia y dominios pseudocon-
vexos en C™, y probaremos que todo dominio de holomorfia es un dominio pseudoconvexo. Es
natural preguntarnos si la implicacién inversa es también cierta, este es el famoso problema
de E. Levi. Para resolver el problema de E. Levi aplicaremos el método general de K. Oka, y
las técnicas de L. Hormander en espacios de Hilbert en relacién con la ecuacién 0 en dominios

pseudoconvexos.
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The Levi Problem in C"

ABSTRACT

In the present work we make a study of domains of holomorphy and pseudoconvex domains,
and we prove that all domain of holomorphy is a pseudoconvex domain in C™. It is natural
to ask ourselves if the inverse implication is also true, this is the famous E. Levi problem. To
solve the problem of E. Levi we apply the general method of K. Oka, and the techniques of

L. Hormander in Hilbert spaces in relation to 0 equation in pseudoconvex domains.
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Introduccion

Contenido

Uno de los fenémenos mas interesantes observados en el estudio de las funciones holomorfas
de varias variables complejas, es la existencia de pares de conjuntos abiertos U C V C C”
tales que toda funciéon holomorfa en U necesariamente se extiende a una funcién que es

holomorfa en el abierto V' (estrictamente mayor), por ejemplo el

Teorema de Extension de Hartogs[[7]: Si U es un dominio de C" (n > 2) y K C U es un
compacto tal que U — K es conexo, entonces toda funciéon holomorfa en U — K se extiende

holomorficamente hacia U.

Es claramente de algin interés determinar aquellos abiertos U C C" para los cuales tal
extension no sea posible, estos abiertos seran llamados dominios de holomorfia. Como mas
adelante veremos, estos dominios desempenarin un papel fundamental en la Teoria de Varias

Variables Complejas. El presente trabajo consta de cuatro capitulos:

En el primer capitulo: Definiremos el concepto de dominio de holomorfia, caracteri-
zaremos los dominios de holomorfia en su forma topoldgica, esto es, introduciremos la
nocién de convexidad holomorfa y estableceremos el Teorema de Cartan-Thullen, el cual

caracterizard los dominios de holomorfia en términos de convexidad holomorfa.

Eztension hacia un punto: Sea U C C™ un abierto, f € O(U) y a € OU. Diremos que la fun-
cién holomorfa f se extiende holomérficamente hacia a, si existe una vecindad conexa V de a

y una funcién holomorfa g € O(V') tal que f = g en un subconjunto abierto no vacio de UNV'.



Dominio de holomorfia: Sea U C C™ un dominio. Diremos que U es un dominio de
holomorfia, si existe una funcién f € O(U), el cual no se extiende holomérficamente hacia

ningun punto a € 9U.

Convezidad holomorfa: Sea U C C™ un dominio y K C U un compacto. El conjunto
i = N {reviensswlsel
Feo) zeK
es llamado la envolvente convexa holomorfa de K en U. Diremos que U es un dominio

holomoérficamente convexo si para todo compacto K C U la envolvente convexa holomorfa

K {}Ol es compacta.

Teorema de Cartan-Thullen: Sea U C C™ un dominio. Entonces las siguientes proposiciones

son equivalentes:
= U es un dominio de holomorfia.
s U es un dominio holomodrficamente convexo.

En el segundo capitulo: Introduciremos la nocién de funcién plurisubarménica (el cual
generaliza las funciones subarmoénicas a varias variables complejas). Caracterizaremos los
dominios de holomorfia (independientemente) en su forma analitica, esto es, via funciones
plurisubarménicas: dominios pseudoconvexos. Ademdas demostraremos que todo dominio de

holomorfia es un dominio pseudoconvexo.

Plurisubarmonicidad: Sea Q@ C C™ un abierto. Sea u : Q@ — [—00,00) semicontinua supe-
riormente. Diremos que f es plurisubarménica en €, si para todo disco complejo a + A-b =

{a+2zb:]z] <1} C Q (a,b € C"), se cumple la desigualdad del valor medio

1 27 ”
< — W, .
u(a) < 277/0 u(a + €"-b)db

Dominio pseudoconvexo: Diremos que un dominio U C C™ es pseudoconvexo si la funcién

U > z+— —logdist(z,0U)
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es plurisubarménica en U.

Teorema: Si U C C™ es un dominio de holomorfia, entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Es natural preguntarnos si la implicacion inversa es también cierta, este problema es conocido
como el Problema de Levi. Fue planteado por E.E. Levi en 1911. El problema de Levi fue
resuelto por K. Oka en 1942 en C2, y en dimensién arbitraria, fue resuelto independientemente
por K. Oka, H. Bremermann, F. Norguet en 1950. Finalmente, en 1965 L. Hérmander publica
una prueba usando técnicas en espacios de Hilbert y ecuaciones diferenciales parciales en

relacién con la ecuacion 9 en dominios pseudoconvexos.

Eugenio Elia Levi

(1883-1917)

En el tercer capitulo: Resolveremos la ecuacién 0 en dominios pseudoconvexos, esto es,
el Teorema de Hormander. El cual serd una herramienta fundamental para poder resolver el

problema de E. Levi.

Teorema de Hormander: Sea 2 C C™ un dominio pseudoconvexo. Entonces la siguiente

secuencia
] ] E]
00— 0(Q) — CHp(Q) — CG1)(1) — ... — C5ny () — 0
es exacta, donde Cz’;q)(Q) es el espacio de las (p, ¢)-formas diferenciales con coeficientes en
C>(Q).
En el cuarto capitulo: Demostraremos que las dos caracterizaciones de dominios de holo-

morfia en su forma topoldgica y analitica, estudiadas en el primer y segundo capitulo son
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equivalentes, esto es, precisamente resolver el Problema de Levi en C".

Para resolver el problema de E. Levi aplicaremos el método general de K. Oka[], esto es, re-
solveremos el problema de E. Levi para una clase muy especial de dominios pseudoconvexos:
dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados, el cual serd una consecuencia

del Teorema de Hormander. Luego estableceremos el Teorema de Behnke-Stein

Teorema de Behnke-Stein: Si €1 C 9 C ... es una sucesion creciente de dominios de holo-

morfia en C™, entonces la unién
o0
0={Jo
Jj=1

es también un dominio de holomorfia.

El Teorema de Behnke-Stein serd una consecuencia del Teorema de Aproximacién de Oka-

Weil y del Teorema de Hérmander.

Teorema de Aprozimacion de Oka-Weil: Sea U C C" un dominio de holomorfia y K C U un
compacto tal que

K = Kp!

esto es, por definicién un compacto holomorficamente convexo, entonces
O(U) es denso en (O(K), )

en la topologia compacta-abierta.

Finalmente el Teorema de Sard conjuntamente con la Teoria de Funciones Plurisubarmonicas
nos permitird aproximar un dominio pseudoconvexo, por una sucesién creciente de dominios

estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados

Teorema de Sard[IT): Si f : U C R™ — R (donde U es abierto) es de clase C*°, entonces la

medida de Lebesgue de los valores criticos
{ﬂm:xeavﬂmzo}
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€S cero.

Aproximacion de un dominio pseudoconvero: Sea  C C" un dominio pseudoconvexo. Enton-
ces existe una sucesion (£2;);>1 C C" de dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente

acotados tales que

s }; CC Q)41 para todo j > 1.

o,
j=1
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Notacion

Antes de comenzar formalmente nuestra discusién del problema de E. Levi enumeramos

cierta notacién y terminologia, que utilizaremos con frecuencia en este trabajo.

Simbolo Significado
N el conjunto de los ntimeros naturales
R el conjunto de los ntimeros reales
C el conjunto de los ntimeros complejos
Rz, Sz, |2] la parte real, parte imaginéria y médulo de z € C
Izl la norma Euclidiana para x € R"
|2 0o la norma L*> para x € R"
d(z,y) la métrica Euclidiana para x,y € R"
doo(,y) la métrica L para x,y € R"
-y el producto interno Euclidiano para x,y € R"
(z,w) el producto interno complejo para z,w € C"
B(x,r) la bola Euclidiana de radio > 0 y centro x € R"
A™(z,T) el polidisco de multiradio r y centro z € C™
A" el polidisco unitario A™(0,1)
X¢, X, 0X, X para un conjunto X de algtin espacio métrico,
el complemento, clausura, frontera e interior
B(X,e) la e-vecindad de X, B(X,¢) = {J,cx B(X,¢€)

para un punto x y conjuntos S y T de algiin espacio métrico,

con métrica d, la distancia de xz a S, y la distancia de T" a S

para una funcién f: A — C" y subconjunto B C A
el supremo de la norma Euclidiana de f en B

el espacio de las funciones holomorfas en U C C"

el espacio de las funciones k-veces continuamente diferenciable

el gradiente real de f : U C R - R
el gradiente complejode g: V C C* — C



Simbolo Significado
AccB A es relativamente compacto en B
conv(X) la envolvente convexa de X
Sn-t la esfera unitaria en R"
a+ A-bC C" | disco complejo a+ A-b={a+zb:|z| <1} (a,b € C")

vecindad de a

conjunto abierto que contiene al punto a

XI



Capitulo 1

Dominios de holomorfia

Uno de los fenémenos mas interesantes observados en el estudio de las funciones holomor-
fas de varias variables es la existencia de pares de conjuntos abiertos U C V' C C" tales que
toda funcién holomorfa en U se extiende holomérficamente hacia V', por ejemplo el Teorema
de Extension de Hartogs[7]: Si U C C™ es un dominio y K C U un compacto tal que U — K
es conexo, entonces toda funcién holomorfa en U — K se extiende holomérficamente hacia U.
Es claramente de algtn interés determinar aquellos abiertos U para los cuales tal extensién
no sea posible, estos abiertos seran llamados dominios de holomorfia. Como més adelante ve-
remos, estos dominios desempenaran un papel fundamental en la Teoria de Varias Variables

Complejas.

1.1. Dominios de holomorfia

En el presente trabajo se requiere una introduccion a la Teoria de Varias Variables Com-
plejas, recomendamos V. Scheidemann [7], para més detalles. Para una introduccién a la

Teorfa de Una Variable Compleja, recomendamos W. Rudin [B] y J.B. Conway [6].

Definicién 1.1.1. Sea U C C™ un abierto, f € O(U) y a € U°. Diremos que la funcién
holomorfa f se extiende holomoérficamente hacia a, si existe una vecindad conexa V de
a y una funcién holomorfa g € O(V) tal que f = g en un subconjunto abierto no vacio de

unv.

Observaciones:



1. Notemos que no requerimos que las funciones f y g coincidan en todo U NV, no
estamos en el caso en que la funcién f se extienda a una funcién holomorfa en U U V.
De este manera, si f € O(U) se extiende holomoérficamente hacia a € U€, entonces no
necesariamente existe un dominio W C C" y una funcién g € O(W) tal que U C W,
a € Wy f=gen U. Nosotros usamos esta definicion de extension holomorfa para

evitar las funciones multi-valuadas.

2. Por ejemplo, la funcion

z + log z

definida en el dominio U = C — {z € R : x < 0} se extiende holomérficamente hacia
el punto z = —1, pero no existe forma de definir esta funcién holomérficamente en un
dominio de C el cual contenga ambos U y el punto z = —1, a menos que trabajemos

con funciones multi-valuadas.

Definicion 1.1.2. Sea U C C" un dominio. Diremos que U es un dominio de holomorfia,
si existe una funcién f € O(U) el cual no se extiende holomérficamente hacia ningin punto

a € U-.
Observaciones:

1. Equivalentemente, f € O(U) se extiende holomérficamente hacia a, si existe una vecin-
dad conexa V' de a y una funcién holomorfa g € O(V) tal que f = g en una componente

conexa no vacia de U N’V (Principio de Identidad[7]).

2. Equivalentemente, U C C™ es un dominio de holomorfia, si existe una funcién holomorfa

f € O(U) el cual no se extiende holomérficamente hacia ningin punto a € oU.
La siguiente definiciéon es una reformulacién de la definicion (1.1.2)

Definicién 1.1.3. Sea U C C" un dominio. Diremos que U es un dominio de holomorfia
si existe f € O(U) tal que no existen conjuntos abiertos V, W en C" y g € O(V) con las

siguientes propiedades:

a) 0£W CcUNV.

b) V es conexo y no esta contenido en U.



c) f=gen W.

Diremos que un abierto U C C™ es un dominio de holomorfia si cada una de sus compo-

nentes es un dominio de holomorfia.
La definicién [1.1.3| nos permite definir el concepto de dominio de holomorfia débil.

Definicién 1.1.4. Sea U C C™ un dominio. Diremos que U es un dominio de holomorfia

débil, si no existen conjuntos abiertos V' 'y W en C" con las siguientes propiedades:

a) 0£FW CUNV.
b) V es conexo y no estd contenido en U.

¢) Para todo f € O(U) existe una funcién g € O(V) (necesariamente tnica) tal que f =g

en W.

Definicién 1.1.5. Sea U C C™ un dominio y f € O(U). Diremos que U es dominio de
existencia de f o que el dominio U admite una funcién singular f, si no existen conjuntos

abiertos V, W en C"y g € O(V) con las siguientes propiedades:

a) 0 AW cCUNV.

b) V es conexo y no esta contenido en U.

c) f=gen W.
La frontera de U es llamado la frontera natural de f.
Observaciones:

1. C™ es un dominio de holomorfia por definicién.

2. Si U C C™ es un dominio de holomorfia entonces U es un dominio de holomorfia débil.
Posteriormente mostraremos que los conceptos de dominio de holomorfia y dominio de

holomorfia débil son equivalentes.

3. Un dominio U C C" es dominio de holomorfia si y solamente si U es dominio de

existencia de alguna funcién holomorfa f € O(U).



4. Equivalentemente en las definiciones [1.1.3}[1.1.4} [1.1.5| podemos asumir W una compo-

nente conexa de la interseccién U NV (Principio de identidad[7]).
Definicion 1.1.6. Para n > 2, sea
H={zeA":|z1| >q V|z| <gjparaj=2,...,n}
entonces (A", H) es llamado una figura de Hartogs Euclidiana.
Ejemplos:

1. El disco unitario A C C es un dominio de holomorfia, considerando la funciéon holomorfa
0 .
Aasz(z):ZzJ! ()
j=1

observamos que cuando r € (0,1) y 6 € Q entonces

los puntos €™ forman un conjunto denso en JA.

2. El polidisco unitario A™ C C" es un dominio de holomorfia, considerando la funcién

holomorfa
A" 3z f(21) + o+ fzn)
donde f es la funcién de («). Notemos que para 6 € Q y z1, 22, ..., 2z, € A los puntos
(627”9, 29, ...y 2n), (21, e 0 Zn)y .o (21,2200 627ri9)

forman un conjunto denso en OA™.

3. Si (A™, H) es una figura de Hartogs en C™ (n > 2), entonces toda funcién holomorfa
en H se extiende holomérficamente hacia A™ (Fenémeno de Hartogs[7]). Por lo tanto

H no es dominio de holomorfia.

4. Si U C C" es un dominio y K C U compacto tal que U — K es conexo, entonces
toda funcién holomorfa en U — K se extiende holomdrficamente hacia U (Teorema de

Extensién de Hartogs[7]). Por lo tanto U — K no es dominio de holomorfia.



Definicién 1.1.7. Sea U C C" un dominio y f € O(U). Diremos que f es esencialmente
ilimitado en U, si para todo abierto conexo V que intersecta a la frontera de U y toda
componente conexa W de U NV existe una sucesién (z;);>1 C W tal que f(z;) — oo,

cuando j — oo.

El siguiente lema, el cual es un argumento de Topologia General[Ig], serd usado frecuen-

temente, dejamos la prueba al lector.

Lema 1.1.1 (lema técnico). Sea U C C™ un dominio. Sea p un punto en U, sea V una

vecindad conexa de p y sea W una componente conexa de U NV . Entonces
ownv cou.

Proposicién 1.1.1. Sea U C C" un dominio y f € O(U) esencialmente ilimitado en OU.

Entonces U es un dominio de holomorfia.

Demostracién: Supongamos por contradiccion, que f se extiende holomérficamente hacia
algin punto b € QU, entonces existe una vecindad conexa V de b y una funciéon holomorfa
g € O(V) tal que

f = g en una componente conexa W de U NV.

Sea a € OW NV entonces por el Lema [1.1.1|a € OU. Sea r > 0 tal que B(a,r) C V. Sea 2
una componente conexa de B(a,r) NW entonces 2 es una componente conexa de B(a,r)NU.

Desde que f es esencialmente ilimitado existe una sucesién (z;);>1 C 2 tal que
f(zj) — 00 (§ = 00).

Como ) C W se sigue que
9(2j) — 00 (j = 00).

Desde que g € O(V) la funcién g es continua en V' y por lo tanto acotada en el compacto
B(a,r). Como (2;)j>1 C Q C B(a,r) tenemos que la sucesién (g(z;));>1 es acotada, lo cual

es una contradiccion. O

Para muchas aplicaciones el teorema siguiente es suficiente, el cual probaremos posterior-

mente, mediante el Teorema de Cartan-Thullen.



Teorema 1.1.1. Sea U C C" un dominio y suponer que para cada a € OU existe una
funcién holomorfa f, € O(U) tendiendo al oo en a (esto es, si (zj);>1 es una sucesion en U

con zj — a entonces fq(zj) — 00). Entonces U es un dominio de holomorfia.
Consideremos algunas consecuencias de este resultado.
Corolario 1.1.1. Todo domino U C C es un dominio de holomorfia.

Demostraciéon: Consideremos para cada a € U la funcién holomorfa

U>z—

zZ—a

O]

Ejemplo 1.1.1. El polidisco unitario A™ C C" es un dominio de holomorfia, consideremos

para cada a € JA™ la funcién holomorfa

A" >z
zj—aj

donde j es tal que a; € OA.
Ejemplo 1.1.2. La bola Euclidiana B(0, R) C C" es un dominio de holomorfia, consideremos
para cada a € 9B(0, R) la funcién holomorfa

1

Corolario 1.1.2. Todo dominio convexo U C C" (esto es, U es convexo considerado como

un subconjunto de R?™) es un dominio de holomorfia.

Demostracién: Sea a € OU, entonces existe un hiperplano de soporte[I4] para U en a,
H={ze€C":(z—a)b=0}
donde b € C™. Por lo tanto la funcién

U e
Sz Z—ab)

es holomorfa en U (notar que, R(z—a,b) = (2—a)- b). Entonces U es un dominio de holomorfia.

O]



Ejemplo 1.1.3. El triangulo de Hartogs
T = {(2,w) € A?: |2| < |w|}

es un dominio de holomorfia, considerando la funcién holomorfa

1

TS(Z,’UJ)‘—)m

eC, (eR)

para los puntos de la diagonal (e?w,w) € T y la funcién holomorfa

1

T5 (z,w) — P

eC, (feR)

para los puntos (z, ew) e oT.

1.2. Dominios holomorficamente convexos

En ésta seccién introduciremos la nocién de convexidad holomorfa y estableceremos el
teorema de H. Cartan y P. Thullen, el cual caracterizara los dominios de holomorfia en
términos de convexidad holomorfa.

Para motivar la definiciéon de dominios holomérficamente convexos comenzaremos presen-

tando la siguiente caracterizaciéon de dominios convexos[I4].

Teorema 1.2.1. Sea 2 C R™ un dominio. Entonces ) es convexo si y solamente si para todo

compacto K C §,

Khn = {x € Q: f(z) < sup f(r) para toda funcién lineal f : R" — R}
zeK

es compacto.
Podemos utilizar el Teorema [1.2.1 como nuestra definicién de convexidad. Lo cual nos
motiva la nocién de convexidad holomorfa, reemplazando funciones lineales por funciones

holomorfas.

Definicién 1.2.1. Sea U C C" un dominio y K C U un compacto. El conjunto

Ky = {z e U :|f(2)| <sup|f(z)| para toda funcién holomorfa f : U — C}
zeK
Es llamado la envolvente convexa holomorfa de K en U, también denotada por

heonvy (K) o K{}Ol . Diremos que U es un dominio holomérficamente convexo si para



todo compacto K C U la envolvente convexa holomorfa IA(U es relativamente compacta en
U, y por tanto compacta. Si K = K y diremos que K es un compacto holomérficamente

convexo o O(U)-convexo.

Las siguientes propiedades seran usadas frecuentemente, las cuales se deducen claramente

de la definicién [1.2.1] dejamos la prueba al lector.

Proposicion 1.2.1. Sean U,V C C" dominios y K, L C U compactos. Entonces se cumplen

las siguientes propiedades.
(a) KCc Ky cU.
(b) Ky es acotado y relativamente cerrado en U.
(c) 8i M = Ky es compacto, entonces My = M.
(d) Si K C L, entonces Ky C Ly.
(e) SiU CV, entonces [?U C I?V.
(f) La envolvente convexa holomorfa I?U es compacta st y solamente st
a(Kv,00) > 0.
(9) Para cada M,e >0 yaecU— I?U, existe f € O(U) tal que
[fllx <eylfla)l> M.

(h) Para cada f € OU), [[fllz, < If]x-

Demostracién: Probaremos la propiedad (b). Sea r > 0 tal que K C A"(0,7). Dado que
las funciones coordenadas z — z; son holomorfas en U, entonces para z € K r tenemos que

|zj| < supg |z;| < r. Por lo tanto Ky c A™(0,7) . O
Proposicion 1.2.2. Todo dominio en C es holomaérficamente convezo.

Demostracién: Sea K C U compacto. Supongamos que existe a € I?U — I?U, entonces
a € 0U dado que I?U es cerrado en U. Sea (2;);>1 C I/(\'U tal que z; — a y consideremos la

funcién holomorfa

f(z) = ! en U.

Z—a

Entonces |f(2;)| < ||f||k, lo cual es una contradiccion. O



Para n > 2 mostraremos que existen dominios que no son holomérficamente convexos.

Ejemplo 1.2.1. La envolvente convexa holomorfa depende del dominio. Consideremos el
compacto K = S§?"~1 c C".
SiU = (C")*
~ K ,n=1

Kp=4

B(0,1) = {0}, n>2

Si n =1 entonces Ky = K considerando las funciones f(z) =1/zy f(z) =z en U. Sin > 2
el Teorema de extensién de Hartogs[7] implica que Ky = B(0, 1) — {0} conjuntamente con el

Principio del Médulo Maximo[7] en la bola compacta B0, 1].
Siv=C"

para todo n > 1.

Proposicién 1.2.3. Si K C C" es un compacto, entonces I?(Cn C conv(K). En particular si

K C U es un compacto convezxo, entonces K es un compacto O(U)-convezo.

Demostracién: Sea z) € Kcn. Supongamos por contradiccion que zy ¢ conv(K') entonces
existe un hiperplano[I4]:
R(z—a,b) =0

que separa zg de K, esto es R(z —a,b) < 0 para todo z € K y R(zp —a,b) > 0. Consideremos

la funcién entera

£(2) = oo
entonces |f(z0)] > 1> ||f||k, lo cual es una contradiccién. O

Proposiciéon 1.2.4. Si U C C" es un dominio convexo, entonces U es holomdrficamente

CONVETO.

Demostracién: Supongamos por contradiccién que U no es holomérficamente convexo, en-
tonces existe a € cl ([?U) tal que a € U, luego como U es convexo, existe un hiperplano de
soporte[I4] para U en a,

H={ze€C":(2—a)b=0}



donde b € C". Por lo tanto la funcion

U -
D 2 (z—a,b)

es holomorfa en U (notar que, R(z — a,b) = (z —a)- b), lo cual es una contradiccién dado que
a € cl (IA( U). ]
En general, convexidad holomorfa es una propiedad mucho maéas débil que convexidad

lineal (Teorema |1.2.1)).

Proposicion 1.2.5. Sea U C C" un dominio y K C U un compacto. Si M C U — K es una

componente conexa, el cual es relativamente compacta en U, entonces M C Ky;.

Demostracion: Como dM C U entonces 0M C K. Dado que M CC U entonces M C 8/]\\4[]
(Principio del Médulo Maximol[T]). O

Definicion 1.2.2. Un disco analitico es una aplicacién continua
S:A—C"

cuya restriccién a A es holomorfa. La frontera de un disco analitico .S, denotado por 95,
serd la imagen S(OA). Para un disco analitico S : A — C", las imdgenes S(A) y S(A)

frecuentemente seran denotadas por Sy S.

Proposiciéon 1.2.6. Sea U C C™ un dominio. Si S C U es un disco analitico, entonces
S C 53}]

Demostracién: Aplicando el Principio del Médulo Méximo[7], obtenemos el principio del

moédulo maximo via discos analiticos,

Iflls < | fllas

para toda funcién holomorfa f € O(U). O

1.3. Lema de Thullen

Definicién 1.3.1. Sea U C C™ un dominio. Sia € U y r € (0,00)™ un multiradio, definimos

dpr(a) =sup{A > 0: A"(a, \r) C U}
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Observaciones:
1. A< 65 (a) <= A"(a, Ar) C U.
Lema 1.3.1. Si U C C" es un dominio propio y a € U, entonces
d(a,0U) =nf{dg(a): ||| = 1}
Demostracién: Denotemos A = d(a,dU), n = inf{dj;(a) : ||r|| = 1}
A<n<= A< ;(a) <= A(a,\r) CU

pero A(a, \r) C B(a,\) C U entonces A\ < 7. Supongamos A < 7 entonces B(a,n) ¢ U lo

cual implica que existe z € B(a,n) — U. Como ||z — a|| < n entonces

1|z — aj
|zj —a;| <
T T (s — el e — gl e — anl)]
lo cual implica que z € A(a,nr) donde
_ (lz1 — a1, |z2 — az|, ..., |z2n — anl)
I([21 = als |22 = azl, ... |20 — anl)|
Por lo tanto A(a,nr) ¢ U. Por la observacién n > d;;(a), lo cual es una contradiccién. O

Teorema 1.3.1 (Lema de Thullen). Sea U C C" un dominio, sea K un compacto contenido

en U y sea r € (0,00)" un multiradio. Si g € O(U) tiene la propiedad,
7(a) > lg(@)] , Va € K.

Entonces para cada b € I?U y para cada f € O(U) la serie de Taylor de f en b

Z o~ (b)(z_b)a

!
al
|a|=0

converge en el polidisco A(b,|g(b)|- 7). En particular, si U es un dominio de holomorfia débil,

entonces A(b,|g(b)|-r) C U.

Demostracién: Podemos asumir que d;;(a) > |g(a)| para todo a € K, desde que g puede
ser reemplazado por (1 — €)g por cualquier € € (0,1), luego hacemos ¢ — 0. Por demostrar

que la serie
o0

Z Daf(b)(z_b)a

!
al
|ae|=0

11



converge en el polidisco A(b, |g(b)|-r). Por el Lema de Abel[7], es suficiente probar que el

conjunto

{'Daf(b)gw(b). o

al

o € Zﬁ}
es acotado. Como
U A lg(@) ) cc v
acK
entonces

M:m{WMweUA@mwﬂ}«m

aeK

Sea a € K — Z,, entonces por las estimativas de Cauchy[7] en A(a, |g(a)|-7) C U
_ |97f(@) jai

M- ol
T ol (g). o

(lg(a)]-7)*

para todo a € K. Como las derivadas parciales de f son holomorfas en U[{] entonces

0%f(a)] < <M

’Daf(b)g|a|(b).ra <M

al

para todo b € Ky (Proposicién [1.2.1)). O
Corolario 1.3.1. Sea U C C" un dominio, K C U un compacto, y g € O(U) tal que
9(a)| < d(a,0U) , Va € K.

Sibe Ky yfe O(U) entonces la serie de Taylor de f en b

Z 8af(b) (Z _ b)oc

al
|e|=0

converge en la bola B(b,|g(b)]).

Demostracion: Consideremos la siguiente identidad

B(0,1)= |J a™0,r)
[|r]|=1
conjuntamente con el Lema de Thullen 1.3.1.|TH 0

Corolario 1.3.2. Sea Q C C" un dominio de holomorfia débil y sea g € O(R2). Si

lg(a)| < d(a,09) , Vae€ K

12



donde K es un subconjunto compacto de 2, entonces
lg(b)| < d(b,0) , Vbe Kq
en particular, si ) es un dominio de holomorfia débil, entonces la funcion
z— —logd(z,00)
es plurisubarmdnica en € (Definicién 2.1.3), esto es, Q es un dominio pseudoconvexo.

Demostracion: Sea b € I?Q Entonces por el Corolario |1.3.1] la serie de Taylor de toda
f € O(Q) converge en B(b,|g(b)]). Como Q es un dominio de holomorfia débil, entonces
B(b,|g(b)]) C Q. O

Corolario 1.3.3. Sea U € C"™ un dominio, K C U un compacto y b € Ky. Si fe o)

entonces, la serie de Taylor de f en b,

converge en la bola B(b,d(K,0U)).

Demostracién: Consideremos la funcién constante g(z) = d(K,0U) en el Corolario [1.3.1.

O

Corolario 1.3.4. Sea U C C™ un dominio de holomorfia débil. Entonces para todo compacto

K C U, se cumple la ecuacion
d(K,U) = d (I?U, aU)
donde d(K,0U) es la distancia Euclidiana entre K y OU.

Demostracién: Sea b € I?U. Por el Corolario [1.3.3| la serie de Taylor de toda funcién
f € O(U) converge en la bola
B(b,d(K,0U))

como U es un dominio de holomorfia débil entonces
B(b,d(K,0U)) C U.
Por lo tanto d(K,dU) < d (I?U, aU). 0

13



Corolario 1.3.5. Si U C C" es un dominio de holomorfia débil, entonces U es holomdrfica-

mente convexo.

Demostracién: Sea K C U un compacto. Como U es un dominio de holomorfia débil

entonces por el Corolario [1.3.4]

d(KUJ%ﬁ::dunaU)>o.

1.4. Construccién de funciones holomorfas no acotadas

Sea U C C"™ un dominio holomérficamente convexo, nuestro objetivo en esta seccién es
construir una funcién holomorfa en U tal que no se extienda holomérficamente hacia ningtin

punto z € QU. Para esto utilizaremos exhaustividades normales.

Definicion 1.4.1. Una exhaustividad normal de U es una sucesion de compactos

(K;)j>1 C U tales que:
= K; C f('jﬂ, para todo j > 1.
= U= U;; Kj.

Lema 1.4.1 (Descomposicién de un abierto en compactos). Si U es un abierto de C", en-

tonces U admite una exhaustividad normal,

U:U&,

Jj=1

en particular, si K C U es un compacto, entonces K estd contenido en algin K;.
Demostracién: Es suficiente con tomar la siguiente sucesion de compactos,
K, = {z €U :d(dU) > ; 1l gj} G=12..)
O

Lema 1.4.2. Sea U C C" un dominio. Si U es holomorficamente convexo, entonces U admite

una erhaustividad normal,

Uv=\JK;,

Jj=1

donde cada compacto K; es O(U)-convezo.

14



Demostracion: Si U = C" es suficiente con tomar la sucesion

K;j=B(0,7) (j=12..)

notemos que K; C I?j C conv(K;) = Kj. Supongamos ahora que U # C". Definamos para
cada j > 1
L={sevsdeou 2 15 el <)

Por el Lema |1.4.1, la sucesién (L;);j>1 C U es una exhaustividad para U. Sea

Ky = (El)
U

notamos que K; es un compacto O(U)-convexo por la Proposicién 1.2.1)y Ly C K;. Por el

Lema |1.4.1| Ky C ijz para algin 1 < jo. Sea

Ko = (LjQ) U
notamos que Ko es un compacto O(U)-convexo por la Proposicién |1.2.1, Ly C Koy Ky C f(g.

Por el Lema |1.4.1) Ko C ijs para algun jo < j3. Sea
Ks = (Lj3)U

notamos que K3 es un compacto O(U)-convexo por la Proposicién 1.2.1, Ly C K3y Ky C
K3. Procediendo por induccién obtenemos una sucesién (K j)j>1 C U de compactos O(U)-

convexos tales que L; C K; y K; C _[O(j+1 para todo j > 1. Se sigue que

o0
U=JK;
j=1
Por lo tanto (Kj);>1 C U es la sucesién requerida. O

Una consecuencia directa del Lema [1.4.2 es la siguiente proposicién.

Proposicion 1.4.1. Sea U C C"™ un dominio. Entonces U es holomdrficamente convexo
si y solamente si U admite una exhaustividad normal (K;)j>1 donde cada compacto K; es

O(U)-convexo.

Definicion 1.4.2. Diremos que z € C" es racional, si la parte real e imaginaria de cada

coordenada de z es racional.

15



Lema 1.4.3. Sea U C C" un dominio. Entonces existe una sucesion (aj)j>1 C U densa en

U.

Demostracion: Sea

D = {z€U: z es racional}.

Afirmamos que D es denso en U. Sean z = (21, 22,...,2,) € Uy r > 0 tal que B(z,r) C U.

Dado que Q es denso en R tenemos que para cada j > 1, existen p;, q; € Q tales que
r r
e[ R(zi) — —, R(z; +>
pj ( ( J) \/% ( ]) \/%

r r
e | S(z5) — —,3(z) + —
€ (30) - =90 + =)
entonces
w = (p1 +iqi,...,pn +ign) € (Q+iQ)"
2 2 o 2 2 o 2 2
lw—z[|* =|R(z1) —p1]” +1S(z1) ="+ ... + [R(zn) —pul” +1S(20) —@ul* <7
se sigue que w € B(z,r), asi D es denso en U. Como D es numerable, existe una aplicacién

biyectiva a : N = D, j +— a;. Por lo tanto (a;);>1 es la sucesién requerida. ]

Lema 1.4.4. Sea U C C" un dominio. Si (K;)j>1 es una exhaustividad normal de U con

y (2)j>1 es una sucesion con
zi €Ki —K; (j=12,...)
Entonces existe una funcion holomorfa f € O(U) tal que

lim |f(z;)] = oo.
J—00

—

Demostracién: Como z; ¢ K; = (K j)U entonces existe una funcién holomorfa f; € O(U)

tal que
izl > 1> flk;, G=12,...)
Sea p1 = 1. Dado que |f2(22)| > 1 existe py € N tal que

1 L1
yf2(22)l” — > ok (=)™ =3

k=1
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Dado que |f3(z3)| > 1 existe p3 € N tal que

2

1 1

sl = S () 2 4
k=1

Dado que |f4(z4)| > 1 existe ps € N tal que

1 1

RGP =3 Sl > 5
k=1

Procediendo por induccién obtenemos una sucesién (p;)j>1 C N de modo que para todo j > 2

1 R ,
F\fj(zj)\pf = okl fe(z)IP 2+ 1
k=1
Sea f: U — C definido por
1
f(z) = Zﬁfk(Z)p’“ ()
k=1

Por el M-test de Weierstrass[7] la serie (a) converge absolutamente y uniformemente en K,
para todo j > 1. Por lo tanto la serie () converge uniformemente en partes compactas de U.
Se sigue que f es una funcién holomorfa en U (Teorema de Convergencia de Weierstrass[7]).

Para todo j > 2 tenemos que

1 S 1 , <1
112 Sl = Gl = 3 Gl 20+ - > =i ()
k=1 k=j+1 k=j+1
de la estimacion (3) se sigue que f(z;) — oo, cuando j — oo. O

Para un dominio U C C" , construiremos ahora una sucesién (z;);>1 C U, que se acumula

en todo punto de la frontera OU.

Lema 1.4.5. Sea U C C" un dominio y sea (K;);>1 una exhaustividad normal de U. Enton-

ces existe una subsucesion (Kj,);>1 y una sucesion (z);>1 C U tales que cumplen lo siguiente:

a) z1 € Kj

ji — K5, para todo | > 1.

b) Para todo a € OU, para toda vecindad conexa V de a, y para toda componente conexa

W de UNYV, tenemos que

cardinal{l > 1: 2z € W} = c0.
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Demostracién: Por el Lema |1.4.3, sea (a;)r>1 C U una sucesion densa en U, y para cada
k > 1 sea By, = B (a,r) C U donde r, = d (ay,0U). Ahora sea (Q;);>1 una sucesién cuyos
elementos son elementos de (By)r>1 de forma que cada By, se repita un nimero infinito de

veces en (Q);>1, por ejemplo
(Qj)j>1 = (B1, B1, By, B1, By, B3, By, By, B3, By, . ...).
Para cada [ > 1 sea (dado que Q; ¢ K; para ningin j)

2 € QN (K, — Kj)

I+1

Sea V un dominio intersectando a 0U y W una componente conexa de U NV. Sea a €
oW NV C 90U (Lema [1.1.1). Sea r = d(a,0V’). Como la sucesién (aj)r>1 es densa en U

tenemos que ai € B(a,r/2) N W C U para algin k, entonces
e = d(ag, dU) < ||l — al| < % < d(ay,, dV)

se sigue que B(ay, ) C V, y por conexidad By C W. Por lo tanto tenemos que By = Q)
para una infinidad de indices {j; < jo < ... < j; < ...}, de donde obtenemos una subsucesién

(Zjl)lZI CB.CcW. O]

Teorema 1.4.1. Si U C C" es holomorficamente convero, entonces U es un dominio de

holomorfia.

Demostracién: Sea (K;);>1 C U una exhaustividad normal para U, donde cada Kj es

O(U)-convexo (1.4.2)). Por el Lema |1.4.4] existe una sucesién z; € Kj,,, — K, que se acumula

+1

en QU, y por el Lema |1.4.5 existe f € O(U) tal que
f(z1) — 00 (I = o0)

entonces f es esencialmente ilimitado en OU. Por lo tanto U es un dominio de holomorfia

(Proposicién |1.1.1]) O

Corolario 1.4.1. Sea U C C™ un dominio y suponer para cada a € OU existe una funcion
Ja € O(U) tendiendo al 0o en a (esto es, para toda sucesion (zj)j>1 C U con z; — a tenemos

que fqo(z;) — 00). Entonces U es un dominio de holomorfia.
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Demostracién: Por el Teorema [1.4.1] es suficiente demostrar que es U holomérficamente
convexo. Sea K C U un compacto, debemos probar que [?U es compacto, el cual equiva-
le a probar que d (IA(UﬁU ) > 0 (Proposicién [1.2.1). Supongamos por contradiccién que

d (IA(U, 8U> = 0, entonces existe una sucesién (z;);>1 C Ky con
d(zj,0U) — 0 cuando j — oo.

Desde que IA(U CC U podemos asumir que la sucesién converge a un punto a € cl (IA(U), y

desde que d (z;,0U) — 0 tenemos que a € OU. Luego existe una funcién f, € O(U) tal que
fa(2j) — 00 cuando j — oo

Por la Proposicién [1.2.1, || fal|z < [[fallx < 00, lo cual es una contradiccién. O

1.5. El teorema de Cartan-Thullen

Ahora podemos enunciar y demostrar un teorema debido a H. Cartan y P. Thullen caracte-

rizando los dominios de holomorfia en términos de convexidad holomorfa.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Cartan-Thullen). Sea U C C" un dominio. Entonces las si-

guientes condiciones son equivalentes:

(a) U es un dominio de holomorfia débil.
(b) Para todo compacto K C U, la ecuacion
d(K,8U) = d(f(U, aU)
se cumple.
(¢) U es un dominio holomdrficamente convezo.

(d) U es un dominio de holomorfia.

Demostracién: La implicacién (a) = (b) se sigue del corolorio |1.3.4. La implicacién (b) =
(c) es clara. La implicacién (c) = (d) se sigue del teorema|1.4.1)y la implicacién (d) = (a) es

clara. O
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Definicién 1.5.1. Sea 2 C C" un dominio. Diremos que un subconjunto D C 2 es discreto

en (), si D no tiene puntos de acumulacién en Q.

Corolario 1.5.1. Sea U C C" un dominio. U es un dominio de holomorfia si y solamente
si para todo conjunto infinito D C U discreto en U, existe una funcidn holomorfa f € O(U)

tal que sup |f| = co.
D

Demostracién: [=| Dado que U es holomérficamente convexo (Teorema |1.5.1), existe una
exhaustividad normal (K;)j>1 C U con K; = (/K7)U (Lema [1.4.2)), entonces D N K es finito
(o vacio) para todo j > 1. Sea z; € D — K luego 21 € Kj, donde ja > 1. Sea 20 € D — K},
luego 2o € K, donde js > ja. Procediendo por induccién construimos una sucesion (2;);>1
tal que

ZlGKj —Kj (l:1,2,)

+1

luego por el Lema [1.4.4] existe una funcién holomorfa f € O(U) tal que
f(zj) — oo cuando j — o0

[«<] Afirmamos que U es holomérficamente convexo. Sea K C U un compacto. Supongamos

por contradiccién que K U 1no es compacto, entonces existe una sucesion (z;);>1 C K v tal que
zj — a € OU cuando j — oo
Sea D ={z;:7 > 1} entonces existe f € O(U) tal que
) q

sup [ f(z;)| = o0
j>1

lo cual es una contradiccién, dado que f es acotado sobre K v- Por lo tanto U es un dominio
de holomorfia (Teorema |1.5.1)). O

Una consecuencia directa del Corolario [1.5.1] es la siguiente proposicién.

Proposicion 1.5.1. Sea U C C" un dominio. U es un dominio de holomorfia si y solamente
si para cada sucesion (aj);j>1 en U convergente a un punto a € OU, eziste una funcion
f€OU) tal que

sup | f (a;)| = oo.
jeEN
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1.6. Propiedades de dominios de holomorfia

En ésta seccion daremos algunos ejemplos de dominios de holomorfia y algunas propieda-

des de estabilidad de dominios de holomorfia bajo operaciones de conjuntos.

Proposicién 1.6.1. Sea {Ux},c, una familia de dominios de holomorfia y sea U una com-

ponente conexa del interior de

0
XEA

entonces U es un dominio de holomorfia.

Demostracion: Sea K C U un compacto. Observamos que IA(U C IA(UA para todo A € A.

Por el Teorema de Cartan-Thullen [1.5.1
d(Ky,0Uy) > d(Ky,,0Uy) = d(K,0Uy) > d(K,dU)

Por lo tanto A(IA(U,T) C Uy para todo A € A, donde r = d(K,0U) > 0. Entonces

A(Ky,r) C int (ﬂ U,\)

AEA

Desde que I?U C U tenemos que A(I?U,r) C U, esto es, d(I/(\'U,aU) > r. Por lo tanto
d(K,0U) = d(Ky,dU). Por el Teorema de Cartan-Thullen [1.5.1/ U es un dominio de holo-

morfia. O

Proposicién 1.6.2. Sean U C C", V C C™ dominios y F € O(U,V) un mapeo holomorfo

propio, entonces U es un dominio de holomorfia, si V es un dominio de holomorfia.

Demostracion: Sea K C U compacto. Desde que f (IA(U> C f(K)y, se sigue que Ky es

compacto. Por lo tanto U es holomérficamente convexo. O

Proposiciéon 1.6.3. Sean U; C C*, Uy C C™ dominios de holomorfia. Entonces el producto

Cartesiano Uy x Uy C C*™™ es también un dominio de holomorfia.

Demostracion: Sea K C U; x Uy un compacto. Sean
m:C"xC" —=C"
e C" x C™ — C™

21



las proyecciones canonicas. Sea K; = m(K) y Ko = m(K), entonces

KCKyxKyCcU; xUsy

—

Como K; C U; es compacto, entonces (K) U, ©s compacto. Desde que

—_——

KU1><U2 C (Kl)Ul X (KQ)UQ
se sigue que IA(leU2 es compacto. Por lo tanto U; x Us es holomérficamente convexo. O

Proposicién 1.6.4. Sean U C C", V. C C™ dominios de holomorfia y f € O(U,C™) una

aplicacion holomorfa. Entonces
Ur={2€U: f(z) eV}
es un dominio de holomorfia.

Demostracién: Probaremos que Uy es holomérficamente convexo. Sea K C Uy un compac-
to. Entonces

I?Uf C KU ccuU.

Supongamos que Ky, no es compacto, entonces existe una sucesion (25)j>1 C Ky, tal que

zj — 29 € U N OUy. Notemos que para todo z € IA(Uf y g€ OV)
9(f(2))] < sup|go f| = sup |g|
K H(E)

Por lo tanto

—

f(Ky,) € f(K)y, cCV

—

f(z) € f(K),ccV,j>1

luego f(z0) € V, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto U es holomérficamente convexo.

O

Proposicién 1.6.5 (Invarianza bajo cambio de coordenadas). Sean U,V C C" dominios y
f:U =V un biholomorfismo. Si V es un dominio de holomorfia entonces U es un dominio

de holomorfia.

Demostracién: Sea K C U un compacto. Desde que f(K), = f(Ky) tenemos que K es

compacto. Por lo tanto U es holomoérficamente convexo. ]
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Proposicién 1.6.6. Sea T : C" — C™ wuna aplicacion C-lineal, V. C C™ un dominio de

holomorfia y sea U = T~Y(V). Entonces U es un dominio de holomorfia.
Demostracién: Sea K C U un compacto. Observamos que
KycT™! [1{(?)‘,}

y que existe un € > 0 tal que

o —

entonces K, v+ B(0,0) C U, luego U es holomérficamente convexo. O

Proposicién 1.6.7. Sea 2 C C" un dominio de holomorfia y sea E C C" un subespacio

afin. Entonces QN E es un dominio de holomorfia.

Demostracion: Sea £ =a+ Cvy + --- + Cug, donde k£ = dim E
Cck > (zl,...,zk)bi>a+zlv1+---+zkvk eC”
entonces f1(Q) = QNE. O
Ejemplo 1.6.1. El tridangulo de Hartogs
T ={(z,w) € A? : |z] < |w]|}
es un dominio de holomorfia, la aplicacion
T3 (z,w) = (z,z/w) € A x A*

mapea biholomoérficamente el tridngulo de Hartogs T' sobre A x A*.

1.7. Conjuntos holomoérficamente acotados

En esta seccién presentaremos una nueva clase de conjuntos, el cual llamaremos conjuntos

holomérficamente acotados, y estudiaremos su conexién con los dominios de holomorfia.

Definiciéon 1.7.1. Sea U C C" un dominio. Diremos que B C U es holomérficamente

acotado, o O(U)-acotado, si toda funcién holomorfa f € O(U) es acotada en B.
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Ejemplo 1.7.1. Sea U C C"™ un dominio. Entonces todo subconjunto relativamente com-
pacto de U es holomérficamente acotado. Ademéds para todo compacto K C U su envolvente

holomorfo K. v es holomérficamente acotado.

Considerando las funciones coordenadas z +— z; las cuales son funciones holomorfas,

obtenemos claramente la siguiente proposicién.

Proposicion 1.7.1. Sea U C C" un dominio. Si B C U es holomorficamente acotado

entonces B es acotado.

Lema 1.7.1. Sea U C C™ un dominio. Si B C U es holomdrficamente acotado, entonces

existe un compacto K C U tal que B C I?U.

Demostracién: Sea (K);>1 una exhaustividad normal para U. Supongamos por contra-
diccién que B ¢ (f(;) para todo j > 1. Entonces existe una sucesién (z;);>1 C B tal que
U >

z; € Kj,,, — Kj, para todo [ > 1. Por el Lema [1.4.4 existe una funcién holomorfa f € O(U)

+1

tal que lim;_, | f(2;)| = oo, lo cual es una contradiccion. d

El siguiente teorema establece la conexién entre dominios holomérficamente acotados y

dominios de holomorfia, el cual es una consecuencia del Lema [1.7.1l

Teorema 1.7.1. Sea U C C" un dominio. Entonces U es un dominio de holomorfia si y
solamente si los unicos subconjuntos holomorficamente acotados de U son los subconjuntos

relativamente compactos de U.

1.8. Poliedros analiticos

Si observamos la definicién de un polidisco
A'"={zeC": |z <1,1<j<n}

observamos que esta generado por las funciones coordenadas z — zj;, si reemplazamos estas
funciones coordenadas por funciones holomorfas, estaremos definiendo una nueva clase de

conjuntos, llamados poliedros analiticos.

Definicién 1.8.1. Sean V C U C C" abiertos y F' = (f1,..., fm) € O(U,C™) un mapeo

holomorfo. El conjunto
D=VAF Y A" ={zeV:|fi(z)]<1,1<j<m}
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es llamado un poliedro analitico en U si Il es relativamente compacto en V. El conjunto
N=VnF ' (A")={zeV:|fj()|<1,1<j<m}

es llamado un poliedro analitico compacto en U si II es compacto. La coleccién de fun-

ciones {f1,..., fm} C O(U) son llamadas las caras del poliedro analitico.
Observaciones:

1. Si consideramos V = U = C, el poliedro analitico determinado por f(z) = z? — 1 no es

conexo.

2. Sill ={z € Q:|fj(2)] < 1,1 <j < m} es un poliedro analitico compacto, entonces

M={z€Q: |fi(2)] < 1,1 < j < m} es también un poliedro analitico.
Con las notaciones de la definicién |1.8.1] obtenemos las siguientes proposiciones.
Proposicion 1.8.1. Todo poliedro analitico es un dominio de holomorfia.
Demostracién: En efecto, desde que la aplicacién holomorfa F' : II — A™ es propia. O

Proposiciéon 1.8.2. Sea II C C" un poliedro analitico compacto. Entonces 11 admite una

base de vecindades, formada por dominios de holomorfia.

Demostracién: Por definicion existen abiertos V. C U C C" y funciones holomorfas

fi,.-., fm € O(U) tales que
M= {zeV:lf(:) <11 <m)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que 2 CC V. Sea el abierto Il C Q CC W CC V.
Sea a € W —, entonces |f;(a)| > 1 para algtin j. Por la compacidad de W — (2, existe ¢ > 1

tal que si a € W — 2 entonces | f;(a)| > ¢ para algin j. Sea
Y={zeW:|fi(»)] <c1<j<m}
entonces [I C X C Qy ¥ CC W. Por lo tanto ¥ es un poliedro analitico. O

Proposicién 1.8.3. Sea U C C" un dominio. Sea K C U un compacto O(U)-convezo y
Q C U una vecindad de K. Entonces existe un poliedro analitico compacto I1 con caras en

O(U) tal que K CTI C T C Q.
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Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que QQ CC U. Sia € U — K
entonces existe una funcién holomorfa f € O(U) tal que |f(a)| >1> | f| k. Entonces por la
compacidad de 9Q C U — K existen funciones holomorfas fi,..., f,, € O(U) con ||fj|lx <1

para todo j, tal que si a € 0 entonces |fj(a)| > 1 para algin j. Sea
M= {zeQ:lf(:) < 1,1<) <m)

entonces K C II C ). Dado que II es acotado y cerrado en €2, mostrar que II es compacto
es equivalente a mostrar que d(II,9Q) > 0. Supongamos por contradiccién que d(I1,9Q2) =0
entonces existe una sucesion (2x)r>1 C II con 2 — a € 99, por continuidad |f;(a)| < 1 para
todo 1 < 7 < m, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto II es el poliedro analitico compacto

requerido. O

Mostraremos ahora que todo dominio de holomorfia lo podemos aproximar por poliedros
analiticos. Posteriormente mostraremos que solo los dominios de holomorfia son aproximables

por poliedros analiticos.

Proposiciéon 1.8.4. Sea U C C" un dominio de holomorfia. Entonces existe una sucesion

(Pj)j>1 de poliedros analiticos en U tales que
(a) P; CC Pjt1, para todo j > 1.
() U =%, Py
Demostracion: Aplicar el Lema [1.4.2 conjuntamente con el Teorema |1.8.3| O
Ejemplo 1.8.1. Sea ¢ € (0,1) y
P= {z cA?: |z122] < q}

Entonces P es claramente un poliedro analitico, pero no es un conjunto convexo ni tampoco
un producto Cartesiano de dominios en C. Por lo tanto los poliedros analiticos enriquecen

nuestro stock de ejemplos de dominios de holomorfia.
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1.9. Dominios de holomorfia y la serie de Taylor

En esta seccion estudiaremos la relacion de un dominio de holomorfia con la serie de

Taylor de una funcién holomorfa, mas precisamente con su radio de convergencia.

Definicién 1.9.1. Sea U C C" un dominio y f € O(U). Definamos el radio de convergencia
de f en el punto a € U como

r.f(a) = sup {7" > 0 : la serie de Taylor de f en el punto a € U converge en B(a, 'r)}
Observaciones:
1. Para toda funcién holomorfa f € O(U), r.f(a) > d(a,dU).

2. Sir=inf{rcf(a): f € O(U)} entonces r es el mayor radio, tal que la serie de Taylor en

el punto a, de toda funcién f € O(U), converge en la bola B(a,r).

Teorema 1.9.1. Sea U C C" un dominio. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.
a) Para cada a € U, d(a,0U) > inf {rcf(a): f € O(U)}.
b) U es un dominio de holomorfia débil.

Demostracién: a) = b) Si U no es dominio de holomorfia, d(Ky,dU) = 0. Entonces 0 <
d(b,0U) < d(K,0U) = r para algin b € Ky. Por el Lema de Thullen [1.3.1/1a serie de Taylor
en el punto b, de toda funcién holomorfa f € O(U), converge en la bola B(b, ). O

De la definicién [1.1.4] es claro el siguiente teorema.
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Teorema 1.9.2. Sea U C C" un dominio. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.
a) U es un dominio de holomorfia.
b) Eziste una funcion holomorfa f € O(U), tal que para cada a € U
ref(a) = d(a,0U)
Corolario 1.9.1. Sea U C C™ un dominio. Entonces U es dominio de existencia de f € O(U)
si y solamente si r.f(a) = d(a,dU) para todo a € U.

Proposicién 1.9.1. Sea G C C" un dominio de holomorfia y f € O(G), f # 0. Entonces

U=G — Zy es un dominio de holomorfia.
Demostracion: Sea a € U C G entonces por demostrar que
d(a,0U) > inf{r.f(a) : f € OU)}
Si d(a,dU) = d(a, dG) entonces
d(a,dU) = d(a,0G) = inf{r.f(a) : f € O(G)} > inf{r.f(a): f € OU)}

Sir = d(a,0U) < d(a,0G), entonces existe b € dA(a,r) N Z¢. Como la funcién g = 1/f es

holomorfa en U, entonces r.g(a) = r. O

Ejemplo 1.9.1. El abierto GL,(C) C C" es un dominio de holomorfia, dado que la funcién
det : C"* — C es un polinomio holomorfo y GL,(C) = C"* — det~'{0}.

1.10. Dominios Reinhardt completos

En esta seccién estudiaremos la relacion entre los dominios de holomorfia y los dominios
de convergencia de series de potencias en C". Recomendamos la referencia [7], para mas

detalles.

Proposicién 1.10.1. El dominio de convergencia D C C" de una serie de potencias

E a2

aEZly

es un dominio Reinhardt completo logaritmicamente convezo.
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Demostracién: Sea z,y € log7(D N (C*)") C R™ entonces existen a,b € DN (C*" =
U—-{z2€C": 222, =0} el cual es un dominio, con z = log7(a) e y = log 7(b). Sea

6 > 1 tal que fa,0b € DN (C*)" entonces
o (60)°] = [eq- 0 Ja?| < A1
[ca- (66)°] = leal- 011 [ < M
Por lo tanto para t € [0, 1]
[cal-0'1-|a®"- b= = |ca- (0-]al' [b]' )| < M

Se sigue del Lema de Abel[T] que 2, = |a|t-|b|'™t € D, luego (1 — t)z + ty = log7(2) €
log 7(D N (CH™).

Proposicion 1.10.2. Sea Q2 un dominio Reinhardt completo. Si Q es logaritmicamente con-

vexo, entonces ) es holomdrficamente convezo.

Demostracién: Sea K C  un compacto y a = (ai,...,ay) en la clausura (en C") de I?Q
Por demostrar que a € €). Sin pérdida de generalidad podemos asumir que ag,...,as # 0,
as11 = =ap =0,donde 1 < s <n. Como  es un dominio Reinhardt completo, entonces
existe un nimero finito de puntos &', ...,&N € QN RZ, tal que
N
K c | JA©,¢).
j=1

Por la definicién de I?Q tenemos que

-\ 1 . s
’a?l ..... af;‘S’ < 1%{2}5\[{(5{) ..... ( g)a }’ o1,y...,0g5 € Z+.

Luego (tomando log y dividiendo por |ag| + - - - + |as|) tenemos que

s s
ZtVIOg‘aulglgljééX {Z:ltulogéyjj}v tl,...,t5€Q+7 1+ ts =1,
V=

N
v=1
consecuentemente, por continuidad, para todo t1,...,t; € R4 con t; +---t; = 1. Por lo tanto
el punto (log |a1],- - ,log|as|) pertenece a la envolvente convexa Cs del conjunto

{(m,....,ns) eR*:n < log &7 paraalgtn j }
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Observemos que Cs esta contenido en la proyeccién sobre R* de la envolvente convexa C;, del

conjunto

{On,...,n.) € R" : 7y <log ¢’ paraalgiin j }
Desde que C,, C QF, existe un punto x € Q*, tal que |a,| < e*™, v = 1,...,n. Por lo tanto
a € . O

Teorema 1.10.1. Sea Q C C™ un dominio Reinhardt completo con centro 0. Entonces las

stquientes condictones son equivalentes.
(a) Q es dominio de convergencia.
() Q es logaritmicamente convezo.
(¢)  es holomérficamente convexo.
(d) Q es dominio de holomorfia.

Demostracién: (d) = (a). Por el Teorema de Cartan-Thullenl.3.1]y la prueba del Teorema
1.5.1, existe una funcién holomorfa f € O(f2) esencialmente ilimitado en 9Q2. Como € es
dominio Reinhardt completo, entonces la serie de Taylor de f en el origen, converge en (2.

Por lo tanto no converge en cualquier dominio estrictamente mayor que §2. O

Ejemplo 1.10.1. Sea U = A(0, (e, €?))UA(0, (e?,¢)) C C2. Observamos que U es un dominio

Reinhardt completo con centro 0. La imagen logaritmica de U es

{(log ’Zl‘alog ‘22|) : (Z17Z2) € U7 2122 7é 0} = [(—OO, 1) X <_0072)] U [(_0072) X (_007 1)]
el cual no es convexo. Por lo tanto U no es logaritmicamente convexo, se sigue que U no es
un dominio de holomorfia.
1.11. El espacio de las funciones singulares

Dado un dominio de holomorfia U, sabemos que U admite una funcién singular, una
pregunta natural serfa que espacio ocupa estas funciones singulares dentro del espacio de las

funciones holomorfas en U, en la topologia compacta-abierta.
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Definicion 1.11.1. Sea U C C"™ un dominio. Definamos
Su={f€OU): fessingularenU}

Teorema 1.11.1 (Teorema de Categoria de Baire[2I]). Sea (X,d) un espacio métrico com-

pleto, entonces
a) X es un espacio de Baire.
b) X es de sequnda categoria.

Proposicién 1.11.1. Sea U C C" un dominio de holomorfia débil, entonces se cumplen las

siguientes propiedades

a) CSy es de primera categoria en (O(U),7.) (en el sentido de Baire).
b) Sy es de sequnda categoria en (O(U),7.) (en el sentido de Baire).
en particular, Sy es denso en (O(U), 1), y no numerable.

Demostracién: Sea V un abierto conexo que intersecta a U, y W una componente conexa

de la intersecciéon U N'V. Definamos para cada par (V, W)
H(V,W) = {f €eOW): existe f € O(V)talque f = fenW}

el cual es un subespacio lineal propio de O(U) dado que U es un dominio de holomorfia débil.

Observamos que

Csy = | HWV,W).
(V,W)

Definamos para cada m > 1
H,(V,IWV)= {f € H(V,W) : suextension fsatisface sup |]?| < m}
\4

Luego

CSuy = | Ha(V,W).
(V,W),m

Afirmamos que cada H,,(V,W) es un suconjunto cerrado de (O(U),7.). Sea f € O(U) ad-
herente a H,,(V, W), entonces existe una sucesién (f;)j>1 C Hp(V,W) tal que f; — f en

(O(U), 7). Por el Teorema de Montel[7] existe una subsucesién de (fj\k) k>1 tal que f]\k =g
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en (O(V), 7). Por lo tanto f € Hy,(V,W) con f = g. Si denotamos por € a cualquier bola
abierta en C" de centro y radio racional tal que intersecta a la frontera de U, entonces [Syr
lo podemos expresar como una uniéon numerable
CSy = |J Hn(2,W).
(Q7W)7m

Como H (92, W) es un subespacio lineal propio de (O(U), 7.) entonces tiene interior vacio en

(OU), 1), luego cada H,,(2, W) es un subconjunto nunca denso de (O(U), 7..). O

1.12. Interpolaciéon en dominios de holomorfia

Recordemos que todo dominio en C admite una interpolacién, esto es, podemos construir
una funciéon holomorfa con valores prescritos. Pero en C™ no todo dominio admite una in-
terpolacién. Pero entonces cuales son estos dominios? el siguiente teorema responderd esta

interrogante.

Definiciéon 1.12.1. Sea Q2 C C™ un dominio. Decimos que () satisface la propiedad de
interpolacién si para toda sucesion de puntos distintos (z;);>1 C € sin puntos limites en
(2, y cualquier sucesién de niimeros complejos (a;);>1, existe una funcién holomorfa f en Q
tal que

f(zj) =a; , paratodoj > 1.

Teorema 1.12.1 (Interpolacién en dominios de holomorfia). Sea 2 C C™ un dominio. Enton-

ces Q) es un dominio de holomorfia si y solamente si £ satisface la propiedad de interpolacion.

Demostracién: [=] Por el Teorema de Cartan-Thullen © es holomérficamente convexo,

entonces () admite una exhaustividad normal tal que
= hconvg(K;) = K;
= K Cint(Kj1)
» )= U;; Kj

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que ninguno de los puntos de la sucesion (z;);>1
pertenecen a K1,y que los primeros k1 términos de la sucesién estan en K1, los siguientes ko

términos estan en K3. Sea mj; > 1 el tinico entero con la propiedad que z; € Kpj;+1 — K-
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Desde que z; ¢ hconvg(Ky,,), sea f; € O(Q2) tal que [f;(z;)| > Hfj||ij. Haciendo un

cambio de escala podemos suponer que f;(z;) = 1. Sea p; € O(C") un polinomio holomorfo

satisfaciendo
pi(z) =1, pj(z1) =pj(22) =+ =pj(zj-1) =0
Sea A1 = a1 y r1 de modo que
X1, <
SiAi,...,\j—1yri,...,rj—1 estan definidos, definamos recursivamente \; y r; satisfaciendo

- i Aipi(z5) fi(z)"

=1

|awiry | <5

Ahora definamos -
2) = Api(2)fi(2)"
j=1

Afirmamos que la serie converge uniformemente en partes compactas de 2. Sea K C ()
compacto. Notemos que lim;_,, m; = oco. Por tanto podemos escojer k suficientemente grande
tal que K C Ky, para todo j > k. Podemos también suponer que
? €
J=q+1

si p,q > k donde p > ¢q. Entonces para p,q > k tenemos que

Z)‘Jpﬂ Zkgp] ;< Z H A1 ‘ <€
j=q+1 Kom,
Ademés, desde que py(z;) = 0 para todo k > j, tenemos que
J Jj—1
) =D () filz) = N+ D> Am(z) filz)" = aj.
=1 =1

[<=] Sea (z;)j>1 C € una sucesion inyectiva tal que z; — a € 0f2, entonces existe una funcién

holomorfa f € O() tal que
f(zj) =

Por lo tanto 2 es holomdrficamente convexo.
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Capitulo 2

Dominios pseudoconvexos

En este capitulo definiremos una nueva clase de dominios, la cual llamaremos dominios

pseudoconvexos, para el cual necesitaremos el concepto de funciéon plurisubarmoénica.

2.1. Funciones plurisubarmodnicas

Definicién 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Diremos que f : X — [—o00,00) es
semicontinua superiormente en a € X si para todo ¢ € R tal que ¢ > f(a) existe una
vecindad V,, de a tal que ¢ > f(z) para todo z € V,. Si f es semicontinua superiormente en

cada punto de X entonces diremos que f es semicontinua superiormente en X.

Presentamos algunas propiedades de las funciones semicontinuas superiormente, dejamos

la prueba al lector.

Proposicién 2.1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. El infimo de una familia de funciones

semicontinuas superiormente en X, es también semicontinua superiormente.

Proposicién 2.1.2. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Entonces f : X — [—00,00) es semi-
continua superiormente si y solamente si el conjunto X, = {z € X : f(z) < ¢} es abierto en

X, para todo c € R.

Proposicién 2.1.3. Sea (X,d) un espacio métrico y a € X. Entonces f es semicontinua

superiormente en a si y solamente si

limsup f(z) < f(a)

r—a
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donde
limsup f(z) = lim sup  f(z) .
z€B —{a}

r—a d—0 (a,0)
Proposicién 2.1.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Si f : X — [—00,00) es semicontinua
superiormente, entonces para cada compacto K C X existe a € K tal que f(z) < f(a) para

todo x € K, ademds el conjunto

{ze K:f(z) = f(a)}
es compacto.

Proposicién 2.1.5. Sea (X,d) un espacio métrico. Entonces cada funcion semicontinua su-
periormente f : X — [—00,00) es el limite puntual de una sucesion decreciente de funciones

continuas fj : X — R.

Definicién 2.1.2. Sea 2 C C un abierto. Sea u : Q — [—00, 00) semicontinua superiormente.

Diremos que f es subarménica en (2, si para cada a € Q y r > 0 tal que A(a,r) C Q

1 2 )
u(a) < / u(a + re')de.
2T 0

esto es satisface la desigualdad del valor medio. El conjunto de todas las funciones

subarmonicas en € serd denotado por SH(2).
Mais generalmente, tenemos la siguiente definicion.

Definicién 2.1.3. Sea 2 C C™ un abierto. Sea u : Q — [—00, 00) semicontinua superiormen-
te. Diremos que f es plurisubarménica en (2, si para todo disco a + A-b C €, se cumple la
desigualdad del valor medio
2w )
u(a) < — u(a + €. b)dh.
27 0
Observemos que u es medible y por la proposicion 2.1.4, u esta acotada superiormente en

cada disco a + A-b C Q. Por lo tanto la integral

27 )
/ u(a + - b)do
0

estd bien definida, posiblemente tome el valor —oo. El conjunto de todas las funciones pluri-

subarmonicas en €2 serd denotado por PSH(2).
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Ejemplo 2.1.1. Sea Q C C™ un abierto y sea f € H(f2). Entonces Rf, S f,|f| € PSH(Q2) N

C(U). En efecto si a + A - b C U entonces por la férmula integral de Cauchy

1 27 0
f(a):g ; fla+€"-b)do

de donde obtenemos que Rf, 3f,|f| € PSH(Q) NC(U).
La siguiente proposicion se deduce directamente de la definicion.
Proposicion 2.1.6. Sea Q C C" un abierto.
a) Si f,g € PSH(Q) entonces f 4+ g € PSH(Q)
b) Si f € PSH(Q) y ¢ > 0 entonces cf € PSH(Q)

Proposicién 2.1.7. Sea Q C C" un abierto. Sea uq : 2 — [—00, 00) una familia de funciones
plurisubarmonicas tal que

U = SUp Ug : 2 — [—00, 00)
acl

es semicontinua superiormente, entonces u es plurisubarmonica.

Demostracién: En efecto sea a + A -b C U. Entonces existe un indice « tal que u(a) — € <

uq(a). Por lo tanto

1 2 . 1 27 .
u(a) < uq(a)+e< — Ug(a+€?-b)dh 4 € < / u(a + e b)dh + e
2w 0 27 0

O]

Proposicién 2.1.8. Sea 2 C C" un abierto. Si f;j : U — [—00,00) es una sucesion decre-
ciente de funciones plurisubarmdnicas el cual converge puntualmente a f : U — [—00,00),

entonces f es plurisubarmonica en U.

Demostracién: Sea a + Ab C U entonces
1 27

F(@) < fila) < 5 | Siateb)ds

para todo j > 1. Desde que f; estd acotado superiormente en a + Ab, una aplicacién del

Teorema de la Convergencia Monétona de Lebesgue muetra que
2m ) 2m )
f(a+€“b)do = lim fi(a+ €“b)do
0 n—oo 0

36



Ejemplo 2.1.2. Sea Q2 C C" un abierto y sea f € H(€2,C™). Entonces || f|| € PSH(Q)NC(U).
En efecto por el Teorema de Hahn-Banach[22]

1F ()l =sup {[(¢ 0 f)(2)] : ¢ € (C™)" Allg] =1}

para cada z € U. Desde que po f € H(U) para cada ¢, la conclusién se sigue del ejemplo

2.1.1) y la Proposicién [2.1.7.

Teorema 2.1.1 (Principio del maximo para funciones plurisubarménicas). Sea U C C™ un
dominio, y sea u : U — [—00,00) una funcion plurisubarmdnica. Si u alcanza el mdximo
global en U, entonces u debe ser constante. En particular si U es un dominio acotado y

u € USC(U)NPSH(U), entonces

supu < supu
U ou

Demostraciéon: Seaa € U tal que u(z) < u(a) paratodo z € U. Desde que u es semicontinua

superiormente, el conjunto no vacio
A={zeU:u(z)=u(a)} =U - {2z €U :u(z) <u(a)}

es cerrado en U. Para mostrar que A = U es suficiente probar que A es abierto. Sea b € A
y sea r > 0 tal que B(b,r) C U. Afirmamos que B(b,r) C A. Supongamos por contradiccién
que existe p € B(b,r) tal que u(p) < u(a). Desde que u es semicontinua superiormente existe

€ > 0 tal que B(p,e) C B(a,r) y u(z) < u(a) para todo z € B(p,€). Esto claramente implica

que
L+ 0 — by)de < - /% ()d = u(a) = u(b)
27T 0 p 27T 0 v - o

lo cual es una contradiccion. O

Proposicién 2.1.9. Sea Q C C? un dominio, y sea u € PSH(Q). Si f = —co en un subcon-

junto abierto mo vacio de ), entonces f = —oo en €.

Demostracion: Sea A el conjunto de todos los puntos a € € tal que f = —oo en una
vecindad de a. Entonces A es abierto y no vacio. Para completar la prueba mostraremos
que A es cerrado en Q. Sea (ap)n,>1 una sucesion en A el cual converge a un punto a € €.
Consideremos B(an,€) C B(a,7) C Qy f = —o0 en B(ay,€). Afirmamos que f = —oo en

B(a,€). En efecto, si z € B(a, €) entonces
z+ (an — a) € B(ap,€)
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en consecuencia
1 2 )
f(z) < o f(z+ €% (ay, —a))dd = —co.
0

Por lo tanto a € A. O

Definicién 2.1.4. Sea U C C" un dominio. Un disco complejo D C U es de la forma
D=a+Ab
donde a € U y b € (C™)*. Denotemos 0D = a + OA-b.

Teorema 2.1.2. Sea f : U — [—00,00) una funcidn semicontinua superiormente en un

abierto U C C™. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) Para todo disco a + A-b C U, se cumple la desigualdad del valor medio
1 2

fla) < — [ fla+e? b)do.
2 0

(b) Para cada a € U, b€ C" ye >0, existe r € (0,¢€) tal que a +71A-b C U, y se cumple la
desigualdad del valor medio

1 2

fla) < o i f(a+re- b)do.

(¢) Para todo disco complejo a + A-b C U, y para toda funcion real-valuada h continua en

|¢ —a| <1, armdnica en | — al < 1, f satisface la siguiente condicion

fla+X-b) <h(\) para |A| =1= f(a+ A-b) < h(\) para |\ < 1.

(d) Para todo disco complejo a+A-b C U, y para todo polinomio holomorfo p()\), f satisface

la siguiente condicion

fla+Xb) <Rp(N\) para [N\ =1= f(a+ A-b) <Rp(\) para |\ < 1.

Demostracién: (a) = (b). La implicacién es clara. (b) = (c¢). Sea h una funcién real-valuada
continua en [ —a| < 1, arménica en | —a| < 1, y sea a+Ab C U. Sea v(\) = f(a+Ab)—h(\)
para || < 1. Supongamos que v(\) < 0 para todo A € JA pero v(\) > 0 para algin A € A.

Entonces M = supxv > 0y el conjunto A = {\ € A : v(\) = M} es un compacto no vacio
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de A (Proposicién 2.1.4)). Por lo tanto d(A4,0A) = ¢ > 0 y podemos encontrar un g € A tal
que d(Ag, OA) = 6. Por (b) podemos encontrar un r € (0,0) tal que a + \gb+rAbC Uy

2

1 ,
FlatAob) < o fla+ Xob + re?b)do
T Jo
Por nuestra eleccion de \g es claro que
1 2 ) 1 2
— v(Ao + re)dh < — Mdh =M
2 Jo 27 Jo

Por lo tanto

1 27 )
v(Ag) < 271_/0 v(\o +7re?)df < M

lo cual es una contradiccion, desde que Ay € A.
(¢) = (d). La implicacién es clara. (d) = (a). Sea a + Ab C U. Sea ¢ € C([0,27],R) tal
que ¢(0) = p(27) y
fla+ePb) < pB), 0<0<2nm

debemos probar que

2T
fla) < 3= [ w0,

Sea € > 0. Por el Teorema de Stone-Weierstrass[5] existe un polinomio trigonométrico

tal que ¢(0) < ¥ (0) < ¢(0) + € para 0 < 6 < 27. Definamos p € P(C) por

PN =co+2) At
k=1

2
Desde que ¢ = o ¥(0)e*?dh, se cumple que G, = c_;, para 0 < k < n, se sigue que
i

) 0
Y(0) = Np(e?) para 0 < § < 27,

fla+ePb) < (0) <p(0) =Rp(e?), 0< 0 <27

aplicando (c¢) tenemos que

fla+2b) <Rp(A), [A[ <1

Por lo tanto



Por la proposicién [2.1.5 existe una sucesién decreciente de funciones continuas ¢, : [0, 271] —

R tal que ¢, (0) = ©n(27) y lim, 00 00 (0) = f(a + €¥?b) para todo 6 € [0,27]. Por lo tanto

fla+e®b) <n(0),0<0<2r

entonces una aplicacion del Teorema de la Convergencia Mondtona de Lebesgue muestra que

fa) < 2 [ fat by,

_27'['0
O

El Teorema [2.1.2| nos muestra claramente que plurisubarmonicidad es una propiedad local.

Corolario 2.1.1 (Plurisubarmonicidad es una propiedad local). Sea U C C™ un abierto. Una
funcion f : U — [—00,00) es plurisubarmdnica si y solamente si para cada a € U existe una

vecindad V de a en U tal que f‘v es plurisubarmonica.

Corolario 2.1.2. Sea U C C" un abierto. Una funcion f : U — [—00,00) es plurisu-

barmonica si y solamente si para cada a € U y § € C" la funcion
fa,é : Ua,5 — C

definida por fo5(\) = f(a+ Ab) es subarmonica en la componente conexa de Uy s ={\ € C:
a+ b € U} que contiene al origen. Esto es, una funcion es plurisubarmdnica si y solamente

si es subarmonica en cada recta compleja.

Corolario 2.1.3. Sea Q2 C C" un abierto.

(a) Si f € H(Q) entonces log|f| € PSH(Q).

(b) Si f e H(Q,C™) entonces log ||f|| € PSH(Q).
Demostracién: (a) Sea a + Ab C U y sea p € P(C) tal que

log |f(a+ Ab)| < Rp(A) , |A| =1

entonces

fla+Ab) < PP = )ep(k)‘ A =1
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e PN fla+Ab)| <1, [N =1
y por lo tanto para |A| < 1, por el principio del médulo maximo. Se sigue que
log |f(a+ Ab)| < Rp(N), A <1
(b) Por el Teorema de Hahn-Banach[22]
log || f(2)|| = sup{log|( o f)(2)] : ¢ € (C™)" Afll| = 1}
O]

Lema 2.1.1. Sea Q@ C C un abierto. Entonces una funcion real-valuada u € C?*(S2) es

subarmonica en ) si y solamente si

2
Au =

u
4 > 0
9295 20, 2 €

Demostracion: Sin pérdida de generalidad, asumamos 0 € 2. Definamos

1 2 )
M(r) = 27r/0 u(re®)dd

lim M (r) = u(0)

r—0t

Por el Teorema de Green[Ig]

am L[> 0u ;5 Ou 4 1 u ou

—(r) = — —ue' e”df = —dy — —d

dr (r 2w Jo drC oy ay 2 /|| - T Y dy v
dM

— Audzrd
d?”( 27T7’/||<Tuxy

Definicién 2.1.5. Sea U C C" un dominio, u € C>(U,R) y a € U. La forma Hermitiana

" 9%u ~ 9*u(a+ M)
Asu(a) = ‘;1 520 (a)3;0) = o

(0)

es llamado la forma de Levi de u en a, donde § € C", (a + Ao € U).

Proposicién 2.1.10. Sea U C C" un abierto y v : U — R de clase C?. Entonces u es

plurisubarmdnica si y solo si para todo 6 € C" y a € U se cumple que

>
Z zjazk (a)3;d0) > 0
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Demostracion: Calculemos

Ou(a+ \6) ou .
k=1
O*u(a + \6) Y 27
7&& 2 kzl 5o (a + A\3)3;0%

A(uoags)(0,1) = Au(a, d)
El teorema se sigue del Lema [2.1.1 O

Definicién 2.1.6. Sea f : U C C® — R (donde U es abierto) de clase C2. Entonces f es

estrictamente plurisubarmoénica si

para todo a € U y 6 € (C™)*.

Proposicién 2.1.11 (Lema de Urysohn[§]). Sea K C R™ un compacto, y U una vecindad de
K. Entonces existe una funcion ¢ € C°(R™) tal que supp(¢) CU,0< o<1l enR" yop=1

en una vecindad de K.

Proposicion 2.1.12. Sea Q2 C C™ un abierto y sea f : @ — R una funcion no-negativa.
Suponer que f es acotado en cada compacto de Q2. Entonces existe una funcion ¢ € C*°()

tal que f(z) < p(z) para todo z € ).

Demostracién: Sean K, una sucesién de compactos de €2 de modo que

K, CC Kni1 CQ

_x
n=1
Sea,

M, =sup{f(z):z€ K, — K;,_1} n>3

luego escojemos funciones a, € C2°(2) con las propiedades (n > 3)



suppan C f(n-&—l - Kn—Q
Definimos
o0
= Z M,an(2)
n=2
donde as =1y My =sup{f(z): z € Ks}. O

Lema 2.1.2. Sea Q C C" un abierto, y sea f € C*(Q) una funcion estrictamente plurisu-
barmoénica. Entonces existe una funcion estrictamente positiva ¢ € C*(Q,R) tal que
n n
*f < 2
a)titry > vla t;
J,k=1 j=1

para todo a € Q yt e C".

Demostracion: Sea

S=4teC™: ) [P =1

Sea 2, una sucesion creciente de subconjuntos abiertos relativamente compactos de 2 tal
que
oo
-Ue
n=1

desde que f es estrictamente plurisubarmonica en €2 se sigue que

Zazazk atitp:a€Qp, te€Sp =cp>0
7,k=1 J

entonces por la Proposicién 2.1.12 existe una funcién y € C*®(2,R™) tal que x > 1/c, en
Q, — Q1 para todo n > 1. Definamos ¢ = 1/ entonces ¢ € C*(Q,RT). Seaa e Qyte S

entonces a € ), — ),_1 para algin n > 1, se sigue que

_ 1
Litg 2 cn 2 = pla
Gzyérk - x(a) #la)

7,k=1

O]

Lema 2.1.3. Sea Q2 C C un abierto. Sea u una funcion subarmdnica en Q y a € Q. Para

0 <r<d(a,09), definamos



entonces A(r) satisface lo siguiente
0<r; <ry<d(a,d) = A(u,r1) < A(u,r2).

Demostracién: Consideremos una funcién ¢ € C(9A,,) tal que ¢ > u en JA,,. Por el
Principio de Dirichlet[6] podemos asumir que ¢ es continua en la clausura de A,, y arménica
en A,,. Entonces ¢ satisface la propiedad del valor medio, esto es, A(p,r) = ¢(a) para todo

r < ra. Desde que u es subarménica en €2, tenemos que u < @ en A, y
A(u,r1) < A(p,m1) = A, 72)
para todo tal ¢, se sigue que
A(u,r) <inf {A(p,12) : ¢ € C(OA,,), p > u} = A(u,rs).
O

Lema 2.1.4. Sea © C C" un dominio. St w € PSH(?) y u # —oo en Q, entonces u €

LY(Q,loc). En particular, {z € Q: u(z) = —oo} tiene medida de Lebesgue cero.

Demostracion: Primero mostraremos que

1) € g [ pav

A(a,r)

para cada polidisco compacto A(a,r) C U. En efecto para 0 < p < r tenemos que
1 21 .
f@) <o [ fla+ peer)ds
2 0

se deduce que )
1 T T )
@< o [ pdn [ sat peer)as
mr 0 0

desde que f estd acotada superiormente en cada compacto de U, podemos reemplazar la

integral iterada por una doble integral (Teorema de Fubini[f]). Entonces

F@) < — [ fla+ medr(z)

2 JA@©n

Por iteracion obtenemos que

o) < g [ e [ flasier ot e id ()
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y otra aplicacién del Teorema de Fubini[5]) muestra que

f(a) < (Wﬂ,) / fav.

A(a,r)

Desde que f estd acotada superiormente en cada compacto de U

f € LY(A(b,r)) siy solamente si / fdV > —cc.
A(b,r)

Ahora mostraremos que f es localmente Lebesgue integrable. En efecto, sea a € Q y

A(a,2r) C U. Entonces existe b € A(a,r) tal que f(b) > —oo. Por lo tanto la funcién u

es Lebesgue integrable en A(b, 7). O
Corolario 2.1.4. Sea U C C" un dominio. Entonces
(a) Si f € PSH(U) no es identicamente —oo, entonces el conjunto
{zeU:u(z) =—o0}
tiene medida de Lebesgque cero.
(b) Si f € H(U) no es identicamente cero, entonces el conjunto
{z€U:u(z) =0}
tiene medida de Lebesgue cero.

Teorema 2.1.3. Sea Q C C" un dominio y Q; = {z € Q: d(z,00) > 1/j N||z]| < j}. Sea
u € PSH(Q), u # —oo. Entonces eziste una sucesion (uj)j>1 C C*(Q) con las siguientes

propiedades
(a) uj es estrictamente plurisubarmonica en §2;.
(b) uj(2) > ujqp1 para todo z € Q).
(¢) limjo0 uj(2) = u(2z) para todo z € Q.

(d) Siwu es continua entonces la sucesion (u;);>1 converge hacia u uniformemente en partes

compactas de €.
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Demostracién: Definamos: u; : @ — R
w0 = [ Q)@= OO, 5=
Q41

Para mostrar que u; € PSH(£;), sea a € Q; y w € C" tal que a + Aw C ;. Entonces

aplicando el Teorema de Fubini

2m ) 1 2m )
uj(a + ew)dh = o [/ u(a + ew — 5;0)®()dV (¢)| df
0

B(0,1)

2m Jo

- B " a6 + wis] @ ()av (0

ula — 6:0)®(O)dV
> /”C”q (a — 5,0)B(Q)AV(C)
= uj(a)

Entonces u; € PSH(Q) desde que v € PSH(2). Por el Lema [2.1.3] aplicado a la funcién

subarménica A — u(a + A(—()), la integral

1 2 "
o /. u(a — 0je"()dt

es una funcién decreciente en j, ademas

u(a — 8;¢"C)P(¢)dV(C)

uj(a) = /wuw 5,00(Q)dV(C) = /

B(0,1)

para todo t € R, luego

dt

1 2m
uj(a) = o ), [/B(O . u(a —6;¢)@(C)dv(¢)

dt

_1 et
o 0 [/B(O,l)u(a eI

- B " e sietc)it| 2(0)av (c)

Por lo tanto la sucesién (u;);>1 es decreciente. Aplicando la propiedad del valor submedio a

la funcién subarménica A — u(a + A(—()), obtenemos que

uj(a) = /B() B3 " o 316 )| ()Y (Q) > ).

2

Como u es semicontinua superiormente tenemos que

limsup u(z) < u(a)
z—a
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esto es dado € > 0, existe § > 0 tal que
u(a +6(=¢)) < ula) +e€
para todo |¢| < 1. Por lo tanto

w(a) < u;(a) = /u(a _5,08(O)AV(C) <ula)+ e, jH1> +
BO,1) 0

1
vi(2) = u;j(2) + EHZHQ
O

Lema 2.1.5 (Lema suavizante). Sea Q@ C C" un dominio. Supongamos que u : Q@ — R es
una funcion exhaustiva plurisubarmdnica continua. Entonces para todo compacto K C € y

para todo € > 0 existe una funcion ¢ : Q = R exhaustiva de clase C*° tal que
(a) ¢ es estrictamente plurisubarmdnica.
() ¢ >u en Q.
(¢) lp—ul<een K.

Demostracién: Para cada j > 0 sea Q; = {z € Q : u(z) < j} CC Q, sin pérdida de
generalidad podemos asumir que K C 2. Entonces por el Corolario [2.1.3| existe una sucesién
de funciones (j > 1)

Uj : Qj — R
donde cada u; es estrictamente plurisubarmoénica en €2; y de clase C*>°(Q) tal que
u<uj<u-|—1 Q],jZ]_

lo cual implica que

uj—Jj+1<0 Qj9,j>2
wj—j4+1>0 Q—Q ,,j>2
luego escojemos una funcién y € C*(R) tal que <X(t) = /Ot el/sds)>
x(t) =exp(t —2t71) , t >0
x(t)=0,t<0
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(), X' (), xX"(t) >0, t >0

entonces

Xo(u]'—j-l—l)EO Qj_Q,jZQ
xo(uj—j+1)>0 Q;—Q;_1,75>2
calculando la forma de Levi (j > 2)
xo(uj—j+1)
es plurisubarménica en €2; y estrictamente plurisubarmonica en €2; — €;_1. Sea az > 0
suficientemente grande tal que
2 = uy +agx o (ug —2+1)

sea estrictamente plurisubarménica en 2o y w2 > w en (2. Sea as > 0 suficientemente grande
tal que
w3 =u; +agyo(ug—2+1)+asxo(us—3+1)

sea estrictamente plurisubarménica en Q3 v @3 > u en §23. Procediendo por induccién se

construye una sucesiéon (m > 2)

m
om =1+ Y _ajxo (u;—j+1)
j=2

donde cada ¢, es estrictamente plurisubarmédnica en 2, vy @, > u en €),;,,. Consecuentemente
©m = U1 Qo ,m > 2

©Om = Pm—1 Qm—? , m Z 3.
Por lo tanto la funcién

¢ = lim ¢p

m—o0

es una funcién estrictamente plurisubarmoénica de clase C*° en 2 tal que
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Lema 2.1.6. Sea U C C" un dominio. Si F € H(U,V) es un mapeo holomorfo y u €
PSH(V) N C?(V) entonces uo F es PSH(V)NC%(V).

Demostracién: Apliquemos la identidad
As(uo F)(a) = A(u)(F(a), F'(a)(6)) > 0
O

Corolario 2.1.5. Sea U C C" un dominio. Si F € H(U,V) es un mapeo holomorfo y
u € PSH(V) entonces uo F es PSH(U).

Demostraciéon: Sea ) CC U y u Z —oo. Entonces por el Teorema [2.1.3| u. = u x ®. decrece
hacia u. Observemos que uc o F' € PSH(U) para todo € > 0 pequenio. Por lo tanto la sucesién
ue o F' decrece hacia u o F' en €). Desde que plurisubarmonicidad es una propiedad local,

entonces u o F' es plurisubarmonica. O
En conjuncion con el Teorema 2.1.1) obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.13 (principio del méximo para funciones plurisubarménicas via discos
analiticos). Sea Q C C" un dominio, S : A — Q un disco analitico y u : Q@ — [—00,00) una
funcion plurisubarmonica, entonces
supu < supu
S oS

Proposiciéon 2.1.14. Siu es plurisubarmonica, entonces pou es plurisubarmdnica para toda

funcidén conveza creciente ¢ en R (considerando p(—o00) = limy_, oo p(t) € [—00,00)).

Demostracién: Sea a + Ab C U y ty € R. Dado que ¢ es una funcién convexa, entonces

existe k € R tal que
o(t) > p(to) + k(t —tg) , t € R
En particular
p(u(a+e™b)) > ¢(to) + k(u(a + €b) — t)

para todo 0 € [0, 27], y por lo tanto
1 2

. 1 21 )
or ), lulat ¢b))df = p(to) + k [2#/0 (u(a + €b)df — to)
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Si escogemos

entonces obtenemos

O

Proposiciéon 2.1.15. Siu es estrictamente plurisubarmonica, entonces pou es estrictamente

plurisubarmdnica, para toda funcion convexa estrictamente creciente @ en R.

Demostracién: Apliquemos la identidad

2
Aslp o u)(a) = o' (u(@)- | (8, Vu(@) | +¢'(u(@))- Asula)

O
Proposicién 2.1.16. Sea U C C" un abierto. St u es plurisubarmonica en U, entonces
limsup u(z) = u(a)
zZ—a
para cada punto a € U.
Demostracion: Desde que u es semicontinua superiormente,
limsup u(z) < u(a)
zZ—ra
para todo punto a € U. Supongamos que
limsup u(z) < u(a)
zZ—a
entonces
sup  u(z) < u(a)
z€B(a,e)*
para algin € > 0, lo cual es una contradiccién. ]

Definicién 2.1.7. Sea U C C" un dominio, f € C*>(U,R) y a € U. La forma Hermitiana

Of < Pfas
82‘j8§k (a)éjék N ONOX

Asf(a) = Af(a,6)= > (0) R

k=1

es llamado la forma de Levi de f en a, donde § € C", (a+ \d € U).
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Las siguientes propiedades se deducen claramente de la definicién y de la regla de la

cadena en su versién compleja, dejamos la prueba al lector.
Proposicién 2.1.17. Si f € C2(U,R) y g: R — R es de clase C?, entonces
" ~ £/ -\ 2 /
Aslgo f)la) = g"(f(@)|(8.9F@)| +d(f(@) s (@)
Proposicién 2.1.18. Si F': U — V es un mapeo holomorfo y g € C*(V,R), entonces
As(go F)(a) = A(g)(F(a), F'(a)(4))

Proposicién 2.1.19. Si F € CH(U,V) y g: V — R es de clase C', entonces

V(go F)(a) = [JF(a)]"Vg(F(a))
donde [JF (a)|* es la transpuesta de la conjugada de la matriz compleja JF(a).
Proposicién 2.1.20. Sea Q C C* un dominio y f,g € C%(Q, R), entonces

As(hf)(a) = h(a) Asf(a) + f(a) Ash(a) + 2R {Oh(a)(d)- Of (a)(d) }

Proposicién 2.1.21. Sea Q C C" un dominio y f € C*(Q,R), entonces

Asfla) = Hesss/f(a) ZHeSSwf(a)

donde Hesss f(a) es la forma cudrdtica asociada a la matriz Hessiana de f en el punto a € Q.

2.2. Discos analiticos y el principio de continuidad

Definicién 2.2.1. Sea (S;);>1 una sucesiéon de subconjuntos de un espacio métrico M y sea
S C M. Decimos que S, converge a S si para todo € > 0 existe J € N tal que si j > J
entonces S; C B(S,€) y S C B(Sj,€). En este caso escribiremos S; — S.

Para motivar la definicién comenzaremos presentando algunos resultados de dominios

convexos[I4].

Definicion 2.2.2. Sea U C R™ un dominio. Diremos que U satisface el principio de
continuidad si para toda sucesién de segmentos cerrados (L;);>1 C U satisfaciendo 0L; — B

y L; = L donde B C U y L C R" son compactos, entonces L C U.

o1



Teorema 2.2.1. Un dominio U C R" es convexo si y solamente si satisface el principio de

continuidad.

Proposicién 2.2.1 (S. Krantz[I4]). Un dominio U C R™ es convezo si y solamente si para

todo segmento cerrado [a,b] C U la distancia
d([a,b],0U0)
es alcanzada en los extremos del segmento.

Ahora estudiaremos una caracterizacién de dominios pseudoconvexos, mediante discos

analiticos cerrados.

Definicién 2.2.3. Un disco analitico es una aplicacién continua S : A — C" cuya restric-
cién a A es holomorfa. La frontera de un disco analitico S, denotado por 35, serd la imagen

S(DA). Un disco analitico S : A —s C" y la imagen S(A) frecuentemente serd denotado por
S.

Definicién 2.2.4. Una familia continua de discos analiticos {®;},c[p1] C C" es una

aplicacién continua de la forma
®:[0,1]x A —C"
de modo que cada ®.(z) = ®(¢, z) es una funcién holomorfa en A.

Definicién 2.2.5 (Kontinuitétssatz). Sea U C C" un dominio. Diremos que U satisface el
principio de continuidad si para toda sucesién de discos analiticos (S;);>1 satisfaciendo
S; U0S; C U para todo j > 1, tal que lim;_,,,05; = B y limj_, S; =T donde B C U y

T c C™ son compactos, entonces T C U.

Propiedades 2.2.1.

(a) St X; CYj, limj 00 X; = A, limj_,Y; = B entonces A C B.
(b) Silim;j 0o X; = A, limj_,oY; = B entonces limj_,oo X; UY; = AU B.
(¢) Silimj0X; = A entonces limj00X; = A y limj_,0c X; = A.

(d) Silim;_,cX; = A entonces a € A si y solo x; — a.
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(e) Silimj00X; = A ylimj 0o X; = B entonces A= B.

(f) SilimjoX; = A donde cada X; es acotado entonces A es acotado.

. t
(9) Si 11mj_>oonompaC ¢ = KMt donde cada K es conezo entonces K es conezo.

(h) Consideremos los discos analiticos S; : A — C" (j > 1), S : A — C", de modo que la

sucesion (Sj)j>1 converge uniformemente a S en A, entonces

lfim 05, = 08

Jj—o0

Ifm S; = SUS

Jj—0o0
Observaciones:

1. Los compactos B y T en la Definicién [2.2.5 son siempre conexos, ademas B C T C U.

Esta observacion implica lo siguiente:

Proposicién 2.2.2. Sean U,V C C" dominios satisfaciendo el principio de continuidad.

Entonces cada componente conexa de U NV satisface el principio de continuidad.

Demostracién: Sea W una componente conexa de UNV. Sea (S;);>1 una sucesion de discos

analiticos satisfaciendo S; U 9S; C W para todo j > 1, tal que

lim 3S; = B
Jj—o0
Jj—0o0

donde B C W y T C C" son compactos. Por demostrar que 7' C W. Dado que U y V satis-
facen el principio de continuidad, T C U N V. Como T es conexo, entonces 1" estd contenido
en alguna componente conexa de U NV. Dado que B C T'y B C W entonces existe un punto
b € T tal que b pertenece a la componente conexa W, la conexidad de T" obliga a que todo el

conjunto T C W. Por lo tanto W satisface el principio de continuidad. O

Teorema 2.2.2. 57 U C C" es un dominio de holomorfia entonces U satisface el principio

de continuidad.

Demostracién: Sea (S;);>1 una sucesiéon de discos analiticos satisfaciendo S; U 9S; C U
para todo j > 1, tal que
lim 0S; = B

Jj—00
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lim §; =T

j—o0
donde B C U y T C C™ son compactos. Por demostrar que 7' C U. Sea a € T. Dado que
lim;_,oc S; = T, entonces existe una sucesion (z;);>1 tal que lim; o 2; = a, donde z; € S
para todo j > 1. Dilatamos el compacto B, A(B,r) CC U, para algin r > 0, denotemos
K = A(B,r). Como lim;_, 0S; = B, entonces existe jo > 1 tal que 9S; C A(B,r) para todo
J = jo. Por el Lema |1.2.6/ S; C @U C I?U para todo j > jg. Dado que U es un dominio

de holomorfia entonces IA(U es compacto, y como (z;)j>j, C I?U, se sigue que a € IA(U cU,

luego T' C U. Por lo tanto U satisface el principio de continuidad. ]

Definicién 2.2.6. Una rotacion compleja es un isomorfismo C-lineal isométrico T' : C* —

C™, esto es, preserva distancias |7z — Tw|| = ||z — w||.

Observaciéon. Equivalentemente T' es una rotaciéon compleja si T admite la representacion

Tz=U-z donde U C C" es una matriz unitaria (UU* = I,,).

Lema 2.2.1. Sea a € C" unitario, entonces existe una rotacion compleja T : C* — C" tal

que T'a = e;.

Demostracién: Por el proceso de Ghram-Smith, sea {a,as,... ,a,} una base ortonormal
de C", luego formamos la matriz unitaria U = [aaz ... Aa,] donde A™! = det[aas ... a,),
entonces Tz = U~z es una rotacién compleja tal que Ta = ey, ademés el det T = 1. O

Proposicién 2.2.3. Sea U C C™ (con n > 2) un dominio propio tal que C*—U es compacto.

Entonces U no es un dominio de holomorfia.

Demostracion: Desde que C™ — U es compacto, consideremos el punto a € C" — U el mas
alejado del origen. Sea

R:C"—=C"

una rotacién compleja tal que Ra = (||al],0,...,0). Sea b = Ray V = R(U), entonces b es
el punto del compacto K = C™ — V mas alejado al origen. Por demostrar que V' no es un

dominio de holomorfia. Para cada j > 1 definamos los discos analiticos
Sj : Z -V

1
5i(2) = (lal + =.2,0,...,0)
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Notamos que
lim 0S; = {(||a]], 2,0,...,0) : z € 0A} C B(0, ||a||)c cVv
j—o0

lim S = {(lal, 2,0,...,0): 2 € A} ¢ V
j—oo

desde que b € K = 0V, luego V no satisface el principio de continuidad, se sigue por el
Teoremal2.2.2/ que V no es un dominio de holomorfia. Dado que U y V son biholomérficamente

equivalentes, entonces por la Proposicién [1.6.5| U no es un dominio de holomorfia. ]

Proposicion 2.2.4. Si U C C" es un dominio convexo entonces U satisface el principio de

continuidad.

Demostracién: Sea (S;);>1 una sucesién de discos analiticos satisfaciendo S; U 9S; C U
para todo j > 1, tal que lim;_,,, 9S; = B y lim;_,oS; = T donde B C U y T' C C" son
compactos y supongamos que existe a € T'y a ¢ U (a € 0U). Por convergencia S; — T
existe una sucesién (z;);>1 tal que z; — a con z; € S; para cada j. Por la Proposicién, existe
un hiperplano de soporte H = {z € C" : (z — a)-b = 0} para U en a, donde b € C" tal que
(z —a)-b < 0 para todo z € U. Sea r = d(B,dU)/2 entonces K = A(B,r) C U es compacto.
Por convergencia 05; — B existe jo > 1 tal que si j > jo entonces 05; C A(B,r) C K. Como

z=a.b) o5 holomorfa en U entonces por el principio del médulo méximo para

la funcién z — e
funciones holomorfas respecto a discos analiticos tenemos que || f|ls; < [|fllas, < [|f||x para
todo j > jo, entonces 1 < e(*0~9)0 para algin zy € K, el cual es una contradiccién. Por lo

tanto todo dominio convexo satisface el principio de continuidad. O

Teorema 2.2.3 (Versiones equivalentes al principio de continuidad). Sea U C C" un

dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.
a) U satisface el principio de continuidad.

b) Para toda familia continua de discos analiticos {®i}yecp) C C" de modo que

{®:}e01) CU y 021 C U, entonces @1 C U.

c¢) Para toda familia continua de discos analiticos {®4}c(01) C C* de modo que 0Py C U
para todo t € I = [0, 1], entonces la inclusion ®, C U se cumple o bien para todo t € I

o para ningun t € I.
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2.3. Pseudoconvexidad global

Para todo dominio U C C la aplicacién z — —logd(z,dU) es subarménica en U. En dimensio-
nes mayores en general no es cierto que la aplicacién z — —log d(z, 0U) es plurisubharménica
para todo dominio U. En esta seccién probaremos que esta clase de dominios tal que la apli-
cacién z — —logd(z,0U) es plurisubharmoénica, contiene la clase de dominios de holomorfia.

En efecto en el capitulo mostraremos que estas dos clases son la misma.

Proposicion 2.3.1. Un dominio propio U C R™ es convexo si y solamente si la funcion
x +— —logd(x,0U)

es convexa en U.

Teorema 2.3.1. Un dominio U C R" es convexo si y solamente si U admite una funcion

exhaustiva convexa continua.

Proposicién 2.3.2. Para todo dominio U C C la aplicacion z +— —logd(z,0U) es

subarmonica.

Demostracién: —logd(z,0?) = —loginf{|z —a| : a € U} = sup{—1log|z —al| : a € OU}

es subarmonica en U C C. O
Ejemplo 2.3.1. La funcién z — —log ||z|| no es plurisubharménica en (C™)* para n > 2.

Demostracién: Principio del méximo para funciones subarménicas (en el punto a = e; con

direccién ¢ = eg). O

Definicién 2.3.1. Sea U C C" un abierto. Diremos que f : U — R, [—00, 00) es una funcién

exhaustivasi U. = {z € U : f(z) < ¢} CC U, para todo ¢ € R.
Observaciones:
1. Equivalentemente si ¢ € ZT.

2. Si f es continua, entonces f es una funcién exhaustiva si y solamente si U, = {z € U :

f(2) < ¢} es compacto, para todo ¢ € R.

3. Equivalentemente f es una funcién exhaustiva, si para todo ¢ € R, existe un compacto

K C U tal que para todo z € U — K, f(z) > c.
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Proposicion 2.3.3. Sea U C C" un dominio y f : U — R una funcion continua. Entonces f
es una funcion exhaustiva si y solamente si para toda sucesion (zj);>1 C U con z; = a € OU

0 zj — 00 (esto es, ||zj|]| = 00) entonces f(zj) — +o0.
Proposiciéon 2.3.4. Todo dominio U C C" admite una funcion erhaustiva continua.

Demostracién: Sea f : U — R dado por f(z) = [|z]|? si OU = 0y f(2) = ||z|* -
log dist(z,0U) por lo demas (donde d(z1,22) = ||z1 — 22]|, 21, 22 € C"). Afirmamos que f es
una funcién exhaustiva para U. Si OU = ) es claro, consideremos el caso cuando OU # (.
Si z; = a € OU entonces (szHQ)j21 es acotado y logdist(z;,0U) — —o0, asi f(z;) = +oo.
Si z; — oo entonces dist(z;,0U) < 2||z;|| para todo j suficientemente grande y por lo tanto

f(z5) > |12l — log ||2;]| — log2, lo cual implica f(z;) — +o0o. Observar que z — dist(z,0U)

es lipschitziana, ademds si U es acotado f(z) = —logdist(z,0U) es una funcién exhaustiva
para U. 0
Observaciones:

1. Aplicando particién de la unidad en U = |J;~; B(an, ), podemos demostrar que todo
dominio U C C™ admite una funcién exhaustiva u = Y7 | ng, de clase C*°. En general

—log dist(z, 0U) podria no ser una exhaustion. Por ejemplo, si Q = {z € C: J(z) > 0}.

Definicion 2.3.2. Un dominio U C C" es pseudoconvexo si admite una funciéon v : U —
R exhaustiva plurisubarménica continua. Un abierto U C C" es pseudoconvexo si cada

componente de U es un dominio pseudoconvexo.
Observaciones:

1. Equivalentemente por el Lema 2.1.5, un dominio U C C™ es pseudoconvexo si admite

una funcién u : U — R exhaustiva estrictamente plurisubarménica de clase C*.
2. Pseudoconvexidad es una propiedad invariante bajo biholomorfismos.

Ejemplo 2.3.2. Toda bola Euclidiana U = B(a,r) C C" es un dominio pseudoconvexo. Sea
f : B(a,r) — R definido por f(z) = —logd(z,0U) claramente f es continua y exhaustiva.

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz |(a — z,w — a)| < r|la — z||, para todo w € OU, luego

T2—THCL—ZH §r2—|<a—z,w—a>| < \r2+<a—z,w—a)|: [(w — z,w — a)]
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d(z,00) = 7 — la— 2| < \<w—“">‘
T

Sea p € 0U de modo que d(z,0U) = ||z — p||, entonces

‘<p—z,p;a>‘ — d(z,0U)

d(z,0U) = inf {’<w—z,w_a>’}
wedU r

Por la continuidad y monotonia de la funcién log tenemos que

—logd(z,0U) = sup {—log’<w—z,w_a>‘}
weolU r

se sigue de la Proposicion 4.8 y 4.9 que f es plurisubarménica.

Por lo tanto

Ejemplo 2.3.3. Toda polidisco A(a,r) C C" es un dominio pseudoconvexo.

Proposiciéon 2.3.5. Sean U,V C C" dominios pseudoconvexos. Entonces cada componente

conexa de U NV es un dominio pseudoconvezo.

Demostracién: Sean f,g: U — R funciones exhaustivas plurisubarménicas continuas. Sea
W C U NV una componente conexa. Por demostrar que W es un dominio pseudoconvexo.

Definimos

h:W —=R

h(z) = méx{f(2),9()}

entonces h es una funcién plurisubarménica continua. Sea (z;)j>1 C W una sucesién tal
que limj .o 2; = o0, entonces lim;_, f(2;) = 400, luego lim;_ o h(z;) = +oo. Sea
(2j)j>1 C W una sucesién tal que lim;_,c 2; = a € OW. Como OW C 0U N IV enton-
ces lim; o0 f(25) = 400 0 lim; ;o g(2;) = +00, luego lim;_,o h(2;) = +o00. Por lo tanto h
es una funcién exhaustiva plurisubarmoénica continua, se sigue que W es un dominio pseudo-

convexo. O

Teorema 2.3.2. St U C C" es un dominio pseudoconvexo, entonces U satisface el principio

de continuidad.
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Demostracion: Sea f : U — R una funcién exhaustiva plurisubarménica continua. Sea

(Sj)j>1 una sucesién de discos analiticos satisfaciendo S; U 0S; C U para todo j > 1

lim 0S; =B
j—o0

lim S; =T
j—o00

donde B C U y T C C" son compactos. Por demostrar que T' C U. Sea a € T, por la
convergencia lim;j o, S; = T existe una sucesién (z;);>1 tal que z; — a donde z; € S
para todo j > 1. Dilatamos el compacto B, A(B,r) CC U, para algun r > 0. Denotemos
K = m y M = supf. Por la convergencia lim; .., 0S; = B existe jo > 1 tal que
0S; C A(B,r) para todon > jo. Por la Proposicién [2.1.13

f(zj) <supf<supf <M
s, 9S;

para todo j > jo, entonces (zj);j>j, C f~1 (=00, M]. Como f es una exhaustion, a €

f~Y(—o00,M] C U, luego T C U. Por lo tanto U satisface el principio de continuidad. O

2.4. Propiedades de dominios pseudoconvexos

En ésta seccién daremos algunos ejemplos de dominios pseudoconvexos y algunas propie-

dades de estabilidad de dominios pseudoconvexos bajo operaciones de conjuntos.

Proposicion 2.4.1. Sea QQ C C™ un abierto. Entonces U es una region pseudoconvexa si y

solamente si cada componente de U es un dominio pseudoconvexo.

Teorema 2.4.1. Sea (QA)/\ N C C"™ una familia de dominios pseudoconvezxos, y sea §) una
€

componente conexa del interior de m Q. Entonces Q es un dominio pseudoconvexo.
AEA

Demostracién: Observemos que

d(z,00) = ;\Ielzf\ d(z,00))

para z € (), entonces

—logd(z,00) = sup{—logd(z,00))}.
AEA
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Proposicion 2.4.2. St U Cc C* y V C C™ son dominios de pseudoconvexos, entonces
el producto Cartesiano U x V. C C*™ es un dominio pseudoconvexo. En particular, si

Q1,...,Q, C C son abiertos, entonces 2 =y X --- x ,, es pseudoconvexo en C™.

Demostracién: Observemos que (U x V) = (AU xV)U(U x9V). Si (z,w) € U xV entonces
d((z,w),0(UxV)) = min{d(z,0U), d(w,dV)}. Consecuentemente — log d((z,w),d(UxV)) =
max{—logd(z,0U), —logd(w,dV)} O

Proposicion 2.4.3. Sean U C C" y V C C™ dominios. Si f : U — V' es un mapeo holomorfo

propio y V es pseudoconvezxo, entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Demostracién: Como V es un dominio pseudoconvexo, entonces V admite una funcién
exhaustiva plurisubarménica continua g : V- — R. Por lo tanto go f es una funcién exhaustiva
plurisubarménica continua en U. Por lo tanto U es un dominio pseudoconvexo.

O]

Proposicion 2.4.4. Sea T : C" — C™ una aplicacion lineal y V C C™ un dominio pseudo-

convezo y sea U = T~ (V). Entonces U es un dominio pseudoconvezo.

Demostracién: K" c 71 [T(K)I;/s ], T(K)I;/S + B(0,¢) C V entonces KP*" + B(0,6) C

U, luego U es plurisubarménicamente convexo. ]

Definicion 2.4.1. Un dominio T C C" es llamado un dominio tubular si existe un

dominio B C R", llamado la base de T, tal que Tp = {z € C" : Rz € Q} = B +iR".

Proposiciéon 2.4.5. Un dominio tubular es pseudoconvexo si y solamente si su base es con-

vera.

Demostracién: Supongamos que Tp es pseudoconvexo. Por demostrar que B es convexo.

Sea el segmento b+ [—1,1] - d C B, entonces por demostrar que la funcién
t—db+1td,0B), te[-1,1]
alcanza el minimo en +1 o —1. Equivalentemente por demostrar la funcién

t> —logd(b+td,0B) , t € [-1,1]
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alcanza el méximo en +1 o —1. Supongamos por contradiccién que el maximo es alcanzado

en el intervalo (—1,1). Observemos que
—logd(z,0Tp) = —logd(Rz,0B) , z € T

y que la funcién

A —logd(b+Ad,0Tg) , A€ A

es subarménica. Por lo tanto la funcién subarmédnica admite un maximo global y debe ser

constante, lo cual es una contradiccion. O

Proposicién 2.4.6. Sean U C C", V.C C™ dominios de pseudoconvexos y f € O(U,C™).
Entonces

Ur={2€U: f(z) eV}
es un dominio pseudoconvero.
Demostracién: Sea K C Uy un compacto. Entonces
>psh >psh
Ky, C Ky cclU

Supongamos que existe una sucesion (z;);>1 C I/(\'g‘;h tal que z; — 29 € U N 9U;. Notemos

que para todo z € I?g‘;h y v € PSH(V)

v(f(2)) <supwvo f=supw

K fK)
entonces
~1sh —~—psh
fRE! < FR ccv
—~—psh .
f(z) € f(K)y ccV,j=1
y por lo tanto f(z9) € V, lo cual es una contradiccidn. O

Proposicion 2.4.7. Sea Q@ C C" un dominio pseudoconvezxo. Entonces para todo subespacio
afin complejo V.C C*, QNV es un dominio pseudoconvexo en V, i.e. para todo a € C" y

vectores linealmente independientes vy, ...,v, € C"
G={(\,...,.0) €CF a4+ vy + -+ N € Q)

es pseudoconvezo en CF.
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Demostracién: Siu es una funcién exhaustiva plurisubarménica para €2, entonces la funcién
v(\) =u(a+ vy + -+ gvg) s A=(A1,..., ) €EG

es una funcién exhaustiva plurisubarménica para G. Observemos que el resultado también se

sigue de la proposicién con
CF 5 Ay Ak) s @ Aor 4 -+ + Aoy, € C™
O

Corolario 2.4.1. Sea ; un abierto en C"7, j =1,...,m. Entonces Q = Q1 x --- x (), es

pseudoconvexo si y solamente si cada §2; es pseudoconvezo, j =1,...,m.

Proposiciéon 2.4.8. Sea Q2 C C" pseudoconvezxo. Entonces para todo biholomorfismo
D0 — P(0)

el abierto ®(Q) es pseudoconvezo.

Demostracién: Si u es una funcién exhaustiva plurisubarménica para €2, entonces u o ®~1

es una funcién exhaustiva plurisubarménica para ®(€). O

2.5. Dominios plurisubarmoénicamente convexos
Definicion 2.5.1. Sea U C C" un dominio y K C U compacto. El conjunto

IA([’}Sh = {z eU:u(z) < s%pu para toda funcién plurisubarménica wen U}

Es llamado la envolvente convexa plurisubarménica de K en U. Diremos que U es un
dominio plurisubarménicamente convexo si para todo compacto K C U la envolvente

. .. Tpsh . . .
convexa plurisubarménica K} es relativamente compacta en U. Similarmente definimos

K (I}Shmc = {z € U : u(z) < supu paratoda funcién plurisubarmoénica continua uen U }
k
K gsmcoo = {z € U : u(z) < supu paratoda funcién plurisubarménica u de clase C* en U}
k
Observaciones:
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1. La envolvente I?{}Sh C U es acotada desde que |z;| € PSH(U).
2. La envolvente K 5‘9th es cerrado en U.
3. En general, la envolvente K 5Sh no es relativamente cerrado en U.
4. Si f € H(U) entonces |f| € PSH(U).
5. K ¢ KPP ¢ KB"C < Kt ¢ Kl = U N conv(K).
6. Siu € PSH(U) entonces sup u < sup u.

RKosh K

7. Todo dominio holomérficamente convexo es plurisubarmdnicamente convexo.

8. Las funciones exhaustivas forman una exhaustion en su dominio. Si U C C" (n > 1) es
un dominio de holomorfia, entonces U no admite una exhaustion de la forma |f| donde
f € H(U) (por el Teorema de Extensién de Hartogs y el principio del médulo maximo

para funciones holomorfas).
Proposicién 2.5.1. 51.S C U es un disco analitico cerrado, entonces S C (5?)2 .

Demostracién: Principio del maximo para funciones plurisubarmoénicas via discos analiti-

Cos. OJ

Definicién 2.5.2 (La funcién distancia direccional). Sea U C C" un dominio. Para cada

n € C", definamos d,, : U — R por

dy(z) =sup{r >0:z+rA-nC U}
Proposicion 2.5.2. Sea U C C™ un dominio, entonces
a) La funcion z — d(z,0U) es Lipschitz-continua en U.
b) La funcion z — dy(z) es semicontinua inferiormente en U.
c) d(a,0U) = inf), =1 {d;(a)}.

Demostracién: La funcién z — d,(z) es semicontinua inferiormente en U. Sea 0 < ¢ <
dy(a), entonces

a+cAncU
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Dilatamos el compacto K = a + c¢A-n, B(K,r) C U, entonces
B(a,r)+cA-nCcU

se sigue que ¢ < d,(z) para todo z € B(a,r). Por lo tanto z +— d,(z) es semiconti-

nua inferiormente en U. Ademas, como B(a,r) = U {a + rA-n} entonces d(a,0U) =

) [Inll=1
mf) =1 {dn(a)} O

Teorema 2.5.1. Sea U C C" un dominio, entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

a) La funcion

z+— —logd,(z)
es plurisubarmonica en U, para cada n € C".

b) La funcion
z +— —logd(z,0U)

es plurisubarmonica en U.
¢) U admite una funcion exhaustiva plurisubarménica continua.
d) U admite una funcion ezhaustiva plurisubarmdnica.

e) U es continuamente plurisubarmdnicamente convexo, esto es, para todo compacto K C U

tenemos que Kgsmc es compacto.

f) U es plurisubarmdnicamente convero, esto es, para todo compacto K C U tenemos que
>psh
Ky ccvu

g) U satisface el principio de continuidad. Para toda familia continua de discos analiticos

{®i}icio1) € C* de modo que 0Py C U para todo t € I = [0,1], entonces la inclusion

®, C U se cumple o bien para todo t € I o para ningun t € 1.

Demostracion: El caso 2 = C™ es claro. Por lo tanto asumiremos 2 un dominio propio de
cn.
a) = b) d(Z, 8U) = fnf||n||:1{dn(z)}.

b) = ¢) Consideremos la funcién z + ||z||> — logd(z,0U), z € U.
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c)=e) f{[;}shmc C{zeQ:u(z) <supgu} CccQ
e) = f) KF" c Ki"C c v

f)=g9) SeaT ={t €[0,1] : &, C U} entonces T es abierto en [0, 1]. Observemos que
¢, C @PSH(U) ,teT
por el principio del maximo para funciones plurisubarmonicas, via discos analiticos, y que
gq?tPSH(U) C ((I)[Oa/l]?aA)PSH(U) ccU,telo,1]

entonces

B(T x &) C (@[0, 1] xIA)pgyry CC U
ST xA)CP(TxA)CU

se sigue que T C T. Por lo tanto T es abierto y cerrado en el espacio conexo [0, 1].
g) =a)Seaa+ACU.
—logdy(a+ Ab) <Rp(A) , [N =1

dyr(a + A\b) > |e7 PO
Bla+ b, e PNy cU
a+X+ePNB0,1)cU, |N=1

Sea w € B(0,1).
®:[0,1] x A —C"

B(t,\) = a+ b+ te PNy
Sy U=, CU
a+X+ePNB0,1)cU, |N<1
—logdy(a+ Ab) <Rp(A), [\ <1

¢) = d) Es claro.
d) = f) I?(I}Sh C{zeQ:u(z) <supgu} CCQ
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Lema 2.5.1. Sea (Uj);j>1 una sucesion de dominios pseudoconvezos en C" con U; C Ujiq

para cada j > 1. Sea U = Ujoi1 Uj. Entonces la funcion
z+— —logd(z,0U)
es plurisubarmonica en U, y por lo tanto U es pseudoconvezo.

Demostracién: Seak > 1y z € Uj,. Observamos que la sucesion (d(z,0Uj)) j> es creciente y
converge a d(z,0U), asi por la continuidad de la funcién log tenemos que (—log d(z, 0Uj)) >k
es decreciente y converge a —logd(z,0U). Por lo tanto cada z — —logd(z,0U;) es pluri-
subarmonica. Se sigue que z — —logd(z,0U) es plurisubarmoénica en Uy. Desde que pluri-
subarmonicidad es una propiedad local y U = Uj21 Uj, se sigue que z — —logd(z,0U) es
plurisubarménica en U. Luego la funcién z — ||z]|?> —logd(z,dU) es una exhaustion plurisu-

barménica continua en U, y por lo tanto U es pseudoconvexo. ]
Corolario 2.5.1. Sea U C C" un dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) U satisface el principio de continuidad.

(b) Para todo disco analitico cerrado S C U, tenemos que

d(8S,0U) = d(S, V)

(¢) Para toda familia de discos analiticos {A}y C U, de modo que |J, 0Ay CC U entonces
U, Ay CcC U

Demostracién: (a) = (b). Supongamos por contradiccién que
la —b|| = d(S,0U) < d(dS,dU)
donde podemos asumir que a = S(0). Ahora definimos los discos analiticos
Sg=84+tb—a), tel0,1)

aplicando el principio de continuidad b € U, lo cual es una contradiccion.
(b) = (¢). Dado que A C O para cada t, entonces |U; At es acotado. Ademds tenemos
que

inf d(A, OU) = inf d(9A,0U)
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esto es,
d (U A, 8U> =d (U 8At,8U>
¢ t
Por lo tanto | J, Ay CC U. O]

Corolario 2.5.2. Sea U C C" un dominio. Si U es PSH(U)-convexo, entonces para toda

familia de discos analiticos {A}y C U, de modo que |J, 0A; CC U entonces |J, Ay CC U.
Corolario 2.5.3. Sea U C C" un dominio. Las siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) U es pseudoconvexo.

(b) Para cada compacto K C U, d(K,0U) =d (f({}s””c,aU).

Demostracién: (a) = (b). Sea K C U compacto. Desde que la funcién z — —logd(z,0U)

es plurisubarménica continua en U, entonces
d(K,0U) = d (1?55"“, aU) .

(b) = (a). Sea K C U un compacto, entonces d (I?gsmc, 8U) > 0. Por lo tanto IA{gShmc

es compacto. ]

Corolario 2.5.4. Sea U C C" un dominio holomdrficamente convero, entonces U es un

dominio pseudoconvezo.

Teorema 2.5.2. 5i U C C" es un dominio de holomorfia, entonces U es un dominio pseu-

doconvexo.
Demostracion: Por convexidad holomorfa o por el principio de continuidad. O

Es natural preguntarnos si la implicaciéon inversa es también cierta, este es el famoso

Problema de Levi, el cual lo estudiaremos en el capitulo IV.

Lema 2.5.2. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo, sea K C U compacto, y sea V una

vecindad de I?gsh en U. Entonces existe una funcion f € PSH(U)NC(U) tal que:

a) El congunto {z € U : f(z) < ¢} es compacto para cada c € R.

b) f(z) <0 para todo z € K.
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¢) f(z) >0 para todo z € U — V.
Demostracién: Sea u € PSH(U)NC(U) definido por
u(z) = max{||z||, —logd(z,0U)} — k

donde k es una constante tal que supu < 0. Dado que u es una exhaustion, K. = {z € U :
u(z) < ¢} es compacto para cada CIE( R. Si Koy — V = () entonces f = u. Ahora consideremos
Ky—V # (). Desde que K5 es compacto, Ko C Us = {z € U : d(z,0U) > 0} para algtin § > 0.
Para cada a € Ko — V existe ¢ € PSH(U) tal que s%pnp < 0 < ¢(a). Por el Corolario [2.1.3

existe una sucesion decreciente (¢;);>1 C PSH(Us) NC(Us) el cual converge puntualmente a

@ en Us. Entonces

K C U{z e Us: pj(z) <0}
j=1

dado que K es compacto existe ¢ € PSH(Us) N C(Us) tal que supyp < 0 < 1(a). Desde
K
que Ky — V es compacto existen ¢1,...,¢y, € PSH(Us) NC(Us) tal que supy; < 0 para
K
j=1....my

Ko—V c | J{z €Us: ¢i(2) > 0}.
j=1
Sea v = max{t,...,¥n}. Entonces v € PSH(Us) N C(Us), v(z) < 0 para todo z € Ky
v(z) > 0 para todo z € Ky — V. Sea M = supv > 0 y definamos f : U — R por
Ky

max{M-u(z),v(z)} , u(z 2
i) = {M-u(z),v(2)}, u(z) <
M- u(z) s u(z) >1

Si 1< wu(z) <2 entonces v(z) < M < M.u(z), por lo tanto f estd bien definido y pertenece
a PSH(U)NC(U). Claramente f(z) < 0 para todo z € Ky f(z) > 0 para todo z € U — V,
y desde que

{zeU: f(z)<c}C{zeU:Mu(z) <c},

concluimos que el conjunto {z € U : f(z) < ¢} es compacto para todo ¢ € R. O
Para llegar a una funcion estrictamente plurisubarménica C* aplicaremos el Lema 2.1.5.

Lema 2.5.3. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo, sea K C U compacto, y sea V una

vecindad de I?gsh en U. Entonces existe una funcion f € SPSH(U)NC>®(U) tal que:
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a) El conjunto {z € U : f(z) < ¢} es compacto para cada ¢ € R.
b) f(z) <0 para todo z € K.
¢) f(z) >0 para todo z € U — V.

Teorema 2.5.3. Sea U C C" un dominio pseudoconvezo, entonces

>pshNC __ 1>psh
KU - KU

para todo compacto K C U. En particular [?(Z}Sh es compacto para cada compacto K C U.

Demostracién: Por definicién K gSh CcK gShc. Seaa € U—K gSh. Aplicando el Lema|2.5.2/con

V =U —{a} existe f € PSH(U)NC(U) tal que sup f < 0 < f(a) por lo tanto a ¢ IA({}ShC. O
K

Corolario 2.5.5. Si U es un dominio pseudoconvexo en C™ y K un compacto en U entonces

—~ ~ oo . =
K[;}sh - K?}Shmc . En particular KﬁSh es compacto.

Demostracién: Claramente K e K choo. Consideremos un punto a € U — K?,, aplicando
el Lema 2.5.3| al conjunto compacto y la vecindad V = U — {a} en KP , entonces existe
u € PSH(U)NC>®(U) tal que u(a) >0y u <0 en IA(g Entonces u(z) < 0 en K, se sigue que

aelU— Kl O
Proposicién 2.5.3. Sea U C C" un dominio pseudoconvezro. Sea v € PSH(U)NC(U) y sea
V={z€U:u(z) <0}

Entonces V' es un dominio pseudoconvexo.
Demostracion: Sea K C V compacto. Entonces
I?ZSh C{zeU:u(z) < szpu} cVv
consecuentemente, I?‘pfh C I?ﬁSh ccV. O

Corolario 2.5.6. Un abierto @ C C" es pseudoconvezo si y solamente si Qe = {z € Q :

do(z) > €} es pseudoconvexo para todo € > 0.

Proposicién 2.5.4. Sea U C C" un dominio pseudoconvezo. Sea f € PSH(U) y sea
V={z€eU: f(z) <0}.
Entonces V' es un dominio pseudoconvezo.
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Demostracién: Sea K C V compacto. Entonces existe ¢ < 0 tal que f(z) < ¢ para todo
z € K. Se sigue que f(z) < ¢ para todo z € [?(I}Sh porlo tanto I?‘I}Sh - I/(\'SSh C V. Desde que
K }}’Sh es compacto, por el Teorema [2.5.3 concluimos que I?‘I}Sh es relativamente compacto en

V. Por lo tanto V' es un abierto pseudoconvexo. ]
Proposiciéon 2.5.5. Sea U C C™ un dominio. Las siguientes condiciones son equivalentes.
(a) U es pseudoconvexo.
(b) Para todo compacto K C U, IA((I}S}L ccU.
c) Para todo compacto K C U, KPP es compacto.
U
d) Para todo compacto K C U, KPshC og compacto.
U
e) Para todo compacto K C U, KP*"™° es compacto.
U

Proposicion 2.5.6. 5i U es un dominio pseudoconvero, entonces

Spsh _ pshNC _ pshnCl _ DpshnCk _ rpshNC>®
Rph = gpshnC — gp o= KD Lo = Kpshne,

2.6. Pseudoconvexidad local

Probaremos ahora que pseudoconvexidad como convexidad es en efecto una propiedad

local de la frontera.

Teorema 2.6.1. Sea U C R™ un dominio. Entonces U es convexo si y solamente si para

cada a € OU erxiste una vecindad V C R™ de a tal que VN U es convexo.

Definiciéon 2.6.1. Sea U C C" un dominio y a € OU. Entonces U es localmente pseudo-
convexo en ¢ si existe una vecindad V de a tal que toda componente de VNU es pseudocon-

vexo. Si U es localmente pseudoconvexo en cada a € OU es localmente pseudoconvexo.

Teorema 2.6.2. Sea U C C" un dominio. Entonces U es pseudoconvexo si y sélo si U es

localmente pseudoconvezo.

Demostracion: Si U es pseudoconvexo entonces para todo a € U, cada componente de
U N B(a,1) es pseudoconvexo. Por lo tanto U es localmente pseudoconvexo. Supongamos

ahora que U es localmente pseudoconvexo. Primero supongamos que U es acotado. Sea
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a € JU entonces existe una vecindad V de a tal que cada componente de U NV es pseu-
doconvexo. Sea r, > 0 tal que B(a,r,) C V entonces cada componente de U N B(a,r,)
es pseudoconvexo. Consideremos las componentes conexas W de U N B(a,r,) tales que
W N B(a,rq/2) # 0. Para z € W tenemos que d(z,0W) = min{d(z,0U),d(z,0B(a,r,))}.
Para z € W N B(a,r,/2) tenemos que d(z,0U) < d(z,a) < 1,/2 < d(z,0B(a,r,)). Entonces
z + —logd(z,0U) es plurisubarménica en W N B(a,r,/2), se sigue que z — —logd(z,0U)
es plurisubarmoénica en U N B(a, r,/2). Por lo tanto z — —logd(z,0U) es plurisubarménica
en X = UNUyequ Bla,7q/2). SeaY = UNU, oy B(a,7a/4). Observemos que K =U —Y =
U —Y es compacto y por lo tanto z +— —log d(z, dU) alcanza su valor maximo M en K. Defi-
namos [ : U — R dado por f(z) = max{—logd(z,0U), M}. Desde que plurisubarmonicidad
es una propiedad local y X UK =U , se sigue que f es una funcién exhaustiva plurisubarmoni-
ca continua. Por lo tanto U es pseudoconvexo. Supongamos ahora que U no es acotado. Sea
zp € U y consideremos la componente conexa U; de U N B(zp, j) que contiene a zy, entonces
U= Uj; Uj;. Probaremos que cada U; es localmente pseudoconvexo, por el resultado anterior
cada U; es pseudoconvexo, se sigue que U es pseudoconvexo. Sea a € 0U; C OU U 0B(zo, j).
Si a € OU entonces existe una vecindad V, de a tal que cada componente de U NV, es
pseudoconvexo. Observemos que cada componente conexa de U; NV, es una componente
conexa de [UN B(zp, j)] NV, el cual es pseudoconvexo. Si a ¢ OU, entonces a € 0B(zp,7)NU.
Sea r = d(a,0U), sea W una componente de U; N B(a,r/2). Para z € W tenemos que
d(z,0W) = min{d(z,0U;),d(z,0B(a,r/2))}, d(z,0U;) = min{d(z,0U),d(z,0B(z, j))}. Pa-
ra z € W tenemos que d(z,0B(z0,j)) < r/2 < d(z,0U). Por lo tanto z — —logd(z,0W) es

plurisubarménica, se sigue del Teorema [2.5.1| que W es pseudoconvexo. O
Observaciones:

1. El teorema precedente muestra que la pseudoconvexidad de un dominio U C C" es una
propiedad local de U. Si la funcién — log dyy es plurisubarménica en una vecindad abierta

de OU en U, entonces la funcién — log dy; es plurisubarménica en todo U, desde que
z — max{—logd(z,0B(a,r)),—logd(z,u)}
es plurisubarménica en B(a,r) N U.

2. Andlogamente si U admite un funcién exhaustiva plurisubarmoénica continua cerca a la
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OU entonces U admite un funcién exhaustiva plurisubarmonica continua global, desde que
z +— méax{—logd(z,0B(a,r)), f(2)}
es una exhaustion plurisubarménica continua en B(a,r) N U.

Proposicién 2.6.1. Sea U C C" un dominio. Si existe una funcion continua plurisubarmaoni-

ca p definida en una vecindad Vay de la frontera de U tal que
UNVay ={z € Vay : p(z) < 0}
entonces U es pseudoconvexo.

Demostracién: Sea a € 9U y sea r > 0 tal que B(a,r) C Vyy. Por el Teorema 2.6.2
es suficiente probar que U N B(a,r) es pseudoconvexo. Consideremos la funcién continua

plurisubarmoénica definido en Vg por

u(z) = max{|[z — al —r, p(2)}.

Entonces u < 0 en U N B(a,r) y u=0en (U N B(a,r)). Sea K C U N B(a,r) compacto.

Entonces supu=c <0y
Kpsh ar) C {zeUnNB(a,r):u(z) <c} cCcUNB(a,r),

UnB(

se sigue que U N B(a, ) es pseudoconvexo. O

2.7. Funcion de definicion global

Definicién 2.7.1. Sea Q C C™ un dominio. Diremos que la frontera 9Q es de clase C*

(1 <k < o0) si para cada a € 09 existe una funcién
0:U, — R
de clase C* no-degenerado en U, N 99, tal que
UsNQ={ze€U,:0(z) <0}
la funcion p es llamada una funcion de definicién local para Q.
Presentamos una definicién equivalente, aplicando el Teorema de la funcién implicita
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Definicién 2.7.2. Sea Q C C" un dominio. Diremos que la frontera 9Q es de clase C*

(1 <k < o0) si para cada a € 02 existe una funcién
0:U, — R
de clase C* no-degenerado en U, N 99, tal que
UsNQ={ze€U,:0(z) <0}
U,NoIQY={z€U,:0(z) =0}
la funcion g es llamada una funcién de definicién local para ).
Observaciones:

1. U, N 0N es una superficie en R?" de clase C¥, (2n — 1)-dimensional (dado que 0 € R es un

valor regular de p).

2. Presentamos una definiciéon equivalente, pegando todas las definiciones locales (esto es,

aplicamos C*°-particién de la unidad).

Definicién 2.7.3. Sea Q C C" un dominio. Diremos que la frontera 0 es de clase C*
(1 <k < o0) si existe una funcién

0:Uspn — R
de clase C* no-degenerado en 99, tal que
QNUgqg ={z€ Usq : 0(z) <0}
00 = {z € Usq : 0(2) = 0}
la funcion g es llamada una funcién de definicién global para ).
Observaciones:

1. Si © C C™ es un dominio, entonces 02 € C* si y solamente si 9 C R?" es una superficie
de clase C¥, (2n — 1)-dimensional. Por lo tanto podemos considerar el espacio tangente

T,(02) a 0N en el punto a € ON.

2. Presentamos una nueva definicién equivalente, extendiendo la funcién de definicién global

hacia una vecindad Ug o hacia todo C" (mediante el Lema de Urysohn).
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Definicién 2.7.4. Sea Q C C™ un dominio. Diremos que la frontera 9Q es de clase C*
(1 <k < o00) si existe una funcién

0:Ug— R
de clase C* no-degenerado en 99, tal que
Q={z€Ug:0(2) <0}
00 ={z€Ug:0(2) =0}
la funcion g es llamada una funcién de definicién global para ).

Ejemplo 2.7.1. Consideremos la bola Euclidiana B(a,r) C C", la cual admite una funcién

de definicién global o(2) = ||z — a||> — r? de clase C*°, entonces IB(a,r) € C*°.

Proposicién 2.7.1 (forma compleja). Sea Q@ C C" un dominio con 92 € C'. Sean 01, 02
dos funciones de definicion global para Q) en una vecindad Uggq. Entonces existe una funcion

positiva h € C(Upq) tal que
a) 02 = ho1 en Upq.
b) Voo = hVo1 en 0N.

Demostracién: Sea a € 0. Por el Teorema de la Funcién Implicita existe un C'-

difeomorfismo (es decir, un cambio de coordenadas)
o, : W, — B(0,¢) C C"
de modo que
O, (W Q) ={x € B(0,¢) : z2, <0}
O, (W, NON) ={z € B(0,¢) : zap, = 0}

Definimos

r = 0100, € C(B(0,¢))

ra=020®, ' € C(B(0,¢))

1
67"1
/ o /
hi(x', zop) = Do (', txo,)dt
1
87"2
ho(2', zop) = ! taa,)dt
2(2', wop) ; 8:62”(% Top)
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Notamos que rq, 73 son funciones de definicién local del plano x2, = 0 en el origen. Por la

regla de Leibniz hq, hy € C(B(0,¢)), y por el Teorema Fundamental del Célculo

1
d
ri(2’, o) = r (2, 20,) — 11 (2',0) = / pr {ri(@, twon) } dt = ophi (2, 22y)
0

1
d
ro(2’, o) = ro(2’, way) — T2 (2',0) = / p {7“2(3:', t$2n)} dt = zo,ho (', 0,)
0

entonces
87“1 .
Fan (0) = (0)
(97’2 .
5o (0) = ha(0)

Sin pérdida de generalidad podemos asumir que hy, hy > 0 en B(0,¢€). Entonces ro = Z—fn,
se sigue que g9 = hq01 en Wy, donde h, = Z—f o ®,. Por lo tanto para cada a € Jf) existe
una bola B, C Usq y una funcién continua h, € C(B,) tal que g2 = hg01 en B,. Definimos

h:Usq — R por

02(2) z € U — 0N
h(z) =4 ¢

ha(z) , z € By

Observaciones:
1. La funcién h es tnica.

2. Si U C R" es un dominio con OU € C! entonces admite un espacio tangente bien-definido
(esto es, no depende de la funcién de definicién) en cada punto a € OU (dado que oU
es una superficie) denotado por T,(0U), si g, es una funcién de definicién local en una

vecindad Vj, entonces (dado que V, N U = ¢~ 1{0}, donde 0 es un valor regular)
T,(0U) ={z € R" : z-dp(a) =0} = {z € R" : dp(a)(z) = 0}
el cual es un subespacio real (2n — 1)-dimensional.

3. Como la funcién ¢ : V — R C C es real-valuada, entonces

do(a) = do(a) + Do(a) = 2RDo(a)
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4. Identifiquemos C" = R?" mediante (21, 22, ..., 2n) = (T1,Y1,%2,Y2, . - -, Tn, Yp) donde z; =

xj + iy; para todo 1 < j <n. Si U C C" es un dominio con oU € ck (k > 1) entonces
T.(8U) = {z eC: §R<Z,W> - o}
Definamos el espacio tangente complejo a OU en a
TE(9U) = T,(8U) N 4T, (dU)
si ¢ es una funcion de definiciéon para U, entonces
TE(OU) = {z eC: <z,m> - o} — Ker(d0)(a) = {8 € C" : do(a)(5) = 0}

el cual es un subespacio complejo (n — 1)-dimensional, donde

Vo(a) = (§§<a>,§i<a>,...,$<a>)

es el gradiente complejo de p en a.

5. Equivalentemente el espacio tangente complejo, es el mayor C-subespacio de C™, contenido

en el espacio tangente real.
6. Vo(a) # 0 si y solo si do(a) # 0.

Definicién 2.7.5. Sea U C C" un dominio, f € C?>(U,R) y a € U. La forma Hermitiana

82f < 82fa,5
52,07 V0% = 53

Asfla)=Af(a,0) = (0)eR

Jk=1

es llamado la forma de Levi de f en a, donde § € C", (a + \d € U).
Observaciones:
1. La forma de Levi Asf(a) es R-lineal en f.

Ejemplo 2.7.2. Si f(z) = ||z||* = > j=1%j%; entonces Asf(a) = 115112

2.8. Dominios Levi pseudoconvexos

Para dominios de C™ con fronteras suaves, existen caracterizaciones alternativas de pseu-

doconvexidad, andlogamente a los dominios convexos de R™ con fronteras suaves.
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Teorema 2.8.1 (S. Krantz[[4]). Sea U C R™ un dominio con frontera de clase C2. Entonces

U es convexo si y solamente si para cada a € OU

n

%0

Hess(o)(a,d) = 0z02,
j

7,k=1

(a)d;or >0

para todo 6 € To(0U).

Definicién 2.8.1. Sea U C C" un dominio con frontera de clase C2. Diremos que U satisface

la condiciéon de Levi en a € 90U si la forma de Levi

n 829

es semidefinida positiva en T.°(0U). Diremos que U satisface la condicién estricta de Levi

en a € JU si la forma de Levi

A a)d; 6 0
se(a Z azjﬁzk k>
Jik=1

es definida positiva en T, (;C((?U )*. Diremos que U es Levi pseudoconvexo si satisface la
condicién de Levi en cada punto a € JU. Si U es un dominio acotado, diremos que U es
estrictamente pseudoconvexo si satisface la condicion estricta de Levi en cada punto

a € oU.

Lema 2.8.1. Si f: U C C" — R es diferenciable en z =a con f(a) =0, yh: U CC" - R

es continua en z = a. Entonces hf es diferenciable en z = a, ademds

V(hf)(a) = h(a)-Vf(a)

Proposicién 2.8.1. Las condiciones de Levi no dependen de la eleccion de la funcion de

definicion local o global, y ellos son invariantes bajo mapeos biholomorfos.

Demostracion: Si g = hp; es otra funcién de definicién local, entonces

- 3292
A
s02(a Z 6z] sz O,

" Hh 891  Oh o, |+ ~ o =
Z:: ({97 (%k (a)9; Okt Z T@(a)ai%(a)éjék +hla) Z 0207y, ()23

jk=1 jk=1

Aso2(a) = h(a)- Asei(a) + 2R {Oh(a)(0) Dor(a)(d) }
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Si restringuimos la forma de Levi al espacio tangente complejo § € T.-(0U) entonces
As2(a) = h(a)- Aser(a)

el cual difiere por solo un factor escalar positivo. En particular el nimero de autovalores
negativos y positivos de la forma de Levi es independiente de la eleccién de la funcién de

definicién local o global. O

Ejemplo 2.8.1. Sea U C C" un dominio con frontera de clase C2. Si a € U es un punto
de convexidad, entonces es un punto de Levi pseudoconvexidad, el reciproco no es cierto

(A(r, R) x C).

Ejemplo 2.8.2. Q= {z € C?: |z |* +|22|* < 1} es un dominio Levi pseudoconvexo pero no

estrictamente pseudoconvexo.
Ejemplo 2.8.3. Las bolas son dominios estrictamente pseudoconvexos, z + ||z]|? — 1.
Ejemplo 2.8.4. Sea ® una funcién entera en C? tal que V® # 0 en |®| = 1. Sea
Q= {(21,22) € C*: |®(21,22)| < 1}
entonces () es un dominio Levi pseudoconvexo.

Ejemplo 2.8.5. Si  es el exterior de la bola unitaria en C2,
Q={(z1,22) € C*: |21 > + | |® > 1}

entonces {) no es Levi pseudoconvexo en ningiin punto frontera.

2.9. La funcion distancia orientada

Teorema 2.9.1 (Teorema de Rademacher[I2]). Sea U C C" un abierto. Si f : U — R es
Lipschitz-continua, entonces f es diferenciable en casi todo punto en U, esto es, los puntos

en U en el cual f no es diferenciable forman un conjunto de medida de Lebesgue cero.

Proposicién 2.9.1 (H. Federer [19]). Sea U C R™ un abierto. Si f es una funcion Lipschitz-

continua en U, y g una funcion continua en U, tal que



para casi todo x € U, entonces

para todo x € U, 5y por lo tanto f € CY(U).

Lema 2.9.1 (S. Krantz [20]). Sea U C R™ un dominio con frontera de clase C?. Entonces la

funcion distancia orientada 0 : R — R

—dist(z,0U) , v € U
0(x) =
dist(z,0U) , z € R" = U

es una funcién de definicion global en una vecindad de OU, de clase C?, no-degenerado en

0U, y Lipschitz-continua.

Demostracién: Sea a € OU, entonces existe una funcién o : V, — R de clase C? tal
que Vo NU = {z € V, : o(z) < 0} y Vp(a) # 0. Sin pérdida de generalidad pode-
mos suponer que ;Ti(a) > 0, entonces por el teorema de la funcién implicita existen
B(d',6) ¢ R I(a,) C Ry una funcién ¢ : B(d',8) — I.(a,) de clase C? tal que
0 10) N (B(d',6) x I(ay)) = {(2',2,) € B(d',68) x I(ay) : z, = &(2')}. Por lo tanto la
restriccién o : V) — R (V) = B(d',0) x I.(ay)) es una funcién de definicién local para U en

a € 0U, de modo que

VINU={zeV, :o(x)<0}={( 2,) € V] 2, < &)}

VINoU ={x eV, :o(x) =0} ={(2',2,) € V] : 2, = £(2')}
ademds por convencién de definicién local, el gradiente Vo(x) es un vector normal a OU
dirigido hacia el exterior de U, en cada punto z € V, N 9U. Como U = {x € R" : §(z) < 0},

entonces demostraremos que 6 es de clase C2, y con gradiente no-degenerado en una vecindad

del punto a € 9U. Definamos la aplicacién @ : B(a’,§) x R — R"

o(a',1) = (2, £(2")) + t- Ve(a', £(2))

calculemos el determinante de la matriz Jacobiana de ®(z/,t)

[ 9% 0% 920 o€ 00 ]
L+t (8x18x1 + 0z, 0x1 Ox1 U t 0Ty 18x1 + Gxnaa:l OTn_1 Ox1
020 0%0 O¢ %o 9%0 0§ o
t (8:{:18x2 + 0, 0xo Ox1 o t 0Ty _10T2 + 8zn8l’2 OTp_1 Oxo
%0 9o B¢ %0 d%0 23 do
t <8z1833n 1 + 0TnO0Ln—_1 Ox1 U L+t 18:vn 1 + OTnOTn_1 OTn_1 OTn_1
o€ %0 8¢ . 213 820 213 0o
| Ox1 +1 <8:Jc18mn + 6wn8mn oz OTn_1 +1 OTn ,1890” + an[)xn OTn_1 Oy |
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L1 +t-A(r')  Vpo(z,&(2)))
VE@) +t-b(x') o, (2, (2"))

donde A(z") es una (n—1) x (n—1)-matriz continua y b(z’) es un (n—1)-matriz fila continua.

det Jp(z',t) = det

Diferenciando o(z’,&(2')) = 0 para ' € B(d/, ) tenemos que

I+t A() —879(

', ¢(2))-VE(z')
VE(x') + t-b(z) 2 (a,

£(2"))

Evaluando el determinante de la matriz Jacobiana de ® en el punto (a’,0)

det Jp(2',t) = det

detJ(a/,O)—$<a/7€(a,)) det VI;L(_1/> —Vf(a/)
n a
00, , . , _I"* —Vg(d)
= 28, det
gz, (@ 6la)) de 0 14 VE@))?
0
_ 8751(@) (14 [ VE@)?) #0

Por el teorema de la funcién inversa existe € > 0 y una vecindad W, tal que
®: B(d,d) x (—€,6) — W,

es un difeomorfismo de clase C!, ademds ® (B(d’,d) x {0}) = W, N OU. Observamos que si

y € W, entonces y admite una escritura unica de la forma
y=0(a',t) = (2, £(z)) + - Vo(z', {(2'))

Ahora definamos 7 : B(d’,d) x (—¢,€) = B(d’,d) X (—¢,€) por w(2/,t) = (2/,0) y la aplicacién
proyeccién de clase C!

p=®omod l:iy=0+tVo(x)—=x

para todo z € W, N JU. Sea el compacto K = ® (Bla, /2] x [—€/2,¢/2]), luego dilatamos
B(K,r) C W, donde r < €/2, entonces para todo y € ® (B(a,d/2) x (—r,r)) tenemos que
B(y, |ly—z||) € ® (B(a,d) x (—¢,€)). Por lo anterior haciendo 4 y € suficientemente pequenos

tenemos que

Ny —p®) , y € WonU
0(y) =
ly —p@)ll, y € WanU*
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Entonces 6 es una funcién de clase C' en W, excepto talvez en OU. Siy € W, — OU, entonces

~ (In—Dp(y)" (v — p(y))

L,y eEW,NU —0U

ly — p(y)l
Vo(y) =
(In - Dp( )) (y p(y)) y c W. NU¢ — 8U
ly — p(y)l| ’ ¢

Desde que p o p(y) = 0 se sigue que Dp(y)*(Vo(x)) = 0. Pero y — p(y) = t- Vo(z)

Dp(y)*(y — p(y)) = 0.

Entonces

_y_ip@) Ly eW,NU —aU

V() = Iy — p(y)l ) {Vmp(y)) B
y=rW) . woaue—oU IVe(p(y))l
Ty=pl)l 7= 7"

Por lo tanto el campo vectorial V8(y) es de clase C! y no-degenerado en W,. O

Observaciones:

1.

IVO(z)|| = 1 para todo = € 9U.

. Si N es el campo normal unitario hacia el exterior de U, entonces N ‘ au = V0.

x —m(x) =0(x)N(x)
Si U = B(a,r), entonces 0(z) = ||z —a| — r

La frontera QU admite una vecindad Vyy, tal que para todo x € Vyp existe exactamente

un punto w(z) € OU tal que

dist(z,U) = ||z — m(x)]|

La proyeccién z + m(z) es de clase CL.

2.10. El teorema de Levi

Lema 2.10.1. Suponer f : U — R de clase C? y con gradiente no-degenerado y que para

algin conjunto S CC U tengamos Asf(z) > 0 para todo z € S y para todo 6 € C" con
<5, Vf(z)> = 0. Entonces existe ¢ > 0 tal que Asf(z) > —c||d]| <(5 Vi( )>‘ para todo z € S
yoeCr.
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Demostracién: Definamos

n

1=y

Jk=1

_f
aZj 0z

_4dH|

Sean z € Sy § € C". Denotemos 0 = Vf(2)/[|[Vf(2)| , & = (6,0)0 ,6" = 5§ — 4 en-
tonces (8”,0) = 0 por lo cual <5”,Vf(z)> =0y |, ]|6"|| < ||8]| dado que (¢,6") = 0.
Como <5” W()> = 0 entonces Azrf(z) > 0. Como |As f(2)|] < d|&||> < d||§|||6]] v
S s 2 (26T, + 358 | < 2411671 < 241187 tenemos que

Nsf(2) =D f(2) + As f(2)+ )

7,k=1

8%8% ) (878, + 6557 > 3|16
8sf(2) 2 =33 e | (6.97C))| = ~elol | (.970))|
U

Teorema 2.10.1. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo con frontera OU de clase C?.

Entonces U es Levi pseudoconvero.

Demostracién: Dado que U € C? podemos manufacturar una funcién de definicién global
para OU. Sea 6 : C"™ — R la funcién distancia orientada dada por el Lema [2.9.1], el cual es
una funcién de definicién global en una vecindad V de U, de clase C2, no-degenerado en la

frontera OU. Dado que U es pseudoconvexo la funcion

f(z) = —log(—6(z)) = —logd(z,0U)

es plurisubarménica en U. Dado que 6 es de clase C? en Vi N U entonces por la regla de la

cadena tenemos que

0<Asf(z) =

y como 6 < 0 en U entonces

As0(z) >0

para todo z € VayNU con <5, V@(z)> = 0. Sea a € 9U. Afirmamos que As6(a) > 0 para todo
§ € TE(QU). Sea W = B(a,r) N U donde B(a,r) C Vyy entonces a € W. Luego As0(z) > 0
para todo z € W con <5, V6(2)> = 0. Por el Lema 2.10.1] existe ¢ > 0 tal que

2s6(=) = —|o1]| (.V0())|
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para todo z € W y para todo 6 € C™. Dado que las primeras y segundas derivadas de 6 son

continuas y a € W entonces Asf(a) > —c||d|| <6, Vﬁ(a)>‘ =0.

Lema 2.10.2. Sea U C C" un dominio. Si la funcidn
z = —logdy(2)
es plurisubarmdnica cerca a la frontera de U, entonces U es un dominio pseudoconvexo.

Demostracion: Probaremos que U es localmente pseudoconvexo. Sea a € oU y r > 0 tal

que B(a,r) C Vyy, entonces
—logd(z,0(B(a,r) NU)) = méx{—logd(z,0B(a,r), —logd(z,0U)}.

Por lo tanto la funcién

—logd(z,0(B(a,r)NU))
es plurisubarménica en B(a,r) N U. O

Teorema 2.10.2. Sea U C C" un dominio con frontera OU € C?. Si U es un dominio Levi

pseudoconvexo, entonces U es un dominio pseudoconvezo.
Demostracién: Como OU € C? entonces la funcién distancia orientada 6 : C* — R

0(z) = —dy(z), z€eU

dy(z) , ze R*=U

es una funcién de definicién global para U, de clase C? en una vecindad Vyy de OU. Supon-

gamos por contradiccién que U no es pseudoconvexo. Entonces la funcién
z— —logdy(z)
de clase C? en Vi N U no es plurisubarménica (Lema [2.10.2). Entonces
As(—logdy(z))(a) = —2r <0

o equivalentemente
0?log dy(a + 26)
020Z

(0)=2r>0
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Por la férmula de Taylor en su forma compleja en z = 0

log dy(a + 26) = logdy(a) + Rp(z) + 2r|z|* + o(|z]*)
Consecuentemente

log ds(a + 28) > logdy(a) + Rp(2) +r|2*, |2] < e

dy(a+ z6) > dy(a) ‘ep(z) el |z] <€

consideremos el disco analitico F': A(0,¢) — Vay
F(z)=a+ 26+ (b—a)e?®

donde dyr(a) = |ja — b||. Notemos que F(0) = b € OU y que cuando 0 < |z| < € entonces
el > 1

dy(a+ 26) > H (b — a)eP)

luego F'(z) € U, el disco analitico F' : A(0,e) — C™ es tangente a OU en F(0). Para 0 < |z| < €

dy(F(2)) > dy(a + 20) — H (a— b)er)

> dy(a) (e — 1) |er®)
> rdy(a) [ |22
Notamos que f(z) = —0(F(z)) alcanza un minimo local en z = 0. Por la fé6rmula de Taylor

en z = 0, tenemos que

*f o *f 2 2
_ ZJ > _ p(2) 2
1) =2 (G2 0)) + 5O + o121 > vl = 9]¢
haciendo z = te'¥
0 —0(F(z))
2 (0)=0
0% — 0(F(2))
020% (0)>0
Escribiendo F = (f1,..., fn) v usando la forma compleja de la regla de la cadena

<F’(0), ve(b)> =0
A(0)(b, F'(0)) < 0

Desde que 6 es una funcion de definicién global para U, esto muestra que U no es un dominio

Levi pseudoconvexo. O
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Teorema 2.10.3 (Teorema de Levi). Un dominio U C C" con frontera de clase C* es un

dominio pseudoconverxo si y solamente si es un dominio Levi pseudoconvexo.

2.11. Dominios estrictamente pseudoconvexos

Teorema 2.11.1. Sea U C C" un dominio acotado con frontera de clase C?. Entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes:

(a) U es un dominio estrictamente pseudoconvezo.
(b) U admite una funcién de definicion global estrictamente plurisubarmdnica de clase C2.

Demostracién: (a) = (b). Sea p una funcién de definicién global para U en una vecindad

de 9U. Observemos que para A > 0 suficientemente grande

oa=et—1

es también una funcién de definicién global para U, ademas
A 2
Breaa) = 4 [ Asofa) + A |(5.9@) |

Definamos los compactos

K = 09U x §%n1
L ={(a,0) € K:Aso(a) <0}
entonces <5, Vp(a)> # 0 para todo (a,d) € L. Sean
M = inf {Asp(a) : (a,0) € K} > —c0
2

C = inf{‘<5,vg(a)>} : (a,0) € L} >0

Sea A > 0 suficientemente grande tal que M + AC > 0. Entonces
2
Asoala) = A [Agg(a) A ‘<5 Vg(a)>‘ ] > A(M + AC) > 0

para todo (a,0) € L'y
2
Asea(a) > 42 (8, V()| =0
para todo (a,d) € K — L. Luego Aspa(a) > 0 para todo a € 9U y para todo § € C™ unitario.

Por continuidad y compacidad, g4 es estrictamente plurisubarmoénica en una vecindad de

ou. O
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Observaciones:

1. Si U es un dominio estrictamente pseudoconvexo entonces U es pseudoconvexo, B(a,r) N

U 3> z — méx{—logd(z,0B(a,r), —log(—o(z))}.

Teorema 2.11.2. Sea 2 C C" un dominio estrictamente pseudoconvexo con frontera de clase

C2. Entonces existe una C-funcién estrictamente plurisubarmdnica
0:Ug—R
tal que Vo(z) # 0 para todo z € 09, y
Q={zeUg:0(z) <0}
N ={z€Uqg:0(z) =0}
Demostracién: Por el Teorema  admite una C2-funcién de definicién global
00 :Uso — R
estrictamente plurisubarmonica. Sea d > 0 suficientemente pequeno tal que
K={2€Usq: - <o(z) <0}
sea compacto, y escojamos una funcién real-valuada x € C*°(R) tal que

x(t)=—-9 , te (—o0,—0]

x(0) =0
d2x
ﬁ(’f) >0, teR
dx
—(t t —0
X(1)>0, 1€ (~5,0)
Definamos
01:QUUsgq — R
-6 ,0O0-K
01 =
X © 00, Usa
entonces
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= 01 es una C2-funcién plurisubarménica en QU Upsq.

= 07 es estrictamente plurisubarmoénica en
V ={z¢€Usq:00(z) > —6}.
» Voi(z) # 0 para todo z € 0.
» Q={z€QUUsq : 01(z) < 0}.
Se sigue del Lema [2.1.5| que €2 admite una C*°-funcién
02: 92— R
exhaustiva estrictamente plurisubarmonica. Sea ¢t € R suficientemente grande tal que
{z€QUUgq :01(2) < =6/2} CL={2€Q:09(2) <t}
Sea ¢ € C§°(£,[0,1]) tal que ) = 1 en una vecindad de L. Definamos
03:C"— R

71}92 3 Q
0 , C"—suppy

03 =

Entonces para todo ¢ > 0 la funcién

0:QUUsn — R

0= 01+ cos3

es estrictamente plurisubarménica en una vecindad de L (desde que ¢ = g1 + co2 y 02 es

estrictamente plurisubarmonica), es estrictamente plurisubarménica en Ugg — suppt) (desde

que 0 = 01 y Usq — suppyy C V). Ademas, es claro que para ¢ > 0 suficientemente pequeno

la funcién p es estrictamente plurisubarménica en una vecindad de (suppy) — L y negativo

en suppy. Por lo tanto, para 0 < ¢ < 1, la funcién o es la funcién de definicién global

requerida.
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2.12. Exhaustividad de dominios pseudoconvexos

Los dominios pseudoconvexos pueden ser aproximados por dominios estrictamente pseu-

doconvexos.

Definicion 2.12.1. Sea U C C" un dominio acotado que admite una funcién de definicién
global estrictamente plurisubarménica de clase C*° no-degenerado en 9QU. Diremos que U es

un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado.

Ejemplo 2.12.1. Sea U = B(c,r) C C" y sea g : C"* — R definido por o(2) = ||z — || — 2,
entonces U es un dominio con frontera de clase C*, Vo(z) = Z — ¢. Ademds para todo
a€dUydeCn Asola) =|6]|? se sigue que U es un dominio estrictamente pseudoconvexo

suavemente acotado.

Teorema 2.12.1 (Teorema de Sard[IT]). Sea U C R™ un abierto y f € C*°(U,R). Entonces
la medida de Lebesgue n-dimensional de {f(z) : x € U,V f(z) = 0} es cero.

Una aplicacion del Teorema de Sard es el siguiente Lema.

Lema 2.12.1. Sea U C C" un abierto y f : U — R de clase C*. Si V C R es un abierto

no wvacio, entonces existe y € V tal que V f(2) # 0 para todo z € f~(y).
Una aplicacion del Teorema de la Funcion Implicita es el siguiente Lema.

Lema 2.12.2. Sea U C C" un abierto y f : U — R de clase C'. Sea ¢ € f(U) un valor
regular y sea V.CC U una componente de f~(—o0,c). Entonces z — f(2)—c es una funcion

de definicion global para V, en alguna vecindad de V.

Teorema 2.12.2. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo. Entonces existe una sucesion

(Uj)j>1 C C" de dominios estrictamente pseudoconvezros suavemente acotados tal que
(a) Uj CC Uj41 para todo j > 1.
(b) U= U;)il Uj.

Demostracién: Dado que U es pseudoconvexo existe una funcién exhaustiva plurisu-
barmonica continua

f:U—=R
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Como f es plurisubarmonica por el Corolario [2.1.3| existe una sucesién de dominios acotados
(Vi)j>1 C U tal que V; CC Vjp1, U = U;2; V; y una sucesién decreciente de funciones

estrictamente plurisubarmonicas C*°
fj : Vv] — R

el cual converge puntualmente a f. Sea zy € Vi, sin pérdida de generalidad podemos suponer
que f1(20) < 0 (caso contrario consideramos una traslacién). Dado que f es una exhaustion
y f(z0) < 0 tenemos que [0,00) C f(U) por el teorema del valor intermedio. Como f es una
exhaustion K; = f ~1(—00,j+1/2] es compacto. Sin pérdida de generalidad podemos suponer
que K; C Vj para todo j > 1 (caso contrario consideramos una subsucesién de (V});>1). Dado
que j+1/2 € f(U) existe a; € K; tal que f(a;) = j+ 1/2 luego fj(a;) > j + 1/2 entonces
por el teorema del valor intermedio [0, j+1/2] C f;(Vj). Por el Teorema de Sard [2.12.1 existe
ri € (j—1/2,54+1/2) C f;(V;) (observar que r; es estrictamente creciente y r; — 0o) de
modo que Vfj(z) # 0, para todo z € fj_l(rj). Sea U; = fj_l(—oo,rj) C K. Observamos
que Uj C Ujt1 (si z € U; entonces f;(z) < r;j luego fj11(z) < fi(z) < 7j < rjp1), y que
U=U;>1Uj (si z €U entonces f(z) < ry para algin k y por la convergencia f;(z) = f(2)
tenemos que f;(z) < r; para algun [, luego z € U;). Ahora reemplazamos cada U; por la
componente de U, que contiene a zq, las propiedades U; C U;41 (la clausura de un conexo es
conexo) y U = i>1Uj (como U es dominio, es conexo por Cl-caminos) se conservan. Luego

por el Lema |2.12.2
2 fi(z) — 1

es una funcién de definicién global para U; en una vecindad de U]-, no-degenerado en 0Uj,
siendo ademas estrictamente plurisubarmonica y de clase C*°. Por lo tanto U; es un dominio

estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado. O
Observaciones:

1. Si U ¢ C" un dominio pseudoconvexo, entonces U admite una funciéon exhaustiva es-
trictamente plurisubarmonica de clase C*°. Por el Teorema de Sard, U. es un dominio
estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado ( f_l(—oo,c) CC Q), para casi todo
¢ € R. Por lo tanto todo dominio pseudoconvexo admite una exhaustion formada por

dominios estrictamente pseudoconvexos suavemente acotados.
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Capitulo 3

La Ecuacion 90 En Dominios

Pseudoconvexos

En este capitulo, resolveremos la ecuacién 0 en dominios pseudoconvexos, esto es, el
Teorema de Hormander. El cual serd una herramienta indispensable para poder resolver el

problema de E. Levi.

3.1. Operadores densamente definidos en espacios de Hilbert

En esta seccién daremos la definicién y las propiedades elementales de la Teoria de los
Operadores Densamente Definidos en Espacios de Hilbert, el cual serd una herramienta funda-
mental, para resolver la ecuacién 0 en dominios pseudoconvexos. Recomendamos la referencia
[§], para més detalles.

En lo que sigue, H; y Ho representaran espacios de Hilbert.

Definicién 3.1.1. Sea T': Dom(T') C Hy — Hs un operador lineal cuyo dominio Dom(T') es
un subespacio de Hj. Denotaremos por Au(T") el nicleo de T, por Ran(T) el rango de T', y
por G(T) la gréfica de T, esto es

Nu(T) ={z e D(T):Tr =0}, Ran(T) ={Tz:x2€ D)}, G(T)={(z,Tz) :x € D(T)}

El operador T se dice densamente definido si Dom(T") es denso en H;. El operador T se

dice cerrado si el subespacio G(T') es cerrado en Hy X Ho.
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Definicién 3.1.2. Sea T : Dom(T) C Hy — Hy un operador lineal densamente definido.
Definamos el subespacio Dom(T™), formado por los y € Ha, para el cual existe y* € H; tal
que

<Tl',y>2 = <$7y*>1 ) Vo e @om(T)

Equivalentemente si y € Ha, entonces y € Dom(T™*) si existe una constante ¢ = ¢(y) > 0 tal
que

[Tz, y)o| < cflzlly

para todo x € Dom(T). Desde que Dom(T) es denso en Hy, y* es tinico siempre que exista. El
operador

T*:DT* C Hy — Hy
definido por Ty = y* es llamado el operador adjunto de T'. Por lo tanto tenemos que
(Tx,y)2 = (x,T*y)1 , Yo € Dom(T) , Yy € Dom(T™).

Proposicién 3.1.1. Sea T : Dom(T) C Hy — Hy un operador lineal, densamente definido.

Entonces T* : Dom(T*) C Hy — Hj es un operador lineal cerrado.

Proposicién 3.1.2. Sea T : Dom(T) C Hy — Hy un operador lineal cerrado, densamente
definido. Entonces T* : Dom(T*) C Hy — Hy es un operador lineal cerrado, densamente

definido, con T** =T.

Proposicién 3.1.3. Sea T : Dom(T) — Hy un operador lineal cerrado, densamente definido.

Entonces Nu(T) es un subespacio cerrado, ademds
Ran(T) = Au(T™)

ANu(T)t = Ran(T*)

Proposicién 3.1.4. Supongamos que T : Dom(T) — Ha es un operador lineal cerrado,
densamente definido. Entonces T es sobreyectivo si y solamente si existe una constante ¢ > 0
tal que

1Tyl = ellyll

para todo y € Dom(T™). En caso afirmativo Ran(T™) es cerrado en Hj.
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El siguiente teorema central de esta seccién, es una consecuencia del Teorema de categoria
de Baire 4.5.9, del Principio de la acotacién uniforme |4.5.10, del Teorema de extensién de

Hahn-Banach |4.5.11| y del Teorema de representacién de Riesz [4.5.12.

Teorema 3.1.1. Supongamos que T : Dom(T) C Hy — Ha es un operador lineal cerrado,
densamente definido. Sea F un subespacio cerrado de Ho tal que Ran(T) C F. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(a) Ran(T)=F
(b) Existe una constante ¢ > 0 tal que
IT*v]|1 > c|lv]l2 , Yv € Dom(T*) N F
En este caso:
(¢) Para cada v € F, existe u € Dom(T) N Ran(T™) tal que
Tu=v
[ully < cllo]2-
(d) Para cada u € Nu(T)*, existe v € Dom(T*) N F tal que
T*v=u
oll2 < cllul.

Corolario 3.1.1. Sea T : Dom(T) C Hy — Ha un operador lineal cerrado, densamente

definido. Si Ran(T) es cerrado, entonces Ran(T™) es cerrado también.

Ejemplo 3.1.1. Sea U C R™ un abierto. Sea
Dom(9*) = {f € L*(U) : 9°f € L*(U) en el sentido de distribuciones} .
Entonces para cada multi-indice o € N" el operador
% : Dom(9%) C L*(U) — L*(U)

define un operador lineal cerrado, densamente definido, donde su operador adjunto (9%)* =

(—1)ledge,
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3.2. Formas diferenciales de tipo (p,q)

En esta secciéon daremos la definicion y las propiedades elementales de la teoria de formas

diferenciales de tipo (p, q). Recomendamos la referencia [§], para mas detalles.

Definicion 3.2.1. Sea U C R™ un abierto. Una k-forma diferencial sobre U es una funcién

k
w:U— | ARy

peU

que a cada punto p € U le asocia w(p) € /\k (R}), entonces w admite una representacién tnica

w = Z ailn_ikdmil FANRIREIVAN dl‘z’k

1<) << <n

Denotemos por QF(U) al espacio de las k-formas diferenciales de clase C™, esto es, las
funciones coordenadas a;,. ;, € C*°(U, C). Esta representacion puede ser escrita en una forma

mas compacta como

w = Z g dx®

laf=k

Si f e Q%U) =C>®(U,C) entonces
— Of 1
df = Z aTUjdxj e QNU)
j=1
La diferencial exterior de w € QF(U) se define como

dw= Y dag A dz®€ QT (U)
la|=k

Con las operaciones de suma y producto por funciones, Q*(U) es un C*°(U)-médulo.

Proposicién 3.2.1. Sea U C R™ un abierto. Sean w € QF(U), n € QU), 6 € Q"(U) y
fecC>®{U), entonces

(a) d: QF(U) — Q¥FY(U) es un operador lineal.
(b) d(fw) =df Nw+ fdw.

(c) dwAn) =dwAn+ (=1)kw Adn.
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(d) d(dw) = 0.

Definicién 3.2.2. Sean U C R", V C R™ abiertos. Sea F € C®(U,V). Si w € QF(V),
definimos el pull-back de w bajo F', denotado por F*(w) como

k
F*w): U — [ J A®RD)

pelU
p = [F W)y = (F'(p)" (wr(p)
Observaciones:
1. Siw € QF(V) entonces F*(w) € Q*(U).
2. Si g € Q°(V) entonces F*(g) =go F.
Proposicién 3.2.2. Si F € C>*(U,V), entonces
(a) El operador F* : QF(V) — QF(U) es lineal.
(b) F*(fw) = F*(f)F*(w).
() Fr(wAn) = F*(w) AF*(n).
Teorema 3.2.1. Sean U C R, V. C R™ abiertos, F*(U,V) yw € QF(V) entonces
A(F* (@) = F*(dw).

Definicién 3.2.3. Una forma diferencial € QF(U) se dice cerrada si dn = 0, y se dice
exacta si existe una forma diferencial w € Q*1(U) tal que dw = 7. Por la proposicién

anterior toda forma diferencial exacta es cerrada.
Ejemplo 3.2.1. Sea U = (Rz) . La forma diferencial w € Q' (U) definido por

—y
w= dz
PN R

dy
es cerrada pero no es exacta.

Teorema 3.2.2 (Lema de Poincaré). Sea U C R™ un dominio con forma de estrella. Entonces

toda forma cerrada en QF(U) es exacta.
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Definicién 3.2.4. Sea U C C" un abierto. Identificando C" = R?*" mediante (21,...,2,) —
(1,91, -+, T, Yn) tenemos que

de = d.%'j + idyj
d?j = dazj — idyj

lo cual induce en QF(U) la siguiente descomposicién en suma directa de subespacios

okU) = @ QP ()
p+q=Fk
donde QP9 (1) es el espacio de las (p, ¢)-formas diferenciales. Si w9 € QP9 (U), enton-
ces wP? admite una representacién tnica, el cual es llamado la representacién canénica de

w(paQ)

w(p"I) = Z ail...ipjlqudzil A A dzip A d?jl A A dqu
1<i; < <ip<n

1</i<<jg<n
donde las funciones coordenadas iy ipjr..jq € C*°(U, C). Esta representacién puede ser escrita
en su forma m&as compacta
— a =0
w= anp dzN dz

|a|=p
1Bl=¢

Para a € C*°(U) definimos

Si a € Q°(U) entonces a nivel de funciones
da = da + da € QI (U) & QO (1)

Si w9 ¢ QPD(U) la O-diferencial exterior y la O-diferencial exterior de w®? se
definen como

0w = Z OJaapg N dz“N dzP

|o|=p
|Bl=q

AP = Z gaag A dz¥A dzP

|o|=p
|Bl=q
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entonces dw®? = JwP D 49w P9 ¢ QLY (U)pQPatD(U). Siw € QF(U) la §-diferencial

exterior y la 0-diferencial exterior de w = Z w®% se definen como

p+q=k
=Y owr
ptq=k
Ow = Z (P
ptq=k

Observaciones:

1. Los operadores 9 : Q¥(U) — QFL(U) , 0 : QF(U) — QFF1(U) son lineales.

2. 0: Q(m)(U) - Q(p+Lq)(U) 0 Q(p,q)(U) — Q(P,(H-l)(U).

Proposicién 3.2.3. Sea U C C" un abierto. Si w € Q¥(U) yn € QUU) entonces

(a) dw = 0w + dw.

(b) 0%w =0, 90w+ 00w =0, J w = 0.

(c) OwAn) =0wAn+ (=DFwAdn, dwAn) =0wAn+ (—=1)Fw A on.

(d) O(fw)=0f Aw+ fow , I(fw) =0f Nw + fow.

Teorema 3.2.3. Sea F € O(U,V), entonces

(a) Siw e QP (V) entonces F*(w) € QPO (U).

(b) O(F*w) = F*(0w) y O(F*w) = F*(0w), para todo w € QF(V).

Proposicién 3.2.4. Sea U C C" un abierto. Si f € C1(U) y 0f =0, entonces f € O(U).
La siguiente proposicion extiende esta propiedad a formas diferenciales.

Proposicién 3.2.5. Sea U C C" un abierto y sea w € QPO(U). Entonces dw =0 en U si
y solamente si w es una (p,0)-forma holomorfa en U, esto es, cada una de sus coordenadas

es holomorfa.

En este capitulo estudiaremos la ecuacién Ow = 7, el cual constituye uno de los problemas

centrales.
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Definicion 3.2.5. Una forma diferencial n € Q(”’q)(U ) se dice O-cerrada si On = 0, y se

dice D-exacta si existe una forma diferencial w € Q®P4~1(U) tal que dw = 1.

Por la proposicién anterior toda (p, q)-forma diferencial d-exacta es d-cerrada, y nos gus-

taria conocer cuando el reciproco es cierto. En esta capitulo resolveremos este problema.

Definicién 3.2.6. Definimos el soporte de una forma diferencial w € Q¥ (U) como

suppw = U SUPPWag-
laj=p
181=q
Teorema 3.2.4. Toda forma diferencial O-cerrada en QW3+ (C™) con soporte compacto, es
0-ezacta.

Resolver la ecuacion 9 en C", nos permite demostrar el Teorema de Extensién de Hartogs.
)

Teorema 3.2.5 (Teorema de Extensién de Hartogs). Sea U C C™ un abierto (n > 2), y sea
K un compacto en U tal que U — K es conexo. Entonces para cada f € O(U — K), existe
geOW) tal queg=f enU — K.

El siguiente teorema, es la version compleja del lema de Poincaré.

Teorema 3.2.6 (Lema de Dolbeault). Sea U = A™(a,r) C C™ un polidisco, con r € (0,00].

Sin e Q(p’qﬂ)(U) es una forma diferencial O-cerrada, entonces n es 0-exacta.

3.3. Teoria elemental de distribuciones

En esta seccion daremos la definicién y las propiedades elementales de la teoria de distri-

buciones. Recomendamos la referencia [§], para mas detalles.

Definicion 3.3.1. Sea U C R™ un abierto. Definimos el soporte de una funcién f : U — C

como

supp(f) ={z € U: f(z) #0}NU

Definicién 3.3.2. Denotaremos por Z(C™) el espacio vectorial de todos los f € C*(C")
con soporte compacto, donde f serd llamado una funcién de prueba. Si U es un abierto
de C™ entonces denotaremos por Z(U) el espacio vectorial de todos los f € Z(C") tal que

supp(f) C U. Similarmente, si K es un compacto de C".
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Definicién 3.3.3. Sea © C C" un abierto. Entonces el espacio vectorial £(2) = C>(Q)

serd equipado con la topologia localmente convexa, generado por las seminormas
Q
F ol e = D sup|0°f]
o] <m

donde m recorre todos los enteros Z., y K todos los compactos de 2. Actualmente £(€2) es

un espacio de Fréchet, cuya convergencia estd caracterizada del siguiente modo

fi g(—ﬂg <<= VYaecZ} :0%f; — 0 f uniformemente en compactos de .

Definicién 3.3.4. Sea K C C" un compacto. Entonces el espacio vectorial Z(K) serd equi-

pado con la topologia localmente convexa, generada por las seminormas

Felflme =Y sup [0°]

laf<m

donde m recorre todos los enteros Z,. Actualmente Z(K) es un espacio de Fréchet, cuya

convergencia estd caracterizada del siguiente modo

fi %) f <= VYaecZ}:0%f; — 0°f uniformemente en K.
Observaciones:
1. La aplicacién 0% : £(2) — £(Q2) es lineal y continua.

2. Si K C Q es un compacto, Z(K) es cerrado en £(f2).

Definicién 3.3.5. Sea U C C" un abierto. Sea (Kj);>1 C U una exhaustion normal. Equi-

pamos el espacio vectorial

con la mas fina topologia localmente convexa para el cual todas las inclusiones
I(Kj) = 2(U)
son continuas, cuya convergencia esta caracterizada del siguente modo

9(U 92(K
©; (—QQO<:>E|KCCQZ{@,901,@2,...}C@(K),QOj (—>)

®.
Propiedades:
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(a) 2(U) es un espacio vectorial topoldgico localmente convexo, completo, no metrizable.

Definicion 3.3.6. Sea U C C" un abierto. Entonces una distribucién en U es un fun-
cional lineal continuo en Z(U). Denotaremos por 2'(U) el espacio vectorial de todas las

distribuciones en U.

Proposicién 3.3.1. Sea T un funcional lineal en (). Entonces las siguientes condiciones

son equivalentes.

(a) T es continuo.

(b) T es secuencialmente continuo.

(¢) La restriccion de T a cada 2(K) es continuo.

(d) Para cada compacto K C ) existe una constante C' > 0 y un entero m € Zy tal que
(T )] < Cllellm, i
para todo ¢ € D(K).
El siguiente lema es una consecuencia del Teorema de diferenciaciéon de Lebesgue 4.5.13
Lema 3.3.1 (du Bois-Raymond). Si f € L'(U,loc) y
/UprdV—O, Vo e 2(U)
entonces f(x) =0 para casi todo x € U.

Ejemplo 3.3.1. Sea U C C" un abierto. Entonces, cada funcién f € L'(U,loc) define una
distribucién Ty € 2'(U) dado por

@) = [ etav voe 2(0).
Aplicando el Lema [3.3.1, podemos mostrar que la aplicacién lineal
LY(U,loc) > f = Ty € 2'(U)

es una inyeccién continua. Por lo tanto podemos identificar cada f € L' (U, loc) con su imagen

Ty € 2'(U) y hablar de la distribucién f.
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Ejemplo 3.3.2. Sea U C C" un abierto, y a € U. La distribucién delta de Dirac (d4, @) =

¢(a) no es regular, es decir, no lo podemos identificar con una funcién f € L'(U,loc).

Dado que podemos identificar C*°(U) con un subespacio vectorial de 2'(U), nos gustaria
extender el operador diferencial 9% de C*°(U) hacia todo 2'(U). Para motivar la definicién

tomemos f € CK(U) y ¢ € 2(U). Desde que ¢ tiene soporte compacto se sigue de la férmula

af / dy
——dV = — — fdV
/U(pal‘j U axjf

para todo j = 1,2,...,n. Luego por induccién tenemos que

de integracién por partes[I]],

/ eDfdV = (—1)le / fD%dV
U U
para todo multi-indice |a| < k. Esto motiva la siguiente definicién.

Definicién 3.3.7. Sea U C C"™ un abierto y sea T € 2'(U). Para cada multi-indice «
definimos 9*T € 9'(U) por
(0°T, ) = (—=1)NT, 0%)

para todo ¢ € 2(U).

Desde que la aplicaciéon Z2(U) 5 ¢ — D% € 2(U) es lineal y continua, es claro que 9*T
es en efecto una distribucién en U. En particular, toda funcién u € L'(Q, loc) tiene todas las
derivadas en el sentido distribucional. Es claro también que si f € C*(U) entonces la derivada
0% f en el sentido de distribuciones coincide con la derivada 0% f en el sentido clasico. Es decir,

si u € C*(Q), entonces 9T, = Tyay, para todo |a| < k.

Ejemplo 3.3.3. La derivada de la funcién de Heaviside X,[ = do.

0,00)
Definicién 3.3.8. Sea U C C" un abierto. El espacio vectorial 2'(U) serd equipado con la

topologia débil estrella o(2'(U), 2(U)), esto es, la topologia de la convergencia puntual,
T) <5 T <= (Tj, ) — (T, ) , Yo € 2(U).
Entonces el siguiente resultado es claro.

Proposicion 3.3.2. Sea U C C" un abierto. Entonces el operador
P2'(U)> T 0*T € 9'(U)
es lineal y continuo, para todo multi-indice c.
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Definicién 3.3.9. Sea U C C" un abierto. Dado f € C®(U) y T € 2'(U) definimos el
producto a1 € 2'(U) por

(aT', ) = (T, ap)

para todo ¢ € 2(U).

Desde que la aplicaciéon ¢ € Z2(U) — ap € Z(U) es lineal y continua, es claro que aT’
es en efecto una distribucién en U. Si f € L'(U,loc) entonces el producto af en el sentido
de distribuciones coincide con el producto en el sentido clasico. Es decir si f € L'(Q,loc),

entonces al'y = Tg;.

Proposiciéon 3.3.3. Sea U C C™ un abierto. Entonces el operador
P'(U)>Tw aT € 9'(U)

es un operador lineal y continuo.

Proposicién 3.3.4 (Regla de Leibniz). Sea U C C" un abierto, sea a € C®(U) y sea
T € 9'(U), entonces

o*(al) =" (g) 8% - 9°=PT

BLa

para todo multi-indice .

Dado una distribucién T' € 2'(U), aplicando C*>°-particién de la unidad podemos demos-

trar la existencia del mayor abierto V C U tal que T =0 en V.

Definicién 3.3.10. Sea U C C™ un abierto y sea T' € 2'(U). Si V es el mayor abierto en U
tal que T'= 0 en V, entonces el conjunto U —V es llamado el soporte de T' y lo denotaremos

por suppT'.
Ejemplo 3.3.4. Sea U C C" un abierto y sea f € L'(U, loc). Entonces suppTy = supp/f.

Definicion 3.3.11. Sea U C C” un abierto. Para cada € > 0 definimos el abierto
U={2€U:d(z,0U) > ¢}
Dado T € 2'(U) definimos su convolucién T x ®. : U. — C por
(T+®)(2) = (T,w+— (2 —w)).
Denotaremos f. = f x ®..
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Si f € LY(U,loc) entonces es claro que la convolucién f *®, en el sentido de distribuciones
coincide con la convolucién f*®, en el sentido de funciones. Es decir si f € L' (U, loc), entonces

Tpx®c = fx de.

Proposicién 3.3.5. Sea U C C" un abierto. Si T € 9'(U), entonces
(a) T x®. € C*(U,).

(b) 0T x @) =T % 0P, = 0°T * D..

(¢) supp(T * ®.) C suppT + B(0, €).

En particular T x ®. € 2(U,) si el soporte de T es un compacto de Use.

Proposicién 3.3.6. Sea U C C" un abierto. Las distribuciones en U con soporte compacto

forman un subconjunto secuencialmente denso en 2'(U).

Proposicién 3.3.7. Sea U C C™ un abierto, y sea T € 9'(U) una distribucion con soporte
compacto. Entonces T x ®. € P(U) cuando € > 0 es suficientemente pequeno, y T « & — T
en 9'(U) cuando € — 0.

Teorema 3.3.1. Sea U C C" un abierto, entonces Z(U) es secuencialmente denso en 2'(U).

Teorema 3.3.2 (du Bois-Rymond). Sea U C C" un abierto, y sean f,g € C(U). Entonces si

of
8.73j -9
para algin j € {1,2,...,2n} en el sentido de distribuciones, entonces
of
8.73j -9

en el sentido cldsico.

Corolario 3.3.1. Sea Q C C™ un abierto. Sea f una funcion continua en €2

a) Si
af . L
—— = 0 (en el sentido de distribuciones)
83}]‘
para 7 =1,2,...,n, entonces f es una funcion constante.
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b) Si
of

9r € C(2) (en el sentido de distribuciones)
T

para j =1,2,...,n, entonces f € C*(Q).

Proposicién 3.3.8. Sea U C R" un abierto. Si f; — f en L'(U,loc), entonces f; — f en
2'(U).

3.4. El operador 0 en espacios de Hé6rmander

En esta seccién extenderemos el operador 0 de los espacios de formas diferenciales con
coeficientes funciones de clase C*° a ciertos espacios de formas diferenciales con coeficientes
como distribuciones. Nuestro objetivo es aplicar las técnicas estudiadas en espacios de Hilbert,
a la solucién de la ecuacién 9 en dominios pseudoconvexos. Recomendamos la referencia [2,
para mas detalles.

Sea Q C C™ un abierto. Para p,q € Z* sea ‘@(,p,q)(ﬂ) el espacio de todas las formas

diferenciales de tipo (p,q) con coeficientes (en su forma canénica) en 2'(2). Si

T= Tupdza A% € D, (Q)
|laj=p
1Bl=4

Los operadores 0 y 0 definidos en Cafq)(Q) pueden ser extendidos a _@(’p q)(Q), esto es,

9 ‘@Ep,q)(m — g(lerl,q)(Q)

OT = Y 0Top A dz*N dZ”

|a|=p
|Bl=q

9: ‘9(/1%11)(9) — ‘@(/p,q-H)(Q)
T = Y OTap A dz°NdZ°

|a|=p
|Bl=q

Tengamos en cuenta que su forma canénica de 0T es

_ oT,,

oT = Z (—=1)? Z €l 7'5 dz*Ndz7.
|ae|=p J+B=y J
Ivl=g+1

coordenadas de 8T
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Definamos también los operadores
a,f . / /
o™ Zpa) () — @(pﬁq)(m

0T = 3 (9™ Tos ) d= d2”

|a|=p
|Bl=q

Y /
L @(p,qH)(Q) - @(M)(Q)

n Ta
o7 = (1t Y (ST ) gona (g 0)
J

la|=p \Jj=1
181=q
donde para cada 5 = (j1,...,Jq)
0 , siexistek € {1,2,..., ¢} talquej = ji

Tags = o .
(_1)TTOL’Y , V= (]la"'a.]?“a.]a.]T‘-‘rla"'vjq)

Para cadan e C®(Q) y T € @(’p ¢(82) definamos

Ay g(lp,Q)(Q) - gép,q—l)(m

Ap(T) = (—1)p~1 > Z%Tam dz" A dz7.

lal=p \j=1
Iv|=g—1

Proposicién 3.4.1. (a) 32 =0,00+99=0,9 =0.
(b) 0P 0d=000% 0P 0d=000%".
(c) 9oy =0, 900 =9*B oy,

(d) ParaneC®(Q) yT € ‘@(/p,q)(Q) se cumple que 9(nT) = nIT + A,(T).

Lema 3.4.1. Si f € L%p,q)(ﬂ,go), entonces f € L%p,q)(Q,loc).

Demostracion: Dado K C €2 un compacto, entonces existe constantes ¢; > 0y co > 0 tal
que

e <e B <y
para todo z € K, entonces

1
/ |f|2dV < / |f|?e™?dV < oo
K 1 JK

lo cual implica que f € L%p q)(Q, loc).
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Proposicién 3.4.2 (Lema de Urysohn). Sea U C R™ un abierto. Sean A y B dos subcon-
Juntos cerrados disjuntos de U. Entonces existe una funcion ¢ € C*°(U,R) tal que 0 < ¢ <1

en U, o =1 en una vecindad de A en U, y o =0 en una vecindad de B en U.

Lema 3.4.2. Si f € L (Q,loc), entonces existe p € C*(Q) tal que f € L%p q)(Q,<p).

(p,9)

Demostracién: Sean K, una sucesiéon de compactos en €2 (Lema |1.4.1) de modo que

K, CC Kni1 CQ

Sea

- / f2av

Para n > 2 escojemos funciones a,, € C2°(2) con las propiedades (Lema de Urysohn |4.5.8)

0<a, <1

ap =len K, — f(n_l
suppan, C Kn+1 - Kn—2

Definimos

Z log n?(c, + 1))an(z)

entonces ¢ € C*°(2). Por lo tanto tenemos que

/|f|26‘F’dV:/ |f;26¥’dv+2/ |f|2e%dV
Q K n=2

n*anl

o

Sat) / |f[2e™ torm et gy
n=2"Kn=Kn-1
= 1

st Z n2(c, + 1)Cn
n=2
1

<ty
n=2 n

lo cual implica que f € L(p q)(Q, ©). O
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Definicion 3.4.1. Para

=" fapdz*ndz® € L}, ,(Q,0)
la|=p
18l=q

definimos

aY e 8fa o —
of = Z (=1)l Z Eﬂwﬂﬁ—jﬁ dzNdz7

|a|=p J+B=v

coordenadas de O f

por el Lema [3.4.1, Of existe en el sentido de distribuciones.

Definicién 3.4.2. Sea U C C" un abierto, y sean @1, p2,p3 € C°(U,R) tres funciones de

peso.

(a) Denotaremos como
2 2 9
Hy = L{, ) (Q.01) , Ha = L, 1) (Q,02) 5 Hs = L{, 1)(2, 93)

(b) Sea Dom(T) el subespacio de todas las formas f € H; tal que df € Hs. Sea
T : Dom(T) C Hy — Hy
definido por T'f = Of.
(¢) Sea Dom(S) el subespacio de todas las formas g € Hs tal que dg € Hs. Sea
S : Dom(S) C Hy — Hj
definido por Sg = dg.
Observaciones: (2 C C")

1. Desde que 2(0) es denso en L*(9, ¢), entonces %, 4)(2) es denso en L%p q)(Q, ®).

2. La restriccién 0 a C(Ozfq)(Q) coincide con la definicién en el sentido cldsico.

3. L*(Q, ) es un espacio de Hilbert.
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4. Los espacios de Hérmander L%p 9 (Q,¢5) (j = 1,2,3) son espacios de Hilbert, con producto

interno

(f.9); = /Q fgePidv

112 = /ﬂ fPePiav

donde ¢ es llamada funciéon de peso.

Teorema 3.4.1. Sea Q2 C C™ un abierto y sean @1, p2, p3 € C*°(Q,R) funciones de peso, por
definicion
2 T ;2 S 2
L(p,q)(Q’ v1) — L(p,qul)(Qv p2) — L(p,q+2) (2, 3)

entonces

(a) T es un operador lineal cerrado densamente definido, en particular Nu(T) es un subes-

pacio cerrado de Hi.

(b) S es un operador lineal cerrado densamente definido, en particular Nu(S) es un subes-

pacio cerrado de Hs.

(¢) Ran(T) C Au(S).

Demostracién: (a) Como %, ,(€2) es denso en L?p,q) (,01) Y Dp,g) () C Dr entonces Dr

es denso en L(Qp q)(Q, ©1). Sea f, una sucesién en Zr tal que f, converge a f en Hy, y Tf,

converge a g en Hy. Denotemos

gn = Tfn
F=Y" fapdzndz’
lor|=p
181=q
fn= Z fap dz*A dz"
lor|=p
181=q
g= Z Gary Az N dZ7
loe|=p
Iyl=g+1
gn = Z Gy Az N dZ7
loo|=p
[v/=q+1
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entonces para cada |a| = p, |B] = ¢
fasg—fap €n L*(Q, ¢1), cuando n — oo

Jas — Yap €0 L2(Q, 2), cuando n — 0o

aplicando la desigualdad de Schwarz
fag—fap en 2'(2), cuando n — oo

Jas — Yap €N 2'(Q), cuando n — oo

ofr 0
oy = (—1)pj§76}5 620;5 — (=1)P Z s ajz;ﬁ en 2'(Q), cuando n — oo

Joy — Jany €0 Z'(Q), cuando n — oo
Por lo tanto df = g en el sentido distribucional.
(b) Similar a la prueba (a).
(c) Denotemos

f=Y fapdz*ndz’ € Dp
|a|=p
|Bl=q

_ o o
WZE:(qv§@%£?MwM

lal=p J+B=y J
[vl=g+1

coordenadas de f

9= 0 9 Y 8f046 le' —0
of= Z (=1)P Z % 5z (—1)”42 €is oz, dz“N dz
|o|= k+y=0 J+B=y
|0|=q+2

L coordenadas de 9 f |

coordenadas de §° f

2
72 _ o v fap an g0
= Y| S Y A i
lo|=p |k+r=07+8=y
10]=q+2 ~——
coordenadasde 0" f

06 _ _ .0
observamos que €rip = —€;kp3> €ntonces

2
72 Z Z o 07 fap a 0 _
|a|=p k+j+~v=0
|0l=g+2

coordenadas de 52f
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Por lo tanto 0f € Dom(S).
Lema 3.4.3. Sea Q2 C C™ un abierto, entonces

(a) Sine 2(Q) y fe€ Dom(T), entonces nf € Dom(T) y
T(nf)=0nNf+nTf.
(b) Sine 2(Q) yg e Dom(S), entonces ng € Dom(S) y
S(ng) = 0n A g+nSg.
(c) Sine 2(Q) y f € Dom(T*), entonces nf € Dom(T™).
Demostracién: (b) Dado que g € Hy entonces ng € Ho
gl = [ Ingl* e 2av
Q
< Il [ lgf* e av
Q
= [[nll3lgl13-

Denotemos

g= Z gagdza/\déﬂ

loe|=p
|Bl=q+1
Bg= 3 |(-uel S @, %08 an g
9= i85z,
lal=p J+B=v J
[v|=g+2 ~

coordenadas de dg

entonces por la regla de Leibniz, en el sentido distribucional

N 0(Ngap) o 99ap @ on
el I | [ e W et Il G VR W
J+B=v ! J+h=v ’ iy ’

coordenadas de 9(ng) coordenadas de Og coordenadas de 9nAg

de donde observamos que las coordenadas de d(ng) pertenecen a L?(€2, ¢3). Por lo tanto
ng € Ds
d(ng) =ndg +dn Ag.
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(c) Dado que f € Hj entonces nf € Ha. Por demostrar que existe una constante ¢ = ¢(n, f) >

0 tal que
[ (Tg,nf)2| < cllglh

para todo g € Dr.

[(Tg,nf)ol =0Ty, f)sl

(T'(Mg) =T A g, f)sl

< (T (@), ol + {TTA g, fs]
= [{g.nT" )| + (0T A g, £,

< lgllllnT™ flly + 107 A gll2] £l2-

Por la desigualdad de Schwarz

oA gl < <qi 1) [l lgl?

107 A glI3 < c(n)llgll}

< (HnT*fh n \/C(n)\|f||2> gl

’<T9”7f>2

O]

Lema 3.4.4. Sea Q C C™ un abierto y sea f : Q@ — R una funcién no-negativa. Suponer
que f es acotado en cada compacto de Q. Entonces existe una funcion ¢ € C*() tal que

f(2) < p(2) para todo z € Q.

Demostracién: Sean K, una sucesiéon de compactos de €2 (Lema|1.4.1) de modo que
K, CC Kni1 CQ
o0
0= K
n=1

Sea

M, =sup{f(z):z2€ K, — Kp—1} (n>3)

por el Lema de Urysohn |4.5.8| escojemos funciones a,, € C2°(2) con las propiedades (n > 3)

0<a, <1
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an=1lenk, — K, 1

suppan, C Kn+1 - Kn—2

Definamos ~
p(z) = ZMnan(Z)
n=2
donde ay =1y My =sup{f(z) : z € Ka}. Por lo tanto ¢ es la funcién requerida. O

Lema 3.4.5. Sea 2 C C" un abierto. Sea (Kj)j>0 una sucesion de compactos en ) tales que

Kj—l CcC f(j , (] > 1)

Sk
j=0

Para cada j > 1, sea n; € C°(Q) tal que n; = 1 en K;_1, supp(n;) C f(j y0<mn <L
Entonces existe una funcion 1 € C*(2) tal que

2
<€¢

— " | 9n;
2 _ § :

z
=1 19%k

para todo j > 1.

Demostracién: Definamos

"9
287;7;1 , 2€K; —Kj1, (121)
f(z) = r=1
0 , 2 € Ky

Entonces f es acotado en cada compacto de §2 y satisface

n 2

on; .
k=117k
Por el Lema [3.4.4, existe una funcién 1 € C>®(2) tal que f < < e¥ en Q. O

Definicién 3.4.3. Para ¢, ¢ € C*(Q,R), definimos
PrL=9—2¢, p2=p—9Y, p3=y
Si 1 es como en el Lema |3.4.5| entonces

e s }5771'\2 <e e ‘5773'|2 <e? (j=12,..)
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Lema 3.4.6. Sean 11,12, ... las funciones definidas en el Lema|3.4.5. Si f € Dom(S),
|S(n;f) —n;S(f)lls — 0 cuando j — oc.

Demostracién: Por la desigualdad de Schwarz

_ — 2 _
1S(if) —niS(F)IP e % = |om; A f|” e
< clom||fPe s

<c|fffeme
de la primera desigualdad notamos que

[S(1;f) = niS()F e — 0
puntualmente cuando j — oo, entonces por el teorema de la convergencia dominada de
Lebesgue[d]
18w =nspEe v —o (-

esto es,

15(ni f) = niS(Hlls — 0 (5 —= o0).

Proposicion 3.4.3. Sea Q2 C C" un abierto. Entonces
(@) Dip,g)(2) C Dom(T).
() Dipgs1)() € Dom(S).
(©) Dips1)() C Dom(T).

Demostracién: (a) Es claro de la definicién de T'.
(b) Es claro de la definicién de S.
(c) Sea
g= Z Jory 2N dZ7 € Dy 441)(2)

|a|=p
[v|=g+1

entonces para cada f € Dom(T') tenemos que

(Tf.g)= <fa Z (-1t Ze“’l {E)az (emga,jﬁ)} dz“N dz'3>
i=1 j

|a|=p
|Bl=q

1
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lo cual muestra que g € Dom(T™) y que

Trg= ), [(=1t ) e {82, (e_wga,jﬂ)} dz" A dz”
j=1

J

coordenadasde T* g

Lema 3.4.7. Si f = Z fay d2*NdZ7 € Dom(T™), entonces

la|=p
[v|=g+1

T"f = e#9(e 42 )

eSS <—1>p—126“{f(e‘mfa,m)} dz"n dz”
la|=p =1 &
|8]=¢

coordenadasde T* f

Demostracion: Denotemos

T*f =Y (T*f)apdz®NdZ’ € Hy
loe|=p

|Bl=q
Sea
Y= Z Pap dz Adz8 e @(pq)(Q) C Dr
|a|=p
|1Bl=q
entonces
Z <(T*f)aﬁ7@aﬁe APl> =
|a|=p
|Bl=q
S [ @ D Pase v =
laf=p~ ¢
|Bl=¢
<T*f7 90>1 =
<f7 T90>2 ==
f (—1)P v O0¢ag d22Adz) ) =
’ Z B Z Ejﬁ 0% < < -
la=p J+B=y ! 2
[vl=g+1
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entonces

2.

|oa|=p
|Bl=q

<(T*f)a57(pa5> — Z < |:(1)plze¢1 {82] (6

|a|=p
|Bl=q

para todo ¢ € 9, )(§2) de donde

para todo |a/

Corolario 3.

Demostraci

(T* f)a 1)P~ 1 Z ef1 {
= p, | 8| = q en el sentido de distribuciones.
4.1, e~ =9 — A,

on:

e f =

_ Ofa.j 0
Capt 3 [P By
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Lema 3.4.8. Sean n1,m2,... las funciones definidas en el Lema |3.4.5. Si f € Dom(T™),

entonces
|T*(mf) = mT(f)Il; = O

cuando | — oo.

Demostracién: Denotemos

T*(mf) —mT*(f) = Y ghgdz®Adz’ € Hy
|a|=p
|Bl=q

se sigue del Lema [3.4.7| y de la regla de Leibniz 3.3.4] que
A
gaﬂ -
- 0 - 0
(—1nr! Ze‘pl {Bz] (e_w"?lfa,jﬂ)} — (=P, Ze‘pl {82] (e_wfa,jﬁ)} =
j=1 j=1

e om _
(—1)P 12 [6¢1£6 SDQfa’jIB:|
j=1

J

Por el Lema |3.4.5|y la desigualdad de Schwarz

2 o] | 2
! 2(p1—
9op <e (p1—p2) Z 87 Z|fa,jﬁ|
j=117" =1
n
- 2
<Py ol
j=1
De la primera desigualdad observamos que
;12
‘gaﬁ‘ —0

se sigue que

T (mf) — T (f)|* e — 0.
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Adems3s

T (mf) = mT*(F)P e =Y |ghg| e
laj=p
181=q
n
< X Sl
|al=p j=1
1Bl=q
=(¢+1) Z |fcw|2 e ¥
la|=p
Ivl=g+1

= (g+Dlf e

Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue[§] tenemos que

1T (mf) = T ()l — 0.

Teorema 3.4.2. Sean n1,m2, ... las funciones definidas en el Lema|3.4.5.

(a) SZfEHQ;

In;f = fll2 — 0 cuando j — co.

(b) Si f € Dom(T™),
\T*(n; f) —T* fli — 0 cuando j — oo.

(¢) Si f € Dom(S),
|S(n;f) — Sflls — 0 cuando j — oo.

Demostraciéon: (a)
Insf = 11 = | 1nsf = Peav
observemos que

nif — f|?¢=%? — 0 cuando j — oo
nif — flPe™? < |f[Pe
entonces por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue[H]

lnjf — fll2 — 0 cuando j — oo
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(b) Similarmente por (a)
|\n;T*f —T* f|[1 — 0 cuando j — oo
se sigue del Lema |3.4.8| que
1T (ni f) =T flln < NT°(05f) = T fllx + [l T°F = T flly — 0 cuando j — oo
(¢) Similarmente por (a)
lniSf—Sflls — 0 cuando j — oo
sigue del Lema |3.4.6| que

15 f) = Sflls < 1S f) —nSflls + lInSf — Sflls — 0 cuando j — oo

O
Definicién 3.4.4. Para g € Dom(T*) N Dom(S), definimos la norma de la gréfica
9112 = llgll3 + I T*glIT + l|Sgll3.
Una consecuencia directa del Teorema [3.4.2 es el siguiente corolario.
Corolario 3.4.2. Sean n1,1n3,... las funciones definidas en el Lema |3.4.5. Entonces para

f € Dom(T™) N Dom(S),

njf — fllg — 0 cuando j — oo.

Definicion 3.4.5. Si
T = Tupdza A% € D, (Q)

|a|=p
|Bl=q

entonces definimos su convolucién

Tx®c =Y TopxPedza AZz € C ) ()
|lal=p
8l=q

Proposiciéon 3.4.4. Sea Q C C" un abierto.

a) Si f € Dom(T),
T(f*®e) =T(f) * Pe
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b) Sig € Dom(S),
S(g* ®e) = S(g) * Pe

c) Sife .@{pyq)(Q),
I(f x D) =0f * D,

Demostracién: (b) Dado que S es un operador diferencial lineal

S(fx®)= > |[(=1F > egva(%”@ dz® A dz°

lal=p | J+r=0 “
|0l=g+2

= Z (—=1)? Z el fooy « B dz® A dz’

Iz €

lal=p L Jjt+vy=0
|0l=q+2

= S(f) * ®e

O]

Lema 3.4.9. Sea 2 C C" un abierto y sean @1, 2,03 € C*(Q,R). Si g € Hy tiene soporte

compacto con supp(g) C Qa., entonces

e = g% ®c € Dp g11)(©)
lge — gll2 — 0 cuando € — 0

Demostracién: Por la Proposicion [3.3.5
g k (I)E c ‘@(p,Q‘f‘l)(Q)
y por la Proposicién 4.5.6
lg * ®e — gllr2, .1y (@) — 0 cuando € = 0

consecuentemente

llg * ®c — gl]2 — 0 cuando € — 0

Lema 3.4.10. Supongamos que f € Dom(S) con supp(f) CC Q, entonces

1S(fe) = S(f)lls — 0 cuando € — 0
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Demostracion: Notemos que

S(f) = Z |:(1)p Z e?waafgy] dzA dz°

|o¢‘:p ]-‘r’Y:e
0]=q+2

coordenadas en Hs con soporte compacto
por el Lema |3.4.9
[S(f) * @e = S(f)llps — 0

y por la Proposicién 3.4.4

Lema 3.4.11. Sea f € Dom(T™*) con supp(f) CC €2, entonces
IT*(fe) = T*fllgs — 0.
Demostraciéon: Denotemos

f= Z fay dzNdZ7 € Dom(T™)

la|=p
[vl=g+1
T f — p—1 - 1 9 —¢2 an g=0
f= Z (—1) Ze P (e faJﬁ) dz“Ndz
|oa|=p Jj=1 J
|Bl=¢

las coordenadas de T™* f tienen soporte compacto

por el Corolario [3.4.1} la Proposicién .44 (a = A,,)
P2 f = (0 —a)f
e AT fe = (U —a)fe
(0 = a)(f + ©c) = I(f x Be) — a(f * )
(9 —a)f) * @c = I(f) * Bc — (af) * O
D(f * D) = I(f) * e
(9 = a)(f % @) = ((V = a) f) * Pe + (af) * P — a(f * Tc)
por la Proposicién 4.5.6

(9 —a)f)* P — (9 —a)f]l2 — 0 cuando € — 0
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l(af) * ®c —af|l2 — 0 cuando € — 0
lla(f * @) —af|l2 — 0 cuando € — 0

entonces

(0 —a)(f *xPc) — (¥ —a)f|]la — 0 cuando € — 0

consecuentemente

IT*(fe) = T*f|l2 — 0 cuando € — 0

I T*(fe) = T" fllop, — 0 cuando € — 0

Una consecuencia directa de los Lemas |3.4.9, |3.4.10, y |3.4.11] es el siguiente teorema.
Teorema 3.4.3. Si g € Dom(T™) N Dom(S) con soporte compacto, entonces
llge — gllg — 0 cuando € — 0

Teorema 3.4.4. El espacio Py q4.1)(2) es denso en Dom(T*) N Dom(S) con respecto a la

norma de la grdfica
Dom(T*) N Dom(S) 5 f = | fII§ = If15 + 1T FIIF + IS £1I5.
Demostracién: Sea f € Dom(T™) N Dom(S). Por el Corolario 3.4.2
In;f — fllg — 0 cuando j — oco.

Observamos que cada 7; f es un elemento en Dom(T™) N Dom(S) con soporte compacto. Por el
Teorema |3.4.3| podemos aproximar elementos g € Dom(T*) N Dom(S) con soporte compacto,

por elementos de Z;, 4.1)(€2) con respecto a la norma de la grafica. O

Lema 3.4.12. Sea f € Dy, 441)(22)

f= > fapdz®ndz’

la|=p
|Bl=¢+1
entonces
= .12 - 8f04,32 - afa,jv afa,k'y
= ¥ X% - X > 1] ]
laj=p j=1 J la|=p j,k=1 J
|Bl=gq+1 [v1=q
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Demostracion: Desde que

_ 0
D DI (SN S A PRVES
lal=p J+B=0 !
|0]=q+2 ~~ -
coordenadasde 0 f

tenemos que

2

_ OFfs
prf= X | ¥ i

|o|=p Jj+B="0

of. Ofar
0 af [2] al
oy |y e [z ]
oy Litie T R “y O

- S Ofap O fax
- IBEEA 5%
la|]=p |J+B8=0,k+r=0 0z Oz
10]=q+2

- %[5t
|a\:p k=1 82’]' 8zk

|Bl=g+1
[A=g¢+1

en el caso j = k tenemos que

A=8,7¢8

en el caso j # k tenemos que

JEN keB, y=B8—{k}=A-{j}, B=k+v, A=j+y

kh _ _ gky kX

€iB = B Ckiv
KN _ kY X
€8 "%

foc,k'y = ellffyfaﬁ

A
fa,j’y = Eja,fa)\
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se sigue que

302 8fa6 8fa)\ k)\afa,é’ afa)\
o = Y SRkl N 2 T
o Lo 0z; 0z s U= 0z; 0z
|Bl=g+1 |Bl=g+1
[Al=g+1 [Al=g+1
_ 8fa6 ? k)\afaﬁ Ofax
= 2 Z 0z 2 {Z 960z, 0z
laj=p |J¢B ] lal=p |i#k
|Bl=¢+1 |Bl=g+1
[A[=g+1
o afocﬁ 2 afoz,k’y afa,j’y
- Z Z 8zj B Z Z 823' 0z,
la|l=p [i¢8 1 lal=p [I7F
|Bl=¢+1 [vl=q
adema4s
Y |y Ofas|*| _ 3 |0 fagn |?
- an - 82]'
laj=p |J€PB laj=p [7=1
|Bl=q+1 [vl=q
entonces
7|2 8fozﬂ 8fo< OJa,ky afoz,j'y
\8f| - Z [Z 07, ] Z {Z 0z, 0z
J J
laj]=p [J=1 lo|=p [J:k=1
|Bl=¢+1 [v1=q
Definicién 3.4.6. Para g € C1() definimos el operador
0 _ 89 Bap )
g = e¥ — ® =1,. .
6‘79 € aZ] (ge ) 82] 82’] (.7 9 7”)
Para f € C%(Q) definimos el operador
0 of af) .
— k=1,... .
|:5]7 aZk-:| f j 6Zk azk (]7 9 7n)
Observaciones:
1. El operador
0
T= _87 : L2(97§0) — L2(Qﬂ0)
J

es un operador lineal cerrado densamente definido, con su operador adjunto J; (en el
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sentido de distribuciones).
<T*g7 674‘0§> = / T*ge ?0dV
Q

= <T*g, 9>tp

< 79, € 9>
2. Si
> fapdz®Ndz® € Dy gi1) ()
la|=p
|Bl=g+1
entonces
VT f = (-1 Y Za oy dz*NdZ + (=171 Y Zfam@ dz" A dz7
|a|=p j=1 la|=p j=1
Iv1=q [vl=q

donde ¥ es como en el Lema |3.4.5|y o1 = ¢ — 29, w3 = ¢ — P, p3 = .

3. Para f € C%(Q)

0 0%
| f= ,k=1,... .

Lema 3.4.13. Sea Q C C? un abierto. Sea Q,, una sucesién creciente de conjuntos abiertos

cuya union es §), y sea ¢, una sucesion de numeros reales no-negativos. Entonces existe una

funcion ¢ € C®°(Q,R) tal que ¢ > ¢y, en Qy — Q1 para todo n > 1 (Qy = ).
Demostracion: Definamos f: Q2 — R

f2)=cn, 2€Qy — Q1
Entonces por el Lema 3.4.4] existe una funcién ¢ € C*°(Q, R) tal que ¢ > f en Q. O

Lema 3.4.14. Sea f: R — R wuna funcion no-negativa el cual es acotada en cada intervalo
acotado. Asumir que existe a € R tal que f(t) = 0 para todo t < a. Entonces existe una

funcidn creciente convera x € C*°(R) tal que
Xt = ft) , X)) = f) , X"(t)=20 (teR)
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Demostracion: Por el Lema de Urysohn [4.5.8, para cada n € Z, escogemos una funcién

an € C*(R) tal que 0 < a, <1,y

1,ten—2n]
an(t) =
0,ten—-3n+1]°

definamos

M, = sup f
[n—2,n]

Y = ZMnan

nez
entonces ¢ € C*°(R) y ¢ > f. Dado n — 1 < z < n tenemos que

Xl(w):/xgo()dt>/n_l dt>/ Myyan ()t = My, > f()

—00

analogamente, existe una funcién 6 € C*°(R) tal que 6 > méx{x/,0}. Definamos

o= {f o

x’<x>=/ y)dy > /Oox )y = Xi(@) = f(z)

x(@) > /OO{/OO y >dy}dt—xl<x> > f(a)

V'(z) = 8(x) > 0.

entonces

O]

Teorema 3.4.5. Sea Q) C C" un dominio pseudoconvezo y sea p € C*°(2). Sea ® : Q@ — R una
funcion exhaustiva estrictamente plurisubarmdnica de clase C*™. Entonces existe una funcion

creciente convera x € C®(R) tal que ¢ = x o ® es una funcion ezhaustiva estrictamente

plurisubarmonica tal que

2828 w]wk>2(‘8zp‘ +€>Z|wj\ Yw € C"

j7 jl

w(z) > p(z), V2 € Q.
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Demostracién: Como @ es estrictamente plurisubarménica en 2, entonces por el Lema
2.1.2 existe una funcién continua a : @ — RT tal que

n

"2 zja* 2tk 2 a(z) ol

para todo z € Q y w € C™. Definamos
Q={z€Q:9(2) <t} cc (teR)

sup p(z) , t > mén@

g(t) — z€Q,
0 , t<min®
Q
(m )| + e >)

sup , t>min®

h(t) = { e a(z) Q
0 , t < min®

Q

Notemos que ¢(t), h(t) son crecientes para ¢ > mé'n ®. Por el Lema 3.4.14 existe una funcién
creciente convexa x1 € C°(R) tal que x1(¢) > g™ (), x}(t) > gt (¢), y una funcién creciente
convexa x2 € C®(R) tal que xa(t) > h(t), x5(t) > h(t). Entonces obtenemos una funcién

creciente convexa x € C¥(R) tal que x(t) > g(t), x'(t) > h(t). Definamos

entonces

> h(®(2))a(z) ]
>2 (|0(2) [ + /) ]
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3.5. Un teorema de existencia para el operador 0

Observaciones:

a) Para cada j =1,2,...,n, sea §; : Z2(Q) — 2(Q) definido por

o . of dp
f = P Py —- 4 _ fF_T
6]f c 82]- (fe ) aZj Ozj

entonces, para todo f,g € Z(2) tenemos que (aplicando integracién por partes)

/af e ¥dV = — /f-(sjg-e_‘pdV
OZJ 0

0
(= 209, = (h i),

Of 9 5. O
jafk 0z J _azj%k

f.

Teorema 3.5.1 (L?-estimaciones de Hérmander). Sea Q C C" un dominio. Sea ¢ € C*(£2),

P €C®(Q), y p1 =@ — 29, p2 = — 1, Y3 = p, entonces

2HTfﬂﬁ-+HSfH§+-2m—+1UQ!fP\8wfeWdV’z

/ Z Z 62]62 9505 i fadne” S(;dV—I_/ Z‘afaﬁ} ¢ rdv

loo|=p j,k=1 la|=p
[vl=q |Bl=g+1

para todo f € D, 441)(2), en particular para p =1 = 0, tenemos que

5 dfa
200£1%2 + 197172 > E:E:af
2
laj=p Jj=1 JIL
|Bl=q+1

Demostraciéon: Para

> fapdz®ANdZ® € Dy 001y (Q)

loe|=p
|Bl=g+1
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. 9
T f =) (—1)Pl;e%@1{azj(e%02fam)} dz® A dz7

lo|=p
lvl=¢

coordenadas de T* f

= (-1 i P2V {82 <ew*“"fmj~/> } dz" A dz
J

la|=p | J=1
[vl=q
= (-1 Pl—wZZ(Sfaﬂdz AdZT + (— wZZfWVO dzOA dz7
|al=p j=1 ‘a| =pj=1
=4 [vl=q

=A+B
aplicando la desigualdad ||z +y[12, < 2[|z[|%, + 2[ly[|%, tenemos que
2| FI1%, = 14115, — 2I1B]13,

donde

”A”il = (—1)p71€7w Z Z(sjfcw‘7 dz*N dz7

lo|=p j=1
[vl=q o
_/ Z Z d; fOtJ’Y(Skfak'ye Lav
loe|=p j,k=1
Ivl=¢
O fore ™%
/Z S by gy e e Oeine "}
Q|04| =p j,k=1
Ivl=q
= —/ > Z Wfa,he”dv
Ty
Ivl=¢
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1812, = ||( pl—wzzfaﬂa 4 A d2

la=p j=1
Ivl=q 1
n 2
= / SN famaﬁ e~ PdV
©al=p |i=1
Ivl=q
n (917[} 2 Yy
/Z nyaﬂ\ > o | [PV
la|=p [J=1 j=1
Ivl=q

— (1) [ 1P ol e av
Por lo tanto

(0 fa _
2|;T*f||%z—/ > Z f 90 o) Tose $dV —2(q+1) /\f| 0y|* e=Pav
\|a||*jk 1
YI=q

Por otro lado

157]2 = / f) e sav

_ - 8f0!5 e ¥ afa J7Y afa,kﬁ/ —p
[ X |G e [ 503 [Hen] [Hen] ey
la|=p J=1 la|=p j,k=1
|Bl=g+1 [vl=q
—|0fas|" _, / 0 [afaﬂ ]
[ el [ 2 o] v
@ lo|=p j=1 azj |a|=p j.k= lazj Oz
|Bl=g+1 Iv1=q
:/ Z Z 88ffvﬁ e ('de—i-/ Z Z 5 |:6fa]7:| fak:'y A
@ lal=p Jj=1 = la|=p j,k=1
|Bl=g+1 Ivl=q
Consecuentemente

2T fIT + IS F15 >

/ Z ‘Bfa,g} e dV—2(q+1) /|f] ‘(‘M‘ e ‘pdV+/ Z Z [j,] fojo fayne PdV =

loo|=p lo|=p j.k=1
|Bl=q+1 [vI=q
/ >y a faﬂfak,ye 9"dV+/ Z\afag\ e PdV — 2 q+1/|f| 0y|* e~ edV
|a|=p j,k=1 |a|=p
[v|=q 1Bl=q+1
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O]

Teorema 3.5.2. Sea Q C C" un dominio. Sea ¢ € C®(Q), v € C®(Q), y 1 = ¢ — 29,
w9 = — Y, p3 = . Asumamos que

n 82()0 - — y n , .

Z 7ijk22(‘61/1‘ +e )Z]wﬂ , Yw € C".

0z:0Z
jk=1_"7 k j=1

FEntonces
1T F1IT + 1S £13 > 11113

para todo f € D q41)(2).

Demostracion:

2T fIF + IS £15 >

n

0% - _ - B )
/QZ Z mfmj'yfa,kye S"dV—i—/ Z‘afaﬁ‘Qe de_Q(Q"i_l)/Q’fP‘a'Lﬂfe eqy >

||=p j,k=1 |a|=p
[v1=q |Bl=g+1

/9222(\3@&\2“1?) \fa,m|2e_“0dV+/Q Z\8fa5|26—wdv—2(q+1)/g|f|2 Dy|* eedv >

|a|=p j=1 |oo|=p
[v|=q |8l=q+1
o (15l 4 e 12g—¢ 2|52 e=PdV =
[)ZZz({am +e )|fa,ﬂ| e dV—2(q+1)/Q|f\ |0y e=?dV =
la|=p j=1
Ivl=q

2/9 3 S e PetPdV 2 /Q ST o P[00 e dv—2(g+1) /Q F12 3] eedv =

la|=p j=1 |oe|=p j=1
lvl=¢ lvl=¢
n
2/ Z Z|fa,jv|2e¢_wd‘/2
Q57 =
la|=p j=1
[vl=q
2[| £1I3

O]

Teorema 3.5.3. Sea Q C C"™ un dominio pseudoconvero. Para f € Dom(T*) N Dom(S),

tenemos que

1T FIT + ISFIIE > I1£13-
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Demostracién: Por el Teorema |3.4.4| existe una sucesion (fj);j>1 C Z(q+1)(2) tal que
Hfj — fllg — 0 cuando j — oo

y por el Teorema |3.5.2
1£13 < N7 CEDIE + IS (A3

haciendo tender j — oo tenemos que

LFIZ < I7(HIT + ISHI3-
O

Una consecuencia directa del Teorema |3.1.1]y el Teorema |3.5.3 es el siguiente teorema de

existencia para el operador 0.

Teorema 3.5.4. Sea Q2 C C" un dominio pseudoconvezo. Sea ¢ € C*(§2) como en el Teorema
3.4.5, 1 € C®(Q) como en el Lema|3.4.5, y p1 = ¢ — 29, pa = p — 1, p3 = p. Supongamos

que f € L%/p’qﬂ)(Q, ©2) satisface Of = 0, entonces eviste u € L%/p’q)(Q, ©1) tal que Ou = f.
Teorema 3.5.5. Sea @ C C" wun dominio pseudoconvero. Supongamos que f €
L%@qﬂ)(ﬁ, loc) satisface Of = 0. Entonces existe u € L%p’q)(Q, loc) tal que Ou = f.

Demostracién: Por el Lema 3.4.2 existe una funcién A € C>(2) tal que f € L?p7q+1)(Q, A).

Supongamos que ¢ satisface la condicién del Teorema [3.4.5| para p = ¢ + A. Desde que

/ |f|2e=%2dV g/ 112NV < o
Q Q

tenemos que f € L%p7q+1)(ﬂ, ©2). Por el Teorema (3.5.4 existe u € L%p,q)(Q’ ¢1) tal que Ju = f.

Se sigue del Lema 3.4.1 que u € L%p q)(Q, loc). O

3.6. Regularizacién para el operador 0

Lema 3.6.1 (Solucién candnica). Sean ¢ y 1p como en el Teorema|3.5.4. Sean

P1=9—=2¢Y , p2=0—Y , P3=¢

Si f € 2u(S), entonces existe una unica solucién u € Nu(T)* de la ecuacion Tu = f.
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Demostracién: Dado que T es un operador cerrado, entonces Nu(T") es cerrado en H;. Por
lo tanto

Hy = Nu(T) @ Nu(T)*.
Por el Teorema 3.5.4| Ran(T") = N\u(S), entonces existe g € Dom(T') tal que T'g = f. Definamos
u = g — proyeccionggryg

entonces u € Nu(T)* el cual es también una solucién de Tu = f. Si v € Au(T)* es otra

solucién de Tw = f, entonces u — v € ANu(T)* y u — v € Nu(T), se sigue que u = v. O

Definicion 3.6.1. Sea 2 C R™ un abierto. Definamos los espacios de Sobolev de orden
ke Z+ U {OO}

who) = {7 2@| (5. ) 1 € Ol <

WE(Q, loc) = {f e L*(Q, loc)

9"t e 2ol <k
(5) 7 € £2@utoo) bl < k)

Si  C C", obtenemos la siguiente notacién compleja (identificando C" =2 R??)

o\ [ 9\’
%Py = <az) <82) u € L*(Q), |a| + (8] < k‘}

O\ 9\
(5) (52) 1 € L*@utochlul +1nl < &}

Denotemos como Wé“ )(Q), W(kp q)(Q,loc) los correspondientes espacios de formas (en su

wWk(Q) = {u € L*(Q)

WE(Q, loc) = {f € L*(Q, loc)

P
forma candnica).

Lema 3.6.2. Si ¢ € Z(R"), entonces

aplel < [
R7 Rn

Demostracion: Sea a € R™. Por el Teorema Fundamental del Célculo en una variable

an a al ango d d d
go(a)_/_OO.../_OO/_OO&Ulale”axn(xl,xz,...,xn) r1dzs . .. dx,

p(a) = /H S R—

" (—ooay) 011022 -+~ Dy

o™y

———|dV.
o0x1---0xp

131



Proposiciéon 3.6.1. Sea n > 1, entonces
WE(R™) Cc C(R™)

esto es, si f € W™(R"™) tiene soporte compacto, entonces después de una correccion en un

conjunto de medida cero f es continua en R™.

Demostracién: Escojamos una funciéon & € Z(R"™) tal que

/ ®dV =1, supp(®) = B(0,1).

Definamos para cada ¢ > 0

Sea f € W™(R"™) un funcién con soporte compacto. Por el Lema [3.6.2

O(f % P — f = Dy)

sﬂgﬂp|f* [ 5’_/n dz1 - Oz,
n o, — [0))
“u H ) é J; 1*83;2 - faz n 6) _(desigualdad de Schwars)

donde M = \/V [supp (f)+ B(0, 1)] Como f € W™(R") tenemos que

* Qg —0

H@”(f*@—f*%)
2

0x10x9 - -+ Oxy,

N i N S v A
2_ 0x10%9 -+ - Oy, ¢ Ox10x9 - Oxp

cuando €, — 0, entonces la sucesién (f * ®.)e converge uniformemente a una funcién g €

C (R”) con soporte compacto, consecuentemente

|f * ®e — g|l2 —> 0 cuando € — 0
y por otro lado, por la Proposicién 4.5.6

| f * ®c — fll2 —> 0 cuando € — 0

concluimos que f(z) = g(z) para casi todo x € R". O

Lema 3.6.3. Sea Q2 C R™ un abierto, entonces

W"(Q,loc) C C()
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Demostracién: Sea f € W" (€2, loc). Sea (£1;),, una sucesion creciente de abiertos (€; CC
Q1 CC Q). Por el Lema de Urysohn |4.5.8| para cada j > 1, sea n; € Z(2) con n; =1 en

Q2 y suppn; C Qjq1. Sea n € Z(U) entonces
a «
(52) nr e 22
para todo multi-indice |a| < n. Por la Proposicién 3.6.1| existe una funcién a € C(R™) tal que
nf = a para casi todo punto. Luego para cada j > 1, existe a; € C(R") tal que n; f = a; para

casi todo punto. Sea a(x) = a;(z) si € §;, entonces a € C(Q2). Por lo tanto f(z) = a(z)

para casi todo x € Q). O

Teorema 3.6.1 (Teorema de incrustracién de Sobolev). Sea 2 C R™ un abierto, entonces
WHE(Q, loc) € CF(Q)

Demostracién: Sea k = 1. Sea f € W"1(Q,loc), entonces

of n
873' ew (Q,ZOC).

Por el Lema (3.6.3
of
— e C(Q
5o € C(®)
para j = 1,2,...,n, se sigue del Lema de Bois-Raymond [3.3.2 que f € C*(Q).

Sea k = 2. Sea f € W"2(Q, loc), entonces

aof +1
— "THQ, loc).
oz, WnTH(Q, loc)

Por el caso k =1

——eCc'(Q
8a;j ( )

para j = 1,2,...,n, se sigue del Lema de Bois-Raymond [3.3.2] que f € C%(Q).

Procediendo por induccién logramos que

Wk Q. loc) c CF(Q).

Observaciones:
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1. Sea © C R™ un abierto, f € C*(Q) y ¢ € Z(Q2). Desde que ¢ tiene soporte compacto

se sigue del Teorema de Fubini y de la férmula de integracién por partes que

3f
—dV = dv
ax] ax] f
para todo j = 1,2,...,n. Luego por induccién tenemos que

/ngao‘de: (—1)a|/Qfaa¢dv

para todo multi-indice a.

Lema 3.6.4. Para f € 2(C"), tenemos que

ol

9z;

H 0z;

L2

para todo j =1,2,...,n

Demostracién: Como f € Z(C") entonces por la observacién anterior

2 2
of |I” _ / U gy [ 2L0F 4 _ [ 1 2f 4
0z || 4 n | 0% cn 0% 0%, azjazj
2 2 2*
JY AT E P .
0z; || n | 0% n 0Z; 0% (?z](?zj
aplicando la identidad de Schwarz
927 927
a5 = 5
2jO%j ZjO%j

O]

Lema 3.6.5. Sea Q C C" un abierto. Supongamos que f € L?*(Q) tiene soporte compacto y

que

of _ 1o :

— e L (Q =1,2,...

82] € ( )a v] ] ,
entonces

of _ 1o :

— e L7 (Q =1,2...

8Zj € ( )a v] ] ,
esto es, f € WL(Q) con

=1,2,.
o Pl = PR

134



Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que Q = C™ (suppf CC Q).

Sea j € {1,2,...,n}. Escojamos una funcién ® € Z(C") tal que

/ ®dV =1, supp(®) = B(0,1).

Definamos para cada € > 0 (suficientemente pequerio)

R p— (%)

€

entonces fe = f x ®. € Z(C"). Por la Proposicién 4.5.6

ofe 0
H J_c——f :Hé)_f*(be—af — 0 cuando € — 0
aZj sz I2 8Zj 82]' L2
Por el Lema [3.6.4
Hafe—afé :HGJ_%—% — 0 cuando €,0 — 0
aZj sz 2 8Zj 8Zj L2
0
entonces (fg) es una sucesién de Cauchy en L?(C"). Por completitud existe g € L?(C")
25 /e
tal que
0
H Je — — 0 cuando € — 0.
0z; L2

Por la Proposicién 4.5.6

lfe = fllzz — 0 cuando € — 0

en particular

fe — f en L'(9,loc) cuando € — 0

Por la Proposicién |3.3.8| y la Proposicién |3.3.2

fe — fen 2'(C") cuando € — 0

dfe of

o, — 92 en 2'(C™) cuando € — 0
por otro lado
gf; — gen 2'(C™) cuando € — 0
concluimos que
gjj =g e L*C").

135



Por el Lema [3.6.4

ofe| _ | 9fe
8Zj N 82]‘

tomando limite cuando € — 0 (conjuntamente con la Proposicién [4.5.6))

|2 1.= 1],

para cada j =1,2,...,n. O
Definicién 3.6.2. Sea

= Y fapd"NdZF € L], 1) (Q).

la|=p
|Bl=¢+1

Definamos el operador diferencial ¥ con coeficientes constantes

TETEE S ag‘;ﬂ 020 p 7

en el sentido de distribuciones.

Lema 3.6.6. Sea g € L? )(Q) con soporte compacto de modo que

(pa+1
09 € Ly q19)()
entonces g € W(p qul)(Q)

Demostracién: Para f € %, 441)(£2) hacemos 1) = ¢ = 0 en la prueba del Teorema 3.5.1

2T fIIF + IS£113 >

/ > Z a famfa;me S"dV+/ Z\afag\ e PdV — 2( q+1/|f| 0y|* e=?dV

|a|=p j,k=1 |a|=p
lvl=¢ |Bl=¢+1
entonces
201112 + 91112 > Y Z -
la|l=p Jj=1
|Bl=q+1

Luego escogemos una funcién ® € 2(C") tal que

/ ®dV =1, supp(®) = B(0,1)
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Definamos para cada € > 0 (suficientemente pequeno)

B (z) = %cp (5) .

Por las Proposiciones |4.5.8], [3.4.4] 4.5.6| tenemos que

9e = 9% Pe € Dpg11) ()
dge = (g * @) = (Jg) * @,
Vge = V(g * @) = (Vg) * P,
llge — 9|2 — 0 cuando € — 0
|0ge — dgll 2 — 0 cuando € — 0
|¥ge — 9g||2 — 0 cuando € — 0

de la desigualdad

9(gap * Ps5)  O(gap * e)

2/[9g5 — Ogell7> + 1095 — Dgell 7o = Y Z
lal=p j=1
18|=q+1

<a(ga,8 * e )>
az] e>0

es de Cauchy. Por completitud existe hiyﬁ € L?(Q) tal que

07;

observamos que la sucesién

8 o ®€
M hjﬁ en L?(Q) cuando € — 0
82’j
en particular
O(gap * Pe ;
(gaﬁ*) — hlgen LY(,loc) cuando € — 0
Zj
por la Proposicién |3.3.8
O(gus * D 4
(95*) — N5 en 7'(Q) cuando € — 0
Zj

por las Proposiciones 3.3.5], [3.3.7

6(901& * (I)E) _ 8(gaﬁ) « B, —> agaﬁ
0%; 0%; 0%
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se sigue que
8904,3 o
0%;

en el sentido de distribuciones. Aplicando el Lema [3.6.5

= hl, € L*(Q)

99ap 2
—= ¢ L7 (Q)
5 € I(9)

para cada j =1,...,n y por lo tanto g € W( Q). dJ

pq+1)(

Observaciones:

(a) Cé“p’q)(Q) C Wé“p’q) (Q,loc), k> 0.

(b) DOVEFL (@, 1oc) € W, 1) (,loc), k> 0.

(c) 9OWETL (Q,loc)) € WE

(p,g+1) (p,q)(Q’ loc), k = 0.

En lo que sigue el siguiente lema serd usado frecuentemente, la prueba es por induccién,

dejamos la prueba al lector.

Lema 3.6.7 (lema técnico). Sea u € L?(Q,loc) y k € Z,. Entonces u € W¥(,loc) si y
solamente si nu € W*(Q) para todo n € 2(9Q).

Lema 3.6.8. Sea Q2 C C™ un abierto. Entonces

W(kp+01) (Q,loc) = {u € L%p,O)(Q’ loc) : Ou € Wéyl)(Q, loc)}

para todo p, k € 7.

Demostracién: Procederemos por induccién en la regularidad k. Para k = 0

F=)) fajdz® ndz; € W, 1y(Q, loc) = LT, 1)(9, loc)
lor|=p j=1

u= Z U d2™ € L(p 0 (€2, loc)

la|=p

de la ecuacién Ou = f, se sigue que

ou
e L3,
5% € L*(Q,loc)
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para todo multi-indice |a] = p y para todo j =1,...,n. Para n € Z(Q) tenemos que

d(nuy,) Oue O 9
= + —u, € L7(Q
afj " sz 8§j Ua € ( )

Por el Lema [3.6.5| nu, € W(Q), entonces uo, € W(£,loc) (Lema [3.6.7), esto es
u € W(lpyo)(Q, loc)

Para k = 1. De la ecuacién u = f se sigue que

Oug, 1
—c W (Q,1
7z, € (Q,loc)

para todo multi-indice |a| = p y para todo j = 1,...,n. Paran € () tenemos que

O(nua)  Oue | On 1
afj _nafj +%juaEW (Q)

Para |a| + |b] <1

o N [ oa\" N/ o\ /[ o )
o, { &) &) “W} () () (gom) =2
Por el Lema 3.6.5 nu, € W2(Q), entonces u, € W2(Q,loc) (Lema |3.6.7), esto es
u € W(pro)(ﬂ, loc)

Para k = 2. De la ecuacién u = f se sigue que

ou
—2 e W3(Q,1
5z, € (Q,loc)

para todo multi-indice |a| = p y para todo j = 1,...,n. Paran € 2() tenemos que

O(Nuy,) Oue O 9
_ I, € WO
o0z, Moz, ozt €W Q)

Para |a| + |b] < 2
d N[0\ N[\ o
ZHEZ) (=) )y = (=) (=) (s=0ma) ) e 2@
g () () = () () (pgom) < e
Por el Teorema 3.6.5 nu, € W3(Q2), entonces u, € W3(Q,loc) (Lema |3.6.7), esto es
u € W(?;’O)(Q, loc)
Procediendo por induccién logramos que u € W(];fol) (Q,loc).
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Lema 3.6.9. Sea Q) C C" un abierto. Entonces

W&quﬂ)(ﬁ, loc) = {u € L%pgﬂ)(ﬁ,loc) :Ou € W(]fn7q+2)(§2, loc) , Ju € W(kpg)(ﬂ, loc)}

para todo p,q >0, k € Z.

Demostracién: Procederemos por induccién en la regularidad k. Para k = 0. Sean € 2(Q),

entonces
A(nu) = O Au+ndu € W(Op7q+2) (Q)
Y(nu) = nd(u) + Ap(u) € W(OM) (Q)
esto es

9 (nu) € L%p’qﬂ)(ﬂ)

v (77“) € L%p,q) (Q)

Por el Lema [3.6.6
€ W(lp,q)(Q)

entonces

u € W(lpg“)(ﬂ, loc)

Para k = 1. Sea n € 2(Q2), entonces

A(nu) = dn Au+ndu € W(1p7q+2) (Q)

Do) = md(w) + Ay(u) € W, ) (©)

o (3) (%) om) et
{ () (5) )< oo

(£ (&) e

nu < W(2p7q+1)(Q)

Para |a| + |b] < 1

Por el Lema [3.6.6

entonces

1+1
u € W(pfqﬂ)(ﬂ, loc)
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Para k = 2. Sea n € 2(Q2), entonces

A(nu) = dn Au+ndu € W(2p7q+2) (Q)

I(nu) = 19(u) + Ay (u) € WE, ()

(2 2wt
A(3) (7)o} o

(2) (&) e

€ W?p7q+1)(9)

Para |a| + [b] < 2

Por el Lema [3.6.6

entonces

2+1
u € W(pfqﬂ)(ﬂ, loc)

Procediendo por induccién logramos que

k+1
u € W(pfq—i—l)(Q’ loc).

Teorema 3.6.2. Sea 2 C C™ un abierto pseudoconvexo. Entonces

0 (W(kpfql)((l,loc» = {’U € W&qﬂ)(ﬂ,loc) :O0v = 0} , 0,q>0, keZyU{oco}

Demostracién: El caso ¢ = 0.

0 (W(kpfol)(ﬁ,loc)) = {v € W(kp’l)(Q, loc) : Ov = 0} ,p>0, keZiU{oo}

Sea v € W(l; 1)(Q,loc) tal que Ov = 0. Por el Teorema |3.5.5 existe u € L%p 0) (Q,loc) tal que

Ou = v. Por lo tanto, aplicando el Lema 3.6.9 u € W(k;rol)(ﬂ, loc).

El caso ¢ > 1.

0 (Wé“pfql)(ﬁ, loc)) = {v € W(’“pﬂ“)(Q,IOC) :0v = O} ,p>0,¢>1, keZiU{oo}
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Desde que v € L%p7q+1)(§2, loc), por el 3.4.2 existe A € C*>(£2) tal que v € L%WIH)(Q, A). Sip

satisface las propiedades del Teorema |3.4.5| para p = 1) + A, entonces para

P1=9—2¢0, p2=p—1Y, p3=0¢

v E L?pyqﬂ)(ﬂ,gog). Debido al Lema |3.6.1| existe u € L?pyq)(Q,gol) tal que Ju = v con u €

Au(T)*. Desde que Ran(T) = A\u(S), Ran(T) es cerrado. Por el Corolario 3.1.1/ Ran(T™) es

cerrado y por la Proposiciéon 3.1.3
u € ANu(T)' = Ran(T*) = Ran(T™)

entonces existe v € L?p qH)(Q,goQ) tal que u = T*v = e®1¥(e”*2v) (Lema 3.4.7) ). Se sigue

que ¥(e~?'u) = 0 (Proposicién 3.4.1)

n

'l9'l,L = (_1)1’*1 Z Z a@l Ua’jﬁ dza/\ dEﬁ

L~ Oz
lal=p \s=1 "
|Bl=¢—1

Procederemos por induccién en la regularidad k. Para k = 0. Notamos que

Ou € W?p7q+1)(§2, loc)

Ju € W?pgfl)(Q, loc)

entonces (Lema 3.6.9)

u € W?pf;) (Q,loc)

Para k£ = 1. Notamos que

Ou € W(lp7q+1)((2, loc)

du € Wi, ,_1(€,loc)

entonces (Lema 3.6.9)

u € W(lp'f;) (Q,loc)

Para k = 2. Notamos que

éuew(z

p,g+1) (Qa ZOC)

Ju € W(Qp’q_l)(Q, loc)

entonces (Lema 3.6.9)

u € W?pfql) (Q,loc)
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Procediendo por induccién logramos que

u € W(]z:fql)(ﬁ, loc).

O]

Corolario 3.6.1 (Teorema de Hérmander). Sea Q@ C C™ un dominio pseudoconvero. Enton-

ces

9 (c(kpfql)(fz)) 5 {v € Ck (@) dv = o}  pg >0, keZiU{oo)

e}

En particular, siv € C(p 41

)(Q) satisface dv = 0, entonces existe u € C(Oz‘jq)(Q) satisfaciendo

ou =w.

Demostracién: Como C?g;fl)(ﬁ) C W?p’?;fl)(Q, loc) entonces v € W?p’?;fl)(Q, loc). Enton-

ces por el Teorema (3.6.2| existe u € W2”+k+1(Q, loc) satisfaciendo du = v. Por el Teorema de

(p,q)
incrustracién de Sobolev 13.6.1

2n+k+1 k41
W(pﬂ) (Q,loc) C C(p,q) (Q)

entonces después de una correccién en un conjunto de medida cero u € C&Jrql)(Q). O
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Capitulo 4

El problema de Levi

Presentamos una versién débil del Teorema de Hormander 3.6.1, recomendamos la refe-
rencia [3]. Es posible debilitar la solucién del problema de E. Levi, de tal forma que solo

necesitemos la version débil del Teorema de Hormander.

Teorema 4.0.3 (Teorema de Hormander). Sea U C C" un dominio estrictamente pseudo-
convexo suavemente acotado y sea f una (0,1)-forma con coeficientes de clase C* en una

vecindad de la clausura de U, tal que Of = 0 en U, entonces existe u € C*°(U) tal que Ou = f.

4.1. El teorema de aproximacion de Oka-Weil

El Teorema de Aproximacién de Oka-Weil generaliza el Teorema de Runge [6] a varias

variables complejas, herramienta fundamental para resolver el problema de E. Levi.

Definicién 4.1.1. Sean A C B C C" conjuntos tales que, para toda funcién holomorfa
f € O(A), cualquier compacto K C A y cualquier € > 0, existe una funcién holomorfa
g € O(B) tal que ||f — g||k < €. Entonces diremos que A es Runge en B o (4, B) es un

par de Runge. Si A es compacto, es suficiente con tomar K = A.

Recordemos que una funcién holomorfa en un conjunto arbitrario X € C" (no necesaria-

mente abierto), es una funcién holomorfa en una vecindad de X.

Proposicién 4.1.1. Sea (Kj);>1 C C" una sucesion de conjuntos compactos tales que
Kj C Kj+1
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K; es Runge en Kjiq

oo
para todo j > 1. Entonces K1 es Runge en U = U K]
j=1

Demostracién: Sean f € O(K7), € > 0 y denotemos g; = f. Desde que K7 es Runge en Ky
existe go € O(K>) tal que

€
llg2 — g1k, < o

Desde que K5 es Runge en K3 existe g3 € O(K3) tal que

€
llgz — 92|k, < 52

De este modo obtenemos una sucesion de funciones holomorfas (g;);>1 tal que

€
lgj+1 — gillx; < %

para todo j > 1. Analizemos la siguiente serie funciones
g=g1+(92—q1)+ (93— 92) + (94— g3) + -~

aplicando el M-test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en K7, entonces
If —gllx, <e
g=92+ (93— g2) + (94— g3) + (95 — ga) + -+~
aplicando el M-test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en K. entonces
9=93+ (92— 93) + (95— 94) + (96 — g5) + -

aplicando el M-test de Weierstrass, la serie converge uniformemente en K3. De este modo,
observamos que la serie esta bien definida en todo U, ademads la serie converge uniformemente

en cada compacto de U. Por lo tanto g € O(U) (Teorema de Convergencia de Weierstrass). [

Lema 4.1.1. Sea K C C" un poliedro analitico compacto y U una vecindad de K x A.
Entonces existe un conjunto abierto X donde cada componente es un dominio estrictamente

pseudoconvero suavemente acotado tal que K x A C X cC U.

145



Demostracién: Dilatando el compacto K x A C U, sea W una vecindad de K y r > 1 tal
que

KxAcCWxA0,r)CU.

Por la Proposicién [1.8.2] existe un dominio de holomorfia Z tal que K C Z C W entonces
KxAcCZxA,r)cCU.
Por la Proposicién |1.6.3) cada componente conexa Y de

Z x A(0,r) = U Y;
j=1

es un dominio de holomorffa, y por lo tanto pseudoconvexo (Teorema 2.5.2). Como K x A no
intersecta la frontera de Z x A(0,r), entonces no intersecta la frontera de ningin Yj, luego

(K X Z) NY; es compacto. Por el Teorema 2.12.2

Vi=JXp G=12..)
k=1

donde cada Xj;; es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado, entonces

(K X Z) NY; C Xji; CYj para algun k;. Se sigue que

KxAc| X, cZxA,r)CU.
j=1

Por lo tanto

X = X,
j=1

satisface las condiciones del teorema. O

Lema 4.1.2. Sea K C C" un compacto y G € O(K x A). Entonces eriste una vecindad
U x A(0,7) de K x A tal que

G(z,w) = Zaj(z)wj
5=0

para todo (z,w) € U x A(0,r), donde cada a; € O(K), ademds la serie converge uniforme-

mente en K x A.
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Demostracién: Sea U x A(0,7) una vecindad de K x A tal que G es continua en U x A(0,r)

y holomorfa en U x A(0, 7). Denotemos como (z,w) las coordenadas de U x A(0, ). Definamos

_ 196

== 4 1 =1,2,...
0w (4 )

a;(z
entonces cada a; € O(U). Para cada z € U, la funcién

w— G(z,w)

es continua en A(0,7) y holomorfa en A(0,r), entonces

— 190G o« :
G(z,w) = Z —— w! = Zaj(z)uﬂ

para todo (z,w) € U x A(0,r). Por las estimativas de Cauchy, para z € K

_ j!H(;H{Z}ngaj;j
=0)| 7"

_ Mz

de

owi

rJ

aplicando el M-test de Weierstrass la serie
oo
Z aj(z)w’
j=0

converge uniformemente en K x A. O
Lema 4.1.3. Sea U C C" un dominio, K C U un poliedro analitico compacto, f € O(U) y
L={zeK:|f(2) <1}.

Entonces L es Runge en K.

Demostracién: Sea g € O(L) y € > 0. Sea Ly C U una vecindad de L tal que g € O(Ly).

Sea V un abierto tal que L C V' CC Lg. Supongamos el caso K —V = &, entonces
LCKcCVClLg
Para el resto de la demostracién supondremos K — V' # &. Sea
x:C"—R
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x € C>(C")
supp(x) CC Lo
x=lenV

Como el [I<nn‘1/|f| > 1, entonces existe una vecindad W C U de K —V tal que |f| > r en W,

donde r > 1. Entonces
ﬂg}((z) , (z,w) € (LoNW) x A0, )
n(z,w) = 0 ,(z,w) € V x A(0,r)
0 , (z,w) € (supp(x)* N W) x A(0,r)
es una (0,1)-forma con coordenadas en C*((V U W) x A(0,7)) con

=2
ey = AN

como f y g son funciones holomorfas

y como el operador 3” = 0 tenemos que 9n = 0. Desde que (VUW) x A(0,r) es una vecindad

() e

de K x A, entonces por el Lema 4.1.1| existe un abierto X tal que
KxAcCcXc(VUW)xA,r)

donde cada componente conexa de X es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente
acotado. Por el Teorema de Hérmander 4.0.3 existe una funcién ¢ € C*°(X) tal que d¢ = 1.

Extendamos el dominio del producto gy,

z)x(z) ,z€L
o J9RE mem
0 ,z € supp(x)°©

Definamos
G(z,w) = g(2)x(2) = (f(2) — w)o(z,w)
entonces G(z,w) es una funcién de clase C*°(X) con 9G(z,w) = 0

9G(z,w) = g(2)0x(z,w) — (f(2) — w)n(z,w) = 0
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Por lo tanto G € O(K x A). Por el Lema 4.1.2 existe (a;)j>1 C O(K) tal que
© .
G(z,w) = Zaj(z)wj
j=1
en una vecindad de K x A, y ademds la serie converge uniformemente en K x A. Dado que
L={zeK:|f(z)| <1}
la serie
i .
> ai(2)f(z)
j=1
converge uniformemente en L, y por otro lado

9(2) = Gz, £(2) = 3 as(2) f(2)7.
j=1

Por lo tanto para algin m > 1 suficientemente grande

m
g— Z ajfj <€
Jj=1 L
esto es, L es Runge en K. 0

El Lema |4.1.3| admite la siguiente generalizacion.

Corolario 4.1.1. Sea U C C™ un dominio, y sean K C U y L C K poliedros analiticos

compactos tales que el marco de L estd contenido en O(U). Entonces L es Runge en K.
Demostracién: Sean fi,..., f,, € O(U) tal que
L={zeU:|fi(z)| <11<j<mi={z€ K:|f(x)] <1,1<j <m}.

Por el Lema 4.1.3
{z € K :|fi(z)] <1} es Runge en K

{ze{ze K :|fi(z)|<1}:|f2(2)] <1} es Runge en {z € K : |f1(2)| < 1}

por transitividad, se sigue que
{z€ K :|fi(2)] <1,|f2(2)] <1} es Runge en K
aplicando m veces el proceso anterior

{ze K:|fj(#)] <1,1 <j<m} es Runge en K.
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Demostraremos el Teorema de aproximacién de Oka-Weil, para una clase especial de

compactos.

Proposiciéon 4.1.2. Sea U C C* un dominio de holomorfia y K C U un poliedro analitico

compacto con marco en O(U). Entonces K es Runge en U.

Demostracién: Sea (K);>1 una sucesién de compactos tales que

KCK;CK;CKjy (j=12..)
o
U=JK;
j=1
Por el Teorema |1.8.3 existe un poliedro analitico compacto L; con marco en O(U) tal que
(Kj)U CL;cU (j=12,...)

se sigue que

U=\JL;
j=1

Pasando a una subsucesion si fuese necesario podemos asumir que L; C L1 para todo j > 1.
Sea Lo = K, y consideremos la sucesion (L;);>o. Por el Corolario |4.1.1| L; es Runge en L

para todo j > 0. Por la Proposicién 4.1.1, se sigue que K es Runge en U. ]

Teorema 4.1.1 (Teorema de aproximacién de Oka-Weil). Sea U C C" un dominio de holo-

morfia y K C U un compacto O(U)-convexo. Entonces K es Runge en U.

Demostracién: Sea f € O(K) y € > 0. Desde que f € O(K) existe una vecindad Ko C U
de K tal que f € O(Kj). Por la Proposicién |1.8.3 existe un poliedro analitico compacto L
con marco en O(U) tal que K C L C Kj. Por la Proposicién 4.1.2/ L es Runge en U. O

Lema 4.1.4 (Lema técnico). Sea U C C™ un dominio de holomorfia, K C U un compacto y

V C U una vecindad de K tal que IA(U N OV = @. Entonces IA(U cV.

Demostracién: Denotemos W = Ext(V) el exterior de V. Entonces Ky C VUW. Sea
feO(VUW) tal que
f=0enV
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f=len W

Por el Teorema de aproximacion de Oka-Weil 4.1.1 K v es Runge en U. Luego existe g € O(U)
tal que

1
If - lz, <5

Afirmamos que I?U NW = &. En efecto, si z € I?U N W tenemos que

1
9G)1 > 5 >lgllx
lo cual es una contradiccion, dado que z € K v. Por lo tanto I?U cV. ]

Definicion 4.1.2. Sea U C C™ un dominio de holomorfia. Se dice un subconjunto abierto
V C U es O(U)-convexo si para todo compacto K C V se cumple que I?{}"l C V. En

particular V' es un dominio de holomorfia.

Una consecuencia directa del Lema [1.4.2] y del Teorema de aproximacién de Oka-Weil

4.1.1] es el siguiente corolario.

Corolario 4.1.2. Sea U C C™ un dominio de holomorfia, y sea V. C U un abierto O(U)-

convezo. Entonces O(U) es denso en (O(V), 1), en la topologia compacta-abierta.

Corolario 4.1.3. Sea U C C" un dominio de holomorfia, y sea K C U un compacto O(U)-

convexo. Entonces para cada vecindad W de K, existe un abierto O(U)-convexo V' tal que

Kcvcw.

Demostracion: Por la Proposicién [1.8.3 K ¢ V ¢ W C U donde
V={zeW:|f;(z)| <1, 1<j<m}

aplicando el lema técnico 4.1.4, el abierto V' es O(U)-convexo. O

El siguiente corolario mejora el Teorema de aproximacién de Oka-Weil, el cual es una

consecuencia directa de los Corolarios 4.1.2] [4.1.3|

Corolario 4.1.4. Sea U C C" un dominio de holomorfia. Sea K C U un compacto O(U)-
convezo. Entonces para cada f € O(K) existe una sucesion (fj);j>1 € O(U) tal que (f;)j>1

converge uniformemente hacia f en una vecindad de K.

Observaciones:
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1. Sea U C C™ un dominio de holomorfia y K C U un compacto. Entonces cada compo-

nente conexa de Ky intersecta a K.

2. Sea U C C™ un dominio de holomorfia y K C U un compacto conexo. Entonces K U €es

conexo.

4.2. El teorema de Behnke-Stein

Lema 4.2.1. Sea (Kj);j>1 C C" una sucesion de compactos tales que
Kj C Kj+1
K; es Runge en Kjiq

o

para todo j > 1. Sea U = Uj>1 K; y suponer que existe una sucesion (Uj);j>1 C C" de
dominios de holomorfia tales que K; C U; C Uj41 C U para cada j > 1. Entonces U es un

dominio de holomorfia.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que K; C [o(j+1 para todo
J = 1. Por la Proposicién 4.1.1, K; es Runge en U para todo j > 1. Sea K C U compacto.
Sea a € U tal que d(K,0U) > d(a,0U). Notemos que

d(K,0Uj;) > d(a,0U;) para todo j suficientemente grande
{a} UK C Kj para todo j suficientemente grande
Fijemos un 7 > 1 tal que
d(K,0U;) > d(a,0U;) y {a} UK C K;.

Por el Teorema de Cartan-Thullen |1.5.1| a ¢ [?Uj. Luego existe una funcién f € O(Uj) tal
que € = |f(a)| — [ fllx > 0. Notemos que U es un dominio, desde que U = |J;Z; U;. Dado que

K es Runge en U, existe una funcién holomorfa g € O(U) tal que [|g — f||x,; < ¢/2. Entonces

l9(a)l = llgllx = (1f (@) = llg = fllx;) = (lg = fllz; + [1fllx) >0

se sigue que a ¢ IA(O(U). Por lo tanto
d(K,9U) < d(a,dU) , Ya € Ko

Por el Teorema de Cartan-Thullen [1.5.1] U es dominio de holomorfia.
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Lema 4.2.2. Sea U C C" un dominio, sea zg € U y suponer que la componente conexa de
U N A(zg,r) que contiene a zy, es un dominio de holomorfia, para todo r > 0. Entonces U

es un dominio de holomorfia.

Demostracién: Para cada j > 1 sea U; la componente de U N A(zg,j) que contiene a z.
Entonces cada U; es un dominio de holomorfia y U; C Ujy1. Sea K C U; compacto. Entonces

por el Teorema de Cartan-Thullen [1.5.1
A (Rao g1 00,5 +1)) = d(K,0A(z0,§ +1)) > 1
se sigue que
I?A(zo,j-&-l) C A(z0,4)
Ku,,, CUNA(20,7)-
Dado que K, U1 s un compacto y U; es una componente conexa de U N A(zo, j),
Ky,,, NoU; = @.

Por el lema técnico 4.1.4
KUJ‘+1 cU;j.
Por lo tanto si K C U; es compacto entonces I/(\'Uj+1 C Uj. Sea € = d(zy,0U)/2. Para cada

Jj > 1sea L; la componente de
{z€eU:d(z,0U) >¢€/j} NA" (20,5 — 1)
que contiene a zg. Entonces para cada j > 1

L; es compacto , L; CU;, L; C IO/jH

o0
U=J1L
j=1
Para cada j > 1, sea K; = (Ej)U C Uj. Notemos que para cada j > 1
1

KjCKj+1,LjCKjCUjCUj+1CU

oo
U=JK;
j=1
Por el Teorema de aproximacion de Oka-Weil |4.1.1) K; es Runge en U;1; (dado que K es

O(Uj41)-convexo), se sigue que K; es Runge en K1 (dado que K; C Kj11 C Ujyq). Por lo

tanto U es un dominio de holomorfia (Lema 4.2.1)). O
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Lema 4.2.3. Sea U C C" un dominio de holomorfia y sea z9 € U. Entonces para cada € > 0

con d(zp,0U) > €, la componente de
{z€U:d(z,0U) > €}
que contiene a zy es un dominio de holomorfia. En particular U admite una exhaustion
Uy,ccU,ccUscc---

formada por dominios de holomorfia.
Demostracion: Sea W la componente de
{z €U :d(z,0U) > €}

que contiene a zg. Sea K C W un compacto. Por el Teorema de Cartan-Thullen [1.5.1]

d(ﬁ@,aU):uﬂk;aU)>e.
Se sigue que

Ky C{z€U:d(z,0U) > €}

Kynow = @.

Entonces por el lema técnico [4.1.4 I?U C W. Dado que I?W C I?U cw, I?W es compacto.

Por lo tanto W es holomoérficamente convexo. O

Teorema 4.2.1 (Teorema de Behnke-Stein). Sea (Uj);j>1 C C" una sucesion de dominios de
holomorfia tales que

U;j C Ujy1 para todo j > 1.
FEntonces -
U=y
j=1

es un dominio de holomorfia.

Demostracién: Sea zy € Uy y € = d(20,0U1)/2. Para cada j > 1 sea V; la componente de
{z € U; : d(2,0U;) > €/j} que contiene a zy. Por el Lema 4.2.3 cada V; es un dominio de

holomorfia. Notemos que

VjCVj.H,U:UV}.
j=1
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Por lo anterior podemos asumir en la hipdtesis del Teorema sin pérdida de generalidad que
Uj C Uj41 para todo j > 1. Como primer caso supongamos que U es acotado. Sea Vi = Uj.
Sea jo > 1 tal que el compacto {z € U : d(z,0U) > d(V1,0U)} C Uj,. Sea Vo = Uj,.
Observemos que {z € U : d(2,0U) > d(V2,0U)} C U; para todo j suficientemente grande,
Y Sup,egy, d(z,0U;) < d(V1,0U;) para todo j suficientemente grande. Sea j3 > jo tal que
{z € U :d(2,0U) > d(V2,0U)} C Uj, y sup,egy, d(2,0U;;) < d(Vi,0Uj ;). Sea V3 = Uj,.
Entonces

sup d(z, 8V3) < d(V1, 8V3)
z€0Vo

Observemos que {z € U : d(z,0U) > d(V3,0U)} C U; para todo j suficientemente grande,
Y Sup,egy, d(z,0U;) < d(Va,0U;) para todo j suficientemente grande. Sea jy > js tal que
{z € U :d(2,0U) > d(V3,0U)} C Uj, y sup,eqy, d(2,0Uj,) < d(V2,0U},). Sea Vy = Uj,.
Entonces

sup d(z,0Vy) < d(Va,0Vy)
z€0V3

Observemos que {z € U : d(z,0U) > d(V4,0U)} C U; para todo j suficientemente grande,
Y Sup,eqy, d(z,0U;) < d(V3,0U;) para todo j suficientemente grande. Sea j5 > js tal que
{z € U :d(2,0U) > d(V4,0U)} C Ujy y sup,egy, d(2,0Uj;) < d(V3,0Uj;). Sea Vs = Uj;.
Entonces

sup d(Z, 8V5) < d(vz’)’ 8V5)
2€0V,

Procediendo por induccién construimos una subsucesién (V)r>1 de (U;);j>1 tal que para todo
k>2

sup d(z,0Viy1) < d(Vi—1,0Vi11)
2€0Vy,

Entonces U = {2 ; Vi, Vi es un dominio de holomorfia y Vi C Viy1. Por lo anterior podemos
asumir en la hipétesis del Teorema sin pérdida de generalidad que U; C U4 para todo j > 1,
y que para todo j > 2

sup d(z, an-H) < d(Uj_l, 8Uj+1)
zean

Sean L; = U, para j > 1y K; = (Ej71>U para j > 2. Dado que L;_1 C U; C Ujy1,
41

d(Uj_l,an_H) = d(Lj—17an+1) = d(Kj,an_H) lo cual implica que K; N an = . Por

el Lema técnico 4.1.4] tenemos que K; C U; para todo j > 1. Notemos que K; C Kji1,

UinCcLijwsCcK;cUjcUjy1cU,yU= Ujoi2 KJ Por el Teorema de aproximacion de
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Oka-Weil K; es Runge en Ujy;1 (dado que Kj es O(Uj41)-convexo), y como K; C Kjiq C
Ujt1, Kj es Runge en K 11. Por lo tanto K; C K11, Kj es Runge en K1, U = szl f(j,
y K; C Uj C Uj41 C U para todo j > 1. Por el Lema 4.2.1) U es un dominio de holomorfia.
Como segundo caso supongamos ahora que U es no acotado. Sea zg € Uy y r > 0. Para cada
J > 1sea Vj la componente de U; N A(zg,7) que contiene a zg. Por la Proposicién |1.6.1) cada
Vj es un dominio de holomorfia y V; C Vi1 para todo j > 1. Observamos que U;’il Vj es la
componente de U N A(zp,7) que contiene a zp. Entonces por el primer caso y por el Lema

4.2.2, U es un dominio de holomorfia. ]

4.3. Construccion de funciones holomorfas no acotadas

Lema 4.3.1 (Férmula de Taylor en su forma compleja). Sea f: U C C" — R una funcién
de clase C* entonces para cada a € Uyh €U, ={h€C":a+h e U}:

2

fla+h) = +2mz oy + 0 3 S+ Y 5L @b+ ol
7,k=1 7,k=1

fla+h) = f(a) + R(P(h)) + Anf(a) + o(||h]]?)
donde P(z) es un polinomio holomorfo cuadrdtico.
Demostraciéon: Identificando C” = R2" entonces
h = (hl, N ,hj, ey hn) = (.’,12'1,.1‘2, N ,Z‘Qj_l,:BQj, N ,ZL’Qn_l,xQn)

donde h; = x9;_1 + ix9;. Por la férmula de Taylor

1 2
fla+h) = +Z - Z@x]&z a)zjzy, + o(||h]?)

j*l

2 df
g@i 1_2%26%

1
- Z O:Bjafﬂk a)rjrg =R Z

J,k=1

hjihy,
azjﬁzk )hihi + Z azjazk
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Lema 4.3.2. Sea U C C"™ un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado y
sea a € OU. Entonces existe una funcion entera g € O(C") y una bola abierta B(a,r) C C"

tal que g(a) =0 y g(z) # 0 para todo z € (U N B(a,r)) \{a}.

Demostracién: Sin pérdida de generalidad podemos asumir que a = 0 (el caso general se
reduce a este caso mediante una traslaciéon z — z — a). Sea ¢ : W — R (donde W es una
vecindad de U) una funcién de definicién global para U, estrictamente plurisubarménica de
clase C*. Aplicando la férmula de Taylor a la funcién ¢ en a € 9U (en su forma compleja)
tenemos que

n ag n 829
=9 £ .
IR R Y. gt 3 g ol

J.k=1

para todo z € W. Sea
Za— )z + Z 200 (a)zjz
— k=153 k

Observamos que ¢ es un polinomio holomorfo cuadratico y por lo tanto una funcién entera

con g(a) = 0. Desde que la aplicacién

es continua y la esfera {z € C" : ||z|]| = 1} compacta y dado que g es estrictamente plurisu-

barmoénica, entonces existe M > 0 tal que

Z k: > M
J; Ozjﬁzk J

()

para todo ||z|| = 1. Sea r > 0 tal que ‘OH < ¥ para todo z € B(a,r) — {a}. Entonces

para todo z € (U N B(a,r)) \{a} tenemos que

ofz) < 0
2
oz) = Rg( E:a%;(ﬂﬂk+dﬂﬂ)

Js

M
> Rg(z)+ MIJ2I12 - )2

M
= Rg(2) + 2 el
de donde Rg(z) < 0. O
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Proposiciéon 4.3.1. Sea U C C™ un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente aco-

tado y sea a € OU. Entonces existe una funcion f € O(U) tendiendo al oo en a.

Demostracién: Por el Lema 4.3.2 existe una funcién entera ¢ € H(C") y una bola

B(a,3r) C C" tal que g(a) = 0 y g(2) # 0, para todo z € U N B(a,3r) — {a}. Por la

continuidad de g en U N B(a, 3r) — {a}, existe una vecindad V de U — {a} tal que g(z) # 0

para todo z € V N B(a,3r). Por el Lema de Urysohn, existe una funcién y € C* tal que

supp(x) = B(a,2r) y x =1 en B(a,r). Sea Q = V U B(a,r), el cual es una vecindad de U.

Entonces _
0
?X , VN B(a,3r)

w =

0 ,B(a,r)u (B(a, 2r) N V)
es una (0,1)-forma con coordenadas en C*°({2) con

2

Ql

ow =

X+5( ) A dx

g

Q| =

como g es holomorfa 5(%) =0, y como el operador J° = 0 tenemos que 0w = 0. Sea

0:Z —R

una funcién de definicién global para U, estrictamente plurisubarménica de clase C*°, no
degenerado en OU (reduciendo Z, podemos asumir Z CC ). Sea € € o(Z) N (0, 00) de modo
que la componente de o~ !(—oc0, €) que contiene a U sea relativamente compacto en Z. Como
(0,¢€) C 0(Z), entonces por el Lema existe ¢ € (0, €) tal que ¢ es un valor regular de g, y por
el Lema la aplicacion

z0(z)—c

es una funcién de definicién global para la componente Y de o~!(—o0,¢) que contiene a U.
Por lo tanto Y es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado. Notemos que
UccY cc Z cc . Entonces por el teorema de Hérmander existe una funcién ¢ € C*(Y")

tal que ¢ = w. Entonces

X ,UN B(a,3r)
b=149

0 ,B(a,ZT‘)CﬂU

f=v—0¢
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es una funcién de clase C*°(U) con df =0

I |
af=?’<+xa(f

)—0p=w—0p=0
g
se sigue que f € O(U). Cuando z — a (con z € U) tenemos que

x(z) =1, g(2) = 0y é(2) = ¢(a)
entonces f(z) — oo. Por lo tanto f tiende al infinito en a € 9U. O
En conjuncién con el Corolario |1.4.1] obtenemos el siguiente resultado:

Corolario 4.3.1 (El problema de Levi para dominios estrictamente pseudoconvexos suave-
mente acotados). Si U C C" es un dominio estrictamente pseudoconvexo suavemente acotado

entonces U es un dominio de holomorfia.

Teorema 4.3.1 (El problema de Levi). Si U C C" es un dominio pseudoconvero entonces

U es un dominio de holomorfia.

Demostracién: Por el Teorema |2.12.2|existe una sucesién (U;)>1 de dominios estrictamente
pseudoconvexos suavemente acotados tales que U; C U;;1 para todo j > 1y U = U(;il U;.
Por el Corolario 4.3.1) cada U; es un dominio de holomorfia, y por lo tanto aplicando el

Teorema de Behnke-Stein, U es un dominio de holomorfia. ]

4.4. Grupos de cohomologia de Dolbeault

Definicién 4.4.1. Sea U C C™ un dominio. Para cada (p,q) tal que 0 <p <n, 1 < g <mn,
definimos el grupo de cohomologia de Dolbeault:

~ Aw{0:0POU) — ket (@)}
- g@n{é :QPa-)(U) — Q(M)(U)}

P,q
H2Y(U

Observaciones:
1. H2Y(U) = {0} si y solamente si toda (p, q)-forma diferencial d-cerrada en U, es d-exacta.

0

Una consecuencia directa del problema de Levi |4.3.1} es el siguiente teorema.
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Teorema 4.4.1. Sea Q C C™ un dominio pseudoconvexro. Entonces el grupo de cohomologia
de Dolbeault
P.q _
H(9) = {0}

para todo (p,q) tal que 0 < p<n,1<qg<n.

Lema 4.4.1. Sea Q2 C C™ un dominio, donde n > 2, tal que el grupo de cohomologia de
Dolbeault
HP'(©) = {0}

Sea U = QN C" L. Entonces toda funcién holomorfa en U C C* L, se extiende holomdrfica-

mente hacia Q.

Demostracién: Sea 7 : C* — C"~! la proyeccién canénica. Observamos que U es cerrado
en Q y abierto en C"~!. Por el Lema de Urysohn 4.5.8| existe una funcién x € C>®(£2,R) tal
que

X =1, enunavecindad de U
x =0, enunavecindadde Q — 7~ }(U)

Sea f € O(U), definamos g € C*(2) por
9=x(fom)—zyu

donde u € C*®(Q) se escogerd de tal modo que dg = 0. La ecuaciéon dg = 0 es equivalente a

la ecuacion du = v, donde

foﬂgx

Zn

v =

observamos que v es una (0, 1)-forma d-cerrada en 2 (Proposicién [3.2.3). Entonces existe
u € C*(Q) tal que du = v. Por lo tanto g € O(Q) con la propiedad f =g en U.
O

Teorema 4.4.2. Sea Q2 C C™ un dominio (n > 2). Si el grupo de cohomologia de Dolbeault
0,q —
HOY (@) = {0}

para todo 1 < g < n — 1, entonces 2 es un dominio de holomorfia.

160



Demostracién: Demostraremos el teorema por induccién en la dimensién compleja n. Asu-

mamos que el teorema se cumple en dimensién n — 1. Primero observemos que el conjunto
A={pedQ:pe dB(a,r) para alguna bola B(a,r) C Q}

es denso en 0. Sea p € A (cualesquiera, fijo). Sin pérdida de generalidad podemos asumir

que p,a € C"!, entonces p € (2N C"1). Afirmamos que
U=anc!

es u dominio de holomorfia (considerado como un abierto de C*1). Sea i : U — Q la
inyeccién canénica. Sea 7 : C* — C"~! la proyeccién canénica. Fijemos 1 < ¢ < n — 2. Sea
v una (0, ¢)-forma diferencial d-cerrada en U, entonces el pull-back 7*v es una (0, ¢)-forma
diferencial d-cerrada en V = 7~ 1(U) (Teorema [3.2.3). Por el Lema de Urysohn 4.5.8 existe

una funcién x € C*(9) tal que
X =1, enunavecindadde U

X =0, enunavecindadde 2 -V

Definamos una (0, ¢ + 1)-forma diferencial en

Ix(2) A (m*v)(2)

u = Zn

0 ,2€Q-V

,2€eV

Por lo tanto u es una (0, q + 1)-forma diferencial d-cerrada en  (Teorema 3.2.3). Desde que

H%4+1(Q) = 0, entonces existe una (0, ¢)-forma diferencial f en Q tal que df = u. Entonces
O(xT* v — znf) = OX ATV — 2,0f = z,(u—Of) =0
en (2. Desde que H%9(Q) = 0, entonces existe una (0, ¢ — 1)-forma diferencial g en Q tal que
0g = x7*v — 2z, f.
Consideremos el pull-back h = i*g, entonces h es una (0, g — 1)-forma diferencial en U tal que
Oh = i*(x7*v — 2, f) = v.

Por lo tanto

HOD(U)=0,V1<q¢<n-—2.



Se sigue que U es dominio de holomorfia. Entonces existe f € O(U) tal que no se extiende
holomoérficamente hacia ningtin punto de la frontera de U. Por el lema 4.4.1] f se extiende
holomérficamente hacia 2, llamemos F' € O(12) tal extensién, en particular F' no se extiende
holomérficamente hacia p € A. Dado que A es denso en 9€2, 2 es un dominio de holomorfia.

O]

Teorema 4.4.3. Sea Q) C C™ un dominio. Entonces las siguientes condiciones son equiva-

lentes.

(a) Q es un dominio de holomorfia.

(b) © es holomorficamente convezo.

(c) Q es un dominio pseudoconvezo.

(d) H*4(Q) =0 para todo 1 < q<n— 1.

Definicion 4.4.2. Sea 2 C C™ un dominio. Diremos que 2 es localmente un dominio de
holomorfia si cada punto a € 92 admite una vecindad U tal que U N2 es un dominio de

holomorfia.

Corolario 4.4.1. Sea Q C C"™ un dominio. Entonces ) es un dominio de holomorfia si y

solamente si 2 es localmente un dominio de holomorfia.

Definicion 4.4.3. Sea U C C™ un abierto, y V un subconjunto abierto de U. Diremos que V'
es Runge en U, si O(U) es denso en (O(V),7.). Si V es Runge en C" simplemente diremos
que V es Runge (equivalentemente V' es Runge en C", si P(C") es denso en (O(V), 7¢)).

Definicion 4.4.4. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo. Un subconjunto abierto V de U

se dice U-pseudoconvexo, si I?gm C V para todo compacto K C V.

Observaciones: Si U C C" es un dominio pseudoconvexo, entonces
(a) Cada dominio convexo V C U es U-pseudoconvexo.
(b) Para cada f € PSH(U), el abierto V = {z € U : f(z) < 0} es U-pseudoconvexo.

(¢) SiV es U-pseudoconvexo, entonces V' es pseudoconvexo.
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Teorema 4.4.4. Sea U C C"™ un dominio pseudoconvexo, y K C U un compacto pluri-
subarmaonicamente convero. Entonces para cada vecindad V de K en U, existe un abierto

U-pseudoconvexo W tal que K C W C V.

Demostracién: Sea A C C" un polidisco tal que K C A. Si A C V entonces es suficiente
tomar W = A. Si A ¢ V entonces para cada a € A — V existe u € PSH(U) N C(U) tal que
supu < 0 < u(a). Desde que A — V es compacto, existen ui, ..., u, € PSH(U)NC(U) tales
K

que supu; < 0 paracada j=1,...,my
K

A-VC G{ZEU:uj(z)>O}.
j=1

Por lo tanto es suficiente tomar W = {z € A :u;(z) <0, 1 <j<m} O

Lema 4.4.2. Sea U C C™ un dominio pseudoconvezo. Sea ® € C>*(U) estrictamente pluri-

subarmonica tal que el conjunto
Ke={z€U:®(z) <c}

es compacto para cada ¢ € R. Entonces para cada f € O(Ky) existe una sucesion (fj)jZI C
O(U) tal que
/ |fj — fIPdV — 0.
Ko

Demostracién: Debemos demostrar que O(Ky) C O(U) en el espacio de Hilbert L?(Kj).
Por lo cual es suficiente demostrar que, O(U)* € O(Ko)* en L2(Ky). Sea fo € L?(Kj) tal
que

fofdV =0, ¥f € OU).
Ko

Por demostrar que

fofdV =0, Vf € O(Kp).
Ko

Definamos fo = 0 en U — K, de modo que fo € L?(U). Consideremos 1, @2, p3 € C*°(U,R)

funciones de peso, y el complejo
9 o=T _, =5
L7(U, ¢1) — Lig 1) (U, p2) — L{j5)(U, 3)

Por el lema de Weyl |4.5.16 tenemos que ANu(T) C O(U), se sigue que foe?* L ANu(T'). Supon-

gamos por un momento que

lgll%, <IT*gll3, +ISgll%, » Vg € Dom(T*) N Dom(S) (@)
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entonces por el Teorema 3.1.1| existe g € Dom(T™*) tal que
T*g = foe*!

19llg> <Nl

Sig= Z;'l:1 g;dz; entonces por el Lema |3.4.7
n 8 B
fO = _Z&<gj6 (’02>.
— Zj
7j=1
Denotemos h = ge™ %2, luego
h € Ly 1) (U, —¢2)
" Oh;
Jo=— Z 872/]

Jj=1

/ > IhjlPerav < / | fol*e#rdv.
U=l U

Sea (6p)p>1 C C*(R,R) una sucesién creciente de funciones convexas crecientes, tal que
0,(t) = 0 para todo t < 0y lim,,_, 0,(t) = +00 para todo ¢ > 0, por ejemplo

ity = [ Nl

—0o0

196*1/’52 ,t>0
)‘p(t) =
0 ; 1<0
Sea x la funcién en el Teorema 3.4.5. Definamos x, = x + 0, para todo p > 1. Entonces

(Xp)p>1 C C*°(R, R) es una sucesién creciente de funciones convexas crecientes, tal que x,(t) =

X (t) para todo t < 0y lim,_,o Xp(t) = +00 para todo t > 0. Se sigue del teorema [3.4.5 que

2 n
T, 5 - (mf + ew) ST (becn
j=1

Definamos para cada p > 1, ¢ = x, 0 ®
Pl=p" =20, ph =P —op, o =0¢F
Por lo tanto el Teorema [3.5.2| garantiza la validez de la desigualdad («) para las funciones de

peso ¢, ©h, ¢f € C°°(U,R). Entonces por el argumento precedente, existe una sucesién de

formas diferenciales (h?),>; tales que

W =Y " hEdz; € LY,y (U, —¢h)
j=1
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/Z|hp|2expo‘1> wdv</ ‘f |26Xpo<I> 21/;dv

7=1

Desde que fo =0en U — Koy, y xp(t) = x(t) para todo ¢t < 0, se sigue que

/ Z\hp|2e><p°‘1’ vav < / | fol?eX°®=2VqV
Ko

7=1

Sea ¢ = / | fol|2eX°®72¥dV . Desde que la sucesién (xp) es creciente, concluimos que para
Ko

cada g > 1

n
/ Z \h§|26qu¢_de <c,Vp>gqg
j=1

Entonces para cada ¢ > 1, la sucesién (h?)22  es acotada en L?OJ)(U,w — Xq © ®). Desde

pP=q

que toda sucesién acotada en un espacio de Hilbert admite una subsucesién w-convergente

(Teorema |4.5.17)), un argumento inductivo muestra la existencia de una forma diferencial
h= Zh dz; € ﬂL(O1 (U, 1 — xq0 ®)

tal que para cada g > 1, h es un punto w-limite de (h”)72, en L(0 1)(U 1 — xq0 P). Entonces
por el Teorema 4.5.18

/ > |hjPeXa®Vay < ¢, Vg > 1
U . —

Desde que lim,_, xp(t) = +00 para todo t > 0, una aplicacién del teorema de la convergencia

mondtona muestra que h = 0 casi en todo punto en U — K. Por otro lado
/fode_ /Z dev /thaf
0z; 1 0%,
para toda funcién f € Z(U) y p > 1, de donde se sigue que
_ 8f
dv = h;——dV
prav = [ 3ot

para toda funcién f € Z(U) (Teorema 4.5.19)). Desde que Ky C U es compactoy fo =h =0

en U — Ky, tenemos que
_ n of
fofdV = / h;—dV
Ko Ko ; J8§]
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para toda funcién f € C*°(Kjp). En particular para todo f € O(Kj)

[ gorav = /th U gy .
O

Lema 4.4.3. Sea U C C" un abierto. Entonces para cada compacto K y cada abierto V con

K CcV CU, existe una constante ¢ > 0 tal que
suplf <c [ [71dv
K \%4
para toda funcion holomorfa f € O(U).
Demostracién: (a) Sea U C C un abierto y sean A; y Ay dos discos abiertos tales que
Ap CcCAyccU.

Afirmamos que existe una constante ¢ > 0 tal que
swlfl < [ 171V . vf e OW)
Al Ag

En efecto, sea ¢ € Z(As) tal que ¢ = 1 en una vecindad de A;. Entonces por la férmula

integral de Cauchy generalizada |4.5.15| aplicada al producto ¢ f obtenemos que

fla)= —— [ LB 9%, 0 i

270 Jp, 2 —a 0Z

para todo f € O(U), para todo a € A;. Desde que a—('o = 0 en una vecindad de A;

0z
0
existe 6 > 0 tal que |z — a|] > J para todo a € Ay, para todo z € suppa—f. Si denotamos
Z
1 0 .
——su entonces
T RN

(@) < e /A |FldV

para todo f € H(U), para todo a € Ay, como se afirma.
(b) Sea U C C™ un abierto, y sean A; y Ag dos polidiscos tales que
Ay CcCc AyccU.

Luego por aplicaciones repetidas de (a) podemos encontrar un constante ¢ > 0 tal que

sup |f] < / FldV ., Vf € O).
Al AQ
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(¢) Desde que, cada compacto en C™ puede ser cubierto por un niimero finito de polidiscos,
el caso general se sigue de (b).

O]

Teorema 4.4.5. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo. Sea K C U un compacto tal que
ropsh _
K" =K.

Entonces para cada f € O(K) existe un un abierto V.con K C V. C U, y una sucesion

(fj)j>1 C OU), tal que f € O(V) y (f;j)j>1 converge uniformemente a f en V.

Demostracién: Sea V un abierto tal que K C V C Uy f € O(V). Por el Lema existe una

funcién u € C*°(U) estrictamente plurisubarmoénica tal que:

(a) El conjunto K. = {z € U : u(z) < ¢} es compacto para cada c € R.
(b) u(z) < 0 para todo z € K.

(¢) u(z) > 0 para todo z€ U — V.

Desde que u(z) < 0 para todo z € K, existe una constante ¢ < 0 tal que u(z) < ¢ para todo
z € K. Entonces K C Io(c Cc K. C Io(o C Ky C V. Por el lema 4.4.2 existe una sucesién
(fj)j=1 C O(U) tal que
/ \fj — fI?dV — 0
Ko

Por el lema |4.4.3| se sigue que
sup | — fI> — 0.
K.

O]

Corolario 4.4.2. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo y sea V. C U un abierto U-

pseudoconvexo. Entonces V' es Runge en U.

Demostracién: Dado que V es U-pseudoconvexo, V admite una exhaustion normal (K;);>1,

formado por compactos PSH(U)-convexos. Sea f € O(V'). Por el Teorema de aproximacién
1

de Oka-Weil para cada j > 1, existe f; € O(U) tal que || f; — fHKj < —. Por lo tanto para
J

cada compacto K C V, ||f; — fllx — 0 cuando j — oc. O
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Definicion 4.4.5. Sea U C C™ un dominio de holomorfia. Se dice un subconjunto abierto
V C U es O(U)-convexo si para todo compacto K C V se cumple que I?{}Ol C V. En

particular V' es un dominio de holomorfia.

Teorema 4.4.6. Sea U C C" un dominio de holomorfia. Entonces para cada abierto V-C U

las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) IA({}OZ NV es compacto, para todo compacto K C V.
(b) V es un abierto O(U)-convexo.
(¢) V es dominio de holomorfia y V es Runge en U.
(d) V' es dominio de holomorfia y I?{}Ol = IA({}"Z NV para todo compacto K C V.

Demostracién: (a) = (b) Sea K C V un compacto. Supongamos por contradiccién que

K (’}Ol ¢ V, entonces podemos escribir
Kl = AUB

donde A = K. hlnVyB= K hol _ V. Entonces A y B son compactos disjuntos. Si definimos
f = 0 en una vecindad de A, y f = 1 en una vecindad de B, entonces f € C’)(I?(’}Ol). Por
el Teorema de aproximacién de Oka-Weil, existe una funcién holomorfa g € O(U) tal que
IIf—gll Rhot < 3, lo cual es una contradiccién, desde que B C K, hol

(b) = (¢) Como V es un abierto O(U)-convexo, entonces V admite una exhaustividad normal
(K;)j>1 formada por compactos O(U)-convexos. Por lo tanto V' es Runge en U (Teorema de
aproximacion de Oka-Weil).

(¢) = (d) Desde que O(U) es denso en (O(V), 7.) tenemos que IA("}OI = IA(Z"I nv. O
El siguiente corolario contiene el problema de Levi.

Corolario 4.4.3. Sea U C C" un dominio pseudoconvexo. Entonces

>psh __ 7>hol
Krh = Kl

para todo compacto K C U.
Demostracién: Sea V una vecindad de I?{}Sh en U. Por el Lema [2.5.2| existe una funcién

u € PSH(U)NC(U) tal que
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(@) u<0Oen K.
(b)) u>0en U —V.

Sea

W={z€U:u(z) <0}

entonces W es pseudoconvexo por la Proposicion [2.5.3. Observemos que K C W C V y
E’és hew para todo compacto L C W, es decir, W es U-pseudoconvexo. Por lo tanto W es
Runge en U por el Corolario 4.4.2. Desde que U y W son ambos pseudoconvexos, se sigue del
Problema de Levi que U y W son ambos dominios de holomorfia. Entonces una aplicaciéon
del Teorema |4.4.6| muestra que E’[}OZ C W para todo compacto L C W. Desde que V es una

] ] ook _ ~ ook
vecindad cualesquiera de KP*" en U, concluimos que K0! ¢ KP*". O
q U ) q U U

4.5. Dominios polinomialmente convexos

En esta seccion estudiaremos una clase especial de dominios en C”, el cual nos permi-

tird extender el Teorema de Runge.

Teorema 4.5.1 (Teorema de Runge I[f]). Sea K C C un compacto, entonces las siguientes

condiciones son equivalentes
(1) K es Runge.
(2) C— K es conezxo.

Teorema 4.5.2 (Teorema de Runge II[d]). Sea U C C un abierto, entonces las siguientes

condiciones son equivalentes
(1) U es Runge.
(2) U C C es un abierto simplemente conezxo.

Definicion 4.5.1. La envolvente convexa polinomialmente de un compacto K C C" se

define como

R = () {zeC: ()] < lpllx)
peP(CM)
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donde P(C"™) = Clz1,..., zy] es el espacio vectorial de los polinomios holomorfos. Un com-

pacto K C C" se dice polinomialmente convexo si
7>pol __
Ken = K.
Ejemplos:
(a) Todo compacto convexo de C" es polinomialmente convexo.

(b) Todo polidisco compacto es polinomialmente convexo. Més generalmente, todo poliedro

polinomial compacto
H={:eC:[p(z)|<1,1<j<m)
es polinomialmente convexo, donde p1,...,pm € Clz1,..., zy].

Lema 4.5.1. Sea K C C" un compacto polinomialmente convexo, y sea U una vecindad de

K. Entonces existe un poliedro polinomial compacto L tal que K C L C U.

Demostracién: Sea D un polidisco compacto conteniendo K. Si D C U entonces es suficien-
te tomar L = D. Si D ¢ U entonces para cada a € D — U existe un polinomio p € P(C™) tal
que ||p||xk <1 < |p(a)|. Desde que D —U es compacto, existen polinomios pi, ..., p, € P(C")
tal que ||pj||k < 1 paratodo j=1,...,my
m
D-Uc|J{zeC:|pi(z)| > 1}.
j=1

Por lo tanto es suficiente tomar
L={z2eD:pj(z)|<1,1<j<m}.
O

Definicion 4.5.2. Sea U C C™ un abierto. Diremos que U es polinomialmente convexo
si

KEINU=EKF'= () {z€U:p(2) < Iplx}
peH(C")

es compacto, para todo compacto K C U, y que U es fuertemente polinomialmente
convexo si
Kl cuU

para todo compacto K C U.
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Ejemplos:
(1) Todo dominio convexo en C" es polinomialmente convexo.

(2) Todo poliedro polinomial IT = {z € C" : |p;(2)| <1, 1 < j < m} es polinomialmente

convexo.
Observaciones:

(a) Si K C C™ es un compacto, entonces [A(@?f = I?féff.

(b) Si U C C" es un abierto y K C U un compacto, entonces Kol C I?{}Ol.

Teorema 4.5.3. Un abierto U de C" es polinomialmente convexo si y solamente si U es

fuertemente polinomialmente convezo.

Demostracién: Sea U C C™ un abierto polinomialmente convexo, y sea K C U un compac-

to. Supongamos por contradiccién que IA(gff ¢ U, entonces podemos escribir
KXl'=AuB

donde A = I?fé?fﬁU yB =K gjf—U . Entonces A y B son dos compactos disjuntos. Si definimos

f =0 en una vecindad de A, y f = 1 en una vecindad de B, entonces f € O(f(é?f). Por el
. Ny . . . . 1

Teorema de aproximacién de Oka-Weil existe un polinomio p € P(C") tal que [f —p| < 5 en

Kfé?f, lo cual es una contradiccién, desde que B C K{é‘ff. O

Teorema 4.5.4. Sea U C C" un abierto polinomialmente convexo. Entonces para cada f €
O(U) existe una sucesion de polinomios (pj)j>1 C P(C"), el cual converge a f uniformemente

en cada compacto de U.

Demostracién: Como U es fuertemente polinomialmente convexo, entonces U admite una
exhaustividad por compactos polinomialmente convexos, la conclusiéon del teorema se sigue

del Teorema aproximacién de Oka-Weil. O
Observaciones:
(a) Si K C C™ es un compacto, entonces cada componente conexa de Kgff intersecta a K.

: > pol 2
(b) Si K C C" es un compacto conexo, entonces K¢ es también conexo.
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Proposiciéon 4.5.1. Sea K C C" un compacto polinomialmente convexo, y sea U una vecin-

dad de K. Entonces existe un abierto polinomialmente convexo V tal que K C'V C U.

Demostracion: Sea D un polidisco conteniendo K. Si D C U entonces es suficiente tomar
V = D. Si D ¢ U entonces para cada a € D — U existe un polinomio p € P(C") tal que
Ipllxk <1 < |p(a)]. Desde que D — U es compacto, existen polinomios p1, ..., p, € P(C") tal

que ||Pj||k <1 paratodoj=1,...,my

D-Uc | J{zeC":pj(2)| > 1}.
j=1

Por lo tanto es suficiente tomar
V={zeD:lpz)l <1,1<j<m)
O

Teorema 4.5.5. Sea K C C"™ un compacto polinomialmente convexo. Entonces para cada
[ € O(K) existe una vecindad V de K, y una sucesion de polinomios (p;)j>1 tal que f € O(V)

y (pj)j>1 converge a f uniformemente en V.
Demostraciéon: Consecuencia del Teorema 4.5.4y de la Proposicién 4.5.1. ]

Teorema 4.5.6. Sea U C C" un abierto. Entonces U es polinomialmente convexo si y

solamente si U es holomorficamente convexo y Runge (esto es, P(C") es denso en (O(U), 1.)).
Demostraciéon: Consecuencia del Teorema [4.5.4] y del Teorema |4.4.6. O

Teorema 4.5.7. Si U C C" es un dominio de holomorfia y Runge, entonces

>psh __ 7>hol __ 1>pol

para todo compacto K C U.

Demostracion: Consecuencia del Teorema |4.4.6 O
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Conclusiones

= El problema de E. Levi en C" es precisamente demostrar la siguiente caracterizacion:
U C C" es un dominio de holomorfia si y solamente si U es un dominio pseudoconvexo.
Intuitivamente un dominio de holomorfia U C C" es un dominio maximal, esto es,
existe una funcién holomorfa en U el cual no puede extenderse holomoérficamente hacia

ningin punto de la frontera de U.

= Dado un dominio U C C" en general, un primer problema es determinar, si es dominio
de holomorfia, el Teorema de Cartan-Thullen nos ofrece una caracterizacién topolégica
(via funciones holomorfas), el cual es efectivo para muchos casos. Pero el problema
de E. Levi nos ofrece una caracterizacién analitica (via funciones plurisubarménicas).
Tengamos en cuenta que las funciones plurisubarménicas son mucho mas flexibles que
las funciones holomorfas, esto es, pueden adaptarse a condiciones iniciales, mientras que
las funciones holomorfas son muy rigidas. Por lo tanto es mas factible demostrar que

U C C" es un dominio pseudoconvexo.

= Uno de los problemas fundamentales en una variable compleja es el Problema de Inter-
polacion Discreta, el cual se demuestra mediante el Teorema de Weiertrass conjunta-
mente con el Teorema de Mittag-Leffler. En varias variables complejas no todo dominio
U C C" admite interpolacién. Los dominios de holomorfia caracterizan precisamente
quienes son estos dominios, esto es, solo los dominios de holomorfia admiten interpola-

cién.

= Uno de los teoremas fundamentales en una variable compleja es el Teorema de Weier-
trass conjuntamente con el Teorema de Mittag-Leffler. En varias variables complejas
sus homélogos serian el Problema Multiplicativo de Cousin y el Problema Aditivo de

Cousin[2]. Pero no en todo dominio U C C™ podemos resolver el Problema Aditivo de
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Cousin. Los dominios de holomorfia caracterizan precisamente quienes son estos domi-
nios, esto es, solo en dominios de holomorfia podemos resolver el Problema Aditivo de
Cousin. Para el caso de el Problema Multipliccativo de Cousin solo existen condiciones

suficientes.

En una variable compleja, la ecuacién 0 admite solucién en todo dominio U C C.
En varias variables complejas, solo en dominios pseudoconvexos, la ecuacién 0 admite
solucién, mas ain, si nuestro dominio es pseudoconvexo en el sentido de Levi la solucién
de la ecuacién 0 admite una representacién integral, mediante la férmula integral de

Bochner-Martinelli.

Los dominios de holomorfia admiten una caracterizacion via los grupos de cohomologia
de Dolbeaut
Hg’q = {0}.

En una variable compleja uno de los teoremas fundamentales de aproximacién poli-
nomial es el Teorema de Runge[f]. La generalizaciéon del Teorema de Runge a varias
variables complejas es el Teorema de Aproximacion de Oka-Weil en dominios de holo-

morfia.

El problema de E. Levi en C™ lo podemos generalizar a espacios de Banach[§], donde
primeramente hay que definir el concepto de holomorfia. El problema de E. Levi en
C™ también lo podemos generalizar a variedades analiticas complejas (variedades de

Stein) [I0], espacios vectoriales topolégicos localmente convexos[23].
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Apéndice

Funciones suavizantes

En esta seccion daremos la definicién y las propiedades elementales del operador convo-
lucién, una herramienta fundamental en el analisis, el cual nos permitira suavizar funciones

localmente integrables, citamos la referencia [§], para mas detalles.

Definicion 1. Sea U C R" un abierto. Definimos el soporte de una funcién f : U — C

como

supp(f) ={z € U: f(z) #0}NU

Definicién 4.5.3. Denotaremos por Z(C™) el espacio vectorial de todas las funciones f €
C>(C™) con soporte compacto. Cada f € Z(C") es llamado una funcién de prueba. Si U es

un abierto de C™ entonces denotaremos por Z(U) el espacio vectorial de todas las funciones

f € 2(C") tal que supp(f) C U.
Definicion 4.5.4. Sea ¢ : C* — R definido por
(=) el <
cexp| ——= ] |z
D(z) = 1— 2
0 izl =1

donde la constante ¢ > 0 es tal que

/ &4V = 1.
Cn

Entonces ® € C*>*(C") con supp(®) = B(0,1). Mas generalmente, para cada ¢ > 0 sea
®. € 2(C") definido por

B(2) = e 2D (2)

€
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Entonces

/ OV =1

y supp(®.) = B(0,€). Las funciones ®, seréan llamadas funciones suavizantes.

Definicion 4.5.5. Sea U C C" un abierto. Para cada € > 0 definimos el abierto
U={z€U:d(2,0U) > €}
Dado f € L'(U,loc) definimos su convolucién
fx®.:U.— C

fx®(z) = /f(w)CI)e(z —w)dw = / f(z —w)P(w)dw.
U B(0,€)

Denotaremos f. = f * ®..
Teorema 4.5.8. Sea U C C" un abierto. Si f € L*(U,loc), entonces
(a) f*xPceC®(U,).
() 0%(f x @) = f % 0*®, para todo multi-indice .
(¢) supp(f * ®.) C supp(f) + B(0,€), en particular f x ®. € D(U) si el soporte de f es un
compacto de Us,.

(d) Si feCFU), 0%(f * ®) = 0*f * ® para todo multi-indice |o| < k.

Proposicién 4.5.2. Sea U C C" un abierto y sea f € L' (U, loc), entonces f * ®. — f casi

en todo punto de U, cuando ¢ — 0.

Proposicién 4.5.3. Sea U C C" un abierto y sea f € C(U). Entonces f * ®. converge hacia

f uniformemente en partes compactas de U, cuando € — 0.

Proposicién 4.5.4. Sea U C C™ un abierto y sea f € C.(U). Entonces f*®. converge hacia

f uniformemente en U, cuando ¢ — 0.
Proposicién 4.5.5. Sea U C R™ un abierto. Si f € 2(U), entonces f * & — f en 2(U).

Proposicién 4.5.6. Sea U C C" un abierto y sea f € LP(U), con soporte compacto, p €

[1,00), entonces
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(a) || f *@cllp <||fllp, siempre que supp(f) C Use.
(b) fx®c — f en LP(U), cuando € — 0.

Corolario 4.5.1. Si U C C" es un abierto, entonces Z(U) es denso en LP(U), donde p €
[1,00).

Teoremas auxiliares

Teorema 4.5.9 (Teorema de categoria de Baire[2I]). Sea (X, d) un espacio métrico completo,

entonces

a) X es un espacio de Baire.

b) X es de sequnda categoria.

Teorema 4.5.10 (Principio de la acotacién uniforme[2I]]). Supongamos que X,Y son es-
pacios de Banach y {Ta}aca es una familia de operadores lineales acotados de X en'Y. Si

{Ta}aeA es puntualmente acotada, entonces es uniformemente acotada.

Teorema 4.5.11 (Teorema de extensiéon de Hahn-Banach[21]). Sea Y un subespacio de un

espacio normado X. Si f € Y* entonces existe F € X* tal que F‘Y =fyllFlx=|flly=-

Teorema 4.5.12 (Teorema de representacién de Riesz[21]). Sea H un espacio de Hilbert.
Para todo f € H*, existe un unico a € H tal que f(x) = (x,a) para todo x € H. La aplicacion

f— a es una isometria conjugada-lineal de H* sobre H.

Proposicién 4.5.7 (Funcion de corte[d]). Sea K C R™ un compacto, y U una vecindad de
K. Entonces existe una funcion ¢ € C3°(R™) tal que supp(p) CU,0< o<l enR"yep=1

en una vecindad de K.

Proposicién 4.5.8 (Lema de Urysohn[]]). Sea U C R™ un abierto. Sean A y B dos subcon-
Juntos cerrados disjuntos de U. Entonces existe una funcion ¢ € C*°(U,R) tal que 0 < ¢ <1

en U, p =1 en una vecindad de A en U, y o =0 en una vecindad de B en U.

Teorema 4.5.13 (Teorema de diferenciacién de Lebesgue[II]). Sea f : R™ — C localmente
integrable. Entonces, para c.t.p. x € R"™ tenemos que

1

R o .
vol(B(z, 7)) /B@,ﬂ 76) = f(@)ldy =0, 7 =0
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en particular, para c.t.p. x € R",

1

e — x r +.
G o, (O — 1) 7 0

st x € R™ satisface el limite anterior, serd llamado punto de Lebesgue de f.

Teorema 4.5.14 (Particién de la unidad[]]). Sea U C C" un abierto. Si (Uy)aca €s una
cobertura abierta de U, entonces existe una particion de la unidad (po)aca C C®(U) en U,

la cual estd subordinada a (Uy)acA-

Teorema 4.5.15 (Férmula integral de Cauchy generalizada[2]). Sea f : U € C — C una
funcion de clase C1(U). Entonces para w € A(a,r) CC U

1 1 z
f(w):,/ f<z)dz+.// 0f(z) dz N dz
210 Jon(ar) # — W 2w J Ay 02 z—w

Teorema 4.5.16 (Lema de Weyl[I]). Sea U C R™ un abierto. Si u € L'(U,loc) es una
solucién débil de la ecuacion de Laplace Au = 0, entonces (después de una correcion en un

congunto de medida cero) u € C*(U), y satisface Au =0 en el sentido cldsico.

Teorema 4.5.17 (Bolzano-Weirstrass[22]). Toda sucesién acotada en un espacio de Hilbert,

contiene una subsucesion débilmente convergente.

Teorema 4.5.18 (Semicontinuidad de la norma[22]). En un espacio de Hilbert, la norma es
débilmente semicontinua inferiormente, esto se, si x, converge débilmente a x, entonces x,
es acotada y

|lz|| < lminfl|z,].
n—oo

Teorema 4.5.19 (Convergencia débil en espacios de Hilbert[22]). Sea (H,(-,-)) un espacio
de Hilbert. Una sucesion de puntos (xn)n>1 en H converge débilmente hacia el punto x € H

(esto es, en la topologia débil) si y solamente si

(Tn,y) — (2, y)

para todo y € H.
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