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RESUMEN 

El análisis de Modelos Dinámicos Lineales involucra una secuencia de distribuciones 

a posteriori y predictivas, correspondientes a las diferentes etapas de aplicación del 

modelo. La variable macro-'económica consumo privado en el Perú es explicada por un 

Modelo Dinámico Bayesiano Lineal por componentes, donde la tendencia es modelada 

por un polinomio de segundo orden, y la estacionalidad trimestral por un modelo de for

mato libre. Este proceso de inferencia es completada por una secuencia de pronósticos 

que determina la validez de la utilización de este modelo propiamente dicho. 

ABSTRACT 

The ánalysis of Linear Dynamic Models involves a sequence ofposterior and forecast 

distribution corresponding to the subsequent stages stage of model aplication. the 

macroeconomic variable domestic consumer in the Perú is explain for a Dynamic Lin

ear Bayesian Model for component, where the trends is modeling for a second-order 

polynomial, and the quarter seasonal for a format free model. This process of inference 

is complete by forecasting sequence that determine the vality in the use of this model 

say properly. 
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· Capítulo 1

Introducción 

El caso real a tratar es desarrollar una aproximación Dinámica Bayesiana a la variable 

macro-económica consumo privado en el Perú. En nuestro país el consumo privado es 

el 70% del PBI. Lo que nos indica una importante dependencia del mercado local, de 

ahí la importancia del consumo en la economía. Nuestro consumo privado depende del 

consumo privado de las potencias mundiales, viendo las expectativas en EE.UU. defini-

tivamente nos va ha afectar aunque menos que a otros países donde las exportaciones 

son más importantes. Por ejemplo la ca.ida de precios en las materias primas nos va 

afectar y eventualmente en todo lo que es productos finales ( textiles por ejemplo). El 

mayor impacto sobre el consumo privado se da por la propia situación local. Actual

mente no se da medidas retroactivadoras en el empleo que pueda mejorar el consumo 

privado. Muestra de ello son las recientes iniciativas en materia laboral. La reactivación 

del empleo pasa por un incremento en la inversión que, en un mundo globalizado, es 

algo por lo que se compite. En ese sentido, el énfasis del Gobierno debería estar puesto 

en volver al Perú en un lugar muy atractivo para la inversión. 

El modelamiento estadístico de series de tiempo, inferencia y pronóstico, está basa

do en procesos Dinámicos. En este contexto el término Dinámico se refiere a los 
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cambios que se producen debido al paso del tiempo. Predicción Bayesiana y mode

l�ento Dinámico tiene una historia que puede remontarse hacia fines de los años 50, 

con aplicaciones en monitoreo y pronóstico en el área comercial. A la par, desarrollos 

.técnic�ente similares, surgieron en las áreas de ingeniería de sistemas e ingeniería de

control, con un enfoque centrado en la estimación adaptativa y teoría de filtros para 

control automático. 

En las últimas tres décadas, el desarrollo y aplicaciones en el ámbito de los Mode

los Dinámicos ha crecido de manera considerable y de forma vertiginosa. Así, para 

t�ner una idea de las diferentes áreas de aplicación de los Modelos Dinámicos, éstas 

abarcan campos tan tradicionales como el pronóstico de series comerciales e industria

les, incluyendo pronóstico de ventas y de demanda (por ejemplo Green e Harrison [9]; 

Johnston e Harrison [11]; Queen y Smith [14]; West y Harrison [21]), demanda de 

consumo de energía, Investigación de mercados y publicidad (Migon y Harrison [13]), 

gerenciamiento de stocks/inventarios (Harrison [10]), entre otros. Esto es complemen

tado con aplicaciones en econometría y macroeconomía con énfasis en el modelamiento 

en finanzas, cambios estruturales, agregación (por ejemplo Quintana y West [15], [16]; 

Quintana [17]), en bioestadística y economía (Gamerman y West [6]; Gamerman [7]; 

West [18]), análisis espectral (Kleiner et al [12]; West [19]). 

La clase de Modelos Dinámicos más conocida y usada es la de los Modelos Lineales 

Dinámicos (MLD), en los cuales el supuesto de Normalidad en los datos está sobre 

entendida, y es precisamente en esta clase de modelos que el trabajo de tesis tratará, 

conjuntamente con un estudio de caso real. 

Un punto de vista de modelamiento científico es que un modelo es ''una descripción 

simplificada de un sistema, que permite hacer cálculos y pronósticos". Más claramente, 

un modelo es un esquema de descripción y explicación que organiza información y ex

periencias proporcionando un medio de análisis y pronóstico. Una de las razones para 
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modelar, es preveér un proceso de análisis eficiente, el cual mejorará y permitirá tomar 

decisiones oportunas. De igual manera, toda la operación de alguna organización se 

puede ver como la comprensión de a�guna secuencia de decisiones basadas sobre un 

flujo contínuo de información en el tiempo. Consecuentemente, hay una acumulación 

de conocimientos los cuales ·en principio, conducirían a mejorar la comprensión y la 

toma de decisiones. 

En tal sentido, la estructuración de los problemas de pronóstico y modela.miento 

Dinámico Bayesiano se fundamenta en: 

• Definición de un modelo secuencial;

• Estructuración mediante el uso de modelos para.métricos;

• Representación probabilística de la información acerca de los parámetros;

• Las inferencias y pronósticos son obtenidos a partir de las distribuciones posteriori

y predictiva, respectivamente.

En el contexto de series de tiempo el uso de modelos secuenciales y estructurados 

son naturales. A cada momento, toda la información relevante para prever el futuro es 

recepcionada y puede ser usada en la revisión y crítica del modelo. Supongamos que 

en tiempo t = O, D0 representa toda la información relevante y disponible, la cual será 

usada por el modelador para hacer los pronósticos iniciales. Similarmente, se supone 

que para cualquier t > O, la información disponible y relevante es denotada. por Dt. 

Cualquier afirmación sobre el futuro estará condicionada a esta información Dt. Una 

vez que Yt fue observado en el tiempo t, Dt contiene la información anterior Dt-1 e Yt

Si esta es toda la información relevante, se tendrá que Dt = {Yt, Dt-1}-

El enfoque secuencial se centra en el uso de modelos probabilísticos para el desarrollo 

de las series en el futuro, condicional a la información existente. Esto quiere decir, que 
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si nuestro interés principal es Yt, las inferencias serán hechas basadas en la información 

· co�tenida en Dt-1, y toda la informaciQn-relevante acerca de 8t, a través de un modelo

paramétrico definido por:

p(Yt 1 8t, Dt-1), (1.1) 

donde, 8t es el vector de parámetros en el tiempo t. Entonces, condicionado a es

tos argumentos esta notación reconoce explícitamente la dependencia de Yt al modelo 

paramétrico y la información pasada. 

P_a,ra ilustrar la,s ideas sobre la importancia de los Modelos Lineales Dinámicos, con

sideraremos dos ejemplos simples. 

Ejemplo 1.1.-Un prototipo de 'modelo estadístico en el que las observaciones son 

independientes y identicamente distribuidas Normalmente, (Yt 1 µ) f'J N[µ, V], (t =

1, 2, ..• , ), y en el que la media varía en el tiempo (y algunas veces la varianza) 

para este modelo son consideraciones naturales y características típicamente inevita

bles cuando las observaciones son hechas en un proceso o sistema determinado. La 

variación en el tiempo puede ser lenta y gradual, reflejando contínuos cambios en 

las condiciones del medio ambiente, y más abruptamente debido a los cambios del 

mercado. Por ejemplo, se puede asumir un modelo Normal como una representación 

conveniente para el tratamiento de la variación aleatoria en una demanda del consumo 

"estable�'para un determinado producto, en donde el nivel de la demanda raramente 

permanecerá absolutamente constante sobre el tiempo. Subcribiendo µ por t, se tiene 

que (Y t 1 �) f',j N[�, V], o también: 

Yt = �+vt,

donde� representa el nivel de la serie en el tiempo t, y Vt f'J N[O, V], error observa

cional o ruid.9. Una de los formas más simples de modelar µt, será usar el "camino 

aleatorio". En tal caso, la evolución del nivel� está representado por µt = �-1 + Wt, 
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donde, Wt representa el error o ruido asociado al nivel µt.· Por ejemplo MLD estandar 

asume Wt ,V N[O, W] para una alguna varianza W. Se podrá suponer que los niveles 

subyacentes son constantes localmente, pero cambios esperados pueden ser significativa 

�obre l�gos periodos de tiempo. Las suposiciones media-cero e independencia para las 

series de Wt son consistentes con lo observado en periodos largos de tiempo. 

Con referencia a la discución anterior, si las varianzas V y W son asumidas conoci

das, entone� el modelo del parámetro Bt representa solo el nivel �- De otro lado Bt

puede tener varianzas inciertas para uno o el otro, o ambos Vt y Wt- Cuando las va

rianzas son conocidas, sus valores están incluidas en D0 • Entonces, con Bt = µi \/ t,

p(Yt I Bt, Dt-1) = p(Yt 1 µt, Do) es la densidad Normal de (Yt 1 µi, Do) ,V N(JLt, V].

La información pasada hasta el tiempo t - 1 conduce a la distribución Bt = � dado

Dt-1·

Ejemplo 1.2.-Regresión está orientado con la construcción de relaciones entre dos se

ries de tiempo representadas por las observaciones Xt, (t = 1, 2, ... , ), y observaciones

contemporáneas Y t· En los modelos de regresión a menudo se piensa que el cambio en

la media µt de Y t, puede ser explicado por X t, y posibles valores pasados X s para

s < t. Comunmente nos referimos a Y t como la respuesta o la serie de variable depen

diente, y a X t como el regresor o serie de variable independiente. Entonces, µt es la 

respuesta media relativa a la variable regresora. Luego, la función de respuesta media 

estaría dado por µi = µi(Xt, Xt-i, ... ) definiendo así la regresión. Por ejemplo, un 

Modelo Lineal Simple con un efecto de X t en la media es µt = o + fJX t, donde los 

parámetros o y fJ toman valores adecuados. Modelos de esta clase encuentran un am

plio uso en predicción, interpolación y estimación. Para algunos propósitos, el modelo 

lineal simple puede ser satisfactorio localmente, pero son inadecuados para describir 

la relación global como el tiempo y como cambios de Xt. Una manera de flexibilizar 

el modelo puede ser, permitir la simple posibilidad de que los coeficientes varíen en el 
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tiempo, 

pe estC\' modo aunque la forma del modelo de regresión es lineal en X t para todo t, 

el modelo anterior puede tener diferentes parámetros definidos en diferentes tiempos. 

La distinción entre una forma de modelo local apropiado y el Modelo Dinámico an

terior es crítica. Frecuentemente los valores de la variable independiente X t cambia 

de manera suave en el tiempo y un modelo apropiado fue descrita anteriormente por 

/1,f' = Ot + f3tX t, en donde los parámetros varian ligeramente desde un punto del tiempo 

hasta el siguiente. Estos pueden ser modelados usando caminos aleatorios definiendo 

parámetros, como: 

f3t - f3t-1 + óf3t, 

donde Óat y óf3t son los errores con media-cero. Estas ecuaciones de evolución expresan 

el concepto de constancia local en los parámetros, sujeto a la variación controlada y 

modelada mediante la distribución de la evolución de los términos de error Óat y ófJt
Pequeños grados de variación a.qui implica una función de regresión lineal estable sobre 

el tiempo, valores grandes modela mayor volatilidad y sugiere precaución a la hora de 

explorar o a la hora de hacer pronósticos para horizontes de tiempo demasiado lejos. 

El presente trabajo está organizado de la siguiente forma, en el Capítulo 2 se hace 

una revisión de los principales aspectos de la Estadística Bayesiana. en el Capítulo 

3 se presenta la Teoría de los Modelos Dinámicos Bayesianos Lineales sobre la cual 

versará la presente tesis. En el Capítulo 4 detallaremos una aplicación de los Modelos 

Dinámicos Bayesianos Lineales para la variable macroeconómica Consumo Privado.

En el Capítulo 5, finaliza con conclusiones y sugerencias sobre este trabajo de tesis. 
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·capítulo 2

Inferencia Estadística Bayesiana 

La Inferencia Estadística Bayesiana es una propuesta de Inferencia que se basa en el 

. Teorema de Bayes [1]. Para mayor información acerca de la Estadística Bayesiana 

ver Bernardo y Smith [4], Box-Tiao [5], etc. El objetivo fundamental de todo análisis 

estadístico es hacer inferencia estadística, datos son coleccionados y necesitamos hacer 

inferencias sobre uno o más factores desconocidos relacionados al sistema generador de 

estos datos. En las próximas secciones anunciaremos brevemente los principales puntos 

de esta teoría. 

Aunque la Teoría frecuentista produce resultados simples en casos en donde su

posiciones especiales, tales como Normalidad e independencia son hechas, en otros 

casos las-soluciones no son satisfactorias, particularmente cuando ninguna estadística

suficiente existe. Aunque sea verdad que estas suposiciones especiales involucren 

un número de situaciones de interés científico, es ideal pretender que un conjunto de 

problemas estadísticos cuya solución fué colocada como necesaria por el investigador 

coincida con el conjunto de problemas sujetos a un tratamiento padrón. La metodología 

Bayesiana dá mayor énfasis al interés científico que conveniencia matemática. 

Una distribución a priori, que representa toda la información sobre los parámetros 
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desconocidos antes que los datos sean disponibles, asume un papel esencial en la aproxi

mación Bayesiana. Tal distribución puede ·ser usada para representar el conocimiento a 

priori o ignorancia ''relativa". En proQlemas de inferencia estadísta deberíamos, llevar 

a cabo un análisis como si un estado de ignorancia relativa existiese a priori, siempre 

que fuera posible. El temor por parte de algunos estadísticos acerca del uso de dis

tribuciones a priori está asociado con el temor que la distribución a priori domine y 

distorcione la información dada por los datos a través de la verosimilitud. 

Una ventaja del paradigma Bayesiano es que él puede ser usado para explorar las 

consecuencias de cualquier tipo de modelo probabilístico, sin restricción para aquellos 

que tiene formas matemáticas especiales o convenientes 

2.1 Naturaleza de la Inferencia Bayesiana 

2.1.1 Teorema de Bayes 

Suponga que y = (y1, ... , Yn) es un vector de n observaciones cuya función de densidad 

de probabilidades f.d.p p(yl8) depende del vector de parámetros 0' = (01, . . .  , 0k)- A 

priori, 0 tiene una f.p.d p(0). Entonces, la f.d.p de 0 e y es: 

p(y, 0) = p(yl0)p(0) = p(0ly)p(y), 

dado los datos observados y, la f.d. p de 0 es dada por: 

(0ly) = 

p(yl0)p(0)
p 

p(y) 

Note que la f.d.p marginal de los datos es: 

{J p(yl0)p(0)d0;
p(y) = E [p(yl0)] = c-1 

=

¿p(yl0)p(0); 
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donde la utilización de los operadores suma o integral dependerá de las caraterísticas 
del. dominio de 0, y E [f ( 0)] es el operador esperanza matemática de f ( 0) con respecto 
a p(0). Así (2.2) puede ser escrita com9: 

p(0ly) 
= e p(yl0)p(0). (2.4) 

El enunciado (2.2), o equivalentemente (2.4), es comumente conocido como el Teore

ma de Bayes. En esta expressión, p( 0) representa toda la información acerca de 0 sin 
conocimento de los datos, y es llamada la distribución a priori de 0. Una vez conocidos 
los datos p(0ly), representa la distribución actualizada de 0 y será llamada distribución 
a posteriori de 0 dado y. La cantidad e es una constante de normalización necesaria 
para garantizar que la integral (o suma) de p(0ly) sea igual a l. 

Teorema de Bayes y la Función de Verosimilitud 

Dada la información y, p(yl0) en (2.4) puede ser vista como una función únicamente 
de 0, y no de y. Vista de esta forma, ella es llamada de función de verosimilitud de 
0 dada la información y, y puede ser escrita como l(0ly). Luego es posible escribir el 
Teorema de Bayes como: 

p(0ly) - e l(0ly)p(0) 
p(0ly) oc l(0ly)p(0) (2.5) 

O sea, el Teorema de Bayes dice que la f.d. p de 0 dado y, es proporcional al producto 
de la f.d.p. a priori de 0 y de la verosimilitud de 0 dado y. Es decir, 

distribución a posteriori oc verosimilitud x distribución a priori. 
La función de verosimilitud l(0ly) destaca en el Teorema de Bayes. A través de 

ella los datos y modifican el conocimiento a priori de 0. Así, ella representa toda la 
9 



información actualizada cerca de (J. 

Naturaleza secuencial del Teorem� de Bayes 

La ecuación (2.5) nos dá una formulación matemática de como la información an

terior puede ser combinada con nuevas informaciones. El Teorema de Bayes permite 

una actualización contínua de información acerca de (J a medida que nuevas informa

ciones aparezcan. Para ilustrar la idea anterior, suponga que se tiene inicialmente yi, 

por el Teorema de Bayes se tiene que: 

p(fJIY1) ex p(9)l(9IY1), (2.6) 

a continuación, suponga ahora que observamos y2 obtenido independientemente de y1

entonces: 

p(9lyi, Y2) ex p(9)l(9ly1)l(fJIY2) 

ex p(9lyi)l(9IY2) (2.7) 

la expresión (2.7) tiene la misma forma que (2.6), en donde p(fJIY1) asume el papel 

de la distribución a priori en la obtención de p(Blyi, Y2) a través del Teorema de 

Bayes. Obviamente este proceso puede ser repetido muchas veces. Para extender estas 

ideas, imagine que tenemos n observaciones independientes, la distribución a posteriori 

puede ser re-calculada después de cada nueva observación, así en el m-ésimo estado 

la verosimilitud asociada a la m-ésima observación es combinada con la distribución 

posteriori de (J dado m-1 observaciones, para obtener la nueva distribución a posteriori: 

donde: 

p(fJlyi, · · · , Ym) ex p(fJIY1, · · · , Ym-1)l(fJIYm) 

p(BIY1) ex p(8)l(BIY1) 
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Estimación Puntual 

Un problema de estimación puntual �ayesiana puede ser colocada como un probl� 
ma de decisión, ver detalles en Berger [3]. 
Definici6n 2.1. La pérdida esperada a posteriori de una acción a, cuando la f.d.p 
posteriori es p( 8 1 x), es dado por: 

p(p(8 1 x), a) = L L(8, a)p(8 I x)dx 

-con L(8, a), función de pérdida al asumir la acción a cuando la naturaleza selecciona
8. (8e0 : espacio disponible de estados de la naturaleza). La acción de Bayes a es
cualquier aeA (espacio de acciones disponibles), tal que minimize p(p(8 I x), a).
En estimación Bayesiana de un parámetro de valor real 8, la función de pérdida usada
es L(8, a) = (8 - a)2

• La pérdida esperada a posteriori es entonces: 

fe (8 - a)2p(8 1 x)d8, 

el valor de a el cual minimiza la anterior expresión es hallado, expandiendo la expresión 
cuadrática y diferenciando con respecto a a, e igualando a cero. El resultado es: 

O - ¿ [L 82p(8 1 x)d8 - 2a L 8p(8 1 x)dfJ + a2 L p(8 1 x)]d8, 
- O - -2E11<81x)(8) + 2a.

Lema.- Sea L(8, a)= (8 - a)2
, la acción de Bayes a11 es dado por 

el cual es la media a posteriori de 8 dado x. 
A veces a" = 6 ( x), dado que esta acción depende del valor observado x. 
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Estimación por intervalos 

Definición 2.2. C es un intervalo �e confianza Bayesiano o una región de credi

?ilidad,de 100(1-a)% para, (J si pr(8cC) > 1-a. En este caso, 1-a es llamado �ivel
de confianza o credibilidad. 
La probabilidad usada en el enunciado de la definición 2.2, es calculado usando la dis
tribución actualizada de ·8. 
Ejemplo Sea X= (X1, ... ,Xn) una muestra con Xi rv N(8,a2) con a2 

< oo conoci
.. do. Entonces la a priori no informativa para 8 será p( 8) ex cte, y la verosimilitud está 

dado por: 

n 
l(8; x) ex {- 2ª2 

(8 - x)},

se sabe que p(8 1 x) ex l(8; �)p(8) ex l(8; x) por lo tanto (8 1 x) rv N(x,:) o equivalen
tem�te (v'n(�-� 1 x) rv N(0, 1). A partir de aqui se podrá construir varios intervalos 
de confianza 100(1 - a)% para 8. Definiendo <J,(x) = P(X < x) si X rv N(0, 1), en
tonces Zc es tal que q,(zc) = 1 - e, O< e< 1 y los intervalos pueden ser construidos a 
partir de: 
usando la simetría de la distribución Normal, se tiene 

y la probabilidad del intervalo que se quiere construir está dado por 

donde 'Y+ f3 = a. Luego, el intervalo de confianza Bayesiano de 100(1 - a)% será de
la forma

< ...fii,(8-x) < 
-Zp _ _ Z,y , a 
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el cual se puede expresar 

.entonc�s 

C = [ X - �ZIJ, X+ Z,y �] , 

es un intervalo de confianza Bayesiano 100(1 - a)% para 8. Observe que la longitud 

de·c es [(z
'Y 

+ zp).u I vn]. Permanece la cuestión de como minimizar esta longitud. 

.,,,;.� --, 
¡-�' 

..... ,.1 
N(O.l) .,_ .... .. ... 

, ' 
.,. .. 

,. ' � � .. .. 

/ '\ , ' ., .... 
, ' ... "" 

�f � :�� 
/· 1 1 , 

,.., .. - D : A A. ; e'"',.,
,..,, 1 1 

-,,_ 
� _...,

_. 
h : a a i h ..... --:- -... 

-z -z
a Y 

2 

o 
Z
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Figura 2.1: Densidad de la distribución Normal estandarizada 

Considere por un momento que Z
,y 

< ZJ < zp y defina a = zi -Z,y > O, b = zp -z1 > O,

A y B como las áreas comprendidas entre Z
,y 

y ZJ y entre Zf y ZfJ respectivamente. La 

longitud del intervalo C es  (2z1 + b- a] siempre que A= B. Se puede ver en la figura

que la densidad sobre el primer intervalo es extrictamente mayor que sobre el segundo 

intervalo, se tiene que b > a. Luego, un intervalo de confianza obtenido con extremos 

simétricos -zg y zg es el de menor longitud. 
2 2 

Definición 2.3.- Un intervalo de confianza Bayesiano 100(1-a)% de máxima densidad 

a posteriori (MDP) para 8 es el intervalo de confianza Bayesiano 100(1 - a)% de 

forma que C . {8e0 : p(8 1 x) > k(a)} donde k(a) es la mayor constante tal que 

P(BeC I x) > 1 - a. 
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Capítulo 3 

El Modelo Lineal Dinániico 

Univariado 

3.1 Introducción 

En este capítulo se presentan la clase general de los Modelos Normales Lineales Dinámi

cos y sus principales características, referidos de a.qui en adelante como los Modelos 

Lineales Dinámicos (MLD) donde la normalidad está sobre entendida. Esta clase de 

modelos es discutida y analizada basados en la propuesta de West y Harrison, [21]. 

3.2 Definiciones y Notación 

Se definirá el MLD general para un vector de observaciones Y t· Sin embargo, toda 

la discusión que se presentará a continuación y en lo que sigue del presente trabajo, 

estará referido estrictamente al caso particular en que Y t es escalar para todo t. Aquí, 

Yt es un vector (r x 1) de observaciones de una serie de tiempo Yi, Y2, .... 
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Definici6n 3 .1. El Modelo Lineal Normal Dinámico general está caracterizado 

por la cuádrupla: 

para cada tiempo t, donde: 

(a) Ft es una matriz conocida (n x r); 

(b) Gt es una matriz conocida ( n x n);

( c) V t es una matriz de varianza conocida ( r x r);

(d) Wt es una matriz de varianza conocida (n x n); 

esta cuádrupla define el modelo relacionando Y t al vector de parámetros Bt, de dimen

sión ( n x 1), en el tiempo t y la secuencia Bt a través del tiempo, vía la especificación 

secuencial de las distribuciones: 

(Yt I Bt) rv N(F�Bt, Vt), 

(8t I Bt-1) rv N(Gt I Bt-1, Wt), 

(3.1) 

(3.2) 

estas ecuaciones están implícitamente condicionadas a Dt-i, la información disponible 

al tiempo t - 1. Esto incluye, en particular los valores de las varianzas V t y W t y 

las observaciones anteriores Yt-l ,Yt-2, .• . así como la información inicial Do . Una 

representación alternativa para las ecuaciones anteriores está dado por: 

Vt rv N(O, Vt) 

Wt rv N(O, Wt) 

(3.3) 

(3.4) 

donde la secuencia de errores Vt y Wt son independientes y mutuamente independientes. 

La ecuación (3.3) es denominada ecuación observacional para el modelo, la misma 
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que define la distribución muestral de Y t condicional al vector de parámetros Bt. Se
asume que dado este vector 8t, Y t es condicionalmente independiente de los valores
pasados de la serie. F t juega el rol de la matriz de regresión con valores conocidos y Bt

�s el v�tor de parámetros de regresión considerado dinámico y al que se hará referencia
como el vector de estados o vector del sistema. La función de respuesta media
en t es  µ,

t = F�Bt, simplemente el valor esperado de Yi en (3.3), la �ual define el nivel
de_ la serie en el instante t. Vt es el error observacional en el tiempo t. La ecuación
(3.4) es la ecuación del sistema o ecuación de evolución, la misma que define la
evolución en el tiempo del vector de estado Bt. Gt es la matriz de evolución y Wt es
el error de evolución con varianza conocida W t·
Definici6n 3.2. Para cada t ,  el MLD univariado general está definido por:

Vt l"V N(O, Yt)
Wt l"V N(O, w t)

(3.5) 

(3.6) 

La información inicial supone que (Bo I Do) /"V N(mo, Co), donde mo y Co son valores
/ : conocidos. La sucesión de errores Vt y Wt son asumidas independientes y mutuamente
1 . 

independientes entre sí, e independientes de (Bo I Do)-

3.3 Ecuaciones de Evolución: El MLD univariado 

Considérese el MLD univariado cerrado a infomación externa en el tiempo t > 1.
De este modo, dada la información inicial. D0 en t = O, la información disponible en
cualquier tiempo t es simplemente:

donde Yt es el valor observado de la serie en el tiempo t; se supone que Do contiene la
información necesaria para definir completamente la cuádrupla { F, G, V, W}t
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Teorema 9.1. En el MLD univariado de la definición 3.2 las distribuciones para 

cualquier t > 1 están dadas por: 

(a) Posteriori en t - 1 :

(b) Priori en t :

( c) Pronóstico un paso al frente :

(d) Posteriori en t :

donde: 

mt = at + At(Yt - ft), At = RtFiQ¡ 1, Ct = Rt - AtA�Qt, at - Gtmt-1, Rt -

GtCt-1 G� + Wt, ft = Ffat y Qt = Ff RtFt + ½

Demostraci6n. 

La prueba se hará utilizando el método de inducción. Para ello se supone que (a) es 

cierto en t - 1, luego E(9t-i I Dt-1) =mt-1 y V(Bt-1 1 Dt-1) = Ct-1 - La prueba 

de (b) se obtiene del hecho que (9t I Dt-1) es la suma de dos variables aleatorias 

independientes Normales; por lo tanto, su distribución será Normal con media at y 

matriz de varianza: y covarianza Rt- Las formas funcionales de Bt y Rt se obtienen a 

partir de: 

E(9t I Dt-1) - E((Gt8t-1 + Wt) 1 Dt-1), 

- GtE(Bt-1 1 Dt-1) + E(wt I Dt-1),

- at,

17 
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la expresión para Var(8t I Dt-i) está dado por: 

Var(8t 1 ·nt-1) - Var((Gt8t-1 + Wt) 1 Dt-1),

Var(Gt8t-1 1 Dt-1) + Var(wt I Dt-1), 

- GtVar(Bt-1 1 Dt-1)G� + Wt,

- Rt, (3.8) 

para probar la parte (c), se partirá de (3.5). Dada la información en el instante Dt-l 

se tiene que (Yt I Dt-i) es la combinación lineal de dos variables aleatorias Normales 

independientes. Así, su distribución será tambien Normal, esto es (Yt I Dt-1) rv 

N(ft, Qt)- Las expresiones de ft y Qt son dados por: 

E(Yt I Dt-1) - E((F:8t + Vt) 1 Dt_i), 

- F:E(8t I Dt-1) + E(vt I Dt-1),

- ft,

la expresión para Var(Yt I Dt_i) está dado por: 

Var(Yt I Dt-1) - Var((F:8t + Vt) 1 Dt-1),

- F:Var(8t I Dt-1)F: + Var(vt I Dt-1),

(3.9) 

(3.10) 

Para demostrar ( d) se usará el hecho que la distribución condicional de Y t y (Ji dado 
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Dt-1 se distribuye Normalmente. Luego se tiene que: 

Cov[Yt, Bt I Dt-1] - Cov[F:8t + Vt, Bt I Dt-d, 

- F;Var[Bt I Dt-1] + Cov[vt, Bt I Dt-1],

- FfR,;,

donde At = RtFtQ;\ luego se usarán los resultados (b) y(c) del teorema 3.1, se tiene 

que: 

Se utilizará las propiedades de la distribución Normal Multivaxiada (ver apéndice Al) 

se tiene que: 

donde: 

mt - at + At(Yt - ft), 

Ct - Rt - At�Qt. 

3.4 Distribuciones Predictivas 

Definición 9.3. Para cualquier tiempo t, la función predictiva ft(k) está definida 

para todo entero k > O como: 
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donde: 

es la función de respuesta media. 

· Para k > O, la función predictiva proporciona el valor esperado de las observaciones

futuras Y t+k, dado Dt. Es decir:

ft(k) = E[Yt+k I Dt], (k > 1), 

Para completar, la definición está dada en términos del valor esperado de la función de 

respuesta media i't+k en vez de Y t+k = µt+k + vt+k · Al hacer esto la definición incluye 

el caso k = O, dando ft(O) = E[µt I Dt]-

Teorema 3.8. Para cada tiempo t y k > 1, la distribución de k-pasos al frente para 

8t+k y Y t+k dado Dt está dado por : 

(a) Distribución de estados:

(b) Distribución predictiva:

con momentos definidos recursivamente por: 

y 

donde: 

20 



y 

con valores iniciales ai(O) = mt, y Rt(O) = Ct. 

Demostración. 

Para todo t y entero r < t, se define las matrices de dimensión n x n Ht(r) =

GtGt-1 ... Gt-r+i, con Ht(O) = J. De la aplicación repetitiva de la ecuación de evolución 

de estado se puede expresar a 8t+k como: 

8t+k = Ht+k(k)8t + L Ht+k(k - r)wt+r· 
r=l 

Se verificará la anterior ecuación utilizando el método de inducción, luego para k = 1 

se tiene que: 

se supone que se cumple para k = s - 1, entonces: 
s-1

8t+s-l = Ht+s-i(s - 1)8t + LHt+s-i(s - 1- r)wt+r· 
r=l 

Se tiene que verificar que se cumple para k = s, es decir que: 

8t+s = Ht+s(s)8t + LHt+s(s - r)Wt+r· 
r=l 

Se utilizará el hecho que se puede expresar las siguientes igualdades 

. y 
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luego. se tiene que: 

s-1

Bt+s-1 - Ht+s-1(s - 1)8t + L Ht+s-1(s - 1 - r)wt+r,
r=l 

s-1

Gt+�Bt+s-1 + Wt+s - Gt+sHt+s-1(s -1)8t + L Gt+sHt+s-1(s - 1 - r)wt+r
r=l 

8 

8t+s = Ht+s(s)Bt + L Ht+s(s - r)wt+r·
r=l 

Con lo cual quedaría verificado. De este modo, por linealidad e independencia de suma 

de variables aleatorias Normales se puede expresar que: 

(8t+k I Dt) rv N[at(k), Rt(k)], 

Se tiene que demostrar que: 

y 

Se sabe que: 

k 

8t+k - Ht+k(k)Bt + L Ht+k(k - r)wt+r
r=l 

k 

- Gt+kGt+k-1 ... Gt+l8t + L Ht+k(k - r)wt+r·
r=l 

Se sabe por el Teorema 3.1.d que: 
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además E[wt] = O, luego por independencia E[wt+r I Dt] = O entonces:

k 

E[Bt+k I Dt] - Gt+icGt+k-1 ... Gt+2Gt+1E[Bt I Dt] + L Ht+k(k -r)E[wt+r I Dt], 

- Gt+kGt+k-1 · .. Gt+2Gt+10t(0),

- Gt+kGt+k-1 ... Gt+2at(l),

- Gt+kllt(k -1).

Con lo que quedaría demostrado (3.11). 

Se utilizará nuevamente el Teorema 3.1.d 

Var[Bt I Dt] = Ct, 

r=l 

Por independencia afirmamos que V ar[wt+r I Dt] = Wt+r entonces, también se puede

expresar a Var[Bt+k I Dt] como:

Var[Bt+k I Dt] = Ht+k(k)Var[Bt I Dt]H;+k(k) 
k 

+ LHt+k(k -r)Var[wt+r I Dt]H;+k(k -r),
r=l 

Rt(k) - Ht+k(k)CtH;+k(k) 
k 

+ ¿Ht+k(k -r)Wt+rH;+k(k - r),
r=l 

- Gt+kHt+k-1(k -l)CtH;+k-i(k -l)G�+k + Wt+k
k-1

+Gt+k[LHt+k-1(k -1-r)Wt+rH;+k-i(k -1- r)]G�+k'
r=l 

- Gt+k[Ht+k-1(k - l)CtH;+k-i(k -1)
k-1

+ LHt+k-i(k-1-r)Wt+rH:+k-l(k-1-r)]G�+k + wt+k,
r=l 

- Gt+kRt(k -l)G�+k + Wt+k·

Para la parte (b) al tiempo t + k, se tiene que: 
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por lQ demostrado en la parte (a) del presente Teorema, se tiene que: 

entoncee: 

E[8t+k I Dt] = ai(k) 

E[Yt+k I Dt] - F:+kE[8t+k I Dt) + E[vt+k I Dt], 

- F:+kat(k),

- Ít(k).

También, se sabe que: 

entonces: 

Var[Yt+k I Dt] - Var[F:+k8t+k I Dt] + Var[vt+k I Dt],

- F:+k V ar[0t+k I Dt]Pt+k + Vi+k,

- F:+kRt(k)Ft+k + Vi+k,

Colorario 3.1.- Para cualquier entero j y k con 1 < j < k, 

luego 

donde, Ct(k, j) puede también ser definido recursivamente vía: 

(r = j + 1, ... , k), 
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con valor inicial: 

Ct(j,j) = Rt(j), V t, 

Demostración: 

Para r = j + 1, ... , k se tiene'que: 

Ct(r,j) - Cov[Bt+r, 8t+j I Dt], 

- Cov[(Gt+r8t+r-1 + Wt+r, 8t+j) 1 Dt],

- Gt+rC[Bt+r-1, 8t+j I Dt] + Cov[wt+r, 8t+j I Dt],

- Gt+rCt(r - 1,j).

Se sabe que lit es el error de observación en el tiempo t, simplemente una perturbación 

aleatoria independiente de Bt, luego: 

Cov[8t+k, Zlt+j I Dt] = O,

por otra parte, 

Cov[Yi+k, Yi+j I Dt) - Cov[(F:+k8t+k + vt+k, F:+k8t+j + Wt+j) 1 Dt], 

- Cov[F:+k8t+k, Ff+j8t+j I Dt] + Cov[vt+k, F:+j8t+j I Dt]

+Cov[F:+k8t+k, llt+j I Dt] + Cov[vt+k, llt+j I Dt],

- Ff+kCov[8t+k, 8t+k I Dt]Ft+j + Ff+jCov[vt+k, 8t+j I Dt]

+F:+kCov[8t+k, vt+j I Dt] + Cov[vt+k, vt+j I Dt],

- F:+kCov[8t+k, Bt+j I Dt].Fi+j,

- Ff+kCt(k, j)Ft+j·

Con lo que quedaría verificado el corolario 3.1. 

Corolario 3.2.- En el caso especial que la matriz de evolución Gt sea constante, 

Gt = G para todo t, entonces para k > O, 
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además: 

D.emostración: 

Se sabe del Teorema 3.2, que: 

luego: 

- GG ... Gmt,

- G1cffit.

Por la definición (3.3) se tiene que: 

del Teorema 3.2 E[8t+1c I Dt] = at(k) entonces: 

Adicionalmente, se Ft = F para todo t, entonces la función predictiva tiene la forma: 

3.5 Varianza Observacional 

Hasta ahora se ha asumido la cuádrupla del MLD univariado conocido para todo 

tiempo t. Las matrices de regresión y evolución están definidas por el modelador en 

concordancia con el modelo designado. La matriz de varianza-covarianza de evolución 
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es también escogida por el modelador. El elemento final de la cuádrupla, la varianza ob

serva.cional Vi, está también, completaménte sujeto a incertidumbre. Acorde, con esto, 

se presentará el procedimiento Bayesiano para varianzas observacionales desconocidas. 

Luego se tratará el caso especial en el cual la varianza es constante pero desconocida 

Vi = V. Sin embargo para facilitar la identificación de las posterioris se trabajará en 

términos del parámetro de precisión <p = v-1
. El análisis aquí esta basado en las fa

milias conjugadas. El hecho clave del análisis es que todas las varianzas-covarianza en 

la definición y análisis del modelo en cada tiempo es escalada por V. 

Definici6n a.4. Para cada t, el modelo está definido por: 

Ecuación de observación: 

Yt = Ff8t + lit, lit rv N[O, V]. 

Ecuación de sistema: 

Con información inicial: 

donde <p . v-1

(80 1 Do, </J) rv N[mo, VCo*] 

(</J I Do) rv G[no/2, do/2], 

(3.15) 

(3.16) 

Aqui las cantidades iniciales m0, C0, n0 y d0 deben ser especificadas, así como las ma

trices Wt. Note que todas las varianzas y covarianzas en el modelo tienen a V como un 

multiplicador, o factor de escala, proporcionando un modelo a escala-libre en términos 

de varianzas de escala-libre dadas por C0 y el Wt. Para V conocido el modelo coincide 

con la definición 3.2 pues V es absorvido en estas matrices. 

La suposición usual de independencia se cumple, ahora condicionada a V ó <p. La priori 

para <p tiene media dado por, 
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E[</> 1 Dt-1]=n0/d0=1/S0 , donde S0 es la estimativa puntual a priori para la varianza 

observacional V. 

�eoren:ia 3.3. Con el modelo especificado en la definición 3.4, resultan las siguientes 

distribuciones obtenidas en cada tiempo t > l. 

(a) Condicional a V:

(8t-1 1 Dt-1, V) f'V N[mt-1, vc:_1], 

(8t I Dt-1, V) f'V N[at, VR;], 

(Y t I Dt-1, V) f'V N[ft, VQ;], 

(8t I Dt, V) f'V N[mt, ve;], 

con Ot -:- Gtmt-1 y R; = Gtc;_1G� + Wt y ft = F:at, y Q; = 1 + F:R;Ft. Aquí se 

define fflt y e; como: 

e* -,:,• - A A'·Q* t - ... "t t t t' 

con f!t = Yt - Ít Y At = R;Ft/Q;. 

(b) Para la precisión </> = v-
1

(</> 1 Dt-1) rv G[nt-i/2, dt-i/2], 

(</> 1 Dt) rv G[nt/2, dt/2], 

donde nt = nt-1 + 1 y dt = dt-1 + e:JQ;. 
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( c) Incondicional a V:

(Bt-1 1 Dt_i) rv Tnt-1[mt-1, Ct-1), 

(Bt I Dt_i) rv Tnt-1[at,Rt], 

{Yt-1 Dt-1) rv Tnt-I[ft, Qt], 

(Bt I Dt) rv Tnt[mt,Ct], 

doride Ct-1 = Bt-1C;_1, Rt = Bt-1R.i, Qt = Bt-1Qt y Ct = StCi, con Bt-1 = dt-i/nt-1 

y St = dt/nt. 

( d) Definición operacional de las ecuaciones de actualización:

con nt = nt-1 + 1 y 

donde y 

Demostraci6n. 

Para demostrar la parte (a) del Teorema (3.3), se asume que se cumple: 

Además se sabe que 

Wt rv N(O, VW;). 
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Ahora Wt � N(O, VW;) y por independencia de Wt y Vt, se tiene que (wt I Dt-1, V) � 

N(O, VW:). Asi (Ot I Dt-1, V) es la suma de dos variables aleatorias independientes 

Normales con media. 

E(8t I Dt-1, V) - E((GtBt-1 + Wt) 1 Dt-1, V), 

E(Gt8t-1 1 Dt-1, V)+ E(wt I Dt-1, V), 

GtE(Bt-1 1 Dt-1, V)+ O, 

La expresión para Var(8t I Dt-i, V) está dado por: 

Var(8t I Dt-1, V) -

-

-

-

-

Por lo tanto, se concluye que: 

Var((Gt8t-1 +wt) 1 Dt-i, V), 

Var(GtBt-1 1 Dt-1, V)+ Var(wt I Dt-1, V), 

GtVar(Bt-1 1 Dt-1, V)G� + VW;, 

Gtvc;_1G� + vw;, 

V(Gtc;_¡G� + w;), 

va;. 

(8t I Dt-1, V) � N(ai, V R;). 

Usando esta última expresión, se puede también concluir que 
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donde:. 

9t 

También: 

Pt
-

-

-

-

-

-

E(Ff8t I Dt-1, V), 

FfE(8t I Dt-1, V), 

Ffat, 

Var(Ff8t I Dt-1, V), 

FfVar(8t I Dt-1, V)Ft, 

FfVR;Ft. 

Además se sabe que (vt I Dt-i, V)"" N(O, V), asi 

esto es, 

luego 

y 

(3.19) 

(3.20) 

Por otra parte, como se sabe que (Yt Dt-1, 0t, V) = (Yt 1 0i, V) se distribuye 

Normalmente, y que (0t I Dt-l, V) también tiene una distribución Normal, es posible 

concluir que la distribución conjunta (Yt, 0i I Dt-l, V) es también Normal con matriz 

de varianza-covarianza dado por: 

Cov[Yt, 8t I Dt-1, V] - Cov[Ff8t + Vt, 8t I Dt-i, V] 

- FfV[8t I Dt-1, V]+ O'
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esto es, 

( 
Yt 

I V, Dt-i ) l'V N [ ( '¡
t 

) ( 
VQ; 

Ff
V 

E; ) ] , 
Bt Ot R;VFt VR; 

a partir de esta última expresión se puede obtener ( Bt I V, Dt) usando resultados del 

(apéndice Al) es decir 

( B, i V, Y" D,_, ) - N ( a, + R,V F,(V QiJ-'(Y t -J,), V ( R; - R;F,q,-• F;R;) ) ,

( Bt IV, Dt ) l'V N ( Ot + At(Yt -ft), V(R; -At�Q;) ) ,

si: 

y ei = Yt - Ít,

se tiene que: 

y 

es decir, 

( Bt I Dt, v ) l'V N ( fflt, ve: ) . 

Con lo que finalmente quedaría demostrado la parte (a) del Teorema 3.3. 

Para la parte (b) del Teorema 3.3, se supone que: 

en términos de f.d. p se tiene: 

flt-1 l 
p(q, 1 Dt-1) oc q,-2-- exp(-0.5</Jdt-1), 

32 

(3.21) 



de la parte (a) del Teorema 3.3 se tiene que: 

Lo anterior se puede expresar como: 

De lo anterior se concluye que: 

U na forma de expresar el Teorema de Bayes es: 

p(q, 1 Dt) ex P(q, 1 Dt-1)P(Yt I q,). 

Se puede expresar p(Y t I q,) como: 

p(Yt I q,) = p(Yt I t/,, Dt-1)-

Luego se tiene: 

reemplazando en la anterior ecuación se tiene que: 

nt-1 +1 

ex q,-2 
--i exp(-(dt-1 + e:JQ;)q,/2), 

(3.22) 

(3.23) 

(3.24) 

luego se puede deducir que ( q, 1 Dt) rv G[nt/2, dt/2] donde los parámetros son nt =

nt-1 + 1 y dt = dt-1 + el/Q;. 

Con lo cual quedaría demostrado la 2da parte del Teorema 3.3 parte(b). 
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En el caso de la lra parte del Teorema 3.3 parte (c) se usará la lra parte del Teorema 

3.3 parte(a), haciendo et,= v-1 luego se tiene que:

(Bt-1 1 Dt-1, et,) .rv N[mt, c;_1 1 et,]

De la parte (b) del Teorema 3.3: 

entonces se puede afirmar que (Bt-1 1 Dt-i) tiene una distribución marginal T ver 

( apéndice A2) 

(Bt-1 1 Dt-1) l"V Tnt-1[1nt-1,c:_1dt-ilnt-I] 

rv Tnt-1 [1nt-1, c:-1s:_1]-

Con lo que quedaría demostrado la lra parte del Teorema 3.3 parte(c). 

En el caso de la 2da parte del Teorema 3.3 parte(c) se usará la 2da parte del Teorema 

3.3 parte(a), haciendo et,= v-1 se tiene que:

(8t I Dt-1, et,) rv N[0t, R;/cf,],

de la lra parte del Teorema 3.3 parte(b) 

entonces se puede afirmar que (8t I Dt-i) tiene una distribución marginal T de la 

forma: 
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si Rt = St-1R:, se tiene que: 

C?n lo q1;1e quedaría demostrado la 2da parte del Teorema 3.3 parte (e). 

En el caso de la 3ra parte del Teorema 3.3 parte(c) se usará la 3ra �arte del Teorema 

3.3 parte(a), haciendo et,= v-1
, se tiene que: 

De la lra parte del Teorema 3.3 parte(b) 

(et, 1 Dt_i) ,..., G[nt-1/2, dt-1/2]. 

Similar al éaso anterior se puede afirmar que: 

donde si Qt = St_1Q;, tiene que: 

Con lo que_ quedaría demostrado la 3ra parte del Teorema 3.3 parte(c). 

En el caso de la 4ta parte del Teorema 3.3 parte( c) se usará la 4ta parte del Teorema 

3.3 parte(a), haciendo et,= v-
1 se tiene que: 

(8t I Dt, et,) ,..., N['mt, e; /et,] 

De la 2da parte del Teorema 3.3 parte(b) 

35 



�n forma similar al caso anterior se puede afirmar que (8t I Dt) tiene una distribución 

marginal T 

donde si Qt = Stc;, luego se tiene que: 

Con lo que quedaría demostrado la 4ta parte del Teorema 3.3 parte(c). 

3.6 Recurrencias para Filtración 

La actualización secuencial y componentes de pronóstico del MLD están dirigidas a 

hacer inferencias acerca de los estados 8t del proceso de las Series de Tiempo, yacer

ca de observaciones en t, t + 1, t + 2, ... , t + k, (k > O) basado sobre la información 

disponible en el tiempo t. Sin embargo, existe requerimentos complementarios para 

hacer inferencias acerca de los estados del proceso en el pasado, en tiempos t-k para 

k > O. En procesos de monitoramiento y control, por ejemplo, es de interés comparar 

el nivel actual de la Serie µt con los estados anteriores µe-k, para evaluar los cambios 

en nivel sobre el tiempo. De igual forma, para series mensuales con una estructura 

estacional durante el año, las componentes estacionales del MLD sobre los pasados 12 

meses proporcionan información de interés en reportar formas estacionales, mientras 

que valores de los restantes componentes del modelo dan una Serie desestacionalizadas 

de interés para evaluar tendencias. En estos casos, las inferencias requeridas se dirigen 

a Ot-k, k = O, 1, ... , 11, condicional sobre la información actual Dt. 
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Para la terminología usada en el presente trabajo, la distribución de ( 9t-k I Dt) 

para k > 1 y cualquier t fijo, es llamada Distribución Filtrada k -pasos para el vector 

de estados en el tiempo t, análogo a la Distribución predictiva k - pasos al frente. El 

acto de usar datos recientes para revisar información acerca de los valores anteriores, 

del vector de estados es llamado Filtración; La información recientemente obtenida es 

filtrada hacia atrás. Un concepto relacionado a Filtración es el de suavisar una Serie de 

Tiempo. La estimación retrospectiva de la evolución histórica de la función respuesta 

media µt de la Serie de Tiempo usando Distribuciones Filtradas (µt-k I Dt) para k> 1 

es llamada suavización de la serie. 

En cualquier tiempo t, las Distribuciones Filtradas son derivadas recursivamente 

hacia atrás en el tiempo, usando relaciones entre ellas, que serán demostradas a con

tinuación, que son similares en estructuras a las ecuaciones de actualización secuencial 

padrón. Para k> 1, se extiende la definición de Distribuciones predictivas k - pasos

al frente con momentos 9t(k) y Rt(k) para argumentos negativos ai(-k) y Rt(-k), y 

demostraremos los siguientes resultados. 

Teorema a.4. En el MLD univariado {Ft, Gt, Yt, Wt}, defina: 

para todo t. Entonces, para todo k, (1 < k < t), las distribuciones filtradas están 

definidas por: 

donde: 

y 

(9t-k I Dt) "'N[ai(-k), Rt(-k)], 

at(-k) = mt-k + Bt-k[at(-k + 1) - ªt-k+1] 

Rt(-k) = Ct-k - Bt-k[Rt-k+i - Rt(-k + l)]B�-k, 
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con valores iniciales dados por at(O) = mt, y Rt(O) = Ct. También ªt-k+i = ªt-k(l) y 

Rt-k+l = Rt-A:(1). 

Demostraci6n. 

Considere la siguiente expresión: 

p(8t-k I Dt) - ! p(8t-k, 8t-k+1 1 Dt)d8t-k+1,

f p(8t-k 18t-1c+1, Dt)p(8t-k+1 1 Dt)d8t-k+1, (3.25) 

la anterior expresión sugiere trabajar por inducción, luego se asumirá como cierto para 

k - 1 el resultado del Teorema, así se tiene que el segundo término en el integrando de 

(3.25) es: 

(8t-1c+1 1 Dt) rv N[at(-k + 1), Rt(-k + 1)]. 

Se sabe que Dt= {Yt, Yt-1, ... , Yt-1c+1,Dt-k}, y por el Teorema de Bayes 

(8 18 D) _ p(8t-1c 18t-k+1, Dt-k)p(Yt-1c+1, ... , Yt I Bt-k, 8t-1c+1, Dt-k) 
p t-k t-k+i, t -

( 1 8 D ) 
. 

p Yt-k+1, ... , Yt t-1c+1, t-k 

Ahora, dado Bt-k+i, los datos {Yt-k+1, ... , Yt} es independiente del valor previo 

Bt-k luego entonces se puede cancelar los dos últimos términos quedando la siguiente 

expresión: 

p(8t-k 1 8t-k+l, Dt) = p(8t-k I Bt-k+l, Dt-k)-

por el Teorema de Bayes se tiene que: 

(3.26) 

Por otro lado tenemos de la definición (3.4) que: 

t. 
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E(Bt I Bt-1, Dt-1) - E(GtBt-1 ] Bt-1, Dt-1) + E(wt I Bt-1, Dt-i), 
- GtE(Bt-1· 1 Bt-1, Dt-1) + O,
- GtBt-1-.

En particular cuando t = t - k + 1 se tiene que:

Además: 

- O+Wt,

en particular cuando t = t - k + 1 se tiene que: 
Var(Bt-k+1 1 Bt-k, Dt-k) = Wt-k+1-

Se sabe que la suma de dos v.a. Normales da una v.a. Normal, entonces se puede 
concluir que: 

Además como 
(Bt-k I Dt-k) "' N[1nt-k, Ct-k]- (3.27) 

(3.26) y (3.27) define una Distribución conjunta Normal para (Bt-k, 8t-k+1 1 Dt-k),
( Bt-k ) 1 Dt-k "' Bt-k+1 

[ ( E( Bt-k I Dt-k) N E(Bt-k+1 1 Dt-k) ) ( 
V ar( Bt-k I Dt-k) 

Cov(Bt-k+1, Bt-k I Dt-k) 
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con 

Var(Bt-k I Dt-k) = Ct-k, 

E(Bt-k+1 1 Dt-1c) = Ot-k(l) = Ot-1c+1 ; Var(Bt-k+1 1 Dt-k) = Rt-k(l) = Rt-k+i, 

Cov(Bt-k, Bt-k+1 1 Dt) = [Cov(Bt-k+i, Bt-k I Dt)J', 

donde 

Cov(Bt-k, Bt-1c+1 1 Dt-1c) - Cov((Bt-k, Gt-1c+18t-k + Wt-1c+1) 1 Dt-k),

luego 

donde 

y 

- Var(Bt-k I Dt-1c)G�-1c+1 + Cov(Bt-k, Wt-1c+1 1 Dt-1c),

- Ct-kG�-k+1,

(Bt-1c I Bt-k+i, Dt-1c) ,..._, N[ht(k), Ht(k)] 

como Bt · CtG�+1.R¡)1, se tiene que

y 

De igual forma; como (Bt-k+1 1 Dt) ,..._, N[ae(-k + 1), Rt(-k + 1)) y

(Bt-k I Bt-k+i, Dt-k) ,..._, N[ht(k), Ht(k)], esto define una distribución conjunta Normal
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. 
Ut(-k) 

"[ ( . ) ( N at(-k+l) 
donde 

Rt(-k) Cov(8t-1c, 8t-1c+1 1 Dt) 
Rt(-k + 1)

Cov(Bt-k, 8t-1c+1 1 Dt) - Cov(Bt-k, G�-1c+i Bt-k + Wt-k+1 1 Dt)-

) ] 

- Var(Bt-k I Dt)G�-1c+1 + Cov(Bt-k,Wt-k+i I Dt), 
- Rt(-k)G�-1c+1, 

de aqui fácilmente se determina que: 

cit(-k) = E9 ¡D [E(Bt-k I Bt-1c+1Dt)], 
t-lc+l t 

desarrollando esta igualdad se tiene que: 

at(-k) - E9
t
-1c+t1nJht(k) 1 Dt], 

- E9 ID [mt-k + Bt-k[8t-1c+1 - Ot-k+1] 1 Dt], 
t-lc+l t 

- mt-k + Bt-1c[E(Bt-k+1 1 Dt) - ªt-k+i],
- mt-k + Bt-1c[cit(-k + 1) - ªt-1c+1],

de la misma forma se tiene que Rt(-k) = Var(Bt-k I Dt) por propiedad de varianza

se puede expresar como 

Rt(-k) = E9 ¡D [Var(Bt-k I Bt-k+1Dt)] + Var9 ID [E(Bt-k I Bt-1c+1Dt)], 
t-lc+l t t-lc+l t 
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desarrollando esta igualdad se tiene que: 

Rt(-k) - E[Ht(k) 1 D] + Var[ht(k) 1 D],

- E[Ct-k - Bt-kllt-k+1B;_k] + Var[ffit-k + Bt-k[8t-k+1 - llt-k+1] 1 Dt],

- Ct-k - Bt-kllt-�+in;_k + Bt-k Var(8t-k+1 1 Dt)B;_k,

- Ct-k - Bt-kllt-k+in;_k + Bt-kRt(-k + l)B;_k,

Ct-k - Bt-k[Rt-k+1 - Rt(-k + l)]n;_1c,

los cuales son los valores establecidos en el Teorema. 

Para completar la demostración inductiva se tiene que considerar el caso k = 1 para 

esto t-k+l = t, el cual implica que at(-k+l) = at(O) = 1nt y Rt(-k+l) = Rt(O) = Ct , 

con lo cual quedaría demostrado el Teorema. 

Colorario 3.3.-Si ½ = V = 4>-1 es desconocido y el análisis de la conjugada de la 

Sección 3.5 es aplicado, entonces 

Note que, como con la ecuación secuencial actualizada, un cambio de escala esta im

plicita cuando las varianzas observacionales es desconocida, estimado por el análisis 

conjugado Normal/Gamma. 

Corolario 3.4.- Las correspondientes distribuciones suavizadas para la función res

puesta media de las series están dados por 

donde, es una extensión de la notación para la función pronóstico con argumentos 

negativos, 

ft(-k) = FLkllt(-k). 
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3.7 Análisis de referencia para un MLD 

Definici6n 3.5. En los modelos de las definiciones 3.2 y 3.4 (varianzas observacionales 

conocidas y desconocidas respectivamente), secuencialmente define las siguientes can

tidades: 

y 

K, = { 

con: 

Ht - w:-1 w:-ic .P.-1c'w:-1 
t - t tt t t '

Pt - G�wt-1Gt + Kt-i,

ht - wt-1G t.Pi-1kt-i,

Ht+FtFf 

Ht+FtFl/¼ 

si ¼ = V es desconocido, 

si ¼ es conocido, 

si ¼ = V es desconocido, 

si¼ es conocido, 

Teniendo valores iniciales H 1 = O y h1 = O. 

en el caso de¼= V, desconocido, Wt en la anterior definición es reemplazada por la 

matriz escalar-libre Wt. En adición, a este caso, se define: 

'Yt - 'Yt-1 + 1, 

ót - .,\t+ Y�,

con valores iniciales.,\¡ = o y 'Yo= o.
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Teorema 3 .5. 

(1) .- Caso de vari�a conocida
En el modelo de definición 3.2 se tiene que:

p(81 1 Do) ex: constante,
Las distribuciones a priori y posteriori del vector estado en el tiempo t están dadas
por:

p(8t I Dt-1)
p(8t I Dt)

ex: exp{-½(8�Ht8t - 2Wiht)},
1 ex: exp{-
2

(WiKt8t - 2Wikt)},

con los parámetros definidos en definición 3.4.

(2) .- Caso de varianza desconocida
En el modelo de definición 3.4 con:

p(81, V I Dt) ex: v-
1

las distribuciones conjuntas a priori y posteriori del vector estado y la varianza de
observación en el tiempo t = 1, 2, ... están dados por:

p( 8t, V I Dt-1)
p(8t, VI Dt)

Demostración.

( 'Yt-1) 1 
1 ex: v- 1+-2- exp{-

2
v- (8�Ht8t - 2Wiht + At)},

ex: y-(1+�) exp{-½v-1 (8�Kt8t - 28�kt + ót)}.

(1) .-Caso de varianza conocida

La demostración es similar al caso de varianza desconocida por esta razón solamente
se demostrará este caso.
(2).-Caso de varianza desconocida 

La demostración es por inducción para el caso cuando t = 1 se tiene que:
(l+ 'Yt-1) 1 l(nl ni )} p(81 , VI Do) ex: v- -

2- exp{-
2
v- u0Ho8o - 2u0ho + Ao 

ex: y-1_
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Cuando Ye = V es desconocido, y t = t - 1 se asume que:

También, se tiene que la f.d.p de Yt es:

por el Teorema de Bayes se tiene que:

p(8t, VI Dt) - p(Bt, V 1 {Yt,Dt-1}),
p(Y t, Bt, V, Dt-1)

p(Yt, Dt-1) 

(y I B D )
p(8t, V; Dt_i) 

- P t t, V, t-1 (Y D ) , p t, t-l 

p(Dt-1)
- p(Yt I Bt, V, Dt-1)p(8t, VI Dt_i) 

p(Yt, Dt-i)
, 

ex p(Yt I Bt, V, Dt-1)p(8t, VI Dt-1), 

ex v-1/2 exp{-½v-1(Yt - Ff8t)2}

xv-<1+1t; 1 > exp{-½v-1(8�Ht8t - 2Uiht + At)},

ex v-<1+�) exp{-½v-1 [(Yt - Ff8t)2 
+ (8�Ht8t - 2Uiht + At)]}.

La expresión que está dentro del exponencial se puede expresar de la siguiente manera:

(Yt - F¡8t)2 
+ (�Ht8t - 2�ht + At) - 8�Ht8t - 2�ht + At 

+8�FiFf8t - 2�FtYt + Y:,

8�Ht8t + 8�FiF¡Ot - 28�ht - 2�FiYt + At + Y:, 

- O�(Ht + FtFDBt - 28�(ht + FtYt) + At + Y�,
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Luego entonces se puede expresar p(8t, VI Dt) como:

p(8t, V I Dt) oc V"""'<1+�) exp{-}v-1[(Yt - Ff 8t)2 + (8�Ht8t - 28tht + At)]},

oc y-(1+�) exp{-½v-1(8�Kt8t - 2�kt + <>tH·

Considere la a priori implicada para t + 1:

p( 8t+l, V I Dt) - I p( 8t+l ' V 1 8t, Dt)P( Bt I Dt)d8t,

- f P( ot+1 1 Bt, v, Dt)P(V I Bt, Dt)P( Bt I Dt)dBt,

- I p( (Jt+l 1 8t, V, Dt)P( 8t, V I Dt)d8t -

Se puede afirmar que el primer término de la integral es la distribución Normal de

(8t+1 I Bt, V, Dt) ,...., N[Gt+18t, VWt+il· El segundo término de la integral tiene la forma

demostrada inicialmente, esto es:

Luego la f.d.p. p(8t+i, V I Dt) tiene la siguiente expresión:

p(8t+i, V I Dt) oc / y-J exp{-½v-1(8t+1 - Gt+18t)' x Wt�i -
1(8t+1 - Gt+18t)}

xv-<1+�) exp{-½v-1(8�Kt8t - 2�kt + <>t)}dBt,

oc y-(l-l ntn ) I exp{-½v-1[(8t+1 - Gt+18t)'Wt�l -1(8t+1 - Gt+18t)

+(�Kt8t - 28�kt + <>t)]}d8t .

Se s�be que 8�G�+1 Wt+l -18t+1 y 8�kt son escalares y Wt
1-1 

-1
, Pt+1 son matrices de

varianza-covarianza; es decir (Wt+l -
1)' = Wt+l -l y (Pt+1)' = Pt+i luego entonces se

tiene que:
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y 

Entonces la expresión contenida dentro del exponencial se puede expresar como:.  

Donde:

'1i+1 wt�1 -18t+1 - 8.�+1 wt�1 -1Gt+18t

-8�G�+l wt�l -l8t+l + lfiG�+l wt�l -lGt+18t + diKt8t - [8�kt + k;8] + ót,

- [8�+1 wt�l -l9t+l + ót] + [diKt8t + 8�G�+l wt�l -lGt+18t]

-[dikt + (fiG�+l wt�l -l9t+1] - [k;8t + di+1 wt�l -
lGt+18t],

- (fi(Kt + G�+l wt�l -lGt+1)8t - 8�(kt + G�+l wt�1-18t+1)

-(k� + di+1 wt�1 -1at+1)8t + (8�+1 wt�i -18t+1 + 5t),

- diPt+18t - �Pt+1Pt¡\(kt + G�+1Wt�1-18t+i)

-(Pt+i (kt + G�+l wt�l -l9t+1))'(Pt+1)'8t + (Ui+1 wt�l -l9t+l + ót),

- lfi.Pt+18t - Ui.Pt+1at+1 + ª�+1Pt+i8t + ª�+1Pt+1at+1

+di+1 wt�1 -18t+1 + 5t - ª�+1 Pt+1 ªt+1,

Pt+1 - Kt + G�+1 Wt�1 -
1Gt+1,

at+1 .Pi+i (kt + G�+1 Wt�1 -18t+1),

Rt+1 

luego la p(8t+1, VI Dt) será:

p( 8t+1, V I Dt)

ex y-(1-t 'Ytt'> / exp{-½v-1[(8t - ªt+1YPt+1(8t - ªt+1) + Rt+1]}d8t .
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Y de la integral anterior se tiene que: 

p(Bt+i, V I Di) oc y-(1-t -rt;t-n> exp{-!_ v-1 Rt+i}
. 2 

XI exp{-½v-1(Bt - 0!t)'Pt+1(8t - O!t)}d0t,

. (l+'Yt+n) { 1 l } n oc v- 2 exp -2v- Rt+1 X V2'

oc v-<1+1/-) exp{-
2
v-1 Rt+1}.

Por otro lado, usando el hecho que 8�+1(Wt+1-1)'Gt+1(�¡1¡)'kt es un escalar, se tiene 

que: 

(�+1 (Wt�i -
1)'Gt+1(Pt+i)'kt)', 

k'(.P.-1 )'G' W:* -19 t t+l t+l t+l t+l· 

Adicionalmente se tiene que Wt+i -1 y Pt+1 son matrices de covarianza por lo tanto,

son matrices simétricas. Además por definición: 
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Entonces, expandiendo Rt+1 se puede expresar como: 

Rt+1 - 0�+1 wt�1 -
1Bt+1 + '5t - ª�+1 Pi+1 at+1,

- º�+1 wt�1 -iot+1 + '5t - ª�+1 Pi+1Pt¡\ (kt + G�+
i 
wt�1 -

1ot+1), 

- B�+1 wt�1 -
1ot+1 + '5t ;_ ª�+1 (kt + G�+1 wt�1 -iot+1),

- º�+1 wt�1 -
1ot+1 + '5t - [k� + Ui+1 (Wtr1 -

1
)'Gt+1][(Pt+D'(kt + G�+1 wt�1 -

1ot+1],

- º�+1 wt�1 -iot+1 + '5t - [k�(Pi¡D'kt + Ui+1 (wt�1 -
1
)'Gt+1(Pt¡\)'kt

+k�(.Pi¡\)'G�+l wt�l -
l
9t+l + Ui+1 (Wt�l -

l 
)'Gt+l (Pt¡\)'G�+l wt�l -

lot+i],

- º�+1 wt�1 -
1ot+1 + '5t 

- [k�(Pi¡D'kt + �+1<Wt�1 -
1
)'Gt+1(Pt+D'kt 

+0�+1 (wt�1 -
1
)'Gt+1(-Pi-¡\)'kt + B�+1CWt�1-

1
)'Gt+1(.Pi¡l)'G�+1 wt�1 -i9t+1, 

8' W:* -19 8' TXT* -lG n-1 G' TXT* -19 - t+l t+l t+l - t+l "" t+l t+lrt+l t+l ""t+l t+l

Se tiene que reordenar esta igualdad para luego poder expresarlo: 

Por lo tan.to: 

'D. ,., [Txr• -1 w· -1a p-1 G' Txr• -1]8 -U.t+l = "'t+l ""t+l - t+l t+l t+l t+l "" t+l t+l

+28�+i
fWt�1 -

1
Gt+1Pt+ikt] + [ót - k�Pi+\kt],

- �+1Ht+18t+1 - 20�+1ht+1 + At+1·

Se recalca que el modelo tiene n parámetros en el vector de estados en cada tiempo 

t y asi, partiendo desde una a priori referencial, las a posteriori serán impropias hasta 

por lo menos un tiempo n, en el caso de varianza conocida, y tiempo n + 1 en el caso 

de varianza desconocida. Después que observaciones suficientes han sido procesadas 

las distribuciones a posteriori impropias que caracteriza el modelo llegan a ser propias 

Aunque las anteriores recursiones permanecen válidas es más usual revertir a las formas 
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padrones involucrando directamente actualizaciones de la media y varianza-covarianza 

a posteriori del vector de estados una vez que estos no requieran matrices inversas. 

El número de observaciones requeridas para alcanzar distribuciones propias depende 

sobre la forma del modelo y los datos; como se dijo anteriormente el menor número el 

cual es suficiente es el número de parámetros desconocidos en el modelo, incluyendo 1 

para la varianza observacional si fuese desconocido. Esto requiere qu.e no halla datos 

perdidos en estas primeras observaciones y por lo contrario que no exista problema 

de colinearidad si el modelo incluye regresión . En la práctica, más que el mínimo 

raramente es requerido. En general se define un n tal que: 

[n] = min{t : distribuciones a posteriori son propias} 

La relación necesaria entre las cantidades que define la distribución a posteriori re

presentada en el Teorema (3.5) y aquellas en la representación original son fácilmente 

obtenidos del modo siguiente: 

Corolario 3.5.-

(1) Caso de varianza conocida

para t > [n], la distribución a posteriori de (0t I Dt) es como en la sección 3.3 Teorema 

3.1, con: 

y 

Demostraci6n. 

Por el Teorema 3.1 se tiene que (Bt I Dt),...., N[mt, Ct] luego se puede ex.presar: 

p(Bt I Dt) ex: exp{-½(8 - mt)'C¡-1(8 - mt)}, 

ex: exp{-½[8�C¡18t - diC¡-1mi - m� C¡-1Bt + m�C¡-1mi]}, 

ex: exp{-_!_[8�C¡-1Bt - 2�C¡-1mi]}. 
2 
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Del Teorema 3.5 caso(l) se tiene que:

Igualando términos entre las dos últimas ecuaciones se tiene que Kt = ct-1 y kt = 

ct
-1mt el cual se puede expresar como mt = Kt

-1kt con lo que quedaría demostrado.
(2) Caso de varianza desconocida

para t > [n), la distribución a posteriori de (0t I Dt) es como en la sección 3.5, con:

y

donde St = dt/nt, con nt = 'Yt - n y <4 = ót - k�mt . En el caso usual que [n] = n + l,
entonces nn+1 = 1 y es fácilmente demostrable que dn+1 = Sn+1 = e�+i/Q:+i·
Del Teorema 3.3 parte(a) se tiene que: (6t I Dt, V) rv N[mt, ve;] y
del Teorema 3.3 parte(b) se tiene que: (</J I Dt) rv G[nt/2, <4/2], donde <p = v-1

, 

nt = nt-1 + 1, dt-1 = dt-1 + e�/Q;, Ct = StC¡ y St = dtfni. También,

p( 6t, V I Dt) = p( 6t I Dt, V)p(V I Dt)

observe que

además se sabe que </J = v-1 entonces V= q,-1 y con esto se puede hallar la f.d.p de
V, con jacóbiano dado por IJI = ld</J/dvl = v-2

, así

p(V I Dt) ex v-�+1 exp{-½v-1dt}v-2
,

también

Reordenando esta expresión se tiene que:
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como Ct = te: entonces c;-1
;::::: �C¡1, y reemplazando en la expresión anterior: 

D�l Teor�ma 3.5 parte(2) se tiene que: 

Comparando éstas dos últimas ecuaciones fácilmente se verifica que 'Yt = nt + n, Kt =

::c¡-1, kt = tc¡11nt y '5t = dt+�m�(C¡1)'1nt, además esta última expresión se puede 

expresar como '5t = dt + t(C¡1mt)'mt. 

Luego, lo anterior se puede expresar como Ct = StK¡-1 y mt = K¡-1 kt

donde St = �' nt = 'Yt - n y dt = '5t - kfmt- En el usual caso que [n] = n + l, entonces 

nn+1 = 1 y fácilmente se demuestra que dn+l = Bn+l = e!+1/Q:+i

3.7.1 Caso especial de Wt = O 

Consideremos ahora el caso de modelos con ecuaciones de evolución determinísticos, 

en los cuales Wt = Wi* = O. Este caso especial es discutido primeramente por razones 

prácticas. Las motivaciones derivan de la necesidad para especificar Wt en las ecua

ciones de recurrencias detalladas anteriormente. Los métodos mostradas anteriormente 

no se puede aplicar en el análisis referencial para t < [n] porque las covarianzas pos

teriores pueden no existir. Una aproximación alternativa es requerida, y la práctica 

usual de covarianza inicial, Wt = O para t = l, 2, ... , [n] es recomendada. 

En el análisis referencial de un modelo con n + l parámetros (incluyendo V), se necesita 

[n] (al menos n+l) observaciones para obtener una distribución conjunta a posteriori

completamente especificada: una observación para cada parámetro. Más generalmente,

en el tiempo t = [n] se tiene una observación para cada parámetro. De este modo es

imposible detectar o estimar cualquier cambio en los parámetros durante las primeras
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(n+l) observaciones sobre la cual el análisis referencial es ejecutado. Consecuente

mente, el uso de matrices Wt diferente de cero es irrelevante puesto que ello básicamente 

permitiría cambios que no puede ser esth�ado, y no se perdería nada por direccionarlo a 

cero para t = 1, 2, ... , (n]. En el tiempo t = [n]. Las a posteriores estan completamente 

especificadas y futuros cambios· parámetricos pueden ser identificadas. En este modo, 

se revierte a un modelo Dinámico completo de matrices de covarianza de evolución 

diferente de cero. 

Teorema 9 .6. 

En el Teorema 3.5, se supone que Gt es no-singular y Wt = Wt = O. Entonces las 

distribuciones a priori y a posteriori de 8t y V tienen las formas del Teorema 3.5 con 

recurencias definidas como sigue. 

(1) .- Caso de varianza conocida

H,t G,-1 K a-1-
t t-1 t 

,. a,-11,._ '"t - t "'t-1 • 

(2).- Caso de varianza desconocida 

Ht -

ht -

At -

G'-1K G 1
t t-1 t 

G'-1k 
t t-1

Ót-1· 

Detalles de esta demostración puede ser vista en West y Harrison [21]. 
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3. 7 .2 Filtración 

Filtración en el caso de una a priori referencial usa exactamente el mismo resultado 

como en el caso de las prioris conjugadas para tiempos t > [n], desde que todas las 

distribuciones en este rango sean propias. En particular, la usuales recurrencias en las 

filtraciones de la sección 3.6 son válidas. Sin embargo, para t < [n] estas recurrencias 

no se pueden aplicar una vez que las medias y varianzas-covarianzas a posteriori re

queridas no existen. El siguiente Teorema proporciona la solución para este caso. 

Teorema 3. 7. 

En el Teorema 3.5, las distribuciones de filtración en el MLD para tiempos t - r,

r = O, 1, 2, ... , [n) - 1 están definidas como sigue. 

(1) .- Caso de varianza conocida

(2).- Caso de varianza desconocida 
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donde las cantidades definidas son calculadas recursivamente de acuerdo a: 

Kt(-r) ·= G�-r+1Wt-=.!.+1Gt-r+l + Kt-r 

Pe - r + 1)

kt(-r) 

-G�-r+1 Wt-:=.!.+1 pt-1 

( -r + 1) Wt-:.!.+1 Gt-r+1
....:¡ 

- Wt -r+1 + Kt(-r + 1) - Ht-r+1

- kt-r + ª�-r+l wt-=-!.+ 1 .fi-l ( -r + 1)

X [kt(-r + 1) - ht-r+d 

ót(-r) - ót(-r + 1) - At-r+l 

-[kt(-r + 1) - ht-r+1l' .fi-1(-r + 1)

x[kt(-r + 1) - ht-r+1] 

y Ht, ht, Kt, kt, At, ót son como las definidas en 3.5 (Otra vez note que, en el caso 

de V desconocido, VWt reemplaza Wt, para todo t). Inicializando valores para estas 

recurencias con Kt(O) = Kt, kt(O) = kt, ót(O) = ót. 

Colorario 3.6.- Para t > [n], las distribuciones definidas en el teorema 3.7 son propias, 

como las dadas en la sección 3.6, con 

(1).- Caso de varianza conocida 

(Bt-r I Dt) rv N[<Lt(-r), Rt(-r)] 

donde at(-r) = Kt(-r)-1kt(-r) y Re - r)= Kt(-r) -1
•

(2) .- Caso de varianza desconocida

(Bt-r I Dt) rv T'Yt -(n][Ot(-r), Rt(-r)]
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Teorema 9.8. 

En el caso de varianza de evolución cero-como en el Teorema 3.6, los resultados del 

Teorema 3. 7 son válidas pero con los siguientes cambios para las recurrencias. 

kt(-r) - G�-r+1 kt(-r + 1)

ót(-r) - ót(-r + 1)

3.8 Factores de descuento y especificación del mo

delo componente 

La matriz de sistema es bloque diagonal con sub-matrices individuales suministrando 

contribuciones de simples modelos componentes. El vector de regresión está parti

cionado dentro del encadenamiento del correspondiente sub-vector. Para completar la 

especificación del modelo, se necesita tres componentes más. Estos son la secuencia del 

estado de evolución de las matrices de varianza-covarianza Wi, (t = 1, ... ); la secuen

cia de la varianza observacional Vt, (t = 1, ... ); y los parámetros determinando las a 

prioris iniciales para el vector estado, y/ o varianza para el error observacional, en t = O 

dado D0• En este trabajo solamente nos ocuparemos de analizar el caso de Wt. los 

detalles sobre las especificasiones de ½ y otras consideraciones puede ser encontrada 

en West y Harrison [21]. La estructura del componente del MLD conduce a una a 

priori inicial siendo especificado en términos de una colección de a prioris, una por 

cada sub-vector de 00 correspondiente a los modelos de componente individual, con 

independencia entre los componentes. En esta sección se considera, la especificación de 

la secuencia de evolución de las matrices Wt, usando el modelo general de la definición 

3.2, con pequeños cambios puramente técnicos para el caso de varianzas observacionales 

desconocidas como en la definición 3.4. 
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La especificación de estructuras convenientes y magnitudes· de Wi es importante para 

lograr un buen modelamiento y pronósticos adecuados, los valores controlan, la exten

sión de variación estocástica en la evolución del modelo y en consecuencia determina 

la �stabilidad en el tiempo. En la ecuación del sistema Wt conduce a un crecimiento en 

incertidumbre o, equivalentemente, a pérdida de información acerca del vector estados 

entre los tiempos t- 1 y t. Más precisamente considera la información.secuencial de las 

informaciones de actualización resumidas en la sección 3.5. En t- 1 la a posteriori para 

el vector estado actual tiene matriz varianza-covarianza Var[Bt-i I Dt-d = Ct-l el cual 

conduce, a través de la ecuación de evolución, para la matriz de varianza-covarianza 

de Bt dado por Var[Bt I Dt-d = GtCt-iG� + Wt. Sea Pt dado por: 

Pt debería ser visto como la matriz varianza-covarianza a priori apropiado en el modelo 

{Ft, Gt , Vt, O}, que es el modelo estándar sin ningún error de evolución al tiempo t. Es

to debería por tanto la matriz de varianza-covarianza a priori requerido, de un vector 

de estados estable ideal con ningun cambio estocástico, adicionando el error de evolu

ción Wt a GtfJt-1 dá el vector estado verdadero Ot, que tiene el efecto de incrementar la 

incertidumbre desde Pt hacia el Rt = Pt + Wt actual. 

El término de error de evolución dá a estos modelos un incremento aditivo en incer

tidumbre o pérdida de información acerca del vector estado entre las observaciones, 

para alcanzar un grado de información conveniente decayendo sobre tiempo, es claro 

que las magnitudes relativas de Wt y Pt son importantes. Esto conduce a pensar en 

términos de una tasa de decaimiento de información natural que sugiere un incremento 

multiplicativo en vez de aditivo. Para el caso que el vector de estado es univariado, 

con:.Pi = Ct-i, Wi = Wt, Rt = Ct-l + Wt y Ct = Ct- En el caso de un factor de des-

cuento 6, (O< 6 < 1) enlaza Wt a Pi= Ct-1 via Wt = Pi(l - 6)/6 tal que Rt = Pi/6. 

Esto implica en este caso un incremento en varianza o pérdida de información del 
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100(1 - 6)/6%. Hay varias formas en las cuales esta idea puede ser generalizada para 

el caso multiparámetros, para ayudar en lá elección de Wt. Aquí se discutirá la aproxi

mación práctica m� importante basada-sobre el descuento por componente. 

U:pa forma parsimoñosa para la secuencia de la varianza de evolución es obtenida di

rectamente extendiendo el descuento escalar para el caso de la matriz, definiendo: 

para algun factor de descuento escalar 6, como es usual. Esto implica que: 

donde: 

De este modo Wt tiene formalmente la misma estructura interna, en términos de co

rrelación, como Pt. La magnitud de las varianzas y covarianzas es controlado por el 

factor de descuento en el caso escalar. La implicación es que la información se reduce 

en la misma tasa para cada uno de los elementos del vector estado; esto es apropiado, 

en particular cuando la cuantificación de la función pronóstico entera del modelo es 

vista como sujeto a cambio en una tasa constante sin referencia a los componentes de 

esa función. Frecuentemente ésta es una suposición deseable en la práctica. Notar sin 

embargo, que cualquier de tales aproximaciones de descuento no es apropiado en casos 

cuando alguno o todos los parámetros de estados son conocidos al tiempo t. En tales 

circunstancias las varianzas y covarianzas correspondientes de Pt serían cero tal que la 

construcción del descuento no se pueden aplicar. 

3.8.1 Descuento por componente 

Adaptando a un MLD general la superposición de varios componentes, la idea se 

extiende naturalmente sugiriendo un factor de descuento para cada componente. Se 
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considera un MLD conteniendo la superposición de h > 1 sub-modelos 

M¡ : {F¡, G¡, V¡, W;}, 

coµ el vector estado Oit, y error de evolución Wit, de dimensión n¡, para i = 1, ... , h. El 

MLD 

{F,G, V, W}t

con el vector estado, de dimensión n = n1 + ... + nh, dado por: 

donde: 

Gt -

-

y 

Wt -

-

� = (Bu, ... , 8ht),

block diag[G1t, ... , Ght] 

Gu o o o 

o G2t o o 

o o Gat o 

o o o ... Ght

block diag[Wu, ... , Wht]

W1t 

o 

o 

o 

o 

W2t 

o 

o 
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Al tiempo t, la matriz de varianza: 

representa incertidumbre acerca de GtBt-l antes de la adición de la evolución del 

término roído, denota los componentes del bloque diagonal correspondiente a Pit lla

mado: 

(i = 1, ... , h). 

Note que Pt no será un bloque diagonal, pero estos componentes proporcionan fuentes 

de información acerca de los componentes correspondientes de GtBt-l· Ahora, adicio

nando la evolución roído de Wt con bloque diagonal de matriz de varianza Wt anterior, 

la matriz de varianza a priori Rt para Bt tiene componentes fuera de la diagonal, los 

mismos de Pt, pero bloques diagonales 

para cada i, El concepto descuento se aplica naturalmente al modelo estructurado 

mediante la siguiente manera. 

Definici6n 3.6. 

Sea 61, ... , óh son cualquier factor de descuento, (O < ó¡ < 1; i = 1, ... , h), con Ói 

siendo el factor de descuento asociado con el modelo componente Mi. Se supone que 

los componentes de evolución de las matrices de varianza W¡t están definidas como en 

la sección anterior 3.8, a través de: 

(i = 1, ... , h). 

Entonces el modelo es llamado como MLD descuento por componente. 

El efecto del descuento por componente es para modelar la disminución de la infor-

mación en el tiempo, en una posible tasa diferente para cada modelo componente. El 
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modelador escoge el factor de descuento, algunos de los cuales serán iguales, para refle

jar su creencia acerca de la estabilidad en- el tiempo de los componentes individuales. 

Note que, desde un punto de vista operacional en actualizar, la evolución desde Pt 

h3:cia Rt, no necesita hacer referencia a la construcción de la secuencia de Wt. Esto 

es simplemente logrado tomando los componentes de la covarianza como invariables y 

dividiendo los elementos del bloque diagonal por el factor de descuento apropiado: 

para cada i. El Bloque de descuento es la aproximación recomendada para estructurar 

la secuencia de la evolución de la varianza en casi todas las aplicaciones. La aproxi

mación es parsimoñosa, aplicando un único factor de descuento para cada componente 

de un modelo más largo. Algunas veces un único factor de descuento aplicando a to

do un modelo visto como un simple componente sería adecuado, pero la flexibilidad 

nos permite modelar hasta n componentes separados, cada uno con descuentos indivi

duales. También, es importante la matriz Wt derivada es naturalmente escalada, los 

factores de descuento comienza siendo cantidades de menor dimensión ·sobre una escala 

estandarizada. Con o sin varianza, la construcción de descuentos aplica directamente. 

3.8.2 Práctica de descuento estratégico 

El descuento deberá ser observado como una técnica para ser usada en formular la 

estructura de evolución la varianza un paso al frente. Dando Ct-1 desde Pt, hacia 

una noción de la relativa durabilidad de componentes cuantificado en términos de los 

factores de descuento, Wt está identificado como una matriz de varianza-covarianza 

apropiada para la evolución del error en el tiempo t. Por ejemplo, con un único 

modelo componente teniendo factor de descuento '5, aplicaciones repetidas nos llevará 

al uso de ók como un factor de descuento k-pasos al frente. La información disminuye 
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exponencialmente en el futuro es obviamente inconsistente con el MLD en el cual la 

inforinación disminuye aritméticamente a través de los errores de evolución futuros 

de las matrices de varianza-covarianza. En consecuencia, el descuento aproximado 

debería ser obtenido mediante extrapolación (y también, cuando se busquen los valores 

perdidos en las series de tiempo). discutir este punto, y usar descuentos un paso al 

frente desde t = O para determinar la secuencia Wt inplicada para todo el tiempo futuro 

t. Esto es posible desde que, dado los otros modelos componentes, estas matrices son

simplemente funciones de cantidades asumidas inicialmente conocidas. Se puede ver 

que esto es también posible en modelos donde la varianza observacional esta siendo 

estimada. 

El resultado práctico del descuento estratégico es como sigue: 

(1) Considere la posición a posteriori para Dt, con la varianza a posteriori usual Ct, y

la varianza a priori del paso siguiente: Rt+1 = Pt+i + Wt+I· 

(2) Pronosticando k-pasos al frente, sería usualmente adecuado adoptar una matriz

condicional varianza constante, tomando: 

(k = 1, ... ). 

De este modo distribuciones de pronóstico serían basados en la adición de la evolución 

de errores con la misma matriz de varianza Wt+1 para todo k. 

(3) Una vez que Yt+1 es observado, la a posteriori para 0t+1 es calculado, también como

es Pt+2 y Wt+2 es deducido usando descuento. De este modo pronosticando desde el 

tiempo t + 1, hacia adelante se tiene: 

(k = 1, ... ). 

(4) Proceder de esta forma al tiempo t + 2.

La simplicidad computacional de esta estratégia es evidente; en cualquier tiempo, una 

única evolución de la matriz de varianza es calculada y usada k-pasos al frente para 
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cualquier k. Notar que una modificación importante de los análisis estandar MLD está 

implicado aquí. Hasta ahora, la evolución de ·errores fueron asumidos por tener matrices 

de varianzas conocidas para todo tiempo, y también independencia del pasado de las 

series. Con la estratégia de descuento esta suposición ha sido modificada para permitir 

a las matrices de varianza en el futuro depender del estado corriente de la información. 

Matemáticamente, la suposición que, para cualquier k = 1, ... , Var[wt+k I Dt] =

Var[wt+k I D0] ha sido revisado; esto es ahora el caso que Var[wt+k I Dt] = Wt(k) 

depende de t en adición a t + k. Por ejemplo, al tiempo t, el segundo paso al frente de 

la matriz de varianza-covarianza es: 

Obteniendo una nueva observación, ésta es revisada 

Está modificación no tiene consecuencia complicada en la práctica. 
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Capítulo 4 

ConsuIDo Privado en el Perú 

4.1 Introducción 

En este capítulo se analizará el consumo privado en los ultimos diez años, considerando 

que el principal componente de la demanda es el gasto del consumidor por el sector de 

las economías domésticas. El consumo privado comprende desde los alimentos hasta 

los gastos administrativos; Comprende tambien gasto de consumo de bienes duraderos, 

como automóviles, gastos que podría concebirse más como inversión que como consumo 

privado. En el Perú se basa básicamente en las exportaciones de bienes y servicios. 

La explicación y el pronóstico del consumo privado será hecha Be través de un modelo 

particular propuesto en el Capítulo 3, usando Análisis Referencial. El software que se 

ha empleado es el BATS 1
.

1 BATS significa l3ayesian Analysis of Time Series y· es de la autoría de Pole, West y Harrison. Esta

disponible libremente vía ftp en el site ftp.stat.duke.edu/Bats/ 
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4.2 Importancia del Consumo Privado en el Perú 

Durante los últimos años, el consumo privado en el Perú ha mostrado una tasa de 

crecimiento insuficiente que se ha reflejado en una menor actividad económica y em

presarial.' Por su importancia en la economía representa más del 70% del PBI su 

evolución marcará no solo la pauta en los principales indicadores macroeconómicos, 

sino también en la propia actividad empresarial con sus consiguientes efectos sobre el 

empleo. Para mayor información acerca de Producto Bruto Interno y otros indicadores 

económicos se puede ver Blanchard Oliver [2]. En términos macr�económicos el es

tudio del Consumo Privado es de suma importancia ya que dinamiza la economía en 

conjunción con la Inversión Privada. 

4.3 Análisis de datos 

En este sentido analizando los últimos 10 años, se puede apreciar que se pasa de un 

consumo deprimido a inicio de los 90 como consecuencia de la hiperinflación y el shock 

de aquel entonces, para luego pasar a un crecimiento sostenido a partir del año 1993, 

dadas las condiciones en el año 1992 como por ejemplo el acceso fácil y rápido a la 

denominada banca de consumo, privatizaciones, etc. (ver figura 4.1). Se sabe que a 

finales del año 1999 y a inicios del año 2000, el estancamiento del consumo se debió 

principalmente a la aguda recesión, consecuencia de los problemas políticos suscitados 

en nuestro país y de la que aún se está tratando de salir en estos momentos. Al ver esta 

gráfica se observa el crecimiento sostenido, luego se puede modelar el consumo privado 

Yt. en una función de un nivel µi adicionando a una componente estacional 'l/Jt- Un 

componente de tendencia f3t, pues según esta figura se puede observar una estructura 

de crecimiento a partir del año 1993 hacia adelante modelamos esta componente µi 

para una posible "quiebra" de tendencias dado por un crecimiento o decrecimiento a 
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través de la inducción del término f3t en 11t; es decir: 

Una componente de estacionalidad "Pt, pues observamos un comportamiento periódico 

trimestral en cada año. Utilizamos el formato Free-Form para explicar la estacionalidad 

trimestral. 

Finalmente, postulamos el siguiente modelo para el consumo privado Y t, 

Yt 
- µt + "Pt,o + Vt ,

J1t - µt-1 + f3t-1 + óµt,

f3t - f3t-1 + óf3t,

"Pt,o - "Pt-1,1 + Wt,O,

"Pt,1 - "Pt-1,2 + Wt,1,

"Pt,2 - "Pt-1,3 + Wt,2,

"Pt,3 - "Pt-1,o + Wt,3· (4.1) 
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4.4 Modelo Lineal Dinámico para el Consumo Pri

vado 

Para usar la teoría desenvuelta en el Capitulo 3, coloquemos la ecuación ( 4.1) en un 
. ' formato MLD. según las ecuaciones (3.15) y (3.16). En realidad (4.1) es un caso 

particular representado en la forma de una combinación de un modelo polinomial de 
segundo-orden y un modelo estacional, para mayores detalles sobre estos casos particu
lares ver cap. 7 y 8 de West and Harrison [21]. 
Brevemente, un modelo polinomial de Segundo - Orden es caracterizado por la 
cuádrupla {E2, J2(1), ¼, Wt} donde: 

y J2(l) = (01 1
1)

se puede escribir el modelo en términos de las ecuaciones usuales como: 
Ecuación de Observación: 
Ecuación sistema: 

f3t = f3t-1 + Wt2,si se define: 
8f = ( :: ) ( ;, ) y wf = ( ::)-(:;,) 

Se puede escribir el modelo polinomial de primer-orden como: 
Ecuación de Observación: Yt = E�Bf + Yt, 

Ecuación sistema: 8f = J2(l)9f_1 + wf.

De igual forma, un modelo estacional con periodo trimestral es caracterizado por 
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la cuádrupla {E4, P, Yt, Wt} donde: 

1 o 1 o o 

o o o 1 o 
E4 

= y P= 
o o o o 1 

o 1 o o o

Luego la forma del modelo estacional usual puede ser escrito como: 

Ecuación de observación: 

Ecuación sistema: 

si se define: 

1P t =

Yt = E�'l/Jt + Vt, 

1Pt = P'l/Jt-1 + 
w:,

we -t -

Se puede escribir el modelo estacional con p = 4 como: 

Ecuación de observación: 

Ecuación sistema: 

Yt = E¡'lf;t + lit,

1Pt = P'l/Jt -1 + wi.

Wt0 

Wt1 

Wt2 

Wt3 

e ;, ) 

Finalmente, nuestro modelo ( 4.1) puede ser expresado como un MLD, ecuaciones 

(3.3) (3.4), con matrices: 

F, = (:) (Bf) (wf) 
Bt =

1Pt 
Wt = w; 

En donde ó�, ó/3t y Wt,r son los errores de evolución. En este modelo f3t tiene la 

interpretación del crecimiento en el nivel de la serie producido entre el tiempo t - 1 

a t, evoluyendo en dicho intervalo de manera suave y perturbada por una cantidad

estocástica ó/3t µtes el nivel en si mismo en el instante t ,  evoluyendo sistemáticamente
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por la adición de f3t y estocásticamente por óJjt, y finalmente 1Pt,r representa la compo

nente estacional t, debido a la naturaleza trimestral de la información. 

El modelo se ajustó usando una a priori de referencia no informativa y un factor de des

cuento de 0.9 para la tendencia, 0.95 para el factor estacional y 0.99 para la varianza, 

el empleo de factores de descuento es una forma de modelar la pérdida de información 

que se dá con la dinámica de los datos. 

4.4.1 Análisis de los resultados 

Figura 4.2.- lo que nos muestra son las tendencias actualizadas, esto es (/1t I Dt)

Ahora, como era de esperarse, /1t describe la trayectoria de la tendencia del conjun

to de observaciones Yt. El hecho de considerar una estructura de crecimiento y/o 
. 

' 

decrecimiento f3t en el componente de la tendencia /1t, nos permitió "capturar" un de-

crecimiento de la tendencia µi en el año 1990, seguido de un crecimiento sostenido 

hasta el año 1996. A partir de este año se observa una especie de saturación en la 

tendencia /"'t del consumo privado hasta el primer trimestre del año 1999. 

Figura 4.3.- Recuerde que modelamos f3t por un camino aleatorio, es decir 

f3t = f3t-i + ó f3t- La intención es "capturar" crecimiento o decrecimiento en la tenden

cia µi moderadamente. Sin embargo, se observa en esta figura que hay un camino 

"brusco"entre el cuarto trimestre de 1990 y el primer trimestre de 1991, lo que sugiere 

averiguar que pasó en esa fecha para ver la posibilidad de un análisis de intervención. 

Por otro lado, esta gráfica configura lo expuesto en la figura de µt. Es decir, hasta el año 

1990 el crecimiento es negativo (decrecimiento en la tendencia del consumo privado). 

Es a partir del segundo trimestre de 1991 que el crecimiento es positivo manteniendose 

hasta el segundo trimestre de 1993. A partir del tercer trimestre de 1993 hasta 1996 

70 



vemos un moderado aumento en el crecimiento de la tendencia µt, para en los últimos 

tres años 1997,1998 y primer trimestre 1999 disminuyendo levemente pero aún positivo. 

Figura 4.4.- Nos detalla como las componentes del vector de factores estacionales 

'l/Jt se comporta en el tiempo ( "Pt = ( 1/Jo,t, 'lj;1 ,t, 'lj;2,t, 1/Ja,t) si t corresponde al primer

trimestre de cada año). Las regiones de credibilidad al 95% inicialmente son mayores 

pues poca información Y t esta siendo procesada. A medida que disponemos. de más 

información estas regiones de credibilidad son mas precisas. 

Según lo sugerido en el modelo, cada componente del vector de factores estacionales 

varía levemente segun un "camino aleatorio". Así se puede observar que toda nueva 

información será capturada por un factor estacional, en particular, después de cua

tro periodos y que la matriz de evolución Wt inducirá correlación entre los factores 

estacionales. ( Aquí se esta usando un único factor de descuento para esta matriz de 

evolución Wt). 

Se debe anotar también que, no hay un cambio "brusco" en la estacionalidad entre el 

-cuarto trimestre de 1991 y el primer trimestre de 1992, como fue detectado en la com

ponente de tendencia �- Esto indica o sugiere que este cambio �e debe particularmente 

a factores no estacionales. 

Figura 4.5.- según puede observarse en esta figura, las regiones de credibilidad 

al 95% para las distribuciones predictivas un paso al frente son menos precisas, pues 

se tiene poca información Yt. A medida que se dispone de nuevas observaciones estas 

regiones de credibilidad son más precisas. Se puede notar también que los pronósticos 

un paso al frente para el año de 1991 son "perturbadas" por el cambio ''brusco" dado 

entre el cuarto trimestre de 1990 y el primer trimestre de 1991. Es a partir de este año 

1992 que el Modelo Lineal Dinámico (MLD) usado en esta tesis, los pronósticos un 
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paso al frente son coherentes comparados con los valores reales. 

Tabla 4.1: Pronósticos para el Consumo Privado (MLD) 

Millones de Nuevos Soles 

Trimestre Pronóstico Valor Real Error de Pronóstico 

1999.2 811.2 804.23 6.97 

1999.3 760.8 738.59 22.21 

1999.4 718.1 739.72 21.62 

2000.1 794.4 680.20 114.2 

De esta tabla se desprende que a medida que el horizonte de pronósticos es mayor 

nuestros pronósticos son menos precisos y esto es por la propuesta del (MLD), lo re

comendable sería dar pronóstico un paso al frente. 

Figura 4.6.- Muestra un análisis retrospectivo del "nivel"del Modelo Lineal Diná

mico (MLD), F;Bt, (donde F; = [(0,1),(1,0,0,0)], 8t= [(�, f3t)'; (1Pt0, 1Pt1, 1Pt:i, 1/Jta)']; 't' 

correspondiente al primer trimestre.) 'T' representa el número total de datos ob

servacionales Y t· Esto nos permite comparar los niveles actuales frente a los niveles 

anteriores, a la luz de toda la información disponible. Si comparamos esta figura 4.6 

con la figura 4. 7 se puede concluir que las estimaciones retrospectivas del nivel son más 

"suaves". esto es explicado por el hecho de disponer más información en la estimación 

del ''nivel" F; 8t. También que no existe grandes cambios en el comportamiento de la 

estacionalidad trimestral, así como de la tendencia. 
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Figura 4. 7 .- Para un t correspondiente al primer trimestre, se tiene que: 

Y t � (1, O, O, O) ( 1Pt0, 1Pt1, 1Pt2, 1Pta)' + (1, O)(µt, .Bt)' + Vt, 

( 
µt 

) _ ( 
1 1 

) ( 
·�-1 

) ( 
Wt4 

) 
f3t O 1 .Bt-1 

+

Wt5 ' 

VJt,j VJt-1,j+l + Wt,j; j=0,1,2 

VJt,3 VJt-1,0 + Wt,3• 

Se puede observar en la figura que los componentes de la tendencia µt y de estacionali

dad 1PtJ (j = O, 1, 2, 3) describe que satisfactoriamente el comportamiento del consumo 

privado Y t· La naturaleza dinámica impuesta a los datos permite esta flexibilidad en 

el control de ambas componentes en conjunto y por separado. 

Las regiones de credibilidad generadas son al 95%. De 37 observaciones, 34 de ellas 

caen dentro de estas regiones de credibilidad haciendo coherente la aproximación. 

Figura 4.8.- Como se sabe los residuales son la diferencia entre los valores observa

dos y los valores predecidos o valores ajustados. Esta es la parte de la observa�ión que 

no está explic�a por el modelo. La figura muestra los cuantiles empíricos residuales 

vs. cuántiles teóricos si los pares de puntos se situan alrededor de una linea recta , esto 

sugiere que los residuales se comportan como una distribución Normal. Caso contrario 

los residuales sugieren que el (MLD) 4.1 no está explicando completamente la variable 

macro-económica consumo privado. 
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4.4.2 Modelos Clásicos 

El modelo que se ha propuesto es más elaborado que los modelos antiguamente uti

lizados. Por que, son modelos Dinámicos, por ejemplo, mientras que anteriormente se 

utilizaba modelo clásico como Y t = a0 + f30t +€o. Ahora, utilizando (MLD) para cada 

tiempo t existe un modelo que toma el modelo más flexible que el anterior que solo 

usa un modelo, una vez que para cada tiempo t se usa un modelo finalmente se tiene 

una secuencia de modelos implicando ello una mejora sustantiva en el modelamiento 

a continuación se puede ver los difere�tes modelos clásicos usando la metodología fre

cuentista. En los años 80 se utilizaba los siguientes modelos para explicar el consumo 

privado del Perú ver Hiep y John Kuiper [22]. 

Lineal: Yt = ao + fJot + eo, 

Cuadrática: Yt = a1 + fJ1t + -r1t2 + €1,

Cúbica: Yt = a2 + fJ2t + 'Y2t2 + ó2t3 + e2. 

Bajo una aproximación clásica los parámetros eran estimados vía Máximo Verosimili

tud o Mínimos Cuadrados. Por ejemplo, si se utiliza Métodos Mínimos Cuadrados 

para los modelos anteriormente descritos con ios datos del consumo privado, se tiene 

los siguientes modelos estimados: 

. e; 
o 

eoo 

o 

SlO • 

• 

o 

• 

10 

Regression Plot 

Y= 528.1117 +6.09767X 

R-:Sq • 64.3 T. 

• 

:ill) 

Tiempo 

• 

• • 

:ID 

Figura 4.9: Regresión Lineal 
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. . 

Capítulo 5 

. Conclusiones y Sugerencias 

La principal contribución del presente trabajo de tesis, es mostrar cómo los Mode

los Dinámicos Bayesianos Lineales pueden ser usados en el tratamiento de problemas 

reales de naturaleza dinámica, y en particular para la variable macroeconómica con

sumo privado usada en este trabajo. 

El Modelo Dinámico Bayesiano particular usado para modelar la variable macro

económica consumo privado fue un Modelo Dinámico por componentes, en donde 

modelamos el nivel medio por un modelo polinomial de segundo-orden, y la parte esta

cional por un modelo de forma libre con p = 4 (datos trimestrales). Los resultados 

obtenidos en estimación y pronósticos fuerón aceptables. Esto es, los residuales in

forman que toda la información sobre el consumo privado fue explicado por este 

Modelo Dinámico Bayesiano particular, a no ser por algunos eventos relevantes "no 

esperados", como por ejemplo el cambio "brusco" entre el cuarto trimestre de 1990 y el 

primer trimestre de 1991, en donde deberíamos incluir un análisis de intervención por 

tratarse de una economía inestable. Esta fase se recomienda ser usada como trabajo 

futuro, otros eventos son citados y explicados oportunamente en el capítulo anterior, 

que no fue absorvida por el modelo. Esto era de esperarse pues el Modelo Dinámico 
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Bayesiano tratada en la tesis no considera estos casos. Sin embargo, los eventos no 

inducen a no usar estos modelos. 

En lo que se refiere a los pronósticos, se puede decir que son aceptables después de 

comparar algunos pronósticos, de horizonte un ''paso al frente" , con datos reales. 

Se puede concluir entonces, que después de la implementación de estos Modelos Dinámi

cos Bayesianos a nuestra variable macro-económica consumo privado, sugerimos la 

introducción de esta nueva metodología a todo ambiente que envuelva Dinamismo en 

el tiempo, y que esta puedan reemplazar las metodologías "estáticas" que tiene limita

ciones en el tratamiento de problemas complejos. Algunos de los puntos que quedan 

pendientes para temas de interés son por ejemplo aplicaciones incluyendo variables 

regresoras. 
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·Apéndice A

Distribuciones M ultivariadas 

A.1 La Distribución Normal Multivariada 

Para toda Distribución Normal Multivariada de la forma: 

Puedo expresar la Distribución Condicional como: 

donde 

y 
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También 

donde 

y 

'En - Var(X1),

'E22 - Var(X2),

'E12 - Cov(X1, X2),

'E21 - Cov(X2, X1).

A.2 Distribución T-Student 

La distribución multivariada Normal/gamma dice que si cf, rv G[n/2, d/2] y (XI cf,) rv 

N(m, Ccf,-1] entonces se puede afirmar que X tiene una distribución marginal T.

X = Tn [m, Cd/n]. 
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Apéndice B 

Conjunto de Datos 

Los datos (Fuente BCR) del Perú que se analizan corresponden a la serie del Consumo 

Privado trimestral entre los años 1990 y 1999 a soles constantes del año base 1979. Esta 

información servirá para el contraste del pronóstico de los valores · para los trimestres 

del año 2000 con los valores reales de los mismos y ver cuan efectivo puede ser el uso 

de los modelos propuestos. 
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Trimestre 

1990.1 

1990.2 

1990.3 

1990.4 

1991.1 

1991.2 

1991.3 

1991.4 

1992.1 

1992.2 

1992.3 

1992.4 

1993.1 

1993.2 

1993.3 

1993.4 

1994.1 

1994.2 

1994.3 

1994.4 

Tabla B.l: Consumo Privado 1990.1 - 1999.1 

Millones de Nuevos Soles 

Consumo Privado Real Trimestre Consumo Privado Real 

602.94 1995.1 621.52 

635.66 1995.2 761.98 

502.57 1995.3 701.M

464.60 1995.4 677.12 

492.65 1996.1 623.60 

647.38 1996.2 770.31 

572.06 1996.3 707.11 

538.79 1996.4 703.23 

527.39 1997.1 643.73 

630.30 1997.2 803.99 

533.67 1997.3 738.16 

537.63 1997.4 730.34 

510.71 1998.1 658.61 

664.28 1998.2 807.06 

591.06 1998.3 734.13 

564.36 1998.4 704.83 

570.59 1999.1 644.09 

703.61 

643.35 

638.19 

88 



Bibliografía 

(1) Bayes (1763). An essy fowards solving a problem in the doctrine of chances. philos.

trans. R. Soc. London, 53 370-418.

(2) Blanchard Oliver. Macroeconómia. Prentice Hall Intemational (UK) Ldt.

(3) Berger, James(1985). Statistical Decision Theory and Bayesian Analysis, Second

Edition. Springel-Verlang, New York.

[4) Bernardo, J.M and Smith, A.F. {1994) Bayesian Theory. 1st Edition, Wiley, Lon

don. 

(5] Box, G.E. and Tiao, G.C (1973) Bayesian Inference in Statistical Analysis. Read

ing, Mass Adissolo-Wesley. 

(6] Gamerman, D., and West, M. {1987) A Time series application of dynamic surnval 

models in unemployement studies. The Statistician, 36, 269-17 4. 

(7) Gamerman, D. (1991) Dynamic Bayesian models for survival data. Applied Statis

tics, 40, 63-79.

(8) Geweke,J. (1994) Bayesian comparison of econometrics models. Working Paper

532, Research Department, Federal Reserve Bank of Minneapolis.

(9) Green, M., and Harrison, P.J. (1973) Fashion forecastingfor a mail order company.

Operations Research Quarterly, 24, 193-205.

89 



. (10] Harrison, P.J. (1988) Bayesian Jorecasting in O.R. Developments in Operational 

Research 1988,_N.B. Cook and A:M. Jonson, eds. Pergamon Press, Oxford. 

[11] Johnston, F.R., and Harrison, P.J. (1980) An application of Jorecasting in the

alcoholic drinks industry. Journal of Operational Research Society, 31, 699-709.

[12] Kleiner, B., Martin, R.D., and Thompson, D.J. (1979) Robust estimation of power

spectra (with discussion). Journal of the Royal Statistical Society, Ser. B, 41,

313-351.

[13] Migon, H.S., and Harrison, P.J. (1985) An Application of non-lir,,ear Bayesian

forecasting to television adversiting. Bayesian Statistics 2, J .M. Bernardo, M.H.

DeGroot, D.V. Lindley and A.F.M. Smith, eds. North Holland, Amsterdam, and

Valencia University Press.

[14] Queen, C.M., e Smith, J.Q. (1992) Dynamic graphical models. Bayesian Statistic 4,

J.O. Berger, J.M. Bernardo, A.P. Dawid and A.F.M. Smith, eds. Oxford University

Press. pp 741-762

[15) Quintana, J.M., and West, M. (1987) Multivariate time series analysis: new tech

niques applied to intemational exchange rate data. The Statistician, 36, 275-281. 

[16) Quintana, J.M., and West, M. (1988) Time series analysis of compositional data. 

Bayesian Statistics 3, J.M. Bernardo, M.H. DeGroot, D.V. Lindley and A.F.M. 

Smith, eds. Oxford University Press. pp 747-756. 

[17] ·Quintana, J.M. (1992) Optimal portfolios of forward currency contracts. Bayesian

Statistics 4, J.O. Berger, J.M. Bernardo, A.P. Dawid and A.F.M. Smith, eds.

Oxford University Press. pp 753-762

[18) West, M. (1992) Modelling time-varying hazards and covariate efjects (with discus

sion). Survival Analysis: State of the Art, J.P. Klein and P.K. Goel, eds. Kluwer. 

90 



[19] West, M. (1995a) Bayesian inference in cyclical component dynamic linear models.

Joumal ofthe American StatisticaJ Asociation.

[20] West, M. (1995b) Bayesian Forecasting. Discussion paper 95-11, ISDS, Duke

University.

[21] West, M., and Harrison, P.J. (1997) Bayesian Forecasting and Dynamic Models.

2nd edition. Springer-Verlag: New York.

[22] Working paper Perú 80/1 Fuente Hiep Cao John Kuiper (1979) El uso de Modelos

Econométricos y la Planificación del desarrollo en el Perú

91 


	002
	004
	006
	008
	010
	012
	014
	016
	018
	020
	022
	024
	026
	028
	030
	032
	034
	036
	038
	040
	042
	044
	046
	048
	050
	052
	054
	056
	058
	060
	062
	064
	066
	068
	070
	072
	074
	076
	078
	080
	082
	084
	086
	088
	090
	092
	094
	096
	098
	100
	102
	104
	106
	108
	110
	112
	114
	116
	118
	120
	122
	124
	126
	128
	130
	132
	134
	136
	138
	140
	142
	144
	146
	148
	150
	152
	154
	156
	158
	160
	162
	164
	166
	168
	170
	172
	174
	176
	178
	180
	182
	184
	186
	188
	190
	192
	194
	196
	198
	200



