UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE CIENCIAS

SECCION DE POST-GRADO Y SEGUNDA ESPECIALIZACION
PROFESIONAL

TESIS PARA OPTAR EL GRADO DE MAESTRO EN CIENCIAS,
MENCION:
MATEMATICA APLICADA

TITULADA:
VARIEDADES INVARIANTES DE PUNTOS F1JOS HIPERBOLICOS EN
ESPACIOS DE BANACH

PRESENTADO POR:
Mamani Cayani, Juan Mesias

LIMA — PERU
1999



AGRADECIMIENTO

Agradezco de manera especial al Dr. Mario Renato Benazic Tomé por su
apoyo y enseflanza, que me permite concluir el presente trabajo de investi-

gacion.

i



TABLA DE CONTENIDO

TITULO i
DEDICATORIA ..o R i
AGRADECIMIENTO . ..o oo i
TABLA DE CONTENIDO ... v
RESUMEN .ot vi
INTRODUCCION .. oot e vii

CAPITULO 1: PRERREQUISITOS DE ANALISIS FUNCIONAL

1.1 Operadores lineales sobre espacios de Banach ............... ... .. 1

CAPITULO 2: OPERADORES LINEALES HIPERBOLICOS EN
ESPACIOS DE BANACI

2.1 Ejemplos de Aplicacion. ... 7

2.2 Aplicaciones de Lipschitz. ... oo o oo 12
CAPITULO 3: TEOREMA DE GROBMAN - HARTMAN

3.1 El conjugado de un operador lineal .............................. 18

3.2 El Teorema de Grobman-Hartman para Difeomorfismos en Espacios

de Banach . . 19



3.3 Iistabilidad de Puntos IFijos Hiperbolicos.................. ... 21

CAPITULO 4: VARIEDADES INVARIANTES DE PUNTOS FIJOS

HIPERBOLICOS
4.1 Conjuntos Estables e Inestables................................. 24
4.2 Fl Teorema de la Transformacion del Grafico ... ...... 31

4.3 Il Teorema de la Variedad Inestable para un punto fijo de un Homeo-

morfismo Lipschitziano............ ... ... . . o 48

4.4 T2l Teorema de la Variedad Estable e Inestable para un punto fijo de

una funcién de Lipschitz ... 49
CONCLUSIONES 53
BIBLIOGRAFIA ... 54



RESUMEN

El presente trabajo de investigacién, generaliza las Propiedades de las
Variedades Invariantes de Punto Fijos Hiperbélicos en Espacios Vectoriales
de Dimensién Finita a Espacios de Dimensién Infinita Espacios de Banach,
utilizando para ello argumentos de Analisis Funcional y Teoria de Variedades

diferenciables modelados en Espacios de Banach.

vi



INTRODUCCION

En la Teoria Cualitativa de Ecnaciones Diferenciales se estudia la Ios-
.. tructura local de puntos singulares y érbitas periddicas hiperbdlicas, sobre
espacios de dimensién finita, en el cual se conoce las aplicaciones del Teorema
de Hartman en Espacios de Banach y también en campos vectoriales y flujos.
En cl presente trabajo se responde a la siguiente pregunta muy interesante:

;Se podrd generalizar las propiedades de las Variedades Estables ¢ Inesta-
bles, a Ispacios de Dimension Infinita 7

Para cllo en el Capitulo I y II realizamos un bosquejo de andlisis fun-
cional de operadores lineales sobre espacios de Banach y también incluimos
el teorema de la descomposicion Espectral y el complejificado de un Espacio
de Banach y el operador lineal.

También como cjemplo damos un especial resultado de las condiciones
que deben cumplir los cocficientes de wn operador lineal en R? para ser
Hiperbdlico.

En el Capitulo I11, cs muy importante ya que en el se demuestra (Teorema
de Grobman-Hartman) que la conjugacién local cs valida cuando se trabaja
en espacios vectoriales de dimensién infinita (Espacios de Banach), es decir,
que si h es la conjugacién local entre dos operadores, h llega a ser sélo un
homeomorfismo no dejando de lado cl estucﬁo de la estabilidad de los puntos
fijos hiperbélicos, cuyas conclusiones se utilizan en tema de variedades.

Finalmente, en el Capitulo 1V, desarrollamos las propiedades de las
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varicdades estables e inestables de un homeomorfismo con un punto fijo
hiperbélico, para luego realizar la demostracién de un resultado fundamental,
el Teorema de la transformacién del Grafico que nos permite lograr nuestro
objetivo, demostrar el teorema de la Variedades Estable e Inestable para un
punto fijo de nna funcién de Lipschitz en Espacios de dimensién infinita que

con mucha satisfaccién damos todo nuestros esfuerzos.
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Capitulo 1

PRERREQUISITOS DE ANALISIS
FUNCIONAL

1.1  Operadores lineales sobre espacios de Ba-

nach

Sean (I, || |) v (F)|l-]l#) espacios de Banach sobre K =R 6 C.

Denotemos por:
LIE,FYy={L:E— F: L cslincal y continna}
Si los elementos de este conjunto cumplen
(Ll + Lz) (#) =Lz + Loz y (/\L)(.’T,) = \Lx
entonces (L(E,F),+,K, ) es un K-espacio vectorial. Si consideramos la
norma del supremo (i.e. ||L|| = sup ||Lz||r) se concluye que el par (L(IZ, I7), |}

rels

) es un espacio de Banach. Si E = I tenemos L(E, E) = L(E).



Denotemos por GL(E) al conjunto denominado “grupo lineal”
GL(E)={L € L(E)/ L esbhiyectiva}

Observese que L es continua y lineal, y por el teorema de la aplicacion abierta

L~'e L(E).

Teorema 1.1 Sea T € L(E) y L€ GL(E) tal que |T|| < ||L7')|". En-

tonces:

i) (L-T)eGL(E), (L-T)"'=Y L~ *N7* A
k=0

1

R 2 S

i) (L+T) € GL(E), (L+T)! =§:(—1)"'L’(k+‘)T" A

1

IE+TN < ey

Demostracion: Estd dada en (8).

Definicién 1.1 Sea (E,|| - ||) un C-espacio de Banach y T € L(E). El
resolvente de T', denotado p(T), es el conjunto de nmiimeros complejos X tales

que N\l =T € GL(E).
p(T)={ e C: MI-TeGL(E)}.

El espectro de T, denotado Y(T) es el complemento en C de
p(T), Z(T)=C\p(T).

Teorema 1.2 (Descomposicion espectral) Sea (E, ||{|) un espacio de Ba-

nach complejoy T € L(E) tal que &(T) = £,UZy en donde ¥, C B4(0)

2



A ¥y, € C\ By(0). Entonces, existe una descomposicion de £ en sube-

spacios cerrados Ey, E; tal que:
J) E = El 35 E2

i) T, =T

E, € L(E) ATy = T|g, € L(E)
i) S(T) =, A B(Th) = I,

Los resultados de los operadores lineales y continuas definidos en espacios
de Banach son varias e interesantes, es claro que se cumplen en espacios de
Banach complejos también del signiente modo.

Sea (E,

Banach construido de la misma forma como C se construye a partir de R.

|-]]) un espacio de Banach real, le asociamos un C-espacio de

Definicién 1.2 Sea E un R-espacio vectorial, el complejificado de I, deno-

tado por E¢ es el conjunto
Ec={x+1y: =xye€F}

A continuacién, dotaremos a E¢ de una estructura de C-espacio

vectorial.

Teorema 1.3 Ln E¢ definimos las operaciones de suma y producto escalar.

+: E¢ x Ec — Ec
(21, 29) — 21+ =(v+iy)+ (@' +iy) = (z+2) +i(y +y)
C x EC — EC

(a+iB,2+iy) +— (a+if) (z+1y) = (ax — By) +i(ay + Bz)

Entonces (Ec,+,C,-) es un espacio vectorial.



La Prueba estd dada en (8).

Teorema 1.4 Sea (E,||-||) un espacio real, entonces (Ec, ||-|lc) es también

un espacio de Banach, en donde:

1= + iy)llic = max{[lz[[, l[yll}-

Como (E¢,||-|lc) es un espacio de Banach, podemos considerar L(Eg) el
espacio de las aplicaciones lineales y continuas en E¢.

A continuacién asociaremos a cada T € L(E) un operador Te € L(E¢).

Teorema 1.5 Sea (E,
jgificado. Sea T € L(E), definimos T por:

|-|) espacio de Banach real y (Eg, |- |lc) su comple-

Ic: Ec — E¢
(v +1iy) — Tg(z+iy) =Tz +iTy.

Entonces Tc € L(Ec) N |Tcl = IT]]-

La demostracion se da en (8).

Teorema 1.6 Sea (E,||-||) espacio de Banach real, definimos C como

C: L(E) — L(Eg)
T +— C(T)=Tc.

La aplicacidn C satisface las siguientes propiedades:
i) C(T+T")=C(T)+C(1T"), VT,T" € L(L).

ii) C(aT) = aC(T), VYaeR, VT € L(E).
iii) C(ToT") =C(T)-C(T"), VT,T'"€ L(E).
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iv) [CD) = ITll, VT € L(E).
La Prueba se presenta en (8).

Definicién 1.3 Sea (E, ||-||) un espacio de Banach real y T € L(E). Defin-

imos resolvente de T, denotado por p(T') como el resolvente de I¢:

p(T) = p(Tg)-

Con esta definicién hemos logrado nuestro objetivo, como Te € L(E¢)
siendo (Eg, ||-|lc) un espacio de Banach todos los resultados obtenidos
para T € L(E) via la Definicién 1.3. De ahora en adelante no haremos

distincién entre espacios de Banach reales y complejos.



Capitulo 2

OPERADORES LINEALES
HIPERBOLICOS EN ESPACIOS DE
BANACH

Definicién 2.1 Sea (E,||-]|) espacio de Banach y T € GL(E).
T es hiperbdlico <+ X(T)NS = .
Hip(E) denotard el conjunto de los operadores hiperbélicos en (&, ]-1D:
Hip(E) = {T € GL(E): T es hiperbdlico}.

El siguiente, es un teorema muy importante, el cual nos dice que todo op-
erador lineal hiperbélico divide al espacio de Banach, donde estd definido,
en dos subespacios cerrados e invariantes el cual es una contraccién si lo

restringimos a uno de ellos, y una dilatacién, si lo restringimos al otro.

Teorema 2.1 Sea (E,||-||) un espacio de Banach, L € Hip(F). FEntonces
emisten dos subespacios cerrados E,, By, una norma -1« equivalente a la

inicial |[-|| y una constante a, 0 < a < 1 tal que:
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i) E=E,®E;

11) Lu = LlEu S »C'(E'u) N ”L;Im“u S a'“Iu”u; V.’I?"_ € E‘u
Ly=Llg, € L(E) A ||Lsz|s < allwslls, Vzs € Es

i) [zl = max{lzallu, lzol}, 7 = 20+ 3o

Es evidente que los subespacios invariantes dependen del operador

L € Hip(E) Entonces E = E,(L) ® Es(L).

E, = E,(L) lo llamaremos espacio inestable y

E, = E4(L) lo llamaremos espacio estable,

y a |||l norma adaptada al operador L € Hip(E), de ahora en adelante

esta serd la norma considerada en E.

Proposicién 2.1 Sea (B, |||) espacio de Banach y L € Hip(E). Se cumple
i) E,=E,(L)={z€E: L™z —0, cuando n— oo}

ii) E,=E(L)={x€E: L'v—0, cuando n— oo}

La prueba de esto, se da en (8).

Corolario 2.1 Sea (E,||-||) espacio de Banach y L € Hip(E). Entonces

Lle Hip(E) A EJ LY)=E(L) A EJ(L")=E.JL)

Ejemplos de Aplicacion
Ejemplo 2.1 Sea el operador
T: R? — R?
(z,y) — T(z,y) = (v +y,2z+2y)

Se desea analizar e identificar si T es un operador hiperbdlico o no lo es:
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Para ello se conoce que:
T es Hiperbélico <= T es invertible y 2(T) N .S = .

Luego veamos que:

Y

Como la determinante de su matriz de coeficientes de T' es cero (det(A)=0);

concluimos que 7" no es invertible.
Te Hip(R?) siendo R? un Espacio de Banach.

Ejemplo 2.2 Sea T' un operador en E = R?, Espacio de Banach definido
T: R? — R?
(r,9) — T(n,y) = Go+4lo+y)

a) analizar si T es un operador Hiperbélico.

b) Si es, entonces ilusire los autoespacios E, y Ey que induce T' en R? tal

queR?* =E, ® E;.

Solucién
a) Sea
3 1 T
T(r,y) = | * ° = AX
2 L)Ly
N e’ N e
A X

T es invertible pues det(A) =1 = 0.

Tenemos también el polinomio caracteristico de T

y—=23 _1

p(A) = |M-A4] = I
= 22 -1)(A=2) =0
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Inego los valores propios de sus correspondientes autovectores son:
1 1

M=y V = s genera Eg(T) pues Ay < 1

-3

—_

A =2y Vp = ; genera E,(T') pues Ay > 1

ST

Se sabe que como V; y V; son linealmente independientes
]Rz = S;,{lfl, Vz}

\\

i

Figura 2.1: Tlustracion

Luego R? = E((T) @ E,(T).

Ejemplo 2.3 Sea :

T: R?* — R®
(2,y) — Tl(x,y) = (ax + by, cx + dy)

; Qué condiciones debe cumplir a,b,c y d para que T' sea hiperbolica?

Solucidn:

Para responder la interrogante tan importante a pesar que parece ser sencillo.



Tenemos

a b T
T(r,y) = (ax+by,cr+dy) =
c d (0
A

Por definiciéon de Operador Hiperbédlico, T debe ser invertible (det(A) # 0)
y sus valores propios deben ser diferentes de 1 (i.e. [N # 1).

Luego analizando cl polinomio caracteristico de 7.

A—a —b
P(\) = = (A—a)(A—d)—bc
- A—=d
= M— (a+d) I+ (ad — be) =0
S—— S —

Traza de A Determinante de A
Se ve, que puede expresarse P en funcién de los parametros traza y

determinante de la matriz de coeficientes A de T

Entonces:

Nos proponemos a responder una pregunta equivalente al inicial.
; Que conclusiones deben cumplir £ y 6 de la matriz de coeficientes del oper-

ador 7', para que T no sea hiperbélica 7
T no es hiperbélica <= 6 =0V 3 € I tal que |\| =1; [ = {1,2}
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En (%). Existen dos casos.
I CASO :

Si: 12 — 46 > 0, se tiene A\, Ay € R. Y ademds se conoce que:

M 0 a b
0 X c d

Q

Se concluye A\ + da =ty My =6

Para que T no sea hiperbdlica <= § =0V (A =1V A\ = -1)
— 6=0V(A2=(5\/)\2$—6)
= =0V A+ X =%(1+9))

= §=0V(t=+(1+6))

IT CASO :

Si: 12 — 46 < 0, se tiene \; = X} = Ay € C. Es decir que los autovalores son

conjugados.

T no sea hiperbdlica <= || = |% + 4(;_ ti|

= |n|= \/(é)u (/2 oy

&= =1
Conclusidn:
1) Sit* — 45 > 0= T es Hiperbélica <= § # 0 At # (1 + §).
i) Sit? —46 <0 = T es Hiperbélica <= § # 1.

11



Observaciones:

i) Esta probado que Hip(E) es abierto en £(E). Entonces podemos afirmar
que: Je > 0 suficientemente pequeiio tal que:

1
s+e €
? € Hip(R?)

Si
14+¢e 2+4¢

— =

0
€ Hip(R?) =
2

Es decir que si: A € S'. Entonces con una j pequena se garantiza que

A+ j no estd en St

ii) Se sabe que Hip(E) es denso en L(E), una manera de ver un operador

con A € S, Entonces si agregamos una . se ve que A+ /. & St

R
S

X

2.1 Aplicaciones de Lipschitz

No todos los operadores a considerarse en lo posterior estdn definidos en
espacios de Banach, para ello necesitaremos estudiar operadores no necesari-

amente lineales definidos en los llamados espacios métricos y debemos ser

capaces de invertir esos operadores.
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Definicién 2.2 Sean (X,d,), (Y,d,) dos espacios métricos, y f: X — Y.
Decimos que f es Lipschitz si y sélo si 3K € R tal que:

d,(f(z), f(z') € Kdy(z,2'), Va,2' € X.

Denotaremos por Lip(X,Y') al conjunto de todas las aplicaciones de Lip-

schitz de X a Y
Lip(X,Y)={f: X — Y : f es Lipschitz}.
Observaciones:

1. Si(E,|Hlz) vy (F, |Hlr)son espacios normadosy f : E — F. Decimos
que f es de Lipschitz = 3 K >0 tal que:
1f@) = F@) e < Kllw — 2/, Va7 € E.

2. La minima de las constantes I que cumplen la Definicion 2.2 recibe el

nombre de constante de Lipschitz de f y la denotaremos por lip(f).
3. Cuando X =Y, denotaremos Lip(X, X) = Lip(X,).

Los siguientes resultados seran 1tiles en el tema de estudio.

Cuya demostracién se dan en (8). Que es una investigacién paralela.
Teorema 2.2 Sean (X,dx), (Y,dy) dos espacios métricos. Se cumple
Lip(X,Y) C C(X,Y).

El conjunto de operadores Lipschitzianas esta contenida en el conjunto de

operadores continuas.
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Teorema 2.3 Sean (E, ||||z), (F,|I|r) dos espacios normados. Se cumple
L(E,F)C Lip(E,F) A lip(f) = £, Vf € L(E, F).
Si un operador ya es lineal. Entonces dicho operador es Lipschitziana.

Teorema 2.4 Sean (X,d;), (Y,d,), (Z,d,) espacios métricos,
f e Lip(X,Y), g € Lip(Y,Z). Entonces

gofelLip(X,Z) A lip(gof)<lip(g)- lip(f).

Teorema 2.5 Sea (X,d) un espacio métrico completo, f € lip(X) tal
que lip(f) < C < 1. Entonces 3! mg € X tal que

i) f(mo) =m0, (x0) es un punto fijo.

i) lim f*(z) =20, Vz€X (zo es un atractor).

n—oo

Teorema 2.6 Sea (E, ||-||) un espacio de Banach y denotemos por E(r) la
bola cerrada en E de radio v y centro 0, i.e. E(r) = {z € E/||z|| <r}. Sea
f € Lip(E(r), E) tal que lip(f) < 1. Entonces:

i) I — f es invertible sobre su imagen U = [I — f][E(r)]
i) (- ) € Lip(U, BG)A (O = 1)) < b
iii) Si f(0) =0 entonces E(r') C U, donde r' =r(1 - lip(f)).

Corolério 2.2 Sea (E,| - ) un espacio de Banach, T € GL(E) y
f € Lip(E(r), E) tal que lip(f) < ||T7H||7!. Entonces:

i) T — f es invertible sobre su imagen U = [T — f][E(r)]

14



ii) (T — f)~' € Lip(U, B(r)) Alip(D)(T = f)71] < MTT-IITIWF)

iii) Si f(0) = 0 enfonces E(r') C U, donder =r(|T7'|7" = lip(f))-

Teorema 2.7 (De la aplicacién fija) Sea (X,d.) espacio métrico comple-

to y (Y, d.) espacio métrico.
Sea f: XxY — X

(.’It,y) —  f(r,y)

definimos fu: X — X yey

e o fy(m) = ()
fz: Y — Y re X

y —  fa(y) = flz,v)

Supongamos que se cumple:

D) f, elip(X) A lip(f,) k<1 VyeyY

ii) f, e C(Y,X), VrelX.

Entonces si denotamos ., el tinico punto fijo de f, (y€Y) la aplicacion

p: Y — X
y — ey)=m
Jlamada aplicacién fija de f es continua y satisface:

L(oW), o) < TSl fy (@), V09 €Y.
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Capitulo 3

TEOREMA DE GROBMAN — HARTMAN

Para su demostracién del teorema en mencién serd de necesidad algunas

definiciones y afirmaciones demostrables que incluiremos a continuacion.

Definicién 3.1 Sean (X1,dy) y (Xo,d2) dos espacios métricos y [+ X1 — X
una funcion. Se dice que f es un homeomorfismo si es biyectiva, continua y

tal que la funcién inversa f~': Xo — Xy También es confinua.

Definicion 3.2 Un difeomorfismo [ enire abiertos de Xy y Xo es simple-
mente un homeomorfismo diferenciable cuya inversa f=1 también es difer-
enciable. Ahora si podemos definir lo que es un punto hiperbdlico de un

difeomorfismo en espacios de Banach.

Definicién 3.3 Sea (E,||.||) un espacio de Banach; U una vecindad del
0cE yf: U — E un difeomorfismo sobre su imagen. Decimos que 0

es un punto hiperbdlico de f si y sdlo si:

i) /(0) = 0.
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i) Df(0) € Hip(E).
Recordemos que si L € Hip(I) entonces existen subespacios cerrados de 1)
que son I, y I’5 con sus respectivas normas |||l y I.lls que cumplen ciertas

propiedades mencionadas en el teorema (2.1), A continuacidn enunciamos la

afirmacion.

AFIRMACION:
(Cy(E, ), I.ll(./)) es un espacio de Banach.

donde: || fl(z,m) = sup ILf (@)~
rely

También es interesante una propiedad que la descomposicion de E. en [, y
E, induce una descomposicién en Cy(F) considerando la norma |||} = -l
AFIRMACION:

Sea (E, ||.||) un espacio de Banach y [, Es subespacios de [ como ya se
conoce. Entonces

O(,(E) = C[,(E, E“) 5] C{,(E, Eq)

La pruchba detallada se da en (8). Lucgo podemos aclarar que
(Co(E, E), Iz (ColE, B, -l ma) ¥ (ColE, E), |z, k,)) son espa-
cios de Banach. La relacién que existe entre sus normas la enunciamos me-

diante la signiente afirmacion.
AFIRMACION:

La Norma de f en E estd definida como sigue:

1/ s = max{ll full .5 3 Wsllzen}s VS € Cul(E).

Estamos tratando a f : U — E un difeomorfismo de U sobre su imagen en
donde (E,].]]) es un espacio de Banach, U es un abierto de [5y 0 € U. Es

posible averignar que si 0 es un punto fijo hiperbdlico de f, entonces [ es
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localmente conjugado a Df(0) i.e. 3~ € Hom(E) tal que ho Df(0) = foh
en una vecindad de 0 € E. Antes de probar ello, debemos probar el Lema

siguiente.

Lema 3.1 Sea (E,||.||) un espacio de Banach, U € E abierto donde 0 € U
f:U — E es de clase C* sobre su imagen tal que f(0) = 0 y denotamos
por L = Df(0) € Lip(E,E). Entonces Ve > 0, 3Ir = 7(e) > 0 y 3 ¢,
¢ € Cy(E)( Lip(E) tal que f = L+ ¢ en B,(0) C E.
Para su demostracién se define una funcién & : U — E

71— 0(z) = f(z) - L(z)

Es claro que 0 va ha ser un punto fijo de ® y ademds:
D®=Df-L=D®0)=Df(0)—L=0

La idea es extender continuamente ® a todo E de tal forma que su extensién
sea también continua y acotada y ademds de lipchitz.

Consideremos ademds el siguiente resultado.

Lema 3.2 Sea (E,||.||) un espacio de Banach y L € Hip(E). i
€ >0 es suficientemente pequerio, entonces Voo, ¥ € Lip(E) (N Cy(E) con
lip(y), lp(¥) <e.

La ecuacion funcional:
(L+p)o(I+w)=(I+w)o(L+ V),
tiene una tinica solucion en Cy(E).

La idea de la demostracién es primeramente averiguar la posible forma de

la incégnita w de la ecuacién funcional, que posiblemente. Sea como sigue.
w={T=0)"oLo(V-po(l+w)=T(w).
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Luego si 7" fuera una contraccion, w seria el iinico punto fijo de T, el cual

es efectivamente solucién de nuestra ecuacion.

Corolério 3.1 Sea (E,||.||) espacio de Banach y L € Hip(E) ademds
0<e< (1—a)||L7Y . Entonces (L+¢) y (L+¥) son conjugados
Vo, U e Cy(EYNlip(E). Tales que lip(p), lip(¥) < e.

Teorema 3.1 (De Grobman-Hartman) Sea (E,||.||) un espacio de Ba-
nach U un abierto de E tal que 0 € U. Sea f : U — E un difeomorfismo
de clase C' sobre su imagen y sea 0 punto fijo hiperbolico de f denotemos
por L = Df(0) € Hip(E). Entonces f es localmente conjugado a L. i.e.
3h € Hom(E) tal que Loh=ho f en B.(0) C E

Prueba: Seae < (1 —a)|[L7Y|7}; por el Lema 3.1; existe >0 'y
Jp = 0 € Cy(E)Nlip(E), con lip(p) < € tal que f = L + ¢ en B:(0) C E,
entonces Lip(¥) = 0 < & < (1 —a)||[L7}||!. Luego por el corolario anterior
L+ ¢ vy L son conjugados. Entonces 3h € Hom(E)/Loh = ho (L + ¢)
luego, si = € B,(0), se tiene:L o h(z) = ho (L4 ¢)(z) = ho f(z).

Por lo tanto L y f son conjugados en B.(0).

g ¢ g
| b
E T E
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ESTABILIDAD LOCAL DE PUNTO FIJOS
HIPERBOLICOS

Primeramente incluiremos una definiciéon de “Funciones suficientemente
cercanas”. Recordemos que C' (U, E) denota el conjunto de toda las funciones

una vez continuamente diferenciables en U, es decir:
CYU,E) = {g: U — E/g es diferenciable en U y Dg € CY(U, L(E))}.
También C} (U, E) es el conjunto:
CHU,E)={g € CYU,E)/g y Dg son acotados en U}.

Definicion 3.4 Decimos que “g esta suficientemente cerca de f[7 si
g, f € CYU, E) entonces ||lg — f]l1 < e
e o) — f@lh <e y IDg@) - DF@s <¢, VaeU.

También recordemos que la prueba del Lema 3.2 empleamos el hecho de que
si o, U € Cy(E)NLip(E) con lip(¢p), lip(V) < (1 —a)||L7?||~!. Entonces T

es una contraccion de Cy(E) en el mismo y su tinico punto fijo w, satisface:
(L+¢@)o(I+w)=(I+w)o(L+V¥)con (I +w)e Hom(E).
A su vez denotemos Y = {¢ € C,(E)( Lip(E)/Lip(p) < (1—a)||L7!|71}
con L € Hip(E). Definimos:
d: YxY —R
(¥, ) — d(V, ) = ||V o ¢||(£,g)

Se prueba que (Y, d) es un espacio métrico. Ademas:

iiE. Cb(E) XY xY — Cb(E)
(w, W, @) — T(w,¥,0) = (I = L,) o L7 o (¥ — po (I +w)),
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es una contraccion Vo, ¥ € Y.

Si fijamos ¢ € Y, tendriamos:

T: Cb(E) XY — C{,(E)
(w, ) — T(w, V),

que Ty es una contraccién. Denotemos por wy € Cy(E) el vinico punto fijo

de Ty, entonces la aplicacion fija:

0: Y — C{,(E),

Jo— 9(\1}) = Wy

estd bien definida y ademas es continua.

Teorema 3.2 (ESTABILIDAD DE PUNTOS FIJOS HIPERBOLICOS)
Sea (E,|.||) espacio de Banach. U es un abierto de E tal que 0 € U.
Sea f + U — FE un difeomorfismo de clase C' sobre su imagen y 0
un punto fijo hiperbdlico de f.  Entonces Ir > 0 y 3¢ > 0 fal que
g € B(f) C C'(U, E).Entonces g es localmente conjugado a f. Ademds s
h es la conjugacién entre f y g, se tiene que h(0) € B.(0) C E y h(0) es un

punto fijo hiperbdlico de g.

Su demostracién esta detallada en la tesis, de Maestro, de Guillermo Ma-.
mani Apaza “Dindmica de Operadores Hiperbélicos en Espacios de Banach”,
Cap. IV. En la prueba se usa el hecho de que Hip(E) es abierto en L(E), y
también que f € C, entonces D f es continua en U, en particular es continua
en cero. También se considera un g € C1(U, E) “suficientemente cerca a f”
tal que ¢ = f+ VU de tal forma que g y f son localmente conjugados en

B,(0) C E con ¥ € Cy(E) N lip(E) y lip(V) < F.
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Finalmente se usa @ : Y — Cy(E) con 8(¥) = w,, que es continua.

En conclusién la conjugacién dada por el Teorema de Grabman-Hartman es
s6lo un homeomorfismo y no siempre llega a ser diferenciable pero es imposi-
ble conseguir que h sea diferenciable si los autovalores de Df(0) € Hip(E)

cumplen ciertas relaciones de resonancia.
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Capitulo 4

VARIEDADES INVARIANTES DE
PUNTOS FIJOS HIPERBOLICOS

Para empezar debemos indicar el contexto del tema, es asi que el par
(E,||-]l) denota un espacio de Banach. U C E abierto que contiene al
cero, sea f : U — E difeomorfismo sobre su imagen tal que o es punto
fijo hiperbélico de f, entonces por el teorema de Grobman-Hartman se
tiene que 3r > 0 y 3k € Hom(E) tal que hoL = foh en B;(0) donde
L =Df(0) € Hip(E) A h(0)=0.

N
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Sea y € h[E;NB,(0)] => 3z € E,NB,(0) talque h(r)=y

como x € E = L'ze€ E,NB.(0), vn>0 A lim L"z=0
como h € Hom(E) = lim h(L"z) = h(0)

pero hoL= foh = lim f"(h(z)) = h(0)

n—oo

= lim f"(y) =0.

n—eo

Si definimos: Wi(0) ={qeU: [ (g €U; Yn=20 A lim f"(q) =0},

n—oo

tenemos que: Si y € h[E;N B.(0)] = h[E;NcB.(0)] € W(0)

Andlogamente si definimos:

Wi0)={qeU: f™geU; ¥n20 A lim f™(q) =0},

tiene la propiedad de que: Siy € h[E, N B.(0)] = h[E, N B.(0)] € W}(0).

Definicién 4.1 Sea (M,d) un espacio métrico, U C M abierto,
f:U — M un homeomorfismo sobre su imagen. Sea p € M wun punto

fijo de f. Entonces:

i) El conjunto estable de f en p, denotado por W;(p) difinimos como sigue

Wip)={qeU: f'(qeU; ¥n=20 A lim d(f"(q),p) = 0}

ii) El conjunto inestable de f en p, denotado por W¢(p) se define como
Wip)={qeU: f™geU; Yn=0 A limd(f(g),p) =0}
iii) El conjunto estable de tamarnio r de f en p. Definimos como sigue

Wip,r)={qeU: f*g) €U; ¥n>0 A d(f*(q),p) <7 Vn =0}
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iv) El conjunto inestable de tamarnio v de f en p. Definiremos como

Wip,r)={qe€U: f(q)eU; Vn=0Ad(f"(q),p) <7; Vn = 0}

Una consecuencia del “Teorema de la Transformacién del Grafico”, ha de-
mostrarse més adelante, es que los conjuntos definidos en (4.1) son Varieda-
des, es por ello que nos permitiremos en adelante denominarlos como Varie-
dades Estable e Inestable.

Las principales propiedades de las Variedades Estables e Inestables estan

resumidas en la siguiente:

Proposicién 4.1 Sea (M,d) un espacio métrico. U un abierto de M,
f:U — M un homeomorfismo sobre su imagen y p € M un punto fijo
de f. Se cumple:

i) Wi(p) =Wia(p) A Wiii(p) = Wi(p)

i) Wpp,r) =Wia(p,m) A Wisi(p,r) = Wip,7)

ai) [fHWED) = Wip), f[IWip)]=Wip), fIW;p)] =Wip)

“HWip)] = Wi p)
w) fTHWE(p, )] C WEp,7), fIWi(p,7)] € Wilp,7),
Wi(p,7) € fIW}(p, 7)), Wip,r) C WP, 7))
v) Wip,r) =) fB®) A Wip,r) =) f[B:-(p)]

n>0 n>0

Prueba:
i)
Seage Wi(p) <= [ €U Vn=0 A limd(f~"(q),p) =0
= (fF(@elU vn=20 A limd((f7)"(q),p)=0
<~ (g€ Wf—l(?)
Por lo tanto ~ W} (p) = Wi (p).
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También Wi, (p) = Wiy (p) = Wi(p) |
ii)
Seaq € Wi(p,r) <= [f(q)eU ¥n>0 A d(f™(q),p)<r, ¥n>0
= )@EY, Y20 A d(f ) <7 V20
= qe Wi (pr)
Por lo tanto W7 (p,r) = Wi_i(p,7).

También Wi, (p,7) = Wiy (pyr) = Wip,7) |

iii)

CSeagqe [ WHp)] = flq) € W} (p)

= f7(f(g) €U, ¥n20 A dim d[f™"(f(q)),p] =0
= [TMq)eU, vn>0 A limd[f"(q),p] =0

= q€ Wi (p)

Luego: fﬁ][Wf" (n)] € Wi(p) (4.1)

(2) Sea g € Wi(p) = [T(qg)elU, >0 A lim d[[™(q),p] =0

Suponiendo que f(q) €U = [™"(f(q)) €U, Vn.>0 A lim d[f™"(f(q)),p) =0
= [T €U, Y20 A lim d[f ™ (q),p] =0

Como es Vn >0 = f(q) € H"'}‘(p)
= g€ [T Wi (p)
Por lo tanto: Wr(p) C f‘l[I-V}"(p)] (42)

De (4.1) y (4.2) tenemos: f~'[WF(p)] = W} (p).

+ también f[WS(p)] = (f~) 7' Wi (p)] = W F-i(p) = Wip)

« se conoce Wi(p) = 1 [Wi(p)] = fIW}p)] = ff1 Wi (p)]
= fIW}(p)] = W}(p).
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+ Estd probado Wi(p) = f[Wi(p)] = [~ [Wi(p) = f1f[W}p)]
= [T W}(p)] = Wi (p).

iv)
Seaq € [T [W}(p,r)] = flqg) € Wi (p,7)
= ["(f(9) €U, nd[f"(f(q)),p] <7, Vn.=0
= [""(q) €U, Ad[f(f(q)),p] <7, ¥n =0
—= g€ Wi pr)

Por lo tanto f~![W}(p,7)] € W}(p.7)

* Tenemos f[W7(p,7)] = (f—l)”l[l'i"}t,(p, r)] C IfV}"_;(p, )
= f[W;(p,7)] € Wip,7).
+ Se sabe que [~ [WF(p,7)] € W/ (p,1)

= ff”l[l‘if"}'(p, 7)) C fWf(p,7)]
= W(p,7) C f[W}(p,7)]

* también f[Wi(p,7)] C Wi(p,7)

— [T Wip.)) € ST WD )]
— Wi ) € S W)
V)
(C) Seaqe Wi(p,r) = ["(qg) €U, d(f*(q),p] <7, ¥Yn >0
= qegjﬂ,f\f%nG&@LVnzo

abierto
ge fU), A g€ fT[Bip)], Vn >0

>
= q¢c () /B
n>0
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(2)Seaqe () f™B

n>0

q € f[B.(p)], ¥n>0

f*(q) € B:(p), ¥n >0
fn(Q) € U,vn >0, d[f"’(q),p] <r, Yn>0

q € Wi(p,r)
Por lo tanto W} (p,r ﬂ f[B-(p

n>0

También W(p,r) = Wi (p,7) = m(f_])_"'[Br(P)] = m I"(B-(p)]

n>0 n>0

Por lo tanto W§(p,r ﬂ fMB:(p

n>0

U

Proposicién 4.2 Sea (M,d) un espacio métrico. U un abierto de M,

f:U—=M un homeomorfismo sobre su imagen y p € U un punto fijo de

f .

i) Ir>0: Wipr)CSWip) = Wip) = U Wi (p, )

n>0
i) 3r>0: Wipr)CWie) = Wi =Jwien)
n=>0
Prueba:
i)
(C) Sea g € W;(p) = f"(q) € U,¥n >0 A 11m d.’[f“(q) pl=0
como3dr>0,IN€Z*:n>N = d[f"(q )p]<7 Vn>N
peron+ N >N = d[f"(fV(q)),p] <7,¥n >0

= f"[f"(g)] € U,Ad[f*(fY(q)),p] <7,¥n >0
= fN(q) € Wi(p,r), N algin entero positivo
= q € ["[Wi(p,7)],Vn >0

= qec | wim )
n>0
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Por lo tanto W7 (p) C U [ Wi(p, )]
n>0

(2) Por hipétesis W3 (p,r) € Wi (p) para algiin r > 0.

= [T Wilp,n)] € T Wip)] = Wi(p), vn>0
= J Wi < wim).

n>0

Por lo tanto  W{(p) = U T Wi(p, )]

n>0
ii)
Ir>0: Wip,r) € Wi(p) = Ir>0: Wii(p,r) CWii(p)
Por el primer resultado mostrado = W}_,(p) = U(f DWW (p, )]
n>0
= W) = r"wien) e
n=>0

Proposicién 4.3 Sea (E|||-||) espacio de Banach, U un abierto de E,
f:U — E un difeomorfismo de clase C' tal que p € U es un punto fijo
hiperbdlico de f. Entonces

Ir>0: Wilp,r)SWip) N Wip,r) S Wi(p)
Prueba:
Por el Teorema de Grobman-Hartman 3r >0 A 3h € Hom(E) tal
que Loh=nho fen B.(p),donde L = Ds(p) € Hip(E) y h(p)=0.
Afirmaciéon: Wj(p,r) € Wi(p)

Esnh[B.1pl]
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En efecto:

Sea q€ Wi(p,r) = f*(q) €U, ¥Yn>0 A d[f*(q),p] <7, ¥/n 20
= f"(q) €U, Vn>0 A f*(q) € B:(p), ¥n =20
= h[f"(q)] € R[U], Vn >0 A h[f"(q)] € h[B:(p)], Vn =0
Como h es homeomorfismo h[U] es abiertoen E A h[B.(p)] € B(0),
algiin v’ > 0.
Como Loh=hof = L"h(q)] € B~(0), Vn>0
= |IL*A(@lll <7, Yn =0
Si denotamos  h(q) =z, + s = L"[h(q)] = Lz + LiTs
= || Lizulle < ILM[R(QII <7, YR 20

= ||[Llzy|lu <7, YR2=20 ...... (1)
Pero |[zy|l. = "Lt:anxu" < an“LEIu“u == “L:J:u“u > a_"”mullu, a”l>1
= lim ||L%y]l. = (lim a™")||@w]lu,
n—oo n—oo

para que (1) sea verdadero debe ser que:

|lz. | =0 <= 2,=0 = Ljz,=0
Luego h(q) = x5 € Es N h{U]

— L"[h(q)] — 0 cuando n — oco. Entonces h~*L[h(q)] — h~1(0)
a/_/

f
s ) —p e fM)EU, Va20 A lim d(f"(q),p) =0

n—oo

= q € Wi (p)

Por lo tanto W} (p,) € W}(p)

Nota: De forma similar:

Wi(p,r) € W;(p) @
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Con las propiedades mostradas hasta ahora de variedades estables e in-
estables, buscaremos probar que:

Si f: U — E es un difeomorfismo de clase C! sobre su imagen, en donde
(E,]|-1l) es un espacio de Banach, U C E abierto que contiene a p que es un
punto fijo hiperbdlico de f. Entonces W} (p,r) es el gréfico de alguna funcién
de clase C'. De forma similar para Wi(p,m).

Existen dos pruebas de ello, la primera es:

Teorema 4.1 (Transformacién del Grafico) Wi (p,r) = es el grdfico de

alguna funcién de clase C*.

Prueba:

Sea como hipétesis (F, |}||) un espacio de Banach, U C-FE abierto que contiene
al cero. Sea f : U — FE lipschtziana tal que f(0) = 0 y L € Hip(E).
Como sabemos, existen subespacios cerrados de F, (I, E) y una constante

a=a(L),0 < a <1 tales que; Como U es abierto, 3r > 0 tal que B,(0) C U.

Denotemos

E,(r) = E,N B,.(0)
Es(r) = E; N B.(0)
E(r) = E,(r) x E,(r) = B.(0)

€Il = EBlol Eulel=Eun §lol
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Podemos considerar f : E(r) — E lipschitziana con f(0) = 0, f ho-
meomorfismo sobre su imagen. Probaremos que 3Je > 0 suficientemente
pequeiio tal que; si lip(f — L) < e. Entonces Wf'(p,r) es el gréifico de una
funcién: o : E,(r) — Es(r),
lipschitziana con lip(c) < 1y o(0) = 0.

Denotemos por:
Q(r) = {o € Lip(Ey(r), Es(r)) :  0(0) =0, lip(o) < 1}.

Consideremos:
d: Qr)xQ(r) — R

(01,02) —  d(o1,02) = sup |loy(z) — a2(z)|
TEEL(r)

Probaremos que Jao € () tal que W}(0,7) = G(09).

Si tal fuera el caso, para z, € F,(r)

= (T, 00(u)) € G(oo) = W}(0,7)

= (@, 00(za)) € STHWHO0,1)] C WE(0,7) = G(0o)
= [y, 00(z.)) € G(o0)

= 3Ty € E,(r) tal que f~'(xy,00(Ty)) = (Yu> 70(Yu))
= (%, 00(zu)) = f(Yu, 90(Yu))

Por lo tanto:

Ty = fu(ymao(yu)) = fuo (id, a0) (Yu)
Uo(mu) = fs(ym UO(yu)) = fs ° (id1 JO)(yH)

(4.3)

Suponiendo que'f,,, o (id, og) : Eu(r) — E, fuera invertible

= Yu = {fu © (lda 0'0)]_1(.1'7.“)
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en (4.3) oo(vy) = [fso(id,00)] o [fu o (id,00)] (), Va., € Eu(r)
= Jp = fsO(id,ao)O[fuo(id,o'o)]“l
Luego oy existe con las condiciones impuestas.

Ello motiva a considerar para o € §(r). Denotaremos:

V(o) = fuo(id,o): E,(r) — E,
¢r(0) = fso(id, o) : Eu(r) — E,

Debemos probar:
1. Ys(o) : Eu(r) — E, es invertible.
2. Eu(r) CIm(ys(e)). Por lo tanto 31/}171(0) By (r) — E,(7)

3. ws(a) : Eu(r) — E(r) es tal que Im(p;(0)) C E(r)
E.(r) — Eq(r)

Por lo tanto podemos definir ¢(o) o 1/);1(0) :
4. ¢s(0) o Y7 (0) € Lip(Eu(r), Es(r)) y lin(ws(0) 0 97 (0)) < 1
5. ¢4(0) 0 %7 (0)(0) = 0

6. (£2(r),d) es un espacio métrico completo. Por lo tanto podemos definir

Lo Q@) — Q(r)
o o Tye) = p(0)opi(o)

7. Ty € lip(QA(r)) y lip(Ty) < 1

De esta manera el tinico punto fijo o9 € Q(r) de I'y serd el candidato a
cumplir G(a9) = W} (0, 7).
Demostracion de (1) - (7):
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(1) ¥y(e): E,(r) — E, es invertible.

En efecto ¥(f)(a) =1l 0 fo (id,0) = ¥s(0) = L, + [[I, 0 f o (id, o) — L,,]
Luego: U, es invertible si:

lip(Il, o f o (id,0) — L.,) < ||L;}||7* = a~! por el Teorema (2.6)

Es claro que:
[I,0 Lo (id o)(x,) =1,0 Lo (r,,0(r,)) = Lyx,, V1, € Eu(7)
— I, 0 Lo (id,o) = L,
Luego lip(I1,, o f o (id,o) — L,,) = lip(Il, o f o (id, o) — II, 0 L o (id, 0))
= lip(IT, o f o (id, o) — L,,) = lip(Il, o (f — L) o (id, o))

i

= lip(Il, o f o (id, o) — L,,) < ||IL,|| Jip(f — L)lip(id, o)
——
<1

= lip(Il, o f o (id, 0) — L) < lip(f — L)lip(id, o) (4.4)

Como ||(id, #)(w.) — (id, o) (w, )| = max{||z — @, ]lu, o (xa) = o(w)lls}

T

<HP(U)”-T'H*-"':L|IU

|(id, o) (z,) — (id, @) (2.)]] < ||Tu — 7, ||u, pues lip(e) < 1.

Entonces lip(id, o) < 1.
Si hacemos lip(f — L) < e < ||[L7'||7! = a~! Reemplazando en (4.4).

"{?jp(nu © f o (?da J) - L‘u) < ]?P(f - L).”l}')(’&d 5) <€
= lip(Il, o fo(id,o) — L,) <e< L7 =a!
= Us(0) =Ly + [y o fo(id o) — L]

Es invertible mas ain el Teorema (2.6) afirma que:

1

a~l —¢

U7 (o) € lip(Ey, Eu(r)) Alip(V; (o) <
Luego queda demostrado.
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Lema 4.1 Sea (E,||.||) Espacio de Banach, U C E abierto que contiene el
cero f: U — E homeomorfismo sobre su imagen tal que f € lip(U E) y
f(0) =0. Sea L € Hip(E). Silip(f — L) < e < a~!. Entonces la funcidn.

V(o) : Ey(r) — E,
Ty H— \I’f(o')(mu) = Hu o f o (Zd: 0’)(.71”)
= fulTu, (7))

Es invertible y

U7 (0) € Lip(Eu(r), Bu(r) A lip(¥7}(e)) <

(2) Eu(r) € Im(¥y(0))

En efecto:

Sea y,, € E,(r) P.D.Q. 3z, € E,(r) tal que ¥;(0)(zu) = Yu.
=, = \Il;l(a)(yu), pues V(o) es invertible.

Es claro que: ¥;(0)(0) = f, o (id,0)(0) = II, 0 f(0,0) =0

= \I’}l(a)(O) =0

Luego: (cémo es y qué condiciones tiene x, buscado)

lZulle = 197 @) @)l = 197" (0)(va) = ¥7 () (0)]f
< Up(P7H(0) |yl
1
lzu]| < +———=r. Entonces es claro que
(a=1 —¢

T, €EE,(r)<=al—-e<l+=e<al-1
Entonces 3z, € E,(r) tal que Vs(o)(z,) = yu € Im(¥4(0))
por lo tanto E,(r) C Im(¥s(0)).
Esto se cumple tomando ¢ < min{a™,a™? =1} =a~! - 1.

Con ello queda probado el.
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Lema 4.2 Sea (E,||.||) Espacio de Banach.

UCE, con0€U, f:U— E homeomorfismo sobre su imagen tal

que f € lip(UE)y f(0) =0 Sea L € Hip(E). Silip(f —L) <e<al—-1

Entonces:

E.(r) CIm(¥ (o)), Vo € Q(r) W

(3) ¢s(0) : Eu(r) — E,(r) cumple Im(py(0)) C Es(r)
En efecto: Sea y, € Im(ps(c)) = 3z, € Eu(r), (||lzull. < ), tal que

(o) (Tu) = Yu
P.D.Q |lyulls <7

Sea ;(0)(0) = 75 0 f o (id,0)(0) = 0 observese también:
s © Lo (Zd) O')(.??"_) - Ws[Lumu: Lsg(mu)] - Lsa(mu)

”yu”s

IA

IA

<

<

llps(0)(zu) — @5(a)(0)]s

|75 0 f o (id, o) (ww) — ms o f o (id, o) (0)]ls

|75 o f o (id, )z, — Ts 0 Lo (id,0)a, — s 0 f o (id, a)(0)+

ms o Lo (id,a)(0)||s + ||7s o L o (id, 0)xy — 75 0 L o (id, a)(0)][s
|7s o (f = L) o (id, )z — 75 o (f — L) o (id, o) (0)[|s+

| Zso(zu) — Lso(0)]ls

sl Lip(f — L) lip(id, ) [|2ulls + [ Ls | Lip(a) [|2ull
—— —~ e . S e —

=1 <€ <1 <r <a <1 <r

€r -+ ar.

”yu||sS(€+a.)r, siet+ta<lee<l—a

= ”yu“s <7 =y, € Ey(r).

Luego Im(p;(0)) C E4(r) con ello hemos probado.
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Lema 4.3 Sea (E,|.]|) un espacio de Banach. Sea U C E abierto que con-
tiene al cero; f : U — E homeomorfismo sobre f(U) tal que f € Lip(U, E)
y f(0) = 0. Sea L = Hip(E). Silip(f —L) <e<1-—a.

Entonces:

@7 (0) : Ey(r) = Ey(r) cumple Im(py(0)) C Es(r), Vo € Q) ]

Ahora de (1), (2) y (3) podemos asegurar que:
ps(o) o \I!J?I(cr) : Ey(r) — Es(r).

Esté bien definida.

4) ¢;(0) 0 U5 (0) € lip(Eu(r), Es(r)) y lip(ps() 0 U7 (o)) < 1.
En efecto. Por el Teorema 2.4 La composicién de dos lipschitzianas es
lipschitziana. Luego por (1):

1
a"l—¢

V7Y (0) € lip(Bu(r), Eu(r)) A lip(¥7'(0)) <
Queda por demostrar que:

01(0) € lip(Bu(r), Bo(r)) A lip(ps(0) 0 V7' (0)) < 1
Bien procedamos:

los(0) (@) — s (@) @lls = llms o f o (id,0)(ws) = w5 0 f © (id, o) (@,)ls
= |ms o f o (id, 0)(2s) — ms 0 L o (id, 0)(zu) —
740 f o (id, o) (x,) + 7, 0 Lo (id, o) (x,) s
+| Lo (zu) = Lo (@,)|ls
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= llps(0)(@) — @s(a)(@)ls < (e + a)l|lzu —

IA

s o (f = L) o (id, o) (wu) —
s o (f = L) o (id, o) (2,)|ls +
150 () = Lso ()]s

==] <€ <1

IZsl] Lip(0) I — 2,
— N —

<a <1

= ps(0) € lip(Ey(r), Es(r)) ANlip(pr(o) <e+a

Por ultimo:

lip(py(a) 0 U7 (o))

< lip(pg(0))-lip(¥7 (0))
< € 1—|— a <1

a-l — ¢
& et+a<al—c¢
o 2e<al—a
- a~l—a

€

2

(5) Observese que, como ‘11;1(0) (0)=0

’
mu ” u

7| Lip(f — L) lip(id, o) [l — @l +
— o ———— ——

@1(0) o W7 (0)(0) = ¢s(0)(0) = msofo(id,o)(0)=0

Luego si lip(f — L) < € con € < min{a™' — 1,1 — a,

-1

a — a

} Entonces

se cumplen todos los resultados y los Lemas (4.1), (4.2), (4.3). Tam-

l—a<a'l—-lea-d’<l—-awa®-2a+1>0&(a—1)2>0

1—a<&_12——“<:>2a,—2a2<1—a2<=>a2—2a+1>0<:>(a—1)2>0
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. Si e <1—a. Se cumple todo lo mencionado en (O).

Luego hemos probado el siguiente:

Teorema 4.2 (E,|.||) un espacio de Banach, f : E(r) — E homeomorfis-

mo sobre su imagen tal que f € lip(E(r), E)A f(0) = 0A L € Hip(E). Si

lip(f — L) <e<1l-—a. Entonces:

i) Us(o) : Eu(r) — E,. Es invertible tal que ‘I’}l(a) € lip(E.(r)) vy
lz’p(‘lffl(a)) < (a_"%_—T)’ Vo € Q(r)

i) r(0) € lip(Bu(r), Bo(r) Alip(es(0)) < e+ a, Vo € Qr)

iii) @s(0) o Ul (0) € Qr), Vo e Q(r) H

De esta manera podemos definir:
Lp:Q(r) — Qr)
o Ty(0) = ps(0) 0 (o)
Proposicién 4.4 Sea QU(r) = {o € lip(E.(r), Es(r))/lip(c) < 1; ¢(0) = 0}
con la métrica:
d:Qr)xQ(r) — R

(01,02) — d(al:a2) = SUI? )”01(-"7) - 02(-”3)”3
zeE,.(r

Entonces (Q(r),d) es un espacio métrico completo.

Prueba:
Sea o € §U(r) = o € lip(Ey(r), Es(r)) C C[Eu(r), Es(r)]
ademds:
lo@)lls = llo(@) = (0)lls < lip(o)l|zll < 7,V € Eu(r)
— o € Cy[Eu(r), Es(r)]
— Q(r) C CyEu(r), Bs(r)] .o v ()
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Como (E, ||.||) es Banach y E; C E cerrado = (E, ||.||s) Banach.

Sea d; la métrica inducida ||.|s.
ds : B x Es — R
(x,y) — ds(z,9) = llz = ylls

= (F,,d,s) Es un espacio métrico completo.

= Cy|Ewu(r), Es(r)] Es un espacio métrico completo.

Luego de (a). Quedaria por mostrar que Q(r) es un subconjunto cerrado de
Cy[Eu(r), Es(7)].

Luego:

Sea o € Q(r) = 3(0,) C Q(r) tal que limy—eo d(op,0) =0
AFIRMACION: o € Q(r).

En efecto. Sea .7r,1,,,:1r:;1 € E,(r). Se tiene:

lon(@s) —o(@u)lls < sup |lon(zu) — o(zu)lls
Tu€EL(T)

= d(on,0)
lon(z,) —o(@ s < sup lon(za) — a(@)lls

Tu€EFEy (T)

= d(on,0)

= lim [lon(@) — o(@)lls = 0A lim [lon(x,) — o(2,)]ls = 0
n—oo n—oo

Entonces, dado € > 0, 3N € Z* tal que:

E ! !
lon(zu) — o’(mu’)“s < ) Allon(z,) — a(z,)|ls <

B M
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Luego:

lo(za) = o(@)lls < Jlo(za) = on(@d)lls +Hlon () — ozl
<V§
< §+llow(en) - on(@)ll + lon(w) — ()l
2’5
< 5+ liplow) o = 2l + §
<1
< e+ ||z =2, |, Ve>0
< o - Ji;llu,v.’ﬁu,ﬂ’f:‘ € Ey(r)
= o € liplE,(r),Es(r)] A lip(e) <1 (4.5)
Falta finalmente que:
02(0) = (O}, < d(o,0),¥0 > 0,
como oy, € (1) = 0,(0) =0
= 0< || =0(0)|]s <d(on,0), sin— oo
= |e(0)]|=0 <<=0c(0)=0 (4.6)

por lo tanto de (4.5) y (4.6), o € Q(r).
La afirmaciéon queda probada, luego Q(r) es cerrada.
Por lo tanto (§2(r), d) es un espacio métrico completo. W
De aqui sélo queda por demostrar que I'y es contraccién.
Luego, si ay,07 € (1) entonces, como estamos en un espacio métrico com-
pleto, tenemos que:

d(Ty(01),Ts(02)) = mzlép(r}nrf("l)(mu)‘Pf(o':z)(mu)”s ------ (4.7)
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Quisieramos acotar el lado derecho de (4.7).

IT7(01) () =T s (@2) (@u)ls = || fso(id, ar)o[fu o (id, 01)] " (zs) =T p(02) (w)ls

"

Yu

Si hacemos vy, = [fu © (id, 01)] " H(zw) = T = fu 0 (id, 1) (Yu)
Entonces f, o (id, 01)(v.) = Tp(o1)7

= ||ITy(01)(z) = Ts(o2)(@u)lls = 1 fs (W, o1(va)) = Tr(o2(fultu, o1 (mu))llls - - (4:8)

Para acotar el lado derecho de (4.8) mostraremos el siguiente:

Lema 4.4 Sea (E,||.||) espacio de Banach f : E(r) — E homeomorfismo
sobre su imagen tal que f € lip(E(r), E) y f(0)=0, sea L € Hip(E).
Silip(f — L) < e <1—a. Entonces la funcidn

L;:Qr) — Qr)
o +— Ty(0) =¢s(0) 0¥ (0)

Satisface la desigualdad:
||Ff(g)(fTL(y1L:ys)) T F fs(yu:ys)”s < (CL + 26)|!0(yu - ys)l|s, Yo € Q(T‘)
en donde (y,ys) € E(r) es tal que fu(yu,ys) € E(7).

Prueba:

”FI(U)(fu(ymys)) - fs(yuays)“s < “FI(U)(fu(yu,ys)) — fs(Yu U(yu))“s +

e

o

19p
J_]fS(yua o (yu)) = fs(Yus y.;)”i

20p
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Acotaremos 10 P: ||Ff(g)(f1;(y1¢: ys)) . fs(yua O'(yn))”s =

= “Ff(o')(fu(ymys) - Ff(al)(fu(yma(yu)))”s

< lz’pf‘f(a) | fu(¥us ¥s) = fu(Yus U(yu))“s

| S

<1

S ”7Tu o f(ytnys) — Ty © L(yu; ys) — Ty © f(ytn 0(3}1;))

+7ru o L(yua U(’%L)”S + HLuyu - Luyu”s
< “"Tu © (f - L)(ym yS) — Ty © (f - L)(yu: G(yu)lls +0
< ”ﬂ-u” lip(f — L) lip(’id, o) ”ys - a(yu)”s

— — g S

=1 <e <1

< ellys — a(ya)lls (4.9)

Acotaremos 2° P: || fs(Vu, o(ya)) — fs(u, ys)lls <

<

IA

<

<

I7s © f o (Yu, o0 (yu)) = Ts 0 Lo (Yu, 0 (yu)) —

750 0 (Yus Ys) + s 0 L 0 (Yu, Ys)lls + | Lso(Yu) — Lsyslls
75 © (f = L) Wus 0 (yu) — 75 0 (f = L) (Y, ys)ls +

I Lslllo(yu) — yslls

||7r5” Hp(f - L) '”J(yu) - ys”s + allo(yu) — ys”s
= =
(6 + n’)”ys - U(ylt)lls (410)

Reemplazando (4.9), (4.10) en la desigualdad dada.

“Ff(o')(fn(ymys)) T fs(ym ys)”s < (”' + 26)”0(yu) = yslls,Vo S Q(T)

si hacemos 0 = 03 ¥ ¥s = 01(¥x). En el Lema (4.4).

HI‘:f(’-T?)(fv."{?/m 01 (yu))) - fs(yua Jl(yrz))lls < ((1. an 26)”02(?}&) — 01 (yu)us
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< (G’. + 26) 13163( ”G'Q(yu) — 01 (yu)”i
=d(;;,0’1)

< (a+ 2¢)d(og,01),

luego (4.8) queda acotada. Si tomamos supremo al lado izquierdo de (4.8).

sup [[Ty(01)(xu) = Ty(o2) (@)l < (a+ 2€)d(oy,02)

T EE,

d(T's(01),Ts(02)) < (a+ 2¢)d(01,02) Vou,02 € Q)
l1—a
2

luego si € < 15—“ = I'y es contractiva y por lo tanto tendra un tinico punto

'y es contractiva & a+2e<1l&e<

ﬁjO O’f.
AFIRMACION : G(oy) = W}‘(O,r)
En efecto:

Observese que: (zy,s) € f[G(a)] () E(r)

A Jyu € E(T): (yu,a(yu)) € G(U) tal que f(yu: G(yu)) = (:]’:,,,.’175)

& (T, s) = (fulYu o (Yu)), fs(Yu, 0 (ya)))
Ty = fu(Yu, 0(Yu)) = fuo (id, o) (yu)

& =y = [fu 0 (id, o))"} (2)
Ts = fs(Yu, 0(yu)) = fs 0 (id, o) (yu)

& zs = [fs 0 (id,0)] o [fu 0 (id, 0)] 7} (7u) = 75 = Ts(0)(7w)

o (T, z5) € G(T'f(0))

Por lo tanto G(I'f(0)) = f[G(o)] N E(r),Vo € Q(r).
Como o € Q(r), entonces: G(oy) = G(I's(0y)) = f[G(afp)] N E(r) C E(7).
(€)

= G(oy) C fTH(E(T))
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- Gloy) € FIEG)], ¥n 20
Supongamos G(oy) C f*}[E(r)], (por Hipétesis Inductiva)

flG(og)] € f1E(M)
fIG(en] () E(r) € fME®@)],¥n >0
G[Ls(ay)] C fM[E(r)], como o punto fijo de I'

Glos] C fM[E(r)],Yn >0

Frl il

Glog) S fMEM)) = WE(0,r) (4.11)

(2) mostraremos el otro contenido.

Si (2u,75) € () f[E(@)] = (24, 25) € f[E(r)),Yn >0
n>0
= [7"(zy,2;5) € E(r),Yn > 0. Denotemos si es claro 3(y,y?) € E(r) tal

que

= (v, y2) = f~™(zu, xs), Vn > 0 entonces para n + 1 también se cumplira.
= (thyet) = N (@ ws) = U (@ )] = £, v

= flya*hui™h) = (i vi)-

Luego hemos formado una sucesién en E(r) que cumple.

Ty =90 A yr= fulymthyttl); Yn>0

como: f,(y**!

=90 A Y= f(ythyrtl); vn>0

Yt € Ey(r),¥n > 0

como queremos mostrar que (z,,r;) € G(os) entonces es claro que T, =

oy(7,) trataremos mostrar que ||o(z,) — z;||s = 0, recordando I's(oy) = oy:

log(zu) = xslls = [Tp(op) (@) — 6l
= ”Ff(af)(fu(yu(y:luy:)) - fs(yeluyi)”s <, Por el Lema(4.4)
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< (a+26)llos () — valls

< T (o) (Fulin, vs)) = fs(W2, 42lls(a + 2¢)
<(a+2¢)llo(y2)-v2|ls

< (a+2€)(a+26¢)|o(y2) — v2||s, asi sucesivamente

< (a+2€¢)"o(yy) — y2lls si n— 0o, como (a+ 2€) < 1
= |lop(zy) — z6l|s = 0 <= 25 = 04 (,,)

= (T4, ;) € G(oy)

() fEM) € oloy) (4.12)
n>0
de (4.11) y (4.12) tenemos que: G(oy) = m fME(r)] =wW0,r)
Por lo tanto G(oy) = n>0(0 r). |

El conjunto inestable de tamafio 7 de f en 0 es una variedad, pues es el
gréfico de una funcién oy : E,(r) — E4(r) tal que o; € Q(r) y es punto
fijodeT'y € Q(r). Aqui termina la prueba del Teorema de la “Transformacién
del Grafico”.

Por 1ltimo, observese que para oy € Q(r) definimos, la funcién:
™ E,(r) = G(oy)
Ty +—— T(2y) = (T, 07(24))
Si aplicamos proyeccién canénica:
Ty O T (Ty) = Mu(Tuy 04(20)) = 2y = w07 (2,) = 74
= 7'(z,) = ‘n';'l(mu), Vz, € E,(r)
= 7' =a.' en E,(r)

= (") l=mn,
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Si hacemos composicion opuesta:
T o Ty © ﬂ'*(mu) =7m"o Wu(mu; o'f('ﬂ‘u)) = W*(mu) . (mu; crf(:n,,)),Vcnu € Eu('r)

= rtomon* =7" en E,(r)

Luego:

-1
mrom,=7"om"

* _ -1
™ =7, |¢(o))

Ademas:

I7* (@) = 7" (@) = (@, 05(za)) — (@, 05()]
oy ”(Tu - m:u af(x“) - 0'_{ (T:L)”

= max{||zy — 2 [lu, loy(2a) — op(2)lls} (413)
Observese que:
llos(@a) = op(@i)lls < liplog)lln — zyllu < llew — 2/l
reemplazando (4.13)
7 (za) = 7 (@) = llew — Tyl = |7 = lip(*) < 1

Se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

1
Eulr) @ Er)
Ty TT
Gip » G
[ T - Vi
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= f=7"0 \Il;l(af) oy, recordando 7* ! = 1, A7l = 7

= [Tl =m0V op) 0!

= [l =a* o U (o) om, Alip(f~1) < lip(7*) - lip(V 1 (o)) - li ) < 1
f s(oy) p(f77) < lip(n*) - lip(¥ s (o)) - lip(.,)

<1 <1 =1
Por lo tanto f~1 Glop)=W}(0yr) Es una contraccién.

De esta forma hemos probado el siguiente:

Teorema 4.3 (Teorema de la Variedad Inestable de Tamaiio r) Sea
(E,|l.Il) un espacio de Banach. f : E(r) — E homeomorfismo sobre su
imagen, tal que: [ € lip(E(r),E) y f(0) = 0. Sea L € Hip(E) tal que
lip(f—-L)<e< 1__;_0._' Entonces 3! a; € Q(r) tal que:

(1) G(oy) =Wg(0,r).

(i) f~'lwyor) es una contraccidn. 4

Nuestro objetivo ahora es ver si podemos conseguir un resultado similar con
la variedad estable. Considerando el Teorema (2.6).

Si hacemos lip(f — L) < e < ||[L7Y| ™" = f=L—(L~- f) es invertible sobre
su imagen. La cual contiene una bola. E(r') con 1 =r(]|L7Y! —e).
Ademas f~' € lLip(E(r'),E) A lip(f~1) < = ——Ilz'p(f =t Como
L € Hip(E), entonces L' € Hip(E).

También:

E(L7") = E.(L)
Eu(L"]) = E4(L)
a(L™Y) = a(L)

Ademés: f~! — L~ = f~Y(I — fL-1) = f~Y(] — f)L-!

Lip(L — f)IIL71|
L=t = lip(f = L)

= lip(f~' = L7") < lip(f~1) - tip(L - f)||IL7Y| < “
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Pero:

lip(f — L)|IL77|
L=~ = lip(f — L)

<e > lip(f = L)IL7! <e [IL7T — e Lip(f — L)

: ellL7H~
<=5l - L)< —m—.
=iliplf— L) < T
. . l-a —1y-1
De esta manera, si tomamos € < min{ 5 N oy

| oL
lip(f — L) < min{e, ————

f10)=0 y L~'eHip(E) con lip(f~' — L™') < e. Luego el teorema ante-

} tenemos f~! : E(r') — E lipschitz con

rior se cumple para f~!y L1
Luego 30;-1 € lip(Ey(r', L"), Es(r', L)) tal que G(of-1) = W, (0,7) A
(f‘l)‘1|w;wl(0|,r) es contraccién como E,(r',L7') = Ey(r',L) = E,(r’) A

E (r', L) = E (7', L) = E,(r'").

Definiendo: o} = oy-1 tenemos que G(ag) = WO, )N f w3(o,) €s contrac-
cion.

Lo cual mejora el Teorema anterior, por el siguiente:

Teorema 4.4 (VARIEDADES PARA UN PUNTO FIJO) Sea

(E,|.ll) espacio de Banach f € lip(E(r),E) tal que f(0) = 0 Sea

L € Hip(E). Sie < min{&2, |L7Y"} y lip(f = L) < min{e,%&l}.

Entonces:

(i) 3o} € lip(Eu(r),Es(r)) con lip(o}) < 1A 0§(0) = 0, tal que:
G(o}) = W}(0,m) A f~!lwpos) €s una contraccidn.

(ii) 3! o} € lip(Es(r'), Eu(r")) con lip(og) < 1A a$(0) = 0, tal que:
G(o}) = w;(0,71) A f|wfs(0,,f) es una contraccion:
en donde: ' = r(||[L7Y|7! — lip(f — L)) 34
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Consideremos el conjunto F(r), definido por:
F(r) = {f € ip(B(r), E) : f(0) =0 Alip(f — L) < ¢}
en donde L € Hip(E) (fijo), € < min{132, IL=Y|”'}. Definimos:

d:F(r)yx F(r) — R
(f1,f2) +— d(f1,f2) = sup | f1(z) = fa(2)|

zeE(r)
Con las notaciones anteriores observemos que I'y estd bien definida Vf € F(r)

luego:

I:Q(r)x F(r) — Q(r)
(0,f) — T(o,f)
Ya probamos que 'y : Q(r) — Q(r) es lipschitz y lip(I'y) < a+2€eVf € F(r)
AFIRMACION: T, € C[F(r),Q(r)]. En efecto:

IT(f)(@u) = To(F)(@u)lls = IITs(0) (@) = Ty (@) (@a)lls
= llos(0) 0 U (0)(wa) = @p(0) 0 W7 (o) ()]s
< les(0)(T7 (0) (@) = e(0) () () (@)l
+Hlor () (7 () (@) = @ () (U7 (@) (@) ls
lip(ps (oDI1¥7 (0) (@) — U7 (o) (@)l +
les (@) (W7 (@) (@) = @5 () (T 7 () (@)l s

IA

Acotaremos los dos sumandos de la derecha, haciendo y, = \I’JT,I (0)(zy) te-

nemos =, = @ (0)(yu) = \I/}l(a)(:nu) = \Iffl(cr) oW (0)(Yu)

les(@)(T7H0) (@) = ¢5(0) (T (@) (@))ls = llps (o) (Wu) = @5 (@) (Wa)lls
= ||lmso fo(id, 0')(9'11) — Ts© f’ o (d, 0)(yu)ns

a0



< f - Y U(yu)) = f'(yﬂ-) G(yu))“s
< sup ||If (=) - f(@)| = d(f, )

xz€E(r)

< d(f, f) (4.14)

197 (o) (@) = ¥ (@) (@)l = NP7 () 0 ¥y (0)(vu) — Yullu

= U7 (o) 0 V(o) (va) — 7' (0) 0 Vs (o) (yu) I

< Up(UH (oY (o) (u) — Yy(0) (W) lu

< lmuo f' o (Y, 0(yu)) — Tu 0 f © (Yu, o (¥u))llu

< N @y 0 (W) = f (Yur 0 (@)l

< e I1f () = f@) = d(f, f)

< d(f, f) (4.15)

Reemplazando (4.14) y (4.15) la desigualdad discutida
”ra(f)(a:u) - Fo(f’)(mu)"s < 2d(f1 f’), V1, € Eu("')

= sup |[Te(f)(@u) — To(f)(@u)lls < 2d(f, f)

ru€EL(r)
= d(T,(f), To(f) < 2d(f,f), VS, f € F(r)
= T, € lip(F(r),Q(r)) Alip(T,) < 2,Vo € Qr)
T, € C[F(r),Q(r)).

Por el teorema de la aplicacién fija; la funcién @ que asocia a cada f € F(r)

la funcién oy € §(r) es continua:

0:F(r) — Q(r)
f— 0(f)=o0s
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6 € C[F(r),Q(r)] y como G(oy) = WE(0,r)
= fy f estdn “muy cerca”.
= W7(0,7) A Wi (0,7) también estdn “muy cerca”.
es decir, la familia {W}‘(O, r)}feF(r) :
varia continuamente con f € F(r).

Coroldrio 4.1 Sea (E, ||.||) un espacio de Banach, L € Hip(E).
Sea
Q(r) = {o € lip(E,(r), E5(r) : lip(c) <1Ac(0) = 0}
F(r) = {f € lip(E(r), B) - £(0) =0 Alip(f - L) < ¢},

l—a

2

donde € < min{ , IL7YI7Y Y, v considerese:

[:Q(r)xF(r) — Q)
(0,f) ¥ T(o,f) =Ty(o)

Entonces:
i) Ty € C[F(r),Q(r)] y satisface:
d(Te(f),Ta(f)) < 2d(f,f); Vi, f € F(r).
i) La aplicacion:

0:F(r) — Q(r) es continua

f— 0(f)=0;

i) {Wp(0,r)} fer(y) & une familia que varia continuamente con f =
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CONCLUSIONES

1. Un resultado importante es que los Conjuntos Es-
tables e Inestables de Tamarno r son Variedades,
pues se logré probar que es el grafico de una fun-
cion oy Lipschitziana y con Punto Fijo cero.

2. Se ha logrado generalizar las propiedades de las
Variedades de Dimension Finita a Espactos
de Dimension Infinita, Espacio de Banach.
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