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Resumen

El teorema de Szemerédi clasico muestra la existencia de progresiones aritméticas de
longitud arbitraria en subconjuntos de los ntimeros naturales que tengan densidad superior
positiva. En este trabajo abordamos varias pruebas del teorema de Szemerédi a través de dis-
tintos marcos tedricos: andlisis de Fourier, teoria ergddica, y normas de Gowers. Inicialmente
estudiamos el teorema de Szemerédi para progresiones aritméticas de longitud tres, es decir,
el teorema de Roth, por medio del andlisis de Fourier en Zy y argumentos de incrementos
de la densidad, y hacemos uso de las normas de Gowers para controlar el nimero de progre-
siones aritméticas de longitud tres. Estas normas simplifican significativamente los calculos
obtenidos por uso exclusivo del analisis de Fourier en Zy, a costa de una ralentizacién del in-
cremento de la densidad. A pesar de ello, via las normas de Gowers se obtiene el caso general
del teorema de Szemerédi para progresiones aritméticas de longitud mayor o igual que tres.
Abordaremos el teorema de Szemerédi para progresiones de longitud cuatro haciendo uso de
las normas de Gowers, y en seguida probaremos el caso general del teorema de Szemerédi por
medio de la teoria ergddica. Finalmente, siguiendo los trabajos de Green y Tao, mostraremos
que los niimeros primos contienen progresiones aritméticas de longitud arbitraria. Dado que
el conjunto de los nimeros primos tiene densidad superior nula dos hechos son relevantes para
demostrar el teorema de Green y Tao: una importante variante del teorema de Szemerédi en
el ambito de medidas pseudoaleatorias, y la existencia de una medida pseudoaleatoria que

mayore cierto conjunto de ntimeros primos.



Abstract

The classical Szemerédi’s theorem shows the existence of arbitrarily long arithmetic pro-
gressions in subsets of natural numbers that have positive upper density. In this paper we
address several proofs of the Szemerédi’s theorem through different theoretical frameworks:
Fourier analysis, ergodic theory, and Gowers norms. Initially we study Szemerédi’s theorem
for arithmetic progressions of length three, known as Roth’s theorem, through Fourier analy-
sis in Zy and incremental density arguments, and we make use of Gowers norms to control
the number of arithmetic progressions of length three. These norms significantly simplify
the calculations obtained by the exclusive use of Fourier analysis in Zy, while slowering the
density increment. However, by the use of Gowers norms we obtain the general case of Sze-
merédi’s theorem for arithmetic progressions of lenght greater or equal than three. We deal
with Szemerédi’s theorem of progressions of length four by making use of Gowers norms, and
then we prove the general case of Szemerédi’s theorem with ergodic theory. Finally, following
the work of Green and Tao, we show that the set of prime numbers contain arbitrarily long
arithmetic progressions. Because the set of primes numbers has upper density zero, two facts
are relevant to demonstrate Green-Tao theorem: an important variant of Szemerédi’s theorem
in the context of pseudorandom measures, and the existence of a pseudorandom measure that

bounds a certain set of prime numbers.



Notaciones

Z: conjunto de los ntimeros enteros.

N: conjunto de los nimeros naturales, N = {1,2,3,...}.

R: conjunto de los niimeros reales.

R+: conjunto de los ntimeros reales no negativos.

C: conjunto de los niimeros complejos.

Zn: anillo de enteros médulo N.

|G|: cardinalidad del conjunto G.

f: transformada de Fourier de f

[1, N]: conjunto de enteros de 1 a N

f*g: convolucién de las funciones fy g

l|ee||: resto de & médulo 1

a=b (modp): a congruente con b médulo p.

f<y: f=0(g).

f=0(g): existen R > 0y K > 0 tales que si x > R entonces |f(x)| < Kg(z).
x

fla)~ oo tim T

C(X): conjunto de funciones continuas en X.

Ck(X): conjunto de funciones de clase C* en X.

diam(B): didmetro del conjunto B.

alb: el entero a divide a b.

f=o(g): Jm m =

E(f): valor promedio de la funcién f : Zy — R.



Capitulo 1

Introduccion

Un importante problema en combinatoria aditiva es determinar si existen progresiones
aritméticas de determinada longitud en un conjunto dado A que posea alguna estructura
aditiva, como por ejemplo en Z con la suma usual. En este trabajo discutiremos quizas uno
de los teoremas maés profundos en combinatoria aditiva, el “teorema de Szemerédi”, asi como
una de sus principales consecuencias indirectas, la existencia de progresiones aritméticas
propias de longitud arbitraria formadas solamente por nimeros primos, que fue mostrada

por Ben Green y Terence Tao en 2004. Nuestro punto de partida es el siguiente resultado.

Teorema 1.1 (Szemerédi, 1975). Sea A un subconjunto de los enteros positivos con den-
sidad superior positiva 6(A) > 0. Entonces A contiene progresiones aritméticas de longitud

arbitraria.
Para precisar lo que es densidad superior damos la definicién.

Definicién 1.1. Sea A C N, la densidad superior de A en N, denotada por §(A), se define
como

AN, N
0(A) zh'msupi‘ 1, ”,
N—o0 N

donde [1,N] ={1,2,...,N}, y | B| denota la cardinalidad del conjunto B.

Este teorema fue probado originalmente por Szemerédi en 1975 a través de un sofisticado
argumento combinatorio, introduciendo por primera vez el lema de regularidad que hoy lleva
su nombre. Existen varias pruebas de este teorema, entre ellas la de Furstenberg, que usa

métodos de teoria ergddica [I7], y la de Tim Gowers que hace uso de la combinatoria aditiva



[18]. Podemos reformular de una manera més cuantitativa el teorema de Szemerédi a partir

de la siguiente definicién.

Definicién 1.2 (Constante de Erdos-Turdn). Sea A un subconjunto finito de los enteros
positivos, y sea k > 1. Denotemos por ri(A) a la cardinalidad del mayor subconjunto de A

que no contiene ninguna progresion aritmética propia de longitud k.

Tenemos que 71(A) = 0 y r2(A) = 1 para cualquier conjunto A finito y no vacio. Para
cada k fijo, ri(A) es creciente en A en el sentido de que si A C B entonces ri(A4) < r(B).
Ademsds, ri(A) < |A| para cualquier conjunto A finito y no vacio.

El teorema [I.1] es equivalente al siguiente enunciado, que fue inicialmente conjeturado por

Erdos y Turan.
Teorema 1.2 (Szemerédi, 2%° versién). Seank > 1y N > 1 enteros. Entoncesry,([1, N]) = o(N).

Para k =1 o kK = 2 el resultado es trivial. Sin embargo, para valores de k mayores que
dos el resultado no se da facilmente. El caso k = 3 es bien manejado por métodos de andlisis

de Fourier, y tenemos en este caso el famoso teorema de Roth, (cf. [3]).
Teorema 1.3 (Roth, 1956). Tenemos que r3([1, N]) = o(N).

Los dos tltimos teoremas tienen una variedad de pruebas diferentes, las que usan técnicas
enmarcadas dentro de diversas areas de la matematica tales como: andlisis armoénico, teoria
ergddica, teoria de grafos, teoria de hipergrafos, combinatoria aditiva y teoria de Ramsey. El
proposito de este trabajo es proporcionar varias de estas pruebas. Estas pruebas sirven como
modelo para el teorema de Green-Tao.

Es preciso mencionar que el andlisis de Fourier lineal es una herramienta bien adaptada para
detectar progresiones aritméticas de longitud tres; sin embargo, para progresiones de mayor

longitud requeriremos de un analisis de Fourier de mayor orden.

Otra conjetura debida a Erdos es la siguiente.

Conjetura 1.1 (de Erdds sobre progresiones aritméticas). Sea A = {al,ag,ag,...} un
+0o0
subconjunto infinito de N, tal que Z — = +00. Entonces, A contiene infinitas progresiones
a
k=1

aritméticas de longitud k para todo k > 3 entero.



Esta conjetura estd actualmente abierta, ain no resuelta, incluso para progresiones de
longitud £ = 3. Sin embargo, un caso especial de esta conjetura, restringida al conjunto de

los nimeros primos P = {2,3,5,7,11,...} ha sido probada en anos recientes por Green y Tao.

Teorema 1.4 (Green-Tao, 2004). Sean k > 1 y N > 1 enteros. Entonces tenemos que
rk(PN[1,N]) =o(|PN[L,N]|).

En particular, los nimeros primos contienen infinitas progresiones aritméticas propias de

longitud arbitraria.

Mostraremos en el capitulo final el teorema de Green-Tao (teorema [7.1). Més aun, es

posible mostrar un resultado méas general siguiendo su método.

Teorema 1.5 (Szemerédi en los primos, 2004). Sea A un subconjunto cualquiera del conjunto
de los numeros primos P con densidad superior positiva, esto es,

) \Am ,N\
lim sup

> 0.
N—oo ’P }

Entonces A contiene infinitas progresiones aritméticas de longitud k para todo k > 3 entero.

Si cambiamos el conjunto de los nimeros primos P, por el conjunto de los ndmeros

naturales N, obtenemos el teorema de Szemerédi cldsico, teoremal[I.1] que reescribimos ahora.

Teorema 1.6 (Szemerédi, versién clasica). Sea A C N con densidad superior positiva, esto

es
, AN 1, N]|
lim sup ———

>0
N—4o00 N ’

entonces A contiene infinitas progresiones aritméticas de longitud k para todo entero k > 3.
Resaltamos otras dos versiones del teorema de Szemerédi a continuacion.

Proposicién 1.1 (Szemerédi, versién finitaria). Sean N un entero positivo y Zy = Z/NZ.
Sea 1 > 6 > 0 un numero real fijado, y k > 3 un entero. Entonces existe un menor natural
No(8,k) € Z" con la propiedad de que, si N > No(0,k) y A C Zn con |A] > 6N, entonces

tenemos que A contiene alguna progresion aritmética de longitud k.

Proposicién 1.2 (Szemerédi, versién funcional). Sea veonst : Zy — RT la funcién constante
unidad, Veonst = 1. Sean 0 < § <1 y k > 1 un entero fijado. Consideremos también N € Z™

un pardmetro entero grande y una funcion f : Zy — RT tal que

0 < f(x) < Veonst(x), para todo x € Zy, (1.1)



E(f(z)|x € Zn) > 0. (1.2)

FEntonces tenemos que
E(f(x)f(m +r) fz+ (k= l)r)‘a:,r € ZN) > c(k,d) — o,5(1)
para alguna constante c(k,d) > 0 que no depende ni de f ni de N.

Observemos en este punto que el teorema de Green-Tao no puede ser obtenido directa-

mente de la versién clasica del teorema de Szemerédi, puesto que por el teorema del nimero

_ . |PN[1,N]|log N ) [P N1, N

primo, lim = 1 y por lo tanto limsup ————
N—r+o00 N N—4o00 N

querimos de una adaptacién del teorema de Szemerédi (cldsico) a un contexto més general en

= 0. Es asi que re-

el que cualquier subconjunto de un conjunto suficientemente pseudoaleatorio con densidad
relativa positiva contenga progresiones aritméticas de longitud arbitraria. Asi, la prueba del

teorema de Green-Tao puede ser concebida, burdamente hablando en dos pasos:
(1) generalizar el teorema de Szemerédi para el contexto de medidas pseudoaleatorias.

(2) probar la existencia de una medida pseudoaleatoria en el conjunto de los nimeros

primos.

El primer paso lo trataremos en el capitulo 6, donde estableceremos una especie de principio
de transferencia que parte del teorema de Szemerédi clasico a un ambito mas general, el de

medidas pseudoaleatorias, y del que se concluye el teorema siguiente.

Teorema 1.7 (Szemerédi relativo a medidas pseudoaleatorias). Sean k > 3 un entero y
0 < & < 1 un pardmetro fijado. Supongamos que v : Zy — RT es una medida k-pseudoaleatoria.

Sea N > 1 un pardmetro entero grande y f : Zn — RY, una funcién cualquiera no negativa

tal que
0 < f(x) <wv(z) para todo x € Zy (1.3)
Y
E(f) > o. (1.4)
FEntonces tenemos que
]E(f(m)f(m +7) o+ (= 1)r) ‘$ re ZN) > c(k, 8) — og.s(1) (1.5)

donde c(k,0) > 0 es la misma constante que aparece en la proposicion .
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El concepto preciso de lo que es una medida pseudoaleatoria serd dado en la definicién
Notemos que toda vez que mostremos que Veonst, la funcion idénticamente 1, constituye
una medida pseudoaleatoria, el teorema resulta una generalizacién de la version funcional

del teorema de Szemerédi, proposicién [1.2

El segundo paso lo abordaremos en el capitulo 7, construyendo una medida pseudoalea-
toria que es soportada en el conjunto de los nimeros primos en el sentido que tal medida
se anula fuera de los primos y es positivo en una cantidad infinita de nimeros primos. Es-
te capitulo concluye con la proposicién siguiente, que muestra la existencia de la medida

pseudoaleatoria requerida.

1
Proposiciéon 1.3. Sean ¢, = Y N un primo suficientemente grande. Entonces

2k (k + 4)
existe una medida k-pseudoaleatoria v : Zn — R tal que

v(n) > k7127*5A(n), para todo n € [e;N,2€;,N].

Del teorema[1.7]y la proposicion [I.3] tenemos como consecuencia el teorema de Green-Tao,

como lo mostraremos en el teorema [7.1]

Dada la importancia del teorema de Szemerédi en el desarrollo de la combinatoria aditiva,
y particularmente en la demostracion del teorema de Green-Tao, abordaremos este impor-
tante teorema en los capitulos 3, 4 y 5. En el capitulo 3 trataremos el caso de progresiones
aritméticas de longitud 3, esto es, el teorema de Roth, a través de dos métodos, primero
haciendo uso del anélisis de Fourier en Zy, método inicialmente empleado por Roth, (cf.
[3]), v el segundo, haciendo uso de la U%-norma de Gowers. En el capitulo 4 abordaremos el
caso de progresiones aritméticas de longitud 4, para lo cual seguimos los trabajos de Gowers,
que en 1998 y haciendo uso exclusivo de métodos analiticos, consiguié probar el resultado
en mencién. Son referencias importantes [I] y [2]. En el capitulo 5 se estudiara el caso de
progresiones aritméticas de longitud k, en general, esta vez via métodos de teoria ergddica, a

través del teorema de la recurrencia multiple de Furstenberg.

11



Capitulo

Preliminares

Con la finalidad de contar el niimero de progresiones aritméticas de longitud tres en un
subconjunto A de Z, requeriremos inicialmente determinar el nimero de ternas (z,y, z) que

sean solucion del problema:

T+ 2z =2y mod N

(2.1)
x,y,z € A
Siendo 79 el nimero de soluciones, ternas (z,y, z), de (2.1). Tenemos que
_ _ 27rz/N (z+z—2y)k
m=- Y 1=X¥¥. Z ’
z,y,zEA T€A yEA ZEA
z+2=2y mod N
N-1 .
. N | sir=0modN
donde aprovechamos naturalmente la relacion Z (e%’/ N )Tk = ’ ,
k—0 0 ,sirZ0modN
para cada r € Z. Es por ello que a continuacién abordaremos el andlisis de Fourier en
Zn. Observe que dados r,s € Z, si r = smod N entonces (ezm/N)T_S = 1, y por lo tanto
N-1
(e27ri/N)r = (eQm/N)S. De modo que, para cada x € Zy, Z (627Ti/N)Ik estd bien definido.
k=0

2.1. Transformada de Fourier discreta

Sea N un entero positivo. Consideremos w = 2™/,

Definicion 2.1. Dada una funcion f: Zy — C y r € Zy, definimos

= Sl

SELN

La funcion ]?: Zpn — C es llamada la transformada de Fourier discreta de f.

12



Definicion 2.2. Dadas las funciones f,g : Zny — C definimos la convolucion de f y g

como

(f9)(s) =Y F(t)g(t —s).

teZn

Proposicion 2.1. Las siguientes identidades son vdlidas:

(fx9)(r) = F(r)glr),
f(rgr) = N> f(s)g(s)

reELN SELN
FP = NS If(s)

TELN SELN
i) = 3 Firw

reZN

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

Las identidades Yy son denominadas identidades de Parseval, siendo claramente
un caso particular de . La identidad es llamada la féormula de inversion,

por lo que a los f(r) se les denomina coeficientes de Fourier.

Demostracion. Mostremos (2.2)). Calculamos

(fxg)r) = D (fxg)s)w ™= > flt)glt—s)w™"

SELN StELN

— Z f t—S —rt r(t s) Z f frt )w_r(t_s)
S,tELN StELN

= Z ftw™ Z gt — s)w=rlt=s) = Z ft)w™ Z (t — s)w=r(t=s)
teELN SELN teZN SELN

= Y 0Ty gl = FO0.
tEZN PELN

Mostremos ([2.3)). Calculamos

S Fmin = Y Fra)
TELN TELN
= Y S (g
r€ELN SELN
- XU T
SELN reELN

Para s € Zy \ {0} tenemos
—1

. R
Zw Zw 1 —w=s ’

reELN r=

13



2mi/N

donde w =e es diferente de 1, por lo tanto

Zw“{ N ,sis=0

0 ,siseZy\{0}.
De ([2.6)), tenemos que
2 TWE = (F+)ON =N 3 £
ELN teEZN
Mostremos ([2.5)). Sea s € Zy, entonces

Z J/c\(r)wrs _ Z Z f Wt

reZN reZn tELN

= > fm Y W

tEZN reLN

= f(s)N,

por lo tanto

D INIGE
re€Zn

Lema 2.1. Sean f,g: Zy — C. Entonces
o V21 2
2P = N3
re€ZN teZn
Demostracion. De (2.2) y (2.4) tenemos que

STFOPEOP = S [Frelr)

T‘EZN TEZN

= N [(f*9)(®)

tEZN
= NZ Z f(s s—t
SELN

teEZ N

Zf g(s —1t)

SELN

Tomando f = g en la identidad ({2.7]), tenemos

SO = NS fm)fim—1)

reELN tEZ N "'"MELN
= N E E flm flm—t) E f(n)f(n—1t)
tEZN MELN neLN

14



= N Y fm)fm=t)fn)f(n—t)

- N Y ) X T s

s zZ;N fom) z Fom T ORI n+ 1)

_ Nm%jN F(m) ZN Tl T O T ) fm+n+ 1)

- Nmeéz f(nj;(;+t)f(m+n)f(m+n+t). (2.8)

La igualdad (2.8 esta relacionada con la U?-norma de Gowers que serd dada en la definicién

2.2. La U%norma de Gowers para funciones reales.

En esta seccién desarrollaremos un tipo de norma sobre el conjunto de funciones f de
Zn en R, que permitird contar el nimero de progresiones aritméticas existentes dentro de un
conjunto A en Zy, como se muestra en el lema para el caso de progresiones aritméticas
de longitud tres, y en el lema [£.7] para progresiones de longitud cuatro. En el primer caso

tenemos que para funciones fi, fo, f3 : Zn — R,

S e o+ )t +20)| < 8 i 1l

donde ||f;||2 denota la U2-norma de Gowers de f;. Asf, si A C Zy y |A| = 6N, entonces

ZlA Ma(a+d)1a(a+2d) = ZlA Jlala+d)s+ Y 1a(a)la(a+ d)(La(a+2d) - 6)
a,d

= 5|A|2 + > 1a(a)la(a+d)(1a(a+2d) — )
a,d

— §|A]2 — ‘ > 1a(a)ta(a+ d)(La(a +2d) - 5)‘
a,d

> §3N? — N2||14 — 0|2,

Por lo tanto existiran progresiones aritméticas de longitud tres si la U?-norma de Gowers de

la funcién 14 — § es pequena.

Definicion 2.3. Sea A un conjunto finito no vacio, que usualmente consideraremos como

Zn, y sea una funcion f : A — R. El valor promedio de f, al cual denotaremos con E(f),

15



es definido por

B(f) = ﬁ” S (@),

TEA

donde |A| denota la cardinalidad de A. De manera mds general, si P(x) es una afirmacion
que concierne a elementos de A y que es cierta para al menos un elemento de A, entonces

definimos el valor promedio de f sujeto a la condicién P(z), como

ZxGA,P(JL‘) f(.’L‘)
{zeA: Plx)}

E(f(z)|P(z)) =

Definicion 2.4. Sea d > 0 un entero que llamaremos dimension, en la prdctica tomaremos
d =k — 1, donde k serd la longitud de las progresiones aritméticas en consideracion. Sea
{0,1}2 el cubo discreto d-dimensional, consistente de d-uplas w = (wy,...,wq) donde w; €
{0,1} para j = 1,...,d. Si h = (hy,...,hq) € Z%, definimos w - h = wihy + - + wghgy. Si
(fw)wego,1ye es una {0, 1}¢-upla de funciones en L>°(Zy), definimos el producto interno

de Gowers d-dimensional <(fw)we{071}d>Ud por la formula

<(fw)w€{0,1}d>Ud = ]E( H fw($ +w - h) r €Zn,h € Z%) . (2.9)

we{0,1}4
En lo que sigue nos referiremos a {x +w-h:we{0, 1}d} como un cubo d-dimendional.

Ejemplo. Cuando d = 2, tenemos

((foo0, f10, fo1, f11)) e = E(foo(l")fw(fv + h1) for(z + h2) fir(z + b1 + ha)|z, hi, ho € ZN)-

Supongamos que la coleccion {f,,},.c {0,134 no dependa del digito final wq de w, esto es,

fur0 = fur1 para todo o’ € {0,1}97L. Entonces podemos reescribir (2.9) como

<(fw)we{o,1}d>Ud = E( H folr+w-h)|x € Zn,h € Zﬁ{,)

we{0,1}4

- E( I[I  foole+o ) fun(@+hat o' -h)

w’e{0,1}4-1

x €Ly, W €2 hy € ZN>,

donde w' = (w1,...,wg—1) y B = (h1,...,h4_1). Siendo fy = fur0 = fur1, tenemos que

((fo)wego134) e = E( [ fo@+o-0) [ fole+hato 1)

w'e{0,1}d-1 w'€{0,1}d-1

x €Ly, b € 2% ha € ZN>
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:E< 11 fw/(x—irw’-h’)E( 11 fw,(:c+hd+w’-h’)\hdezN)

w/G{O,l}d_l wle{o’l}d—l

z €Ly, b € Zﬁl\,—1>

:E<E< 11 fw/(a:+w/.h/)E< 11 fw/(x—i—hd—i—w/.h/)}thZN) xEZN)
w'e{0,1}4-1 w'€{0,1}d-1
S Z;{,1>
:E(E( H fw/(l'—i—w’.h/)E( H fw/(y—Fw’.h’)}yEZN) a:GZN>
w'e{0,1}4-1 w'ef{0,1}d-1

d-1
B € Z%; )

:E<E( I1 fw,(y+w’-h’)\yezN)E( I1 fw,(x+w’~h')\erN)

w'e{0,1}4-1 w'e{0,1}4-1
d—
W ezZy 1)
I / 2 / d—1
—E ’IE( [ fol+w ~h)a;€ZN)‘ Wezit). (2.10)
w’e{0,1}d-1

En particular tenemos que <(fw)we{071}d>Ud > 0 cuando la coleccion { fu }eqo,13¢ es indepen-

diente de wy. Asi, hemos probado que
((f)wefo,134)ya > 0 para cada funcién f : Zy — R (2.11)

cuando d > 1, donde f,, = f para cada w € {0,1}%. Podemos ahora definir la U%-norma de

Gowers.

Definicién 2.5. Sean f:Zy — R y d > 1. Definimos la U%norma de Gowers de f, que

denotaremos por || f||a, por la expresion

1/2¢
[ f1lera = <(f)w6{071}d>[1]/d2 _E< H fx+w-h) wGZN7h€Z§lv> : (2.12)

we{0,1}4

Notemos que en la definicién en los casos particulares de U? y U? normas de Gowers

para una funcién real f : Zy — R, se pueden expresar de la siguiente manera:

] 1/4
I5llo2 = (3 X F@f(at)f @ Aftatv+) (2.13)

a,b,c
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I5lls = (¢ X F(@S @+ Df(a+ Afat d)fa+ b+ a)fa+ by

a,b,c,d
1/8
X f(a+c+d)f(a+b+c+d)> ,
estas expresiones se usaran para contar progresiones aritméticas de longitud 3 y 4, respecti-

vamente.

Cuando la coleccién { fi },,c {0,1y¢ depende de wq, tenemos que

<(fw)w€{0,1}d>Ud = E( H fw’,O(l‘ + (,u/ . h/) H fw’,l(x + hd + w/ . h/)

w'e{0,1}d-1 w'ef{0,1}4-1

€Ly, N €25 hg € ZN>

:E< H fw/,o(x—i‘wl'h/)E( H Jora(@+hg+w' ) hg € ZN)

w'e{0,1}4-1 w'e{0,1}4-1

reZy,h e Zglv—1>

:E< H fw/70(x+w/~h')E< H fw’,l(y‘f‘w/‘hl)‘yEZN)

w'E{O,l}d_l w’E{O,l}d_l

ey, b e Zj{,1>

_ E(E( [ foole+o- h’)E( [I foalw+o -m)ye ZN> z € ZN)
w'e{0,1}d-1 w'e{0,1}d-1
W e Z?V—1>
- E(E( [I oo+ -mzez)E( ] foaly+o 1)y ezy)
w'e{0,1}4-1 w'e{0,1}d-1
W e Z‘}{ﬂ).

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz en las h’ variables, tenemos que

9 1/2
{(fo)oetorya)pa < E(‘E( [ foole+w -1)|ee ZN>’ W e Z?{,‘l) x
w'e{0,1}4-1
9 1/2
xE(‘E( [ foaw+o-w) yEZN)‘ B elevl) . (2.14)
w’'e{0,1}d-1
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Asi, como las colecciones {fw”o}we{o 1ya ¥ {fw”l}we{o 1ya 1O dependen de wy, donde w’ repre-
senta a las primeras d — 1 coordenadas de w, esto es w = (W', wy); de (2.10) y (2.14]) tenemos

que

[((f)weto,y)pral < <(fw',0)w6{0,1}d>(1]/d2<(fw/,1)w€{0,l}d>[1]/d2'

Similarmente ocurre si reemplazamos el rol de la 1ltima coordenada de w, wy, por cualquiera

de las otras coordenadas w;, 1 < i < d. Asi

{((foroloetonysyal < ((fomo0)uetoay)ia ((for10)ueiorye )i

[{(forDweqonya) el < (Famoweqoryt )i (Fom i e o1 )b

donde w" € {0,1}%~2 representa a las primeras d — 2 coordenadas de w. Continuando de esta

manera obtenemos la desigualdad de Gowers-Cauchy-Schwarz, esto es,

d
‘<(fw)w€{0,1}d>Ud’§ H <(fw)n€{071}d>;]/d2
we{0,1}4
= I [l (2.15)
we{0,1}4

De la multilinealidad del producto interno de Gowers, y de la férmula binomial, obtenemos

la desigualdad

d

((f + Dueoydpal < (11f1lge + lglle)

Por consiguiente obtenemos la desigualdad triangular de Gowers

|1/2d

[((f + Ducgonyt)pal ™ < fllga +llglla

Lf + gllpa < [|fllya + llglla-

Ejemplo 2.1. Sid =2 tenemos para f,g:Zny — R

(f + 9Dwefo132) 2
= (((f + 9)oo; (f + 9o1, (f + 9)10, (f + 9)11) )2
= (((9)oo: (9)o1, (9)10, (9)11) ) 2
+(((Noo, (9o1; (9)10, (9)11) )2 + -+ + {((9oos (o1, (910, (F)11) )72
(

_|_
105 (9)11)>U2 +--+ <((9>00, (9)o1, (f)10, (f)11)>U2
+

4 (((9)00s (Nors (F10s (H)11)) e



4 4 4 4 4
< (o) st -+ () lonlolit + (5 ) 1132 + () elilion + (3 00

= (171l +llglle=)

Ejemplo 2.2. Cuando d = 2, tenemos

1/4
111z = E(f(:v)f(fH )+ o) f B+ )|, B, oy € ZN) ,

y la desigualdad de Gowers-Cauchy-Schwarz serd

IE(foo(z) fio(z + h1) for (@ + ha) fi1(z + hy + he)

z,hi,hy € Zy)|

<[ fooll=21l frollo=1l forllw=1] f11 w2

De ([2.8)), en el caso que f sea una funcién real, tenemos que
L
DO =N Y fm)f(mt)f(m+n)f(m+n+t),
reZn m,n,tELN

y por lo tanto, de (2.13)), tenemos que

1/4
1flly= = le( > \ﬂs)ﬁ) .

§ELN

Asi, si || f||y2 = 0 entonces

~

f(&) =0, para todo € € Zy.
1 7 .
Como f(s) = N Z f(g)wsf para todo s € Zy, donde w = €2™/N | deducimos que f = 0,

§€LN
esto es, f es la funcién idénticamente nula. Reciprocamente, si f = 0, de la definicién de

U2-norma de Gowers, tenemos que ||f||y2 = 0. Por lo tanto la U2-norma de Gowers es una

norma auténtica.

Retornamos al estudio de la U%norma de Gowers. Como
HVconstHUd = HlHUd =1, (2.16)
donde veonst () = 1 para cada x € Zy, vemos de (2.15) que

2d71

‘<(fw)w6{0,1}d>Ud| < HfHUd )
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donde f,, = 1 cuando wy = 1,y f, = f cuando wy = 0. Pero el lado izquierdo de la desigualdad

anterior es

<(fw)we{0,l}d>Ud:E< H fo(x +w-h)

xezN,heZ?V>

wef{0,1}4
= IE( I fooe+o-0) ] foile+hato 1)
w'e{0,1}4-1 w'e{0,1}4-1

x €Ly, W € L% ha € ZN>

:IE( H flz+w R

w’E{O,l}d71

—E( H flz+w R

w'e{0,1}4-1

€Ly, b €24 ha € ZN>

reZy,h e Zglv—1>

2d—1

= HfHUd—l‘

Por lo tanto

d—1 d—1
12 < IIfI1a

y entonces

a1 < 1S (2.17)

para todo d > 2. Puesto que la U?-norma de Gowers es una norma genuina, tenemos que las
U?-normas de Gowers son también normas auténticas. Si ||f||y« = 0, d > 2, de la expresién

(2.17), ||f||y= = 0 y por lo tanto f = 0. Por otro lado, la U'-norma no es una norma. En

efecto, dado f : Zy — R se tiene
1/2
[1Fllon = ((Pucton i)

—IE< H flx+w-h)

1/2 1 1/2
x€Zn,he ZN> = <Ng > f@)f+ h))

we{0,1} 2€ELN,hELN
1 1/2 1 1/2
(2 T @ X farn) =(y T r@sn) =B
TELN h€ZN TELN

Luego, que ||f||1 = 0, esto es, |[E(f)| = 0 no implica que f = 0.
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2.3. La topologia débil estrella

Sea (N, ]| - ||) un espacio vectorial normado sobre F = R o F = C. Definimos el espacio
dual de N como
N* = {f : N = F; f es lineal y continua}. (2.18)

Este es un espacio normado con la norma ||f||x+ = sup{|f(2)|; [|z||x < 1} para f € N*
([Iflla= < +oo pues f es continua), y es un espacio de Banach pues F es completo.

Sea N** = (N*)*, llamado segundo dual o bidual de N. Para cada £ € N asociamos la

funcional de evaluacién en el punto &, E € N**, definida por

~

E(f) = f(6), para cada f € ™. (2.19)
Proposicién 2.2. La aplicacion ~ : N — N** definida en es una isometria lineal.

Demostracién. La linealidad de ~  es clara. El hecho que EA € N** para £ € N se sigue de

Iellase = sup [E(f)f = sup  [f(OI<  sup [|Fla]S]]
FeN™|Iflln+<1 FEN™ IFllar+ <1 FEN™[|flln+<1
y por tanto
1€l < [1€]] - (2.20)

Si & = 0 tenemos que ||£AHN** = ||¢||x- Sea B = (&) el subespacio generado por £ # 0.
Definamos ¢ : B — F tal que g(t£) = t||¢||»r- Tenemos que

g(z) < p(x), para todo z € B,

donde p : N' = R es definida por p(z) = ||z||, para cada = € N. La funcién p es sublineal
(esto es, p(z +y) < p(z) + p(y) y p(tz) = tp(x), para todo z,y € Ny todo t > 0).

Por el teorema de Hanhn-Banach, existe g : N/ — T, extensién de g, esto es
g(z) = g(x), para cada = € B, (2.21)

tal que
g(z) < p(z) = ||z||, para todo z € N. (2.22)

Asi, g(€) = §(¢) = |Ig]I. Por lo tanto

gllar = lg(&/1EIDT = lg(OI/1IE]] = 1,
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y de (2.22), ||g||a+ < 1. Por consiguiente ||g||a+ = 1.

Asi, tenemos

lEllv= = sup  [E(F)] > 1E(9)] = la()] = |I€]]. (2.23)
FeN= || flia=<1

De (2.20) y (2.23) concluimos que ||€]|x=+ = ||£]|- O

Definicién 2.6. Una sucesion (&,), € N converge débilmente a £ € N si

ltm f(6) = /(&) para todo [ € N,
lo que denotaremos por &, — & 0 &, — €.

Si (&), converge a £ fuertemente, esto es, en el sentido usual de la norma || ||, entonces

&n =&

pues, por la continuidad de los elementos de N* tenemos que

£ (&n) = FOI = 1f(&n = O < I f]lar-

Proposicién 2.3. Sea (£,)n C N una sucesion tal que &, — £. Entonces el limite £ es tinico

y (&1)n es acotada.

Demostracién. Supongamos que &, — £ y &, — 1. Entonces para todo f € N'* se tiene que

FE=n)=f(&) = f(n) = lim (f(&) — (&) = 0. (2.24)

n—oo

Supongamos que £ # 7, sea § = £ —n, 0 # 0. Consideremos p : N’ — R, dada por p(x) = ||z||,
el subespacio Z = () y la funcional lineal g : Z — R definida por §(t6) = t||0|| para todo

t € R. Por el teorema de Banach-Steinhauss existe g : N'— R tal que

g(x) = g(z) para todo x € Z,

g(z) < p(x) = ||z|| para todo = € N.

Como antes, deducimos que ||g|| =1y ¢g(#) = ||0]| > 0, lo que contradiria (2.24). Por lo tanto
£=1.
Ahora mostremos que (&,), es acotada. De la proposicién tenemos que fAn e N* y
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[6ull = [€all. Para cada f € A%, &4(f) = f(€) para todo n € N, y (f(£.)), es convergente,

luego acotada. Asi

sup |§An(f)| < 400 para cada f € N, (2.25)
neN

Como N* es un espacio de Banach, de (2.25)) y del teorema de acotacién uniforme

sup |[&n| v = sup [|&n A+ < +o0.
neN neN

O

Recordemos que la convergencia débil en un espacio normado AN se define a través de
su dual N*. De manera analoga se puede definir la convergencia débil en N* a través de
N**. Como N C N'**, podemos introducir una nocién de convergencia en N'*, atin méas débil

usando N en vez de N**| que llamaremos convergencia débil estrella.

Definicién 2.7. Dado un espacio normado N, se dice que la sucesion (f,)n, C N* converge

débilmente estrella a f € N'*, si

~

lim g(fn) = &(f) para todo EeN.
n—oo
En este caso denotaremos f, i f-

Proposicién 2.4. Sea (f,)n C N* una sucesion tal que f, — f. Entonces el limite f es
unico. Ademds, N separa puntos de N* vy, si N es un espacio de Banach, entonces la sucesion

(anH)n es acotada.

~ ~

Demostracién. Dados f, g € N*. Supongamos que para todo & € N se tenga que £(f) = £(g),
entonces

f(&) =g(&) para todo £ € N, estoes, f=g. (2.26)

Esto muestra la unicidad del limite.

De 1| si f # g entonces existe £ € N tal que g(f) #* g(g)
Como f, AN f tenemos que para todo £ € N, la sucesién (E ( fn))n = ( fnl(€ ))n es convergente

y por lo tanto acotada, esto es

sup | fn(€)| < +oo para todo £ € N.
neN

Asi, si N es un espacio de Banach, por el teorema de la acotacién uniforme
sup || fnl] < +o0.

neN
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Definicién 2.8. Sea N un espacio normado con norma ||-|| = ||-||x- La topologia fuerte
en N es la topologia métrica inducida por la norma ||-||. Una base de esta topologia estd dada

por las bolas
By(g,r) = {n e N: lln—&ll <r},

con centro en £ € Ny radio r > 0.
En lo que sigue F denotara al cuerpo R o C sobre el cual se define el espacio normado.

Definicién 2.9. Sea N un espacio normado con norma ||-|| = ||-||x;- La topologia débil
en N es la topologia (N, N*) generada por las funcionales lineales en N*, es decir, es la
topologia menos fina en N en la que todos los elementos de N* son continuos. Una subbase

(abierta) de T(N,N*) es la coleccion

V(& fir) = fBr(f(€);ir) = {n e N2 [f(€) = f(n)| <1},
donde E €N, r>0y feN*.

Definicién 2.10. Sea N un espacio normado con norma ||-|| = ||-||»- La topologia débil
estrella en N'* es la topologia T(./\/’*,./V) generada por las funcionales lineales en ./\A/’, es decir,
es la topologia menos fina en N* en la que todos los elementos de N sean continuos. Una

subbase (abierta) de 7(N*,N) es la coleccién

~

V*(f:67) = € Be(E(f);r) = {g e N* 1 [E&(f) — E(g9)] < 7}, (2.27)
donde f e N*, £ e N yr > 0.

Un elemento tipico de la base generada por la subbase dada de la topologia débil estrella

~

T(N*,N) es
Vi(fir o Guir) = {g €N mix [§(F) - E(o)| <.

1<j<n

Un elemento tipico de la base generada por la subbase dada de la topologia débil 7(N, N*)

es

V(& fireos fair) = {n € N max [£(6) = fi(n)] <7},

1<j<n
Uno de los motivos para introducir la topologia débil estrella es el hecho que, si dim N = 400
la bola cerrada B+ (0; 1) no es compacta en la topologfa usual de N* (como espacio normado

con norma ||h|[a+ =  sup  |h(x)|). Sin embargo, tenemos lo siguiente (cf. [20]).
zeN, ||z]|<1
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Teorema 2.1 (Alaoglu). Sea N un espacio normado con norma ||-|| = || - ||»- Entonces la
bola cerrada

B* =By« (0;1) = {f e N [|f]| < 1}
es un espacio topologico de Hausdorff compacto en la topologia débil estrella.

Demostracién. Dados f,g € N* tales que f # g, entonces existe £ € N tal que

~

0 <6 =1f(&)—9(©) = &(f) = &lg)].

Asi, V* (f;§;5/3) y V* (g;ﬁ; 5/3) son vecindades abiertas, no vacias y disjuntas de f y g,
respectivamente.
A cada £ € N asociemos K¢ = {z € IF; |z| < ||¢]|}, K¢ es compacto en I, y por el teorema de

Tychonov, el producto cartesiano

K= H K¢ = {f: N = F; f es funcién , | f(€)] < [|€]] paracada{é/\/’}
EeN

de todos los K¢ es compacto en la topologia producto. Asi, la bola unitaria B* es un subcon-

junto de K. Més atn,

B* = KNN*. (2.28)

Para f € B* consideremos V*(f;&;7) como en (2.27)), y

U(f;&r) ={g€ K; &) —g©) <r} =p; (Br(f(£);7)),

donde p¢ : K — K¢ es la proyeccién £-ésima (o sea, pe(f) = f(£)). La familia formada por los
U(f;&r) donde £ € Ny r > 0 es una subbase local de vecindades de f € B* en la topologia
producto.

Como B* = K N N*, tenemos que

V(f;6mNBY = {ge N [Eg) —E&(f) <rynB*

= {9eK;[E(g) — &) <rpnN~
= U(f;&r)nB™

Asi, la topologia débil* de N* y la topologia producto de K coinciden en B*. Como B* es un
subconjunto del compacto K, considerando K provisto de la topologia producto, solamente
resta mostrar que B* es un subconjunto cerrado de K (y por ende compacto en la topologia

producto de K en B*).
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Sea g un elemento en la cerradura de B* en K. Por la definicién de K tenemos que |g(&)| <

|€||. Luego, de (2.28)) resta mostrar que g es lineal. Dados ,n € Ny € > 0, existe
he B*NU(g;&¢€/3)NU(gim;€/3) NU(g; € +m5€/3).
De la linealidad de h se sigue que

19(€+mn) —g(§) —gn)| = 1g(§ +n) —h(§+n) +h(E+n)—g(&) —g(n)|
= |g(§+n) = h(E+n) + k() — 9(&) + h(n) — g(n)]
<I[g(€+mn) —h(E+n)|+|h(E) — g + |[h(n) —g(n)] <,

por lo tanto g(& +n) = g(§) + g(n), puesto que e fue arbitrario.
Andlogamente, dados £ e Ny A € F\ {0} y € > 0, existe

hi € B*NU(g; & ¢/2[A]) NU(g; A& €/2).
Por la linealidad de hq,
19(AE) = Ag(&)] = [9(AE) — h1(AE) + h1(AE) — Ag(€))]

= [g(A&) — h1(AE) + Ah1(§) — Ag(§)|
< 1g(A) = ha(A)[ 4 [Aha(€) — Ag(€)] <€,
por tanto g(A§) = Ag(§), dado que € fue arbitrario. Cuando A = 0 es claro que g(A{) = Ag(§)

puesto que g € K. Asi g € B*, y por lo tanto B* es cerrado en K, considerando K provisto

de la topologia producto. O
Como una aplicacién del teorema de Alaoglu tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2 (Krylov-Bogolioubov). Sea € un espacio métrico compacto. Entonces para
toda aplicacion continua A : Q — Q existe una medida de probabilidad (boreliana) v tal que

A es v-invariante.
Para la prueba, requerimos de las siguientes proposiciones.

Proposicién 2.5. Sea (X,7) un espacio topoldgico compacto. Si existe una sucesion de
funciones continuas (fn X = F)neN que separa puntos de X, entonces (X, T) es metrizable,
esto es, existe una métrica d en X tal que 7 es la coleccion de conjuntos abiertos en el espacio

métrico X .
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Demostracion. Podemos suponer que ||fn||oo > 0, para todon € N. Definamos d : X x X — R

por
> 1 n —Jn

d(z,t) :Z%W, donde z,t € X.
n=1 nioco

Notemos que la serie anterior converge uniformemente en X x X, puesto que dados z,t € X,

1 ‘fn(x)_fn(tﬂ 1 ’fn(x”"i"fn(t)’ 1
on 2 flloe < on ol < on para cada n € N.

0<

Mostremos que d es una métrica en X. De hecho, d(x,t) > 0 para todo z,t € X. Ademds
como (f,) separa puntos de X, dados z,t € X con x # t, tenemos que existe n € N tal que

fn(z) # fo(t), y por lo tanto d(x,t) > 0. Claramente, d(x,t) = d(t,z), para todo z,t € X.
Dados x,y,t € X, | fo(x) — fu(®)| < |fu(x) = fa(y)| + |fa(y) — fu(t)|, de donde

d(z,t) < d(z,y) + d(y,t).

Para todo n € N definimos la funcién continua g, : X x X — F por

L ) — £al0)
@) = e

o0
Tenemos que g gn converge uniformemente a d en X x X. Por ende, d es una funcién

n=1
continua. En particular, para todo x € X la funcién d, : (X,7) — [0, +00) dada por

dy(t) = d(x,t), para todo t € X

es continua. Asi, las bolas B(x;r) = d;'([0,7)) con centro z € X y radio » > 0 son abiertas
en (X, 7), Por lo tanto, la topologia 74 generada por esta métrica en X es tal que 74 C 7.
Reciprocamente veamos que 7 C 74. Sea A un abierto en (X, 7), entonces F' = A€ es cerrado
en (X, 7) vy, siendo (X, 7) compacto, tenemos que también F' es compacto en (X, 7). Como
74 C 7, todo cubrimiento de F' por abiertos de 74 es también un cubrimiento por abiertos de
T; por tanto posee un subcubrimiento abierto finito de F, y asi F' es compacto en (X, 74).
Como todo compacto en un espacio métrico es cerrado, se sigue que F' es cerrado en (X, 74),

y por lo tanto A es abierto en (X, 74). O

Proposicién 2.6. Sea N un espacio normado. Si N es separable y S C N* es compacto en

la topologia débil estrella, entonces S es metrizable en la topologia débil estrella.

Demostracién. Como N es separable, existe una sucesion (&,)nen densa en NV, Por la defini-

cién de topologia débil estrella en N* tenemos que cada En : N* — F es continua.
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Ademas, la sucesién (En)n separa puntos de N*. En efecto, si para todo n € N se tiene que
{An(f) = En(g), donde f,g € N*; tenemos que f(&,) = g(&,) para todo n € N. Por tanto,
f = g, pues ambas funciones continuas, f y g, coinciden en un conjunto denso en N. Asi,
(én)n es una sucesién de funciones continuas en N* (A* con ta topologia débil estrella), que
separa puntos de N*. En particular (En)n separa puntos de S. De la proposicién se sigue

que S es metrizable en la topologia débil estrella. O

Proposicién 2.7. Sea Q un espacio métrico compacto. Entonces C(Q), el espacio de las

funciones continuas f: Q — F, es un espacio métrico separable.

Corolario 2.1. Sea Q un espacio métrico compacto, y B = C(Q) el espacio de funciones
continuas sobre 2, f : Q — F. Entonces para todo r > 0, la bola cerrada de radio r,

Bp«(0,7), es secuencialmente compacta en la topologia débil estrella de B*.

Demostracion. Del teorema de Alaoglu (teorema 2.1) tenemos que Bp- (0;7) es compacto
en la topologia débil estrella de B*, y de la proposicién B es separable. Luego, de la
proposicién tenemos que B+ (0;7) es metrizable en la topologfa débil estrella, y por ende,

Bp+(0;7) es secuencialmente compacto. O

Prueba del teorema de Krylov-Bogolioubov[2.3, Sea A : Q — Q una aplicacién continua y
B = C(R). Por el teorema (Riesz-Markov) B es identificado con M(f2), a través de la
isometria G : M(§2) — B*, dada por G(u) = G, para cada p € M(2), y

Gu(y) = /deu para todo ¢ € B.
Para 1) € B** (¢ € B)
3G = Gul) = [ v para todo p € M(9).
Para & € Q, definamos 55 € B* por

d¢(¢) = (§), para todo ¢ € B. (2.29)

Como [¢ ()] = |1(€)| < sup |(a)| = |[¢]|, entonces d¢ € B*, y de hecho
a€gQ

|10¢|| < 1, para todo € € Q. (2.30)
Gracias a la isometria G : M(2) — B*, para cada { € Q existe una medida ¢ € M(Q) tal

que G(6¢) = 55. Por lo tanto /quzd(SE =G (V) = 55(111) = (&), para todo ¢ € B.
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Fijemos ¢ € (), y para cada n € N consideremos

De la desigualdad ([2.30]) tenemos que

. 1t "
|| fin| |5+ < gz H(sAJ'(g)HB* < EZl =1.
Jj=0 j=0

Asi, la sucesién de funcionales (fi, ), en B* esté contenida en la bola cerrada B* = Bp«(0;1).
Del corolario tenemos que Bp:(0;7) es secuencialmente compacto en la topologia débil
estrella de B*. Por lo tanto existe 7 € B*, (y por la isometria G existe también v € M(Q)
con G(v) = 1), tal que una subsucesién (fig, )n de (fin)n, converge a o (en la topologia débil

estrella). Asi, para todo ¢ € B se tiene que

| wdv = [GOIW) = 7() = $(F) = lim ()
1 kn—1 _
= i P = Jim 3 Su)
iz
1 kn—1 '
= Jm = ;O D(A(€)), (2.31)
y
e a)yiv = (60w o 4) = o(wo A) = o AG) = lin ToAGa,)
kn—1
= lm fy,(Ypod)= lim —— ZO Saie) (o A)
iz
1 kn—1 .
= Jm = ; P(AT(E)) (2.32)
Por lo tanto de y , tenemos que
1 kn—1 ' '
/Q(z/; oA)dv — /ﬂwdy = nll;lfoo . jz_:o (zp o AITL(E) — o AJ({))

Siendo v acotada (puesto que es continua en un compacto) se tiene que

3 1
lim —
n—+00 Ky,

(o @ - vi9) 0.
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y por lo tanto
/zpoAdu:/deuparatodoweB:C(Q).
Q Q

Para ¢) = 1, en ([2.31]), tenemos

I/(Q):/Qldvz lim ki 3 1(47() = 1.

kn—+00 Kp,
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Capitulo 3

Dos perspectivas del teorema de

Roth

Probaremos el teorema de Roth, es decir, el teorema de Szemerédi para progresiones de
longitud tres. El teorema de Szemerédi clasico muestra la existencia de progresiones aritméti-
cas de longitud k£ (k > 3), en subconjuntos de [1, N] con densidad positiva, para N su-
ficientemente grande. Abordaremos el caso k = 3 por métodos analiticos, a través de la
transformada de Fourier discreta en Zy. Estos métodos, empleados inicialmente por Roth en
[3], produjeron mejores cotas sobre las constantes Ny(6,3) y r3(A) comparadas con aquellas
obtenidas mediante procedimientos combinatorios, donde § esta relacionada con la densidad
del subconjunto de [1, N], y k con la longitud de la progresién aritmética; vea la proposicién

6. 1]

3.1. El teorema de Roth, método analitico

En esta seccién mostraremos el teorema de Szemerédi en su versiéon mas sencilla, esto es,

para progresiones aritméticas de longitud tres.

Teorema 3.1 (Roth). Euxiste alguna constante positiva C € R tal que para todo § €]0,1],
si N > expexp(C6~ 1), entonces cualquier conjunto A C {0,1,...,N — 1} con |A| = §N,
contiene necesariamente alguna progresion aritmética no trivial, cuya diferencia comun es

diferente de cero, de longitud tres.

Como veremos en ({3.6)), la definicién siguiente serd conveniente en la prueba del teorema
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de Roth y se dara naturalmente.

Definicién 3.1. Sean d > 0 y A C Zy tal que |A| = §N. Definimos la funcién balanceada
de A como fa:Zn — [—1,1], donde

1-6 ,siscA,
= , sts € A.

fa(s) =
Esto es, fa = xa—6-1, donde xa : Zn — R denota a la funcién caracteristica de A, e

1 :7Zyn — R denota a la funcion unidad.

Notemos que

Fa(0) = 3" fals) =0. (3.1)

SELN

En efecto,

Fa0) = 7 fals)w?

SELN
= > fals) =D xals) =8> I(s)
SELN SELN SELN
= |A|-0N =0.
También tenemos
fa(r) = ¥a(r) para cada r # 0. (3.2)

Veamos, dado r # 0 tenemos

falr) = Z fa(s)w™" = Z(XA(S) — 0w

SELN

= Yo xale)e ™ =83 W = G,

En lo que sigue D denotard al disco unitario cerrado en C, esto es, D = {z € C; |z| < 1}.

Lema 3.1. Sea f: Zn — D. Las siguientes afirmaciones son equivalentes.
(i) >
k

(i) > fa)f®)f(c)f(d) < N>,

a—b=c—d

2
S 01N3.

D f()f(s —k)
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(iii) > _|F(r)|* < erN?

(iv) mﬁix‘f(rﬂ < coN.

2
< ¢3N?||g||3 para cada funcién g : Zy — C.

Demostracion. Mostremos la equivalencia entre (i) y (ii). De ([2.8))

2
MY fm)f(m—t)

teZN 'MELN

= Y fm)fm+t)f(m+n)f(m+n+t)

mn,tELN

= > fm)fm+n me—l—tf(m—i—n—l—t)
- gﬂm) mtn Zf f(b+n)

- Zf zn:fa—i—n (b+n)

= Zf b)ZWf(wb—a)

= Zf Vf(c+b—a)

a,b,c

= Y M@ O fd).

a,b,c,d
d—c=b—a

La equivalencia entre (i) y (iii) se sigue de la identidad ({2.8]).
Mostremos que (iii) implica (iv). Supongamos que se cumple (iii), esto es Z|f(r)‘4 < e N4

-
1/4

Por lo tanto méx‘f(rﬂ < c}/ 'N. Asf, eligiendo ¢y = ¢’ obtenemos (iv). En seguida mostre-
T

mos que (iv) implica (iii). Supongamos que méx’f(r)‘ < coN. Puesto que
T
D) <max|FOP ) 1) < N? m;ix\f(t)r?,
T T
donde la ultima desigualdad se da porque Z [g(r)|* =N Z lg(r)|* < N? para toda funcién

g : Zny — D, tenemos que Z \f (r* < c§N4 y por lo tanto (iv) implica (iii) si elegimos
'
c1 = 3. Es obvio que (v) implica (i), basta elegir g = f y ¢1 = ¢3 en (v), puesto que

1£113 =Y If ()P < N.

Finalmente veamos que (iii) implica (v). Por el lema [2.1] tenemos que para cualquier funcién

g: Zn — C,

N 1Z:If )[g(r)
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y entonces
1/2 1/2

N‘lz:H%OF@UNQSJV*(};LRNﬁ) (EQEﬂ””>

por la desigualdad de Cauchy-Schwarz. Usando ademads que

1/2
(Z §(T)!4) <D (G =N lg(r)]> = Nljglls,

T

vemos que

2 R 1/2
3 < (i) el
k r

Asi, si se cumple (iii), esto es, Z |7(r)|* < 1 N*, entonces

T

> fs)f(s =)

2.

k

2
EZﬂ@ﬂs—m\gé”Nmm@

Por ende (iii) implica (v) si elegimos c3 = 01/ 2,

Observamos que cuando decimos que una propiedad involucrando ¢; implica otra invo-
lucrando c¢;, significa que si la primera vale, entonces la segunda también vale para una
constante c¢j, que depende de c;, y que tiende a cero cuando ¢; tiende a cero; asi, si uno
va de una afirmacién a otra y luego regresamos, no necesariamente recobramos la constante
original.

O]

Definicién 3.2. Sea f : Zny — D una funcion que satisface la condicion (i) del lema anterior
con ¢1 = a. Entonces diremos que f es a-uniforme. Ademds, si f es la funcion balanceada

fa de un conjunto A C Zy, entonces diremos que A es a-uniforme.

Sea A C Zy un conjunto a-uniforme de cardinalidad dN, y sea f = fa su funcién

balanceada, entonces
Soxamt =141+ F ) <1Al* + Nt
T '
En efecto,

YOG =GO+ D G = A+ [Falr)[!
r r#0 r#0

= A"+ D" |falr)[* < A"+ aN*".

re€ZN
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Para mostrar el teorema de Roth, dado A C {0,1,2,...,N — 1}, tal que |A| =

intentamos mostrar que el nimero de soluciones del siguiente problema,
rT+z=2y

(3.3)
x,1y,z € A,

es positivo para N suficientemente grande. Sea 7 al ntmero de soluciones del problema
anterior. Intentemos acotar inferiormente 7. Ademaés llamemos por Z-progresion aritmética
a las ternas (x,y, z) que sean solucién. Con el fin de aprovechar la estructura de grupo de

Zn, por ejemplo dada una funcién f : Zy — R tenemos que Z f(& = Z f(&+ 1) para
§E€EZN E€ZN
cualquier r € Zy, asi como también Z f(3¢) = Z f(€) cuando N no es multiplo de tres;

§E€LN §E€LN
intentamos primero acotar inferiormente el niimero de soluciones del problema:

T+ 2z =2y mod N
Y (3.4)
T,y,z €A

Sea ng el nimero de soluciones del problema anterior, y llamemos por Zy-progresién aritméti-
ca a las ternas (z,y,2) que sean soluciones de tal problema. Entonces 1y > 7, puesto que

toda solucién de (3.3) es también solucion de (3.4)). Tenemos que

N-1
D RSS9 9 o3 SIREEt
z,y,zEA mGAyeAZEA k=0
r+2=2y mod N
1 N-1
- 5 (B (Sawe ) ()
k=0 T z
1 N-1
- A2 A(—
= > A)PA(-2k)
k=0
Asi,
N—IA R
no=0N2+ N2 A(k)2A(-2k).
k=1

Observemos que si |21\(k)| < eN para todo k # 0, entonces

N-1 N—
e
> AWPAC-20)| < x| A-2 by A
=1 k=1
< EN.NZ|A(1<;)2
k=0
= N3,
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Asi, mg > 63N? — eSN2. Si € < §2/2, entonces 9 > §>N?/2, esto es, A contiene al menos
§3N?/2 Zx-progresiones aritméticas de longitud tres, incluyendo las progresiones aritméti-
cas triviales, aquellas con diferencia comtn cero. Sin embargo, no queremos solamente Z -

progresiones aritméticas, sino mas bien Z-progresiones aritméticas.

Observacién 3.1. Si (z,y,2) € {0,1,..., N — 1}3 es una Zy-progresion aritmética tal que

x,y € [N/3,2N/3), entonces (x,y,z) es una Z-progresion aritmética. En efecto,
N/3<y<2N/3 y |z—y|=|y—z[ <N/3,

2N N
——<y—zxz<— yy—x=z—y modN. Por lo tanto

t 2]\]< <
uesto que ——— z — —_—
p 1 3 Yy=737 773 3

N/3<y<2N/3 y —N/3<z—-y<N/3,
yasi, 0 <z < N.

Observacién 3.2. Siz,y € AN[N/3,2N/3), entonces
x4+ 2z =2y modN si, y solo si, x+ z = 2y.

En efecto. Consideremos x,y € AN [N/3,2N/3), y supongamos que x + z = 2y mod N.

2N
|z —y| < — y Nl + z —2y. Como

Entonces |z —y| < — 3

3 )

N 2N
ptz=2yl <|o—yl+lz -yl <o+ =N,

necesariamente se debe tener que x + z = 2y. La implicancia reciproca es trivial.

Modifiquemos un poco los argumentos anteriormente usados para acotar inferiormente
Mo, & fin de acotar 7. Sean A, § y n como en el enunciado del problema (3.3). Consideremos
el conjunto B = AN[N/3,2N/3).

Lema 3.2. Sean N € N un nidmero impar y A C Zx. Si A es tal que |A(k)| < eN para todo

. 52 J §3N?
k € Zn —{0}. Y ademds si e < <V |B| > ZN’ entonces n > 39

Obsrvemos que la condicién requerida en las hipétesis del lema, |/T(k:)\ < eN para todo

k € Zn —{0}, se satisfara si A C Zy es e*-uniforme.

Demostracion. Acotemos inferiormente 7,

D IRES 3 o SRED ) DD DI

z,y,2€EA rzeByeB z€A zeB yeB
T+z=2y T+z=2y TH+z= 2y modN
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1 N-1 /N-1 N-1 N-1
-~ B(x)w_xk) <Z B(y)w_y(_%)> (Z A(z)w_2k>
k=0 \z=0 y=0 z=0
LN R
= — B(k)B(—2k)A(k
¥ 2 BUIB-20) A
1 LN R
= ~IBPIAI+ < D B(k)B(=2k)A(k),

donde la segunda igualdad se da por la observacion 3.2} Asi,
e
) PN ~

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la identidad de Plancherel

N-1 N-1
> BB-20400| < gAY B9 B2
k=1 k=0

N-1 1/2 /N1 R 1/2
eN - (z \B<k>|2> (Z B(—%)P)

<
k=0 k=0
N-1
< eN Y |Bk)P
k=0
-1
= N2 |B(R)P
k=0
— VB,
52
donde para que se dé la tercera desigualdad usamos el hecho de que N es impar. Si € < 5 y
1)
B|>-N
B 2 N,
n > 6|B|*—eN|B| > <5|B — eN>|B\
5 &> 52N\ 6N  §3N?
> —N—-—N||B — | — = .
—<4 8>||><8>4 32
O
El nimero de progresiones aritméticas triviales (z,y,z), esto es, con x = y = z, es

|A| = dN. Por tanto, el nimero de progresiones aritméticas no triviales, que denotaremos 7y,

es tal que
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Si N > (8/6)2, entonces 11 > 20N — 5N = 6N > 0. Esto es, si los coeficientes de Fourier g(k)
son suficientemente pequenos en norma para todo k # 0, y si N es suficientemente grande
tenemos que existe al menos una progresién aritmética no trivial de longitud tres constituida

solo por elementos de A.

Proposicién 3.1. Sea A C {0,1,...,N — 1}, tal que |A| = 6N, donde N es impar. Si A
no contiene ninguna Z-progresion aritmética de longitud tres no trivial, entonces una de las

siguientes afirmaciones es vdlida:
(i) N < (8/6)2.
(ii) Existe una Z-progresion aritmética P de longitud |P| > N/3 tal que

AN P| > (5+ g>ypy.

(iii) Para cada e < 62/8 se tiene que rl?;é())( |A(K)| > eN.

Demostracion. Si (iii) no se cumple, entonces existe ¢ < §2/8 tal que r]?%d//l\(kﬂ < eN.

ON ON
Tenemos dos posibilidades, |B| > - © |B| < Vi

ON 52
» Si |B| > VR entonces del lema y del hecho que € < 5 tenemos que N < (8/5)2,

esto es, se cumple (i).

N N
» Si|B| < %, entonces max{|AN[0,N/3)|,|AN[2N/3,N]|} > % = (95/8)(N/3), lo

que concluye (ii) considerando P = AN [0,N/3) o P = AN[2N/3, N].
Esto termina la prueba. O

Ahora, dado A € {0,1,...,N—1} con |A| = § N, nos planteamos la interrogante: ;qué ocu-
rre si A C {0,1,..., N — 1} no cumple que Iil;%( ]E(k)] < eN para € suficientemente pequeno?
Mostraremos que en este caso A goza de la propiedad del “incremento de densidad”, esto
es, veremos que existe alguna progresion aritmética P, incluida en {0, 1,..., N — 1}, tal que
la densidad de A N P, respecto a P, aumenta; es decir, |AN P| > (§ + €)|P|, donde € > 0
depende de e.

La siguiente definicion retne algunas condiciones suficientes de modo que podamos hallar

Z-progresiones aritméticas apartir de Zy-progresiones aritméticas.
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Definicién 3.3. Una Zy-progresion aritmética P C {0,1,...,N — 1} no traslapa, si su

cardinalidad L y su diferencia comun d satisfacen dL < N.

Si PC{0,1,...,N — 1} es una Zy-progresién aritmética que no traslapa, entonces P se

descompone en dos Z-progresiones aritméticas disjuntas P; y Ps.

Lema 3.3. Sean 6 > 0 y € > 0. Sea B’ una Zy-progresion aritmética que no traslapa, tal

B'NnA 1
que ||B'|| > 0 + €, entonces existe alguna Z-progresion aritmética B con |B| > §€,|B,|,
tal |BNA| S ¢
al que —=.
B T

Demostracion. De las hipdtesis dadas, tenemos que €',6 €]0,1[. Sea B’ = P; U P,, donde P;

y P» son Z-progresiones aritméticas disjuntas. Supongamos que |Pj| < |Pa.
: 1 / !/
w Si Py < o | B'|, entonces

|ANP)| = |ANB'|—|AN P

v

|ANB'| - |P|

Y

1
(6+€)|B'| - §e’|B’|
= (5+5¢)13
5 .
1
En este caso, como |Pi| + |P2| = |B| y |P1| < §€/|B/| y 0 < € <1, tenemos que
/ / / ]‘ / / ]‘ / !/
B = |B| - |B| = ¢|B| - 1|8 = Le|B|
. | 1, .
» Si|Py| > ¢ |B'|, entonces |P;| > 7€ |B'| para i = 1,2. Entonces

IANP |+ |ANPR|=|ANnB| > (§+¢)|B

V

> €|B].

|40 Pi| = 6lPi[| + [|AN Bo| - 6Py

Luego
|AN P| —4|P;| > (¢/2)|B’|, para algin i € {1,2}.

O]

Lema 3.4. Consideremos € >0 y A C Zy. Si |A(r)| > eN para algin r # 0, entonces existe

alguna Zy-progresion aritmética B’ que no traslapa, de cardinalidad al menos VN /4 tal que

|AmB'z<5+i)Bm
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Buscamos un incremento de densidad relativa, esto es, dado A C {0,1,...,N — 1} con

|A| = 0N, requerimos hallar un conjunto B, subprogresién aritmética de {0,1,..., N — 1},
tal que
€
|[AN(B+x)| > (5—1—4)\31, (3.5)
para algin x € {0,1,..., N—1}, y algin € > 0. Pero la expresién anterior se puede desarrollar
como
ZA y —x) > 0| B| + (¢/4)|B|

ZA(y)B( —x >5ZB + (¢/4)|B|
Yy
> A(y)Bly—= >5ZB — x) + (¢/4)|B|

> (Ay) = 8)Bly— ) = (¢/4)|BI. (3.6)

y
Esto, de algiin modo, motiva a definir la funcién balanceada f4(z) = A(z) — d, definicién

con lo que (3.5)) y (3.6) son equivalentes a que
ZfA(y)B(y —x) > (¢/4)|B] para algin x € {0,1,...,N}. (3.7)

De un modo més general, observemos que si se dan dos funciones f,g : Zy — C, entonces
para que ‘ Z f(y)gly — x)‘ > (3 para algin z, es suficiente que Z ‘ Z f(y)gly—z)| > BN.
x oy

y
Ademas, tenemos que

>

T

wka

> f)gly — =)

Y

v

> Fwgly —a)w
= D (Z FW)aly — w))td"”
=[S gyt

T

= |(f*9)" (k)| = [F(R)| [g(K)], (3.8)

para todo k € Zy. Asf, para mostrar (3.7) es suficiente mostrar que |f/Z(k‘)| |B(k)| > (¢/4)|B|N

para algin k € Zy, pues en este caso tendremos que

> fa(y)Bly —x)
Yy

> (¢/4)|BIN, (3.9)
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y por lo tanto existira algin x € Zy tal que

> faw)B(y — )| > (¢/4)|B].
y
De lo contrario, para cada x € Zy
S Faly)Bly — )| < (¢/4)|BI
y

y por lo tanto Z
x

> faly)Bly — )

< (¢/4)|B|N, lo que contradiria 1'

Prueba del Lema[3.4 Mostremos primero que para cualquier 1 < r < N — 1 existe alguna
Zn-progresién aritmética B, que no traslapa y con cardinalidad de al menos v/N /4, tal que
|B(r)| > %|B\ Para ello, fijemos r # 0. Particionamos [0, N — 1]? en una cantidad menor que
N de cuadrados iguales (por ejemplo [\/N — 1]2 cuadrados iguales). Se sigue, del principio

de las casillas, considerando la coleccién de pares

{(0,0), (1,7),(2,2), ..., (N — 1,(N — 1)r)},

{(N=1,0), (N = 2,7), (N = 3,20),...,(0,(N = 1))},
que existen enteros | y k, con 0 <l < k < N — 1, tales que
k—1<vVN y r(k—1)<+vNmodN.

N
Sea d = k—I. Definimos B como la progresion siguiente de longitud L = {J con diferencia

s
comun d,
L—-1 L-1
B=¢{——-d,...,—2d,—d,0,d,2d,...,——d ¢,
2 2
en caso que L sea impar; o
L—-2 L
B=q———d,...,—2d,—d,0,d,2d,...,=d ;,
2 2
en caso que L sea par. Tenemos que
|B(r)—|B|| < > B(a)[w ™ - 1]‘
X
< Y ol
U<31BI
< > g
- N
ll1<51B]
1 2w | B 1
—|B||-——-—  -VN| < =|B 1
< 3l 5 v < gim (3.10)
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donde la pentltima desigualdad se da por la desigualdad del valor medio, y la tltima se da

vIN
porque dr < VN mod N y |B| < ——. De (3.10)) se tiene que
T

|B(r)| > 5|Bl. (3.11)

N | =

En particular, para el r # 0 del enunciado del lema, existe una Zy-progresion aritmética B,
con |B| > V/N /4 (puesto que |B| = L\/N/FJ > L\/N/4J), y tal que ’E(T)‘ > %|B[ La progre-
sién B no traslapa puesto que d < v/N y |B| < V/N/x y por tanto d|B| < VN - VN/n < N.
Como observamos antes, de ,

}A N(B+az)| > (5 + ie) | B| si, y solo si, ;fA(y)B(y —x)> %e|B\. (3.12)

Consideremos G(z) = Zy fa(y)B(y — ), esto es G = fa x B, de (3.2), (3.8), (3.11) y de la

hipétesis |A(r)| > €N, tenemos que
~ — ~ 1 1
S°16(@) = |G| = |Fa0)| |BEr)| > N - 1B = JeN|B]|.
x
Ademsds, de (3.1) tenemos que

> G@) =) faW)Bly—x)=> faly)Y_ Bly—=z)=|B|>_ faly) =0,
T Ty Y T Y

y por lo tanto

S (16@)] + (@) 2 JeN|B)

T

lo cual implica que para algin z € {0,1,...,N — 1}

G@)| +G(x) 2 5Bl

1
y por lo tanto G(z) > 0y G(x) > Z€|B‘. De (3.12)) tenemos que

1 1
> — = —
AN (B + )| > (5+4e)|B| (5+4e)|B+x|,
considerando B’ = B + z tenemos probado el lema. ]

Proposicién 3.2. Seane >0y A C {1,2,...,N}, y supongamos que ‘E(r)‘ > eN para algun
r # 0, entonces existe una Z-progresion aritmética P C {0,1,..., N — 1}, de cardinalidad al

1
menos 3—26\/N, tal que

AP > (54 %e>|P|.
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Demostracion. Del lema |3.4] existe una Zy-progresiéon aritmética B que no traslapa, de

cardinalidad al menos v/N /4 tal que
1
AN B| > (5 + 16) B,
Del lema |3.3] existe una subprogresion aritmética de B, que denominamos P, tal que
1
AN P| > (5 + §e> P,

11 1
>~ .2¢.|B| > —eVN.
donde |P| > 5 1¢ \B[_gze N O

Corolario 3.1. Sean § > 0 y A un subconjunto de {1,2,...,N}, con |A| = 6N, y N > 6452
un nidmero impar. Entonces A contiene una Z-progresion aritmética (no trivial) de longitud

1
tres, o existe una Z-progresion aritmética P, de longitud |P| > 2—5652\/ N, tal que
AN P|> (5+ ! 52)|P|
- 64 '

Demostracion. Supongamos que A no contiene ninguna Z-progresion aritmética de longitud

tres. Entonces de la proposicion [3.1] se cumple alguna de las siguientes posibilidades:
(i) N <(8/0)%
(ii) Existe una Z-progresién aritmética P de longitud |P| > N/3 tal que

|ANP| > <5+2)]P|.

(iii) Para cada e < 6%/8 se tiene que %1;38( |A\(kz)| > eN.

La afirmacién (i) no se cumple dadas las hipdtesis de la proposicién. Si se cumple (ii),

|[ANP| > 6+é |P| > 5+£ |P|
- 8 - 64 ’

1 ~
con |P| > N/3 > %52\/N. Si se cumple (iii), entonces Igg(})dA(k)\ > eN particularmente
para € = 62/8; por lo tanto existe  # 0 tal que |A(r)| > eN. Por la proposicién existe

1 1
una Z-progresion aritmética P, de longitud al menos 3—26\/N = %52\/ﬁ , tal que

anp > (645 p1= (54 )P
- 8 N 64 '
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Esta dltima proposicién es la pieza fundamental que permite hacer un argumento iterativo
para mostrar el teorema de Roth. Esencialmente la prueba que daremos es como sigue: inicial-
mente suponemos por contradiccién que dado el conjunto A, A C {1,2,...,N} con |A| = 0N
(6 > 0) y N suficientemente grande, A no contiene ninguna progresion aritmética no trivial de
longitud tres. Entonces del corolario tenemos que necesariamente existe alguna subpro-
gresién aritmética Ay C {1,2,..., N1} con densidad d;, mayor que J, que tampoco contiene
progresiones aritméticas no triviales de longitud tres. Asi, nuevamente por el corolario 3.1
existe alguna subprogresiéon As C {1,2,..., Na} con densidad d2, con d2 > d; > J. Continuan-
do con este proceso iterativo, en algiin momento encontraremos una subprogresion aritmética

Pen {1,2,...,R} con densidad mayor que 1, lo cual serd la contradiccién requerida.

Teorema 3.2 (de Roth). Existe un numero real positivo C, tal que para todo dy €]0,1], si
N > expexp(Coy ') y si AC{1,2,...,N} tal que |A| > 6oN, entonces A contiene al menos
una progresion aritmética no trivial, cuya diferencia comun es diferente de cero, de longitud

tres.

Demostracion. Puesto que realizaremos un proceso iterativo y pasaremos de una progresion
aritmética a una subprogresién més pequena en cada iteracién, no podemos simplemenmte
suponer que N es un primo suficientemente grande. Asi que inicialmente abordaremos esta
dificultad técnica. Sea Ny € Z* y sea Ay C {1,2,...,No} tal que |Ag| > JoNp. Por el

postulado de Bertrand, existe p primo entre Ny/3 y 2Ny/3; hacemos ¢ = Ny — p. Si

|[Ag N {1,2,...,p}| < do(1 — 60/160)p, (3.13)
entonces
|[Aogn{p+1,...,No}| = do(1+ 80/320)[{p+1,..., No}|. (3.14)
En efecto
’Aoﬂ{er 1,...,N0}‘ = |AQQ{1,2,...,NOH - ‘Aoﬁ{l,Q,...,pH

> doNo — do(1 — 60/160)p

= 6o(No — (1 — 60/160)p) = do(q + dop/160)
dop
= 1 —_—
5“( " 160q>q

)
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donde la tltima desigualdad se da porque 2Ny/3 > p > Ny/3y ¢ = Nog — p < 2Ny/3. Este

caso serd el caso 0.

Si no se cumple (3.13)), tenemos que
|[Ao N {1,2,...,p}| > do(1 — 80/160)p.

Hacemos N = p (asi, N es primo), A = AgN{1,2,...,p} y § = do(1 — 69/160). Con esta

nueva notacién tenemos que |[A| > §N. Consideremos B = AN[N/3,2N/3). Si se cumple que

|B| < ON/5, (3.15)
entonces
|AN[0,N/3)| > 20N/5 = (66/5)(N/3), (3.16)
|AN[2N/3,N]| > 26N/5 = (66/5)(N/3). (3.17)
En efecto,

|AN[0,N/3)|+ |AN[2N/3,N]| = |A| — |[AN[N/3,2N/3)|

> 6N — 6N/5 = 456N/5.

Si |AN[0,N/3)| < 20N/5y |AN[2N/3,N]| < 20N/5, entonces 40N/5 > 46N /5, lo cual es

una contradicién. Este caso se denominard el caso 1.

Sea o = §%/10 y supongamos que
|A(r)| > aN para algin r # 0. (3.18)

En este caso, por la proposicion existe una progresién aritmética P C {1,2,...,N} de
Q@
cardinalidad al menos 3—2\/ N tal que

62
AN P|> <5+§>py = <5+80>ypy. (3.19)

Esta situacion se llamara el caso 2.

Si la desigualdad (3.18]) no se verifica, entonces

|X(r)’ < aN para cada r # 0,
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lo cual dice que A satisface la condicién (iv) del lema por tanto, A es a*-uniforme. Asi,

el nimero de ternas (x,y,2) € A x B2 tal que = + z = 2y es mayor que 6|B|> — a|B|N. En

efecto,
E 1=N"1 E E E 2 :wr(2y—x—z)
z€A,yEB,2€B, r€AyeBzeB T
r+2=2y

= NS A(B(-2n)B(r) = [N Y Ar)B(-2r) B(r)|

> |NTTA0)B(0)B(0)] — INTT Y A(r)B(~2r)B(r)|

r#0

> N7UA|BP = N1y A [B(=2r)| |B(r)]
r#0

> n-1 2 _n-los 1A D(_ D
> N7 |A[[B]" = N qlgg\A(T)\Z!B( 2r)| [B(r)]

r#0

1/2 1/2

> nN-L. IRIZ _ Nl o4 1 A B(_9:)|2 B(r)|2
> N"LON B - N 1;1;3«|A<r>|<§\3< 2r>|> <T¢O'Bm'>

1/2 1/2
>N 6N-|Bf =N aN( > IE(—%)P) ( ) IE(T)!2> (3.20)

re€ZN
> o8 - N o (L IB0R)
T
> §|B* — a|B|N,
donde la tdltima desigualdad se da por la identidad de Plancherel,
Y IBr)P <Y IB(r))P =N |B(r)]> < NI|B|.
r#0 r r
Cabe resaltar que en este punto es importante el hecho de que N sea primo (impar) como se
observa en ((3.20)) puesto que cuando k varia sobre todo Zy entonces 2k también abarca todo
ZN.
Si la desigualdad ([3.15]) no se cumple, entonces |B| > ¢ N/5, y por lo tanto tenemos que
> 1=6|Bf? - a|B|N > §*N?/50.
rz€A,yEB,zEB,
T4+2=2y

En efecto, tenemos que

)
O|BI? — ol BIN = 8[| (|B] - 15N).

47



6N SN _ 6N SNy _ 0°N?
y puesto que |B| > = tenemos que |B\—1—0 >0 Por tanto 5]B|(]B\—ﬁ) > 5

como |B| > §N/5, tenemos que el niimero de ternas (z,y, z) € Ax B? en progresién aritmética

. Asi,

es mayor que 6°N?/50. Puesto que B estd en el tercio medio de A, B = AN [N/3,2N/3),
estas ternas estdn en progresién aritmética en {1,2,..., N} (y no sélo en Zy). Y puesto
que existen N progresiones aritméticas degeneradas (progresiones con razén cero), podemos
concluir que A contiene al menos una progresiéon aritmética (no trivial) de longitud tres si
N > 5063,

En efecto, si N > 50073 entonces 53]\72/50 — N > 0. Asi

nimero de 3-progresiones no degeneradas > 65 N? /50 — N > 0.

Esta situacion se denominara el caso 3.

Resumiendo, si el caso 3 vale y N > 50873, entonces A contiene al menos una progresién
aritmética de longitud tres. En el caso 2 podemos hallar, de (3.19)), una subprogresién P
de {1,2,..., N} de cardinalidad al menos %\/N, tal que |[AN P| > §(1 + 6/80)|P|. Puesto

que {1,2,...,N} C{1,2,...,No}, A = Ayn{1,2,...,N} y 5(1—1—5) > 5()(1—1—6())

80 320
(pues § = do(1 — d9/160)), podemos concluir que en el caso 2 existe una subprogresién P de
N &2 62
{1,2,..., Ny} con cardinalidad de al menos % ?O > 6%lx/N = @\/NO > ﬁx/No,
t o> 1594 tal
puesto que 160 tal aue

|Ag N P| > do <1 + ;200) |P|.
En el caso 1 consideramos P = [0, N/3) o P = [2N/3, N| de modo que por o
tenemos
5

0 52
AyNPl=|ANP|> - ||P| > — ||P| > — ||P
Aon Pl =140 Pl (54 2)iP1 = (54 g5 1Pl = (304 35 )Pl

donde la primera igualdad se da puesto que AN P = (Ao Nn{L,2,..., N}) NP=AyNP.
En el caso 0 consideramos P = {p+1,..., Nyg} y tenemos de (3.14)) que

do
AgNP| > 1+—]|P|.
400 7|2 80(1+ 52 )17

Dado que 6§ > 1595,/160 y N > Ny/3 tenemos que Ny > 150(15959/160) =3 implica N > 5053,
Asi, dados 69 > 0y A C {1,2,..., Ny} tales que |A| > 6oNo y No > 153(50_3, tenemos, en

cualquiera de los casos, dos posibilidades:
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(a) Existe una progresién aritmética no trivial de longitud tres.

52
(b) Existe una subprogresién P de {1,2,..., Ny} con cardinalidad de al menos %\/No

tal que

do
AoNP| > 6| 1 +—]]|P|.
| Ao \_o<+320>’ ’

Supongamos, por contradicciéon que Ag no contiene ninguna progresion aritmética no trivial
de longitud tres y que Ny es suficientemente grande, No > 1539, 3. Entonces tenemos que,

por (b), existe una subprogresién aritmética
P = {a1 +d1,a1 +2d1,a1 +3d1,...,a1 +N1d1} - {1,2,. . .,]V()}7

52
con Ny = |Py| > %\/NO > %\/N , y tal que

do
Ag N Pyl > 14+ — ||Pl.
|Ag N 1|_50< +320>| 1

Identifiquemos P; con {1,2,..., N1}, bajo la correspondencia biunivoca
’(/11 P — {1, 2,... ,Nl} definida por a; + ¢dy — 1,

ademds identifiquemos Ay N P, con A; bajo la misma correspondencia, ¢ (Ap N P1) = Aj.

Como tal correspondencia es biyectiva, tenemos que

A; C€{1,2,..., N1} es tal que |A1| = 61V,
donde §; > 6¢ + ?:;80 y N1 > ;ﬁ)Ng?
Observemos que si A; contiene una progresion aritmética de longitud tres (z,z + d, z + 2d)
no trivial, entonces Ag N P;, y por tanto Ag, contendrd también una progresién aritmética
(al + xdy, a1 + (z + d)dy, a1 + (x + 2d)d1) no trivial, lo cual no puede ocurrir por hipétesis.
Nuevamente, como Ny serd elegido suficientemente grande tal que N1 > 1536, 3y por lo

tanto Ny > 1530, 3y puesto que A; no contiene ninguna progresién aritmética no trivial, de

(b) tenemos que existe una subprogresién aritmética
Py = {ag 4+ do, a0 + 2ds,as + 3ds, . .., a9 +N2d2} - {1,2,...,N1},

52
con Ny = |Po| > @Nllp, y tal que

01
ANB|>61+ — ) |B.
|A1 N Py| > 1< +320>| 5|
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Como antes, identificamos P, con {1,2,..., N2} bajo la correspondencia biyectiva
Yo 1 Py — {1,2,..., Ny} definida por ag + idy + i,

y ademds identificando A; N P» con Ay bajo la misma correspondencia, ¥o(A; N Py) = Aa,
obtenemos que

Ay C {1,2,. . .,NQ} es tal que |A2| = 09N,
donde
52 52 52 52
o> 614 - > (o + -2 ) 4+ -0 =5y +2( -0
2 1+320_< +320>+320 0t (320)’

2
LN/,

demas N
y ademas Ny > 649

Si iteramos este argumento k veces, con k > 1, obtenemos algtin conjunto Ay incluido en

{1,2,..., N} con densidad d, esto es |Ag| = dxNi, tal que

52
>
O > 0o + k<320>

En efecto, si tenemos A, C {1,2,...,N,;}, (r € N) con densidad §,, esto es |A,| = §,N;,
95

tal que N, > 15350_ y O0p > g + 7"(320), entonces debido a (b) y puesto que Ag, y por

lo tanto A,, no contiene progresiones aritméticas no triviales de longitud tres, existe una

subprogresion aritmética
Pr—i-l = {ar—‘rl + dT+17 ar4+1 + er—i—l) ar41 + 3dr+17 ceesQpp1 + Nr+1dr+1} - {1’ 2’ ceey Nr}:

tal que

52 52
Nyy1 = |Prg1| > —=NY2y |4, N Pryy| > P,
+1 | +1| 649 ‘ +1| - < 320) | +1’

Asi, considerando la biyeccién
Yry1: Pry1 — {1,2,..., Nyy1} definida por a,41 + idyy1 +— 1,
y siendo
Api1 = i1 (Ar O Priy) = {2 11,2, .. Ny} apyy + ides € AT},

obtenemos A1 C {1,2,..., N,41} tal que

52
Nyj1 2 64T9NTI/2 vy |Ar1]| = 0r 11Ny,
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donde

Or41 2 O s (e ) 1 B g —i—(r—i—l)ﬁ
e 2 0o 2 (00T T ) Fgpp T 0 320°

Ahora, si iteramos el argumento anterior al menos k veces, con k > , obtenemos

o
algin conjunto Ay C {1,2,..., Ny}, con densidad d, esto es |Ag| = 0N, tal que 5 >
2

0 320
0o + k3—200, y asi 0 > 20p. Andlogamente, después de al menos —— iteraciones adicionales la

0
320
densidad aumenta de 2§y a 4d¢; después de al menos o iteraciones adicionales la densidad

0
se incrementa de 48y a 88y. Prosiguiendo de esta manera, una densidad de al menos 26y es

alcanzada luego de por lo menos

- - ... = 1
50 + 250 + + 217150 50 tg ot

320 320 320 320 1 1
2 2171

iteraciones. Puesto que la funcién [ — 28, es tal que l lim 26y = +o00, la densidad excederd 1,
—-+o00

log(1/6o)

+ 1 entonces 27155 > 1,
log 2

para [ suficientemente grande, especificamente si [ =

320 1 1 1 1
esto es 2!y > 1. De este modo, en al menos &)<1+2+4+8+"‘+M|> y en no
2

log 2

640 1 1 1 1280 . . . [
misque — 1+ =-+-+=-+--- | = iteraciones la densidad serd mayor que 1.
do 2 4 8 do

Es de hecho imposible que cualquier subconjunto A, de {1,2,..., N, } tenga densidad
1280

do
si la inclusion Ag, € {1,2,..., N, } tiene sentido, es decir, si Ny, > 1, y si también es cierta

mayor que 1, y por lo tanto habremos llegado a una contradiccién en k; = { J iteraciones

la condicién

N, > 1535,;3 para cada k € {1,2,...,k — 1},

de modo que podamos pasar de una iteracién a la siguiente. Dado que Ny > Ny > --- > N,y
puesto que 153(553 > 1535,;3 paratodo k € {1,2,...,k;1—1}, es suficiente que Ni, 1 > 153663.

Después de la primera iteracién el tamafno de la subprogresion P;, Ny, es al menos

1/2
/2 _ 6% 12 _ 0,98756 2 50 12
N —Ny'" > ———N, N,
64 % 640 ° 640 0~ G490
0
puesto que d = dy (1 — 1600> 16060 y asf 62 > 0,987562. Luego de la segunda iteracién el

tamano de la subprogresiéon P, N2, es al menos

N1/2
64 649 1 T 649

)

1/2 1/4
Of iz s 9% (52 Ny/? ) " b0" N
649 6491+3
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2

1 )
puesto que &1 > dg y donde a; = — |6y <1 - > . Después de la tercera iteracién el

10 160
tamaifio de la subprogresién Ps, N3, es al menos
2+1+3
RO N RN TAC A v
64972 = 649 \ga9' s 6491+ 1

Qg 172
a2
Galz ~

I

2

0 160 . En general, luego de la k-ésima iteracion

la longitud de la subprogresién Py, N, es al menos

1 0
puesto que d > &g y donde ag = — [52 (1 — 2)

5(2]+1+%+§+--~+2;%2N01/2’“ y SN

Ga9' T2ttt T 6492 7

donde la dltima desigualdad se da porque &y €]0, 1]. Asi, es suficiente mostrar que si k; =
{1280J
—— | entonces
o
k1 1/2k1—1

SNy 06Ny 3
A/ %Y 5 153573, 3.21
6492 - Y 6492 a 0 ( )

La primera condicién es para que Ni, > 1, y por ende para que N > 1 para todo
1 <k < k1, mientras que la segunda condicién es para que Ny, —1 > 1536, 3, y por consiguiente

para que Nj > 153563 > 1535,;3 para cada 1 < k < k; — 1.
SANLZ

064792 > (50_1, puesto que en este caso se cumple (3.21). En

Es suficiente mostrar que

4nr1/20 4nr1/201 AN/ 2
efecto, si 06+QQ > 651 entonces 0&+92 > 1, pues 561 >1,y 0&+92 > 562. Por
1
o tanto 54N1/2k171

0tVo 2¢-3 -3 -3
iz > 64970, - 0, > 1536, .
4 nr1/2F1
Ademis, 0&+92 >0y L es equivalente a
NI > 6492577
log Ny > 2k [10g(6492) +5 10g(50_1)],
1280
y puesto que k1 < 5 es suficiente probar que
0
log Ny > 2128085 [1og(6492) + 510g((5§1)] (3.22)

Por otro lado, como log(6492) + 5 log (6o 1) < 2490 1, tenemos que para que se verifique 1’

—1
basta con que se cumpla que log Ny > 21284%

, esto es,
Ny > expexp (1284(10g 2)561).

Elegimos C' = 1284(log 2). O
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3.2. Revisién del teorema de Roth, usando la U?-norma de

Gowers

Sea f : Zy — C una funciéon compleja. En este caso, similarmente al caso real, definimos

la U2-norma de Gowers de f por

1/4
\|fHU2_<N32f fla+d)f (a+c)f(a+b+c)> .

a,b,c

Veamos que la U?-norma de Gowers controla la distribucién de funciones sobre progresiones

aritméticas de longitud tres.

Lema 3.5. Sean f1, fo, f3 : Zny — C funciones tales que ||fillco < 1, para cada i = 1,2,3.

Entonces

(@fla-+ ) fala+ 20| < N iy (15

Demostracion. Sea S = Za,d fi(a) fa(a+d) f3(a+2d). Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

S| < (@ala+dafa+20)
o\ 1/2
< <212> ( Zfl +df3(a+2d)> .
Asi,
2
§* < a) f2(a + d) f3(a + 2d)

— szl ) f2(a+d) f3(a + 2d) fi(a) f2(a + €) f3(a + 2e)

= Z’fl a)?> " fala + d) fa(a + €) f3(a + 2d) f3(a + 2e)

d,e

< NY Y fala+d) fala+e) fa(a+2d) fs(a+ 2e).

a de
Haciendo los cambios de variables A = a+ d, A+ k = a 4+ e, obtenemos

S < NY Y fa(A) oA+ k) fa(A+ d) fa(A+ d + 2k)
A dk

= Nng Vf2(A+E) ng A+d)f3(A+d+ 2k)

< 2

Ak

ng(A+d)f3(A+d+2k)‘.
d
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Reemplazando 2k por k, asumiendo que N es impar, obtenemos que

S2§Nz

Ak

D f(A+d) fs(A+d+ k‘)‘~
d

Nuevamente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1/2 o\ 1/2
5?2 < N(Zﬁ) (Zng(Aer)fg(AerJrk) )
Ak Ak' d
2
St < N D A+ d)fs(A+d+k)
Ak' d
St < NS fa(A+d)fs(A+e)fs(A+d+k)fs(A+e+k).

Ak de

Haciendo los cambios de variables a = A+d, a+b= A+ ey ¢ = k, tenemos que

St < N fz(a)fsla+b)fs(a+c)fa(a+b+c)

a,b,c

N®||f3ll5r2-

Asi, tenemos que S < N?||f3||;y2. Por simetrfa, andlogamente procedemos para fi y fo.

Lema 3.6. Sea A C [1,N], con |A| = 0N (identifiquemos A con un subconjunto de Zy ). Sea

f la funcion balanceada de A. Si ||f||y2 < 63/32, entonces se cumple una de las siguientes

afirmaciones:

(a) Eristen al menos §3N?2/32 progresiones aritméticas de tres términos.

(b) Eziste una subprogresion P de longitud N/3 sobre la que A tiene densidad 95/8 al

menos, esto es,

AN P| > (95/8)|P).

Demostracion. Sean Ay = Ag = AN[N/3,2N/3). Si este conjunto tiene cardinalidad menor

que 0N /4, entonces
IAN[L,N/3)| > 36N/8 o |AN[2N/3,N]| > 30N/S.
Por lo tanto

[AN[LN/3)| = (96/8)[[1, N/3)| o |AN[2N/3, N][ > (95/8)|[2N/3, N]|.
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Supongamos que |AN[N/3,2N/3)| > 0N/4, entonces vemos que el nimero de progresiones

aritméticas de tres términos en A es al menos

D Ai(a)As(a+ d)A(a +2d) = ZAl )As(a+ d)(f(a+2d) +9)
= 52,41 )Az(a+d)+ > Ay(a)As(a+ d)f(a+ 2d)
a,d
> 5|A1|2—\ZA1 )As(a +d) f(a+ 2d)|

> 53N2/16—N2HfHU2,

donde la ultima desigualdad se da por el lema Por tanto, el lema estara probado una vez

que [|f]]p2 < 6%/32. O

Ahora, veamos qué ocurre si la U2-norma de Gowers es grande. Supongamos que || f||2 > §/32.

De la igualdad,

SR =N fa)fla+b) fla+o)fla+b+ec),

k a,b,c

dada en ([2.8)), tenemos que

It = 7 21T (3.23)

k
Entonces, usando la identidad de Plancherel

£l < maXIf |Z|f )
- imax CIDMHU
< g mix|FR)P.

Si [|f]|g2 > 62/32, entonces
1 ~ 2
3 4 4 L
(8°/32)* < Ifll3e < (5 mix | F(R)))

y por ende §9N /219 < méx;, |f(k‘)| Asi, existe k # 0 (pues f(()) = 0) tal que N /210 < |f(k‘)|

Por consiguiente, por la proposicién existe una subprogresién aritmética P C [1, N, de

longitud al menos N2 tal que

32 210
56
AN P| > (5+ % 210)|P\

Una observacion importante es la siguiente,
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Observacién 3.3. El incremento de densidad dado por el uso de la U?-norma de Gowers es
56
de 3 om0 que es un incremento mucho menor que el incremento de densidad obtenido en la

2
seccion anterior, que fue de 61 A pesar de ello, el empleo de la U%-norma de Gowers tiene

la ventaja de poder ser generalizado para mostrar el teorema de Szemerédi para progresiones

aritméticas de longitud k > 3, siguiendo aun el argumento del incremento de densidad.

56



Capitulo 4

Teorema de Szemerédi de longitud

cuatro. Perspectiva de Gowers

Como mencionamos antes, el teorema de Szemerédi afirma que cualquier subconjunto con
densidad superior positiva de los niimeros naturales contiene alguna progresién aritmética de
longitud k. El teorema implica el teorema de van der Waerden que afirma que si particiona-
mos el conjunto de los niimeros naturales en una cantidad finita de subconjuntos, entonces
alguno de ellos contiene progresiones aritméticas de longitud arbitraria, y fue probado por
Szemerédi. El primer progreso dado hacia la prueba del teorema fue debido a Roth [3], quien
probé el resultado en el caso especial cuando k£ = 3, usando sumas exponenciales. Poste-
riormente, Szemerédi hall6 una prueba diferente, mas combinatoria, que pudo extender para
probar por primera vez el caso cuando k = 4 [I], y posteriormente dando una prueba del
caso general [2], para cada k. Hubo entonces una prueba adicional debida a Furstemberg [16],
quien mostré que técnicas de teoria ergddica podian usarse para probar muchos resultados
de teoria de Ramsey que, en general, afirma que en sistemas suficientemente grandes siempre
existen subsistemas con estructura, con orden, entre estos el teorema de Szemerédi y ciertas

extensiones de este teorema, antes desconocidas.

Una motivacién de Gowers para generalizar el argumento analitico de suma de exponen-
ciales de la prueba dada por Roth del teorema de Szemerédi para k = 3, al caso general
k > 3, fue que las cotas dadas por las pruebas conocidas del teorema de Szeméredi eran

bastante débiles, y en general para este tipo de problema las mejores cotas vienen del uso

o7



de suma de exponenciales. Por ejemplo, Roth mostré que cuando k¥ = 3 podemos tomar
N > expexp (C’ / 5), donde C' es una constante positiva, de modo que cualquier subconjunto
Ade{l1,2,...,N} con cardinalidad mayor que N, contiene alguna progresién aritmética no
trivial. La cota exp exp (C / 5) es mejor que las cotas dadas por cualquier argumento combi-

natorio conocido.

En 1998, Gowers mostré el teorema de Szemerédi para k = 4 [I] generalizando el método
de Roth. Dado k = 4, existe una constante absoluta C' > 0 tal que si N > exp exp exp ((1/5)0)
entonces cualquier subconjunto de {1,2,..., N} de tamano al menos 0N contiene alguna
progresién aritmética (no trivial) de longitud cuatro. Y en 2001, dio una prueba del caso
general del teorema de Szemerédi [2], dando una cota del tipo exp exp ((1 / 5)0). Aunque una
cota de este tipo puede parecer débil, constituye una mejora respecto a las cotas conocidas
anteriormente. Para tener una idea de la magnitud de estas cotas definimos inductivamente
la funcién T por T(1) = 2 y T(n + 1) = 27 asi como también definimos recursivamente
la funcién W por W(1) = 2 y W(n + 1) = T(W(n)). Las cotas previas conocidas para el

teorema de Szemerédi fueron tan grandes como W(1/4).

4.1. Uniformidad cuadratica y la U3-norma de Gowers pe-
quena

Dada una funcién f : Zy — Cy k € Zy, consideremos como antes A(f; k)(s) = f(s)f(s — k).
Notemos que si f(s) = w?®) para alguna funcién ¢ : Zy — Zy, entonces A(f; k)(s) = w?() 26—k,
Que un conjunto A C {1,2,..., N} sea uniforme nos permite concluir que A contiene progre-
siones aritméticas de longitud tres. Sin embargo, para determinar progresiones aritméticas
de longitud cuatro en A este concepto ya no es suficiente. Requerimos de conjuntos que sean

cuadrdticamente uniformes.

Lema 4.1. Sea la funcion f : Zny — D, donde D es el disco cerrado unitario en C. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) D DD F &) Fls =) fls —v)f(s —u—v)|” < erN*.

(i) 3N AU R < e
k T
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(iii) |Am)(r)| > c3N para a lo mds 3N pares (k,r).

(iv) Para todos los valores de k, excepto quizds para c4N valores a lo mds, la funcion A(f; k)

es cq-uniforme.
Observacion 4.1. La afirmacion (iii) del lema anterior puede reescribirse como:
T = {(k,1) € Z |AG R0 = csN | es tal que [T] < N,

Demostracion. Veamos la equivalencia entre (i) y (ii). Tenemos que

ZZ‘Z]‘" (s—u)f (s—v)f(s—u—v)‘2

= ZZ}ZA Fru)(©)Afiu)(s — o)
= ZZ} (f3u) * Alfiu) (v)[

= ZN Dl = Al
= 122!A (f5u) W\Q
— —1;;|Af;u

Por lo tanto (i) y (ii) son equivalentes con ¢; = ca.
Ahora veamos la equivalencia entre (ii) y (iii). Mostremos que (ii) implica (iii). Supongamos
que

Z Z’m)(r)’4 < ¢aN°® para algtin ¢, > 0,

y supongamos que (iii) no se verifica para algun c3 que depende de ¢g y que fijaremos al final,

esto es, siendo
T = {(k.r) € Z; A5 2 esN |

suponemos que |T'| > cZN. Entonces

DDA 2 D0 AR > [TI(esN)t = SN,
k T

(k,r)eT

Asi, fijando c3 = c§/6

Mostremos que (iii) implica (ii). Dado T' = {(k:,r) € 73 |A(f; k) (r)| > 03N}, SUpONgamos

obtenemos una contradiccién.
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que |T| < c%N para algun cs > 0. Por contradiccién, suponamos que (ii) no se cumple para

alguna constante co > 0 que depende de c3 y que fijaremos al final, esto es
Z Z IA(f; kY (r)|* > ¢2N° para algin ¢z > 0, (4.1)

entonces existen mas que caN/2 valores de k para los que Z IA(f; EY(r)[* > caN*/2. En

.
efecto, sea

J= {k € Zn; Y IA(fRN(n)[* < 62N4/2},

y veamos que |J¢| > caN/2. De (4.1)) tenemos que

DSOS TIAGENEE DD A RN > N,

kgJ r keJ r

S IAf RN

2

A(f;k)(s—p)| <N

Por lo tanto

|JE|N* + | J|caN*/2 > ¢;N°.

Ast |J¢) + (N = |J¢))eca/2 > caN, y |J¢| > |J¢|(1 — c2/2) > caN/2. Por ende existen mds que

coN/2 valores de k tales que
ST IAU R > N 2.
Como

DOIAWETIY < méx|A(S R \QZIA fi kN

IN

mix |A(f; k()2 NZ!Af’f )l
< N mix AT,

tenemos que existen mas que (c2/2) N valores de k para los cuales méx |A(f; k) (r)| > (c2/2)"/2N.
T
Asi, si tomamos ¢ = 20%, obtenemos una contradiccién con la hipétesis (iii). Por lo tanto,

para ca = 2c3 se tiene que ZZ‘A(]‘; k)(r)’4 < ¢aN®.
k r
Probemos que (ii) implica (iv). Supongamos que se cumple Z Z|A(f; k:)(r)}4 < ¢ N® para
k r
algin cg > 0, y supongamos que (iv) no se cumple para alguna constante ¢4 > 0 que depende

de co y que fijaremos al final, entonces definiendo

= {keZn; IAF RN > el
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suponemos que |H| > ¢4N. Por lo tanto

DD AR = Y Y AR > [HleaNt > N,
k r

keH r

Asi, habiendo fijado ¢4 = cé/ ? Jlegamos a una contradiccién con (ii). Por ende |H| < ¢4 N, con
cy = cé/ 2 Reciprocamente, supongamos que se cumple (iv) para alguna constante ¢4 > 0,

esto es |[H| < ¢4N, donde
H= {k € Zy; Y IA(f k()] > C4N4}.

Por lo tanto,

Z IA(f; kY (r)|* < caN* para cada k € H®,

y
N% > Z IA(f; E)(r)|* > caN* para cada k € H.
Asi
DD IAMWGRII = D0 DA+ Y Y ARl
k7 keHe r keH r
< |HS| - eaN* + |HIN* < (eq|HS| + |H|)N*
< (esN + [H|)N* < 2¢4N°.
Por ende, eligiendo ¢ = 2¢4 tenemos que (iv) implica (ii). O

Definicion 4.1. Diremos que f : Zy — D es cuadraticamente a-uniforme si
u v

Un conjunto A C Zy serd cuadraticamente a-uniforme si su funcién balanceada respec-

2

> F()Fs—u)f(s —v)f(s —u—v)| <aN’

tiva fa lo es.
Lema 4.2. Para cada 1 < i < k sea f; : Zy — D una funcion «;-uniforme. Entonces

1/4
Demostracion. Se sigue de la definicién de a;-uniformidad y del hecho que (Z |f(7")|4>

T
es una norma. O
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Lema 4.3. Sea A C Zy un conjunto cuadrdticamente a-uniforme de tamano IN. Entonces

para todo k, excepto para a lo mds o/2N wvalores de k, AN (A+ k) es 81at/2-uniforme.

Ademds, para todo k, excepto a lo mds aAN wvalores de k,
|4 (A+ k)| - °N| < /2N,

Demostracion. Sea f = fa la funcién balanceada de A, entonces como 144x(x) = 1a(z — k)

para cada z, tenemos que la funcién balanceada de A + k es

fark(@) = lagw(@) =6 1z) =1agw(z) =0
= lag(x—k)—0=1a(z—k)—05 -1(z—k)
= fa(lz—k).

Asi,

Lana+r) (8) = 1a(s)1apn(s) = (F+0-1)(s)(fark +6-1)(s)

= (f(s) +0)(fatu(s) +0)

= (f(s)+0)(f(s — k) +9)

= 8+ 0f(s)+of(s—k)+ f(s)f(s—k).  (42)

Las implicaciones de (i) (condicién de ¢j-uniformidad cuadrética) a (ii), tomando ¢y = ¢q,
y de (ii) a (iv) con ¢4 = c;/Q (por tanto ¢4 = 01/2) en el lema dan lugar, debido a la
a-uniformidad cuadrética de f, a que las funciones s — f(s)f(s—k) sean a'/2-uniformes para
todo k, excepto quizés a lo més para a*/2N valores de k. Ademds, como [ es cuadraticamente

a-uniforme, f es o!/2-uniforme. En efecto,

I A= = 33 A6 s =) ST =B
=§;ZﬂwwwWWW4»
= ; Z Z F()f(s = k)f(s —u) f(s —u— k)
=%;%j§;ﬂ$ﬂs—@fw—uﬁ@—u—kﬂ

k) (s — ) fls —u k)‘ y

) e

—k)f(s —u)f(s —u—k)
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Por lo tanto,

SIS otk < (3

Si f es cuadrédticamente a—umforme, tenemos que

SN F s — k) (s —u)f(s —u—k)
k u s

24 1/2
s—u)f(s—u—k)> . (4.3)

2
< aN*,

luego de (4.3)

Z’Zf(s)f(S— k‘)}2 < N-a'/2N? = a1/2N3’
k s

-uniforme (por definicién). También tenemos que

YIS s -k = Z!Zf fls= k)|’
k s s
= Z{Zfs— s—k—kz/)‘Q
k' s
= S facr(s) fasu(s — K[,
k' S

por tanto fayx es también o'/?-uniforme para cada k. Entonces por el lema AN(A+k)

y asi f es al/?

1/2

es 81a!/?-uniforme para al menos (1 — a'/2)N valores de k (ya que s — f(s)f(s — k) es

1/2

a!/2-uniforme para todo k, excepto quizés para a lo més o/2N valores de k). En efecto, la

funcién balanceada asociada a AN (A + k) es fanasr) = AN (A+ k) —1-p, donde p es tal
que |[AN(A+ k)| = pN. Pero

AN(A+E)| = Y AN(A+E)(s)
= i[éQ +0f(s) +0f(s — k) + f(s)f(s = k)]
= 6;N+5Zf(s)+5Zf(s—k)+2f(s)f(s—
= 62N+Z:sf(s)f(s—l:). S
Por tantop:52+N_1ZSf(s)f(s—Sk:)y
fan(asky = AN (A+k) = 6% - 1Zf

De ,
Fanaswy(s) = 6f(s)+0f(s—k)+ f(s)f(s —k) = N1 Y f(t)f(t— k)

t
Fancasky = Ofa+0fask+ fafack — N F)f(t— k)
t
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Como f4 es a!/2-uniforme, fark es a!/2-uniforme v fafask es a!/2-uniforme para al menos

(1 — a'/?)N valores de k, tenemos que
Z‘fAA(T)“l < O41/21\/*4’
T
S I Pkt < atent
T
Z|fA/f;k(7")‘4 < «'2N* para al menos (1 — a/2)N valores de k,

S am)|t = [30)]" = [E(fafase)|' N,

donde g es la funcién constante igual a E(fafatx) = N71Y, f(t)f(t — k). Por tanto

) 1/4 R R 1/4
<Z|fAﬁ(A+k)(T)‘4> = (Z 0fa(r) + 0 fask(r) + (fafaye)(r) — ?(7“)\4)
' 1/4
= (Z 16f4(r) + 6 fasr(r) + (fAfA+k:ﬂ7“)|4)
r#0
1/4 1/4 1/4
= ( |6 Fa(r ) + (Z |5J?A+k(7”)|4> + <Z !fAfA+k(7“)!4>
r#£0 r#£0 r#£0
< 1/8 + 5&1/8 +a1/8>N < (3&1/8)

y asi

Y Fanasw ()" < (81a*/)N*

esto es, AN (A + k) es 81a!'/?-uniforme para al menos (1 — a'/?)N valores de k.

Por otro lado, de (4.2),

AN (4 + k)] - 8°N| =

< al/2N3. Asi

2
S F(s) (s — k)

s

y puesto que f es a/2-uniforme tenemos que Z
k

Z’\Am(A+k)\ —52N’2 < al/2N3. (4.4)
k

Definamos J = {k; (A+k)|—6°N| < 041/8]\7} = {k; |\Aﬂ(A+k)|—52N‘2 < a1/4N2},

y mostremos que |J¢| < a'/4N. Supongamos por contradiccién que |J¢| > a!/*N, entonces
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tenemos, de (4.4)), que

o /2N3 > ZHAQ(AJFW —62N‘2 - ‘,]C|(a1/4N2>,
keJe

por lo tanto /4N > [J¢| > a/%N, lo cual es una contradiccién. Asf, |J¢| < a'/*N, esto es
AN (A+ k)| °N| < a5N
para todo k, excepto a lo més para a'/4N valores de k. ]

Observacion 4.2. Sea f : Zny — R, entonces la desigualdad de Cauchy-Schwartz implica

que ||fll2 = N7'2||f]]1.

Lema 4.4. Sea f: Zny — Ry una funcion con ||f||1 = wN y supongamos que
113 < (1 + )N = N7Y|fIF(L +e).

Si A C Zy, entonces

> f(s) - w|A|’ < 2N AIV2,
sEA

Demostracién. La media de f es w y su varianza es ew?. Entonces

> f(s) —w]A|

seA

IN
=
=
S
~
=
|
S
SN—"
N
N————
—
~
N

A

ES
=
[N}

1/2
< |A1/2<Z(f(8>2 —2wf(s)+ w2)>
sEA

1/2
> (f(s)” —2wf(s) + w2))

IA
=
=
o) /j
_
_|_
&
S
[\
=
+
S
[\
=
|
[\
S
[\
2
=
[\

O

Lema 4.5. Sea N € N impar. Sean A, B,C C Zy tales que |A| = aN, |B| = SN y |C| = yN.

Supongamos que C' es n-uniforme. Entonces

Z]AD(B+T)D(C’+2T)| — afyN?| < N>
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Demostracion. Como antes, identificaremos los conjuntos A, B y C' con sus respectivas fun-

ciones caracteristicas. Entonces

Z‘AH(B—H" C’+2r‘—ZZA (s —7)C(s —2r).

De la férmula de inversiéon de A(s), B(s —r) y C(s — 2r), tenemos que el lado derecho de la

anterior igualdad se puede expresar como

S ) v ) (¢ g

- N— SZ Z A E 6 —xs—y(s—r)—z(s—Qr)

T8 T,Y,2
— N3 Z‘;{( B\ C’\ Zw—xs y(s—r)—z(s—2r)
T,Y,%
- N3 Z E( B\ 6 Zw (y+22) Zw s(x+y+z)
T,Y,%

=Nt Y A@B@y)C(z)

T,Y,2, T=2,Yy=—22

— N1 Z A(p)B(—2p)C(p)

—NIZA )C(p) +N~"|4]|B|[C].
p#0
Asi,
S AN B +r)n(C+2r)| =N A(p)B(—2p)C(p) + N1 A||B||C]. (4.5)
r p#0

Sin embargo, por la n-uniformidad de C, y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

> AwB-2)C0)| < (1.6
p#0
En efecto,
> AnB-200)| < wixlCw)]| A0 1B-2)
p#0 b p#0
< mix|Cp)| 3_|Am)||B(-2p)]

1/2

IN

mix|C(p) <Z}ﬁ(p)!2>l/2 (Z!E(—2p)\2>

< max|C)| 1Al 1B
< mix|O()] |41} 1Bl
< npN-N-N.
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El lema se sigue de (4.5)) y (4.6). O

Lema 4.6. Sean A, B,C y D subconjuntos de Zy con cardinalidades aN, SN YN y N res-
pectivamente. Supongamos que C' sea n-uniforme y, C' y D sean cuadrdticamente n-uniformes
para algin n < 2720, Entonces

3n1/16 N2

R
Demostracion. Una vez mas identificamos conjuntos con sus funciones caracteristicas corres-

pondientes. Sea f(s) = Z B(s —1)C(s —2r)D(s — 3r), esto es

Y JAN(B+7)n(C+2r)N(D+3r)| — afydN?| <

f=Y_(B+r)n(C+2r)n(D+3r).

.
Estimemos las normas || f||1 ¥ ||f||2- La prueba del lema nos dice que D es n'/?-uniforme,
por consiguiente, por el lema

1flli =" B(s—r)C(s = 2r)D(s - 3r)
=> > B(s—r)C(s —2r)D(s — 3r)
=Y [BN(C+r)n(C+2r)
> N2(Bvy5 —n'/?). (4.7)
También por el mismo lema,
1flli =Y _|BN(C+r)N(D+2r)| < N*(Byd +n'/?),

y por lo tanto

‘”f]\‘]'l - ﬁyéN‘ < pl/2N. (4.8)

Para ||f||2, tenemos que

1113 = Z Z B(s—1)B(s —q)C(s —2r)C(s —2q)D(s — 3r)D(s — 3q).

S r,q

Si sustituimos p = ¢ — r, entonces resulta que

> > B(s—r)B(s —r —p)C(s — 2r)C(s — 2r — 2p)D(s — 3r) D(s — 3r — 3p)

S rp

= Z Z B(s)B(s —p)C(s —r)C(s —r —2p)D(s — 2r)D(s — 2r — 3p)

S ™p
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=> ) B(s)(B+p)(s)(C +r)(s)(C +r+2p)(s)(D + 2r)(s)(D + 2r + 3p)(s)
:ZKBQ(B—i—p)) N (Cﬁ(C’+2p)—|—r> N (Dﬁ(D+3p)+2r)’.

Por el lema DN (D + 3p) es 81n'/2-uniforme para todo p, excepto a lo més para n'/2N
valores de p. Cuando D N (D + 3p) es 81n*/?-uniforme, el lema, implica que

> |(Ba@B+p)n(cn(©+2p)+r)n (D0 (D+3p)+2)| (4.9)

es a lo mas

N-YBA(B+p)||CN(C+2p)| |DN (D +3p)| + 81y /2N,

Sumando sobre p tenemos que

1713 < NT2 D" [BA(B+p)|[C N (C+2p)| DN (D +3p)| + 820! /2N°.
p

En efecto, siendo P = {p; DN (D + 3p) es 81n'/2-uniforme}, tenemos que |P°| < n'/2N, y

de ,
1715 = D D I(BA(B+p)n(Cn(C+2p)+r)n (DN (D+3p)+2r)|

- ZZ’(BQ(BWLP))ﬂ(CO(C+2p)+T)ﬂ(Dﬂ(D+3p)+2T>}+

peP r
+Y (BN B+p)N(CN(C+2p)+7) N (DN (D +3p)+2r)]
pgpP T
= Z(N1\Bﬂ(B+p)!|Cﬂ(C+2p)|\Dﬁ(D+3p)!+81771/2N2>+
peEP
+> D (BNB+p)N(CN(C+2p)+7)N (DN (D +3p) +2r)]
pgP T
= Z(N_l\Bﬂ(Ber)!ICﬂ(C+2p)HDﬂ(D+3p)!+81?71/2N2>+!PC\N2
peEP
= Z(N_I\BW(Ber)IICﬂ(CJr?p)IIDﬂ(D+3p)|+81771/2N2>+771/2N3
p
< N BN (B+p)||CN(C+2p)||DN (D +3p)| + 82n'/2N*.

p

Puesto que C' y D son cuadraticamente n-uniformes, el lema 4.3 implica que

10N (C+2p)| <N +7/8N
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|D N (D +3p)| <8N +n'/*N

para todo p, excepto a lo més 2nY/4N valores de p. Llamemos H al conjunto de valores de p

para los cuales no se cumplen las desigualdades anteriores. Entonces |H| < 2n1/AN, y

Ifl13 < N1 Z BN (B+p)||CN(C+2p)||Dn0(D+ 3p)|+
pgH
+N71 Z BN (B+p)||CN(C+2p)||DnN (D +3p)| + 82y /2N>
peEH
N7 YT IBN(B+p)||CN(C+2p)| DN (D +3p)| +
pgH
+NYH|N? 4 8272 N3

NN T IBO(B+p)|(v* + 05 (0% + 0N +
p¢H
+2n /AN 4 8291 /2 N3,

IN

IN

Ademis,

Z’BQ(B‘FP)‘ = ZZ Bﬁ B—i—p 2213 )1B(s —p)
= > 1p(s)) 1p(s—p) = (Z 1B(p)> = |B|? = °N?,

y por ende
12 < -1 (BQNQ) (72 i nl/S) (52 i nl/S)NQ +ont/AN3 4 g2l /2N?
< N3 (527252 +52(72 +52)n1/8 _1_52771/4> + 2771/4N3 + 82771/2N3
< N3B24252 4 N3 (2,'71/8 + 771/4) +onl/AN3 4 gopl/2 N3
< N3(B2267 + 38, (4.10)

gracias a que 7 < 2720, de las hipétesis del lema. De (4.7) vy (4.10),

IF13 . N*(B*8+ 30'/%)
IFE = "N G- a2

_ 3n1/8 771/2 -2
1 2 1 20 1— 1
N Hf”1< +527252 B’Y‘S

-1 2 771/8
N ’|f|’1<1+4w>-

17113

IN

IN

17113



4nt/8
Ahora aplicamos el lema con € = ﬁ y ‘w — B’yéN} < 771/2N, deduciendo que
Y

> f(s) — aBysN?

sEA

IN

RO wA|‘ + |w|A] — apyN?|
s€A

57 1(6) — 4] + 4] o = 260

s€A
201/21/16
( By
311/16 N2
- Bro

lo cual es equivalente a la afirmacién del lema. ]

> -wN—i—oml/2N2

Corolario 4.1. Sea Ag C Zy tal que Ay es cuadrdticamente n-uniforme de tamano 6N, don-
den < 272086112 o N > 200073, Entonces Ay contiene al menos una progresion aritmética de
longitud cuatro, o eziste una subprogresion P de longitud N/5 sobre la cual A tiene densidad

95/8.

Demostracién. En el lema[d.6)tomamos A = B = AgN[2N/5,3N/5) y C = D = Ay. Tenemos
entonces que

3n1/16 N2

ER (4.11)

Y AN (B+r)N(C+2r)N (D +3r)| > aBfydN? -

donde o« = 8y v = 4 son tales que |A] = aN y |C| = vN. Ademés, podemos suponer que
|A| > (6/10)N. Puesto que si |A| < (§/10)N, entonces alguno de los conjuntos

Aq :Aoﬂ[O,N/5), Ay :Aoﬂ[N/5,2N/5), A3:A0ﬂ[3N/5,4N/5) 0A4=A00[4N/5,N]

serd tal que |A;| > (96/40)N. Asi, la densidad de A sobre alguno de los intervalos [0, N/5),
[N/5,2N/5), [3N/5,4N/5) o [AN/5, N| serd 96/8. Supongamos que |A| > (6/10) N, entonces
a = >6/10. Reemplazando en (4.11)) las cotas sobre «, 8 y 1 tenemos

4 A 2713 7
STANB 4NN (C+2) N (D43 > N2 32 0y

1000 43/10
S el = 3O>‘54N2 (4.12)
N 100 213 /) = 200 ° ‘

Por tanto existen al menos §2N?2/200 sucesiones de la forma (a,a + d,a + 2d,a + 3d) en

Ax BxC xD. De estas, a lo mas dN sucesiones pueden tener d = 0. Como ademas
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N > 200673 (esto es §2N/200 > 1), existe al menos una de tales sucesiones con d # 0.

En efecto, de (4.12))

YIAN(B+r)N(C+2r)N(D+3r)| > oIN?

ON.
- 200 ~

Puesto que a y a + d pertenecen a [2N/5,3N/5), tenemos que a + 2d € [N/5,4N/5) y
a+3d € [0,N). Asi, podemos considerar a a,a + d,a + 2d y a + 3d como elementos de Z.
Esto es, la sucesién (a,a + d, a + 2d,a + 3d) es una progresién aritmética en Z (y no solo en

Zy), cuyas entradas estdn en Ap. O

Similarmente a la definicién de la U?-norma de Gowers para funciones conplejas, definimos

la U3-norma de Gowers de una funcién f : Zy — C, por

il = (53 3 F@F@r Bt o fat difla+ v+ ofatvrax

a,b,c,d

1/8
f(a+c+d)f(a+b+c+d)> .

Asi
FIGs = N Z f(a)f(a+b) fla+c)fla+d)fla+b+c)f(a+b+d) x
a,b,c,d
fla+c+d)fla+b+c+d).

Denotando A(f,k)(n) = f(n)f(n — k) y cambiando b por —b en la sumatoria anterior, tene-

mos que

Il = w7 A A D)@t AT D)@+ DA (a+ e+ d)
a,b,c

,d

= > A(f.D) £,0)(a+c) A(f,b)(a+ A)A(f,b)(a+ c+d)

N Z
b,c,d
1
= ST UIAGB) e (4.13)
b
Asi como la U?-norma de Gowers controla las progresiones aritméticas de tres términos, la
U3-norma de Gowers controla las progresiones aritméticas de cuatro términos. Ademds, de
(4.13)) es clara la relacién entre la U3-norma de Gowers pequeiia y el concepto de uniformidad

cuadratica. En efecto, de (4.13) y de (3.23]) tenemos que
1 ~
115 = 375 22 2 1AL 7O,
b £
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asi que, f es cuadriticamente a-uniforme, esto es Z Z IA(f,bY(€)|* < aN® si, y solo si,
b ¢

Lema 4.7. Sean las funciones fi, fa, f3, f1 : Zn — C, con ||filloc < 1 para i = 1,2,3,4.

Entonces

) fala+ o+ 20) 1o+ 30| <N iy 1l

Demostracion. Sea S =3, ; fi(a)fa(a+d) f3(a+2d) fa(a+3d). Por la desigualdad de Cauchy-

Schwarz tenemos

512

IN

NZ]Zfl )fola + d) f3(a + 2d) fa(a + 3d)|?
= NZZfl fi(a)fa(a+d) fo(a + €) f3(a + 2d) f3(a + 2¢) fa(a + 3d) fa(a + 3¢)

a de

= NY 1A@D fola+d) fala+e) fa(a+ 2d) fs(a + 2¢) fa(a + 3d) faa + 3¢)

d,e

< NZng(a +d)fala+e)fs(a+2d) fs(a+ 2e) fa(a + 3d) fa(a + 3e)

a de

= NY AZ fo(A) fa(A+ e —d) f3(A+ d) f3(A+ 2¢ — d) f1(A + 2d) fa(A + 3¢ — d)
d e

= N Z Z Fo(A) (AT e —d)fs(A+d) Fs(A+ 2¢ — d) fa(A + 2d) Fa (A + 3¢ — d)

= NZZfz Vf2(A+ k) f3(A+d) f3(A+ 2k + d) f4(A + 2d) f1(A + 3k + 2d)

= NZZfz Vfo(A— k) f3(A+ d) f3(A — 2k + d) f1(A + 2d) fa(A — 3k + 2d)

A dk

= N D A(fa, k)(A)A(f3,2k) (A + d)A( f4, 3k) (A + 2d)
k Ad

= N > A(fa, k) (@)A(f3,2k)(a+ d)A(f1,3k)(a + 2d).
k a,d

Por otro lado, del lema para cada k,

S AU @A 2o+ 3 (f4,3k)(a+2d)‘ < N?)|A(f38) .

Por lo tanto,

S? < NN {IA(f4,3E) |2
p

Asumiendo que N no sea divisible ni por 2 ni por 3, tenemos que, reemplazando 3k por k,

S2 < N3 A(f4 )2
k
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Por la desigualdad de Holder tenemos que

1/4 3/4
S IAG ke < <Z\A(f4,k)\!§2) (214/3)
k k

k

1/4
L (Z |rA<f4,k>|\4U2) |
k

Ademas, de (4.13))
] 1/4
Il = s (S IAG R )
k

y por lo tanto

S? <N NA(fa, k)2 < N\ fallFs,
k
y ast |S| < N2||f4]|ys. Por simetria, andlogamente procedemos con fi, fo y fs. O

Lema 4.8. Sea A C [1,N] con |A| = 0N. Identificamos A como un subconjunto de Zy. Sea
f la funcion balanceada de A. Si ||f]|ys < 6*/144 entonces se cumple una de las siguientes

afirmaciones:

(a) Eristen §*N?/72 progresiones aritméticas de cuatro términos en A.

(b) Eziste una subprogresion aritmética de longitud 2N /5 sobre la cual A tiene densidad

mayor que 250 /24.
Demostracion. Sean Ay = As = AN [2N/5,3N/5). Si |A1] < IN/6, entonces
|AN[1,2N/5)| + |AN[3N/5,N]| > 56 N/6,

y por lo tanto, AN[1,2N/5) o AN[3N/5, N]| tendré cardinalidad de al menos 56 N/12. Asi,
existird una subprogresiéon P, a saber [1,2N/5) o [3N/5, N], de longitud 2/N/5, donde

|AN P| > (255/24)|P|.

Supongamos que |A;| = |Az| > dN/6. El nimero de progresiones aritméticas de longitud

cuatro en A estd acotado inferiormente por

Z A1(a)As(a+ d)A(a + 2d) A(a + 3d)
= ZAl )As(a+ d)A(a +2d) (f(a + 3d) + 0)

_5ZA1 )Az(a + d)A(a+2d) + > Ai(a)Az(a + d)A(a + 2d) f(a + 3d).  (4.14)
a,d
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Por el lema [4.7

ZAl ) As( a+d)A(a+2d)f(a+3d)‘ < N3||fllys, (4.15)

y ademas tenemos que

62/11 )Az(a + d)A(a+2d) =6 Ai(a)Az(a + d) (f(a + 2d) + 6)
a,d

—522A1 )Az(a+d) + 6> Ai(a)Az(a+ d)f(a+ 2d)
a,d

> 52!A1I2 — SN[ fll,
(4.16)

donde la tultima desigualdad se da por el lema Reemplazando (4.15)) y (4.16) en (4.14])

obtenemos

ZA1 )As(a + d)A(a + 2d)A(a + 3d) > 6*N?/36 — N?||f||p2 — N?||fl|ys-

Como || f||pz < ||f]|ys, tenemos que
ZAI YAz (a + d)A(a + 2d)A(a + 3d) > 6*N?/36 — N?||f||ys — N?||f]|ys

> 64N?%/36 — 6 - 0*N?/144 — 6*N? /144

> §1N?/72.

4.2. U?-norma de Gowers grande

En lo que sigue mostraremos que si A es un subconjunto de Zy con cardinalidad NV, el
cual no es cuadraticamente a-uniforme, es decir, el cual tiene U3-norma de Gowers grande,
entonces existe una progresion aritmética P en Zy, que mas ain es una progresion aritmética
considerada como un subconjunto de {1,2,..., N}, de tamano N # sobre la que se da un
incremento de densidad, esto es, tal que |ANP| > (d+¢)|P|, donde 8 y € dependen tinicamente

de a y 9.
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4.2.1. Comportamiento casi lineal

Dados A C {1,...,N} y 0 > 0 tales que |A| = dN, consideremos la funcién balanceada
de A, f. En las secciones anteriores vimos que si ||f||ys < 0%/144, entonces se verifica la pro-
piedad del incremento de densidad, o se concluye el teorema de Szemerédi para progresiones
de longitud cuatro, esto es, la existencia de progresiones aritméticas de longitud cuatro en A.

Asf, solo resta analizar el caso en el que ||f]|ys > §%/144.

Supongamos que f : Zy — [—1,1] sea una funcién con ||f||s > «. Por la definicién de

la U3-norma de Gowers y (4.13)

1
1£1l5s = 5 DA B > o,
k

Puesto que para cada k, [|A(f; k)||y2 < 1, existen al menos a®N/2 valores de k para los que

IA(f; B)|[f2 > o®/2. En efecto, consideremos el conjunto
B = {k € Zy; [|A(f; )|l = o*/2},

y supongamos que |B| < a®N/2, entonces
1
il = 5 SSIA B
k

= ¥ L IAGBI + 5 X IR
keB ke B

i i c 8
< SIBl+51B(a%/2)

< %(aBN/Q) + %N(O[S/Q) =ab,

lo cual constituye una contradiccién. Por tanto |B| > o®N/2. Para cada k € B tenemos que

048
5 < HA(f;k)H‘g,z:];;!A(f;kﬂl)l“
< (mix AGETOR) 30 S 1A
l
= (mx AU ) g5 S I8RO
< S A ACS R

N2
Por lo tanto

QN/2 < mix | A(f; KV (D)
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Para cada k € B elegimos ¢(k) € Zy de entre los | € Zy que cumplen |A(f; k) (1)| > atN/2.
Asi,
existe ¢ : B — Zy, tal que |A(f; kY (6(k))| = o' N/2. (4.17)

En resumen, hemos mostrado la existencia de un conjunto B C Zy, con |B| > a®N/2, tal

que para cada k € B, podemos hallar ¢(k) € Zy satisfaciendo (4.17)).

Una observacion crucial en la prueba de Gowers, del teorema de Szemerédi para progresio-
nes aritméticas de longitud cuatro, es que la funcién k& € B — ¢(k) se comporta linealmente

para muchos valores de k. Para ello veamos la siguiente proposicién.

Proposicién 4.1. Sean o > 0, B C Zy y D = {z € C;|z| < 1}. Sean las funciones
f:Zny — D y¢:B— Zy tales que

DA RNTS(R))P = anN®. (4.18)

keB

Entonces existen al menos o*N® cuddruplas (a,b,c,d) € B* tales que

atb=ct+d y ¢a)+¢(b) = d(c) + ¢(d).

Lema 4.9. Dados f,g: Zn — C, definimos (f *g)(s) =, f(r)g(s — ). Tenemos que

o~

(f % 97(s) = F5)3(s).
Demostracion. En efecto,
(Fxgs) = S(frg)r)e™
Y el
S et — e
= Z s S gl — b

~

= Y 0wt gluyw = Fls)g(s).

Prueba de la proposicion [{.1. Expandiendo el lado izquierdo de la desigualdad (4.18]).

SOS F() G = RFD £t — k) B0 > o,

kEB syt
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Si introducimos la variable u = s — t podemos reescribir esto como

SN F() TG = k)5 — w)f(s — u— k)w 9" > aN?,

keEB s,u
Como |f(s)| <1 para cada s, se sigue que

Yy

S

> alN?,

S TG =R f(s — u— kw0

keB

lo cual implica, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

(=

S F(s = k) f(s —u—kwe®m

2\ 1/2 1/2
) <N2> > aN3,

s

s 'keB
- 2
ZZ Z fls—k)f(s —u—kw ?®u > 2N
v s 'keB
Para u fijo, sea y(u) definido por la ecuacién
- 2
DD s —R)f(s —u— kw08 =q(u)N?,
s 'keB
esto es, )
DD Afu)(s = k)B(R)w! ™ = y(u)N?,
s k
2
SIS PG - k)| = ()N,
k

donde F(t) = B(t)w?®" y G(t) = A(f;u)(t). Asi,

2
YN = S TFRGs - k)| =D |(FxG)(s)|?
S k S

_ N—1¥|(F*Gm)]2:N‘lz;\ﬁ(ﬂ@(r)\g
1/2 1/2
NIE@OM) (YlEw)!

(T ~ )1/2< ' N >
N_1<;}F(r)‘4> (Z]G(r)f)
(Sor)” (Sier)

R 1/2
N(ST|F :
(el

IN

IN

IN

IN

7
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Por lo tanto, y(u)?N* < Zr‘ﬁ(r) ! esto es,

N4<Z

r

E:w urk

keB

(4.20)

la desigualdad (4.19) implica que >, v(u) > o®N, y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz
>, 7(w)? > atN. Por consiguiente, de la desigualdad (4.20)), sumando sobre u, tenemos que

ZZ Zw¢(ku b

r 'keB

>aN

Desarrollando el lado izquierdo tenemos

Z Z wd’(a)“*”lz whlcu—re ’

u,r 'a€B ceEB
SIS w(6(@=0(0)) u—r(a—c) ’
u,r 'a,c€EB

(¢(a)=o(e)) u—r(a—c) w(zz)(d)—zz)(b))u—r(d—b)
2D w >

u,r a,cEB d,beB

DI )—(c)—(d)) —r(a+b—c—d)

u,r a,b,c,d

por ende,

Z Z a)+(b)—(c)—¢(d)) wor(atb—c=d) 5 (AN,

u,r a,b,c,d

Esto es,

Z 1 2@4]\73.

a,b,c,d
a+b=c+d

P(a)+9(b)=¢(c)+9(d)
O

Proposicién 4.2. Sean f : Zy — [—1,1] una funcion y o > 0 tales que ||f||ys > «, y
supongamos que ¢ : B C Zn — Zn es definido como en . Entonces existen al menos
a2 12 N3 cuddruplas (b1,ba,b3,b4) € B*, tales que

bi+ba=0bs+bs y &b1)+ g(b2) = d(bs) + p(ba).
Demostracion. De (4.17)), de la definicién de B y puesto que |B| > o®N/2, tenemos que

DA @R = ) (a'N/2)? = |Bl(a'N/2)?

keB keB
- Lw N3
g .
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De la proposicién considerando el a que aparece alli como «'6/8, tenemos que existen al
menos (a!6/8)4N3 = %4212 N3 cuddruplas (by, be, b3, by) € B*, tales que by +by = bg +by y
¢(b1) + P(b2) = ¢(bs) + P(ba). O

Llamaremos a las cuddruplas (b, bo, b3, bs) € B* que cumplan las siguientes condiciones

bi+by=b3+by y &b1)+ d(b2) = d(b3) + d(ba),

como cuddruplas aditivas.

4.2.2. Cuadruplas aditivas y el teorema de Balog-Szemerédi-Gowers

En el caso de progresiones aritméticas de longitud 4 requerimos de mas herramientas. En

este paragrafo mostraremos un resultado sobre grafos.

Un grafo G = G(V, E) (no dirigido) consiste de un conjunto finito V' de vértices y un
conjunto finito E de lados o aristas, donde cada lado es un par (a,b) de vértices.
Si (a,b) € E, decimos que los dos vértices a y b son adyacentes o vecinos. La coleccién de
todos los vértices adyacentes a a serd denotada por N(a). La cardinalidad de N(a) es llamada
el grado del vértice a, y serd denotada por deg(a).
Dado un subconjunto V' de V. Consideremos el subgrafo de G generado por V', G' =
G'(V',E'),donde E' ={e€ E;ec V' x V'}.
Un grafo es bipartito si se puede particionar su conjunto de vértices en dos conjuntos disjuntos

Ay B tal que cada lado tiene un vértice en A y el otro en B.

Necesitaremos una variante del teorema de Balog-Szemerédi, debida a Gowers. Sean A y
B dos conjuntos de Z, con |A| = |B|, y |A + B| < C|A|; denotemos por 741 p(n) al nimero

de maneras de escribir n como a + b cona € Ay b € B, esto es,
rars(n) =|{(a,b) € Ax B; a+b=n}| (4.21)
Notemos que

S rarn(n) = |4]|B], (4.22)

n

y también que |[A + B| = |{n € Z; ratp(n) # 0}|.
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De (4.22)), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

1/2 1/2
B = Y mB(n)s( 3 rA+B<n>2) < ) 12> 7
n)#0 )#0

n, TA4+B(n)#0 n, A4+ B( n, Ta+B(n

por lo tanto

1/2
[Al|B| < |A+B|1/2< > 7“A+B(n)2>
n, 7A4+B(n)#0
[AI*/|A+B| < > raps(n)

n, ra+(n)#0

Como |A + B| < C|A|, entonces

AP/C < > raysn)’

n, ra+(n)#0

APJC < Y raps(n)®.

Pero Z ra15(n)* es el nimero de cuddruplas aditivas (ay,by,az,bs) € A x B x A x B con

nez
a1 + b1 = ag + by. Asi, tenemos que el hecho que A + B sea “pequeno” implica la existencia

de muchas cuadruplas aditivas. La variante de Gowers es una especie de reciproca de la afir-
macién anterior. Asume la existencia de muchas cuddruplas aditivas y entonces determina la

existencia de subconjuntos A’ C Ay B’ C B cuyo conjunto suma A’ + B’ es pequeno.

Formulamos dos versiones equivalentes del teorema de Balog-Szemerédi-Gowers.

Teorema 4.1 (Balog-Szemerédi-Gowers, 1¢® versién). Sean A y B dos subconjuntos de un
grupo abeliano (H,+), tales que |A| = | B|. Supongamos que existen al menos a|A|® cuddruplas
aditivas (a1,b1,as,b3) € A X B x A X B con aj +by = ag+be. Entonces existen subconjuntos

A" C Ay B' C B tales que

4] > a®|Al/(16V2), |B|>a’[B|/16 y |A'+B'| <2%a" 4|

292 versién). Sean A y B dos subconjuntos de un

Teorema 4.2 (Balog-Szemerédi-Gowers,
grupo abeliano (H,+), con |A| = |B|. Sea G un subgrafo del grafo bipartito completo formado
entre A y B, tal que G tiene al menos |A||B|/K aristas. Supongamos que A +¢ B = {a +
b; (a,b) € G} es tal que |A +¢ B| < K1|A|. Entonces existen subconjuntos A’ C Ay B'C B

verificando

4| > |Al/(4V2K), |B'|>|B|/4K) y |A'+ B <2PK°K(|A]
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Mostremos la equivalencia de las dos versiones del teorema de Balog-Szemerédi-Gowers.

Teorema [{.9 implica teorema[{.1 Supongamos que son dados A y B subconjuntos de un
grupo abeliano (H,+), con |A| = |B|, tales que existen al menos aA|®> cuddruplas aditivas

(a1,b1,a2,b2) en A x B x A x B con aj + by = az + be. Consideremos para cada n € H,

ra+p(n), como en (4.21)). Entonces tenemos que Z rarp(n)? > alA]3. Por lo tanto existen

neH
al menos «|A|/2 valores de n en el grupo tales que r44p(n) > a|A|/2. En efecto, definamos

el conjunto

J={ne H; rayp(n) > a|A|/2}.

Tenemos que

D orass(m)? = Y rarp(n)’+ ) raip(n)’

neH neJ n&J
< ZT‘A+B(”)2 + (aA[/2) Z rat+B(n)
neJ n&J
< S rasp(n)? + (alAl/2) - 14|
neJ

Por tanto,

alAP/2<> rais(n)® <|J] méx(rA+B(n)2).
neJ

Si |J| < a|A|/2, entonces |A]* < méx(rA+B(n)2), esto es, |[A| < méx(rayp(n)), lo cual es una
n n
contradiccién. Por tanto |J| > a|A|/2. Definamos el subgrafo G del grafo bipartito completo

formado uniendo vértices entre Ay B,
G = {(a,b) €AxB; at+be J}.
El niimero de aristas de G es al menos o?|A|?/4. En efecto,

Y rasn(n) =) alAl/2 = |J|(o]Al/2) = | A]*/4.

neJ neJ

Tenemos también que |J| < 2|A|/a. En efecto, como

AP = |AIBl = ravs(n) = ) rars(n) 2 |J](al4]/2),

n neJ

concluimos que 2|A|/a > |J|. Por ende |A +¢ B| < 2|A|/a. Estando en las hipétesis del
teorema existen A’ C Ay B’ C B tales que

4’| > |Al/(4V2K), |B'| > |B|/(4K) vy |A'+B'| <2PK°K7|A
donde K = 4/a” y K1 = 2/a. Con esto obtenemos el teorema O
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Teorema [{.1] implica teorema[{.3 Sean A y B subconjuntos de un grupo abeliano (H,+),
con |A| = |B|. Sea G un subgrafo del grafo bipartito completo formado entre A y B, tal que
G tenga al menos |A||B|/K aristas y

|A+g B| < K1|A|, donde A+ B={a+be€ H; (a,b) € G},
como en las hipdtesis del teorema |4.2] Entonces
Z ra+qB(n) = |G|, donde rat,p5(n) = |{(a,b) € G; a+b=n}|.

neH

Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1/2 1/2
|G| < ( > TA+GB(H)2> ( > 12) ;
)0 )0

n, TA+GB(n n, TA+GB(n
asi,

Y. rases()?® 2|GP/|A+c Bl

n, T A+ o B(n)#0
Mas por hipétesis, |A+¢ B| < K1|A| y |G| > |A||B|/K = |A|?/K. Entonces existen al menos
|G?/|A+¢ B| > (1/(K?K1))|AJ® cuddruplas aditivas. Tomemos o = 1/(K?K7). Estando en
las hipdtesis del teorema existen subconjuntos A’ C Ay B’ C B tales que

|A'| > a?|A|/(16V2), |B'|>a?B|/16 y |A'+ B'| <2%a Al
Esto es,
|A'| > |Al/ (V202K K1), |B'] > |B|/(42K° K1 ])

y A+ B <2B(2K*K1]*)°[2K*K1]°| Al

A continuacién probaremos el teorema [.2] y por lo tanto el teorema

Lema 4.10. Sean A y B subconjuntos de un grupo abeliano. Sea G un grafo bipartito no
dirigido teniendo como conjuntos de vértices A y B (esto es, las aristas de G conectan puntos
de A con puntos de B). Supongamos que el conjunto de aristas de G tenga cardinalidad
|A||B|/K, para algin K > 1. Entonces, dado € € (0,1), existe un subconjunto A" C A, con
|A’| > |A|/(V2K), tal que para al menos una fraccion (1 — €) de los pares (ay,az) € A’ x A’

tenemos por lo menos €|B|/(2K?) caminos de longitud dos en G uniendo a1 y as.
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Demostracion. Para cada a € A, definamos
B(a) = {8 € B; (a,B) € G}.
Andlogamente, para cada b € B,
A(b) ={a € A; (a,b) € G}.
Sean € €]0, 1], y
Q= {(a1,a2) € A x A; [B(a1) N Bas)| < €| B|/(2K?)}.

Tenemos que Z |A(b)| = |A||B|/K, puesto que el grafo G es bipartito. Por la desigualdad

beB
de Cauchy-Schwarz tenemos

1/2 1/2
zmws(zmw) (212) ,
beB beB beB

por tanto

> JA(D)] (Z]A ) > |AP|B|/K2. (4.23)

beB beB

Ademds, como x € B(y) si, y sblo si, y € A(x), tenemos que

2, 2 b= > 1

beEB aj,ag€A(b) beB  (a1,a3)€Q
(a1,a2)€Q beB(a1)NB(a2)

- ¥ T

(01:02)€Q o wSPB(a)

= > > 1

(a1,a2)€QY beB(a1)NB(a2)

= Y |Ba)nBa)

(al,ag)EQ

Y €BI/2K?) = |Q)e|Bl/(2K?).

(a1,a2)EQ

IN

Como || < |A|?,

> HAB? 09l < |AP Bl 2K) (124)
beB

De (4.23) vy - tenemos que

> (1AW - %\A(b)2 NQl) > [AP|B|/(K?) — |A]P| B/ (2K?) = |AP| B/ (2K?),

beB
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,11;‘ > (1A®)P - %\A(b)2 nQ|) > |A%/(2K?).
beB

Asi, existe algun b € B (que fijamos) tal que

(AG)? - A2 N 0l) > |AP/(2K?).
Tomando A" = A(b) se sigue el lema. En efecto, tenemos que
|A x A'| - %\(A’ x AYNQ > |AP?/(2K?). (4.25)
Por contradiccién, supongamos que [(A’ x A) N Q| < (1 —¢€)|A" x A'|. Como
A" x A"l = (A x A)nQ|+|(A" x A)nQ,

tenemos que

A" x A"l < (A xAYNQ|+(1—¢)A x A
eld x A"l < (A x A)nqQ|.
Por lo tanto
1
A" x A’ — =|(A" x A)n Q| <0,
€
lo cual es una contradiccién con (4.25)). Asi,

(A" x AYNQY > (1—€)|A x A|.

Esto es, al menos una fraccién (1 — €) de pares (aj,as) € A’ x A’ son tales que los caminos
de longitud dos en G uniendo a; con ag son al menos €| B|/(2K?).

Por otro lado, también se tiene de (4.25)) que
1
A2 > AT x A = = (A" x A) N Q| > AP/ (2K?),
€
y por lo tanto |A’| > |A|/(V2K). O

Lema 4.11. Sean A y B subconjuntos de un grupo abeliano. Sea G un grafo bipartito no
dirigido teniendo dos comjuntos de vértices, A y B. Supongamos que G tenga una cantidad
de lados igual a |A||B|/K (esto es, |G| = |A||B|/K ). Entonces existen A{ y A" incluidos en
A tales que A C A" C A y |AY| > |A]/(4V2K). Ademds cada vértice en A’ tiene al menos
grado |B|/(2K), y para cada a; € A existen al menos (1 —1/(16K))|A’| vértices az en A’
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tales que ay y az son unidos por al menos |B|/(256K3) caminos de longitud dos. En términos

de conjuntos, para cada a; € AY

o 0= 12

: |B|
donde Q = {(a, a)e A" x A'; |B(a)N B(d')| < 55613 [

Demostracién. Suprimimos de A todos los vértices con grado menor que |B|/(2K). Sea A el

conjunto de vértices restantes,
A={acA; elgradodeaes >|B|/(2K)}.

Consideremos el subgrafo inducido por G sobre los conjuntos de vértices A y B. Puesto que a
lo més |A||B|/(2K) lados del grafo G son removidos (puesto que los vértices en A\ A tienen

grado no mayor que |B|/(2K)), el subgrafo inducido tiene al menos tantos lados como
[AllBI/K — |A[|B|/(2K) = |A]|B|/(2K).

En particular, |A||B| > |A||B|/(2K), y por lo tanto |[A| > |A|/(2K). El nimero K; = 2K
haré el papel de K en el lema anterior.

Del lema con € = 1/(32K), hallamos un subconjunto A’ de A con
4| > |A]/(V2K:) = |A]/(2V2K),

tal que al menos una fraccién 1 — 1/(32K) de los pares (aj,a2) € A’ x A’ tienen al menos

€|B|/(2K?%) = |B|/(256K®) caminos de longitud dos conectando a; y as. Esto es,
(A" x A)NQ°| > (1—1/(32K))|A" x 4|,

que es equivalente a

SQLK\A' < A > (A x AN 9, (4.26)
donde
B
0= {(al,ag) € A" x A’; |B(a1) N B(ag)| < 25|6I|(3}'
Definamos

A= {ar € 4 [(far} x A)NO| S AT}y 4G = A\ AL
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De (4.26)), tenemos que

1
— A > ANYNQ
a1€A/
1
= > I{ary x AYNQl+ > [({ar} x A)NnQ|
L a1€A’1’ (l1€A’2'
1| 1 |
> 1A Do {a}x AN+ Y 4]
L a1 EA,{ al EAg J
- S _ > 1{ar} x AN Q|+ A5 - ! !A’I_
AT S ! 16K '
L ay J

Supongamos que |Aj| > |A’|/2, entonces

1 /
- A/ Q A/
41> o X I < A) QL+ 141,
aq EAII
1
y asi, 0 > A Z |({a1} x A")NQ|, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto |Afj| < |A’]/2
a1 €AY

y |AY| > |A)/2, v asf |AY| > |A|/(4V2K). 0

Lema 4.12. Sean A y B subconjuntos de un grupo abeliano. Sea G un grafo bipartito no di-
rigido teniendo dos conjuntos de vértices, A y B. Supongamos que |G| = |A||B|/K. Podemos
hallar subconjuntos A" C A y B' C B, con |A”"| > |A|/(4V2K) y |B'| > |B|/(4K), tal que
para cada a € A” y cada b € B’ existen al menos |A||B|/(2"°K®) caminos de longitud tres

uniendo a y b.

Demostracion. Como |G| = |A||B|/K, del lema tenemos que existen conjuntos A” y A’
con A" C A" C A, tales que |A”| > |A|/(4v2K), cada vértice en A’ tiene grado al menos

|B|/(2K), y para cada a € A”, tenemos que

({a} x A)nQ°| > <1 _ M)W

que es equivalente a,

16K|A’| > |({a} x A)Nn QY (4.27)

donde Q = {(a1,a2) € A" x A’; |B(a1) N B(az)| < |B|/(256K3)}. Ahora debemos hallar
B’ C B. Tomaremos B’ como el conjunto de vértices en B adyacentes a al menos |A’|/(8K)

elementos de A’. Esto es,
B' ={be B; |[Ab)nA'| > |A'|/(8K)}.
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Notemos que el nimero de lados de G uniendo vértices de A’ con vértice en B es al menos

|A'||B|/(2K), esto es

/
[{(a,b) € G; a€ A', be B}| = > |B(a) 'A”B| (4.28)

acA’
puesto que cada vértice en A’ tiene grado al menos |B|/(2K), y el grafo G es bipartito.
Entonces, al menos |B|/(4K) vértices de B deben estar conectados a al menos |A|/(8K)

vértices de A’, esto es, |B’| > |B|/(4K). En efecto, de (4.28),

Al B]
s <H{@b)eGacA beB}|= > AN A,
beB
L / / /.
y luego Z |A(b) N A'|. Sea B} = B\ B’; entonces
|B‘ beB
A LSS A n 4+ Y JAm) 0 A
2K — |B| 5 B,
1] A
< = |A(b) N A'| + | By| -
ym_é% 8K
1 [ |A']
< —|A||B'| +|By| - )
< 4B 1B
B
Si |B'| < LK” entonces
|A/! LT IBL L nr JATT] 314
A B
< s TP SR ]S SR
lo cual es una contradiccién. Por lo tanto |B'| > |B|/(4K).
Sean a € A” y b € B’, entonces, como b € B’,
|A(b) N A'| > |A']/(8K); (4.29)

esto es, tenemos al menos |A'|/(8K) vértices en A’ que son adyacentes a b. Y como a € A”,
de [E2D),
A
16K

> |({a} x A) N, (4.30)

esto es, a lo mds la mitad, |A’|/(16K), de los vértices en A" que son adyacentes a b, pueden
tener la propiedad de que existan menos que |B|/(256K3) caminos de longitud dos en G

conectando ellos con a. Asi, existen al menos |A’|/(16K) vértices ag, la otra mitad, que son
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adyacentes a b, tales que hay al menos | B|/(256 K3) caminos de longitud dos uniendo a y as.

Por lo tanto, existen al menos

caminos de longitud tres uniendo a y b.

4] 1Bl 1A

|B|

(Al/(8K)) 1Bl _ |AllB]

16K 256K3 — 16K 256K3 —

En términos de desigualdades tenemos de (4.29) que

{a} x (A(b) N A")| >

y de (4.30),

“{a} x (A(b) N A)] mQ( <

Por lo tanto

[[{a} x (a@) na)] ner

>

16K

8K

CO56K3  2I5K5

A
8K’

A
16K

|A"] AT A
16K 16K

O

Demostracidn del teorema[].3. Por el lema podemos hallar subconjuntos A’ C Ay
B’ C B, con |A'| > |A|/(4V2K) y |B'| > |B|/(4K), tales que existen al menos |A||B|/(2'°K?)

caminos de longitud tres conectando cualesquiera dos elementos a € A’ y b € B’. Asi, dados

a € Ay b e B, podemos hallar no menos que |A||B|/(2'K®) pares (b1,a2) € B x A, con

(a,b1), (b1,a2) y (az,b) siendo lados del grafo G. Esto es, a+b; =z, b1 +as =y yas+b=z,

son elementos de A +¢ B. Notemos que

at+b=a+b —(by+a2)+(aa+b)=x—y+ =

Definamos la funcién

donde

De

re A+ B [v1(r)| >

4.31

U: T— A +B por¥(r,y,2)=x—y+2,

T = z,y,2) € (A+aB)? 2 =a+0b, con (a,b)cGyacA;
{@y.2) e

, ¥ es sobreyectiva. Por lo tanto T =

|AllB|

575 ¢5 Asi

7= Y W)= A+ B

reA'+B’/

z=c+d, con (c,d)EG’ydEB’}.

reA'+B
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U T~1(r). Por lo hecho arriba, para cada



Como |T'| < |A +¢g BJ?, tenemos que
|A" + B'| < 2 K5|A+¢ B*/(|A||B)).
Por hipétesis, |A +¢ B| < K1]|A| y |A] = |B|, por lo tanto

A"+ B'| < 2P KK} Al

4.2.3. Linealidad de ¢ sobre un subconjunto de B

Del inicio de esta seccién tenemos que para una funcién f : Zy — [—1,1], con ||f||s > «,

existen un conjunto B C Zy y una funcién ¢ : B — Zy, tales que
|B| > a®N/2, y para cada k € B, |A(f; k) (¢(k))| > o’ N/2,

como mostramos en (4.17). Y ademds, por la proposicién existen al menos a%42712 N3

cuddruplas (b1, ba, b3, by) € B* tales que

bi+by=b3+by y Pb1)+ d(b2) = d(b3) + d(bs),

esto es,

(b1,9(b1)) + (b2, ¢(b2)) = (b3, p(b3)) + (ba, d(bs)). (4.32)

Sea I' = {(b, qb(b)); b e B}. I es un subconjunto del grupo abeliano aditivo Z%; tal que el

nimero de cuddruplas aditivas en T' es al menos a%2712N3 > o%42712|3. Por el teorema

considerando A = B =T, tenemos que existen subconjuntos I'1 C I" y I's C I" tales que
T1] > (@27 2)2|0]/(16v2), |T2f = (a¥272)%[0|/16 y [Ty +Ta| < 2%%(a2712) BT,
Esto es,
01| > a'B270T), [To| > !®272|0) vy [Ty + Ta| < 284078321,
Disminuyendo un poco los conjuntos I'y y I's si es necesario, podemos suponer que
IDi| = |Do| = a!22-0 7| y [Ty + Ty| < 22004840/,

Ahora desearfamos aplicar la siguiente variante del teorema de Freiman, ver [I].
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Teorema 4.3 (Variante de Freiman). Sea A C Z tal que |A — A| < C|A| o |A+ A| < C|A|.
Entonces existe una progresion aritmética propia Qq de dimension < 211C32 y de tamano

> exp(—C33)|A| tal que
|ANQol > C7Qu| > exp(—C*)|A.

Pero este se aplica a subconjuntos de Z. Identificamos Z?V con [1, N2, y dividimos este
conjunto [1, N]? en cuatro cuadrados de las mismas dimensiones Q1, Q2, Q3 y Q4. Entonces
podemos elegir subconjuntos I's C T'; y T'y C Ty, con T3] = [Ty| < %\Fﬂ, y cada uno de
ellos incluidos en algunos cuadrados Q; y Q; (i,j € {1,2,3,4}). Los subconjuntos I's y I'y
son naturalmente 2-isomorfos a subconjuntos de Z, digamos I's y I's. Aplicando el teorema

. . . . . . . _9l6
i X i i i
de Freiman, concluimos que existe una progresion propia () en Z?V, con dimensién < a2

y tamafo > exp(—a2_17)N, tal que

TNQ| > a*|q|.

Puesto que ) es propia, contiene una progresién aritmética unidimensional de longitud >

exp(—a2")N

16 . . .z .
2. Cubriendo Q por traslaciones de esta progresién, tenemos que existe una

16
progresién aritmética unidimensional Py (en Z%), con tamafio >> exp(—a‘zm)N a? , tal que
TN By >’ |Pyl.

En resumen, manteniendo las notaciones para el conjunto B y la funcién ¢ : B — Zy,

establecidas al inicio de esta seccién, tenemos el siguiente resultado

16
Proposiciéon 4.3. Eziste una progresion aritmética P C Zp, con tamano > e><;p(—oz_216)N°‘2 ,

y una funcion n — 2in + u, tal que

|B N P|>n|P|, conn>>a216,

o(k) =2Xk+p, para cada k € BN P.

4.2.4. Extraccién de sesgo cuadratico

Con la finalidad de completar la prueba del teorema de Szemerédi para progresiones de
longitud cuatro, ahora mostraremos que la funcién f considerada al inicio de esta seccidn,
seccién 2.4., se correlaciona localmente con una funcién fase cuadratica. Iniciamos con la

siguiente proposicién.
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Proposicién 4.4. Sea f: Zy — [—1,1] una funcién, y supongamos que para algin X € Zy,

DA RN > N,

kE€Zn
37 Fm)w T > V/CN.
Demostracion. Expandiendo lansumatoria de nuestra hipdtesis tenemos que
CN* < 3OS T @)= k) @)y — R
k zy
— ZZf(x)f(x — k) flz —u) f(z — u— k)w ke,

k xu

Entonces para algun r € Zy,

Observemos que z2 — (z —k)? — (z —u)? + (x — k —u)? = 2ku, y reemplazando esto, la tltima
expresiéon resulta igual a

Z f(a:)w)‘IZf(:c - k)w_)‘(m_k)2f(:p - u)w_A(x_“)Zf(:c —u— k:)w)‘(m_“_k)2.

z,k,u

. . 2 . .
Consideremos la funcién g(z) = f(x)w?®", la expresién anterior resulta ser

Y g(@)g(x —k) g(x — u)g(x —u — k) = N*||g][{

x,ku

Por lo tanto

(N?

IN

1 N
N3|gllf> = Nz g(r)|*
*maX!g )7 Zlg
= mix[g(r)- Zlg

< Nméx|[g(r)]
T

IN

Asi, /(N < miéx, [g(r)], y por tanto existe r € Zy tal que
VN <[g(r)] = [>_ gn)w™™"| = \Zf Anforn
n
Cambiando r por —r obtenemos el resultado. ]

Mantengamos las notaciones de la subseccién anterior, subseccién 4.2.3. All{ se tenia
una funcién f : Zy — [—1,1], (a saber la funcién balanceada asociada a A C [1, N], con

|A| = 0N), con || f||gs > @, un conjunto B C Zy y una funcién ¢ : B — Zy, tales que
|B| > a®N/2, y para cada k € B, |A(f; k) (6(k))| > o*N/2.
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Sea P la progresién aritmética (en Zy) dada por la Proposicién Asi, P tiene tamano
16
> exp(—oﬁQlﬁ)No‘2 , y también se da una funcién n — 2An + u, tal que

|BNP|>n|P|, conn> o’

Proposicién 4.5. Manteniendo las notaciones arriba mencionadas. Para cada x € Zy,
existe r, € Zn tal que

Z f —)\k2 +r.k

keP+x

by

T

N!P!

4f

Demostracion. De la proposicion y segun las notaciones, tenemos que

DUIASEIRAR L) = Y AR + )l

keP kePNB

= Y IAGRm)

kePNB

puesto que para cada k € PN B, ¢(k) = 2A\k + p. Ademads, como |P N B| > n|P|y

4
IA(F kY (o(k))| > %N, para cada k € B,

tenemos que

8
> IAGf V@A + )2 = | PN,
keP
Expandiendo el lado izquierdo tenemos que

SN AR (@) A k) (y)w P )

= Z Zf (4 k) f(y) f(y + k)w@kH—2)

keP xy

- sz flz+Fk) ($+U)f(l'+u+k)w(2>‘k+ﬂ)u.

keP x,u
Ahora, cada u € Zx puede ser escrito como | +y, con l € Py y € Zy, en exactamente |P)|

modos. entonces la ultima expresion anterior es igual a

Z Zf(x)f(w +k) Z fle+u)f(z+u+ k)w(2/\k+u)u

keP «x
=2 D f@f(@+k)- |Zfo+y+l)f(a:+y+l+k) (M) ()

keP x | Yy leP

\p,ZZZf fE+k)fx+y+Dflx+y+ 1+ k)w@Frmity)
keP zy leP
,Z S F@) @+ Ry + Dty + L R,
z,y kleP
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Asi,

yP| N<*ZZ

T

> fa)

k,leP

Por lo tanto, existe y € Zy tal que

@+ k) f@+y+Df(@+y+1+ kuwFErmit)),

(4.33)

8
%|P|2N < Z Z f@fx+k)flx+y+D)flea+y+1+ k)w(2/\k+u)(l+y)
z 'kileP
< Z Z flx+k) flx+y+D)flo+y+1+ k) kE2Mytul
z 'kileP
LSS e R g 5o b 1 R
z kileP
Como 2Xkl = A((k +1)? — k* — [?), tenemos que
8
%’PPN < Z Z flz+ k‘)w"\k2+2)‘kyf(:v +y+ l)w_’\ler“lf(a: +y—+k+ l)w/\(k+l)2 ‘

T

kleP

Definamos para cada x € Zy,

) fla+ k)w W2y g ke p
91,z =
0 si k¢P
0 fl@+y+hw Pl s lep
92,z =
0 si 1¢P.
(4D fla+y+k+DED* 6i kyleP+ P
g3.x =
0 ,si k+1gP+P.

Entonces tendremos que

8
no
T\PPN < Zgl,x(k)g2,x(l>g3,x(k+l)‘

Tz 'kl
N3 Zzglx (r1)w lkzgm (r2)w

x kg 71

x T1,72,73

k.l

T)/g\2,:1: (T)/Q\S,x(*’r)

IA
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos

77068 2 | Y2 ~ 2 2
T|P| N < Z max\glx : 2\921 NZ|Q3,I(*T)|

= 3 i G (r) <Z\92x |2)1/2(;|gg,x<r>|2>1/2]

(]

i 7.2 - P22

xr L

Asi,

4f|P|N < D mix|ga(r)]

22
fo‘i‘k Ae“ 2 ky— rk’
keP

= E maX

Asi, para cada x existe T, (a saber, 7, = —2\y + r, donde r es un valor fijado en el cual se

da el maximo), tal que

8
> 1% p|N.

T

me+k —(\k2 47, k)

keP

Por lo tanto

S o) B piy
T 'keP+x 4\/§
Z Z f(k>w—)\k2+2)\kx—kaw>\x2+?zx > ’P|N
T 'keP+x \[
Tomando para cada z, r, = —2Ax + T, obtenemos el resultado. ]

4.2.5. Aplicacién de la Desigualdad de Weyl, e incremento de densidad

Recordamos de la prueba del teorema de Roth que en el caso de que exista un coeficiente de
Fourier grande de f, digamos \f(r)\ grande para algin r # 0, procedimos a particionar [1, N]
en subprogresiones aritméticas, sobre cada una de las cuales la funciéon n — W' tuviese una
variacién controlada. En el caso actual de progresiones aritméticas de longitud 4 aplicaremos

la misma técnica.

Lema 4.13. Sea P una progresion aritmética en Zy de longitud R. Y sea ¥ @ Zn —

Zn, V1(x) = ax, una funcion lineal. Entonces existe una particion de P en progresiones
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aritméticas (en Zy), Py, ..., Py, cada una de longitud menor a RY/A (asi, M estd prézimo
a R3*), tal que
’w%(r) — wwl(y)| < R™Y*, para cada x,y € P;.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que P = [1, R]. Por el teorema de
Dirichlet, existe ¢ < VR tal que ||ga/N|| < 1/vR. Particionamos [1, R] en progresiones
aritméticas (en Zy ), con diferencia comun ¢, y denotemos a estas progresiones por Q1, . .., Q¢.
Para ello, basta con tomar en [1, R] la relacién de equivalencia = (méd ¢). Las clases de
equivalencia constituyen una particién de [1, R]. Si una de estas progresiones es a + jgq, con
1 < j < R/q, entonces dividimos [1, R/q] en subintervalos de longitud (a lo més) R'/*. Asi,
obtenemos R3/4 subprogresiones tales que si x, ¢ estan en alguna de estas, digamos x = a+71¢,

Yy = a+ joq, con |j1 — jo| < RY/%, entonces, de la desigualdad del valor medio, tenemos que
27 2T . . _
}wwl(x) — w%(y)‘ < Hﬁa(m — y)” = Hﬁ&(]l —jg)qH < 27TR1/4||0<q/N|| < 27R~ V4,
O

Lema 4.14. Sea P una progresion aritmética en Zy de longitud R. Y sea vy : Zn — 2N,
Po(x) = ax?® + Bz, una funcién cuadrdtica. Entonces podemos particionar P en progresiones
aritméticas (en Zy ), P, ..., Py, cada una de longitud prézima y menor a RV (asi, M

estd proximo a R127/128), tal que para cada x,y € P,

{wwz(m) _ w¢2(y)} < R~ 1.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que P = [1, R]. Por el teorema de
Weyl existe ¢ < R'Y?, tal que ||¢?a/N|| < R~/8. Particionemos P en subprogresiones
Q1,...,Qk, todas ellas con diferencia comin ¢ (basta tomar en P la relacién de equivalencia
= (mdd q), como en el lema anterior). Ahora, dividamos cada una de estas progresiones
en intervalos de longitud R'/32 (como lo hicimos en el lema . De este modo obtene-
mos alrededor de R subprogresiones P, ..., Py, cada una de longitud alrededor de R/32.
Consideremos una de estas subprogresiones P;, digamos de la forma a + jq, para algin a y

1<j5< R/32_ Observemos que

Pala+jq)  « 2 B . ad®+Ba | ,¢*a  20aq+ PBq
N —N(G+JQ) +N(a+JQ)— O A v B vt
aa® + Ba

~ es constante (no depende de j) y no varia sobre esta subprogre-
2

.. .. 2q , , , _1
siéon P;. El segundo término, ‘7277 visto como un resto (mdd 1), varfa a lo mas R~ 16. En

El primer término
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efecto, si ji,j2 € [1, Ri] entonces j2, j3 € [1, R'Y16] v por lo tanto

2

) PN Al 1 _
H(J%—Jg)N — % =R 1/16

RY

o

H <R1/16 < R1/16'

Finalmente, el tltimo término ¥4(j) = j%]\;rﬁq, da lugar a un polinomio lineal en j. Pode-
mos entonces aplicar el lema con la finalidad de hacer a 1% localmente casi constante.
Esto es, por el lema podemos descomponer P; (de longitud Rs%) en subprogresiones
Py, ..., Py, cada una de longitud (R%)i = RT3, sobre las cuales ¥4 varfa (méd 1) a lo

mas (Rs%)_% — R, Asi, para cada j1,jo € PF

2,77

Ya(a+19)  ala+j29)
N N

H <R 4+ R T8 < 2R TS,
Y por lo tanto,
|w¥2lating) _ walatizg)| < H?g(d}z(a +j1q) — ¥2(a + j2q)) H < 4nR 15,
L]

Lema 4.15. Sea P una progresion aritmética en Zy de longitud R. Entonces podemos par-

ticionar P en 4v R progresiones aritméticas en Z.

Demostracion. Supongamos que la progresion P es de la forma a + jgq, con 1 < j < R. Por
el teorema de Dirichlet existe 1 < I < V/R, tal que ||lg/N|| < R~'/2. Como en el lema
haciendo uso de la congruencia médulo I, descomponemos [1, R] en subprogresiones, cada una
de longitud R'/2/2 (por tanto la cantidad de subprogresiones es alrededor de 2v/R). Como
1 < VR, el didmetro de cada subprogresién es a lo més R/2. Dividiendo a su vez, cada una

de estas subprogresiones en dos subprogresiones, dividimos P en 4RY/? subprogresiones. []

Mantengamos las notaciones de la seccién Linealidad de ¢ sobre un subconjunto de B.
Allf se tenia una funcién f : Zy — [—1,1], (a saber la funcién balanceada asociada a A C
[1, N], con |A| =0N), con ||f||ys > «, un conjunto B C Zy y una funcién ¢ : B — Zy, tales
que

|B| > a®N/2, y para cada k € B, |A(f; k) (6(k))| > o*N/2.

Sea P la progresién aritmética (en Zy) dada por la Proposicién Asi, P tiene tamano

16
> exp(—oz_216)N°‘2 , y también se da una funcién n — 2 n + u, tal que
|BNP|>n|P|, conn>>oz216,
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o(k) =2 k + p, para cada k € BN P.

Proposicion 4.6. Sean P y n +— 2 n 4+ p como antes, y sea R el tamano de P. Para cada
x € Zn, podemos particionar P + x en alrededor de AR3%6 progresiones aritméticas en 7,

Pp1,..., Py, tal que

> —NR

>y

T€EZN =1

> fk)

kEP, ;

Demostracion. De la proposicion para cada x € Zy existe r, € Zy tal que

Z Z ) ORPrak)

z |keP+x

ad

> N|P|.
> 1OSNIPL

Por el lema podemos descomponer P + x en alrededor de R15% progresiones (en Zy),

Qz15---,Qq,, sobre cada una de las cuales
‘w*(/\k%”zkl) — wf(’\ng“”’”)‘ < Rfﬁ, para cada ki, kg € Qg ;. (4.34)

Entonces, usando el lema subdividimos cada una de estas subprogresiones Q. ;, de
tamarfio Rﬁ, en progresiones aritméticas en 7Z, cada una de longitud 4(Rﬁ)1/ 2 — 4R,

Asi, obtenemos una descomposicién de P 4 = en subprogresiones P, 1, ..., Py s, tales que
_ 2 _ 2 __1
|w (Aei4rzkr) w ()\ngrTsz)‘ < R 128, para cada ki, kg € P:c,i-

Para cada i € {1,..., M}, fijemos k;; € P, ;. Entonces

SPPINICIED Wb PIFEIEEEE

z€ly j=11keP, ; z€ly j=11keP, ;

— Z i Z f < (A2 jtrekag) —(Ak2+frx > Z f —(Nk2+rzk)

z€Zy j=1lkeP, ; ey
) % > F(k)o~ (Wb - Z > [l < (AK2 j+7ake,s) _ (Ak2+rzk)>‘
z€LN j=1

w€ly j=1lkeP, ; kEP,

v

8
Jra 1
N\P! > ZC b :74\@N|P\—N]P|CR 28

| \/

z€ZN j=1

7’]04
—NR.

8

| \/
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Corolario 4.2 (Incremento de densidad). Manteniendo las notaciones de la proposicion
anterior (proposicion , existe una progresion aritmética (en Z) Q, de tamano al menos
(770[8/128)Rﬁ tal que

4nal 2 (5+ 12 @l

Demostracion. Notemos que

ST m - Y Y sw

T€ZLN j=1 keP; ; r€ZN kEP+x

= 1P| S f(k) = Fl0) =0, (4.35)

keZn
puesto que f es la funcién balanceada asociada a el conjunto A C [1, N]. De la proposicién

[4.6] tenemos que

> Z > flk >—NR (4.36)
z€ly j=1lkeP,
Sumando (4.35)) y (4.36]), obtenemos
M
> z[ > s +| 3 ]| > %
r€ZN j=1 L k€Py ; keP, ;

Asi,

M CKB
3 Zméx{o, 3 f(k)} > 771—6NR. (4.37)

z€ZNn j=1 kEPI,j

Sea {(z,4) € Zy x {1,..., M}; |Py | < (na®/128)R7% }. Como

3 méx{(), > f(k:)} < 1Py

= |J] - (0" /128) R

< NM-(na®/128)R=% = (na®/32)NR
puesto que M = 4R35 . Por lo tanto, de 1 ,

TngRg > méX{O, > f(k:)}. (4.38)

Si para cada (z,j) € J¢,

8
> k) < Tog R,
kEPzJ‘
entonces
S maxdo, S0 fk) ¢ < | 10 ks < NM 1Y Rats = 1N R
A 128 28 39
(z,5)ede kePy ;
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lo que contradirfa (4.38). Por lo tanto, existen x € Zy, y j € {1,2,..., M}, tales que

S f > 1 R,

kEP, ; o128

Como f(k) = A(k) — ¢ para cada k € Zn, y | Py j| = R, se tiene que

8
no
S AW = 0lPeyl = TP,
kEP, ;

y por lo tanto

O[S
Anpol 2 (0405 1Pl
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Capitulo 5

Existencia de progresiones
aritméticas de longitud k£ > 3.

Método ergodico

En 1927 van der Waerden publicé un conocido teorema, el cual afirma que si los enteros
positivos son particionados en un nimero finito de subconjuntos, entonces al menos uno de
estos subconjuntos contiene progresiones arbitrariamente largas. En 1936 Erdés y Turan hi-
cieron una conjetura que implica facilmente el teorema de van der Waerden, afirmando que es
posible hallar progresiones aritméticas de longitud k en cualquier subconjunto de los niimeros
enteros con densidad positiva, y de este modo la particiéon hecha de los enteros positivos en
el teorema de van der Waerden podia ser, en algiin sentido, una distracciéon. La conjetura fue
probada por Szemerédi en 1975, resultado hoy conocido como el teorema de Szemerédi, uno

de los fundamentales resultados en teoria de nimeros combinatoria.

5.1. Aspectos ergodicos

A continuacién, antes de probar el teorema de Szemerédi, veremos cuan potentes son los
métodos de teoria ergdédica en la deduccién del teorema de Van der Waerden, (cf. [16, pp.

163-185)).

Teorema 5.1 (van der Waerden). Sean A = {a1,az,as,...,ax} un conjunto finito. Entonces,
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para cada funcion sobreyectiva ® : N — A existe algin a € A tal que ®~1(a) contiene infinitas
progresiones aritméticas arbitrariamente largas, esto es, para cada v € N, existen infinitos

m,n € N tales que m +in € ® 1(a) para cada i € {0,1,2,...,7 —1}.

El teorema de Szemerédi involucra conjuntos con densidad superior positiva, concepto

que definimos a continuacién.

Definicién 5.1. Sea A C N, la densidad superior de A en N, denotada por §(A), se define
como

AN, N
0(A) :h'msupi‘ 1, V]|
N—oo N

donde [1,N] ={1,2,...,N}, y | B| denota la cardinalidad del conjunto B.

i

La siguiente versién del teorema de Szemerédi sera llamada version clésica.

Teorema 5.2 (Szemerédi, versién clasica). Sea A C N tal que 6(A) > 0, entonces A contiene

infinitas progresiones aritméticas de longitud k para todo entero k > 3.

Lema 5.1. Dado un conjunto finito A, el producto cartesiano de A consigo mismo una

cantidad numerable de veces, Q = AN, es metrizable.

Demostracion. Consideremos el conjunto finito A = {a1,as,...,a;}, vy @ = AN, Definamos

la métrica d : Q2 x  — R por

1/l, si xz#y, donde ! =min{i € N; x; # y;}
d(z,y) = o s
, stz =y,

donde x = (z;)ien ¥ ¥ = (¥i)ien pertenecen a Q.

En efecto, d es una métrica, d es no negativa por definicién. Y si d(x,y) = 0 entonces
x =y, en virtud de la definicién. El hecho que d sea simétrica, esto es, d(z,y) = d(y, x) para
todo x,y € €1, también se sigue de la definicién. Ahora procedamos a mostrar la desigualdad
triangular

d(z,z) <d(xz,y) +d(y, z), para todo z,y,z € .

Consideremos z,y,2z € Q. Six =y, y = z 0o x = z la desigualdad anterior es cierta. Suponga-

mos entonces que x, y y z son distintos dos a dos. Sean
lh = ml’n{i eN; x; # yi}, y
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lo = min{i € N; y; # z},

para j < min{ly,ls} se tiene que z; = y; = zj, luego min{i € N; z; # 2;} > min{ly, >}, por
lo tanto

méx{1/l1,1/ls} = 1/ min{ly,lo} > d(z, z).

Como 1/l; + 1/ls > méax{1/l1,1/l2}, tenemos que
d(z,y) +d(y, z) > d(z, z).
O

Lema 5.2. Sea A un conjunto finito, y Q = AN dotado con la métrica d definida en el lema

. Entonces (Q,d) es compacto.

Demostracion. Ahora probemos que el espacio métrico (£2,d) es compacto. Considerando
el conjunto finito A dotado de la topologia discreta (aquella en la que cada elemento de
A constituye un abierto), tenemos que A es compacto (por ser finito). Entonces Q = AN
es compacto en la topologia producto debido al teorema de Tychonov. Recordemos que la
topologia producto es la menor topologfa en la que cada una de las proyecciones p,, : AN — A,

prn((21,22,...)) = x, es continua, esto es, {2 tiene como una subbase topoldgica a la coleccién
{p,'(a); n €N, ac A},

Veamos que la topologia inducida en €2 por la métrica d es la misma que la topologia producto.

Sea Br(z) ={y € Q; d(y,z) < R} la bola centrada en x y de radio R segin la métrica d.
= Si R> 1, Br(z) = Q=p;'(A).
= SiR=1, Br(z) ={y € Y d(y,2) <1} = {y € G y1 = 21} = p1 ' (z1).

» Si0< R < 1consideremos [ = |1/R] > 1,1 <1/R<l+1,asi1/(I+1) < R < 1/I.
Entonces
Br(z) = {y € Q; d(y,z) < R}
={yeQdy,z)<1/(1+1)}
={yeLy=x,pp=122,...,y1 =1}

= py Ha1) Npy Ha) N - Npy Hay).
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Asi, todo abierto en la topologia métrica es abierto en la topologia producto.

Reciprocamente, sea pjfl(a) un elemento tipico de la subbase de la topologia producto
antes mencionada.

Sixe pj_l(a) entonces x; = a. Luego

-1
By +1y(x) C pj(a),
y asi, pj_l(a) es abierto en la topologia métrica (2, d). O
Ahora enunciamos el teorema clave en la prueba del teorema de van der Waerden.

Teorema 5.3 (recurrencia miltiple topolégica de Furstenberg-Weiss). Sean (X, d) un espacio
métrico compacto y'T : X — X wuna aplicacion continua. Entonces para cada k € N y cada

€ >0 existen x € X yn €N tales que
d(T™(x),2) < € para cada i € {1,2,...,k}.
Mas ain, dado Z C X denso en X, podemos escoger x en Z.

Lema 5.3. Sea Q = AN, donde A es un conjunto finito, Q dotado con la métrica d del lema

anterior. Definamos la funcion desplazamiento por

T:Q — O

x = (r1,22,23,...) > T(x)= (w9, 23,24,...)

Entonces T es una aplicacion continua.

Demostracion. Veamos que T' es una aplicacién continua en el espacio métrico (£2,d). dados

z = (zi) yy = (yi) en €,

» si 2 = y, entonces de hecho d(T(z),T(y)) < 2d(z,y). Puesto que d(T(z),T(y)) =
d(z,y) =0.

= Supongamos que x # y; entonces d(z,y) = 1/l, donde | = min{i € N; z; # y;}.

e sil =1,z #y1 y por definicién d(Tz, Ty) < 1, luego d(Tz, Ty) < 2d(x,y);

e sil=2x =y yxe#yo asi, d(Tz,Ty) =1y d(z,y) = 1/2. Por lo tanto
d(Tz,Ty) < 2d(z,y);
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esil>2 x Ay yx =y parai€ {1,2,...,] —1}. Asi tenemos
(Tz)1—1 # (Ty)1—1y (Tx); = (Ty); parai € {1,2,...,1 — 2},
por lo tanto d(Tx,Ty) =1/(1—1) y d(x,y) = 1/I.
En cualquier caso d(Tz,Ty) < 2d(z,y), y por lo tanto T es continua. O

Prueba del teorema de van der Waerden. Fijemos una funciéon ® : N — A = {ay,...,a;},
esta implica una manera de particionar los naturales, N = ®~1(a;)U---U®(ay,). Denotare-

mos ¢ = (¢;)ien = (cl, c2,C3, .. .), donde ¢; = ®(i). Consideremos la funcién desplazamiento

T:Q — Q
x = (r1,22,23,...) > T(x) = (x2,x3,24,...),
que es continua segun el lema [5.3

Dados z = (%), y = (y;) € 2 = AN y m,n > 0 conviene resaltar que
d(T™(z), T"(y)) <1 si, y solamente si, ZTpmi+1 = Yn+t1, (5.1)

puesto que, d(($m+1, Tm+2; - - ')7 (yn—i-b Yn+2, - - )) =1lsiy solo si, Tm+1 7é Yn+1-

Consideremos el subespacio de Q, X = {T™(c)}°_,. Este espacio es compacto puesto que

es un subconjunto cerrado del espacio compacto 2. Como T ({T™(¢)}po—1) € {T™(c)}oo—1,

por la continuidad de T tenemos que T<{Tm(c) +oo > C T({T™(c)},:>), v por lo tanto

m=1 m=1
T(X) C X. Podemos considerar ahora la restriccién de T" a X, que también denotaremos por

T: X — X. Por el teorema de recurrencia multiple (teorema , dados 0 <e<lyk>1

un entero arbitrario, existen p € {Tm(c)}fnozl y n € N tales que
d(Tm(p),p) < eparatodoi=1,2,...,k,
esto es, existe mg € N tal que p =T1"°(c), y
d(Ti"+m°(c),Tm°(c)) < ¢ paratodoi=1,2,... k.

De la equivalencia dada en ([5.1) tenemos que

Cin+mo+1 = Cmo+1, Para todo i =1,...,k,
es decir
in+mi € ® (e, ), para todo i =1,...,k,
donde m; = mg + 1. Esto demuestra el teorema. ]
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Para mostrar el teorema de Szemerédi basandonos en argumentos de teoria ergddica,
necesitamos estudiar las iteraciones de una funcién continua 7' : X — X sobre un espacio

topolégico X provisto de una medida boreliana .

Definicion 5.2. Sea 2 un espacio topologico y i una medida boreliana sobre ). Una funcion

continua T : Q — Q es u-invariante si

/ du = / Y o Tdu para cada 1 € C°(Q). (5.2)
Q Q

Dada una aplicacién continua 7' : €2 — €, la presencia de una medida invariante u respecto
a T da bastante informacion estadistica sobre la estructura de las érbitas de la aplicacién T,
esto es, de los conjuntos {T"(z)}5°, para casi todo x € X (respecto de la medida p). Por

ejemplo tenemos el teorema de Poincaré.

Teorema 5.4 (Poincaré). Sea X un espacio topoldgico provisto de una medida boreliana p.
SiT: X — X es una aplicacion continua p-invariante y A C X tal que p(A) > 0, entonces

p-casi todo punto x € A, existe n(x) € N tal que T"®)(z) € A

Con las hipétesis y notaciones del teorema de Poincaré, existe E C A con p(E) = 0, tal

que para todo 2 € A\ E existe n(z) € N tal que € T~ (A). Asi

A\Ec |J[TM@A)n4].
NeN

Como pu(A\ E) = p(A) > 0, tenemos que existe algin N € N tal que
w(TN(A)NA) > 0.

Procediendo de modo andlogo con T~V (A) N A en vez de A, obtenemos que existe N1 € N
tal que
w(T N (A1) N Ap) >0, donde A} = T~V (A)N A.

En particular tenemos que
p(T NN nTN(4)nA) >o0.

Continuando de este modo obtenemos una sucesién creciente (estrictamente) (ng)ren de

naturales tales que para cada k € N
p(T™™(A)NT™™1(A)N---NT ™ (A)NA) > 0. (5.3)
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Cada punto z € T"™ (A)NT ™ -1(A)N---NT~™(A) N A es recurrente en el sentido que

T"(x) € A paracadai =1,...,k, con ny < nyg < --- < ni. Mas atn tenemos el siguiente
teorema que nos dice que la secuencia n; < ng < --- < ng, puede formar una progresion
aritmética.

Teorema 5.5 (recurrencia multiple de Furstenberg). Sean (X, 7) un espacio topoldgico y
una medida boreliana en (X,7). Sea T : X — X wuna aplicacion continua p-invariante, y

consideremos k >3 y A C X con pu(A) > 0, entonces existe N € N tal que
u(A NTNANT2NA)N--N T—<k—1>N(A)) > 0.

Una pregunta natural es que si dado un espacio topoldgico (X, 7), provisto de una medida
boreliana v, y dada un aplicacion continua T : X — X, ;existe alguna medida boreliana p
tal que la aplicacién T sea p-invariante? Cuando el espacio X es compacto metrizable y T’
es continua la respuesta es afirmativa. La idea de la prueba es simple: tomamos una medida
boreliana cualquiera v y veamos cémo esa medida cambia por la accion de T'. Definamos

ve = (T*)*(v), para cada k > 0 entero, como

k—1

Tomemos las medidas promedio p; = % E v;. Veremos que a medida que k aumenta esta
i=0

medida promedio uy tiende a quedar menos sensible a la accién de T'. Es asi que requerimos

de alguna nocién de convergencia de medidas.

Teorema 5.6 (Teorema de Riesz-Markov). Sean X un espacio topoldgico compacto de Haus-
dorff y M(X) el conjunto de todas las medidas complejas borelianas (finitas) sobre X, con
norma |[p|] = |p[(X), p € M(X), (aqui,

ul(X) es la variacion total de p). Entonces
C(X)* = M(X), donde C(X) = {f : X = R; f es continua }. Especificamente, la apli-
cacion
G: M(X) - CX)
p o= Gy
donde G, () = / Ydp para cadap € C(X), es una isometria lineal sobreyectiva, cumpliendo
X

ademds que cualquier elemento positivo f € C(X)* (esto es, ¢ > 0 implica f(¢) > 0)

estd asociado a una unica medida positiva boreliana finita p sobre X.
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Observaciéon 5.1. Sean X un espacio de medida y p una medida compleja sobre X. La

variacion total de p, que denotaremos por |u|(X), se definido por
+00
lu|(X) = sup{z |(En)l; {En}12 es una particion de conjuntos p-medibles de X}.
n=1

Como el espacio vectorial normado M (X) es identificado isométricamente con el dual de
C(X), es natural usar la topologia débil estrella (sobre C'(X)*) una vez que por el analisis
funcional tenemos desde ya resultados de compacidad en cualquier bola cerrada en C(X)*

que ayudard a garantizar la existencia de un limite de una sucesién de medidas en M (X).

5.2. Prueba del teorema de Szemerédi

Ahora probemos el teorema de Szemerédi usando el teorema de recurrencia multiple de

Furstenberg.

Prueba del teorema de Szemerédi[5.2. Sea A C N un conjunto con densidad positiva, es decir,

) [AN (1, N]|
limsup ———

=4§(A) > 0.
N—4o00 N ()

Asi existe una sucesién estrictamente creciente (kj,)nen, tal que

i AL E 5oy s (5.4)

n—-4o00 n

Consideramos el conjunto finito {0, 1} dotado con la topologia discreta. Entonces X = {0, 1}
con la topologia producto 7 es compacto debido al teorema de Tychonov, y (X, 7) es metri-

zable con la métrica d : X x X — R definida por

1/min{i e N; z; #y;} ,sizx#y

0 ,sirx =y,

d(xv y) =

donde z = (z;),y = (y;) € X. Asi, X es métrico compacto.

Sea T : X — X la aplicacién desplazamiento definida por
T((zl, 29,23, .. )) = (22,23, 24, . ..), donde (z;)nen € X.
Como mostramos antes, T es continua. Sea x = (&, )nen definido por

Ty, = 1a(n), para cada n € N.
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Dado ¢ € X definamos & € C(X)*, por
5e() = 9(€), para todo 4 € C(X).
Como |0¢(¥)| = |(€)] < 51612 [(a)| = |||, en efecto tenemos que d¢ € C(X)*. Mis atin
||5§|| <1, para cada £ € X.

Gracias a la isometria G : M (X) — C(X)* (dada por el teorema de Riesz-Markov), definida
por G(u) = G, para cada pp € M(X), y

Gu(y) = /deu, para cada ¢ € C'(X),

tenemos que para cada £ € X, existe una medida d¢ € M (X) tal que G(d¢) = 55, esto es,

/X b = G, (1) = be(1) = (), para todo 1 € C(X).

Dado B € 7, tenemos que si 1p, la funcién caracteristica de B, pertenece a C'(X), entonces

5e(B) = [ 1505 = Ga(15) = (1) = 15(9)

Asi,
1 ,si £€€B
0 ,si &¢B.

0¢(B) =
Para cada n € N consideremos las medidas complejas borelianas (finitas)
1 n—1
Hn == 07,
j=0

Como G es una isometrfa y ||0¢|| < 1 para cada & € X, tenemos que |07, @l <1, para cada

j € N. En consecuencia,

n—1
1
il < & S 1s7s(l1 < 1, para cada n € N,

7=0

1 n—1 ~
Ademas, por la linealidad de G tenemos que G(u,) = — ZéTj(x). Sea fi, = G(uyp). Por
n
j=0

el corolario Be(x)+(0;1) es secuencialmente compacto en la topologia débil estrella de
C(X)*. Asi, existe una subsucesion (fi;, )nen de (fig, )nen, donde (ky,),, es la sucesién creciente

(estrictamente) que aparece en ([5.4), y existe 7 € C(X)* (y por tanto una medida boreliana
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v € M(X) tal que G(v) = ), tales que (fi;, )nen converge a U en la topologia débil estrella
de C(X)*, esto es,

/X bdv = [GOW) = o(¥) = D) = lm D) = lim_fis, (1)

n—-+o0o n—-+00
= JMm [Gps,)](v) = Mm / by, -
Por lo tanto
lim / wdp;, = / dv para todo ¢ € C(X). (5.5)
n—-+oo X X

Ademas, por el teorema de Riesz-Markov T' es v-invariante. Sea

Y = {y = (Yn)nen € X5 y1 = 1} :pl_l({l})'

Y es un conjunto abierto de (X, 7), también Y = pl_l({O}) pertenecen a 7. Por lo tanto

ly € C(X), y de (5.5),

Jm g, (V) = v(Y), (5.6)
esto es,
zn—l
)= M 23 () =t Zéﬂ g

Como TV (x) = (2j,2j41,Tj4+2,...) ¥ Y = p; * ({1}), tenemos que
Ori-1(z)(Y) = 1 si, y solo si z; = 1,

esto es,

dri-1(z)(Y) = 1 si, y solo si j € 4,

puesto que x; = 14(j). Por lo tanto
in—1 % .
\ 1 & AN, 4|
R D e

yasf,dey

0 < 8(A) = v(Y). (5.7)

Entonces, por el teorema de recurrencia multiple de Furstenberg (teorema |5.5)), y puesto que

T es v-invariante, existe N € N tal que

l/(Y ATV NT 2N (Y)n---n T*Uf*l)N(Y)) =5 >0.
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Por ende

lfm i, (Y AT N NT2Y)N---n T—(’H)N(Y)) =4 > 0.

n—-+00

Entonces existe ng € N tal que para n > ng tenemos

. (Y NTNY)NT 2 (Y)N...n T*U“*UN(Y)) >8'/2 >0,

esto es,

| il

=3 o (YT V)N T () 0L T EIN(Y)) > 8772 > 0.

in =
Por tanto, existe j € N (mds atin, existen tantos j € {0,1,...,i, — 1} como i, - 6'/2) tal que

Tiz)eY nTNY)nT2NY)n...nT~ kDN,
esto es,
Tjiy1 =1, zjgn1 =1, zjponp1 =1, - Ty ey = 1
es decir,
j03j0+N7j0+2N3"' 7]0+(k_1)N€A7

donde jo =7 + 1. O
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Capitulo 6

El teorema de Szemerédi relativo a

una medida pseudoaleatoria

Probaremos que existen progresiones aritméticas propias, esto es con diferencia comun
diferente de cero, y de longitud arbitraria, formadas solamente por niimeros primos. Para ello
abordaremos el camino seguido por Green y Tao, quienes formularon, en [7], una variante
del teorema de Szemerédi en un ambito méas general, el teorema de Szemerédi relativo a me-
didas pseudoaleatorias, el cual probaremos al final de esta seccién. Esta versién del teorema
de Szemerédi permite trabajar con subconjuntos de los nimeros naturales que, a pesar de
que tengan densidad superior nula respecto a N, posean densidad relativa positiva respecto
a algin subconjunto de N. Este es precisamente el caso de los niimeros primos P, que por
el teorema del nimero primo, tiene densidad superior nula respecto a N. Otro ingrediente
importante para probar el teorema de Green-Tao es mostrar la existencia de una medida
pseudoaleatoria que mayore a cierto subconjunto de los ntimeros primos, hecho que mostra-
remos en la siguiente seccién, y que fue motivado principalmente por los trabajos de Goldston

y Yildirim, (cf. [§]).

6.1. Introduccion

En lo que resta de la presente seccion el teorema de Szemerédi relativo a una medida

pseudoaleatoria.

Teorema 6.1 (Green-Tao). Los nimeros primos contienen infinitas progresiones aritméticas
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de longitud k para todo k € N, esto es, para todo k € N, el conjunto
{{a+z7‘ lcp: arEN}

es infinito, donde P C N es el conjunto de nimeros primos.

De hecho podemos mostrar un resultado un poco mas fuerte que involucra a subconjuntos

de los nuimeros primos con densidad relativa positiva.

Teorema 6.2 (Szemerédi en los primos). Sea A un subconjunto cualquiera de los nimeros

primos, P, con densidad superior relativa positiva, esto es,

) }Aﬂ ,N]
lim sup

> 0.

Entonces A contiene infinitas progresiones aritméticas de longitud k para todo k > 3 entero.

Observemos que el teorema, no se sigue directamente del teorema de Szemerédi clésico.
En efecto, el conjunto de los nimeros primos P estd demasiado esparcido como para deducir

la existencia de progresiones aritméticas en P. Del teorema del nimero primo, tenemos que

lim |P N (1, N]|1In(N) _1
n—-+oo N
N[, N
y por lo tanto lim M = 0, esto es, P tiene densidad superior nula respecto a N.
n—-+oo N

Si reemplazamos el conjunto de los ntimeros primos P en la afirmacién del teorema por el
conjunto de enteros positivos ZT, entonces resultarfa el famoso teorema de Szemerédi (versién
clésica).

Las siguientes versiones del teorema de Szemerédi las llamaremos version finitaria, y funcional,

respectivamente.

Proposicién 6.1 (Szemerédi, version finitaria). Sean N un entero positivo y Zy = Z/NZ.
Sea 1 > 6 > 0 un numero real fijado, y sea k > 3 un entero. Entonces existe un menor natural
No(8,k) € ZT con la propiedad de que, si N > No(0,k) y A C Zn con |A] > 6N, entonces

tenemos que A contiene alguna progresion aritmética de longitud k.

Proposicién 6.2 (Szemerédi, versién funcional). Sea Veonss : Zy — R la funcién constante
unidad, Veonst = 1. Sean 0 < § <1 y k > 1 un entero fijado. Consideremos también N € Z™

un pardmetro entero grande y una funcion f : Zy — RT tal que
0 < f(x) < Veonst(x), para todo x € Zy, (6.1)
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E(f(z)|x € Zn) > 0. (6.2)

Entonces tenemos que
E(f(@)f(@+r)- o+ (k= )r)|a,r € Zn) = clk, 0) — oy,5(1)
para alguna constante c(k,0) > 0 que no depende ni de f ni de N.

Observacion 6.1. Desconociendo por un momento la curiosa notacion para la funcion cons-
tante veonst, eristen dos principales diferencias entre esta ultima proposicion y la proposicion
. Una es el hecho que estamos tratando con funciones en vez que con conjuntos. Y por otro
lado, si desentraiamos el significado de la notacion E vemos que ahora estamos afirmando

la existencia de > N? progresiones aritméticas, y no solamente una.

Esta proposicién es equivalente al teorema de Szemerédi en su formulacion finitaria. En
efecto, consideremos un entero k > 3, y § €]0,1]. Dado A C Zy tal que |A|/N > §, podemos

considerar la funcion caracteristica de A, x4 : Zny — R, definida por

1 ,sia€A,
xa(a) =

0 ,sia¢gA.
Asi, puesto que se tiene que 0 < y4(a) < 1, paratodo a € Zy, yE(XA(a:)‘az € ZN) = |j\1[’ >0,
tenemos que existe c¢(k,d) > 0 tal que

E(XA(x)XA(x +7r)- “XA(JC + (k — l)r) T, 7 € ZN> > c(k,0) —op5(1).
Por lo tanto, existe Ny € N, tal que si N > Ny entonces
E(XA(:B)XA(:E +7)-xalz+ (k= 1)r)|z,re ZN) > c(k,6)/2 > 0.
Por tanto, para cada N > Ny, el nimero de pares (z,r) en Zy x Zy tales que
r,x+rx+2r...,x+ (k—1)r € A,
es mayor que N?(c(k,8)/2).
Definicién 6.1. La funcion v : Zy — RT es una medida si
E(v) =1+ o0(1), (6.3)

donde R™ denota al conjunto de los niimeros reales no negativos.
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6.2. Medidas pseudoaleatorias y notaciones

En esta seccién introduciremos la nociéon de medida pseudoaleatoria sobre Zy.

Definicién 6.2. Sea A un conjunto finito no vacio (que usualmente consideraremos como
ZyN) y sea una funcion f: A — R. El valor promedio de f, el cual denotaremos con E(f),

es definido por
1
E = — s
D= 2 /@

donde |A| denota la cardinalidad de A. De manera mds general, si P(x) es una afirmacion
que concierne a elementos de A y que es cierta para al menos un elemento de A, entonces
definimos el valor promedio de f sujeto a P por

ZIEA,P(a:) f(z)

EU@IP@) =100 pay

Definicién 6.3 (Condicién de formas lineales). Sea v : Zy — RY una medida. Sean my, to

y Lo enteros positivos.

Diremos que v satisface la (mg,to, Lo)-condicién de formas lineales si se cumple lo si-
guiente: seanm < mg y t < to cualesquiera enteros positivos y supongamos que (L; j)1<i<m1<j<t
sea una coleccion de niumeros racionales arbitrarios con numerador y denominador menores
que Lo en valor absoluto. Sean también b;, 1 < i < m, elementos arbitrarios de Zy. Para ca-
da 1 <1i<m sean las formas lineales 1; : Z — Zn definidas por ;(x) = Z;Zl L; jxj + b;,
donde x = (x1,%2,...,%4) y los nimeros racionales L;j son interpretados como elementos
de Zn en la manera usual (asumiendo que N es un niumero primo suficientemente grande,
N > Ly). Supongamos que para i € {1,...,m} las t-uplas (L; j)1<j<t € Q', 1 <i < m, son

no nulas y ninguna t-upla es multiplo racional de ninguna otra. Entonces tenemos que

E(v(61(@)) -+ v (bm(@)]o € Z5) =1+ 0ngmoa (1) (6.4)
Donde el término o(1) no depende de la eleccion de by, ..., by,.

Observacién 6.2. El pardmetro mqg que controla el numero de formas lineales es el mds
importante y serd mantenido relativamente pequeno. El caso m = 1 de la condicion de formas
lineales contiene la condicion de que v en la ecuacion sea una medida. Otros ejemplos

de la condicion de formas lineales que encomtraremos después son
E(V(ZL‘)I/(:L‘ + hl)U(fL‘ + hz)l/(l‘ + hy + hQ)lfL‘, hi, ho € ZN) =1+ 0(1), (6.5)
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aqui (mo, to, L) = (4,3,1).
E(v(z + hi)v(z + he)v(x + hi + ha)|h1,he € Zy) = 1 + o(1), (6.6)
para todo x € Zy, aqui (mo,to, Lo) = (3,2,1). Y
E(u((:): —y)/2)v((@ =y + ha)/2)v(—y)v(—y + h1)x

xv((z —y)/2)v((@x —y + he)/2)v(—y )v(—y + h1)x

x v(@)v(z + hi)v(z + ha)v(z + hy + ho)|z, by, ho, g,y € ZN) = 1+0(1), (6.7)

aqui (mo, to, Lo) = (12,5, 2).

Definicién 6.4 (Condicién de correlacién). Sea v : Zy — RT una medida y sea mg € Z7.
Diremos que v satisface la mg-condicion de correlacién si para cada 1 < m < myg existe

una funcion peso T = T, : Zn — RT tal que se satisface la condicién de momentos

E(77) = Omq(1) (6.8)
para todo q > 1, y tal que
E(v(e+m)v(z+he) - vie+hn)oeZy) < S0 =) (6.9)
1<i<j<m
para todo hy, ha, ..., hy € Zn (no necesariamente distintos).

Definicién 6.5 (Medida pseudoaleatoria). Sea v : Zy — RT una medida. Decimos que v
es una medida k-pseudoaleatoria si satisface la (k2¥~1,3k — 4, k)-condicion de formas

Qk—l

lineales y la -condicion de correlacion.

La funcién veonst = 1 es de hecho una medida k-pseudoaleatoria para cualquier k € N.

Lema 6.1. Sea v una medida k-pseudoaleatoria. Entonces vyjs = (Vv + Veonst) /2 = (v +1)/2
es también una medida k-pseudoaleatoria (aunque posiblemente con limites O(-) y o(-) un

poco diferentes).

Demostracion. Es claro que v/, es no negativa, y como E(v) = 1+ o(1) tenemos que v, /5 es

una medida, esto es, E(1/3) = 1+ o(1). Ahora verifiquemos la condicién de formas lineales.

ze Z§V> - E<;n Yo Ivs@)|xe Z?v)

AC{1,...,m}icA

E<ﬁ (v +1)/2) (6:(2)

i=1
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_ zim 3 E(Hu(@(m)

)er§V>

AC{1,...,m} €A
1
=om > (1+o(1)
AC{1,...,m}
=1+o0(1),

puesto que cada término E ( H 1/(¢z(ac))
€A
debido a la (k251 3k — 4, k)-condicién de formas lineales, ecuacién (6.4). Similarmente veri-

T € Z%) es 1+ o(1) para cada A C {1,...,m},

ficamos la condicién de correlacion para vy/,. Sean 1 < g < ooy hy,...,hyn € Zy
1
E(Vl/g(a:+ hi) - vy (z + hm)’x € ZN> = o Z E(H v(z+ hi)|x € ZN>
AC{1,...,m} €A

IN
|

e > )

AC{1,....,m} 1,j€AI<]

g 2 > )

AC{1,...,m} 1<i<j<m

S Z T(hi—h]’).

1<i<j<m

IN

O

Teorema 6.3 (Szemerédi relativo a medidas pseudoaleatorias). Sean k > 3 un entero y 0 <
§ <1 un pardmetro fijado. Supongamos que v : Zy — R es una medida k-pseudoaleatoria.
Sean N > 1 un pardmetro entero grande y f : Zn — RY, una funcion cualquiera no negativa
tal que

0 < f(z) <v(x) para todo x € Zy (6.10)

E(f) > 4. (6.11)

FEntonces tenemos que

E(f(x)f(:c+r)---f(x~l—(k—1)r)

x,r € ZN) > c(k,6) —op,5(1), (6.12)
donde c(k,0) > 0 es la misma constante que aparece en la proposicion .

A continuacién estableceremos algunas notaciones que usaremos.
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Definiciéon 6.6. Para cada 1 < g < oo y f: Zy — R definimos la norma L? sobre Zy

como
1
1fllze = E(|f]9)"4,

con la convencion ||f||L~ = sup |f(z)].
TELN

Denotaremos con L4(Zy) al espacio de Banach de todas las funciones de Zy en R, equipa-
do con la norma L9; de hecho como Zy es finito todas las normas L4, ¢ > 1 son equivalentes.

Observamos también que L?(Zy) es un espacio de Hilbert real con el producto interno usual

(f.9) =E(f9).

Si  es un subconjunto de Zy, denotaremos con lq : Zy — R a la funcién caracteristica de €2,
estoes lo(z) =1siz € Q,y 1o(z) = 0 en otro caso. Similarmente si P(x) es una proposicién
l6gica concerniente a elementos x € Zy, escribiremos 1p(,) en vez de 1i ez, p(a)}-

Emplearemos frecuentemente cambio de variables lineales. Para facilitar esto, consideramos

la siguiente definicion.

Definicién 6.7. Sean A y B conjuntos finitos no vacios y ® : A — B una funcion. Decimos
que ® es un cubrimiento uniforme de B por A si ® es sobreyectiva y todas las fibras

®=1(b), con b € B, tienen la misma cardinalidad (a saber, |A|/|B|).

Observe que si @ : A — B es un cubrimiento uniforme de B por A entonces para cualquier

funcién f: B — R tenemos

E(f(cb(a)))aeA) —E(f(0)|b € B). (6.13)
En efecto, como ® : A — B es un cubrimiento. Entonces A = | J ®7'(b), y por lo tanto
|A| = |B|r, donde r = |®~!(b)| para cada b € B. Asi, <
E(f(@@)]aca) = p S r@@) = 5> 3 f(0()
acA bEB ac®—1(b)

1 B r
_ WZ ‘<I> 1(b)‘f(b) — me(b) :E(f(b)}be B).

beB beB
6.3. Normas de Gowers uniformes y el teorema generalizado

de von Neumann

La prueba del teorema depende de la descomposicién de una funcién dada f en una

componente uniforme segin Gowers y otra componente anti-uniforme segin Gowers. Lle-
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garemos a esta descomposicién en las siguientes secciones. En esta seccién definiremos la
nocién de uniformidad segin Gowers. El principal resultado de esta seccion serd el teorema
generalizado de von Neumann (proposicién , el cual afirma que las funciones uniformes
segun Gowers son despreciables respecto al calculo de sumas tales como las que aparecen en

la ecuacion ((6.12)).

Sea v una medida k-pseudoaleatoria y sea 1 < d < k — 1. Se tiene que

[Pai —IE( [1 ve+n-w

we{0,1}4

x€Zn,hc Zﬁ{,) =1+o0(1),
esto se sigue de la (k2k_1, 3k—4, k)-condicién de formas lineales. Mas atin, se tiene el siguiente
resultado.
Lema 6.2. Supongamos que v sea una medida k-pseudoaleatoria. Entonces

IV = Veonst[ya = [[v = L[ = o(1) (6.14)
para todo 1 < d <k —1.

Demostracion. De (2.17)) es suficiente probar la afirmacién para d = k — 1. De la definicién
de norma de Gowers (2.12), elevando a la potencia 2871, es suficiente mostrar que

IE( H (v(z+w-h)—1)

we{0,1}k-1

z €Ly, hE Z?V‘l) =0(1).

Desarrollando el producto H (I/(ZL' +w-h)— 1) que aparece en el lado izquierdo de la
wef{0,1}k-1
igualdad anterior, obtemos

> IIve+w-n I 1

AC{0,1}h—1 weA we{0,1}k-1\ A

DT A | EXCE )

AC{0,1}+-1 weA

= > (D] vatw ),

AC{0,1}k1 weA

por lo tanto E( H (v(z+w-h)—1)

x €ZN,h e Z?V_1> es igual a
wef{0,1}k-1

> (—1)A|IE< [[rv@+w-n

x €Zn,hE Z’;V—1>. (6.15)
AC{0,1}k—1 w€eA
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Observemos que la expresién

IE( Hy(m+w~h)

wEA

z €Zn,he Z§V1> (6.16)

para A C {0,1}*~! fijado (A tiene a lo méas 2*~! elementos), es de la forma

E(V(?/)l(f)) v (Y1a1(9)) ‘5 © ZIFV)’

donde & = (z, hy,...,hx—1) y las ¢; son las |A| formas lineales § — x+wihy + - -+ +wi—1hg—1
dadas en algin orden. Cada w = (w1, ...,wi_1) € A define solo una de estas formas lineales.
Es claro que ninguna de estas formas lineales es un multiplo racional de alguna otra porque
para dos elementos distintos de A, w = (w1,...,wp—1) y ' = (W],...,wj,_,), existe algin 1,
1<i<k-1ltalqueow;, =0y w, =1, 0w =1y w, = 0. Por lo tanto, invocando la
(2k_1, k,1)-condicién de formas lineales, que es consecuencia del hecho que v es una medida
k-pseudoaleatoria, concluimos que

E( Hy(x—}—w-h)

wEA

r €7Zn,hE Z’j\,1> =1+o0(1).

Por lo tanto, de (6.15]) y del hecho que

21@71

k—1 b1
> =3 () =a-a <o,

AC{0,1}+1 n=0
tenemos que

E( H v(z+w-h)

we{0,1}k-1

x€Zn,he Zﬁﬂ) =o(1).
Observemos que o(1) = og(1). O

Es el momento de establecer el teorema generalizado de von Neumann, el cual explica

como la expresién E(f(m)f(x +7)-- fz+ (k=1)r)

T, € ZN), la cual realiza el conteo de

k-progresiones aritméticas, es dominada por la norma de Gowers uniforme de f.

Proposicién 6.3 (von Neumann, generalizado). Sea v una medida k-pseudoaleatoria. Sean

fis- s fee1 € LNZy), funciones que son puntualmente limitadas por v + Veonst, esto es,
|fj(x)] < v(x) + 1 para todo x € Zy, 1 < j < k—1. (6.17)
Sea cg, . ..,cL_1 una permutacion de k elementos consecutivos de
{—k+1,...,-1,0,1,....,k—1}

119



(en la prdctica tomaremos c; = j). Entonces

k—1
E( H fj<$ + Cj?“)

. 0<j<k-1
Jj=0

S ZN) = O( inf HfjHUk—1> + o(1).
Antes de dar la prueba general, primero analizaremos el caso k = 3, con ¢; = j.

Demostracion de la proposicion[6.3, caso particular. Sean k =3y ¢j = jparaj=0,...,k—
1. Reemplazando v por (v+1)/2 (y dividiendo f; por 2), usando el lema podemos asumir

sin pérdida de generalidad que
|fj(x)] < v(z) para todo z € Zy,0 < j <k —1. (6.18)

Como v fue reemplazado por (v +1)/2, v es estrictamente positiva. Permutanto los f; y ¢;,

si es necesario, podemos suponer que el infimo

- N
Og;gk_lllfgl\m 1

es alcanzado cuando j = 0. Desplazando x por cor, podemos asumir que ¢y = 0. Asi, nuestra

tarea es mostrar que

k—1
E( H f](a: + CjT')

Jj=0

xT,r € ZN> = O(HfOHU’“—l) + 0(1). (6.19)
Tenemos que mostrar que

E <fo(fc)f1 (2 + 1) folx + 2r)

- ZN) — O(|lfollus) + o(1).

Sea Jy = E(fo(x)fl(x+r)f2(x+ 2r)

sién (z,z + r,x + 2r) como (y1 + y2,vy2/2, —y1), a través del cambio de variables

x,r €7 N). Serd conveniente reparametrizar la progre-

T: 7y — {f:(a,b,c)EZN3;b—a:c—b}
(Y1,92) — (Y1 + Y2, 92/2, —y1).

Asi, tenemos que

b = E (fo(w)fl (x4 1) fole +20)

x,reZN>

= E( fo(@)E(fi(z+r)fo(x + 2r)|r € Zy)

x € ZN> (6.20)

= E(fg(x)E(f1($ +(r— a:))fg(x +2(r — x))

TEZN)

IEZN>
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= E( fo(@)E(f1(r)f2(2r — 2)|r € Zn) |z € ZN>

fo@E(fu(r/2 f2(2(r/2) — @) |r € Zy)

$€ZN)

fo(@)E(f1(r/2) fo(r — 2)|r € Z)

$€ZN>

x,rEZN)

= E(A(r/2E(fol0) folr — 2)|a € Zy)

TEZN>

= E fl(r/Q)IE<f0(x +r)fa(r— (z —i—’l“))‘.%’ € ZN>

T‘GZN>

Y1,y2 € ZN)- (6.21)

’I”EZN>

= E fl(T’/Q)E(fo($ + T’)fg(—$)}$ S ZN)

= E( fi(r/2) fo(z + 1) fa(—2x)

(
(
(
= B( @A/ 1)
(
(
(
(

x,r e ZN>

_ E(fo(yl +v2) f1(y2/2) f2(—v1)

El hecho que el primer término, y2/2, no depende de y;, y que el segundo término, —yi,
no depende de yo permitird usar la desigualdad de Cauchy-Schwarz sin necesidad de algin
cambio de variables. Como suponemos que N > 1 es un primo grande, entonces podemos

calcular

Jo = E(fo(yl+yz)f1(y2/2)f2(—y1)

Y1,Y2 € ZN)

= E(E(fo(yl +12) [1(y2/2)|y2 € Zn) f2(—1)

Y1 EZN)-

Como |fs| < v, tenemos que

|Jo| < E(\E(f()(yl+y2)f1(y2/2)\y2GZN)\V(—ZH)

Yy € ZN)

= E(‘E(f()(yl o) f1(y2/2)|v2 € Zn) [V /2 (=) - M2 (=)

S ZN>.

De la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

1/2

ol < E(Eo(n + 9212/ € Z) o) € 2a) B (vl € 24)

Puesto que E(r) =1+ o(1), tenemos que

ol < (1+0(0) 2 2, (6.22)
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donde

5= E(!E(fo(.m ) /2| € Zn) Pr(—m)

Y1 € ZN)
= E(E(fo(yl +y2) [1(y2/2)|y2 € Zn) x

<E(folyr + v5) [1(45/2) v € Zn)v(—11)

y1 € ZN)

= E(fo(yl + y2) fo(yr + va) f1(y2/2) f1(ya/2)v(—y1)

y17y27y§ € ZN)

Asi,

Jio= E(E(fo(y1 +y2) folyr + yo)v(—y1) |y € Zn) f1(y2/2) f1(4/2)

y?;yé € ZN)?

y como |fi| <wv

|Ji] < E(\E(fo(?h +y2) folyr + yo)v(—y1) |y € Zn) |v(y2/2)v(y5/2)

Z/27y§ € ZN)a
= E(\E(fo(yl +y2) folyr + va)v(—y1)|yr € Zn) |V 2 (y2/2)v 2 (yh/2) x

2 (ya /200 (45/2)

Y2, Yo € ZN>~

Nuevamente, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1/2
| 1| < E(\E(fo(yl +y2) folyr + yo)v(—un) |1 € Zn) v (y2/2)v(vh/2) | yo, vy € ZN) X

1/2
x E<v<y2/2>u<y;/z> Yoty € ZN) |

esto es,

1] < JyE(v),

con

Jy = E(\E(fo(yl + y2) folyr + yo)v(—y1)|y1 € Zn) |2V(y2/2)V(y§/2)

Y2, s € ZN>7
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de donde

L2 < (14 o(1)

Luego, de (6.22)
ol < Jy/*(1+ o(1)). (6.23)

Hagamos una estimacion de Ja,

Jo = E<E(f0(y1 +y2) folyr + yo)v(—y1) |y € Zn)E(fo(yy + v2) folyy + va)v(—y1) |yl € Zn)

Y2, Yo € ZN>

= E(fo(zn + y2) fo(y1 + y2) fo(yr + y2) fo(yr + va)v(—y1)v(—y1)v(y2/2)v(ya/2)

yl)yiay%yé € ZN)
Si no fuese por los términos v, Ja serfa || fol|{2. Si reemplazamos el cubo
/ A . / ’
{(y1 + Y2, 01+ Y2, Y1 Yo, Yh +YR)5 YL YL Y2, Y € ZN},

por {(m,x + hi,x + ha,x + h1 + ha); x,hi, hy € ZN}, (a través de un cambio de variables
como el hecho en (6.21])), resulta que

Jo = E<f0(33)f0(:v + h1)f0(l’ + hQ)fo(l‘ + hy + hz)W($, h1, h2)

x,hi,ho € ZN>,
donde
W(z,h1,ha) = E(V(—y)y(—y —h)v((z—y)/2)v((z —y+he)/2) ‘y € ZN>. (6.24)

Para comparar Jy con || fo||f;2 requerimos comparar W (z, k1, ha) con 1.

J2 — || follte = E(fo(x)fo(x + h1) fo(x + ha) fo(x + k1 + ho)W (z, ha, ho) |z, ha, ho € ZN>
- E(fo(m)fo(zr + h1) fo(x + ha) fo(x + hi + ho) |z, hi, ha € ZN>
= E(fo(:c)fo(m + h1) fo(x + ho) fo(z + by + ha) (W (2, h1, he) — 1) |2, by, hy € ZN>,
asf,
J2 — | follfe] < E(V(:U)l/(ac + h)v(z + ho)v(x + hy + ho)|W (z, by, ho) — 1||2, by, he € ZN>

= IE<1/1/2(:U)1/1/2(1‘ + h) 2 (@ + ho)vM 2 (x + by + ho)|W (2, by, he) — 1] x

x 2 (2) 2 (@ 4+ h) )W P (@ + ho)v V2 (z + hy + ho)

z,hi,hy € ZN).
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Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

|72 = |l fol

1/2
< E(l/(a:)u(x + hi)v(z + ho)v(x + hi + ho)|x, hy, ho € ZN> X

X E<I/(.%')V(SU + hl)V(.T + hQ)V(.CIJ + hq + h2) (W(CE, hi, hg)—

) 1/2
- 1) x,hl,hz S ZN>

1/2
< E(V($)V(l‘ + hl)l/(l‘ + hg)l/($ + hy + hz) x,h1,hy € ZN> X

X E(V(x)y(x + h1)v(z + ho)v(z 4 by + ho)W?(x, ha, ho) |z, by, he € ZN> —

—2E <V(:c)y(as + hi)v(z + ho)v(x + hy + h2)W(x, hi, ha)

x,hi,hy € ZN>+

1/2
:L‘,hl,hQEZN)] .

Asi, para mostrar que ‘Jg — f0|\4U2‘ es convenientemente pequerio es suficiente mostrar que

+ E(V(ZE)I/(:L‘ + hi)v(x + ho)v(z + hy + ha)

E(V(x)y(:x + h1)v(z + ho)v(x + hi + ho)W9(x, hy, h)

x,ha, hg) =1+o0(1)

para ¢ = 0,1, 2. Pero esto 1ltimo se sigue de la condicion de formas lineales, por ejemplo, el

caso ¢ = 2 es justamente la expresion (6.7)). O

Retornemos ahora a la prueba de (6.19]) en el caso general. Supongamos que 0 < d < k—1,
y que tenemos los vectores y = (y1,...,Yx—1) € Z?V_l vy = W g Ypq) € Z%. Para
cualquier S C {k —d,...,k — 1} definamos el vector y(%) = (ygs), e y,(i)l) € Zﬁ“{l como
9) Vi, sitgs

(5) _
yl - , . .
y;,, siies.

El conjunto S indica las componentes de ) que provienen de /.

Lema 6.3 (Lema de Cauchy-Schwarz). Seav : Zy — R* una medida. Sean ¢o, ¢1, ..., dr_1 :
Zf\,_l — Zn funciones de k — 1 variables y1,y2,-..,yrx—1 tales que ¢; no depende de y; para
1 < i < k— 1. Supongamos que fo, f1,...,fr_1 € L' (Zn) sean funciones satisfaciendo

|fi(z)| < v(z) para todo x € Zn y para todo i, 0 < i < k —1. Para cada 0 < d < k —1,
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definimos las cantidades

-1

k—d
Jd:E( T (I Ao (I ez ,y’eZ?v> (6.25

SC{k—d,..k-1} i=0 i=k—d
Y
Fy= E( 11 V(¢k—d—1(y(s)))’y ez, v e Z?v)- (6.26)

SC{k—d,...k—1}

Entonces para cada 0 < d < k — 2, tenemos la desigualdad
| Jal® < PaJgs.- (6.27)

Observacién 6.3. La aparicién de v'/? en la ecuacion puede parecer extrana. Sin
b ; no depende de la i-ési jable, cada factor v'/? en ion (6.2
embargo, como ¢; no depende de la i-ésima variable, cada factor v'/* en la ecuacion (6.

ocurre dos veces. St tomamos k =3 y

do(y1,y2) = y1 +y2, d1(y1,92) = y2/2, Pa2(y1,v2) = —y1, (6.28)
obtenemos las cantidades Jy, J1 y Jo que coinciden con los de la precedente discusion.

Demostracion. Sea 0 < d <k —2 (aqui 1 <k —d—1). Consideremos

k—d—1 k-1
Ja = E( 11 [ IT fites™) T V1/2(¢i(y(s)))]

SC{k—d,....,k—1} 1=0 i=k—d

y €LY = Wheigs - Yh1) € Z;{,),

El producto del cual se toma el promedio es de la forma

k—d—1 k—1
Il [ [1 sitos™) 11 v”Q(az-(y(S)))]
SC{k—d,...k—1} L =0 imh—d

—2

k—d
= I1 fred-1(bh-a1(y'D)) 11 [ I fi(eiw®

SC{kfd, Lk—1} SC{k—d,....k—1} L =0
% H V1/2 )]

—d
= H [fk—d—l (Sr—a—1(y™)) =12 (éf)k—d—l(y(s)))] X

Sg{k N 7k_1}

< 11 r_ﬁl_in(@(y(S) ﬁ v (¢ >)]-

SC{k—d,...k—1} L i=0
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Aqui hemos dividido y multiplicado por factores de la forma v'/2(¢p_q_1(y*®))), para cada
SC{k—d,...,k—1}. Como ¢y_4—1 no depende de yx_4—1, tomando promedios sobre las

demds variables Y1, ..., Yk—d—2, Yk—ds - - - s Yk—1>Yp_gs - - - » Yp_1» tENEMOS

Ja = E( H Frea1(Br-a-1 @)V (¢p_a1 (D)) x
SC{k—d,....k—1}

( T1 [T et TT (66 lucs ez

SC{k—d,...k—1} - i=0

Yty -5 Yk—d—2>Yk—d> - - - 7yk717y;g—d7 s 7y;€,1 € ZN) .

Asi
Ja= E<G(y, Y)VH Y, Y ) Y15 - Yk—d—2, Yk—d> - - 2 Yk—1s Ypo—dd> -+ Y1 € ZN>,
donde
Gy, y) = H Frmae1 (Br—d—1 )2 (¢p—a1 (y'))
SC{k—d,...k—1}
y

k—d—2 -

H(yvy/):E< 11 [ 1:[ Fi(i(y'™)) H v (¢ )))]

SC{k—d,....k—1}

Yk—d—1 € ZN)-
Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

1/2
|Jd| < E<‘G(yay/)|2 ylv"'ayk—d—27yk‘—d7"'ayk—by],c—dv"'7yllg—1 6Z]\f) X

1/2
Y1,y Yk—d—2,Yk—ds - - - 7yk*17y;q:—d7 o 7?!;@_1 S ZN) )

E(\H<y7y'>12

y asi

af? < E(\G@,y’)\?

Yty - -5 Yk—d—2>Yk—d; - - '7yk717y;<:—d7 s 7y;cfl € ZN) X

E(|H<y,y')|2

Y1, -5 Yk—d—25Yk—d, - - - 7yk—1ay;g—da R y;c—l € ZN) .
Como |fr—g—1(z)| < v(x) para todo = € Zy, vemos de (6.26]) que

E(|G<y,y/>|2

Ytis -y Yk—d—2,Yk—d, - - - 7yk—17y,§c—d7° : 'ay;g—l € ZN) < Pd'
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En efecto,

Y, oo s Yk—d—2,Yk—d> - - - 7yk—1)y;<:—d7 s 7y;<;—1 S ZN)

E(\G@,y'n?
< ]E( H V(cf)k—d—l(y(s)))

SC{k—d,....k—1}

Yty oy Yk—d—2>Yk—dy - - - 7yk—1ay;g—d7' . 'ay;c—l € ZN)

B E( II vloeaa™) ’y ez € Z?V> = P

SC{k—d,....k—1}
La ultima igualdad se da ya que en el promedio de (6.26)) es irrelevante la variable yi_4_1,

puesto que ¢r_4_1 no depende de esta variable. Ademas,

Yooy Yked=2y Ykeds - - - Yk—1s Yhdr - - -1 Y1 € ZN)

B (1)

=E<E( I1 [kf[in(qbi(y H v'(¢ <S>>)}yk_d_lezN)}x (6.29)

SC{k—d,...k—1} - =0

xE(E( 11 [kf[: H V2 (i(y ))\y;_d_leZN)} (6.30)

SC{k—d,....k—1}

Yi, -5 Yk—d—25Yk—dy - - - s Yk—1, y;cf(b s 73/2;,1 € ZN) .

En (6.29 yl(i)d_l = Yr_d—1, mientras que en (|6.30)), y,(i)d_l = y}c_d_l. Luego

E(\H(yjy’)ﬁ Yl s Ykd—2s Ykeds - - - » Y15 Yoedds - - - » Y1 € ZN)
k—d—2 k—1
:E< H [ H fi(#iy (y) H V1/2(¢i(y(s)))] X
SC{k—d,....k—1} =0 i=k—d—1
k—d—2 k—1
X 11 [ fi(6:i ') v'2(¢ (y(s)))}
SCl{k—d—1k—d,..k—1}; k—d—1eS " i=0 i=k—d—1

/ / /
Yty - 3 Yk—d—2>Yk—d—1,Yk—d> - - - s Yk—1sYk—d—1>Yk—d> - - - s Yk—1 S ZN)

:E< H [kilj)Q 1:[ 1/2 ))]

SC{k—d—1,...k—1}

yeZy 'y € Z?V“> = Jat1.

Asi
/ /
Y1y oo s Yh=d—2 Yh—d> - - - Yk—1:Yk—d> - - - > Y—1 € ZN>)

Jgp1 = E(’H(yay/)|2
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y por lo tanto

| Jal? < PaJaa, (6.31)

con lo cual el lema queda demostrado. O

Aplicando el lema anterior k — 1 veces obtenemos

k2
1 Jol* " < s H 2 (6.32)
d=0
En efecto,
|Jo* < PyJy [ Jo|* < P37 < P12
|[? < Py Jol* < BY PLJ3 < Y PEPyJs
ol < PaJs o' < By Py PyJ3 < By P P3Py
k—1 k2 k—2—d
| Ji—2l® < Pro—aJi ol <L [ P
d=0
De (6.25) tenemos que
k-1
Jo = E( H fi(oi(y))|y € Z’Xﬂ) (6.33)
i=0

Demostracidn de la proposicion[6.3. Para y = (yi1,...,yp—1) € Zﬁc\fl, sean

para i =0,...,k — 1. Recordemos que ¢; = 0 sélo cuando j = 0. Entonces ¢o(y) =y1+---+

Yk—1 y @i no depende de y; para 1 <7 < k— 1. Notemos que si k = 3 y ¢; = j obtenemos los

¢; como en ((6.28]).
k—1 k—1
o0 = -a( %),
J=1 7=1

Sea & : Z?\fl — 72, definida por

B(y) = <yl+“'+yk—17y1+“'+yk_1)-
a1 Ch—1

La funcién ® es una aplicacion recubridora. En efecto, dados =, € Zy y y € Z?V_l tenemos
que ®(y) = (z,r) si, y sblo si

c1 Ch1
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esto es, si y sélo si

C1

1 1\ Y=z et

Asi, para cada z = (x,7) € Z%;, ®71(2) tiene N*~3 elementos.

Consideremos las aplicaciones 7T} : Z?V — Zpn definida por
Tj(a,b) = a — ¢;b,

para 1 < j <k — 1. Tenemos que

ke
ool = E<y1+"'+yk—1,%+---+zk i)
= y1+~--+yk_1—cj(ﬂJr...erk—l)
€1 Ck—1

Asi,

=

k—1
E( H f](.’L' + Cj?”)

Jj=0

x,reZN> =

|
=

> .
(|
—- O

1 Il
= =
/N /7 N /7 N/
>~ .
LL
: Sk : )
/N
: -3
—~
I
=,
N’
N
m
N
=T
~__—

I
S
<.
Il
o

(6.34)

gracias a (6.33]). Por otro lado P; =14 0(1) paratodo 0 < d <k—2 (as{, 1 <k—d—1). En

efecto,

P, = E( H V(dh—a1(y))

SC{k—d,....k—1}

yeZh 1ty € Z‘Ji\z),

v satisface la (k2F~1, 3k — 4, k)-condicién de formas lineales, 2¢ < k21 yd+k—1<3k—4

(pues d < k —2), y los ¢; son tales que |c;j| < k — 1. En realidad, es suficiente que v satisfaga
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la (2%, k — 1 4 d, k)-condicién de formas lineales. Aplicando (6.32)) obtenemos

Estimemos ahora

Jk—1

d
|

Ahora consideremos y € Zy fijo. Cuando S varfa sobre todos los subconjuntos de {1, ...

B < (14 0(1) Jpr.

0 k-1
11 [ [LA(@™)) TTv2 (000!
SC{1,...,.k—1} - i=0 i1
H [fo do(y H 1/1/2 (;Sl
SC{1,....k—1}

)

)

(6.35)

y € Zlfv_l,y' € Zlfv_1>

k— k—
yeZhty ez 1).

7k_

1}, ¢o(y¥)) varfa sobre el cubo (k — 1)-dimensional {x +w-h:we{0, 1}]“_1}7 donde

T=y14+- A+ Y1 Yy hi=1y]

— Y, i:1,2,...

sk —1.

Y 4% varfa sobre {y +wh: w € {0,1}k_1}, donde y = (y1,...,Yk—1) ¥ (wh); = wjh;j,
1<j<k—1.

J,H:E(
d
(
[
[

E

&=

&=

:E(E(

:E<

E(

[I

SC{l,...k—
=(

E( I |5

I

[fo ®o(y H y1/2 } Y € Zlf\,_l,y' € Zlfv_1>
1}
H [fo Po(y H V2 (¢ } RS Z’f\,—1> ye Z’f\,_1>
SC{l,...k—1}
(¢o(y) +w-h va y+‘”h))Hh€Z§€vl) y6Z§V1>
we{0,1}k-1 i=1
k—1
foleolw) +w-n) ] IIJQ@MmeD%hGZﬁﬁ
we{0,1}k—1 i=1

we{0,1}k-1

H fo(do(y) +w - h) H HV1/2

wef{0,1}k-1 we{0,1 k-1 i=1
Yi,-- s Yk—2 € ZN)

I f@+on TI HVW
we{0,1}k-1 we{0,1}k-1 i=1

— Yp—2) + wh)) )x € Zn,h € Zf\,”)

[1

we{0,1}k-1

folx +w-h)
we{0,1}k-1 =1
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y+wh‘%1eZMhGZk0

yYk—2, T — Y1 —

Yy Yk—2 GZN)

k-1
H HV1/2(¢i((y1,...

y Yk—2, L — Y1



— Y2 — - _yk72> +Wh)) TyYls- -5 Yk—2 € ZN?h’E Z]]CV_1>
k—1
:E< H fo(.’L‘+th)E( H HV1/2(¢i((y1>"'7yk—27x
we{0,1}k-1 wef{0,1}k-1 i=1
— Y1 — Yo — ..._yk72)+wh))‘y1,...,yk,2 EZN> xr €Zn,h € Z];V_1>
Je 1 = E( Il fH@+w -nW(h)eeZy,he Z’;V—1>, (6.36)
we{0,1}k-1
donde
Wz, h)

k—1
=E< I1 HV1/2(¢i((y17-'-7yk_2,ﬂ:—y1 —-'-—yk_2)+wh)) Yoo Yk EZN>

wel0,1}k-1 i=1

k-1
E(H 11 V1/2<¢i((y17---,yk—2,$*yl == Yk—2) +Wh)) Yi,-- - Yk—2 € ZN)

i=1 we{0,1}5-1

E(H[ I oPeeren) I 2o+

i=1" we{0,1}F~1, w;=0 we{0,1}k—1 w;=1

k—1
B E<H II vy +wn)

i=1 we{0,1}k~1,w;=0

y1,--~7yk—2€ZN>

Yty Yk—2 EZN>,

donde la componente j-ésima de yesy; paral < j<k—-2, eyp_1 =T —y1 — - — Yr—2.
Por definicién de norma U*F~!, tenemos que

E( H folx+w-h)

wef0,1}k-1

2k—1

z€ZN,he Z'fv‘1> = [l follge—-

Para mostrar (6.19) es suficiente, por (6.34)), (6.35) y (6.36]), probar que

E<(W(m,h) 1) JI fo@+w-h)

we{0,1}k-1

x € ZLn,h e Z]]@l) = o(1).

Como |f;| < v es suficiente mostrar que

E<|W(x,h)—1‘ H v(iz+w-h)

we{0,1} k-1

z€Zy,he Z?V*) =o(1).

Tenemos que el lado izquierdo de la anterior desigualdad se puede expresar como

E(‘W(m,h)” H V2 (x4 w-h) H 2z +w-h)

we{0,1}k-1 we{0,1}k-1

r€Zn,he Z’j\,l).
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Y por la desigualdad de Cauchy-Schwarz esta expresién es menor o igual que

IE(‘VV(:U,h)—l‘2 H vz +w-h)

we{0,1}k-1

1/2
z €7y, he Z’f\,—1> IE( I[I v@+w-n
wef{0,1}k-1

1/2
r€Zn,he Z?\ﬂ) .

Asi, es suficiente mostrar el siguiente lema.

Lema 6.4. Paran = 0,2 tenemos

E<|W(x,h) 1" J] v@+w-h)

we{0,1}k-1

x €Zn,h € Zﬁ,l) =0"+o(1).

Aqui convenimos que 00 = 1.

Demostracién. Desarrollando |W (z,h) — 1| = W?(x, h) — 2W (2, h) + 1, vemos que es sufi-

ciente mostrar que

E<W(m, h)4 H vit+w-h)|x € Zp,h € Zf\ﬂ) =1+o0(1)
we{0,1}k-1

para ¢ = 0,1, 2.

» Cuando ¢ = 0 usamos la (271, k, 1)-condicién de formas lineales. En este caso aparecen

formas lineales en las variables x, h1,..., hi_1, del tipo
(z,h1,...,hg1) = = +w-h, donde w € {0,1}F~1.

Existen 281 formas de este tipo.

= En caso que ¢ = 1 usamos la (2’“*2(16 +1),2k -2, k)—condicién de formas lineales. En
este caso se presentan formas lineales en las variables =, hq, ..., hg_1,Y1,-..,Yp_2, de

los siguientes tipos: para cada 1 <i <k — 1y cada w € {0,1}*, con w; = 0,
(y17 ey Yk—2, 7, h17 .. 7hk‘—1) — ¢Z(y + Wh)7
y para cada w € {0, 1}F~1,

(Y1, Yk—2,2) = =+ w - h.
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Del primer tipo hay 2¥72(k — 1) formas, y del segundo hay 2¢~! formas. Luego, en total
hay 28=2(k + 1) formas. Las formas ¢; involucran términos fraccionarios del tipo é

donde ¢; € {—-k+1,...,—1,0,1,...,k—1}. Asi, Lo = k.

Finalmente, cuando ¢ = 2 usamos la (k2k*1,3k — 4, k)-condicién de formas lineales.
En este caso aparecen formas en las variables z, k1, ..., Ak—1,Y1,- -, Yk—2, Y15 - -+, yfg_Q
(hay k + 2(k — 2) = 3k — 4 variables). Se presentan tres tipos de formas lineales. Las

del primer tipo son

(yla o 7yk727w7h17 o 7hk‘71) — ¢Z(y+w}l)7

para cada 1 <i<k—1ycadaw € {0,1}*71, con w; = 0, (de este tipo hay 28=2(k — 1)

formas). Las del segundo tipo son

(y{la s 7y;cf27xah1a . '7hk71) = ¢l(y/ +wh)7

para cada 1 <i<k—1y cadaw € {0,1}*7!, con w; = 1, (de este tipo hay 2¥72(k — 1)

formas). Y las del tercer tipo son
(hla"'ah’k‘—l) — T+ w-h,

donde w € {0,1}*~! (hay 2*~! formas de este tipo). En total hay k2*~! formas. Ademds,

L con |¢j| <k, y por lo tanto Lo = k.

las formas ¢; involucran términos de la forma -
J

Recordemos que yp—1 =2 — Y1 — - —Yp—2 Y Yp1 =T — Y| — — Yp_o-

Con lo cual, concluimos la prueba de la proposicién ]

Funciones Gowers anti-uniformes

Habiendo estudiado la U¥~1-norma, ahora estudiaremos la norma dual (U*~1)*.

Definiciéon 6.8. Dada una funcion g : Zy — R definimos su norma dual de Gowers

gl ey = sup {|{f, )]+ f € UR2@w), || fllgnr <1} (6.37)

Y decimos que g es anti-uniforme segiin Gowers si ||g||x-1)« = O(1) y ||g]|= = O(1).
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Si g es anti-uniforme segiin Gowers y si |< 7 g>‘ es grande, entonces f no puede ser uniforme

segin Gowers (esto es, f no puede tener norma de Gowers pequena) puesto que

f
’<Hf||Uk—1’g>‘ S HgH(U’c—l)* para f # 0,

y entonces

|<fag>‘ < HfHUk—lHQH(Uk—l)*-

La (U*1')*-norma dual es una norma genuina para k > 3, puesto que la U*~!-norma es una

auténtica norma para k > 3. En el caso k = 3 tenemos la férmula explicita,

3/4
~ 4/3 ~
gl @2y« = ( 3 fae)] ) = [9lli4/3(z)-

E€ELN

Por ejemplo, de la férmula de inversién y la desigualdad de Holder,

E( > F(©wg(x)

E€LN

(1.0 = [EU@9@]e e Zy)| =

S qu)|

1/4 3/4
= f(&)@(—@' < ( Y |f<§>\4> ( 3 |§<—5)!4/3>

geZN fEZN SEZN

3/4
Hfl!uz( 3 \a<§>|4/3)

§ELN

— Z f(f)E(wxfg(:U)‘x € ZN)‘

£ELN

3/4
Asf tenemos que ||g]| 2y < ( 3 »@(s)\““’) = 119113320
EELN

Ademés, por la definicién de la (U*~1)*-norma dual,
lallssy = sup{|(F.g)] : £ € U@, 1flles <1},

Asi tenemos que, para f # 0,

/
<HfHUkl79 < HgH(Uk*l)*a y por lo tanto

‘(f,g)‘ < HfHUk—ngH(Uk—l)*, para toda f: Zy — R.

En esta seccidn veremos como generar una clase de funciones anti-uniformes segin Gowers.
En la siguiente seccién veremos que toda funcion se puede descomponer en una parte uniforme

segin Gowers, mas otra parte anti-uniforme segin Gowers que es acotada.
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Un modo sencillo de generar funciones anti-uniformes segtin Gowers es la siguiente. Para cada

funcién F € LY(Zy) definimos la funcién dual DF de F como

DF(x)zIE( 11 F(z +w-h)

we{0,1}E—1, w0

he Z’;Vl) (6.38)

donde 0 denota al elemento de {0,1}*~! consistente de coordenadas nulas.

Lema 6.5. Sea v una medida k-pseudoaleatoria, y sea F € L'(Zy). Entonces, tenemos las

identidades
(F,DF) = ||F|[%. . (6.39)
Y
k—1_
IDF||(r-1y- = [|1F|[7 " (6.40)

Si ademds asumimos que
|F(z)| < v(z)+ 1 para todo x € Zy,

entonces tenemos que

IDF||p < 22771 4+ 0(1). (6.41)

.%'GZN)‘

erMheZQQ

Demostracion. De (2.12) y (6.38]), tenemos que

(DF,F)| = IE(F(:(;)IE( 1T Flz+w- h)‘h € Z’;V—l)
we{0,1}k—1 w=£0

= E(F(l’) H F(x+w-h)

we{0,1}5 -1 w£0

= E( H F(x+w-h)

r€Zn,hE Z’]‘?V*)

wef{0,1}k-1
= [|F|Z,
esto es,
(DF, F)| = [|F||%.

En caso que F' = 0, de (6.38)) tenemos que (6.40) se verifica de hecho. Supongamos que F # 0.
De (6.37) v (6.39) tenemos que

IDFll sy = sup{|(DF, )| f €U, | fllgnr <1}

F >‘ 1
> |{DF, = (DF, F)
< 1F | [ [gre—
k—1_
= |IFI
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Por otro lado, dado una funcién arbitraria f : Zy — R,

(DE,f)| = E(ﬂ@E< I1 l%x+w4whezx4>

we{0,1}k—1 w+#0

.Z'EZN)‘

Y

= E( I fG@+w-n

we{0,1}k-1

erthZﬁﬁ

donde
f stiw=0,

F siw#0.

fw:

Asi, por la desigualdad de Gowers Cauchy-Schwarz,

(OF. 1) = [{(foluetory—)pmr
DE A < T Wolloss = Il IFIZ 7
wef{0,1}k-1

esto es,

1

k—1_ —
[(DF, )] < [[fllyx—[|F|[F5-" para cada f € UFY,

por lo tanto [|DF|| k1)« < HFHQUk,:l_l, y asi

k—1_
IDF || -1y < |IFI[Zsi

v+1

Finalmente, mostremos (6.41)). Por hipétesis |F| < 2< ) = 2vy/p. Asi, es suficiente

mostrar que

Dy jo(z) <14 0(1)

uniformemente en la eleccién de = € Zy. El lado izquierdo puede ser expandido, de (/6.38)),

como

E( H vijp(z +w-h)

we{0,1}k—1 w=£0

k—
h e Zy 1).

Usando la condicién de formas lineales (6.4) (y el lema [6.1)) esta expresion es 1+ o(1). (este
es el unico lugar en donde usamos la condicién de formas lineales en el caso no homogéneo,
donde alguno de los b; es no nulo, b; # 0; aqui todos los b; son iguales a z). Observe que
corresponde al caso k = 3 de la aplicacién de la condicion de formas lineales a la situacién

actual. O

Llamaremos a las funciones de la forma DF, donde F' es puntualmente acotada por v + 1

(esto es, F(z) < v(z) + 1 para todo = € Zy) como funciones anti-uniformes bdsicas segin
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Gowers. Observe que de la ecuacion ((6.41) para N suficientemente grande las funciones de

este tipo toman valores sobre el intervalo I = [ - 221671,221671 ]

Proposiciéon 6.4. Supongamos que v sea una medida k-pseudoaleatoria. Sean K > 1 un
entero fijo, I = [ — 22k_1,22k_1] y ® : I — R una funcidn continua y DF},..., DFy

funciones anti-uniformes bdsicas segun Gowers, y definamos la funcion ¥ : Zy — R por
Y(z) = ®(DFy, ..., DFk).
Entonces
<1/ - 1,1/)> = ok, (1).

Ademids, si ® varia sobre un subconjunto compacto E C CO(I™) de funciones continuas sobre
I% (en la topologia uniforme) entonces la cota es uniforme en ® (esto es, podemos reemplazar

or.a(1) por ok r(1) en este caso).

Probaremos este resultado en dos pasos. Primero estableceremos el resultado para &
polinomial y entonces usaremos un argumento de aproximacién de Weierstrass para deducir
el caso general.

Sea K > 1,y sean Fy,..., Fx € L'(Zy) funciones tales que
’FJ(Q:)’ <v(x)+1paratodox € Zy, 1 <j < K.

Reemplazando v por (v+1)/2, dividiendo los F}j por 2, y usando el lemapodemos asumir

sin pérdida de generalidad que
|Fj(z)| < v(z) para todo z € Zy, 1 < j < K. (6.42)

Lema 6.6. Sea d > 1 un entero. Para cualquier polinomio P de K wvariables y grado d con

coeficientes reales (independientes de N ), tenemos que
||P(DFy, ... ,DFK)||(Uk,1)* = Oka.p(1).

Demostracion. Por la linealidad es suficiente probar esto cuando P es un monomio. Redefi-

niendo el monomio P si es necesario, podemos suponer que P es de la forma
P(z1,72,...,TK 1,TK) = 172 TK 1TK.

En efecto, si

P(zy,...,xx) =2 -+ 25, donde e; + -+ + e = d,
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tenemos que P(DFy,...,DFk) = DFy'---DFX. Si consideramos el polinomio @ definido

por Q(y1,y2-..,Yd) = Y1y2 - - - Y4, entonces
P(DF,,...,DFx) = Q(DFy,...,DF,...,DFx, ..., DFx),

donde DF; en () se repite e; veces.

Requerimos probar que <f, HDFJ> = Ok(1) para toda f: Zn — R tal que ||f||yr—1 < 1.
j=1

K
Por definicién < 1, H DF]-> es igual a
j=1

E(f(x) ﬁE( 1T Fi(z 4w - h(j))‘h(j) S zﬁfﬁ)

Jj=1 we{0,1}k—1 w+#£0

JIGZN>.

Hacemos el cambio de variables h) = h+HU) para cada h € Z?V_l y reescribimos la expresiéon
anterior como

E(f(x)HE( 1T Fj(x+w-h<f'>)‘h<j> eZﬁ,l)

j we{0,1}F—1 w=£0

7j=1
K
:E(f(a:)HE( 1T Fj(:zr+w~H(j)+w-h)’H(j) ezﬁv—l)
j=1

we{0,1}k—1 w+#0

r€Zn,he Z’j\,l)

z €Zn,he Zf\,1> (6.43)

Expandiendo la productoria en j e intercambiando esperanzas (promedios E), esto tltimo se

reescribira como

E<<(f‘”’H)we{0,1}k—1>Uk1 H e (Zlfv_l)K>= (6.44)

donde H = (HW, ..., HF)), fou = [y fo,H = gu.m Para w # 0, donde

w-H:(w-H(l),...,w-H(K))

K
Gu) ) = H Fj(z + u'9)) para cualesquiera vV, ... w5 € Zy. (6.45)
j=1
Por ejemplo, en el caso en el que K = 2 se tiene de ((6.43)),

E(f(:r)E( II ~Ae+ro-HY+w. h)’H(l) € Z’;V—1> x
we{0,1}k—1 w40

xIE< 1T Fg(m+w-H(2)+w-h)'H(2) eZ§V1>
we{0,1}k—1 w#0

re€Zn,he Zﬁ“vl)
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=E<E(f(w) 11 Fl(x—i-w-H(l)—i-w-h)‘H(l) e i)
we{0,1}k—1 w40

XE< II F2($+w-H(2)+w'h)‘H(2) ez’;fv—l)
weq{0,1}k—1 w=£0

r€Zy,he Z’;v—1>

:E<E<f(:c) 11 [Fl(:c+w-H<1>+w-h)F2(:c+w-H(2>+w-h)HH<1>,
we{0,1}k—1 w=£0

H® e Z’;V—l)

r€Zn,hE Z@*)

:IE(f(a:) H HF t+w-HY 4w h)

we{0,11h—1 w0 i=1

z€Zy,h, HY H® ¢ Z’jv—1>

2
:E<E<f(m) H HFi(x+w-H(i)+w'h)

we{0,1}k—1 w=£0 1=1

z €7ZN,hE Zﬁvl> ‘H(l), H® ¢ Zﬁ,l)

= E(E( H F, g0 po(@+w-h)lz € Zy,h e zk- 1) ‘H(l),H@) . Zﬁﬂ),

we{0,1}k-1

donde

Fy gy g (&) = f(§) para todo € € Zy,

F, g ge () =R +w: HYFy(¢ + w - H?)) para todo w # 0,

w,

y todo £ € Zy. Por lo tanto

E <E( H Fw’H(l)yH(Q) (r4w - h)

we{0,1}k-1
= << (FW,H(1)7H(2) )we{oyl}k—l >Uk_1

Volviendo a ([6.44)), por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos

<f7 ﬁDFj> = E<<<gw~H)w€{O,l}k—1>Uk1‘H € (Z];V_l)K>
j=1

r€Zn,he Z’j\,l)

H(l),H(Z) e Z§CV1>

k—
HY H® ¢ 7% 1).

K
( 9ol s |H € (ZK) )
we{0,1}k-1
WK
< E(HfHUk 1 9w m |1 | H € (Zlfv 1) )
we{0, 1}’C 1 w#0
SE( |19w- || 71

H e (zZ) )

we{0,1}F—1, w#0
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k—1_q\ 1/(2F71=1) WK
< E( (HgUJ'HH?]k—l 1) H e (Z?\/ 1) )
weq{0,1}k—1 w=£0
1/(2k1-1)
k—1_ _1\K
< E( ng'HHQkal 1] H e (Z];V 1) )
wed{0, 1}’C 1 w##0

Ahora, por la desigualdad de la media geométrica y media aritmética, tenemos

K
(#1l7m) < E(gk > ng.Hil?}li‘lHe(Z?v‘1>K>
j=1

wE{O,l}kfl,w;éO

— 1\ K
= E ngHHUk 1 WE{O,I}k 1,W7EO,H€(Z’;V1) )

_ < (g2 ‘He (Z5) )’we{(),l}k_l,w#()).

Luego es suficiente probar que
2k=1_1
B (a2

para cada w € {0, 1}~ w # 0.

H e (25)") = 0x()

Fijemos w € {0,1}*71, w # 0. Por la desigualdad de Holder (para pi,...,p, € Z enteros

positivos tales que 1/py + -+ + 1/pn = 1, se tiene que [[f1 -+ fullt < [[fillps - [ fmllp )

tenemos que

E(ugw.HHUk

He (25 ) =E(1 Vgl - et s

He (Zﬁ,‘l)K>
= H¢0¢1 to ¢2k—1—1H17

donde ¢o(H) =1y ¢n(H) = ||gw-m||yx—1 para cada H € (Z?V_I)K, 1<n<2F1 1. Asi

2k—1_1
9001011l < ol T Ilnllans
n=1
k—1_
< Hﬁbngk—l !

(2k—171)/2k—1
He (2 )")

= H"3<¢1(H)2k_1
< E(qﬁl(H)le

9k—1

= E<||gw~H||Uk1

Por lo tanto, es suficiente mostrar que

k—1
E(ng.mr?ﬁ 1

He (Z’;V—l)K)
He (Z’;V—I)K>.

He (Z’;V—l)K> = Ok (1).
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Como w # 0 (es fijo), la funcién
®:H=(HY,  HEY»w H=(w-HY, . . o HE)

es un cubrimiento uniforme de Z]If, por (Zf{l)K. Asi, por 1} podemos modificar el lado

izquierdo de la igualdad anterior

k—1 WK
E<||9<I>(H)|[2]k1 H e (Z?V 1) >

JEZN>

u(l),...,u(K) € ZN>

gJHUk 1

k 1
=K ng(l) u(K)HUk 1

I
=

E 9y, (T + @ h)
wG{O l}k 1

< H HF TH+w- h—i—u(J)) z,uD, . ) EZN,hGZ]fV_1>
@e{0,1}k-1 j=1

r€Zn,he Z’jvl>

u(l), . 7u(K) € ZN>

I
=

K

=FE H H Fj(a:—i—cb-h—i—u(j)) m,u(l),...,u(K)EZN,hEZfV_1>
J=loef{0,1}k-1
K

=E H Fi(z+®-h+ul) u(j)EZN> :):EZN,hEZ’fV_1>
J=1 wed{0, 1}k 1
K

:E<HE< 11 Fj(a:+cb-h+u)ueZN>erN,hezﬁv‘l).
Jj=1 &e{0,1}k-1

Aplicando ((6.42), es suficiente mostrar que

E(E( 11 u(x+@-h+u)ueZN>K

@ef{0,1}k-1
Haciendo el cambio de variables y = u 4+ x obtenemos

E(E( 11 u(x+a)-h+u)ueZN>K

@e{0,1}k-1
K
- E<E< I vw+a- h)‘y € ZN> r €7ZN,hE Z’;V1>
@e{0,1}k-1

:IE<IE< H V(y+®~h)‘y€ZN>K her\,l).

we{0,1}5-1

r €Zn,h€E Z§V1> = OK(l).

r€ZN,hE Zﬁv‘1>

Por lo tanto basta mostrar que

E<E< 11 V(y—l-@'h)‘y S ZN>K

@ef{0,1}k-1

h e Z’;V—1> = Ok (1).
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Para ello aplicamos la condicién de correlacién (definicién [6.4). La 2#~!-condicién de corre-

lacién nos dice que

IE( [ vw+h-a

@ef{0,1}k-1

yEZN> < > m(h-(@—a"),

@,0'€{0,1} k=1 HA

donde 7 es la funcién peso que satisface
E(79(m)|m € Zy) = O4(1) para todo g > 1. (6.46)

Aplicando la desigualdad triangular en Ly (Zk 1) obtenemos

E(E( 11 V(erdwh)‘yGZN heZks 1)

@e{0,1}k-1
1/K
gE( > 7(h- (@ a;))] h € 7k 1)
&,0'€{0,1} k=1 oA
1/K
< > [E(T(h-(a)—w)) ‘heZ’fV1>]
&,0'€{0,1}k—1 oA

Luego, queda por mostrar que
E<T(h (@ - w’))K‘h € Z§V1> = Ok (1)
para cualesquiera @, &' € {0,1}*71, tales que @ # @&'. Fijemos @,&" € {0,1}*71, tales que

w#&. Como h+ h-(0— &) es un cubrimiento uniforme de Zy por Z?V_l. Por lo tanto de

(6.13)
E(T(h S(@—a)) e ZN) = E(T(m)K‘m € ZN>.

Asi, de (6.46) con g = K, el lema queda demostrado. O

6.5. Conjuntos de Bohr generalizados y o-algebras

Para usar la proposicion asociaremos un o-algebra a cada funciéon anti-uniforme segin
Gowers, tal que toda funcion medible en cada o-algebra pueda ser aproximada por una funcién

del tipo considerado en la proposicién

Definicion 6.9. Un o-adlgebra B en Zy es cualquier coleccion de subconjuntos de Zy que
contiene el conjunto vacio ) y Zn, y que es cerrado bajo complemento, union e interseccion

de conjuntos. Definimos los atomos de la o-dlgebra B como la familia de los elementos no
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vacios minimales de B (con respecto a la inclusion de conjuntos). Es claro que los dtomos de
B forman una particion de Zy, y B consiste de uniones arbitrarias de sus dtomos (incluyendo
la unidn vacia, §). Una funcion f € LI(Zy) es medible con respecto al o-dlgebra B si los
conjuntos de nivel {fﬁl ({x}) T € R} de f pertenecen a B, o equivalentemente si f es

constante en los dtomos de B.

Definimos L4(B), LY(B) C L(Zn), como el subespacio de LY(Zy) consistente de las
funciones B-medibles, equipadas con la norma L4. Podemos definir el operador esperanza

condicional f +— E(f|B) mediante

E(f1B)(x) =E(f(y)|y € B(x))

para todo x € Zy, donde B(x) es el tinico 4tomo en B que contiene a x.

Si Bi,...,Bg son o-algebras, entonces denotamos por \/5{:1 Bj = B1V---V Bk la o-dlgebra
generada por estas algebras, es decir, la o-algebra cuyos dtomos son las intersecciones de los
atomos en By, ..., Bg. Adoptaremos la convencién de que cuando K = 0, \/JK:1 Bj representa

la o-dlgebra trivial {0, Zx}.

Proposicién 6.5 (Cada funcién genera una o-dlgebra). Sea v una medida k-pseudoaleatoria,
sean 0 < e < 1,0 < n < 1/2 yG e L*(Zy) una funcion tomando valores en el intervalo

I= [—22k_1, 22k_1]. Entonces existe un o-dlgebra Be ,(G) con las siguientes propiedades:

» (G pertenece a este o-dlgebra) Para cualquier o-dlgebra B, tenemos

16 ~ E(GIB N Bey(G)) | o=z < (6.47)

v Bey(G) es generada por una cantidad de dtomos del tipo O(1/€), esto es, existe una
constante C', que solo depende de € y n , tal que la cantidad de dtomos que genera la

o-dlgebra es menor que C'/e para N suficientemente grande.

» (Aprozimacion por funciones continuas) Si A es cualquier dtomo en B, (G), entonces

existe una funcion continua ¥4 : I — [0, 1] tal que

H(lA - \IIA(G))(V + 1)HL1(ZN) = O(n). (6.48)

Ademds W 4 pertenece a un conjunto compacto E = E, , de CO(I) (que es independiente

de F,u,N y A).

143



Demostracion. Del teorema de Fubini y de (6.3 tenemos que

1
/0 ZE(lG(a:)e[e(n—n-i—a),s(n-i—n-&-a)} (V(x) + 1) ‘x € ZN) do = 277E(V(x) + l‘x € ZN) = 0(77)
ne”

En efecto,

1
/O > E(1G(x)e[e(n—n+a)7e(n+n+a)} (v(@)+1) ’x S ZN)da
nez

$€ZN>.

Como G toma valores en I = [ — 22k_1, 22k_1], la sumatoria anterior (al parecer infinita) es

1
=E ( Z /0 1G(x)€[e(n7n+oz),e(n+17+a)] (V<37) + a)da
nel

finita. Ademads, para cada x € Zy, solo interesan los valores n € Z tales que
G(z) € [e(n—n+a),e(n+n+ «)] para algin « € [0, 1],
esto es, interesan los n € Z tales que

Giz)e |J [en—n+a)en+n+a)]=][en—n)en+1+n).
a€(0,1]

Sea m € Z tal que G(z) € [e(m —n),e(m + 1+ n)], entonces
(i) G(z) € [e(n —n),e(n+ 1+ n)] solo para n = m cuando

G(z) € (e(m+n),e(m+1—1n)).
(ii) G(z) € [e(n —n),e(n+ 1+ n)] solo paran =m y n=m — 1 cuando
G(z) € [e(m+1—n),e(m+1+n)].
(iii) G(z) € [e(n—n),e(n+ 14 n)] solo para n =m y n =m + 1 cuando
G(x) € [e(m —n),e(m +n)].

En cada uno de los tres casos anteriores se tiene que

1
Z/O La(a)ele(n—n+a),e(ntnta)] (v(z) +1)da

nel

1
= > /0 LG (z)ele(n—n+a) e(ntnta) V() + 1) do

ne{m—1,m,m+1}

=2n(v(z) +1).
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Por ejemplo consideremos el caso (iii), en que t = G(z) € [e(m — 1), e(m + n)], tenemos

1
Z/O lG(x)e[e(n—77+a)75(n+77+oz)} (1/(.%') + 1)d04

neEL

1
= /0 1G(a:)e[e(m—l—n-‘ra),e(m—l—i—n—&—a)} (I/(QS‘) + 1)(10&—1—

* /0 1 L6(@)eletm-n+a).c(mn+a)] (V(2) + 1) dar.
Calculemos :
/0 La(e)eletm—1-n+a)c(m—1+n+a)) (V(2) + 1)da.
Tememos que G(z) € [e(m—1—n+a),e(m—1+n+a)] si, ysolosia € [t/e—m—n+1,1].

Por lo tanto
1
/0 1G($)6[e(m—l—n-i—a),e(m—l—i—n—&—a)} (U(ZL‘) + 1)d0(

1

=/ LG () efe(m—1—n+a),e(m—14n+a)] (¥ (x) + 1) da
t/e—m—n+1

=(1-(@t/e—=m—-n+1))(v(z)+1) =(m+n—t/e)(v(z)+1).

Similarmente, G(z) € [e(m — n+ «),e(m + 1+ )] si, y solo si o € [0, /€ — m + 7). Asi

1
/O LG (e)ele(m—n+a),e(m+nta)] (v(z) +1)de

t/e—m+n
/0 LG (@)ele(m—n-+a)e(min+a) (¥(x) + 1)da
=((t/e—=m+n) —0)(v(z)+1) = (t/e—m+n)(v(z)+1).
Por lo tanto

1
Z/O Le(2)ele(n—nta)eninta) (@) +1)da = ((m+n —t/e) + (t/e = m +n)) (v(z) + 1)
nel

=2n(v(z) +1).
Tomando promedios

1
E Z 1G(z)6[e(n—n+a)7e(n+n+a) (l/(ﬂj) + 1)da r € LN
nez 0

—E(20(v(z) + 1) |z € Zy)

=2n(E(v) + 1)

= 2(2+0(1))

=O0(n),
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por ende
1
/ﬁ > E(Lowcinnraycnta) (1) + 1) | € Zy)da = O).
0 neZLN
Entonces, existe ¢ > 0 tal que
1
/ Z ]E(1G(x)E[e(nfn+a),e(n+n+a)] (l/(.r) + 1) ‘x S ZN) da < cn. (6.49)
0 neLN
Si para todo « € [0, 1]
Z E(1G’(x)E[e(n—n+a),e(n+n+a)] (V(:E) + 1) ‘w € ZN) > (c+1)n,
nez

entonces

1
/0 ZE(1G’(:c)E[e(n—n+a),e(n+77+a)] (V($) + 1) ‘l‘ S ZN) da > (c+ 1)n,
nez

lo que contradiria (6.49). Asi, existe o € [0, 1] (fijemos tal «) tal que

Z E(1G’(x)E[e(n—n+a),e(n+n+a)] (l/($) + 1) ‘x € ZN) < (e+1)n,
nez

entonces

ZE<1G(z)E[e(nfn+a),6(n+n+a)] (l/(af) + 1) ‘IL’ € ZN) = 0(n). (6.50)
nez

Sea Be;(G) el o-dlgebra cuyos dtomos son los conjuntos G~ ( [e(n+a), e(n+1+ oz))), donde
n € Z. Esta o-dlgebra estd bien definida puesto que los intervalos [e(n + @), e(n + 1 + @)),

n € Z, son disjuntos dos a dos y U [e(n+a),e(n+1+a)) =R

nez
Si B es una o-dlgebra cualquiera, entonces para cada uno de los atomos de BV B, (G), G

toma valores sobre un intervalo de didmetro €, de lo cual se sigue (6.47]). Ahora verifiquemos
la propiedad de aproximacién por funciones continuas. Sea A = G~! < [e(n—i—a), e(n+1 —|—a)))
un atomo de B ,(G). Como G toma valores en I, podemos asumir que n = O(1/€) (A es

vacio para n € Z tal que ¢|n| > 22"). Sea ¢y : R = [0,1] una funcién continua fijada tal que

Up(z) =1, sizcn1—n; yiy(z) =0, sizd[-n1+1n),

y definamos W 4(z) = ¢, (z/e —n—a). Es claro que ¥ 4 varia sobre un subconjunto compacto

F., de C°(I) (pues n y « estén acotadas). Ademds de (6.50) se tiene que

=0(n).

LY(Zn)

EO (La(2) - TA(G(@)] () + 1)

erN>:HuA—wMG»@+1ﬁ
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En efecto, 14(x) — ¥4 (G(x)) toma valores en el intervalo [0,1] y se anula para aquellos x

tales que G(z) € [e(n+n+ @),e(n+1—n+ a)], por lo tanto

E(\ (La(z) — WA(G())| (v(z) +1)

.CCEZN>

JUEZN>

JZEZN>,

< E( Z 1G(z)€[€(m—n+a),6(m+v7+a) (V(*/E) + 1)
meZ

= Z E(lG(x)e[e(mn+a),e(m+n+a) (V(x) + 1)
meZ

lo que muestra (6.48)). O

Proposicién 6.6. Sea v una medida k-pseudoaleatoria. Consideremos K > 1 un entero
fijado y DFy, ..., DFk € L®(Zy) funciones anti-uniformes bdsicas segin Gowers.

Sean 0 < e <1,0<n<1/2y B, (DF;), j=1,...,K construidos como en la proposicion
6.5 Sea B = Be)(DF1)V---VB.,(DFk). Entonces sin < no(e, K) es suficientemente pequerio

y N > No(e, K,n) es suficientemente grande, tenemos que
|[DF; — E(DF;|B)||pe(zy) < € para todo 1 < j < K (6.51)
Ademds existe un conjunto Q € B tal que
E((v + 1)1a) = O (n'/?) (6.52)
y tal que
1(1 = 1)E( = 1|B)l| 1o (z) = Orce(n'?). (6.53)

Demostracion. La afirmacion (6.51)) se sigue de ((6.47]). Mostremos ([6.52) y (6.53)). Como cada

uno de los B(DF}) es generado por O(1/e€) atomos, vemos que B es generado por O (1)
tomos. Un dtomo A de B serd llamado pequerio si E((v + 1)14) < n'/2. Sea Q la unién de
todos los dtomos pequenos. Es claro que € € B verifica . Resta mostrar , para lo
cual serd suficiente mostrar que

E((v—1)1a)

By = B~ U4) = oxen() + Oreln'™?) (6.54)

para todos los dtomos A € B no pequenos. Pero por definicién de dtomo pequenio tenemos

para A no pequeiio,
E((v —1)14) +2E(14) = E((v + 1)14) > n'/%
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Luego, para probar resta mostrar que
E((v —1)14) = 0k ,cy(1) + Okc(n). (6.55)
En efecto, de existe Li . > 0 tal que
[E((v — 1)14)| < Lg,en (6.56)
para todo atomo A no pequetio. Como A es no pequeno
E((v —1)14) + 2E(14) > n'/2. (6.57)

Como0<n<1,0<n< n'/2; asi, para n suficientemente pequeno nt/2 — Lg.en > 771/2/2.

Entonces, de (6.56]) y (6.57) tenemos

2E(14) > n'/2 —E((v — 1)14)
> 771/2 - LK,en

Ast, de (6:55)

E((E&iilA) — nil/Q <0K,e,7](1) + OK,e(U))

= OK,e,n(l) + OK,e(nl/Q)'

Por lo tanto (6.54)) se sigue de (6.55]). Por otro lado, como A es la interseccién de K atomos
Ay, ..., Ak de B, (DF1),...,Bey(DFk), respectivamente, vemos de (6.48) que existe una

funcién continua W4 : I — [0, 1] tal que

H(u—i—l)(lA—\IIA(DFl,...,DFK))‘

L) O(n).

K

En efecto, A = ﬂ A;, Aj € Bey(DF;). De la proposicién existen funciones continuas
i=1

Uy, : I —[0,1] tales que

(14, = wa (PF) w + 1)

. O(n).

Para ¢ = 1, 2, tenemos

H(lAllA2 — 14,V 4, (DFY)) (v + 1)‘

=O0(n)

LY(Zn)
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H(1A1 1a, = 14,94, (DF)) (v + 1)’ Ly O(n).
Asi, por desigualdad triangular,
H<1Amz — (14,04, (DFy) + 14,0 4, (DFl))> (v + 1)’ Py = 2000,
continuando de este modo, obtenemos V¥ 4 tal que
(14 = W4(DFy,...,DFg))(v +1) (2 = Ok (n).
En particular, como |v — 1| < v +1,
(v—=1)(14 — VA(DF,,...,DFy)) T Ok (n).

De la proposicién tenemos que
E((v — 1)U o(DFy,...,DFg)) = ok,en(1).
Entonces, por la desigualdad triangular

E((v —1)14)]

IN

’E((V —1)(1a — UA(DFy, ... ,DFK)))‘ n ’E((y 1) UA(DF,. .. ,DFK))‘

IN

OK,e(”) + OK,Em(U‘

6.6. Prueba del teorema de Szemerédi relativo a medidas pseudo-

aleatorias

Ahora tenemos toda la maquinaria necesaria para demostrar el teorema de Szemerédi
relativo a medidas pseudoaleatorias, teoremal6.3] a partir de la proposicién[6.2} La proposicién
clave es la siguiente descomposicion, la cual separa una funcién arbitraria en una suma de
una componente uniforme segin Gowers, y otra componente anti-uniforme segiin Gowers,

ademads de un error despreciable.

Proposicién 6.7 (Teorema de estructura generalizado de Koopman-von Neumann). Sea
v una medida k-pseudoaleatoria, y sea f € L'(Zy) una funcion no negativa satisfaciendo
0 < f(x) < v(z) para todo x € Zy. Sea 0 < € < 1 un pardmetro pequerio, y sea N > No(e)
suficientemente grande. Entonces existen una o-dlgebra B y un conjunto excepcional ) € B

tal que
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» (condicion de pequeriez)

E(vlq) = o0c(1) (6.58)
» (v es uniformemente distribuido fuera de Q)
(1 = 1)E(v = 1|B)|| o = 0c(1) (6.59)
Y
» (estimacion de uniformidad de Gowers)

(1= 1) (f = E(f[B)) || s < /%" (6.60)

Prueba del teorema [6.3 asumiendo la proposicion[6.7. Sean f,d como en el teorema y
sea 0 < € < § un parametro que sera elegido convenientemente después. Sea B como en la
anterior descomposicién, y definamos fy = (1—10)(f —E(f|B)) y furr = (1 —10)E(f|B) (el

subindice U indica la componente uniforme segiin Gowers, y U la componente anti-uniforme

segin Gowers). De las ecuaciones (6.10)), (6.11)) y (6.58) y del hecho que §2 es medible tenemos

que
E(fyr) =E((1 - 10)E(f|B)) = E(E(f|B)) — E(1aE(f|B))
= E(E(f|B)) — E(1oE(f|B)) = E(f) — E(1aE(f|B))
> E(f) — E(vla) > 6 — o(1). (6.61)

También por la ecuacién (6.59) vemos que f;1 es limitada superiormente por 1+ oc(1),

fellze = ||(1 = 1Q)E(fB)]|, ~
< |1 = 1) (E(f = 1B))|[ oo + [|(1 = 12)EAIB)| o
< ||(1 = 1) (E(v = 1B))|| e + |[(1 = 1)E(1B)||

<oc(l)+1. (6.62)
Como f es no negativa, asi también lo es f;;., y por lo tanto

0 < fyi(z) <1+ o0(1) para todo x € Zy. (6.63)
De la proposicién y de las ecuaciones y

E(fu @) for(@+7)- fys (o + (k= 1)r)

x,r € ZN> > c(k,0) —oc(1) — o 5(1). (6.64)
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Por otro lado, de tenemos que || fu|pe—1 < €/2"; como (1 — 1g)f estd acotada por v
(puesto que 0 < |f| < v) y |fy1| estd acotada por 1+ 0c(1) (de la ecuacién (6.62))), vemos

que
[fo(@)] = [((1-1a)f = fur)(2)]

(1= 10)f) (@) + [ fu2 (2)]
< v(x)+14o0(1) (6.65)

IN

para todo x € Zy. Aplicando el teorema de Von Neumann generalizado (proposicién [6.3)

obtenemos

E(fo(x)ﬁ(w +r)-- fk_l(x + (k- 1)7“) T, € ZN> = O(el/Zk) + 0c(1),

donde cada f; es igual a fiy o fy1, con al menos un f; igual a fr7. Asi, en particular existe

una constante ¢ (independiente de € y N) tal que
E(fo(f)fl(ﬂﬁ +1) - fea(z 4 (k- 1)7")‘%7" € ZN) > —te/?" — o.(1). (6.66)

Sumando la ecuacién (6.64) con 2¥ — 1 ecuaciones del tipo obtenemos

~ ~

E(f(m) (x+71)--- f(:v—i—(k: — 1)7“)

> ok, 6) — 0c(1) — 0p5(1) — (28 — 1) (t/* + 0,(1)),  (6.67)

x,TEZN>

esto es

~ ~

E(f@)f(e+7)- Flo+ (k= D) |a,r € Zn) = e(k,6) = O(/*) = 0(1) = on,5(1),

donde f: fu+ fur = (1 —1q)f. Pero, puesto que 0 < (1 — 1) f < f tenemos que
E(f(m)f(m +7)--- f(x + (k — 1)7‘) ‘$, r € ZN) > c(k,0) — O(el/Qk) —0c(1) — op5(1).

Dado que € puede ser tomado arbitrariamente pequefnio (siempre y cuando N sea tomado
suficientemente grande), el término de error del lado derecho de la desigualdad anterior puede
ser tomado arbitrariamente pequeno, eligiendo N suficientemente grande, dependiendo de k

y o. O

Para obtener la prueba completa del teorema [6.3] es suficiente probar la proposicién [6.7

Para construir la o-algebra B dada en la proposicién, la idea es a grandes rasgos como sigue.
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Iniciamos con B siendo la o-dlgebra trivial B = {0, Zy}. Si la funcién f —E(f|B) es uniforme
segin Gowers (en el sentido de ), entonces terminamos el algoritmo. En otro caso,
usamos la maquinaria de la funciones duales, para localizar una funcién anti-uniforme segin
Gowers DF que tenga correlacion no trivial con f, y anadimos los conjuntos de nivel de DFy
a la o-dlgebra B. La correlacién no trivial garantizard que la L? norma de E(f|B) aumente
en una cantidad no trivial durante este procedimiento, mientras que la pseudoaleatoriedad
asegurard que E(f|B) permanezca uniformemente acotada. Repetimos el anterior algoritmo
hasta que f — E(f|B) resulte una funcién suficientemente uniforme segin Gowers, es decir

con norma de Gowers suficientemente pequena.

Proposicién 6.8 (Paso iterativo). Sean v una medida k-pseudoaleatoria y f € L'(Zy) una
funcion no negativa tal que 0 < f(z) < v(x) para todo x € Zn. Sean 0 < n K € < 1 numeros
pequenos, y K > 0 un entero. Supongamos que n < no(e, K) sea suficientemente pequerio y
que N > No(e, K,n) sea suficientemente grande. Sea Fy,...,Fx € LY (Zy) una coleccion de

funciones tales que

|Ej(2)] < (1+ Og.e(n?)) (v(z) + 1) (6.68)

para todo 1 < j < K y todo x € Zy. Sea Bx una o-dlgebra
Br = Bgm('DFl) VeV Be,n(DFI) (6.69)

donde B ,(DF}) es como en la pmposicio’n Yy supongamos que existe un conjunto Qi en

Zg tal que

(1)

E((Z/ + 1)1QK) = OK7€(171/2), Y (6.70)
(it)
(1 = 1o, )E(W = 1UBk)|| o (5, ) = Ok.c (n'/?). (6.71)
Sea
F1 = (1= 1g,)(f — E(f|Bk)) (6.72)

y supongamos que Fyi1 verifica la estimacion de no uniformidad de Gowers

| Frcin et > €/2". (6.73)
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Entonces tenemos que

(1 = 10, )E(fIBK)|| oo zyy < 1+ Oke(n'/?) (6.74)

|Fres1(z)| < (14 Ok e(n'?)) (v(2) +1). (6.75)

Ademds, si Biy1 es la o-dlgebra
Bri1=BgV Bem('DFK+1) = Bem('DFl) VeV Be,n(DFK-i-l) (6.76)

entonces existe un conjunto Qg1 2 Qx talque
(i)
E((v + 1)lax,,) = Ox.(n'/?), (6.77)
(i)
2
H(l o 1QK+1)E(V o 1’BK'i‘l)HLO"(Zz\r) = Ok (771/2)7 (6.78)

(iii) (Propiedad del incremento de energia)
2 2 _ok
H(l - IQK+1)E<JC‘BK+1)HL2(ZN) > H(l - 1QK)E(f‘BK)HL2(ZN) +2 2 +1€' (6'79)
Suponiendo verdadera la proposicién probemos la proposicién

Demostracidn de la proposicion[6.7. Fijemos € > 0 y sea Ky el minimo entero mayor que
92" /e+1, K serd una cota superior para el nimero de iteraciones del algoritmo que describi-
remos en breve. Requeriremos de un parametro n, 0 < n < ¢, que serd escogido posteriormente
(tomamos 1 < no(€, Kp), y entonces tomaremos N > Ny(n, €) suficientemente grande).

Para construir B y €, para cada K € [0, Ky], hallaremos una secuencia de funciones anti-
uniformes bésicas segin Gowers, DFY, ..., DFk en Zy, ademds de conjuntos excepcionales,

Qy C O C--- C Qg CZp, através del siguiente algoritmo.
Algoritmo 6.1.

paso 0 Iniciamos con K =0 y Qo =0 (luego incrementaremos el valor de K ).

paso 1 Sea Bx y Fi11 definidos como en Y respectivamente. Para K = 0 tendre-
mos By = {0,Zn} y F1 = f —E(f). Para K =0 tenemos que (6.68), (6.70) y (6.71) se

verifican directamente puesto que E(v—1) = o(1). Como mostraremos depués, estas tres

estimaciones sequirdan siendo vdlidas, al pasar de K a K + 1, a lo largo del algoritmo.
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paso 2 Si la estimacion falla, esto es, si

| Frcgr||pms < €%,

entonces elegimos Q = Qg y B = Bk, y el algoritmo acaba.

paso 3 Si es verdadero, definimos By 1 como en (aqui requerimos que K < Ky,

esto serd garantizado en el paso 4). Porla proposicz'én existe un conjunto excepcional
Qr+1 2 Qg en Br1, tal que se verifican las condiciones , , y la propiedad
del incremento de energia .

paso 4 Incrementamos K a K +1; observamos de la construccion que las desigualdades ,

Y serdn aun vdlidas al hacer este incremento de K a K + 1. se
sigue de (6.75), de (6.77), y (6.71) de (6.78). Si K > Ky entonces terminamos

el algoritmo con un error; en otro caso retornamos al paso 1.

Observacion 6.4. El entero K indicard el nimero de iteraciones del algoritmo. A pesar de
que OK,E(nl/z) depende de K, como veremos a continuacion, este algoritmo finalizard antes

que K alcance el valor K.

Asumiendo la proposicién veremos que este algoritmo finalizard en un nimero finito
de pasos con dos resultados: termina satisfactoriamente en el paso 2 para algin K < Ky, o
termina con un error en el paso 4 cuando K excede Ky. Supongamos por el momento que
el algoritmo culmina satisfactoriamente en la K-ésima iteracién. Entonces es claro que el
algoritmo en este caso producira una o-algebra B y un conjunto excepcional €2 verificando las
propiedades requeridas por la proposicién con un término de error Ok . (771/ 2) en vez de
0¢(1). El estimado se sigue del hecho que Fx11 = (1 — 1, )(f —E(f|Bx)) no verifica
. Los estimados y se siguen de y respectivamente. Haciendo
7n suficientemente pequeno, podemos reemplazar O K,E(nl/ 2) por ok (1). La dependencia del
error respecto a K no es relevante puesto que K estd acotado por Ky y Ky sélo depende de

€.

Para concluir la prueba de la proposicion resta mostrar que el algoritmo no culmina en
error. Supongamos por contradiccién que el algoritmo alcanza la Ky-ésima iteracién antes de

finalizar con error en el paso 4. Entonces, si definimos la energia para 0 < K < Ky + 1 por
2
EK = | ’(1 - ]-QK)]E(f|BK)| ‘LZ(ZN)’
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entonces vemos de (6.79)) que
Exi1> Ex + 9= 2541, para cada 0 < K < Kj. (6.80)

Asi,

By > Ko2 2 le > (27 Je+1)27 2 e > 24 2721,
También, por (6.74) tenemos que
0<FErg <1+ OK76(771/2) para todo 0 < K < Ky;

en particular,

Er, <14 Ok, (771/2)-

Tomando 7 < no(K, €) suficientemente pequeno llegamos a una contradiccién. Por lo tanto,
el algoritmo no alcanza la Ky-ésima iteracion, y por el contrario termina satisfactoriamente

en el paso 2. 0
Sélo queda demostrar la proposicién

Demostracion de la proposicion[6.8 Seanwv, f, K,e,n, F1,...,Fk, Fii1,Br, QK , QK41 como
en el enunciado de la proposiciéon. Comenzamos probando (6.74)) y (6.75)). De (6.71]) tenemos

(1 = 10, ) E@IB)| oo < 1+ Orcn'/?),
en efecto

10 = 10, )E@1Bx)| 1 < (1= 10, B = 11Bx)]|
< |1 = 10,0 B(IBK)||

< Okc(n'?) + 1.

Como f es no negativa y |f| < v, obtenemos (6.74). De (6.72)) y (6.74) tenemos (6.75)),

|Fre1(2)] < (1= L) (@) (f — E(f[Bk)) (z)|

< (1= Lo, )(@) f (@) + (1 = 1o ) (@)E(f|Br)(x)|
(1= 1) (@) ()| + (1 + O, e(n'/?))
< v(@)(1+ Or,c(n'?)) + (1 + Ox.c(n'’?))

(1 + OKye(nlm)) (I/(x) + 1).

IN
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De este modo, en particular mostramos que DFY, ..., DFk 1 son funciones anti-uniformes

basicas segiin Gowers.

Aplicando el lema y usando (6.68]) y (6.75) tenemos que
IDEj|| oo (zy) < 92" 71—l 4 OK,E(UI/Q) para todo 1 < j < K +1, (6.81)

toda vez que N sea suficientemente grande (dependiendo de K, €, 7). Aplicando la proposicién

concluimos que existe Q € By 1 tal que

E((V + 1)19) = OK,e(nl/Q)a

H(l — 1Q)E(V — 1|BK+1)HL°°(ZN) = OK,G(n1/2)'

Sea Q11 = Qi UK, entonces podemos verificar (6.77)) y (6.78)) de (6.70) y (6.71]), respecti-

vamente, puesto que
lo<log+lay 1—1lag, <(1-10)/2+ (1 —1a.)/2.
Resta verificar , la propiedad del incremento de energia que dice que
(1= To DES B )| 22,y > 10 = 10, BB oz + 272 e (6:82)
Para este fin explotaremos la hipdtesis . Por el lema y la definicién , tenemos

que

’<(1 =l )(f - E(f\BK))»DFK+1>‘ = [(Fi 41, DFic1)| = [Frallpi—s > €2,
(6.83)

Por otro lado, de las expresiones (6.68)), (6.70) y (6.81) tenemos que

((owys = o) (f = E(fIBK)), DFic11)| < IIDFiciall~E( (Lo, — o) f — B(fIBx)|)
< O e(DE((lag,, — log) (v +1))
< Ok e(ME(Lag,, (v +1))
< Ok (1)Orce(n?) = Orce (n'/?), (6.84)
mientras que de y (6.74) tenemos
(1= 1a,,,) (f — E(fI1BK)), DFx 41 — B(DFc11|Br11) )|
< ||DFics1 = E(DFici1 Bicin) || (1 = Taye,)| f — E(/1Bx)] )

< O(E((1 — log.,)(w +1)) = O(e). (6.85)
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Por la desigualdad triangular, de (6.83)), (6.84]) y (6.85) tenemos

(1= 10y ,)(f = B(/1BK)) E(DFic41|Brc 1) )|
> (1= 10,0,)(f ~ E(f1BK)), DFics1 )|~
= {1 =10, (f = E(f1BK)), DFics1 — E(DFici|Bci) )|
> (1= 10 (F ~ E(fIDFK)). DFc41) |-
| (s = 100 (F ~ E(FIDFK)), DFic i) |-
- <(1 — oy, )(f — E(fIDFk)), DFic1 — E(DFK+1]BK+1)>‘

> (/2 Ok e (771/2) — O(e).

Pero como 1—1q,., ,, E(DFk +1|Bx+1) y E(f|Bk) son medibles en By 11, podemos reemplazar

f por E(f|Bk+1), y ast
(1= L) (BUBic1) = E(f1Bi)), E(DFici1[Bici1) )| = €% = Oxc (') = O(e).

Asi, por la desigualdad de Cauchy-Schwarz

[|(1 = 1a,,.) (BE(f|1Br+1) — E(f|Bk))] ‘L2(ZN)"E(DFK—i-l’BK-i-l)HLoo(ZN)

> €2 — Ok (n'/?) = O(e),
y por lo tanto, de (6.81)) tenemos que

10— e ) (B 1Brc 1) ~ EGIB1)) | 2,y = 2727412 Ok (n'?) = ().
(6.86)

Recordando de 1) que E(f|Bx) < 1+ Ok, (771/2) fuera de Q, observamos que si n <

no(€, K) es suficientemente pequeno, entonces

2
H(IQK+1 - 1QK)E(f’BK)HL2 < 2”19K+1 - 1QKH%2 < 2H1QK+1 - 1QKHL1 < QE(19K+1)7

(6.87)

donde, por l’ E(lag.,) = Ok, (171/ 2). Por la desigualdad triangular y 1} vemos que

para probar (6.79) es suficiente probar que

(1 = Lo DE(fIBrr1)| [ > [|(1=1ag,  )E(f1Bi)|| 72+
2-2"+2 _ Ok (') — O(¥?), (6.88)
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puesto que podemos absorber el término de error —Of . (n'/?) = O(€*/?) en el término 92" +2¢

mediante la eleccién de e suficientemente pequeno, dependiendo de k, y n suficientemente
pequenio dependiendo de K y €. En efecto, desarrollando el primer término del lado derecho

de la desigualdad anterior tenemos
2
H(l - 1QK+1)E(f|BK)| ‘LQ(ZN)
= H(l - 1QK)E(f|BK) - (1QK+1 - 1QK)E(f‘BK)H2LQ(ZN)
2 2
= H(l - 1QK)E(f|BK)HL2(ZN) + H(1§2K+1 - 1QK)E(f‘BK)HL2(ZN)
= 2((1 = 10, )E(f1Bx); (L, — lag JE(f|Bx))
2 2
= H(l - 1QK)E(f’BK)HL2(ZN) + H(lgk-H - 1QK)E(f‘BK)HL2(ZN)
= 2((1 = Lo, E(f1Bk), (Lo, — Lo E(f1Bk) )
2oy, — Lo B(fIBK), (Lo, — Lo JE(fIBk) )
2 2
= H(l - 1QK)E(f’BK)HL2(ZN) - H(1§2K+1 - 1QK)E(f‘BK)HL2(ZN)7 (689)
donde la ultima igualdad se da ya que <(1 — Lok )E(fIBk), (lag, — 1QK)E(f|BK)> =0.
Asi, de y reemplazando en tenemos que
(1= Lo DE(f1Br )| [72 > [|(1 = 1o EB(f1Bk41)|[72 — Ox.c(n'/?)
4222 Ok e (7]1/2) — 0(63/2).

Por ende, es suficiente probar (6.88]).

Podemos reescribir el término del lado izquierdo de la desigualdad (6.88)) como

(= S JEGT1BR) + (1~ Lo, V(BB s) ~ E(155)||

2

L2(Zy) )
= || = 10, )EC1BK)|

(Zn) * H(l - 1QK+1)(E(f|BK+1) o E(ﬂBK)))

L2 L2(Zy)

+2((1 = Lo, JE(IBK), (1 — oy, ) (B(f1Bk+1) — B(fIBK)) ).
Entonces por (6.86)) sera suficiente mostrar que
(1= 10, JE(/1B), (1= Loy, JE(f1Brci1) = B(fIBK)) ) = O (n'/?).
T=(1-1a).
(1= 1oy JE(FIBK), (1= Loy JE(f1Bk 1) — E(f1Bk)))

= <(1 = 104041 ) E(f|Bk), E(f|Br+1) — E(fIBK)>. (6.90)

Como (1 —1g,.,)
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Ahora notemos que (1 — 1o, )E(f|Bk) es medible con respecto a Bk, y por consiguiente

ortogonal a E(f|Bx.1) — E(f|Bk), esto es,
(1= 10, E(1B1), E(f1Brc 1) ~ E(flBx) ) =0 (6.91)
puesto que By es un sub-o-algebra de Bg 1. Asi, de y resulta
(1= Taye . JE(FIBK), (1 = oy JE(f1Bk 1) — E(f1Bk)) )
= —((asr = L) E(fIBx). E(fBis1) — E(f|Bx) ). (692)

Como antes, del hecho que (1q,.,, — lo, )E(f|Bk) es medible con respecto a B 1, tenemos
que

((tos = 10 B/ Bic), f —E(f|Brcs1) ) =0,
y por lo tanto, de ,
(1= Lo DE(fIBK), (1 Loy, JE(fBrcs1) — B(fIBx)) )

= —<(19K+1 — Loy )E(f|Bk). f - E(fyBK)>. (6.93)

Como E(f|Bx)(x) < 2sin < no(e, K) es suficientemente pequeno y = & Qp (puesto que se
cumple (6.74))), podemos mayorar ([6.93]) por

2E((Lax., — log)|f — E(f|Bk)]|).

Dado que estamos suponiendo que 0 < f(x) < v(z), tenemos que

2E((Lax,, — Lo f —E(fIBr)I) < 2E((Lay,, — Lol +E([Bk)I).
< QE((lﬁKH - 1QK>|2V +]E(V|BK)|)

<AE((lay,, — log)(v+1)),

donde la tltima desigualdad se da porque E(v|Bg)(z) < 2 para « & Qg (de (6.71)).
Puesto que E((1o,,, —1la,)(v+1)) = Ok (n'/?) como requerfamos, por l’ Esto concluye

la demostracién de la proposicién [6.8 y por consiguiente del teorema O
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Capitulo 7

Una medida pseudoaleatoria que

acota a los niumeros primos

Una vez probado el teorema[6.3] para mostrar que los niimeros primos contienen infinitas
progresiones aritméticas de longitud arbitraria solo nos queda probar que existe una medida
pseudoaleatoria v : Zy — RT que acota superiormente a una funcién adecuada f : Zy — RT
soportada en el conjunto de los nimeros primos, es decir, una funciéon que es nula fuera del
conjunto de los nimeros primos y no nula en gran parte de los primos, donde identificamos
{1,2,...,N} con Zy.

Asi, el resultado principal por demostrar es el siguiente teorema.

Proposicion 7.1. Los nimeros primos contienen infinitas progresiones aritméticas de lon-

gitud k para todo k > 3 entero.

Como en casi cualquier problema aditivo involucrando nimeros primos, iniciamos consi-

derando la funcién de von Mangoldt.
Definicién 7.1. Definimos la funcién de von Mangoldt A : ZT — R por

A(n) logp , sin=p*, para algin k € N,
n)=
0 , en otro caso.

Del teorema del ntimero primo, tenemos que

% S A(n) =1+ o(1). (7.1)

n<N
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Asi, para probar el teorema [7.1] es suficiente exhibir una medida k-pseudoaleatoria v : Zy —
R*, tal que v(n) > c¢(k)A(n), para alguna constante c¢(k) > 0 dependiendo solamente de k,
ya que

E(c(k)A(n)|n € Zy) = c(k) > 0,

y A esta soportada en los niimeros primos. Mas tal medida k-pseudoaleatoria no puede existir
porque los primos (y la funcién de von Mangoldt) estén concentrados sobre cierta clase de
residuos. Para cada entero ¢ > 1, A es solamente no nula sobre aquellas ¢(q) clases de residuos
a (mod gq) para los que (a,q) = 1; mientras que una medida pseudoaleatoria estd uniforme-

mente distribuida sobre todas las ¢ clases de residuos.

Para salvar esta dificultad modificaremos la funcién de von Mangoldt A.

Definicién 7.2. Definimos la funcién de von Mangoldt modificada A : Zy — R (de-
pendiendo de N ) como
% log(Wn+1) , si Wn+1 es primo,

A(n) =
0 , en otro caso,

donde W = W(N) = H p, yw:ZT — R es una funcién que tiende lentamente a +oo

p<w(N)
P primo

cuando N tiende a +00 (por ejemplo w(N) = loglog N ). Obsérvese que estamos identificando
Zn con {1,2,...,N}.

1 -
Del teorema del nimero primo también tenemos que N Z A(n) =1+ o(1).
n<N

1
Proposicién 7.2. Sean ¢, = Y N un primo suficientemente grande. Entonces

2k (k + 4)
existe una medida k-pseudoaleatoria v : Zn — R tal que

v(n) > k1278 5A(n), para todo e, N < n < 2€,N.

Prueba del teorema[7.1. Asumiendo la proposicién consideremos N, un ntmero primo

grande. Definamos la funcién f € L'(Zy) como

k~12755A(n) |, si N <n < 2N,
f(n) =

0 , en otro caso.
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Del teorema de Dirichlet obtenemos que

—19—k—5 B
Ef) = 2 Y AW

e N<n<2¢, N

1 ~
— k*lszff)
ekiekN Z A(n)
e N<n<2e, N
= k27" P (14 0(1)) =6(1+o(1)),
donde § = k~127%79¢;. Ahora, aplicando la proposicién y el teorema concluimos que

E(f(x)f(az+r)-~f(x+(k‘ 1)7")

x,r € ZN> > c(k,d) —o(1).

Observe que el caso degenerado r = 0 puede contribuir a lo méas con % logk (WN+1), y gracias
a que w(N) crece lentamente y para N suficientemente grande, este caso puede contribuir con
a lo mas O % logk (N2)>. Pero este término es despreciable, siendo O (]17 logk N> =o(1),
y puede ser absorbido por el término —o(1) del lado derecho de la desigualdad. Ademas,
cada progresién contada por la expresion del lado izquierdo no es sélo una progresién en
Zn, sino es una genuina progresién en 7 puesto que €, < 1/k. Observemos que f(z) # 0
Unicamente cuando x = Wn + 1 para algin n, y Wn + 1 es primo. Como el lado derecho de
la desigualdad es positivo para N suficientemente grande, el teorema se sigue de la definicién

de fy de A. O

Asi, sélo resta probar la proposicién Para obtener una cota para A(n), consideramos

la férmula A(n Z wu(d)log(n/d) Z w(d)log(n/d)+ para la funcién de von Mangoldt,
dln
donde p es la funmon de Mobius y log(z)+ = méx{log(x), O}. Motivado por esto, definimos

lo siguiente.

Definicién 7.3. Sea R un pardmetro fijado. Definimos la funcion Agr : Z+ — RT, donde

R = [0; 4+00), como

Ar(n) =" u(d)log(R/d) = p(d)log(R/d)

dln d|n
d<R
ok 1
Definicién 7.4. Sean R = Nk 277" Y € = m Definimos la funcién v : Zy — RT
por
¢(W) Ap(Wn+1)? .
v(n) = S g r -+ cuando egN < n < 2¢;N;
1 , en otro caso,
para todo 0 < n < N, donde identificamos {1,2,...,N} con Zy en la manera usual.
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La funcién v serd nuestro mayorante requerido en la proposicién como lo muestra el

siguiente lema.

Lema 7.1. Se cumple que v(n) > 0 para todo n € Zy, ademds v(n) > k~'27F=5A(n) para

todo exN < n < 2e;N (si N es suficientemente grande dependiendo de k).

Demostracion. La primera afirmacion es trivial pues por definicion v es no negativo. La
segunda afirmacion (la desigualdad) es trivial para aquellos n tales que Wn + 1 no es primo.
Por otro lado, si Wn + 1 es primo, los divisores de este nimero son Uinicamente 1 y el propio
Wn + 1; como W es grande, Wn +1 > We,N > R, siempre que N sea suficientemente
grande. Luego tenemos que Ap(Wn + 1) = > jypp,q p(d) log(R/d)4 = p(1)log R = log R.

Por lo tanto

(W) o(W)

vin) = SLlogR= k12 h 4 og N
k5 2(W) 2 o —1o—k—52(W)
= 27 k5L og N2 > k71275 L log(Wn + 1
k o los >k W og(Wn+1),

donde la ultima desigualdad se da asumiendo que w(N) tiene un crecimiento suficientemente

lento de modo que log N? > log(W N + 1), para lo que basta que W < N — 1. ]

Requeriremos de los dos resultados siguientes, que son esencialmente debidos a Goldston

y Yildirim, necesarios para mostrar que v es una medida pseudoaleatoria.

Proposicién 7.3 (Golston-Yildirim). Sean m,t € Z*. Para cada 1 < i < m, sean ¥;(x) =
Z;:1 Lijxj + b;, formas lineales con coeficientes enteros L;j tales que |Lgj| < \/omﬂ para
cada i = 1,2,....m y j = 1,2,...,t. Asumiendo que las t-uplas (Lij)z‘:l no son idénti-
camente nulas, y que cualquier t-upla no es maltiplo racional de cualquier otra. Escribimos
0; = Wap;+1. Supongamos que B = szl I; C RY, donde los I; son intervalos con |I;| > RO™.

Entonces (asumiendo que la funcion w(N) tiene crecimiento suficientemente lento en N)

E(An(61(0)° -+ An(0n ()

x € B) = (1+ Omy(1)) <W10gR>m

(W)

La siguiente proposiciéon ayudara a mostrar que v satisface la condicién de correlacién.

Proposicién 7.4 (Goldston-Yildirim). Sea m > 1 entero, y sea B un intervalo de al menos
R19™ Supongamos que hi,. .., hy, son enteros distintos entre si satisfaciendo |h;| < N? para

todo1 <i<m, ysea A= H1§i<j§m |hi — hj|. Entonces, para N suficientemente grande,
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dependiendo de m, y admitiendo que la funcion w(N) tiene un crecimiento suficientemente

xeB)

Wlog R\™ _1/2
¢(W)) g(l—i—Om(p ), (7.2)

lento en N

E(AR(W(:c )+ 1) AR (W (x + ) +1)°

< (1+0n(0)

donde p recorre el conjunto de los numeros primos.

Asumiendo ambas proposiciones y [7-4) podemos concluir la prueba de la proposicién

[7.2] Iniciamos mostrando que v es una medida.

Lema 7.2. La funcion v : Zx — R construida en la definicion|7.4 es una medida, esto es,

verifica E(v) =1+ o(1).

Demostracion. Aplicando la proposicién conm=t=1,¢1(x1) =21y B=[eN,2¢,N]|.

Tomando N suficientemente grande (dependiendo de k) tenemos que |B| = e, N > R!Y. Por

lo tanto
]E(AR(Wx + 1)2‘m € B) = (1+0(1)) <W;(I‘)W§)R>,
y asf
E<¢>(V13/) AR(K;;L V2|, e B) = 1+o0(1),
E(v(z)lz € B) = 1+o0(1).

Pero de la misma definicién, v(z) =1 si z € Zy \ B, y por lo tanto

E(v(z)|z € Zy \ B) = 1.

Asi,
NE(v(z)lz € Zy) = > vi@)+ > v(x)
€D z€ZN\B
= e NE(v(z)|lz € B) + (N — ¢,N)E(v(z)|z € Zy \ B),
y
E(v(z)lz € Zn) = ex(1+0(1)) + (1 —e)(1+0(1)) =1+ o0(1),
como queriamos. I
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Ahora verificaremos que v satisface la condicién de formas lineales.

Proposicién 7.5. La medida v satisface la (k-2F71, 3k — 4, k)-condicion de formas lineales.

t

Demostracion. Sean ;(x) = ZLU% + b; formas lineales como las que aparecen en la
j=1

definicién esto es, cumpliendo que m < k- 2871, ¢ < 3k — 4 y donde los L;; son numeros

racionales con numerador y denominador a lo méas k en valor absoluto, y ninguna de las

t-uplas (Lz‘j);:1 es cero o es miultiplo racional de alguna otra. Requerimos mostrar que

E(v(y1(2)) - v(m(@))|o € Zy) =1+ o(1). (7.3)

Podemos eliminar los denominadores de los L;; y asumir que todos los L;; son enteros, a
expensas de incrementar la cota superior de los L;; a |L;;| < (k + 1)!. Puesto que w(N)
tiende a +oo cuando N tiende a +oo, podemos asumir que (k + 1)! < \/w(N)/2 siempre
que consideremos N suficientemente grande. De este modo tenemos que |L;;| < \/m /2.
Debido a que v estd definida a través de dos reglas de correspondencia, no podemos aplicar
directamente la proposicién Dividimos el rango de sumacién Z4; en Q' bloques, todos de
casi igual tamano, donde @ = Q(N) es una funcién que crece lentamente a +0o con N, que

serd fijada después. Sean los bloques

Buvuyu, = {:c € Zly: xj € [lu;N/QJ, [(u; + DN/QJ[, 5 =1,2,... ,t},

donde uy,ug, ..., u € Zg, e identificamos Zg con {0,1,2,...,Q —1}. Obsservemos que salvo

un error multiplicativo de 1 + o(1), podemos escribir el lado izquierdo de ([7.3]) como

E(E(wa(0)) ez € Burns)

ul,u2,...,utEZQ).

En efecto,

E(V(¢1(x)) e V(wm(x)) ‘$ € Z§V>
= % Z v(1(2)) v (Ym(z))

t
z.€LYy

- 2 S v(t@) v (@)

UL yenesy utGZQ zEBuluQ...ut

Sy Basdal ) ssntople € B,

U1,...,ut€ZQ
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donde |By,uy-u,| es aproximadamente N'/Q'. Llamamos a una t-upla (ug,...,us) € Zf
buena, si para cada 1 < ¢ < m los conjuntos ¥;(By,u,-u,) €stdn completamente contenidos
en [N, 2¢, N1, o son disjuntos de este intervalo. De la proposicién y de la definicién

tenemos que

E(V(wl(x)) T V(wm(x))‘x € Bu1u2~~~m) =1+ Om,t(1>7

siempre que la t-upla (uy,us, ..., u;) fuese buena, puesto que podemos sustituir v(1;(x)) por

V{%A%(&(m)), o por 1, si el crecimiento de @ es suficientemente lento de modo que

N/Q > R%™ por la definicién de R. Cuando (uq,...,u;) es una t-upla no buena podemos

w
acotar superiormente v por 1 -+ MA%(GZ@C)) Multiplicamos, expandimos y aplicamos

Wlog R
la proposicion [7.3| a cada término para obtener una cota superior del tipo

E(V(d’l(x)) T V(d’m(x))’x € BUIUQ'”Ut) = Om,t(l) + Om,t(l)-

Veremos a continuacién que la proporcién de ¢-uplas no buenas es a lo més Oy, +(1/Q). Por
lo tanto el lado derecho de (7.3 es 1+ 0p, ¢(1) + O t(1/Q) = 1+ 01 ¢(1), lo cual concluye la
demostracién una vez elegido () con crecimiento suficientemente lento en N.

En lo que resta verificaremos la afirmacion acerca de la proporcién de t-uplas no buenas.
Supongamos que (uj,usg,...,u;) es una t-upla no buena, entonces existen 1 < i < m y
z, &' € Byjuy-u, tal que ¥;(x) € [exN, 26, N], pero ¢;(z’) & [exN, 2¢;N|. Pero de la definicién
de By, us-u, (v por la acotacién de los L;j) tenemos que

t

i), vi(a') =) Lij | Nug/Q) + b + Omy(N/Q).

j=1
Por lo tanto, para algin a € {1,2}

t

aepN = ZLU | Nuj/Q] + bi + On(N/Q).
j=1

Dividiendo por N/@ obtenemos
t
Z Lijuj = aex,Q + b;Q/N + Opy (1) mod Q.
7=1

Como (Lij)§:1 es no nulo, el nimero de t-uplas (u1,us, ..., u;) que satisfacen esta ecuacién
es a lo més Oy, +(Q'1). Haciendo que a e i varfen concluimos que la proporcién de t-uplas

no buenas es a lo mas O, 4(1/Q). O
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A continuacién usaremos la proposicion para mostrar que v satisface la condiciéon de

correlaciéon; para ello estimaremos primero el factor H (1 + Om(p_l/ 2)) que aparece
]7|A7 P primo

en tal proposicién.
Lema 7.3. Sea m > 1. Eziste una funcion peso T = T, : Z — RT tal que 7(n) > 1 para todo
n # 0, y para cada hi,ho, ... hy € [ekN, 26kN] distintos, tenemos que

[T @+ou)< > lhi-hy,

p\A, P primo 1SZ<]Sm

donde A = H \hi — hj|, de modo que ]E(Tq(n)’() < |n] £ N) = Omyg(1) para todo
1<i<j<m
0<q< +o0.

Demostracion. Notemos que

Om (1)
II G+one?)< ] ( 11 (1+p‘1/2)> :

p|A, p primo 1<i<j<m \ p|hj—hj, p primo
Podemos entonces, usando la desigualdad entre la media aritmética y la media geométrica (y
absorbiendo las constantes en el factor y en el exponente O,,(1)) tomar
() =Om(1)  J[ (14 Om(@1/2)7""
p|n, p primo
para cada n # 0 (el valor de 7 en 0 es irrelevante para el lema, puesto que estamos conside-

rando los h; distintos). Para concluir la prueba del lema basta mostrar que

E( H (1 _’_p71/2)0m(1)

p|'n,, P primo

0< |n| < N> = O y(1)

para 0 < g < +o0. Como (1 —|—p‘1/2)0m(q) < 14 p~ Y4 para todos los primos p, con excepcién

de a lo mas Oy, 4(1) primos, tenemos que

E( I (+pt/2)om@

])|’I'L7 P primo

0<|n|< N) < Om,q(l)-IE< H (1+p_1/4)

p|n, P primo

O<\n|§N>.

Por otro lado, H (1+p /< Z d=*, y por lo tanto

p|n, p primo dln

1
IE< 11 (1+p_1/2)0m(q)0<|n|§N> < Omg(1) Yooy at

p‘n, P primo ISNSN d|’l’b

N
< Opg(1) - =S N1t 2 0,,(1)
> Umyg Nd_l d m,q ,
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+oo
lo iltimo puesto que Z d=* < +o0. ]
d=1

Probemos ahora que v satisface la condicién de correlacién.
Proposicién 7.6. La medida v satisface la 28~'-condicion de correlacion.

Demostracion. Deseamos mostrar que para 1 < m < 2571 y hy ho, ..., hy € Zy tenemos
que

E(v(z+h)v(z+hy) - v(@+hm) < > 7(h — hy),

1<i<j<m

donde la funcién peso T = 7, es acotada en L? para todo q.

Fijemos m, hq, ..., h,;,. Vamos a considerar la funcién peso construida en el lema (identi-
ficando Zy con los enteros entre —N/2 y N/2) multiplicado por un factor constante O, (1)
conveniente, ademds definimos 7(0) = exp(Cmlog N/loglog N) para alguna constante abso-
luta y grande C'. Por el lema anterior concluimos que E(79) = Oy, 4(1) para todo ¢, pues 7(0)
solo contribuye con Oy, 4(1) al valor de E(77).

Trataremos inicialmente el caso en que dos de los h; son iguales. En este caso podemos usar

la estimacién
2log N )

o < _—
V]l _eXp<loglogN

que se sigue de la definicién de v. En efecto, obtenemos de la definicién que |v(n)| < log N -

d(n), donde d(n) es el nimero de divisores de n. Tenemos por otro lado que

3log N
d(n) = O (exp(loglog]\f>> y
de donde se sigue que
E(v(z+ 1) vz + hm)|z € Zy) < ||l <7(0) < > 7(hi — hy),
1<i<j<m
ya que dos de los h; son iguales.

Supongamos ahora que los h; son todos distintos. Sea

¢(W) AR(Wn +1)
g(n) = W 10gR : 1[EkN,2EkN]'

Por la construccion de v, tenemos que

E(z/(x+h1)~--u(x+ hm)‘x € ZN) < E((l —i—g(x—i—hl)) e (1 +g(x+hm))‘m € ZN>.
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El lado derecho de la tdltima desigualdad puede ser expresado como

Z E(Hg(m+hi)m€ZN>.
m}

AC{1 icA
Notemos que para i,j € A podemos suponer que |h; — hj| < €N, pues en caso contrario la

.....

esperanza correspondiente se anula. Por la proposicién [7.4] y por el lema [7.3] obtenemos que

E<H9($+hi)

T e ZN> < (1 + Om(l)) Z Tm(hi - hj)v

€A 1<i<j<m
y sumando sobre todos los subconjuntos A de {1,2,...,m}, obtenemos el resultado deseado
luego de multiplicar 7, por una constante adecuada. O

7.1. Estimaciones de correlaciéon para Ap

Para concluir la prueba del teorema [7.1] nos es suficiente verificar la proposicién y
la proposiciéon Esto serd alcanzado en esta seccién asumiendo la estimacién (lema [7.6))
para una cierta clase de integral de contorno involucrando la funcién (. Las técnicas en esta

seccién son semejantes a aquellas en [§].

7.1.1. La condicién de formas lineales para Ag

Probaremos la proposicion Consideremos para cada 1 < i < m las formas lineales
vi(x) = 22:1 L;jz; 4+ b; en t variables x1,...,x, tales que los coeficientes L;; satisfacen
|Lij| < /w(N)/2, donde w(N) es una funcién que tiende a 4+o0o cuando N asi lo hace.
Suponemos ademé&s que ninguna de las t-uplas (Lij)§:1 es nula y que ninguna es multiplo
racional de alguna otra. Definamos 6, = W1, + 1.

Sea B = H§:1 I; el producto de los intervalos I;, cada uno de los cuales con |I;| > R9™.
Queremos mostar que

E(AR(Gl(x))Z ) ,.AR(Gm(g;)f’x € B) = (14 Opy(1) (VVI()gR)m

(W)
El primer paso es eliminar el papel de B en el lado izquierdo de la igualdad deseada precedente.
De la definicién, Ar(n Z w(d)log(R/d), tenemos que

d<R

E(AR(Ql(x))Q--.AR(Om(:c))2’a:EB) (H Z w(ds) log510g§x€B>
i=1d;,d;<R

169



y el lado derecho puede ser reescrito como

> d (HN p(d) logd log — ) <H1d e

’ !
dlr--ad’mvdl»-”v m

ze B). (7.4)

De la presencia de la funcién de Mobius podemos asumir que todos los d; y d} son libres

de cuadrados. Sea D = [di,...,dy,d},...,d,,], el minimo comin multiplo de los d; y d},
m

asi D < R?™. Observamos que la expresién H La; a;10:(x) €8 periddica con periodo D en cada
i=1
una de las componentes de z, y puede entonces ser definida sobre Z!,. Puesto que B es un

producto de intervalos de longitud al menos R'™, tenemos que

E(H Lg, a0 (2) | T € B) = E(H La, d110(x)
=1

i=1
La contribucién del término de error O,,(R~%") a (7.4) puede ser crudamente estimada por
W log R) mn

T € Zﬁ;)
= (o) (55

Para probar la igualdad anterior procederemos de manera estdandar (como en [8]) para rees-

WS ZtD> + Om,t(Rigm).

O t(R75™ log?™ R). Asf que nuestra tarea es ahora mostrar que

> (HM pu(d;) 10gR10g ) <H1d 16:(z
&,<R

U 4
d17"'7dm7d17"’7 m =

(7.5)

cribir el lado izquierdo de la igualdad (7.5) como una integral de contorno de un producto de
Euler, el cual puede ser puesto en términos de la funciéon ¢ Riemann y algunos otros factores

simples. Iniciamos usando el teorema chino del resto (y los d;, d; libres de cuadrados) para

m
E ( It . v e ZZ) :
=1

Notemos que la condicién p|D puede ser eliminada puesto que el multiplicando es 1 en otro

obtener

S Zi)) = HE< H 101-(x)£0(modp)

p|D i:pld;d;

caso. En particular, si escribimos Xg, 4., (p) = {1 <i<m: pld;} y

CUX(P) = E( H 19i(x)50(modp) T € Z;)>7 (76)

i€X
para cada subconjunto X C {1,...,m}, entonces tenemos que
m
¢
E ( [ 1o € ZD) = [lwxs, o wox, o o) ®)-
i=1 P
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Asi, podemos escribir el lado izquierdo de ((7.5)) como
> ( M(di)ﬂ(d§)<log d-> <log d’) >wad1 ,,,,, an WXy () (P):
d1,‘..,dm,d/1,...,d;nez+ i=1 1/ + i/ +

Ahora necesitamos expresar el logaritmo en términos de alguna funcién multiplicativa de los

d; y d}. Con esta finalidad introducimos la recta vertical I'y

1
T'i(t) = it, t € R 7.7
()= g it tER (7)
y observamos la igualdad
1/ x—zdz— (log x)
21 T 22 - & +

valida para cualquier > 0. Usando esta identidad podemos reescribir el lado izquierdo de

(7.5) como
-\ —2m / . RZj+Z; /
(27i) [ F(z,2) H — 5 dzdzj, (7.8)
I I j=1 Z] Z]

donde 2m integrales de contorno en las variables zi,...,2m, 2], ..., 2]

m sobre I';, con z =

(21, yzm)y 2 = (..., 20), ¥

o Ad)p(d;)

F(z,7) = > <H W,Zﬂ I_IWXd1 ..... am PVX g a (P) (p)- (7.9)
dy oo, .dly €zt Nj=1 G5 057

Observe que el sumando en ((7.9)) es una funcién multiplicativa de D = [d1, ..., dp,d}, ..., d,,],

y asi tenemos (al menos formalmente) la representaciéon del producto de Euler F(z,z') =

[1, Ep(z,2'), donde

_1)|X\+|X’\WXUX/(p)
E Z,Z, = ( / . 710

De ([7.6) tenemos que wy(p) = 1y wx(p) < 1,y asi Ep(z,2') = 1+ Oy(1/p?) cuando
R(zj), R(#;) > o (obtenemos estimaciones mas precisas mas adelante). Asi, este producto de
Euler es absolutamente convergente a F(2, 2’) en el dominio {R(2;), R(z}) > 1} al menos.

Ahora explotaremos las hipétesis sobre la parte lineal de 1,..., ¥y, que son no nulas, y
ninguna multiplo racional de alguna otra. Esto serd hecho via las siguientes estimaciones

elementales sobre wx (p).

Lema 7.4. Sip < w(N), entonces wx(p) = 0 para X # 0; en particular, F, = 1 cuando

1

p < w(N). Por otro lado, sip > w(N), entonces wx (p) = p~* cuando | X| =1, ywx(p) < p~?

cuando | X| > 2.
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Demostracion. La primera afirmacién es clara, puesto que los mapas 0; : Zg — Zyp son
idénticamente 1 cuando p < w(N). La segunda afirmacién (cuando p > w(N) y |X| =
1) es similar puesto que en este caso ; cubre uniformemente Z,. Ahora supongamos que
p > w(N) y | X]| = 2. Afirmamos que ninguna de las s formas lineales puras W (v¢; — b;) es
multiplo racional de alguna otra (modp), en verdad, si esto fuese asi entonces tendriamos
LijL;,jl = A (modp) para alguna A, y para todo j = 1,...,t. Pero si a/q y a’/¢’ son dos
ndmeros racionales irreducibles, con |al,|d'[,q,¢ < \/OW /2, entonces claramente a/q #
a’/q (mod p), a menos que a = a’ y ¢ = ¢’. De esto se sigue que dos formas lineales puras
Y; — b; v Yy — by son tales que una sea multiplo racional de la otra, lo que contradiria la
hipétesis. Asi, el conjunto de = € (Z /pZ)* para los cuales 6;(x) = 0 (mod p) para todo i € X,
estd contenido en la interseccién de dos subespacios afines de (Z /pZ), y como tal tiene

cardinalidad a lo méds p'—2. O

Este lema implica, comparando con ([7.10]), que

/

m
Ep(2,2) =1 = Lpsuy D (p7 7% +p~ 7% — p 17577
j=1

o(1/p%)
ey D, yon -, (7.11)
X,X'C{1,...,m} pTISX T + ZjeX’ Zj
|XUX’|>2

donde los términos O(1/p?) no dependen de z,z’. Para tomar ventaja de esta expansién,

factorizamos F, = Ezgl)Eng)EI()g), donde

EW(z,2) = Ep(z,2')

g H;‘nzl(l - 1p>w(N)p_1_Zj)(1 - 1p>w(N)p_1_Z

j)(l - 1p>w(N)p_1_Zj_Zj )71

E]()Q) (Z’ Z,) = H(l - 1p§w(N)p_1_Zj)_1(1 - 1p§w(N)p_1_Z;)_1(]— - 1p§w(N)p_1_Zj_Z;)

.
Il
_

EP(z,2) = [[A-p ") —p )1 —p )
j=

—_

Escribiendo G; = Hp Ez(;j) para j = 1,2,3, tenemos que F' = G1G2G3 (al menos para

R(zj), R(z;) suficientemente grande). Si introducimos la funcién zeta de Riemann,

tenemos que
m
H ¢(1+ zj + zé)

L ea2hca+ay (7.12)
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En particular, G5 puede ser continuado meromoérficamente a todo C2™.
Definicién 7.5. Para cada o > 0 sea D™ C C*™, el dominio
DM = {zj,z;. D —o < R(), R(2}) < 100, j = 1,.. m}

Si G = G(z,2') es una funcidn analitica de 2m variables complejas sobrre DI, consideramos

la C*(D™) norma de G para cualquier entero k >0 como

ONT L (ONT(ONT (9N,
0z Ozm 024 oz,

son tales que aj > 0, a; >0 para cada j=1,...,m, y

|Gllcripp) = sup

/
Al yeey@my Ay ey Ay

)

L=(Dy)

donde ay, ... ,am,ady, ... a,

ar+-+am+a +---+a, <k

Lema 7.5. Los productos de Euler HEI()j) para j = 1,2 son absolutamente convergentes

P
en el dominio D’l%m. En particular, G1 y Go pueden ser continuados analiticamente a este

dominio. Ademds

|Gillem Dy, < Om(1)

[|G2|lom(ppy < Oy (1)
Gl(0,0) =1+ Om(l)

G(0,0) = (W/o(W))"™

Demostracion. Primero consideremos j = 1. De ([7.11)) y de la expansién de Taylor tenemos la
cota EI(,I) (2,2) = 140, (p~2t%%™) en D™ la cual da la convergencia deseada y también la

1/6m
cm(pm

h /6m) cota sobre G1; la estimacién para G(0,0) también se sigue puesto que los factores

de Euler Ezgl)(z, ') son idénticamente 1 cuando p < w(N). La cota sobre Gy es facil, puesto
que esta es s6lo un producto finito de Euler involucrando a lo més w(N) términos; la férmula

w 1
para G2(0,0) sigue de un célculo directo puesto que (b(I/V ) = H <1 — p)' O
p<w(N)

Para hacer una estimacion de las cotas de (|7.8]), invocamos el siguiente lema de integracion

de contorno.

Lema 7.6. Sea R un nimero real positivo. Sea G = G(z,2') una funcion analitica de 2m

variables complejas sobre el dominio DY para algin o > 0, y supongamos que
I|Gllcmpm) = exp(Opm o (log'/? R)). (7.13)
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Entonces

" (1424 2)) RETH
Py / G(z, 72 H J ) ; dzjdz;
27'('2 m ry r =1 1 + Z] + ZJ) 2]2.2;;.

=G(0,...,0)log™ R + Z Omp-(”G”cj('D;n) log™ 7 R) +Onm o (exp(—éx/log R)),
j=1

para algun § = §(m) > 0.
Prueba de la proposicion[7.3. Aplicamos el lema con G = G1G2 y 0 = 1/6m. Del lema

y la regla de Leibnitz tenemos las cotas

I1G|cipm

o) < Ojmwvy (1) para cada 1 < j <m,

y en particular obtenemos (|7.13)) al elegir w (V) creciendo suficientemente lento con N. Tam-
m

bién tenemos G(0,0) = (1 + o0y, (1)) <¢(VVM/)> de este lema. Concluimos (de nuevo con-
siderando w(N) con crecimiento suficientemente lento en N) que la cantidad en es
(1 + om(l)) (W) , como requeriamos. De este modo concluimos la prueba de la pro-
posicién O

7.1.2. Correlaciéon de orden superior para Ap

Ahora probaremos la proposicién usando argumentos similares a los usados para mos-
trar la proposicién La principal diferencia estd en que el nimero de variables t es en
este caso solo 1, ademds todas las formas lineales son iguales entre si, ¥;(z1) = z1. En par-
ticular, cada forma lineal es ahora multiplo racional de las otras, y por ende el lema [7.4] no
es aplicable. Sin embargo, los argumentos anteriores a este lema, lema son aun validos;
asi podemos escribir el lado izquierdo de como una expresion de la forma mas un

error pequeno, donde F' estd nuevamente definido por (7.9) y E, por ([7.10)); la diferencia es

l’EZp).

Tenemos también que wy(p) = 1 para todo p. El anédlogo del lema es el siguiente.

ahora que wyx (p) estd dado por

wx (p) = E( H 1W(x+hi)+150 (mod p)
i€X

Lema 7.7. Sip < w(N), entonces wx(p) = 0 para todo conjunto X # (; en particu-

1

lar E, = 1 cuando p < w(N). Si p > w(N), entonces wx(p) = p~* cuando | X| =1, y

wx(p) < p~! cuando | X| > 2. Ademds, si | X| > 2 entonces wx(p) = 0, a menos que p divida
a A= H |hz — hj|.
1<i<j<s
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Demostracion. Cuando p < w(N) tenemos que W(z 4+ h;) + 1 = 1 (modp) para cada
r € Zp, y cada ¢ € X, puesto que W = 0(modp) (cuando X # @), y por lo tanto
wx (p) = 0. Cuando p > w(N) y |X| > 1, wx(p) es igual a 1/p cuando las clases de residuos
{hi (modp); i € X} son todas iguales entre si, esto sucede en particular cuando |X| = 1.
En efecto, sea X C {1,...,m}; puesto que p > w(NN) tenemos que W # 0 en Z,, y como
{h; (modp); i € X} = {ho} para algin hg € Z,

wx(p) = E<1W(az+ho)+150 (modp))x € Zp) = 11),

donde la ultima igualdad se da ya que ¢ : Z, — Z, definido por x — W(x + hg) + 1
es biyectiva, pues W # 0. Por otro lado, si p > w(N) y |X| > 1, wx(p) = 0 cuan-
do las clases de residuos {hi (modp); i € X } no son todas iguales entre si. En efec-
to, en este caso existen hg y hy distintos en Z, tales que H1W(x+h¢)+150 (modp) contie-
ne al factor lyy(uqng)+1=0 (mod p) LW (2+h4)+1=0 (mod p)» el cual éesXsiempre nulo puesto que si
LW (2+ho)+1=0 (mod p) (¥) = 1 para algin y € Z,, esto es si W(y + ho) + 1 = 0(modp), en-
tonces W (y + h{)) + 1 # 0(modp) ya que hg y hj son elementos distintos en Z, y W # 0,
v asl 1y (e ht)+1=0 (modp)(¥) = 0. Andlogamente, si 1y (z1pn/)11=0(modp)(y) = 1 entonces si

LW (24ho)+1=0 (mod p) (¥) = 0. En cualquier caso
1W(x+h0)+150 (mod p) (y)1W(:c+h6)+1EO (mod p) (y) = 0 para cada y € va

por lo tanto H LW (24-hy)+1=0 (mod p) (¥) = 0 para cada y € Zj, y asf wx(p) = 0. O
i€eX

A la luz del lema anterior, el andlogo de ([7.11]) es ahora

m
Ep(za Z,) =1- 1p>cu(N) Z(p_l_zj +p_1_zj - p_l_Zj_zj) + 1p>w(N),p\A)‘p(zv Z/)v (714)
=1
O(1/p) .
n_ /
donde A\, (z,2") = Z SRS SR las cantidades O(1/p) no dependen de z, 2’

X,X/C{1,...,m} b
| XUX'|>2

Podemos asi factorizar

0 1 2 3
E,=EVEMNEPED,

donde

B =1+ Loy, platp(z, 2)




Sean G; = Hp EI(,j). Entonces, consideremos como antes F' = GqgG1G2G3 v G3 dado por
(7.12). Para Gy, G1 y G2 tenemos el siguiente lema, andlogo al lema

Lema 7.8. Sea 0 < o < 1/6m. Entonces los productos de Euler Hp E]gl), para I = 0,1,2,
son absolutamente convergentes en el dominio DJ'. En particular, Gy, G1 y Go pueden ser

continuados analiticamente a este dominio. Ademds tenemos

logR \' 2mo—1
l|Gollcr(pm)y < Om <10g10gR> 11(1 + Om(p )) para 0 <r < m, (7.15)
p
||GO||CM(D;Y;6M) < eXP(Om(log1/3 R))v (7.16)
|Gillempr ) < Om(1),
|Gzllem @Dy, ) < Omw (1),
Go(0,0) = [J(1 + Om(@™"%), (7.17)
plA

G1(0,0) =14 o (1),

G(0,0) = (W/o(W))"™

Demostracion. Las estimaciones sobre G y G2 son andlogas a las de G1 y G2 en el lema
H (los factores adicionales A\,(z,2’) que aparecen en el numerador y denominador de EI(,D
se cancelan para el primer orden y no representan mayor dificultad). Ahora haremos las

estimaciones para Gy.

Probaremos ([7.15). Fijemos [. Observemos que Gy = Hp‘ A EI(,O). Los ntimeros primos que

dividen a A son a lo mas O(log A/loglog A). Usando la cota

A= T[] I|hi—hj| <N™ <ROmD), (7.18)
1<i<j<m
, log R
vemos que el niimero de factores en el producto de Euler para Gy es O, <7> e-
loglog R

rivando 7 veces para cada 1 < r < m y usando la regla de Leibnitz, obtenemos una suma

de Om((log R/ loglog R)T) términos, cada uno de los cuales consiste de Oy, (log R/ loglog R)
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factores, cada uno a su vez igual a alguna derivada de 1 + A,(z,2’) de orden entre 0 y 7.

(pZmel )

Sobre D', cada factor es acotado por 1+ O, : los términos conteniendo un ntmero

no nulo de derivadas seran muy pequenos puesto que el término constante 1 es eliminado. De

ello resulta ((7.5)).
Ahora mostremos ([7.6)). De ((7.15)), es suficciente mostrar que

H(l + Om(me‘Tfl)) < exp(Om(log1/3 R))
plA
Tomando logaritmos y usando la hipétesis o < 1/6m y ([7.18]), basta mostrar que
Zp_2/3 < O(log'® R).
pla

Pero existen a lo mas O(log A/loglog A) primos dividiendo A, por lo quela suma al lado

izquierdo puede ser acotada por

Z n~%% = O(log'/® A),

1§n§0( log A )

loglog A
cono requeriamos.
La cota en 1D ahora se sigue de la estimacién EI(,O) =14 O0,n(p~ 3. O

Prueba de la proposicion 7. Aplicaremos el lema con 0 =1/6my G = GyG1G2. Nue-
vamente por la regla de Leibnitz tenemos la cota ((7.14), y ademés

logR \" B
[Gller0z) < On(0mauin(D) o ) 1 ((RCATE)!
p

para todo 0 < r < m. Del lema y del lema podemos estimar ([7.8]) siendo

UL z]—l-z m
(27ri)—2m/F._./r F(z,7 H 2 ,2 —5 5 dzdz < (1+0m(1))(¢(WT/V)> 10ngH(1+Om(p_1/2))

j=1 plA

+ Opo() <10ng> 1+ Om@™7%)) + Om (exp (— 5\/@)).

loglog R
og log "y

Entonces la afirmacion ([7.2)) se sigue eligiendo w(N) (y por consiguiente W) con crecimiento

lo suficientemente lento en N (y por consiguiente en R). Asi deducimos la proposicio’n O
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Capitulo 8

Conclusiones

Consideramos algunas extensiones y refinamientos de la prueba dada sobre la existencia
de progresiones aritméticas arbitrariamente largas formadas solamente por niimeros primos.
Notemos que la prueba dada muestra la existencia de una constante (k) tal que el nime-
ro de progresiones aritméticas de longitud k£ constituidas por primos menores que N es al

N?2
menos (v(kz) + o(l))1 N Esto es porque el término de error en (6.12)) no necesita ser
0g

del tipo o(1) para garantizar que existen progresiones aritméticas, sino basta que sea menor
1

que ic(k, ) + o(1) por ejemplo. Esto permite que la expresiéon w(NV) considerada antes con

crecimiento suficientemente lento puede ser considerada como una constante suficientemente

grande solamente dependiendo de k (e independiente de V).

El método empleado para probar el teoremall.4]se puede extender para probar el teorema
teorema de Szemerédi en los primos, esto es, que cualquier subconjunto A de los ntime-
ros primos con densidad (superior) relativa positiva contiene alguna progresién aritmética
de longitud k. El dnico cambio significativo es que debemos usar el principio de las casi-
llas para reemplazar la clase de residuos n = 1(mod W), usada en el presente trabajo, por
n = b(mod W) para algin b coprimo con W. Todo esto puesto que el conjunto A no nece-
sariamente obedece un teorema del tipo del teorema de Dirichlet, a diferencia del conjunto
de los numeros primos que verifica el teorema del Dirichlet sobre primos en progresiones
aritméticas. Ademads, puesto que suponemos que A tiene densidad superior positiva d(A),

tenemos que existe una sucesion de naturales N1 < No < ---, no necesariamente primos, ta-

ANl N,
les que 1lim AN[L N

Jm m = §(A). Sin embargo, usando el postulado de Bertrand podemos
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considerar los IV,, primos salvo un factor O(1) a lo mas.

Recientemente se prob6 més atin que dadas funciones polinomiales Fi, Fs, ..., F, de N en
N, tales que F;(0) = 0, entonces existen infinitas k-uplas (a + Fi(d),...,a+ Fk(d)) en las
que cada coordenada es un nimero primo, (cf. [21]). Particularmente, si F;(x) = iz para cada
i€{0,1,...,k— 1}, concluimos el teorema de Szemerédi en los primos. De este modo, este
reciente resultado constituye una generalizaciéon del teorema de Green-Tao. También cabe
mencionar que la validez de la conjetura de Erdos sobre progresiones aritméticas, conjetura
[[.1] concluirfa inmediatamente el teorema de Szemerédi en los primos puesto que la suma de

las inversas de los primos es infinito.
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