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CONTROL DEL SISTEMA ANTIBLOQUEO DE FRENADO DE UN 

VEHÍCULO USANDO ESTRATEGIAS DE CONTROL AVANZADO 



SUMARIO 

Al ocurrir alguna situación inesperada para el conductor de un vehículo, como 

puede ser el que se atraviese una persona en la pista o que se percate de algún 

obstáculo en ella, este puede verse obligado a frenar bruscamente usando toda la 

fuerza que el freno pueda dar, en este caso las ruedas tenderán a bloquearse sin tener 

el mas mínimo control sobre la dirección del vehículo. Para evitar esto en el presente 

trabajo se diseñará un sistema de control para un sistema de frenado de un vehículo, 

que entrará en función cuando la fuerza de freno sea máxima y los neumáticos 

tiendan a bloquearse. Este sistema de control debe de ser tal que se evite el bloqueo 

de los neumáticos, para lo cual se utilizarán técnicas de control avanzado, en este 

caso Control Optimo y Control Adaptivo. 
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PRÓLOGO 

Los sistemas antibloqueo se vieron por primera vez en los trenes de inicio del 

siglo XX. La razón principal fue que al parar en seco las ruedas del tren se producía 

un efecto de desgaste de la rueda en la sección de contacto entre el riel y la rueda, 

este efecto iba deformando las ruedas metálicas del tren, por lo que había que evitar 

que las ruedas dejaran de girar completamente mientras aun estaba el tren en 

movimiento usando un sistema antibloqueo, al hacerlo se noto adicionalmente que la 

distancia de frenado era ligeramente menor. En 1948, se equipó al Boeing 8-4 7 con 

un sistema antibloqueo para evitar que las llantas se revienten al frenar sobre 

concreto secq y pistas con hielo ( en este caso se encuentran astillas de hielo en la 

pista). Recién a fines de la década del 60 se incluyo un sistema antibloqueo en 

algunos automóviles de lujo, desgraciadamente problemas legales detuvieron el 

desa1Tollo de estos sistemas en los Estados Unidos permitiendo que Europa tome el 

liderazgo de estos sistemas en los siguientes 20 años. Finalmente en los inicio de la 

década de los 90 se demostró fehacientemente las ventajas del sistema antibloqueo 

en el control de dirección del vehículo y la reducción de la distancia de frenado. 

Actualmente mas del 80% de los vehículos nuevos en los Estados Unidos están 

equipados con un Sistema Antibloqueo de Frenado. 

La mayor preocupación durante un frenado brusco en una superficie cualquiera, 

es que las llantas del vehículo se bloqueen, esto es, que dejen de girar en seco. La 
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razón es que la fuerza de fricción en un neumático bloqueado es considerable menor 

que cuando están girando. Peor aun cuando las llantas están bloqueadas resulta 

imposible para el conductor dirigir el vehículo, ocasionando una total pérdida de 

control sobre él. Este fenómeno lo podemos apreciar el la figura 1, lo cual se puede 

entender analizando las curvas en la figura 2 . 
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figura l. Efecto de frenado brusco con y sin ABS 

---zona de control 
ideal de unABS 

Coeficiente de fuerza 
lateral 

O P atineje entre la pista y el neumatico 1 

figura 2. Relación entre los coeficientes de adhesión, fuerza lateral y el 
patinaje 
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La principal dificultad en la construcción de un sistema de control para el 

antibloqueo de frenado (AntiLock Braking System ABS) es la gran no linealidad, lo 

que hace dificil y a veces imposible resolver este problema usando métodos clásicos. 

Un ABS típico mide la velocidad angular de las llantas y posiblemente la 

velocidad lineal. Luego el sistema de control decide si la llanta esta a punto de 

trabarse. Si es así, se disminuye la presión en la bomba de freno para reducir la 

fuerza de freno y así dejar que la rueda siga girando. Luego de lo cual se deja 

aumentar la presión en la bomba de freno. Esa es la misión del sistema de control, la 

cual se tratará en los siguientes capítulos. 

En el primer capítulo definiremos el problema definiendo los parámetros con 

los que se resolverá el problema, en el segundo capítulo se realizará el modelado del 

mismo obteniéndose las ecuaciones que describen el giro del neumático y el 

movimiento del vehículo, en el tercer capítulo se realizará el diseño de los sistemas 

de control y se mostrarán simulaciones de los mismos. Finalmente se incluirán las 

observaciones y conclusiones así como la bibliografía utilizada. 



CAPÍTULO I 
FORMULACIÓN DEL PROBLEMA 

Definamos el desliz o patinaje (A) como la razón entre la diferencia entre la 

velocidad del vehículo (v) y la velocidad tangencial del neumático (de radio rw) en el 

punto de contacto con el pavimento, y la velocidad del vehículo. Así tenemos: 

A= v-r11.
m 

V 

( 1.1) 

De donde tenemos que si la llanta gira sin resistencia, implica que la velocidad 

tangencial de la llanta en el punto de contacto con el pavimento es igual a la 

velocidad del vehículo, en este caso rww será igual a v, por lo que A será O ( osea la 

llanta no está patinando en absoluto, sino que gira libremente). Por otro lado si la 

llanta esta bloqueada (trabada, osea que no esta girando) por acción del freno, w es 

cero por lo que A será igual a 1, osea 100% de patinaje (slip). 

El coeficiente de fricción (µ) existente entre el neumático y la pista, varía en 

función de la superficie y de A, así también la fuerza lateral que los neumáticos 

delanteros pueden ofrecer debido al giro de los mismos, también varía en función de 

A. Según podemos apreciar en la figura 1.1 :



1.0 Asfalto Seco 

Asfalto Humedo 

1 

Nieve suelta 

Hielo 

Patinaje de la llanta 1i.1 1.0 

figura 1.1 Coeficiente de fricción en función de A para diferentes 

superficies 

Como vemos en dicha figura el coeficiente de fricción varía en función de A y 

de la superficie, pero todas tienen una curva de la forma que se muestra en la figura 

1.2: 

_E 
JI =- i· 

FI 

o 1 

Figura 1.2 Curva µ vs. A 
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En la figura 1.2 vemos como conforme aumenta 11, también aumenta µ, hasta un 

valor pico para luego comenzar a bajar. Este pico se ubica aproximadamente en 

11.=0.2 , por lo que nuestro problema será el de diseñar un sistema de control que 

actúe cuando el frenado sea máximo (1 000N-m) y los neumáticos estén por 

bloquearse (A.>0.2); bajo estas condiciones el sistema de control deberá mantener el 

patinaje en 0.2. En la figura 1.3 se muestra el diagrama de bloques del sistema donde 

se asumirá la existencia de un transductor tal que tenga como entrada la señal del 

controlador y como salida el torque que será aplicado al sistema de frenado del 

vehículo. 

\ =0.2 

,, 

Sistema de 

Control 

Tb 
Trarucbctor Vehículo - í\.

figura 1.3 Diagrama de bloques del sistema 



CAPÍTULO 11 
MODELADO DEL PROCESO 

Para el diseño un sistema de antibloqueo de frenado se modela el movimiento 

del vehículo en base a su dinámica lineal, y los neumáticos en base su dinámica de 

rotación. 

2.1 Dinámica Lineal 

Para este caso se emplea directamente la segunda ley de Newton en su forma: 

F=m.a (2.1) 

Así tenemos que la representación del diagrama de cuerpo libre del modelo del 

automóvil de masa m sobre un plano inclinado 0 grados es el mostrado en la figura 

2.1 

Figura 2.1. Diagrama de cuerpo libre del vehículo 

En la figura 2.1 se muestran todas las fuerzas relevantes, la constante de 

gravedad g, la fuerza ocasionada por la resistencia del aire Da, la fuerza causada por 
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el alerón posterior Rh, W=mg el peso del vehículo, Fx la fuerza de tracción 

ocasionado por el pavimento: Fxf delante y Fxr detrás, Rx fuerza de inercial de la 

llanta, y la aceleración del vehículo ax. Donde los subíndices f y r significan fuerzas 

aplicadas sobre los neumáticos delanteros y traseros respectivamente. 

En la dirección del movimiento del vehículo tenemos: 

m dv = (W I g)ax = -Fxr - Fxf -Wsin0- Rxr- Rxf - Da- Rhc (2.2) 
dt 

y en la dirección vertical tenemos (asumiendo que no existe movimiento vertical del 

vehículo): 

O= W.cos0- Fzf - F=r + R,,z (2.3) 

Considerando Rh=O en la ecuación 2.3, se obtiene : 

F=
1 

+ F=,. = W.cos0 = m.g.cos0 (2.4) 

La resistencia del aire está dada por la velocidad relativa entre el vehículo y el aire, 

alrededor, y esta dada por la siguiente relación: 

D
0 

= 0.5p.Cc1 A(v + vw )
2

(2.5) 

Donde pes la resistencia del aire (1.202 Kg/m3 a 200m sobre el nivel de aire), Cd es 

un coeficiente de arrastre. A es la máxima sección transversal, v es la velocidad del 

vehículo y Vw es la velocidad del viento. Cd varia de 0.2 (vehículo con cubierta 

inferior inclusive) hasta 1.4 para un camión. Un valor de 0.4 es un valor típico para 

automóviles de pasajeros. 
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La resistencia al giro de la llanta se debe a la deformación de la llanta al 

apoyarse sobre el pavimento y es aproximadamente proporcional a la fuerza normal 

sobre la llanta: 

Rx = Rxr + Rxr = J(Fzf + Fzr) 
. . (2.6) 

Donde f es el coeficiente de resistencia al rodamiento y esta en el rango de O.O 1 a 

0.4, con O.O 15 como w1 valor típico para autos de pasajeros. 

Reemplazando la ecuación (2.4) en (2.6) se obtiene: 

Rx = f.m.g.cos0
(2.7) 

Considerando Fx igual para cada neumático tendremos: 

(2.8) 

Reemplazando las ecuaciones (2.5), (2.7) y (2.8) en (2.2) se tiene 

mv=-N
"'Fr 

-mgsin0-f(mgcos0)-O.5pC"A(u+v
11
.)2

(2.9) 

2.2 Dinámica de Rotación: 

Las ecuaciones de movimiento se obtienen típicamente de la aplicación de la 

segunda ley de Newton, la cual para el movimiento de un cuerpo rígido de masa m 

es: 

F=m.a 

Donde F es el vector suma de todas las fuerzas que actúan sobre el cuerpo de masa m 

y a es el vector aceleración, la relación análoga de esta ley para un sistema en

rotación alrededor del centro del cuerpo es: 
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M=l.m' 

Donde A;f es el vector suma de todos los momentos que actúan sobre el cuerpo, 1 es la 

inercia del cuerpo y w ' es la aceleración angular del cuerpo alrededor del centro de 

rotación. Cuando a o w ' es igual a cero entonces las dos ecuaciones anteriores 

representan un estado de equilibrio. 

Los componentes que están involucrados en la aplicación de la segunda ley de 

Newton para la dinámica rotacional de una llanta se muestran en la figura 2.2, y son: 

Direccion dlll 

vehículo 
Giro d11l Nsumatico 

Figura 2.2 Momentos actuantes sobre el neumático 

El torque entregado por el motor (Te) que es en la dirección del movimiento. 

El torque de frenado en oposición (Tb) al movimiento. 

El torque por la fricción de la llanta sobre su eje (Tw) el cual depende de la velocidad 

de giro del neumático. 

El torque causado por la fricción entre el pavimento y el neumático (rwF,J La 

dirección depende si se está frenando o acelerando, en el caso de aceleración es en 
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sentido opuesto al torque del motor, y cuando se está frenando será en sentido 

opuesto al torque del freno. 

La ecuación resultante es: 

Donde: 

Ww: velocidad de rotación de la llanta. 

Jw : Inercia de la llanta. 

Te : torque del motor. 

Tb : torque del freno. 

Rw : radio de la llanta. 

Fx : fuerza del pavimento sobre la llanta. 

Tw : torque causado por la fricción al girar la llanta sobre su eje 

(2.1 O) 

Consideraremos que el torque por fricción de giro (Tw) es la suma de una fricción 

seca (proporcional al peso del vehículo: Fz) y una fricción viscosa (proporcional a la 

velocidad de giro del vehículo). Así tendremos: 

(2.11) 

La fuerza del pavimento sobre la llanta está dado por: 

(2.12) 

donde Fz es la fuerza normal en cada llanta y el factor µ es una función de las 

velocidades de giro de la llanta y de la velocidad del pavimento. 

Reemplazando tenernos: 
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(2.13) 

2.3 Calculo del coeficiente de fricción: 

Los valores de µ se hallan en forma experimental y se dan en tablas en función 

de 'A. Para el modelamiento, con los valores experimentales, interpolamos una 

ecuación polinómica de grado 6. Esto lo realizamos con el siguiente programa en 

Matlab: 

't ,c..BSC• i . ,r: 

'\ C:l::·:-.P,:-:::i.c-n ,Jel :nc,d,:::J.o rnatematico aproximado de curva mu - lambda 

'i, !':':r i.1<:-::;s;, a \,, l 1)re:,; 0bt1:-,nidos en forma practica. curva mu -- lambda 
{: ·-- .. .. ... . ... . - ---·· ·- - . .. - - - - - ·- -· -- ·- - - -- --- - - --- - - -- - --- - - --

't inq�0�amos !a da�a lobt�nida en forma practica) 

data= ... 

[ 0.0000 0.0000 

0.0250 0.2250 

0.0500 0.4500 

0.1000 0.6500 

0.1250 0.6850 

0.1500 0.7050 

0.1750 0.6900 

0.2000 0.6800 

0.2500 0.6500 

0.3000 0.6350 

0.3500 0.6300 

0.4000 0.6275 

0.4500 0.6250 

0.5000 0.6225 

0.5500 0.6200 

0.6000 0.6175 

0.6500 0.6150 

0.7000 0.6125 

0.7500 0.6100 

0.8000 0.6075 

0.8500 0.6050 

0.9000 0.6000 

0.9500 0.5975 

1.0000 0.5950) 

lambda=data(:,1); 

mu=data (:, 2) ; 

. % Ajustamos la data en una funcion de la forma : 

% con eJ. m,2todo de los minimos cuadrados 

% mu=c ( 1) *lambda"n+c (2) ·-"lambda" (n---1) .... e (n) ·A·lambda+c (n+l) 

[c,S]=polyfit(lambda,mu,6); 

'(', CCf,;-:;rn,:;r; t. =--=Íj,()_CJ'�,0.:t.,0.15,0.2,0.2:i ... 1 

t=(0:0.05:1); 



y=polyval (e, t) ; 

plot(larnbda,rnu, · 01 ' , t,y,' .. -b'); 

title ('Tntei-pol.<1r.:1.- ,n p,·.,1.irh.'m:i.al, 9ra<:lo n:.::6'); 

grid on; 

lnterpolacion polinomial, grado n=6 
0.8 ,-----,----.-----.-----,----,---,---,-----,----,-----,

0.1 .. . ...... �- ... ......... ¡ .. -- . 

o, 

-0.1 �-�--�-�--�-�--�-�--�--�-�
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 
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figura 2.3 Resultado gráfico de µ vs A mostrando valores experimentales y curva 

interpolada 

Como se ve el punto máximo se obtiene alrededor de 0.2, por lo que ese será el 

valor deseado para nuestro control. 

Además el programa nos da los siguientes valores para e: 

e =

Columns 1 through 4 

-68.593685960106 238.215969299801 -324.819708094716 219.283664212760



Columns 5 through 7 

-75.580035327176 12.087806022779 -0.006770422521

Por lo que: 

�t=-68.593685960106*A6 + 238.215969299801 *A5 
- 324.819708094716*A 4

2 l 9.283664212760*A3 -75.580035327176*/l.2 + 12.087806022779*/I. -

14 

0.006770422521 (2.14) 

Con esta función de µ vs. A, podemos graficar el proceso sm ningún control 

suponiendo un torque de frenado de 1 000Nw-m, lo cual hacemos con el siguiente 

programa Matlab: 

ti=O;tf=2;xi=[40,40); 
tol=l.Oe-4;trace=l; 
:1; fJs¿Hn•:•s od.e45 fJa.ra graficar 

i\BS=: ( t .. >�) 

., __ .. 
A ' que es solucion de 

[t,x)=ode45( 'ABS02a', [ti,tf) ,xi,odeset('Reltol' ,tol)); 
% Variable r usada para grafica 
plot ( t, X ( : , 1) , ' - . ' , t, X ( : , 2) , ' - ' ) i 
title( 'Frenado de Vehiculo'); 
xlabei (·Tiempo ( �.;1:::9) ·) ; ylabel ( 'x') ; 
grid on; 

X' -·

legend( 'Velocidad del vehiculo', 'Velocidad de la J.lanta'); 

% AP.S02a.rn 
function xdot=ABS2a(t,x); 
t defin0 parametros de simulacion; 
m=1400; rho=l.202; Cd=0.5; AA=l.95; 
g=9.81; 
Theta=O.O; bw=O.O; f=0.01; uw=O.O; 
fw=O.O; 
Iw=2.65; rw=0.31; Nw=4; Fz =3560.0; 
½\Define�· los péir,"1metros mu--Lambda (Calculados en ABSl) 
e=[ -68.5937, 238.2160, -324.8197, 219.2837, -75.5800,
12.0878, -0.0068); 
lambda=(x(l)-x(2))/x(l); 
al=abs (lambda); 
if al>l, al=l.0; end; 
mu=sign(lambda)*c*[alA 6;alA5;alA4;alA3;alA2;al;l]; 

'.t;I),::;LLne (�l. torquc, dé frenado 
Tb=lOOO; 

%Define las ecuaciones de estado 
if x(l) <O.O , x(l)= O ;erui; 



if x(2) <O.O , x(2)=0 ;end; 

xdot=( (-(0.5*rho*Cd*AA)*(uw+rw*x(1))A2-Nw*Fz*mu - f*m*g*cos(Theta)­

m*g*sin(Theta) )/(m*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-Tb)/Iw]; 

if x(l) <=O.O , xdot(l)=O ;end; 

if x(2) <=O.O , xdot(2)=0 ;end; 

Frenado de Vehículo 
40�----r----,-----r-----,--------,r---�- -·-- --_-_-_-_-_,_-_-_-_-_-_-_,_-_-_-_-_-_-,_r_-_-_-_-�-,

X 

Velocidad del vehículo "-
35 t---�-:---�----�-----�----�----____ v_e�l_o_c_id_ a_d�d_e_l _a_l_la-n_t_a __

30 

25 
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figura 2.4 Respuesta a un torque de frenado de l000N-m 
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15 

De este gráfico se puede ver claramente como los neumáticos se bloquean en 

0.34 segundos y que le toma un poco más de 2 segundos en detenerse, y debido a que 

la llantas están-bloqueadas no hay ningún control sobre la dirección del vehículo. 



CAPÍTULO III 
LINEALIZACIÓN Y DISCRETIZACIÓN 

3.1 Ecuaciones de Estado 

Primero definamos las siguientes variables de estado: 

xl=wv , velocidad del vehículo tomado como movimiento libre de una llanta de la 

misma dimensión. 

x2=ww , velocidad giro de la llanta. 

La señal de control (u) actuará sobre la bomba de freno tal que cuando se tenga 

u=O la salida será O y cuando u= l, la salida será IOOON-m . Así el torque de frenado 

estará definido por: 

Tb = lOOOu 

y dado que estamos frenando el torque del motor (Te) será cero. 

Sl. 
V 

OJ,, = - , entonces v=wv .rw = x 1 .rw 
r ... 

Considerando la velocidad del viento O (Vw=O) y reemplazando en la ecuación (2.9) 

tenemos: 

m.r"' .x' =-0.5p.Cd .A.r/.x/-N.,,.F_r - f.m.g.cos0-m.g.sin0

Asumiendo que el plano de movimiento del vehículo no tiene pendiente 

(0=0), tenemos: 



De la ecuación (2.13) tenemos: 

3.2 Linealización: 

X
J
. 

= 
- f.., .F: - bw .

X2 + rx .µ.F;: -1 000u
- J 

X -X A.=y= 1 2 

x, 

Reescribiendo las ecuaciones (3.1), (3.2) y (3.3) en la forma: 

f. 
' -0.5p.Cd.A.r..,2.x, 2 -N"' .µ.F. - f.m.g

, =x, = 

m.r ..

X -X h=y= 1 2 

x, 
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(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

Aplicando el jacobiano a las ecuaciones (3.4), (3.5) y (3.6) y considerando los puntos 

de equilibrio, se tiene: 

[ 
a11 a¡1 l- -

A= oxl ox2 
a12 a12 
oxl ox2 (x,li)

[
a11

]B= ou 
a¡2 
au (x,li) 

(3.7) 



c-[ªhI ah1]
dxl dx2 (J,lí)

D-[dhl]
- du (J,lí)
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(3.8) 

Un problema radica en que µ depende de x 1 y x2, pero con la ayuda de la ecuación 

polinómica interpolada (2.14) que nos da una relación de µ con A, podemos definir 

aµ aµ a-1 =--
el-e

l

Evaluando las ecuaciones (3.7) y (3.8) se obtienen las matrices del sistema 

linelizado: 

A= 

( aµa-1 2-)
-N11··a,Xa� - p.Cd.A.rw X¡ 

m.rw

rw.F.. 
aµ a-1 

- a-1 dx
1 

J

o

-Nw.Fz. 
aµ dA 
dA dX

2

m.rw
aµ d-1

rw.Fz---bw 
dA dX

2

J 

B= 
1000 

C=[-5___ _ _!_] X
¡

2 ' X¡ (.Y,17)

j (:l',17) 

D = [O] 

(.Y,lí) 

Para hacer los cálculos usamos el siguiente programa en matlab, de lo cual tenemos: 

m=l400; rho=l.202; Cd=0.5; A=l.95; 

g=9.8l; 
Theta=0.0; bw=0.0; f=0.01; uw=0.0; 

Iw=0.65; Jw=Iw; rw=0.31; Nw=4; 

Fz=3560.0; 
xl0=40.0; x20=32.0; lref=(xl0-x20)/xl0; 

al=abs (lref); 

c=(-68.593,238.216,-324.819,219.2837, ... 

-75.58, 12.0878, -0.0068];
dmdl=c* [6•·a1 "5; 5*al "4; 4*al "3; 3*al "2; 

2*al;l;0]; 

dldxl=(x20/xl0"2); dldx2=-l/xl0; 



A= [ ( - Nw* Fz *dmdl *dldxl - ... 
rho*Cd*A* (rwA2) *xl0) / (m•rw), ... 
·· (Nw*Fz*dmdl *dldx2) / (m*rw);

(rw*Fz*dmdl*dldxl)/Jw, ... 
( +rw*Fz*dÍndl *dldx2 - bw) /Jw);

B=(0;-1000/Jw); 
C=(dldxl dldx2); 
D=0.0; 

Obteniendose: 

X
1 

=40 
X

2 
=32 

A= [ 
0.28513895596313 - 0.36939885566820

] 
- 3. 75086204087543 4.68857755109429

B = [ - 377 .3 58�9056604]
e = [0.02 -0.02s] D = [o] 

3.3 Discretización: 
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Para calcular las matrices G y H en base a A, B, Ce, De. Usamos un retenedor de 

orden cero con un periodo de muestreo de 0.001 seg. A continuación tenemos el 

listado del programa que permite obtener el modelo discreto del proceso: 

'{, fl.BSO-� .m MATRICES DE ESTADO EN TIEMPO CONTINUO 

A =[ 0.28513895596313 -0.36939885566820

-3.75086204087543 4.68857755109429]; % orden n=2 

B =[O; -377.35849056604] 

e e = [ O . O 2 - O . O 2 5 J ; De = O ;

T = 1/1000; 

[G,H,C,D) = c2dm(A,B,Cc,Dc,T, 'zoh'); 

G = [ 1.0002858736 -0.00037031902
]

- 0.0037602054 1.0047002811 

H = [ 
0.00006981359393

] - 0.37824459937861

e= [0.02 -o.02s] D = [o] 



CAPÍTULO IV 
DISEÑO DEL SISTEMA DE CONTROL 

4.1 Controlador Optimo Proporcional Integral: 

Si las ecuaciones de estado de un proceso son: 

x(k+ 1) = G.x(k) + H.u(k) 

y(k) = C.x(k) 

La sefial de control de un controlador Optimo Proporcional Integral será: 

u(k) =-K.x(k) + KI.v(k) 

donde la matriz de ganancia del controlador es: 

K = [ Kl K2 ... Kn] 

La ecuación para el integrador resulta: 

v(k) = v(k-1) + r(k) - y(k) 

De donde es posible llegar a una ecuación de la forma: 

donde 

;(k + 1) = G.;(k) + H.w(k) 

w(k) = -K.;(k) 

G(k) = [ G º]; H(k) = [ H ]
-CG I -CH 

K(k) = [K -K1 ]

( 4.1) 

(4.2) 

(4.3) 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 
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Primero averiguamos si el proceso es completamente controlable formando la matriz 

de controlabilidad M y averiguando su rango que en este caso debe de ser 2. Esto se 

muestra en el siguiente fragmento del programa Matlab: 

Gtilde - (G zeros(2,1) 

-C*G eye(l,1)); i DEBE SER DE ORDEN n+1=3

Htilde = [H

-C*H) ¡

M=[Htilde Gtilde*Htilde GtildeA 2*Htilde]; 

rM=rank(M) ; %rM=3 completamente controlable 

Para determinar la matriz de ganancia K del controlador de realimentación, 

seleccionamos las matrices de ponderación R. y Q como sigue: 

R.= 2000 

[
100 O 

Q = O 1 
o o 

(4.1 O) 

IO�J ( 4.11) 

Para hallar K debemos resolver la ecuación de Riccati en su forma recursiva: 

P<k + 1) = º + cYP(k)a-arPCk)H[R + nrP(k)H t' n rP(k)G (4.12) 

( 4.13) 

Para tal propósito se tiene el siguiente programa en Matlab, el cual determina la 

ganancia K en forma recursiva mostrando los resultados para diferente número de 

iteraciones ( 1000 y 100000) apreciándose que tiende al valor de K dados por la 

función dlqr(). Función que usaremos de ahora en adelante 



'\, Am::o:'i. m 
% Cont�ol Optimo del sistema antiblogue de frenado ... 

% Calculo de la matriz de ganancia Optima K 

clear all 

\\ Eí'U.'\C:ON .UF E�;TAD(J DEL p¡:;;ocESO EN 'I'IEMPO CON'l'lNUO 

A=(0.28513895596313 -0.36939885566820;

-3.75086204087543 4.68857755109429];

B=(O; -377.35849056604];

Cc=[0.02 -0.0250]; 

De= [O] ; 

% CHEQUEAR CONTROLAEILIDAD Y OBSERVABILIDAD 

rAB = rank(ctrb(A,B)); i rAB = 2 => COMPLETAMENTE CONTROLABLE 

rAC = rank(obsv(A,Cc)); 1� rAC = 2 => COMPLETAMENTE OBSERVABLE 

% CONVERSION A TIEMPO DISCRETO 

T = 1/1000; 

[G,H,C,D] = c2dm(A,B,Cc,Dc,T, 'zoh'); 

Gtilde = [G zeros(2,1) 

-C*G eye(l, 1)]; '', DEBE SER DE ORDEN n+l=-3

Htilde = (H

-C*H];

'i; PO[li"DF:PJ,C l OI-:i 

Q = [ 100 O O; O 1 O; O O 1000]; % PONDERA EL VECTOR DE 

R = 2000; � ?ONDERA LA SE�AL DE CONTROL u(k) 

M=[Htilde Gtilde*Htilde GtildeA2*Htilde]; 

rM=rank (M) ; 'r.rH=3 ==> Completament.e Controlable 

P=zeros(3,3); 

for i=l:1000 

P=Q + Gtilde'*P*Gtilde -

Gtilde'*P*Htilde*inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde; 

end 

K=inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde 

% K = 0.24305043212329 -0.30261629909995 -0.66560884441015

P=zeros ( 3, 3) ; 

for i=l:100000 

P=Q + Gtilde'*P*Gtilde -

Gtilde'*P*Htilde*inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde; 
end 

K=inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde 

% K = 0.24262764428506 -0.30261622118700 -0.66561509171065

[Ktil,Ptil,EJ = dlqr(Gtilde,Htilde,Q,R); % Ktil: GANANCIA OPTIMA 

% Ktil = 0.24256554902412 -0.30261620974385 -0.66561600925774 

K = [ Ktil(l) Ktil(2) ] 

KI = -Ktil(3) 
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¡ 

K = 0.24256554902412 -0.30261620974385 

KI = 0.66561600925774 

4.2 Simulación del Sistema de Control Optimo Proporciona Integral 
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El programa de simulación contiene un bloque antes que simula la condición 

inicial del frenado, estando el vehículo en movimiento, siendo la velocidad de giro 

del neumático 40 rev/segundo, el conductor aplica los frenos totalmente (1 000N-m), 

cuando el patinaje de los neumáticos llega a 0.2 empieza a actuar el circuito de 

control para que mientras se tenga accionado el freno, el patinaje permanezca en 0.2 

clear all 

,-:/ ., 7 l.( 1.: __. C,:,nt r:,:,J Opt i.mc, del sistema antibloque de frenado ... 

m=1400; rho=l.202; Cd=0.5; AA=l.95; 

g=9.81; 

Theta=O.O; bw=O.O; f=0.01; uw=O.O; 

fw=0.0; 

Iw=2.65; rw=0.31; Nw=4; Fz=3560.0; 

:1; Define los pz�rametro:::: mu-Lambda (Calculados en ABSOl) 

e=[ -68.593685, 238.215969, -324.819708, 219.283664, 

75.580035, 12.087806, -0.0067704); 

N=2000; 

T=l/1000; 

X= [ 40 i 40] i 

for k=l:78 

xl (k) =x(l); 

x2(k)=x(2); 

u(k)=l; 

al=-( X ( 1) -X ( 2) ) / X ( 1) ¡ 

if al>l, al=l.O; end; 

mu=c*[alA6;alA 5;alA4;alA3;alA2;al;l); 

x=x + T*[(-(0.5*rho*Cd*AA)*(uw+rw*x(l))A2-Nw*Fz*mu -

f*m*g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-1000*u(k))/Iw]; 

y(k) = (x(l) - x(2) )/ x(l); 

if y(k)>0.2 , break; end; 



end; 

% MATRICES DE ESTADO EN TIEMPO CONTINUO 

A=[0.28513895596313 -0.36939885566820;

-3.75086204087543 4.68857755109429]; 

B=[0; -377.35849056604);

Cc=(0.02 -0.0250]; 

De= (O]; 

,{, C::ll\J\'E!::,c:
'. ff•N -� TIEMPO DISCRETO 

T = 1/1000; 

[G,H,C,D) = c2dm(A,B,Cc,Dc,T, 'zoh'); 

Gtilde = [G zeros(2,1) 

-C*G eye(l, 1)); 1: DEBE SER DE O
R

DEN n+1=3

Htilde = [H

-C*H);

% PONDEF.ACION 

Q = [ 100 O O; O 1 O; O O 1000) ; 'i:1 PONDERJ-1,. EL VECTOR DE 

ESTADO x(k.) 

R = 2000; -� PONDEJ,1::. LA SEílAL DE CONTROL u ( J,:)

[Ktil,Ptil,E) = dlqr(Gtilde,Htilde,Q,R); '1� Ktil: GANANCIA r:1PTHU\ 

K = [ Ktil(l) Ktil(2) ) 

KI = -Ktil(3) 

yi=0; v=0; i CONDICIONES INICIALES 

N = 2000; r=0.2; 

16 RE.:o?LJE3T,; ¡:, 1..JT,JA REFERENCIA DE O. 2

x = (38.3746; 30.6845); yi=0; v=0; 

INICiiü.,ES

N = 2000; r=0.2; 

for k=k:N 

V = V + r - yÍ ¡ 

u(k) = -K*x + KI*v; 

!(; CONDICIONES 

% Limite del actuador (valor maximo del freno) 

if u(k)<0 , u{k)=0 ;end; 

if u(k)>l , u(k)=l ;end; 

% c0ndici0n final si esta a muy baja revoluciones 

if x(l)<l , u(k)=l ; end; 

xl(k)=x(l); 

x2 ( k) =x ( 2) ; 

% Modelo de la planta, 

lambda=(x(l)-x(2))/x(l); 

al=abs ( lambda) ; 

if al>l, al=l.0; end; 

mu=sign(lambda)*c*[alÁ6;alÁ5;alÁ4;alÁ3;alÁ2;al;l]; 

x=x + T*[ (-(0.5*rho*Cd*AA)*(uw+rw*x(l) )Á2-Nw*Fz*mu -

f*m*g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-1000*u(k))/Iw]; 
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if x(l) 
if x(2) 
if x(2) 

<O.O 
<O.O 
>x(l)

x(l)=O ;end; %No puede tener valores negativos 
x(2)=O ;end; %No puedB tener valores negativos 

x ( 2) =x ( 1) ; end; 
if x(l)==O 

y(k)=O; 
else; 

y(k) = (x(l) - x(2) )/ x(l) 
end; 

if y(k)>l, y(k)=l; end; 
yi = y(k); 

end 

t = linspace(O,T*N,N) 
figure ( 1); 
plot(t,y); ylabel('y 
xlabel ( 'Tic''rnri:-, 

( lambda) ') 

( S•:::fJ) ' ) 
title ( 'Control Optimo - Salida') 
figure (2) 

grid on; 

plot(t,u); ylabel( 'u (voltios)'); grid on; 
xlabel ( ''I'iernpo ( seg l ') 
title ('Control Optimo - Seftal de Control') 

figure (3); 
plot(t,xl,'b-.',t,x2,'r-·); grid on; 
legend('Velocidad del vehiculo', 'Velocidad de la llanta') 
xlabel ( 'T.iemp0 ( SE:g l ') 

Resultados 
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0.8 

0.7 
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Se puede apreciar claramente de la figura 4.2 que ni bien el sistema de control 

empieza a actuar este reduce la fuerza de frenado hasta casi cero para luego elevarla 

a casi O. 97 para luego estabilizarse a casi 0.81, como se ve también de la figura 4.1 el 

patinaje del neumático se mantiene en 0.2 lo que nos da un gran control sobre la 

dirección del vehículo y ya que esto mantiene el patinaje alrededor del pico de 

adhesión entre pista y neumático, se observa una disminución del tiempo de frenado 

de casi 0.15 segundos, tal como se aprecia en la figura 4.3 
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4.3 Control Adaptivo Autosintonizado 

En la sección anterior ya calculamos la controlabilidad del proceso ahora 

adicionalmente hallaremos la observabilidad del mismo. Seguidamente hallamos las 

matrices G, H , C y D en su forma canónica controlable. Para ello la función de 

transferencia pulso es de la forma: 

G = y(z)_ = b,z +b2 

" u(z) z
2 +a

1
z +a

2 

y su correspondiente ecuación de diferencias es: 

entonces la representación canónica controlable del proceso ( en su segunda forma) 

con bo = O es: 

Gcc = [ O 
- ª2

(4.14) 

Ccc = [1 O] D=[O] ( 4.15) 

Para estimar los parámetros del modelo del proceso empleamos el método de los 

mínimos cuadrados recursivo mejorado. Como primer paso calculamos el vector 

inicial de parámetros: 

( 4.16) 

donde C(O) se calcula con (donde Y a la señal de referencia, en este caso 0.2): 

(4.17) 

Definimos la matriz de covariancia inicial P de orden 5: 
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a o o o o 

o a o o o

P= o o a o o a= 1000 
o o o a o 

o o o o a 

Luego obtenemos nuevas mediciones de Y(k) y U(k) y formulamos: 

Y(k) = 1j/ (k)0(k) ( 4.18) 

1// (k) = [Y(k-1) Y(k- 2) U(k-1) U(k- 2) 1] (4.19) 

0(k) = [- a
1 (k) - a

2 (k) b
1 (k) b

2 (k) C(k)Y (4.20) 

Con estos datos se sigue el modelo de MCRM usando Cmin=20 y Cmax= l 000. 

El procedimiento de estimación de estados usa el valor de 0(k), para 

reconstruir las matrices estimadas G(k),B(k),y C(k)correspondientes a la 

representación canónica controlable. 

Las ecuaciones del filtro de Kalman para estimar el vector de estado x son: 

x(k) = x(k) + Ko(k)[y(k)-C(k)x(k)] 

x(k + 1) = G(k)x(k) + B(k)u(k) 

Ko(k) = Po(k)C r (k)[é(k)Po(k)ér (k) + Re [ 1

Para hallar Po(k) y Ko(k) se emplea: Qo = .0000009998; Ro = 0.000201; 

(4.21) 

(4.22) 

(4.23) 

Para determinar el controlador optimo proporcional-integral cuadrático con 

realimentación de estados se utiliza la representación en el espacio de estado 

aumentado: 



donde: 

xª 

(k + 1) = G" (k)x
ª 

(k) + H" (k)u(k)

y(k) = Cª 

(k)x
ª (k)

x'' (k) = [x
(k)

] ; G'' (k) = [ 
G º

1]z(k) -C 

H" = [ ;J ; e· = [e o]

30 

(4.24) 

(4.25) 

(4.26) 

( 4.27) 

La matriz de control K" se puede obtener de la iteración de la fórmula de Riccati 

con: 

( 4.28) 

Para la simulación se considera las siguientes matrices de ponderación R = 0.00203; 

Qa = (38 O O;O 170 O;O O .8]; y se usa la función dlqr(). 

4.4 Simulación del Sistema con Control Adaptivo: 

El programa de simulación contiene un bloque antes que simula la condición 

inicial del frenado, estando el vehículo en movimiento, siendo la velocidad de giro 

del neumático 40 rev/segundo, el conductor aplica los frenos totalmente (lOOON-m), 

cuando el patinaje de los neumáticos llega a 0.2 empieza a actuar el circuito de 

control para que mientras se tenga accionado el freno, el patinaje permanezca en 0.2 



% Control Aciaptjvo 
'1 clear all 

m=1400; rhom=l.202; Cd=0.5; AA=l.95; 
g=9.81; 
Theta=O.O; bw=O.O; f=0.01; uw=O.O; 
fw=O.O; 
Iw=2.65; rw=0.31; Nw=4; Fz=3560.0; 
CoMuLam=( -68.593685, 238.215969, -324.819708, 219.283664, 

75.580035, 12.087806, -0.0067704);

N=2000; 
T=l/1000; 
x= (40; 40); 
for k=l:N 

xl (k) =x(l); 
x2(k)=x(2); 
u(k)=l; 
U(k)=l; 
Yo(k)=0.2; 
al= (x(l)-x(2)) /x(l); 
if al>l, al=l.O; end; 
mu=CoMuLam*(alA6;al"5;al"4;alA3;alA2;al;l]; 
x=x + T*[(-(0.5*rhom*Cd*AA)*(uw+rw*x(1))"2-Nw*Fz*mu -

f*m�g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 
(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-1000*u(k))/Iw]; 

Y(k) = (x(l) - x(2) )/ x(l); 
if Y(k)>0.2 , break; end; 

end; 

i Xl0=40: X20=32 L=0.20 1=2.65 
Ac=[0.28513895596313 -0.36939885566820; 

-3.75086204087543 4.68857755109429]; 
Bc=[0; -377.35849056604);
Cc=[0.02 -0.0250); 
De= [O) ¡ 

�i; Ci:-IEQUEl�R (�t)·NrfR()Ll\BI.Lil)AJJ Y OBSERV.'\BI.LIDAI)
rAB = rank(ctrb(Ac,Bc)); \\, rAB = 2 => COMPLETAMENTE CONTROLABLE 
rAC = rank ( obsv (Ac, Ce)) ; fl) rAC = 2 ==> C0}1PLETAME.NTE OBSERVABIJE 

\\ l':VJ!}EL/j t,T·i,JEAL DI!;CI�·E rJi() DEL PR.C)CESC) DE SEGUNDO ORDEN 
T = 0.001; ·-:. pf,ri.odo de mu.<�st:rf�o 
[G,H,C,D)=c2dm(Ac,Bc,Cc,Dc,T, 'zoh'); 
[num,den)=ss2tf(G,H,C,D); 
al = den(2); a2 = den(3); 
bl = num(2); b2 = num(3); 

!¡¡ Gcc' Hcc' Ccc' Dcc: REPRESEN'I'ACION CANONICA CONTROLABLE 
all = O; a12 =l; a21 = -a2; a22 = -al; 
bll = bl; b21 =b2-al*bl; cll =1; c12 = O; 
Gcc = [all a12;a21 a22); Hcc = [bll;b21); 
Ccc =[cll c12); Dcc = [O); 

�; REPRESEN'l'j\CT.ON POLINOMIAL, 
!f; A ( z ·' ( .... :.L) ) :::: l + Ed. ·A· z" ( .... 1) .,. a2 ·A- z" ( .... 1.) ;
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1
\\ B ( :z." ( ··· l l l - bl ,. :: " ( - l) + b2 .• :: " ( -- l) ; 

�; A(z·'(····l)l'Y(k) , B(z"(···l.))·k
T
J(k) + CE:; !/; CASO AUME.N'J.'ADO

% en el estado estacionario: z = 1: 
i (l • al +  a21�vo = (bl + b2)*Uo + Ce 

� c00o r c10NE� TNlCIAL�S 

Y(k-2) = 0.2; Y(k-1) = 0.2; Y(k) = 0.2; i salida actual 

y(k-2) = O; y(k-1) = O; % salida residual 

U(k-2) = l; U(k-1) = l; U(k) = l; % se-nal de control actual 

u(k-2) = 1; u(k-1) = 1; % se-nal de control residual 

xmenos = (0;0); !);z,,,t·os(2,l); !i; vector c1E: observacion .inicial

z=0; % acción integral inicial 

% Xl = 38.3746; X� = 30.6845; % estados actuales 

Xl= x(l) ;X2= x(2); 

�! CC)I'JI)ICI(H\!ES IT-JTCIA..LES DE L<)S PARAMETROS 

Ce = (1 + al +  a2)*.2 ; %ReE; % valor inicial de Ce 

thi = (-al -a2 bl b2 Ce]'; i vector inicial de paramet. 

alfa=l000; Pi = alfa*eye(S); % tnatriz de covarianza inic. 

cmax = 1000; cmin = 20; % umbrales de estimaci.on 
,¡¡ PAl"<.ANETROS DE OPTIMIZACION 
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%. Qo = .0000009998; Ro = .000201; % para el filtro de Kalman 

% R = 0.00203; Qa = 138 O O;O 170 0;0 O .8]; % para ganancia Ka 

Qo = .0000009998; Ro = .000201; % para el filtro de Kalmar 

R = 0.00203; Qa = (35 O 0;0 172 0;0 O .7]; % para ganancia Ka 

Mm = 2000; 

far r = k:Mm 

if (Xl<=0), 

Mm=t; 

break; 

end 

t ·= r; 't.+ ;� ¡ 

% SE-NAL DE REFERENCIA 

Yo(t)=0.2; 

% ESTU1ACION DE PARAME'l'ROS (METODO MCRM} 

psi = (Y(t-1) Y(t-2) U(t-1) U(t-2) 1) 
rho = max(l,norm(psi)); 

psin = psi/rho; 

Nn = chol(Pi.'); :/: Nn'*Nn = Pi => Nn··•Nn' = Pi' 

S = inv(diag(Nn*ones(S,1) ,0)); 

Ps = S*Pi*S; 

psins = inv(S)*psin; 

rt = 1 + psins'*Ps*psins; 

lamb = 1 - (rt-sqrt(rtA 2-4*norm(Ps*psins)A2/trace(Ps)})/2; 
e =  Y(t)/rho - thi'*psin; 
j = psins'*Ps*psins + lamb; 

th = thi. + e*inv(S)*Ps*psins/j; 

Hns = Ps*psins/j; 
Ps = (Ps - Hns*psins'*Ps)/lamb; 

tt = abs(max(eig(Ps))/max(min(eig(Ps)), 0.00001 )) ; 

if tt <= cmin, 
Pi = Ps; thi = th; 

elseif tt >= cmax, 

Nnew = chal ( Ps' ) ; !/; 1,rn<2.w··•Nnew' = Ps' 

Snew = inv(diag(Nnew*ones(S,l) ,0)); 

Psnew = Snew*Ps*Snew; 



Pi = Psnew; thi = th; 
end 

:t-; f:�E'.CI.J P"F�l<i.\(�I().f'j DE·; r¡A .ECUl\C.'TC)t\J Ci\N()NIC.'A C.'t)'N'I'.ROLABI,E
ael = -th(l); ae2 = -th(2); 
bel = th(3); be2 = th(4); Ce = th(5); 
aell = O; ae12 =l; ae21 = -ae2; ae22 = -al; 
GE = [aell ael2¡ae21 ae22) ¡ 
bell = bel¡ be21 = be2-ae2*bel; HE = (bell;be21]; 
cell =1; ce12 = O; CE = [cell cel2]; DE = [O]¡ 

% SALIDA RESIDUAL (DESVIACION) 
y(t) = Y(t) - Yo(t) 

t CALCUL(J I.YE LA ,::ANANCIA Ko DEL ESTIMADOR DE KALM.AN 
Ko = dlqe(GE,HE,CE,Qo,Ro) ¡ 
xmas = xmenos + Ko* (y(t) - CE*xmenos) ¡ '/i observac:i.r_)n
z = z -CE*xmas; 'i:1 acc ion integral 

% CALCULO DE LA GANANCIA Ka DEL CONTROLADOR OPTIMO 
Ga = [GE zeros(2,l) ;-CE 1]; 
Ha = (HE;O); 
Ca = [CE O); 
Ka = dlqr(Ga,Ha,Qa,R); 

u(t) = - Ka*(xmas;z); 

xmenos = GE*xmas + HE*u(t); 
% CALCULO �E Llo (VALOR o.e. DE U(t)) 

AE = 1 + ael + ae2; BE = bel + be2; 
Uin = inv(BE)*(AE*Yo(t) - Ce); 

% CALCULO DE LA SE-NAL DE CONTROL U(t) 
U(t) = u(t) + Uin ; 

% LH:iIT.c,NDO LA :'3E-·t·L'\L U ( t) PARJ\ EVITAR SATURACION 
if(U(t) < 0) 

U(t) = O; 
elseif(U(t) >1) 

U(t) = 1; 
end 

if X1<2 , U(t)=l;end; 
:r; MODELO NO LINEAL DE SEGUNDO ORDEN (DISCRETIZCION DIREC'I'A) 
wlambda=(Xl-X2)/Xl; 
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wmu= CoMuLam*(wlambdaA 6;wlambdaA5;wlambdaA 4;wlambdaA3;wlambdaA2;wlamb 
da; 1); 

xl(t)=Xl;x2(t)=X2; 
Xl = Xl + T*(-(0.5*rhom*Cd*AA)*(uw+rw*Xl)A2-Nw*Fz*wmu -

f*m*g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 
X2 = X2 + T*(-fw*Fz-bw*X2+Fz*rw*wmu-1000*U(t))/Iw 

if Xl <O.O , Xl=O ;end; 
if X2 <O.O , X2=0 ;end; 
if X2 >Xl , X2=Xl ;end; 
if (Xl <=O.O) , Y(t+l)=O; else, Y(t+l) = (Xl-X2)/Xl;end; 
Y(t) =Y(t+l) ¡ 

end; 
% ***************** FIN DEL BUCLE **********************

% GRAF'ICOS 
ejex = linspace(O,Mm*T,Mm); 



figure(l); 
plot (ejex, Yo (l.: Mm), 'b-·-', ejex, Y ( 1 :Mm), 'k-') 
legend ( 'R,:cft=:renc :ia' , 'Y' ) ; 

grid 

xlabel ( 'Tiemp¡_, e.n se9unc.10s' 
ylabel ('Y') 
figure(2); 
plot(ejex,U(l:Mm)) grid 
xlabel ( · ','., <···i:1.,,, en i:;e:qund,)�;' 
ylabel('S���J u� c0ncrul U') 
figure (3); 
plot (ejex, xl ( 1 :Mm),' b·-. ', ejex, x2 (1 :Mm),' r-') ;grid 

legend( "i!E,1-:.,,:�.i.clad clel vehiculo' 'Velocida.c1 de la llanta') 
xlabel( 'Tiempo en segundos') 
ylabel('rad!seg· 
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El control adaptivo también cumple con el propósito de mantener el patinaje de los 

neumáticos alrededor de 0.2 aunque se muestra un ligero error en la salida y un 

tiempo de estabilización mayor que en el caso del control Optimo, aún así el tiempo 

de frenado también es menor en mas de 0.22 segundos que si no se tuviera en 

control, cabe resaltar las oscilaciones que se presentan cuando el vehículo va ya muy 

lento, esto por los pequeños valores que presenta tanto la velocidad del vehículo 

como la del neumático, estas oscilaciones tienen lugar en la décima final justo antes 

de detenerse el vehículo completamente. 



CONCLUSIONES Y OBSERVACIONES 

Ambos sistemas de control logran el objetivo de mantener el patinaje en 0.2, 

ma'Ximizando así la fricción entre el pavimento y el neumático, reduciendo así el 

tiempo de frenado de 2 a menos de 1.8 segundos, pero lo más importante es que en 

todo el tiempo se tiene control sobre la dirección del vehículo, ya que se mantiene el 

patinaje dentro de la zona de control. 

En el control óptimo no se presenta ningún sobrepico y el tiempo de 

estabilización es de casi 0.1 segundo. 

En el control adaptivo si se presenta un pequeño sobrepico de menos del 20% y 

su tiempo de estabilización de casi 0.2 segundos, adicionalmente se presenta un 

pequeño error aunque este es de menos del 5%. 

En el control adaptivo se presentan, en la última décima de segundo de la 

simulación, oscilaciones en la señal de control, esto ocasiona como consecuencia que 

el patinaje también oscile saliéndose del valor óptimo, esto debido a la baja 

velocidad que tiene el vehículo en ese momento. Las oscilaciones finales ocasionan 

que el tiempo que toma el vehículo en detenerse, usando control adaptivo, sea un 

poco mayor que en caso de control optimo, aunque no es mas de 0.05 segundos. 

La gran dificultad en el diseño consiste en hallar las matrices de ponderación ya 

que los métodos no indican un valor inicial para estos valores ni que cambios puede 
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ocasionar en la salida un aumento o disminución de los mismos, ya que estas son 

particulares y distintas para cada proceso especifico. 

Ambos sistemas de control asumen que es posible medir el patinaje, esto es 

complicado en un caso real ya que actualmente en la mayoría de vehículos no se 

mide la velocidad del mismo, sino que se tiene solamente la velocidad de giro del 

neumático. 



ANEXO 1 

LISTADO DE PROGRAMAS MATLAB 

Modelo matemático mu-lambda 

't ABSO.L .m 

,\ 01:,;::e::.:-.:·:i.c,r, d<:!.':. mc:,ck: l.é"i rna t:erna.t: i_co aprox imaclo ele curva mu -· 1.c1mbd.r.1 

e,·, ;-::-_¡:,,:,. · .. ·:.J,,: ,,r; .-_,!),·,.,r;.:cto:0 t,'D formó. pr:act:::i.c:a.curva mu -· L01Jnbda 

·1 1!;y1.1.·:-:-:,�:;.:·n�· .. ::; __ ,�:t ·Jr:1r�e1 (,".Jbt.�nida e11 ft.'lrma practica)

data= ...

( 0.0000 0.0000 

0.0250 0.2250 

0.0500 0.4500 

0.1000 0.6500 

0.1250 0.6850 

0.1500 0.7050 

0.1750 0.6900 

0.2000 0.6800 

0.2500 0.6500 

0.3000 0.6350 

0.3500 0.6300 

0.4000 0.6275 

0.4500 0.6250 

0.5000 0.6225 

0.5500 0.6200 

0.6000 0.6175 

0.6500 0.6150 

0.7000 0.6125 

0.7500 0.6100 

0.8000 0.6075 

0.8500 0.6050 

0.9000 0.6000 

0.9500 0.5975 

1.0000 0.5950) 

lambda=data(:,l); 

mu=da ta ( : , 2) ; 

t Ajw:;ta.rnos la dal::.a (':\rl una func:i on de-':\ la. forma : 

% con e� metocio de los minimos cuadrados 
\\ rnu ::::e ( 1) 1r larnl:,Cla A:n + c. ( 2} ·* li·:t:rnk)c:i¿-J. '' ( n. -1} .. . . .. e ( :n) -J.· :t.a.1n))d.a.+c ( n. + 1.) 

[c,SJ=polyfit(lambda,mu,6); 

r¡, c:i.:·,:�;c:{l\10S t ::::0,0.0'),C'•.l,O.l':1,0.2,o.2s ... l 

t=(0:0.05:1); 
y=polyval(c,t); 



p 1 o t ( 1 ambda , mu , ' c.'i · , t , y , · -· b ' ) ;
title ( · l.nU''LV•::,:C ,h" ic,:: pc,.L:i.norn:i.aJ, qrad.,::, rp::6'); 

grid on; 

Gráfica de frenado sin sistema de control 

t-�--�=========�=�=====:=

ti=O;tf=2.5;xi=[40,40); 

tol=l.Oe-4;trace=l; 

\\ Usc1rnos ode4':i para �7·ra l::i.car "x", que es soluc:ion de : x' = 

ABS2(t,x:) 

[t,x]=ode45('ABS02a', [ti,tf] ,xi,odeset('Reltol' ,tol)); 

plot ( t, X ( : , 1) , ' - . ' , t, X ( : , 2) , '·- ' ) i 
title( '?renada d� Vehiculo'); 

xlabel ( 'T',E,!··11)ní:'c',:!,.J) ') ;ylabel( 'racl/s,�g·); 

grid on; 

legend (·\·'.;:<;,.:,e :;,i,1c:í del vcc,h:u_:ulo', 'Velocidad ele la llanta'); 

function xdot=ABS2a(t,x); 

:f. <:hd'!.r�e pin·,:'Jrn,.=::r:1:·1.):=;: clP si.m1.1laci.on; 

m=1400; rho=l.202; Cd=0.5; AA=l.95; 

g=9.81; 

Theta=O.O; bw=O.O; f=0.01; uw=O.O; 

fw=O.O; 

Iw=2.65; rw=0.31; Nw=4; Fz=3560.0; 

1Deíi.nc:: J.os param':'.,t.ros rnu-Lambda (Ca.J.culad.os en ABSl) 

e=[ -68.5937, 238.2160, -324.8197, 219.2837, -75.5800,

12.0878, -0.0068]; 

lambda=(x(l)-x(2))/x(l); 

al=abs (lambda) ; 

if al>l, al=l.O; end; 

mu=sign(lambda)*c*[alA6;alA5;alA4;alA3;al A2;al;l]; 

Tb=lOOO; 

�DPfin� l�s 0cuacinn0s d� estado 

if x(l) <O.O , x(l)=O ;end; 

if x(2) <O.O , x(2)=0 ;end; 

xdot=[(-(0.5*rho*Cd*AA)*(uw+rw*x(l))A2-Nw*Fz*mu - f*m*g*cos(Theta)­

m*g*sin(Theta) )/(m*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-Tb)/Iw]; 

if x(l) <=O.O , xdot(l)=O ;end; 

if x(2) <=O.O , xdot(2)=0 ;end; 



Linealización del modelo 

'f: /-\BS U-� . .rn 

:,;; Li111:=-,�lizacion d1:"" l rnr)d,=d.1.·,: 

m=1400; rho=l.202; Cd=0.5; A=l.95; 

g=9.81; 

Theta=O.O; bw=O.O; f=0.01; uw=O.O; 

Iw=2.65; Jw=Iw; rw=0.31; Nw=4; 

Fz=3560.0; 

x10=40.0; x20=32; lref=(x10-x20)/x10; 

al=abs ( lref) ; 

al 

e=(-68.593,238.216,-324.819,219.2837, ... 

-75.58, 12.0878, -0.0068);

dmdl=e*(6*alA 5;5*alA4;4*alA3;3*alA 2; 

2�·al;l;O); 

dldxl=(x20/xlO A 2); dldx2=-1/xl0; 

''· t;,,c, e·:.:· i. :nc,s .l. d�' ma. t r .i.c(""!:: .r.., B, e, y D: 

A=[(- Nw*Fz*dmdl*dldxl - ... 

rho*Cd*A*(rwA2)*xl0)/(m*rw), 

-(Nw*Fz*dmdl*dldx2)/(m*rw); 

(rw*Fz*dmdl*dldxl)/Jw, ... 

(+rw*Fz*dmdl*dldx2 - bw)/Jw) 

B=[0;-1000/Jw) 

C=[dldxl dldx2) 

D=O.O 

Discretización 

·,.i; i'.1.E:é,J,J. rn t·IA'l'RICFS DE ESrl'ADO EN TIEMPt) CONTINUO

A =[ 0.28513895596313 -0.36939885566820

-3.75086204087543 4.68857755109429); % orden n=�

B =[O; -377.35849056604) 

Ce = (0.02 -0.025]; De = O; 

T = 1/1000; 

[ G ' H ' e ' D l = e 2 dm (A, B ' e e , De I T, ' z oh ' ) ; 



C,'ilculo de Matriz K 

t C(,nt·1·\·:\J. (}ptin1() (11.7.'J �;ist.(.�nk:1 t::t11t.ibloc1ue de frenado ... 
,; c.,1lculo <'J,c1 .L-� 111iH.r.i.z d(,; <;¡i:.'inanc:i.a Optima. K 

clear all 
EC':J..'I(: '.ON DE: ESTAD() DEL PROCESO EN TIEMPO CON'I'INl.10 

·.z; t·1A'T'fUCES DE E::;'l'ADCi E1'l 'l1 IEMPO CONTINUO
A=[0.28513895596313 -0.36939885566820; 

-3.75086204087543 4.68857755109429); 
B=[O; -377.35849056604);
Cc=[0.02 -0.0250); 
De= [O] ; 

rAB = rank(ctrb(A,B)); 
rAC = rank(obsv(A,Cc)); 

T = 1/1000; 

r ;,11 "' '.: = > C(iMPLETAMENTE CONTr::oLT-,l3L:: 
.'. r:N.: = :; e:> COMPLE'I':', .. MENTE (jESER.VABLE 

[G,H,C,D] = c2dm(A,B,Cc,Dc,T, 'zoh'); 
Gtilde = [G zeros(2,1) 

-C*G eye(l,l)); 1 DEBE SER DE ORDEN n+l=3
Htilde = [H

-C*H];

M=[Htilde Gtilde*Htilde); 
rM=rank(M) ; �rM=� completamente controlable 

,, PO.NDERi'-.CIOf·í 
Q = (100 O O; O 1 O; O O 1000) ; '(, PONDERJ, EL VECTOR DE 

R = 2000; 

M=[Htilde Gtilde*Htilde GtildeA2*Htilde); 
rM=rank (M) ; 'I·. �- >1°· .1 'º·"' :, Completarnen t.e Controlable 

P=zeros(3,3); 
f.or i=l:1000

P=Q + Gtilde'*P*Gtilde -
Gtilde'*P*Htilde*inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde; 

end 
K=inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde 

� K = 0.�4305043�12329 -0.30261629909995 -0.66560884441015

P=zeros (3, 3); 
for i=l:100000 

P=Q + Gtilde'*P*Gtilde -
Gtilde'*P*Htilde*inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde; 

end 
K=inv(R+Htilde'*P*Htilde)*Htilde'*P*Gtilde 

% K 0.24�62764428506 -0.30261622118700 -0.66561509171065 

[Ktil,Piil,E) = dlqr(Gtilde,Htilde,Q,R); i Ktil: GAN�NCIA OPTIMA 
·· ·• :. : ··, ... · ,, ,:; ·:' u>. ,:; 1 :.: .. o . 3 o:: 6 .1. t=i :i u 9 7 4 3 ::i 1:i .... o . f.i 6 '.i 6 1 e o o 9 2 •:i 7 '7 r1



K = ( Ktil(l) Ktil(2) ] 

KI = -Ktil(3) 

Simulación del Sistema de Control Optimo 

clear all 

:>�� <.if2.t111e IJarctrnet�.os de s:i.n1ulEtCi<)11; 

m=1400; rho=l.202; Cd=0.5; AA=l.95; 

g=9.81; 

Theta=O.O; bw=O.O; f=0.01; uw=0.0; 

fw=O.O; 

Iw=2.65; rw=0.31; Nw=4; Fz=3560.0; 

::,,::<:.(º �._,s pdl:-':Ht1•?.t:r,J2 mu-Lambda (Calculados en ABSO.ll 

e=( -68.593685, 238.215969, -324.819708, 219.283664, 

75.580035, 12.087806, -0.0067704); 

N=2000; 

T=l/1000; 

x= ( 40; 40] ; 

for k=l:78 

xl ( k) =X ( 1) ; 

x2 (k) =x(2); 

u(k)=l; 

al= (x(l)-x(2)) /x(l); 

if al>l, al=l.O; end; 

mu=c*[alA6;alA5;alA4;alA3;alA2;al;l); 

x=x + T*((-(0.5*rho*Cd*AA)*(uw+rw*x(l))A2-Nw*Fz*mu -

f*m*g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-1000*u(k))/Iw); 

y(k) = (x(l) - x(2) ) / x(l); 

if y(k)>0.2 , break; end; 

end; 

, H.l1Tt--! !CF.:', DE Ei::'l']\DO El\i T.TEi•lPtJ CONTINUO 

A=[0.28513895596313 -0.36939885566820;

-3.75086204087543 4.68857755109429); 

B=[O; -377.35849056604);

Cc=[0.02 -0.0250); 

De= [O) ; 

i C0NVERSION A TIEMPO DISCRETO 

T = 1/1000; 

[G,H,C,D) = c2dm(A,B,Cc,Dc,T, 'zoh'); 

Gtilde = [G zeros(2,1) 

-C*G eye ( 1, 1)); \\ D.KBE SER DE ORDEN n-t·l=<l

Htilde = [H

-C*H);



Q = [100 O O; O 1 O; O O 1 O O O] ; '/1 PONDER1\ EL VEC'T'OR DE 

R = 2000; PONDERA LA SENAL DE CONTROL u(k) 

[Ktil.Ptil,E] = dlqr(Gtilde,Htilde,Q,R) i 1!\ }�t:il: CANANCIA. OP.'T'IMA 

K = [ Ktil(l) Ktil(2) ] 
KI = -K t il ( 3 ) 

yi=0; v=0; t CONDICIONES INICIALES 

N = 2000; r=0.2; 

i RESPUESTA A tmA REFERENCIA DE 0.2 

X = [ 3 8 . 3 7 4 6 ; 3 0 . 6 8 4 5 ) ; y i = Ü ; V= 0 ; 

N = 2000; r=0.2; 
for k=k:N 

V =  V +  r - yi;

u(k) = -K*x + KI*v; 

'(, C(lNDICIONE::: 

'._ :.m.i. ::,:;, <:'iP i üC1:.11éJ.d,)r ("'alor max:i.mo del frene,) 

if u(k)<0 , u(k)=0 ;end; 
if u(k)>l , u(k)=l ;end; 

'1, c-,.,nd . .i,::i.(,:": t:i.nal si ,_=,sta ,:, rn1.iy baja revolucion,=s 

if x(l)<l , u(k)=l ; end; 

xl (k) =x(l); 

x2(k)=x(2); 

� Modelo de la planta. 

larnbda=(x(l)-x(2) )/x(l); 

al=abs (lambda) ; 

if al>l, al=l.0; énd; 
mu=sign(larnbda)*c*[alA 6;alA 5;alA 4;alA 3;alA2;al;l]; 

x=x + T*[(-(0.5*rho*Cd*AA)*(uw+rw*x(l))A2-Nw*Fz*mu -

f*rn*g*cos(Theta)-rn*g*sin(Theta))/(rn*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-1000*u(k))/Iw); 
if x(l) <O.O , x(l)=0 ;end; %No puede tener valores negativos 
if x(2) <O.O , x(2)=0 ;end; %No puede tener valares negativos 
if x(2) >x(l) , x(2)=x(l) ;end; 

if x(l)==0 

y(k)=0; 
else; 

y(k) = (x(l) - x(2) } / x(l); 
end; 

if y(k)>l, y(k)=l; end; 
yi = y(k); 

end 

t = linspace(0,T*N,N); 

figure(l); 
plot(t,y); ylabel('y (lambda)'); grid on; 

xlabel ( '·_;_,:i. o;,,rn_po ( :,;cq) 1 )

ti tle ( 't>:,nt;:i:,:-,J CJpt.irno Salida') 
figure(2) 
plot(t,u); ylabel('u (voltios)'); grid on; 



xlabel ( ''l'i,,_i1np,:, ( Sf2<:J) ') 

ti tle ( 'Con U:ol Opt i.rno ···· Sef\al dü Control' ) 

figure (3); 

plot (t,xl, 'b···. ', t,x2, 'r- '); grid on; 

legend('Velacidad del vehículo', 'Velocidad de la llanta'); 
xlabel ( 'Tiempo (s·-�9) ') 

Simulación del Sistema de Control Adaptivo 

' ) · 

clear all 

m=l400; rhom=l.202; Cd=0.5; AA=l.95; 

g=9.81; 

Theta=0.0; bw=0.0; f=0.01; uw=0.0; 

fw=0.0; 
Iw=2.65; rw=0.31; Nw=4; Fz=3560.0; 

CoMuLam=[ -68.593685, 238.215969, -324.819708, 219.283664, 

75.580035, 12.087806, -0.0067704); 

N=2000; 
T=l/1000; 

x= [ 40; 40); 

for k=l:N 

xl ( k) =x ( 1 ) ; 

x2 ( k) =x ( 2 ) ; 

u(k)=l; 

U(k) =1; 
Yo(k)=0.2; 

al= (x(l)-x(2)) /x(l); 

if al>l, al=l.0; end; 

mu=CoMuLam*[alA6;alA5;alA4;alA3;alA2;al;l); 

x=x + T*[(-(0.5*rhom*Cd*AA}*(uw+rw*x(l))A2-Nw*Fz*mu -
f*m*g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 

(-fw*Fz-bw*x(2)+Fz*rw*mu-1000*u(k))/Iw]; 

Y(k) = (x(l) - x(2) ) / x(l); 

if Y(k)>0.2 , break; end; 
end; 

'/, MATRICES DE ESTADO EN 'I'IEMPO CONTINUO 

% X10=4O; x:O=3� L=O.2O 1=1.65 

Ac=[0.28513895596313 -0.36939885566820; 
-3.75086204087543 4.68857755109429); 

Bc=[0; -377.35849056604);
Cc=[0.02 -0.0250]; 
De= (0); 

· :F'(,: 10:,,, ;:.: r·n1,.r·rpor ,/.. BT T, T DAD .). OBSERVABILIDAD

rAB = rank(ctrb(Ac,Bc)); 'Í; rAB ::= 2 :c:> COMPLE'I'AMEN'l'E CONTROLABLE 

rAC = rank(obsv(Ac,Cc)); '); rAC =0 2 c::> COMPLETAMENTE OBSERVA.BLE 
·t M()l)L'.'..l.,(.1 L.1.fI·� f:·:A.L .DI SC�I{ET

1

C) DEL PR.OCl�S() DE :-:)EGlJNDO ()l�DEN 



T = 0.001; ·,\ ¡.,,.n:i 1.,(l,, c.k: 1n1.\,"�;t.1:e(' 

(G,H 1 C 1 D)=c2dm(Ac,Bc,Cc,Dc,T, 'zoh'); 

[num,den)=ss2tf(G,H,C,D); 

al = den(2); a2 = den(3); 

bl = num(2); b2 = num(3); 

� G�c,Hcc, Ccc, Dcc: REPRESENTACION CANONICA CONTROLABLE 

all = O; a12 =1; a21 = -a2; a22 = -al; 

bll = bl; b21 =b2-al*bl; cll =l; cl2 = O; 

Gcc = (all a12;a21 a22); Hcc = (bll;b21); 

Ccc =[cll cl2); Dcc = (O); 

'(, REPH!C::SE!·J'l'i\CIC•N P\)J.JIHCfMI.i\L 

l) \ 

¡ 1 

,. a:J ,. ,: A ( -· 1. ) + a 2 
.
,. z A ( - l l ; 

+ b �'. ·A- z ,, ( - l. ) ;

/ , 1 'U ( k) + e,,.; ,;_ 

. :.:: :.;l :· '.): z :::. J.: 

C.:\:30 AUf•!ENTA.DO 

Y(k-2) = 0.2; Y(k-1) = 0.2; Y(k) = 0.2; % salida actual 

y(k-2) = O; y(k-1) = O; % salida residual 

U(k-2) = 1; U(k-1) = 1; U(k) = 1; i se-nal de control actual 

u(k-2) = 1; u(k-1) = 1; i se-nal de control residual 

xmenos = (O; O) ; ·;. ::.t',•.r.\:::: ( :2. l) ; 'i·, vt?.c t:or de observó.e i 1:,n ini. e ia.2 

z=0; � accion integral inicial 

Xl= x(l) ;X2= x(2); 

):, C(ii\JI."1ICIONE::; INICJAí.,ES DE LOS 

Ce = (1 + al +  a2)*.2 ; iRef; 

thi = [-al -a2 bl b2 Ce)'; 

alfa=l000; Pi = alfa*eye(S); 

cmax = 1000; cmin = 20; 

·, ':··,e-:, , rt . '; \ : �- ; -� .. ' ·, 

i estados actuales 

PARAMETROS 

% valor inicial de Ce 

% vector inicial de paramet. 

i matriz de covarian=a inic. 
1\ umbrales de estirné1cion 

,_,;: r; Ci;O 170 0;0 O .8]; S:, paró. 9anan,::ia Ka. 

Qo = .0000009998; Ro = .000201; i para el filtro de Kalrnan 

R = 0.00203; Qa = (35 O 0;0 172 0;0 O .7); % para ganancia Ka 

'.¡ ' · ., ·. ' '  ' ' L;\;:;: O.EL ST'é:TEH.i\ DE CONTROL ADAPTIVO .,. · '<*•-A·"'., .. ,.

Mm = 2000; 

for r = k:Mm 

if (Xl<=0), 

Mm=t; 

break; 

end 

t = r; \1;+ ;: ; 

Yo(t)=0.2; 

t E::;T�MACIOJ\J DE: F'AHA!"IETROS (METODO MCRM) 

psi = [Y(t-1) Y(t-2) U(t-1) U(t-2) 1) '¡ 

rho = max(l,norm(psi)); 

psin = psi/rho; 

Nn = chol(Pi'); ':-. Nn' 'hln Pi ,::,:,. Nn�·rrn· --· Pi' 

S = :í.nv(diag(Nn*ones(5,l) ,O)); 

Ps = S*Pi*S; 

psins = inv(S)*psin; 

rt = 1 + psins'*Ps*psins; 

lamb = 1 - (rt-sqrt(rtA2-4*norm(Ps*psins)A2/trace(Ps)))/2; 



e =  Y(t)/rho - thi'*psin; 

j = psins'*Ps*psins + lamb; 

th = thi + e*inv(S)*Ps*psins/j; 

Hns = Ps*psins/j; 

Ps = (Ps - Hns*psins'*Ps)/lamb; 

tt = abs(max(eig(Ps) )/max(min(eig(Ps)), 0.00001 ) ) ; 

if tt <= cmin, 

Pi = Ps; thi = th; 

elseif tt >= cmax, 

Nnew = chol(Ps'); � Nnew*Nnew' = Ps' 

Snew = inv(diag(Nnew*ones(5,1) ,O)); 

Psnew = Snew*Ps*Snew; 

Pi = Psnew; thi = th; 

t,:,.:: Jl-.l.'LUt-1 CANONICA. C:ON'l'R.OLABLE 

ael = -th(l); ae2 = -th(2); 

bel = th ( 3) ; be2 = th ( 4) ; Ce = th ( 5) ; 

aell 

GE = 

= O; ae12 =1; ae21 = -ae2; ae22 = -al; 

[aell ael2;ae21 ae22); 

bell 

cell 

= bel; be21 = be2-ae2*bel; HE = [bell;be21); 

=l; ce12 = O; CE = [cell ce12); DE = [O); 

·1, ·:.:_".,'.,., :.::)A Re:::=: r.JJ.'\;. ( üi:.::�v .:AC I0l·J j

y(t) = Y(t) - Yo(t) 
0\ CALCULO DE L;'., GANANCIA t;o DEL ESTIMADOR DE hALMAN 

Ko = dlqe(GE,HE,CE,Qo,Ro); 

xmas = xmenos + Ko* (y(t) - CE*xmenos); 'i, observacion 

z = z -CE*xmas; 1; acc:i.on inter,:p:al 

'_!'. \·: ;ir :,C. ,:_:;:1.:-1.·,:·w :·.:, I<.a DEL ('(¡f\J'TROLADOR OPTIMCJ 

Ga = [GE zeros(2,1) ;-CE 1); 

Ha = [HE; O]; 

Ca = [ CE O) ; 

Ka = dlqr(Ga,Ha,Qa,R); 

,·;ó,; .. ,:t!U) DE L/.i L,E'i' DE CON'l'R.OL .R.ESIDllAL 

u(t) = - Ka*[xmas;z); 

xmenos = GE*xmas + HE*u(t); 

e·,, ,:'.J!/·, ::,::: 1:0 (',Jí:,L(lf� o. e. DE u ( t J l 

AE = 1 + ael + ae2; BE = bel + be2; 

Uin = inv(BE)*(AE*Yo(t) - Ce); 

�H (:)\! . .JC�fJL!(� .DE Li·-.. S.E�--.tli\L DE CC)l\J'.I'.ROL U ( ·t) 

U(t) = u(t) + Uin ; 

��i LJ.11IITAN'DO L .. ½. SE---1.,1.�I..1 U (t.) P.Z\.RA E'II'l')\R S..Z\.TUR.l.\CION 

if(U(t) < 0) 

U(t) = O; 

elseif (U(t) >l) 

U ( t) = 1; 

end 

if Xl<2 , U(t)=l;end; 

;·:¡r,¡·,,;;,J) Nü LiT-JE!I.L DE: SEGUNDO ORDEN (DISCRETIZCION DIREC'f'A) 

wlambda=(Xl-X2)/Xl; 

wmu=CoMuLam·k [wlarnbda"6; wlambda"5; wlambda"4; wlambda"3; wlambda"2 ;wlamb 

da; 1); 

xl(t)=Xl;x2(t)=X2; 



Xl = Xl + T*(-(O.5*rhom*Cd*AA)*(uw+rw*Xl)A2-Nw*Fz*wrnu -
f*m*g*cos(Theta)-m*g*sin(Theta))/(m*rw); 

X2 = X2 + T*(-fw*Fz-bw*X2+Fz*rw*wrnu-1OOO*U(t))/Iw 

if Xl <O.O , Xl=O ;end; 

if X2 <O.O , X2=O ;end; 
if X2 >Xl , X2=Xl ;end; 

if (Xl <=O.O) , Y(t+l)=O; else, Y(t+l) = (Xl-X2)/Xl;end; 

Y(t)=Y(t+l); 

end; 
·Á 4· ,¡, -� Á ¡, •.. -� Á. • ,;. -� i. �- -:· \ >. F' J t,J !)EL BlJCLE "',. •l• •,4¡.;, j.,• •I: •,I( ·A·.,.,.,. ·k -A ·->: ·.l! ·.4; ,;,: ·>.: •I;- ·.lt A· -J: + 

·¡· r:.: '. ,··; ,,.·, 

ejex = linspace(O,Mm*T,Mm); 
figure(l); 

plot (ejex, Yo (1 :Mm),' b----', ejex, Y(l :Mm),' k-'); grid 

legend ( 'F•.:-1'0,,·,,-nc i.c:1' , 

xlabel ( 'Ti("nr¡::,u Ecn 

ylabel ('Y' ) 

figure(2); 

plot(ejex,U(l:Mm)); 

'y 1);
S<:'!gundos ' ) 

grid 

xlabel('Tiempo en segundos') 

ylabel('Seílal d� control U') 

figure (3); 

plot(ejex,xl(l:Mm), 'b--. ',ejex,x2(1:Mm), 'r-') ;grid 

legend('Velocidad del vehiculo', 'Velocidad de la llanta'); 

xlabel ('Tiempo •:::n segundos') 

ylabel('rad/seg') 
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