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Resumen

En este trabajo establecemos férmulas de cuadratura basadas en interpolacién
racional para evaluar integrales Rimannianas sobre el intervalo [—1, 1], siendo el
integrando el producto f(z)w(x) donde w(z) es una funcién de peso integrable y
positiva casi en todas partes sobre [—1,1] y f(z) serd aproximada por
interpolacién usando las funciones bdsicas 1/(1 + txz), £ = 1,2,...,n; & son
parémetros pertenecientes al intervalo (—1,1). Para aplicarla a una funcién f(t)
definida en un intervalo cualquiera [a, b] usamos una transformacion, la cual lleva el
intervalo a <t < b al intervalo -1 < z < 1.

Investigaremos dos tipos de cuadraturas:

a) Cuadratura Gaussiana, que son férmulas de cuadratura de méxima precisién,

b) Cuadratura Ortogonal, que son férmulas de cuadratura cuyos nodos son los
ceros de las funciones ortogonales obtenidas por ortogonalizacién del sistema

de funciones b4sicas.

Veremos que ambas aproximaciones involucran polinomios ortogonales con una

funcién de peso que depende del niimero de nodos.
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Introduccion

Si una funcién f : [e,b] — R es continua y es conocida su antiderivada F, la
integral definida de esta funcién entre a y b puede calcularse utilizando la férmula

de Newton-Leibnitz

b
| #yie=Fe) - Fla) 1)
siendo F una antiderivada de f. Sin embargo, en muchos casos F' no puede hallarse
por medios elementales o resulta complicado: como resultado el célculo de (1) puede
resultar dificil y a veces imposible.

El célculo numérico de una integral simple se denomina cuadratura mecénica. La
técnica ordinaria en la cuadratura mecédnica consiste en reemplazar la funcién dada
f en el intervalo [a,b] bajo consideracién por una interpolacién o por una funcién
aproximada ¢ de tipo sencillo (por ejemplo un polinomio) y establecer en forma
aproximada la integral definida.

La interpolacién de Lagrange es muy popular entre nosotros para aproximar un
conjunto de n + 1 puntos en el plano por medio de un polinomio de grado menor o
igual a n. Abordaremos este tema con mé&s detalle en los preliminares.

La clase de los polinomios algebraicos tiene algunas ventajas distintivas en cuanto
a su uso para aproximaciones: Existen suficientes polinomios como para aproximar
cualquier funcién continua dada en un intervalo cerrado dentro de una tolerancia
arbitraria, los polinomios son faciles de evaluar en cualquier valor y sus derivadas e
integrales existen y son faciles de determinar.

Sin embargo la desventaja del uso de polinomios en las aproximaciones es su

tendencia a oscilar. Esta tendencia causa con frecuencia que las cotas de error de
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las aproximaciones polinémicas excedan significativamente el error de aproximacién
promedio, puesto que las cotas de error estdn determinadas por el error méximo
de aproximacién. Para encontrar técnicas que disminuyan las cotas de error de
aproximacion, se consideran los métodos que esparcen méds uniformemente el error
de aproximacién en el intervalo en que se esté trabajando. Estas técnicas requieren
la introduccién de una nueva clase de funciones aproximantes, la clase de funciones
racionales.

Como todo polinomio es también una funcién racional (simplemente tomamos
como denominador igual a uno), la aproximacién usando funciones racionales dara
resultados con cotas de error no mayores que la aproximacién con polinomios. Las
funciones racionales tienen la ventaja adicional de permitir la aproximacién en forma
eficiente de funciones que tienen discontinuidades infinitas, siempre que estén fuera
del intervalo de aproximacién. La aproximacién polinémica es inaceptable en esta
situacién. Son clésicos los trabajos efectuados por Padé en aproximaciones por
funciones racionales, vea por ejemplo [8].

La parte central del presente trabajo es evaluar la integral

[ s@utey @
donde w es una funcién de peso integrable y positiva casi en todas partes sobre
[-1,1]. Esta integral proviene del primer miembro de (1) al efectuar el cambio de
variable lineal ¢t = 1(b + a) + 3(b — a)z la cual nos lleva [a,b] en [—1,1] sélo para

simplificar y hacer la formulacién tan general como sea posible.

En el Capitulo 1 (preliminares) empezamos recordando algunos conceptos bésicos
acerca de las integrales de Riemann, Riemann-Stieltjes y de Lebesgue para funciones
acotadas y medibles. También, aqui deducimos las férmulas de interpolacién de
Lagrange y terminamos con las Férmulas de integracion de Newton y Cotes, las
cuales son las primeras férmulas de cuadratura que daremos.

En el Capitulo 2 estudiamos las funciones ortogonales y con mucho detalle los

polinomios ortogonales y sus propiedades que son extremadamente importantes para



los capftulos posteriores. En el Capftulo 3 revisamos las deducciones de las Férmulas
de Cuadratura de Gauss. Veremos aqui las cuadraturas de Gauss-Legendre y las
cuadraturas de Gauss-Chebyshev.

El Capitulo 4 estd dedicado integramente al establecimiento de las Férmulas
de Cuadratura basadas en Interpolacién Racional. Esto es, calculamos la integral
definida dada en (2) efectuando la siguiente técnica: La funcién f serd aproximada

usando las funciones bésicas:

k=1,2,...,n t€(—1,1). (3)

Para el célculo de dicha integral investigamos dos tipos de cuadraturas:

Cuadratura Gaussiana y Cuadratura Ortogonal.

Se sabe que ambas aproximaciones son las mismas cuando usamos interpolacién
por polinomios, pero resultan férmulas de cuadratura diferentes cuando usamos las
funciones bésicas dadas en (3). También veremos las propiedades de los nodos y un
ejemplo numeérico.

En el Capitulo 5 tenemos algunas aplicaciones en problemas de ingenierfa.

En la pagina 92 damos las conclusiones del presente trabajo y finalmente en la
pégina 93 tenemos un apéndice en donde presentamos los programas respectivos asi

como algunos, teoremas relacionados.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 La Integral de Riemann

El Célculo trata principalmente dos problemas geométricos: encontrar la tangente
a una curva y, hallar el drea limitada por una curva. El primero se resuelve por
medio de un paso al lfmite, conocido con el nombre de diferenciacién; el segundo,
por medio de otro paso al lfmite -la integracién- del que trataremos en este trabajo.
La rama de la Matemética que estudia el problema de hallar el drea limitada por
una curva se denomina Célculo Integral. El origen del Célculo Integral se remonta
a més de 2500 anos, época en que los griegos intentaban resolver el problema del
drea ideando el procedimiento que llamaron exhaucién. Las ideas esenciales de este
método se pueden describir brevemente como sigue: Dada una regién cuya Srea
quiere determinarse, se inscribe en ella una regién poligonal que se aproxime a la
dada y cuya 4rea sea de facil cdlculo. Luego se elige otra regién poligonal que dé
una mejor aproximacién y se continda el proceso tomando poligonos con mayor
nimero de lados cada vez, tendiendo a llenar la regién dada. Arquimedes (Siracusa,
287-212 A.C.), el més ilustre sabio de la Antigiledad, usé satisfactoriamente este
método para hallar férmulas exactas del circulo y de algunas otras figuras especiales.
Particularmente resolvié el Problema de la Cuadratura de la Pardbola: Dada la
pardbola y = z2, z € [0,1] decir cudntas veces estd contenido el drea debajo de la



parédbola en el cuadrado unitario.

Desde Arquimedes, el desarrollo del método de exhaucién tuvo que esperar casi
18 siglos, hasta que el uso de sfmbolos y técnicas algebraicas se hizo preciso en el
estudio de las matema4ticas. Un cambio lento pero revolucionario en el desarrollo
de las notaciones matemdticas empez6 en el siglo XVI D.C. El engorroso sistema
de numeracién romano fue desplazado gradualmente por los caracteres ardbigos que
utilizamos hoy en dfa. Los signos + y — fueron introducidos por primera vez, y se
empezaron a reconocer las ventajas de la notacién decimal. Durante este periodo,
los brillantes resultados de los matemaéticos italianos Tartaglia (1499-1557), Cardano
(1501-1576) y Ferrari (1522-1565) que dieron soluciones algebraicas a las ecuaciones
cibicas y cuérticas, estimul6 el desarrollo de la Matemaética y animé a la aceptacion
del lenguaje algebraico nuevo y superior. Con la introduccién muy extendida de
los bien elegidos sfmbolos algebraicos, revivié el interés por el antiguo método de
exhaucién y en el siglo XVI en los que se descubrieron muchos resultados parciales,
los que como los italianos Cavalieri (1598-1647), Torricelli (1608-1647) y Mengoli
(1626-1686) asf como los franceses Vieta (1540-1603), Descartes (1596-1650), Fermat
(1601-1665) y Pascal (1623-1662) fueron pioneros.

Gradualmente el método de exhaucién fue transforméndose en lo que hoy se
conoce como Célculo Integral, nueva y potente disciplina que tiene numerosfsimas
aplicaciones no sélo en problemas relativos a dreas y volimenes, sino también en
problemas de otras ciencias. Este método, que mantiene alguno de los caracteres
originales del método de exhaucién, recibi6é su més grande impulso en el siglo XVII,
debido a los esfuerzos de Isaac Newton (inglés, 1642-1727), una de las mentes mds
portentosas que ha producido la humanidad y Gottfried Leibnitz (alemdn, 1646-
1716). Ambos matemédticos descubrieron independientemente el Célculo integral,
alrededor de 1665. El desarrollo de esta importante rama de la matemética se
mantuvo durante el siglo XIX, hasta que Agustin-Louis Cauchy (francés, 1789-1857)
y Bernhard Riemann (alemdn, 1826-1866) le dieron una base matemdtica firme.
Posteriores afinamientos y extensiones de la teorfa han llegado hasta la Matematica

contemporédnea. Sin mds predmbulo damos las ideas de la integral de Riemann.
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Definicién 1.1 Sea [a,b] = {zr € R:a < z < b} un intervalo cerrado.

El conjunto P = {zo,z),...,Zsn} C [a,b] se denomina una particion de [a,b] si
A=< IT1<IT3< +* KTp-1< T <--<xIp, =0
Esta particién determina una divisién de [a,b] en n subintervalos [rk—1, zx]-

La longitud de cada subintervalo es denotado con Az, donde £k =1,2,...,n.

Definicién 1.2 Se denomina una particion regular de [a,b] si la longitud de cada
subintervalo generado tiene la misma medida, esto es, Az = Ty — Tk = b=a

k=1,2,...,n y entonces T = Tr—1 + kAxk = Tp—1 + k(tn‘—')

Definicién 1.3 Se llama norma de la particion P = {zo, z:,...,z,} de [a,b] y se
le denota || P|| a la mayor de las longitudes Az, es decir,
Pl = e {Azy = zx — Tk-1}

gorey

Definicién 1.4 Una particion P’ de [a,b] es mds fina que P (o un refinamiento de
P) si P C P, esto es, cada punto de division zx de P es también un punto de P'.

Definicién 1.5 Sea f : [a,b] — R una funcién acotada. Luego, dada la particion

P={zx :k=0,1,2,...,n} de [a,b] se definen los nimeros:

Mi(f) =sup{f(z) : = € [Th-1,2k]},k=1,2,...,n
mi(f) =inf {f(z) : = € [zk—1,2k]},6k=1,2,...,n

Definicién 1.6 Se denominan suma superior y suma inferior de Riemann de f

corvespondientes a la particion P de [a,b] a las sumas:
U(f,P) =) Mi(f)Azx ¥ L(f,P)=>_ mu(f)Azx.
k=1 k=1

Geomeétricamente U( f, P) representa la suma de las dreas de los rectdngulos por
Exceso sobre cada subintervalo [zx_i,zk] de altura M (f) mientras que la suma
L(f, P) representa la suma de las dreas de los rectdngulos por Defecto sobre cada

subintervalo [zk-;, zx] de altura my(f).



Observacién 1.1 Para calcular aprorimadamante el drea de la superficie debajo de
la gréfica de f en [a,b] usualmente se utiliza el valor 1 [U(f, P) + L(f, P))]. Esta es

una de nuestras primeras férmulas de cuadratura.
Observacién 1.2 Sim < f(z) < M, z € [a,b], entonces
m(b—a) < L(f,P) < U(f,P) < M(b—a)

Definicién 1.7 Sea p el conjunto de todas las particiones posibles P de un intervalo
[a,b] :

I(f,P)=sup{L(f,P): Pep} e I(f,P)=if{U(f,P) : Pe€p}
son llamados la integral inferior e integral superior de Riemann de f sobre [a,b],
respectivamente.
Definicién 1.8 Una funcién f : [a,b] — R se dice que es integrable en [a,b] si f
estd acotada sobre [a,b] y si I(f,P) = 7( f,P) y en tal caso, a este valor comin

se le llama la integral definida (de Riemann) de f sobre [a,b] y es denotada por
f: f(z)dz

Definicién 1.9 Sea f : [a,b] — Ry una funcién integrable sobre [a,b]. Entonces el
drea bajo la grdfica de f desde a hasta b se define como A%f = f: f(z)dx.

La demostracién de los siguientes dos teoremas pueden verse en [7].

Teorema 1.1 Si f : [a,b] = R es continua entonces f es integrable sobre [a, b].

Teorema 1.2 Si f : [a,b] — R es continua, entonces para cada ¢ > 0,3 § >0 :
> f(xx) Axx ——f:f(:c)d:c’ < € para toda particién P |/ ||P|| < § y para toda
k=1

eleccion de xj, € [zx_;, zx]. El punto xj se llama el punto muestra de [zx_1, zx)-




Corolario 1.1 Si f : [a,b] — R es continua, entonces para toda particion P de

[a, b] se tiene:

I Pl—0

/f(:c)d:c: lim Z f(zg) Ay, (1.1)
a k=1

Observaciéon 1.3 Como z; € [zk—y,zk], hacemos zj = zx y considerando una
particion P regular cuya longitud de cada subintervalo es Az, = Ax. Tenemos:

(1.2)

en donde: zxy = a+ kAz y Az = %=2

n

Ejemplo 1.1 Calculo del drea bajo un sinusoide en z € [0, 7] :

y =senx

—_—

Figura 2
Sea A el drea en cuestién. Aqui f(z) = sent,a =0, b= .

En (1.2) zx = 2 y Az = Z tenemos:

=1
Utilizamos la férmula de Euler: €** = cosr + isenz, i = v/—1
Por De Moivre: (cosz + isenz)* = cos(kz) + isen(kz).
Consideremos la serie geométrica: 3 @ = 9°0=¢ g £ 1,

«—1
k=1
Combinando estas tres expresiones y previas simplificaciones obtenemos:

)



zn: sen(kz) = % [3m-sen(n+1)2+sen(m)]

=1 l—cosx

Hacemos z = 7 y la reemplazamos en la ecuacién para el drea:

A= lim

n—oo N

m [ sen(7) — sen(n + 1)T + sen(w)]
n [ 2 —2cos(3) |

Asf, A= lim =[22G| = Jim =

n—oo " n—oo M

[Le)] — i | Lo

sen(3 ) n—oo gon

o~

-

. 2 l14cosx li—'.no (1+cos )
Seaahora:v=—:A=ln:% | =
T—!

n SeEnx - .
x

lim
x—0

Es decir, el drea de la superficie bajo un sinusoide en [0, 7] es el mismo que el de

un cuadrado cuyo lado mide v/2 unidades.

Teorema 1.3 (Teorema Fundamental de Cédlculo): Sea f : J C R — R continua.
Si F es diferenciable sobre J tal que F'(z) = f(z) V = € J, entonces para cada

a,b € J con a < b se tiene:

b
[ 1@z =F) - Fla)
Prueba. Supongamos que a,b € J con a < b. Sea P = {z¢,z1,...,Zp} una

particién de [a,b]. Como F es diferenciable sobre [a,b] y F'(z) = f(z) para cada
T € [a,b], obtenemos por el teorema del valor medio para derivadas que para cada

intervalo [:vk_l.,xk] existe un IEZ € (:L'k_.l, :L'k) tal que
Puesto que F'(z) = f(z) para cada z € [a,b], se tiene:

de donde, .
D F(@) (@r = ox1) = ) [Fzx) — F(zr-1)]
k=1 k=1

pero,

n

D " [F(zx) — F(zx-1)] = [F(z1) — F(a)] + [F(z2) — F(z1)] +- - - + [F(b) — F(za_1)]
k=1



Combinando las dos iltimas ecuaciones tenemos:
L
S F(a}) 2k — 20) = F() — Fla)
k=1
Como esto es cierto para todas las subdivisiones P de [a, b] se sigue por (1.1) que

[ #@dz=Fe) - Feo
a
con lo que la prueba es completa. ®

Este Teorema es el mds importante del Célculo Integral y es conocido también
como la férmula de Newton-Leibnitz. Algunas veces este resultado es llamado el
Segundo Teorema Fundamental del Célculo o simplemente Teorema Fundamental

de Célculo. El Primer Teorema Fundamental del Célculo establece que bajo ciertas

condiciones la derivacién y la integracién son operaciones inversas.
Ejemplo 1.2 Calculo del drea debajo de un sinusoide en z € (0, ].
Aqui usamos el Teorema Fundamental del Célculo:
A= /: sen x dr = [—cos z]; = — cos(m) + cos(0) = 2
que es el mismo resultado obtenido en el ejemplo 1.1.

Teorema 1.4 (Teorema del Valor Medio): Si f : [a,b] — R es continua, entonces

eziste un valor. ¢ € {a,b), tal que f: f(z)dz = f(c)(b— a).

Prueba. Sea G(z) = [ f(t)dt, G(a) = 0, z € [a,b], Como G resulta ser una
funcién diferenciable por el Primer Teorema Fundamental del Célculo, entonces por

el teorema de valor medio para derivadas sobre [a, b] existe un ¢ € (a, b) tal que
G(b) — G(a) = G'(c¢)(b — a).
Entonces,
G(b) = G'(c)(b - a).
Asi, .
[ 1@ = f06-a)

lo que prueba el teorema. ®



1.2 La Integral de Riemann-Stieltjes

Hemos visto en la seccién anterior la definicién precisa de la Integral de Riemann.
Ahora veamos el proceso de integracién con m4s detalle: En realidad vamos a
considerar un concepto més general que el de Riemann: la Integral de Riemann-
Stieltjes, (Thomas Stieltjes, holandés 1856-1894) que involucra dos funciones f y
a. El simbolo que utilizamos para designar tales integrales es f: f(z)do(z). La
integral de Riemann se obtiene como caso particular cuando a(z) = z. Cuando a
tiene derivada continua, la definicién es tal que la integral de Stieltjes f: f(z)da(x)
se convierte en la integral de Riemann f: f(z)d/(z)dz. Sin embargo la integral de
Stieltjes tiene sentido en el caso que a no es diferenciable e incluso no es continua.
De hecho, es al tratar con funciones discontinuas a se hace patente la importancia
de la integral de Stieltjes. Eligiendo adecuadamente una funcién discontinua a, una
suma finita o infinita puede expresarse como una integral de Stieltjes, entonces la
suma y la integral de Riemann ordinaria son casos especiales de este proceso més
general. Por ejemplo en los problemas fisicos que consideran la distribucién de masas
que son en parte discretas y en parte continuas pueden ser abordados utilizando la
integral de Stieltjes. Asf{ mismo, en la teorfa matemética de la probabilidad esta
integral es un instrumento muy iitil que hace posible la consideracién simultdnea de

variables aleataorias continuas y discretas.
Definicién 1.10 Suma de Riemann-Stieltjes:

Es una suma de la forma:
S(P,f,a) = kZ f(ZTk) Aak
=

Donde:

P = {zg,z1,...,Zs} €s una particién de [a, ] (compacto)
f,a : son funciones reales, definidas y acotadas sobre [a, b]
Tx : punto muestra de [zk_;, Tx], €sto es, Tx € [Tk—1, Tk)

Aayi designa la diferencia: Aoy = a(zk) — a(zk—1)

8



Ejemplo 1.8 Calculo de la Suma de Riemann-Stieltjes si f(z) = 1,a(z) = 2% y
P ={0,0.1,0.2,...,1} una particion regular de [0,1].

Aqui n = 10. Tenemos que:

10

S(P, f,a) =) _ f(Zx)Acx = f(Z1)Acy + f(T2)Aaa + - + f(Tr)Aazo  (1.3)
k=1

Haciendo T = M?‘—‘ € [zk—1, zx] . Entonces los puntos muestra son:

T, = 0.05, T, = 0.15, T3 = 0.25, T4 = 0.35, T5 = 0.45, T = 0.55, T7 = 0.65,

zg = 0.75, Tg = 0.85, T10 = 0.95.

Por otro lado como f(z) = 1 tenemos que f(Tx) = 1, para todo k= 1,2, ...,10.
Aa; = a(z;) — a(ze) = (0.1)2 — 02 = 0.01

Aasz = a(r3) — a(r;) = (0.2)2 — (0.1)? = 0.03, de manera ansloga encontramos:
Aajz = 0.05,Aas = 0.07, Aas = 0.09, Aag = 0.11, Aa; = 0.03, Aag = 0.15,

Aag = 0.17,Aa;o = 0.19

Reemplazando estos valores en (1.3), tenemos

S(P, f,a) =0.01+0.03 +---40.19 = [0.01 +0.19] & = 1.

Definicién 1.11 Se dice que f es una funcién Riemann-integrable respecto de a en

[a,b] y se denota “f € R(a) en [a,b]” si existe un nimero A que satisface:

Para cada € > 0, 3 P. particién de [a, b], tal que para cada particién P ma4s fina

que P, y para cada eleccién de Tj se tiene:
|S(P, f,a) — A| < €
Si tal mimero A existe, éste es tinico y se denota con:

A= /ab f(z)da(z)

donde f se denomina integrando y « se llama el integrador.
Si a(r) = z entonces tenemos la integral de Riemann que ya fue estudiada en

la seccién anterior. En la integral de Riemann S(P, f, a) se escribe como S(P, f) 6
S(f, P).



Teorema 1.5 (Linealidad)

Si f,g € R(a) en [a,b], entonces c; f + c,9 € R(a) en [a, b] (para todo par de

constantes ¢; y ¢;) y se tiene:

/ab(clf + c2g)da(z) = ¢ /: fda(z) + ¢y /ab gda(z)

Prueba. Sea h = ¢, f + ¢29. Dada una particién P de [a,b] podemos escribir:

S(Phya) =) h(@Ex)Aar=c1 )y f(@Tk) Dok +cz )y 9(Tk) Ao
k=1 k=1 k=1

= clS(P7f9a) + OZS(Pagaa)-

Dado € > 0, elijamos P! tal que P! C P implique IS(P, fya) — f: fda(:z:)l <k,
y elijamos P/ tal que P/ C P implique IS(P, g,a)— [ : gda(z)l < €. Si tomamos
P, = P! U P! entonces, para P m4s fina que P se tiene:

<|a|e+|ce| e

[seha) o [ fdata) - | ’ gdaz)

y ello prueba el teorema. ®m

Teorema 1.6 (Relacion entre la integral de Riemann y de Riemann-Stieltjes):

Supongamos que f € R(a) en [a,b] y supongamos que a posee una derivada
o continua en [a,b]. Entonces la integral de Riemann | : f(z)d/(z)dz existe y se

verifica

b b
[ 1@da@ = [ st @z
Prueba. Sea g(z) = f(z)d/(z) y consideremos una suma de Riemann:

n

S(P9) =3 ¢@)Dae = (@) (Ee) Aci

k=1
La misma particién P y la misma eleccion de los 7 puede utilizarse para formar

la suma de Riemann-Stieltjes:
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S(P,f,a) =) f(Zx)Ac
k=1

Aplicando el teorema del valor medio podemos escribir

y por lo tanto,

S(P,f,a) = S(P,g) = Y f(Zx) o (vk) — &/ (Zk)] A

Dado que f estd acotada, tenemos |f(z)| < M para todo z de [a, b], para algin
M > 0. La continuidad de o’ en [a,b] implica la continuidad uniforme en [a, b] (por
ser [a,b] compacto). Por lo tanto, dado € > 0, existe un § > 0 (que s6lo depende de
€) tal que

. . ’ ’ €
< - —_ —_——
0<|z—y|<é implica |d(z) (y)| < M —a]

Si tomamos una particién P, de norma ||P/|| < 4, entonces para cada particién

mds fina P tendremos que

20\ —U)

para tal particiéon P tenemos,

Z F(@k) [@ (v) — &' (ZTk)] Azx

k=1

|S(P7faa) —S(Pvg)l =

por la desigualdad triangular podemos escribir

3 F@) [ (w) - & (Te)]) Az

< IF @) | (ve) — o (Tn)| |Azk|
k=1

lo que es menor que

n € € n €
;MZM(b—a) —2M(b—a)§Amk—§
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IS(P, f,0) = S(Pg)| < 5

Por otro lado, puesto que f € R(a) en [a, b, existe una particién P! tal que si

P es mas fina que P! se tiene

b
[stp.si0) - [ fao] <
o 2
Combinando estas dos iltimas desigualdades, vemos que cuando P es més fina
que P, = P/U P tenemos que |S(P, 9 -/ : fda‘ < €, y esto completa lo que

queriamos demostrar. ®
Ejemplo 1.4 FEwvaluar la integral fol f(z)da(z), siendo f(z) = 1,a(z) = z°.

La integral es fol 1d(z?) = fol 2zdzr = 2];,1 zdz = 1.
La integral dada fue aproximada utilizando la Suma de Riemann-Stieltjes en el

ejemplo 1.2 y obtuvimos el mismo resultado.

Definicién 1.12 Sea P una particion de [a,b]. Para cada k = 1,2, ...,n se definen

Mi(f) =sup{f(z) : = € [zg—1, 7]}
my(f) = inf {f(z) : = € [Tk—1, zx]}

Los nimeros

U(P,fa) =Y Mi(f)Aax vy L(P,f,a) =) mi(f)Aax
k=1

n
k=1
se llaman respectivamente, suma superior e inferior de Stieltjes de f con respecto a

a para la particién P.

Observacién 1.4 Se verifica siempre my(f) < M(f). Si o es creciente en [a,b],
entonces Aay > 0 y se puede escribir también que my(f)Aar < Mi(f)Aay, de
lo que se sigue que las sumas inferiores no exceden nunca a las sumas superiores.

Ademds si Ty, € [zx-1, x|, entonces

12



Por lo tanto, si a es creciente, tenemos las desigualdades
L(P,f,a) < S(P,f,a) <U(P, {,a)
Teorema 1.7 Supongamos que a es creciente en [a,b). Entonces
(i) Si P’ es més fina que P, entonces
U(F',f,e) <U(P,f,a) y L(P,fa)> LP f,0)
(ii) Para cada par de particiones P, y P se tiene
L(P, f,a) <U(P, f,a)

Prueba. Es suficiente probar (i) cuando P’ posee sélo un punto mss que P, por

ejemplo si tiene el punto c. Si c est4 en el intervalo i-ésimo de P, podemos escribir

UP', fa)= Y M(f)Azc+ M [a(c) — a(ziy)] + M” [o(z:) — a(c))
k=1k#i

en donde M’ y M” designan, respectivamente el sup de f en [z;—y,c] ¥ [c, z;] . Pero,
dado que
M < M(f) vy M' < M(f),

se tiene U(P', f,a) < U(P, f,a). En forma parecida demostramos la desigualdad
existente entre las sumas inferiores.

Para probar (ii), sea P = P, U P». Tenemos entonces
L(Py, f,a) < L(P, f,a) SU(P, f,a) SU(P,, f,a)
lo que prueba el teorema. ®
Observacién 1.5 De este teorema se tiene (para a creciente)
m[a(b) — a(a)] < L(Py, f,a) SU(Py, f,a) < M [a(b) — a(a)]

donde M, y m designan el sup y el tnf de f en [a,b].
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Definicion 1.18 Sia es creciente en [a,b] entonces la integral superior de Stieltjes

se define
I(f,a) = inf {U(P, f,a) : P € pla,b]}.
La integral inferior de Stieltjes se define en forma andloga:

I(f,a) = sup {L(P, f,a) : P € pla,b]}
donde g [a, b] denota el conjunto de todas las particiones posibles de [a, b] .

Notacién 1.8 Fn muchos textos la integral superior de Stieltjes se denota por

f: fda y en forma similar para la integral inferior de Stieltjes.
Teorema 1.9 Supongamos que o es creciente en [a,b]. Entonces I(f,a) < I(f,a)

Prueba. Dado € > 0, existe una particién P, tal que

U(Pl)faa) < T(f,a)-l-e

Por el teorema 1.7, se tiene que I(f, a) + € es una cota superior de todas las
sumas inferiores L(P, f,a). Por lo tanto, I(f, o) < T(f,a)+e¢, y como e es arbitrario,
ello implica que I (f,a) < I(f,0) =

Hay un ejemplo muy simple en el que I(f,a) < I(f,a). Tomando la funcién

a(z) = z, y sea f definida en [0,1] como sigue:

f(x):{ 1, z€eQ
0, zel

Entonces para cada particién P de [0,1], se tiene mi(f) = 0 y Mi(f) = 1, ya
que cada subintervalo contiene tanto racionales como irracionales. Por consiguiente,
UP,f) =1y L(P,f) = 0 paratoda P. Asi, I(P,f) =1e I(P,f) = 0 y como

a(z) = z tenemos que I(f,a) = 0 e I(f,a) = 1. Entonces,
I(f,e) <I(f,q).
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1.3 La Integral de Lebesgue

La integral de Riemann es itil a todas las necesidades del célculo elemental pero es
aplicable sélo a aquellas funciones que o bien son continuas o bien son continuas por
tramos. Aclarando que no hay nada equivocado en la definicién de la integral de
Riemann, sin embargo encontramos ciertas limitaciones. El problema surge cuando
la integral de Riemann interactiia con otras operaciones, especialmente con limites.
Por ejemplo el limite de una sucesién de funciones puede no ser integrable. También
encontramos que existen funciones que no son Riemann-integrables y un ejemplo

clésico de ello es la conocida funcién de Dirichlet: f : [a,b] — R, definida por:

1, si x es racional
f(z) = L
0, si x es irracional
En efecto: Para cualquier subintervalo [zx_1, zx] de [a,b] tenemos Mi(f) =1y
mi(f) = 0 pues los nimeros racionales y los irracionales son densos en cualquier
subintervalo. Entonces si U(P, f) y L(P, f) son las sumas superior e inferior que
corresponden a cualquier particién P, tenemos:
n

U(f,P) = 3 Mu(f)Dze = z:; 1-Azx=b—a

k=1

L(f,P)= 3 mu(f) Azi = kzi;l 0- Azi = 0.

k=1

De modo que las integrales superior e inferior de Riemann de f en [a, b] son:
I(f,P)=inf{U(f,P) : P€p}=b—a e I(f,P)=sup{L(f,P): PEp}=0

lo cual muestra que f(z) no es integrable segin Riemann.

Necesitamos entonces renovar la manera en que pensamos acerca de la integral en
un Andlisis Superior. Lebesgue (francés, 1875-1941) en 1902 publica su famosa obra
Integral, longueur, aire en el cual da un nuevo concepto de la integral. Lebesgue
da el concepto de medida para un conjunto de puntos y lo aplica al desarrollo de
esta nueva integral. La idea principal de la integral de Lebesgue consiste en que, a

diferencia de la integral de Riemann, los puntos x se agrupan no de acuerdo a su
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proximidad en el eje x sino de acuerdo a la proximidad de los valores de la funcién
en estos puntos.

Una forma simple de ilustrar la diferencia entre la integral de Lebesgue y la
de Riemann es la siguiente analogfa: Supongamos que tenemos una bolsa llena de
monedas y queremos saber cudnto dinero tenemos en la bolsa. Podemos contar las
monedas de dos formas distintas:

(a) Sacamos las monedas una a una y vamos sumando sus valores;

(b) Agrupamos las monedas de la bolsa de acuerdo a sus valores, formando
un grupo de monedas de 5 centavos, otro de 10 centavos, etc. Contamos cudntas
monedas tenemos en cada grupo, multiplicamos por sus valores y los sumamos.

La segunda forma de contar (que corresponde a la integral de Lebesgue) es mucho
més eficiente que la primera (correspondiente a la integral de Riemann) pero, por
supuesto, ambas formas de contar dardn el mismo total. Nétese que para describir
(b) tuvimos que usar un lenguaje un poco més elaborado que el usado para describir
(a). Como se ver4, la definicién de la integral de Lebesgue también implica de hecho
un poco més de conceptualizacién que la definicién de la integral de Riemann. El
método que se utiliza para introducir la integral de Lebesgue generalmente se asienta
en el concepto de medida. Una medida no es més que a ciertos subconjuntos A se les
asocia un nimero no negativo m(A), llamado su medida o volumen, que da una idea
de su "tamaiio". Si consideramos una funcién f : [a,b] — R que toma un nimero
finito de valores, la definici6én de la integral de Riemann corresponde esencialmente
a dividir el intervalo [a,b] en subintervalos, multiplicar el valor que la funcién toma

en cada subintervalo por su longitud y sumar:

b n
[ 1@dz =3 5(a) (o0 - 2.
a k=1

Por otro lado, para la integral de Lebesgue, se determina primero cual es la
preimagen Ey C [a,b] de cada valor yx que la funcién asume, multiplicamos la

medida de la preimagen por el valor de la funcién y sumamos:
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Entonces, queda claro que ambos métodos nos proporciona el mismo valor para
la integral.

Desde el primer trabajo de Lebesgue, tanto la Teoria de la Medida como la teorfa
de la integracién han sufrido muchas generalizaciones y modificaciones. Young,
Daniell, Stone y otros han probado que la integral de Lebesgue puede introducirse
de tal manera que no dependa de la Teoria de la Medida sino que esté orientada
directamente a las funciones y sus integrales [2]. El inico concepto de la Teorfa
de la Medida que se necesita saber es el concepto de conjunto de medida cero. De
esa forma una vez que se define la integral de Lebesgue se pueden introducir los
elementos de la Teoria de la Medida en forma natural. Sin embargo en esta parte,
apenas daremos una rdpida mirada a la integral de Lebesgue utilizando algunos

conceptos de la Teoria de la Medida.

Definicién 1.14 Un conjunto S de nimeros reales posee medida cero si, para cada
€ > 0, eriste un recubrimiento numerable de S por medio de intervalos abiertos,

tales que la suma de sus longitudes sea menor que e.

Si designamos a los intervalos por medio de Iy = {ax, bx), la definicién requiere

que
y S L(Ix) <€
k

Si la coleccién de intervalos es finita, el fndice & recorre un conjunto finito. Si la

coleccién es infinita numerable, entonces & ird de 1 a oo.

Ejemplo 1.5 Un conjunto de puntos enumerable tiene medida cero.

En efecto, denotando el conjunto de puntos por x,,xy,x3,... y suponiendo que
los puntos encerrados, respectivamente, por intervalos de longitudes menores que
€/2,€/4,€/8, ... , con € positivo, la suma de las longitudes estos intervalos es menor

que 5+ 5+ § +--- = € lo que prueba que el conjunto tiene medida nula.

Definicién 1.15 Se dice que una propiedad se verifica casi en todo un conjunto S

(y se escribe c.e.t. S) si se verifica en todo S salvo en un conjunto de medida cero.
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Definicién 1.16 (Funcién medible): SeaU C R. f : U — R se llama medible si U
es medible y el conjunto {z € U : f(z) > c} es medible para cada c € R.

Definicién 1.17 (Medida interior y medida ecterior de un conjunto A C R): Sea
ACR:
m*(A) =inf {{(G) : ACG, G abierto}

m.(A) =sup{{(F) : F C A, F compacto}

Definicién 1.18 (Conjunto medible): Un conjunto acotado A C R se llama medible
st m,(A) = m*(A). El valor comin de estas dos medidas se llama la medida de

Lebesgue de A y se denota con m(A). Es decir, m,(A) = m*(A) = m(A).

Ahora definamos la integral de Lebesgue para funciones acotadas y medibles:

Definicién 1.19 (La integral de Lebesgue):

Sea f acotada y medible sobre [«,b]. Sean o y 8 nimeros, tales que

a< f(z)<p

Sea P una particion de [o, 8] : P = {%0,¥1,¥%2,- -, ¥Yn}
Sea

E,={z€la,b]: 1 < flz) <y} k=12,...,n

Como f es medible, estos conjuntos son medibles y ademés disjuntos.

Sean:

s= i k-1 (Ex)

Jd=inf{S P € pla,pd]}
I=sup{s Peplamb]}
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Si I = I entonces se dice que f es Lebesgue-integrable sobre [a,b] y al valor

I=[ff(x)dz 6 /fdx

[a,b]

comun se le denota con

y=1fx)

Figura 4

Observacién 1.6 Para calcular la integral de Lebesgue en forma aprorimada se

puede utilizar la férmula:

/fdxﬁ-;—[s-i—s]

ab]

Ejemplo 1.6 Célculo en forma aprorimada de / z dx.
[0,1]

Veamos: aqui [a,b] = [0,1] y f(z) = z. Tomando la particién regular P de [0, 1]
(sobre el eje Y):

P ={0,0.1,0.2,0.3,0.4,0.5,0.6,0.7,0.8,0.9, 1}
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—_—

Figura 5

Entonces n = 10. La suma superior de Lebesgue es:

10
S=Y" ym(Ex)
k=1

Calculamos los Ej.

Por ejemplo,

Eit={z€(0,1] : w<z<y}={z€[0,1 : 0<z<0.1}

De modo que m(E;) = 0.1. También:

m(E2) =m{z€[0,1]] :yn < z<yp}=m{ze€(0,1] :01< £<0.2} =0.1.

De ese modo S es:

S = 0.1(0.1) + 0.2(0.1) 4 0.3(0.1) + 0.4(0.1) + 0.5(0.1) + 0.6(0.1) + 0.7(0.1)+
0.8(0.1) +0.9(0.1) +1(0.1) =0.1[0.1 + 0.2+ - - - + 1] = 0.1(5.5) = 0.55.

Del mismo modo, la suma inferior de Lebesgue es:

10
5= y-1m(Ex)
k=1

10

8 = z yk_lm(E'k) = yom(E'l) + ylm(Eg) + ...+ ygm(Ew)
k=1

Puesto que todos los Ej tienen la misma medida (= 0.1)

s=(o+y+ - +y)m(Ex) = (0+01+02+---+0.9)(0.1) = 0.45.

Por lo tanto, / z dz ~ % [0.55 + 0.45] = %
(0,1)
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El valor exacto de la integral es, efectivamente % como se verd luego.

Los dos teoremas siguientes relacionan las integrales de Riemann y de Lebesgue.

Su demostracién puede verse en [12]

Teorema 1.10 Si f es integrable segiin Riemann en [a,b], entonces f serd medible.
Teorema 1.11 Si f es integrable segin Riemann en [a,b], entonces:

(a) Es integrable segin Lebesgue en [e, b].
(b) Las integrales de Riemann y de Lebesgue de f(z) en [e,b] son iguales.

Ejemplo 1.7 Caélculo de / z dz. Como f(z) = z es integrable segin Riemann en
[0,1]

1

[0,1] entonces por el teorema anterior tenemos que / rdzr = / rdr = %
(0,3) °

Definicién 1.20 (Espacio de funciones L2 (a,b)):

Sea a una funcién no decreciente en [a,b] y p > 1, diremos que
f € Li(a,b)
st se cumple:
a) f es medible respecto a a y,
b) La integral de Stieltjes-Lebesgue,
[ 1r@P data) < oo
Si a(z) = z, la notacién usada es L?(a,b).

Ejemplo 1.8 Veamos si la funcion f(z) = —é\/—; € L?(0,8). Aquip =2 y a(z) = .
Por lo tanto (a) ﬁ es medible respecto de a(z) = z.(b) La integral de Lebesgue-
Stieltjes f: (-&5)2 da(z) se transforma en una integral de Lebesgue f: (ﬁ)2 dz
por ser a(z) = z. Esta dltima integral es Riemann-integrable:

En efecto, J; (1\}—5)2 do = lim [F (1\}—5)2 dz = lim [gz’]iz = 3(4) =6.

Por lo tanto = € L?(0,8).
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1.4 Interpolacién de Lagrange

Los procedimientos de cédlculo que utilizan las computadoras para evaluar una
funcién ya incorporada, como senz, cosz 6 €*, involucran aproximacién mediante
polinomios. Los métodos hoy por hoy mds efectivos utilizan funciones racionales.
Sin embargo empezamos esta seccién con la teoria de aproximacién polinomial.

Interpolar significa estimar el valor desconocido de una funcién en un punto,
tomando una media ponderada de sus valores conocidos en puntos cercanos al dado.
El célebre matemaético francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813) descubri6 que se

puede encontrar un polinomio que pase por n + 1 puntos pre-establecidos del plano:

Problema 1.12 Dados (z;,y:), ¢ € {0,1,2,...,n} datos con z; # z; para i # j.

Encontrar un polinomio de grado menor o igual a n tal que
P,(z;) = y; para todo i € {0,1,2,...,n}

Teorema 1.13 Para n+1 puntos de R?: (zo,yo), ..., (Zn, yn) con abscisas distintas

para i # j, eziste un polinomio tnico P,(z) de grado menor o igual a n con la
propz'edad: Pn(xo) = Yo, Pn(xl) =Y,--- aPn(xn) =Yn

Prueba. Como P,(z) = ap + a1z + azz® + - - - + a,z" tenemos ,

P,(z0) = ao + @170 + a2z + - - - + anTg = Yo

Pn(xl)=a'0+al$1+a2$%+”'+an$?=y1

Nuestras incégnitas son ag, @, ...,a;. Escribiendo en forma matricial:

1 zo 2§ --- x| |ao Yo

1 z 22 - 17| |ag R
2

1 z, =z -Tz_‘ Qn Yn
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donde z; # z;. El determinante de Vandermonde:

1 zo 23 -+ B
1 z, z2 --. ¢
1 1
det =[] (z: — =) #0,
. . . i>j
1 z, 22 --- 2z
t=1,...,n; 3 =0,1,...,n. Luego el sistema lineal de ecuaciones dado arriba es

no singular y por lo tanto tiene solucién dnica. ®

Vamos a construir un polinomio:
n

Pu(z) = yoLo(z) + 11L1(z) + - - + ynLa(z) = D weLi(2) (1.4)

En este caso L, L,,...,L, son polinomios que dependen de los nodos xg, z1, ..., Tn,

pero no de las ordenadas yg,¥1,--.,¥n- En vista de que las ordenadas podrfan ser

todas iguales a cero, excepto por el 1 que ocupa la i-ésima posicién, tenemos
n n
6ij = Pn(.’l?j) = Z ykLk(IL'j) = Z 6kiLk(.'L'j) = Li(.’l?j),
k=0 k=0

donde §;; es el delta de Kronecker: 0x; = 1sik =1y 6k = 0 si k # i. Podemos
conseguir facilmente un conjunto de polinomios que tenga esta propiedad.

Consideremos Lg. Este serd un polinomio de grado n que tome el valor 0 en z;,

Z2,...,Tn, Yy €l valor 1 en zo. Claramente Ly debe adoptar la forma:
n
Lo(z)=clz —z1)(z —z2) - - (z — z,) = cH (z — z;)
j=1
El valor ¢ se obtiene haciendo x = zy, de manera que
1= cH (zo — z;)
=1
y entonces

c= H (130 = .’L‘j)—l

=1
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Por consigiente,
n

To—25
Jj=1

Del mismo modo hallamos el resto de las L;, y entonces la férmula general se

expresa como:

L,-(z):IE[x__x" (0<i<n)

J#i
6, lo que es lo mismo:
S r—=z
— .
L,-(:::):Hx__z j=0,1,...,n (1.5)
k=0~ — 7k
k#j5
Para el conjunto de los nodos zg, z;, . . . , Z,, €stos polinomios son conocidos como

funciones cardinales de Lagrange. Utilizando los polinomios cardinales dados en la
ecuacién (1.4) obtenemos los polinomios de interpolacién (1.5).
Finalmente, si la reemplazamos en la ecuacién (1.4) tendremos el polinomio de

interpolacién de Lagrange:

n n r—1z '
Pn(x)zzyj(nx'_;) j=0,1,...,n (1.6)
j=0 ’,g;o J k
J

Ejemplo 1.9 Célculo del polinomio de interpolacién de Lagrange que pasa por los

Aquiesn=3:

Ps(z) = yoLo(z) + y1L1(z) + ye Lao(z) + y3sLa(z)
Ps(z) = —3Lo(z) + 1L;(x) + 2L2(z) + 4L3(x)

Utilizando la ecuacién (1.5) encontramos los Lo(z), L1(z), L2(z) y L3(z), lo cual

3

Lo(z) = [ ] 2228 = — (2 — 3)(z - 5)(z — )
i
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3
Li@) = [[ &2 = 4(z - Dz - 5)(c - 6)

k21
3
Lye) =[] 22 = —§(z - D)= - 3)(= - 6)
=2
3
Ly(z) = [[ 22 = (= - D(z - 3)(z - 5)
i

Asi, reempazando en (1.6) obtenemos:
P(z) = 74%(3 —3)(z—5)(z—6)+ 35(z—1)(z — 5)(z—6) — 2 (z — 1)(z — 3)(z — 6)
+-i15(z —1)(z — 3)(z — 5),

1
Py(z) = 45 [72° — 782” + 301z — 350] ,

que es el polinomio solicitado.

Observacidn 1.7 El método de las diferencias divididas de Newton es, en estos
casos muy util para encontrar el polinomio de interpolacién que pasa por los n + 1
puntos pues en comparacion con el método de Lagrange computacionalmente es mas
econémico. Sin embargo, estamos estudiando la interpolacion de Lagrange para luego
aplicarlo en las Férmulas de cuadratura de Newton-Cotes que veremos en la siguiente

seccion.

1.5 Foérmulas de Integracién de Newton-Cotes

El Célculo Integral resuelve el problema de calcular el drea bajo la gréafica
de una funcién positiva definida sobre un intervalo cerrado. El cédlculo elemental de
funciones de una variable real nos d4 un método elegante para calcular la integral de
una funcién. El teorema fundamental del cédlculo nos dice que el problema de calcular
la integral de una funcién continua se reduce al de buscar otra funcién cuya derivada
sea la funcién dada, es decir, una primitiva de ella. Sin embargo hemos dicho también
que el problema de hallar una primitiva de una funcién dada puede resultar muy

diffcil, sino imposible. De hecho sabemos que existen funciones elementales -es decir,
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combinaciones algebraicas de funciones trigonomeétricas y logarftmicas y sus inversas-
cuyas primitivas no son expresables en esta forma (por ejemplo e‘xz). Por esta razén
es que estudiamos métodos numeéricos que aproximen el valor de la integral buscada.
Ya la definicién de la integral de Riemann proporciona un método de aproximacién
numérica: las sumas de Riemann. Sin embargo su convergencia es muy lenta y
no resultan 1iitiles para obtener resultados practicos. Las cuadraturas que vamos a
estudiar aquf consisten en substituir la funcién dada por una aproximacién suya y
tomar como valor de la integral el valor de su aproximada. Veremos los resultados
que se obtienen aproximando la funcién por medio de un polinomio interpolador.
Deducimos la Regla del Trapecio, la Regla de Simpson, la Regla de los 3/8, la Regla
de Milne y el célculo del error que se comete en la aproximacién de Simpson.

Las férmulas de integracién de Newton-Cotes son obtenidas si el integrando es

reemplazado por una adecuada interpolacién polinomial P(x), entonces:

/abf(:z:)da: ~ /ab P(z)dz

Considerando una particion regular del intervalo [a, b] dada por

P={zo,23,...,Zj,...,Tn}

Sea Az = &2 = h = z; = a+jh, j = 0,1,2,...,n. Por la férmula de

7T

integracién de Lagrange:
n

Pa(z) = Z f(zj)Lj(z), donde Lj(z) = ﬁ Luego:
=

/:f(mdw /b Zf(x,)l‘[ Pt
@ =

3j=0

Sea el cambio de variable: z = a + ht, dz = hdt. Para los lfmites de integracién

r=a=>t=0yz=b=>1t= Qh—“ = n. Entonces la integral se transforma en:

n

/ f(z)dz ~ / Z f(a:,) hdt = hz—; f(z;) / _i’; dt

k#J 0 ;
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n

n
Serd L;(z) = H % = H =% = p.(t). Por lo tanto:
k—Q

~ﬂ~|

k=0
k#3
b n e
/ fz)dz ~ R fla;) /
a j=0 0

Hagamos a; = fo @;(t) dt (coeficientes o pesos), para tener finalmente:

/ @)z~ kS Fe)ay
a j=0

—»

t—k -
T 4= b fle) [ e a

aa
Yl
<o

Ahora, si damos valores a n en esta iltima ecuacién obtenemos las Reglas de
integracién conocidas como Regla del Trapecio, Regla de Simpson, Regla de los 3/8,
Regla de Milne, etc. Veamos cada uno de ellos:

a) Regla del Trapecio

La Regla del Trapecio la obtenemos cuando n = 1:

b 1
/ P] (.’L’)dl’ ~h E f(:v,-)aj =h [f(.’lto)ao + f(l'])a]]
a ]:-0

n
Hemos visto que a; = [g »;(t) dt y v;(t) = H ;%L j=0,1,2,...,n.

k=0
k#j
Para 53 = 0,1 tenemos:
13
t—k Tt—1 1
]=0 ao=fH 0—_Idt= ) Tl—dt=-2-
o k=90
k#j3
1
t—k 1 1
]=1 a1=/H mdt=/o‘tdt=§
o 30

[ #@ae ~ b3 + @] = § [F(e0) + £(ar)

b)Regla de Simpson

La Regla de Simpson es conocida como la Regla Parabdélica y se obtiene cuando

n=2

f Py(z)dz = h)  f(z;)a; = h[f(z0)ao + f(z1)a1 + f(z2)a]
e =0
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2
Aqui es a; = [g p;(t) dt ¥ ¢;(t) = H . i=0,1,2:
#J

k
/ (t( 3? 2) /—(t2—3t+2)dt=-

t—k 2(t-0)(t-2 e
—dt = ( ) )dt=/ —(t2—2t)dt=i1-
0

m»

S
Il
=)
R

S
Il

bt
Yl
LLO

3
R
I
O T~ O~
zw

0 1-k o (1(-1) 3
o [rr t=k, [P@-0@¢-1), (21, B
j=2:as= 'go mdt_/o (2_0)(2_1)dt—/0 5(#—2)dt_-

Luego:

c)Regla de los Tres Octavos:

Esta regla es obtenida cuando n = 3:
3

f: Ps(z)dz = hz f(zj)a; = h[f(zo)ao + f(x1)ar + f(z2)az + f(3)as]

3
. 3 k-
Aqui es aj = [ wi(t) dt y p;(t) = I I =k j=0,1,2,3:

o
3 3 3
_ t—k _ [PE-DE-2¢-3), _
’0/ 1;[ el A T Y M

J2—1(t® - 6t + 11t — 6)dt = ¢

e

<
[

t—k St —2)(t—3) , _ [*1 .5 _9
T gdt= AEE) dt_/o -2-(t 5t2+6t)dt_8

¥
.o

t—k ., [Pt¢-1)@E-3), (> 1,5 _9
2—_—kdt—/; BIOEN att_/0 2(t3 4t% + 3t)dt =

xa
LY
VO

t—k . LOC=1C=2), [* 1.5 ., _3
= | = 5om dt_/o 5t — 4t* + 3t)dt =

—
w

|

>

Q
@
Il

R
I
c\.w c\.w °\w
e

bk
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de lo cual obtenemos la Regla de los Tres Octavos:

0, lo que es lo mismo:

[ 1o~ 5 11(a0) +3£(@1) + 35 () + £(ao)

d)Regla de Milne
Esta regla se obtiene cuando en la Férmula de Newton-Cotes hacemos n = 4:

4

/ Py(z)dz ~ h Z f(zj)a; = h[f(zo)ao + f(z1)as + f(z2)az + f(z3)as + f(z4)a4

Jj=0

4
. 4 _ .
Aquies a; = [y v;(t) dt y p;(t) =[] ££.5=0,1,23,4
k=0
k#j

li[ t—k, _ [*(E-1)E-2)(-3)(t-4),

Tl T CEERED

(e}

4
Para 3 = 0 tenemos: ag = /
0

[=]

k=
K#j

<

‘1 (16)(7)
ao= | —(t* — 10t3 + 35t% — 50t + 24)dt = —————
: /o 24 4= {2y (15)

T ot—k . [t@e)E—-2)(-3)¢t-4)
I_I T A ) T

4
Para j =1 tenemos: a; = /
0 k#j

4_q 128(4)
a; = | —(t* — 9t + 26t% — 24t)dt =

=[5 %= Rayas)

4 4
- o t—k ., [@)E-1)(t—-3)(t—4)
Para j = 2 tenemos: a; = /,I_IO 2—_kdt =/, @D0)(=D(=2) dt
O k#j
4
_ —1 .4 g3 2 _ _— &2_)
Qp = /0 —-4—(t 8t +19¢2 — 12t)dt = T
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1 4

— 4 _ B 3
Para j = 3 tenemos: a3=/H t—%dt:/ B —1)(t - 3)(t 4)dt
o TR
j

3)(2)(1)(-1)

4
_ 214 o3 2 _2(32)
a;;—/(; 4 (t 8t° + 19¢ —12t)dt— T
—k )t —-1)(¢t-3)(t— 4)
Para j = 4 tenemos: oy = / —dt =
/ H T A O TO TR ey
k#j
4
_ [l 4 3 2 _ _2(7)
a.;-/o 24(t 6t° + 11t° — 6t)dt = T

Reemplazando en

obtenemos la Regla de Milne:

b
/a f(z)dz =~ 74?5 [7f(zo) + 32f(z1) + 12f (x2) + 32f (23) + 7f(x4)]

Ejemplo 1.10 Célculo del drea bajo la parébola y = z%,z € [0,1] (Problema de la

cuadratura de la pardbola), usando la Regla de Simpson.

Aquies h = =1, f(z) = z?%; tenemos tres nodos: zo =0,z = 1,2, = 1;

f(zo0) =0, f(z‘l) 3, f(z2) = 1. Por lo tanto

/ F(z)dz = L2 [0+4(1/4)+1]

Por integracién [}, z2dz = 1. Es decir, la Regla de Simpson proporciona un valor

exacto en este caso.
Ejemplo 1.11 Célculo del error al aplicar la Regla de Simpson:

La Regla de Simpson es

[ 1@z~ 3 (o) +47(a1) + (a2
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La integral es, apenas aproximada. El error cometido es obviamente

R= / " @)z = 2 [£(wo) + 4 (@) + (z2)]

Ya

v

) %o X X X
—h h—

Figura 6
Considerando que y = f(z) € C*[a,b], deducimos una expresién m&s simple
para R. Fijando el punto central z; y considerando R = R(h) como una funcién del

espaciado h (h > 0), obtenemos

zi+h

R0 = [ iz = 2ol = 1)+ (@) + y(o + 1)

z1—h
de donde, diferenciando tres veces sucesivamente la funcién R(h) con respecto a h,
obtenemos

R (k) = [y(z1 + h) +y(z1 — )] — } [y(z1 — k) + 4y(z1) + y(z1 + h)]

—2 [ (z1 — h) + ¢/ (z1 + h)]

= 2 [y(z1 — k) + y(z1 + h)] = 3y(z1) — 3 [~¥/ (21 — h) + ¥/ (21 + b)),

R'(h) =2[-y(z1 — B) + ¢/ (z1+ h)] — 5 [-¥/(z1 — h) + ¥/ (z1 + h)]

-5 [ (21— h) + ¢ (21 + h)]

=3 [-¥(z1 — h) + ¢ (z1 + h)] = § [y (z1 = h) + ¢’ (21 + R)],

R"(h) = 3 ["(x1 = h) + ¥ (z1 + 1)) — 5 [y (21 — B) + " (21 + b))

=& [—y"(z1 — h) + ¥"(z1 + h))].

= -3 " (z1+ k) — y"(z1 - h)].

Aplicando el Teorema del valor medio para derivadas:

31



R"(h) = %24V (), donde € € (z1 — h, 21+ h)
Entonces tenemos: R™(t) = —24/V(¢).

Ahora, integrando sucesivamente en t € [0,h] y considerando que
R(0)=0, R(0)=0, R'(0)=0

tenemos

SRR (t)dt = — 2™V (€) [ 2dt; R"(h) — R"(0) = —2¢/V (&)

= R'(h) = —3h*y'V(€), € € (z1 — h, 21+ h)

Jo R'(8)dt = —3y™ () [y t°dt; R (h) — R(0) = —34™ (O)%

= R'(h) = —%h*%'V (€), £ € (x1 — h,z1+ h)

Jo R (®)dt = 4™V (€) [y t*dt; R(h) — R(0) = —%y"" (6)2

= R(h) = —&h3y"V(€) donde £ € (z1 — h,z; + h).

En consecuencia, la Regla de Simpson es exacta para polinomios de grado tres.
La Regla de Simpson es suficientemente exacta para la mayoria de los trabajos que
se realizan en ingenieria y, en la computacién autom4tica, es preferida a las otras
férmulas de mayor precisién, las cuales se obtienen mediante el uso de polinomios
de aproximacion de grado superior, algunas de las cuales, hemos deducido aqui.

Cuando dividimos [e,b] en n partes iguales y aplicamos la regla de Simpson a
- cada intervalo obtenemos la llamada Regla de Simpson Compuesta.

El error que se comete en este caso es

n

“hS Sy PR IR N [b—a]
E[Sa(f)] = ;% &) =15 ;2’156 2 (&) = 180; £* (&)
el cual es una suma de Riemann que se escribe

4 b 4
Elsu(N~ 1g5 [ 17O = 135 [ ®0) - ()]

Si se corrige la Regla de Simpson por medio de este error asint6tico se obtiene

la Regla de Simpson corregida
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En el Apéndice A1l presentamos un programa (Programa 1) en Matlab en que se

utiliza la Regla de Simpson compuesta para evaluar la integral

A= /ab f(z)dz

El drea de la k-ésima tira es

El programa se graba con el nombre simpson.m y para ejecutarlo simplemente
escribimos en la ventana de comandos simpson.

Ejecutamos el programa para evaluar la integral

1 dr

/_1 V(z+3)(z+2)
Los resultados obtenidos se muestran en la siguiente tabla:
J4 e
0.8716860704
0.8712874086
0.8712087244
0.8711856054
0.8711769712
0.8711731827
0.8711713162
0.8711703127
10 0.8711697351
100 0.8711686199
El valor exacto de la integral es 21n (’%ﬁ) . Su valor con una aproximacién de

10 cifras decimales es 0.8711686198.

© 00 NN OO v W N3
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Capitulo 2

Funciones Ortogonales

2.1 Funciones Ortogonales

Definicién 2.1 Se llama funcion de peso a la funcion w : (a,b) — R no negativa

en (a,b), integrable y con un niumero finito de ceros en (a,b).

Definicidn 2.2 Un sistema de funciones {¢;};_, tales que cada ¢; : [a,b] — R se

dice que es ortogonal respecto a la funcion de peso w en [a,b] si se cumple:
b
Gustm) = [ bu@dn(au(e)da
_ Tno m=mn
0, m#mn
n,m=0,1,2,...,] y la constante v,, > 0.

Ejemplo 2.1 FEl conjunto de funciones {1,z} es ortogonal en [—1,1], respecto a la
funcion de peso w(z) = 7;%;; Bn efecto,

1
a) f—l ﬁdm = f:l ‘/{ifzz =T,
2
b) JZ, 7%5 = f-}l 7AmdT =3
¢) 2, fAndz = [, vimmdz =0.

Por lo tanto el sistema dado es ortogonal en [—1, 1] respecto a la funcién de peso

w(z) =1.



Definicién 2.3 Un conjunto de funciones {¢y(z),d,(z),...,$,(x)} es ortonormal

con respecto a la funcion de peso w(z) en [a,b] si se cumple:

n,m=0,1,2,...,0L

Ejemplo 2.2 Las funciones { &"T;"?-}, m = 1,2,..., son ortonormales en [—m,]

respecto a la funcion de peso w(x) = 1.

En efecto: [ ¢,,(z)#n(z)dz = 1 [" sen mz sen nz dr. Analizando:
a) Sim #n: 3 [ _sen mz sen nx dzr

T
= 2_1,; f.:r [cos(m — n)z — cos(m + n)z]dz = % [”“f:f_',:')“’ + ”“S:::‘)“’ ] = 0

. _ L1
b)Sim=mn:1[" sen mz sen nz dz

sen2m:!:]"' =

=% [T sen? mz dz = 5 [7 (1—cos2mz)dz = 5. [z — *22m=]"

Por lo tanto [ ¢,,(2)$,(z)dz = dnm y el sistema dado es ortonormal.

2.2 Polinomios Ortogonales

Los polinomios oftogonales corresponden a una pequena parte de una gran familia
de funciones especiales. Su historia se remonta al siglo XVIII y est4 estrechamente
relacionada con la resolucién de problemas de inmediata aplicacién practica. Uno
de estos problemas estaba relacionado con la Teoria de la Gravitacién Universal
de Newton. A. M. Legendre (francés, 1752-1833) descubri6 sus famosos polinomios
cuando hacfa investigaciones sobre la atraccién gravitacional de la elipsoide [11].
Pafnuti Chebyshev (ruso, 1821-1894) fue un gran matemético que es conocido por
sus importantes contribuciones a la Teoria de los Nimeros. Los polinomios de
Chebyshev son usados en el Anélisis Numérico, en la Mecédnica Celeste y en la Teoria
de Grupos Cudnticos. Los polinomios ortogonales estdn también estrechamente

relacionados con las ecuaciones diferenciales y la teoria de aproximacién.
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Definicién 2.4 Un polinomio de grado n al cual denotaremos P, se dice que es

ortogonal en [a,b] con respecto a la funcién de peso w si

b
/ W(Z) Pp(x)Qn—-1(z)dz =0
a
para cualquier polinomio QQ -, de grado < n — 1.

Seguidamente veremos las propiedades de las rafces de los polinomios ortogonales,
las cuales serdn de mucha importancia en la eleccién de los nodos para efectuar
cuadraturas més precisas.

Si P, es ortogonal sobre [a, b] con respecto a w a todos los polinomios de grado
< n—1, entonces cP, también tiene la misma propiedad, donde c es alguna constante

no nula.

Sin pérdida de generalidad asumiremos que
(2.1)
es decir, P, es un polinomio ménico.
Teorema 2.1 FEl polinomio P, el cual satisface
/bw(x)Pn(x)Q,,_l (z)dz =0

para todos los polinomios (0,1 de grado < n — 1, existe y es unico, excepto para
una constante multiplicativa.

Prueba. Mostraremos que podemos encontrar ag, e, . ..,a,_1 tal que
b
/ w(z) [ao + a1z + -+ &p_ 12" + 27| zFdz = 0 (2.2)
a

donde k =0,1,2,...,n—1. Por linealidad de la integral se sigue que P,(x) definida
por (2.1) es ortogonal a todos los polinomios de grado < n— 1. La ecuacién (2.2) es

equivalente al sistema de ecuaciones:
b
/ w(z) [ao +a1 4+ F a1z + :c"] dr =0
a
b
/ w(z) [aoz + a17® + -+ + an-12" + 2" dz =0
a

36



(2.3)

b
/ w(z) [aoz™ ' + @12 + - + @y 2+ ' dz =0
[}

Definamos:

b
Cr = / w(zr)z*dz, k=0,1,2,... (2.4)
a
vemos que el sistema (2.3) puede escribirse como
QoCo + 1€ + -+ A 1Cp—1 = —Cn

apc; + @162 + -+ +Qp—1Cn = —Cnyy

(2.5)

Este es un sistema de n ecuaciones lineales con n incdgnitas ag,a,,. . .,0,-1. Vamos
a demostrar que este sistema lineal es no singular lo cual mostraria que tiene solucion

dnica. Asumamos que el sistema (2.5) es singular, esto es,

0 C " Cp
GG C2 - Cn
=0 (2.6)
Ch-1 Cn *** C2n-2
esto es también eguivalente a decir que podemos encontrar constantes by, by, ...,b,_;

no todos ceros, tal que una combinacion lineal de las filas del determinante en (2.6)
es cero, esto es,

boco + 011+ -+ bp1Cny =

(2.7)
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De la definicion de cy vemnos que el sistema de ecuaciones (2.7) puede ser escrito

como

b
/ w(z) [bo+ b1z + -+ + b1z dz =0

b
/ w(x) [bo +biz+---+0b _1:2"‘1] zdrz =0

(2.8)

b
/ w(x) [l)o +0x+---+ bn_l.'n"'l] " lda =0

Ahora, en (2.8) multiplicamos la primera ecuacion por by, la seqgunda por by,... y ast
sucesivamente hasta la iltima por b,_, y luego sumando las ecuaciones resultantes,

obtenemos:

b
/ w(z) [bo +bz+---+ b,_lzc""l]zd:z =0 (2.9)

ya que las constantes by, by, ..., b,—1 no son todos ceros, tendremos que

no es idénticamente nulo en [a,b]. De las suposiciones hechas acerca de w se sigue

que

y que s6lo es cero en este intervalo en un nimero finito de puntos. Por lo tanto

lo cual contradice (2.9). De este modo, las constantes bo, by, ..., b,_,, no todas ceros
que satisfacen (2.7) no pueden eristir. Se sigue que el sistema de ecuaciones (2.5)

tiene solucion inica. ®

Teorema 2.2 Sea P, el polinomio ortogonal para el intervalo [a,b] con funcién de
peso w. Entonces todos los ceros de P, son reales, dislintos y estdn ubicados en el

intervalo abierto (a,b).
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Prueba. Asumamos que P,(z) tiene ! < n ceros distintos. Entonces podemos

escribir P,(z) en forma factorizada como

Aqui m; es la multiplicidad de z; y m; + mg + -- - + m; = n. Ademés podemos
asumir que los ceros estdn clasificados en forma tal que z,,zs,...,Zx, k < [ son los
ceros reales las cuales estdn en (a,b) en el cual P,(z) cambia de signo. En otras
palabras z;, z,, . . ., zx tiene multiplicidad impar y son solamente los ceros de P,(z)
que estén en (a,b) de multiplicidad impar.

Si k = n entonces todos los ceros de P,(z) son reales, distintos y estén en [a, b).
En otra forma, si es falso que todos los ceros de P,(z) son reales, distintos y estdn
en (a,b) entonces k < n. Mostraremos que la suposicién de que k < n nos conduce
a una contradiccién.

Asuma que k£ < n. Consideremos el polinomio

(si k = 0 definimos Qo(z) = 1). Entonces Qx(z) cambia de signo en (a,b) en los
mismos puntos que P,(z). Por lo tanto el producto P,(z)Qk(z) no cambia de signo

~ en (a,b). Entonces

(2.10)

Pero, siendo k£ < n y ya que P,(z) es ortogonal a todos los polinomios de grado

< n —1, tenemos que

Esto contradice (2.10). Por lo tanto k < n es imposible. =

Teorema 2.3 (Relacion de recurrencia de tres términos): Para tres polinomios

ortogonales consecutivos se cumple la siguiente relacién de recurrencia

Po(z) = (AnT + Ba) Pacs(z) — CuPaa(z), n=2,3,... (2.11)
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donde A,,, B, y C, son constantes, A, > 0 y C,, > 0. St el mayor coeficiente de
P,(z) es denotado por k,,, entonces

_ kn. C. = An _ kn.ku—2
kn.—l’ " An—l k?z—l

A, (2.12)

Prueba. Para la demostracion primero determinamos A,,. Se puede ver que
P,(z) — AnzP,_1(z) € wp-1 (conjunto de polinomios de grado a lo sumon—1), esto

puede ser representado como una combinacion lineal:

y debido a la ortogonalidad de inmediato se ve que A\, = 0 st v < n—2. De ese modo
se cumple la ecuacién (2.11). La primera parte de (2.12) es una consecuencia de

(2.11); la segunda partte lo es de
b b
/ P,(z)P,y—2(z)dz =0= A,,/ zP,_1(z) Po—2(z)dz — C,,

ya que la integral del lado derecho es igual a

b b
/ Po_1(z)(kpoz™ ' +---)dx = :::f / {Po_i(z)}? dz

y esto prueba el teorema. ®

La demostracién del siguiente teorema puede verse en [14] (pdg. 46).

Teorema 2.4 Los ceros de los polinomios P,(z) y P,—1(z) se entrelazan: Esto es,
st < Ty < -+ < z, Son los ceros de P,(z), zo = @, Tny; = b entonces cada

intervalo [z,,Zy41), v =0,1,2,...,n contiene ezactamente un cero de P, ().

Para ciertos intervalos y funciones de peso los polinomios ortogonales P,(z)
tienen nombres especiales. Por ejemplo para [a,b] = [-1,1] y w(z) = 1 tenemos

los polinomios de Legendre. Para el mismo intervalo y w(z) = ,

1— .
1=,z S€ tienen

los polinomios de Chebyshev de primera clase. Generalizando, los polinomios de

Jacobi (alemdn, 1804-1851) dependen de dos pardmetros: a y S, los cuales son
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mayores que —1. Su intervalo de definicién es [a,b] = [—1,1] y la funcién de peso
correspondiente es w(z) = (1 — z)*(1 + z)?. Para otros intervalos tenemos por
ejemplo si [e,b] = [-00,00] y w(z) = e resultan los polinomios de Hermite
(francés, 1822-1901) y si [a,b] = [0,00] y w(z) = €7*, se tienen los polinomios de
Laguerre (francés, 1834-1886).

Ahora veamos con un poco més de detalle algunas propiedades interesantes que
tienen estos polinomios especiales, 1o que més adelante usaremos en las férmulas de
cuadraturas.

LOS POLINOMIOS DE LEGENDRE:

La ecuacién diferencial que la define es:

1- :v%% - 21% +n(n+1)y=0.

Aqui z = 0 es un punto ordinario y por lo tanto la solucién es analftica en
z = 0, o sea la solucién puede ser representada por medio de series de potencias
alrededor de z = 0. Resolviendo dicha ecuacién diferencial por el método de series
de potencias se obtienen los primeros polinomios de Legendre:

Py(z) =1, Pi(z) ==z, Pa(z)=3(322—1), P3(z)= 3(523 — 3z),

Py(z) = §(35z* — 302% + 3), Ps(z) = 1(63z° — 702® + 157),...

Aplicando el teorema del bin(;mio a (z2 — 1)*, derivando n veces término a
término y comparando con los polinomios obtenidos arriba tenemos la Férmula de

Rodrigues (francés, 1794-1851),

I

PN oy R [(z*-1)"], (n=0,1,...).

2

Al usar la férmula de Rodrigues e integrar por partes n veces se obtiene (norma)

1
2
2 = = ... .
/;IP,,(:v)dx— 1 (n=0,1,...)
La férmula recursiva es,
(n + I)Pn+l(z) = (2n + l)ZBPn(:lI) - nPn—l(z)a ne N7

donde Py(x) =1,y Pi(z) = =.
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Para encontrar los polinomios de Legendre es mejor usar la férmula recursiva
antes que la férmula de Rodrigues.
LOS POLINOMIOS DE CHEBYSHEV:

La ecuacién diferencial que la define es:

d? d
(1 _12)d_x% —:c-d—z+n2y=0.

Aqui también £ = 0 es un punto ordinario y por lo tanto la solucién es analitica
en z = 0, o sea, la solucién puede ser representada por medio de series de potencias
alrededor de £ = 0. Resolviendo por series se obtienen los primeros polinomios de
Chebyshev de primera clase:

To(z) =1, Ti(z) =z, To(x) =22% — 1, Ts(x) = 4z — 3z,

Ty(z) = 8z — 8z% + 1, Ts(z) = 16z® — 2023 + 5z, . ..

Definicién 2.5 Para z € [-1,1], los polinomios de Chebyshev se ezpresan como
Tn(z) = cos(n arccosz), n=0,1,2,... (2.13)
Teorema 2.5 (Formula recursiva) Con las condiciones To(z) =1 y Ti(z) = z,
Tht1(z) = 22T, (z) — Tn-1(x), n=0,1,2,...
~ constituye un polinomio de grado n.

Prueba. Haciendo 6 = arccos z, podemos escribir: T,,(z) = cos(nf) y utilizando

la férmula que da el coseno de la suma de dos arcos
cos(A + B) = cos Acos B — senAsenB
obtenemos
Tr+1(x) = cos[(n + 1)8] = cos 6 cos(nf) — sin 6 sin(nb)

Tn-1(x) = cos[(n — 1)6] = cos 0 cos(nB) + sin 6 sin(nb)

y de allf
Tni1(z) + Th-1(x) = 2 cos(8) cos(nb) = 22T, (x)
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obteniéndose la f6rmula de recurrencia

Tots(2) = 20Ta(z) — Tai(2)

que junto a las condiciones To(z) = 1 y Ti(z) = z permiten concluir que T, (z) es

de hecho una funcién polinomial en [—1, 1] y esto prueba el teorema. m

Observacién 2.1 Para generar mds rdpidamente los polinomios de Chebyshev se
recomienda usar esta férmula recursiva antes que la férmula dada en el teorema 2.3

o antes que resolver la ecuacion diferencial de Chebyshev.

Teorema 2.6 Se cumple la relacion de ortogonalidad (norma):

0, V m#n

m(a:)Tn(a:) 7w, m=n=0
-1 \/1 el I2 ’
5, m=n#0
Prueba. Utilizando la definicién 2.5, tenemos
m(z)Tn(z) /‘ 1 cos(m arccos x) cos(n arccos r)
R N dzx
—1 \/1—.'172 -1 \/1—232

Para evaluar esta integral hacemos la sustitucién § = arccos z y con ello

1

df = ——1\/‘j—_x—2—d$
Asf,
1 %%%L——?d /" ’ cos(mb) cos(nf)df = /; ) cos(m#f) cos(nd)db

Supongamos que m # n. Dado que
cos(m#b) cos(nf) = % [cos(m +n)8 — cos(m — n)6)

tenemos

\/(::)_ a:(:) S /0 i cos [(m + n)6) db + % /0 ) cos [(m — n)d] df
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y al integrar produce

[sen(m+n)f  sen(m —n)8]" _
[ 2(m + n) 2tm—n) |,

Es mucho més f4cil probar que

/1 T (z)Th(z) ™ m=n=0
tmA o n\ P dr =
-1 \/1 — x2

y con esto queda probado el teorema. ®m

El siguiente teorema se refiere a la ubicacién de los ceros de T,(z) y para ello

haremos uso de la definicién 2.5

Teorema 2.7 Los polinomios de Chebyshev T,(z) de grado n > 1 tienen n ceros

simples en [—1, 1] ubicados en los puntos

2k -1
Ty = CcOoS -7r), k=1,2,...,n
2n

Prueba. Si utilizamos

2k__l'ir), k=1,2,...,n
.2n

" entonces utilizando la definicién 2.5,

T = COS

To(Z:) = cos (. arccos (Zx)) = cos (n e (oos (3’“2‘ 17r) )) —0

n

y cada Ty, es un cero distinto de T,,(z). Por ser T,,(z) un polinomio de grado n, todos

los ceros de T, (z) deben ser de esta forma. m

Una de las caracteristicas de esta familia de polinomios es que el coeficiente de

z" es 21, n € N, es decir,
VneN.

Los polinomios de Chebyshev son usados para colocar de manera 6ptima los

nodos interpolantes para reducir al minimo el error de la interpolacién de Lagrange.
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LOS POLINOMIOS DE JACOBI:

La ecuacion diferencial que la define es
d?y dy
(1—x2)§+[ﬂ—a—(a+ﬂ+2)x]z+[n(n+a+ﬁ+1)]y=0

donde los pardmetros a > —1, 8> -1y n € NU{0}.

Como antes, aquf también z = 0 es un punto ordinario de la ecuacién diferencial
de Jacobi. Por lo tanto una forma de resolver dicha ecuacién serfa empleando el
método de las series de potencias.

La férmula explicita de estos polinomios es
1~ [n+a\[n+p
P(avﬁ) P _ k n—-k
n (IL‘) on ;___0: (n — k) ( k ) (17 1) (27 + 1)

donde los coeficientes binomiales estdn definido por

(k) . (k) _k(k—1)(k—2)-- (k—s+1) (s € NU{0))

0 8 s!

La norma es

22"+ (n4+a+ 1)I(n+ B + 1)
2n+a+B+1)nl'(n+a+B+1)

1
[ @-ara+op [Peo@) dz -
-1
donde la funcién I'(n) es definida mediante
['(n) = / ™ le*dr=(n—-1)! VneN.
0

La férmula de Rodrigues correspondiente es

Cuando a = 3 obtenemos los polinomios ultraesféricos, particularmente:

Si a = B = 0 se tienen los polinomios de Legendre. Si o = 8 = —%, los
polinomios de Jacobi son los mismos que los polinomios de Chebyshev de primera
clase. Sia=p4= %, tendremos los polinomios de Chebyshev de segunda clase.

Para un estudio ms4s detallado de estos polinomios se puede ver [14].
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Capitulo 3

Formulas de Cuadratura

Gaussiana (cldsicas)

Las férmulas de Newton-Cotes que usamos en la seccién 1.5 se dedujeron integrando
los polinomios interpolantes. Puesto que el término de error en un polinomio de
interpolacién de grado n contiene la (n+1)-ésima derivada de la funci6n a aproximar,
una férmula de este tipo serd exacta cuando aproxime cualquier polinomio de un
grado menor o igual que =n.

Todas las férmulas de Newton-Cotes requieren que se conozcan los valores de
“la funcién cuya integral se va a aproximar en puntos uniformemente espaciados,
que puede ser la situacién esperada si se utilizan datos tabulados de la funci6n.
Esta préactica es adecuada cuando las férmulas se combinan para formar las reglas
compuestas (es decir el intervalo [a,b] se fragmenta en subintervalos) y se aplican
a las féormulas de Newton-Cotes de bajo orden especialmente la Regla de Simpson.
Sin embargo, si la funcién est4 dada explicitamente, los puntos para evaluar la
funcién pueden escogerse de otra manera que nos lleve a una mayor precisién de la
apraximacion.

En este capftulo desarrollaremos la cuadratura gaussiana, llamada asf en honor al
gran matemdtico, ffsico y astrénomo alemén Karl F. Gauss (1777-1855) llamado con
toda justicia el "Principe de las Matemdticas" y de quien Jacobi en 1840 dijo: "Las
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matematicas se encontrarfan en una posicion muy distinta, si la astronomia préctica
no hubiera desviado a este genio colosal de su gloriosa carrera". Efectivamente,
Gauss posefa una vastfsima inteligencia y es uno de los casos m#s extraordinarios
de precocidad en la historia de las ciencias. Cuando ain no cumplia los 19 anos
de edad, hall6 la solucién de un problema irresoluto desde la época de los griegos:
La construccién del polfgono regular de diecisiete lados utilizando sélo la regla y el
compds, este descubrimiento le hubiera bastado para ocupar un lugar previlegiado
en la Historia de las Matemdticas. Después, en 1799, a los 22 anos de edad en su tesis
doctoral demostré, primero que nadie, en forma correcta, el Teorema Fundamental
del Algebra. Meses después determina la posicién exacta del recién descubierto
asteroide Ceres y con los datos de las primeras observaciones Gauss construy6 un
sistema matemadtico basada en la elipse y en los mfnimos cuadrados para calcular las
6rbitas de los planetas y cometas. La hazana de localizar la posicién exacta de Ceres
coincide con el comienzo de sus investigaciones astronémicas, que absorberdn una
buena parte de sus energfas durante casi 20 anos. También contribuyé grandemente
al progreso de la telegrafia electromagnética. Gauss es el precursor de las geometrias
no euclidianas que luego desarrollaron Lobatchevski (ruso, 1793-1856) y Riemann.
Segin Simmons [11] Gauss es el matemdtico supremo quien "sobrepasé los niveles
- de realizacién posibles para los hombres ordinarios de ingenio en tantas formas, que
a veces, se tiene la extrana impresién de que pertenecia a una especie superior".
La cuadratura gaussiana se preocupa en escoger los puntos de evaluacién de
una manera 6ptima y no en una forma igualmente espaciada como vimos en las
férmulas de Newton-Cotes. Gauss presenta un procedimiento para escoger los nodos
Z1,T9,...,%n en el intervalo [a,b] y los coeficientes A;, As,..., A, que se espera

minimizen el error obtenido al realizar la aproximacién

para una funcién arbitraria f(z). Para medir esta precisién, se supone generalmente
que la mejor eleccién de estos valores serd la que maximize el grado de precisién de

la férmula.
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Como los valores A;, A, ..., A, son arbitrarios y los nodos =, x5, ..., , estin
restringidos sélo en el sentido de que la funcién, cuya integral se estd aproximando,
debe de estar definida en estos puntos, hay 2n pardmetros involucrados.

Si los coeficientes de un polinomio se consideran también como pardmetros, la
clase de polinomios de grado méximo 2n — 1 también contiene 2n pardmetros. Asf
pues, éste es el tipo de polinomios md4s amplio en que es posible esperar que la
férmula sea exacta. Se puede lograr la exactitud cuando los valores y las constantes

se seleccionen de manera adecuada.

Ejemplo 3.1 Cuandon = 2 y el intervalo de integracion es [—1, 1], determinaremos

Ay, Ay, ; Y x2 de tal manera que

/11 f(z)dz = A1 f(z1) + Az2f (z2)

sea exacto siempre que f(z) sea un polinomio de grado 2(2) — 1 = 3 o menor, es

decir, cuando

donde los b; son constantes. Dado que

/ (bo + b1z + box? + bsxa)d:v = bo/ ldz + b, /xdx + bz/xzda: + b3 / .7:3d:1:,

- esto equivale a demostrar que la férmula produce resultados exactos cuando f(z) es

1,z, 22 y z3. Por lo tanto, necesitamos A;, Az, z, y T2, de modo que

1 1
Al(l) + Ag(l) = / ldz = 2, A].’Bl + AQ:L‘Q = / zdz = 0,
-1

-1

1 1

Az} + Apzh = / gdz = g y Az} + Apz) = / z°dz = 0.

-1 -1
Resolviendo este sistema no lineal de ecuaciones encontramos que tiene solucion

unica el cual es

Luego, la férmula de aproximacion es

/:f(:c)d:z: ~ f (—?) +f (—?)
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Esta férmula tiene un grado de precisién tres.

En general, y por el mismo procedimiento, utilizando n nodos podemos integrar
exactamente todos los polinomios de grado < 2n—1. Obtendrfamos un sistema de 2n
ecuaciones no lineal cuya solucién de manera ordinaria implica grandes dificultades
matemdticas. Sin embargo, como veremos en la siguiente seccién, los polinomios de
Legendre son los que ayudard a simplificar el problema.

Generalizando, tenemos el siguiente resultado, cuya demostracién puede verse

en [13]

Teorema 3.1 Sean z,,z,,...,Z, los ceros de cualquier polinomio ortogonal P,(z)

definidos en [a,b] y cuya funcion de peso es w(zx). Entonces, en la férmula
b n
[ w@s@ds=3 45 @)+ ElA
a j=1

E[f] = 0 para todos los polinomios f de grado menor que 2n. Los coeficientes A;

son positivos y satisfacen

b n
/ w(r)dzr = Z Aj
a j=1

3.1 Cuadratura de Gauss-Legendre

En el capftulo 2 hemos visto varios grupos de polinomios ortogonales, que son
funciones que tienen la propiedad de que una integral definida del producto de dos
de ellos cualesquiera es cero. El conjunto relacionado con el problema de encontrar
los coeficientes Aj, As,...,An y los nodos zq,z2,...,Z, que son los 2n pardmetros
que necesitdbamos en la seccién anterior son los polinomios de Legendre que tienen
la propiedad:

a) Para cada n, P,(z) es un polinomio de grado n.

b) fjl P.(z)Q(z) dz = 0 siempre que Q(z) sea un polinomio de grado < n.
También hallamos los primeros polinomios de Legendre:

Po(z) = 1, Pi(z) = z, P(z) = 3(3z% — 1), P3(z) = 3(52° — 37),

Py(x) = §(35z* — 30z% + 3), Ps(z) = 3(63z° — 7023 + 15z), ...
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Los ceros de estos polinomios son diferentes, se encuentran en el intervalo (—1,1),
tienen simetrfa respecto al origen y, lo mds importante de todo es la opcién correcta
para determinar los pardmetros que resuelven nuestro problema.

Los nodos z,, 79, . . . , x,, necesarios para producir una férmula de la aproximacién
a la integral, que proporcione resultados exactos para cualquier polinomio de un
grado menor que 2n son los ceros del polinomio de Legendre de grado n. Esto se

establece por medio de la siguiente proposicién

Teorema 3.2 Sean z,,T3,...,Z, los ceros del polinomio de Legendre P,(z). Si f(z)

es un polinomio cualquiera de grado menor que 2n, entonces
1 n
[ 1@ds=3" Aifa)
-1 4=1
donde los coeficientes A; estdn definidos por

r — T

dr, V j3=12,...,n.
Tj — Tk

Prueba. Sea f(r) = P(z) un polinomio de grado menor que n. Reescribimos
P(z) como un polinomio de Lagra:nge de grado n — 1, con nodos en los ceros del
-polinomio de Legendre P,(z). Esta representacién de P(z) es exacta, ya que el
término de error contiene la derivada de orden n de P(z) y esa derivada es cero.

Por lo tanto,

/_IIP(x)dx:/-ll[ ]; g
k#£3
=Z:;A1P(l‘j)

lo que prueba el resultado para los polinomios de grado menor que n.

50



Ahora, si el polinomio P(z) de un grado menor que 2n se divide entre el polinomio
de Legendre P,(z), entonces dos polinomios Q(z) y R(z) de un grado menor que n

se producen por medio de
P(z) = Q(z) Pa(z) + R(z).

Ahora recurrimos a la potencia unica de los polinomios de Legendre. Primero,
el grado del polinomio Q(z) es menor que n; por tanto de acuerdo a la propiedad

de ortogonalidad de los polinomios de Legendre (propiedad b)
Después, como z; es un cero de P,(z) para cada j = 1,2,...,n, tenemos

Finalmente, como R(z) es un polinomio de grado menor que n, el argumento

inicial implica que
1 n
/ R(z)dz = A;R(z;).
-1 i=1

Al combinar estos hechos, verificamos que la férmula es exacta para el polinomio

_P(x):
/_11 P(z)dz = /_ll [Q(z)Po(z) + R(z)] dz = /_1 R(z)dz = Z A;R(x;)

Por lo tanto: . "
/ P(z)dz =3 A4;P(z;)
-1 =1

que era lo que queriamos probar. ®

Ejemplo 3.2 Para n = 3, es Py(z) = (52 — 3z). Las raices de este polinomio

3 3
:cl=—\/g, T =0, :c3=\/;.
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Por lo tanto:

[ f@az=as (— g) + A2f (0) + Asf ( g)

para todo polinomio f de grado < 2(3) = 6. Encontremos los coeficientes A1, A2 y

A3:

P rT—z r—zx 5
. — Tk — r—r
Pa'raJ:l:A]:/ ” z 3 de ==
k=1 Iy — Tg 1T — T2 Ty — X3 9
— — 4y
T k1

1
1

e

1
Pamj=2:A2=/
~1

dz:/

T — T r—r T—1I3 8
dr = d:c=§
d:c=/

k=1
k#3

[ s@a==5s (—\@) +370) +37 (\@)

férmula que es vdlida para cualquier polinomio de grado < 6.

— Ty — ITx -1T2—T1 T2 — I3
— 4
k#2
Fos T—=z 'os—x2, z—=x 5
. — Lk — 41 - 42
Pam_7=3:A3=/ “ . dr = -
I3 — T —1T3 — T T3 — T2 9
-1

-

Luego,

3.2 Cuadratura de Gauss-Chebyshev

Hemos visto que los polinomios de Chebyshev est4n definidos en el intervalo [—1, 1]
y tienen por funcién de peso w(z) = Wlf;; También se estableci6 que se generan

rédpidamente por la férmula recursiva
Tot1(x) = 22T, (z) — Ty (z), n=0,1,2,...

siendo Tp(z) =1 y Ti(z) = z.
Habiamos generado los primeros polinomios de Chebyshev:
To(z) = 1,Ti(z) = z,To(z) = 22% — 1, T3(z) = 42® — 3z,
Ty(z) = 8z — 822 + 1, Ts(z) = 162° — 2023 + 5z y asf sucesivamente.

Ahora, estamos interesados en determinar
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b
/ w(z) f(z) dz
donde [a,8] = [-1,1] y w(z) = Z52=s
Los nodos z;, z,, . . . , ,, necesarios para producir una férmula de la aproximacién
a la integral, que proporcione resultados exactos para cualquier polinomio de un
grado menor que 2n son los ceros del polinomio de Chebyshev de grado n. Esto se

establece por medio de la siguiente proposicién:

Teorema 3.3 Sean z,,z3,...,z, las n rafces del polinomio de Chebyshev T,(z),

entonces la férmula

QA d:z:NZAf(x)
L Vi-= i

es eracta para todos los polinomios f de grado menor que 2n. Los coeficientes A;
estdn definidos por
A;i=Z Vv j=12...,n
n

Prueba. La proposicién dada es una aplicacién inmediata del resultado dado

en el teorema 3.1. =

Ejemplo 3.3 Para n = 4, tenemos

1 ‘/f(f)ﬂdx = Alf(:l:l) + Ao f(z2) + Aaf(z3) + Asf(xa) = 1

es vdlida para todo polinomio f de grado < 2(4) = 8. Los coeficientes Ay, Az, A3 y
Ay son:

A=Ar=M=A=7
Los z; son las rafces del polinomio Ty(z) = 82*—8z2%+1. Resolviendo la ecuacién

T4(z) = 0, encontramos

Por lo tanto,

D) (52 (552 52

es vdlida para cualquier polinomio f de grado menor que 8.
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3.3 Cuadratura Gaussiana y problema de valores
propios

Investigaciones efectuadas por Walter Gautschi [5], basandose en la obra de grandes
matemdticos como Gauss, Jacobi y Christoffel ha demostrado férmulas de cuadratura
gaussianas utilizando el célculo de valores y vectores propios. Presentamos entonces
este método alternativo.

Tenemos

Teorema 3.4 La matrizn X n

Dn—1 (tl) cv+ Pn— (tn)

es no singular para argumentos mutuamente distintos t;, i =1,...,n.

Prueba. Asumamos que A es singular. Entonces existe un vector fila
cF = (co,...,Cn-1) #0 con cfA=0.

El polinomio

n—1
q(z) = _ cpi(z),

=0
con grad (p) < n, tiene n ceros distintos t1,...,%,, y por lo tanto g(z) = 0. Sea ! el

fndice més grande con ¢; # 0. Entonces

1 -1
@) =- > cpi ().

i=0
Esto es una contradiccién, ya que el polinomio de la derecha tiene un grado menor
que el de p; € [], y esto prueba el teorema. ®

El teorema (3.4) nos muestra que el problema de interpolacién para hallar una

funcién de la forma

p(z) = i cipi (2)

=0

54



con p(t;) = fi, i =1,...,n es siempre solucionable en forma tinica. La condicién del
teorema es conocida como la condicién de Haar. Cualquier sucesién de funciones
Po, P1, - - - las cuales satisfacen la condicién de Haar se dice que forman un sistema de
Chebyshev. El teorema (3.4) establece que las sucesiones de polinomios ortogonales
son sistemas de Chebyshev.

Ahora mostramos el resultado principal en el
Teorema 3.5 Se cumplen:

1. Sean x;,...,x, los ceros del polinomio ortogonal p, () y sean Ay,..., A\, la

solucion del sistema no singular de ecuaciones

sik=0
(3.1)
sik=12,...,n—1.
Entonces \; >0 parai=1,2,...,n, y
b n
/ w(z)p(z)dz =) _ Aip(z:) (3.2)

i=1
se cumplen para todos los polinomios p € [[,,_,- Los nimeros positivos \;

son los pesos de cuadratura.

2. Rectprocamente, si los numeros \;,z;,i = 1,...,n, son tales que (3.2) se
cumple para todos los polinomios p € [],,_,, entonces las z; son los ceros

de p,. y los pesos \; satisfacen (3.1).

3. No es posible encontrar nimeros x;, \;, i = 1,2, ...,n tales que (3.2) se cumpla
para polinomios p € [],, -
Prueba. Por el teorema (2.2), los ceros x;, i = 1,2,...,n de p, son reales,

distintos y estdn en el interior de {a,b). La matriz

po (z1)
A= : : , (3.3)

Dn—1 (-Tl) cer DPn—1 (-’Bn)
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es no singular por el teorema (3.4), ya que el sistema de ecuaciones (3.1) tiene
solucion dnica. Considere un polinomio arbitrario p € [],,,_,. Esto puede ser

escrito en la forma
p(z) = pr(z)g(z) + r(2), (3:4)

donde q, T son polinomios en [],_,, los cuales pueden ser expresados como

combinaciones lineales de polinomios ortogonales
n—1 n—1
1@ =S (), @)=Y B (@)
k=0 k=0

Puesto que po(z) = 1 y como (p,pn) = 0 para todo los polinomios p € [],_;
se sigue de (8.4) que

b
[ @@ @)do = (Bna) + (r.p0) = Bopo, ).

Por otro lado, por (3.4) (ya que pp(z;) =0) y por (3.1)

Esto prueba (3.2). Observamos que
Si i, zi,t = 1,...,n son tales que (3.2) se cumple para todos los polinomios
P € [lon_;, entonces \; >0 parai=1,...,n (%)

Esto se verifica aplicando (8.2) a los polinomios
p;(@) = [[(=— 2x)? € [Tz0_> j=1,...,n,
2

y notando que

t=1

0< /bw (z) p; (z) dz = z": Aip; (i) = A fI(%‘ — zn)°
a h=1
=5

por el hecho de que para todos los polinomios s(x) los cuales son no negativos
en [a,b], [ : w(z) s (r)dz = 0 implica s(z) = 0. Esto completa la prueba de

(1).
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Asumiendo que \;, z;,i = 1,...,n son tales que (3.2) se cumple para todos los
polinomios p € [],,, entonces

n

p(@) =[] (@ - 2;)* € [Ian

=1

contradice este hecho, ya que por [ : w (x) s (x)dr = 0 implica s(z) = 0 se

tiene
b n
0< / w(z)p(z)de = z)\,-p(a:,-) = 0.

e i=1
Esto prueba (3).
Para probar (2), supongamos que A\;,z;,i = 1,...,n son tales que (3.2) se
cumple para todos los polinomios p € [],,_,; vemos que las abscisas x; deberian
ser mutuamente distintos, ya que en otro caso podriamos formular la misma

regla de integracion usando solamente n — 1 de las abscisas =; contradiciendo

el enunciado (3).

Aplicando (8.2) a los polinomios ortogonales p = py, para k = 0,...,n — 1,

encontramos
sik=0
stk=1,...,n—1.
En otras palabras, los pesos \; deberian satisfacer (3.1).

Definiendo p(x) = pr(z)pn(x),k =0,1,...,n — 1 se cumple que
n
0 = (px, Pn) =Z)‘ipn (x:) pr(z:), k=0,1,...,n—1.
i=1

En otras palabras el vector ¢ = (M\1pn(T1), ..., AaPn(Tr))T resuelve el sistema
homogeneo de ecuaciones Ac = 0 con A la matriz no singular del teorema
anterior. Ademds c =0 y \ipp(x;) =0 parai=1,2,...,n. Ya que \; > 0 por
(*) tenemos p, (z;) =0,i=1,2,...,n. Esto completa la prueba de (2). =m

El siguiente teorema, que tiene como fundamento el proceso de ortogonalizacién

de Gram-Schmidt, describe como construir polinomios ortogonales en [a, b] respecto
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a la funcién de peso w. Para demostrarlo se aplica induccién matemética al grado

del polinomio.
Teorema 3.6 FEzxisten polinomios ménicos Py, de grado k, k =0,1,2,..., tal que
(Bi, Pj) =0 para i # j. (3.5)

FE'stos polinomios son definidos unicamente por las recursiones

Py(z) =1, (3.6)
k=1,2,..., (3.7)
donde
k=0,1,2,..., (3.8)
k=0
(3.9)
k=1,2,...

Prueba. Claramente Py(x) = 1. Supéngase como hipétesis inductiva, que todos
los polinomios ortogonales con las propiedades anteriormente mencionadas han sido
construidas para j < k y han sido mostrado que son unicos. Procedemos a mostrar

que existe un dnico polinomio ménico Pry, de grado k+ 1 con
para j <k, (3.10)

y que este polinomio satisface (3.6) y (3.7). Cualquier polinomio ménico Piy1 de

grado k + 1 puede ser escrito dnicamente en la forma
(3.11)

porgue su coeficiente principal y aquellos de los polinomios P;, j < k, tienen valor
1. Desde que (P;, P;) =0 para cualquieri,j <k, coni # j, (3.10) se cumple si, y
sdlo si

(3.12)

para j < k (3.13)
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Pero (Pi,P.) # 0 y (Pj_1,Pj—1) # 0 para j < k ya que Py, P,,..., P, son

ménicos. De (8.12) tenemos

Por la hipétesis inductiva,

De esto, tenemos (xPj_1, Pr) = (Pj, Px) para j < k. Luego de (3.13) se tiene

j=k
j<k

(3.14)

Reemplazando esta ultima ecuacion en (3.11):

Ast, la prueba esté completa. ®

Ejemplo 3.4 Célculo de los primeros polinomios ortogonales ménicos de Chebyshev

de primera clase.

En este caso w(z) = o= y [a,0] = [-1,1]. Py(z) = 1, Pi(z) = = — ao, donde

fl 1.xdx 0
e
-1 V122
Tenemos P;(z) = (x — a;)Pi(x) — by Po(z). Encontramos:
1 z3ds 1 22dr
ey S L3 20 1
al=%=—i-=0,bl=—ll—z:-=;2r-=—=>P2(x)_$2—§
I iz 2 Ja i—z2

También P;3(z) = (x — a2) Pa(x) — b2 Py (z). Encontramos:

Ve ©
En el apéndice A de [13] encontramos unas tablas en donde figuran los polinomios

ortogonales clésicos.
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Teorema 3.7 Sea

(a6 VBi 0 ... 0 )
\/Eal\/b_2 :

=0 v& . . o
Qpn-2 / bn—1
\ 0 i 0 bn—l Qn—-1

la matriz de Jacobi (de orden n, tridiagonal y simétrica) construida a partir de
los coeficientes ar y bi de la relacion de recurrencia para los polinomios mdnicos

ortogonales respecto al producto escalar

b
(f.g) = / f@)g(@yw(z)dz

Entonces, los nodos x; de la correspondiente férmula de cuadratura gaussiana con

n puntos

b n
[ fem@)ds~ 3 xisa)
a i=1
son los valores propios de J, y los pesos w; vienen dados por

2 .
Ai=b0'vi1, Z=1,2,...,n,

donde v;; es la primera componente.del vector v;, el vector propio de norma eucltdea

igual a 1 asociado al valor propio z;, y

b = /abw(a:)da:

Prueba. De la relacién de recurrencia, tenemos

En forma matricial

(R \ [ R@ \ [ o )
Py (x) P (z) 0
T : =T : + :
Pa_s(2) Pa_s(z) 0

\Pa@ ) \Pa@ ) \ R )
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donde

(ao 1 0 - 0 \
bp a4 1 °
T=]o0 0
: 1
\O -+ 0 boy ani)
es una matriz tridiagonal.
Ahora bien, si z; (i = 1,2,...,n) son las n rafces de P,(z) se tiene

P, =TP, i=12,...,n,

Es decir, z;,...,z, son los valores propios de T' y P,,..., P, son los vectores
propios correspondientes.

Sea D = diag(dyp, d;,...,dn_1) donde dy = =0,1,2,...,n— 1), donde

1
7 (k

De la definicién de los coeficientes by de la relacién de recurrencia, se tiene

’ by = Vi
Ye—1
es decir
vV — /—bk-
Yk-1
De este modo se tiene, para k =1,2,...,n —1,

y por lo tanto,

DTD™! = J,.

Luego, J, es una matriz semejante a 7' y por lo tanto tiene los mismos valores

propios de T : los ceros del polinomio ortogonal P,(z).
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Por otro lado DP,; es un vector propio de J, = DT D™ asociado al valor propio

z;. En consecuencia, para:i=1,2,...,n,

es un vector propio de J, correspondiente al valor propio z;. Una propiedad que se

obtiene de la forma confluyente de Christoffel- Darboux, es el siguiente

Luego ||Q:ll, = 717 parai=1,.2,,...,n. Es decir, si v; es el vector propio de J,
correspondiente a z; con ||v;||, = 1, se tendrd v; = Q.
Si v;; es la primera componente de v;, entonces v;; = \/3%, es decir \; = v,v3,

pero
b
%=/wMM=m

por lo tanto, \; = bpv3,i=1,2,...,n. &

Ejemplo 3.5 Célculo de la férmula gaussiana para w(z) =1 yn=3:
Usando la férmula recursiva
k=1,2,...

obtenemos los polinomios ortogonales ménicos de Legendre:

Po(z) =1; Pi(x) =z — ap, Po(z) = 2% — % Pi(z) = 2® — gx’
como
- k=0,1,2,...,
y

f;"ll w(z)dz, k=0

__{Px,Bs —
(Pé—L;_bPk_l ) k=1,2,...
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obtenemos

La matriz de Jacobi es

J3 = 3 O

4
0 & o0

&l

Los valores propios de esta matriz nos proporciona los nodos de cuadratura de

Escribimos det(J; — uf) =0 y encontramos los nodos

3 3
M =Z1=—\g Bo=22=0, pug=13=14/%

5

Los pesos (mimeros de Christoffel) vienen dados por

1=1,2,...,n,

donde v;; es la primera componente del vector v;, el vector propio de norma euclidea

igual a 1 asociado al valor propio ;. De J,y = uy obtenemos

0 3 O o 0
i 0 /i w2 |=|0
0 % 0 Y3 0
o lo que es lo mismo
3y1 +V5y2 =0 (1)
VoY1 +3y2 +2y; =0  (2)
2Yy2+3y3 =0 (3)

tal que \/ yf +yZ+yi=1 6 y?+y2+y32 = 1. La solucién paramétrica es
3 2
= t, = ——t’ = —t
{yl wETE BT }
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tal que y} + y5 +y3 = 1 lo que implica t = |/3. Luego A\, = v}, = 2 (%) =4

Del mismo modo Az = g Yy A3 = g. Asf tendremos

/_11 f@)dz =3f (—\/g) +5FO) +2 (\/g) ,

que es el mismo resultado obtenido en el ejemplo (3.2)
Tenemos un programa implementado en Matlab para w(z) = 1 que aplica el

procedimiento dado (Programa 2, ver Apéndice Al).

Ejemplo 3.6 erf(z) es la distribucion normal de la funcion de error definida por

2 [F _p
Vil ¢
Célculo de erf(2). De la definicion erf(2) = 72—1; f: e~tdt .

erf(z) =

El cambio t =1+ z, conduce a

1
erf(2) = %/ e~ (12 gy

-1

Célculo de f_ll e~(1+2)” 4z usando el programa:
fil e~ (142 4
0.91948611664092
0.87886457087749
0.88222909593260
0.88207801766299
0.88208135535173
0.88208139755345
0.88208139041990

© 00 N O G oA w NI

0.88208139077416
0.88208139076211
0.88208139076840

N
o O
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Capitulo 4

Formulas de cuadratura basadas

en Interpolacion Racional

Supongamos que necesitamos calcular la integral

/_11 w(z)f(z)dz

donde w(z) es una funcién de peso positiva e integrable sobre [—1,1]; entonces
utilizaremos una férmula de cuadratura interpolatorio para aproximar f usando
interpolacién. En este capftulo asumiremos que w(z) > 0 casi en todas partes sobre

[-1,1] y usamos interpolacién por medio de las funciones bésicas

1 1 1
1+’ 1+t ' 1+ter’

(4.1)

donde t,, t2, t3, ... son pardmetros pertenecientes al intervalo abierto (—1,1). Vamos a
considerar dos aproximaciones para la eleccién de los nodos de interpolacién (nodos
de cuadratura). La primera consiste en escoger los n nodos como los ceros de la
funcién ortogonal r,,,, obtenida por ortogonalizacién del sistema (4.1) usando el

producto interno .
(f,9)= /l f(z)g(z)w(z) dz.
Nos referiremos a esto como cuadratura ortogonal. La segunda aproximacién que

investigamos es para escoger los nodos de tal manera que la férmula de cuadratura
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sea correcta para tantas funciones bésicas como sean posibles. Esto proporciona
una cuadratura con precisién maxima, y lo referimos como Cuadratura Gaussiana.
Se sabe que ambas aproximaciones son las mismas cuando usamos interpolacién
por polinomios, pero estas elecciones resultan en férmulas de cuadratura distintas

cuando usamos interpolacién con las funciones bésicas (4.1).

4.1 Funciones ortogonales extendidas

Hemos demostrado (Teorema 2.2) que los ceros del polinomio ortogonal de grado n
con respecto a la funcién de peso w(z) en [—1,1] son todos reales, simples y estdn
en el interior de [—1,1] y, ademés ellos separan los ceros del polinomio ortogonal de
grado n+1. Estas propiedades pueden ser generalizadas a otros sistemas ortogonales
de funciones {¢; : i = 1,2,...} donde la ortogonalidad es con respecto a la funci6n
de peso w(z) en [—1,1], teniendo en cuenta que ellos satisfacen la condicién de
Haar. La sucesi6én de funciones {¢; : 2 =1,2,...,n} linealmente independiente en
[-1,1] satisface la condicién de Haar en [—1,1] si, y solamente si para cualquier
eleccién de n puntos z; € [-1,1] (: = 1,2,...,n) con x; # z; siempre que i # j
se tiene que deti<; j<n(®;(z;)) # 0. Esta condicién es equivalente a decir que cada
combinacién lineal no trivial ¢ = Z a;$; tiene a lo més n — 1 ceros en [—1,1].
Un sistema {¢; :1=1,2,...,n} lmealmente independiente en [—1,1] es un sistema
de Haar extendido en [—1,1] si, y solamente si cada combinacién lineal no trivial

¢ = Y a;p; tiene a lo mas n — 1 ceros en [—1,1], contando multiplicidades. Se
i=1
demuestra que ¢,,,, tiene precisamente n ceros en (—1, 1), la multiplicidad de cada

cero es impar y los ceros de ¢,, y ¢,,,, estdn estrictamente entrelazados.

Supéngase que t; € (—1,1) (¢ = 1,2,...) y que t; # t; siempre que i # j.

1 1 1
1+t1x? 14t2x? " ° 7 ) lkén1x

Entonces el sistema { } es un sistema de Haar extendido en

[-1,1] ya que

#) =Y adi() =
=1 I  +t)
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donde F,(z) es un polinomio de grado a lo mss n, y de aqui ¢ tiene a lo m4s n ceros

en [—1, 1], contando multiplicidades. Si aplicamos el proceso de ortogonalizacién de
Gram-Schmidt a {Tltﬁ’ '1:11?2;’ .. } entonces obtenemos una sucesién de funciones

ortogonales en [—1,1] con respecto a la funcién de peso w(z). Denotemos estas

funciones ortogonales por

1 e G
Tns1(ts, . .- tney; 2) = ————
ne1 (s nt132) 1+tn+1x+; 1+ tix

y, como antes se ha mencionado, esta funcién racional tiene precisamente n ceros en

el intervalo (—1,1).

4.2 Cuadratura Gaussiana

Supéngase que el sistema de funciones {¢; : i = 1,2,...} es un sistema de Markov
extendidaen [—1,1], esdecir {¢; : ¢ = 1,2,...,k} es un sistema de Haar extendido en
[-1,1] para cada k € N. Si consideramos una férmula de cuadratura con n nodos la
cual es de precisién méxima, entonces deseamos integrar las funciones ¢; (1 < ¢ < m)
correctamente para m tan grande como sea posible. Si ¢,(z) = z*~!, entonces m
resulta que es 2n, y los nodos son los ceros del polinomio ortogonal de grado n para la
funcién de peso w(z) (cuadratura de Gauss-Jacobi). Si {¢; :2=1,2,...,2n} es un
sistema de Haar en [—1, 1], entonces existe un tdnico conjunto de n nodos z; € (—1,1)

y n pesos B; estrictamente positivos tal que para k =1,2,...,2n
(4.2)

y esto da precisién maxima.

El sistema de funciones racionales (4.1) es un sistema de Markov extendida en
[-1,1], de aqui las propiedades mencionadas antes son vélidas. En particular se
sigue que los nodos para las cuadraturas gaussianas estin todos en (—1,1) y los

correspondientes pesos de cuadratura son todos estrictamente positivos.
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4.3 Conexién con los polinomios ortogonales

En esta parte, haremos la simple observacién de que los nodos y los pesos para ambas,
cuadratura ortogonal y cuadratura gaussiana, basadas en las funciones racionales
(4.1) estén estrechamente relacionadas con los ceros y ntimeros de Christoffel para
polinomios ortogonales en [—1,1] con una funcién de peso que depende del mimero
de nodos. Esta observacién no es nueva, pero esta interaccién hace posible poder
usar los resultados de la teoria de polinomios ortogonales para obtener propiedades

titiles de los nodos y pesos para cuadraturas basadas en interpolacién racional.

Teorema 4.1 Sea {¢.} el conjunto de funciones bdsicas (4.1)
(1) Supéngase que todos los t; son distintos, entonces los n nodos para cuadratura
ortogonal son los ceros =, (1 < j < n) del polinomio ortogonal P,(z) con respecto

a la funcién de peso

wn(z) = (m';(r:i o l<=<L (4.3)
donde .
ma(z) = [[ @ +tiz). (4.4)

i=1

Si ty = 0 entonces (4.2) se cumple parak =1,2,...,n+1 con z; =z, y

,Bj(tl) rey tn—"l) = Wﬂ+1(xJan)7rn(mjyn)AJ:n’

donde \;, son los nimeros de Christoffel correspondientes al polinomio ortogonal
P,(z) para la funcién de peso (4.3)

(2) Supéngase que todos los t; son distintos, entonces los nodos para cuadratura
gaussiana son los ceros zjy, (1 < j < n) del polinomio ortogonal P,(zx) con respecto
a la funcién de peso

w(z)
Ton(T)’

Y (4.2) se cumple para k =1,2,...,2n con T; = Tjn, Y

wp(z) = -l<z<], (4.5)
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donde )Aj, son los nimeros de Christoffel correspondientes al polinomio ortogonal

P,(z) para la funcion de peso (4.5).

Prueba. (1) Las funciones ortogonales obtenidas ortogonalizando el sistema de

funciones bésicas (4.1) en [—1, 1] con funcién de peso w(z) son de la forma

_ Pu(z)

== 7rn+1(37) (an+1 = 1)1

donde P,(z) es un polinomio de grado n. La ortogonalidad implica (por Gram-
Schmidt y ortogonalidad) que

: - Cj _ [N P ¢ _
(rn-'i-l(tl,-"’tn-i—l’z)) J—Zl ﬁt:,(.’l,’)) - [1 7Tn+1($) J—Zl 1+t1(.’2) 'lU(.’E) dr =0

para cada eleccién de los pardmetros c;,cs, - . . ,c,. Esto es lo mismo que decir
1
w(z)
P.(x)g—1(x dr=0
IR e

para cualquier polinomio g,—1(z) de grado a lo mds n — 1. Luego P, LII,,_q, (IL,—;
es el subespacio de polinomios de grado < n — 1). Esto muestra que P,(z) es el
polinomio ortogonal de grado n para la funcién de peso (4.3). La cuadratura de
Gauss-Jacobi para la funcién de pesp (4.3) da

/1 @2n—1(z)w(z)

-1 7rn(£)’”n+l(z)

dl' = E /\j,nqgn_l(zj,n), (4.6)
j=1

donde z;, son los ceros de P,(z) ¥y g2n—1(z) es el polinomio de grado a lo més 2n — 1.

Si t; = 0 entonces 7,(z) es un polinomio de grado n — 1. En este caso elegimos

para obtener

n

! _w(z) d.’E — Z A.7.177""’"-("l:jv‘n')”Il"7v-|—1('Il"jr"') : k= 1’ 2’ - + 1,
-1 1+t = 1+ tkmj,n

del cual se sigue la afirmacién dada.
(2) Sean I = Ii(t],...,th) y :Bi = ﬂi(tl,---,t2n) (l = 1,2,... ,n).
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A fin de obtener los nodos z; y los pesos f3;, necesitamos resolver el sistema de

1
w(z) .
,/_11+t,~.1: ZIH% j=1,2,...,2n.

Esto es equivalente a hallar z; y 3; (i =1,2,...,n) tal que

/ q2n—-1 (:L‘) (I)dﬂ? _ Z ﬁ‘q2n- (.’L‘,) (47)

1 Ton(2) Tan (%)

para cada polinomio gs,; de grado a lo mas 2n — 1. De la teorfa de polinomios

ecuaciones

ortogonales (cuadratura de Gauss-Jacobi) sabemos que los nodos z; son los ceros
del polinomio ortogonal de grado n para la funcién de peso (4.5) y entonces

[.l Q2n-l( )’w(:t)d:t — Z /\z,n Gon—1 (17;)

Ton(T)

Escogiendo
Ton ()
(1 + tk.’ll) ’

obtenemos la afirmacién propuesta. m

gon-1(x) = =12,..,2n

En el caso que la funcién de peso w(z) es cualquiera de las

1 _
Vi-z2’

w(z) =< V1I-— 22,

los polinomios ortogonales para las funciones de peso modificadas w,(z) dadas por
(4.3) 6 (4.5) pueden ser halladas explicitamente y son conocidos como los polinomios
de Berstein-Szegt [14] .

Los nodos para ambos, cuadratura ortogonal y cuadratura gaussiana, son iguales
a los ceros del polinomio ortogonal P, () respecto a la funcién de peso dependiente de
n. De este modo, la distribucién de los nodos para cuadratura ortogonal y cuadratura
gaussiana son dados por la distribucién de los ceros de polinomios ortogonales con

una funcién de peso dependiente del grado 7.
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4.4 Propiedades de los nodos

Las funciones ortogonales 7,(t,...,t,;z),n = 1,2,... son un sistema de Haar
extendido en [—1, 1], y por lo tanto las propiedades de los ceros dadas por Pinkus-
Ziegler en [9] son wilidas. Para este sistema de Haar propiedades ttiles adicionales

pueden ser probadas.

Teorema 4.2 Se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Los ceros de Ty(t1,...,tn;x) ¥y de Tni1(t1, .- tn, tar1; ) en [—1,1] estdn
estrictamente entrelazados.

(2) Los ceros de Tn(ty,. .. tn-1,tn;T) Y Ta(ti,...,tac1,tns1;2) en [—1,1] estdn
estrictamente entrelazados.

(3) Los ceros de rn(ty, ...;ti—istitis s tnsti; 2)(1 < 8 < m) y mo(ty, ..., tn; T) estdn

estrictamente entrelazados.

Prueba. La propiedad (1) y (2) estdn probadas en [9]. Para la propiedad (3)

notamos que
y
donde
(r‘n.—l(tla oo ticn i, e tn; .’L'), T+lTlx)
ky =
"rn—l(tl, s ti—l’ ti+1a DRI tn.—lv tt; IL')”g
y
(Tn—l(t17 ey tica, titly- -y tn—1, ti; 1:)? T::"z)
ke = 2
"rn—l(tl’ DI} ti—la ti+1’ oo ,tu, :c)||2
Sean z; (1 =1,2,...,n — 1) los ceros de r,(t;, . .., t,; T), entonces
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Si calculamos la Lz-norma de r,(t;, ..., tn; ), entonces

1
= 'rn_](tl,...,ti_l,ti+],...,tn;x),m
n

1
-k (Tn-l(tl, ce s ticty tigdy ooy tao1, i3 T, 1 +tnz)

= |rn-1(ts, . . o ity tity - - s tas 2) |2 (1 — Kaky)

de manera que 1 — k;k; > 0. Luego la propiedad (3) sigue inmediatamente de (4.8)
y de la propiedad (1). m

Tenemos resultados similares para los nodos correspondientes a la cuadratura

gaussiana. Ahora el orden de los pardmetros t,...,ts, €s irrelevante.

Teorema 4.3 Sean z;(t;,...,t,) (i = 1,2,...,n) los nodos de cuadratura para
precision mdrima
(1) Los n nodos xi(t1,...,t2n) y los n + 1 nodos zi(t1,...,tans1,t2nr2) estdn
estrictamente entrelazados.
" (2) Los n nodos z;(ty,. .. tan—1,t2n) y los n nodos z;(ty,...,tan_1,t2ns1) estdn

estrictamente entrelazados.

Prueba. (1) Sean zo(t1,...,t2,) = =1y Tnti1(ty,...,t2n) = 1.

Asumamos que los nodos z;(ty, - . .,t2,) y zi(t1, - . . , tant2) DO estén estrictamente
entrelazados, entonces se presentan los siguientes casos:

(a) zi(ty,...,ten) = zj(t1,...,toans2) para algin valor iy jcon 1 <2< ny
1<j<n+16,

(b) zj(t1y - - - s tont2)s Tjr1(ty, - .. tant2) € ((zi(ty, ..., tan), Ziz1(t1,. .., t2n)) para
alginiyjcon0<:<nyl<j<n.

Mostraremos que ambos casos (a) y (b) son imposibles.
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(a) Supdngase que existen I nodos z;(t1,. . .,t2n+2),1 € {i1,%,...,4}, tal que
entonces obviamente ! < n, y de este modo allf existe un & tal que

Sea ¢ la combinacién lineal de las 2n primeras funciones bésicas dadas en (4.1)
tal que ¢(z;(t1,...,tn)) = 0 para i = 1,2,...,ny é(zi(t1,-..,ton2)) = O para
i=1,2,...,2n+1 pero i # k. Luego ya tenemos 2n — [ ecuaciones para determinar
¢. Ademss adicionamos las ecuaciones ¢(z;) para ¢ = 1,...,l — 1, donde los z;

difieren de los 2n — ! puntos que hemos usado. Para tal ¢ tenemos

1 n
/:_1 ¢(z)w(z)dr = z Bi(ty, ... tan)d(zi(t1, ..., t2n)) = 0.

Pero también tenemos

1 n+1
/ 1 p()w(z)dr =Y Bilts, ..., tams2)d(Tits, .. ., tans2))
- i=1
= Br(ts, - . -, tans2)P(zk(ts, . . . t2ns2)) # O,

ya que ¢ puede tener a lo més 2n — 1 ceros y 3, > 0. Esto es una contradiccién.
(b) sea ¢ la combinacién lineal de las primeras 2n funciones bésicas dadas en

(4.1) tal que ¢(zi(t1,...,t2n)) = 0 para i = 1,2,...,n,y ¢(zi(t,...,toms2)) =0

parai=1,2,...,n+1peroconi # jei#j+ 1. Estoda 2n — 1 condiciones para

determinar ¢, y para tal ¢ tenemos

/ 11 é(z)w(z)dr = Z Bi(t1,. .. tan)d(zi(t1, . .. t2n)) =O.

De otro lado también tenemos

n+1

[1 ¢(.’E)'U)(:B)d.’lt = Z ,Bi(tl, ceey t2n+2)¢(:ti(t1, 5000 t2n+2))

= B;(t1,- - - tans2)d(zi(t1, - - - s t2ns2))
+ Bijta(t, - - - s tons2)d(zip1(ts - - -, tans2)).
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Por suposicién tenemos que sign ¢(z;(t1, - . ., tani2)) = sign ¢(Tjr1(t1, . . ., toni2)),
y desde que los pesos 3; y 8, son positivos, tenemos una contradiccién.

(2) Supéngase que x; = z;(t1,...,t2n) y ¥i = Ti(t1,...,t2n—1,t2n+1) DO estén
estrictamente entrelazados, entonces se cumple uno de los siguientes casos

(a) z; = y; paratodoi=1,2,...,n, 6

(b) z; =y;paraalginiy jecon1<i<nyl<j<n6

(¢) ¥j, Yj+1 € (Z;,xir1) paraalginiyjecon0<i<nyl<j<n-1.

Veamos cada uno de estos casos

(a) El sistema de funciones bésicas (4.1) es un sistema de Haar en [—1,1] y de
aquf podemos hallar una funcién f; en el espacio lineal generado por las primeras

2n — 1 funciones bésicas en (4.1) tal que
fk(zi) = 6,",,, 7= 1, 2, ooy N,

fk(&i)zoa i=1,2,...,n—1,
donde ¢; € (—1,1) \ {z),z2,...,Z,} son n — 1 puntos arbitrarios. Entonces por un
lado
1 n
/ fe@w(z)dz = Bilts,- -, tan) fe(:) = Br(t, - - -, t2n),
-1 i=1

¥ por otro lado (ya que z; = y; pa.ra'l <i<n)
1 n
/ fr(z)w(z)dz = Z Bi(t1, - .-, tan—1, tznt1) fi(zi) = Be(ts, . .. ytan—1;tons1)-
-1 i=1

De aquf B;(t1, ..., tan—1, tont+1) = Bi(t1,...,t2n) parai =1,2,...,n. Por lo tanto
la férmula de cuadratura dara el resultado exacto para cada funcién ﬁlii_z" para
t=1,2,...,2n + 1. Sea ¢ la combinacién lineal de estas 2n + 1 funciones bdsicas
tal que ¢(z;) =0y ¢'(z;) = 0 (¢ = 1,2,...,n); entonces ¢ no cambia de signo en
[-1,1] ya que ¢(z) = £P3(x)/m2p+1(z) donde P,(z) es un polinomio de grado n y

Ton+1 €s dado en (4.4). Esto implica que

/;11 ¢(z)w(z)dz # 0.
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Esto contradice
1 n
/ Hapu()dz = pid(x) =0,
- i=1

Para los casos (b) y (c) podemos obtener una contradiccién en una forma similar

a los casos (a) y (b) de (1) y asf el teorema queda demostrado. =

El siguiente resultado debido a A.A. Markov (ver por ejemplo [14], teorema
6.12.1, pag. 114) permite dar mds informacién acerca del comportamiento de
los nodos z;(ty, .. .,ta,t) para la cuadratura ortogonal y z;(t4,...,ts,1,t) para la

cuadratura gaussiana, como funciones de t € (—1,1) :

Teorema 4.4 (Markov) Sea w(z,t) una funcion de peso sobre [a,b] dependiente de
un pardmetro t tal que w(z,t) es positiva y continua paraa < z < byc <t < d.
Supdngase que wy(z,t) = %w(z,t) eriste y es continua paraa <z < byc<t <d,

y que los momentos
k=0,1,2,...,2n—1,

convergen uniformemente en cada subintervalo cerrado ¢ < t < d' de (¢c,d). Si los
ceros del polinomio ortogonal P,(z,t) con funcion de peso w(z,t) se denotan por
z;(t) (1 = 1,2,...,n) y si w(x,t)/w(z,t) es una funcion estrictamente creciente
(decreciente) de z € (a,b), luego z;(t) serd una funcién continuamente diferenciable

y estrictamente creciente (decreciente) de t € (c,d) para cualquier i fijo.

Teorema 4.5 Se cumplen las siguientes propiedades:

(1) Si zi(t1,...,ta,t) es el i-ésimo nodo para cuadratura ortogonal con n nodos,
entonces z;(ty,...,tn,t) es una funcién continuamente diferenciable y estrictamente
decreciente de t € (—1,1).

(2) Cualquier nodo z;(ty,...,tam—1,t) para cuadratura gaussiana con n nodos es

una funcion estrictamente decreciente det € (—1,1).

Prueba. Veamos:
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(1) Por el teorema 4.1 (1) sabemos que z;(t;,...,t,,t) es el i-ésimo cero del

polinomio ortogonal P,(z,t) de grado n para la funcién de peso

_ w(z)
wiet) = A r i)
Un c4lculo sencillo da
we(z,t) T

w(z,t)  1+tz
y esto es una funcién decreciente de z € (—1,1). El resultado se sigue por el
teorema de Markov. (2) En forma parecida, por el teorema 4.1 (2), para los nodos
z;(t1,. .., tan—1,t) de cuadratura gaussiana podemos usar el teorema de Markov para

la funcién de peso

w(z)
Ton—1(z)(1 + tz)’
para asf obtener el resultado deseado. =

w(z,t) =

Podemos también dar algunos resultados de monotonicidad para el primer y
dltimo coeficiente de cuadratura.

Sean B;(t1,...,tn,t) los coeficientes de cuadratura correspondientes a los nodos
z;(ty,...,tn,t) para cuadratura ortogonal con n nodos, y sea t; = 0; entonces
el primer coeficiente de cuadratura (3,(t,...,%t,,t) es continuamente diferencia-
ble estrictamente decreciente de t € (—1,1), y el dltimo coeficiente de cuadratura
Bn(t1,...,tn,t) es una funcién continuamente diferenciable estrictamente creciente
de t € (—1,1). En una forma similar, si SB;(t;,...,%n-1,t) son los coeficientes
de cuadratura para cuadratura gaussiana con n nodos (con ¢; = 0); entonces
Bi(t1,- .., tan—1,t) es continuamente diferenciable estrictamente decreciente de t €
(-1,1) y B,.(t1,...,t2n—1,t) €s una funcién continuamente diferenciable estrictamente
creciente de t € (—1,1). Las pruebas de estos resultados son algo técnicos y ya que

solamente los pesos de cuadratura extremos son considerados decidimos no incluirlos

aquf.
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4.5 Resultados de convergencia

Si la integral
1
[ s
=

es aproximada por la cuadratura ortogonal suma con n nodos,

Z ﬂi(tla .. atn+1)f($i(t1) teey tn+l)))
i=1

denotamos el error por

1 n
Eof = /1 f@w@)dz =3 Biltrr- - tas) f(@ltr, s tarn)).
- =1

El error de la férmula de cuadratura gaussiana es denotada por

1 n
Elf = /1 f@w@dz =S Bilts, ., tan) f(@slts - - tan)).
- =1

Es claro que estas férmulas de cuadratura son solamente apropiadas para una
clase suficientemente grande de funciones f en las cuales se tiene E2f — 0 cuando
n— ooy EJf — 0 cuando n — oco. Se sabe que la sucesién de funciones bésicas

(4.1) es denso en C [—1, 1] con respecto a la norma uniforme si, y sélo si

[e ]

D (1= lexl) = oo, (4.9)

k=1

c —-1—— —1-—1
Tk £2

Para su demostracién vea [1] (pdg. 254, paragrafo 7).

donde

Teorema 4.6 Sean t,,ts,...pardmetros distintos en (—1,1) y sea ¢,,,,(z) la mejor

aprozimacion de f € C[—1,1] utilizando combinaciones lineales de las funciones

racionales
1 1 1
1+t 14t " 14tax

(1) Sit; = 0, entonces para cuadratura ortogonal, eriste una constante positiva

M mno dependiente de n tal que

1ESfI < M||f — bpial.. -
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Como una consecuencia, ESf — 0 cuando n — oo para cada funcién acotada
Riemann-integrable sobre [—1,1) siempre que (4.9) se cumpla.

(2) Para cuadratura gaussiana tenemos similarmente

Como una consecuencia, E3f — 0 cuando n — oo para cada funcién acotada

Riemann-integrable sobre [—1,1) siempre que (4.9) se cumpla.

Prueba. El resultado para cuadratura ortogonal puede ser probado como un
caso especial de interpolacién polinomial vea [4] (pp. 126-128). Para cuadratura

gaussiana solamente necesitamos mostrar que la suma

Z ,Bi(tla vee ’t2'n.)
=1

es acotada.

Si t; = 0, tenemos

N 1
; :Bi(tly--'1t2n) = [1 w(.’l:)d.’l:.

Si t; # 0, entonces

-1 1+t1.’17 - i

La funcién

1+ t1$
tiene el valor mfnimo 1/(1 + |¢;]) sobre [—1, 1], de aqui

1 = 1V w(zx)
(ty1,...,tm) < dr,
1+|t1|; Bults,- - tan) /_11+t1:c g

lo cual muestra la acotacién deseada. =

Sea f € C[—1,1] y denote por L,f €l interpolante racional de f en los puntos

. : : ) R S 1
Ti(ty, -y tar1)(E=1,2,.. ., ) usando las funciones bésicas T e - T
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El teorema previo implica que

n]j—?;o [1(Lnf)(z)w(z)dz = /_11 f(z)w(z)dz,

cuando se cumple (4.9). La razén de convergencia depende de que tan bien f pueda
ser aproximada en la norma uniforme por las funciones bésicas (4.1), y esto depende
de la elecci6én de los pardmetros ¢;. Ahora mostramos que la interpolacién racional
converge en Ly(w) y asf también en L;(w), de ese modo extendiendo el famoso

resultado de Erdts-Turdn para interpolacién polinomial (3] .

Teorema 4.7 Supongase que ty = 0 y ta,t3,... son pardmetros distintos en (—1,1)
tal que (4.9) se cumple. Si

n

L.f(z) =)

interpola f en los ceros x;(ty,. .. ,thy1) derpii(ty,. .., the1; ), entonces se tiene que

| Lnf — fll; — O cuando n — oo.

Prueba. Sea ¢,(z) la mejor aproximacién uniforme de f usando las funciones

. 1 1 1 \.
bésicas {Hm, T AR u }, entonces

Claramente, ||f — ¢,|l, — 0 cuando n — oco. Ahora [(L.f)(z) — ¢,(z)])* es una
combinacién lineal de las funciones z7/ [72(z)] (j = 0,1,...,2n — 2), y por (4.6) la
férmula de cuadratura es por lo tanto exacta para [(L,f)(z) — ¢,(z)]* . Esto da

IZaf = $allz = D B:[(Lnf)(2:) — $u(a:)]’

= Z B; [f (z:) — #n(z:))?

1

<\ = dal, / w(z)dz.

-1
El resultado ahora sigue porque || f — ¢,||,, — 0 cuando n — co. m
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4.6 Algoritmos

Algoritmo para hallar los ceros y pesos de la Cuadratura Gaussiana:
Datos de entrada: FEl niimero de nodos n.
Paso 1: Parai=1,2,...,2n hacert; =1 — %
Paso 2: Hallar P,(z) usando el teorema 3.6 y la funcién de peso

2n
_ w(z) _ _ _
wy(z) = ey donde w(z) =1, wo,(z) = g (1 + t;z).
Paso 3: Hallar los ceros z;,zs,...,z, de P,(z).

Paso 4: Resolver el sistema lineal

(1 1 1 o1\ (M) [ Pius@de )

x Ty T3 ... In A2 f_ll zwy(z) dx
2 x2 2 s 22 M| =] [l P2wa(z)dz

\xl" 27 237 25" ) \/\n) \f_llx"‘lwn(:r)dz/

Paso 5: Para:=1,2,...,n hacer

Bi = man(Ti) Ai

Datos de salida: Los ceros z,,z2,...,T, de Py(z) y los pesos 34, 8s, ..., B, de la

férmula

[ 1@u@dz~Y pif(=).

Algoritmo para hallar los ceros y pesos de la Cuadratura Ortogonal:
Datos de entrada: El niimero de nodos n.

Pasol: Parai=1,2,...,n+1 hacert; =1 —-‘17;.

Paso 2: Hallar P,(z) usando el teorema 3.6 y la funcién de peso

w(zx)

Tn(Z)Tri1 () ,

wp(z) = donde w(z) =1, 7,(z) es

n+1

ral@) = [T (14 82), mna(a) = [] @1+ 8
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Paso 3: Hallar los ceros z,, 2, ... ,z, de Py,(z).

Paso 4: Resolver el sistema lineal

(1 1 1 o 1 Y () S en@)ds )
x T T3 ... Tn p fjl Tw, () dz
@ 23 22 ... z? A | = f:l 2w, () dz
\&i ™ 2T a g )\ L e (@) dz )
Paso 5: Para : =1,2,...,n hacer

Bi = Tnp1(Zs) () A

Datos de salida: Los ceros z,, z3,...,z, de P,(z) y los pesos 34,85, - .., B, de la
férmula

| f@u@yiz~ Y aif).

Los programas respectivos (Programa 3 y Programa 4) implementados en Matlab

se encuentran en el Apéndice Al.

4.7 Ventajas del Nuevo Método

Del Teorema 4.6 se sigue que las reglas de cuadratura racional serdn eficientes
siempre que la funcién a ser integrada pueda ser aproximada usando las funciones
bésicas (4.1). Gautschi [6] ha mostrado que las funciones las cuales tienen un nimero
infinito de polos pero fuera del intervalo de integracién, pueden ser integradas m4s
eficientemente por las cuadraturas gaussianas y ortogonal dadas en este capftulo
escogiendo los pardmetros ¢; en una forma adecuada.

Para funciones continuas f en [—1,1] con més masa concentrada cerca de los
extremos del intervalo [—1, 1] (en este caso f_l 1 f(z)dz representa la masa) uno debe
escoger los pardametros ¢; de tal manera que m4s nodos de cuadratura se encuentren

situadas cerca de 1. Si tomamos los pardmetros

ieN (4.10)
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entonces existirdn més nodos de cuadratura cerca de —1 que cerca de +1. Para el
célculo de los nodos y pesos para cuadratura gaussiana racional (RCG) y cuadratura
gaussiana ortogonal (RCO) el programa usa los ceros y nimeros de Christoffel para
el polinomio ortogonal de grado n con el peso correspondiente (4.3) para cuadratura
ortogonal y (4.5) para cuadratura gaussiana. Estos polinomios ortogonales han sido
calculados usando la relacién de recurrencia de tres términos.

Considere la integral
+1
I= / weE gy w >0
-1

esta funcién tiene més masa cerca de —1 que cerca de +1, especialmente para grandes

valores de w. Una integracién directa produce
I=1—¢e2

En la siguiente tabla damos los errores relativos absolutos para la suma de
la cuadratura gaussiana y la suma de la cuadratura ortogonal correspondientes a
las funciones racionales con pardmetros dados por (4.10) junto con la suma de la
cuadratura de Gauss-Legendre (G-L Clésico) con n nodos. Las reglas de cuadratura
racional se comportan en una forma similar y dan mejores resultados que la regla

de cuadratura de Gauss-Legendre cldsico.

w n RCG(n) RCO(n) GL(Clasico)(n)
10 2 0.513 0.599 0.854

4 0.020 0.082 0.123

6 | 0599 x 107>  0.181 x 1075 0.376 x 1072

10| 0.493 x 10~  0.133 x 10~? 0.165 x 10~
25 2| 0.978 0.988 0.999

6 | 0.118 x 10*  0.255 x 104 0.206

10| 0.397 x 10~8  0.467 x 10™8 0.201 x 1072

14 | 0.206 x 10712 0.122 x 10712 0.229 x 1073
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4.8 Ejemplo numérico: El valor de 7

La férmula de cuadratura basada en interpolacién racional que hemos establecido

la vamos a aplicar para evaluar la integral definida

1
8
,/_1 mdz (4.11)

El resultado de evaluar esta integral es 7, el nimero m#s importante de las
matematicas. Este nimero fue analizada por el hombre hace unos 6,000 anos. En
Mesopotamia, regién situada entre los rios Tigris y Eufrates, floreci6 la civilizacién
Caldea-Asiria cuya antigiiedad se remonta a unos 57 siglos aproximadamente. En la
bella ciudad de Babilonia, capital de Caldea, se ubicaban los "Jardines Colgantes"
una de las Siete Maravillas del Mundo Antiguo. Los babilonios fueron hace cerca de
6000 anos los inventores de la rueda. Tal vez de ahi provino su afdn por descubrir
las propiedades de la circunferencia y esto los condujo a investigar por el valor de
7. El ano 1936 se desenterr6 en Susa, trescientos kilémetros al este de Babilonia,
unas tablillas que en una lista y en notacién sexagesimal se encuentra un valor
para m cuyo resultado es 25/8=3.125. Este valor fue calculado utilizando poligonos
regulares de 5, 6 y 7 lados. Es sorprendente que una de las primeras civilizaciones
humanas haya alcanzado un alto grado de desarrollo matematico. Se dice también
que los babilonios adelantaron a los egipcios en dlgebra y conocfan la relacién entre
los lados de un tridngulo rectangulo 1500 anos antes que naciera Pitdgoras. Luego,
el nimero 7 fue profundamente estudiado por Arquimedes, el mds genial de los
gedmetras griegos. Utilizando poligonos regulares de 96 lados, Arqufmedes logré la

siguiente estimacién para m :

10 10
3+ﬁ—<7r<3+%

En 1579, Vieta d4 la primera definicién analftica de 7 logrando un gran avance

83



en su aproximacién al expresarlo mediante la férmula

lo cual permitié para la época un célculo de 7 con una aproximacién de 10 dfgitos;
mientras que en 1609, el alemén Ludolf von Ceulen calculé 7 con una aproximacién
de 35 cifras.

El descubrimiento del Célculo en 1665 permiti6 nuevos progresos en el célculo

de 7. Se pudo expresar 7 como series y productos, entre los que se cuentan:

El producto de Wallis

1_2 2 4 4 2n 2n
21335 2»—-1 2n+1 °
la serie de Leibnitz
T 1 1
=]l S —Z4.. —-1)? .
4 3+ + +(=1) 2n 1+ ’
y la férmula de Euler
w2 1 1 1 1 2.1
— =l — 4 44— 4= -
= =ltgttat bt ;H

En 1761, Lambert (alemdn, 1728-1777) demuestra que 7 es irracional.

En 1882, Lindemann (alemdn, 1852-1936) demuestra que 7 es trascendente y en
consecuencia el problema de la cuadratura del circulo es imposible.

Con férmulas similares a las dadas anteriormente y el uso de las computadoras
fue posible calcular un mimero anteriormente inimaginable de cifras de 7. El record
lo ostenta el japonés Yasumasa Kanada de la Universidad de Tokio que en el ano
2002 obtuvo 1.24 billones de decimales de 7. Sus primeros 100,265 cifras decimales se
obtuvieron en 1961 en una IBM 7090. William Shanks (inglés, 1821-1882) pasard a la
historia como el mss perseverante calculador de cifras de w. Pasé 20 anos calculando
sus primeros 707 decimales. Pero en 1945 la computadora ENIAC descubri6 que
habfa cometido un error en el dfgito 528 y ...en todos los siguientes. En 1949 la
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ENIAC invirti6 70 horas de procesamiento para calcular las primeras 2,000 cifras de
7. Segin el astr6nomo Sim6én Newcomb (canadiense, 1835-1909) una aproximacién
de 7 con 10 decimales permite calcular el radio de la tierra con una aproximacién de

una pulgada. Aplicando nuestro programa a la integral dada en (4.10) obtenemos:

n C. Gaussiana C. Ortogonal
2 3.1322958199 3.1312136682
3 3.1402780915 3.1413770441
4 3.1415876546 3.1416511897
5 3.1416122872 3.1415962341
6 3.1415960882 3.1415923074
7 3.1415928698 3.1415925781
8 3.1415926042 3.1415926499
9 3.1415926293 3.1415926544
10 3.1415912622 3.1415926528

El valor de « con una aproximacién de 10 cifras es 3.1415926529.
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Capitulo 5

Aplicaciéon en algunos problemas

de Ingenieria

La integracién numeérica o también llamada cuadratura mecanica es una herramienta
esencial que se usa en la ciencia y en la ingenierfa para obtener valores aproximaclos
de integrales definidas que no pueden calcularse analfticamente. Como c¢jemplo de
estos entre otros, tenemos:

(a) La integral eclfptica incompleta de primera especie, la cual se define por
O0<k<l1

siendo ¢ la amplitud de F(k,¢), escrito ¢ = am F(k,®) y k el médulo, escrito
k = mod F(k,¢). La integral se llama también forma de Legendre para la integral
elfptica de primera especie.

(b) La integral binémica, la que se define mediante la expresion

/ z™(a + bz")Pdr

donde m,n y p son nmimeros racionales y las constantes a,b son mimeros reales
no nulos. Integrales indefinidas de este tipo s6lo pueden ser expresadas en forma
de combinacién finita de funciones elementales solamente si se cumple uno de los

siguientes tres casos:
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(i) pez,

(i) = ez

(iii) 2= +p € Z.

(c) Existen integrales indefinidas que, en aspecto son tan sencillas como por
ejemplo

/ VZ senz drz,

pero sin embargo no se pueden calcular; es decir, no hay ninguna funcién elemental
cuya derivada sea \/z senz.

Entonces, vemos que existen muchas integrales las cuales no se pueden calcular
analfticamente. Veamos tres integrales a las que se llegan al plantear problemas
concretos: El péndulo simple, la longitud de arco de una curva plana, especificamente

de una hipérbola y finalmente la capacidad calérica de un sélido.

5.1 El péndulo simple

Determinemos el periodo T de un péndulo simple de longitud L.
Un péndulo simple consiste en una masa m suspendida de un hilo rigido OP
de masa despreciable y de longitud L. La ecuaci6n diferencial del movimiento de la

" masa es (Segunda Ley de Newton)

Figura 7
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z Ean = MAQtan

d?6
mL — = —mgsin g

dt?
y de aquf
L -
; 6 +sinf =0, 6=06().

Aplicando el método de reduccién de orden:

b=% "2 & Pa
asf que
dp g .
L+ Z2gng =
P 40 + I sin 0
implica
pdp + % sin 6df = 0,
integrando,
2
% - % cosf = c;.
Si el péndulo forma un dngulo 8 = §p > 0 en el instante ¢ = 0 y se suelta, esto
67
df
pP= _t = si 0= 00
0—%&m%=c1
Asi,
P _ g
Dl zcose — = cosfy
y de allf

o lo que es lo mismo

dao [2g
i + A V/cos 8 — cos by.

Si el péndulo va de § = 8¢ a § = 0, (lo que corresponde a un cuarto de periodo,

o %), %’ es negativa, por lo que entonces se elige el signo menos. Luego

T _ [L[° do
4 29 Jo, V/cos® — cosbo
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Asf que,

(1]
T—4 A/‘q dé
29 Jo +/cos8 — cosf,
lo que es lo mismo

L [% dob
T= 4\/%/0 V1—2sin%(6/2) — (1 — 2sin’(00/2))
_ L fo L dé L
2\/;/0 V/sin?(60/2) — sin2(6/2))

Haciendo sin (%) = sin (%) sin u, esta integral se convierte en

k = sin (%) (5.1)

es una integral elfptica. Este tipo de integrales, como hemos dicho antes no se

pueden calcular analiticamente.

La integral en (5.1) es equivalente a otra en donde los lfmites de integracién son
—1y 1y para ello efectuamos el cambio de variable lineal v = 1(b+a) + (b — a)z,
donde a =0y b = /2. Tenemos u = § + §z y du = {dz y entonces tendremos el

periodo del péndulo
k = sin —

donde g representa la constante de la gravedad y 6y es el d4ngulo que hace el péndulo

con la vertical al momento de ser soltado. Si tomamos 8y = 18° entonces la constante

k =sin9° = _3[§_—_3\_<10+2s/5, de modo que k2 = t)[lgﬁé =~ 0.0244717419. Haciendo

L =9.81m y g = 9.81m/seg?, entonces el periodo es,

! d
T = 7r/ T
-1,/1-0.02447174195in2 (3 + 31)

resultando

T / 1 dz
=7
-1 \/ 1 —0.0244717419 sin2(0.7853981634 + 0.7853981634<z)

Los resultados para la integral son:

Usando Cuadratura Gaussiana con n = 8 : I = 2.0158077282
Usando Cuadratura Ortogonal con n = 8 : I = 2.0158077309
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5.2 Longitud de arco de una hipérbola

Sea la curva y = f(z). f : [a,b] — R, continua y con derivada continua. Entonces es
facil mostrar, (vea por ejemplo [10]) que la longitud del arco de la curva entre dos

puntos con abscisas x = a y z = b, es dado por la fé6rmula

=/: \/1+[f’(:t)]2 dz.

Vamos a calcular la longitud de arco de la curva y = 1/z (hipérbola equilétera)
en el intervalo [2,4]: Aqui f(x) = 1 de modo que f’(z) = —Z;. Luego la longitud

de un arco de la curva entre los puntos t =2y z =4 es

b [

=/ z2(1 + z%)/2 dz.
2

La dltima expresién es una integral de diferencial binémicacon m = -2, n =4y
p = 1/2. Veamos si se cumple alguno de los tres casos para que pueda ser integrada
analfticamente:

() p=1/2¢2,

(i) =l =-1/4¢Z '

(iii) 2 +p=—-1/4+1/2=1/4 ¢ Z.

Vemos que ninguno de los tres casos produce un entero y por lo tanto la integral
definida debe ser tratada por métodos numéricos. Vamos entonces a emplear la
férmula de cuadratura basada en interpolacién racional. La integral es la misma
que

4
L= / t~2(1+ )2 dt
2

Haciendo t = 3(b+a)+(b—a)z,dondea =2y b=4,0seat =3+ z sellegaa

=/_11 B+2)2[1+@B+2)1" 4

Los resultados para esta integral son:

Usando Cuadratura Gaussiana con n = 8 : L = 2.0180934438
Usando Cuadratura Ortogonal con n» = 8 : L = 2.0180934438
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5.3 Capacidad caldrica de un sélido

Cuando se estudia termodindmica estadistica el modelo de Debye proporciona una
expresion para calcular la capacidad calérica de un sélido. La capacidad calérica de
un cuerpo es el calor necesario (medido en calorias) para subir en 1° la temperatura

de ese cuerpo. Debye considera la funcién

u t3
d(u) =/0 e‘—ldt'

Puesto que no hay ninguna expresién analftica para ®(u), debemos usar algin

método de integracién numérica para calcular sus valores.

Por ejemplo calculemos ®(5) :

5 t3
2(5) =/0 St

Usamos la transformacién ¢t = (b + a) + 3(b — a)z para llevar el intervalo de

integracién [0, 5] al intervalo (—1,1} : @ = 0,b = 5,¢t = 3 + 3z y dt = 2dz, resultando

5\* ' (1+az)3
CHONN -t

Aplicando nuestras férmulas de cuadratura:
Para Cuadratura Gaussiana (n = 8) : ®(5) = 4.8998970624
Para Cuadratura Ortogonal (n = 8) : (5) = 4.8998913350.
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Conclusiones

Las Férmulas de cuadratura que hemos tratado proporciona un método numeérico
alternativo a los otros ya estudiados. Del Teorema 4.6 se sigue que las reglas de
cuadratura racional serdn eficientes siempre que la funcién a ser integrada pueda ser
bien aproximada usando las funciones bésicas 4.1. Gautschi [6] ha mostrado que las
funciones las cuales tienen un mimero infinito de polos pueden ser integradas mds
eficientemente por reglas de cuadratura gaussianas escogiendo los pardametros t; en
una forma 6ptima.

Las cuadraturas gaussianas clésicas, los polinomios ortogonales y la interpolacién
polinomial son bésicas en la demostracién de ciertos resultados para cuadratura
gaussiana y ortogonal. El método de cuadratura de Gauss es un excelente método
numérico para evaluar integrales definidas, usando sumatorias simples, son faciles de
‘implementar y es una aplicacién bastante interesante de los polinomios ortogonales.

En mi trabajo estoy presentando un enfoque alternativo para las cuadraturas
gaussianas cldsicas: Se usa la férmula de recurrencia de tres términos para encontrar
los polinomios ortogonales y para el célculo de los nodos de integracién y pesos
encontramos valores y vectores propios de una matriz llamada matriz de Jacobi. Las
cuadraturas gaussianas también estdn relacionadas con las ecuaciones diferenciales
ordinarias, ya que los nodos de cuadratura son los ceros de los polinomios ortogonales

cldsicos que son soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales de segundo orden.
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Apéndice A
Programas

Programa 1: sIMPSON
clear all; clc
disp(’Este programa, (SIMPSON) calcula integrales definidas en [a,b]’)
a=input(’ingrese limite inferior a=’);
b=input(’ingrese limite superior b= ’);
n=input(’ingrese el nimero de particiones: n=");
f: input(’ingrese la funci6n f(x)=’);
f: inline(f);
d=(b-a)/(2*n);
x1=a+2%*d;
A=0;
for k=1:n
A=A+(d/3)*(feval(f,a)+4*feval(f,(a+x1) /2)+feval(f,x1));
a=x1;
x1=a+2*d;
end
disp(’el valor de la integral es’)
disp(A);
Programa 2: GAUSS-LEGENDRE
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Primero: el programa halla los coeficientes de recurrencia ay y by :

function ab=rec_ legendre(n)

ab=zeros(n,2);

ab(:,2)=[2,(((2n)-1)."2)./((2*(2m)-1).*(2*(2)-3))";

Segundo: el programa calcula los ceros y pesos para la cuadratura de G-L:

function xw=cerospesoslegl(n)

%Halla los ceros y pesos de G-L. La primera columna de xw almacena los ceros del
polinomio de Legendre, mientras que la segunda columna los pesos correspondientes.

ab=rec_legendre(n);

J=zeros(n);

for i=1:n,J(i,i)=ab(i,1);end

for i=2:n

J(i,i-1)=sqrt(ab(i,2));

J(i-1,0)=J(i,i-1);

end

[V,D]=eig(J);
[D,I]=sort(diag(D));
vV=V(;,I);

xw=|D,ab(1,2)*V(1,:)’.~2];

Tercero: el programa que integra:

function y=gaussleg(nomb_f,a,b,n)
xw=cerospesoslegl(n);

2=0.5*((b-a)*xw(:,1)+a+b);

f: inline(nomb _f);

y=0.5*(b-a)*sum(xw(:,2).*f(z));

Programa: CUADRATURA GAUSSIANA

El programa que encuentra los ceros y pesos es:
function [ceros,betas|=rcgvel(n)

%cuadratura gaussiana racional con w(x)=1,wn=1/pi2n

digits(30);

94



t=vpa(sym(1-1./sqrt((1:2*n)’)));
p=sym(zeros(n+1,1));a=sym(zeros(n,1));b=sym(zeros(n,1));
Syms X

pi2n=prod(1+t*x);

P(1)=1;

a(1)=int(x*p(1)~2/pi2n,-1,1) /int(p(1)~2/pi2n,-1,1);
p(2)=x-a(1);

for k=2:n

a(k)=int(x*p(k)~2/pi2n,-1,1) /int(p(k)~2/pi2n,-1,1);
b(k)=int(p(k)~2/pi2n,-1,1)/int(p(k-1) ~2/pi2n,-1,1);
p(k-+1)=(x-a(k))*p(k)-b(k)*p(k-1);

end

ceros=sort(solve(p(n+1)));
matrizcoef=(ones(n,1)*ceros’).~((0:n-1)"*ones(1,n));
matrizind=int(x."~ (0:n-1) /(pi2n),-1,1)’;
lamdas=matrizcoef\ matrizind;
betas=subs(pi2n,ceros).*lamdas;

El programa que integra:

function y=rcg(fun,n) )
[ceros,betas|=rcgvel(n);
y=sum(betas.*subs(fun,ceros));

Programa: CUADRATURA ORTOGONAL

El programa que encuentra los ceros y pesos:
function [ceros,betas|=rcovel(n)

%cuadratura ortogonal con w(x)=1,wn=1/(pin*pinl)
digits(30);

t=vpa(sym(1-1./sqrt((1:n+1)’)));
p=sym(zeros(n+1,1));a=sym(zeros(n,1));b=sym(zeros(n,1));
syms X

pin=prod(1+t(1:n)*x);pinl=prod(1+t(1:n+1)*x);

95



p(1)=1;

a(1)=int(x*p(1)~2/(pin*pinl),-1,1) /int(p(1) ~2/(pin*pinl),-1,1);
P(2)=x-a(1);

for k=2:n
a(k)=int(x*p(k)~2/(pin*pinl),-1,1)/int(p(k)~2/(pin*pinl),-1,1);
b(k)=int(p(k) ~2/(pin*pinl),-1,1)/int(p(k-1)~2/(pin*pinl),-1,1);
p(k+1)=(x-a(k))*p(k)-b(k)*p(k-1);

end

ceros=sort(solve(p(n+1)));

matrizcoef=(ones(n,1)*ceros’).” ((0:n-1)’*ones(1,n));
matrizind=int(x.~ (0:n-1)/(pin*pinl),-1,1)’;

lamdas=matrizcoef\ matrizind,;
betas=subs(pin*pinl,ceros).*lamdas;

El programa que integra:

function y=rco(fun,n)

[ceros,betas]=rcovel(n);

y=sum(betas.*subs(fun,ceros));
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Apéndice B

Teoremas relacionados

Teorema B.1 (de Aproximacion de Weierstrass):

Sea f € C [a,b], entonces existe un polinomio P y un nimero € > 0 que satisface
|f(2) = P(z)| <, z € [a, ]
Prueba. Vea [3] (pp. 66-67). =

Teorema B.2 (de Convergencia de Stieltjes):

Sea f € C|a,b], entonces las aprozimaciones proporcionadas por

convergen a la integral conforme n — oo.

Prueba. Vea [3] (pp. 111-112). =
Teorema B.3 (Erdds-Turdn):

Sean Py, Py, ..., el sistema de polinomios el cual es ortogonal sobre [a,b] con
funcion de peso w. Para cada f € C [a,b] sea L,f el polinomio de grado < n el cual

interpola a f en los ceros de P,+,. Entonces |Lof — f||, — 0. Esto es,

b
[ 1@t = DR w@)dz — 0.
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Prueba. Vea [3] (pp. 137-138). m

Teorema B.4 (Bernstein):
Sea f(z) continua sobre el intervalo [0,1]. Definamos el polinomio de grado n

B,(f; ) mediante
Balfie) =Y ot — oy ()
’ £~ kl(n - k)! n’’
entonces los polinomios By(f; ) convergen uniformemente a f(z) sobre [0,1].

Prueba. Vea [13] (pag. 62). =
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