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RESUMEN

En el campo del Disefio Geométrico Asistido por Computador se requiere manipular
curvas y superficies suaves para el disefio del contorno de un objeto como las alas

de un avién, la carroceria de un automovil, el rostro de una persona, etc.

Esta tesis en su primer capitulo hace un estudio sobre las curvas y superfi-
cies de Bezier que fueron desarrolladas paralelamente por Pierre Bezier y Paul
D’Casteljau para el disefio de automéviles. En el segundo capitulo veremos las
curvas y superficies B-Spline y las NURBS (Non Uniform Rational B-Spline)
que son las generalizaciones de las anteriores. Finalmente en el tercer capitulo
implementaremos un sistema en software libre que nos permita construir estas
curvas y superficies utilizando para ello el lenguaje de programaciéon Java y el

gestor de base de datos MySql.
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1 CONCEPTOS PRELIMINARES

La curva polinomial de Bezier se desarrollé en la década de los 60, para
el trazado de dibujos técnicos, diseno aeronautico y de automaéviles. Su denominacién
es en honor a Pierre Bezier, quien ide6 un método de descripcién matemadtica de
las curvas que se comenzé a utilizar con éxito en los programas de CAD (Disefo

Asistido por Computadora).

1.1. Polinomio de Bernstein

Definicién 1.1. Sean los puntos py € R*,k=0,--+ ,ny > r_o 0 = 1 entonces

es denominado combinacion afin de los pg.

Definicién 1.2. Sean los puntos px € R*,k =0,-+- ,ny D> p 0Bk =

entonces
n
_S_ i
k=0
es una combinacion convexa de los px. Los puntos pg, - - - , p, definen por

cof{po, -+ spa} = D Pk B 2 0, B =1}
k=0 k=0

la capsula convexa de los pg.

Definiciéon 1.3. Una aplicacién ¢ : R* — R"™ donde ¢(z) = Az + v, A € R™",

v € R" es denominado transformacién afin.

Ejemplo 1.1. Si A = I,v # 6 es una traslacion. O



Definiciéon 1.4. Los puntos pg,p;,- - ,Pn € R" son llamados afin independientes,
si los n vectores

D1 — Do, yPn — Do

son linealmente independientes.

Teorema 1.1. Sea ¢ : R — R™ una transformacion afin.

1. Combinaciones afines quedan invariantes bajo transformaciones afines,

es decir
n n
¢(Zpk,3k) = Zﬁk¢(?k)
2. ¢ es determinado unicamente por los puntos pg, pi,:-- , P, afin inde-

pendientes y sus imégenes ¢(po), #(p1), - - , $(Pn)
3. Sean a,b,c € R"™ colineales, se define

ratio(a, b, c) = H

entonces se cumple que ratio(a, b, c) = ratio(¢(a), ¢(b), ¢(c))

Demostracion:



¢ Bepe) = A Bipk) +v
k=0 k=0

= Z B Apk +v

k=0

= ) BeApk+v > B
k=0 k=0
= Z Bx(Api + v)

k=0

= Z Brd(Pr)
k=0

2. Sea pg, 1, ,Pn afin independientes.

#(po) = Apo+wv
d(pk) = Apr+uv;k=1,---,n

Restando obtenemos que ¢(px) — ¢(po) = A(px — Po), con lo que se

observa que A es Unico, ademés ¢(0) = v = Z:=0 BrDx €s unico.

3. Podemos establecer que

b—a = Ac—0b)
16 —allz = [[A(c—b)llz = [Alllc — bl|2
. 16— all2
ratio(a, b, c —_— |\
@60 = o=, =W



Veamos

l#(b) — ¢(a)ll2 = |l Ab— Aall;
= [|A(b—a)ll
= [|[AX(c = D)l
= A4l = b)ll2
= [Mll4c - Ab|l,
[Alll#(c) — ¢(b)ll2

Con lo que

I9(0) = 9(@)lls _ |,

ratio(¢(a), ¢(b). () = 1o s, ~

Definicion 1.5. Paran € N se definen los polinomios de Bernstein de grado n como
n W k n—k
BR(t) = . tf(1—-t)"* ¢t€0,1,k=0,1,--- ,n

donde

n —— W":t'_k_)" ke{o)ly"’,n}
k 0, en otro caso

Propiedad 1.1. Sean € N y el polinomio de Bernstein Bg(t) entonces resulta que

estos polinomios cumplen las siguientes propiedades:

1. Son simétricos

RIUL — R)!

7



2. Las tunicas raices son 0 y 1

BE(0) =0;B2(1) =0 para k € {1,:-- ,n — 1} pero B3(0) =1 = Bp(1)

3. Forman una particién de la unidad

S < " ) t(1 — ¢y
k=0 \ k
— 4+ (1-t)"

= 1

4. Son positivos en ]0, 1]

B2 (t) > 0,Vt €0, 1]

5. Satisfacen la relacién de recurrencia
Bp(t) = (1—t)Bp~(t) + tBR=}(t), k € {1,2,--- ,n}

considerando que BJ(t) =1y Bg(t) =0 para k ¢ {0,--- ,n} ya que

B (t) = <:)t’°(1—t)"—’°
) (2o
k k-1
= (n_1>t’°(1—t)""°+(n_1>t’°(1—t)""°
k k-1

(1-t)B ' +tBy}



6. Elevacién de grado
Un polinomio de Bernstein de grado n — 1 puede escribirse como una

combinacién lineal de polinomios de Bernstein de grado n.

Ademas

Finalmente



Por lo tanto

7. Conversion de la base de Bernstein a la base de potencias
El conjunto {1,t,t2,---,t"} forman una base para el espacio de
polinomios de grado < n, y los polinomios de Bernstein pueden

escribirse en términos de esta base de potencias

( n ) tk(l _ t)n—k
k
e kn_k_i n—k |\ ,

- (1) g (7))

n—k [ n n—k "
S (3) (7)
_ e ik [T n—k\ ,

Lo (1) (50
-2 (0

10

B (t)



8. Conversién de la base de potencias a la base de Bernstein
Mostremos ahora como un elemento de la base de potencias puede es-

cribirse como una combinacién de los polinomios de Bernstein.

9. Derivadas
La derivada de un polinomio de Bernstein de grado n son polinomios

de gradon — 1
d n _oadf n\ k. nk
dtBk(t) = 3 ( . > t"(1-1)

= k ( n ) tk—l(l _ t)n—k _ (n_ k) ( n ) tk(l _ t)n~k—1
k k

( _1)' -1 n— —1)! n—k-1
- Tt Y k—k!gz(ik—)l)!tk(l_t) k
( _1)' -1 n— ( _1)' n—k—1
= n[(k_q)!(n_k)!tk (1-1t) k—k!(nn_k_l)!t"(l—t) k J

= n[BpZi(t) — Br (b))

11



10. Los polinomios de Bernstein de grado n son una base para el espacio
de los polinomios de grado menor o igual que n.
Por 8) los polinomios de grado menor o igual a n pueden escribirse como
una combinacién de polinomios de Berustein.

Probemos que son linealmente independientes, supongamos que

n
dividiéndolo por (1 —t)" y haciendo s = (3%;) obtenemos
k

> o bis® =0 como s* > 0 se tiene que bg = by = by =+ = b, =0.
Ejemplo 1.2.
Para n=1:
Bi(t) = 1-t
Bl(it) =t
Para n=2:

Bit) = (1-1)?
B3(t) = 2t(1-1t)
B:(t) = ¢*

12



Para n=3:

By(t) = (1-1)°
Bi(t) = 3t(1 —1t)?
B3(t) = 3t*(1-1)
Bi(t) = ¢

1.2. Curva de Bezier

Definicién 1.6. Se denomina curva de Bezier al polinomio

c(t) = i peB2(¢),t € [0, 1]
k=0

Donde p;, son denominados los puntos de control de la curva de Bezier y Bg(t) son

los polinomios de Bernstein.

Propiedad 1.2. Sea n € N y c(t) la curva de Bezier entonces se cumplen las

siguientes propiedades:

1. Simetria

Como B(t) = B?_,(1 —t) entonces

n n
ZPkBI?(t) = an—kBZ(l — )
k=0 k=0
2. Los extremos del segmento de curva son

c(0) = po; c(1) = Pn

13



. ¢(t) es una combinacién afin de sus puntos de control, esto debido a

que los polinomios de Bernstein suman uno, segin la definicién (1.2).

. ¢(t) es afin invariante es decir, dada una aplicacién afin ¢, la curva
imagen ¢(c) tiene a los ¢(px),k =0, ...,n como puntos de control sobre

t € [0,1], segin el teorema (1.1).

. ¢(t) es una combinacién convexa de sus puntos de control, ya que los
polinomios de Bernstein son no negativos en [0,1]. Por lo tanto el
segmento de curva c(t),t € [0,1] yace en la cdpsula convexa de sus

puntos de control.

. Control pseudolocal
Si dos curvas de Bezier c(t) y ¢(¢) tienen los mismos puntos de control

excepto uno digamos el k-ésimo, entonces
c(t) — &(t) = B (t)(pe — D)

dado que Bg(t) alcanza un méximo y esto ocurre para t = f la méxima
diferencia entre ambas curvas sucede en la zona correspondiente a un
entorno del valor del pardmetro ¢t = f, decreciendo la diferencia hacia
0 al alejarse las curvas de esta zona y coincidir finalmenete para ¢t = 0
y t = 1. Por lo tanto, el movimiento o modificacion de un punto de
control aunque afecta a la forma de toda la curva, es méds notable en
las cercanias del punto movido, con lo cual podemos concluir que las

curvas de Bezier no presentan suficiente control local .

14



7. Derivada
De la definicién de Bg(t) y la propiedad (1.1) obtenemos

cd(t)y=n i(pm —px) By 1(2)

es tangente, en sus segmentos extremos, al poligono formado por los

puntos po, P1, Pn—1,Pn para

cd(0) = n(p1—po)

cl(l) = n(pn-pn—l)

Ahora llamando Ap; = p;4+1 — p; con lo que podemos decir que c'(t)
es también una curva de Bezier de grado n — 1 con puntos de control

nAp. ademas

n—2

d'(t) =n(n-1) Z A(Ape) BE2(t)
k=0

donde A(Apk) = Apks1 — APk = (Pr+2 — Pr+1) — (Pr+1 — Pk)
y se representa por A2p.
En general

n—r

ct)=nn—-1)---(n—r+1) Z ATp BR 77 (t)

k=0

Las curvas de Bezier fueron desarrolladas casi paralelamanete por Paul De Casteljau

en 1959 y Pierre Bezier en 1962, veamos en que consisti6 el algoritmo de Casteljau.

15



Figura 1.1: Algoritmo de Casteljau con tres puntos de control

Algoritmo 1.1. (De Casteljau) Dada la curva de Bezier c(t) = > p_,pxBg(t)

usando las siguientes relaciones de recurrencia para los polinomios de Bernstein

p2 = Dk
it = (1=t)pk +tpiyst€0,1;k=0,--+ ,n—i—1i=0,--- ,n—1
es decir

= (l_t)p2+tp2+l) k=0)"°)n_1

= (l—t)pllc+tpllc+1; k=0,---,n—2

. pp = (1—t)pp ' +tppis; k=0

y agrupando repetidamente se obtiene
P

P} po

p3 pi P}

Py Pr_1 Pa—z ' Db

con lo cual

n n—1 0
c(t) =Y PBR(t) = Y _pkBr i (t) = D _pRBR() = 1}
k=0 k=0 k=0

16



Figura 1.2: Algoritmo de Casteljau con cuatro puntos de control

Ejemplo 1.3. Si tenemos los puntos pg, p1, p2 y elegimos un ¢ €]0, 1[ entonces

po = (1 — t)po + tp1

Luego
po = (1 — t)pg + tpy

Reemplazando tendremos
P2 = (1 — t)2po + 2¢(1 — t)p1 + t2py = c(t)

si repetimos este proceso para todo t €]0, 1[ se genera la Curva de Bezier.

1.3. Swuperficie de Bezier

Definicion 1.7. Una superficie paramétrica es aquella funcién continua S que aplica
D en R3.
S:D— R3

(v, v) = (2(w, v),y(u,v), 2(u, v))

donde D es un conjunto abierto conexo en R2.

17



Definicién 1.8. En una superficie paramétrica S(u,v), si consideramos un valor de

u = 4, obtendremos una curva contenida en la superficie.
c(v) = S(a,v)

que se denomina curva isoparamétrica.

Definicion 1.9. Una superficie de Bezier es definido por

S(u,v) = )Y pi; Bl (u) B} (v)

i=0 j=0

a los coeficientes p;; € R3 se les denomina puntos de control, que forman una malla
de control, B*(u) y B}"(v) son los polinomios de Bernstein definidos en [0, 1].
Ejemplo 1.4. Si n = m = 1 se obtendria la superficie bilineal
11
S(w,v) = D> pi;Blu)Bj(v)
i=0 j=0
S(u,v) = pooBy(u)B;(v) + po1 By (u) By (v) + ProBi(w) B (v) +
puB] (u) B (v)

S(u,v) = poo(l —u)(1l—v)+ por(l —u)v+ prou(l —v) + priuv

Propiedad 1.3. Las superficies de Bezier cumplen lo siguiente:

1. Interpolacién de los vértices de la malla de control.

5(0,0) = Poo
S(O,l) = Pom
S(I,O) = Pno

18



S(]., 1) = Pnm

2. Derivadas Parciales

Derivando

S(u,v) = ZZPUB"(U)B’"(U)

=0 j=0
con respecto a u:
=0 3—0
0S(u,v n— m
% = nZZ(pHI,j — pi;) Bf 7 (u) B} (v)
i=0 j=0
con respecto a v
6S(u ’U) n m-1
5o =™ (Pi+1 = Pi3) BY () B (v)
i=0 j=0

Veamos que ocurre en las curvas frontera o bordes, por ejemplo para la

curva isoparamétrica v =0

oS ,O & n—
% =n Z(pi+1,0 — pio) B (u)

i=0 j=0

es tangente, en sus segmentos extremos, al poligono formado por los

puntos poo, P10; Pnos Prn—1,0

05(0,0

<(5u ) = n(Plo —poo)
0S5(1,0
_<()‘u_) = 7(Pno — Pn-10)

19



3. Se encuentra en la cédpsula convexa

Y-S BrwBrw) = YO Br(v)Br(u)

= 3 Brw)
1=0
=1

ademés B[*(u)B]*(v) > 0, entonces cualquier punto de la superficie
n m
S(u,v) = Z ZPijB?(U)B;‘n('U)
i=0 j=0
es una combinacién convexa de los puntos de control p;;.

4. Invarianza Afin
Debido a que S(u,v) es una combinacién convexa, también lo es una
combinacién afin entonces queda invariante bajo transformaciones afi-
nes, es decir para efectuar una transformacién afin (rotacién, traslacién)
basta con transformar los puntos de control y construir apartir de estos

la nueva superficie.

5. Curvas isoparamétricas
c(u) = S(u,v) = Z [Zp,-jB;”('U)] B}*(u)
=0 Lj=0

es una curva de Bezier de grado n con puntos de control
m
%= pyBl(©),i=0,--- ,n
=0

6. Control pseudolocal
La modificacién de un punto de control afecta a la forma de toda la su-

perficie, tiene mayor influencia en las proximidades del punto movido.

20



Lo mismo que ocurre en la Curva de Bezier, para ejercer un verdade-
ro control en su forma seria necesario utilizar grados elevados de los
polinomios de Bernstein.

Si por ejemplo n = m = 3, S(u,v) contiene 16 términos y este nimero
crece rapidamente haciendo inviable el cdlculo de puntos sobre la su-
perficie, aparte de los conocidos problemas de inestabilidad numérica
que ocurren con los polinomios de grado alto.

Esto se resuelve si utilizamos superficies B-splines que ademads incor-
pora condiciones de continuidad en cada punto de unién mediante la

introduccién de nodos multiples.

21



2 NURBS

La curva de Bezier presenta algunas deficiencias en cuanto al control
local, estos resultados se mejorarian cuando Cox y De Boor empezaron a trabajar
para los laboratorios de investigacion de la General Motors y encontraron su gene-
ralizacién en la Curva B-Spline.

Otra dificultad era que la representacién polinomial es incapaz de modelar circun-
ferencias y las secciones cénicas como la pardbola, elipse e hipérbola, asi como las
superficies generadas por estas, este problema conduce a considerar curvas y super-
ficies racionales de Bezier y las NURBS(Non Uniform Rational B-Spline) que estén

definidas por la divisién de polinomios.

2.1. Polinomio Spline

Definicién 2.1. Sea a = yo < 11 < - < Y < Y+1 = by A = {y; '5“
una particién del intervalo [a,b] en k + 1 intervalos, I; = [y;,¥+1[ tal que
i=0,---,k—1y Iy = Yk, Yk+1), dado un entero positivo m y sea P, el espa-
cio de los polinomios de orden m, llamaremos a

PPp(A) = {f € Pn/po;p1,- -+ ,Pk € Pm; f(z) = pi(x);z € [;;4=0,--- , k}
espacio de polinomio por partes de orden m (grado m — 1) con nodos vy, - - - , Y.

Definicién 2.2. Sea {u;} un conjunto de funciones definidas en un intervalo I, y

sea ti,ta, -+ ,t, puntos en [ tal que t; < t3 < --- < t,,, se define

u1(t1)ua(t1) -« - um(t1)
1,y tm uy (t2)uz(tz) - - - um(t2)
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Definicion 2.3. Dados los puntos a = t; < tp < -+ < t,41 = b y la funcién f
definida en [a, b] se define la diferencia dividida de orden r para los puntos ¢, - - - , t,41

por

( tlat2s°°° ’trat‘r+1
D
1)1:," » T z™ 1 f
[t1, - tra]f = ( /
o ta e )
1,:1;,.. -, T )
Definicién 2.4. Sea [a,b] un intervalo cerrado finito, y sea A = {y;}¥ con
a — Y < 1 < - < Y < Yr+1 = b una particion en k + 1 intervalos
L — [y, yinal;i = 0,1,--- ,k — ;I = [yx,¥k+1] y m un entero positivo con
M = (my,---,my;) un vector de enteroscon 1 <m; <m,i=1,2,--- k.

S(Pp,M,A) ={S : 50,51, ,Sx € P,,/S(z) = Si(z) paraz € [;,1 =0,1,--- ,ky
DjSi—l(yi) = DjS,-(y,—) para j=0,1,--- , m—1—-m;,i=1,2,--- ,k}

es el espacio de polinomios splines de orden m cuyos nodos ¥;,¥2, - ,Yx Son
de” multiplicidad my,mg, - ,my respectivamente. M = (mq,ma, -+ ,m;) es el
vector multiplicidad que nos permite controlar la suavidad de los splines en los

nodos.

Para m; = m los polinomios S;_; y S; son discontinuos en z;.

Ejemplo 2.1. Si M = (m,m,--- ,m) entonces
S(Pm, M,A) = PPy(A)

Donde PP,,(A) es el espacio de polinomios por partes. O

Ejemplo 2.2. Si M = (1,1,---,1) entonces

23



Donde S;,(A) es el espacio de splines de orden m con nodos simples, es decir el

Sm(A) es un subespacio de C™?|a, b)]. O

Definicion 2.5. Sea --- < y_1 < yo < y1 < y2 < --- una secuencia de nimeros

reales, dado un entero i y m > 0 definimos

D)™y, Yirm) (T — )T L4 < T < Yirm

0, en otro caso

B (z) =

Para todo real z, llamaremos B-Spline de orden m asociado con los

nodos i, * , Yitm-
Ejemplo 2.3. Si m = 1 entonces

1
1 — Yi+1— Vi
B;(z) = HHTE
0, en otro caso

Y < T < Y

Teorema 2.1. Seam > 2,y; < Yitm,VZ € R

(z — %) B H(z) + (Yi+m — ) BF7 ()

B:n(.’L‘) - Yitm — Yi

Demostracion
Observe que (z — y)T ' = (z —y)(z — )

Aplicando la regla de Leibnitz’s para diferencias divididas de un producto

Bi*(z) (=)™ Yirml(z — )T
= (D)™l — Y+ > Yirml(x —y) T2

+(=1)™[ys, Yir1) (T — Y)Wit1, > Yirm) (T — Y)T 2
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Ademais

Reemplazando en B*(z)

Vi

B*(z) = (z-— yi)y_+ = {[i s Yirm-1](E = ¥)T7% = Wir1, -+ » Yirml (T — ¥)T 72}
+(=1)™ ¥, Yir1) (T — V[Wir1, - > Yism)(z — Y) T2
r—Y; -1 T —Y -1
@) = S Broie) - { el - +—} —1ym
Yiem — Yi (@) [ +ll v) Yivm — Yi (=1
[Yit1,° "+ Yigm](z — ¥)T72
m T—Y 1 T—Yiy1 — T+ Y; T—Y; -1
B*'(z) = ———B" (:c—{ + }B{” T
Yi+m — Yi ) Yi+1 — Yi Yi+m — Yi ()
Br@) — E=WBIT@) + Gam = 2)BE (@)
Yiem — Ui
|
Teorema 2.2. Sea y; < ¥iym ¥ D4 el operador derivada por la derecha, entonces
m — 1)[B"* (z) — B{!
Yiem — Yi
Demostracion:

Si ¥; 0 Yit+m tienen multiplicidad m, la demostracién es trivial, sino

(_l)m[yi1 Tt ,yi-{-m]D-{-(-T - y)+

(D)™ [yir1, -+ Yirm](m — 1)(z — y)T
(=1)™(m = 1) {{#+1, -

-1

m—2

S Yirm] (T — 3/)+—2 — (v, -

L Yirmo](@ — Y)T %)

Yi+m — Yi
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Figura 2.1: B-Spline de Oden 1

Definicién 2.6. Sea

N™(z) = (Yirm — ¥:) B ()

donde B" es el B-Spline segun la definicién (2.5), llamaremos a N/™(z) el B-Spline

normalizado asociado con los nodos ¥;, ¥it+1,*** » Yitm-

Ejemplo 2.4. Para m = 1 el B-Spline normalizado asociado con y; < ¥;+1 €8

1,y <z < Yit1
Nz'l(x) = v -

0, en otro caso

Teorema 2.3. Seam > 2, ¥; < Yitm,VZ € R

Nr@) = (228 M) + (St ) aa)

Yivm—-1 — Yi Yi+m — Yi+1

Demostracion: Segin la definicién (2.6)

Por teorema (2.1)
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Propiedad 2.1. Los B-Splines normalizados cumplen lo siguiente:

1. Soporte Local
N™(z) = 0,Yz & [Yi, Yitm|

Probemos por induccién, para m = 1, se cumple por definicién
N}(z) =0,z ¢ [y, ¥i+1[ Supongamos ahora que se cumple para m = k

tendremos

NF(z) = 0,Yz & [Ui, Yisk|

NE.(z) = 0,Vz & [Yi+1) Yitk+1

Por teorema (2.3)

para = € [y, Yi+k+1] se obtiene que NF*1(z) = 0.

2. No negatividad

Probemos por induccién,para m = 1, se cumple por definicién
N}(z) = 1,Vz € [y;, i |-

Supongamos ahora que se cumple para m = k

N,-k(x) 2 0’ Vz € [yiayi+k[

Niﬁ1($) > 0,Vz € [Yi+1, Yirksl

ademés para z € (i, Yi+k+1(

TTY% 5 9
Yitk — Yi
Yitk+1 — T > 0

Yitk+1 — Yi+1
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por tanto por el teorema (2.3)

Teorema 2.4. Los B-Splines normalizados forman una particién de la unidad, es

decir ;
D NPM(z) =1,z € [y;, Yl
i=j+1-m
Demostracion:
Demostremos utilizando induccién matematica, para m = 1 se cumple, por el

ejemplo(2.4). Ahora asumiremos que se cumple para B-Splines de orden m — 1,

entonces por recursion tendremos que

J

S NMz) = D [(@-3)B @) + (Yiem — 7)BIT (@)

i=j+1-m i=j+1-m
J
= 2 [@-%+tima—2)B ' (2)]
i=j+2—m
J
= Z NHz) =1
i=j+2—m
[ ]
2.2. Calculo de los B-Splines Normalizados
Asumiendo que {yo,¥1, - ,¥n} €s el conjunto de nodos con y; = ¢ es

decir {0,1,--- ,n}.
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. B-Splines Normalizados Constantes

Para m = 1 tendremos

1,z € [i,i+1]

0, en otro caso

. B-Splines Normalizados Lineales

Para m = 2 tendremos que

Ni(z) = SNy + 22T N1y
o () = o(z) — 1 (z)
= zN}(z)+ (2 — z)Ni(z)

z,0<z <1

= 2—z,1<z<?2

0, en otro caso

N2(z x_lelx-}—ys_lex
Ha) = U Nl + BN
= (z—1)N{(z) + (3 — z)N; ()
t—1,1<z<?2
= 3—z,2<z<3

0, en otro caso

Analogamente tendremos que

r—2,2<z<3
Nf(:c) == 4-z,3<z<4

0, en otro caso

Con lo que N?(z) = Ni(z — i)
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Figura 2.2: B-Spline Lineales

3. B-Splines Normalizados Cuadraticos

Para m = 3 obtendremos

T — Yo Ar2 Y3 — T .2
Ni(z) = Nj(z) + N{(x
@ = TENE) + BN ()
3 —
= ZN¥(z)+ =5 Ni(z)
2 2
( ‘”2—2,05:1:<1
= S_z-331<z<2
L_2"'L2,2<:i;<3
0, en otro caso

\

Ademéds N3 (z) = N3(z — 1)
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YA

0,75

Figura 2.3: B-Spline Cuadraticos

4. B-Splines Normalizados Ciibicos
Para m = 4 obtendremos
T — %Y 3 Yas — 3
= Ny (x) + ) Ni(z
(m—w) 2 (w—yl (%)
4 —
= INM(@) + 5N (@)

3
Z£0<z<l
$(—3z3+ 1222 - 12z +4),1<z <2
= 4§ (8% —242% + 60z — 44),2< < 3

%(4—x)3,3§$<4

r

0, en otro caso
2 0<z<l
§B82-x)P*-6(2-12)2+4),1<z<2
= ¢ 28z —22—-6(z—2)%+4),2<z<3

$4—2)83<z<4

0, en otro caso
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Con lo que

’f(l—x),OSa:<1
92 -1z),1<z <2
Ny(z) = { gz —2),2<z<3
flx—3),3<z<4

0, en otro caso

Donde

fl@) = g-op

gz) = é(3z3—6x2+4)

N (z) es simétrica con respecto a = = 2.

Definicién 2.7. Una curva B-Spline ¢(z), es definida por

donde

n
e(z) =) piNT(), T € [Ym-1, Ynta|
1=0

1. {p; : 1 =0,...,n} son los puntos de control o puntos de Boor.
2. m es el orden de los B-Splines normalizados y m — 1 su grado.
3. {yi:i=0,...,n+ m} es el conjunto de nodos con y; < y;+1

4,
Lz € [i,¥is1|

0, en otro caso

Nil(fB) =

Sim>1
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Si algin denominador es cero entonces toda la fraccién debe ser

considerada como cero.

Para la eleccién de los nodos y con la finalidad de interpolar en los puntos extremos

elegiremos el vector de nodos estandar o de Clamped, definida por

0,2 <m

n—m+2,i1>n

Donde

0<i<m+n
0<z<n—-m+2

con lo cual vemos que necesitamos n +m + 1 nodos y n + 1 puntos de control para

tener una curva de grado m — 1, de la desigualdad anterior se tiene que n+ 1 > m.
Teorema 2.5. (Algoritmo de De Boor)

Dada la curva B-Spline

c(z) =D piN™M(x), T € [Ym—1, Yns1

i=0
si definimos
pi;J =0
it = -1 —; i=1) ().
(=) P70 (@) + (i) P @) 21

Entonces =
cx)= > p"D(@)N ),z € [Ym-1, Ynt1l

t=m-—1

Siz € [y, Yk+1[, Kk =m — 1,...,n entonces c(z) = pfcm_l)(:r)
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Demostracion:
Sea c(z) = Z,_rpzr)(x)Nm "(z) donde r = 0,1,...,m — 1
Probemos por induccién, si 7 = 0 entonces c¢(z) = ) oo pi(z) N ().

Supongamos ahora que se cumple para r = m — 2, es decir

c(z) = Z p" 2 (z) N2 (z)

() = pi,':‘_ Dz )(&) L@+ Y B )(

Ym—-1 — Ym—2 it

S e ) (G2 ) @) + (y—) N2 (@)

i Yi+2 — Yit1 Yn+2 — Yn+1

) N} (z) +
Yi+1 — Yi

Como Z € (Ym—1,Yn+1] se tiene que N} _,(z) = 0 y N} ,(z) = 0, ademds si

cambiamos de indices tendremos

@ = Y A )(ym . )Nl(x)+ > AT (gjjj_y_) N} (@)

i=m—1 i=m-—1
: i=m—1 Yi+1 — Yi 'l,+1 - y‘l.
o(z) = Z P (@) NHE); 2 € (Y1, Yt
Como
1 =m-1,...
Ni(z) = y TE WYk Ukr1Lk=m—1,..,n

0, en otro caso

c(z) = p™ V(2),Z € [Yks Vel

Propiedad 2.2. Las curvas B-Splines cumplen lo siguiente:
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1. Interpolacién en los puntos extremos

c(Y0) = po; c(Yn) = Pn

Segtn la definicién (2.7)

por teorema (2.4) y considerando el soporte de los B-Splines tendremos

c(yO) = Do; c(yn) = Pn—m+1

si consideramos el vector de nodos estdndar(Clamped) en donde los

nodos extremos son de multiplicidad m entonces

c(yn) = DPn-m+1 = Dn

En particular, si el soporte {0,...,0,1,...,1} con m ceros y m unos, la

curva B-Spline es una curva de Bezier, ya que

k—1\ . .
Nf(t) = ti(1—t)k 17" = BF1(¢),i=0,...,k—1

2. Control Local

Sea la curva B-Spline con puntos de control pg, pi, ..., Pn
c(z) =Y PN (2)
i=0

y sea ¢(z) la curva obtenida cambiando un iinico punto de control,

digamos pi

n
&(z) =D PN (z),pi = Piri £ k
=0
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la diferencia entre ambas curvas sers

Segun la propiedad (2.1) tenemos que N*(z) = 0,Vz € [yk, Yk+m[ €n-
tonces

&(z) — c(z) = 0,VZ & [k, Yrml

esto significa que ambas curvas son idénticas salvo en el intervalo

[Yks Yk+m [ Sabemos que 0 < N™(z) < 1,Vz € [yo, Yn+m] con lo cual
|| &(z) — c(z) 1=l B — pr || Ni*(z) <l B — & |

. Combinacién afin
j
cx)= > BNM)j=m—17 € [y Yl

i=j+1-m

es una combinacion afin de sus puntos de control ya que por el teorema

(2.4)
| > M@ =1

. Invarianza afin

Por teorema (1.1), la curva B-Spline normalizada
J
cx)= Y PNM@)ij=m—1z € [yl

i=j+1-m

es afin invariante, es decir, siendo

¢: R" — R"
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una transformacién afin
J
dlc(z) = > ()N (x)
i=j+1-m

5. Combinacién convexa

J
c(x)= DY pNx);j=m— Lz € [y ¥l

t=j+1—-m

es una combinacién convexa ya que es un combinacién afin y

NP (z) > 0.

Definicion 2.8. Una superficie B-Spline es definido por

S(u,v) = Z Zp,-ij(u)N;-’(v)

i=0 j=0

donde Nf(u), N} (v) son B-Spline de orden p y ¢ respectivamente y p;; son los puntos

de control.

Propiedad 2.3. En una superficie B-Spline se cumple las siguientes propiedades:

1. Interpolacion en las esquinas de la malla de control, es decir

S(0,0) = Poo
S(O,l) = Pom
S(I,O) = Pno
S(]., 1) = DPnm

esto se obtiene si consideramos los soportes

Su = {'U'Oa ---aur}
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Sy = {vo, ..., Us}

siendo ambos no periddicos, es decir con los nodos extremos de multi-

plicidad p + 1 y ¢ + 1 respectivamente.

2. Derivadas parciales en las esquinas de la malla de control

090) _ 53 p (P (o)

t=0 ;=0
e dN U
= S ne (T Ny
7=0 =0
para u = 0,u = 1 tendremos
35(0,v)
D e N
ou Up+1 —u Z(plg po;) NV} (v)
0S(1,v)
T e Z(pnj Pr-1,3)Nj (v)

3=0

Para v = 0,v = 1 tendremos

w = ﬁ(?m-l’oo)
T = ol
Th = a0

esto significa que las curvas isoparamétricas v = 0 y v = 1 son tan-
gentes a los segmentos primero y ultimo de los poligonos formados por

P005 P10y -+ Pnm Y Poms Pim, ---» Pnm Tespectivamente.
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3. Control Local

Si un punto de control px, es modificado a P, entonces

S(u,v) — S(u,v) = (Pkn — Prn) NE (w) NE (v)
donde Ng(u) # 0 para u € [uk, ukp[ ¥ NE(v) # 0 para v € [Un, Vhtql,
es decir las superficies sélo se diferencian en [uk, Uk4p[X [Vh, Vhiq[-

4. Se encuentra en la capsula convexa
Sea u = @ € [ug, Ug41[,V = T € [Up, Up+1[ los unicos B-Splines no nulos

son Nf_(u), Ng_py1(w), ..., Ng(u) y Ni_ (v), N]_ 11 (v), ..., N}(v) con

lo cual . .
S(@,)= ) Z i NP () N{(0)
i=k—p j=h—

k h
con NP(u)N¥(v) = 1; NP(u)N?(v) >0
Z Z t ) J ) 1 ) j )

i=k—p j=h—q
es una combinacién convexa sélo de los puntos de control p;; con
k—p <1i< k,h—q < j< h,en consecuencia S(@,?) se encuentra

en la cdpsula convexa de sus puntos de control.

5. Invarianza afin

Ya que S(@,7) = Z:.;k_p Z;;h_q NP(@)Nj(v) = 1 entonces S(u,v) es
una combinacion afin, por lo tanto para efectuar una transformacion
afin basta con realizarla sobre los puntos de control y combinar los
transformados con las funciones base para obtener la superficie trans-

formada.

6. Superficies de Bezier como B-Splines
Si los soportes no contienen nodos interiores, es decir,
S. ={0,...,0,1,..,1}, 0 y 1 de multiplicidad p y S, = {0,...,0,1,..,1}, 0

y 1 de multiplicidad g entonces la superficie B-Spline es una superficie
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de Bezier de orden pzq, porque los B-Spline asociados a cada soporte

son los polinomios de Bernstein.

2.3. Curvas Racionales

Las curvas polinomiales son incapaces de modelar circunferencias y to-
das las secciones cénicas ya que no pueden representarse de forma paramétrica como
un polinomio, por ejemplo una circunferencia de centro (0,0) y radio 1 es parame-

trizada por

. - 1—¢?
o142
2t

Yy = 15

2.4. Curvas Racionales como Proyecciones

Una curva racional en el plano es aquella con ecuacién paramétrica

r = PO

- w
c(t) = Q((:))
Y= 350

donde t € [a,b] y P(t),Q(t), W(t) y S(t) son polinomios.

Supongamos que W(t) = S(t) y reemplazando en la curva c(t) tendremos que

o= PO
C(t) == wi(t
Y=wo
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Figura 2.4: Proyeccién sobre el plano Z =1

Consideremos ahora la curva polinomial &(t) en R® donde

z = P(t)
ct) = | =0
z=W(t)

Si proyectamos la curva sobre el plano Z = 1 utilizando el origen como centro de la

proyeccion, es decir si (Zo, Jo, Zo) €s un punto de &(t), entonces la proyeccién es

Zo
To = —
20
Yo
Yo = —
20

Por lo tanto la proyeccién sobre el plano Z = 1 de la curva polinomial &(t) definida

en R3 es la curva racional c(t).
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2.5. Curva Racional de Bezier

Definiciéon 2.9. Sean px para k =0, ..., n los puntos de control, entonces

n

e(t) = > puRE()

k=0

es llamado Curva Racional de Bezier, y para k =0, ...,n los

son las funciones base de la Curva Racional de Bezier, Bi(t) son los polinomios de

Bernstein y los wg > 0 son llamados pesos.

Propiedad 2.4. Las Curvas Racionales de Bezier cumplen las siguientes propieda-

des:

1. Interpolacién de los puntos de control extremos.
c(0) = po

c(1) = pa

2. Tangencia al poligono de control en sus segmentos extremos.

’ w
c(0) = n—(p1—po)
Wo
' Wp—
c (1) = N ,:)nl(pn —pn—l)

3. Las funciones base son una particién de la unidad, es decir

> Rty =1
k=0
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. La curva se encuentra en la cdpsula convexa de sus puntos de control

ya que
Ri(t) >0,k=0,...,n

esto debido a que los pesos wy son positivos.

. Control Pseudolocal
Si se modifica un punto de control digamos p; para ¢ = 0, ..., n la nueva

curva se diferencia de la original en un miltiplo de R} (t)

c(t) — &(t) = (pi — P:) R (2)

La funcion R?(t) alcanza unicamente un méximo en [0, 1], por lo tan-
to, en valores del pardmetro t lejanos a este maximo la diferencia es

pequena.

. Invarianza Afin
Para efectuar una transformacién afin, basta con aplicarla sobre los
puntos de control y obtener con ellos la curva transformada, esto debido

a que las funciones base forman una particién de la unidad.

. Secciones Cénicas
Todas la secciones cénicas (pardbolas, elipses e hipérbolas) son curvas
racionales de Bezier formado por una division de polinomios de segundo

grado.

. Si los pesos son wy = 1,k = 0, ...,n obtenemos la curva de Bezier, esto

debido a que el denominador de Rg(t) es uno

S weBp(E) = > BE(t) =1
k=0

k=0
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2.6. Superficie Racional de Bezier

Definicién 2.10. Sean los p;; con 2 =0,...,ny j = 0,...,m los puntos de control,

entonces

u ’U) Z Z Pij an (u1 ’U)

=0 j=0

es llamado Superficie Racional de Bezier con

w;; B} (v) B} (v)
2o E?:o w;; B} (u) B (v)

nm __
Rp™ =

denominado funcién base de la Superficie Racional de Bezier, B}(u), BJ*(v) son

polinomios de Bernstein y w;; > 0 son los pesos.

Propiedad 2.5. Las Superficies Racionales de Bezier cumplen las siguientes pro-

piedades:

1. Las funciones base son una particién de la unidad.

ZZ RE™(u,v) =1

i=0 ;=0

2. Es una combinacién convexa de sus puntos de control.
3. Si w;; = 1 tendremos la Superficie de Bezier.

4. Es invariante bajo transformaciones afines.

Si en particular v = ¥ seria una curva contenida en la superficie.
Las curvas racionales mas usadas son las conocidas como NURBS incluyen un peso
al igual que las Curvas Racionales de Bezier que le da al usuario un grado de libertad

adicional para tener un mayor control sobre la curva.
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Figura 2.5: Contorno

2.7. Curva NURBS

Definicion 2.11. Sean p, para kK = 0,...,n los puntos de control, entonces
c(t) =D pQR(2)
k=0

es llamado Curva NURBS, y para k =0, ...,n los

mey . WeNE(2)
WO = s o Nr

son las funciones base de la curva NURBS, N;*(t) son los polinomios de B-Spline

Normalizados y los wy > 0 son llamados pesos.

Propiedad 2.6. Las curvas NURBS cumplen lo siguiente:

1. Interpolacién en los puntos extremos

WoPo
c(0) = = Do
Wo
WnPn
1 = — = Dn
c(1) v, —P

2. Tangencia al poligono de control en sus segmentos extremos

Expresando las curvas NURBS como divisién de curvas B-Spline polinomiales
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con puntos de control {wipkx} y {wk}:

© =
) _ W@®)S(t) = W' (£)S(¢)
c(t) = WED)

De donde

) W (0)S (0) — W' (0)S(0
co) = YO (Vzﬂ(o) (0)S(0)
woS (0) — W' (0)wopo
wh
S,(O) — WI(O)po
Wo

Por derivada a de B-Spline no racional

S'(0) = c(wip —wopo), c € R
W'(0) = c(w, —wp),c€R
Entonces

c(w1p1 — wopo) — (w1 — wo)po’C cR
Wo

c(0) =

w1
= C— o
wo (p1 — Do)
y analogamente

c’(l) — P

W
L (pn - pn_1),7‘ €ER
Wn

Por lo tanto la curva es tangente al primer y iltimo segmento del poligono de

control.
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3. Control Local

Si el punto de control p; es modificado a p;, la diferencia entre las curvas es

Lj:o w, 1 'e’ (L)

entonces ambas curvas son iguales para t ¢ [t;, t;+n[ ya que
N(t) = O para t ¢ [tj,tjin[, los mismo ocurre si se modifica un peso

w;, 7 =0,..,n.

4. Las funciones base son una particién de la unidad, es decir

doQr@) =1
k=0

5. La curva se encuentra en la ciapsula convexa de sus puntos de control ya que
QR(t)=>0,k=0,...,n

esto debido a que los pesos wy son positivos.

6- Si los pesos w; = 1,Vi = 0,...,n entonces la curva NURBS es igual a la curva

B-Spline.

7. En un nodo de multiplicidad 74, una curva NURBS es de clase C™ 7+"1,

2.8. Superficie NURBS

Definicién 2.12. Sean los p;; con ¢ = 0,...,ny j =0, ...,m los puntos de control,

entonces

c(u,v) = Z Zp,-ng‘-’(u, v)

=0 ;=0
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Figura 2.6: Superficie

es llamado Superficie NURBS con

)

denominado funcién base de la Superficie NURBS, Nf(u), N](v) son polinomios de

B-Spline Normalizados y w;; > 0 son los pesos.

Propiedad 2.7. Las Superficies NURBS cumplen lo siguiente:

1. Las funciones base son una particiéon de la unidad.

2D Qi) =1

i=0 j=0

2. Es una combinacion convexa de sus puntos de control.
3. Si w;; = 1 tendremos la Superficie de B-Spline.

4. Es invariante bajo transformaciones afines.

Las superficies NURBS son generalizaciones de las superficies racionales y polino-

miales. Si en particular v = % seria una curva NURDBS cont nida 'n la superficie

NURBS.
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Mediante NURBS se puede modelar todo tipo de contornos que se pueden hacer
mediante B-Spline pero cuando se desea obtener una circunferencia o una cdnica es
necesario usar NURBS ya que su parametrizacién es mediante la siguiente divisién

de dos polinomios cuadraticos

o(t) = Pol = %) + 2wpit(1 — t) + pyt?
(1—t2) + 2wt(l — ¢) + &2

Donde el peso w > 0 determina el tipo de conica.

Ejemplo 2.5. Circunferencia como composicién de tres arcos
Necesitaremos siete puntos de control (n = 6) y como es una divisién de dos
polinomios cuadréticos, el orden es tres (m = 3), por lo tanto se necesita m+n+1 =

10 nodos, consideremos los siguiente nodos

con puntos
31 V31
Po - (%—’ 5) 1= (0, 2)’p2 = (_7’ 5) yP3 = (_\/51 —1)1p4 . (0’ _1),p5 = (\/g’ _1)

ademads pg = po lo cual nos permite cerrar la curva, y por cada punto de control

asignemos los siguientes pesos

1 1 1
wo = 1,w; = 5 W2 = 1, ws =5 Ws = 1, ws = 5 We = 1

Ejemplo 2.6. Circunferencia como composiciéon de cuatro arcos
Necesitaremos nueve puntos de control (n = 8) y orden tres (m = 3), por lo tanto

se necesita m + n + 1 = 12 nodos, consideremos los siguientes nodos



Figura 2.7: Circunferencia con siete puntos de control

con puntos

Do = (1’0)1p1 = (11 1),p2 = (O’ 1):p3 = (_1’ 1)’p4 = (-1,0),]35 = (—1’ —1)

- De = (0) _1);107 = (11 _1),108 = DPo

y por cada punto de control asignemos los siguientes pesos
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Figura 2.8: Circunferencia con nueve puntos de control

2.9. Aproximacion del Contorno de un Objeto

Si tenemos el contorno original de un objeto representado por la figura
(2.9), en el diseno del contorno muchas veces se presentan casos de deformaciones
o desgastes en los cuales es necesario contar con curvas que nos permitan corregir

este defecto pero sin perder la suavidad de esta, veamos dos casos:

2.9.1. Caso 1: Contorno con diferente concavidad

Un primer caso de esta prueba seria el contorno dado en la figura (2.10)
en el cual se muestra un contorno alterado que puede ser producto de algiun des-
gaste o rotura del objeto y el las figuras (2.11), (2.12) , (2.13) y (2.14) diferentes
aproximaciones utilizando la curva NURBS.

La curva NURBS permite la asignacion de pesos a cada punto de control, en este
caso se observa que para pesos menores a la unidad la curva se aleja de los puntos,

ademaés es necesario que en la zona de falla se tenga un nimero limitado de puntos
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ya que cuando existen muchos puntos de control no es posible alejar la curva de
dichos puntos, el cambio en el grado también es un dato a tener en cuenta ya que

influye en la forma de la curva.

2.9.2. Caso 2: Contorno con la misma concavidad

Consideremos ahora el caso en el que el contorno obtenido sea producto
de una deformacién del objeto pero con la misma concavidad que presenta el diseno
de la curva original como se observa en la figura (2.15) los puntos de control se han
tomado de tal manera que se tenga el minimo nimero en la zona deformada.

De acuerdo a esta disposicién, los pesos de cada punto se deben elegir de tal manera
que la curva se aleje lo necesario de los puntos de control para asi aproximarla al
contorno y de la falla, ahora ambas tienen la misma concavidad, para ello se han

realizados varias pruebas como se observa en las figuras del (2.16) al (2.20).

2.9.8. Conclusiones

1. La aplicacién de las curvas NURBS constituyen un buen método de aproxi-
macién al momento de disenar contornos con desgaste o deformacionnes. La

aplicaciéon de los métodos de ajuste es del tipo local.

2. La falla y la zona del contorno involucrada deben tener la misma concavidad

para garantizar un mejor resultado.

3. Si las zonas de falla y presentan la misma concavidad de la curva original
podemos aplicar el método de ajuste con NURBS, se debe tomar el menor
numero de puntos posible dentro de la zona de falla y definir puntos de control

en el inicio y fin de la misma.

4. La suavidad de la curva se consigue también seleccionando un mayor grado para
el polinomio y dandole pesos méas bajos a aquellos puntos que deben alejarse

mas de los puntos de control.
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Aproximacién con Curva B-Spline sin interrupcién de contorno

F{ gt T T
| | /\
v \\
e o
2 3
(o] (o]
X: ] A | | L ]I’““” } -l
P
ol ERICa BE ¥
Num{{ Ediurileonar’li Sali :
R ST R ST OO | i i

Figura 2.9: contorno de un objeto

Aproximaciéon con Curva B-Spline con Interrupciéon de Contorno con Diferente
Concavidad

x: i v 7

Figura 2.10: Caso 1 de contorno de un objeto
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Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=5)con
pesos: [1 1 0.01 1 1] y la interrupcién tiene diferente concavidad

{ZJ NURBS an 20
- T
. .~
/
—_—
_“'"-——_.______'_\—
x: (350 ‘v: {5 B ‘ “"T—' R
' {
bl ' 2 n@%'ﬂ'
i"“"{!““"hm'“ swi

Figura 2.11: Primera Aproximacién

Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=5) con
pesos: [1 0.5 0.01 0.01 0.01 0.5 1] y diferente concavidad
.

L

X: 1350 {v: 8o |

P 001 ]

Figura 2.12: Segunda Aproximacién
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Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=7) con
pesos: [1 0.5 0.01 0.01 0.01 0.5 1] y diferente concavidad

| humasenzo
f

I A
/

L

REE |
Bomr!gvsnwi

Lozl f

ol ;;jgiﬁi

| Nuevo || Edita: |
barel e )

Figura 2.13: Tercera Aproximacion

Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=5) con

pesos: [1 1 21 1] y la interrupcion tiene diferente concavidad

3 nurss en 20 : 6, - oW

Figura 2.14: Cuarta Aproximacién

59



Aproximacion con Curva B-Spline con Interrupcion de Contorno con la Misina

Concavidad
(O nuras en 20 3 s . 8 . kNIRRT Y.
Iﬁx //‘
Y \\
4
3’\

x: ! T |07 SRR A R
Pl ,'__1' ‘?: ‘:#.

lm;‘ﬂmri ":i""‘;

Figura 2.15: Caso 2 de contorno de un objeto

Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4) con pesos: (11021 1]y la
interrupcion tiene la misma concavidad

ElwResen20 -

Figura 2.16: Quinta Aproximacién
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Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=5) con
pesos: [1 0.2 0.2 0.2 1] y la interrupcién tiene la misma concavidad

(3 murBs en 20 .

Figura 2.17: Sexta Aproximacién

Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=5) con
pesos: [1 121 1] y la interrupcién tiene la misma concavidad

CInvRasen2D = - T, T 2 = ™

x: jiso iy 38 1

p: 20 )

Figura 2.18: Sétima Aproximacién
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Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=5) con
pesos: [1110.211 1] yla interrupcién tiene la misma concavidad

_— s

X: 530 |v: 180

P: 1; | “ -_] \gh@”g

Mma : Edutar ! Bomt sahv‘

| i NS

Figura 2.19: Octava Aproximacién

Curva B-Spline(AZUL, m=4); NURBS(ROJO, m=4); NURBS(NEGRO, m=7) con
pesos: [1 0.2 0.01 2 0.01 0.2 1] y la misma concavidad

[ nurss en 20

x: 530 . v: {180 |

P: 02 .

Figura 2.20: Novena Aproximacion
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3 CONSTRUCCION DEL SISTEMA

Para construir el sistema primero debemos realizar el andlisis y diseno
de los algoritmos, para ello vamos a utilizar el diagrama N-S (Nassi - Schneiderman),
luego para la implementacién hemos elegido herramientas de software libre(Lenguaje
de Programacién Java y el Gestor de Base de Datos MYSQL) y para la programacién
la técnica de la programacién orientada a objetos (POO).

El sistema debe permitir através de una interfaz amigable ingresar puntos de control

y sus pesos respectivos, luego podremos elegir que tipo de curva o superficie graficar.

3.1. Algoritmos

Los principales algoritmos para la construccion del sistema son los que
nos permiten graficar las curvas de Bezier, la curva B-Spline y la curva NURBS ya
que para la grafica de superficies lo que haremos es proyectar estas curvas en los ejes
X. Y del espacio tridimensional y graficar curvas paralelas a la curva obtenida en el

eje Z.

3.1.1. Para graficar la curva de Bezier
Dada la curva de Bezier

c(t) = ipkB,’:(t),n € N,t e [0,1],k € {0, ...,n}

k=0
Donde px son denominados los puntos de control de la curva de Bezier y Bg(t) son

los polinomios de Bernstein.
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definidos por

n n k n—k
B t) = t*(1—t)"* te[0,1,k=0,1,..,n
k
donde
n\ _ k—(-;—‘jc)—k € {0,1,...,n}
k 0, en caso contrario

El algoritmo permitira para valores de t que iran de 0 a 1 con intervalos de longitud
muy pequenios obtener puntos en el plano los cuales se uniran mediante segmentos

de recta y formaran la gréfica de la Curva de Bezier.
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Inicio del algoritmo

Entero: n=nro. de puntos de control -1 , coefBin[n+1], coeficiente

Real: factor, cdX, cdY, coefBez[n+1]

Para k=0 hasta k<n aumentando en 1 hacer

coeficiente=1, f2=1

Para f1=n hasta f1>k disminuyendo en 1

coeficiente = coeficiente*f1 / f2

f2=f2 + 1

coefBin[k]= coeficiente

Figura 3.1: Diagrama N-S para la Curva de Bezier
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Para t=0 hasta t<1 incrementandose en 0.001 hacer

Para k=0 hasta k<n hacer

factor=coefBin[k]

Para i=n hasta i>k disminuyendo en 1 hacer

factor = factor*t

Para j=0 hasta j<i incrementando en 1 hacer

factor = factor*(1-t)

coefBez[k]=factor

Figura 3.2: Diagrama N-S para la Curva de Bezier
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cdX=cdY=0

Para i=0 hasta i<n incrementando en 1 hacer

cdX=cdX + pX[iJcoefBez[i]

mover al punto

cdY=cdY + pY[i]JcoefBez|i]

(cdX, cdY) Trazar linea al punto (cdX,cdY)

Fin del algoritmo

Figura 3.3: Diagrama N-S para la Curva de Bezier
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3.1.2.  Para graficar la curva B-Spline

Recuerde que una curva B-Spline ¢(t), es definida por

C(t) = ZpiNim(t)a te [ym—ly yn+1[
=0

donde

{p; : 1 =0,...,n} son los puntos de control o puntos de Boor.
m es el orden de los B-Splines normalizados y m — 1 su grado.

{y::©=0,...,n+ m} es el conjunto de nodos con y; < ¥Y;+1

1,t € [y, s
N(e) = [Yi» i1

0, en otro caso

Sim>1

Si algin denominador es cero entonces toda la fraccion debe ser

considerada como cero.

El algoritmo permite primero obtener los nodos luego para los B-Spline Norma-
lizados utilizaremos algoritmos recursivos y finalmente con intervalos de longi-
tud pequeiia obtener los puntos en el plano que seran unidas por segmentos de

recta para generar la curva B-Spline.
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Real: d1, d2,N=0

d1=y[k+m-1]-y[k]

Si

| N=(t-y[K])N(k,m-1,t,y)/d1

d2=y[k+m]-y[k+1]

N=N+(y[k+m]-t)N(k+1,m-1,t,y)/d2 ‘

no

Figura 3.4: Diagrama N-S para el Método N(k,m,t,y)

Si

Para i=0 hasta i<n+m con i=i+1 hacer

y[i]=0

yli)=i-m+1

n+1>=m

/o

ylil=n-m+2

Figura 3.5: Diagrama N-S para el Método generaNodos(n,m,y)

65




Inicio

Entero: n=nro.ptos.control -1, m=4, y[n+m+1], ubicacion=0
Real: cdX, cdY, incremento=(n-m+2)/100

generaNodos(m,n,y)

Para t=0 hasta t<n-m+2 con t=t+incremento hacer

cdX« 0, cdY«O0

Para k=0 hasta k<n incrementandose en 1 hacer

cdX « cdX+pX[k]N(k,m,t,y)

cdY « cdY+pY[k]N(k,m,t,y)

ubicacion=0
si e

mover al pto. (cdX,cdY) | 1ra,4r linea al punto

(cdX,cdY)

ubicacion«ubicacion+1

Fin

Figura 3.6: Diagrama N-S para la Curva B-Spline
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3.1.3. Para graficar la curva NURBS

Recuerde que una curva NURBS c(t), es definida por: Sean px para

k =0,...,n los puntos de control, entonces
n
c(t) = ZPkQ?(t)
k=0

es llamado Curva NURBS, y para k =0, ...,n los

son las funciones base de la curva NURBS, N*(t) son los polinomios de B-Spline
Normalizados y los w > 0 son llamados pesos.

Para graficar esta curva haremos uso de los métodos creados para generar nodos y
para calcular los B-Spline Normalizados, la diferencia de esta curva con respecto a
la curva B-Spline es que esta nos permite asignarle pesos distintos a la unidad que

nos permitira acercar o alejar la curva de los puntos de control.
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Inicio

Entero: n=nro.de puntos de control-1, m=4, y[n+m+1], ubicacion=0
Real: cdX, cdY, sumparcial, incremento= (n-m+2)/100

Para t=0 hasta t<n-m+2 con t=t+incremento hacer

sumparcial=0

Para i=0 hasta i<n incrementandose en 1 hacer

sumparcial = sumparcial+wk[i]N(i,m,t,y)

cdX=cdY=0

Para k=0 hasta k<n incrementéndose en 1 hacer

cdX=cdX+pX[k]Jwk[k]N(k,m,t,y)/sumparcial

cdY=cdY+pY[kJwk[k]N(k,m,t,y))/sumparcial

S no

Mover al punto (cdX,cdY) Trazar linea al punto (cdX,cdY)

ubicacion incrementar en 1

Fin

Figura 3.7: Diagrama N-S para la Curva NURBS
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3.2. Herramientas de Desarrollo

Para la implementacién del sistema se optd por utilizar software libre

ya que nos brinda cuatro libertades:

1. La libertad de usar el programa, con cualquier propdsito.

2. La libertad de estudiar cémo funciona el programa, y adaptarlo a cualquier

necesidad.
3. La libertad de distribuir copias del mismo.

4. La libertad de mejorar el programa y hacer piblicas las mejoras a los demas,

de modo que toda la comunidad se beneficie.

3.2.1. Lenguaje de Programacion

Se eligi6 el lenguaje de programacién Java ya que es Open Source, fue
creado en 1991 por un grupo de trabajo llamado el equipo verde, con la finalidad
de comunicar varios dispositivos con diferentes unidades de procesamiento, origi-
nalmente el proyecto se llamé Oak y luego con el surgimiento de la red mundial
el equipo de desarrollé visualiz6 que Java es un lenguaje ideal para desarrollar

aplicaciones para internet

Caracteristicas:

1. Orientado a Objetos.-Java es un lenguaje de programacion orientado a ob-
jetos debido a que su objetivo principal es comunicar objetos con otros objetos

para la solucién de un problema.
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. Distribuido.-Es distribuido ya que provee soporte para el desarrollo de apli-
caciones basadas en tecnologias como lo es RMI (Remote Method Invocation)

y CORBA(Common Object Request Broker Architecture)

. Simple.-No deja la administracién de la memoria al desarrollador ya que po-
see un recolector de basura y estda disenado totalmente orientado a objetos,
por lo que si el programador estd familiarizado con el paradigma, no resulta

complicado entenderlo.

. Multihilo.-Java permite desarrollar aplicaciones que ejecuten varias tareas

simultaneamente.

. Seguro.-No permite el uso de punteros para la manipulacion de la memoria,
en aplicaciones distribuidas no se permite escribir y leer en la maquina de los

clientes por medio de los applets.

. Independiente.-Java permite que las aplicaciones puedan ejecutarse en

diversas plataformas.

Plataforma Java

La plataforma para la ejecucién de un programa en JAVA estd formada por

la Méquina Virtual Java (JVM) y las APIs de JAVA.

Las API (Application Programming Interface) son un conjunto de bibliotecas de

clases estandar, que estdn organizadas en paquetes, formando un gran &arbol de

herencia.

Java Virtual Machine

La JAVA Virtual Machine es una méquina hipotética que emula por software

a una maquina real en el cual el compilador genera bytecodes (instrucciones de
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c6digo de méquina para la JVM), y el intérprete ejecuta y traduce los bytecodes

para cada maquina especifica.

3.2.2. (Gestor de Base de Datos

MySQL, es el sistema de gestion de bases de datos SQL Open Source
mas popular, lo desarrolla, distribuye y soporta MySQL AB. MySQL AB es una
compaiia comercial, se establecid originalmente en Suecia por David Axmark, Allan
Larsson, y Michael ”Monty” Widenius. Es una compainia Open Source de segunda
generacion que une los valores y metodologia Open Source con un exitoso modelo

de negocio.

1. MySQL es un sistema de gestion de bases de datos
Una base de datos es una coleccion estruturada de datos. Puede ser cualquier
cosa, desde una simple lista de compra a una galeria de pintura o las mas
vastas cantidades de informacién en una red corporativa. Para anadir. acceder,
y procesar los datos almacenados en una base de datos, necesita un sistema de
gestién de base de datos como MySQL Server. Al ser los computadores muy
buenos en tratar grandes cantidades de datos, los sistemas de gestién de bases
de datos juegan un papel central en computacién, como aplicaciones auténomas

o como parte de otras aplicaciones.

2. MySQL es un sistema de gestion de bases de datos relacionales
Una base de datos relacional almacena datos en tablas separadas en lugar de
poner todos los datos en un gran almacén. Esto anade velocidad y flexibilidad.
La parte SQL de MySQL se refiere a Structured Query Language. SQL es el
lenguaje estandarizado mas comiin para acceder a bases de datos y esta definido

por el estdndar ANSI/ISO SQL. El estdandar SQL ha evolucionado desde 1986

y existen varias versiones.
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3. MySQL software es Open Source
Open Source significa que es posible para cualquiera usar y modificar el softwa-
re. Cualquiera puede bajar el software MySQL desde internet y usarlo sin pagar
nada. Si lo desea, puede estudiar el cédigo fuente y cambiarlo para adapatarlo a
sus necesidades. El software MySQL usa la licencia GPL (General Public Licen-
se), http://www.fsf.org/licenses/, para definir lo que puede y no puede hacer
con el software en diferentes situaciones. Si no se encuentra cémodo con la GPL
o necesita anadir codigo MySQL en una aplicaciéon comercial, puede comprar

una licencia comercial(http://www.mysql.com/company/legal/licensing/).

4. El servidor de base de datos MySQL es muy rapido, fiable y facil de
usar
El servidor MySQL también tiene una serie de caracteristicas practicas
desarrolladas en cooperaciéon con los usuarios. MySQL Server se desarrolld
originalmente para tratar grandes bases de datos mucho mas rapido que las
soluciones existentes y ha sido usado con éxito en entornos de produccién de
alto rendimiento durante varios anos. MySQL Server ofrece hoy en dia una
gran cantidad de funciones. Su conectividad, velocidad, y seguridad hacen de
MySQL Server altamente apropiado para acceder a bases de datos a través de

Internet.

5. MySQL Server trabaja en entornos cliente/servidor o incrustados
El software de bases de datos MySQL es un sistema cliente/servidor que con-
siste en un servidor SQL multi-threaded que trabaja con diferentes programas,
bibliotecas cliente, herramientas administrativas y un amplio abanico de inter-
faces de programacion para aplicaciones (APIs).

También proporciona el MySQL Server como biblioteca incrustada multi-
threaded que puede lincar en su aplicacién para obtener un producto mas

pequeiio, rapido y féacil de administrar.
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3.3. Cddigo del Sistema

10.

11.

12.

13.

Hemos definido las siguientes clases:

Conexion.- Define los métodos que permiten la conexién a la base de datos

PC creada en mysql.

BotonesMantenimiento.- Se crea un panel de botones que permiten agregar,

modificar y eliminar puntos de control.

ProyeccionZ.-Se define las sentencias que permite la proyeccién de las curvas

definidas en el plano XY al plano XYZ.

Bezier2D.-Aqui se implementa el algoritmo para la curva de Bezier.
Spline2D.-Aqui se implementa el algoritmo para la curva B-Spline.
NURBS2D.-Aqui se implementa el algoritmo para la curva NURBS.

Bezier3D.-Aqui se implementa el algoritmo para la superficie de Bezier en

base a la curva de Bezier.

Spline3D.-Aqui se implementa el algoritmo para la superficie B-Spline en base

a la curva B-Spline.

NURBS3D.-Aqui se implementa el algoritmo para la superficie NURBS en
base a la curva NURBS.

Canva.-Es un lienzo en el cual se graficaran las curvas y superficies en base a

los puntos de control ingresados previamente.

Ventana.-Muestra una interfaz que permite observar una instancia de la clase

Canva y otra de la clase BotonesMantenimiento.

Inicio.- Muestra una interfaz que permitird ingresar el usuario y password,

estd clase valida los datos ingresados.

Principal.- Elabora un ment de opciones que permite elegir a que ventana

desea acceder, para ello hace uso de la clase Ventana y de la clase Conexién.
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El sistema solicita un usuario y un password que lo verificara con el que se encuentra
registrado en la base de datos PC creada en el el motor de base de datos MySql.

. Inicio

PoNE T

Usuario |

Password \

Aceptar

Cancelar

Figura 3.8: Ventana de Seguridad

Si el nsnario y password son correctos ingresarda al menti principal donde podremos
elegir menus (ue nos permitiran ingresar los puntos de control,observar las curvas

y superficie que estos generan.

5" T,

Figura 3.9: Menu Principal
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En esta ventana podemos mediante la eleccion de los botones ingresar, modificar o
elilninar un punto de control que se almacenaran en la tabla punto. 2d de la base
de datos PC creado en MySql,

(170, 180) (630 , 180)
o) fe)

(100 , 300)
o)

(300 , 350) (600 , 350)
(o) [e]

=

= |zl ala

'Lfnevo Editar || gorras || Sam

Figura 3.10: Puntos de Control

Base de datos PC creada con dos tablas: usuario para saber los usuarios
antorizados para el uso del sistema y puntos2d en MySql en el cual se gnardara los
puntos de control.

@ Administrador: D:\Windows\system32\cmd.exe - mysgl -u root -p

Figura 3.11: Base de datos PC



La curva de Bezier generado por los puntos de control ingresados anteriormente es

< B
\¥-__f__/,
e
o
4
o

Figura 3.12: Curva de Bezier

La curva B-Spline para los mismos puntos de control

) spline en 2D i e i e L L L LR . N R Al

4
o
2
o
X2 tvr | :)—“1'“';;'"““"'1{’—' -
S 2lela
Sabr |

| Nuevo | Editas E Borrar |

Figura 3.13: Curva B-Spline
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Asignado pesos a los puntos de control, B-Spline(azul)-NURBS(rojo)

£J nuras en 20

Figura 3.14: Curva NURBS

Apartir de la curva de Bezier se genera la superficie de Bezier mediante la proyeccién
de los puntos z e y y haciendo que z se incremente mediante una constante.

D_B-eﬂerenr-m it

Figura 3.15: Superficie de Bezier
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Con los mismos puntos generados z,y,z se obtiene la superficie B-Spline

() splineen3p

Figura 3.16: Superficie B-Spline

Asignado pesos a los puntos de control y proyectando la curva
NURBS(rojo),B-Spline(azul)

[ nuRBs en 30

T
1

B,

e

Figura 3.17: Superficic NURDBS
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4 CONCLUSIONES

Para las curvas y superficies de Bezier los puntos de control son el
epicentro de su generacion ya que constituyen el punto de partida, modelan la curva
y superficie, definen el grado del polinomio y permiten la deformacién de la misma

de forma automatica.

Pero las curvas y superficies NURBS se constituyen como la técnica de apro-
ximacién maés utilizada ya que el grado de los polinomios que la forman se puede
establecer de manera independiente de la cantidad de puntos de control y permiten
un mayor control local sobre la forma de una curva o superficie, en caso de
deformaciones o desgaste nos permite aproximarnos mediante la asignaciéon de

pesos por cada punto de control.
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