
UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA 

FACULTAD DE INGENIERIA ELECTRICA V 

ELECTRONICA 

METODO DE ANALISIS ARMONICO EN LOS 

SISTEMAS CONVERTIDORES CONTROLADOS 

POR FASE UTILIZANDO TIRISTORES 

TITULACION POR EXAMEN PROFESIONAL 

• ...,,-r - ----· 

PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL DE: 

INGENIERO ELECTRONICO 

FELIX CESAR CARRILLO CARRASCAL 

PROMOCION1 i9?5-II 

LIMA - PERU 

1996 



A mi madre: 

Maria 



11 

SUMARIO 

La mayoría de los convertidores de potencia que usan tecnología de 

semiconductores, actuan como cargas no lineales las cuales producen 

armónicos en las líneas de entrada trifásica del sistema de potencia de 

alimentación. Estos armónicos causan distorciones en las formas de las ondas y 

deben ser reducidos , especialmente en aplicaciones de grandes potencias. 

En este trabajo se desarrolla un método que combina análisis armónico con 

técnica booleana, a fin de predecir el contenido armónico en los circuitos 

convertidores. Luego, este método es usado para analizar, en forma ideal, a los 

rectificadores trifásicos controlados de 3,6 y 12 pulsos, asi como también a un 

ciclo convertidor de trifásico a monofásico cuya frecuencia fo de salida es 

mayor que la frecuencia ¡; de entrada. 

Los resultados obtenidos por este método pueden ser usados para el diseño 

de filtros, tanto a la entrada como a la salida de los convertidores, asi como 

también en la determinación de los subarmónicos y batidos de frecuencias con 

varios cicloconvertidores. 
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EXTRACTO 

Para el diseño de filtros, es necesario conocer el contenido armónico de las 

corrientes y voltajes de entrada y salida del convertidor. En el siguiente trabajo 

se hace un análisis armónico detallado de los principales sistemas 

convertidores. 

En el capítulo I se define al sistema convertidor de potencia y se hace una 

dasificación de los diferentes tipos de convertidores, asi como también se 

enuncian las definiciones y teoremas básicos de la teoria de Series de Fourier. 

En el capítulo II se describe el funcionamiento de los rectificadores monofásicos 

tanto de media onda como de onda completa, actuando con diferentes circuitos 



de carga, modos de operación: corriente continua y corriente discontinua. Este 

estudio es fundamental para el estudio posterior de los rectificadores trifásicos 

de 3, 6 y 12 pulsos. El análisis armónico de las ondas presentes en los 

rectificadores monofásicos es realizado teniendo en cuenta la teoría 

convencional de series de Fourier. 

En el Capítulo m se describe el funcionamiento de los diferentes 

rectificadores trifásicos de 3,6 y 12 pulsos. Para facilitar el análisis armónico 

general de las ondas presentes en estos circuitos, se describe un método no 

convencional que combina análisis de Fourier con técnica booleana. 

En el Capítulo N se hace el análisis armónico a un convertidor de 

frecuencia de trifásico a fase simple, cuya frecuencia de salida fo es mayor que 

la frecuencia de entrada f¡ . Con una frecuencia de entrada de 60Hz como base, 

una frecuencia de salida múltiplo requerirá un solo ciclo de análisis de Fourier 

para evaluar el contenido armónico. En cambio, si la frecuencia de salida es 

mayor que la de entrada, pero no múltiplo, puede se requerido más de un ciclo 

para establecer la periodicidad de la forma de onda de la salida. Dependiendo 

de cuantos ciclos son requeridos, el análisis convencional de Fourier, para 

integrar separadamente en cada intervalos de conducción de los Thiristores 

para encontrar las constantes de Fourier, puede hacerse tedioso y consumir 

mucho tiempo o hacerse virtualmente imposible. Sin embargo, el método 

aplicado a los rectificadores trifásicos en el Capítulo m permite superar las 

limitaciones del análisis convencional, ya que, en este caso, no es necesario un 

conocimiento exacto de la forma de onda de la salida. 
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INTRODUCCION 

En la industria de los sistemas de potencia se ha experimentado en los 

últimos años un enorme crecimiento de la utilización de los convertidores de 

estado sólido. La mayoría de estos convertidores utilizan rectificadores 

controlados de silicio (SCR), también denominadas Thiristores. Tales 

convertidores, cuando operan desde un sistema de potencia alterno (fuente de 

alimentación) actúan como cargas no lineales. Estas cargas generan 

corrientes y voltajes armónicos , los que son realimentados al sistema de 

potencia alterno. Estas corrientes armónicas causan caídas de voltaje a través 

de la inductancia de las líneas, dando como resultado una distorsión en las 

formas de onda de voltaje de la fuente de alimentación. Esto puede causar 

serios problemas de interferencia con los sistemas de comunicación, ya que los 

armónicos causados por los convertidores inducen voltajes en las líneas 

telefónicas, creando ruidos en los circuitos telefónicos e interrumpiendo las 

conversaciones. Por otra parte, si el convertidor es creado para accionar o 

controlar un determinado sistema, tal como un motor en continua, las corrientes 

armónicas se introducirán también en el sistema controlado, afectando su 

funcionamiento. Es por eso necesario , con frecuencia , introducir filtros tanto 
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en el lado de entrada como en el lado de salida del convertidor, a fin de reducir 

los armónicos a amplitudes aceptables. 

En el presente trabajo se han hecho las siguientes asunciones para el 

funcionamiento ideal de los circuitos convertidores. 

1.- Los tiristores y diodos son considerados dispositivos ideales; es decir, con 

las siguientes características: 

a) Caida de voltaje cero durante la conducción.

b) Corriente de fuga nula en los intervalos de no conducción (modos de

bloqueo directo o inverso).

c) Ambos tiempos de encendido y apagado son considerados

insignificantes (instantáneos).

2.- Debido a las simplificaciones asumidas para los tiristores y diodos , las 

formas de onda de las corrientes y voltajes originados por los dispositivos 

rectificadores tienen teóricamente razón de cambio infinitos. 

3.- Las fuentes de alimentación se asumen que son balanceados , así como 

también los transformadores e inductancias se consideran ideales ( corriente de 

magnetización, pérdidas en el núcleo magnético, resistencia de los devanados y 

reactancia de fuga son insignificantes). 

4.- En el funcionamiento de los circuitos convertidores se asume que los 

circuitos de control son capaces de proveer un conjunto de pulsos de 

encendido de los tiristores sincronizados , a fin de controlar exactamente 

los retardos de fase necesarios. 



CAPITULO I 

SISTEMA CONVERTIDOR Y ANALISIS DE FOURIER 

1.1 Definición general de un sistema convertidor 

Un sistema convertidor de energía eléctrica es un sistema que es 

capaz de transformar una determinada forma de energía eléctrica 

denominada energía disponible y que tiene ciertas características, en otra 

forma de energía eléctrica que, en general, tendrá características diferentes. 

Las principales partes de un sistema convertidor se muestra en el 

diagrama de bloques de la figura 1. 1. Estas partes combinan básicamente 

potencia, electrónica y control. Dichas partes se describen de la siguiente 

forma: 

1.- Circuitos de potencia 

Es el bloque que contiene los tiristores y cuya salida puede ser un 

voltaje continuo pero variable ó puede ser un voltaje alterno variable tanto en 

amplitud como en frecuencia. 

2.- Circuitos digitales 

Es el bloque en el cual en respuesta a las señales que provienen del 

bloque: sistema controlador , conmutan los tiristores del bloque: circuitos 

de potencia, a las entradas ON y OFF en instantes apropiados . 
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Com ando Sistema Circuitos Clrcultos Sistema Respue 
� - - de controlador digitales . , controlado 

Potencia 

� 1 t 
Entrada de 

Potencia 

� 

Fig. 1.1 Diagrama de bloque de un sistema convertidor típico. 

3.- Sistema controlado 

sta 

Puede ser simplemente una máquina rotativa , accionando una carga 

con apropiada salida de realimentación o puede , algunas veces, ser

considerablemente complicado. 

4.- Sistema controlador 

Es el bloque en el cual en respuesta a los comandos y señales de 

realimentación , emite las apropiadas señales de control al bloque de 

circuitos digitales. 

Tipos de sitemas convertidores 

Los sistemas convertidores pueden ser clasificados de acuerdo a la 

función de conversión que ellos realizan. 

convertidores son los siguientes: 

a) Controlador de voltaje alterno

Los principales tipos de 

Estos convertidores se emplean para variar el valor eficáz del voltaje 

alterno aplicado a un circuito de carga. Asi, convierten un voltaje alterno de 

amplitud fija en un voltaje alterno de amplitud variable. La frecuencia 

permanece fija. 
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b) Rectificadores no controlados

Convierten un voltaje alterno de amplitud fija en voltaje continuo 

constante. 

e) Rectificadores controlados

Convierten un voltaje alterno de amplitud fija en un voltaje continuo , 

pero variable. 

4.- Convertidores de continua a continua (Choppers) 

Convierten un voltaje continuo fijo a voltaje continuo vnri,:ihlA. 

5.- Inversores no controlados 

Convierten un voltaje continuo fijo en voltaje alterno de amplitud fija. 

6.- Inversores controlados 

Convierten un voltaje continuo fijo en voltaje alterno de amplitud 

variable. 

7.- Convertidor de frecuencia (Cicloconvertidor) 

Convierte un voltaje alterno de amplitud y frecuencia fijas en un voltaje 

alterno de amplitud y frecuencia variables. 

Los convertidores no controlados utilizan diodos en los circuitos de 

potencia. En cambio, los convertidores controlados , utilizan tiristores en vez 

de diodos. A estos convertidores se les denomina también convc:>rtidores 

controlados por fase. 

El principio básico de operación de los convertidores controlados por 

fase es controlar el punto en el tiempo al cual cada tiristor comienza su 

conducción en cada ciclo alterno. De esta manera, es posible escoger ol 

intervalo en el tiempo en que la onda de voltaje alterno aparece on los 
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terminales de salida, y, de ese modo, controlar contínuamente las 

características del voltaje de salida. 

1.2 Series de funciones y series de Fourier 

1.2.1 Definicion: 

La serie: + Un +

se llama serie de funciones si cada uno de sus términos, u1 , u2 , ... , 

Un , ... son funciones de cierta variable x. 

Asi, se escribirá: 

U
¡
(X) + U

:i
(X) + .

. . + u,,(x) +
.

. .

Dando valores a x se determinan diferentes series, las cuales pueden 

ser convergentes o divergentes. Al conjunto de valores de x para los cuales 

es convergente se denomina intervalo de convergencia. Así, para cada x 

dentro del intervalo de convergencia, el valor al cual converge será también 

una función. Denotemos por S(x) a esta función, entonces podemos 

escribir: 

S(x) = u1
(x) + u2

(x ) + ... + u,,
(x) + ...

A s (x) se le llama también la suma de la serie de funciones. 

1.2.2 Definición: La serie de funciones: 

U
¡
(X) + U

2
(X) + ... + u,, (x) + ... 

se llama mayorable en el intervalo [a,b] si existe una serie numérica 

convergente: 

b1 + b2 + . . . + bn + ... 
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de números positivos, tal que para todo x e [ a ,b] se verifica las siguientes 

relaciones: 

1.2.3 Teorema 

La suma S(x) de una serie de funciones continuas, mayorables en 

cierto intervalo [a ,h ], es una función continua en dicho intervalo. 

1.2.4 Teorema 

Sea una serie de funciones 

U1(X) + U2(X) + ... + u,,(x) + ... 

mayorable en el intervalo [a ,h] y sea S(x) la suma de esta serie. Entonces , 

para todo x
0 

y x en el intervalo [a ,h] se verifica la siguiente identidad: 

Js(x)dx = Íu
¡
(x)dx + J�, (x)dx + · · · + f u.,(x)dx + · · ·

.ro .ro 41 .ro 

1.2.5 Definición 

La serie de funciones: 

ao + a1 cosx + b1 senx + a2 cos2x + b2 sen2x + 

o en forma mas compacta, la serie de la forma

f (a
n 

cosnx + b
n 

sennx) 
n=I 

es denominada serie trigonométrica. Los números constantes: 

ªº , a 1 , 82 , . . . , ª" , . . . , b1 , b2 , . . . , bn , . . . , 

son denominados coeficientes de la serie trigonométrica. 

( 1.1 ) 
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Como las funciones trigonométricas son funciones periódicas y de 

período 21t, y si la serie ( 1. 1 ) converge, entonces su suma será también 

una función periódica f(x) y de período 21t. Es dedr, se verificará, 

f(x) 
= f(x + 2.n-) 

Determinación de los coeficientes de Fourier 

Supongamos que una función periódica f(x) de período 21t puede 

representarse como una serie trigonométrica que converge a la función en el 

intervalo [-Jr, Jr]. Es decir, 

f(x) 
= a

0 
+¿(a,, cosnx + h,, sennx) ( 1.2) 

n=I 

Supongamos que la serie numérica positiva: 

( 1.3 ) 

converge. Entonces la serie trigonométrica ( 1. 1) converge 

absolutamente y por lo tanto es mayorable y podemos integrarla término a 

término en el intervalo [-Jr, Jr]. 

Integremos ambos miembros de la ecuación ( 1.2 ) entre los límites - 1t a n : 

Integrando cada término del segundo miembro se obtiene: 

f
tr 

ªº -d.x=2Jra
0

-,r 2 

f" 
a sennx 1 "

a cosnxd.x = 
n 

= o 
-,r 

n 

n 
-tr 

frr 

b cosnx I 
rr b sen nxd.x = - " = O 

11 -,r _,, n 

( 1.4 ) 



Así, ( 1.4 ) es equivalente a: 

flT f(x)dx = 2Jr QO 
-IT 

=> 
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1 
J
IT 

a =- f(x) dx 
o 2Jr -,r 

( 1.5 ) 

Para calcular los coeficientes ª" y bn necesitamos calcular previamente 

algunas integrales definidas. 

Por entidad trigonométrica: 

1 
cosnx sen kx = 2[ sen(n + k)x - sen(n- k)x]

1sen nx sen kx = 2 [- cos( n + k) x + cos( n - k) x] 

Si n y k son números enteros tal que n -:1= k; entonces utilizando estas 

identidades trigonométricas encontramos que: 

f/T cosnx coskx dx = O
-IT 

f1T cosnx sen kx dx = O
-/T 

I 

J
IT 

sennx senkx dx = O 
-IT 

En cambio, si n = k , entonces encontramos que: 

J�os2 kx dx = 1t 

-lt 

Jsen kx cos kx dx = O 11 

-lt 

J
IT 

sen
2 kx dx = Jr 

-IT 

Con ayuda de estas integrales definidas podemos calcular los 

coeficientes ª" y bn . 
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Para hallar an multiplicamos ambos miembros de la ecuación ( 1 . 2 ) 

por coskx: 

f(x) coskx = a
0 
coskx+ ¿(a,, cosnx coskx+b

,, 
sennx coskx) (1.6)

k=I 

La serie del segundo miembro es también mayorable ya que sus 

términos no superan en valor absoluto a los términos correspondientes de la 

serie ( 1.3 ). Así, puede integrarse término a término. 

Integrando ambos miembros de la ecuación ( 1 . 6) desde - rr a rr: 

f,. f(x) coskx dx = a0f ,r coskx dx +
-:r · -:r 

+ t[ a,, t,,. cos nx cos kx d.x + hn J:,. sen n.., cos k.x d,] 

(1. 7 ) 

Tomando en cuenta las fórmulas (I) y (II) se observará que todas las 

integrales del segundo miembro tal que n * k, se anulan. Siendo no nula

aquella tal que n = k. Por lo tanto, ( 1. 7 ) se reduce a: 

f,r 
J,r 

2 f(x) coskx d.x = a
k 

cos kx d.x = a
k

,r 
-,r -,r 

de donde despejando: 

1 J,r a
k 

= -
f(x)coskx d.x 

,r -,r 

(1.8) 

Análogamente, si multiplicamos ambos miembros de (1.2) por sen kx e 

integramos nuevamente de - n a n , se obtiene: 

ftr ftr 2 f(x) sen kx d.x = b" sen kx d.x = b1-: ,r -,r -,r 

Despejando: 
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l J,r b
k 

= 
-

f(x) senkx dx
Jr -,r 

Haciendo k = n , se tiene: 

an 
= 

-

1 

f
r. 

f(x)cosnx dx 
Jr -,r 
1 

f,r b
11 

= 
-

f(x) sen n.x dx
Jr -,T 

( 1.9 ) 

(1.10) 

( 1.11 ) 

A los coeficientes ao , a0 , y b0 , hallados por las fórmulas (1.5), (1.1 O) y 

(1.11 ), se les denomina coeficientes de Fourier de la función f(x) y a la 

serie: 

a
0 

+ I,( a11 
cosnx + b,, sen nx) (1.12) 

k=I 

se le llama Serie de Fourier de la función f(x) . 

Recordemos que hemos partido suponiendo que f(x) es una función 

periódica de período 21t y que es la función a la cual converge una serie 

trigonométrica. Con estas condiciones hemos determinado cómo serían los 

coeficientes de dicha serie, pero no hemos determinado que condiciones 

debe cumplir tal función f(x), para que haya una serie trigonométrica que la 

represente. Enunciaremos un teorema que fija las condiciones suficientes 

para que esto sea posible. Antes, es necesario dar la siguiente definición: 

1.2.6 Definición 

Se dice que la función f es continua por tramos en el intervalo [a,b] si: 

i) f es continua en todos, excepto en un número finito, de puntos de [a, b],

ii) Sí Xo es un punto de discontinuidad por salto, entonces los límites laterales

en dicho punto son finitos. 
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Esta definición significa que las únicas descontinuidades de f en el 

intervalo [a, b] son "discontinuidades por salto", del tipo mostrado en la figura 

1. 2, en donde:

J(x�) = lim f(x) J(x;) = límf(x) 

-¡ 
f(xt) - f(x-¡,) 

---------------------------x 

b 

Fig. 1.2 

1.2.7Teorema 

Sea f una función que tiene derivada continua por tramos en el 

intervalo [ -n, n]. Entonces el desarrollo en serie de Fourier para f converge 

punto por punto en el intervalo [ -n, 11'. ], y :

Si Xo es un punto interior al intervalo [ -1t, 1t ], entonces la serie converge al 

valor: 

i) f(Xo) , si f es continua en Xo .
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•1•1)
J(x;) + J(x�) 

2 
, si f tiene una discontinuidad por salto en x0. 

Si Xo = -rr ó xo = rr , entonces la serie converge al valor: 

J( -Jr +) + J( 1r - )
2 

siendo J(x;) y J(x�) los límites de f por la derecha y por la izquierda en x0,

J(-1r+ ) es el límite por la derecha en -rr y J(1r�) el límite por la izquierda

en rr. 

El teorema 1.2.7, indica la convergencia punto por punto en el 

intervalo [ -n, n ], pero teniendo en cuenta que las funciones trigonométricas 

de la forma senkx y coskx, donde k es un entero, son periódicas y de 

período 2n, no es difícil concluir que si la serie converge en un punto x0 al 

valor f(x0
) , entonces convergerá también a este mismo valor en todos los

puntos de la forma x0 + 2mz, siendo n un entero arbitrario, ya que se verifica: 

Este razonamiento y el teorema 1.2. 7 originan el siguiente teorema. 

1.2.8 Teorema 

El desarrollo en serie de Fourier de una función periódica f, de período 

2n, y que tiene derivada continua por tramos en el intervalo [ -rr, 1t ], converge 

punto por punto en toda la recta real. Más aún, 

i) Si x0 es un punto de continuidad, entonces la serie converge al valor f(x0)

ii) Si Xo es un punto de discontinuidad por salto, entonces la serie converge al

valor 
J(x;) + J(x�) 

2 
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Por otra parte, como para cualquier función periódica cp(x) y de período 

2n, se verifica: 

cualquiera que sea A , entonces es fácil deducir de esta propiedad que las 

constantes de Fourier, dadas por las ecuaciones (1.5), (1.1 O) y (1.11 ), 

pueden expresarse también, de la forma: 

l
J 

J.+21t 1 
J

J.+21t

ªº
= 

-2 f(x)dx, ª" =- f(x)cosnx dx 
7t l 7t l 

1 

J
;.+2,r 

b,, = - f(x)sennx dx 
1[ ). 

Series de Fourier de funciones de período 2T. 

(1.12) 

Sea f una función periódica y de período 2T, distinto en general de 2n.

Hagamos el cambio de variable: 

T 
x=-t 

1[ 

Sea la función F(t) = /( T 
1) . Como:

7t: 

F(t+21t) = f ( T (t+21t)) = f ( T t+2T) = f ( T t) = F(t) 
7t 7t 7t 

entonces la función F es periódica y de período 2n

Desarrollando en serie de Fourier, se tendrá que si 

T oo 

F(t) = f(-1) = a
0 

+ ¿(a
,, 

cosnt +b,, sen nt) 
1í n=l 

entonces las constantes de Fourier serán: 

1 J,r T 
a =- f(-t)dt 

o 2,r -,r 1( 

1 J,r T
ª" = - f(-t) cosn O)( dt 

1( -,r 1( 

(1.13) 
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1 

J
" T 

bn = - /(-t)sen nwt dt 
E -,r 7r 

Volviendo a la variable original x: 

T tr tr 
X =-t t =-x dt =-dx

tr ' T ' T 

Si x = T entonces t = 1t. Si x = -T, entonces t = -1t. 

Así, reemplazando en las ecuaciones (1.14) resulta: 

1 

I
T 

a =- f(x)dx
0 2T -T 

1 

I
T 1r a = - f(x) cosn-xdx

" T -T T 

( 1.14 ) 

1 J T ,r 
b,, = T

-T f(x) sen n-:¡ xdx ( 1.15 ) 

La ecuación (1.13) toma entonces las forma: 

f(x) =�+!(a
,, 

cosn; x+b,, senn�x)
11-1 

T 

donde los coeficientes ao , ª" , y bn se calculan según las ecuaciones (1.15). 

El segundo miembro de (1.16) es la serie de Fourier de una función periódica 

de período 2T. 

Todos los teoremas formulados para las funciones periódicas de 

período 21t, en particular las que establecen condiciones suficientes para que 

una función periódica pueda desarrollarse en serie de Fourier, son también 

válidas para las funciones periódicas de cualquier otro período 2T. También 

aquella que permite calcular los coeficientes de la serie integrando en un 

intervalo arbitrario de ancho igual al período; es decir, se obtiene expresiones 

análogas a las ecuaciones ( 1. 12) reemplazando en estas, 21t por 2T. 

La clase de funciones que pueden ser representadas por las series de 

Fourier es bastante amplia por lo que tiene gran aplicación en diferentes 
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ramas de las matemáticas y las ingenierías. En particular, en Electrónica de 

Potencia, las ondas de salida de los circuitos convertidores de potencia son, 

generalmente, ondas periódicas que satisfacen las condiciones suficientes 

para ser desarrolladas en series Fourier, como veremos en los siguientes 

capítulos. 



CAPITULO II 

RECTIFICADOR DE MEDIA ONDA 

Un circuito rectificador de media onda se obtiene cuando se coloca un diodo 

entre una fuente de voltaje sinusoidal y un circuito de carga lineal, tal como 

muestra la figura 2. 1. 

t D 

+ 

VAK 

v - � V Sen wt

+ 

vo 

Fig. 2.1 Circuito rectificador de media onda. 

Circuito 
de carga 

De acuerdo a la naturaleza de la carga y cuando el voltaje v-vo>O, entonces 

asumiendo que el diodo es ideal, se tendrá que el voltaje vAK=O y circulará una 

corriente lo que dará lugar a una ecuación diferencial. Esta corriente tendrá dos 

componentes: la natural o transitoria y la permanente o forzada. Como el voltaje 

aplicado a la carga no es sinusoidal pura entonces la componente forzada 

puede no ser fácilmente determinada por el método de análisis de estado 

estacionario a una excitación sinusoidal pura. Sin embargo, como el voltaje v0 

sobre la carga es periódica, entonces por Análisis de Fourier puede este voltaje 

representarse como la suma de una serie infinita de funciones sinusoidales de 
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frecuencias que son múltiplos de la frecuencia de la fuente. La componente 

forzada a cada una de las funciones de esta serie puede determinarse por 

análisis de circuito de estado estacionario sinusoidal a la frecuencia 

correspondiente, y si la carga es lineal, entonces la respuesta forzada a cada 

término puede sumarse por superposición. La corriente suministrada por la 

fuente tampoco es sinusoidal, pero sí es periódica. 

El voltaje v0 sobre la carga, por series de Fourier, será: 

Vo 

X) X:, 

V
0 

+ L a
0

Sen n rot + L b
0

Cos n rot 

n = l n = l 

(1) 

Si a es el ángulo a partir del cual el diodo empieza a conducir, y p es el 

ángulo al cual deja de conducir, entonces el ángulo Y de conducción será: 

y = P-a rad

Si el circuito de carga es pasivo, entonces a = O y por lo que y = p.

El valor de p dependerá de la naturaleza de la carga. 

El voltaje v0 de la ecuación (1), para el caso general, es: 

Vo 
1 �7t 

J vod(rot) 
21t o 

donde e = rot

Como la corriente fluye solo si a · < e <' P, entonces en el resto del 

intervalo de o a 21r, i = O y por lo tanto vo=O. Así,

1 i'7t 1 f V = - J V d(ro t) = - V d(ro t) O 21t O O 21t a 
O 

(2) 

El valor v0 es el valor medio del voltaje rectificado y se le denomina: voltaje de 

salida continua (DC). 

,í 

. 1 

.1 

,, 

,, 

.1 
' 

('f
• 1 

jt : 
1 

1·; 

¡. 
> 
1' 
¡;I 

:-.¡ 1 
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Análogamente las constantesª" y bn en (1), serán: 

v 
O 

sen nrot d( rot) - 1 
f v

O 
sen neo t d( ro t) 

7t a

l r V
O 

COSnrot d(rot) = � f V
O 

COSnffit d(rot) 
n o 

n a 

(3) 

(4) 

Como la corriente i es también periodica, entonces por analogía se tiene que: 

� X 

= 1
0 

+ ¿ e sen (nro t-<!> n ) + ¿ d cos (nCú t-<!> n ) (5) 
n=l n n=l n 

donde: 

= bn "' 
Z n ' 'f' 

n

nro L= arctan R rad (6) 

y Zn es la impedancia que presenta el circuito de carga a la corriente de 

frecuencia nw. Se asume que esta impedancia consiste de una carga resistiva 

e inductiva. La reactancia capacitiva se deprecia ya que el término 

hace pequeño frente al término 
nroL 

R 

se 
nroCR 

El valor eficaz de la n-ésima componente armónica del voltaje de salida 

será: 

(7) 

El valor eficaz del voltaje rectificado es: 

(8) 

¡, 
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Pero como también, 

entonces el valor eficaz también será igual a: 

El valor eficaz de los componentes armónicos o voltaje ripple es: 

Vru � � � v' =, 
n=J nR 

2 
V RI 

00 2 
I: V n=l nR 

Reemplazando en (9) y despejando: 

El factor de voltaje ripple es: 

K = VRI
V Vº 

Reemplazando v
0 

= ..J2V Senro t en (2), se tiene: 

= -1-f v'2 V Sen ro t d(ro t)27t a 

·V o

Evaluando, 

V í3 
--(-Cos0) 1 

Firc 
a 

V 
ll = r;; J Sen0d0

v27t a 

V = ..Ji', (Cosa -CosS) 27t 

, 0=rot 

(9) 

(1 O) 

( 11) 

(12) 

.. 

f 

1 

. l 

·,
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Análogamente, en (3): 

Sea: 

ªn - � J .J2VSenrot Sennrot d(rot)

= .J2v J Sen0Senn0 d0 
1t 

11 = Jsen0 Sen n0 d0 

1 
Como sen A senB = 

2 
[cos(A - B)- cos(A + B)] , entonces: 

Así: 

Sen0 Senn0 = �(Co s(0-n0) - Co s(0+n0)) 

1 - 2 [Cos(n0-0) - Cos(0+n0) ]

1 - 2 [Cos(n -1 )0 - Cos(n +l)0)

I 1 = J 2-[ Cos(n-1 )0-Cos(n + 1 )0]d0
2 

= �[ Sen(n-1)0 
_ 
Sen(n + 1)0

]
n-1 n+l 

n * 1

Luego en (13): 

= y ·[Sen(n-1)0 _ Sen(n+l)0l
jj. ªn ../ln n-1 n+l ª 

Análogamente en (4): 

b =_!_j .J2VsenrotCosnrotd(rot)
n 7t .. 

= .J2v f sen e e os ne de 
7t .. 

(13) 

(14) 

(15) 
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Sea: 

1
2 

= Jsen0 Cosn0d0 

Como Sen A CosB = � [Sen(A - B) + Sen(A + B)] , entonces 

Así 

1 
Sen0Cosn0 = 

2 [ Sen(0-n0) + Sen(0+n0]

1 
= 2 [-Sen(n0-0) + Sen(0+n0)]

1 
= - [-Sen(n-1)0 + Sen(n+1)0]

2 

I2 = f � [-Sen(n -1 )0 + Sen(n + 1)0] d0 

1 = __!_[Cos(n-1)0 _ Cos(n + 1)0]
2 2 n-1 n+l ' 

n :;t: 1 

Luego en ( 15) 

b _ �I Cos(n - 1 )0 Cos(n + 1 )0 l j
n - .J2n L n -1 

-
n + 1 J a 

n :;t: 1 

Para calcular a,, y b1 hacemos n=1 en (13) y (15) respectivamente. Así: 

..fiv f ..fiv f (1-Cos28) a1 = -- Sen2 0d0 = --
2 

d0 n a 1t a 

Integrando. 

81 = ..ffv(l0 _S en201
JI21t 2 °'

Evaluando 

a = 
1 

V Í Sen2f3-Sen2a l 

..ff rt l f3 - ª -
2 J 

(17) 

(16) 
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También 

b1 - �V [ Sen0Cos0 de - �V se;20 j 
a 

Evaluando, 

(18) 

Se obtiene expresiones para la corriente en la carga, análogas a las obtenidas 

para el voltaje. Así, el valor eficaz de la n-esima componente armónica de la 

corriente i0 en la carga es: 

(19) 

y el valor eficaz de la corriente rectificada es: 

(20) 

El valor eficaz de las componentes armónicas de la corriente ó corriente 

ripple es: 

El factor de corriente ripple es: 

K - Iru
I 

(21) 

(22)
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2.1. Circuito de carga resistiva. 

En el circuito de la figura 2.2 se tendrá que a = o y f3 = J[, 

por lo que el ángulo de conducción es 1r (media onda). 

La corriente que fluye por la carga será: 

ív .fi.VSenrot 
o � R = 

R < rot < 7t 

i ( t) 

o , 7t < rot < 27t 

De la ecuación (2), el voltaje constante V0 es: 

1 J
2ff 1 f - 21to vo d(rot) = 21ta vo d(rot), rot = 0

V = _I_J .J2VSen0d0 = �.J2(-Cos0) "¡ = .J2v
o 21t º 21t O 1t 

De la ecuación (8), el valor eficaz del voltaje rectificado será: 

e = w t 

1 
J
I! 

2 - 2 V Sen 2 0d0 = 1 J11 
.., l -Cos 20 - 2 V-(---)d0 

21t o 2 27t o 

VR = 

1 Sen20 "¡ �2 V 
-V 2 (8----) = -.1t =-
21t 2

0 
21t ../2 

De la ecuación ( 1 O), el voltaje ripple es: 

2 �v2 2v2

Vo = - - -2 
2 7t 



sw 

+ 

ti = ../'iV Sen wt R 

(a) 

v'2v 

i 

f 

o 21r wt 

o wt 

(b) 

Fig. 2.2 Circuito rectificador de media onda con carga resisth·a . 
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V Como v
0 

= J2- , entonces v 7[ Remplazando·n = ./lvº. .

Así, el factor ripple es:

1.211 V o 

Las corrientes continua y eficaz serán

= 1.211 

V O ....fi"v V cf V 
10 = R = 

1t R Ier = R = ..../2R

(23)

Como la forma de la onda del voltaje y corriente en la carga resistiva son

idénticas, entonces el factor ripple de la corriente será:

K¡ = = 1.21 1 (24) 

Reemplazando a. = O y 13

(18), se obtiene:

7[ en las ecuaciones (12), (14), (16), (17) y

Evaluando:

Yo 
V .J-iy 

--(CosO-Cosn) =
.J-in 1t 

V ISen(n-1)8 Sen(n+l)Sl lx 

ªn = .J21tl n-1 - n+l J o = O. n * 1

b 
= V I Cos( n - 1 )0 

_ 
Cos(n + 1)0 7 

1 
x 

n .Jz1t l n-1 n + 1 J o 

b = 
V Í(Cos(n - l)1t _ Cos(n + l)1t)-(-l- __ I _)]

n .Jlnl n-1 n+l n-1 n+l 
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Si n es impar, entonces (n-1) y (n+1) son pares. Entonces: 

V r( 1 1 ) ( 
1 1 )] bn = 

Jire l � - n + l - � - n + l = o 

Si n es par, entonces ( n-1) y ( n+ 1 ) es impar. Entonces 

Así, si n :;t: 1: 

an 
= 

También, 

V Í( -1 1 ) ( 
I 1 ) ] 

bn =
F21t l � + n + l - � - n + l

b _ E_ r 1 1 7 _ -4 V ( 1 )n - .Jire L n + l - � J - .Jire n2 - I

o 

ª1 
= 

ª1 
= 

= 
f2v ( -2 

J7t n 2 -I 

b. = i 

l 

o, 

.Jlv( -2 1
1t ln2 -1)

V r Sen2 7t - Sen O 
Jln l 7t - O

2 J 
V 

�
V 

(;) .Ji 
= 

V 

si n es impar 

s1nespar 

. b 1 --(Sen 2 re -Sen 2 O) = O 
..J21t 

De los resultados obtenidos el desarrollo en series de Fourier del voltaje en la 

carga es: 

J2v[ n 2 2 2 7 
v = -- 1 +- Senrot - - Cos2rot - - Cos4rot - - Cos 6cot-.. ·J. -

o 1t 2 3 15 35 
(25)
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2.2 Circuito de carga RC 

El circuito es como muestra la figura 2. 3. Si el Swich está cerrado y el diodo 

está conduciendo, entonces: 

.Ji V Sen cot

o lo que es lo mismo

1 
Ri + -Jid t + Vc(O) = J2vsenrot 

e 

donde asumimos que vc(O) es la carga inicial que puede tener el 

condensador. 

Derivando respecto del tiempo: 

di i 
R- + - = Ji roVCosrotdt e 

di 
dt 

+ - = 

RC 

..firov 
R 

Cosrot 

La componente natural (o solución de la ecuación homogénea) se halla 

resolviendo: 

Integrando: 

t 

RC 

Donde C1 y A son constantes. 

=> 

La componente forzada de la corriente será 

IF 
= 

Jivsen(rot + el>) 
z 

1 
--dt 

RC 
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' 
� 

D e 

t>I 
+ 

+t
VAK V

e 

v = v'2V Sen wt
VRV

O 

(a) 

V 

v'2V 

o 

I 

o /3 7f 

(b) 

Fig. 2.3 Circuito rectificador de media onda con carga RC. 

Z= 
l 

2 1 
R 2 + (-) , cj, = arctan-- rad

roC <J)CR 

+ 

R 

wt 
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Así, la corriente i será: 

. . . t/RC .J2°VSen(cot+<j>)
1 = 1 +1 =Ae- +------

N F z 
(26) 

Si consideramos que el switch se cierra durante el medio ciclo de v y que el 

condensador está descargado, entonces en t=O se tiene que v
c

=O e i=O. 

Sustituyendo estas condiciones iniciales en la ecuación (26) se tiene: 

Jlv 
O = Aeº + --Sen(O+<j>)

z 

.fiv .fiv 
O= A+ �Sen<!> => A= --2-Sen<j>

Reemplazando en (26), 

JivÍ __ 1 ] 
i - � Sen(rot +<j>) -Sen<!> e RC (27) 

La figura 2.3 (b) muestra las variaciones de i con el tiempo para el primer

periodo de la fuente de alimentación. 

El voltaje Ve en el Condensador será: 

· v =2-f idt=2_f .J2v[sen(c.ot1 +cj,)-Sencj,e-
R

1
c]dt 

e e o e o z 

t 7 

v 
= __!__ .Jivll _ Cos(rot'

e e z O) 

+ <I>) ' Sen<!> e- RC 1 1
1 + 1/RC 'JIo o 

� Sv¡ 
e z L 

-1 7 Cos(rot+<j>)+Coscj> RC 1+ RCSen«!>(e -1 )J
ú) 
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r -t ] 
Coscj, -Cos(cot + cj,) R -

v = .Jivl------�+-Sencj,(e Rc -1) e roCZ Z 

Z= 

Entonces reemplazando: 

Como: 

� ¡Í Coscj)-Cos(c,H+cj)) (:)CR Sencj) --1 1
1 v = v .t. V ----;::::====-- + -;::==== ( e Re - 1 )

e L '1(wCR)�+l '1(wCR)�+l J 

1 1 
cj, = arctan-- => tancj, = --roCR (:)CR 

La figura muestra esta relación, 

de donde: 

Sencj, = 
.J(ro C R) 2 + 1

�(roCR)2 + 1

roCR 
Cos cj, 

,J(roCR) 2 +1
roCR 

Así, reemplazando en (a) 

(a) 

-t 

v = ../2V{Sen<j)[C os<j)-Cos(cot+<j))]+C os<j)Sen<j)(e Rc -1)}e 

-t 

v = J2 V Sen<!> [Cos<j) - Cos( rot + <I>) + Cos<j) e RC - Cos<j)]e 

- t 

ve = °"'2VSen<j>[Cosq, e RC - Cos(cot + <1>)]
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La corriente cesa cuando cot = f3, siendo !!_ < /3 < " . 
2 

El condensador queda cargado en un voltaje positivo ve. Así, cuando empieza 

el segundo ciclo de la fuente de alimentación, el diodo vuelve a conducir cuando 

v=vc. Al final de cada pulso de la corriente el condensardor queda cargado en 

un voltaje mayor que en el pulso anterior y el diodo conduce solo si v>vc. 

Llegará el momento en que ve = JJv (voltaje pico de la fuente de alimentación), 

entonces el diodo deja de conducir definitivamente en los ciclos sucesivos. 

2.3 Circuito de carga R-L 

sw D L 

VAK + 
V

L 

V
= -J2v Sen wt vo VR R 

Fig 2.4 Circuito rectificador de media onda con carga RL 

La figura 2.4 muestra este circuito. Si el switch SW está cerrado y el 

diodo esta conduciendo, entonces 

donde: 

di 
V = V = JivSeruDt , V = L- y VR = RiO L dt 

Así, reemplazando: 

di L- + Ri J2vsencot 
dt 
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Si asumimos que el Switch se cierra durante la mitad del ciclo negativo, 

entonces la componente forzada de la corriente será: 

. Ji V Sen( rot -<!>) roL 
1 F = 

J 
, donde<!>= arctan-

R2 + (roL)2 R 

La componente natural iN se obtiene resolviendo la ecuación diferencial: 

Integrando: 

diN R 
-=--dt 

lN L 

Así, la corriente i será: 

.fi. V Sen( rot - <!>) - � 1 

-;:=====--+A e L 
�R 2 +(roL) 2

De la condición inicial: i=O en t=O. Entonces: 

.fi. VSen(-<!>) .fi. VSen( -<!>)
0=----;====+A � A = ----;==== 

�R2 + (roL)2 �R2 + (roL)2

A = -.../lv S e n<!> 

.J R 2+ ( ro L ) 2

Entonces reemplazando en (28) y haciendo z = JR2 + (üJL/ 

,5v [ -�• l
¡ = z Sen(rot-cj))+Sencj>e L j

(28) 

(29) 

Vemos de (29) que la corriente i es la suma de una función sinusoidal con una 

función exponencial decreciente por lo que su gráfica es como muestra la figura 

2.5. 



¡, 

�V 

2,r wt 

' 

o wt 

o 7r 
1 fi wt 

V
L 

1 

1 

1 
1 

1 

o (J 211 wt 

"o 

y2V 

o wt 

Fig 2.5 Formas de onda asociadas al circuito de la figura 2.4. 
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De la figura 2.5 , la corriente cesa en algún instante t1 tal que aJt
1 

= f3,

siendo /J > ,r. Así, podemos escribir: 

I .Jiv . !.1 
i= 

z [Sen(rot-cl>)+Sen(j)e L], o<rot< 13

lº
¡3<rot<21t 

En ro t 1 = 13 finaliza la conducción en el primer ciclo, por lo que i=0. 

Reemplazando en (29) obtenemos la ecuación trascendental: 

R[3 
Sen(l3-cl>) + (Sen<f>)e. toL = o (30) 

Esta ecuación puede ser resuelta dando valores numéricos a w, L y R, para 

obtener /J . Nótese que ro� = tgcl>, por lo que la ecuación (30) se reduce a una 

ecuación solo en las variables(/J y /J.

El valor medio del voltaje en la carga será entonces: 

Evaluando, 

1 f í3 1 f P CVo = - Vod(rot)=- v2VSencotd(cot)
21t o , o 

- 7t 

1 f 13 V 13 
V o = -

"""2vsen9d9 = r;::- (-Cose!>) 1 
21t o "\/27t 

0 

Vo = ./in (l-Cosl3) (31) 

Esta expresión se pudo obtener directamente de la ecuación (12) haciendo 

a = O. 

Ningún valor medio de la onda rectificada puede aparecer sobre la 

inductancia por lo que V O estará aplicado totalmente sobre la resistencia por lo 
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que el valor medio de la corriente rectificada será: 

Yo V 

Io = R = J2rcR(l-Cosf3) (32) 

El valor de /3 hallado de la ecuación (30), junto con a = O, pueden 

reemplazarse en las ecuaciones (14),(16),(17) y (18), para hallar los coeficientes 

del desarrollo en series de Fourier del voltaje vo en la carga. Reemplazando 

estos coeficientes en las ecuaciones (5) y (6) se obtendría el desarrollo en 

series de Fourier de la corriente i suministrado por la fuente de alimentación v.

2.4.- Circuito de carga con diodo de libre rodamiento (free-wheeling 

diode) 

+ + 

V
R R 

v = y2V Sen wt 'o ºo 

+ 

V
L L 

D2

'n 

Fig 2.6 Rectificador de media onda con diodo free-wheeling. 

Los rectificadores de media onda con circuito de carga R-L se caracterizan por 

determinar corrientes discontinuas y alto contenido ripple. Si la carga es un 

motor, la corriente discontinua puede causar deterioro en el funcionamiento del 
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motor. La característica de discontinuidad puede ser corregido y el contenido 

ripple reducido, si en paralelo con la carga R-L se coloca un diodo free-wheeling 

D2 tal como muestra la figura 2.6. 

El efecto de este diodo es impedir que un voltaje negativo aparezca a 

través de la carga y que como resultado, la energía magnética almacenada sea 

incrementada. En e = n (t = 1
1 
= n I ro) se abre D1 y en cambio el diodo D2 se 

cortocircuita. La corriente que viene a través del diodo D1 es transferido al diodo 

02 . Las figuras 2.7(a) y 2.7(b) muestran el circuito equivalente para 

o < 0 < Jr y ;r < 0 < '1.;r respectivamente.

R R 

io ¡D io

L L 

(a) (b) 

Fig 2.7 

Sea J rr el valor de i obtenida de la ecuación (29) para el instante t 
1 

= 
T[ 

(JJ 

Redefinamos el origen del tiempo (t=0) en dicho instante. Entonces la corriente 

a travéz del diodo free-wheling se obtiene de la ecuación diferencial: 

dio . O
L-+R1 = 

dt 
D 



con la condición inicial i0 (t =O)= I". 

38 

La solución de esta ecuación diferencial es: 

R 

10 = 10 = 17[ e-r::t 

Esta corriente decae exponencialmente hasta un valor /
2

,r al final del primer 

periodo de conducción. Luego de varios ciclos se obtendrá el estado 

estacionario en la que la corriente al inicio y al final de cada ciclo serán iguales. 

Entonces la forma de onda en el estado estacionario será como muestra la 

figura 2.8. Esta forma de onda se repetirá en los ciclos sucesivos. Como se 

observa de la figura 2.8, la forma de onda del voltaje v0 consiste solamente del 

medio ciclo positivo de la fuente de voltaje v, por lo que el desarrollo de series 

de Fourier para v0 es la misma que la del rectificador de media onda con carga 

resistiva. Así, de la ecuación (25). 

(33) 

Igualmente, el valor medio de v O ( V0
) , el valor eficaz del voltaje v O ( V R), el 

voltaje de ripple ( V ripp
) y el factor ripple son también los mismos. Es decir: 

JJv 
Vo = -­

,r 

V RJ = 1.21 lVo K,, = 1.211 
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Fig. 2.8 Formas de onda asociadas al circuito de la figura 2.6 
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De la ecuación (33) y de los valores de los parámetros del circuito de carga, 

puede obtenerse el desarrollo en series de Fourier para la corriente i0. Así, 

donde 

.Jiv 1 n 2 

io = --[-+--Sen(rot-<!> 1)---Cos(2rot-<!>2 )-
n R 22 1 322

Zn = .JR 2 + (nroL)2 nroL 
<!> = arctan -- rad 

n 

R 

y Z1 =Z (impedancia a la frecuencia fundamental). 

El valor medio de la corriente rectificada es: 

Vo ..fiv 
fo = -=--

R ,rR. 

La serie en la ecuación (34) puede escribirse: 

(34) 

(35) 

(36) 

donde l1R, '2R, 14R, ... son los valores eficaces de las corrientes armónicas. 

siendo estos valores: 

(37) 

La corriente ripple será entonces: 

I RI = .J 2_ I 11R 

2 

(38) 

El grado de exactitud estará determinado por el número de términos que se 

tome en la ecuación (34). Como de esta ecuación se observa que las 

amplitudes decrecen significativamente con el incremento de la frecuencia, 
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entonces serán necesarias solo unos cuantos términos del desarrollo para 

obtener una buena exactitud para el valor de IRi-

EI factor ripple de la corriente será entonces: 

K, = (39) 

El valor eficaz de la corriente IR se obtiene despejándola de la ecuación 

Así, 

El factor ripple de la corriente será 

K1 
J R 1 

I o 

(40) 

(41) 

(42) 

2.5 Rectificador monofásico contro1ado de media onda. 

Se obtiene un rectificador controlado de media onda si en los circuitos que 

muestran las figuras 2.4 y 2.6 se reemplazan el switch y el diodo por un 

dispositivo que combina ambas propiedades. Este dispositivo es el rectificador 

controlado de Silicio (SCR) ó Thyristor. 

El análisis de Fourier y las relaciones obtenidas para el rectificador de media 

onda no controlado son también aplicables a este caso, con la diferencia que en 

las ecuaciones deducidas, el valor del ángulo a no es siempre cero, sino que 

puede variar entre O y 1r , es decir el valor que toma wt en el instante t, durante 

el medio ciclo positivo de la fuente de voltaje v, en que se aplica una corriente iG

al gate del Thyristor. 
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Circuito de carga R-L 

Si en la figura 2. 9 el Thyristor esta conduciendo, entonces se verifica 

Vi. + VR = Yo = V

Esta ecuación es equivalente a: 

'G L
' 

+ + 
VAK + i,L

+ 

V
O V

R R 

1V 
= ./2V Sen wt 

Fig 2.9 Rectificador controlado de media onda con carga R-L. 

di L- + Ri = Jivsenrotdt 

La solución de esta ecuación, expresado en la ecuación (28) es de la forma: 

.Jiv � i = --Sen(rot-4>) + A e- L 

z 

En donde 

Z = .JR 2 + (roL) 2 
roL 

q> = are tan -­
R 

(43) 

Reemplazando las condiciones iniciales: i = O cuando wt = a , se tiene: 

o =
../2v R u  

2 
Sen(a -<I>) + A e- �,L 
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.Jiv R<1 

::::> A = ---Sen(a-<j>)e� 
z 

Así, reemplazando en (43), 

F actorizando 

(44) 

La corriente i vuelve a ser cero en ú)t = 13, por lo que reemplazando en 

( 44) obtenemos:

.Jiy [ 
R(a. 13)] O=� Sen(J3-<l>)-Sen(a.-<1>)er ro-ro 

de donde obtenemos 

(45) 

El valor de /3 puede determinarse de esta ecuación trascendental para 

cada tema de valores de ro, L y R. 

El ángulo de conducción será: y = J3-a (46)

La figura 2. 1 O muestra las formas de onda de la corriente y voltaje en la 

carga, en el primer ciclo del voltaje de la fuente de alimentación. 

El valor de a y el valor de J3 hallado de la ecuación ( 45) puede reemplazarse 

en las ecuaciones (14),(16),(17) y (18), para hallar el contenido armónico del 
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Fig 2.10 Formas de onda asociadas al circuito de la figura 2.9 
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voltaje en la carga, y luego reemplazar en (5) y (6) para hallar el contenido 

armónico de la corriente i, suministrado por la fuente de alimentación v.

2.6.- Circuito de carga R-L con fuerza electromotriz. 

Este tipo de carga se presenta cuando el rectificador es empleado como 

cargador de batería, o para exitar el circuito de armadura de un motor DC. En 

un cargador de batería la inductancia puede ser virtualmente cero, aunque 

algunas veces puede adicionarse alguna inductancia a manera de reducir el 

contenido armónico o para regular la corriente. En cambio en un motor DC cuya 

potencia es de más de un HP, la resistencia del circuito de armadura es 

pequeña y frecuentemente insignificante. Ambos casos son casos límites. 

1 
L 

+ 

VL + 
+ 

y'2V Sen wt 
1 

V =  VO VR 

1 Ve 

Figura 2.11 Rectificador de media onda con circuito de carga R-L 

con Fuerza Electromotriz. 

En el circuito de la figura 2. 11, si el tiristor esta conduciendo, entonces la 

corriente i consiste de dos componentes: uno debido a la fuente alterna de 

alimentación y otra debida a la fuerza electromotriz. 

Cada una de estas componentes tiene a su vez una componente forzada. La 

componente debida a la fuente v será: 



J2v 
1F, = --Sen(rot-4>) 

z 
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La componente debido a la fuerza electromotriz constante: 

También habran dos componentes naturales pero ambas serán 

exponenciales y tendrán la misma constante de tiempo por lo que pueden 

combinarse en una sola. 

Así, la corriente i será igual a la suma de las tres componentes: 

.J2v ( ) -�! ve 
i = z Sen rot - q> + A e L - R , a < w t < a + y 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

donde a es el ángulo en el cual empieza a conducir durante el primer ciclo de 

la fuente v, yy es el ángulo de conducción. 

Nótese que el tiristor puede conducir solo si v-Vc>O. 

Si 01 es el ángulo en que v=Vc, entonces: 

¡;:;- ve v 2 V Sen 0
1 

= V e - Sen 0, = r;:: v 2 V

=> 

Ve 0 1 = arctan r;:: 
-v2V 

El tiristor conducirá solo si a� 0
1 

• 

En rot = a , i = O . Así, en la ecuación (50) 

../2V -�(�> Ve 
O = ---Sen ( a - 4>) + A e L "' - --

Z R 

Despejando 

(51)
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[ Ve J2v 
] �,�> A= R - �Sen(a-<!>) e L 'º

Reemplazando en (46) 

. .Jiv [ Ve .Jiv ] ��> _.&., Ve 1 = --Sen(rot-<!>)+ ----Sen(a-<!>) el "' e L --Z R Z R 

. Jiv 
[
v

e 
Jiv .R g v

e 

l =--Sen(rot-q>)+ ----Sen(a-<1>)] e L < w- 1> - -Z R Z R 

Como R = z Cos<I> , entonces podemos escribir: 

.J2y f V e .J2v 7 .!!..(� ) i=-2-Sen(rot-cl>)+ l---- e Sen(a-<l>)JeL "' - ' _
Como: 

Ve 
Z Cosq¡ 

ZCos<I> Z 

../2V V e .J2V Ve 

.Jfvzcosq> 
--(--=

,--

--) 
z .Jfvcosq¡ 

Entonces podemos escribir: 

Ve ZCos<I> 

..fi V { 
[

V e ] .&.< g_ • , > V e 
}i = -- Sen(rot-4>) + 

� 
- Sen(a -4>) e L "' - �Z -v2 V Cos<!> -v2 V Cos<!> 

Si hacemos 

Ve Sene=--= m 
i .fj_ V 

entonces la ecuación (52) es equivaalente: 

Z [ m ] l\a tJ m --i = Sen(cot-<I>) + -- - Sen (a-<!>) eL 00 - - --
Ji v Cosqi Cos<!> 

Como la corriente normalizada esta definida por, 

¡ 1' = --j 
..fi V

(52) 

(53) 

(54)
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Entonces: 

[ 
m �;� - ,) m iN = Sen(cot-c!>) + -- - Sen(at-c!>) e L ·· "' 

--] (55) 
Cose!> Cose!> 

Como 

y si hacemos: 

R a -(- - t)
L ro 

Ra R 
---t 

roL L 

B=[ m -Sen(a-c!>) ]
ef-:• 

Coscj> 

entonces la ecuación (55) puede escribirse: 

z ffi 
R •

i' = -- i = Sen(cot-cj>) - -- + Be L.,.,.
N .fi. V Coscj> 

(56) 

a < rot < a+y (57) 

De esta expresión puede observarse que la corriente normalizada tiene 3 

componentes: una sinusoidal, una constante y una exponencial. La figura 2.12 

muestra la forma de onda de la resultante, así como la gráfica de los voltajes 

normalizados de la fuente de alimentación v y del voltaje v0 en la carga. 

De la figura, en rot = a +y • i = O Así, reemplazando en (51) y (52): 

Como 

m [ m 
] ��> . �<�> 

O=Sen(a+y-<I>)---+ ---Sen(a-q>) elw .e L., 
Cos<I> Cos<!> 

m [ m �-1> -- - Sen(a+y-cj>) = -- - Sen(a-c!>)] e
wL 

Cmcj> Cmcj> 

R 1 
wL = tg <1>

m 

entonces podemos escribir: 

-- -Sen(a +y-<!>) 
_C_o_s_<I> ______ = e - �

m -- - Sen(a-<I>)
Cos<j> 

(58)
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Fig 2.12 Formas de onda asociadas al circuito de la figura 2.11 
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Para cada circuito en particular. m y </J son conocidos por lo que 

reemplazando estos valores en la ecuación (58) se obtendrá una ecuación 

trascendental en las variables a y r . Para cada valor de a puede ser 

resuelto esta ecuación para obtener el valor correspondiente de y . 

Determinado el y entonces pueden ser determinados los coeficientes de 

Fourier para el voltaje rectificado vo. Así, como el voltaje en la carga en el primer 

periodo es: 

r 

voCt) J .fi. V Sen ro t 

mfj_y 

Si O:s;rot < a 

entonces: 

Si a+ y < rot < 2n 

El valor medio del voltaje rectificado es: 

rot=0 

=-1 [ f,. ./2mVd0 +f 
a

+y ./2VSen0d0 + J 
2

x .J2.mV<$J]
21t � a a+y 

= -

1 [J2. m ve 1� - Cose I�+" + J2.m ve 1!:
.,,
] 

27t 

V =-1 [J2mVa-Cos(a+y)+Cosa+..J2mV(2n-a-y)] 
O 27t 

Reagrupando: 

y = -1-[JimY(21t -y)- Cos(a +y)+ Cosa]
0 

2 n

(59) 

(60) 
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El valor eficaz del voltaje de salida es: 

r r 

1

1 
½ 

1 1 a a+y 21t 
= � - 1 f ( .J2 m Y )2 d0 + f ( .J2 YSena )2 d0 + f ( .J2 m Y )2 d0 �
l 21t lo a a+y J J 

1/ 

{ 
1 í ( Sen(2a+2y)-Sen2a)

l
}

.-2 

= 2rrl2rrrY2(21t-y)+Y2 y-
2 � 

Por identidad trigonométrica, 

Así. 

2a + 2y -2a 2a + 2y + 2a 
Sen(2a+2y)-Sen2a = 2 Sen----Cos----

2 2 

=2 S enyCos(2a+y) 

{ 1
}
�2

V
R 

= 
2n 

[2m2 V2 (2n-y) + V2 
( y-Seny Cos(2a+y)] 

El voltaje ripple y el factor ripple es 

[ 2 2 ] 1;2
VR1 = VR - Yo , 

Yru K =­v Yo 

El valor medio de la corriente rectificada sera: 

Yo-Ye Jo=--- (63) 

(61) 

(62) 
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El valor eficaz de la corriente será: 

donde el valor de i se obtiene despejándola de la ecuación (57): 

Calculando el valor de IR podemos calcular la corriente ripple IRI de la 

expresión: 

[� ]
1/2

[ 2 "]1/2
I RI = ¿ I nR = IR - 10 

El factor ripple será entonces: 

I Rl K-=-
1 I o 

(64) 

(65) 

(66) 

Los valores de las constantesª" y bn del desarrollo en series de Fourier del 

voltaje en la carga vo se obtendrá de las expresiones: 

21t 

an = _! J v0 Sen nrot d(rot)
7t o 

21t 

bn =-ir J voCosnrotd(rot)
o 

Así, de la ecuación (59), haciendo í3 = a+ y , entonces:

Í a 13 21t 7 
an = �llJ mh VSen n0d0 + J ,fi, VSen0Sen n0d0 + J m-/i VSen n0d0jl

7t O a 13 

1 ¡ � { -Cam0 -Ca;n0 1r 

)ª p 

v( )27t 1 
- ,{n

h
vl n t +

h
v � Sen9Sen

n
0d9+rnJ2 n �j 

(67) 

mfi. V .fi V p 
=--(Cosní3-Cosna)+--J Sen0Senn0d0 (68) 

Il7t 7t a 
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El valor de la integral en (68) se obtiene de las ecuaciones ( 13) y ( 14 ). Así. 

ª" = m.fi.V +�[Sen(n-1)0 _ Sen(n+1)0] 113n1t .fi.1t n-1 n+l a 

Análogamente y teniendo en cuenta la periodicidad: 

r 13 .. .27!-Hx
1 

bn -�l � .J2 YSen00:,sr[JrK;+ J� m.J2 VO:,srl,<K; j

= - f .Ji. V Sen0Cos
n

0d0+ m./i.V en n 
1 

1 [ 13 S 0 :in-o:] 
TC o: n 13 

..Ji. V 13 m..fi. V 
= --J Sen8Cos n8d8+--(Senna-SennJ3) 

n a n 

(69) 

(70) 

Igualmente, el valor de la integral en (70) se obtiene de las ecuaciones (15) y 

(16). Así, 

m..J2V( ) V I Cos(n-1)0 Cos(n + 1)0 l l 13bn = Senna-Sennj3 + � l -
J n -v2n n-1 n+l a

El valor de a1 será: 

21t 

a
1 
=2_ f VoSen0d0

n o 
= 2_[ r ¡i VSen2 0 d0 + 

2

J
-Hx 

mJ2 VSen0 d0] 
n ex 13 

Evaluando 

Jzv( Sen20) l ll r;:: = -- 8--- +m-v2 V(Cosl3-Coscx)21t 2 o: 

(71) 
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V Í sen2í3-sen2a 7 
= .J2nLf3-

a
- 2 +2m(cosí3-cosa)

j

El valor de b1 será: 

(72) 

1 
m .J2vcos0d0J 

Evaluando, 

.fi V Sen2 0 =-----
7t 2 

P 2r.:�a 

1 + m..fi VSen0 1 

V ., r::; b1 = r::; (Sen-13 - Sen 2 a)+ m-v 2 V(Sena -Senf3) 
-v27t 

= r::; (Senf3-Sena)[Senf3 + Sena-2m]
v2rc 

Finalmente, escribiremos: 

vo =Yo + ! anSen nrot + ! bnCosnrot 
n�I n = I 

Entonces, la corriente en la línea o corriente en la carga será: 

00 00 

i= lo+ ¿cnSen(ncot-cj,n)+ LdnCos(ncot-cj,n) 
n= J 

. donde: 
an 

en = -, 

n=I 

coL
cj> =arctan-

n 

R 

2. 7 Rectificador controlado monofásico de onda completa.
Las figuras 2. 13 y 2. 14 muestran dos tipos de circuitos rectificadores 

(73) 

(74) 

(75) 

(76) 

controlados de onda completa monofásicos. Al circuito de la figura 2. 13 se le 

denomina rectificador de onda completa tipo puente y al circuito de la figura 

2.14, rectificador de onda completa tipo punto medio. 
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Fig. 2.13 

•N 
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1s1 

'o + vo

car¡:a 

v'2 V sen wt
-

V
O

+ 

Fig. 2.14 

'o 

Si en la figura 2.13 los tiristores 01 y 02 se disparan en el instante ,co t = a. , y 

los tiristores 03 ·y 04 se disparan en el instante en que co t = n + a. , entonces la 

forma de onda del voltaje vo en la carga, cuando esta carga es resistiva, es 

como muestra la figura 2.15. La forma de onda de la corriente i0 en la carga será 

idéntica a la de Vo. La figura muestra también la forma de onda de la corriente 

en el secundario v2. 
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7r 

11' 

(b) 

Fig 2.15 

rr + a wt 

rr + a 2rr wt 

Si los transformadores y los tiristores de los circuitos mostrados en las figuras 

2. 13 y 2. 14 se consideran ideales, entonces cada uno de estos circuitos puede

ser representado por el circuito equivalente que muestra la figura 2. 16. En este 

circuito, 

VAN = ./2VSenrot 

v
8N = - Jz VSenrot = Jz VSen(cot +1t)

Si este circuito equivalente representa el circuito de la figura 2.14 (circuito 

rectificador de onda completa con transformador Centre-T opped) entonces el 
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� 

+ 
VAN 

N 
'B 

+ 
VBN 

ºo 
io 

carga 

Fig 2.16 Circuito equivalente del Rectificador 

controlado de onda completa. 

tiristor 01 de la figura 2. 16 es equivalente al tiristor 01 de la figura 2.14, pero 

también es equivalente a los tiristores 01 y 02 en serie de la figura 2. 13. Es 

claro entonces que el máximo voltaje inverso aplicado a cada tiristor de la figura 

2. 14 es el doble del aplicado a cada uno de los tiristores en la figura 2. 13.

A fin de generalizar, consideraremos que el circuito de carga consiste de un

circuito RL con fuerza electromotriz. 

Circuito de carga R-L con fuerza electromotriz. 

El circuito equ•valente es el que muestra la figura 2.17. Este circuito, 

dependiendo de los valores que tomen los parámetros de los circuitos de carga: 

R, L y Ve, y del valor del ángulo de retardo a , tiene dos modos distintos de 

X 

operar. Generalmente, si a < 2 , el modo de operación es continua; en

cambio para valores grandes de a , el modo de operación es discotinua. 
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i 
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ia,
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'B 'G2 

VBN

+
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'o 
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1- Vo +�

Fig. 2.1 7 Rectificador monofásico controlado de onda 

com pi eta con fuerza electromotríz. 

Cuando el circuito trabaja en forma discontínua, entonces las dos ramas 

que contienen los tiristores de la figura 2. 17 actúan alternadamente con la rama 

del circuito de carga, funcionando como rectificadores controladores de media 

onda independientes. En la sección 2.6 se hizo el estudio del rectificador de 

media onda operando con corriente discontinua. Las relaciones determinadas 

en esa sección pueden ser empleados para describir el funcionamiento del 

circuito de la figura 2.17 en el modo discontínuo. Sin embargo como este circuito 

produce , en cada ciclo del voltaje de la fuente de alimentación , dos pulsos de 

corriente en la carga, entonces el valor medio de la corriente en la carga 10 

será el doble que el del rectificador de media onda. Igualmente, el valor eficaz 

de la corriente de salida IR será .fi. veces que el del rectificador de media onda. 

Para determinados valores de cj> , m y a el ángulo de conducción y es 

tal que y > n. Bajo estas condiciones, el circuito rectificador de onda completa 
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de la figura 2.17 , operará de la siguiente manera: el tiristor 01 estará aún 

conduciendo cuando el tiristor 02 esta por dispararse en el instante en que 

rot=1t+a. En este instante, vAN< O y VsN > O, por lo tanto 0 1 será conmutado

(deja de conducir), y la corriente en la carga i0 es transferida a 02 . En este modo 

de operación la corriente en la carga es contínua, tal como muestra la figura 

2.18. 

El modo de operación en corriente contínua es de gran importancia ya que 

generalmente en los circuitos en que la carga es un motor de contínua con gran 

inductancia (o resistencia insignificante), el modo de operación es en corriente 

contínua. Si el desarrollo en series de Fourier del voltaje vo en la carga es: 

x, ce 

v O = V0 + Lan Sen 110)t + ¿b
n 
ilil10)t

n+I n+I 

y como de la figura 2. 18: 

v AN = J2vsenro t a �rot<n:+a 

v 8N = J2 VSen(ro t + n:) n+a�rot�2n+a 

Entonces el voltaje medio Vo es: 

1 r2" 
V

0
= -J v0 d(cot) 

21t o 

r" ... ª
-

2
1 

J v
0

d(ro t),
rr a 

rot = 0 

} r l[+CX 2l[+CX 7 

= -l f .J2vsenede+ f .J2vsen(0+1t)deJ
27t a ![+a 

.fjyl 1t-a :?n-a 7 
=--l- Cose 1 -Cos(0+n) 1 

J2rr 
a n-a 

(77)
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Fig. 2.18. Formas de onda asociadas al circuito de la figura 2.17- modo de operación en 

corriente continua. 
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1 27t 1 27t+a 

� =- f v
0
Sei1nrotd(rot) = - J v

0
Sennrotd(rot)

ito it ex 

, rot = 8 

1 [r.:--a 2n+u 

] 
= it J Ji VSen8Senn8d8+ J .Ji. VSen(0+n)Senn0d8

u r.:+u 

J2 yÍ n+u 2n+a 7 

= -
n
-l f Sen8Senn8d8+ f Sen(8+ n)Senn8d8j

a n +u 

Si en la segunda integral de (79) hacemos: 

e = u + 7t entonces n e = n u + n 7t , de = d u 

Si: e = 1t + a entonces: u = a .

Si 8 = 2n + a Entonces: u = 7t +a

Así, 

2x+a x+a 

f Ser(0+n:)Senn0d0 = f Sen(u+2n:)Sen(nu+mt)du

1t+a a. 

Si n es impar, entonces Sen(n u+nn} = -Sennu

Sin es par, entonces Sen{nu+nn) = Sennu 

y como 

Sen{u+21t) = Senu entonces en (80): 

(78) 

(79) 

(80)
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21t+ex I ltr Sen u Sen n udu, sin es impar

f Sen(0+n)Senn0d0= ex 

it+a I rr
f
+ex 

l
ex

Sen uSenn udu , s1 n es par 

Reemplazando en (79) se obtiene: 

an=O si n es impar. En cambio , si n es par: 

Como 

entonces: 

.J2 V[ 1t+a 
] 

2.fi_ V n+cx 
ªº = -

7t

- 2 [ Sen0Senn0d0 - " J Sen0Senn0d0

f 
1 Í

l
sen(n -1)0 Sen(n + 1)0 lj

Sen8Sen ne = - --- - ----2 n-1 n+l 

ªn 
= .J2 VÍ Sen(n- 1)0 _ Sen(n+ 1 )0] 17t +a 

1t L n-1 n+l a 

Como n es par, entonces n-1 y n+1 es impar. Así, 

(*) 

Sen[(n-1)(1t+a)] = Sen[(n-l)1t+(n-I)a] = -Sen(n-l)a 

Sen[(n+1)(1t+a)] = Sen[(n+l) n+(n+I)a] = -Sen(n+I)a 

Luego, evaluando (*) se obtiene: 

También, 

a = 2.fi. V [Sen(n+ l)cx _ Sen(n- l)cx] , n µirn n n+l n-1

l 2t 1 
2yex 

bn = - J v0 Cosncotd( cot) = - J v0 Cosncotd(cot) , cot = 0 
1to 7t ex 

(81) 
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i r 1t+o. 211:+o. 7 
= 

n 
I
L 

J .J2vseneeosrl3cte+ f .J2°VSen(0+:t�n0ct0J
a 11:+a 

(82) 

Análogamente al cálculo deª"· la segunda integral de (82) es el negativo de 

la primera para n impar. En cambio si n es par, es igual a la primera. Así, bn
=O 

si n es impar; en cambio si n es par: 

1 r 11:+a 7 2..{iv r.+a 
bn=

;l2 [ ./2YSen0Cosn0d0J= 7t ! Sen0Cosn0d0 (83) 

Como: 

Entonces: 

f 
I rcos(n-1)0 Cos(n+l)Sl

Sen0Cosn0d0 = -l - J 2 n-1 n..1...J 

b = .J2v1 C.Os(n-1)0 _ C.Os(n+I)07 
l
n-+o.

n 

n l n-1 n+ 1 j a 

Como n es par, entonces (n-1) y (n+1) son impares. Así, 

(**) 

Cos [ { n -1) { n + a)] = Cos [ ( n - 1) n + ( n - 1) a] = -Cos ( n - 1) a

Cos[(n+I){n+a)] = Cos[{n+l)n+(n+I)a] = -Cos{n+I)a

Luego, evaluando (**): 

2.Jiv Í Cos(n + l )a
b = L n 

7t n+l 

Utilizando la transformación: 

Cos(n - l )al 
- n - l J 

a senf3 + b cosf3 = A sen(f3+<l>) 

A= .Ja2 +b2 
b 

<l> = arctan­
a 

, n par 

donde 

(84) 
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entonces podemos escribir: 

ª" sen ncot + b
n 
sen nrot = �ª" 2 + b

n 

2 sen(ncot +<l>
n
) 

De las ecuaciones (81) y (84) se obtiene: 

a 2 = (l 2 .Ji V 'j2 

[ sen 2 ( n + 1 )a _ 2 sen( n + 1 )a. sen( n -1 )a 
+ 

sen 2 ( n -1 )a 1
" 7t (n+ 1)2 (n+ 1) (n-1)2 J 

b 2 = (l2.Ji V 'j2 

l
l

cos2 (n + l)a 2 cos(n + l)a. cos(n- l)a 
+ 

cos2 (n -I)a 7
" 

7t (n + 1)2 (n -1) (n -1)2 J 

Sumando y utilizando las identidades trigonométricas: 

sen2 A+cos2 A 1 , cos( A+B)=cosA cosB-SenAsenB 

se obtiene: 

2./2 VI 1 1 2 cos2a 7 11 2
�a i +b i = ---l---+--- -----J" " n: ( n -1) 2 ( n + 1) 2 - ( n + 1 )( n - 1) 

También, dividiendo b" entre ª" se obtiene: 

cos(n+ l)a 

(85) 

�- n+l 
ª" sen(n + l)a 

n+l 

cos(n-l)a 
n-1 

sen(n- l)a 
n-1

(86) 

Asi, la ecuación: 

v0 
= V0

: L[a
n 
senncot + b

n 
senncot] 

n=2 ,4,6,·· 

es equivalente a 

v0 = V0 
+ L�a/ +b

n

2 sen(ncot+cj>
0 )

n=2 .4.6,·· 

Utilizando las ecuaciones (78), (85) y (86) se obtiene: 
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2vL. V 1 1 1 2cos2a 7 

r;:; { 

r 1/2 

} 
v O = " cosa

+
,.� .. L (n- !)' + (n + !)' - (n + l)(n _ l)J sen( nrot +<!>..)

donde 

( cos(n + l)a cos(n - l)a l 
nll (n+l) (n-1) 1

1 = arcta cl>n 
l 

sen(n + l)a _ sen(n -l)a
j 

(n+l) (n-1) 

(87a) 

n = 2,4,6,· ·· (87b) 

Vemos pues que el desarrollo en series de Fourier del voltaje en la carga, 

sólo contiene componentes armónicos múltiplos pares de la frecuencia de la 

fuente de alimentación, y que la frecuencia fundamental es el doble de la 

frecuencia de dicha fuente. 

El valor eficaz del voltaje en la carga es: 

Evaluando, 

1 1 "f-a 1
1 2 1 2 y2 "J::-a (1-Cos28) del i.:2 

=l-2 · 4V2 Sen2ed0 =1-
L 1t a J L 7t a 2 J 

11 y2 Sen20 nl-a7
l

1 ·2 

= -(8- --) 

L 7t 2 ª J 

El voltaje ripple será: 

(88) 
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r 8 V2 ]1 2 
- [ 2 211,2 .,

VRJ - VR - Yo =lv- - -.,-Cos2 a
7t-

El factor de voltaje ri pple es: 

Í 8Cos2 a T
2

= V l 1- 7t2 j 

La serie que describe la corriente io en la carga será: 

i = lo + 'Cn Sen nro t + 
o k.J 

n = J 

¿dnCosnc.ot 
n = l 

donde la corriente media en la carga será: 

V o - V e I o = R 

(89) 

(90) 

(91) 

(92) 

El valor eficaz de cada una de las componentes armónicas de la corriente 

esta dada por: 

. ( e/ + d/ ) 112
lnR = -----

(93) 

La corriente ripple es entonces, 

[ 
2 

] 
1/2 

IRI = ¿J nR (94) 
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De esta expresión y dependiendo del grado de exactitud requerido ,se tomará 

el número de términos necesarios para calcular el valor eficaz de la corriente de 

salida de acuerdo a la ecuación: 

[ 2 21 
l/2 

IR = lo + I RI (95) 

El factor ripple es entonces: 

IR I K- = -
,

lo 
(96) 

Para calcular las series de Fourier para las corrientes ia e ib, las que 

tienen periodo 2n, como muestra la figura 2. 18 , podemos considerar que el 

voltaje en la carga vo se compone de dos voltajes vo1 y vo2 tal que, 

donde 

Vo = Vo1 + Vo2 

Vo2 = 

a<rot<n+a 

o , 
n +a <rot<2n+a 

o ex.� rot <n +ex. 

VEN = -.Ji.VSenrot , 7t + cx.�rot, <2n + ex. 

(97) 

(98) 

(99) 

Si hacemos esto, entonces los coeficientes de Fourier ª" y bn de 

v0 serán de la forma: 
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, donde 

* 
a = 

n 

� 11� 

_!_ J v Sennrotd(rot) = nl J .J2VSen0Sen n0d0
7t O 01 

a 

= ..f2.v. 
_! 

[
Sen(n -1)0

n 2 n -1 
Sen(n + 1)0

] 
n+1 

Evaluando, se obtiene: si n es impar, n 7' 1 . En cambio si n es 

par: 

. _ fi.v I Sen(n+ l)a Sen(n-l)a]
ao----;-l n+l - n-1 (100) 

Para n = 1 , 

1 
ª1 - -

7t 
j

+o.

Vo1Senrotd(rot)=2_ j
+a 

,Ji"vsen20d0= .Ji"v (le - Sen20'j 
l

n+a 

o. 7t o. 27t 2 a 

Evaluando, 

..fiv 

2 
(101) 

También por la periodicidad 

2rr+a 

.. - 1
an - -

2rr 
lf v

02
Sennrot d(rot) = 7t o 

f -J2 VSen0Sen n0d0

rr+a 

_ .fi V � ÍSen ( n - 1 )0 _ Sen ( n + 1 )0 l 
l 
i
x+<r

-
n · 2 L n -1 n + 1 J x-+<X 

Evaluando, también a;;' = O si n es impar, y n * l . En cambio para n par: 

a;= J2víSen(n+l)a _ Sen(n-l)a] 

1t l n+l n-1
(102) 
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Para n= 1 y por la periodicidad 

Evaluando, 

Análogamente 

Jiv ( Sen20) 2n-+a---e--1 
2n 2 n-+a 

.Jiv 

2 

1 f7t+Cl- -fi. VSen2 0d0
7t 7t+Cl 

Ji.y 1 1 Cos(n-1)0 
= 

� · 2 l n-1
Cos(n+ 1)0 l l

n-HX

n+ 1 J ex 

Evaluando , b� = O para n impar, n * l. En cambio, para n par: 

. ..fiy I Cos(n + l)a _ Cos(n-l)a
] bn = -

n
- l n+l n-1

Para n = 1 

(103) 

(104) 

• I 
b 1 = -7t 

1t+a I J1t+a 

� Ji V 
2 f v 

01 
Cosrotd(rot) = - -v2VSen0Cos0d0 = --Sen 0 7t 27t 

a 

Evaluando, 

(105) 
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También, por la periodicidad 

2n 2n+a 

f vu:Cosnwtd(rot) = 
1 

J -Jivsen0Cosn0d0
7C 7t 

.Ji.y 
7t 

a 

� [Cos(n-1)0 _ Cos(n+1)0]
2 n-1 n+l 

2n+cx 

;r+r..c. 

Evaluando, b.7 = O para n impar, n * 1 . En cambio, para n par: 

Para n= 1 

Evaluando, 

.Ji V Í Cos(n + l)a 
b �· = � l n + l 

- Cos(n-l)a l
n--1 J 

2n+a 21r+a 

J v Cosmtd(mt) = _!__ f - Jivsen0Cos0d0 
7t n+a

02 7t 

J2v 2,c-a 

= - --Sen
2
0 I 

b;- = o

27t n-a

T ambiéri, el voltaje medio en la carga podemos expresarla: 

Vo = Vo1 + Vo2 

donde: 

(106) 

(107) 

(108) 

l 
V =-

01 2n 

21t 

V d (rot) =
01 27t 

rr+a 
r;; v2V ln+a 

f J2 VSen0d0 = -- (- Cose) 
2n a 

o 

Evaluando: 

a 

..fiv = -- Cosa.
7t 

(109) 
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o 

Evaluando: 

J"iy Y = --Cosa
02 

7t 
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2n+a 

f - Ji YSen0d0
n+a 

De todo lo hallado, en la ecuación (97): 

:X: 

.fiy 12n+a 
= --Cose

2n n +a 

v01 = Y¡n + a1Senrot + ¿ (a;SenT}(l)t + �ilirxut)
n=24.6 ....

J5.v J5.v x 

=-Ca;a+-Senwt + L
7t 2 rF24.6 .... 

* 

v02 - V02 
+ a1 Senrot +

** 
(an Sennrot + b�*Cosnrot) 

n=2,4,6, ...

(11 O) 

( 111) 

.J2v .J2v "( .. b.. )= 7t cosa - 7t sen rot + � a0 sen nrot + " cos nrot 
2.4.6,··· 

Las corrientes iA e is son entonces: 

Y,)l - Ye
i = +A R

+

Vo2 - Ye
iB = R 

+

,Jiv 
)--Sen{wt-<I>, 

2Z 1

a, 

+

L [c:sen(nrot-<l>
n

)
n

=2.4,6 ....

.Jiv 
)--Sen ( wt - <I> 1 

2Z 1 

a, 

+

L [e:· S en ( n ro t -<I>
n 
)

n = 2.4.6 ....

+ d:cos(nwt-<l>
n
)]

+ ct:· cos(nro t -<l>
n 

)]

(112) 

l 
1 
1 
1 

1 

l (113) 
1 

1 
1 

1 

1 

j 
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donde: 

Zn = -JR2 + (nffiL)2 nffiL 
<!> n = arctan -r

a** 
n 

= ---z-
n 

Nótese que la frecuencia fundamental en las corrientes iA e i8 es igual a la 

frecuencia de la fuente de alimentación. 

Si el circuito de la figura 2. 17 es el circuito equivalente del rectificador de onda 

completa tipo puente (figura 2.13), entonces la corriente instantánea del 

secundario del transformador será: 

. . . 

Is= IA - la (114 a) 

En cambio , si el circuito de la figura 2. 17 es el circuito equivalente del 

rectificador de onda completa de la figura 2. 14, entonces las corrientes del 

secundario serán: 

ls1 = la is2 = is (114 b) 

Reemplazando (113) en (114 a) y (114 b) respectivamente, puede 

hallarse el desarrollo en series de las corrientes del secundario, y por lo tanto, 

también las corrientes del primario. 

Corrientes de línea con carga altamente inductiva. 

Si el circuito de carga es altamente inductivo, tal como un motor de corriente 

continua, entonces podemos considerar que la corriente io en la carga 

(corriente de armadura) puede considferarse que es constante, libre de rriple. 

Por lo tanto la corriente is del secundario será tal como muestra la figura 2. 19. 



73 

Entonces la corriente is expresada en series de Fourier será: 

i s
= I oc + L(a n senn(l)t + b

n 
COSTiú)t) 

n=I 

donde 

I
oc 

= -
1 

J
2

i(t)d(ú)t)
21t a s 

1 f2r.+a 
a

0 
=- i.(t)senn(!)td((l)t) 

7t Q s 

= � [ t� sen n0d0 - fJ: sen necte] , 0 = (!)t 

Integrando y evaluando se obtiene: 

a,,

r 41 º 
1--cosna

� 
n,r 

l o 

También, 

si n es impar 

si n es par 

1 f2ll-><t 
b = - i (t)cosn(l)t d(ú)t) n 7t O s 

1 
[f

1t+a f21t-><t 
] =- l0

cosn0d0- 1
0 cosn0d0 , 0=c.ot

7t Q Q 
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J l,0

o 
-

1 i 1 
-

lis
1 ,t" 1 21t 1 
1 1 1 
1 1 1 

wt 

1 1 1 
1 1 1 
1 1 1 

� 

o 
x+a 

. -

2x+a 
. 

a 'K 

wt 

Fig. 2.19. Formas de onda de la corriente en la carga 

y en el secundario del transformador cuando 

dicha carga es altamente inductiva. 

Integrando y evaluando: 

b
,, 

r 41
1--0 

senna 

� 
n,r 

o 

si n es impar 

si n es par 

Asi, podemos escribir: 

i,(t) = 
4!º L�.: cosnasennrot -

•• 
�.! sennacosnrot 

]

A su vez utilizando nuevamente la transformación: 

a sen J3 + b cos J3 = A sen( J3 + <l>) , A = .J a 2 + b2 
b 

<!> = arctan­a 

(11 Sa) 
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la ecuación (11 Sa) puede escribirse: 

. 41
0 

� 1 
I

5
(t) =-;- ��sen(nrot-na) (115b) 

n=l.3.5.·--

Operación en corriente discontinua. 

Si el rectificador de onda completa trabaja en el modo de operación en corriente 

discontínua, entonces las forma de onda del circuito es como muestra la figura 

2.20. Para hallar los coeficientes correspondientes de las series de Fourier del 

voltaje en la carga vo y de las corrientes iA e i8, debe determinarse el valor de 

13 , a partir del circuito rectificador de onda media analizado en la sección 2.6 y 

que muestra la figura 2. 11 . Como vimos en dicha sección la corriente 

normalizada en la carga es: 

. z . 
In= Jiy l c, 

donde: 

J 
r 

7 icr-wt) i 
m m ---

= Sen(ú)t-<1>) - -- - l-- - Sen(a-<l>)j e tgt/1
l Cos<j> Cos<j> 

J 

a < o)t < 13 

Para un determinado valor de <!> , inherente al circuito de carga, pueden 

calcularse m y luego determinarse por un método de computación y para 

cada a , si el circuito funciona en el modo de operación en corriente continua 

o en corriente discontinua. La figura 2.21 muestra el diagrama de flujo para

determinar los modos de operación por computación.
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Fig 2.20 Formas de onda a.'lociada.<; al cirC'uito de la figu,·a 2.17- modo de operación en 

C'orriente disc:ontinua. 
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CAPITULO 111 

RECTIFICADORES TRIFASICOS CONTROLADOS. 

3.1.- Rectificador trifásico controlado de media onda 

A iA
+ 

�}V 

B 
ÍB 

+ 

11N 

+ 

CN 

Vo + 

R L 

+ + 
ioi,R "L 

Fig 3.1 Circuito rectificador trifásico controlado de media onda. 

La figura 3. 1 muestra el circuito rectificador trifasico controlado de media 

onda, también denominado rectificador de tres pulsos tipo punto medio. Las 

fuentes de voltaje son: 
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v AN = .Ji VSenro t

VsN = .Ji.VSen ( ffit-
2
;)

VcN = .JiVSen ( ffit + 
2
;)

En el circuito de la figura 3.1, el ángulo de retardo a en el cual el tiristor

T 1 se dispara se empieza a medir a partir de la condición de operación en que el

rectificador libera la máxima corriente de salida. Esta corriente máxima se libera

cuando la condición de operación de los tiristores sea la misma que si estos

tiristores fueran reemplazados por diodos. Si así fuera, el diodo que reemplaza

7[ al tiristor T1 empezaría a conducir en cot = 

6
. Así pues, consideramos que

7[ 

a = O en el instante en que co t = 

6
. 

La figura 3.2 muestra las formas de onda asociadas al rectificador

trifásico controlado de media onda. Si consideramos que los parámetros del

circuito son tales que el modo de operación es en corriente continua y que los

tiristores se disparan en intervalos de 120° , entonces las formas de onda del

voltaje v0 de salida y la corriente io en la carga serán como muestra las figuras

3.2 (b) y 3.2 (e) respectivamente. En cambio, si dichos parámetros son tales

que el modo de operación es en corriente discontinua, entonces la forma de

onda del voltaje y la corriente en la carga es como muestra la figura 3.2 (d),

que corresponde a un circuito de carga resistiva pura. De la figura 3.2 se

deduce que el voltaje aplicado a la carga durante un periodo es:



V 

v'2V 

o 
wt 

(a) 

-t-- 2/·--- 2n 
------

u_.\J'.

o wt 

o wt 
(e) 

wt 
(d) 

Fig. 3.2 Formas de onda en el rectificador trifásico de media onda.
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r VAN = J2VSenffit 

V = o 
j v"" = .J2VSen(rot-2

:J')

1 
1 
l 

vcN = .J2VSen(rot+23'J .., 1 .., .:,
2rr. + a � ffi t < 6rr. + a

Podemos considerar que, vo=vo1+Vo2+v03, donde 

1 V i\N , 

V = � 
01 l o 

ro

V 02 = �

,

l V DN

Si ffit=B e [TI.-a 5rr.+a> 
6 ' 6 

Si ffit=0 e [�'1..,..a, l�rr. .... a> 

Si wt=e e [ZI-a 5;r+a >u[3;r+ a 131I+a>
6 '6 2 '6 

Si ffit=B e [�¡ �a,32+a>

Si wt=B e [� +a 

.., Si wt=B e [.:,2-,: -a

31t .... a' 2 

Podemos utilizar las ecuaciones (2), (3) y (4) para hallar el contenido 

armónico de vo1, Vo2 y Vo3 respectivamente y luego sumar los resultados 

obtenidos para hallar el contenido armónico de vo, pero sin embargo, las 

expresiones que se van obteniendo son expresiones extensas y complicadas 

difíciles de simplificar, por lo que utilizaremos otra forma de cálculo del contenido 

armónico. 

Sabemos que el tiristor en un circuito convertidor realiza una doble función: 

de conmutador (Switch) y de diodo (dispositivo que permite la conducción 
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unidireccional de la corriente). Podemos asumir que para todo tiristor en un 

circuito convertidor existen dos estados o niveles de conmutación. El estado 1 

representa el periodo ON o intervalo de conducción. El estado O indica el 

periodo OFF o intervalo de no conducción. La figura 3.3 muestra un circuito 

monofásico rectificador de media onda, en la que el switch S reemplaza al 

tiristor. La figura 3.4 muestra el voltaje aplicado y un tren de pulsos que tiene 

,. (') 

OfT 

O?--

,·(o)= -v· sen9

Fig. 3.3 

1. u(8) 

�-_ ____.L ______ �IJ....1.-1._a __ _ 

\,' 
o 

Fig. 3.4 

el estado 1 o el estado O, de acuerdo a los niveles de conmutación del Switch. 

A este tren de pulsos se les denomina "pulsos de conmutación" o 

"función de conmutación" del tiristor representado por el Switch, y lo 

denotaremos por u (0) , donde 0=rot. 

La aplicación de los principios de muestreo determinan que el producto: 

v(0). u(0) 

dá una descripción analítica del proceso de muestreo de la fuente de voltaje 

v(t). Así: 

Cuando u(0) = 1, el producto v(0).u(0) = v(0) = vo. 

Cuando u(0) = O, el producto v(0).u(8) = O= vo. 
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Se observa que los niveles de conmutación 1 y O pueden ser usados para 

mostrar cuándo el voltaje de salida v0 existe a través de la carga de la figura 3.3. 

La figura 3.5 muestra un diagrama de bloque lógico para la operación del 

circuito de la figura 3.3. 

:�::_----t, AND �,-v_o_ 
ENTRADA SALIDA 

u(0) v(0) Vo 

v0 = v(B) • u(I)
o 

1 
o 

1 1 1 
Fig 3.5 

TABLAI 

Del diagrama lógico: 

v
0 

= v(0)- u(0) (116) 

Esta es una ecuación booleana cuyos posibles valores de las funciones 

booleanas se muestran en la tabla J. De esta tabla vemos que la ecuación (116) 

coincide con la ecuación que da el voltaje de salida en la carga. Así, puede 

determinarse el contenido armónico de la salida v0 si el voltaje v(0) y la función 

de conmutación u(0) se reemplazan por sus series de Fourier en la ecuación 

(116). Pero como v(0)=J"f Senrot, es una función sinusoidal pura, entonces su 

serie de Fourier se reducirá a sí mismo. Así, bastará reemplazar solamente la 

serie de Fourier de la función de conmutación. 
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La figura 3.6 representa el circuito rectificador trifásico de media onda donde 

los Switch S1, S2 y S3, representan a los tiristores T 1, T 2 y T 3 de la figura 3. 1. 

La figura 3. 7 muestra el diagrama de bloque lógico de este circuito. 

V
AN s

1 + 

VBN s
2 + 

V 
s

3 
CN 

V 

o carga

Fig 3.6 

De la figura 3. 7 se obtienen las siguientes ecuaciones booleanas: 

De cada bloque AN D: 

Del bloque OR: 

Vo = Vm + Vo2 + "021 

= ".-t\". u_.., (0) + v B.\". UB (0) + "e,· - Uc (0)
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VOl
AND 

VBN
V02 OR 

VO
AND 

EXC 

V03
AND 

Fig 3.7 

La tabla II muestra las posibles combinaciones de los niveles de conmutación. 

POSIBILIDAD ENTRADAS 

N UA Ua Uc VAN VaN VcN

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

o o o 1 1 

o o 1 1 1 

o 1 o 1 1 

o 1 1 1 1 

1 o o 1 1 

1 o 1 1 1 

1 1 o 1 1 

1 1 1 1 1 

TABLA 11 .- POSIBLES COMBINACIONES DE LOS 
NIVELES DE CONMUTACION 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

SALIDA 

Va

o 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

Como en el circuito rectificador trifásico de media onda, en todo instante solo 

uno de los tres tiristores T1 ó T2 ó T3 puede estar conduciendo (sólo uno de 
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los tres Switch S1 ó S2 ó S3 está en el estado 1 ), entonces las combinaciones 4, 

6, 7 y 8 que indica la tabla II, no sucede en ningún momento, por lo que la 

ecuación booleana ( 118) coincide con la ecuación que dá el voltaje de salida en 

la carga. Así , podemos hallar el contenido armónico de Vo1, Vo2, Vo3 y vo, tan 

sólo reemplazando en las ecuaciones (117) y (118), uA(0), us(0) y uc(0) por sus 

series de Fourier correspondientes. 

Anális de los pulsos de conmutación. 

La forma de onda de un pulso de conmutación es como muestra la figura 

3.8. 

u (0)

1--

Fig. 3.8. 

.. 0= ú)t � � 

::1 E2 

21t 

El pulso tiene ángulo de disparo E1 y ancho E2 (ángulo de conducción 

del tiristor), y tiene una amplitud de 1 unidad. 

Si la serie de Fourier de la figura 3.8 es: 

También, 

OC 00 

u(0) = U0 + L anSenn0 + Lbn ilirl3 , 0=ú)t 
n=l n=I 

Entonces: 
1 Je. +e.,

u =- 1 
- l.d0o 21t e.¡ 

1 = -e
21t 

¡¡ 
;\ 



a"=-

7t 
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J''"' 1.Senn0d0=_!.(-Cosne) ¡"' 
"' 7t n 

= - -
1
- [('os 11 ( P. I + C 2 ) - (' os 11 C I]

n:n: 

Utilizando la identidad: 

Se obtiene: 

A+B A-B 
CosA - CosB :.: - 2Sen-- Sen--

2 2 

Análogamente: 

J,:, .. ,:: 
1 (Sen 110) ,:, .. ,:�

b11 c.:, 1.Cosn0d0 = - --- 17t 7t n 

,:, ,:, 

= - lSenn(E, +EJ - SennE,] 
rm 

(119) 

Utilizando la identidad: 
A-8 A+B 

Sen A - SenB = 2Scn --Cos---, se obtiene:

2 e, 
- Sen n (---;-)
mt

-

e, 
Cosn(c + --=- )

1 2 

2 2 

( 120) 

Así, reemplazando, la serie de Fourier del pulso de conmutación es: 

E2 'X- 2 (E .,) ( E2) 
u(0) = --+ L -Sen nl---J.Sen nle 

1 
+ -

?
-JScn nO

2n n =lnn 2 -

( 1 2 1 ) 

.,. 
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En el rectificador trifásico de media onda, el ángulo de retardo a. se mide 

desde el instante en que e = rot = �- Así, consideraremos que para E 1 = O , 
6 

entonces a. = O . El valor de E 
2 (ancho del intervalo de conducción) 

depende de los parámetros del circuito de carga. Si la carga es resistiva pura, 

entonces la forma de onda de la corriente y del voltaje en la carga es 

discontinua, tal como muestra la figura 3.2(d). El ancho del intervalo de 

conducción será: 

E, = 71: 

7t 

6 

Si el circuito de carga es R-L {puede tener además fuerza electromotriz 

Ve) puede operar en modo continuo o en modo discontinuo. Si opera en modo 

discontinuo, el valor de E 2 dependerá del valor de e = J3 en que finaliza la 

conducción, tal como se vió en la sección 2.6. Si opera en modo contínuo, 

d 
' 21t 

entonces para el rectificador trifásico, el valor e E 2 sera 
3. 

Haremos el análisis del pulso de conmutación para el caso del 

funcionamiento del rectificador trifásico en el modo de corriente continua. Así, en 

la figura 3.8 y en las ecuaciones (119) y (120), e 1

1t 
= - y E2 = 

6 

Entonces el pulso de conducción u(0) es como muestra la figura 3.9. 

21t 

Si el pulso de conmutación u( a corresponde a a = o . entonces u ( e - a.) 

será el pulso de conmutación cuando existe un ángulo de retardo a . 

Análogamente si u ( e - a.) es el pulso de conmutación del tiristor 0 1 del 

rectificador trifásico de la figura 3.1 (línea A), entonces los pulsos de 
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u (0)

21t 

Fig. 3.9. 

conmutación de los tiristores Q2 y Q3 (líneas B y C respectivamente) serán 

u(0 - a -
2rr

) y u(e - a.+ 
2

1t) respectivamente. Asi, bastará hallar las series de
3 3 

Fourier del pulso de conmutación u(0) : luego por simple desplazamiento 

hallaremos los otros pulsos de conmutación. La figura 3. 1 O ilustra el método de 

análisis empleado para hallar la forma de onda de salida del rectificador trifásico 

de onda media. 

Si u(e) es el pulso de conducción con a = O, entonces. 

1 
O') 00 

u(8) = - + ¿ an Sen 118 + ¿ bn Cos n8 
3 n=l n =l 

donde de (119) y (120): 

r _2_ 7t 7t - o -
I 
an - Sen n . Sen n 

2 
, n impar, an = S1 n es par 

� 
nn 3 

l 
2 7t 7t b = - Sen n - Cos n - n par 

n nn 3 . 2 '
bn = O Sin es impar 

Nótese que ª" y bn son ceros si n es múltiplo de 3. 

En el rectificador trifásico: 

Para la línea A: 

V_-\,.._ 
= Jiv Sene 

(122) 



+ 

+ 

- +
A 

A 

Vsene
X 

u(e - a.)

Vsene. u(e - a.)

-+----- ---
1 
1 
1 
1 

: ' _______ 1] __ 1.0 __ _1 1 1 211' 1 1 ----
1 ,+ a� 3 ��*'" 1 

6 1 
1 
1 

__ ____ J__ 
1 

1 
,-'-----

____________ : --
1

----1l --- ---111.0
1 1 ') 1 

1 '-ª-� 47r _, 
1 1 r. 1 3 
·---*-
/ 5 

______ l]t.O

1 
1 
1 

1 '-
1 1 ' 

: ' 4-a-.,'
l 7r 1 

1 -;., - ...,_ 
1 '6 ,--..----

+ V sen (e+ 2 ;) · u ( e - ex+ 2;) --- - - �-----------" 

Forma de onda en los 
terminales de salida 

JTI rT, t O u,

A A ( ') ,i;) A ( )V sene V sen e- ·
3 V sen e+ 2; 

Fig. 3.10 Método de análisis de la forma de onda de salida del 
rectificador trifásico de onda media. 
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El pulso de conducción será: 

Como: 

Luego, 

1 
00 00 

u
A

(0)=u(0-a)=-+ ¿ a Senn(0-a)+ ¿ b Cosn(0-a)
3 n=l " n=l n 

1 :,e 

v =v .. u =.J2VSen8( -+¿a Senn(8-a) 
01 .-\:--.: .-\ 3 n 

n =1 

+ I: b 11 C os n (0- a)] 
n - I 

{ 1 X 
X 

} 

v01 = .fiy 3 Sen0+ � anSen n(0-a).Sen0+ � bn Cosn(0-a).Sen0

Sen n(0-a). Sene= - [Cos((n-1)0- na) - Cos((n + 1)0-na)] 
2 

Cosn(0-a). Sen0= -[-Sen((n-1)0-na) + Sen((n+l)0-na)]
1 

= - [Sen((n+l)0-na) - Sen((n-1)0-na)]
2 

= .fi.v {�sene + fa n . � [cos((n-1)0-na) - Cos((n+1)0-na)] 
n=l 

oo I 
+ L bn . - [Sen((n+l)0-na) - Sen((n-1)0-na)]} (123) 

n = 1 2 

Para la línea B: 

Así, 

l7t 
v BN = JivSen(0 - -3 ) 

21t 
u (0)=u(8 - a - -)
B 3

J ro 21t oc, 21t 
u H (e) = :;- + L a n s en n ( e - a --) + '> b n e os n ( e - a --) 

., n=l 3 n = l 3 



Luego: 

Como: 

V = 

02 BN 

. u 
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B 

21t 
= Jivsen(0 - -) 

3 
{ l ce 

21t 
3 + ¿ a 

II Sen n (0 - a. - -)
n = l 3 

- a -
27t

} -) 

{ 1
 27t oc 27t 27t 

= .Jiv -Sen(0 - -) + I: a 11 Senn(0 - a --) . Sen(0 - -) 
3 3 n=l 3 3 

+ 
X 21t 27t 
L b 11 Cos n(0 - a - -) . Sen(0 - -) 

3 3 n = l

21t 21t 
es igual a: Sen n(8-a -

3
).Sen(8-

3
) 

1 Í 27t 21t l 
- l Cos((n -1 )0 -(n - l )- - na) - Cos((n + 1 )0 -(n + l )- - na) j2 3 3 

y como tambien 

Entonces: 

21t 21t 
Cos n(8 - a - -

,.,
-).Sen(8- -

,.,
-) 

� � 
es igual a: 

1 Í 21t 21t l 
- l- Sen ((n - l )0 - (n -1 )- -na)+ Sen ((n + 1 )0 - (n + l )- - na) j
2 3 3 

{ 1 27t 
v = ..fiv -Sen(0--) + 

02 3 3 

:x: l 21t 21t 
+ I a

0
.-[Cos((n-1)0-(n- l)- - ncx.)-Cos((n+ 1)0-(n+ 1 )3-na)]

n= I 2 3 

O'.) 1 21t 27t 
+ I: b

0
.-[Sen((n+l)0-(n+l)--na)-Sen((n-1)0-(n-1)--na)] (124)

n=l 2 3 3 



93 

Para la línea C: 

Asi, 
27t u (0) = u(0-a+-)

e 3 

1 
oc 21t a:: 21t uc(8) = -+¿a Senn(0-a+-)+¿b Cosn(0-a+-) 

3 n n 

n = J 3 n = I 3Luego, 
V 03 = \"es · u e 

Como 

es igual a: 

- . 21t { 1
oc 21t oc 21t } = ..J� \ Sen(0+-) -+ L anSenn(0-a +-)+ L bn Cosn(0-a +-) 

3 3 n = I 3 n = l 3 

{ 1 27t "' 21t 21t =..f2\· -Sen(0+-)+ ¿a Senn(0-a+-).Sen(0+-) 
3 3 n = I 

n 

3 
3 

oc 27t 27t } 
+ L b

0

Cosn(0-a +-).Sen(0+-) n = l 3 3 

1 r 2n 2n 1 

2 L Cos((n-1)0+(n-I)
3

-na)-Cos((n+ 1)0+(n+ 1)
3

-na) J

y como tambien 
2n 2n Cos(0 - a + 
3

) . Sen(0 + 3) 

es igual a: 
1 [ 21t 21t 7
- - Sen ((n-1)0+(n-I)--na) +Sen((n + 1)0+ (n + 1)--na)J2 3 3 



Entonces:

v
03 

= Ji {½se{0+ 23
rr )+

94 

� 11 J 2rr ) ( ?rr )l + .L .. ?" . 2°l_ co
\. 

( n - 1 )0 + ( n - 1) 3 - na -co\ ( n + 1 )0 + ( n + 1) -3 -na J +
n=I 

� 11 ( 2rr ) ( 1rr )l + �b 0 .2l_se,(n+1)0+(n+I)
3

-na -se,(n-l)8+(n-l)-3 -na J
n=I 

(125)
El voltaje en la carga en todo el ciclo será: 

vo=vo1 +vo2+Vo3

Sumando los términos fuera de las sumatorias en las ecuaciones (123), (124) y

( 125) se obtiene:

Como:

� 11 1 21t 1 21t 1
..¡LVL-Sen0 + -Sen(0--) + -Sen(0+-)J

3 3 3 3 3 

entonces está suma se anula. Así, vo=Vo1 +Vo2+Vo3 se puede expresar

+ C�(n-1)0-(n-l)
2
; -na)-c�(n+l)0-(n+l)

2
3
" -na) + 

+ C�(n-1)0+(n-l) 
2
3
" -na)-o.((n+l)0+(n+I) 

2
: -na) ]+
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:e 1 

+ ¿-b0 [Sen((n+1)0-na)-�(n-1)0-m) +
n=l 2 

+ �( n+ I) 8-( n+ !) : -ro. )-�(n-!) 8-( n-l; -ro.) +

+ � n+ 1) 8+( n+ n2; -ro. )-�(n-1) 8+( n-l;-m.) ]}

(126) 

Como an=O si n es par ó si n es múltiplo de 3, entonces desarrollando la 

sumatoria dentro de las llaves de (126), los términos que contienen cosenos 

para n=1,5, 7, 11, ... , y llamando S1 a este desarrollo, se obtiene: 

21t 21t 21t 7 -Cos(00-6. 3-ñ) +Cos(40+4.3-ñ)-Cos(00+6. 3-Xl) j

1 2n 
+
2

a
7 

[Cos(f:B-7a)-Cos(81-7a)+Cos(f:B-6.
3

-7a)-

2rr 2n 2n 7 
-ili(81-8. 

3 
-7a)+ili(00+6.

3
-7a)-ili(�+8. 

3 
-7a)J+

1 r h 
+-a Lili(100-lla)-ili(120-l la)+ili(100-IO.-

3 
-l la)-

2 11 

2n 2n 
-Cos(l20-12.3 -I Ia)+Cos(IOO+ I0.3-I Ia)-

21t 7 
- Ca;( 120+ 12 

3
-1 la) J+

1 1 21t 
+-ª Lea;o20-1.3a)-Cos(l40-14.- -l.3a) + 

2 13 3 

21t 21t 
+Ca,(126-12.- -lh)-ili(l40-14.- -lh) +

3 3 
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2n 2n 7 
+Cos(l 20+ 12.-::--13a)-C-OS(l40+ 14.-::- - l 3a)j+

., ., 

Como por manipuleo trigonométrico: 

2rr 2n 
- Cos(20-a) - Cos(20-2.--a) - Cos(20+2.--a) = O

3 3 

2rr 2rr 
Cos(40-5a) + Cos(40-4.--5a) + Cos(40+4.--5a) = O 

� � ., ., 

2rr 2n 
- Cos(80-7a) - Cos(80-8.--7a) - Cos(80+8.--7a) = O 

3 3 

En general, se verifica que los componentes armónicos pares que no son 

múltiplos de 3 , se anulan. 

También, 

etc. 

27t 21t 
- Cos(68-6.--5a) = - Cos(68-5a) = - Cos(68+6.--5a)

3 3 

27t 21t 
Cos(68-6.--7a) = Cos(68-7a) = 

Cos(68+6.--7a) 
3 3 

27t 21t 
- Cos(l28-12.--lla) = - Cos(120-lla) = - Cos(l20+ 12.--lla)

3 3 

2n 2n 
Cos(120-12.--13a) = Cos(120-13a) = Cos(120+12.--13a) 

3 3 

Vemos que existe cierta ley de formación para los armónicos múltiplos de 3. 

Así, podemos escribir: 
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3 3 3 
S 1 = -a¡ Cosa--as Cos(60-5a) + -a7 Cos(60- 7a) +

2 2 2 

3 3 
--a11 Cos(l 29-1 la) +-a13 Cos(l 20- 13a) + ...

2 2 

(127) 

Análogamente , como bn
=O si n es impar ó si n es múltiplo de 3 , entonces 

desarrollando la sumatoria dentro de las llaves de ( 126) solo los términos que 

contienen senos para n=2,4,8, 1 O, 14, etc., y llamando S2 a este desarrollo, se 

obtiene: 

21t 21t 27t 
]-Sen(0---2a)+Sen(.30+3.--2a)-Sen(0+--2a) 

3 3 3 

1 
+-b

4 
[Sen(59-4a)-Sen(30-4a) + 

2 

21t 21t 
+Sen($-5.3-4a)-Sen(.30-3.3-4a) +

21t 27t 
] +Sen(50-5.--4a)-Sen(30+3.--4a) +

3 3 

1 21t 
+-b 8 

[Sen(90-8a)-Sen(70-8a)+Sen(90-9.--8a) + 
2 3 

27t 27t 27t 
-Sen(70-7. 

3
-8a) +Sen(90+ 9. 

3
-8a)-Sen(70 + 7. 

3
-8a)] +

I 21t 
+
2 

b 10 [Sen(110-10a)-Sen(90-10a) +Sen(l 19-11 . 
3

-lOa) +

27t 27t 27t 
-Sen(90-9. 

3
-lOa)+Sen(l 10+ 11. 

3
-IOa)-Sen(90+9. 

3
- IOa)]+
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+
2 

b14 [Sen(] 50-14a)-Sen(130-14a) +

2n 2n 
+Sen(l.50- 15.- -14a)- Sen(130- 13 - -14a) +

3 . 3 

2n 2n 
+Sen(l50 + 15.

3
-14a)-Sen(130 + 13.

3
- I4a)] +

+ 

También los armónicos que no son múltiplo de 3 se anulan, quedando sólo los 

que son múltiplos de 3. Así, la expresión para S2 se reduce a: 

3 3 3 
S2 =-b2 Sen(30-2a)--b4 Sen(30-4o:)+-b8Sen(90-8a.) + 

2 2 2 

3 3 3 
--bwSen(90-Hh)+-b14 Sen(l50-14a)--b 16 Sen(l.50-16a)+ ... 

2 2 2 

De S1 vemos que hay un término continuo: 

3 3 J3 
- a Cosa =- .-Cosa
2 

1
2 7t . 

(128) 

También vemos que en S1 y S2 existen armónicos múltiplos de 3 solamente. 

Esto era de esperarse ya que la onda de salida que muestra la figura 3.2 es de 

frecuencia 3 veces la frecuencia de la fuente de alimentación. 

Como vimos anteriormente, an
=O si n es múltiplo de 3 ó si n es par. 

Análogamente, bn
=O, si n es múltiplo de 3 ó si n es impar. O sea, an

=O=bn si n es 

múltiplo de 3. Es decir, an y bn se anulan para n = 3 k , k = 1,2,3, ... 

Todo número natural n>1 es de la forma: 

3k -1 ó 3k ó 3k+1 k = 1,2,3 ... 

Luego, si n no es múltiplo de 3, entonces n=3k-1 ó n=3k+1. 
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Así. ª" = a3k-1 ó ª" = a3k-1 , bn = b3k-1 ó bn = b3k+1 

Vemos de la ecuación (127) que un armónico cualquiera en S1, múltiplo de 3 de 

la frecuencia de la fuente, es de la forma: 

3 3 
2 

a
3k+I Cos(3k0-(3k + ])a)-

2
a

3k
-l Cos(3k0-(3k-l)a)

3 
= 

2 
{a Jk+I [ Cos 3k0. Cos(3k + 1 )a+Sen3k0.Sen(3k + l)a] +

-a [Cos(3k-l )a.Cos3k0+ Sen(3k-1 )a.Sen3k0]}
3k-l 

3 
= -{[alk+1

Sen(3k + l)a' -' a, Sen(3k-l)a]Sen3k0+
2 . .,k-1 

+ [ a .3
k

+I Cos(3k + 1 )a - a 3k+I Cos(3k- l )a] Cos3k0} 

De las ecuaciones (122) se obtienen: 

83k-l 
= 

ª Jk+I 
= 

b3k-l 
= 

= 
.3k+l 

2 7t 7t 
Sen(3k- l)-. Sen(3k-1)-

(3k-1)7t 3 2 

2 7t 7t 
Sen(3k+l)-. Sen(3k-l)-

(3k + 1)7t 3 2 

2 7t 7t 
Sen(3k-1)-. Cos(3k-1)-

(3k-l)7t 3 2 

2 7t 7t 
Sen(3k + 1)-. Cos(3k + 1)-

(3k + l)7t 3 2 

1 

(129) 

(130) 

La tabla 111 muestra los valores de estas constantes, para k=1,2,3, ... 13. De esta 

tabla deducimos que: 



k 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

sen(3k-l)¡ 

,.Jj 
2 

\/j-
2 

,.Jj 
2 

\{3-
2 

,.Jj 
2 

,{3-
T

,.Jj
2

,{3-
T

,.Jj
2 

,fj-
2

,.Jj
2

,/3-
2

,.Jj
2 

cos(lk-1) i 

-1

o 

1 

o 

-1

o 

1 

o 

-1

o 

l 

o 

-1

ª3k-l 

o 

\/3 e-�)
n 5 

o 

/j l

-(-) 
,e ll 

o 

./3 (-�) 
n 17 

o 

.Jj 1 
-(-) 

J{ 23 

o 

.Jj(-...!._) 
n 'B 

o 

,[3 1 
-(-)

1( 35 

o 

hak-I sen(lk+l); 

./\-�)
n 2 

o 

,/3 1 
-(-) 
n 8 

o 

\{3 (-...!._)
1t 14 

o 

./3 l 
-(-) 
n JJ 

o 

../3(_...!._) 
n lS 

o 

.Jj 1 
-(-) 
n 32 

o 

,fj (-...!._)
n 38 

TABLA ID 

\/j
2 

,.Jj 
2 

,/j-

,.Jj 
2 

\/j-
2 

./3 
2 

,{3-
2

,.Jj
2

,/j-
2 

,.Jj 
2 

,/j-
2 

'\fj 
2 

,/j-
2 

cos(lk+l)i 

1 

o 

.1 

o 

1 

o 

-1

o 

l 

o 

-1

o 

1 

ªlk+l 

o 

.fj (-�)n 7 

o 

./3 1 
-(-) 
1t 13 

o 

,fj (-...!._)
n 19 

o 

,/3 (�)
J{ 25 

o 

./3 1 
--;-(-31)

o 

./3 1 
-(-) 

1( '51 

o 

blk+l 
Jj 

(-�)
n 4 

o 

,fj 1 
-(-) 
1t 10 

o 

./3(-�)
1t 16 

o 

,[3 (...!._)
J{ 22 

o 

..fj 1 
-(--)
n :;s 

o 

/j 1 
-(-) 

J{ 34 

o 

.. /j 1 
-(-) 

1( 40 



a .<k-1 

a �1; ... 1 

b 31;-l 

b 31;+1 

f 
o 

= � 1/� (3k�l)
1 

= 

1 r-,, ' l�: 1
-7[ _ ( 3 k -1);

r �[ -1 lj � (3k-1) 

l �(3k
1
-1il

ÍJ3( -1)

- j 0
1[ 

(3k+l) 

1 �( l )
l rrl e 3 k + 1 )
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Si k=I, 3, 5, ··· 

Si k=2,, 6, 8, ··· 

Si k=4, 8, 12, ··· 

Si k=l. 3, 5. 

Si k=2,. 6. 8, 

Si k=4, 8, 12. ···

Si k=l, 5, 9, 

Si k=2, 4 6, . . .  

Si k=3, 7, 11, . . .  

Si k=l, 5, 9, 

Si k=2, 4 6, · ·· 

Si k=3, 7, 11, . · · · 
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Asi, vemos que para un mismo valor de k, a
3k

-i y a
3k

.,.1 son nulos ó si no 

son nulos, coinciden en signo. Lo mismo podemos podemos decir de b 3k-i y 

b
3

1;+i . Luego, si en la expresión (129) tomamos a
31; _ 1 y a

31; .,. 1 ambos positivos 

(para k=4,8, 12, ... ), entonces esta expresión e4s igual a: 

3 ./3{í 1 1 7 -.- L--Sen(3k+l)a - --Sen(3k-1)a Sen3k0 +2 1t , 3k + 1 3k - 1 J 

+ l
1
-

1-Cos(3k + l )a. - -1-Cos(3k - l )o: lcos3k0}3k+l 3k-l J 

Utilizando la transformación: 

(131) 

a Senf3 + b Cosf3 = A Sen (f3+<l>) 

b 
donde A = �a2 +b2 <j> =arctan- , la expresión (131) es equivalente a: a 

3 ./3[ 1 ? 1 ? -.- ,,Sen-(3k +l)a + ,Sen-(3k-l)a + 
2 rr (3k + 1 )� (3k -1)-

2Sen(3k+J)a.Sen(3k-J)a 1 ,, + ----Cos� (3k + l )a +
(3k -1)(3k + 1) (3k + 1)2 

1 
+ 2 Cos2 (3k-l)a 

(3k-l) 

l 

2Cos(3k+l)a. Cos(3k-l)a lj 2 
Sen(3kB+<j>

3k
) 

(3k-IX3k + 1) 

Factorizando y simplificando esta expresión se transforma en: 

3 J3 Í l 1 
2-; l(3k+l ) 2 

+ 
(3k-1) 2

I 

2Cos2a ]2 
sen( 3k0+<1>

3rr
) 

(3k-1)(3k + 1) 

(132) 
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Donde el ángulo de desfasaje es: 

<j>., = arctan 3k+ 1 3k-1 1 

l( Cos( 3k + l)a _ Cos( 3k -l)a j 
_,rr Sen( 3k + l)a _ Sen( 3k - l)a j 

k=4,8, 12, ... 

3k+l 3k-l 

(133) 

Si en la expresión (129) a3k-1 y a3k+1 son negativos (para k=2,6,8, ... ), entonces 

está expresión es igual a: 

3 -/3{r -1 1 1 -.- l--Sen(3k+l)a. + --Sen(3k-l)a lSen3k.'0+
2 n 3k + 1 3k-1 J 

+ [___2_Cos(3k+l)a - -1-Cos(3k-l)a l,..._s3k0} (134) 3k+l 3k-1 J 

Nuevamente transformando sólo a función seno, también se obtiene las 

mismas expresiones (132) y (133), pero ahora para k=2,6,10, .... Es decir, las 

ecuaciones (132) y (133) son válidos para todo k par. 

Análogamente de la expresión (128), un armónico cualquiera en S2, múltiplo 

de 3 de la frecuencia de la fuente, es de la forma: 

3 
-[b Sen(3k8-(3k-l)a) - b3k 1Sen(3k0-(3k+ l)a)]
2 3k-l + 

el cual desarrollando, se transforma en: 

(135) 
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Si ambos b3k-1 y b3k+1 son positivos (para k=3,7, 11, ... ), entonces la expresión 

(135) es equivalente a:

3 ..fi{r 1 1 1 -.- l--Cos(3k-l)a - --Cos(3k+l)aJSenJk--0+2 it 3k -1 3k + 1 

r 1 1 1 
} +l---Sen(3k-1)a + --Sen(3k+l)a 1Cos3k8 

3k-1 3k+ 1 J 

(136) 

Si ambos b3k-1 y b3k+1 son negativos (para k=1,5,9, .. ), entonces (135) se 

transforma en otra expresión que se diferenciará de (136) tan sólo en que 

cambiará el signo de cada término dentro de los corchetes. Pero sea que b3k_1 y 

b3k+1 sean ambos positivos o ambos negativos, la expresión equivalente de 

(135), en términos sólo de Sen3k8, es también: 

3 .fj, 1 1 1 1 Cos2a ] 2- .- + 1 - ---- Sen(3k8+<j>3k)
2 rr l(3k+l) 2 (3k-1) "' (3k-IX3k+I) 

pero en este caso, 

( Sen(3k + I)a Sen(3k- l)a l

t 1 
3k + 1 

-
3k - 1 

j 

are an l- Cos(3k+ l)a
+ 

Cos(3k- I)a

3k+ 1 3k- l 

k=1,3,5,7, ... 

(137) 

Así, de todo lo visto, podemos concluir que el voltaje vo en la carga del 

rectificador trifásico de media onda controlado, trabajando en el modo de 

operación de corriente continua, es: 
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� 3 .fi { 

a:: 

[ 
1 1 2Cos2a l 

}v
0 

=,;2V(-.-) Cosa+ ¿ 
2 

+ ., - ---- Sen(3n8+<l>�n) 
2 7t n=I (3n-1) (3n + 1)- (3n-1 X3n-c-l) J 

· 

donde: <I> 3n 

¡ Cos(3n+ l)a _ Cos(3n- l)a
l me 1 3n+l 3n-1 = - - + are tan ----'-----�'----'-----

2 l 
Sen ( 3 n + 1) a Sen ( 3 n - 1) a 

j 3n+ 1 3n-1 

(139) 

(138) 

Así pues, vemos que el voltaje de salida contiene una componente continua: 

3 ,fj 
V O = J2. V(-.-) Cosa

2 7[ 
(140) 

y una serie infinita de componentes alternas (ripple) múltiplos de 3 de la 

frecuencia de la fuente, siendo la frecuencia fundamental el triple de la 

frecuencia de la fuente. 

Si el circuito de carga es R-L con fuerza electromotriz Ve, entonces la 

corriente en la carga será: 

Vo-V c

Io = ---
R 

El contenido armónico de la corriente io en la carga será entonces: 

donde 

• 1 

r 1 1 2 cos2a 7 2 

A " = l (3 n -1) 2
+ { 3 n + l) 2 - ( 3 n - 1 )( 3 n + 1) J

2 3" = .JR 2 + (3nú)L) 2 . 3n(!)L 
<!> 30 

= arctan R 

1 
1 
1 
1 

(141) 
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3.2 Rectificador trifásico controlado de onda completa 

Existen dos tipos fundamentales de rectificadores trifasicos-controlados de onda 

completa. Un tipo denominado rectificador de 6 pulsos con punto medio, y otro 

denominado rectificador de 6 pulsos tipo puente. 

3.2.1 Rectificador de seis pulsos tipo punto medio. 

La figura 3.11 muestra el rectificador de 6 pulsos tipo punto medio. En esta 

figura los 6 voltajes alternos del secundario estan desfasados uno del otro en 

60°. Este circuito tiene la desventaja de que cada tiristor conduce solo 60° 

durante cada ciclo, por lo que su factor de utilizacion del circuito es 

relativamente pobre, razón por la cual no es usado en la practica. 

C�B * 4 

2

T1 T6 
1 

J i0 Fuente B 3 

Trifásica 

;V 

Fig 3.11 Circuito rectificador de 6 pulsos tipo punto medio. 

Se obtiene una mejor utilizacion de los tiristores interponiendo un reactor de 

interfase en los terminales continuos de 2 circuitos rectifica�ores de tres pulsos, 

'· 
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tal como muestra la figura 3. 12, los cuales estan desfasadas uno del otro en 

180° . 

Fuente 
Trifásica 

A 

Ir, � 
Reactor de 

inteñase 2 

C B * Grupo 1 t _2 Grupo 2 

lj T3 Ts T� T6 
A 1 

2 

B :- _, 

4 

e 5 5 

6 

Fig. 3.12 Circuito rectificador de 6 pulsos tipo punto medio con reactor 
de interfase. 

Ti 

Cada grupo de 3 pulsos opera independientemente uno del otro, motivo por el 

cual cada tiristor conduce por un periodo de 120° . El voltaje continuo de salida 

de cada grupo es el mismo , por lo que idealmente , no habrá diferencia de 

voltaje continuo a travez del reactor de interfase , y asi, el voltaje continuo V0 

en la carga es igual a los voltajes continuos de cada grupo. Tambien idealmente 

la corriente continua en cada grupo.seran iguales pero solo la mitad de lo que 

tendría si la carga estubiera conectada solo a uno de los grupos. Asi, este 

circuito equivale a conectar en paralelo los voltajes continuos de cada grupo. En 

cambio, debido al desplazamiento de fase de 180° existentes entre los voltajes 

alternos ripple en los termilnales de cada grupo, aparecerá entre los terminales 
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del reactor (puntos A y B en la Fig.3.12). un voltaje alterno ripple cuya 

frecuencia fundamental sera 3 veces la frecuencia de linea. Es funcion del 

reactor de interfase soportar este voltaje alterno a fin de mantener 

independiente la operacion en cada uno de los dos grupos de tres pulsos . 

El voltaje instantaneo (continua mas alterna) , que aparecerá en el punto 

medio del reactor de interfase (punto C en la Fig.3.12) , sera la media aritmética 

de los voltajes instantaneos de los grupos individuales. 

Asi, si v031 , es el voltaje en los terminales de salida del primer grupo y v 03:

el voltaje en los terminales de salida del segundo grupo, entonces el voltaje V o 

en la carga sera: 

Yo (142) 

La figura 3.13 muestra la forma de onda asociada al circuito de la figura 3.12. 

Vemos que v 
O 

es una onda de frecuencia 6 veces la de la frecuencia de linea. 

De la ecuacion (138), el contenido armónico del voltaje v031 es:

r 1 1 

(3 .JJ)I a,j 1 1 2Cos2a ]
2 

( 
1 

v03(0) = /2v1-.-J�
l
Cosa+¿

l
( )2 + ( )2-( 

)
( 

) 
Sen3n0+<j,3")J� 

1 \....2 7t n=l 3n-1 3n+l 3n-1 3n+ l 

(143) 

Reemplazando 0 por 0 + 1t en (143) se obtiene el contenido armónico de v031

Como: Sen[3n(8 + n)+<1> 3 n] = Sen[(3n8+ cl> 3 n)+ 3nn] , entonces :

= {
-Sen (3n0 + q,30)

Sen(3n0 + c1>30)

. . s1 n es impar 

s1 n es par 



- Voltaje de salida del pupo 1

Voltaje de salida del pupo l

Voltaje a la salida del 

rectificador 

Voltaje a travei: del reactor 

de interfase 

Voltaje a truez del tiristor 1 

e orriente Continua 

Comente en el tiristor 1 

Corriente en el tnistor 2 

Fuente de voltaje y corriente 

Fase A 

"6 "1 "2 "3 

--
x

·
V¡

" 
-3:< --01-5

1 
-· ----

< � 

"� v, "1 

-

"2 

.. 
'·• .. , .... ,., 

···,,_ '
·., '

Componente 

continua 

+-1 

__ -1...i 

o 

------' 
r---- l 

7 r----� ¡ __ +-� 

1 _____ ,�/0
/2 - --- 2 

------------------------------------------------ -------

Fig. 3.13 Formas de onda en el rectificador de onda completa 
tipo punto medio con reactor de inte1fase , ex. = 45 °.
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Asi, los desarrollos de v 
031

y v º-�, son: 

( 
, 1 

� 3 JJ1¡ ( 1 1 2Cos2aJi v oJ, = -vL. VC2 ---;-jl Cosa+ 22 + 42 - 2 . .4 Sen(30 + $ 3 ) + 

1 

+ (
-1-

+ 
_1 __ 2Cos2a)

2
sen(6e + A,. ) +52 7 2 5.7 '1' 6 

1 

( 1 1 2Cos2aJ
2 

( + s2 + � - 5. 7 Sen 60 + $ 6) -

( 1 1 2Cos2aJ
2 

g2+ 
10

2 - 8_ 10 
Sen(90+<!> 9

)+ 

1 

l 
1 1 2Cos2a 2 

+ (-+-----] Sen(120+,¡,. )+··· 
1 1 2 132 11. 13 'I' 12 

Sumando se cancelan los terminos impares, resultando: 

(144) 

(145) 



Asi: 

donde: 

111 

�r 1 1 2 cos 2a l 2
} 

+ 
4(6n-1) 2 

+ 
(6n+ 1) 2 - (6n-1)(6n+ l)j sen(6n+<1> 6J 

n=l 

"' - -n +
'1-' 6n -

n=l,2,3 ... 

( Cos(6n + I)a 
1 (6n +1) 

a retan¡ 
l 

Sen(6n + 1) 
(6n + 1) 

_ C os( 6 n - 1) a ¡ 
(6n - 1) 1 

Sen(6n - 1) ji 
(6n - 1) 

3.2.2 Rectificador de seis pulsos tipo puente. 

(146) 

La figura 3. 14 muestra el circuito rectificador trifasico de onda completa tipo 

puente. En este circuito se ha considerado el caso general de una carga R-L, la 

fuerza electromotriz. 

El Para facilitar el analisis del funcionamiento del circuito consideramos el caso 

particular de carga resistiva. Es decir, L = O y V e = o

Consideremos que en la figura 3.14 todos los tiristores estan en el estado ON 

en todo el ciclo. Esto es equivalente a reemplazar los tiristores por diodos, 

originando un rectificador trifasico de onda completa no controladofactor que 

determinará cuales de los tiristores conduciran en un instante cualquiera, es la 

combinacion de las tres fuentes de voltajes v AN, vB\I, voi, tal que en dicho

instante , dá el mayor valor al voltaje v
M

= 
v0.



p 

'a a 

+ 
'G1 

Van 

VA Kl 
+ 

ib b 'l 
!'"'v 

b 

Vbn 
ic"

VAK6 

le e + 

'1'6 + + 

+ 

¡6 Ven 
'" 

q 

(a) 

V 

../2V 
Uab 11ac 

11bc 11ba 
11ea 

o wt 

(b) 

Fig 3.14 Circuito rectificador dt• 6 pulsos tipo puente. 

io

¡G s 

ici 

Ve 

+ 

l 
v0 = v

pq 
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La combinacion de las tres fuentes de voltaje son los voltajes linea a linea 

v ab. v be. v ca, Y el voltaje vrq 
alcanzará un valor máximo cuando cualquiera

de los tres voltajes linea a linea este en su máximo positivo o su máximo 

negativo. 

La figura 3.14 (b) muestra los voltajes linea a linea. Cuando v ab , esta en su 

maximo valor positivo (en w t  = 
7t 

2 

conduciendo, dando: 

V pq = V O = V ab , 
7t 

rot=-
2 

), los tiristores T
1 y T6 estan 

Cuando v a b esta en su máximo valor negativo ( v ha e esta en su máximo 

valor positivo) los tiristores T3 y T4 estan conduciendo, dando: 

V pq = V o = - V ab = V ba ,
31t 

wt=-
2 

El mismo argumento puede hacerse para cada uno de los otros voltajes de 

linea. 

Si los voltajes v ba, v ch, v AC se adicionan a los voltajes de linea, como se

muestra con las lineas punteadas de la figura 3.14 (b), entonces en cualquier 

instante el voltaje aplicado a la carga y el par de tiristores que esta conduciendo 

se determina viendo cual de las seis formas de onda tiene el mayor valor 

positivo. Este mayor valor positivo es el valor de v O . 

De la figura se deduce que en la carga circulará una corriente de seis pulsos 

por ciclo. Asi, el circuito equivalente para un rectificador trifasico de onda 

completa es como muestra la figura 3.15 (a). 



o 

N 

fr 

3 

'A ia,

VAN

'B 'G2 

VBN

1 

¡F Ó6 

VFN

______ v_c--vo---------
+

+ 
;º�I

(a) 

2,r 

a = O 

(b) 

4,r 
3 

É..! 
3 

71T 

Fig. 3.15 Circuito equivalente para el rectificador de la Fig. 3.14 

wt 

wt 
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Como en el caso del circuito equivalente del rectificador monofasico de onda 

completa tipo puente (fig. 2. 13 ) , cada tiristor de la figura 3.1 S(a) representa 

dos tiristores en serie en el ciruito real. Sin embargo, estos dos tiristores no son 

puestos en el estado ON o conmutados simultaneamente, como si sucede en el 

rectificador monofásico de onda completa tipo puente. 

La tabla N muestra la correspondencia existente entre los voltajes y tiristores 

de los dos circuitos real y equilvalente. 

CIRCUITO REAL CIRCUITO EQUIVALENTE 

Voltaje Tiristores Voltaje Tiristores 
INTERVALO 

aplicado en conduciendo aplicado conduciendo 

la carga en la carga 

1t 21t Ts ' T1 VAN T1 - <ffit<- Vab
3 3 

21t 
- <C)t< 1t

Vac: 
T1, T2 VsN T2 

3 

47t 
1t<ffit<-

Vbc 
T2 ' T3 VcN T3 

3 

47t 57t 
- <rot< -

Vba
T3 ' T4 VoN T4

3 3 

51t 
- <rot< 21t

Vea
T4 ' Ts VEN Ts

3 

7rr 

21t <rot< -
Vcb

Ts ' Ts VFN T5
3 

TABLA IV 
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La figura 3.15 (b) muestra las formas de onda de las fuentes de voltaje 

equivalentes y la figura 3. 16 muestra el diagrama fasorial de las seis 

fuentes de voltaje equivalentes y las tres fuentes de voltaje trifasicos reales. 

Fig 3. 16 Diagrama fasorial de las fuentes de voltajes 

Así, si: 

Entonces: 

VAN
= 

V BN
= 

V CN
= 

V ah
= .J2v Senwt

.J2v Sen( wt - ; )

.J2 V Sen ( ro t - \x )

V DN
= .J2v Sen (rot - x )

V EN
= .J2v Sen( wt - \x )

V FN
= .J2v Sen(wt - 5;)

Si los 6 tiristores de la figura 3.14 (o lo 6 tiristores de la figura 3.15) se 

reemplazan por diodos, entonces el diodo que reemplazaría al tiristor 
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T1 
empezaría a conducir , en forma natural , en el instante en que cot = 1t 

Desde este instante se empieza a medir el ángulo de retardo ex. en que se 

dispara el tiristor T 1. Es decir, a = o en 1t 

cot =-. 
3 

De la tabla IV, vemos que cada tiristor conduce 60°. Este será el máximo 

intervalo de conducción de cada tiristor para cualquier ángulo de retardo ex., 

por lo que, al igual que el rectificador de 6 pulsos tipo punto medio (figura 

3.11 ), su factor de utilización del rectificador es también relativamente pobre. 

Sin embargo, hemos visto que los terminales de dos grupos de rectificadores 

de tres pulsos pueden ser conectados en paralelo uno con otro, dando como 

resultado un rectificador de 6 pulsos (figura 3. 12) en la que cada tiristor 

puede conducir hasta 120º grados. Por la misma razón, es posible conectar 

los terminales de salida de los dos grupos de tres pulsos en serie uno con 

otro , tal como muestra la figura 3.17 (a). El grupo de tres pulsos, 

denominado grupo "positivo" provee en sus terminales de salida, cuando 

a = o , un voltaje cuya componente contínua es positivo con respecto al 

neutro. El segundo grupo de tres pulsos, denominado grupo "negativo" por la · 

conexión inversa de los tiristores , provee en sus terminales de salida, 

cuando a = o , un voltaje cuya componente continua es negativo con 

respecto al neutro. Es evidente que si las corrientes continuas de ambos 

grupos "positivo" y "negativo" son iguales, entonces la corriente continua neta 

que fluye hacia la conexión con el neutro será cero, y por lo tanto, esta 

conexión puede ser desconectada. Así, si el neutro es omitido, entonces los 

dos grupos son forzados a compartir una carga en contínua común, y 
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evidentemente, la corriente contínua de cada uno de ellos será la misma. El 

resultado de la combinación (eliminando la conexión con el neutro) es el 

rectificador trifásico de onda completa tipo puente , tal como muestra la figura 

3.17. Las formas de onda asociadas con este circuito, cuando funciona en el 

modo de corriente continua, es como muestra la figura 3. 18. Cada tiristor 

conduce 120°, aumentando el factor de utilización de los tiristores. El ángulo 

7t: 

a de retardo se mide a partir de: c:t = -

6 

7t 
7t 

Los tiristores son desfasados en intervalos de ancho 
3 

. En ffit = 

6 
+ex.

se encuentra conduciendo el tiristor Ts y el tiristor T1 es disparado (puesto 

ON). ·ourante el intervalo 2:+as(.:)ts 2: +a , conducen los tiristores T
1 

y T
6

6 2 

y el voltaje que aparece en la carga es el voltaje de línea a línea 

En wt = - +a 

6 

es disparado_ el tiristor T-:. polarizandose 

inmediatamente en sentido inverso el tiristor � , por lo que será puesto 

en OFF por conmutación natural. Durante el intervalo 7t 7t 

-+cx:Srot:S5-+ot , 
2 6 

conducen los tiristores T
1 

es el voltaje I í nea a línea 

y T2 
y el voltaje que aparece en la carga 

Como el circuito tipo puente se compone de dos grupos de tres pulsos: uno 

"positivo" y otro "negativo", desfasados uno del otro en 180° y con sus 

terminales conectados en serie, es evidente que el voltaje continuo que 

aparecerá en los terminales del circuito puente será el doble que el voltaje 

contínuo que aparecerá en los terminales de cada uno de los grupos. 
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Grupo "positiYo" 

e B Thl Th3 Th5 
A 

B 

e 

A 

B 

e 

Th4 Th6 

Grupo "negath.-o" 

10 -10 � 1 2 

Th2 

�---------------7 1 Grupo "posith•o" 
1 1 

: Thl Th3 Th5 : 
� L ----- ----- __ J 

Fuente A n-.--
Trifásico B o---+----__. 

e o---=-:1�-=-="",,,,...,,,,,.1,,::"=""_=--_----___ _._ - 7 

Th4 Th6 Th2 i
1 
1 
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Fig 3.17 Construcción del rectificador de 6 pulsos tipo puente a partir de 

2 circuitos de 3 pulsos tipo punto medio. 

También , el voltaje instantáneo (continua mas alterna) que aparecerá en 

los terminales del circuito puente, será la suma de los voltajes instantáneos 

que aparecen en cada uno de los terminales de salida de los grupos de tres 

pulsos individuales. Así, si v 03 1 y v 032 son los voltajes de salida de cada uno

de los dos grupos individuales, entonces el voltaje V O en el circuito de carga 

esta expresado por la ecuación: 

y O 
= V 031 + V O.l2 (149)
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donde Yo3 1 y "032 son las mismas que se expresan en las ecuaciones (144)

y (145). Así, cada componente del contenido armónico de la forma de onda 

de voltaje de salida v O del rectificador trifásico de onda completa tipo 

puente, será igual al doble de las correspondientes componentes de la onda 

de salida del rectificador trifásico de onda completa tipo punto medio con 

reactor de interfase. Es decir : 

(150) 
donde <l>sn es es el mismo que indica la ecuación (147). 

De la ecuación (150) vemos que el voltaje continuo de salida es : 

(151) 

Como los tiristores son disparados en intervalos de 60°, entonces de la 

forma de la onda del voltaje v0 de salida, que muestra la figura 3.18 , se 

tiene que el valor eficaz del voltaje rectificado sera: 

1 
2f 1 f �-+0. 2 V= -Jv�d(rot)= -.6 JJ vabd((J)t)r 

J 7r 21t --+0.
- O 6 

Como los voltajes de linea a neutro son: 

v AN =.JiVsenv)t v - '2vsen(ú)t-
2rr)

BN - V L. 3 

( 2rr) 
V en sen ú)t + 

J 
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Fig. 3.18 Formas de onda asociadas al rectificador de onda completa tipo puente, a= 45 º. 

I' 
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entonces: 

vab = 

Así: 

i t6v2sen2(0+ �)cte , e Cüt 

Integrando y evaluando, el valor eficaz del voltaje rectificado es: 

( l 3-Jj \2 
= .Ji fivl-+ --Cos2aj 

2 4n: 
(152) 

Asumiendo que el circuito de carga es altamente inductivo entonces la 

corriente en la carga será, aproximadamente , libre de contenido de ripple por 

lo que la consideraremos constante, tal como muestra la figura 3.18. La 

corriente en los tiristores T
I 

y T 4 , así como la corriente en la I í nea A será 

aproximadamente como muestra también dicha figura. 

La corriente l A en la línea A esta representada matemáticamente por: 

JA 
= 1 

0 
X [ U 

1 
(8) - U 4

(8)] 

donde u 1 (e) y u4 (0) son las funciones de conmutación de los tiristores

T
1 

y T
4 

respectivamente, siendo: 

u
1 
(8) = u{0-a) y 

Así: 

= 1 0 x [u (e-a)-u(0-a+n:)] (153) 

De las ecuaciones ( 122) se encuentra que: 
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Cambiando ( 0 - a) por ( 0 - a + Jr) se obtiene: 

l 
oc 

u(0-a+n:) = -+¿[a
n

Senn(0- a+n:)+b
n

Cosn(0-a+n:)]
3 n=l 

Como: 

Sen n(e - a +  n) = { 
-Sen n (e-a) SI n e s impar 

Sen n (e -a) s1 n es par 

Co s n (e - a+ rr) = { 
-Cosn(e-a) sin es impar

Cosn{e-a) s1nespar 

entonces: 

f 1 "" 

u(0 - a+ 1t) = � 3
-

n�Ja 11
Senn (0-a )+b

11
Cosn (0-a )] s1n es1mpar 

l ] X 3 
+ ¿[a

11 
Sen n (0 -a)+ b

n 
Cosn (0 -a )] s1 n es par 

n=I 

Reemplazando en ( 153) 

= 

í oc 

� 21
0

0

�

1

[a
0

Senn(8-a )+ b
n

Cosn(0-a )]

l o 

; sin es impar

; s1 n es par

Pero de (122), bn = O si "n" es impar y an = bn = O , si "n" es 

múltiplo de 3. Así: 

IA = 2l
0

¿a
n

Se nn(0-a) 
n;J 

donde "n" es un entero impar no múltiplo de 3. Desarrollando: 

2.JJí 1 1 1 A = J0 x-;-L sen(0-a)-5sen5(0-a)- 7 sen7(0-a)+

1 1 7 

(155) 

+usen 11(0-a) +usen 13(0-a) + .. ·J
( 156)
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Nótese de (156) que la corriente en la línea A no tiene componente contínua. 

La amplitud de la componente fundamental es 2 
.../3 por el valor pico 1 0 .

Jí 

Las componentes armónicas que no se cancelan son en general 6k ± 1 

por la frecuencia fundamental, y la amplitud de cualquiera de estos 

armónicos, en comparación con la amplitud de la fundamental, es igual al 

reciproco del número armónico. 

Si la carga es un circuito R-L con fuerza electromotriz Ve entonces: 

fo = 

siendo: 

3.2.3 Rectificador de doce pulsos tipo puente. 

Así como es posible conectar dos grupos de rectificadores de 3 pulsos en 

serie, para formar un rectificador de 6 pulsos tipo puente, también es posible 

conectar dos grupos de rectificadores de 6 pulsos tipo puente en serie para 

obtener un circuito rectificador de doce pulsos tipo puente. El circuito 

obtenido se muestra en la figura 3.19. Los dos grupos de 6 pulsos son 

conectados a los dos secundarios de un transformador, cuyo primario esta 

conectado en estrella, un secundario en estrella y otro en delta. A fin de que 

los voltajes a la salida de cada grupo de 6 pulsos sean iguales, es necesario 

que exista entre el número de espiras del secundario en delta y el número de 

espiras del secundario en estrella, una razón de �. El voltaje línea a 
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línea del secundario en delta esta desfasado 3 o O con respecto al 

secundario en estrella. 

� 3 a 

V 
la Al 
2a Bl 

A 3a Cl 

� 
Se<nndario a 

C V B 

�� � t 
Primario 

Fuente Secundario 

Trifásico lb A2 

2b B2 

3b C'2 

� ./3V 

Puente 
l 

l
,1 

Thl Th9 

Id t Puente 2

Th2 Th6 ThlO 

Th8 Th12 Th4 

14 

Fig 3.19 Circuito rectificador de 12 pulsos tipo puente. 

i� 

La figura 3.20 muestra las formas de onda asociadas con el circuito 

rectificador puente de 12 pulsos. También, por simplicidad, asumimos que la 

corriente J 
O 

en la carga es constante y libre de ripple. Esta corriente será la 

misma para ambos grupos rectificadores de 6 pulsos. El voltaje en la carga 

es la suma de los voltajes en los terminales de salida de cada grupo de 6 

pulsos. Así, si V 06
1 

y V 06
2 

son los voltajes de salida de cada uno de los dos 

grupos individuales, entonces el voltaje de salida en la carga será: 

De la ecuación (150), el componente armónico de V06
1 

es: 

(157)
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Fig 3.20 Formas de onda en el rectificador de doce pulsos tipo puente. a= a¡ = a
2

= 45 ° 
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wl 

;; linea B2 t;;o-"'T'""----r---.....L-----..L..---,..-------:� c.,t 

Oli11e>1 C2 _______ ___._ _ __,r------,--'"'--------1--.::i)ll-wt 

2 

1 T l o .l.1 
i,; lo_:¡-___. i l o

n-.2....i¡ 
.../J o 

t.f) 

(g) 

(h> 

Fig. 3.20 (continuación) 

)Ir t,)t 

( 3J
f1 r " 1 1 1 2 Cos2a f l 

V = .fiV:- 1�cosa+¿¡---+--- -----j Sen(6n0+<1>6nl�06¡ l 7t Jl n=I J6n-lf (6n+l)2 (6n-1)(6n+l) J 

(158) 

Reemplazando 0 por 0 = ; en (158) se obtiene el contenido armónico de 

V 
062' 

y como: 

entonces: 

{
-Sen ( 6n0 + <j>6n)
Sen ( 6n0 + <j>60)

. . 
s1 n es unpar 

s1 n es par 
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Así, los desarrollos de V061 
y V06� son: 

í ! 

r;::- (3../31¡ (1 I 2Cos2a)
2 

vo61 = vL. Vl-1r-J 
l 

Cosa+ 52 + 72 - 5_7 Sen( 60 + <!> 6) 

1 

( I 1 2Cos2a)
2 

+ �+ 132 - l l.l3 Sen ( 120+(j> 1J 

1 

r 1 1 2Cos2a 12 -

4Lrr+13:- 23_25) Sen(240+<!> 1,)

1 

+ ... 1 

' . 1 

v = '2V 3-JJ' Cosa - ·_l +-1 - 2cos2a '¡;- Sen'60 +"' ·.. , v.!. rr s� 7 2 5 7 : \ '+'6.· 
I 

·. • ,/ 

1 

r I 1 2Cos2a 12 r1 

) i2J2 + 252 23. 25 J Se,.\ 240+<1>24 

- 1

... j 

(160) 

Sumando se cancelan los términos impares, quedando solo los 

términos pares. 
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[ 

( 6J31 ( 1 1 2Cos2a 12 
v0 = Jiv l--J Cosa+ l-2 +-

2 
----j Sen (120+4>12)

rr 11 13 11.13 

( 1 1 2Cos2a 12 
I ]

+l-2 +-2 ----J sen(240+<1>24) +··· 23 25 23. 25 

Así podemos escribir: 

V 
o 

n r 6''3' r a: 1 1 1, 2 vl-j �Cosa+ 2:: l 2 + 2 \ 7C l n=I ( 12n - 1) ( 12n + 1) 

1 l 2Cos2a 12 1 
( )( ) 

JI sen( 12 ne+4> 1211) r12n - 1 12n + l 
J 

(161) 

Vemos que la forma de onda a la salida del rectificador de 12 pulsos contiene 

solo armónicos de frecuencias 12,24,36, y en general 12n por la frecuencia 

de la línea. 

Por simplicidad, asumiremos que la corriente I O en la carga es constante 

y libre de ripple. Debido a la conexión en serie , la corriente en cada grupo de 

6 pulsos es también I O • Así, las formas de onda de las corrientes de línea, 

tales como i
1 

e 1
2 

en cada grupo . es una onda cuadrada de magnitud / 
0 

y de un ancho de 120° . La corriente de línea l 1 , del secundario en 

estrella es la misma que la de su corriente de devanado 110 como muestra 

la figura 3.20 (e). 

Las tres corrientes de línea para el secundario en delta estas desfasadas 

uno del otro en 120° , como se muestra en la figura 3.20 (f). 
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Considerando el transformador del secundario en delta como un divisor de 

corriente tal como muestra la figura 3.21 , entonces: 

La figura 3.21 (a) corresponde al intervalo: 1t 1t 1t 

-+a--= a< rot < a+-
6 6 3 

Conducen las líneas C2 (corriente positiva) y 82 (corriente negativa). La 

línea A
2 

no conduce. La corriente en el devanado 1 b es , 

(corriente positiva). 

La figura 3.21 (b) corresponde al intervalo 
7t 2n: 
-+a<rot<-+a. 
3 3 

Conducen 

las líneas A2 (corriente positiva) y 82 (corriente negativa). La línea C2 

no conduce. La corriente I lb = ..:. 1
0 

(corriente positiva). 
3 

La Figura 3.21 (c) corresponde al intervalo 
21t 
-+a <rot<1t+a 

3 
En 

este caso conducen las líneas A2 (Corriente positiva) y C2 (Corriente 

negativa). La línea B2 no conduce. La corriente 
1 

= 
3

1
0
.(cornente

/ 41t )
positiva). En los intervalos: \ n:+a, 

3 
+a 

se invierten las corrientes en 3.21 (a), (b) y (e) respectivamente, con lo que 

se obtiene el ciclo negativo para la corriente l1b. 

Así podemos concluir lo siguiente: 

li I h 1 
si ambas lineas A

2 
y B

2 
conducen 

si solo una de las lineas A 2 ó B2 conducen 
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------- A ; 

Í¡b = ½ lo 

B, 

½'º 
lo 

C: 

(a) 

'º A, 

(e) 

....._ ________ <: 
lo 

Fi�. 3.21 

lo 
---"--'---A, 

i1b = fro 
B: 

'º 

e, 

(h) 

La figura 3.20 (g) muestra ; la forma de onda de l2b . Esta forma de onda 

puede obtenerse sumando las ondas que muestra la figura 3.22 . 

La corriente en la línea A del primario será: 

(162) 

donde n es la razón del número de vueltas del devanado del secundario 

en estrella al número de vueltas del devanado del primario ( n = N •• 1 N p) .

Para el caso particular n= 1 ,la forma de onda de la corriente l A es como 

muestra la figura 3.20 (h) 
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3
1
0 �-'--------+------

Fig. 3.22 

De la figura 3.20(e), la corriente l1a , está representada matemáticamente 

por: 

1 1 a = I O x [ u ( 0 - a) - u( 0 - a + 1r)] 163) 

El segundo miembro de (163) es la misma que los segundo miembros de 

las ecuaciones (153) y (155). 

Así: 

1 1 a

00 

= 2 I 
O 

L a n Sen n (0 - a) 
n=l 

(164) 

De la figura 3.22, la corriente l1b esta representada matemáticamente por: 

(165) 



133 

De la ecuación ( 122) se obtiene: 

u( 9- a+ rr
6
) = _I_ + '5'Ían Senn( e-a+")+ bn Cosn(e-a+") lj3 � 6 6 

Como: 

( 7n) 1 ( n) l
Sen n 0 - a + 

6 
= Sett n� 0 - a + 

6 
+ n 1t J 

Análogamente: 

Así en (165), 

_J-Senn(e-a+�)

- l Sen { 0 -a + �)

!_!!_) 
= J -Cos n (e -a + ';] 

6 l Cos n( e -a + 1¿-)

si n es impar 

si n es par 

s1 n es 1m par 

s1 n es par 

= 
I 2 ,R a, Senn(e- a+ 6) + b,Cosn[e- a+�)]; si n es impar

l O s1 n es par
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Pero, en (122), b,, 

3. Así, finalmente:

O si n es par , a,, b,, O, si n es múltiplo de 

2 ¿a
n 

Sen (166) 
n= I 

donde n solo toma valores impares y no múltiplos de 3. 

También, de la ecuación (122), se obtiene: 

Je-a- !:_) 
\. 6 

1 �í ( it) ( 1t ,7
- + ¿ l a n sen n e - a - - + b n e os n I e - a - - 1 J 
3 n=I 6 \ 6) 

1 � Í ( '-n J ( '-n Jl = - + ¿)
L
a" sen n e - a + --- + b" e os n e - a + --- j 

3 n=I 
6 6 

Como también: 

sen 0( a - a + 
5
:) ¡ 

-Sen n (e -a 
- : ) si n es impar 

Senn(e -a 1¿-) l
si n es par

Cosn(8-a+
5

:) J 
-Cosn (e-a-t ) si n es irn par

Cosn(e-a-�)
l

si n es par

entonces también se obtiene que: 

(167) 

En esta ecuación, n toma solo valores impares y no múltiplos de 3. 
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Reemplazando (166) y (!67) en (165), 

2 � Í ( 7t) ( 7t) 7i 1b = -1 0 L., ªnlSen n 0-a+- -Sen n 0-a--
J 3 

n=I 6 6 

Utilizando la relación: 

se obtiene: 

SenA+SenB 
A+B A-B

= 2Sen--Cos--
2 2 

4
oc 7t 

)
)
:, = -3 lo Lan Cosn- Senn (e-a) 

n=I 6 

Para valores de n impares y no múltiplos de 3 se tiene que: 

Así: 

nn 
Cos-

6 

r 

r vlJ/ . { 5,17,29,4 1. ..
1 -

1/2 , SI n = 

� 

7,19 ,31,4 3  .. . 

l vlJ/ . { 1,13,25,37, .. .1/2 , SI n = 

11,23,35,47 ... 

-2 lo f[ an Sen�9- a) ] ; si _f 5,17,29,41...
n=l 

1

17,19,31,43 ... 

210 �[ ªn Sen�9- a) ] ; si - Ít,I!,25,37 .. .
n-1 11l 11,-3,35,47 .. .

(168) 

Si en la ecuación ( 162) tomamos n= 1, y luego reemplazamos los valores 

dados en (164) y en ('168), se obtiene: 
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o 

CX) 

410 L anSenn(e-a) 
n=l 

SI n ={5,1 7, 29 , 41 . ..
. 7,19,31,43 ...

SI n =� 1,13,25,37, .. .
( 11,23,35,47 .. . 

Así, vemos que los únicos armónicos que quedan serán los que son de la 

forma 12k ± I por la frecuencia fundamental. Además, de (122): 

ªn 
2 1t ;i:-S en n-. S en n-'2 n 1t 3 

(169) 

Si n toma valores iguales a un múltiplo de 12 mas 1 ó múltiplo de 12 

menos 1, entonces siempre se verificara: 

7t 

Senn-

3 

7t ./3 
Senn- = 

2 2 

Así , en (169), a = 
n 

. Dando valores a n , el contenido armónico 
n1t 

de la corriente de la línea A del primario es: 

4.J3 Í l l = l
0

. 1t LSen(0-a)+
11

Sen11(0-a)+
13

Sen13(8-a) 

+-1 Sen23(0-a)+-_!._Sen25(8-a) + ··· J
l 

23 25 
(170) 

Nótese que la amplitud de un armónico cualquiera, en relación a la 

frecuencia fundamental, es igual al reciproco del número armónico. 



CAPÍTULO IV 
CONVERTIDORES DE FRECUENCIA (CICLOCONVERTIDORES) 

En los convertidores de frecuencia, denominados también 

cicloconvertidores, la frecuencia de salida puede ser mayor o puede ser 

menor que la frecuencia de la fuente de alimentación. El método de Análisis 

de Fourier aplicado a los rectificadores trifásicos, descrito en el capítulo III, 

puede también ser aplicado a cualquier cicloconvertidor. En este capítulo, 

por simplicidad, mostraremos que el método puede ser aplicado a un 

cicloconvertidor de trifásico a fase simple, cuya frecuencia fo de salida es 

mayor que la frecuencia f¡ de la fuente de alimentación. 

4.1 Introducción al método de análisis 

Como una introducción al método de análisis consideraremos primero 

un circuito eléctrico multiswitch, tal como muestra la figura 4.1. 

-i

v(t) CARGA 

F. 4 1 c1·rcuito eléctrico multiswich. 1g. . . 
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En la figura 4.1, la fuente de voltaje dependiente del tiempo v(t) está 

en serie con una conexión en paralelo de Switchs bilaterales ideales S 1 y S2 

. Un tercer Switch S3 está en serie con la conexión en paralelo y una carga 

está conectada entre el Switch S3 y la fuente. 

De la configuración del circuito se deduce que aún si los Switchs S 1 , ó S2 

ó ambos pueden estar en el estado ON, la corriente i circulará sí solo sí el 

Switch S3 está también en el estado ON. 

Los intervalos de conmutación de los Switchs S 1 , S2 , y S3 están 

determinados por la duración de los pulsos de conmutación u1 (t), u2 (t) y u3

(t) respectivamente. Como se muestra en la figura 4.2, los pulsos de 

conmutación tienen cada uno el estado "1" o el estado "O" de niveles de 

conmutación. El estado "1" representa el período "ON" o intervalo de 

conducción de cualquiera de los Swtichs. El estado "O" indica el período 

"OFF" o intervalo de no conducción. Los pulsos de conmutación tiene 

diferentes anchos de pulso to1 , to2 , y to3 y frecuencias de conmutación 

ro 1 , w2 , y ro3 respectivamente. Se asumen intervalos regulares T 1 , T 2 y T 3

entre cualquiera dos pulsos consecutivos de u1 (t), u2 (t) y U3 (t), 

respectivamente. 

Matemáticamente cada tren de pulsos puede ser considerado como 

igual a un término constante sumado a los armónicos de la frecuencia de 

conmutación. Así mismo, el voltaje v(t) contendrá también un término 

continuo sumado a los armónicos de la frecuencia ro¡ de la fuente de 

alimentación. 
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A. ----------�----

v(t) 

l:Ttn
-1

"1 (t) ; �---+------- T
1
--------:I 

1 
1--. To2. ---1 

"2(t) o I 
E-------+-- T2--------:I

1 
·----- To3 _______ ....¡ 

"3(t) o I E---------- T, +-----=J 

w.t
l 

Fig. 4.2. Forma de ondas asociadas al circuito de la Fig. l. 

Las representaciones en series de Fourier para los pulsos de conmutación 

son de la forma: 

u/t) = u,,p + !c,,p sen (nw/ + a,J
11=1 

p = 1,2,3 (162) 

donde Uop es el término continuo del pulso de conmutación y 

Cnp = �Anp2 + Bnp2 

Ar,p y Bnp son los coeficientes de Fourier de los componentes coseno y 

seno, respectivamente; y 

-1 (lA,,p 'j 
a = tan 

--

"P B
11p 

(163)
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Análogamente, la representación en serie de Fourier para la fuente v(t) es: 

v(t) = v0 + !(:, sen(nm; t + a,J (164)
11=] 

donde vo es el término continuo de la forma onda del voltaje de la fuente; 

C
11 

= � A,,2 + B,,2, An y Bn son los coeficientes de Fourier de las componentes 

coseno y seno, respectivamente; y 

_1(A,,J 
a,,,= tan -

B" 

Aplicaciones de los principios de muestreo muestran que los productos 

u
P
(t). v(t) dan una descripción analítica del proceso para muestrear el voltaje 

de la fuente v(t). Así. 

Cuando u
p 

(t) = 1, el producto up (t) . v(t) = v(t) 

Cuando up (t) = O, el producto u
p (t) . v(t) = O 

Entonces los niveles de conmutación 111" y 11 0" pueden ser usados para 

mostrar cuándo el voltaje de salida v2 (t) existe a través de la carga de la 

figura 4.1. 

La figura 4.3, muestra un diagrama de bloque para la operación de la 

figura 4.1. El bloque OR , identificado por el símbolo + , puede tener 

cualquier número de entradas.. La salida estará en el nivel 111" si al menos 

una de las entradas está en el nivel 11 1" . Si todas las entradas están en el 

nivel 11 0", entonces la salida estará en el nivel "O". El bloque ANO 

denotado por el símbolo , puede tener también cualquier número de 

entradas. La salida estará en el nivel "1" si todas las entradas están en el 

nivel 1
11 ". Si alguna de las entradas está en el nivel 11 0" , entonces la salida
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U1(t)---�-, 

"2(1)---
t---------. 

OR 

ll3(t)---------------.i 

AND 
AND 

l'{t) ________________ ___J 

Fig. 4.3. Bloque lógico para el funcionamiento del 

circuito de la Fig. 1. 

también estará en el nivel "O". De este modo, comparando las figuras 4.1 y 

4.3 , se deduce que el voltaje de salida está especificado por la ecuación 

Booleana: 

VL (t)= ( U 1 (t) + U2 (t) ) · U3 (t) · V(t) (166) 

donde u1 (t), u2 (t) , U3 (t) y v(t) representan las condiciones de entrada 

para la salida. Básicamente, las condiciones entrada - salida están 

especificadas por los niveles de salida dadas para cada combinación posible 

de los niveles de entrada. En la tabla I se muestra estas diferentes 

combinaciones. Cada fila dá una combinación de los niveles de entrada y 

también el nivel de salida que · se obtiene para cada combinación de los 

niveles de entrada . La tabla también muestra que existirá un voltaje de 

carga ( v(t) es 1 ), siempre que U3 (t) este en el nivel "1" y si alguno o 

ambos: u1 (t) y u2 (t), estén en el nivel "1 ". La salida estará en el nivel "O" (no 

hay voltaje en la carga) en todos los demás casos. 

Si en el circuito de la figura 4.1 consideramos que en ningún instante 

los switchs S1 y S2 están simultáneamente en el estado ON, lo cual 
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TABLA I 

POSIBLES COMBINACIONES DE LOS NIVELES DE CONI\IUTACION 

COMBINACION E:\'TRADA SALIDA 

U 1 (t) ui(t) u3't) v(t) vt(t) 
1 o o o 1 o 

o o 1 1 

o 1 o 1 o 

o 1 1 1 1 

1 o o 1 o 

1 o 1 1 

1 1 o 1 o 

1 1 1 1 1 

significa que en la tabla I, las combinaciones 7 y 8 no sucede en ningún 

instante, entonces la ecuación Booleana (166) coincidirá exactamente con la 

ecuación en valores analógicos dada también por la ecuación de la forma: 

(167) 

Así, conociendo las series de Fourier de todos lo términos 

involucrados en la ecuación (167), se obtendrá la expresión analítica de los 

armónicos presentes en el voltaje en la carga .. 

El método descrito será usado ahora para analizar un convertidor de 

frecuencia de trifásico a monofásico con una carga resistiva. 

4.2 El sistema convertidor básico 

El circuito del convertidor básico que muestra la figura 4.4 consta de 

un par de tiristores, conectados espalda con espalda, en cada línea del 
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�-----·-··VO-··--·---� 
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L
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:Fig. 4.4. Convertidor de frecuencia de trifásico a monofásico. 

l\lAGNITl:D 

"'Ín 
V 
.4 

Fig. 4.5. Funcionamiento del convertidor de la Fig. 4. 

suministro de potencia trifásico. La carga está conectada entre el punto C de 

los tiristores y el neutro del suministro. 

Los tiristores S1 , S3 y Ss permiten la conducción de corriente positiva 

desde las líneas al neutro; los tiristores S2, S4 y Ss permiten la conducción 

de corriente negativa desde el neutro hacia las líneas. De este modo, 

siempre que alguno de los tiristores S1 ,S3 y Ss están conduciendo, el voltaje 
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instantáneo VcN entre los puntos C y N es positivo; este voltaje será 

negativo cuando cualquiera de los tiristores S2, S4 , y S6 está puesto en 

conducción. El diseño es tal que en todo instante solo uno de los 6 tiristores 

está en conducción. Asumiendo como intervalo de conducción 

J[ 

permisible de 2 3radianes para todos los tiristores, el tiristor de referencia

puede conducir desde un arbitrario ángulo de arranque 0
s 

(1 

tr 

Bs-+2- .. ' 
3 

La tabla II muestra un resumen de los modos de conmutación de los 

tiristores. El modo de operación o el rango de conducción de un determinado 

tiristor determina el voltaje o corriente de salida 

TABLA II 

MODOS DE CONMUTACION DE LOS TIRISTORES 

Tiristor Si S3 Ss S2 S4 s6 

Inicio de la es e 
2n 4n es + 1t 

51t 7t 
s + --::. 0s+3

es+3
0s +

-;;-conducción _, _, 

Final de la 21t 4¡r es+21t 
. 51t 7t 8s + 7t 0s+

3 
0s+

3
es+--::_-

0s+

3conducción 
_, 

Fase del voltaje 
A B e A B e 

La figura 4.6 muestra tres casos particulares de los diferentes modos de 

operación. Estos son: 

Modo 1: 

Modo 2: 

Modo 3: 

Bs = O

J[ 

0=­
s 3 
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(a) 

(b) 

(e) 

Fig. 4.6. Diferentes modos de operación: 

(a) l\1odo l. (b) 1\1odo 2. (3) Modo 3.

donde 0
5 

es el ángulo en el instante del disparo del tiristor de referencia S1 y 

0
51 

es el ángulo en radianes al cual el tiristor S1 puede conducir. 

Aunque el ángulo de disparo 05 
es escogido arbitrariamente, un examen de 

la figura 4.6 muestra que para 
,r 

0
5 > --::;- se necesitará una reducción en el

:, 

intervalo de conducción a fin de obtener una operación idónea del sistema 

discontinuas. Así, para obtener un control del voltaje ó de la corriente de 

convertidor, obteniéndose además una corriente o voltaje de salida salida 

continua, el análisis será limitado a la condición: 

(168)
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4.3 Método general de análisis 

Una síntesis de las corrientes de entrada y salida son ilustrados en la 

figura 4. 7, donde v
A 

, v
8 

y v
e 

son los tres voltajes sinusoidales de las tres 

fases de entrada de frecuencia fundamental f¡ . 

FAP/A

Fk�/A

FAP/8

.-----.-·L. 
l. 

8 1-4.--�-.-+-. ...-'------,8,-',.-2 .. --�-------- i 
:...-=-� 
: 3 

. 

2,r 

F k�IB i---�-º-••_-_3 ----
-,-:-

------------
0s· T 

'e 

l
o

= 

... ,� _ _._ _ __.,.....,..--.----=-------.,:-• ..----r---.-,----e, 

,,,' 
--

, 3. 

-•,, 

_.-

. 
. 

. 
. 

.,. 

•• 

•• 

i A+ ;
B 

+ i e l--l--+---f---+--+-+--t-+--t---1--t--1-----t--t----.... e º = 3 e, 

Fig. 4.7. Síntesis de las corrientes de entrada y salida. 
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FAP/A, FAN/A, FAP/s, FAN/s, FAP/c Y FAN/c son pulsos de conmutación de

ancho constante ( 2 ; radianes) y de una unidad de amplitud y cuya

frecuencia es igual a la de la entrada f¡ . Estos pulsos determinan el período de

conducción permisible de los tiristores. Siempre que uno de los pulsos de

conmutación FAP/A, FAP/s o FAP/c existan (amplitud 1 ), entonces el voltaje de

línea, con el cual estos pulsos están asociados, son conectados por medio de

los correspondientes tiristores S1 , S3 y Ss (tiristores de conducción positiva), a

los terminales de salida del convertidor. Similarmente, si uno de los pulsos

FAN/A, FAN/s o FAN/c existe, la conexión apropiada con los voltajes de línea se

hace a través de los tiristores S2, S4 y Ss (tiristores conducción negativa).

Cuando cualquiera de los pulsos mencionados tiene amplitud cero, el

voltaje de línea asociado con estos pulsos no es conectado a los terminales de

salida.

FOP Y FON son pulsos de conmutación alternados, de ancho de pulso

constante e igual a ,r radianes, amplitud unidad y frecuencia de salida fo . El

pulso FOP coincide con la conducción de los tiristores S1 , S3 y Ss y el pulso

FON con S2 , S4 y S6 . De este modo cuando FOP tiene amplitud unidad,

cualquiera de los tiristores S1 o S3 o Ss puede conducir, dependiendo de la

presencia de los pulsos de conmutación FAP/A o FAP/s o FAP/c

respectivamente. Similarmente, cuando FON tiene amplitud unidad, cualquiera

de S2 o S4 o Ss puede conducir si FAN/A o FAN/s o FAN/c, respectivamente

están presentes. De este modo FOP y FON controlan el instante de

conmutación de los tiristores y es por eso denominado como los pulsos de
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activación. El ancho entre los comienzos de 2 pulsos consecutivos cualesquiera 

de los pulsos FOP o FON es mantenido constante e igual a 2,r radianes. El 

ángulo de activación cj> de FOP puede ser variado. 

Usando la técnica lógica discutida en la sección 4. 1, las ecuaciones 

Booleanas de las corrientes instantáneas de entrada y salida pueden ser 

obtenidas. Estas ecuaciones serán: 

. V A ( 
lA 

= R FAPI
A

ib= "; (FAPIB . 

. Ve ( 
'e = R 

F AP / e 

· FOP + FANI
A

· FON)

FOP + FANIB FON) (169) 

· FOP + FANlc · FON)

donde Res la resistencia de la carga en el circuito de la figura 4.4. Sumando 

las ecuaciones (169) se obtiene la corriente en la carga: 

io = iA + is + ic 

en las ecuaciones booleanas, las funciones que aparecen solo toman los 

valores o y 1 y los productos y sumas se rigen de acuerdo a las leyes del 

Álgebra de Boole: 

1 ·O= O 1·1=1 , 1+0 = 1 y 1+1 = 1 

Nótese que de estas 4 operaciones, las 3 primeras operaciones 

coinciden exactamente con la multiplicación y suma entre los números reales O 

y 1. En cambio la cuarta operación 1 + 1 = 1, no coincide con la suma entre 

números reales 1 + 1 = 2. Sin embargo, teniendo en cuenta que en todo 
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instante solo uno de los pulsos de conducción FAP/A, FAP/8, FAP/c, FAN/A, 

FAN/8 y FAN/c está en el estado 1, y también solo uno de los pulsos FOP y 

FON esta en el estado 1, entonces en las ecuaciones Booleanas (169) Y (170) 

en ningún instante se produce la operación 1 + 1. Todo esto nos permite 

afirmar que estas ecuaciones coinciden exactamente con las ecuaciones 

analíticas reales de las corrientes de entrada y salida del convertidor. Así, 

podemos decir que dichas ecuaciones representan tanto a las ecuaciones 

Booleanas, como también a las ecuaciones analíticas reales. 

Para obtener el contenido armónico de las corrientes, es necesario 

obtener las expresiones analíticas de los pulsos de control de conducción y de 

activación. 

A.- Análisis de los pulsos de conducción 

La deducción de las representaciones en series de Fourier de los pulsos 

de conducción son simplificados si consideramos la forma de onda rectangular 

general que muestra la figura 4.8. Los pulsos tienen ángulo de disparo E1 ancho 

E2 y amplitud de unidad. 

u(6)J 

1.0 •--------

1--...... ---+. ---+--------i-� 6 

..... .....,,._E_.! 

----2ff---

Fig. 4.8. Forma de onda rectangular 
general. 
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La serie de Fourier del pulso de la figura 4.8 es la que expresa la 

ecuación (121 ), del capítulo III. Puede demostrarse que dicha serie puede 

expresarse también de la siguiente forma: 

"' { ') { )} 
62 - n&2 62 u(B)=-

2 
+¿ -�n-

2 
.cos &

1
+-

2 
-0 

1[ 11=1 }71[ 
(171) 

Los valores de E1 , E2 y 0, para los pulsos de conducción de la figura 4. 7 se 

muestran en la tabla III. 

TABLA ID 

DATOS PARA LA REPRESENTACIÓN DE LOS PULSOS 
CONTROL-CONDUCCIÓN 

PULSO DE 
e CONDUCCIÓN f:1 f:2 

FAP/A 0s 
2,r

0¡ 
., 

FAN/A 0s + 1t
2,r

0¡ 
3 

FAP/e 
2Jr 21[ 

0¡ 0s+ -..,-
-

., ., 

FAN/e 
51[ 2Jr

0¡ 0s+-
3 3 

FAP/c 
4,r 2,r

0¡0s+-
-

3 ., 

FAN/c 
7,r 2Jr

0¡0s+-
-

3 3 

Sustituyendo apropiadamente las cantidades que consignan la tabla III en la 

ecuación (171 ), nos permiten hallar las representaciones de Fourier de los 
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pulsos de conmutación. Así: 

f 1 2 �
{ 

1 n ,r 
( 

,r )}l FAP I =l-+-L.J -sen-. cosn 0 +--0. JA 3 1í n=I n 3 S 3 1 

f 1 2 �
{ 

1 n,r 
( 

)}l 
FAN I B =L3+-;; � n 

sen
3

. cosn 0s +2,r-0; J

Í 1 2 �
{ 

1 n,r 
{ 

8,r )}l F AN I e = l- + -L.J -sen- . cos 0s + - - 0; J 3 1í 11=1 n 3 3 
(172) 

Expresiones análogas pueden determinarse también para los pulsos de 

activación. 

B.- Análisis de los pulsos de Activación 

Terminado el primer ciclo completo de operación del convertidor de 

frecuencia de la figura 4.4, en los subsiguientes ciclos el tiristor S1 será 

disparado en el mismo ángulo q> si y solo si la frecuencia de salida fo es un 

múltiplo de la frecuencia de entrada f¡ (fo = kf¡ , ke z
t 

). Sin embargo, esta 

proposición no necesita ser necesariamente cierta si la frecuencia de salida no 

es un múltiplo de la frecuencia de entrada, como veremos a continuación. 
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La figura 4. 9 muestra el primer ciclo completo del voltaje de la fase A de 

la fuente y también un tren de pulsos de disparo positivos FOP, de amplitud 

unidad. 

Se asumen las siguientes notaciones: 

<l>o Ángulo de encendido escogido arbitrariamente durante el primer ciclo 

completo del voltaje de la fase A de la fuente. 

__ ........ ____________ 8. 
' � I 

� , 1 
' , 1 

\ / : i
"' , , ¡ Verdadero punto de 
-.. .... , 1 ,...._ 

' ,.· activación del pulso 
Pulsos de activación FOP : , 

.,, ......... :¡ 
1 rr-.,
1 1 j I 
'1 • ._ PulsoP 1 1 I 1 
: 1 ! 1 
t 1 � 1 

o 1-+ .......... __ ,__....__+-_._-+--&.f�,+-'--- ªº ( =k ª··) 
1 1 1 1 1 1 1 

,:....JJ_-1__� ' P.-,4-13' ': 
o o-----i- o--t"- o o-t'I 

t 11 
1 

27t1C i,.• i 
1 _,¡ :..-+ 1 

I} 
11, e:.--'

1 • o-r:enl--� ._ "' 
� �.

o 

Fig. 4.9. Angulo de encendido <I> de los pulsos 

de activación. 

<1> : Ángulo de encendido en los otros ciclos subsiguientes al primero. 

J3o : Ancho constante, en grados, existente entre cualquiera de dos pulsos de 

disparo consecutivos. 

E' Ancho existente entre el borde delantero del primer pulso FOP en el 

siguiente ciclo de la fuente (al modificarse el ángulo de arranque <l>o al 
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nuevo valor<!>) y el punto exacto de disparo que corresponde a este pulso (

si <!>o no se varía).

K : Relación entre la frecuencia de salida y la frecuencia de entrada fo / f¡ .

Para las definiciones dadas se ha tomado en cuenta lo siguiente: en la

figura 4.9 las gráficas de vA y de los trenes de pulsos FOP, los ejes horizontales

donde se representa los desplazamientos angulares, no están en la misma

escala, ya que 0o = k 0¡ , pero se pueden considerar que ambas están en la

misma escala si la variable fuera el tiempo. Así, si en el intervalo de tiempo en

que el voltaje de la fase A realiza un ciclo completo, es decir realiza un

desplazamiento angular de 2n radianes, en ese mismo tiempo el

desplazamiento angular del tren de pulsos será 2kn radianes, donde k es un

número mayor que 1. Consideraremos dos casos:

i) Si k no es un entero positivo:

Sea kent el número entero mas cercano a la razón ;. .

Entonces de la figura 4.9:

e' = 21tk - 130 kent

= <!>o - 21tk + 130 kent (174)

En la figura 4. 7 se asume pulsos FOP de ancho constante de 2n

radianes. Entonces (174) se reduce a:

<I> = <l>o + 21t (k - kent) (175)
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ii) Si k es un entero positivo, entonces k = kent . Reemplazando en (175), se

obtiene: 

(176) 

Este ángulo de encendido esta siempre referido con respecto a la 

frecuencia de salida y es constante para una razón de frecuencia K. 

La tabla IV fija los parámetros para encontrar las representaciones de 

Fourier de los pulsos de activación. 

TABLA IV 
DATOS PARA LA REPRESENTACIÓN DE FOURIER 

DE LOS PULSOS DE ACTIVACION 

PULSO DE 
ACTIVACION E1 E2 

FOP <I> 7t 0o 

FON <I> + 7t 7t 0o 

Sustituyendo los valore de t::1 , E2 y e en la ecuación (171 ), se obtiene: 

[ 1 2 �{ 1 11Jí { 7í )}] FOP = - + - ¿ -Sen- · Cos (jJ +--0
0 2 1í n;J n 2 2 

11 2 �{ 1 nJr { 37í )}l FON =l? + - ¿ -Sen- · Cos, (jJ +--0
0 j- 7í 11; 1 n 2 2 

(177)
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Las ecuaciones (177) son aplicables a las tres líneas de entrada del 

sistema convertidor. Las corrientes de entrada y salida pueden ser obtenidos 

reemplazando las ecuaciones (172), (173) y (177) en las ecuaciones (169) y 

(170). 

4.4 Análisis armónico de las corrientes de línea 

donde: 

1) Línea A

i A = � ( F AP / A . FOP + F AN / A . FON)

DA = Em sen8¡ 

Í 1 2 2:"" { 1 7r { 7r )}] F AP I = l-
+ - -sen n- . cos 0 + - - O. A..,'" n 3 s 3 '

:) " n=l 

Desarrollando esta expresión obtenemos. 

1 1 1 
} + -cos 7 a 

1 
+ -cos 8a 

1 
- -0 cos 1 Oa 

1 
+... ]

7 8 1 

" 

donde: ª
1 = e

s 
+3-0¡

También: 

Í 1 2 � 
{ 

1 tr ( tr )}l 
FOP=l-+- � -senn

2
. cos'\� +

2
-0

0 J 2 ,r 11=1 n 

Í 1 2 { 1 1 1 }l 
FOP =l- +- cos/31 

--:;cos3/31 
+-cos5/31 --cos7 /31 +.. J 

2 7r :) 5 7 

( 1)
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donde: 

Si hacemos: 

Entonces: 

í 1 2 7 
FOP =L-+-. s J2 1[ l 

También: 

11 2 �{ 1 111[ 
{ 1l )}l

F A,"l\l / -� = l� + - ¿ - sen-,_- . cos, 0s + 4 � - 0; J
� 1l 11=1 n � � 

Desarrollando esta expresión tenemos: 

1[ 
donde: a

2 
= 05 + 4 -:::;- - 0,� 

También: 

desarrollando: 
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donde: 

Si hacemos 

r 1 1 1 1 
S, = i cos/3

2 
--cos3f3� +-;cos5/J

2 
--cos7 /3,+. .. �

- l 3 � :,  7 - J 

entonces: 

Reemplazando los valores indicados en la expresión ( 1) podemos escribir 

la corriente iA como: 

Íl 2 J3 1 J3 1 1 
i

1 
=1 -+-... -(s, + S,) +-. -

1 
(cosa 1 

+cosa,)+-.-?.-? (cos2a, + cos2a,). 
L 3 5Jr - . Jr -

-
Jr - - - . 

J311 .J311
--. -. 1( cos4a 1 

+ cos4a i }- -. -5
. -2 

( cos5a 1 + cos5a2 ) 
7t 4 - 7t 

J311 .J311 
+-. -. -( cos 7a 1 + cos 7a 2) + -. -8 

. -2 
( cos 8a 1 + cos 8a

2
) 

1t 7 2 1t 

.Jj 1 1 
--.

-0
.-2 (cos10a

1 +cos10a
2

) + ... +
i[ 1 
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Como: 

tenemos que: 

Es decir se observa que S1 ,se puede escribir como: 

También como: 

S
1 
= - ¿ ..!_sen(mq, -11100)

m=l.3.5 .... 
111 

entonces los términos de esta expresión pueden expresarse: 

cosJ3
2 

=co{<1>+3;-e0
)=sen(<1>-00 ) 

-½cos3J32 = -� co{ 3<I> + 9; -300 ) = � sen(3<1>-300 ) 

¾cos5J32 
= ¾co{5cj> + 15; -500) = ¾sen(5<1>-500 ) 

-� cos 7J3
2 

= - � co{ 7<1> + 21 ; -700) = � sen( 7<1> -700 ) 
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Es decir se observa que S2 se puede escribir como: 

S
1 

= ¿ _!_sen(m� -1110
0

) 
m=l.3.5 .... 111 

de donde observamos que S1 = -S2 . Así: S1 + S2 = O 

También por identidad trigonométrica los términos de la forma: 

pueden escribirse como: 

{a 1 + a 2 
) 

{ª 1 - a 2 
)cosma

1 
+ cosma 2 = 2 cosn 2 · cosn 2 

en donde de los valores de a1 y a2 dadas , se obtiene: 

7[ 

2

Entonces: 

Es decir: 

cos ma 1 + cos ma 2 = { 
O 

cos ma 
1 

+ cos ma 
2

Por otra parte como 

entonces podemos escribir: 

Por identidad trigonométrica se sabe que: 

. . s1 mes impar 

SI mes par 

. . s1 mes Impar 

s1 mes par. 

{ª2 +a1) {ª 2 -a1)
cosma

2 
-cosma 1 = -2senn 2 · senn 2 



en donde: 

2 2 
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Entonces tendremos que; 

I osen n ( ª 
2 - ª 

1 ) = sen n{!!_) = ,r 
si mes par 

\ 2 2 lsenm
2

si mes impar 

Luego, la expresión: 

cos mcx
2

- cos ma
1 

= {
O s1 mes par 

. . cos mcx 
2 

- cos mcx 1 , s1 mes impar.

Es decir los términos pares se anulan. Considerando estas expresiones 

entonces (1) se reduce a: 

../311 
) 

../311 
--.-.-(cos4a

1 
+cos4a

2 
.sene; +-.-8.-2(cos8a

1 
+cos8a

2 ).sene; ,r 4 2 ,r 

../3 1 1 
--.-.-2 (cosl0a

1 
+coslüa

i
}.sene; + . . . .  + ,r 10 

2../3 2../3 1 
+-

2
-.s

2
( cosa

2 
- cosa

i
}.sene; - -

2
-.-5 .s2

(cos5a
2 

- cos5a
i
}.sene; 

J[ J[ 

2../3 1 
+-

2
-.-.S

2
(cos7a

2 - cos7aJsene; + . . . ]. ......... (la) 
J[ 7 

Analizando cada uno de los términos de esta expresión tendremos: 

( ) (a 1 + a 2 ) (ª 1 - a 2) cos2a 1 +cos2a2 .sene; =2cos2 2 ·Cos2 2 ·Sene;
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Entonces: 

Por identidad trigonométrica se tiene que: 

sen 30; + sen( -0,) sen 30; - sen B;
sen0,.cos20

1 
= 

2 
= 

2 

Entonces: 

De la misma forma: 

( ) 
.(a,+a2) .(a,-a2) cos4a

1 
+cos4a

2 
.sen0; = 2cos'- 2 · cos'- 2 . senB; 

= [ co{ 40s + 1 O ;).cos40;. sen0; +

+se{40s + 10 ;)sen40;.sen0;]
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Reduciendo como en la forma anterior se obtiene: 

( cos4a
1 + cos4a

2
}.sen 0

1 
= -co{ 40

5 
+ 10 ;)sen 30, + se{ 40

5 
+ 10 ;)cos30,

( 1O,r). ( 1O,r) +co\40
s 

+-3- .sen50, -se1\40s +-3- .cos 50,

De la misma forma encontramos que: 

(cos8a
l 

+cos8a
2

).sen0, =-co{sos +2o;)sen70, +se{s0
s

+20;).cos;0, 

También: 

(cosl0a
1 

+cos10ai }.sen0
¡ 

= co{1oes +2s;)sen90
¡ 

-se{100s +2s;)cos90
¡

-co{100
5 

+2s;)senl10
¡ 

+se�l00
5 

+2s;)cosl10
¡

Por otra parte: 

donde: 

Asi, 

(3) 

(4) 

(5)
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Entonces: 

2./3 (' 
) -

2 
.S

2 
cosa

2 
-cosa

1 
.sen9¡

7t 

como: 

2.J) { 7[)[ '° 1 . 7 
= -

2 
.co 05 +5-6 LJ -sen(m<1>-me0 )J -

7t m•l,3.5 m 

2-v'JÍ '° 1 { n ) l 
--2 L L..J -co 0s +5-

6 
-20¡ sen(m�-m0

0
)j=

H m=l,3,5,n 

2.JJ 1 1 r( s ) 
= -� _L 

m
·
2

se4_ m<j,+0
5

+

6
1t -(m90

+ 20¡ } + 

. m-1,3,5, ... 

+ se{ m+-e, -! ")-(me, -20.J]

= - :t.f.'.,_ { ! se{ m+ ± 08 ± ! ")co� m00 ± 20.)

- : co{ m+ ±08 ± ! "). sen{me, ±20.}}

(6)



Luego, la expresión (6) será igual a: 

2-JJ· ( ) -2-·S2 COSCX2 - COSCX¡ .sen0
¡ 

7t 

De la misma forma la expresión: 
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2.Jj "°' í· 1 ( .... 
) { 

25 )l 
= -2-- ¿_ 

L
-
5 

sen m<1>- meº co 508 +-6 7t - 60¡ J -
7t m=l.3,5 ffi

Desarrollando la expresión (7) se puede escribir como: 

2-JJ 1 
( ) 

· .
--2-.-.S2 cos5a. 2 -cos5cx

1 
.sen0

¡ 
=

1t 5 

(7)
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.J3 '°': { 1 _( 25 ) = 7t 2 m-tr.s.... Sm CO\ mcj) ± 50s ± 61t . sen( m00 ± 40J -

_( 25) · 
· co\ me!>± 50

5 
± 

6
n sen{ m0

0 
± 60¡) +

+ 5
� se{ m$ ± se, ± 

2: ")cos( m00 ± 60;)} 
De la misma forma el término: 

2.fi 1 r r 35 ) f 35 )1 
= �.7 .S

2L co\70s + 61r- 80; -co\70s + 6 1r -60; J

Considerando solamente el término: 

- 2-;!. �.S
2
.co{ 10s + 

3: 1r -60;) =

,fj " { 1 _( 
35 ) ( = ¡z- 2 L..J ?m co\ m</J ±10s ±61r sen m0

0 ±60,)-
m-J,J.s, ... 

(7a) 
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Entonces la expresión: 

./3 "°' { i ( 
35 ) ( ·) = 1t 2 _LJ 7 co\ m<I> ± 70

5 
± 61t sen m0

0 
± 601 -

m-1,3,5,... 

(8) 

Reemplazando los desarrollos de las expresiones (2), (3), (4), (5), (6), (7) 

y (8), en la expresión (1a), encontraremos que la corriente en la línea A esta 

dada por: 

{./3Íl ( 10) ( 5 )l} + 41t L 2 cos 40
5 

+ 31t - cos 20
5 

+ 
3

1t J sen 30
¡ 
+ 
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+ 2./f co'Í 0.s + 6
5 ,r)[ ¿ (-_!.._cosm(l} senm0

0 
+ _!.._senm(l} cosm0

0

)]+
Jí \ m=l,3,5,... ,n 111 

JJ"
¡ 

{ 5) 
1 n(. 5) +-

2 
¿__ -co m(l}±0s±-

6
,r sen(m00±20,)--se m(l}±0s±-

6
,r.

1í ,,,..1,3,s, __ m m 

1 r{ 2
5 ) ,.1 ) .J3 '°' {í 1 --se m(l} ±50s ±-6 _,r co�m00 ±40; --2 L- L-5 ·5m · J[ m=I 3 5 ,n

2) Línea B

(1) 

desarrollando esta expresión tenemos: 

[l .JJ{ 1 1 . 1 FAP / = -+- cosa. +-cos2a. --cos4a --cos5a. +B 3 1t . 1 2 1 4 · 1 5 1 

donde ahora: 

(1 b)



También: 

donde: 

También: 

donde: 

r 1 2 1 
FOP =L2+-;; .S1J
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· $abemos también que:

Í 1 2 ]
FON=L--:-+-.S

2 
2· 1r . 

2 2

en donde al igual que para la corriente de la línea A, también S1 = S2. 

Comparando la series FAP/e y FAN/e. por su similitud con los pulsos 

FAP/A y FAN/A, observamos quue la expresión para la corriente ie se puede 

reducir a una expresión semejante a la de la corriente iA, variando solamente 

los valores de a 1 , a2 y el voltaje de alimentación que para este caso 

es: 
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Por lo dicho, la corriente i8 se expresa como:

. se{ 0¡ -! n )- �. 1 
� . � ( cos 1 Oa 1 + cos 1 Oa 2 ). se{ 0; -! n) + · · ·

.se{o, -'- ; ,r )+ 2f . ! s
2

(cos?a
2 

- cos7a) se{o, - ; ,r )+ · .. ] (*)

Desarrollando cada sumando en (*)tendremos: Para el término,

1 { 2 ) l[ 1 J3. ] 1 J3 
-se 0. --lí =- --sen0 --cos0. = --sen0 --cos0.
3 · ' 3 3 2 / 2 I 6 , j 6 I 

Asi, !se I e. _ Ilí)= _ !sene. - .Ji cose3 1\r 3 6 I 6 J 

Para el término siguiente:

(2)
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í ,J ) 2 7 í ( 2 
)
l ..

+L co::í\ 20
s 

+ 3,r + 
3 

,r Jsen 30, -L selll__ 20
s 

+ 3JT + 
3 

JT 
J
cos30, 

Así, podemos decir que: 

-f! ( cos2a
1 
+ cos2a

2 
). se{ 0, - ! ,r)

= "f;[co{20s + � 1r )]sen 0, - "f;[se{20s + � 1r )]coso,-

Para la siguiente expresión , desarrollando: 
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Para la siguiente expresión, desarrollando: 

../3 1 1( 
) n( 2 ) - - - cos8a +cos8a se 0 --tc =

tc ·s·2 1 2 ' 3 
J3 r ) 1 tc)l J 2 )= 
16tcl2(80s +12tc-80

1 
cos,-

2 
J5e�0

1 
-

3
tc 

(4)
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+sen( se,+ 121t)sense,se{e, - � ")]

.Jj{[l .Jj ] [ .Jj 

.
=- -co�89s+121r)--2 sen(80s+121t) sen70 ¡ + - ----=-co�80s+12n)-161t 2 · 2 

1 
] 

Íl-' ) J3 7 
-
2

sen(80
8 
+ 121t) cos70 ¡ +L-

2
co�80s + 121t -

2
sen(89

8 
+ 121t) Jsen90 ¡ + 

+[-� co�se, +121t)+ �sen(se, +121t)]cos98,} 

(5)
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Para la siguiente expresión, desarrollando: 

Í 1 
) J3 )] +L-2co�l00

8
+151t -

2
sen(100

8 
+151t sen110

¡ 
+

+ [-� cos{ 100
5 

+ 1 s,, }+ � sen( 100
5 

+ 15,r) }os 110,}
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(6) 

De la misma forma, desarrollando: 

1. 

Reemplazando: 
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2.Jj ( 5 ) � 1 =-
2
-co\0

5
+61t· L.,¡ -sen(m<1>-me0 )-1t m•l,3,S, ... m 

2.J3T � 1 r 13 
) 

1 
-�m-T.ts .... m 

cosles +61t-20¡ sen(m<I>- meo) 
J

Para la siguiente expresión, desarrollando: 
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2J3 1 " { 1 r( 
49 ) 

7l 
+--;,:-. 2 m=fts.... Sm se4_ nup ± 50

8 ± 6 l! - ( m 00 ± 60;) JJ

1 ( 49 ) 7
+

5m se1\ mt,6 ± 50s ± 6 J! co�m0o ± 60,) 
J

También la expresión: 

(8)



177 

· .fi " r 1 r 
59 ) = 

,r 2 
L.,¡ L 7m co\nup ± 70s ± 6 Jr sen(m0

0 
± 60

1
) -

m=l,3,5, ... 

(9) 

Si sumamos las expresiones de (2), ·(3), ... , (9) entonces la corriente en la 

línea B estará dada por: 



+ . + 

2./3 f 5 f � ( 1 1 
)] 

+ "7co\0s +
6

1t 

1m-frs 
.... -

m 
cosmcpsenm00 + m senmcpcosm0

0 +

3) Para la línea C

ic = � (FAP le· FOP-t FAN le· FON)

Donde: 



• 
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rll 2 ¿ ... {l n1r { s )}] FAP / = -+- -sen-cos 0 +-1r-0 e 3 ,r n 3 s ,3 ' 
11=1 

F AN / = [.!. + 3_ �{..!.. sen 11" cos ( 0 + ! 1r - 0 )}]e 
3 1r L n 3 1\ s 3 

' 

A'=l 

en donde si hacemos ahora: 

entonces la expresión de la corriente ic será semejante a la de iA e is, 

variando solamente los valores de a
1 

, a
2 

y el voltaje de línea aplicado 

que en este caso es: 

Como tenemos que: 

2 2 

entonces las mismas consideraciones que para is serán válidas, por lo que la 

corriente en la línea C están dada por: 
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Desarrollando cada sumando como en los casos anteriores tendremos: 

1 "{ 4 ) i[ ( 1) ( .Jj'i]-se 0. - - ,r = - sen 0 -- - cos0-l--J 3 
1 

3 3 J 2 
1 

2 

1 J3 =--sen0 +-cos0.
6 

i 
6 

1 

Para el término siguiente hacemos: 

(1) 

2./3 1 { { 131 {'"' 4 ) { 4 )] = --- - co 28 +- se �0- --,r -se 0. +-,r + . 
4,r . 2 s 3 1 3 , 3 
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[ / 17 )l Í ( · 17 )l } 
- co\ 20s + 3 n- Jen30

1 
+L se1\ 20f + 3 ;r Jcos30; 

Para la siguiente expresión desarrollando: 

= -;',; { co{ 40s + 
2
3
6 "I sei{se, -� ")-se{3e, + � ")]+

+ se{ 40
5 + 

2

3

6 ,rI cos(3e, + : ")- co{ 50, - : ,r) ]} 

(2)
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{ _r 26 4 )1 . r r 26 4 )1 } 
_ 
co\ 40s 

+
3 

7t + 
3 

7t Jsen50, -L se� 40s 
+

3
7t +

3 
7t Jcos50; 

""'."[ co� 40
s 

+ 1O7t )] sen50; + [ sen( 40
s 

+ 1O7t )] cos50; } (3) 

Para la siguiente expresión desarrollando: 

./3 r { 
s2 

) 
1 { 4 ) =-L2co 80 +-1t-80 cos(-47t)J-se 0 --7t 

167t s 3 ' . ' 3 
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Jj { =-3 -(co�80s +16n-))sen70; +[sen{80s +16n-))cos70, +16JZ" 

Desarrollando la siguiente expresión: 

(4)
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+[co�I00s +23_1r)]senll0; -[sen(I00s +231r)]cosll0,} (5) 

De la misma forma desarrollando la siguiente expresión: 

Reemplazando el valor de 

2.J3 { s )L 1
)= -co 0. +-,r -sen(m,p-m0 -,r2 ,_ 6 m º 

,n,:J,3,5, 
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(6) 

Desarrollando la siguiente expresión 

2J3 � 1 I s1 
) ( = -� � Sm co\50s +

6
1!-40, sen nup-m00) +

m=l.3.S .... 
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2-fj "" 1 ( 73 
) : 

+ � L.,¿ 5111 
co\50s + 6

1r - 60; sen(m; - m0
0

) 
· 

n,-1.3.5 .... 

2../3 1 ""' { 1 í( 73 ) ll 
+---;i-. 2 m=fts.... Sm se1_ m; ± 50s ± 

6 1l" -( 11100 ± 60;) JJ 

1 ( - - T') 7 

+ 
Sm se1\ m; ±50s ± : ,r co�m00 ±60,) J 

. ' ... . - � . ..:. 

También, la siguiente exp�esión: 

(7)
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r 83 ) -' . )1 J3 '°' r 1 ·.se"\.nu/> ± 70s ±
6 

,r co::i\m00 
± 60; J- ,r2 L._¡ L ?m · 

m=l,3,5, ... 

Sumando las ecuaciones del (1) al )8) se obtiene: 

.,. ··.-

(8)



+ . . .  + 
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+: }: [! co{ m9' ±05 ± � ,r )sen(m00 ±20,)-
m-1,3.s .... 

(III)



CONCLUSIONES 

En los diferentes circuitos rectificadores que trabajan con circuito de carga 

altamente inductivo, puede considerarse que la corriente ·de salida es casi 

constante , las que son conmutados en forma secuencial de las corrientes de 

línea del sistema de potencia alterno de entrada (tres líneas -si el rectificador es 

trifásico). Estas corrientes de línea, que normalmente serían ondas 

sinusoidales, resultan ser ondas cuadradas. Con estas consideraciones, el 

análisis de Fourier realizados a los circuitos rectificadores de onda completa 

(denominados también rectificadores de 2 cuadrantes), independiente de que el 

circuito sea _de 2,6, 12, etc, pulsos, determina que existe una relación simple

entre el número de pulsos del circuito rectificador, la frecuencia del armónico 

presente en las corrientes de línea de entrada y las frecuencias presentes en los. 

armónicos del voltaje de salida. 

De las ecuaciones (87a), (150) y (170) · se deduce que las frecuencias 

armónicas presentes en los voltajes de salida de los . r�_ctificadores de onda

completa tienen ordenes que son múltiplos enteros del número de pulsos del 

circuito. También, de las ecuaciones (11 Sb), (156) y (170) se deduce que por 

cada frecuencia armónica presente en el voltaje de salida, hay asociadas dos 

frecuencias armónicas presentes en las corrientes de las líneas de entrada del 
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rectificador; el primero de estas frecuencias es de un orden menos, y el 

segundo es de un orden mas, que la correspondiente frecuencia armónica 

asociada al voltaje de salida. Un ejemplo que ilustra esta regla es la siguiente: 

. Para un rectificador de 6 pulsos, las frecuencias .armónicas presentes en el 

voltaje de salida son 6, 12, 18, ... , y en general, 6n x frecuencia de entrada; las 

correspondientes frecuencias armónicas presentes en las corrientes líneas de 

las 3 fases son 5, 7, 11, 13, ... , y en general ( 6n + 1) x frecuencia de I í nea. 

También de las ecuaciones mencionadas se puede establecer la siguiente 

regla para la determinación de las .amplitudes de los armónicos en el voltaje y en 

las corrientes: 

La amplitud pico, relativo al máximo voltaje continuo de salida, de un voltaje 

armónico de orden n y a un ángt,110 de encendido a esta dado por: 

v
n 

r 1 1 2 cos 2a 7 2 

Vmáx = L ( n - 1 )2 + ( n - 1 )2 - ( n + 1 )( n - 1) J

La amplitud pico de cualquier componente armónico de la corriente, relativo a 

la fundamental, es igual al recíproco del número armónico e independiente del 

ángulo de. encendido ex del rectificador. 

Asi, n=kq±I 

donde: 

n: orden del armónico: 

k: un entero (1,2,3, ... ) 

q: número de pulsos del 

rectificador 

11 
l=­

n n 

1
1

: amplitud de la corriente 

fundamental 

l
0

: amplitud de la corriente 

armónica 
,J 
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También, del análisis de Fourier realizado al cicloconvertidor de trifásico a 

fase simple, se observa que las corrientes de línea poseen las siguientes 

componentes: 

1. Componente fundamental de frecuencia f¡ (frecuencia del sistema de

potencia trifásico) y an,,ónicos impares de esta frecuencia, cuyas amplitudes 

dependen del ángulo de disparo es . 

2. Componente fundamental de la frecuencia de salida f0 y armónicos,

también impares de esta frecuencia, cuyas amplitudes dependen de los ángulos 

es y cp , y del número armónico. 

3. Componentes armónicos de la forma: ( m f¡ ± n f0 ) , donde m es impar

(1,3,5, ... ) y n es par (2,4,6, ... ) , cuyas amplitudes dependen también de los 

ángulos es y e¡, , y del número armónico. 
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