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RESUMEN

En este trabajo se analizo el movimiento de un cuerpo rigido de forma elipsoidal, con
semiejes a, b, ¢ (donde a = b). Su centro de masa se ubica en la recta que contiene al
semieje c. Kl movimiento fue sobre un plano horizontal sometido a la fuerza de gravedad. Se
analizaron 3 tipos de movimiento para el elipsoide: Sin friccion, con friccion por deslizamiento
y con friccion por rodadura pura. En todos los casos al aplicar las leyes de la mecanica se
obtuvieron sistemas de Fcuaciones Diferenciales Ordinarias no lineales y acopladas, las cuales

son resueltas numéricamente por el método de Runge Kutta de orden 4.
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Abstract

In this work we analyzes the movement of a rigid body, of ellipsoidal form with semiaxis a,
b and ¢ (where a = b). Their center of mass, is located in the straight line that contains the
semiaxis c. Its movement was on a horizontal plane subject to the force of graveness. Three
types of movement were analyzed, for the ellipsoid: Without friction, with friction for slip
and with friction for pure rolling. In all the cases after applying the mechanics laws, systems
of Differential Ordinary Equations not lineal and coupled were obtained, which were solved

numerically by the method of Runge IKutta of order 4.
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Fuerza de friccion por deslizamiento.

Fuerza de friccion por rodadura pura.

Fuerza debido al reaccion normal.

Fuerza debido al peso.

Momento angular con respecto a G.

Torque con respecto a un punto GG, debido a la reaccion normal.

Torque con respecto a un punto G debido a la friccion por deslizamiento.

Aceleracion de la gravedad(Tierra).
Masa del elipsorde.

modulo de la fuerza de reaccion normal.

Momento principal de inercia re ferido al eje X3.
Momento principal de inercia referido al eje X7 = X;.
Distancia del centro geométrico del elipsoide al plano de contacto.

Distancia del centro geométrico(Cy) al centro de masa(G).

Coeficiente de friccion.

Centro de masa.
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homogénea, donde se determinéd el angulo polar 8 = 6(t), [Vid94] . Semejante al hallado por

Cohen.

El movimiento del tippe top es interesante y curioso, tambien puede observarse en otras si-
tuaciones. Como en el articulo del 2002; Moffatt y Shimomura [MofIShi], publicaron en la
revista Nature, donde analizan un antiguo experimento: el movimiento de un huevo. Ellos
comprobaron que solo, el huevo duro (cocido) puede levantarse, cuando se hace girar, lo cual
no ocurre con el huevo crudo, debido a que en el huevo duro se comporta como un cuerpo
rigido.

El objetivo del presente trabajo es analizar el movimiento de un cuerpo rigido; de revolucion,
de forma elipsoidal, con centro geométrico en Cy y semiejes a, b y ¢ (donde a = b 2 ¢).
La distribucion de masa es tal que el centro de masa esta sobre la recta X que contiene al
semieje ¢ (Fig. (0.3)). Cabe resaltar que el eje X3 es un eje de simetria. A este cuerpo lo
llamaremos simplemente elipsoide no homdgeneo. Se estudié el movimiento de este cuerpo,
cuando se desplaza sobre una superficie horizontal (plano de contacto X;X;). Sometido a la
fuerza de gravedad de la tierra y a la reaccion normal del plano de contacto(piso).

Luego se considero la friccion con el piso, analizandon dos casos: el deslizamiento y la roda-
dura pura, ambas estudiadas por separado. Las ecuaciones diferenciales que se encontraron

son no lineales y acopladas.

Figura 0.3: Elipsoide no homogéneo, bajo la accion de una fuerza por rodadura pura.
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Por lo general esto ocurre en la mayoria de los sistemas mecanicos, los cuales no pueden re-
solverse exactamente. Es necesario usar metodos numéricos que permitan obtener soluciones
aproximadas. El metédo numérico, usado para resolver las simulaciones, es el Runge Kutta
de 4" Orden.

A continuacidén se hara un breve resumen de los capitulos que presenta la tesis:

Capitulo I.- Fundamentos de la mecdnica del cuerpo rigido.

Se realizara un repaso de los conceptos, mas importantes en la mecanica del cuerpo rigido, se
hablara: el operador de rotacion, la velocidad angular, el torque, las ecuaciones de movimiento

de Euler y las ecuaciones modificadas de Euler aplicadas a un cuerpo rigido.

Capitulo I1.- Movimiento de un elipsoide no homogéneo sin friccion.

Se analizara el movimiento del elipsoide no homogéneo sin friccion aplicando las ecuaciones
modificadas de Euler, que seran resueltas numéricamente en el capitulo V. PPara comprobar
los calculos se calcula la energia mecanica (como no hay friccion se conserva la energia). Usan-
do este método se demostrara que el angulo de Euler § oscila entre un minimo (8,,;,) y un

maximo (0,qz).

Capitulo III.- Movimiento de un elipsoide no homogéneo con friccion por deslizamiento

A diferencia del capitulo anterior, aqui se analiza el movimiento considerando, la friccion
que sufre el elipsoide no homogéneo sobre el plano de contacto. Debido al rozamiento, las
ecuaciones diferenciales de movimiento son un poco complicadas. Se empleara las ecuaciones
modificadas de Euler y la 2da ley de Newton, obteniendose al final 5 ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden. La soluciéon numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias,

para ciertas condiciones iniciales, se muestran en el capitulo V.
Capitulo IV.- Movimiento de un elipsoide no homogéneo con friccion por rodadura pura.
Se halla las ecuaciones diferenciales de movimiento, cuando el elipsoide esta sometido a una

fuerza de friccion por rodadura pura. Por lo tanto se conserva la energia mecanica, esto per-

mitira comprobar los calculos obtenidos, hallando el porcentaje de error.
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Capitulo V.- Resultados, Andlisis y Conclusiones..

Se resuelve numéricamente las ecuaciones diferenciales de movimiento no lineales y acopladas

para los siguient

A) Movimiento sin friccion sobre el plano de contacto.
B) Movimiento con friccion por delizamiento sobre el plano de contacto.

(') Movimiento por friccion por rodadura pura sobre el plano de contacto.

Empleando el metodo de Runge Kutta de 4to Orden, para resolverlo numéricamente. Ademas
se analiza varias situaciones; entre ellas, cuando ¢ (eje menor del elipsoide) varia y el resto

de parametros se mantiene constante. De igual manera se efectuaran los calculos, cuando hay

friccion por deslizamiento y por rodadura pura.



CAPITULO 1

FUNDAMENTOS DE LA’DINAMICA DE UN
CUERPO RIGIDO

1.1.- Introduccion.

1.2.- Operador de Rotacion.

1.3.- Velocidad angular.

1.4.- Vector de inercia.

1.5.- Momento angular de un cuerpo rigido.
1.6.- La energia cinética.

1.7.- Derivadas del momento angular.

1.8.- Ecuacion de Euler.

1.9.- Ecuaciones modificadas de Euler.
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1.1. INTRODUCCION

En el presente capitulo se hara un repaso de los fundamentos mas importantes de la
dinamica del cuerpo rigido. Se iniciara este repaso con el operador de rotacion R(%,0), la
velocidad angular (W), el vector de inercia (?(Q 1)), el momento de inercia (1(Q,u)), los
ejes principales de inercia, momento angular (Eq) y la energia cinética (K) de un cuerpo
rigido. También se demostrara las ecuaciones de Euler, que servira para deducir unas nuevas

ecuaciones (donde intervienen los angulos de Euler), llamadas ecuaciones modificadas de Eu-

ler [Coh77] y [Vid94].

IYigura 1.1: Los vectores geométricos.

—

Para evitar confusiones, se entendera por vector (A) a un segmento orientado (segdo). Por

otra parte se tiene una base B = {é,, é2,¢é3} ( Fig.(1.1)), la expresiéon de A en dicha base es
3

A= E Arér. A la matriz columna de componentes de A en la base B se representara por A,
k;l
es decir
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Se recordara que las componentes de A dependen de la base, pero este segmento orientado

(vector A) sigue siendo el mismo en cualquier base de vectores (es solo una flecha).

1.2. OPERADOR DE ROTACION

Se considera un vector g, que al aplicarle un operador de rotacion origina otro vector, al cual
se llamara p. Este operador, hace que g gire un angulo 6, alrededor de la recta M (Fig. 1.2),
la cual contiene a @ (vector unitario). El operador de rotacion se denotara por R(u, @), es

decir

Figura 1.2: Aplicacion del operador de rotacion

La expresion (1.2) es una relacion geométrica y aiun no intervienen las componentes de los
vectores. Para esto elegimos un sistema de ejes cartesianos (determinada por un punto de
origen(QO) y tres vectores (€,, €2, é3), que forman una base ortonormal).

Los vectores p y q tendran sus componentes referidos a esa base y el operador de rotacion
R (a,0) quedara representado por una matriz R (%, 0) (Fig.(1.3))

Sea la base B = {é,, é,, €3}, luego
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Figura 1.3: Operador de Rotacion, con respecto a un Sistema de ejes cartesianos.

Se demuestra que la relacion entre p y g es ([Val96-3])

G
= R(@0) | ¢ |- (1.4)
q3
con
R(#,0) = I+ Usend + U*(1 — cos0), (1.5)

donde R(1, #) es una matriz llamada matriz de rotacion, referida a la base B, en el cual 0 es
el dngulo de rotacion, 4 es un vector unitario paralelo al eje de rotacion. Las expresiones para

I, Uy uson

]

=
Il

<
Il

) )

Us



Si denotamos por

la expresion (1.4) es equivalente a

p=R(&,0) g <« p=R(0)q.
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(1.6)

(1.7)

(1.8)

A continuacion se muestra un ejemplo donde se aplica la matriz de rotacion R(z,d). Halla-

remos la expresion de A’ que resulta al rotar A = é; un angulo a = 30° alrededor del vector

a= %(—ég + 2¢é3), donde se toma &t =a y 0 = a. Es decir

A’ =R (&,a) A.

Para poder calcular primero formamos la matriz U dada en la expresion (1.6)

10—2—1
U=—4}|2 0 o0 |,
V5

1 0 0

1 00 . -2 -1
R(a,a) = 010 +75 2 0 0 sen 30°
0 0 1 1 0 O
-5 0 0
1
+- —4 =2 | (1 = cos30°),

(1.10)

(1.11)
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o= n la expresion anterior se tiene que

—-2,230 —-1.,115
0,888 —0,056 |, (1.12)
—0,056 0,972

reemplazando esta matriz en la ec.(1.19) para A = é,, se obtendra

A = R(@a)A,

0,80 —=2.230 -—-1.115 1
A = 2,230 0,888 —0,056 0
1,110 —-0,056 0,972 0
0., 360
A = 2,230 |- (1.13)
1,115
Finalmente
A = (1.14)
1.2.1. Matriz de Euler
Sea un sistema de ejes (X;, X2, X3) y (X}, X3}, X3) con base B = {é,,é2,é3} y B* =

A

{é1,€3, €3} respectivamente (Fig.(1.4)). Se puede considerar el sistema de ejes X7, X y X3,
como el resultado de efectuar tres rotaciones al sistema de ejes X, X, y X3. Se considera
este artificio para facilitar el calculo de la matriz de transformacién de coordenadas !.

Las rotaciones son las siguientes:

Sea un vector OP que va a rotar alrededor de é; (€3 pertenece a la base B ) un angulo
¢, originando al vector OP'.Si OP = ér este genera una base B' = {&4,é4,é4} (Fig.(1.5)) ,

@S (]c-_'(_'il‘

. . . s PR -~ . P
! Para simplificar la notacién, se hara é, =ej y los ejes X = X}.
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Figura 1.4: Sistema de ejes y base de vectores B y B*

(1.15)
donde é5 = é3;.
El vector OP ' va a rotar alrededor de é' un angulo 8, originando el vector OP . & .
se forma una nueva base B"” = {€7,é4,€é4},
(1.16)

donde éf = é/.
. ~ ’ o 0 77—
Finalmente el vector OP " rota alrededor de €4 un angulo ¥, originando al vector OB". Si
A AN A

€1,€,,€5 },

OP" = é” se genera una base B" = {
1
(1.17)

2

At T

donde é, = é5 .
. . ., , AN N . . -
2Para simplificar la notacidn, se hard ¢, =é y los ejes X; = X.
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& . . . "
Para obtener la matriz de transformacién de coordenadas o cambio de base de B a B reem-

plazamos las ecuaciones (1.15) y (1.16) en (1.17) consiguiendo

(1.18)
Recordando la expresion (1.8) se tiene de la ec. (1.18) lo siguiente
(1.19)
La matriz
= R(é5 ¢¥)R(é]}, )R (&, @), (1.20)

sera la matriz de transformacion de coordenadas, los tres angulos formados (6, ¢,1) son
llamados dngulos de Euler. Como los coeficientes de la matriz de cambio de base B a B

dependen de los angulos de Euler, se les llama Matriz de rotacion de Euler, E (1, 6, ¢) ([Val96-

m

3]). Lo interesante es que esta matriz de rotacién no se realiza solo con respecto a un unico

sistema de ejes, sino a rotaciones sucesivas alrededor de los ejes €3, €| y é75.

Se demostrara que

(1.21)

Para la demostracion de la ec.(1.21) se aplicara las propiedades [Val96-3].
R[R (J,a)0,8] = R (0,a)R (&,8)R (0, —a), (1.22)
R (0,a) R (0, —a) = |1, (1.23)

donde | es el operador identidad. Emplearemos la propiedad (1.22) en la demostracion de la

ecuacion

que equivale a demostrar la ec.(1.21).

Aplicando la propiedad (1.22) a la rotacién R (€%, ) y recordando ec.(1.16)
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g
xl
(a) (b)
x3 = x;"
N~ - é;’
X"
1
©

Figura 1.5: Construccion de los angulos de Euler. (a) Rotacién alrededor del eje X3, un angulo
@, (b) Rotacién alrededor del eje X{, un dngulo 0 y (c) Rotacién alrededor del eje XY, un

angulo .
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= R(é) .O)R (4, )R (&},-0), (1.25)
ahora efectuamos la misma propiedad (1.22) para la rotacion R(é%,v) y considerando la
ec.(1.15)

= (1.26)

finalmente aplicamos la propiedad (1.22) a la rotacion y considerando la ec.(1.15) R(é},0)

R(é}, 0) =

Reemplazamos la ec.(1.25) en el lado derecho de la ec.(1.24)

- (*R(" 0)R (& w)-*R(é;,—a))

De la ec.(1.28) y la ec.(1.26) y definiendo a R =R (é45,¢)R (é,,0) R (€ 3, ¢), para facilitar la

escritura de las expresiones,

R = {*R (é3,0) [PR (€3, ¢) R (&3,¢) R (é3,—¢)] R (&1,-0) }



y por ultimo en la ec.(1.29) reemplazé la ec.(1.27) en el primer factor R (€{,0)

R = {<?R(és,¢>)?R( 0) R (és, —¢)> [§R(é3,¢)m(é3’¢);ﬁ§ (éB’_qb)}

éR(é',,—())}?R(é'l,()) R (€3, ). (1.30)

A la ec.(1.30) le aplicd la propiedad (1.23) y simplificamos

(1.31)

R = (1.32)

)

y se obtiene

(1.33)

y recordando la definicion de R = R (é4,¢) R (é1,0) R (é3, ¢), se comprueba la ec.(1.24) que

A1
1
a su vez comprueba la ec.(1.21) y con la ec.(1.20) se tiene finalmente

E(,0,¢) = R(é,¢P)R(&1,0)R (é,7). (1.34)

a

Por otra parte usando la ec.(1.5) se tiene las expresiones matriciales de R(é3, ¢), R(€,,0) ¥
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—sengo
cos} (1.35)
0
(1.36)
cosyr —seny) 0
R(és,¢) =] senyp cosyp 0 |. (1.37)
0 0 1

La expresion final para E(3, 0, ¢) se da luego de multiplicar las matrices (1.35), (1.36) y (1.37)

y reemplazando en la ec.(1.34) obtenemos finalmente la matriz

E(¢,0,¢) =
( (cospcosp — sengcoslsent))  (cos@coslOsend + cosypsend) (senpsend) \

(— cos psenyp — sengcos @ cosyp) (cos¢cosl cosyp — senpsengd) (cospsend)

\ (sengsend) (— cos ¢psend) (cos 0) /

(1.38)

1.3. VELOCIDAD ANGULAR

Para definir el concepto de velocidad angular para el movimiento general de un cuerpo rigido,
consideramos los siguientes puntos Q, A, B, C, ( [Val02]) pertenecientes al cuerpo rigido tal

que los vectores Cﬂ, (ﬁ y Q? son mutuamente ortogonales y con los modulos iguales, luego
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OA-QB =0, (1.39)
QB - QC =0, (1.40)

QA - QC =—o. (1.41)

"Lm
i

Figura 1.6: Relacion entre los vectores no colineales C_Qj, @ y Q?

Si se derivan las ecuaciones (1.39), (1.40) y (1.41) tendremos

QA - QB+QB - QA =o, (1.42)
Qb - QC+QC - QB =o, (1.43)

(1.44)

Por otro lado los médulos de m, Q_l?} y Q_C" son constante (pues no varia en el tiempo, porque

A,B,C y Q pertencen al cuerpo rigido) es decir



QA
QB

Qc

-2 — —
pero por algebra de vectores se sabe |&|° = d.a,

Q4 - Q4

QB - QB

e

cte. ,

cle. ,

cle. .

por lo tanto

si derivamos las expresiones anteriores se tendra

cte. ,

cle.

cte.

luego de efectuar las operaciones respectivas se obtiene,

Il

0,

26

(1.46)

(1.47)

(1.48)

(1.49)

(1.50)
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De la ec , - oncluir que Q:‘ es perpendicular a Q?\, (recordemos que d.b =

0 — &'J_g), entonces existe un r])el'})PXIdi011la1' a m tal que

QA ) (T Q_i) (1.57)

de igual manera existe m y n tal que de las ecuaciones (1.55) y (1.56)

QB // (@ x QB), (1.58)

QcC /) (ﬁ x Q_c‘) (1.59)

como I, M y @ son cualquiera se elige un I, m y i tal que (Fig.(1.7))

.04 = o, (1.60)

-l

.QB = o, (1.61)

=1

.QC = o, (1.62)

Sy

ademas se exige

OA = T x QA, (1.63)
Q? - m x QB, (1.64)
¢ = 7 x QC. (1.65)

Teniendo en cuenta las ecuaciones (1.60), (1.61) y (1.62), se tiene I L m m L Q—é y

noL QZ/)', entonces se puede expresar
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Figura 1.7: Relacion entre los vectores T, m y @7‘

-
Il

v OB +va QC, (1.66)

3
Il
P~
—
o
=3
N—

=7
Il

Vs m + v @a (1.68)

porque el conjunto {@i, Cﬁ, 66} se puede considerar una base ortonormal.

De las ecuaciones (1.66), (1.67) y (1.68), se obtienen las ecuaciones

I—m = (1.69)
m—n = (1.70)
F—f = (1.71)

De otro lado de la ec.(1.42) con las ecuaciones (1.63) y (1.64) se obtiene
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m.(ﬁx@)+@.(rx Q_ﬁ) = 0, (1.72)
mediante la propiedad Ei.(g X C) = —b- (@ x ©) la ec.(1.72) se transforma en

—f - (Q_A x Q—B’)+T. (Q_A x cﬁ?‘) = 0, (1.73)

() - (@ « @)

I
=

(1.74)

En forma semejante las ecuaciones (1.43) y (1.44) y con la ayuda de las ecuaciones (1.63),

(1.64) y (1.65) se puede obtener las siguientes igualdades

(F— ) . (Q_é x a") _— (1.75)

= 0, (1.76)

Por otra parte recordando que Q_‘t y @ y Q? son ortogonales, @ X Q?//m
Se tiene luego de la ec.(1.74) (I - rﬁ)@? = 0, pues en la ec.(1.74) (I — ) solo tiene
componentes en m y @, luego de la ec.(1.69) se tendra

(1.77)

igualmente de la ec.(1.75) (m — n) solo tiene componentes en Qﬁ y @6, luego se tendran

respectivamente

V3—U5=U$ V3 = Vs, (178)

y por ultimo de la ec. (1.76) (T— n) solo tiene componentes en m y Q_)? luego se tendran
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(1.79)
De las ecuaciones (1.66), (1.67), (1.68), (1.77), (1.78) y (1.79), obtenemos
[ = . (1.80)
R = (1.81)
i = vsO0A+ w1, OB, (1.82)

recordando las ecuaciones (1.63), (1.64), (1.65),(1.80), (1.81) y (1.82) es facil demostrar que

estos vectores satisfacen respectivamente

OA = 1" x OA, (1.83)
OB = m' x QB. (1.84)

ocC = ' x OC, (1.85)

donde

" = W' =" =1 QB + 12 QC + 3 QA, (1.86)

si definimos a este ultimo vector como W tenemos

OA = W x OA, (1.87)
OB = W x OB, (1.88)
Q¢ = W x QC, (1.89)

donde W por la ec.(1.86) es
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W = (1.90)
Para un punto cualquiera I perteneciente a un cuerpo rigido se tendra

DP = (1.91)
con respecto al tiempo

(1.92)

de modo que mediante las ecuaciones (1.87),(1.88),(1.89) y (1.96)
QP = (1.93)
factorizando W de la ec. (1.93)

(1.94)

reemplazando la ec.(1.91) en (1.94) se tiene

OP = W x OP. (1.95)

El vector W, recibe el nombre de velocidad angular. La recta que pasa por () y es paralela a

W se le llama eje de rotacion al cual denotaremos por M (@, @).

Para describir la velocidad, OP de un punto P del cuerpo rigido con respecto a una refe-

rencia cuyo origen es el punto O, podemos escribir,
OP = (1.96)

oP — (1.97)
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si en la ec.(1.97) remplazamos (_275 de la ec.(1.95)

.' )>

OF = 00+W x QP, (1.98)

la ec.(1.98) muestra que cualquier punto P>, de un cuerpo rigido en movimiento en general
puede interpretarse como la composicion de dos movimientos, un movimiento de traslacion
paralela (especificada por un punto QQ del cuerpo rigido), y otro de rotacion del cuerpo rigido
alrededor de un eje orientado que pasa por dicho punto QQ, donde en general, W dependera del

tiempo.

1.4. VECTOR DE INERCIA

Sea el vector unitario & que esta contenida en la recta M un punto Q perteneciente a la recta
M(Q, 1) y consideremos un sistema discreto de N particulas donde una particula de masa my

esta ubicada en el punto Py, (Fig. 1.8).

- TRy

a

Figura 1.8: Vector de inercia Y (Q,un)

Definiremos el vector de inercia para el sistema de N particulas
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N
V(@) = S mQP x (a x Q_ﬁ*k). (1.99)

k=1

En la Fig.(1.8) se muestra el vector de inercia, este vector de inercia depende del punto Q y

del vector unitario ().

1.4.1. MOMENTO DE INERCIA

Se define el momento de inercia del sistema de particulas P (Fig.(1.9)), con respecto al eje

M (Q, ), como la proyeccion del vector de inercia sobre

(Q,4) = 4.V (Q,u), (1.100)

si reemplazamos la expresion (1.99) en (1.100) se obtiene

Q,4) = imkﬁ. {Q?D‘k x (a x cﬁk)} , (1.101)
k=1

usando la identidad vectorial a. (b X E’) = ([1 X b) .C se tiene la ecuacion

1(Q,4) = i‘mk (a x @Tfk) . (a x Q_l3k) , (1.102)
k=1

la ec.(1.102) es equivalente a

l 2
(Q,2) = S my lﬁ x QP,| . (1.103)
k=1
mediante la relacién @ x b = |@| |b| seny y como @ es unitario entonces
N 2
(Q,) =Y my (|a| {(ﬁk smup) ._ (1.104)
k=1

donde ¢ es el angulo formado por u y _Q_ﬁ (Fig.(1.9)).
@E: seng = [d(Pr.M)] donde d(PrM) es la distancia del punto Py a la recta M,

por lo tanto:

Se tiene

(Q, ) = mu[d(Pe, M))*. (1.105)
k=1
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HitrR o men e e O Xa)!
S Al e T (T e

Q,a) = / d(P,m)2dmy (1.106)
1.4.2. EJES PRINCIPALES DE INERCIA

La recta M(Q,u) es un eje principal de inercia si

Y (@) = i (1.107)

con v # 0. Se puede demostrar facilmente que y = I(@, @), multiplicando escalarmente por

ala ec.(1.107)

.Y (Q,&) = (1.108)
N— —
(Q,a) = v 1. (1.109)

Para el caso de los cuerpos rigidos con ejes de simetria y densidad de masa constante los
ejes principales de inercia coinciden con los ejes de simetria. Es decir si @ coincide con el eje

principal de inercia.
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Y(Q,a) = 1(Q,a)4. (1.110)

1.5. MOMENTO ANGULAR DE UN CUERPO RIGI-
DO

En la Fig.(1.10) se considera un sistema de N particulas discretas que se comportan como
un cuerpo rigido, que tiene un movimiento general. Consideremos un punto (Q cualquiera del
cuerpo rigido que usaremos para definir la velocidad angular del cuerpo rigido. Es decir existe
un vector W / 6_275 =W x Cﬁ Donde el sistema de ejes X;, Xz y X3 es un Sistema de

Referencia Inercial (S.R.l.)

Figura 1.10: Sistema de N particulas discretas que se comportan como un cuerpo rigido.

Se define como el momento angular de un cuerpo rigido, Lg

EZN:M (Q . x OPy ) (1.111)

k=1
donde Uﬁk es la velocidad de la particula Py, de masa my con vector posicion O'_I'Sk‘ segun la
Fig.(1.11)
Sea



MQz)

Figura 1.11: Esquema del vector m‘kk

OP, =

0P, =

reemplazando la ec.(1.113) en la ec.(1.111) y desdoblando la sumatoria se obtiene

N .
Lo = Z ((ﬁx 5 0@)
k=1
por lo tanto

ademas se define el vector posicion del centro de masa con respecto a Q

my. + XN: (Q__ﬁL X Q——Iik) my.,
k=1

N
Z@Sk my

k=1

|

o

M

k)
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(1.112)

(1.113)

(1.114)

(1.115)

(1.116)
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dond- la masa total, usando esta ultima definicion en la ec.(1.115) obtenemos

. N .
[o=MQGx0Q+)  ms ((Wﬁx@ﬁ), (1.117)
k=1

Figura 1.12: Vector unitario @, que coincide con el eje M(a,Q) y W

En adelante se tomara en cuenta el concepto de velocidad angular que se vio en la seccién 1.3.
St u es el vector unitario que coincide con el eje M(4,Q) y W es el modulo de W (Fig.(1.12))

luego

-

W = Wa. (1.118)

De la seccion 1.3, como Py pertenece a un cuerpo rigido, se tiene
—

QP =W x QP,. (1.119)

Reemplazando la ec.(1.118) en (1.119)

(1.120)

finalmente sustituyendo la ec.(1.120) en la ec.(1.11 7)
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EQ=1'\I@X@+WzN:mk{Q_l§kX ('&x(jlgk)}, (1.121)
k=1

en la ec.(1.121) el segundo término es el vector de inercia V(Q, %), luego

Lo=M (QC! x ()‘Q) +WY(Q, 4). (1.122)

1.6. LA ENERGIA CINETICA

La energia cinetica del sistema de N particulas mostrada en la Fig.(1.13) definida por

(1.123)

X, :
3 ez .
o0
J m
s }) P, Tx
X
1
63
A/
ST, X
“’x

Figura 1.13: Sistema de N particulas, en la Base ligada B~

Para una particula Fj su velocidad k-ésima esta dada por la ec.(1.1l 3), es decir

0Py = 0G+QP, (1.124)

reemplazando la ec.(1.124) en (1.123) obtenemos
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(1.125)

usando la propiedad |@> = @.@ en la ec.(1.125) tenemos

K =S % (®+Q—P{.) . ((%+Q_'P{.) . (1.126)
k=

=1

desarrollando y desdoblando la sumatoria

N N
1 5 2 . . 1 LI 2
K = - | ‘ v (0Q.QR) +=5 " mu | { .
2; my @ +kz—:lmk ((%Q—]j;t)-i-.zz—; my QPL (1 127)
N NP L2
pero Z my = M, (masa total del cuerpo rigido) y ‘O_Q)‘ = |Vg| luego
k=1
1 L2 . . 1 N .2
K = =M ‘VQ‘ + (@Q?) M43 my |Q—P,i : (1.128)
2 2 k=1
. ¢ & e
como Q, Pi pertenecen al cuerpo rigido Q?k =Wx QP
K = (1.129)

Para simplificar las ecuaciones se considera una base ortonormal de vectores B* = {é], €3, €3

ligada al cuerpo rigido con origen en Q (I'ig.(1.13)), y un nuevo sistema de ejes X ;, tal
que en cada instante los ejes X\ *, (con origen en Q) coinciden con ¢é}. El tercer término
sera transformado de tal manera que aparezca las componentes (W}) de W con respecto a la

base B*.

Al tercer término de la ec.(1.129)lo denotamos por K
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(1.130)
Reemplazando la ec.(1.130) en la ec.(1.129) se tiene
(1.131)
mediante la propiedad elemental |@|* = @. @, de la ec.(1.130)
K = (1.132)
Sea
S = W x OnR, (1.133)

con la ayuda de la expresion (1.133) y la ec.(1.132) se obtiene

N | —

N
K = =W x (Z mkc‘jﬁi.:§> , (1.134)

k=1

usando nuevamente la ec.(1.133) en la ec.(1.134)

K = (1.135)

pero W = Wa, luego de la ec.(1.135)

(1.136)

como W no depende del subindice & la expresion (1.136) con la ayuda de la propiedad (a x

b).¢ = a.(b x C) se obtiene

K = (1.137)
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por definicion de vector de inercia tenemos

. 1 -
K = §W2&.Y(Q,&). (1.138)
A continuacion transformaremos al vector de inercia (7 (Q, 1)) de la ec.(1.138), mediante
3
w= Z u; €. Se tiene por la ec.(1.99)
j=1
N
Y@@ = Y mQR x (u x QF,C),
k=1
pero
3
& o= ) ulé] (1.139)
j=L
reemplazando la ec.(1.139) en la ec.(1.99)
(1.140)
intercambiando las sumatorias
N , B
Y(Q,a) = Zu;kaQka(é;xQ—P;), (1.141)

j=1 k=1

Aplicando la definicion de vector de inercia en el segundo miembro de la ec.(1.141) se tiene

que

3

YQa = Y «Y(Qe), (1.142)

J=1

En el caso en que los ejes X[, X3, X3 que estan ligados al cuerpo rigido (Fig.(1.14)), son los

ejes principales de inercia del cuerpo rigido de la ec.(1.110)

= |; &3 (1.143)
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recordemos que u? es la componente de @ en la base B* = {é1,€3,€3} e l; es el momento de
inercia con respecto a los ejes X7, X, X3 respectivamente, como estan unidos rigidamente al
cuerpo estos momentos de inercia no dependen del tiempo.

Reemplazando la ec.(1.143) en (1.142) se obtiene

Y(Q.a) = (1.144)

Sustituyendo la ec.(1.144) en la ec.(1.138)

Figura 1.14: Los ejes principales de inercia, son los ejes X7, X3, XJ, que estan unidos rigida-
mente al cuerpo rigido.

K = (1.145)

que se puede expresar de la forma siguiente

(1.146)

pero W= Wiy se demuestra [acilmente que W3 = W u;] (p.51 para la demostracién)
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3
~W. Z (W3) 1, ¢35, (1.147)

3
como W = E W7 é”, la ec.(1.147) se transforma en

o=1

§<Zw) : (ngua;). (1.148)

efectuando el producto escalar tenemos

3
K = =) Lw%, (1.149)
=1

S| =

reemplazando la ec.(1.149) en la ec.(1.129) se tiene finalmente

K = (1.150)

DERIVADAS DEL MOMENTO ANGULAR

Se encontrara la derivada del momento angular por dos formas, para luego igualar estas
relaciones obteniendo una ecuacion que seria la ecuacion de Euler. Emplearemos la definicion

del momento angular dada en la ec.(1.111)

2 (i) =2 {XN: me (QPy x 57%)}, (1.151)

efectuando operaciones se tiene

'_l

ﬁ) (Q_’g xwk+kaw) (1.152)

recordemos que estamos derivando segin un observador O, ubicado en el Sistema de Referencia
Inercial. Por la 2% ley de Newton my ()i;k es igual a la fuerza total 7k ) que actua sobre la

particula de masa my, por lo tanto la ec.(1.152) se convierte en
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1

Q@ = (1.153)

pero

(1.154)

int . ert ,
donde f; es la fuerza total interna y 7: es la fuerza total externa que actuan sobre la

particula k-ésima respectivamente. L.a ec.(1.154) la reemplazamos en la ec.(1.153) y se obtiene

(g = Z(mﬂ.x?:")+i(kaﬁ”)+ka(cﬁkxO_ﬁk), (1.155)

k=1 k=1 k=1
pero se sabe que el torque total interno con respecto al punto QQ es

N

Tot = > (QP.x 7). (1.156)

=1
y el torque total externo con respecto al punto QQ es definido como

N

Ts' = ). (Q_ﬁk x 7?’) : (1.157)

k=1

reemplazando las igualdades (1.156) y (1.157) en la ec.(1.155) se obtiene

. N . .
Lo = T8 +T5 +> mu (mfk x mﬁ) . (1.158)
k=1
Podemos usar una de las propiedades del cuerpo rigido :
Tt = 0, (1.159)

para deducir la relacion (1.159) se supone que las [uerzas internas entre la particula de masa
m;, con vector posicion 7; y la particula de masa mj, con vector posicion 7}, actuan a lo largo

de una recta que coincide con 7, — 7, (Fig.(1.15)).

Reemplazando en la ec.(1.158)

. N . .
EQ = fgt+2771.k (Cﬁkxmsk),

k=1
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Figura 1.15: Las fuerzas internas entre la particula de masa m;, con vector posicion 7; y la
particula de masa mj, con vector posiciéon 7, actuan a lo largo de una recta que coincide con

— —

Fo —T).

Figura 1.16: Relacion para el vector OP) = O—Cj + Wk'
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de la Fig.(1.16) se tiene

0P, = (1.160)

luego

QP, = OP,- 00, (1.161)

derivando con respecto al tiempo

0P, - (1.162)

Efectuando (j—ﬁk X O_.Isk considerando la ec.(1.162)

= (1.163)
que se puede escribir
OP, x OP, = (1.164)
” N . . .
reemplazando en la ec.(1.160) se tiene EQ = Tg5"' + ka (Wk X O@) y como @ no
k=1

depende del subindice k-ésimo

(1.165)

por otra parte el vector centro de masa esta dada por

O

(1.166)

M '

derivando con respecto al tiempo

M=

< mk_O_.l—;k)
06 = =—t=! (1.167)

M '
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luego

N . .
> m0P, = MOG. (1.168)
k=1

De las ecuaciones (1.169) y (1.166)

(1.169)

La segunda forma de la derivada del momento angular se encuentra derivando la ec.(1.122),

obteniendodse

(1.170)

Ademas de la fig. 1.16 (pag. 29)se tiene

QC

0C —0Q, (1.171)
derivando
Q¢ = OC — 00, (1.172)

ahora multiplicamos vectorialmente a la ec.(1.172) por C_)@)

30«03 = (0¢-08) 00, i

Q¢ x0Q = OC x00. (1.174)

Reemplazando la ec.(1.174) en (1.170)

(1.175)

1.8. ECUACION DE EULER

lgualando la ec.(1.169 ) y la ec.(1.175) y simplificando se tiene

(1.176)
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Recordando la definicion de vector de inercia

N
Y(@Qa) = Y mQP, x (u x cﬁk) : (1.177)
k=1

con
3
= g ujéj, (1.178)
1=l
es decir u} son las componentes del vector @ en la base B* = {€7,€3,é3} ligado al cuerpo

rigido ( Fig.(1.14)). Luego de la ec.(1.178) en la ec.(1.177)

(1.179)

intercambiando el orden de los simbolos

(1.180)

Por definicion de vector de inercia

—_
O
(9. 33

3
~
I

N
3" mQPy (é;x(ﬁk), (1.181)
k=1

entonces

3
YV(Qa) = Y u¥(Q.3). (1.182)
J=1

En el caso en que los ejes X[, X7, X3, que estan ligados al cuerpo rigido ( Fig.(1.14), p. 43),

son los ejes principales de inercia del cuerpo rigido. Por lo tanto se cumple que

(1.183)

*

donde |; es el momento de inercia con respecto a los ejes X}, X y X3 (que coinciden con
€1,€3,€3) y como estan en un cuerpo rigido, el l; no dependen del tiempo. Al reemplazar la

ec.(1.183) en (1.182)
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Y(Q,8) = (1.184)

reemplazando la ec.(1.184) en (1.176)

—

. 3 3 ©
Tooot = AI(@x@@)+WZzL;ljé;+W<Zu;‘-|jé‘-> . (1.185)
=1 =1

J

Sea

(1.186)

reemplazando la ec.(1.186) en la ec.(1.185)

. 3
= M (QGx0Q) + WD ujlé;+WP, (1.187)
J=1

como solo intervienen los torques externos representaremos los torques de la manera Tq

. 3
Tt = M (67? X @) +W Z w; é;+W73, (1.188)
j=1

desarrollando P

P - (1.189)

como €7, esta ligado al cuerpo, entonces usamos la ec.(1.95)

ey = W x é} (1.190)

reemplazando esta ec.(1.190) en ec.(1.189)

Po= Y ajher+ ) il (Wxeéj), (1.191)
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de donde

P = (1.192)

reemplazando la ec.(1.192) en (1.188)

=i
O
Il
TN
&,
e
IS
. #
o0
(b33
. %
N~
N——

por lo tanto

. 3 3 3
Tg' = M(QC x 0Q) +W Y wjlie; +3 i ,We; +W x <ZWu}'jé§>-
1=t J=1

1=1
(1.194)
Antes de proseguir demostraremos la relacién mencionada en la p. 43, W} =
recuerda que
W = Wi, (1.195)
expresando @ en la base B* = {€],€3,€3}
u = (1.196)
reemplazando la ec.(1.196) en la ec.(1.195) se obtiene
3
W = W) wjes, (1.197)
j=1
o
3
W = > (Wuj)é;, (1.198)

por otra parte
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de la ec.(1.198) y (1.199)

» — *
Wl = W7,

reemplazando la ec.(1.200) en la ec.(1.194) se consigue

3 3
T = M (QCx00) + WY uihes+ 3 sl We; +W x

Tg = M(QCx08) + Z(wu;+wa;)|jé;+wxzw;ljé;,

i=1 =1

derivando la expresion (1.200)

W> = V\/u} + Waj,

J

finalmente reemplazando en la ec.(1.202)

. 3 3
To = M (QC x 0Q) + 3 Wilié5+W x Y Wil;é5,
=1 J=l

(1.199)

(1.200)

(1.201)

(1.202)

(1.203)

(1.204)

que son las ecuaciones diferenciales de lsuler, expresada en forma vectorial para el caso mas

general.

Recordemos que W7 son las componentes de W en la base B* = {é],¢é3, €3} ligados al cuerpo

rigido. En mecanica tedrica los casos que mas se presentan son:

A) El punto Q es fijo (Isgemplo @ trompo simétrico) .

B) Q no es un punto fijo, pero Q = G. (Ejemplo el tippe top).
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En ambos casos se cumple (_3?3 X @ =0 luego la ec.(1.204) se reduce a lo siguiente

3 3
= o . ) ‘
T = M E Wil é: + W x E W;lj(-:;. (1.205)
j=1 j=1
Ahora expresamos T & en la base B* = {¢}, €3, ¢35}

TS = Ty éi+To,é5+To,é5. (1.206)

De la ec.(1.205) y (1.206), efectuando operaciones e igualando las componentes:

Ty, = WWT+ Wi W5 (I3 — 1), (1.207)

(1.209)

se tiene tres ecuaciones diferenciales acopladas ordinarias llamadas ecuaciones de Fuler men-

cionada en los textos de mecanica teorica.

1.9. ECUACION MODIFICADAS DE EULER

Se va analizar un cuerpo con un eje de simetria (ejemplo, un elipsoide homogéneo de revolucion

con semiejes a = b > c¢) donde el eje X coincide con el eje de simetria tal que I} =1, =1 (
Fig.(1.19), pag. 47).
Considerando una nueva base de vectores By = {él,ég,é:;}, la cual se define de la siguiente

manera ( Fig(1.17)y Fig(1.18)) y

I
Y
P—
o
—
=
S—

3
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& = : (1.211)
€ = &5 (1.212)
XJ
X,
—
x2
*
xl
|

Figura 1.17: Relacion entre las bases B = {é;}, B> ={éx*} y B¢ = {ék}

Se considera un sistema de ejes X¢,, X¢,, X¢; que coinciden con é}, ég, 53, respectivamente.
De la ec.(1.211) notamos que &, coincide con la recta de interseccion del plano X, X3 con el
plano X7, X; 3. Realizamos este cambio de base para simplificar los pasos para obtener las

ecuaciones diferenciales ordinarias de movimiento para un cuerpo rigido.

Si () = G se tendra

M (aéx(Yj) - 0 (1.213)

reemplazando la ec.(1.213) en la ec.(1.176) se tendra

3Ver p 66 para su justificacion.
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JYC >

Figura 1.18: Relacién entre las bases B* = {é1*} y Be = {fk}
Tt = WY (G, @) + WY (G, &), (1.214)

como se sabe el vector de inercia para un sistema de particulas es

N
Y (@i) = Y miQPy x (a x (W—’”k) , (1.215)
k=1
si en la ec.(1.215) consideramos el caso ) = G, se tendria

N
Y(Ga) = Y mGPy x (a x E‘ﬁk) (1.216)

k=1

Ahora expresaremos el vector @ de la ec.(1.216) como una combinacién lineal de la base B

& = (1.217)

para simplificar la notacion con el simbolo de sumatoria a los vectores unitarios &;, &, &3 los

renombramos como
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&

&

Ug,

Ugy

Ug,

Finalmente para la ec.(1.217) se tendra

Il
(LTS
-

Il
m
L]

If

1]

T,

N2,

Na.

reemplazando la ec.(1.224) en la ec.(1.216) tenemos

Y(G. i) =

intercambiando el orden de la sumatoria en la ec.(1.225) se tiene

3
G' i) Z Z mkﬁk X {é

Aplicando la definicion de vector de inercia en la ec.(1.225) tenemos

Hd

(1.218)

(1.219)

(1.220)

(1.221)

(1.222)

(1.223)

(1.224)

(1.225)

(1.226)

(1.227)
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[Figura 1.19: Los ejes de simetria X¢,, X¢,, X¢;de un cuerpo rigido.

A pesar de que los ejes X¢,, X¢,, ( [ig.(1.19)), no estan unidas rigidamente al cuerpo rigido,
estas son perpendiculares al eje X, en cualquier instante. Por otra parte sabemos por la
teoria de Mecanica del cuerpo rigido, que todo cuerpo rigido que tiene un eje de simetria,
cualquier recta perpendicular al eje de simetria es eje principal de inercia. Luego X¢, y Xg,

son ejes principales de inercia. l.uego podemos usar la ec.(1.110)

= 1(G,&)é, (1.2

[
o
oo
N—

reemplazando la ec.(1.228) en la ec. (1.227) se tiene

=l =1, = I, (1.230)
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|(G',€3) = '3. (1231)
Finalmente reemplazamos las ecuaciones (1.230) y (1.231) en la ec.(1.229)
Y (G,a) = (1.232)

sustituyendo la ec.(1.232) en la ec.(1.214)

3

. N d .
Tgt = WY (G,u)—I—W(—ﬁ<§ 1)klkek), (1233)

como los momentos de inercia |, son constantes en la ec.(1.233) y efectuando operaciones con

el operador derivada

3 3
Te = WY (Ga)+ WD ileée +W Y meliér. (1.234)

k=1 k=1

Se sabe por [Vid94] ( apéndice del capitulo 2, pag. 35 de esa referencia)

& = (1.235)
con
a8 = (1.236)
usando la ec.(1.235) en la ec.(1.234) se obtiene
3 3
Te = WY (Ga)+W ) mleér +W ) ol (6 x &), (1.237)

k=1 k=1

reemplazando la ec.(1.232) en la ec.(1.237)



3 3 3
TS = Wanhcék +W27}k|kék+wz e (@ x €x),

k=1 k=1 k=1

factorizando términos en la ec.(1.238)

Te =
3
Por otra parte W=W yu= Z 7, €, entonces
=1
W =
se representara por W, las componentes de W en la base B¢ *, luego
W =
De las ecuaciones (1.240) y (1.241)
W, = mW,
sustituyendo la ec.(1.242) en la ec.(1.239)
Te =

derivando la ec.(1.242) se tiene

W,

4Denotamos asi para no confundir con Wy, = C'omp a W.

o8

(1.238)

(1.239)

(1.240)

(1.241)

(1.242)

(1.243)

(1.244)
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Sustituyendo la ec.(1 244) en la ec.(1.243)

Tet = (1.245)

si al segundo miembro de la ec.(1.245) lo nombramos como &/

[
I
=
s
=)

al reemplazar la ec.(1.246) en la ec.(1.245) se obtiene

3
Tg' = ) Wrelé+U, (1.247)
k=1

desarrollando la sumatoria en la ec.(1.247)
Tert =
De la ec.(1.248) y la ec.(1.236) se tiene
U = (1.249)

En el apéndice A2 (pag.58 | vector é3 expresado en la base B¢ al usar esta relacion

y la ec.(1.302) se consigue

U = (04 +¢(sentby+cos0bs)) x (Wl &+ Wobhéy + Wi ls ), (1.250)

y de las ecuaciones (1.217), (1.218) y (1.219)



efectuando operaciones en la ec.(1.251)
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(1.252)
Reemplazando la ec.(1.252) en la ec.(1.248)
Tegt =
(é cos O W, I; — GW,, |3) b+ (0Wo 12 — dsend W, 1, ) & (1.253)
Expresando T & en la base Be = {51952«53}
(1.254)
De la ec.(1.253) y la ec.(1.254) obtenemos
T = Wr. l, + ¢ senl W, Iz — ¢ cos 0 W,, I, (1.255)
Te, = Wi, ly+¢cosOW,, |, —OW, 1y, (1.256)
by = (1.257)
analizando un cuerpo rigido tal que |I; = I, = | de las ecuaciones (1.255), (1.256) y (1.257)

resulta



Considerando [Val93] se tiene la expresion para W

si se reemplaza el valor de é3 ( apéndice A2 ec.(1.302)) se tiene

W =
Expresando W en la base B

W

entonces de la ec.(1.262) y ec.(1.263), se tiene haciendo un cambio £ = 7

y al derivar las ecuaciones (1.264), (1.265) y 1.266) se obtiene respectivamente

W =

Wfs

0 + pés+ ¥ é&s,

)

= d‘>senO,

= d.Jc.os()+¢-',

0,

('[')senU + qb() cos,

('ficos()—é)()-sen()+zl‘,
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(1.261)

(1.263)
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reemplazando las ecuaciones (1.267), (1.268) y (1.26) en la ecuaciones (1.258), (1.259), (1.260)

y simplificando, obtendremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias

Te, = 10+ 13d9psend + (15 — 1) ¢ cosl send, (1.270)
Ty = |  send + (21 = 13) 0 cos0 — 0y (1.271)
Tes = ((j) cosl — d)ﬂ scnb + 1/) ) Iy, (1.272)

a las cuales se les llama ecuaciones diferenciales ordinarias modificadas de Fuler.
Finalmente debemos mencionar que la demostracién para obtener las ecuaciones de movi-
miento de un cuerpo rigido y las definiciones consideradas se hicieron para un caso discreto,

pero estos conceptos se generalizan para el caso continua.
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APENDICE

Al.- RELACION ENTRE B 'Y B*

Se tienen las siguientes bases de vectores (Fig.(1.20))

B = (1.273)

(1.274)

donde B es la base canonica y B * es la base ligada al cuerpo que rota (con origen en el punto
G: centro de masa) , la relacion entre estas dos bases se deduce a partir de la matriz de Euler,

E(¢,0,9) (p.17) y mediante la teoria de Transformacion de coordenadas.

XJ

Figura 1.20: Relaciones entre la base candnica B y y la base ligada B *

La relacion de los vectores de la base B * en funcion de la base B es



y la
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€] = (cos¢ cosp — seng coslsenip)é; + (cos¢ cosl senyp + cosyp seng) é;

+ seni senl é; (1.275)
€; = (—cos¢seny) — sen¢g cosf cosip) € + (cos@ cosf cosyp — seny) seng) €z

+ cos ¥y senf é;3 (1.276)
€3 = sen¢senld € — cospsenl é2 + cosl és, (1.277)
relacion de los vectores de la base BB en funcion de los vectores de la base B * es

€1 = (cosy cosd — senip cosOsend)é] + (—senyp cos¢p — cosh cosl seng) €

+ senf seng €} (1.278)

€2 = (cospsend + senip cosl cosp)é; + (—senpseng + cosp cos cos) €

—senf cos @ €} (1.279)

€3 = senysenl é] + cosipsenld ¢+ cosl €3 (1.280)
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A2.- RELACIONES ENTRI LAS BASIES B¢ Y B

En el apéndice Al se mostré las relaciones que existe entre la base B = {é;,¢é;,¢é3} y
B* = {é},€3,€3}, a partir de estas bases se formara la base B = {61,52,53}, relaciona-

dos con los angulos de Euler. En la Fig.(1.21), se puede apreciar nuevamente la base

Iligura 1.21: Relacion de transformacion entre las bases de trabajo B¢ y B

Definiendo

A ]

b = i (1.281)
€3 X €3

& = &3 (1.283)
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Efectuando operaciones en la ec.(1.281) y (1.282), se obtiene los vectores de la base B¢ en

funcion de los vectores de la base B

& = cos¢ é + send é;, (1.284)
£, = —cosl seng €, + cosl cos @ é; + senl é3 (1.285)
é;} = senlseng é; — senl cos ¢ €, + cosl é3 . (1.286)

De la ec.(1.284) se observa que él coincide con la recta de interseccion del plano XX, y

X7X3. Las expresiones de vectores de la base B en funcion de los vectores de la base B,

¢y = (cos & — sengcos 0) s + senl seng €5, (1.287)
€y = (send)f, + cos 0 cos @) €, — sent) cos ¢ €, (1.288)

= (1.289)
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A3.- RELACIONES ENTRE LAS BASLES B, Y B*

Se necesita hallar una relacion entre los vectores de la base B* = {é},€3,é3} y la base

Be = {él,é‘z’és}, Fig(1.22)

Figura 1.22: Relacion entre los vectores de la base B, B* y B

Estas relaciones estan dadas por los vectores de la base B* en funcion de los vectores de la

base B

ér = cosypby + senpp &y, (1.290)
é; = (1.291)
és = & (1.292)

Del mismo modo se tiene las relaciones, para los vectores de la base Bg, en funcion de los

vectores de la base B~



&

é:i

cospé] — senyél

senp €] + cosip €

o
-
.
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(1.293)

(1.294)

(1.295)
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A4- COMPONENTES DE LA VELOCIDAD ANGULAR EN DIFERENTES BASES ( B,
B* Y Be).
COMPONENTES DE LA VELOCIDAD ANGULAR EN LA BASE B.

El vector velocidad angular esta dado por la siguiente expresion en la base B.

(1.296)
Las componentes de la velocidad angular expresada en la base B = {é,, é;, és}, son
W, = v senpsentd + 0cosy, (1.297)
W, = —icospsentd + 0send, (1.298)
Ws = ¢ + ¢ cosl. (1.299)

COMPONENTES DE LA VELOCIDAD ANGULAR Y SUS DERIVADAS EN LA BASE
Bl

El vector de la velocida angular expresada en la base B* = {é7,€3,€3}

W = (1.300)

cuyas componentes estan dadas por

Wi = ci).sem/J sent) + 0cosy, (1.301)
W; = dcosp senll — 0 senyp, (1.302)
W2 = dcosld + 9. (1.303)

Las derivadas de la velocidad angular son
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W]‘ = q?)sem/ﬁsenO + (;cosqb + q.51/.)cos1/) senl

+ ¢ 0 cosd senp — 04 sensp (1.304)
W; = ¢cosysend — 0 senyp — b senh send + ¢ 6 cosOcosy

— 4 cosyp, (1.305)

W; = ¢cosl — POsend + . (1.306)

COMPONENTES DE LA VELOCIDAD ANGULAR Y SUS DERIVADAS EN LA BASE
MODIFICADA DE EULER B¢

El vector de la velocida angular expresada en la base B¢ = {é 1,52,53}

W = (1.307)
las componentes son
W = 0, (1.308)
We, = b senl | (1.309)
We, = peosd + 1. (1.310)

W, = 6, (1.311)



q.z;scn0 + ()d) cos @,

q‘zécos() + q?)cos() + d)
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(1.312)

(1.313)



CAPITULO II

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE NO
HOMOGENEO SIN FRICCION

2.1.- Introduccion.
2.2.- Calculo del torque de la reaccion normal y el peso.

2.3.- Aplicaciones de la Ecuacion Modificada de Euler.
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2.1. INTRODUCCION

En este capitulo se analizara el movimiento del elipsoide no homogéneo, de semiejes a, b y ¢
(con a = b > c). Se recordara que el centro de masa de este cuerpo, esta ubicado en el semieje
c (Fig.(2.1)). -nsidera la reacciéon normal y el peso, debido a que no se toma en cuenta la
fuerza de friccion, aparecen magnitudes fisicas que se conservan, (como la energia y algunos
momentos generalizados).

(Calculando los torques (producidos por la reaccion por la reaccion normal y el peso) y con
la ayuda de las ecuaciones (1.207), (1.208) y (1.209) se obtiene las ecuaciones diferenciales de

movimiento.

Figura 2.1: Grafico de las bases de consideradas, para el estudio del elipsoide no homogén€o.

El elipsoide (Fig.(2.1)) se encuentra en el espacio (R®) y se tomara en cuenta , tres bases de

vectores:

= La primera es la base candnica B = {é1, é2, €3}, donde se fija un sistema coordenado
con ejes X3, con centro en O, desde alli se observa lo que ocurre con el elipsoide.

Por lo general a este Sistema de «ial se le llama sistema laboratorio.

» Por otra parte se tiene la base de vectores B* = {é7,é35,é%}, con centro en G (centro

de masa), dicha base esta [ija al elipsoide que esta en movimiento con un sistéma de

.
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i

% Finalmente se tiene la base By = {51,52,53}, llamada base modificada de Fuler (ya
mencionada €n €| apéndice A2 y A3). Se tomaran en cuenta los angulos de Euler (0, ¢, )
Y sus respectivas derivadas temporales (0, ¢, ¥). Para considerar la velocidad angular W

del cuerpo se considera Q=G (es decir el eje de rotacion pasa por G).

2.2. CALCULO DEL TORQUE DE LA REACCION
NORMAL Y EL PESO

En la Fig.(2.2) se muestra el diagrama de cuerpo libre del elipsoide (sin considerar la friccion).

La fuerza resultante (F) viene dada por la expresion

mall
Il
el
+
o

(2.1)

donde R es la Reaccion normal (que actia en el punto de contacto que sera denotado por C,

P es el peso del elipsoide.

>

|

Figura 2.2: Relaciones entre las fuerzas que actuan sobre el elipsoide no homogéneo
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Siendo R y P paralelos al vector é3, (I'ig.(2.2)), estas fuerzas se pueden escribir de la siguiente

Imanera:

pell

o!

donde m, es la masa del elipsoide, g es la aceleracion de la gravedad, R es el modulo de la

reaccion normal (R).

Considerando la Segunda ley de Newton

donde @g es la aceleracion del centro de masa del elipsoide. De las ecuaciones (2.1), (

(2.3) v (2.4) se obtiene

I,

e,

mig,

La solucion para las ecuacions (2.5) y (2.6)

€Ta,

Ly

siendo ¢, constantes que dependen de las

2.2),

= 0, (2.5)

= 0, (2.6)

- R—myg. (2.7)
es

= (2.8)

(2.9)

condiciones iniciales.
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REACCION NORMAL R

De la ec.(2.7) se obtiene

R=m(Ig,+9), (2.10)

pero esta expresion tiene varias incognitas que despejar. Es por eso que hacemos uso de la

geometria del problema para encontrar una relacion entre ciertos parametros y funciones

Figura 2.3: Relacion entre ciertos parametros del elipsoide no homogéneo.

En la Fig.(2.3) se muestran los siguientes parametros que intervienen en el elipsoide no ho-

mogenéneo

« Co : Centro del elipsoide.

# G : Centro de gravedad .

% D, : Distancia entre el punto Cp y la superficie de apoyo del elipsoide (plano X;.X3).

% 0 : Angulo que forma és y é} .
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= D, : Distancia entre el punto Co y G que es constante (porque son puntos que

p€rtenecen al cuerpo rigido).

* TGy» TG,y TG, * Coordenadas del centro de masa del elipsoide no homogéneo, Fig.(2.3).

Se tiene de la Fig.(2.3), que Dy, esta relacionada con Dy, 0, xrg, mediante la expresion

(2.11)

de otro lado se encuentra que D, ! satisface

Dy = Va2sen?0 + ¢? cos? d, (2.12)

donde a y c son los semiejes del elipsoide, con a > c. Reemplazando la ec.(2.12) en ec.(2.11)

y despejando zg, s€ obtiene

(2.13)
Derivando la ec. (2.13) se obtiene
fsenbcosl (a* — c?) :
Tg, = + D,0send 2.14
o VaZsen?0 + ¢2 cos? 0 reen ( )
y derivando por segunda vez resulta
2 __ 2 9‘2 ' 2
o, = € c’) { (2 cos?0 — ]) - (a2 — c2) ( senbeost ) } +
Va?sen?f + c? cos? 6 Va2sen?6 + c? cos? )
: . (a? — c?)cos 0
D ()2cos()+()sen(){ ( + D, , 2.15
: Va2sen? + ¢ cos? () ‘ ( )

esta expresion se reemplaza en la ec. (2.10) y queda finalmente una expresién para el médulo

de la reaccion normal R en funcién del angulo 0 y 0.

1E] célculo para Dy, se halla en el Apéndice 132, p.89.
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R = m[g + (o — )0 { (200320 — 1) — (a2 —cz) ( senfces ) }

va2sen?0 + c? cos? 0 Vva2sen?0 + c?cos? 0

. .. 2 _ 2 0
+D2()2COSO+036n0{( (a — c7) cos >+Dz}]. (2.16)

Va?sen?6 + c? cos? 0

Para simplificar esta expresion se define F y H

- senblcost :
- Va?2sen?d + €2 cos? 8

H = se110{ ( (af — ) cos ¥ ) +D-2} . (2.18)

valsen?0 + c?cos? 0
Luego el modulo de R queda determinado en forma compacta mediante la ec. (2.19)

R =m(F + OH) .

Recordando la relacién que existe entre los vectores de la base B = {é,} y de la base B 2

€2 = sean)él + cos 0 cos ¢¢:2 — senf) cos qbé;; ,

y mediante la ec(2.2) se halla la nueva expresion para R en la base By = {él, ég, {':3}, dando

2En el apéndice A2 del capitulo | se halla la relacién entre B y B¢, p. 65.



79

como resultado

R = (2.20)

EL TORQUE TR

Se calculara el torque TR , debido a la reaccién normal R con respecto al punto G (Fig.(2.4)),

usando el vector (_?2 3 expresado en la base B¢ = {él,éz,ég}, mediante

—a’send . 2 0 .
(?é _ ( a’sen )§2+<D2 c%cos )63.

va?sen?0 + c% cos? 0 va?sen?0 + c2 cos? 0

Figura 2.4: Relaciones entre las bases de trabajo

El torque viene dado por

3GC en la base Bg se calculd, en el Apéndice B3, p. 91.
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que al efectuar operaciones se obtiene

e _ 2 2 X
Tg — ”R{ ARG (’D2 Ges > sen()}f] . (2.22)

Va2sen?0 + c2 cos? 6 Vazsen?0 + c2 cos? 0

o
SV
S™]

Introduciendo la expresion para R (ec.(2.19) en (2.22))

=
Q0

.. —senla®cosl c%cosl -
= m F+0H}{ - (D — >sen9} ,
{ Va2sen20 + c? cos? 0 : Va?2sen?0 + c2 cos? () &

(2.23)

como conviene tener una expresion compacta se define C a la expresion entre corchetes, es decir

2 2
o R (D2 S ) el (2.24)

Vazsen?0 + ¢2 cos? () Va?sen?0 + ¢2 cos? 0

Luego TR en forma compacta es

Al reemplazar las definiciones de F, H y C se tiene

QA

7

o [{g+ (a? — )42 {(2cos20— ) - (a2—c2)< senlcosl >2} |

va?sen?0 + c2 cos? () Va2sen?0 + ¢ cos? 6

—senla?*cosl c2cosl ) } -
—| D, — senl . 2.26)
{ va?sen?0 + c2 cos? 0 ( ’ va?sen?0 + c? cos? 0 i (

Si designamos por Tz, TZ y T?; las componentes del torque f?} en la base B; resulta
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(2.27)
Usando las ecuaciones (2.25) y (2.27) se tiene
T8 = mc (F + (9H) : (2.28)
TS = 0, (2.29)
T?1 = (. (2.30)

Como estamos tomando torque con respecto al punto G, el torque del peso es cero.

2.3. APLICACIONES DE LAS ECUACION MODIFI-
CADA DE EULER

En esta seccién aplicaremos las ecuaciones modificadas de Euler en la base B¢ = {51,52,53}

dadas en el capitulo I y con TZzO se tiene

10 + 13 3p send + (I3 — 1) $? senf cosd) = TE | (2.31)

| psend + (21 —l5) plcosd —yply = TR | (2.32)

I3 —ls0send + lspcosd = TR | (2.33)

para plantear las ecuaciones de movimiento del elipsoide no homogeneo. Donde |}, = |, = |

son los momentos principales de inercia referidas a la recta X¢, y X¢, respectivamente.
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De la ec.(2.31) y tomando en cuenta la ec. (2.28)

16 + 13 tp senl + (I — 1) ¢ senb cosh = (2.34)

O(l—mCH)+ 131 send + (I3 — Ng? senbcosd = mF C. (2.35)

Despejando 6

j - m FC—lsdipsend — (I — |)d->2 senl cosl _ (2.36)
l—mCH

Recordando

F = g+ (a® — c?) 62 {(2c0520— ) = (a = &) ( senfcosl ) }

Vva?sen20 + c2 cos? 6 Va?sen?0 + c2 cos? 0

+D2_92 cos @,
H =
c = —senl a® cosl (D c? cosl ) send
— Va?sen?0 + ¢? cos? 0 ? Va2 sen?0 + ¢2 cos? 0 o

De la ec. (2.29) y la ec.(2.32)

| psend + (21 —I3) pOcosd —O4ply = 0, (2.37)

sil # 0,7



—(21 = 13) d.)()coso + Uzb I3

| send

¢ =
De la ec.(2.30 ) y (2.33) se obtiene igualmente para P

t,l' —0q{536n0+$ cosd = 0,

|/' = 0-<1.Ssen() - ¢> cos 0,

pero si se reemplaza la ec. (2.38) en ec. (2.40)se tendra

| send

12; = 0.q.ﬁsen0— <

Agrupando las EDO (2.38),(2.39) y (2.41)

mFC— |3q‘51j186710 - (I3 — l)qz'52 senl casl
| —mCH '

y —(21 = 13) 0 cosO + 0 5
¢ = :
' | sen

Estas ecuaciones seran resueltas numéricamente en el capitulo V.

—(21 = 13) $0 cos0 + 0@513) —
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(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)



84

APENDICE
Bl.- CALCULO DEL VECTOR CoC EN LA BASE B

El objetivo de este apéndice es hallar el vector normal fv, a la superficie que envuelve al
elipsoide y las componentes del vector C_'O? en la base B** = {é}*,é3*,€3*}. Para realizar los
siguientes calculos se toma en cuenta un sistema de ejes X1*, X3*, X3* con centro en Cy, ligado
al cuerpo rigido donde se tiene B** = {€7*,é3*,€3"} (Observando que Cy # G, Fig.(2.5)). La

ecuacion de la superficie elipsoidal H segun el sistema de ejes en X", XJ*, X3* es

xx 2

2 xx 2
N U] T3
a2 + b'Z + c? — l’ (242)

considerando el caso general en la ec(2.42) a > b > c.

e
x3
'
x3 L —
' N
e e
xz
_—
X** .
1 x2
|

Figura 2.5: Grafica del elipsoide en el sistema coordenado X;*, XJ* X3*

Sea

w2 w2 wx 2
€X' €X' rs
—1. 2.43
a? b2 * c? ( )

~
—_
]
®
*
—
1]
+

Un vector normal N a la superficie viene dado por el gradiente de la funcion mostrada en la
ec.(2.43)
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N = Vf(F™), (2.44)

entonces

N = (2.45)

donde 7", 3" y 3" son coordenadas de un punto cualquiera de la superficie del elipsoide
(segun X7, X7™, X3™).

Por otra parte es evidente que las componentes del vector é;5 en la base B = {é,,é2,€3} es

[0 )

(2.46)

5l
I
]

\ 1)
En el apéndice Al del capitulo I se tiene la expresion para el vector €3 en la base B* y como
€3 =e3, Fig.(2.5)

éz = (senbsenyp)é]™ + (senbcosyp)ey” + cosbéy™. (2.47)

Para el punto de contacto C el vector N es paralelo y esta en sentido opuesto al vector és, (

Fig.(2.6)). Luego

N =Llés, conl<O. (2.48)

De las ecuaciones (2.47) y (2.48) se obtiene

-

N =L {(senOsenyp)éi" + (senb cos ¢)éy" + (2.49)

Ahora evaluamos la funcién N (ec.(2.45)) en el punto C con coordenadas (Cy,C3*,C3%) (con-

siderando el sistema de ejes X ;*)

% Cnnu Ctt Cn-- __ 26;*‘\** 2 Q*Au 2 3**/-*... (‘) 50)
N(17273)_ (12€l+_[)Te2+C2€3’ “-
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Figura 2.6: Relacién entre N y €3

que es otra expresion para el vector normal en el punto C. De la ec.(2.50) y la dltima igualdad

se obtiene

207

—21 = Lsenfseny, (2.51)
a

2 » W

()22 = Lsen0cos, (2.52)
) E L]

HC23 = Lcos#, (2.53)
c

de las ecuaciones (2.51), (2.52) y (2.53) se despejan C}*, C3* y C3~

o = (12|_367:I.036n1/)! (2.54)
2
b*Lsend cos ¢
o o= cosy (2.55)

=
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2 cos 0
CE (2.56)

2

Alora hallaremos L, para ello utilizaremos la ec.(2.42) (recordando que C pertenece al elip-

soide) en la cual reemplazaremos las ecuaciones (2.54), (2.55) y (2.56)

(2.57)
de la ec.(2.57) despejamos L
2
L = _‘_t bl (2‘58)
v/ sen20 (a?sen?h + b2 cos? ) + c2 cos? §
pero de la ec.(2.48) se atribuye al valor de L como negativo. Luego
2
L = — . (2.59)
v/ sen?0 (a?sen?y + b2 cos? ) + c? cos? b
Para el caso del elipsoide de revolucion (a=b), la ec.(2.59) se reduce
L ’ (2.60)
B Va%sen?0 + cZcos? 0 .
En la Fig.(2.6) observamos que
CoC = Cr ey +C5mé +C5é5 . (2.61)

Reemplazando el valor de L de la ec.(2.60) (caso en que a=b), en las ecuaciones (2.54), (2.55)

y (2.56), se consigue

e = —a’senlseni) , (2.62)
va?sen20 + c? cos? 0

—a’senl cosy

cr o= (2.63)

o - —c%cosl (2.64)
> VaZsen?0 + c?cos? 0
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Finalmente las componentes del vector Cga en la base B** sera usando la ec.(2.61)

( —c*cos 0 ) - (2.65)
én . )
Vazsen20c? cos? ) 3

Pero es obvio que é}* = é;, Fig.(2.7)

e .~ —a*senlfseny) . —a?send cos .
CoC = e, + €,
a

2sen?0 + c2cos? 0 Va?sen?0 + c? cos? 0

—ctcos 0 -
+ ¢ cos ) (2.66)

Vazsen?0c? cost 0

Figura 2.7: Relacion entre las bases B* y B**.
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B2.- CALCULO DE LA DISTANCIA D,

Se calcula la distancia D; del punto Cp al plano X;X2, usando las coordenadas del punto
C(Cy*,C3*C3™) segun el sistema X1*, X3* y X3*. En la Fig.(2.8) se muestra la distancia D, y

D,

Figura 2.8: [lustracion para el calculo de la distancia D; del punto Cy al plano XX,

Es facil demostrar que la distancia D, se calcula por la expresion

al reemplazar las ecuaciones (2.47) y (2.66) en la ec.(2.67)

D, = |Ci"senlseny + C;"senl cosp + C3* cos b, (2.68)

reemplazando los valores de (C}*, C3* y C3*) (ecuaciones (2.62), (2.63) y (2.64)) en la ec.(2.68)

se obtiene
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—a’sen?Psen?l —a? cos? yPsen?l —c? cos? ()

D o ;
: Va2sen?0 4 c2cos?2@  Va?sen20 + c2cos? 0  Va?sen?0 + c2 cos? 0

(2.69)

simplificando

(2.70)
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B3.- CALCULO DL LAS COMPONENTES GC EN LA BASE Be

En la Fig.(2.9) se observa los vector C_:ﬁ, G_CZ y C_708, satisfacen

GC = GCh+Cof, (2.71)

IYigura 2.9: Ilustracion para el calculo de @0.

pero ademas de la Fig.(2.9) GCo = Dyé; y CoC = Cire] +C3e; + C37é3, entonces

GC = Cré;+Cyé;+(DC)es, (2.72)

reemplazando las ecuaciones (1.290), (1.291), (1.292), (2.62),(2.63) y (2.64) en (2.72) se tiene

la expresion para c“;'é en la base B¢



CAPITULO 111

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE NO
HOMOGENEO CON FRICCION POR
DESLIZAMIENTO

3.1.- Introduccion.

3.2.- Velocidad en el punto de contacto.
3.3.- Fuerza de Friccion.

3.4.- Torque total.

3.5.- Ecuacion de Modificada de [Euler.
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3.1. INTRODUCCION

En este capitulo se estudiara al elipsoide no homogéneo tomando en cuenta la friccion
por deslizamiento, con el piso donde se mueve. Se hallaran las ecuaciones diferenciales de
movimiento empleando las ecuaciones modificadas de Euler y la 2%¢ ley de Newton llegando a
obtener cinco ecuaciones diferenciales ordinarias que son no lineales y aclopadas. PPara usar el

concepto de velocidad angular consideramos Q=G y las componentes de W, T &* con respecto

a la base B¢ = {é;,éz,éa}-

3.2. VELOCIDAD DEL PUNTO DE CONTACTO

Se tiene un elipsoide no homogéneo, que se va a mover en una superficie plana, con un
coeficiente de friccion . En esta seccion se hallard, una expresion para la velocidad v¢ del

punto de contacto C (Fig. (3.1)) en funcion de los angulos de Euler.

Figura 3.1: Grafica del punto de contacto, que une al elipsoide y al plano.

.a ecuacion de la velocidad del punto de contacto es ( p.32 del capitulo I)

Ve =0 +0 X (ﬁ, (3.1)



94
donde vg es la velocidad del punto G. Es evidente que la velocidad del punio G en la hase

B = {&,é,¢3} es:

fe = (3.2)

ahora se expresara, la velocidad g en la base B¢ = {61,52,63}, mediante las relaciones

halladas en el apéndice A2 del capitulo I (p. 65).

(3.3)

Finalmente se tiene la expresion para vg en la base B¢, agrupando terminos convenientemente

se tiene

a

+ (senl (g, seng — &g, cosd ) + &q, cosl) &y . (3.4)

Para calcular el producto vectorial de & x @, primero recordemos la expresion de la velocidad

angular en la base B

Luego del apéndice B3 (p. 91), se demostro

ot - ( a? senl ) g, + (Dz B c? cosl ) ér

Va?sen20 + c? cos? 0 Va2sen20 + c2cos 20

dando como resultado

2

. . —c 0
S xGC = {d)sen() (D2 + e )

Va? sen?0 + c? cos? 0
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2

. . —a“‘ senl A
= (9 + deot) ( )}
(d) ¢ cos ) Va2 sen?6 + c2cos? 0 &

. —c? cos0 . . —a?senl .
i (D, + ) iy ( ) (36
( : Va2 sen?0 + ¢2 cos?0 &2 Va?sen?0 + ¢2 cos? () & (3.6)

Reemplazando las ecuaciones (3.3) y (3.6) en la ec.(3.1) se obtiene

a

Ve = {if(;, cos¢ + g, sen¢} él + {coso (—zg, sen¢ + 2g, cos¢) + g, sen()} &

. 2 0
+{¢sen() (D2 — ¢ cos )

Vazsen?0 + c? cos?

N (d"*'d’ 0) ( a? senl ) }é
cos
Va2 sen?0 + c2cos?0 :

. c? cosl - : a? senl -
_0!D, — . — 0 , 3.7)
{ : Va2 sen?0 + c2 cos?0 } &2 { va? sen?0 + c? cos? 0} & (

agrupando términos en la ec.(3.7) se tendra expresando la v¢ en la base B

luego

; b+ i d"f‘d’ oD ¢? cosl) )
ve, = I, COS T, SEN sen ) — . , . =
- ! ‘ Va? sen?0 + c2 cos? 0
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: . a? senl
+ (¥ + Pcosb , 3.9
(1/ ¢ ) (\/(12 sen?f + c? cos? ()) (3.9)

. 2
—6 (Dz . il ) , (3.10)

Va? sen?0 + c? cos? 0

. a®senl
ve, = senb (zqg, send — x¢g, cosd) + xq, cosd — 0 ( ) . (3.11
. (%6, ! ¢) ! Va2 sen?0 + ¢ cos? ( )

3.3. FUERZA DE FRICCION

Se considera la fuerza de friccion, entre el plano X, X, (piso) y el cuerpo elipsoidal no ho-
mogéneo. Suponemos que no hay rodadura pura y solo se considera la fuerza de friccion por

deslizamiento (l—:‘d), luego

Fu e (3.12)
I'UC T’

Il

donde p es el coeficiente de friccion, R es el médulo de la fuerza de reaccion normal R, v¢

es la velocidad del punto de contacto C y |v¢| es su mddulo. Del capitulo II se tiene (p.78),

ec.(2.16)

R = m[g+ (a? —c?)0? { (2cos?0 — 1) — (a® — ¢?) ( senlcosl ) }

Va2sen?0 + c2 cos? 0 Va?sen?0 + c? cos? 0

(a —

: - 2 _¢?)cos 0
+D02c030+036110{< )+D}],
: Va2sen?0 + c2 cos? 0 ’

si bien esta relacion, se demostro para el caso sin rozamiento, pero es facil demostrar que en
este caso es valido, la razon se encuentra en que el modulo de R, se obtuvo de la geometria

del elipsoido, cuando este se mueve sobre una superficie plana (capitulo 11, p. 76, 77 y 78)



Fo— ( senlcost )2 }
a Va?sen20 + c2 cos? 0

H = sen(){ ( (a* —c2)cos() ) + Dz}
va?sen20 + c2 cos? () '

y R ae expresa como

R = m(F + 0H). (3.13)

Para determinar el mddulo de #¢ (|v¢|) usaremos las ecuaciones (3.9), (3.10), (3.11) y la

igualdad
el = 4/ (3.14)
obteniendose
: c? cosl T a? senf }2
+ 0| D, — + + s0
¢ sen ( : Va2 sen?f + ¢2? cos? ()) (d) @ co ) (\/(12367120 + ¢2 cos? ())
. . . . c? cosl ?
+4 cost (—zg, send + g, cosp) + ig,senl — 0 (’Dz - )
Va? sen?0 + 2 cos? @
. . ) ; a® senf 21z )
+{se710 (zg,sen¢ — xg,cos¢) + xG,cos0) — 0 <\/a2 v B 0) } J . (3-15)

De las ecuaciones (3.12), (3.15) y de la expresion para R obtenemos finalmente las compo-

nentes de la fuerza de fricccion (F¢,, Fe, y F¢,) en la base Bg
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_/1, (m(F—i—(jH))

Fe, = o (ver,) (3.16)
F = o (m (;Cﬁ'-()H)) (v(}f?) | ik
Fe, = __-IL ('rn(lf;c—:‘()H)) (vcca) 1 (3.18)

donde

(3.19)

3.4. TORQUE TOTAL

Las unicas fuerzas que actuan sobre el elipsoide y que originan torques con respecto al centro

de masa G, son la fuerza de friccion Fy y la fuerza de la reaccion normal R, luego

F. = (3.20)

donde fg“ es el torque debido a la fuerza de friccion y TR es el torque debido a la fuerza de
reaccion normal.

El torque fEﬁ‘ es

reemplazando la ec.(3.12) en la ec.(3.21) se tiene

haciendo uso del apéndice B3 (ec.(2.73)) récordamos
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Figura 3.2: Fuerzas que originan torque, en el elipsoide no homogéneo.

: 2 send : “cosb :
E{? = ( s ) fg +.~:(:7L0 (Dg c oo ) 53 5

Va2 sen?0 + ¢? cos? 0 Va? sen?0 + c2 cos? 0

y si hacemos

(3.23)

se obtiene

c? cosl ) }
— 'D . Vo 5 (324)
( : Va2 sen26 + c? cos? 0 Ce
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& iR c? cosl ) }
Ted = —— D, — Y0 3.25
¥ |vic | { ( ’ Va? sen?0 + c? cos? () e (3.25)

2
Tf; _ _N-:R{ ( a’ senl ) o } (3.26)
|#c Va? sen?0 + ¢2 cos? () '

Ahora el torque debido a la reaccion normal ya se encuentra calculado en la ec.(2.25)( T

)

QO

P it U 0c 2
& = mlg+ s { (2cos?0 — 1) — (a® = ¢?) ( S cos )
va2sen?0 + c? cos? 0 VaZsen?) + 2 cos 0

) . 2 _ o2 )
+ D,0% cos 0 + ()sen(){ ( (a SISOl ) + ”D-;_}]

Vazsen?0 + c2 cos? 6

{ —senla? cosl (,D2 c* cosl ) senO}él ;

Va2 sen?0 + ¢? cos? () Va? sen?0 + ¢ cos? 0

las componentes de T§& en la base B

2_ 2 0’2 . Ocosl 2
T?: = m [g-{- (a <) {(QCOSZO— l)-((1.2_c2)( == ) }

Va?sen?0 + ¢? cos? 0 Va?sen?0 + c2 cos? 0

. . 2 _ 2 0
+ D,y0% cos 6 + ()sen(){ ( (a eyl ) + D2}]

vVa?sen20 + c2 cos? 0

—senla? cosl 2 cosl
{ C'O - (D2 - ‘ i _ ‘ ) senl o, (3.27)
Va2 sen?0 + ¢? cos? 0 Va2 sen?0 + ¢2 cos? ()
ng = 0, (3.28)
T’:i = 0
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la ec.(3.27) se puede expresar en forma compacta con la ec.(2.16) y definiendo C

—senla?cosl 2 cosl)
C o= { senlla*cos (D2 c’ cos ) send} , (3.30)

Va2 sen2?0 + ¢? cos? 0 Vva? sen20 + ¢2 cos? 0

entonces la componente de TZ se expresa

TR = (3.31)

ECUACIONES MODIFICADOS DE EULER

Aplicando las ecuaciones modificadas de Euler y recordando que solo consideramos el torque

R y F se consigue

10 + 15 ¢ sen0 + (15 — [)d*senlcosd = T, (3.32)
donde
Te, = (3.33)
lpsend + (21 — I3) plcosd — 0 ly = T, (3.34)
en la cual
T, = To (3.35)

lsd cosO — I3 0 send + 1390 = T,
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donde
= Fu
Ty = Tl.“\ s (3.37)

De las ecuaciones (3.24), (3.31) y (3.33) se consigue

- - . wR —a’senl
10 + 1541 senb + (13 — 1) pa’send cos§ = RC— — { ( )
¢ ¢ |ve| Va? sen?0 + ¢? cos? 0 UCe

c? cosl
y o 3.38
( ' Va2 sen?0 + 2 cos? 0) VCe, } ( )

factorizando R en el segundo miembro de la ec.(3.38)

.. . . . — 2
16 + 15 3 send + (I3 — 1) ¢p*senfcosd = R (c ¢ { ( @ senl )v%

a |oc| Va2 sen?0 + c? cos? 0

(3.39)

usando la definicion de R mediante la ec.(3.13) se consigue

|é+|3q.§d-)sen()+(|3—l)gf>236710c030 = m (F-l-éH) (C

I —a® send )
— T ; : ve
|G| va? sen?d + c? cos? 0 &

(3.40)
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Efectuando operaciones en la ec.(3.40)

16 + 15 dp send + (I3 — 1) $* send cosd =

1 { ( —a?senl )
T 1= Ve
|| Va2 sen?0 + ¢ cos? 6 ¢

(D c%cost) ) })
— — v
’ Va? sen?d + ¢% cos? 0 e

+m 0B (C

I { ( —a? senl )
— L v
loe| Va? sen?0 + c? cos? 6 s

factorizando términos con 0 en la ec.(3.41)

.. — 2
O{I —mH (C — tt { ( @ send ) ve,
|oc| va?sen20 + c? cos? () N
c2cosl >
(D, — . -
( ’ Va?sen?l + c2 cos? 0) "Ce } }

2 2
7, —a’senl c*cosl ) })
mF(C— oo, — Dy — or
{ ( |tc| { ( a?sen?f + ¢? cos? ()) "Ce ( 2 Va2sen?0 + c? cos? 6 ‘e




despejando 0 de la ec.(3.42) se obtiene

donde

I —a’senl

el

D

e

—(p, —
va?sen?0 + c2 cos? 0) e ( ’
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—ladipsend — (I3 — 1) ¢? Sen0C080}
(3.42)

(3.43)

c2cosl

Va?sen?0 + c2 cos? 0) YCe })

(3.44)
e
EE{I—mH(C— ff {( a*senl )vc
2 Va2sen?0 + c? cos? €
c?cos0 |
- (7. T o } ) } (3.45)

Reemplazando las definiciones de F, H, C y la ec.(3.15) en D y E se obtienen

(a® — c?) 92

Va? sen?0 + ¢? cos? 0

m (g +
+D202 cos 0) [{

—senbla? cos

Va?sen?0 + ¢2 cos? ()

{(2 cos?0 — 1) —(a2—c2)<

(.

senl cosl

2
Vva? sen?0 + ¢? cos? 9) }

c2 cosl)

— senl
va?sen?0 + ¢? cos? 0) }
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+dsend (D2 _ c? cost ) i (zj)+d'>cos()) ( a® senf ) }

Va2 sen20 + ¢2 cos? 6 Va?sen2?0 + c? cos? 0

—q? 0
{ ( @ sen ) { senl (2g, seng — Tg, cos)

Va2 sen?0 + c? cos? 0

+i 0_ i ( a? sen ) }
TG, cosl —
o Va? sen?0 + ¢? cos? 0

c? cosl . ) )
- (Dz - Ja? sen0 £ & o5t 0) { cosl (—ag, seng + xg, cosp) + rg, senl

-0 (D2 el > }}] — Iy ip send — (I =1) d?senbcostd,  (3.46)

Va2 sen?0 + ¢ cos? 0

(a® — c?) cos b —senf a? cosl

E = {l—m| send +D
{ [ : {(\/02867120+C2 C0820> 2}] [{ Vva? sen?0 + c? cos? 0

C2 C080 ) } { / ([{ . .
—\ D2 — senl » — . Tg, COSQ + Tg,sen
( h Va2 sen?0 + ¢ cos? 0 H Gy @ G, Sene

2 2
+<1.Sse710 (D2 gl ) + (il) + q'5c030) ( a” sent ) }

va?sen20 + c2? cos?0 va2sen?0 + c2 cos? 0
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+ { cosl) (—xg, se

—a? senl o .
Vel ey ) | 0 e send = da, cosd)

( a? senl )
va? sen?0 + ¢ cos? ()

. -2 0 . .
0 (p, _ € s ) }}] — Iy send — (I3 — 1) ¢* sen 0 cosh, (3.47)

Va? sen?@ + c? cos? @

Se va despejar ¢ reemplazando la ec.(3.25) en la ec.(3.34)

. .. .. R 2cosl)
\psend + (21 — 13)dhcost — ply = —f;—c‘ { (Dz - \/(L24€7:2(j(: — 0) Ve, } C(3.48)

Sustituyendo la delinicion de R en la ec.(3.48)

. .. .. pm(F + ()H) { ( ccosl) ) }
lsend 20 — 1 00—l = ———F— D, — ve s
Plsend + ( a)gheos o || ’ Vazsen? + ¢2 cos? o

(3.49)

factorizando ¢ de la ec.(3.49)

. ) 2cosl ’ -
lpaend = — {L"(A“L_”B)} {(92 - Gicoit ) v, } — (21 = Iy) licost + 1504,

- 0 0
|UC| a?sen?l + ¢?2cos? 0

(3.50)
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considerando que 0# 0, 7, despejando é de la ec.(3.50)

, (3.51)

donde

|Uc | B Va2sen?0 + ¢2 cos? 0

pm (A +6B 2 .. .
M = _{ ( _ ) } {(D2 c“cos0 ) vcﬂ} — (21 = 13) pOcosO + 1307 ,

(3.52)

N = lsend, (3.53)

Sustituyendo en la ec.(3.51) las definiciones de F, H, C y la ec.(3.15) en M

(a? = c? )02

M = —¢m +
{ u((g Va?sen?0 + c2 cos? 0

Ocosl 2
(2cos2()—1) _((12_(32) ( senbcos )
Va?sen?0 + c% cos? 0

- . (a® — c?)cos 0 ) }]
D, 6> 0 0 0 + D
A ) * [sen { <\/azsen20 + c2cos? .

: c? cosl . a2 senl ) }2
0\ Dy — ) 0
s ( ’ Va2 sen?0 + c2 cos2()) + <d i ) (\/(12867120 + c2cos? 0
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: . _ - c? cosl ‘
+1< cosl (—xg,Sene + 1g,cos¢) + Tgysent — 0 | D,

Va? sen?0 + c2 cos? 0

=

2

Y > 2
+{sen() (&G, seng — &q,cosd) + &g, cosl) — 0 ( a’ s80s ) } ]

Va?sen?l + c2? cos? 0

}

{ ( c%cosl )
D, —
Vatsen?0 + c? cos? ()

| 2c0s0
{;i‘Gl cos ¢ + &G,send + psend (D2  VZse zs(}cj-sc2 cos? 0)
7

+ (,j, + d';cos()) ( @send ) }} — (21 = I3) plcost + 150y . (3.54)

Vatsen?) + c? cos? ()

En la ec.(3.54) vamos a reemplazar la ec.(3.26)

'3(2;COS() — l;;ci)()sen() + |31); = (3.55)

7 uR a’senl ) } B N

i = - - (s, —_ ()+ Ose 0’

: |3 |7_)C| { (\/02367220 + C2 COS2 0 Cfl ¢COS ¢ SEN
(3.56)

usando la definicion de R en la ec.(3.56), se consigue

B pm | F+ OH 2 . ..
B ( ) { ( e ) ey, } — ¢cosl + plsend.

Iy |oc| Vatsen?) + c2 cos? ()

(3.57)
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Reemplazando las definiciones de F, H, C y la ec.(3.15) en la ec.(3.57) obtenemos

tf.'; = —{m 1(( + (a2_c2)0"2
' Y Va?sen?0 + c? cos? ()

2
(2cos?0 — 1) — (a* = ¢?) ( senfcost )
Va?sen?0 + c2 cos? 0

: . 2 —c?*)cos0
+7302c050)+0[se110{( (a” —c )+D}D
: vazsen?0 + c? cos? 0 ?

. c? cos : . a? senf ’
+¢senb | D, — ) + + ¢ cosb ( ) }
¢ ( : Va?sen?0 + ¢? cos? () (d) ¢ ) Va?sen?0 + c? cos? 0

. . . . c? cosl :
+1 cosl (—zrg, sene + Tg,cos¢p) + zg,send — 0 | D, —

Va2 sen?0 + c? cos? 0

a’senf { . ( c*cosl )
I 3 g O + 0 | Dy —
{ (\/a236n20 + 2 cos? 0) #6, cos ¢ + Tg, seng + psen : V?2sen?0 + c2 cos? 0
+ (1,[: -+ qb 0) ( daicid ) }} qS 0sl + gﬁﬂ‘senO (3.58)
COS — QcC U. IO
Va?sen?0 + c? cos? 0

Luego se hallaron 3 ecuaciones diferenciales de segundo orden, donde aparecen 0, ¢, ¥ rq,,
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TGyy XGyy 0, @ y . Se recordara que (zg,, &g,, Tg, ) nos representan las coordenadas del centro
de masa (punto ), del cuerpo rigido. Para obtener las ecuaciones diferenciales ordinarias de

traslacion ( donde intervienen ¥g, y g,) consideremos la 2¢* ley de Newton

mig = (3.59)
De la ec.(3.59) tenemos
mig, = (3.60)
mirg, = (3.61)
" (3.62)

No se tomara en cuenta la ec.(3.62), porque de alli se obtuvo R en funcion de los angulos de
Euler, ademas 5,§ son perpendiculares al plano X,X; entonces P, = P, = R, = Ry, = 0,

luego las ecuaciones (3.60) y (3.61) se reducen a

N'J..l.‘(;l = Fl., (363)
" = F,, (3.64)

De la ec.(3.12) se obtiene
|:I — _g UC] ] (3'65)



F3=

Reemplazando el modulo de R en las ecuaciones (3.65) y (3.66) se tiene

e m(F + ()H)

NS T e
pem(F + 0H)
F; = —————vc,.
|t |
Sustituyendo la ec.(3.68) en la ec. (3.63)
. um(F—{-()H) 1
mrg, = - = vc,
|oe | I
despejamos r; de la ec.(3.70)
B J/A(F + 0H) 1

..I-'fj] - l IQ_)‘CI I 'L'L|s

donde vc,, (ver apéndice C1)

2 2]
+cos¢ (d; + d)cosd)) ( a’sen) )

Va?sen?0 + c2cos?d

a’senl

111

(3.66)

(3.67)

(3.68)

: 2¢0s0) :
+0sendgcosl (Dz - = _ ) — Osengsenl (
Vatsen?) + c?cos?l

Vatsen? + ("2(‘0.-:3’-()) '

(3.72)
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En la ec.(3.71) se introduce las definiciones de F, H, C, la ec.(3.15) y la ec.(3.72) obteniendo

¥g, = —{mp((g + R { (2cos?0 — 1)

va?sen?0 + c2 cos? 0

2 2 senfcosl ‘ ‘o
— (a®* =) + D20 cos §

Vva?sen?0 + c? cos?

- (a®? — c¢*)cos b ) }])
+0| sen 0 { ( + D
[ Va%sen?0 + c2 cos? 0 :

2
+ésend <D2 B c? cosl ) N (1,/')+d.>c030) ( a? senl ) }

Va2 sen?0 + ¢? cos? 0 Va2sen?0 + c2 cos? 0

. . . . c? cosl :
+1¢ cosl (—zg,sene + zg,cosd) + zg,send — 0 | D, — N/SRvoeT ey

| 2 gend ik
+{36’n9 (ZG, sen¢ — &G, cos9) + Lgycosd — 0 ( e ) } ] ) }

Va2 sen?0) + c? cos? 0

. 2cosl)
( + zg, + ¢ senl cos¢ (D2 ¢ o )

Va?sen?0 + c%cos?0

et (5 dns) (g

Va?sen?0 + c%cos?0
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a’sent ‘
engsenl ( ) ) >
Va?sen?0 + c%cos?0

(3.73)
En la ec.(3.64) remplazamos la ec.(3.69)
(3.74)
despejando Zq, en la ec.(3.74)
TGy, = (3.75)
donde v¢, esta dado por
. c%cosl
ve, = Zg, + ¢senlsened (D, —
" Gt ¢ ( : Va?sen?0 + c2 cos? 0)
. a’senl
+se ' + @cos
ne (d deo ¢) (\/azsenzl) + ¢2 cos? ())
. 2cos0 . 2senl
—0Ocos¢cost (Dg - € cos ) — Ocospsent ( ¢ sen ) .
Va?sen?0 + ¢ cos? 0 Va2sen?0 + c? cos? 0

(3.76)

La demostracion de esta igualdad, se encuentra en el apéndice C (p 114). Reemplazando las

definiciones de F, H, C, ec.(3.15) y la ec.(3.76) en la ec.(3.75)

Fp = —{my((g-}- (o — )07 {(2 c0520—l)—

va? sen?0 + ¢2 cos? 0
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. 2 senlcosl : 5
(a —c) + Dy 6° cos 0

Va?sen?d + c2? cos? 0

. 2 _ 2
+6 [ sen 6 { (\/a2(:en20c_*_) Cczosczs2 0) + Dg} ] ) / ( [{:i:g, cos ¢ + zg,sene

2
+d send (D2 B c? cosl ) N (1/‘)+d‘>cos()) ( a® senl ) }

Va? sen20 + ¢? cos? 0 Vva2sen?0 + c? cos? 6

. 2
(:i‘02 + ¢psenl seng (Dz ¢ cost )

va? sen20 + c? cos?0

+sen¢ (1,1) + (iﬁcos¢) ( Ll )

Va2 sen?0 + ¢ cos? 0

: s (D c2cosl ) g dsend ( a’senl ) )

B _ — Ocospsen :

cospeos ’ Vva2sen20 + c2cos? 0 Va2sen?) + c? cos? §
(3.77)
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APENDICE
C.- COMPONENTES RECTANGULARES DE

Tenemos de la seccion 3.2 las componentes de la velocidad del punto de contacto C (U¢) en

la base B
v r d)+ 9 &+ ¢ 0 (D c2cosl )
= Ig, COS Tg,sen sen _
) - v ’ va?sen?0 + c2 cos? 0
+ (1/) + ¢°>coso) ( a’senl )
VaZsen?0 + c2cos?0 ) ’
Ve =
. 2 0
ves = senl (TG, seng — xg,cos¢) + &g,cosl — 0 ( a‘sen ) |
Vva2sen?0 + c? cos? §

Recordemos del apéndice A2 del capitulo I (ecuaciones (1.287), (1.288) y (1.289)) la siguiente

relacion

( €] \ ( cos¢ —sengcost senbsengd } (E:; \

é&2 | = | sen¢ cosfcos¢p —senlcos¢ & |- (3.78)

\é’;_»,) \ 0 senl cos 0 ) \{3)

de lo anterior tenemos

& = (cosd))é, _ (send)cos())ég + (sen()send))ég s (3.79)

€ = (senqb)él + (cosOcosq&)ég — (senOcosqb)é;; , (3.80)
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€3 = (381)

Se tiene luego la siguiente expresion
(vc, \ ( cos¢p —senpcos) senbBsend \ (vfl \

ve, = sen¢ cosfcos¢p —senlcos ¢ ve, | (3.82)

\vc3) \ 0 sen cost ) \ ves )

donde expresando por componentes se tiene

ve, = (cose)vg, — (sengcost)ve, + (senlsend)uvg,, (3.83)
ve, = (seng)vg, + (cosbcosp)ve, — (senlcosd)ve,, (3.84)
ve, = (senl)vg, + (cosO)vg, . (3.85)

Reemplazando las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.11) en las ecuaciones (3.83), (3.84) y (3.85)

respectivamente se consigue

. _ . c*cosb
ve, = (cosd)| &g, cosd + zg,send + ¢psend | D; — Va?sen?0 + c2 cos? 0

.. a’senf
+ + ¢cosl
(Tb geos ) (\/a"’senw + c2 cos? ()) )



(3.87)

t’C; —

Ve, =

. a’send
+ (¥ + ¢cosl ( ) )
( ) Va?sen20 + ¢2 cos? 6

iy ('D B c2cosl ))
: Va2sen?0 + ¢? cos? 0

— (senfcos¢) (senﬂ (TG, sen¢ — rg,cos¢) + X cosl — 0 (

a’send ))
vazsen?0 + ¢2? cos? 6 '
(3.89)
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+(cos0) (s

Efectuando operaciones en la ec.(3.86)

. ccosl
ve, = g, (cose)cos P+ zg,(cosp)send + ¢d(cosp)send <D2 - Vazsen20 + ¢2 cos? ())

+(cosd) (¢’ + <2>c030) ( giseal )

Va?sen?0 + c2 cos? 0

—cost(sengcosl) (—xg, seng + &g,cosp) — ¥g,senb(sengcost)

‘ 2 .
y B c“cosl
(sengcost) (D2 Vatsen?0 + 2 cos? 0

+senl (senl send) (xg,sen¢ — g, cosp) + Tg,cosl (senld sened)

. a’send .
—0 (senl seng) (\/a2sen2() = c2c0320> . (3.91)

Ve, —

a’senf

Va?sen20 + ¢2 cos? 6

+cos¢ (1/) + d;cos()) ( ) + 2g, cos®0sen’



—6 send seng

Finalmente simplificando en la ec.(3.90), se encuentra

. ° 2
ve, = TG+ Psendcose (D2 _____ Ccosh
vaZsen?0 + c2cos?0

En la ec.(3.87) efectuamos operaciones

. . , , c2cost
ve, = Zg,sengcoso+ zg,sen"d + ¢psengsent | D, — Vazsen?0 + ¢ cos? 0
a“sen Cc” Cos

a’send

vVelsen?0 + ¢ cos? 0

+sene (z/) + gf)cos()) ( ) — &g, cos*0cospsend

c2cosl
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(3.92)

+2g,cos*pcos?0 + tg,senlcoslcosp — ()cosOcosq& (D2

B Va?sen? + c2 cos? ())
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2
. 2 . ) . a‘senl
—igG,sen*fcospsend + xg,cos*psen’d — &g, cosd + 0 s
g . 2 2 2 2
Va?sen?0 + c? cos? 0

(3.94)

simplificando la ec.(3.92)

. _ 2cos0
ve, = %G, + psengsend (D2 - \/azsenczg(-): ¢? cos? 0>

+seng (,[, + ¢.Sc030) ( e )

Va%sen2?0 + c? cos? @

c2cosb

Va?sen?0 + ¢ cos? 0

. . 25en0
—68cosBcosd (D2 ) + Ocospsenl ( ¢ sen ) .

Va?sen?0 + c2 cos? 0

(3.95)
Finalmente de la ec.(3.88), se tiene

. c2cosl

—0senl | Dy — + zg, cosOsenlsen
( : Va?sen?0 + c2 cos? 0) o ¢

i, cosOsenlcos + i, cos?0 — Ocosd ( Sl ) (3.96)
—rg,coslsenlcos Ig.cos0 — Ocos : 3.

o e Va2sen26 + c? cos? ¢

efectuando operaciones y simplificando

) 2
”Ca — :i‘Ga E 036710 (D2 e ‘ COSO
Va*sen?0 + c2 cos? 0
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. 2
—0cos ( ERcEns ) . (3.97)

Va?sen?0 + c2 cos? 0
Reemplazando zg, del capitulo Il (ec.(2.14))

Osenbcosh (a? — c*)

— D,0send ,
Va?sen?0 + c2 cos? 6 e

£ G3

sustituyendo en la ec.(3.94) la ec.(2.16)

] 0(a? — c? . . 2,050
ve, = < el <) + D,0senb ) — Osenf (Dg — ccos >

Va?sen?0 + ¢? cos? 0 Va2sen?0 + c2 cos? 0

. 25000
—0coso< — ) , (3.98)

Va?sen?0 + c? cos? 0
efectuando operaciones en la ec.(3.96)

c20senlcost

() 0 () 2 _ 2 . h
senlcosl (a ‘ ) + D,0senl — Dy0send +

ve,
Via2sen?0 + c% cos? 0 Va?sen?0 + c? cos? 0

a20senfcosl)

(3.99)

simplificando la ec.(3.97) se obtiene

(3.100)

Lo que era evidente ya que el punto C siempre pertenece al plano X X;.



CAPITULO IV

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE NO
HOMOGENEO CON FRICCION POR RODADURA
PURA

4.1.- Introduccion.
4.2.- Velocidad del centro geométrico del elipsoide.
4.3.- Energia Mecanica.

4.4.- Ecuacion de lLagrange.
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4.1. INTRODUCCION

Este capitulo se iniciara, hallando la ecuacion de ligadura que relaciona la velociadad del
centro geométrico y los angulos de Euler, usando la condicion de rodadura pura. Luego se
Al

determinara el Lagrangiano del Centro Geométrico (CG), con la ecuacion de ligadura, se ob-

tiene las ecuaciones diferenciales de movimiento.

4.2. ECUACION DE LIGADURA

Para determinar la ecuacion de ligadura (que sera no holonémica) se considera que el eje de
rotacion del pasa por el centro geométrico, del elipsoide. Ademas los vectores €™ estan fijos
al cuerpo rigido (se mueven junto con el cuerpo). Sea v ¢, la velocidad del centro geométrico
y vc la velocidad del punto de contacto entre el elipsoide no homogéneo y la superficie de

apoyo (piso), para el caso de rodadura pura v¢ = 0.

Figura 4.1: Elipsoide no homogéneo, sometido a la fuerza de gravedad y a la friccion por
rodadura pura.

Usando la ec. (1.98) del capitulo I, la velocidad del punto de contacto ¢ ¢ esta dada por la

expresion
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1

c = Ug,+W& XCOZi, (4.1)

Bt
-

donde & es la velocidad angular, que expresada en la base candnica B es:

—

w = (0 cosp + 1/) senl seng ) €, + (()send) - z/J senl cosp ) €2 + (qﬁ -+ tb cosl)és. (4.2)
Ademas

_ [(a® — ?) sen(20)send] _ [(a® = 2)5612(70)cos¢]
C? a I. 2 Va%sen?0 + c2cos?0 J I_ 2 Va?sen?0 + c2cos?0 J

(4.3)

que fue demostrada en el capitulo I, en el apéndice B3. Usando la condicion de rodadura

pura ¢ = 0, la ec.(4.1) toma el aspecto

Fo, = —3 xCol, (4.4)

si reemplazamos las ecuaciones (4.2) y (4.3) en la ec.(4.4) se obtiene

[sen(20) cosp (a? — c?)] 1
l 2 Va%sen?0 + c2cos?0 J f

— [¢ + zb cosO]

- {\/a236n20 + c%cos?0 [0 cosp + 12’ senl senqb] +
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L+ 4 cosd [sen(? 0) sen ¢ (a® — c2)] l . { : [ sen(20) (a® — c?) ]} X
[¢+ ¥ cos ] | 2Va2sen?0 + c2cos?0 | ) €2 +19 2Va?sen?0 + c2cos?l o

(4.5)

Recordando la definicion de la velocidad del centro geométrico del elipsoide de ec.(4.5) se

obtiene:

L sen(20) cosg (a? — )]
— |+ ¢ cosh
l v ) 2 \/a2sen?0 + c2cos?0 | '
(4.6)
o0 s "
+ [¢+ J'Z)COS()) \/azsen20+62C0320 JI (41)
G, as 0[ sen(20) (a® — c?) o
3¢, 2 va?sen?0 + c2cos?0

que son las ecuaciones de ligadura que se considera en este capitulo.

4.3. RELACIONES PARA LA ENERGIA MECANI-
CA

[La energia mecanica esta dada por la siguiente expresion

(4.9)
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donde recordando del capitulo I (p.43), la energia cinética para un cuerpo rigido, se expresa

de la siguiente forma

. TR
K = 5m Vol* +mvg - QG + E w2y, (4.10)
- k=1

donde se tomara ) = Cjy, (centro geométrico del elipsoide), luego la ec. (4.10) se transforma

en
K — (4.11)

En la ec.(4.11) se tiene varios términos que hemos de hallar en funcion de los angulos de
Euler. El primer término es el médulo de la velocidad elevada al cuadrado (vg, ), para esto se

hara uso de la ec(4.5), luego

(a? — c?)? sen? (20)

4(c? cos? 0 + a? sen? 0)

‘-‘g'a = (c’cos’ 0 + a® sen® 0) (02 + 1»2’2 sen®0) + {02 + 4-32 + l/;z cos? 0

+ 21/:'q-50030} + (d.ui)-{- 1l.’2cos())(a2 —c*)sen(20) senf . (4.12)

En la Fig.(4.2) se muestra el segundo término de la ec.(4.10) ( U¢, Cﬂ"m ) y algunos parametros

tomados en cuenta para hallar C_'oé

De la Fig(4.2) C_oé = — Dy €5, pero é; = &;"
Col = (4.13)

Se recordara que el término D, es la distancia del centro de gravedad al centro geométrico
del elipsoide y el vector é} es un vector unitario, en la base B*, como se puede apreciar en
la Fig. (4.2). La relacion entre la base de vectores B* y B estan dadas en capitulo | en el

apéndice Al, del cual extraemos la relacion

€5 = (senpsenl) é; + (— cospsenb) é; + (cos0) é3. (4.14)



C x*l

Figura 4.2: Elipsoide no homogéneo y algunos parametros importantes.

Ahora de la ec.(4.13) en (4.14) se obtiene EB’ en la base B. En la Iig.(4.3) se aprecia el
vector F_(;a'

CoG = —D, { (sengsenb) é, + (— cos psenb) é; + (cos ) é3} . (4.15)

Pero nos intereza 6‘53 para esto derivamos la ec.(4.15)

Coa = —D, (d) cosp sen + ésencﬁcos()) €+ D, <0 cos 0 cos ¢ — J)senqbsen()) €

(4.16)

De las ec.(4.5) y (4.16) se obtiene finalmente
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w>

FFigura 4.3: Elipsoide no homogéneo, vector 6‘"08'

—Ve? cos? 0 + a? sen? 0 [0‘! — 1 psen? 0]

[(a® — c®)sen (20) sen 0] |
l? Vet cos? 0 + a"sen"()J I .

+ 0*
(4.17)

El dltimo término de la ec.(4.11), es semejante al visto en el capitulo I, de esta tesis (p.(52)),

esta dado por

(4.18)

Si en la ec.(4.11) reemplazamos los términos hallados en las ec.(4.12), (4.17) y (4.18) tendre-

mos la expresion para la energia cinética en funcion de los angulos de Euler
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(a® — c*)? sen? (20)
4(c? cos? ¥ + a? sen20)

+

} {02-{—().52-}—1&.200320 + ‘21,Z')q.5c030}

e D, {I' ) sen )0)367101 [4’ +¢d)c030]

[2V cos2 0+ a2sen? 0]

[(a® — c?)sen (20)sen 6]
[2 \/c2c052()+azse1120JI

—Vc?cos? 0 + a2 sen? 0 [ dv & sen? 0] + 02

(4.19)

El dltimo que nos faltaria para completar la expresion de la energia mecanica es la energia

potencial, originada por el peso del elipsoide (U = m g 2g,)

U = mg(Ve?cos?0 + a?sen?0 — Dycos0). (4.20)

4.4. APLICACIONES DE LA ECUACION DE LAGRAN-
GE

En la seccion anterior obtuvimos la energia cinética y la energia potencial, en funcion de los

angulos de Euler ahora la emplearemos para hallar la funcién de Lagrange
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donde K es la energia cinética y U es la energia potencial. Reemplazando en la ec.(4.21) las

ecuaciones (4.19) y (4.20) obtendremos el Lagrangiano

m

L = 5 { [c2 cos® 0 + a? sen? 0} [02 + ¥? sen? ()]

N (a? — c?)?sen?(20)
4 (c? cos? 0 + a? sen? 0)

] {()2+q52+¢'2c0320 + 21/;q.5cos()}

+(t ¢ + P2 cos ) (a® — ¢*) sen (20) sen0 }

[(a? — c?)sen (20)sen 0]

|2 V/c?cos2 0 + a?sen? b |

[(;.52 + 'lj’ d‘)cos 0]

+m D, {

(a® — c?)sen (20) sen 0] }

—V/c?cos? 0 + a? sen? @ [()2— . .senzﬂ] + 02 [
ve 2vVc? cos? 0 + a? sen? 0

]
o
N

—mg(Vccos?0+ a?sen?0 — Dycos¥), (4.

que se pue(le transformar en

o [ 1
- )L 4 4 4 4 20
£ {2+m4(c2cos2()+a2sen2())(a "+ (" 07) cos 20)
B ) cos 0 2 [ 13 m a* sen0?
m D \/czcos()2+a2s-£:n6’2} +¢ { 2 t (c? cos? O + a? sen?b)
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o [ 1
2 2 2
=(f 0+ 1 0 :
+é {2 (Fsen0 + Iy cos™ 0) + 8 (c2cos? 0 + a? sen? 0) o 2V/c? cosh? + a? sent?

+¢¢f {[3c030 +

m a® senl sen (20) (a® — ¢*) D;ma® sen?0 }

2(c?cos? 0 + a?sen?0)  \/c2 cos 0% + a? senl)?

+ —mg [\/c2 cos?0 + a? sen?0 — D, cosO] , (4.23)

las ecuaciones (4.22) y (4.23) expresan la funcion lagrangiana, la diferencia entre ambos son
los términos cuadraticos de la velocidad (ec.(4.23)), esto servira mas adelante cuando se reali-
zen los calculos numeéricos, si se emplea la ec.(4.22) se comete mas errores, que en la ec.(4.23).

Teniendo el lagrangiano ahora podremos aplicar la ecuacion de Euler Lagrange

= 0. (4.24)

La ec.(4.24) permitira hallar las ecuaciones diferenciales de movimiento para cada coordenada

(0, @, 3, x, y, z). Iniciando este calculo se tiene

= 0 (4.25)
d 0C
Para realizar los calculos se tiene que —(—) es de la forma
dt” 99
= A0+8B, (4.26)

donde

=1
~—

A= I+m [+ ¢! + (=a’ + ') cos(20)]] 2c2 D, cost ]}’(4.2
2(c? cos? 0 + a? sen?0) Vc? cos? 0 4 a? sen? 0

S c D, send cos?0 (a® — c?) [(a® — ?)a® ®sen(20)] |
B = 20 m = 1 - = - + > = =
Vc? cos? 0 + a? sen?d (c? cos?0 + a? sen?0) | 2(c? cos20 + a? sen?6) | J

m (sen20)? (a® — c*)? (a? — c?) D, senl sen(20) }

lv
oo
S
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y
oc
- = X 4.29
90 ) (4.29)
donde
X = mé? sen(20) c® a® (a® — c?) senf c? D, 1+ cos?0 (a*? — ¢?) }
= m 2(c? cos?8 + a? sen?0)? 2 c0s?0 + a2 sen?0 (2 cos20 + a? sen?f)

(a2 = ?)*m sen(20)

2(e? cos?0 + a? sen?d)

sen(20) (I — I3) +

|-

(a? — c?)sen?(26)
4 (€? c0s?%6 +a? sen?§)

[cos(? 0) —

#{
D, m senf .
+(a® = ¢? [cos 20) + cos*0 —
( ) V2 cos?0 + a? sen?6 (26) ¢

(a® — c?) sen? (20) ] }

4(c? cos?0 + a? sen?0)

L a’c?msen(20)
2(c? cos?0 + a?sen? 0}

a? Dym sen(20) [1 (a? — c?)sen?d ]

V2 cos? 0 + a? sen?f 2(c? cos?0 + a? sen?d)

+¢z/) {—IgsenO +

2

a?(a? — c®)m senf cos(20) + cos?0 — sen(20)%*(a? — c?)
(c? cos?0 + a? sen?t)) 2(€? cos?b + a? sen?)

(4.30)
[L.a segunda ecuacion de Lagrange es

= 0, (4.31)
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en este caso, se tiene que — = 0, por lo tanto

B¢

de la cual obtenemos la segunda ecuacion diferencial de movimiento

lo+Sp+U = 0, (4.33)
donde
D, sent sen(26) (a? — ¢?)
J = 1 2041 2¢ 20 2 _ 2 2
3cos” 0 + [sen®d + msen(20) (a® — ¢%) oot s aTeo?s T A(Eeos?0 + aZsen®d|
(4.34)
S = I.cosh+ a? Dy m sen?6 a?(a® — c®*)m send sen(20) (4.35)
- Vc2 cos?0 + a? sen?f) 2 (c2cos?0 + a? sen?d) '’ ’

sen?(20)(a? —¢?) ]

4 (c? cos?0 + a? sen?0

2 Dy (a* — c?) m send

V2 cos?0 + a? sen?0

UV = 46 {sen(‘20)([-—[3)+ [cos(20)+cos“-’o—

m (a® — c?)? sen(26)

(c% cos?0 + a? sen?8)

[cos(‘Z()) B sen?(20)(a® — c?) } }

(c2cos?0 + a%sen?8)

a?(a? — c®) m senb
il { (c? cos?8 + a? sen?0)

sen?(20) (a? — c?) ]

20 %0 —
{cos( ) + cos 2(c? cos?0 + a? sen?d)

— I3senb} . (4.36)

a? D, m sen(20) . sen?d (a® — c?)
V2 cos?0 + a? sen?d 2 (c? cos?0 + a? sen?0)
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La ultima ecuacion diferencial de Euler Lagrange es

= 0, (4.37)

. . . ) 1,0
en este caso también se tiene que se anula el término —, es decir — = 0. Luego (—(—L: =10,

obteniendo la tercera ecuacion diferencial de movimiento.

Neg+Gyp+V = 0, (4.38)
donde
2 2 2(,2 _ 2 .
N = /cos0 + a® Dy m sen?0 a®(a® —c*) msent sen(20) 7 (4.39)
Vc? cos?0 + a? sen?0 2(c? cos?0 + a? sen?f)
40 sen2d)
G = It a’msen (4.40)

(c? cos?6 + a? sen?)’

a'*msen(20) senl? (a* — c?)

V = 440 —
v { (c? cos?0 + a? sen?d)) [ (c? cos?0 + a? 367120)] }

a® Dy m sen(20) [l (a? — c?) sen?0 ]

b0 { —I3send
+¢ { z3sent + V2 cos20 + a? sen?f 2(c?cos?f + a? sen2d)

a? (a® — c*)m senl
(c? cos?0 + a? sen?0)

sen?(20)(a® — ?) ] }

20 0 —
[COS( ) + cos 2(c? cos?0 + a? sen?0)

(1.41)

Se agrupara las tres ecuaciones diferenciales de movimiento, donde las funciones A, B, X, J,



S, U, N, Gy V ya fueron definidas anteriormente

AO+B—-—X = 0,

Jé+Sh+U = 0,

= 0. (4.42)

Las ecuaciones diferenciales de movimiento pueden expresarse completamente reemplazando

las definiciones en la ec.(4.42),

i {1 4m [[la'+c'+(=a'+c!)cos(20)]] 2 ¢? Dy cost
L 2(c? cos? 0 + a? sen?0) J V2 cos? 0 + a2 sen? 0

+{292m { c? D, senf [1+ ( cos?0 (a* — c?) ] . [(a2—c2)a2czsen(20)]}}

V/c? cos? @ + a? sen20 €2 cos?0 + a? sen?0) 2 (€% e0s%0 + a? sen?b)

+ {mo'z { [ sen(20) c? a? (a® — c?) ] N senl ¢ D, [l N c0s20 (a2 — c?) J }

2 (c? cos?0 + a? sen?0)? V2 cos?0 + a? sen?0 (c? cos?0 + a? sen?0)

(a2 — )2 msen(20)

2(c? cos?0 +a? sen?l)

(a? — c?)sen?(20)
4 (c? cos?0 +a? sen?l)

+? { .l—sen(‘20)(1 —I3) +

5 [cos(? 0) —

Dy m senf
Vc? cos?0 + a? sen?0

+(a® = ¢°)

[COS(‘Z 0) + cos’0 — (a® — ¢?) sen® (20) ] }

4(c? cos?0 + a? sen?0)

7 a*c?m sen(20) }
2(c?cos?0 + a? sen?0)
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Oh O 2 9 2 2 5
+o {—IgsenO + 2 D2 m sen(20) [1 - (a® — c*)sen?0 ]

V2 cos? 0 + a? sen?0 2(c? cos?0 + a? sen?0)

a?(a® — c*)m sen0

(c? cos?0 + a? sen?0

) [cos(20) 4 0520 — sen(20)2(a? — c?) ] }

2(c? cos?0 + a? sen?0)

2 _ 2
—gm senl [Dz + (@ — ) cost ]} = 0,
V2 cos?0 + a? sen?b

(4.43)

+m sen(20)(a2 —c2) [ D3 sen0 .‘3611(20)((12 —c?) ] }

V2 cos?0 + a? sen?0  4(c? cos?6 + a? sen?b

vi L 1cost + a® Dy m sen?0 a? (a® — c®*)m senl sen(20)
, co
’ Ve cos?0 + a? sen?0 2(c%cos?0 + a? sen?0)

2Dy (a® — c?)m senl

V2 cos?l0 + a? sen?6

+ {qi;é {sen(‘ZO)([ —I3) +

2(20)(a? — 2
[cos(‘20)+cos20— G (N <’) ]

4 (c? cos?0 + a2 sen?0

m (a? — c?)? sen(20)
(c? cos?0 + a? sen?0)

sen? (20) (a? — ¢?) J }

(c%cos?0 + a?sen?0)

[cos(? 0) —

a?(a? — c*)m senl

e { (c? cos?8 + a? sen?b)

220 2 2
[003(20)+cos20— sen’(20) (a c)]

2 (c? cos28 + a? sen?0)

2 (D 20 (a2 _ A2
a* Dy m sen(20) o sen?0 (a® — %) B 1336"0}}
V2 cos?0 + a? sen?0 2 (c? cos?0 + a? sen?0)

(4.



- a’ Dy, m sen?0

o) {13 cosl +

c?2cos?0 + a? sen?f

+i {[3+

+{¢‘9{( a'm sen(20) [l

c? cos?0 + a? sen?0)

a')

a?m sen?0

a?(a* — c?)m senl sen(20)
2 (2 €0s20 4 a? sen?h)

senb? (a? — c?)

" (c? €0520 + a? sen?0)

2

(a? — c?) sen?0

(c? cos?0 + a? sen?0) }

Iy

+d>0 {—13 senf +

a?(a? — c?) m send

(c? cos?0 + a? sen?0)

Ademas se hallé las EDO

— d.)+ d;cos())

+ [¢ + I/J cosf))

rc‘ﬂs =0 |:

Dy m sen(20) [l

V2 cos?0 + a? sen?0

2 (c? cos?0 + a? sen20)]

sen?(20)(a? — c?)

[cos(? 0) + cos*0 —

sen(20) cosp (a® — c?)]

2 Va?sen?0 + c2cos?0 J '

sen(20) (a? — ?)

2V a?sen?0 + c2cos?0

|-

sen(20) sen ¢ (a® — c?)] |
2a%sen?0 + c2cos?0 J f

2(e? cos?0 + a? sen20)J }

0,
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(4.45)

(4.46)

(4.48)
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LLas ecuaciones (4.43), (4.44) y (4.45) son originarias de las ecuaciones de Euler Lagrange y
las ecuaciones (4.46), (4.47) y (4.48) fueron obtenidas de la ecuacion de ligadura. Luego se

tiene 6 EDO, no lineales y acopladas, que seran resueltas en el capitulo siguiente.



CAPITULO V

ANALISIS, RESULTADOS Y CONCLUSIONES

5.1.- Introduccion

5.2.- Solucion del movimiento de un elipsoide sin friccion.

5.3.- Solucion del movimiento de un elipsoide con friccion por deslizamiento.
5.4.- Solucién del movimiento de un elipsoide con fricciéon por rodadura pura.

5.5.- Conclusiones
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5.1. INTRODUCCION

En los capitulos anteriores (2, 3 y 4) se determino las ecuaciones diferenciales de movimien-

to del elipsoide no homogéneo ue se mueve sobre una superficie plana para tres situaciones:

a) Sin friccion.
b) Con friccion por deslizamiento.
c) Con friccion por rodadura pura.

En este capitulo se mostraran, los resultados obtenidos al resolver por métodos numéricos las
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDQ), no lineales y acopladas (para ciertas condiciones

iniciales).

Para realizar el calculo numérico se empleé el método de Runge Kutta de 4** Orden. En todos

los casos, que se efectuo este método, se empled un paso de h=0,0001.
Al efectuar los cédlculos se empled una Pentium 1V de 2,676GHz y 512 MB. de RAM.
Se emplearon cuatro software:

a) Microsoft Developer Studio, Fortran Power Station 4,0, para resolver las EDO y generar

una base de datos, de las funciones que intervienen.

b) Origin 6,0 para gréaficar la base de datos y efectuar el ajustes de curva lineal, a ciertas

funciones.
c) Free Hand 9,0, para elaborar las ilustraciones de los capitulos.
d) WinEdt V5.4 y MiKTeX, se empleo para elaborar los textos de toda la tesis.

Luego de elaborar el programa, ejecutarlo y generar una base de datos (para cada caso en
especial), se graficaron las funciones que intervienen en el calculo numérico. Se elaboroé cuadros,

que muestran las caracteristicas mas sobresalientes, de las funciones comprometidas.

Una caracteristica observada, es la periodicidad de algunas funciones (ejemplo: 0, para el
caso sin friccion). Para las funciones periodicas (f ), se han construido unos Cuadros, donde
se presentan los valores minimos (f mis), valores maximos (/ m4z), su incremento (Af =

F miz — I min y su periodo, de la funcion £ .
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Se empleo la Teoria de ajuste lineal de minimos cuadrados, para ciertas funciones que no son
"periodicas”, pero sus graficas son oscilantes, crecientes (6 decrecientes) y se aproximan a una

recta.

dF

Con este ajuste se pudo hallar una funcién fy = 3+ Tt y se tiene la 71 = R donde 71 =
¢

Pendiente de fr. Con la ayuda de la pendiente, se calculé el angulo de in€linacién (ercteg 1) de

la recta fg. Para el caso de las funciones ¢ y 1, se tiene las rectas fu = A+ Bty f, = C+ Dt,

se definieron los angulos ( = arctag(B) y 5 = arctag (D), respectivamente.

Al aplicar métodos numéricos se cometen errores, un método para determinar si los calculos
son consistentes, es hallar la energia del sistema, para cada instante. Por eso hay cuadros,

que muestran esta informacion importante. En estos cuadros se muestra, la Energia minima

(Emin), maxima (Ensz), su incremento (AE = E,4: - Emin), €l Promedio de la Energia
N
_ - F; )
<E = _Z_L?\;_> y el% Error de la Energia (%E = 4£2100% ). Si el error es menor que el

6 % para cierto intervalo de tiempo, se puede considerar, consistente los calculos. Este método

es util cuando tedricamente la Enegia mecanica es constante.

5.2. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIEN-
TO SIN FRICCION

En el capitulo 11 se estudio el movimiento de un elipsoide sin friccion sobre la superficie plana,

donde se mueve.

LLas ecuaciones que se van a resolver numéricamente son

P m]FC—|3<131,Z;se110—(|;3—|)<f;236710c030. (5.1)
| —CHm

—(21 = 13) 0 cosO + 0 ¢ I3

| senf

| senl

; - —(21 —13) ¢ O cost + 091
P = ()d)sen()—( ( 3) $0 cosh + d)3> cos 0,
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ak

Figura 5.1: Elipsoide no homogéneo, sobre una superficie plana sin fricciéon. Bajo la accion
del torque debido a la reaccién normal (T§).

donde C, F y H se encuentran definidos en el capitulo 11, p. 8§2.

5.2.1. ALGORITMO

Las EDO (5.1), (5.2) y (5.3), son no lineales, de segundo orden y acopladas. Para resolverlas

numéricamente, se efectuara un cambio de variable, para facilitar los calculos.

Cambiamos el nombre a nuestras variables

X(1) = 8, (5.4)
X(2) = ¢ , (5.5)
X(3) = ¢, (5.6)
XM4) = 0, (5.7)

X(5) = 4, (5.8)
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X(6) = 9, (5.9)
luego se derivo las ecuaciones (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) y (5.9) con respecto al tiempo,

obteniendo

(5.10)
X(©2) = ¢, (5.11)
X3 = ¥, (5.12)
(5.13)

X(5) = ¢,
X(6) = . (5.15)

Con este cambio de variable dado por las ecuaciones (5.10), (5.11), (5.12), (5.13), (5.14) y
(5.15), se obtuvo las 6 EDO de 1¢" Grado:

X(1) = X(4), (5.16)
X(2) = X(5), (5.17)
X(3) = X(6), (5.18)
%) = m]FC—|3X(5)_\'(6)sen.\’|(l—)61(H|13m—I)X(S)zsen.\'(l)cos.\'(l).

(5.19)
e —(21 = 13) X(5) X(4) cos X (1) + X(4) X(5) Iy (5.20)

lsenX (1)
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X(6) = X(4)X(5)senX(1)

((—(21 —13) X(5) X (4)cos X (1) + X(4) X(6) I3}
\ lsen X (1) ),

cos X(1),
(5.21)

son estas las ecuaciones, las que van a ser resueltas, por el método de Runge Kutta de 4%

Orden.

5.2.2. RESULTADOS

Al efectuar el calculo numérico, se generd una base de datos, los cuales seran ploteados en el
Origin 6 y de alli se obtendra las graficas, para cada caso de interés. El Origin tiene muchas
ventajas, para el ploteo de graficas, analisis de curvas especiales y sus respectivos ajustes.
También da facilidades para generar archivos eps(Encapsulado Post Scrip), necesarios para

emplearlos en el latex.

Para el movimiento del elipsoide sin friccion, se consideraron dos casos:

A) VARIACION DE CONDICION L 4(0).

B) VARIACION DEL PARAMETRO c.

CASO A: VARIACION DE #(0).

.

Cuadro 5.1: Variaciones de la condicion inicial de #(0) expresadas en diferentes unidades de
medicion.

Rad/seg | Grados/seg | Rev/seg

50 2,864°47'20" | 7.957

100 | 5,729°34'40" | 15,9154
150 | 8,594°2270.,9” | 23,8732
200 11,459°921" | 31,8309
250 14,323°56" | 39,7887
300 17,188%44' 1" | 47,7464

En el Cuadro(5.1) se muestran los valores para la condicién inicial 4(0), que se consideraron

en el calculo numérico.
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Las condiciones iniciales, parametros que se consideran en este caso, se muestran en los Cua-
dros (5.2) y (5.3).

Cuadro 5.2: Condiciones iniciales, para el caso en que ¥(0) varia.

Simbolo Nombre Condiciones iniciales
0 Theta 0,lrad= 5°346,48"
¢ Phi 0
P Psi 0
6 Derivada temporal de 8 | 10rad/seg= 1,591 rev/seg
é Derivada temporal de ¢ | 15rad/seg=2,387 rev/seg

uadro 5.3: Parametros, que intervienen en el calculo numérico, cuando ¥(0) varia.

“imbolo Nombre Condiciones iniciales | Unidad
Eje mayor del elipsoide 0,025 m.
c Eje menor del elipsoide 0,0125 m.
| Momento de inercia del elipsoide 0,00000234625 Kg.m?
I3 Momento de inercia del elipsoide 0,00000375 Kg.m?
D, Distancia de Cy a G 0,005 m.
g Aceleracion de la gravedad de la tierra 9,8 (%)
m Masa 0,015 Kg.

En la p. 146 se muestra la Fig.(5.2), que contiene un conjunto de graficos de la funcion de
6(t). En cada grafico se indica la condicion inicial ¥(0), considerada para resolver el sistema
de EDO. El intervalo tomado en cuenta es de 1° < § < 11°, para un tiempo t, comprendido

en 0 <t < 0,4seg.

Se observa una caracteristica comun en todos los graficos, las funciones son periodicas. Y por
lo tanto el angulo 6(t) tiene un valor minimo (0,,;,) y un valor maximo (60,,4z). También se

observa que el periodo y la amplitud disminuyen a medida que la condicion zi)(O) aumenta.

En la Cuadro(5.4), se muestra los valores de 0,,in, Omszy, N0 =04z - Onmin y €l periodo de la
funcion de 0(t), correspondiente a los graficos 6(t) de la p. 146. El valor de A#, va disminuye

conforme ¥ (0) se incrementa, ademas el periodo de oscilacion disminuye también.

En la Fig.(5.3), se muestra las funciones ¢(t) de acuerdo a que la condicion inicial ¥(0) varia,
para un intervalo de —400° < ¢ < 100° y un intervalo de tiempo t, 0 < t < 0,4seg. Se

aprecia en el conjunto de gralicos, curvas oscilantes, que descienden.
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1 1 = 1 5
10 ] ] I | | 10
[ [
8 =
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] 4—
3
i 2 ]
e ol ]
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0.00 0.06 0.10 0.16 0.20 026 0.30 0.36 040 0.00 0.08 0.10 0.15 0.20 025 0.30 0.36 0.40
Tlempo(Sogundos) Tiempo(Begundos)
(a) w (0) = 50 rad /seg.= 7,957 rev/scg (b) w (0) = 100 rad/scg.= 15,9154 rcv/scg.
11 — 1"
i | : i :
10 = 10 J
9= 8
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0.00 0.05 010 0.15 0.20 025 0.30 0.35 0.40 0.00 0.0% 0.10 0.18 0.20 0.25 0.30 035 04
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(©) w (0) = 150 rad/seg = 23,8732 rev/seg.

:

1 v
10

9

3

2

14 t v Y Y ¥ v 1

0.00 0.05 010 0.15 0.20 0.26 0.30 0.35 040

Tlempo(Sagundos)

(e) v (0) = 250 rad/scg. = 39,7887 rcv/scg.

(d) w (0) = 200 rad /scg.= 31,8309 rcv/scg.

10 4
9 -
L=
7 4
a4
5
4
3
2 4

IR RN

0.00

T T —
0.15 020 025 0.30

Tiempo(Segundos)

T T
005 0.10

(D ¥ (0) = 300 rad/scg = 47,7464 rev/scg.

Figura 5.2: Comportamiento de 0(t) conforme la condicion inicial de ¢(0) varia. Se aprecia
que la funcion 6 es periodica, donde su amplitud y periodo va disminuyendo a medida que va

aumentando (0)

Cuadro 5.4: Valores extremales de 0, cuando ¢(0) varia.

1,2)(0) Omin Omir A0, periodo
Rsd/seg. Grados Grados Grados Segundos
n0 19367 12,35"” | 10°23749,24" | 8047 37,52" | 0,047916
100 | 2045721,28” | 8°42/38,09” | 59577 17,1" | 0,033333
150 3927725 56" | 7°5043,73" | 49237 17,82" | 0,022916
200 39547 20,45" | 7921'7,56" | 326’ 46,83” | 0,018749
250 4°127°41,94" | 792723577 | 249" 41,23" | 0,014583
300 4925'54,77" | 6°49'34,82" | 20237 39,81" | 0,012499
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(c) W(O) = 250 rud/scg — 39.7887 rev/scg.

(D W (0) = 300 rad/seg — 47,7464 rcv/scg.

Figura 5.3: Comportamiento de ¢(t) conforme la condicion inicial de ¥(0) varia .

Para tener una medida de como desciende, se define una recta mediante el Ajuste de curva

lineal, fs = A+ Bt (de color rojo en la Fig(5.3)).

Las ecuaciones de estas rectas se indican en el Cuadro(5.5). Se observa ademas que la funcion

¢(t) tiene valores maximos y minimos relativos, el tiempo que transcurre entre un maximoy el

siguiente es igual, a este intervalo de tiempo lo definiremos como seudo periodo de la funcion

¢(t). Este seudo periodo disminuye, asi como las oscilaciones cuando la condicion inicial 7,[)(0)

se incrementa.

Cuadro 5.5: Ajuste lineal de ¢(t), cuando ¥(0) varia.

z,b(O) Ajuste lineal PPendiente (B) Angulo de inclinacion ¢
Rad/seg. fo=A+ Bt Grados/segundo Grados
50 45,69803 - 956,14717 t -956,14714 -89956'24, 28"
100 31,46744 - 599,93536 t -599,93536 -89°54'16,19"
150 23,24624-431,47165t -431,47165 -89952/01, 95"
200 18,21299-335,59365t -335,59365 -89049'45 38"
250 15,20970- 276,33261 t -276,33261 -89°47'33,57"
300 12,73816-232,58175¢ -232,58175 -89%45’13, 16"
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En la Fig.(5.4), se expone un conjunto de funciones 1(t) correspondiente, a las diferenctes

condicion iniciales z[)(O) 1, se encuentra en un intervalo 0° < 3 < 8000 y un intervalo de

tiempo t, de 0seg < t < 0,4 seg. L.a funcion (t) siempre es positiva y creciente.

8000
7000 7000 -f
-_— f\l' ueg S0 -f\v-g
6000 . - v 6000 - -y
— 5000 - ___ 5000 - i
§ 1 i ’ 9 t
&8 000 - 4000
> 3000 - > 3000 4 il
2000 | N 2000 .
1000 - 1000 ..
P 1 i !
0 4+——"v v ——r —_ A 0 _— v ———————r— —————
0.00 005 0.10 0.15 0.20 025 0.30 0.35 0.40 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 035 040
Tiempo({Segundos) Tiempa(Segundos)
(a) ¥ (0) = 50 rad /seg = 7,957 rev/seg (b) w (0) =100 rad/seg = 15,9154 rev/seg.
8000 8000
7000 - 7000
- f'l' — fw
6000 4 oy 6000 { _
5000 -4 5000 o
'3 e
¥ 4000 2 § 4000
> 3000 - > 3000
2000 -4 2000 :
1000 - 1000
g | | i | I —_— 0 e e e S et =~ -
000 005 010 015 020 025 030 035 040 0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30 035 040
Tiempo({Segundos) Tiampo(Segundos)
(c) \v (0) =150 rad /seg = 23,8732 rev/seg. (d) ‘l’ (0) =200 rad /seg = 31,8309 rev/seg.
8000 5000 ]
7000 -4 7000 .
i f‘v ) fw
6000 4 _ - 6000 4
= 5000 w &=l __ 5000 -
§ 4000 // g 4000
> o / > 3000
2000 - / . . 2000 -
1000 | For . 1000
| - T ¥ T = T - < T ¥ i i i ] i |
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 040 0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
Tlempo(Segundos) Tiempo(Segundos)
(€) w(0) = 250 rad /seg = 39,7887 rev/seg. () w (0) = 300 rad = 47,7464 rev/seg.
Figura 5.4: Comportamiento de 1(t) conforme la condicién inicial de ¥(0) varia.
También se hallo la recta f, = C + Dt, para la funcion ¢(t) y definimos arc(tan(D) = 9,

que nos mide la inclinacion de estas rectas.

Los calculos de los valores de 7 y de ajustes de linea se observan en el Cuadro(5.6).
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Cuadro 5.6: Ajuste lineal de 1(t), de acuerdo (0) varia.

¥(0) Ajuste lineal Pendiente (D) | £ de inclinacién 7
Rad/seg. fo=C+ Dt Grados/segundo Grados
50 -45,55523+4691,64142t 4691,64142 89°59'16, 04"
100 -31,35896+7197,05867 t 7197,05867 89°59'31, 34"
150 -23,1727949 890,68131 t 9890,68131 8995939, 15"
200 -18,1728412 657,80147 t 12657,80147 89°59'43, 70"
250 15,18977+4+15 462,18315¢ 15462,18315 89°59'46, 66"
300 -12,73666+18 282,37498 t 18282,37498 89°59'48, 72"
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(e) W(0) =250 rad/seg =39,7887 rev/seg. (f) w (0) = 300 rad/scg = 47,7464 rcv/scg.

I'igura 5.5: Comportamiento de qb(t) conforme la condicién inicial de z/"((]) varia.
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En la Fig.(5.5) se muestra la funcion 0(t) (velocidad angular de nutacion), también es una
funcion periodica, donde se observan valores maximos y minimos. A medida que transcurre
el tiempo, el periodo va disminuyendo, pero su amplitud casi no varia. La funcién 0(t), se

encuentra en el intervalo —800 Grados/seg < 9 < 800 Grados/seg y un intervalo de tiempo

t,0 < t < 0,4 Grados/seg.

Con la base de datos para esta funcion y los graficos, se elaboré el Cuadro(5.7), indicamos las

variaciones de Af(t) = ()(t)mér — 0(t)min conforme varia z/)(O)

Cuadro 5.7: Valores extremales de la nutacién (), conforme z/J(O) varia.

zb(O) Ommin O iz A periodo
Rad/seg. | Grados/seg | Grados/seg | Grados/seg | Segundos
50 -621,6169 621,6169 1243,2338 | 0,047916
100 -601,6987 601,7047 1203,4094 | 0,033333
150 -593,6629 593,6629 1187,3258 | 0,022916
200 -589,5891 589,5891 1179,1782 | 0,018749
250 -587,1934 o87,1934 1174,3868 | 0,014583
300 -585,6334 585,6334 1171,2660 | 0,012499

La variacion Aé(t) se hace muy lenta y el periodo de la funcion 9(!), disminuye conforme ¢(0)

se incrementa.

En la Fig.(5.6)(p. 151) y Fig.(5.7)(p.152), se indican los graficos de las funciones de &(t) y
:p(t) respectivamente, donde t[)( ) va cambiando de valor inicial. Las funciones son periodicas,
aunque muestran ciertos minimos un tanto agudos en su forma para #(1) y maximos un tanto

agudos para P(t ).

La funcidn ¢(t) se encuentra en el intervalo —24000 Grados/seg < é < 6000 Grados/seg. y
w(t) se encuentra en el intervalo 0 < 3% < 30000 Grados/seg, ambos tienen un intervalo
de tiempo de 0 < t < 0,4 seg. al variar d)( ). Se puede notar que las funciones tienen un
periodo que va disminuyendo a medida que #(0) se va incrementando y ademas sus Ad y
Ad-), también disminuyen conforme w(O) se va incrementando hasta cierto valor de 'xiv(O), pero

luego casi no cambia.

En los Cuadros (5.8) y (5.9), muestran que los periodos de d)(t) y 'J)(t), disminuyen a medida

que ;/)(0) se incrementa. Los incrementos Aq.b(t) y A';Z'(t), disminuyen también.
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Cuadro 5.8: Valores extremales de ¢ en el tiempo, conforme 1,[)(0) varia.

¥(0) Pmin Pz Ad perioda
Rad/seg. | Grados/seg | Grados/seg | Grados/seg | Segundos
50 -24024,0300 | 2348.3890 | 26372,4190 | 0,047916
100 -13773,2000 | 3373,6890 | 17146,8890 | 0,033333
150 -10836,7300 | 3997,2850 | 14834,0150 | 0,022916
200 -9495,1780 4400,0220 | 13895,2000 | 0,018749
250 -8737,2870 4677,5120 | 13414,7990 | 0,014583
300 -8253,1710 4879,0560 | 13132,2270 | 0,012499

|

Cuadro 5.9: Valores extremales de 9 en el tiempo, conforme ¥(0) varia.

Ip(O) "j’min 'j’mdx Ad’ perl’OdO
Rad/seg. | Grados/seg | Grados/seg | Grados/seg | Segundos |
50 1410,1400 27734,600 | 26324,4600 | 0,047916
100 3249,9940 | 20342,0400 | 17092,0460 | 0,033333
150 5489,7350 | 20266,5800 | 14776,8450 | 0,022916
200 7950,5890 | 21787,5600 | 13836,9710 | 0,018749
250 10536,9900 | 23892,9200 | 13355,9300 | 0,014583
300 13199,6000 | 26272,5700 | 13072,9700 | 0,012499

153



De todos los graficos anteriores y cuadros, la mas sobresaliente observacion, es que los periodos
de 0(t), ()(t), d)(t) y qb(t) son iguales para un determinado valor de 7,1')(0). Ista propiedad que

aparece con las condiciones iniciales y parametros considerados.

25000 8
20000 —b
15000 iy
= 10000
-
3 5000
=]
- 0
-
> 5000
=
£ -10000
B
T -15000
-20000
-25000

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30 0.35 0.40
Tiempo(Segundos)

Figura 5.8: Superposicion de funciones ()(t), d)(t) y zl'(t) cuando la condicion inicial de (,i)(O) =
50rad/seg . Se aprecia que tienen los mismos periodos.

En la Fig.(5.8), se grafica en forma simultanea las funciones 0(t), ¢(t) y tz’(t). Se aprecian,
curvas simétricas, esta simetria es el resultado de los periodos de las funciones, 0(t), ()(t), qg(t)
y d:’(t), son iguales (la funcion 0 no aparece en esta figura, porque solo se notaria una linea

recta).

En la Fig.(5.9) se indica la Energia Mecanica, cuando 'z/:’(()) se incrementa. Se muestra que son

lineas constantes, van aumentando a medida que 'x,l"(()) se incrementa. En el Cuadro (5.10), se

senalan los valores de la E,,;,, F4z, €l incremento de la Energia (A E = E,n5, - Enin), el
. oA SN E . AFE

Promedio de la Energia £ = —3—N+—— y el% Error de la Energia ( %F = ?33100 %). De

todos estos valores el mas importante es el % Error de la Energia total, que va disminuyendo al

incrementarse la condicion (0). Esto garantiza que los resultados son satisfactorios, porque

es menor del 1,6 %.
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VY (0) = 50 Rad/seg
 (0) = 100 Rad/seg
V¥ (0) = 150 Rad/seg
\/ (0) = 200 Rad/seg
VY (0) = 250 Rad/seg

V¥ (0) = 300 Rad/seg

Figura 5.9: Comportamiento de la Energia del elipsoide, mientras la condicion inicial de #(0)

varia.

Cuadro 5.10: Variaciones de la Energia conforme (0). varia.

“/)(0) Emin Emzi:r AE E % Error
Rev/seg. | Joules Joules Joules Joules Joules

7,957 0,00916 | 0,00930 | 1,4x10~* | 0,0091900 + 0,0000004 | 1,516 %
15,9154 | 0,02602 | 0,02616 | 1,4x10—* | 0,0260700+ 0,0000005 | 0,536 %
23,8732 | 0,05225 | 0,05239 | 1,4x10~* | 0,0523100 + 0,0000006 | 0,267 %
31,8309 | 0,08787 | 0,08800 | 1,3x10~* | 0,0879200 + 0,0000006 | 0,147 %
39,7887 | 0,13285 | 0,13298 | 1,3x10~* | 0,1329100 £ 0,0000006 | 0,097 %
47,7464 | 0,18721 | 0,18734 | 1,3x10~* | 0,1872700 % 0,0000006 | 0,069 %
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CASO B: VARIACION DEL PARAMETRO c .

Para este caso el parametro c varia, los graficos y cuadros, presentan caracteristicas peculiares

del movimiento del elipsoide sin friccion.

En el Cuadro(5.11 ) se exponen las condiciones iniciales para este caso y en el Cuadro(5.12)

los parametros relacionados en la solucién numérica.

uadro 5.11:

<4
ondiciones iniciales

Theta 0,1rad= 593’46, 48"
Phi 0
Psi 0

Derivada temporal de 0 10rad/seg= 1,591 rev/seg
Derivada temporal de ¢ 15rad /seg=2,387 rev/seg’
Derivada temporal de 3 | 100rad/seg=115,9154 rev/seg

L0 e D

(C'uadro 5.12: Parametros que interviene en el calculo numérico, tomando en cuenta que c se
incrementa

Simbolo Nombre Condiciones iniciales | Unidad ]
a Eje mayor del elipsoide 0,025 m.
I3 Momento de inercia del elipsoide 0,00000375 Kg.m?
D, Distancia de (g a G 0,005 m.
g Aceleracion de la gravedad de la tierra 9,8 (%)
m Masa 0,015 kg.

Ademas de tener las condiciones iniciales y los parametro para las funciones, en el Cua-
dro(5.13), se indica los valores del semieje menor c, del elipsoide y el momento de inercia

I.

Cuadro 5.13: Variaciones del parametro c y sus respectivos momentos de Inercia

c Momento de Inercia |

m Kg .m?
0,0125 2,346x1076
0,0150 2,552x10~°
0,0175 2,796x10°6
0,0200 3,077x10°6
0,0225 3,396x10~°
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Figura 5.10: Comportamiento de la 6(¢) cuando ¢ varia, desde 0,0125 m a 0,0225 m.

En la Fig.(5.10) se exponen las funcion 0(t) y se grafica para un intervalo 1,5° < 6 < 12,5°,

considerando un tiempo t, comprendidoen 0 < ¢ < 0,4 seg. Cuando el parametro c varia en-
tre 0,0125m < ¢ < 0,0225 m. Observamos en la IFig.(5.10) que las funciones 6(¢) son periodica,
presentan valores maximos y minimos consecutivos. Ademas la amplitud y el periodo de la

funcion va aumentando, al incrementarse c.

En la Cuadro(5.14) se dan las caracteristicas mas resaltantes de la funcion 0(¢). Se nota
que el incremento A0 = 0,5r - Onin y sus respectivos periodos se van incrementando, al

Incrementarse c.

(‘uadro 5.14: Valores extremales de 6, conforme c varia.

C Omin Omar A6 Periodo
Grados Grados Grados Segundos
0,0125 | 2°45'21,35"” | 8%42'38,45"” | 5°57/17,10” | 0,03333
0,0150 | 2°3926,57" | 9°4’38,53" 60‘25 "11,96"” | 0,03541
0,0175 | 2°31’15,64" | 9°33/31,16"” | 7°2'15,54" 0,0375
0,020 | 2°21'29,84” | 10°9’41,04"” | 7°48'11,20" | 0,04375
0,0225 | 1952/ 10,42"” | 11957 ‘)l 24" 110°5’10,68” | 0,05625
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Figura 5.11: Comportamiento de ¢(t) conforme la condicion inicial de ¢ varia.

En la Fig.(5.11), se presenta los graficos de la funcién ¢(t), para un intervalo de —230° < ¢ <

100° y un intervalo de tiempo, 0 < ¢t < 0,4 seg.

Lo que se aprecia en la Fig.(5.11) son curvas oscilantes que descienden.

’ara medir cuanto

desciende, se efectua, el ajuste de linea a la curva ¢(f). Se obteniene la funcion lineal f;. Con

respecto a la recta f,, hay oscilaciones periodica y ciertas amplitudes, que van creciendo. Esto

lo podemos ver en el siguiente Cuadro(5.15).

Cuadro 5.15: Ajuste lineal de ¢(t), conforme el parametro c varia.

c Ajuste lineal Pendiente (B) | £ de inclinacion ¢

m Jo=A+ DBt Grados/segundo Grados
0.0125 | 31,46744-599,93536 t -599,93536 -89954'16, 19”
0.0150 | 32,50387-481,29850t -481,29850 -89952'51, 44"
0.0175 | 34,79657-375,58090 t -375,58090 -89950'50, 81"
0.0200 | 37,69452-277,97817 ¢ -277,97817 -89947'37, 99"
0.0225 | 45,86155-186,83366t -186,83366 -89°41'36, 01"

En el Cuadro(5.15) indicamos la funcion f, = A+ Bt. Se observa que la pendiente es negativa



y que a medida que el parametro c se incrementa, el valor absoluto disminuye.

159

En la Fig.(5.12) se presenta las graficas de la funcion ¢'(t), cuando c¢ se incrementa. l.a funcion

' se encuentra en un intervalo, 09 < ) < 3000° y un intervalo de tiempo t, que varia entre los

valores 0 < t < 0,4 seg. Aqui se aprecia una curva que tiene una forma oscilante ascendente

y se puede definir (como para el caso de ¢) un seudo periodo.

Cuadro 5.16: Ajuste lineal de ¢ (t), conforme ¢ varia.

'l['(O) Ajuste lineal Pendiente (D) Z de inclinacion 7
Rev/seg. =0+ Dt Grados/segundo Grados
0,0125 | -31,35896+7197,05867 t. 7197,05867 89°5931, 34"
0,0150 | -32,38575+7079,79920 t. 7079,79920 89959'30, 87"
0.0175 | -34,664404+6975,95150 t 6975,95150 89°59/30, 43"
0,0200 -37,54048+6880,63371 t. 6880,63371 8925930, 02
0.0225 -45,650264+6795,38785 t 6795,38785 8995929 65"
= 7 ET |
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Figura 5.12: Comportamiento de () conforme la condiciéon inicial de ¢ varia.

A la funcion 9 se aplica, un ajuste lineal ( ¢ vs t), consiguiendo f, = C + Dt. Esta recta

pasa por el medio de la curva ¢. listo permite observar que a medida que ¢l parametro ¢ se



160

incrementa tanto el seudo periodo y la amplitud , de las curvas con respecto a la recta fy, sc

: : . : ,od Lo .
incrementan. Ademas la derivada de la funcién —if— = tany = 1), siempre es positiva.

En el Cuadro(5.16) se indica los resultados del ajuste de curva, obteniendo la funcion fy. Se

observa, que la pendiente de la funcion fy es positiva

incrementa, disminuye muy, pero muy lentamente.
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y que a medida que el parametro c se

fo0 700 0 |
4 4
600 - 800 - i
500 -} “ !\ ! 500 r\ f\ r : [ i [ fi
400 - : 400 :
300 - 300 o
200 200 \ i
100 - o 100 - £
e | 1 L g . \ \ % ™ | ) 4 '
4100 - ‘ g-ﬂmj | \ \: ‘ .)!
200 ] Q200 4 4 ! \ | i
-300 g -300 - \ 1 g \ \ 1 ! " |
\
400 ] = A0 A | \ i i P V.
500 4 ! \ \ -500 j | A i
£00 \ U \1 J J -600 ll"’ \! / v “’l "’
-700 o - — . - r r -700 T - L v T T J T J
0.00 05 010 015 020 025 030 035 040 000 005 010 015 020 025 030 035 04
Tempo(Segundos) Tiompo({Sogundos)
(a) ¢ =0,0125 m. (b) ¢ = 0,0150 .
700 700
600 800 *1 1
500 00 —
400 400 —
300 300 —
200 = 200
100 £ 1o r i
o o +—4+——+—— 34+t ——+———+-H
-100 § -100 -~ '
-200 2 200
-300 S wo -
<400 © 400
-500 500 —
600 800 - "
-700 | [ | . -700 < . 4
000 005 0.10 0.15 020 025 030 035 040 000 0.05 0.10 016 020 025 0.30 035 0.40
Tempo(8S8agundos) Tiempo(Segundos)
(c) ¢=0.0175m. (d) ¢ =0,020 n.
700 "
600 i
500
400
300
200
100
-100
200
-300
400
-500
800
o ——— )
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[Yigura 5.13: Comportamiento de 0(t) conforme la condicion inicial de ¢ varia.

[En la Fig.(5.13) se muestra la funcion 0(t), se aprecia, que son funciones periodicas, donde

se nota valores maximos y minimos. A medida que transcurre el tiempo, el periodo se va

incrementando, pero su amplitud, casi no varia. La funcion 0(t), se encuentra en el intervalo

—700 Grados/seg < 0 < 700 Grados/seg y un intervalo de tiempo t, 0 < ¢ < 0.4 seg.. para

todos los casos .
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En el Cuadro(5.17) se expone los incrementos de A()(t) = 0() sz — O(L)min, conforme varia

c. La variacion Af(t), se hace muy lenta y el periodo se incrementa.

Cuadro 5.17: Valores extremales de 0, conferme ¢ varia.

c 0,in 0nir A Periodo
m Grados/seg | Grados/seg | Grados/seg | Segundos
00125 | -601,6987 601,6987 1203,3974 0,03333
0.0150 | -594,1t87 59,1187 1188,2374 0,03541
0,0175 | -589,0438 H89,0438 1178,0876 0,03750
0.0200 | -585,4800 585,1800 1170,9600 0,04375
0.0225 | -582.,8693 582,8693 1165,7386 0,05625
10000
-18000 10000
20000 3 - ——e - — - 20000 v - > v . .
o0 00 0 06 0.10 010 020 026 0 0.6 0.40 0 00 008 010 0 16 020 025 0 30 03s 04
TNerwpo(Regundos) Timinpo(Regundoa)
o (n) ¢ = 0.0125 m. (b)) ¢« =0,0150 m.
B — 4000
2000 A8 I 4 2000 110 !
o |
2000 [ 2000
4000 — . 4000
& o000 -a000
-A000 8000
g -10000 E -10000
& 12000 © 12000
= 14000 T 14000
- 16000 16000
-16000 4 -18000 1 \
-20000 u - - - - 20000 + —r > - ~ . - -
000 008 010 o018 020 028 o030 038 040 000 008 010 Ote 020 026 030 036 04
Tiempal 8Begundcos) TEn V(B egunaoes )
(c) ¢ —~ 00,0175 m. (d) ¢ = 0,020 m.
2000
-2000 | J {1
-4000 I
F  <ooo
§ -H000 I
10000
5 - vomn [
=T .14000 L
-16000
- 1000
20000 - v v - . v
0 0o OOn 010 06 020 020 W an O A O 40
Tioempo(Seaundoa)
() ¢ = 00,0225 m.
C varia.

IFigura 5.14: Comportamiento de ¢(¢) conforme la condicion inicial de

Se tiene las Figuras (5.11) y (5.15) donde se muestran las funciounes de (2)(() y g.'(l). cuando ¢
varia. Las funciones son periodicas, aunque muestran ciertos minimos agudos para (,;)(l) Y maxi-
mos agudos, para 1/.)(t). lLa funcion q.S(t),_ se encuentra en el intervalo —20000 Grados/seg <
¢'> <4000 Grados/seg. y d’(t) se encuentra en el intervalo 2000 Grados/seg < n < 26000Grados/seg,

ambos tienen un intervalo de tiempo t, de 0 < t < 0,4 seg. Se puede notar que las funciones
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tienen un periodo que va incrementando, a medida que el parametro ¢ aumenta. Se nota de

los cuadros, que el periodo (7T) de las funciones 0, 0, ¢ y ¥ son iguales.

26000 = 1 26000 .
24000 | i ! 24000 ] !
22000 - : ! ] 22000 T
20000 - i 20000 ]
= 18000 - i I Z‘ 18000 '
16000 i 16000
14000 g 14000 ]
% 12000 - & 12000 -
3 10000 - 2 10000 |
8000 - 8000 |
6000 | 6000 —
4000 — 4000 —
m 'L"i L. s - 14 AJ L] L] L 4 m ‘5’ ; - - | 4 . g L) ;
000 005 010 015 020 025 030 035 040 000 005 010 015 020 025 030 035 040
Tlempo(Segundos) Tiempo(Segundas)
26000 (a) c=0,0125m. o (b) c - 0,0150 m.
24000 24000 - | Ly
22000 m_
200 20000 ] :
g 10 g 18000
R 16000 B 10004 | ¢
g 14000 g 140(!)-:
5 12000 £l - .
3 10000 10000 =
- 00 B0
6000 6000~ I N | | L
4000 ‘000? | { Wb ait T |
2000 2000 +———— Y > T - Y v
000 005 010 015 02 025 030 035 040 000 005 010 015 020 025 030 035 040
Tiempo(Segundos) Tiempo(Segundos)
() ¢=0,0175 m. (d) ¢=0,020 m.
26000
24000
22000
W 20000
18000
16000
14000
2 e
=
8000
6000
4000
2000 L . v ' i . : 4‘
000 005 010 015 020 025 030 035 040
Tiempo(Segundos)

(¢) ¢ =0,0225 m.

Figura 5.15: Comportamiento de (t) conforme la condicién inicial de ¢ varia.

A partir de las Figuras (5.14), (5.15) y la base de datos se construyeron las Cuadros (5.18) y

(5.19). Los periodos de ¢(t) y ¥(?)

Las variaciones Ad(t)

¢’( t )mdz -

, se incrementan a medida que el parametro c s€ inCrementa.

B()min Y A(t) = P(t)méz —

d)( t )min .



Cuadro 5.18! VAFMAZIGNAS d& &, (DTGNS &l Paraiiétio ¢ vana.

C émin d.)mdz
m Grados/seg | Grados/seg
- 0,0125 | -13773,2000 | 3373,6890 | 17146,8890 | 0,03333
0,0150 | -13660,6800 | 3269,9450 | 16930,6250 | 0,03541
- 0,0175 | -13960,9900 | 3156,9310 | 171 7,9210 | 0,03750
0,020 | -14597.,9000 | 3030,9330 | 17628,8330 | 0,04375
0,0225 | -18084,1800 | 2624,1320 | 20708,3120 | 0.05625
Cuadro 5.19: V7 ' i
=
¢ 'l/’min mar Ay Periodo
m Grados/seg | Grados/seg | Grados/seg | Segundos
0,0125 | 3249.9940 | 20342,0400 | 17092,0460 | 0,03333
0,0150 | 3355,7900 | 20230,7800 | 16874,9900 | 0,03541
0,0175 | 3471,6890 | 20532,2900 | 17060,6010 | 0,03750
0,020 3601,4050 | 21170,3300 | 17568.9250 | 0,04375
0,0225 | 4017,56Y0 | 24659,3300 | 20641,7610 | 0,05625

28000

163

20000
15000 o n

d 6/dt, dd/dt

i I
045 020
Tiempo(Segundos)

025

-0

-V

040

Figura 5.16: Superposicion de las derivadas de los angulos de Euler, cuando ¢=0,0125m.
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Enla Fig.(5.16) mostramos las derivadas de los angulos de Euler superpuestos, para c=0,0125m.

Aparecen curvas simétricas esto ocurre porque el periodo es comin.

En las IYig.(5.17) s€ muestra las graficas de la Energia vs el tiempo, cuando el parametro c se
incrementa. Se puede observar que hay pequenas oscilaciones. Pero estas son muy insignifi-
cantes pues siempre en el cdlculo numérico adolece de un margen de error. No obstante en el
Cuadro (5.20) el porcentaje de error disminuye conforme c se incrementa. Esto nos garantiza

que los resultados son satisfactorios, porque el porcentaje de error es pequeno (menor que el

1%).

0.0277

0.0276

¢=0,0125m
¢=0,0150 m
c=0,0175m
¢=0,0200 m
——¢=0,0225m

0.0275

0.0274

00273 +
0.0272
0.0271
0.0270

0.0269

Energia (Joules)

0.0268
0.0267
0.0266
0.0265
0.0264 : | g IO ! |2

0.0263

0.0262
0.0261

0.0260

000 065 010 015 02 025 030 03 040

Tiempo (Segundos)

[igura 5.17: Comportamiento de Energia conforme la condicion inicial de ¢ varia.
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Cuadro 5.20: Variaciones de la Energia, conforme el parametro c varia.

%EE |
c Eoin ) . AFE E % Error
m Joules Joules Joules Joules Joules
0,0125 | 0,02602 | 0,02616 | 0,00014 | 0,0260700 + 0,0000005 | 0,536 %
0,0150 | 0,02639 | 0,02651 | 0,00012 | 0,0264300+ 0,0000005 | 0,453 %
0,0175 | 0,02676 | 0,02687 | 0,00011 | 0,0268100 £+ 0,0000005 | 0,410 %
0,0200 | 0,02714 | 0,02724 | 0,00010 | 0,0271800 + 0,0000005 | 0,367 %
0,0225 | 0,02755 | 0,02765 | 0,00010 | 0,0275900 + 0,0000005 | 0,362 %

5.3. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIEN-
TO CON FRICCION POR DESLIZAMIENTO

En el capitulo 3 se determind las EDO de movimiento de un elipsoide cuando actua la friccion

por deslizamiento sobre la superficie plana donde se mueve.

Figura 5.18: Fuerzas que originan torque en el elipsoide no homogéneo

Recordemos que las EDO no lineales y acopladas son

01— mH( C — K { ( =l )vCe
toc | Va?2sen?6 + c? cos? 0 :



—a?send
> 'UC63 - (Dg

(e
|ve| Va?sen20 + c2 cos? 0
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{(2(:052()— 1) = (a2 = ) (

+D2()2 cos 0)

+<i) senf (D2

I
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c2cosl ) } )
VCe,

B Va2sen?6 + c2 cos? 0

—3dpsend — (I3 —=1) &° sen()cos()}

B Va?2sen?0 +

senlcost )2
Va?sen?0 + c? cos? 0

+5[sen(){( (e — c?)cos O
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c? cosl
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c? cos? 0 e
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«? senl
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(5.22)

(5.23)
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_ _ . c? cosl) ’
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(5.24)
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—I—{se:
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Va2sen?0 + c2 cos? 0) ) '

(5.26)

dode zg, son las velocidades del centro geométrico. Ademas xg,, ya se conoce, (p 77, capitulo

).

5.3.1. ALGORITMO

Se empleo el método numérico de Runge Kutta para resolver las soluciones a las EDO no

lineales y acopladas. Para resolverlas previamente, fue necesario realizar un cambio de variable

para obtener 10 EDO de 1 Grado.

Para ello definimos las funciones X(k)

X(1)

X (4)

X(5)

(5.27)

(5.31)



X(9)

X(10)

Ahora derivamos las funciones X (k)

X(9)

&,

170

(5.32)

(5.33)

(5.34)

(5.35)

(5.36)

(5.39)

(5.40)

(5.41)

(5.42)

(5.43)

(5.44)

(5.45)
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X(10) = §. (5.46)

Con este cambio de variables de las ecuaciones del (5.37) al (5.46), se obtiene las 10 EDO de

1¢7 grado, de la forma

X(k)y = F(X()), (5.47)

son estas las EDO que seran resueltas numéricamente empleando el método de Runge Kutta.

5.3.2. RESULTADOS

Con las EDO ya obtenidas se aplicé un programa en Fortran 90, para ciertos casos, los cuales
seran analizados, obteniendo una base de datos con el cual se graficara y realizara cuadros,

para ver como es el movimiento del elipsoide no homogéneo, cuando esta sometido a la friccion

por deslizamiento.

Para el movimiento del elipsoide con friccion por deslizamiento,se consideraron dos casos

A) VARIACION DEL PARAMETRO c.

B) VARIACION COEFICIENTE DE FRICCION p.

CASO A: VARIACION DEL PARAMETRO c.

Para este caso el parametro c varia, se tomara en cuenta 5 valores. Esto nos ayudara a ver
como seria el movimiento del elipsoide no homogéneo con friccion por deslizamiento, para

diferentes dimensiones del cuerpo rigido.

Las condiciones iniciales y parametros utilizados para resolver las EDQ, se muestran en los

Cuadros (5.21) y (5.22).

Para aplicar el programa se considero un tiempo mayor (10 seg), a diferencia del caso sin
friccion (0,4 seg), pues los cambios son muy sobresalientes para este caso, y se puede observar

mejor, a mayor tiempo posible.



Cuadro 5.21: Condiciones iniciales para este caso.
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Simbolo Nombre Condiciones iniciales
0 Theta 0,lrad= 5°346, 48"
b Phi 0
P Psi 0
X Coordenada X 0
y Coordenada Y 0
0 Derivada temporal de 0 0
@ Derivada temporal de ¢ 0
Y Derivada temporal de 7 | 100 rad/seg=15,9154 rev/seg
T Derivada temporal de X 0
Y Derivada temporal de Y 0
Cuadro 5.22: Parametro.
Simbolo Nombre Condiciones iniciales | Unidad
a Eje mayor del elipsoide 0,025 m.
=13 Momento de inercia del elipsoide 0,00000375 Kg.m?
D, Distancia de Cy a G 0,005 m.
g Aceleracion de la gravedad de la tierra 9,8 (%)
m Masa 0,015 Kg.
I Coeficiente de friccion 0,3
160 - 160
140 - 140
120 4 | 120
100 : b K - l i __100
Teo | S g
- | s "
a T
40 : i o 40
2 - - 2
07 1 & ;'il';'l'l' UV..iy-lél-;-:4l'|;l
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 9 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)

(@) ¢c=0,0125 m.

(b) ¢ =0,0150 m.

Figura 5.19: Variaciones de 0, cuando c varia.
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° En la Fig.(5.19), se muestra las funciones de (1), cuando c varia, en Fig(5.19a) ¢ =
0,0125m. y en Fig(5.19 b) ¢ = 0,0150 m. El maximo valor que alcanza 0(() en a) es de 150°,
aproximadamente de alli en adelante, tiene oscilaciones que se incrementan para luego tener
una pequena caida. Luego, tiene un movimiento amortiguado. En la Fig (5.19b) su maximo

valor esta en 130°, su curva es semejante a un movimiento amortiguado.

160 160
140 140
120 120
100 100
a8
&
9 60
@
40 40
2 2
0 J.J v v F ' 3 T T Y T T T 0, L4
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)
(c) ¢c=0,0175S m. (d) ¢=0,020 m.

Figura 5.20: Variaciones de 6, cuando c varia.

En la Fig(5.20 c y d) se muestra los graficas de 0(t) para ¢=0,0175 m y ¢=0,0200 m, ambos
casos alcanzan un maximo en # = 130°, para un tiempo t=0,75 seg. El intervalo de tiempo,
tomado en cuenta,es de 0 < t < 10 seg. Cabe senalar que ambos casos se van amortiguando

las oscilaciones.

En la Fig.(5.21) la funcién 6(t) mantiene un valor maximo, en 150°, aproximadamente y a
partir de los 3,5 seg sus oscilaciones son casi periodicas. También, se aprecia en la figura un
aumento de la grafica de la parte inicial entre 0 < ¢ < 2seg, debido a la escala del grafico
pareceria un manchon, pero son pequenas oscilaciones, como se observa, en la ampliacion

mostrada en la figura.

A partir de las Fig.(5.22) en adelante se muestran dos casos por funcion, pues las demas

son semejantes y se evita, un nimero excesivo de paginas. En la Fig(5.22), se observa los

graficos de ¢(1), al transcurrir el tiempo, cuando ¢ varia desde Fig(5.22a) ¢=0,0125m y la
Fig(5.22b) ¢=0,0225m, solamente se muestran estos casos a manera de ejemplo. Se observa

que la Fig(5.22b) parece una ampliacion de la Fig(5.22a). En la Fig (5.22a) que la funcion es
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160
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80
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40

20

o
a
N
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3 4 S5 6 7 8 10

Tiempo (Segundos)
(e) c=0,0225 m.

Figura 5.21: Variaciones de #, cuando c varia.

creciente de 0 a 1 seg y luego de alli crece rapidamente. Mientras en (5.22b) la curva crece

rapidamente de 0 a 2 seg. El rango de la funcién ¢(t), esta entre 0° < ¢ < 5000°.

50000 50000
45000 45000 | : _,/;'/
40000 40000 - -
35000 35000
30000 - 30000 4
2 2 P
gzsooo—_ _,_:,;_3’,25000- _ . -
= 2000 T Sam] AT
15000 15000 /
10000 10000 S
5000 5000
T8 10 4 2 3 4 & 6 7 8 9 10
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)
(a) ¢=0,0125m. (b) ¢=0,0225 m.

Figura 5.22: Graficos de ¢, para 2 valores de c.

En la Fig(5.23) se expone los graficos de la funcién 3, cuando varia —8000° < ¢ < 5000°.
Ambas curvas no tienen semejanza alguna. Mientras en a) la [unciéon es siempre positiva,
despues de un cierto instante, en b) es siempre negativa, casi a partir de t > 0.

En las figuras (5.24) y (5.25), se grafica 0(t) para un intervalo de —1400 Grados/seg < ¢< 1400
Grados/seg y un tiempo t € [0, 10] seg. La funcién 0(t) muestra oscilaciones en ambos casos, v

enla Fig(5.25) entre 0 y 3 seg da fuertes camnbios, pero todas son oscilaciones con periodos muy
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Figura 5.23: Graficos de 3, para 2 valores de c.

Tiempo (Segundos)
(a) ¢c=0,0125 m.

Figura 5.24: Graficos de la funcién 6, cuando c varia.

10
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IFigura 5.25: Graficos de la funcion 0, cuando ¢ varia.

pequenos. Luego de 3 seg las oscilaciones tienen casi la misma amplitud. En la Fig.(5.25) se
muestra una ampliacion entre 0 y 2 segundos, para mostrar que son oscilaciones con pequenos

periodos. que van incrementando su amplitud.

600000 600000
500000 1 500000
400000 400000
2 300000 - B8 300000
€ -
ézooooo 3 2 200000
8 108000 g 100000
5 0 o) 0
2 1000 5 10000
- -
-200000 A -200000
300000 1 300000
-400000 400000
500000 00000
560000 ok LA BN N T i . T 600000 1 I 1 I 1 I 1 I I
0 1 2 K| 4 5 6 7 6 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tiempo (Segundos) Tiempo (Segundos)
(a) ¢=0,0125 m. (b) ¢=0,0225 m.

FFigura 5.26: Graficos de la funcion ¢, cuando ¢ varia.

En la I'ig.(5.26 a y b) indicamos las graficas de la funcion de (z.ﬁ(t), para un intervalo
—600000 Grados/seg < b < 600000 Grados/seg. en a) la curva parece constante y en b) tiene
cambios en las oscilaciones pero siempre con ¢> > 0, en el intervalo de 0 a 2 seg v de alli. es

casl constante.
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d W/ /dt (Grados/Segundos)
£k

100000 —
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00000 —
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i I I 1 I 1 I I I 1 ) 600000 -f - —_—— )
o 1 2 3 4 5 6§ 1 &8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
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(a) ¢=0,0125 m. (b) ¢=0,0225 m.

Figura 5.27: Graficos de la funcion @, cuando c varia.

En la Fig.(5.27 a y b) se indican las graficas de la funcion de 1/.)(t), para un intervalo
—600000 Grados/seg < ¥ < 600000 Grados/seg. en a) la curva parece constante, pero tiene
ciertas oscilaciones y en b) (j)(t) sufre fuertes oscilaciones entre 0 y 2 seg, pero siempre la

funcion es con ¥ < 0 . Luego de los 2 seg, la curva se mueven en forma casi constante.

CASO B: VARIACION DEL COEFICIENTE DE FRICCION ..

Para realizar el calculo numérico, se considera, el coeficiente de friccion u varia, entre los
valores 0,1 < pu < 0,6. Para aplicar nuestro programa necesitamos de las condiciones

iniciales y parametros, dados en los Cuadros(5.23) y (5.24).

Cuadro 5.23: Condiciones iniciales.

Derivada temporal de 3 | 100 rad/seg=15,9154 rev/seg
Derivada temporal de X 0
Derivada temporal de Y 0

Simbolo Nombre Condiciones iniciales
0 Theta 0,1rad= 5°3'46, 48"
¢ Phi 0
Y Psi 0
X Coordenada X 0
y Coordenada Y 0
0 Derivada temporal de 0 0
& Derivada temporal de ¢ 0
(4
z
Y
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uadro 5.24: Parametros.

Simbolo ’ Condiciones iniciales | Unidad
a Eje mayor del elipsoide | 0,025 m.
c Eje menor del elipsoide 0,0125 m.
Momento de inercia del elipsoide 0,00000375 Kg.m?
Distancia de Cy a G 0,005 m.
Aceleracion de la gravedad de la tierra 9,8 (%)
Masa 0,015 Kg.

Luego de obtener la base de datos, se obtuvieron varios graficos, para los angulos de Euler
y sus derivadas, pero en especial para 6. Se muestra todos los cambios que sufre cuando u

varia. Pero para los demas, solo se grafico dos valores, a manera de ejemplo.

Las figuras (5.28) y (5.29), muestra las funciones de 0(t) para un intervalo 0° < 6(t) < 170°
y un tiempo t € [0, 10]seg. Se toma un tiempo mayor para observar, mejor los cambios de la
funcion. Los valores de la funcién 6(t), tiene un maximo valor de 160°, cuando se incrementa
p de 0,3 a 0,6. La forma de la curva es una subida suave y luego aparecen oscilaciones
periodicas. A medida que p toma valores mayor, se incrementan sus amplitudes para luego ir

amortiguandose. Y las oscilaciones periodicas se distorsionan.

En la Fig.(5.30 a y b), se muestra el comportamiento de la funcion ¢(t), cuando el parametro
p = 0,3y 0,6. El intervalo de ¢(t) es 0° < ¢ < 35000° y un tiempo t € [0,10]seg. La curva

crece mas, cuando p se incrementa y ¢ es positivo.

En la Fig.(5.30 ¢ y d) se grafica la funcién . ¥ varia entre —10000° < ¢ < 3000°, en un
tiempo t € [0,10]seg. La funcion cambia completamente su forma, para los valores de y,. Pues
de tener forma descendente, pasa a una curva casi constante, cuando se incrementa u. En c)
tiene una pequena subida entre 0 y 0,5 seg y en adelante descrece. En d) la curva también
tiene una subida y caida en el intervalo de 0 a 0,5 seg. Luego se incrementa hasta los 2 seg y

posteriormente va oscilando, pero amortiguandose lentamente.

En la Fig.(5.30 e y f) mostramos la funcién 0(t). La funcién 0 varia entre —1500Grados/seg <
6 < 1500 Grados/seg. y un tiempo t € [0,10]seg. La forma de la funcién es periodica, se
incrementa su amplitud al incrementarse i de 0,3 a 0,6. En e) Se observa las oscilaciones, que

aumentan su amplitud por lo menos 3 veces comparado, con el grafico e).

En la Fig.(5.31 g y h), la funcién ¢(t), se encuentra en un intervalo de —20000 Grados/seg <
) < 40000 Grados/seg. y un tiempo t € [0, 10] seg. é(t) sufre cambios brusco de oscilacién,

los primeros 0.5 seg en g) y h). Luego su grafico es casi una funcion periodica, cuando ¢ = 0, 3.
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Cuando g = 0,6 la funcion ¢, oscila amortiguandose, para t> 2 seg.

En la Fig.(5.31 1 y }) se observa la funcion '(jv([), en un intervalo de —35000 Grados/seg < P

< 20000 Grados/seg. Al incrementar g, ¥ se comporta como una funcién del tipo oscilacion

amortiguada, pero en forma lenta después de una fuerte oscilacion.
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Figura 5.31: Graficas de @ v . cuando p varia entre los valores 0.3 y 0.6,

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE CON FRIC-
CION POR RODADURA PURA

0.4.

In el capitulo 4 se determing las KDO del elipsoide con friccion por rodadura pura. mediante

las Ecuaciones de Lagrange.
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) . ’ . . ’ . ’
Se considera en este capitulo el elipsoide no homogéneo, fomado por un elipsode homogéneo

y una particula de masa myg, colocada dentro del elipsoide, justo en el eje de simetria, que

dista D, del centro geométrico Co. (Fig(5.)

Figura 5.32: Elipsoide no homogéneo, sobre una superficie plana con friccion por rodadura

pura.

Como se recuerda las EDO que se obtuvieron en el capitulo IV, fueron:

é{[+m{[[a + ¢+ (—a* + ) cos(20) ]] [ 262 D, cost ]}}

2(c? cos? 8 + a? sen?f) J B Vc2 cos? 0 + a? sen? §

- c2 D, send cos?t (a? — ¢?) ] [(a® — c?)a®c? sen(20)] ) |
20°m 1
+{2im 1+ + 177

Ve? cos? 0 + a? sen?d (c? cos?0 + a? sen?d) Iﬁ (c? cos?0 + a? sen20

= sen(20) c? a? (a® — c?) senl ¢ D, cos?0 (a? — c?)
+qmé + — 1+ : 2
2(c? cos?0 + a? sen?0)? Vc? cos?0 + a? sen?0 (c? cos?l + a? sen?®)

- 1 (a®? — c?)* m sen(20) (a® — c*)sen?(20)
2 - . 0S8 0) —
i { 2 sen(20) (1 = 1) + 2(c? cos?0 + a? sen?0) cos(20) 4 (c? cos?0 + a? sen?0)
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1 { a*c? msen(20) }

2(c? cos? 0 + a? sen? 0)

+¢'/) {—13 senl + a® Dy m sen(20) [ B (a? — c?)sen?d :l

Vc2 cos? § + a? sen?f 2(c? cos?0 + a? sen?d)

2

a®(a® — c*)m send sen(20)?(a® — c?)
0 0 —
(c? cos?8 + a? sen?6) [cos(? ) + cos 2(c? cos?0 + a? sen29):| }

(a? — c?) cosb ]}
—gmsenf | Dy + = 0
gme [ ’ V2 cos?6 + a? sen?6

(5.48

+m sen(20) (a® — &?) [ Da sent sen(20) (a® — c?) ] }

V2 cos20 + a? sen?8  4(c? cos?0 + a? sen?6

40 AT 0+ a* D; m sen?6 a?(a® — c?) m senf sen(20)
cos
’ Vc? cos?0 + a? sen?0 2(c%cos?0 + a? sen?0)

2 D3 (a* — c?) m send

Vc? cos?0 + a? sen20

+ {q%o' {sen(w)u —I5) +

[COS(QG) + cos®0 sen? (20) (a® — %) }

T4 (c? cos?6 + a2 sen?d

m (a?® — c?)? sen(20)

(c? cos?0 + a? sen?f)

[cos(?(]) _ sen®(20) (a® —c?) ]}

(c%cos?0 + a?sen?0)



85

.- [ a%(a? — c?) m send sen?(20) (a*? — c?)
0 29 _
¥ { (c? cos?0 + a? sen?0) [COS(2 0) + cos™0 2 (c? cos?0 + «? sen'-'O)]

a® D, m sen(20) ] sen?0 (a* — ¢?)
V2 cos?0 + a? sen?0 2(c? cos?0 + a? sen?0

)] -~ [3sen0}} = 0.

(5.49
b L 1 coso + a® D, m sen?0 N a®(a* — c*) m senl sen(20)
0s
2 V2 cos20 + a? sen?6 2(c? cos20 + a? sen?0)
. a’® m sen?0
I
R { e (c? cos?0 + a? sen20)}
Ey a’*msen(20) . sen0? (a? — c?)
(c? cos?0 + a? sen28) (c? cos?8 + a? sen?b)
o a® Dy m sen(20) (a? — c?) sen?0
0 <—1I 0 1 —
+é { iy V2 cos?0 + a? sen?0 [ 2 (c? cos?0 + a? sen?6)
a?(a% — c?) m senb sen?(20)(a? — c?)
20 2 — = (,
(c? cos?0 + a? sen?0) [COS( S 2(c2cos?0 + a? sen20)] } 0
(5.50)
. - : . 20)cos¢(a2—c2)'|
x = Va2sen?0 + c?cos?0 [0 seng — P senl cosqb] - [ + ¢ cosO — .
lcy ¢ ) 2 Va?sen?8 + c2cos?6 |
(5.51
. : . . sen(26) sen ¢ (a® — c?)
Ty, = [0 cos¢ + P senl sen(ﬁ] + [d) + 1 cos) > VaZsen?0 1 Peos?d
(5.52
20 2 B2 ‘
.i' 3~ Sen( )(a ¢ )_] 2 (553
= 2V a2sen?6 + c2cos?é

Estas ecuaciones como se puede apreciar son no lineales y de segundo orden, excepto las tres

ultimas. Pero podemos pasarla a una de ler orden las de 2do, como en los casos anteriores.
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Las EDO que se obtienen son no lineales y acopladas. Para poder resolverla numéricamente

se efectuara un cambio de variable, para facilitar los calculos. Para ello definimos

X(5)

X(6)

X

X(8)

?,

b,

.”L‘zco,

Con los anteriores cambio de nombre a las variables, ahora derivamos las funciones

.U'.,

X(1),

X(2),

X(3),

(5.54)

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)



6 = X(4),
éd = X(5)
= X(6),
B, = X(7),
2, = X(8),
3, = X(9)

Finalmente se obtienen de las ecuaciones del (5.11) al (5.16), las EDO de la forma

X(k) = X(I), k,l=0,1,...9.

Estas son las 9 EDO de primer orden que se van a resolver, en Fortran 90.

5.4.2. RESULTADOS
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(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)

(5.71)

(5.72)

Luego de obtener las 9 EDO de 1 Orden, debemos de aplicar un programa para resolver ciertos

casos, los cuales generaran una base de datos. Estos datos seran graficados y analizados y

después se elaboraran algunos Cuadros que senalaran ciertas caracteristicas importantes o

sobresalientes, en el movimiento del elipsoide no homogéneo cuando se mueve con friccién por

rodadura pura.

Para esta seccion analizaremos el caso

VARIACION DEL PARAMETRO D, .
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CASO : VARIACION DEL PARAMETRO D,

Para este caso se considera que el parametro D, varia, pero al variar ese parametro se ve

afectado el momento de inercia |, debido a que D, e | estan relacionados.

Para hallar esta relacion previamente recordaremos los momentos principales de inercia de un

elipsoide homogéneo de semiejes ejes a, b, ¢ y masa (AM,), son:

L, = (5.73)

g = (5.74)

(5.75)

con respecto a los ejes X;*, donde k =1,2,3, respectivamente. En nuestro caso a=b, luego

h = (5.76)
fy = (5.77)
l, = (5.78)
De las ecuaciones (5.76) y (5.77) I, = |, =
Si se considera tambien el momento de inercia de la masa m, se tiene que
(| = (5-79)

y el otro momento de inercia no varia, es decir
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s = (5.80)

En el Cuadro(5.25) mostramos los valores del parametro D, que va a ser tomado en cuenta,

al resolver numéricamente las EDO.

Cuadro 5.25: Variaciones de D, e |.

D, |

m Kg m?

0,0001 | 3,075001x10 —6
0,0010 | 3,0751x10 —©
0,0020 | 3,0754x10 ~6
0,0030 | 3,0759x10 —6
0,0040 | 3,0766x10 —©
0,0050 | 3,0775x10 ~6
0,0060 | 3,0786x10 —©
0,0065 | 3,0792x10
0,0070 | 3,0799x10 —©
0,0075 | 3,0806x10 —°
0,0078 | 3,0810x10 —©
0,0080 | 3,0814x10 —6
0,0090 | 3,0831x10 ~¢
0,010 3,085x10~*®

En los Cuadros(5.26) y (5.27) mostramos las condiciones iniciales y parametros para resolver

numeéricamente la 9 EDO.

Cuadro 5.26: Condiciones iniciales.

[ Simbolo Nombre Condiciones iniciales
0 Theta 0,1rad= 5°3'46, 48"
¢ Phi 0
Y Psi 0
] Derivada temporal de 0 0
d; Derivada temporal de ¢ 0
) Derivada temporal de ¥ | 100 rad/seg=15,9154 rev/seg
z Derivada temporal de X 0
i Derivada temporal de Y 0
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Cuadro 5.27: Parametros.

Simbolo Nombre Condiciones iniciales | Unidad
Eje mayor del elipsoide 0,025 m.
[£je menor del elipsoide 0,020 m.
I3 Momento de inercia del elipsoide 0,00000375 Kg.m?
g Aceleracion de la gravedad de la tierra 9,8 (%)
m Masa 0,015 Kg.

Con todas esta condiciones iniciales y parametros aplicamos nuestro programa para resolver

numéricamente las ED(Q. Se obtuvé una base de datos, que luego [ueron graficados.

En la Fig.(5.33) y (5.34) mostramos la funcion 6(t), en un intervalo de 0 < 6 < 0,45 Rad y

un tiempo t € [0, 0,5] seg. Cuando el parametro D, toma los valores que se indica en cada

.
grafico.
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Figura 5.33: Comportamiento de la 0(¢) cuando D, varia, desde 0,0001 m a 0,003 m.

Se puede observar como en los caso anteriores que la funcion 0(1) es periodica y muestra
valores maximos y minimos. A medida que el parametro D, se incrementa, la amplitud de
la funcién 6 se incrementa, hasta un cierto valor de D, = 0,004 m, luego de alli disminuye

la amplitud de la funcion. El periodo de la 0({) tienen un comportamiento semejante, se
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incrementa lentamenta hasta Dy = 0,002 m y luego empieza a disminuir.
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Figura 5.34: Comportamiento de la §(t) cuando D, varia, desde 0,004 m a 0,01 m.

Con los archivos de datos se construyo el Cluadro(5.28), donde mostramos las caracteristicas
mas sobresalientes de la funcion 0(¢). En este (‘uadro se observan los valores maximos y
emin

minimos de la funcion 0, conforme el parametro D, y el valor del incremento A0 =0,,;, -

y sus respectivos periodos.

Para los siguientes graficos solo tomaremos en cuentas 2 casos por cada funcion, pues los

graficos son semejantes.



Cuadro 5.28: Variaciones de 0, conforme D, e | varian.

D, Onin Omax A0 Periodo

m. Grados Grados Grados Segundos
0,0001 | 5°43’46,49” | 21°11'14,64" | 15°27°28,08” 0,087
0,0010 | 5°43'46,49"” | 22°10" 16, 32" | 16°26°29,76” 0,090
0,0020 | 5°43’46,49" | 23°8'5,64” | 17°24°19,08” 0,092
0,0030 | 5°43746,49" | 23°45’42,12" | 18°1°55,56 " 0,092
0,0040 | 5°43'46,49" | 23°47'8,88" | 18°3'22,32” 0,089
0,0050 | 5°43’46,49” | 23°0’21,6" | 17°16°35,04” 0,082
0,0060 | 5°43’46,49” | 21°27'50,76" | 15°44°4.56” 0,071
0,0070 | 5°43’46,49” | 19°27721,24" | 13°43°34,68” 0,059
| 0,0080 | 5°43'46,49” | 17°16'26,76"” | 11°32°40,2” 0,047
0,0090 | 5°43'46,49” | 15°7'56,64" | 9°24°10,12” 0,037
0,010 | 5°43746,49"” | 13°8'2,04" 7967 15,59 " 0,029
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En la Fig.(5.35 a y c¢) tenemos las funciones de ¢ para dos casos, donde D, = 0,006m y D, =
0,01 m. Las funciones fueron graficados para un intervalo de 0 < ¢ < 60 Rad. y un intervalo

de tiempo 0 < t < 0,5 seg.

Observamos que la funcion ¢(t) es una curva ascendente. Para poder tener una medida de
como es que estan ascendiendo (en forma semejante al caso sin fricion), se efectuo un ajuste
lineal a los datos de ¢(t) vs. t y se considera el concepto de angulo de inclinacion (seudo

pendiente).

En el Cuadro(5.29) se muestran los ajustes de curva a la funcion ¢(t). Con este ajuste se
puede ohserva que su pendiente es positiva y se va incrementando a medida que D, aumenta

pero el angulo de inclinacién se acerca lentamenta a los 90°.

En la Fig.(5.35 ¢ y d) tenemos la funcion 3 para los casos, donde D, = 0,0056m y D, =
0,01 m. Se grafico para un intervalo de —8 Rad < 3 < 1 Rad. y un intervalo de tiempo

Oseg < t < 0,5 seg.

Observamos que la funcion ¥ (t) presenta curvas oscilantes pero baja. Al efectuar el ajuste
de curva obtuvimos (para todos los valores de D;) que su pendiente, va disminuyendo hasta
volverse negativa en D, = 0,004m y de alli en adelante va incrementando su pendiente

negativa a medida que D, aumenta.

En la Fig.(5.36 e y f) mostramos la funcién (t), en un intervalo de —15Rad/seg < 0 <15
Rad/seg. y un tiempo t € [0, 0, 5] seg, cuando el parametro D, = 0,005 m y D= 0,01 m.
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= 0.00om y d) D, = 0,0lm.

Cuadro 5.29: Ajuste lineal de ¢(t), cuando D, varia.

D, Ajuste lineal Pendiente | £ de inclinacion ¢

m. fo=A+ DBt Rad/seg. Grados
0,0001 -0,01691 + 86,98902t 86,98902 89°2028, 95"
0,0010 -0,04980 + 90,039351 90,03935 89°21'49, 26"
0,0020 -0,0602 + 93,47034 t 93,47034 89923'13, 34"
0,0030 -0,06035 + 96,911161 96,91116 89924'31, 68"
0,0040 | -0,05750 + 100,28191t | 100,28191 8992543, 22"
0,0050 | -0,06204 + 103,48031t | 103,48031 89926'46, 79"
0,0060 | -0,04311 + 106,39506t | 106,39506 89°27'41, 39”
0,0070 -0,0518 + 109,02259t 109,02259 89928’28, 11"
0,0080 | -0,03652 + 111,44466¢ | 111,44466 8992909, 22"
0,0090 | -0,01010 + 113,40741t | 113,40741 89°29'41, 25"
0,0100 | 5,130x107* + 115,28037 ¢ | 115,28037 89°30’10,8" |
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Cuadro 5.30: Ajuste de lineal de ¥ con respecto a D,.

D, Ajuste lineal Pendiente | Z de inclinaciéon ¢

m. fo=C+ Di Rad./seg. Grados.
0,0001 | 0,02212+412,1452t 12,1452 85°17'34, 99"
0,0010 | 0,00209+8,73916t | 8,73916 8302819, 85"
0,0020 | 0,00645+4,83961 t 4,83961 78°19'31, 35"
0,0030 | 0,00975+40,96250t | 0,96250 43°54'19, 11"
0,0040 | 0,01206-2,71197t -2,71197 —69°45'33, 38"
0,0050 | 0.00902-5,97075 t -5,97075 -80°29'31, 80"
0,0060 | 0,00782-8,68797t | -8,68797 -83926'02, 59"
0,0070 | 0,01132-10,89259¢ | -10,89259 -84°45'16, 68"
0,0080 | 0,04525-12,88458¢ | -12,88458 -85933’43, 37"
0,0090 | 0,01857-14,30558¢t | -14,30558 -86°00'04, 96"
0,0100 | 0,0074-15,66683t | -15,66683 -86220'52, 13"
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Figura 5.36: Comportamiento de ()(t); ene) D, =0,000my f) D, = 0,0lm,y é(1); en g) D,
= 0,005m y h) D, = 0,01m.
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Se puede observar que la curva 0(t) es periodica y muestra valores maximos y minimos.
Donde a medida que el el parametro D, se incrementa, la amplitud se incrementa lentamente.

Mientras el periodo de la funcion disminuye.

Con la ayuda de la base de datos, elaboramos el Cuadro(5.31), donde se consideran los resul-
tados para los valores de D,, dados en el Cuadro(5.25). Donde mostramos que el incremento
A# va aumentando lentamente y el periodo de 0 se va incrementando hasta D, = 0,0020m, y
apartir de alli disminuye conforme D, se va incrementando. l.uego se puede decir aproxima-

damente que D, = 0,002m es un valor critico.

Cuadro 5.31: Variaciones de 0, conforme D, e | varian.

D, O min O iz Af PPeriodo
m. Rad/seg | Rad/seg | Rad/seg | Segundos

0,0001 | -9,94862 | 9,94862 | 19,89724 0,087
0,0010 | -10,3961 | 10,3961 | 20,7922 0,090
0,0020 | -10,9071 | 10,9071 | 21,8142 0,092
0,0030 | -11,4224 | 11,4224 | 22,8448 0,092

0,0040 | -11,9292 | 11,9292 | 23,8584 0,089
0,0050 | -12,4133 | 12,4133 | 24,8266 0,082
0,0060 | -12,8618 | 12,8618 | 25,7236 0,071
0,0070 | -13,2643 | 13,2643 | 26,5286 0,059
0,0080 | -13,6144 | 13,6144 | 27,2288 0,047
0,0090 | -13.9081 | 13,9081 | 27,8162 0,037
0,010 | -14,1419 | 14,1419 | 28,2838 0,029

En la Fig.(5.36 g y h), mostramos la variaciones de la funcion q-ﬁ(t), para un intervalo de 0 <
é < 180 Rad/seg. y un tiempo t € [0,0,5] seg, cuando el parametro D, presenta dos casos

Dy, = 0,006m y D= 0,01 m.

Notamos que la funcion ¢(t) es periodica y muestra valores maximos y minimos. Donde sus
valores minimos son muy agudos y sus maximos son suaves (casi constantes durante 0,025 seg),

a medida que el parametro D, se incrementa, la amplitud de la funcién ¢(t) se incrementa.

En el Cuadro(5.32) mostramos el incremento Aq‘b, aumenta lentamente, mientras el periodo
de la funcion (2), va incrementando hasta D, = 0,0020m, y apartir de alli disminuye conforme
D, se va incrementando. Por otro lado, el periodo de la funcion se va incrementando hasta
D, = 0,0020m, y apartir de alli disminuye el periodo de la funcion q.&(t), conforme D, se va

incrementando.
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Cuadro 5.32: Valores notables de ¢ conforme D, e | varian.

D, Brmin bz Ad Periodo
m. Rad/seg Rad/seg | Rad/seg | Segundos

0,0001 | 1,93012x10~* | 108,399 | 108,3988 0,087
0,0010 | 2,09673x10~* | 110,395 | 110,39479 0,090
0,0020 | 2,31641x10~* | 112,787 | 112,78676 0,092
0,0030 0,0000 115.68 115,68 0,092
0,0040 -0,00134 119.326 | 119,32734 0,089
0,0050 | 3,3294x10~* [ 123,928 | 123,92766 0,082
0,0060 | 5,1256x10~* | 129,798 | 129,79748 0,071
0,0070 | 4,5875x10~* | 137,138 | 137,13754 0,059
0,0080 | 5,58525x10~* | 145,688 | 145,68744 0,047
0,0090 | -6,22x10~* 155,377 | 155,37762 0,037
0,010 4,06x1073 166,269 | 166,26895 0,029

Enla Fig.(5.37 1y j) mostramos la variaciones de la funcion ¢.v(t), en un intervalo de —80Rad/seg <
P < 120 Rad/seg. y un tiempo t € [0,0,5] seg, cuando el parametro D, presenta dos casos

D, = 0,006m y D,=0,01 m.
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Figura 5.37: Comportamiento de 'd;(t); eni)D; =0,000myj) D, =0,0lm.

Se puede observar que la funcion ¥(t) es periodica y muestra valores maximos y minimos.
Amedida que el parametro D, se incrementade, la funcion ¥ (¢) incrementa lentamente su

amplitud.

Con la ayuda de la base de datos se elaboro el Cuadro(5.33), alli se observa que Ay evoluciana

lentamente y el periodo de la funcion 4 tambien se incrementando hasta D, = 0,0020 m, y
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apartir de alli disminuye conforme D, se va incrementando.

(Cabe sefalar de los cuadros elaborados que los periodos de las funciones de ) y de las derivadas

de los angulos de Euler son los mismos para cada caso en que se varia el parametro D,.

En la Fig(5.38) se muestra las superposiciones de la funciones 0, ¢ y ¢, cuando D, varia de
0,000lm a 0,006m, y en la Fig(2.39) cuando varia de 0,007 m a 0,0lm esto lo hacemos para
poder observar graficamento, que los periodos son los mismos en todas las funciones, para un

determinado valor del parametro D,.

Cuadro 5.33: Variaciones de ¢ conforme D, e | varian.

DZ tﬁz)min 1Z)méx A'Z) Periodo

m. Rad/seg | Rad/seg | Rad/seg | Segundos
0,0001 | -9,94053 | 99,9998 | 109,94033 0,087
0,0010 | -12,6777 | 99,9998 | 112,6775 0,090
0,0020 | -15,9084 | 99,9998 | 115,9082 0,092
0,0030 | -19,463 | 100,0000 | 119,463 0,092
0,0040 | -23,5388 | 100,0200 | 123,5588 0,089
0,0050 | -28,358 | 99,9997 | 128,3577 0,082
0,0060 | -34,0713 | 99,9994 | 134,0707 0,071
0,0070 | -40,7267 | 99,9996 | 140,7263 0,059
0,0080 | -48,3517 | 99,9994 148,3511 0,047
0,0090 | -57.0301 100,01 157,0404 0,037
0,010 | -66,9322 100 166,9322 0,029

Finalmente se construyo, el cuadro (5.34), nuestro interés se centra en el porcentaje de error
cometido al calcular la Energia. En este Cuadro(4.34) el % Error de la Energfa inicia incre-
mentandose a partir del valor D2=0,001 m hasta un valor de D, = 0,005 m, a partir de alli,
el error va disminuyendo. Este efecto también se aprecia en los incrementos de la energia (A
E). A pesar de esto el maximo error es de aproximadamente %6, considerando que se trara de

un calculo numeérico, podemos considerar que los calculos aiin son satisfactorios.
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angulos de Euler, cuando D, varia de 0,0001
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Cuadro 5.34: Variaciones de la Energia conforme D, varian.

D, Emin E iz A E E % Error
m Joules Joules Joules Joules Joules
0,0001 | 0,0216 | 0,02241 | 0,00081 | 0,021990040,0000032 | 3,68 %
0,0010 | 0,02136 | 0,02228 | 0,00092 | 0,0217800+0, 0000036 | 4,216 %
0,0020 | 0,02108 | 0,02213 | 0,00068 | 0,0215400+0,0000041 | 3,147 %
0,0030 | 0,02082 | 0,02198 | 0,00116 | 0,021400040, 0000020 | 5,445 %
0,0040 | 0,02059 | 0,02184 | 0,00125 | 0,0212100+0, 0000021 | 5,892 %
0,0050 | 0,02042 | 0,02169 | 0,00127 | 0,0211000+0, 0000048 | 6,031 %
0,0060 | 0,02033 | 0,02155 | 0,00122 | 0,02095004+0, 0000020 | 5,826 %
0,0070 | 0,02029 | 0,02140 | 0,001LL | 0,020940040,0000044 | 5,325 %
0,0080 | 0,02030 | 0,02125 | 0,00095 | 0,020790040, 0000040 | 4,572 %
0,0090 | 0,02033 | 0,02111 | 0,00078 | 0,020800040, 0000032 | 3,769 %
0,010 | 0,02035 | 0,02096 | 0.00061 | 0,020720040,0000010 | 2,953 %
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OBSERVACIONES DE LA TRAYECTORIA DE LA PROYECCION DEL CENTRO
GEOMETRICO SOBRE EL PLANO XY

Se iniciara mostrando las trayectorias para el caso D; = 0,01m, en tres intervalos de tiempo:

1) Parat € [0, T] seg.
I1) Parat €[0,27] seg.
I11) Parat € [0, 3T] seg.

donde T es periodo de las funciones 0, 0, qS y z[!. Para este caso T = 0,029 seg. Se hizo esto

para conocer como es la trayectoria para estos "intervalos notables”.

Antes de mostrar los graficos de las funciones halladas, con el objetivo de simplificar las
expresiones en vez de decir, movimiento en el intervalo [0, k7], se dird movimiento (o funcién)

en k7T periodo, (k € Z%).

[) Parat € [0, T] seg.
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Figura 5.40: Trayectorias del centro geométrico cuando D, = 0,01m para un tiempo t [0,7 |seg.

I'n la Fig(5.40) notamos de los graficos
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a) La funcion X(t) es negativa, en casi todo el intervalo de tiempo. Tiene 2 minimos relati-
vos: X = -0,00114 m cuando t=0,00570 seg, y X=-0,00100 m cuando t=0,02250 seg. Hay un

maximo relativo en t= %7' = 0,0145 seg, cuando X=-0,0002 m.
b) Y(t) es una funcién decreciente y negativa.

c) Z(t) es una funcién positiva, con un maximo relativo en t=37 = 0,0145 seg.

d)La funcién @ tiene tres ceros, para el intervalo de tiempo [0, 7], ademas observanos
%) Para el intervalo {0,137 > :

- El primer cero cuando t=0 seg, "punto de inicio”, apartir de aqui 0 es positivo.

- ¢ tambien tiene un cero en t=0, y luego la funcion empieza a crecer.

-3 para t=0 tiene un maximo y luego la funcion empieza a disminuir su valor.

%) Para el intervalo [37,7 > :

- Segundo cero de § en t= %7' = (,0145 seg. Luego los valores de @ son negativos.

- qb tiene un maximo relativo en t=%7' y luego empieza a decrecer.

- 1,1) tiene un minimo en t=%7' y despues va incrementando su valor.

- Tercer cero, para t = T, se puede decir que todos los valores de 0, ¢ y ¥, se ubica como en

el punto de partida.

En la Fig(5.41) mostramos

a) Se nota la formacion de la mitad de un rizo cuando la trayectoria de la proyeccion llega al
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Figura 5.41: Trayectoria de la curva en | periodo en el plano y en tres dimensiones.

—0,00021 m, ¥4 = - 0.0020m). EIl tiempo transcurrido hasta el punto A es

punto A (X4 =
de [0,%] y para este intervalo de tiempo la trayectoria de la curva, es de tal modo que X <

0y Y < 0. La curva se cruzaen B ( Xg = - 0,00072 m y Yg = - 0.00200 m.) La trayecto-

ria tiene sentido antihorario. Podemos decir que se forma un rizo para un periodo transcurrido.

b) Trayectoria de la curva en 3D, forma un rizo. Ademas podemos ver las proyecciones de la

trayectoria en los planos X7, XY y YZ.

[I) Parat € [0, 27] seg.

En la Fig(5.42) notamos los graficos

a) La funcion X(t) es casi positiva, en todo el intervalo de tiempo < 7,27 >. Tiene 2 maximos
en t = 0,03398 seg (Xpnaz= 0,00129 m) y t= 0,05065 seg (Xmaz= 0,00082 m). Un minimo

relativo en t=%7’ = 0,0435 seg (Xmin = 0,00017 m).

b)Y (t) es una funcidon creciente y negativa para < 7,27 >.
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Figura 5.42: Trayectorias del centro geométrico cuando D, = 0,01lm para un tiempo t
(0,27 |seg.

c) Z(t) es una funcion positiva, para t= < 7,27 >, con un maximo relativo en %'T = 0,0435

seg y tiene dos ceros en t=0,0290 seg y t=0,0580 seg.

d) La funcién 6 tiene tres ceros, para intervalo de tiempo [T, 27].

%) Para el intervalo [T, 37 >:

- El primer cero, cuando t=7 = 0,0290 seg. L.uego 0 es positivo.

- ¢ tiene un cero tambien y empieza a crecer.

- ¢ en t=T tiene un maximo relativo y empieza a disminuir su valor.

%) Para el intervalo [27,27 >:
- Segundo cero de 0 en t=57 = 0,0435 seg , y despues es negativo.
- (/) tiene un maximo valor en %'T, y empieza a decrecer.

- % tiene un minimo valor en 27 y luego empieza a incrementar su valor.
2 I

- Tercer cero: t=2 T = 0,0580 seg, todos los valores de 0, d) y 12) se ubica como en el "punto

de partida”.
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Figura 5.43: Trayectoria del centro geométrico en 2 periodos (0,05800 seg.), en plano y en tres

dimensiones.

En la Fig(5.43) presentamos

a) Para el intervalo de tiempo (T, %‘T], se forma la mitad de un segundo rizo la trayectoria

llega al punto C (X¢= 0,00019 m, Yo=- 0,00192 m), la al puntoe la proyeccion del Centro
Geométrico(CQG) es de tal modo que X >0y Y < 0. La curva se cruzaen D (Xp=- 0,000692

m, Yp= - 0,00174 m). Cuando t=2 T se forma el segundo rizo. Podemos decir que se forma

2 rizos para dos periodos transcurridos.

b) Trayectoria de la curva en 31), se forman dos rizos. Se puede apreciar las proyecciones en

los tres planos (XY, XZy YZ).

[11) Parat € [0, 37] seg.

En la Fig(5.44) notamos

a) La funcion X(t) es casi negativa en [27,37]. Tiene 2 minimos para este intervalo: si

t=0,0622 seg (X,in= -0,0014 m) y t = 0,0786 seg (X,.;n = -0,00067 m) Hay un maximo
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relativo en t=%7’ = 0,0720 seg. (Xmez = -0,00015 m).
b)Y (t) es una funcion decreciente y es negativa para el intervalo < 27,37 >.

c) Z(t) es una funcién positiva para < 27,37 >, con un maximo relativo en t=37 = 0,0725

seg y tiene dos minimo. en t=0,0580 seg y t=0,0870 seg.

d) La funcién 6 tiene para [27,37] , tiene tres ceros

%) Para el intervalo < 27, %7' >:
- El primer cero cuando t=2 7 = 0,0580 seg. Luego 6 es positiva, en este intervalo.
- é tiene un cero y empieza a crecer.

- Pero @ tiene un maximo en 27 y luego empieza a disminuir su valor.

%) Para el intervalo < 27,37 >:
- Segundo cero de 6 en tng =~ 0,0725 seg. Despues 6§ es negativo, para este intervalo.
- ¢ tiene un maximo valor en %7', y empieza a decrecer.

. . 1oL s . _5 . . . . .
- Mientras i tiene un minimo valor en t=37 y luego empieza a incrementar su valor.

- Tercer cero en t=37, todo se ubica como en el punto de partida (t=3 7 = 0,0870 seg ).
De la Fig(5.45) se observamos de los graficos

a) Se nota la formacion de un tercer rizo en el intervalo [27,37], la mitad del tercer rizo se
termina de formar en E (Xg =- 0,00019 m, Yg, - 0,00203 m). La trayectoria de la proyeccion
del CG del elipsoide es de tal modo que X < 0eY < 0.8i 27 <t < %7—. Podemos decir que

hay tres rizos para tres periodos.

b) La Trayectoria del CG del elipsoide en 3D, forman tres rizos. Tambien se observa las pro-

yecciones de la curva en los planos XY, XZ y YZ.

En la Fig(5.46) se muestra la trayectoria del CG del elipsoide para un intervalo de tiempo de

[0, 15 T = 0,4350 seg].

a) Se nota que el movimiento de la proyeccion del CG del elipsoide en el plano XY, esta
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Figura 5.44: Trayectorias del centro geométrico cuando D, = 0,0lm para un tiempo t
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dentro de una region limitada por dos elipses. Es decir aparecen regiones prohibidas para el

movimiento de la trayectoria del CG. La trayectoria es simétrica al eje Y.

b) Trayectoria de la proyeccion del CG (PCG) en el plano XZ, tiene un valor maximo de

7=0,00023 i y es simétrica con respecto el eje Z=0.

c) Trayectoria de la PCG en el plano YZ, tiene un maximo en Z=0,00023 m y es simétrica a

la recta Y=-0,002 m.

En la Fig(5.47) presentamos la trayectoria de la PCG en 3D, para un intervalo de [0, 15 7.

0.00005

-0.002

N
0003 &

&

[Figura 5.47: Trayectoria del centro geométrico en 31)

Luego de todo lo tratado para este caso D; = 0,01m podemos llegar a las siguiente observa-

cion:

* Cuando se considera la trayectoria para n T periodos transcurridos (es decir intervalos [0,

n7T]), habrd n rizos.

En los siguientes graficos se da algunos ejemplos, para ciertos valores de D,:
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En los siguientes graficos se inuestra las trayectorias cuando D, varia en forma decreciente,
para tres intervalos de tiempo:

i) Para t € [0, 0,08] seg.

ii) Para t € [0, 1] seg.

iii) Para t € [0, 4,8] seg.

En las Figuras(5.60) al (5.65) se tiene :

1) Disminuyendo el rizo hasta desaparecer cuando D,=0,007 m

2) La zona prohibida interna disminuye y luego se incremento .

3) El periodo de los angulos de Euler y sus derivadas va incrementandose a medida que D,
se incrementa.

4) Una caracteristica comun, la trayectoria esta dentro de una regioén acotada por dos elipses.

En las Figuras (5.66) al (5.71) se tiene :

1)El periodo de e los angulos de Euler y sus derivadas va disminuyendo.

2)La zona prohibida interna aumento mas su tamano En los dltimos tres graficos observamos
que la region donde hay movimiento aumenta.

3)La trayectoria de la curva se convirtio en un anillo muy angosto, para D = 0,002m.

4)Ya no aparece rizos, en cambio aparecen en la trayectoria una protuberancia que va dismi-

nuyendo.
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Figura 5.70: Trayectoria del centro geométrico cuando D, = 0,001m y en los tiempos: a)[0,
0,08]seg, b) [0, 1,00]seg,y ¢)[0,4,80]seg
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Figura 5.71: Trayectoria del centro geométrico cuando D, = 0,0001m y ©n los tiempos: a)[0,
0,08]seg, b) [0, 1,00]seg, y  c)[0,4,80]seg
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5.5. CONCLUSIONES

* Para § cuando hay movimiento por deslizamiento, el comportamiento de este es semejante
al caso del Tipp Top, pero sin llegar al valor de 180° (el maximo valor es 160?). Para algunos
casos se hallo (p ) que el valor promedio de § =100°, es decir el cuerpo rigido se comporta
como el movimiento de un huevo duro [revista). Es decir para que un huevo duro se pare debe

de haber friccion por deslizamiento

* Se forma la mitad de un rizo cuando:
- 0 tiene ceros en en t=%7', %7', %T,... &‘2:17', donde n = 1,2,...00y T es el periodo de 9,(}5
y ¥.

2n—1

- ¢ tiene maximos relativos en t=="==T".

- 7) tiene minimos relativo en t=2"—2"17'.

* Cuando 6, ¢ y 9 pertenecen a un intervalo [n-1, n 7] se forma un rizo.

* Cuando se grafico X(t), se puede notar :
- Es casi negativa para los intervalos [(n-1)7, n 7], si n es 1,3,..2m-1, con m = 1, ..00.

- Es casi positiva para los intervalos [(2n-1)7, 2n7T], si n es 2,4,..2m, con m = 1, ..00.

* El grafico de Y(t), es negativo para cualquier tiempo t, y se puede observar :
- Es decreciente para el intervalo [(n-1)7, n 7], si n es 1,3,..2m-1, con m = 1,..00.

- Es creciente para los intervalos [(2n-1)7T, 2n7], si n es 2,4,..2m, con m = 1, ..00.

* El grafico de Z(t), es siempre positivo para cualquier tiempo t, y se puede observar :
- Tiene 2 ceros en el intervalo < n7,(n +1)T>, sin = 1,..00.
- Tiene un maximo en tzp"T-lﬁ, cuando n = 1,..00.

- Sus maximos siempre coinciden con la formacion de la mitad de un rizo.

* Las funciones 6, 6, ¢ y 1 para el movimiento sin friccion y con rodadura pura, son periodicas
y estas funciones tienen el mismo periodo, cuyo valor cambia si algun parametro (ejemplo c)

o condiciodn inicial (¥(0)) se modifica.

* El movimiento del CG esta limitado por 2 superficies cilindricas en general elipticas. Es decir
el movimiento del CG esta dentro de una region R limitada. Luego el Centro de Gravedad se

mueve en una region limitada, con lo cual podemos decir que existe un pozo potencial.
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