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RESUMEN 

En ste trabajo se analizó el movimiento de un cuerpo rígido de forma elipsoidal, con 

sem1eJe a, b, c ( dond a = b ). Su centro de masa se ubi a en la recta que contiene al 

mieje c. • 1 movimiento fue sobre un plano horizontal sometido a la fuerza de gravedad. Se 

analizaron 3 tipos de movimiento para 1 elipsoide: Sin fricción, con fricción por deslizamiento 

y con fricción por rodadura pura. En todos los casos al aplicar las leyes de la mecánica se 

obtuvieron sistemas de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias no lineales y acopladas, las cuales 

son resueltas numéricam nte por el método d Runge Kutta de orden 4. 
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Abstract 

In thi work w analyz s th mov m nt of a rigid body, of ellipsoidal form with semiaxis a, 

b and e (wh r a = b). h ir nt r of mass is lo at d in the straight lin that contains the 

serruaxi c. Its mov m nt was on a horizontal plan subject to th for of graveness. Thr e 

typ of movement wer analyz d for th llipsoid: V ithout friction, with friction for slip 

and with friction for pur rolling. In all th as s aft r applying the m chanics laws systems 

of Diffi rential Ordinary Equations not lin al and coupled were obtained, which were solved 

num ri ally by th m thod of Rung I utta of order 4. 
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LISTA DE LOS PRI CIPALES SIMBOLOS 

8· fija a ti rra, con e ntro en O.

{
A** A** A **

}1 1 , e 1 
Ba 8 ** con e ntro n O· 

{
A

;
A

;, A;} Ba 8 * ligada al cu rpo rotant ( lipsoid ) .

{ G (� cS} Bas modificada d Eul r Be, con e ntro n G.

0 'ngulo ntre A

3 ye;. 

rp , ngulo ntre A 1 y ( 1 .

'lp , ngulo entre ti y et. 
0 Velocidad d nutación. 

rp Velocidad de prec s·ión. 

ve Velocidad d l punto d contacto C del elipsoide. 

W. elocidad ángular.

Fd Fu rza de fricción por deslizami nto. 

Fr Fuerza d fricción por rodadura pura. 
R Fu r za debido al reacción normal. 

P Fuerza d bido al peso. 

La Momento angular con r sp cto a G. 
T� Torque con r sp cto a un punto G, d bido a la reacción normal. 
T� Torque con resp cto a un punto G debido a la fricción por deslizamiento. 

g celeración de la grav dad(Ti rra ).

m Masa del elipsoide. 

n modulo de la fuerza d reacción normal. 

13 M om nto principal de inercia r f erido al Je 
3· 

Momento principal de in reía ref rido al Je '; = x;. 

1J1 Distancia d l e ntro g om 'trico d l elip oide al plano de contacto. 

1)2 Distancia del e ntro geom 'trico( C0) al centro de ma a( G).

µ Co fici nt d fri ción. 
G Centro de masa. 
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homogénea, donde se determinó el ángulo polar 0 = 0(t), [Vid94] . Semejante al hallado por 

Cohen. 

El movimi nto del tippe top es interesante y curioso, tambien puede observarse en otras si­

tuaciones. Como en 1 artículo del 2002; Moffatt y Shimomura [MoffShi], publicaron en la 

revista ature, donde analizan un antiguo experimento: el movimiento de un huevo. Ellos 

comprobaron que solo, el huevo duro (cocido) puede levantarse, cuando se hace girar, lo cual 

no ocurre con el huevo crudo, debido a que en el huevo duro se comporta como un cuerpo 

rígido. 

El objetivo del presente trabajó es analizar el movimiento de un cuerpo rígido; de revolución, 

de forma elipsoidal, con centro geom 'trico en C0 y semiejes a, b y c ( donde a = b > e). 

La distribución de masa es tal que el centro de masa esta sobre la recta x; que contiene al 

semieje c (Fig. (0.3)). Cabe resaltar que el eje x; es un eje de simetría. A este cuerpo lo 

llamaremos simplemente elipsoide no homógeneo. Se estudió el movimiento de este cuerpo, 

cuando se desplaza sobre una superficie horizontal (plano de contacto X1 X2). Sometido a la 

fuerza de gravedad de la tierra y a la reacción normal del plano de contacto(piso ). 

Luego se consideró la fricción con el piso, analizandón dos casos: el deslizamiento y la roda­

dura pura ambas estudiadas por separado. Las ecuaciones diferenciales que se encontraron 

son no lineales y acopladas. 

•• 

Figura 0.3: Elipsoide no homogéneo, bajo la acción de una fuerza por rodadura pura. 
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Por lo general esto ocurre en la mayoría de los sistemas mecánicos, los cuales no pueden re­

solverse exactam nte. Es necesario usar m tódos numéricos q_ue permitan obtener soluciones 

aproximadas. El m tódo numérico, usado para resolver las simulaciones, es el Runge Kutta 

de 4to Orgen. 

continuación s hará un breve resumen de los capítulos que presenta la tesis: 

Capítulo 1.- Fundamento de la mecánica del cuerpo rígido. 

e r alizará un repaso de los conceptos, más importantes en la mecánica del cuerpo rígido, se 

hablará: el operador de rotación, la velocidad angular, el torque, las ecuaciones de movimiento 

de Euler y las ecuaciones modificadas de Euler aplicadas a un cuerpo rígido. 

Capítulo II.- Movimiento de un elipsoide no homogéneo sin fricción. 

e analizara el movimiento del elipsoid no homogéneo sin fricción aplicando las ecuaciones 

modificadas de Euler, que serán resueltas numéricamente en el capítulo V. Para comprobar 

los calculas se calcula la energía mecánica ( como no hay fricción se conserva la energía). Usan­

do este método se demostrará que el ángulo de Euler 0 oscila entre un mínimo { Bm in) y un 

máximo (Bmax )-

apitulo III.- Movimiento de un elipsoide no homogéneo con fricción por deslizamiento 

A diferencia del capítulo anterior, aquí se analiza el movimiento considerando, la fricción 

que sufre el elipsoide no homogéneo sobre el plano de contacto. Debido al rozamiento, las 

ecuaciones diferenciales de movimiento son un poco complicadas. Se empleará las ecuaciones 

modificadas de Euler y la 2da ley de ewton, obteniendose al final 5 ecuaciones diferenciales 

ordinarias de segundo orden. La solución numérica de las ecuaciones diferenciales ordinarias, 

para ciertas condiciones iniciales, se muestran n el capítulo 

Capitulo IV.- Movimiento de un elipsoide no homogéneo con fricción por rodadura pura. 

Se hallá las ecuaciones diferenciales de movimi nto, cuando el elipsoide esta sometido a una 

fuerza de fricción por rodadura pura. Por lo tanto se conserva la energía mecánica, esto per­

mitirá comprobar los calculas obtenidos, hallando el porcentaje de error. 



Capitulo V.- R ultado náli is y on lusiones .. 
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r u lv num 'ri am nt la ua 10ne dit r n ial s d movimiento no lin ales y acopladas 

para lo igui nt 

) ovimi nto in fri ión obr 1 plano d conta to. 

B) .f ovimi nto on fri ión por d lizami nto obr el plano d ontacto.

) ov1m1 n o por frie ión por rodadura pura sobre 1 plano d contacto. 

mpl ando 1 m tódo d Rung I utta d 4to Ord n para resolv rlo numéricamente. demás 

analiza varia situa ion s· ntr llas, uando ( j m nor d 1 elipsoid ) varia y el resto 

d parámetro on tant . De igual man ra s fectuarán lo cálculos, cuando hay 

fri ción por d slizami nto y por rodadura I ura. 



CAPÍTULO I 

FUNDAMENTOS DE LA DINÁMICA DE UN 
CUERPO RIGIDO 

l. l.- Introducción.

1.2.- Op rador de Rotación. 

1.3.- locidad angular. 

1.4..- Vector de inercia. 

1.5.- om nto angular d un u rpo rígido. 

1.6.- La n rgía cin 'tica. 

1.7.- D rivadas d l mom nto angular. 

1.8.- • uaci.ón_ de Eul r. 

1.9.- cua ion s modifi adas d ul r. 
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1.1. INTRODUCCION 

En 1 pre ent apítulo hará un r paso d los fundam ntos más important s de la 

dinámi a d 1 u rp rígido. iniciará st r paso on el op rador de rotación R( u, 0), la 

velocidad angular (W), I v ctor de in reía (Y(Q u)) l mom nto de in reía (l(Q u)), los 

j s principale d in rcia, mom nto angular (Lq) y la energía cinética. (K) de un cuerpo 

rígido. ambi 'n s d mostrará las cua ion s d ul r, qu s rvirá para deducir unas nu vas 

cuac1011 ( dond int rvi nen lo ángulos d uler), llamadas ecuaciones modificadas de Eu-
ler [ oh77] y [ id94]. 

Figura 1.1: Los v ctor s g ométricos. 

x• 
2

Para vitar confusiones s ntenderá por v ctor (A) a un s gm nto ori ntado ( gdo). Por 

otra part s ti n una bas B = e t , A 2, A 3} ( Fig. ( 1.1) ), la xpr sión d A n dicha base e 
3 

A= ¿Ak A k• la matriz columna de component s d A en la has B se r pr sentará por A,

k=l 

es d cir 

A ( 1.1) 



1.5 

r ordará qu las ompon nt s d A dep nden de la base, pero este segmento orientado 

(v ctor A) sigu siendo 1 mismo en cualquier base d vectores (es sólo una flecha). 

1.2. OPERADOR DE ROTACIÓN 

e considerá un vector q, que al aplicarle un op rador de rotación origina otro vector, al cual 

se llamará p. t op rador, hac qu q gir un ángulo 0, alrededor de la recta M (Fig. 1.2), 

la cual contiene a u (vector unitario). El op rador de rotación se denotará por R(u, ff), es 

decir 

p R(ü,0)q. 

Figura 1.2: plicación del operador d rotación 

(1.2) 

La expresión (1.2) es una relación g ométrica y aún no intervi nen las componentes de los 

vectores. Para esto elegimos un sistema de ej s cartesianos ( d terminada por un punto de 

origen(O) y tres vectores (e 1 , e2 , e3 ), que forman una has ortonormal). 

Los vector s p y q tendrán sus componentes referidos a esa base y el operador de rotación 

R (-u, 0) quedará representado por una matriz R (ü, 0) (Fig.(1.3)) 

Sea la base B = {e 1 , e2 , e3 }, luego 

p ( 1.3) 



X 

Figura 1.3: Operador de Rotación con r sp cto a un ist ma d 
d muestra qu la r lación ntr p y q s ( [ al9 -3])

R (ú,0) ( :J 
con 

IR( u, O) lI + 1U sen O + 1U2 ( 1 - cos 0) , 
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s cart sianos. 

( 1.4) 

( 1.5) 

donde R( u 0) s una matriz llamada matri:: de rotación r :C rida a la has 8 n el cual 0el ángulo d rotación, u s un ve tor unitario paralelo al eje d rotación. Las xpre iones para 11, lU y u son 
][ u = ( :::: ) '

'll3 
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i denotamos por 

q 

la expresión (1.4) s equivalente a 

p = R(u,0) q <=:> p= R(t't,0)q. 
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(1.6) 

(l. 7) 

(l. ) 

continuación se muestra un ejemplo donde se aplica la matriz de rotación R( u, 0). Halla­

remos la xpresión de A' qu r sulta al rotar A = e 1 un ángulo a = 30º alrededor del vector 

a = F5( -e2 + 2e3), donde se toma u = a y 0 = a. Es d cir 

)i'=R (a,a) -. 

Para poder calcular primero formamos la matriz 1U dada en la expresión (1.6) 

( 

O -2 

10=� 2 O
1 O 

-1)o ) 

o 

luego se tendrá la xpresión (usando la ec.(1.5)) 

R(a, a) (� � �)+ �(� O O 1 1 

-2

o 

o 

-1) � sen 30
º

( 

-

5 +½ �
o 

-4

-2

�2 ) (1 - cos 30º), 

-1

(1.9) 

(1.10) 

(1.11) 



r mplazando 

Finalm nte 

n la xpr sión ant rior ti n qu 

-2,23(). -1 115

) O, -O 056 ,

-0,056 0,972

ta matriz n la .(1.19) para = A 1, s obt ndrá 

JR(a a)-, 

( 

O 60 -2 2 O -1 115 

) ( 

1 
) 2,230 O, -O 056 O 

1 110 -0, 056 o, 972 O 

( O 60
) 2,230 . 

1,115 

-, 

1.2.1. Matriz de Eul r 
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(1.12) 

(1.13) 

(1.14) 

ea un sistema d '2 '3) y ( i, 2, X3) con bas B = C i e2 th } y B* =

e r A 2 A;} r sp ctivam nte ( ig.(1.4)). pu d onsid rar l si t ma d x; x; y '; 

orno el resultado d t tuar tr s rota ion s al sist ma d 1 2 y ,,.3. con id ra 
st artificio para fa ilitar l cálculo d la matriz d transforma ión d oord nada 1 

Las ro a ion s son las sigui nt s: 

S a un v ctor 0P qu va a rotar alred dor d a la base B ) un á.ngulo 

</> originando al v ctor 0P '. Si 0P = 
A 

k st g n ra una has 8 1 

= { A �, A;, A ;} (Fig.( 1.5)) ,

,s d ir 
1 P . l'fi 1 

. , l , • "' • • 1 
. 

V+ ara s1mp 1 car a nota ion, s 1ara e k = e k y o eJes k = ✓\. k . 



dond e�= e3. 

Figura 1.4: istema de jes y base de vectores B y B* 

� �// El vector O I' ' va a rotar alrededor d e� un ángulo (), originando el vector O I' . 

se forma una nu va has 811 - {e II e II e 11} 
- 1, 2, 3 , 

donde e '( = e �. 
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(1.15) 

( 1.16) 

Finalment 1 vector 0P II rota al red dor de e� un ángulo '1/; originando al vector 0P 111
• 

� 11 
A 

II b 8111 
{ 

A /// A 1// A 11/} 
U I' = e 3 se genera una ase = e 1 , e 2 , e 3 , 

donde e ¡ = e � . 2

2 P · ¡·fi l 
·' h ' • 111 • • 1 · X v• ara s1m-p 1 - car a notac1on, se ara e k = e k y os eJes k = .,\. k . 

( 1.17) 
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Para obtener la matriz de transformación de coordenadas o cambio de base de B a 8
111 

reem­

plazamos las ecuaciones (1.15) y (1.16) en (1.17) consiguiendo 

(1.18) 

Recordando la expresión (l. ) se tiene de la ec. (1.18) lo siguiente 

(1.19) 

La matriz 

JR (e�, 1P ) JR ( e�, 0) R ( ea, <t>), ( 1.20) 

será la matriz de transformación de coordenadas, los tres ángulos formados ( 0, </>, 1P) son 

llamados ángulos de Euler. Como los coeficientes de la matriz de cambio de base B'" a B 

dependen de los ángulos de Euler, se les llama Matriz de rotación de Euler, E (1P, 0, </>) ([Val96-

3)). Lo interesante es que esta matriz de rotación no se realiza solo con respecto a un unico 

sistema de ejes, sino a rotaciones sucesivas alrededor de los ejes e 3, e� y e�-

Se demostrará que 

(1.21) 

Para la demostración de la ec.(1.21) se aplicará las propiedades [Val96-3). 

R [ R ( v, a ) v, /3 ] R (v,a)R (u,/3)R (v,-a) , (1.22) 

R (v,a) R (v, -a) I, (1.23) 

donde I es el operador identidad. Emplearemos la propiedad ( 1.22) en la demostración de la 

ecuación 

( 1.24) 

que equivale a demostrar la ec.(1.21). 

Aplicando la propiedad ( 1. 22) a la rotación R ( e�, 1p ) y recordando ec. ( 1.16) 



,•· 

X = X' 
3 3 

-'· - . - . . . - . .. -·.. .. .... .. .. .. .. .. .. .. 

... · . . . 

(a) 

·····
··
.. 

X' 
1 

.. ,• 
·..·· ,•

x''=x ''' 
3 3 

A''' A'' 

3 

··. ..•· 

(e) 

x'' 
l 

, . 

"'---,'-.,. 

X' 
3 

·--------·-

(b) 

i 

., 
. l 

21 

Figura 1.5: onstruc ión de los ángulos d • ul r. ( a) Rotación alr d dor d 1 j X3, un ángulo 
</>, (b) Rotación alred dor del J �, un ángulo 0 y ( c) Rota ión alr dedor del eje Xf, un 
ángulo 'lf· 
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R C � 0) R (e;, 'lt,) R (e�, -0), (1.25)

ahora efectuamos la misma propiedad ( l. 22) para la rotación R (e�' 'l/;) y considerando la 
ec.(1.15)

( 1.26)

finalmente aplicamos la propiedad (1.22) a la rotación y considerando la ec.(1.15) R(e�,0)

R (e�, 0) 

Reemplazamos la c.(1.25) en el lado derecho de la ec.(1.24)

( R (e�, 0 ) R (e;, 'lt,) R (e�, -0))

( 1.27)

= R (e1,·ip)R (e�,0)R (e 3

( 1.2 )

,</>), para facilitar laDe la ec.(1.2 ) y la ec.(1.26) y definiendo a R 
escritura de las expresiones,

R { !R (e;, 0) [ R ( e3, 1>) !R ( ea, ,¡,) R ( €3, -1>)] R (e;, -0) }

( 1.29) 



y por tíltimo n la c.(1.29) re mplazó la ec.(1.27) en el primer factor R (e�, 0)

R { ( !R (i3,</,) !R ("i, 0 ) !JI (i3,-</,)) [!JI (i3,</,) !R (i3,lp)!JI (i3,-</,) l 

R C �, -0) } R ( � �, 0) R ( e3, </>).

la ec.(1.30) le aplicó la propiedad (1.23) y simplificamos 

l 

I 

R 

I 

y se obtiene 

23 

(1.30) 

(1.31) 

( 1.32) 

( 1.33) 

y recordando la definición de R = R (e�, 1/J) R (e�, 0) R ( <h, </>), se comprueba la ec. ( 1.24) que 

a su vez compru ba la c.(1.21) y con la c.(1.20) se tiene finalmente 

E('¡/;,0,</>) R ( e:l, <P) R ( e1, e) R ( e:i, 1/J ). ( 1.34) 

Por otra parte usando la c. ( 1.5) se ti n las expresiones matricial s de R( e3 , <P), R ( e1, 0) y



-senq>

cose/>

o 

( 

cos4, -sen-�, O 

) JR ( e3, 'lp) = sen'lj, COS'lp Ü . 

O O 1 

24 

(1.35) 

(1.36) 

(1.37) 

La expresión final para E(-it,, 0, e/>) se da luego de multiplicar las matrices (1.35), (1.36) y (1.37) 

y reemplazando en la ec. ( 1.34) obtenemos finalmente la matriz 

E( 'ljJ, 0, </>) =

(cose/> cos 'ljJ - sen</> cos 0s en'ljJ) ( cos ef> cos 0s eru/J + cos'ljJsenq>) ( sen'ljJsen0) 

( - cos ef>sen'ljJ - sen</> cos 0 cos 'ljJ) ( e.os ef> cos 0 cos 'ljJ - sen'ljJsenef>) ( cos 'lj,sen0)

( senef>sen0) ( - cos ef>sen0) ( cos 0) 

1.3. VELOCIDAD ANGULAR 

( 1.38) 

Para definir el concepto de velocidad angular para el movimiento general de un cuerpo rígido, 

consideramos los siguientes puntos Q, A, B, C, ( [Va102]) pertenecientes al cuerpo rígido tal 

que los vectores QA, QB y (JC son mutuamente ortogonales y con los módulos iguales, luego 
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QA·QB =0, (1.39) 

QB·QC =0, (1.40) 

Q ·QC =O. (1.41) 

·-· -··-- � ...

-..... ____ \ 

'· 

e" Xl 
2 

igura 1.6: Relación entre los vectores no colineales QA, QB y QC 

Si se derivan las ecuaciones (1.39), (1.40) y (1.41) tendremos 

Q QB+QB. QA =0, (1.42) 

QB. QB+QC QB =0, ( 1.43) 

(1.44) 

Por otro lado los módulos d QA, QÍJ y QC son constante (pues no-varja en el tiempo, porque

A,B, y Q pertencen al cuerpo rígido) es decir 



lcJAI - cte.,

lQBI cte.,

IQCI = cte .. 

pero por algebra d vectores se sabe lal2 = a.a, por lo tanto 

QA · QA cte.,

QB · QB cte., 

QC·QC - et .,

si derivamos las expresiones anteriores se tendrá 

o '

luego de efectuar las operaciones respectivas se obtien 

QA. Q.4 o, 

QB. QB - o '

QC. QC - o '

26 

(1.45) 

(1.46) 

(1.47) 

(1.48) 

(1.49) 

( 1.50) 

(1.51) 

( 1.52) 

(1.53) 

( 1.54) 

(1.55) 

( 1.56) 
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D la oncluir qu Q s p rp ndi ular a Q , (r cordemos que a.b = 

o � a..Lb) nton xist un f p rp ndi ular a Q tal qu 

Q // (f X Q ) . 

d igual man ra xist rñ y ñ tal qu d la cua iones (1.55) y (1.56) 

QB // ( m X QB), 

QC // (ñ X CJC), 

como f rñ y ñ son ualquiera se lig un f rñ y ñ tal qu (Fig.(l. 7)) 

1.Q o, 

rñ . QB o 

ñ. Q(5 o, 

además s x1ge 

-

Q 1 X Q ' 

QB 
-

X QB, - m

QC 
- QC.n X 

(1.57) 

(1.5 ) 

( 1.59) 

(1.60) 

(1.61) 

(1.62) 

(1.63) 

(1.64) 

( 1.65) 

ni ndo- n uenta las uac1on (1.60), (l.&1) y (1.62), s ti n Í ..l Q°] rñ ..l QB y
ñ J_ QC', ntonc s s pu cL xpr sar 



QA 

l X QA 

Figura l. 7: Relación entre los vectores � QA y Q.A

f v1 QB+vz QC, 

rñ 

V5 QA +v6 QB, 

porque el conjunto { QA, QB, QC} se puede considerar una base ortonorma.l.

De las ecuaciones (1.66), ( 1.67) y ( 1.68), se obtienen las ecuaciones

f- rñ

..... ..... 

m-n

f-ñ

De otro lado de la ec.(1.42) con las ecuaciones (1.63) y (1.64) se obtiene

28

(l.66) 

(1.67)

(1.6 )

( 1.69) 

{ l. 70) 

( l. 71) 



Q}\ . ( m X QB) + QB . (f X QA) o, 

mediante la propiedad a.(b x e)= -b ·(ax e) la ec.(1.72) se transforma en 

-m (QJt X QB) + l. (QJt X QB) 

(f- m) . (QJt X QB) 

o, 

o. 
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(l. 72) 

(1. 73) 

(1.74) 

En forma semejante las ecuaciones (1.43) y (1.44) y con la ayuda de las ecuaciones (1.63), 

(I.64) y (I.65) se puede obtener las siguientes igualdades 

( m - ñ} . ( QB X QC) o, { l. 75) 

o, {l.76) 

Por otra parte recordando que QA y QB y QC son ortogonales, QB x QC / /QA.. 

Se tiene luego de la ec.(1.74) (Í - rñ). QC = O, pues en la ec.(1.74) (L - m) solo tiene 

componentes en Q}l y ([ÍJ, luego de la ec.(1.69) se tendrá 

(l. 77) 

igualmente de la ec.(1.7.5) (rñ - íl) solo tiene componentes en QB y QC, luego se tendrán

respectivamente 

/.13 - /./5 = Ü ==? /./3 = /./5, ( l. 7 ) 

y por último de la ec. (l. 76) (Í- íl) solo tiene componentes en Q}l y QC luego se tendrán 



D la cua ion s (1.66) (1.67) (1.6 ), (l. 77) (l. 7 ) y (1. 79) obten mos 

í 

ñ V3 Q + V1 QfJ 

30 

(l. 79) 

(l. O) 

(1. 1) 

(1. 2) 

r ordando la ua ion s (1.63) (1.64) (1.65),(1. O), (l. 1) y (1. 2) es fácil demostrar que 

estos vector s satisfacen r spectivam nt 

Q - Í' X Q 

QB - I 

m X QB 

QC -, 
n X QC, 

dond 

f' = m 
1 
= ñ' = l/1 QfJ + V2 QC + ll3 Q

si definimos a est último vector como W tenemos 

-

Q - Wx 

QB wx 

Q ' 

QB, 

QC 
-

X QC, w 

c.(1.86) es dond W por la 

(l. 3) 

( l. 4) 

(l. 5) 

( l. 6) 

( l. 7) 

(l." ) 

( l. "'9) 



w 

Para un punto ualqui ra P p rt n ci nt a un u rpo rígido s t ndrá 

con r sp cto al ti mpo 

de modo que m <liante las uaciones (l. 7),(1. ),(l. 9) y (1.96) 

fa torizando W d la c. (1.93) 

reemplazando la c.(1.91) en (1.94) s tiene 
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( 1.90) 

( 1.91) 

( 1.92) 

(1.93) 

(1.94) 

QP = \N X QP. (1.95) 

El v ctor W, r cib el nombre d veloc-idad angular. La recta que pasa por Q y paralela a 
W se le l lama eje de rotación al cual d notar mos por M ( Q, it). 

Para describir la v locidad, ÓP d un punto P del cuerpo rígido on resp cto a una refe­
rencia cuyo orig n s l punto O, pod mos scribir, 

(1.96) 

( 1.97) 



n la .(1.97) r mplazamos Q"J!> d la .(1.95) 

OQ+W X QP, 
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(1.98) 

la c.(1.9:-,) mu stra qu cualqui r punto P de un cu rpo rígido n movimiento en general 

pu d int rpr tar orno la omposición el dos movimi ntos un movimi nto de traslación 

paral la ( p ci:ficada por un punto Q del u rpo rígido), y otro d rotación del cuerpo rígido 

air d dor d un j ori n ado qu pasa por dicho punto Q, dond en g n ral W dependerá del 

ti mpo. 

1.4. VECTOR DE INERClA 

ea el v ctor unitario u que sta ontenida n la r eta M un punto Q p rteneciente a la recta 

M ( Q it) y onsid r mos un sist ma discr to d partículas dond una particula d masa mk

esta ubicada n 1 punto Pk, (Fig. l. ). 

,• 

: A �

\... _)J. QPk. 

r··· 

...... ··. ·
··· ........... .

···• ...

··•. ···· ······ 

'• 

······::•.-_:,, ·�
•, 

.r·-... 

.. · \ 

Íf(Q¡U) ¡ 

,•· ········ ..... 

igura l. tor d in r ia Y(Q,it) 

D finir mos 1 v tor de in r 1a para 1 sist ma d partículas 



Y (Q, u) = ¿ mkQ� x (u x QF{). 
k=l 
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(1.99) 

• n la Fig.(1. ) s mu stra 1 v ctor d in rcia, ste ve tor de in rcia depend del punto Q y

d 1 v tor unitari (u).

1.4.1. MOMENTO DE INERCIA 

d fin el mom nto d in r ia d 1 sistema d partículas Pk ( ig.(1.9)) con respecto al eje 

M ( Q u), como la proy ción del v tor d inercia sobre u 

l(Q,u) = u.Y(QJ1), 

si reemplazamos la xpr sión (l. 9) en (1.100) se obti n 

N 

l(Q, u) = ¿mk'U. { QPk 
X ( u X Q]\)} 

k=l 

usando la identidad vectorial a. e¡; x 2) = ( a x b) . e s tien la ecua ión 

N 

l(Q, u ) = ¿mk (u x QJ\). (u x Q]\), 

la e .(1.102) es equivalent a 
k=l 

N 
2 

l(Q, u ) = ¿mk !u x W\I 
k=l 

m <liante la relación ax b = lal lbl s n<.p y como u s unitario ntonces 

N 
2 

l(Q, u ) = ¿mk (lu l ¡cv\l s ncp) 
k=I 

dond cp es 1 ángulo formado por u y QP (Fig.(1.9)). 

(1.100) 

(1.101) 

(1.102) 

(1.103) 

(1.104) 

S ti ne IQP!:j s ncp = [d(PkM)] donde d(Pk M) s la distancia del punto Pk a la recta M,

por lo tanto: 

l(Q, u ) = ¿mk[d(Pk,M)]2
• 

(1.105) 
k=l 



Figura 1.9: Momento de Inercia l(Q, ú). 

En el caso continuo se tiene 

t(Q,u) = J d(P,m)2dmk,

1.4.2. EJES PRINCIPALES DE INERCIA 

La recta M(Q, u) es un eje principal de inercia si

y (Q,fi) = ,u, 
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(1.106) 

(l.107) 

con 1 =/O.Se puede demostrar facilmente que,= l(Q, ú), multiplicando escalarmente por u 

a la ec.(1.107) 

ú.Y(Q,u) (1.10 ) 

l(Q,u) = , l. (1.109) 

Para el caso de los cuerpos rígidos con ejes de simetría y densidad de masa constante los 

ejes principales de inercia coinciden con los ejes de simetría. s decir si ú coincide con el eje 

principal de inercia. 



y (Q,f'J.) 1 ( Q) 11,) u. (1.110) 

1.5. MOMENTO ANGULAR DE UN CUERPO RIGI-

DO 

n la Fig.(1.10) con id ra un ist ma d par í ulas discretas qu s comportan como 

un u rpo rígido qu ti n un movimiento g n ral. onsider mos un punto Q cualquiera del 

cu rpo rígido qu u ar mo para d finir la v locidad angular del cu rpo rígido. Es decir existe 

un v tor W / Q'Jj = W x QP. Dond el i t ma de ejes X 1 X2 y 3 es un Sist ma de 

Referencia Inercial ( .R.I.) 

3 �- . 

2 

Figura 1.10: 'ist ma de partí ulas discretas que se comportan orno un u rpo rígido. 

d fin orno 1 momento angular de un u rpo rígido, LQ

N 

LQ= ¿ mk (crt\ x o7\), 
k=I 

(1.111) 

dond OÍ\ es la velo idad de la partí ula Pk, de masa m,k con vector I osi ión 0P k, s gun la. 

ig.(1.11) 

S a 



/ 

; . . 

l .• o.
¡· .. 

_; ··•. 

í 
i 

:M(�a) 

\\ 
' ' 

1 \ 
/ 1 

Figura 1.11: Esquema del v ctor a]!,k

reemplazando la ec.(1.113) en la ec.(1.111) y desdoblando la sumatoria se obtiene 

por lo tanto 

N N CQ = L (Q/\ X OCJ) mk + L (-rJPk X Q]\) mk,
k=l k=l 

ad más se define el vector posición del centro ele masa con resp cto a Q 

[tc[Í\mk]
Q� = _k_·=l __ _ 
V.<.i - M ' 
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(1.112) 

(1.113) 

(1.114) 

(1.115) 

(1.116) 



dond la ma a total usand sta última d finición n la ec.(1.115) obt n mos 

igura 1.12: 

. N . 

CQ = MQG X OQ + L ffik (°QPk X QPk)
k=l 

tor unitario u, qu oincid on 1 J M ( u, Q) y W
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(1.117) 

n ad lante s tomará n cu nta 1 con pto d v locidad angular qu s vio n la ección 1.3. 

1 u es 1 vector unitario qu coincide con el je M(-u, Q) y W es 1 módulo de W (Fig.(Ll2))

luego 

W=Wu. 

D la s cción 1.3 como Pk p rten c a un u rpo rígido, se ti n 

� 
➔ 

� 

QPk = W X QYk. 

Reemplazando la c. ( 1.11 ) n ( 1.119) 

finalm nt sustituy ndo la c.(1.120) n la .(1.11 7) 

(1.11 ) 

(1.119) 

(1.120) 



. N 

CQ = M QG X OQ + w L ffik { Q]\ X ( u X Ql\)} ' 
k=l 

n la .(1.121) 1 gundo t'rmino s 1 v ctor d in rcia Y(Q,u), luego

Lq =M (cJc X OCJ) + w Y((J, ü).

, , 

1.6. LA ENERGIA CINETICA 
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(1.121) 

(1.122) 

La n rgía in tica d 1 sist ma d partí ulas mostrada en la Fig.(1.13) d finida por 

' 

3 
"• 

e • • •  2 

p• m

k k 

" 

íe
3 

" o 
e. 

el 
,, 

,.11 

igura 1.13: Sistema <l partí ulas, n la Bas ligada B* 

Para una partícula Pk su velocidad k- 'sima sta dada por la .(1.11 3), s d cir 

( 1.123) 

OPk = 0Q + Q7\, (l.124) 

r mplazando la c.(1.124) en (1.123) obt nemos 



u ando la propi dad lal2 

= a. a n la c.(1.125) t n mos

K = ¿ � (BQ + QPt) . (BQ + QPt) mk, 
k=l 

desarrollando y desdoblando la sumatoria 

K 

N 

pero¿ mk 
k=l 

N 

� L mk I OQ 1
2 

+ ¿ mk (BQ.QJ{) +} L mk IQJ{(
k=l k=l k=l 

M, (masa total del cu rpo rígido) y lo"ól
2 

= 1vQ 1
2 lu go 

K = �M ¡vQ l
2

+ (OQ .QG) M + � t mk I QÍ{ 1
2

, 

k=l

como Q, Pk pert necen al cuerpo rígido Q E{ = W x Q Pi

K 
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( 1.125) 

( 1.126) 

( 1.127) 

(1.12 ) 

(1.129) 

Para simplificar las cuacion s se considera una has ortonormal de v ctores B* = { A t, A
;, A;} 

ligada al cu rpo rígido con origen en Q (Fig.(1.13)), y un nu vo sist ma d ej s X Z, tal 
qu n cada instante los ejes Xk *, ( con orig n n Q) coincid n on A k· El tercer término 
s rá transformado d tal man raque apar zca las component s (WjJ de W con re pecto a la 
base B*. 
Al t rcer término de la c.(1.129)10 denotamos por K, 



Reemplazando la ec.(1.130) en la ec.(1.129) se tiene 

mediante la propiedad lem ntal ial2 =a. a, de la ec.(1.130) 

K, 

ea 

.... .... � 
s = w X QPk' 

con la ayuda de la expresión (1.133) y la ec.(1.132) se obtiene 

K = ½W x (� m,Q#..S) , 

usando nuevamente la ec.(1.133) en la ec.(1.134) 

K, 

pero W = Wu, luego de la ec.(1.135) 
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( 1.130) 

(1.131) 

(1.132) 

(1.133) 

( 1.134) 

(1.135) 

( 1.136) 

como W no dep nde del su bindice k la expresión ( 1.136) con la ayuda de la propiedad ( a x 
➔ ➔ 

b). é = a.(b x é) s obtiene 

K, (1.137) 
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por d fini ión d v tor d in rcia t n mos 

IC = ½ W
2 u . Y ( Q u) . (1.138) 

· continua ión tran formal:'emos al v tor d in róa ( Y ( Q, u)) de la c. ( 1.138), m <liante

A 
� * 

A 
* 

·u=� 'Uj j· ti .n por la .(1.99) 

j=l 

Y (Q u) 

p ro 

u 

¿ mk Qi{ X ( u X Qi{), 
k=l 

L
* 

A

* 
U· . 

J J 

j=l. 

r emplazando la .(1.139) n la c.(1.99) 

intercambiando las sumatorias 

Y(Q u)

3 N 

L u; L mk Q p� X e; X Q Jt) ' 
j=l k=l 

(1.139) 

( 1.140) 

(1.141). 

plicando la d finición d vector de iner ia n 1 s gundo mi mbro d la c.(1.141) s ti ne 

qu 

;3 

Y(Q u) ¿u;Y(Q,A;) (1.142) 

j=l 

En 1 caso n qu los j s ; ;, ; qu están ligados al cuerpo rígido (Fig.(1.14)), on los 

j s principal s d in reía d 1 ueq o rígido d la c. ( 1.11 O) 

1 
A

* j j• 
( 1.143) 
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r ord mo qu u'J s la compon nt d 'U n la bas B* = { A r, A;, An e lj es el mom nto d 

m r 1a on r 'P to al ; ;, ,,.3 r sp ctivam nt , como stán unidos rigídamente al 

cu rpo to momento d in r ia no l p nd n d 1 ti qipo. 

R emplazando la .(1.143) n (1.142) se obti n 

Y(Q,u) 

u tituy ndo la c.(1.144) n la .(1.13 )

3 

3 

-- -p 11\ 
k 

(1.144) 

I 

Figura 1.14: Los j s principal s d m reía, son los J s 
ment al cuerpo rígido. 

'* ,. * 

1, • 2 - 3 que tán unido rigída-

que s pu d xpr sar d la forma sigui nL 

p ro W = W u y se d mu stra fácilment qu w; = W u; (p.51 para la. demo tración) 

( 1.145) 

( 1.146) 



K 
3 

½w. I: (w;) 1j A;
.i=l 

3 

orno W = ¿ w; A; la c.(1.147) s transforma n 
u=l 

K, 
= 

! (� W* A* ) ( � W� 1 . A�) 2 L u u . L J J J 

u=l j=l 

fi ctuando 1 produ to scalar t n mos 

3 

K = 1 I: lk W*¡,
k=l 

r mplazando la .(1.14 ) n la .(1.12 ) s ien finalm nt 

K 

DERIVADAS DEL MOMENTO ANGULAR 
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(1.147) 

(1.148) 

(1.149) 

(1.150) 

encontrará la derivada d 1 momento angular por dos formas para lu go igualar tas 
r lacion s obteni ndo una cuación que s ria la cua ión d ul r. Emplear mos la d finición 
d l mom nto angular dada n la ec.(1.111) 

! (LQ) =!{t. mk (QP. x m.)}, (1.151) 
fi ctuando op racion s s ti n 

Lq = ¿ mk ( Q"!\ x ÓPk + QPk x DPk) (1.152) 
k=l 

r cord mos qu stamos d rivando s gún un obs rvador O, ubi ado n 1 istema d R ferencia 
In rcial. Por la 2dª 1 y d wton mk Of\ s igual a la fu rza total (1 k) qu . a tua sobr la 
partícula d masa mk, por lo tanto la c.(1.152) s convi rt n 
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(1.153) 

pero 

{1.154) 

1int 1 t donde k s la fu rza total interna y :
x 

es la fu rza total externa que actuán sobre la

partícula k- 'sima r sp ctivamente. La ec.(1.154) la re mplazamos en la ec.(1.153) y se obtiene 

N N N 

L (cr/ik X 1�nt) + L (QPk X J/
t

) + L ffik (a/ik X OPk) ' (1.155)

pero s sabe qu 

k=l k=l k=l 

1 torqu total int rno con resp cto al punto Q es 

N .... t � (� 1int)TQ = L Qrk x k 
k=l 

y el torqu total xterno con r sp cto al punto Q es d finido como 

N

f �j' = L ( Q1\ X 1:xt) , 
k=l 

reemplazando las igualdades (1.156) y (1.157) en la ec.(1.155) se obtien 

N . . 

ft' + Té¡t 
+ L mk (Q'Pk X o"Pk) • 

k=l 

Podemos usar una d las propiedades del cu rpo rígido : 

T ... int _ 
O

Q 
-

' 

( 1.156) 

(1.157) 

( 1.15 ) 

(1.159) 

para d <lucir la relación (1.159) s supone que las fuerzas int rnas entr la partícula d ma a 

m¡, con v ctor posición r¡ y la partícula de masa mi, on vector posición 1�, actuan a lo largo 

de una recta qu coincide con r2 - r1 ( ig.(1.15)). 

R mplazando en la ec.(1.15 ) 

N . .

f,¡t 
+ ¿mk (Qi\ X o"Pk), 

k=l 
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Figura 1.15: Las fu rzas int rnas ntre la partícula de masa m¡, con vector posición Ti y la 
partícula de masa mi, con vector posición -Fj, actuan a lo largo de una recta que coincide con 

r2 - ri-

igura 1.16: Relación para el vector OPk = � + QPk-



d la Fig.(1.16) se tien 

luego 

derivando con respecto al tiempo 

o1\-c5Q, 

Efectuando Q.I\ x ÓPk considerando la ec.(1.162) 

que se puede escribir 

Qi\ X OPk 
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(1.160) 

(1.161) 

(1.162) 

(1.163) 

( 1.164) 

reemplazando en la ec.{1.160) se tiene [Q 

depende del subindice k-ésimo 

N 
. . 

Tr.t + I: mk ( OPk X OQ) y como ÓQ no 
k=l 

(1.165) 

por otra parte el vector centro de masa esta dada por 

M 
(1.166) 

derivando con respecto al tiempo 

(tm•@•) 
M 

( 1.167) 



luego 

L ffik Ó1\ - M "oc. 
k=l 

De las cuaciones ( 1.169) y ( 1.166) 
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(1.168) 

(1.169) 

La egunda forma d la derivada del momento angular se encuentra derivando la ec.(1.122), 

obteniendóse 

demás de la fig. 1.16 (pág. 29)se tiene 

QG - DB-5Q, 

derivando 

OG-OCJ, 

ahora multiplicamos vectorialmente a la ec.(1.172) por ÓQ 

QG X 0Q - (� - OCJ) X 0Q, 

QG X 0Q - CJB X OQ. 

Reemplazando la ec.(1.174) en {l.170) 

1.8. ECUACIÓN DE EULER 

Igualando la c.(1.169 ) y la ec.(1.175) y simplificando se tiene 

(1.170) 

(1.171) 

(l.172) 

(1.173) 

(1.174) 

(1.175) 

{l.176) 
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Recordando la d finición de vector de inercia 

Y (Q,u) ¿ mkQPk X ( u x Q"Pk), 

k=l 

(1.177) 

con 

3 

u=¿u;e;, (1.178) 

j=l 

es decir u; son las componentes del vector u en la base B* = { e i, e2, e;} ligado al cuerpo

rígido ( Fig.(1.14)). Luego de la ec.(1.17 ) en la ec.(1.177) 

(1.179) 

intercambiando el orden de los simbolos 

(1.180) 

Por definición de vector de inercia 

Y (Q,e;) ¿miJ7\ x (e; x CV\), (1.181) 
k=l 

entonces 

3 

Y(Q,u) = L u;v (Q,e;). (1.1 2) 

i=l 

En el caso en que los ejes X¡, x;,x;, que están ligados al cuerpo rígido ( Fig.(1.14), p. 43), 

son los ejes principales de inercia del cuerpo rígido. Por lo tanto se cumple que 

( 1.1 3) 

donde lj es el momento de inercia con respecto a los ejes X¡, X2 y x; (que coinciden con 

e i, e 2, e;) y como están en un cuerpo rígido, el tj no dependen del tiempo. Al reemplazar la.

ec.(1.183) en (1.182) 
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y (Q, ft) (1.184) 

reemplazando la ec.(1.1 4) en (1.176) 

f Q ext M (OG x �) + W tu; li e;+ W (t u; li e;). 
J=l J=l 

(1.185) 

ea 

(1.186) 

reemplazando la ec.(1.1 6) en la ec.(1.185) 

M (Q<Jx ocJ) +W¿u ;li e;+wi5, (1.187) 

j=l 

como solo intervienen los torques externos representaremos los torques de la manera f Q

desarrollando P 

f ext 
Q 

.. 3 

M (CJG x 5Q) + w ¿ u; 1j e;+ w P, 
j=l 

j5 

como e;, esta ligado al cuerpo, entonces usamos la ec.( 1.95) 

A *  

e ­
J 

reemplazando esta ec.(1.190) en ec.(1.189) 

wx 

3 3 

A* 

e j,

i5 - L u; 1j e; + L u ;  1j (w x e;) ,
j=l j=l 

( 1.1 ) 

( 1.1 9) 

( 1.190) 

(1.191) 



d donde 

reemplazando la c.(1.192) en (1.1 ) 

por lo tanto 

f ext

Q 

.. 3 3 

M (CJG x ocj) +w ¿ u;lj e; + ¿ u;1j we;+w x

j=l j=l 

50 

(1.192) 

(t ujl;e;)}, 

(1.193) 

(t wu; li e;). 
J=l-

(Ll94) 

ntes de prosegmr demostraremos la relación mencionada en la p. 43, W; 

recuerda que 

w Wú, 

expresando u en la base B• = { e i, e 2, e 3}

reemplazando la c.(1.196) en la ec.(1.195) se obtiene 

w 

o 

w 

por otra parte 

3 

W � .

A

. L..,¡ uj e_1,
J=l 

3 

¿ (wu;) 
j=l 

(1.195) 

(1.196) 

(1.197) 

(1.19") 



d la .(1.19 ) y (1.199) 

w � w�
A

� L J J' 

.i=l 

W'll* = W* 
J J' 

r mpla.zando la c.(1.200) n la e .(1.194) s consigue 

f ext 

Q 

.. 3 3 

M ( QG x BQ) + w ¿ u; ,j e;+¿ it; ,j w A;+ w x
.i=l j=I 

agrupando las dos prim ras sumatorias y factorizando lj A; 

5] 

( 1.199) 

(1.200) 

(1.201) 

3 3 

f�t = M (QG x oQ) + ¿ (wu; +wú;) lj e; +w x ¿ w;,j e;, (1.202)

j=l j=l 

derivando la xpr sión (1.200) 

w-. 
J 

finalment r mplazando en la ec.(1.202) 

W * w. * ·uj + Uj, 

3 3 

M ( QG x OQ) + L w; 1j e; + w x L w; , j e;, 
j=I j=l 

( 1.203) 

( 1.204) 

que son las ecuaciones dij erenciales de Euler, expr sada en forma v ctorial para el caso más 

gen ral. 

Recordemos qu w; son las componenl s de W en la base B* =- {e;, e;, A;} ligados al cuerpo

rígido. En m cánica t órica los casos qu más s . pres ntan son: 

) El punto Q s fijo (Ejemplo: trompo sim'trico) . 

B) Q no s un punto fijo, p"ro Q = G. (Ej mpl I tippe top).



n ambo asos s umpl QG x OQ = O lu go la .(1.204) s r du a lo siguient 

f ext 

Q 

3 3 

ML vv;1j A
; 

+w x L w;1j A
;

. 

j=l j=l 

hora xpr amo f,¡t n la ba B* = { A r A;, A ;} 

T ext _ T* A * + T* A * + T* A * 
Q - Q1 l Q2 2 Q3 3"

De la .(1.205) y (1.206) t tuando op raciones igualando las componentes: 

Tq 1

11 w; + w; w; (b - 12)
) 
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(1.205) 

(1.206) 

(1.207) 

(1.20 ) 

( 1.209) 

s tiene tr s cuacion s difer n iales acopladas ordinarias llamadas cuaczon de Euler m n­
cionada n los textos d m ánica teóri a. 

1.9. ECUACIÓN MODIFICADAS DE EULER 

va analizar un cu rpo con un J d s1m tría ( ejemplo, un elipsoide homog, n o de r volución 
con s mi jes a = b > e) dond l j om id on 1 j de sim tría tal que t 1 = t2 = 1 ( 
Fig.(1.19), pág. 47). 

onsid rando una nu va has d v tor s B{ 

man ra ( ig(l.17}y Fig(l.1 )} y 
{ ¿ 1, t2, ¿3 }, la cual se defin de la igui nte 

(1.ZlO) 



x* 
1 

X� 
2 

Figura 1.17: Relación entre las bases B =- { ek}, 8 * =- { ek *} y 8{ =- { �� }-

,53 

(1.211) 

(1.212) 

Se considera un sistema de ejes X6 1 X61 X6 que coinciden con f1
t 

(2 1 (3
1 

respectivame°'te. 

De la ec.(1.211) notamos que ¿1 coincide con la recta de intersección del plano X1, X2 con el 

plano x;, x; 3
• Realizamos este cambio de base para simplificar los pasos para obtener las 

ecuaciones diferenciales ordinarias de movimiento para un cuerpo rígido. 

Si Q = G se tendrá 

M (QGx ÓQ) o, (1.213) 

reemplazando la ec.(1. 213) en la ec.(1.176) se tendrá 
3Ver p 66 para su justificación. 



x* 
2 

X� 

�1

x* 
1 

X 

�1

Figura 1.1 : Relación entre las bases B* = {ek *} y Be= { fk }· 

Tét
= wv (G, ·u)+ wv (G, u), 

como se sabe el vector de inercia para un sistema de partículas es 

N 

Y (Q, u) LmkQPk x (ti x 
QPk), 

k=l 

si en la ec.(1.215) consideramos el caso Q = G, se tendría 

N 

Y(G,u) L mk a]\ X ( u X en\ ) . 
k=-1 

,54 

(1.214) 

(1.215) 

(1.216) 

Ahora expresaremos el vector u de la ec.(1.216) como una combinación lineal de la base Be 

( 1.217) 

para simplificar la notación con el simbolo de sumatoria a los vectores unitarios t1, t2, ¿3 los

renombramos como 



T/1' 

T/2, 

Finalmente para la ec.(1.217) se tendrá 

reemplazando la ec.(1.224) n la ec.(1.216) tenemos 

Y (G u)

intercambiando el orden de la sumatoria en la ec.(1.225) se tiene 

Y(G,u) 
3 N 

L 17tL mkc/>k X {tl X c/>k}.
t=l k=l 

Aplicando la definición de vector de inercia en la ec.(1.225) tenemos 

Y(G,u) L 17tY(G,il). 
t=l 

,55 

(1.218) 

(1.219) 

(1.220) 

(1.221) 

(1.222) 

(1.223) 

(1.224) 

( 1.225) 

(1.226) 

( 1.227) 
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X 

o e3
■----------► 

e2

Figura 1.19: Los ejes de simetría X<
1

, X6, X6de un cuerpo rígido. 

pesar de qu los ejes X< 1 ' X<2, ( Fig.(1.19)), no están unidas rígidamente al cuerpo rígido,

estas son perpendiculares al ej X6 en cualquier instante. Por otra parte sabemos por la 

teoría de Mecánica del cuerpo rígido, que todo cuerpo rígido que tiene un eje de simetría, 

cualquier recta perpendicular al eje de simetría es eje principal de inercia. Luego X<
1 

y X<
2 

son ejes principales de inercia. Luego podemos usar la ec.(1.110) 

q G, e:.) 6t, 

reemplazando la ec.(1.22 ) en la ec. (1.227) se ti ne 

Y(G,ú) L 1Ji 1 (G,i1)€i,
t=l 

como estamos considerando un cuerpo con eje d simetría, hacemos lo siguiente: 

12. = 1,

(1.22 ) 

(1.229) 

( 1.230) 



1 (G,�) = '3. 

Finalment r mplazamos las cuacion s (1.230) y (1.231) en la c.(1.229) 

Y (G, i1)

sustituyendo la c.(1.232) en la ec.(1.214) 

f�t = wv (G,u) + w ! (t rJk 1k tk), 
k=l 
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( 1.231) 

(1.232) 

(1.233) 

como los mom ntos d inercia lk son constantes en la ec.(1.233) y efectuando operaciones con 
el operador derivada 

3 3 

wv (G,u) + w¿ T/k lk ik + w ¿ 1Jk ,k ¿k · 
k=-1 k=-1 

e sabe por [ id94] ( apéndice del capítulo 2, pág. 35 de esa referencia) 

con 

usando la ec.(1.235) n la c.(1.234) se obtiene 
3 3 

fext 
G 

wv (G,u) + w ¿ T/k lkik + w ¿ 1Jk 1k (a x ik), 
k=l k=l 

reemplazando la ec.(1.232) n la ec.(1.237) 

(1.234) 

(1.235) 

(1-236) 

( 1.237) 



3 3 3 

fext 
G w ¿ r¡klk ik + w ¿ T/k 1k ik + w ¿ T/k 1k (a x ik), 

k=l k=l k=l 

factorizando t 'rminos n la ec.(1.23 ) 

fext 
G 

Por otra parte W = W u y 11, = ¿ 17i il entonces 
t=l 

w 

se representará por WT, las componentes de W en la base E€ 
4

, luego 

w 

De las ecuaciones ( l. 240) y ( l. 241 ) 

sustituyendo la ec.(1.242) en la ec.(1.239) 

fext 
G 

derivando la ec.(1.242) se ti ne 

T/k W, 

4Denotamos asi para no confundir con W,. = Compe
i¡ 
W.
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(1.238) 

(1.239) 

(1.240) 

( 1.241) 

( 1.242) 

(1.243) 

(1.244) 



u tituy ndo la .(1. 244) n la .(1.243)

fext 
G 

i al .... gundo mi mbro d la c.(1.245) lo nombramos orno U 

a 

al r mplazar la .(1.246) n la .(1.245) s obti n 

fext 
G L WTk lk €k + ü,

k=l. 

d sarrollando la sumatoria n la c.(1.247) 

fext 
G 

D la c.(1.24 ) y la .(1.236) s ti ne 

,59 

(1.245) 

( 1.246) 

(1.247) 

(1.249) 

En 1 ap 'ndi 2 (pág.5 1 v ctor � 3 xpresado en la bas B� al u ar esta relación 
y la ec.(1.302) se consigu 

ü = (0t1+<i>( enOf2+cosOi3)) X (WT¡l1i1+Wr2l2i2+Wr3l3e3), (1.250) 

y d las ua ion s (1.217) (1.21 ) y (1.21 ) 



:D ctuando op racion s n la c. ( l. 251) 

R emplazando la c.(1.252) n la c.(1.24 ) 

f ext 

G 

(<i> cos0 WT¡ 11 - 0WT3 l3) t2 + (owT¡ li- ef>senBWT¡ h) ¿3. 

Expresando T cf en la base B( = { ti t2 ¿3} 

De la ec.(1.253) y la ec.(1.254) obtenemos 

. . . 
WT1 

l1 + cp sen0 WT3 
13 - cp cos 0 WT2 

b r 

. . . 
w T7 '2 + cp cos o w T¡ li - 0 w T3 b T 
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(1.252) 

(1.253) 

(L254) 

(1.255) 

(L256) 

( 1.257) 

analizando un cu rpo rígido tal que 1 1 = b = 1 l las uacion s (1.255), (1.256) y (1.257) 
resulta 

( 1.25 ") 



onsiderando [Val93} se tiene la xpresión para W

w
• A • • A 

06 + fe3 + '1/.1 6,_ 

s1 e reemplaza el valor de e3 ( apéndice 2 ec.(1.302)) se tien 

w 

Expresando W en la base Be

w 

entonces de la ec.(1.262) y ec.(1.263), se tiene haciendo un cambio�= T 

w� 

0, 

e/> sen0, 

. . 

W 6 = e/> COS 0 + ·¡/; ,-

y al derivar las ecuaciones (1.264), (1.265) y 1.266) se obtiene respectivamente 

We1 0, 

<p senO + e/> 0 cos 0,

.. ..

e/> cos 0 - cpO sen0 + '¡/;, 
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(1.259) 

(1.260) 

(1.261) 

( l.262) 

(l.263) 

( 1.2(54) 

( 1.265) 

(L266) 

( L�67) 

(L26") 

(1.269) 
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r mplazando las cua ion s (1.267), (1.268) y (1.26) n la cuacion s (1.258), (1.259), (1.260) 

'implifi ando obtendr mos l sist ma d e ua ion s dit r nciales ordinarias 

T�l 1O+13 4>� scnO + (b - 1) 4>2 co.c;O senO, (1.270) 

1 <isenO + (21 - 13) 4>iJ cos O - iJ� I�{ (1.271) 

( J cos0 - 4> Ó scn0 + �� ) h , (1.272) 

a la cual e les llama ecuacion s dij er nciales ordinarias modificadas de Euler.

Finalm nte d bemo m ncionar qu la demostración para obten r las ecuaciones de movi­

miento de un cuerpo rígido y las d finiciones consid radas s hicieron para un caso discreto, 

pero stos conceptos seg neralizan para 1 caso continua. 
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APE DICE 

Al.- RELACION ENTRE BY B* 

e tienen las siguientes bases de vectores (Fig.(1.20)) 

B (1.273) 

(1.274) 

donde B es la base canónica y B * es la base ligada al cuerpo que rota ( con origen en el punto 

G: centro de masa) , la relación entre estas dos bases se deduce a partir de la matriz de Euler, 

E( 'l/J, 0, q>) (p.17) y mediante la teoria de Transformación de coordenadas. 

,,••· 

x* 
1 

.. •· 

x* 
2 

x
2. 

Figura 1.20: Relaciones entre la base canónica B y y la base ligada B * 

La relación de los vectores d la base B * en función de la base B es 



e; ( COS q> COS 1/) - Sencp COS 0 sen1/)) e ¡ + ( COS q> COS 0 sen'lj) + COS?p senq>) e2

+ sen1/) sen0 e3
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(1.275) 

e; ( - cos </> sen'lj) - sen</> cos 0 cos 1/)) e¡ + ( cos </> cos 0 cos 1/) - sen1/) sen</>) e2

+ cos 1/) s en0 e3 (1.276) 

sen</> sen0 e1 - cos </> sen0 e2 + cos 0 th, (1.277) 

y la relación de los vector s de la base B en función de los vectores de la base B * es 

e1 ( cos 1/) cos </> - sen1/) cos 0 sen</>) e; + ( -sen1/) cos </> - cos -¡/) cos 0 sen</>) e;

+ sen0 sen</> e; (1.27 ) 

e2 ( COS1/)8en </> + .r;en-¡/J COS 0 COS </>) C; + ( -SCTl.'lp sen</> + COS 'lp COS {) COS q>) e; 

- sen0 cos </> e;

�'· 0 A • 

�I 0 A 
• 

0 A 
• 

sen..,,, sen e 1 + cos .¡J sen e 2 + cos e 3 

(1.279) 

( 1.2 O) 
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A2.- RELACIONES ENTRE LAS BASES Be Y B

En el ap 'ndic 1 se mostró las relacion s que xiste entre la base B = { e 1, e2, e3} y

B* = {ei,e;,e;}, a partir d estas bases se formará la base Be = {t1,t2,t3}, relaciona­

dos con los ángulos de Euler. En la Fig.(1.21), se puede apreciar nu vamente la base 

Figura 1.21: Relación de transformación entre las bases de trabajo Be y B 

Definiendo 

th x e; 

1 e3 x e ;1 
(1.281) 

e; X 6, 

(1.2'3) 
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Efectuando operaciones n la ec.(1.2 1) y (1.282), se obtiene los vectores d la base Be en 

función d los vector s d la has B 

e.os <P e¡ + sen</> €2 , (1.284) 

- cos 0 sen</> e1 + cos 0 cos <P e2 + sen0 é3 ' (1.285) 

sen0 sen</> e1 - sen0 cos </> e2 + cos0 e3 . (1.286) 

De la c.(1.2 4) se obs rva qu t1 coincide con la r eta de intersección del plano X1 X2 y 

X¡ x;. Las expresiones de vectores de la base 8 en función de los vectores de la base Be

( cos </> ti - sen</> cos 0) (2 + sen0 sen</> [3 , (1.2 7) 

( sen</> t1 + cos 0 cos </>) (2 - sen0 cos </> (3 , (1.2 ) 

(1.2 9) 
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A3.- RELACIONES ENTRE LAS BASES Be Y B*

e necesita hallar una relación entre los vectores de la base B * = { e i', e;, e;} y la base

sf. = { ti, e2, e3 }, Fig(1.22)

Figura 1.22: Relación entre los vectores de la base B, B* y Bf. 

Estas relaciones estan dadas por los vectores de la base B* en función de los vectores de la 

base Bf. 

• *

e 1 
cos V' 6 + .sen,¡/J fi , ( 1.290) 

• *

e 
2 

(1.291) 

( 1.292) 

Del mismo modo se tiene las relaciones, para los vectores de la base Bf. , en función de los 

vectores de la base B* 



.!, " * ,/, " * cos.,,, e .1 - sen·1p e 2 ,

sen1/J e 1 + cos v; e; 
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(1.293) 

(1.294) 

(1.295) 
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A4.- COMPONENTES DE LA VELOCIDAD ANGULAR EN DIFERENTES BASES ( B,

B* Y B()-

COMPO ENTES DE LA VELOCIDAD ANGULAR EN LA BASE B.

El vector velocidad angular esta dado por la siguiente expresión en la base B.

(L296) 

Las componentes de la velocidad angular expresada en la base B = { e1, e2 , e3}, son 

w. 1/) sen</> sen0 + 0 cos'lf;, (1.297) 

-'l/; cm;</> sen0 + 0 .sen</>, ( 1.298) 

</> + 'l/; co.sO. (1.299) 

COMPO E TES DE LA VELOCIDAD ANG L R Y SUS DERI ADAS E LA BASE 

B* 

El vector de la velocida angular expresada en la base B * = { e i, e 2, e 3} 

w 

cuyas componentes estan dadas por 

W* 
1 

W* 
2

� sem/; senO + 0 cos'lf; , 

</;cos'lf; sen0 - 0 sen'lf;, 

. . 
W ; = </> cos0 + 'l/; .

Las derivadas de la velocidad angular son 

(l.300) 

(1.301) 

(1.302) 

( 1.303) 



W t J sen'l/,1 sen0 + 0 cos'lj; + � � cos'lj; sen0 

+ </>0 cos0 sen'lj; - 0 � sen'I/J,

W; J cos'lj; sen0 - 0 sen'lj; - � � sen'lj; sen0 + � 0 cos0cos'lj; 

-0 'lf' COS'lp 
1 

W* 
3 

</> cos0 - </> 0 sen0 + ;J; . 
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(1.304) 

(1.305) 

(1.306) 

COMPO TES DE LA VELOCIDAD ANGULAR Y SUS DERIVADAS EN LA BASE 

MODIFICADA DE EULER Be

El vector de la velocida angular expresada en la base B e = { l 1, l 2, t 3}

w 

las componentes son 

Las derivadas de la velocidad angular son 

0 , 

0, 

cp8cnO, 

. . 
</> cosO + 'ljJ . 

(1.307) 

(L30 ") 

(1.309) 

(1.310) 

(1.311) 



ef> s en0 + 0 J cos 0 ,

.. .. .. 

q> cos0 + q> cos0 + 'lj;
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(1.312) 

(1.313) 



CAPÍTULO II 

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE NO 
HOMOGÉNEO SIN FRICCIÓN 

2.1.- Introducción. 

2.2.- álculo d 1 torqu d la r acción normal y el p so. 

2.3.- plicaciones de la • cuacion Modificada d ul r. 
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2.1. INTRODUCCIÓN 

� n apí ul analizará 1 movimi nto d 1 lipsoid no homog 'neo, d s miej s a, b y c 

r rdará qu 1 n ro d masa d st u rpo stá ubi ado n el semieje 

n id ra la r a ión normal y el p so, d bido a qu no s toma en cu nta la 

(cona= b > e). 

( ig.(2.1)). 

fu rza d fri ión, apar n magnitud s físi as qu s ons rvan, ( orno la n rgía y algunos 

mom nto g n ralizac\o ). 

alculando lo (produ ido por la r a ión por la r ac ión normal y 1 p so) y con 

la a uda d las ua 10n (1.207) (1.20 ) y (1.209) s obti n las cuaciones <lit renciales de 

movimi nto. 

x* 
1 

igura 2.1: ráfico d las bas s d onsid radas, para 1 studio d 1 lip oid no homogén o. 

1 elipsoid ( ig.(2.1)) s n u ntra n 1 spa io (R3) y s tomará n cuenta tr s ba e d 

vector s: 

+ La prim ra s la has 

con � s 3, on 

anónica 8 = e 1, A 2, A 3}, dond S fija un Í t ma coordenado 

ntro n O, d sd allí s obs rva lo qu o urr on 1 lip oid 

Por lo g n ral a st 1s ma d ial s 1 llama i t ma laboratorio.

>11 Por otra part s tien la has d V tor s B* = { A r' 
A 

; A;} con C ntro n ( C ntro 

d masa) dicha has s a fija al lipsoid qu sta en movimi nto on un i t ma d 



2.2. 
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oI< Finalm nt ti n la ba Be = { f 1, f2 f3 }, llamada bas modificada de Euler (ya

m n ionada n 1 ar 'ndi 2 y 3). tomarán n cu nta los ángulos d Euler (0, </>, 'lj;) 

u r p ctiva d rivada t mporal s (0, ef>, ,J; ). Para considerar la v locidad angular W

d 1 u rpo consid ra Q=G ( s de ir 1 j d rotación pasa por G). 

CÁLCULO DEL TORQUE DE LA REACCIÓN 

NORMAL Y EL PESO 

n la Fig.(2.2) e muestra 1 diagrama d uerpo libr del elipsoide (sin consid rar la fricción). 

La fu rza re ultant ( F) vi ne dada por la expr sión 

F=R+P, 

dond R la R acción normal ( que a túa en el punto d ont.acto qu 

P es 1 peso d l elipsoide. 

o 

('.Ll) 

rá denotado pm 

Figura 2.2: Relacion s ntr las fu rzas qu actuán sobr 1 lipsoide no homogéneo 
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Siendo R y P paral los al vector e3, (Fig.(2.2)), estas fuerzas se pueden escribir de la siguiente 

manera.: 

R (2.2) 

p (2.3) 

donde m, es la masa d 1 elipsoide, g es la aceleración de la gravedad, R es el módulo de la 

reacción normal (R). 

Considerando la egunda ley de ewton 

F =-m.ila, (2.4) 

donde iic es la aceleración del centro de masa del elipsoide. De las ecuaciones (2.1), (2.2), 

(2.3) y (2.4) se obtiene 

o, 

O, 

R-mg.

La solución para las ecuacions (2 . .5) y (2.6) es 

:re. 

siendo ck, constantes que dependen de las condiciones iniciales. 

(2.5) 

(2.6) 

(2.7) 

(2. ") 

(2.9) 



REACCIÓN NORMAL R 

De la c.(2. 7) se obti n 

R = m ( xa� + g) , 
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(2.10) 

pero e ta xpr sión tiene varias incognitas que despejar. Es por eso que hacemos uso de la 

geometría d 1 problema para ncontrar una relación entre ciertos parámetros y funciones 

Figura 2.3: Relación entre ciertos parám tros del elipsoide no homogéneo. 

En la Fig.(2.3) se muestran los siguientes parámetros que intervienen en el elipsoide no ho­

mogenéneo 

>1< C0 : Centro del elipsoide . 

>1< G : Centro de gravedad . 

>1< V1 : Distancia entr el punto C0 y la superfici de apoyo del elipsoide (plano X1X2). 

>J; 0 : Angulo que forma th y e 3 .
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l1l 'D2 : Distancia ntr el punto C0 y G que es constante (porque son puntos que 
p rtenec n al cu rpo rígido) . 

l1l xa1, xa2, �-ra3 : oordenadas del c ntro de masa del elipsoide no homogéneo, Fig.(2.3). 
e ti ne de la Fig.(2.3), que 'D1, sta relacionada con 'D2, 0, xa3 

mediante la expresión 

de otro lado s encuentra que 'D1 
1 satisface

'D1 = ✓ a2sen20 + c2 cos2 0 , 

(2.11) 

(2.12) 

donde a y c son los semiejes del elipsoide, con a> c. Reemplazando la ec.(2.12) en ec.(2.11) 
y despejando xa3 

s obtiene 

Derivando la ec. (2.13) se obtiene 
0sen0cos0 ( a2 

- c2) 
'T'\ 0. 0 Xc

3 
= --:::========== + v2 sen 

✓a2sen20 + c2 cos2 O

y derivando por segunda vez resulta 

(2.13) 

(2.14) 

(a2- c2)ÍJ2 { ( 20 ) ( 2 2) ( 
sen0cos0 ) 2

} 2 cos - 1 - a - e ---;======== + 
✓a2sen2 0 + c2 cos2 0 ✓a2sen2 0 + c2 cos2 0

. .. { ( ( a 2 - c2) cos 0 ) } V2 0 2 cos 0 + 0sen0 
✓ 2 20 2 2 0 + 'D2 'a sen · + e cos (2.15) 

esta expresión se reemplaza en la ec. (2.10) y queda finalmente una expresión para el módulo 
de la reacción normal 'R en función del ángulo 0 y 0.

1 El cálculo para 1) 1 , se halla en el Apéndice B2, p.89.
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n 
[ + (a2 - c2)iJ2 { (2 2 0 ) ( 2 2 ) ( 

sen0cos0 ) 2

} m g ---;:======= cos - 1 - a - e 
✓a2s n20 + c2 cos2 0 ✓a2sen20 + c2 cos2 0 

+ V202 cos 0 + 0 en0 ---;:======= + V2• .. { ( ( a 2 - c2) cos 0 ) } ] ✓a2sen20 + c2 cos2 0 
Para implificar sta expresión se d fine F y H

(2.16) 

F ( sen0cos0 ) 2 

} 
✓ a 2 sen 2ll + c2- cos z O-

H 0 { ( ( a 2 - c2 ) cos 0 ) -n }sen --;:::======= + v2 . 

✓a2sen20 + c2 cos2 0 
Luego el módulo de R queda determinado en forma compacta mediant la ec. (2.19) 

R.= m(F + 0H). 

(2.17) 
(2.1 ) 

Recordando la relación qu existe entre los vectores d la base B = {ek} y de la base 8€ 
2 

e� sen 4> {1 + cos 0 cos </>{2 - sen 0 cos q>.(.3 '

y mediante la ec(2.2) se halla la nueva expresión p-ara R n la b-ase 8€ = { {1' e2, l; }, dando
2 n el apéndice 2 del capítulo I se halla la relación entre By Be , p. 65.
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como r sultado 

R (2.20) 

EL TORQUE f� 

e calculará el torque ft debido a la reacción normal R con respecto al punto G (Fig.(2.4;)), 
usando el vector GC 3 expresado en la base B� = { t1, t2, �3}, mediante

( 
-a2sen0 

) 
A ( c2cos0 

) ..... 6 + 'D2 - ----;::====== 6 . J a2sen20 + c2 cos2 0 J a2sen20 + c2 cos2 0 

Figura 2.4: Relaciones entre las bases de trabajo 

El torque viene dado por 

3GC en la base B{ se calculó, en el Apéndice B3, p. 91.

(2.21) 



qu al fi ctuar operaciones se obtiene 
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T
_,R ,.,.,

{ 
-sen0a2cos0 

( 
c2cos0

) } 
A 

a = /'\, ---;:======= - 'D2 - --;::=;======== sen0 (1 . 
J a2s.en20 + c2 cos2 0 J a2sen20 + c2 cos2 0 

(2.22) 

Introduciendo la xpresión para R ( ec.(2.19) en (2.22)) 

{F 0··H }{ -sen0a2 cos0
(

c2cos0 
) o}i m + ---;:=;======;==== - V2 - --;::======== sen 1,, 1 , 

Ja2sen20 + c2 cos2 0 Ja2sen20 + c2 cos2 0 
(2.23) 

como conviene tener una expresión compacta se define C a la expresión entre corchetes, es decir 

e_ -sen0a2cos0 
( 

c2cos0 
) 0 = --;::=;======;==== - V2 - ---;:=;======;==== sen . 

J a2sen20 + c2 cos2 0 J a2sen2 0 + c2 cos2 0 

Luego T� en forma compacta es

Al reemplazar las definiciones de F, H y C se tien 

(2.24) 

(2.25) 

T
_,R 

[{ 
( a2 - c2 ) ()2

{ ( 2 0 ) ( 2 2 ) ( sen0cos0 
)

2} ·

a m g + ---;:======= 2 cos - 1 - a - e
J a2sen20 + c2 cos2 0 J a2sen20 + c2 cos2 O 

{ 
-sen0a2cos0 (v c2cos0 

) 0
}¡ 

---;:=====;==== - 2 - ---;:======= sen 1,, 1• 
Ja2s n20 + c2 cos2 0 Ja2sen20 + c2 cos2 0 

Si designamos por T:
1

, T� y T:
3 

las compon ntes d 1 torque f� en la base Be resulta

(2.26) 
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(2.27) 

ando las ecuacion s (2.25) y (2.27) se tiene 

T:I 
me (F +OH) (2.28) 

TR
6 

o, (2.29) 

TR
6 

o. (2.30) 

Como estamos tomando torque con resp cto al punto G, el torque del peso es cero. 

2.3. APLICACIONES DE LAS ECUACION MODIFI-

CADA DE EULER 

En esta sección aplicaremos las ecuaciones modificadas de Euler en la base Be = { l1, l2, l3} 
dadas en el capítulo I y con Tf

1
=0 se tiene 

10 + b J>,J; sen0 + (b - 1) 4>2 sen0 cos0 (2.31) 

l 4>sen0 + (2 i - b-) </>0 cosfJ - 0 'ljJ l3 (2.32) 

.. -· 

b 'ljJ - l3 () </> sen O + b- </> cos 0 (2.33) 

para plantear las ecuaciones de movimiento del elipsoide no homogeneo. Donde 11 = '2 = 1 
son los mom ntos principales de inercia referidas a la recta Xe

1 
y X6 respectivamente. 



D la .(2.31) tomando n u nta la . (2.2 ) 

1 jj + l3 � ,J; n0 + ( lj - 1) �2 s n0 cos0 

0(1-mCH)+l3�� n0+(h-1)�2 n0 cos0 m FC. 

D p jando 0 

Recordando 

0 m F C -b ��)sen0 -(h - 1) �2 sen0 cosB 
1-mCH
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(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

F 
(a2 - c2)02 { (

2 2 0 ) ( 2 2
) ( sen0cos0 

)

2

} 
g+---;:::====== cos -1 - a -e 

✓a2 n20 + c2 cos2 O ✓a2s n20 + c2 cos2 0 

H 

e 

·2
+ Vi.0 cos 0 ,

- en0 a2 cos0
( 

c2 cos0 
) ---;::============�=; - V2 - --;::======= 

✓a2 s n20 + c2 cos2 0 ✓a2 s n2 O + c2 co 2 0 

D la . (2.29) y la c.(2.32) 

14> s n0 + (21 - '3) � 0 os0 - 0 ·ip '3 

si 0 -/= O, 1r

n0. 

Q (2.37) 



-(21 - b) �0 cos0 + 0 ,J; 13 

lsen0 

D la ec.(2.30 ) y (2.33) s obtiene igualmente para ;¡;

·i; - 0 </>sen0 + 4> cos 0

.. .. 

·!/• = 0 </> sen0 - </> cos 0,

o' 

pero si se reemplaza la ec. (2.3 ) en ec. (2.40)se tendrá 

·· · · 
(

-(21 - h) �0 cos0 + 0 ,J; 13
) '1/; = 0<f>sen0 -

1 0 cos0. 
sen 

Agrupando las EDO (2.38),(2.39) y (2.41) 

o 
m F C - 13 � ,J; senO - (l3 - l) �2 sen0 cos0 

1-mCH

. . . . 
-(21 - b)</> 0 cos0 + O '1/; 13

lsene 

Estas ecuaciones serán resueltas numéricamente en el capítulo V. 
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(2.38) 

(2.39) 

(2-40) 

(2.41) 
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APÉ DlCE 

Bl.- CÁLCULO DEL VECTOR C0C EN LA BASE B* 

El objetivo de st apéndice es hallar el vector normal Ñ, a la superficie que envuelve al 
elipsoide y las componentes del vector C0C en la base B** = { e i*, e;•, e i*}. Para realizar los 
siguientes calculos se toma en cuenta un sistema de ejes X;*, Xi*, X3* con centro en C0 , ligado 
al cuerpo rígido dond se tiene B** = {ei*,e;*,e;*} (Observando que C0 -=f G, Fig.(2.5)). La 
ecuación de la superficie elipsoidal H según el sistema de ejes en X¡*, X2*, X3* es 

** 2 X ** 2 X., ** 2 X¡ 2 .,. + _. -- + --- = I,
a2 b2 c2 

considerando el caso gen ral en la ec(2.42) a > b > e. 

x** 
1 

x** 
3 

x* 
3 

N 

x* 
2 

x** 
2 

Figura 2.5: Gráfica del elipsoide en el sistema coordenado X;*, Xi*, X3*

Sea 
x1**2 x2**2 x3**2

f(r-)= a2 + b2 + c2 -l.

(2.42) 

(2-.43) 

Un vector normal Ñ a la superficie viene dado por el gradiente de la función mostrada en la. 
ec.(2.43) 



8.5 

v J (r**) , (2.44) 

ntonc s 

(2-.45) 

donde x¡*, x;* y x;* son coordenadas de un punto cualquiera de la superficie del elipsoide 

(según X{''-, x;-, X3*).

Por otra parte s evidente que las componentes del vector e3 en la base B = {e1 , e2 , e3} es 

o 

o (2.46) 

En el apéndice A 1 del capítulo I se tiene la expresión para el vector e3 en la base B* y como 
A* A** F . (2 5)e

3 
= e3 , 1g. . 

e3 = (sen0semp) e;-+ (sen0 cos ·l/J) e;·+ cos 0e ;·. (2.47) 

Para el punto de contacto C el vector 

Fig .{2.6)). Luego 

es paralelo y está en sentido opuesto al vector e3 , ( 

= Le3 , con L < O. 

De las ecuaciones (2.47) y (2.48) se obtiene 

..... 

= L {(sen0sem/;) e;*+ (sen 0 cos ·l/J )e;*+

(2.4 ) 

(2.49) 

Ahora evaluamos la función ( ec.(2.45)) en el punto C con coordenadas ( Ci*, C;*, Cj*) ( con-

siderando el sistema d ejes X ¡*) 

..... (C** C** C**)1 , 2 , 3 

2Cr* A** 2C;.* A** 2Cj* A**
-2- 1 + -b2 e2 + -2-e3 , 

a e 

(2.50) 



Figura 2.6: Relación entre y e3 
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que es otra expresión para el vector normal en el punto C. De la ec.(2.50) y la última igualdad 

se obtiene 

•JC**
-

1 

a2

') C** 
- 2 

b2

'JC**
:......L

c
2 

LsenBsem/;, 

Lsen0 cos '1/;, 

L cos fJ, 

de las ecuaciones (2.51 ), (2.52) y (2.53) se despejan Ci*, Ci* y Ci*

C** a2 Lsen0sen'l/; 
1 2 

C"'* b2 Lsen0 cos ·¡/J 
2 

2 

(2.51) 

(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 

(2.55) 



C** 3 
c2 L cos 0 

2 
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(2.56) 

hora hallar mos L, para llo utilizaremos la ec.(2.42) (r cordando que C pertenece al elip­

soid ) n la ual r mplazar mos las ecua iones (2.54) (2.55) y (2.56) 

d la -ec.(2.57) d spejamos L

2 
L=±-;============== 

Js n20 (a2 sen21/J + b2 cos2 1/J) + c2 cos2 0 ' 

pero de la ec.(2.4 ) se atribuye al valor d L como n gativo. Luego 

L=--;:=======2=====:::::::;=
✓s n2fJ (a2sen2ip + b2-cos2 't/;) + c2 cos2 (} 

Para el caso del elipsoid de revolución (a=b), la c.(2.59) se reduce 

l = ----;::===
2

====
Ja2 sen20 + c2 cos2 0 

En la Fig.(2.6) observamos que 

C'.� - C** A** +C** A** +C** A** G'oC - 1 e 1 2 e 2 3 e 3 · 

(2.57) 

(�.58) 

(2,59) 

(�.60) 

(2.61) 

Reemplazando el valor de L d la ec.(2.60) (caso n q_ue a=b), n las ecuaciones (2.54), (2.55) 

y (2.56), se consigu 

c-
1 

C** 2 

c-3 

-a2 sen0semp 

J a 
2 sen 2 0 + c2 cos 2 0 ' 

-a2 sen0 cos 1/J 

-c2 os 0 
Ja2sen20 + c2 cos2 0

(2.62) 

(2.63) 

(2.64) 



Finalm nte las compon ntes del vector C0C en la bas B** será usando la ec.(2.61) 

( 
-c2 cos0

)
� **

J a2sen20c2 cos2 0
e 3 

• 

Pero es obvio que e 'j_* = ek, Fig.(2. 7) 

CoC = ( 
-a2sen0semp

) 
A• ( -a2 sen0 cos 1/; 

) A. 

✓a2 .c;en 20 + c2 cos20
e

i + 
✓a2sen 20+c2 cos20

e
2 

( 
-c2 cos O

) 
+ ✓ a2 .c;cn 2Oc2 cos2 0 e;. 

Figura 2. 7: Relación entre las bases B* y B**. 
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(2.65) 

(2.66) 
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B2.- CÁLCULO DE LA DISTANCIA V 1

ca.l ula la distancia V1 del punto 00 al plano X1 X2, usando las coordenadas del punto 

C(C;*,Ci*C3*) según 1 sist ma :'", X;* y ,,.3*. En la Fig.(2.8) se muestra la distancia V1 y 

V2 

Figura 2. : Ilustración para l calculo de la distancia V1 del punto Co al plano X1 X2 

Es fácil demostrar que la distancia V1 se calcula por la expresión 

al reemplazar las ecuaciones (2.47) y (2.66) en la ec.(2.67) 

V1 
= ICt sen0sen'lp + e;· sen0 cos-¡/, + C;* cos 01,

(2.67) 

(2.68) 

reemplazando los valores d (C;*, C;* y C3*) (ecuaciones (2.62), (2.63) y (2.64)) en la ec.(2.68) 

se obtiene 



implificando 
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1 -a2 sen2'1j;s n20 -a2 cos2 'lj;s n20 -c2 cos2 0 1---;:::=::=====;===e=== + ---;::::====== + ---;::::====== , (2.69) 
v1a2 en20 + c2 cos2 (} v1a2sen2ff + c2 cos2 0 v1a2sen2 ff + c2 cos2 0 

(2.70) 



B3.- CÁLCULO DE LAS COMPONENTES efe EN LA BASE Be

En la Fig.(2.9) s observa los vector GC, GC� y C0C, satisfacen 

x* 
3 

GC� + CoC, 

Figura 2.9: Ilustración para el cálculo de GC0• 

pero además de la Fig.(2.9) GC� = 'D2e; y CoC = c�·e ';'. + c;·e; + c;·e ;, entonces 

e** A * + C** A * + ('T"\ C**) A * 1 e 1 2 e 2 v2 3 e 3, 
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(2. 71) 

(2.72) 

reemplazando las cuacion s (1.290), (1.291), (1.292), (2.62),(2.63) y (2.64) en (2.72) se ti ne 
la expresión para GC en la base Bf.



CAPÍTULO III 

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE NO 
, , 

HOMOGENEO CON FRICCION POR 

DESLIZAMIEN10 

3.1.- Introducción. 

3.2.- Velocidad en el punto de contacto. 

3.3.- Fuerza de Fricción. 

3.4.- Torque total. 

3.5.- cuación de Modificada de Euler. 
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3.1. INTRODUCCION 

En te capítulo s studiará al elipsoide no homogéneo tomando en cuenta la fricción 

por d slizamiento con 1 piso dond s mueve. S hallarán las ecuaciones diferenciales de 

movimi nto mpl anclo las uacion s modificadas ele Euler y la 2dª ley de ewton llegando a 

obt ner cinco e ua iones diferencial s ordinarias qu son no lineales y aclopadas. Para usar el 

conc pto de v lo idad angular consid ramos Q=G y las compon ntes de W, f 'ft con respecto 

a la base Bf. = { (1, /,2, f,3 }-

3.2. VELOCIDAD DEL PUNTO DE CONTACTO 

e tiene un elipsoid no homog'neo, que se va a mov r en una superficie plana, con un 

coeficiente d fricción µ. En esta sección se hallará, una expresión para la velocidad ve del 

punto de contacto C (Fig. (3.1)) en función de los ángulos de Euler. 

X� 
3 

Figura 3.1: Gráfica del punto de contacto, qu une al elipsoide y al plano. 

La ecuación de la velocidad del punto d contacto es ( p.32 d 1 capítulo I) 

.... .... .... 
G
�Ve = Vo + w X u(; ' ( 3.1) 
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donde va s la v lo idad del punto G. Es vid nte que la velocidad del punto G en la base 

B = { � 1, <h., e3} es: 

·va (3.2) 

ahora se xpresará, la v lo idad va n la base Be = {ti, t2, t3}, mediante las relaciones 

halladas n l apéndic 2 del capítulo I (p. 65). 

(3.3) 

Finalmente s ti ne la xpresión para va n la base Be, agrupando terminos convenientemente 

se ti ne 

+ ( sen0 ( xa. sen</> - XG2 C08 </> ) + Xo:i C08 o ) {i . (3.4) 

Para calcular el prooucto ve toríal de w x Ge, primero record mos la expresión de la velocidad 

angular en la base Be 

Luego del apéndice B3 (p. 91), se demostró 

6, + V2 -

- , 

6 · (
a2senO

) ( 
c2coc;O

)✓a2sen20 + c2 cos2 O Ja2 sen2 O + c2 cos 2 O

dando como resultado 

wx GC -

{ 

. 

( 

-c2 cos 0 

) 
</> sen0 V2 + 

✓ a2 sen2O + c2 cos2 0 

(3.5) 



- -¡p + </> cos0 --;:::======= 6 ( - . ) ( 
-a2 sen0 

) } ,.. J a2 sen20 + c2 cos2 0 

( 

-c2 cos 0 

) ,.. • ( 
-a2 sen0 

) ,.. 
0 V2 + --;:::====== (2 - 0 --,:::=:==:::::::;::::;==:=====::;:� 6-

J a2 sen20 + c2 cos2 0 J a2sen20 + c2 cos2 0 

Reemplazando las ecuaciones (3.3) y (3.6) n la ec.(3.1) se obtiene 

9.5 

(3.6) 

Ve 
{ 

:i:a, cos<f, + Xa, sen</,
}

€, + { cos0 (-:i:a, sen</, + Xa, cos<f,) + Xa, sen0
} 

€, 

{ . (

c2 cosO 

) 
+ cpsen.0 V2 -

Ja2sen2 0 + c
2 cos2 0 

( . . ) ( 
a2 sen 0 

) } ,.. 
+ 1jJ + </> cos0 --;:::======= 6 

Ja2 sen20 + c
2 cos2 0 

• {

c2 cos0 

} ,.. • { 

a2 sen0 

} ,.. 
-0 V2 - -;::====== 6 - 0 -;::======= 6 

J a2 sen20 + c2 cos20 J a2 sen20 + c2 cos2 0 
' 

agrupando términos en la ec.(3.7) se tendrá expresando la ·Üc en la base 8€

luego 

. ( 

c2 cu.c.;0 
) 

XG1 cos <P + X(]z sen</;+ <P seno V2 - ✓ , , , , a2 scn20 + c2 cos2 0 

(3. 7) 

(3.8) 



3.3. 

+ 'lj; + q>cos0 --;::======= , 
( • • 

) (
a2 sen0 

) ✓ a2 sen 20 + c2 cos2 0 

-0 (V c2 cos0 
)2 

- ✓a2 sen 20 + c2 cos2 0
' 

sen0 ( XG
1 

sen</> - XG3 cos</>) + XG:i cos0 - iJ

FUERZA DE FRICCIÓN 
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(3.9)

(3.10) 

( 
a2 sen0 

) ( ). 3.11 
✓ a2 sen 2O + c2 cos2 0 

e considera la fuerza de fricción, entre el plano X 1 X2 (piso) y el cuerpo elipsoidal no ho­

mogéneo. uponemos que no hay rodadura pura y solo se considera la fuerza de fricción por 

deslizamiento (Fd), luego 

µR -

--1-1 
ve,

Ve 

{3.12) 

donde µ es el coeficiente de fricción, n es el módulo d la fuerza de reacción normal R, ve

es la velocidad del punto de contacto e y lvc l es su módulo. Del capítulo II se tiene (p. T'), 

ec.(2.16) 

n 

[ 

( a2 - c2 ) 02 

{ ( 2 0 ) ( 2 2 ) ( sen0cos0 
) 

2 } 

m g+--;:======= 2 cos -1 - a - e ✓a2 sen 20 + c2 cos2 0 ✓a2 sen 20 + c2 cos2 0

. .. 
{ ( 

( a 2 - c2 ) cos 0 
) 

} ] 
+V202 cos0+0sen0 ✓ +V2 ,

a2 sen 20 + c2 cos2 0 

si bien esta r lación, se demostró para el caso sin rozamiento, pero es fácil demostrar que en 

este caso es valido, la razón se encuentra en que el módulo den, se obtuvo de la geometría 

del elipsoido, cuando este se muev sobre una superficie plana ( capítulo II, p. 76, 77 y 78) 



F 

H sen --;:============ + 'Dz .0 { ( ( a 2 - c2) cos 0 ) } 
Ja.2sen20 + c2 cos2 0 
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( sen0cos0 ) 
2 

} 
✓ a2sen20 + c2 cos2 0 

y R ae expresa como 
R = m(F + 0H). (3.13) 

Para determinar el módulo de ve (lvcl) usaremos las ecuaciones (3.9), (3.10), (3.11) y la 
igualdad 

(3.14) 

obteniendose 

• e cos • • a sen 
( 

2 0 ) ( 
2 

0 ) } 2 +</> sen0 V2 - + '1/; + </> cos0
✓a2 sen20 + c2 cos2 0 ( ) ✓a2sen20 + c2 cos2 0 

+{COS0 (-XG
1 
Sen</>+ XG

2 COS<p) + XG
3
S n0 - (} (v2 - -

✓
--;::=,==C=2=C=O�='º===) } 2 

a2 sen20 + c'2 cos2 tJ 

{ . ( a 2 s en0 ) } 2

) 

½ 
+ sen0 (xa

1
sen</>- ±c

2
cos</>) + xc

3
cos0 - 0 ---;::======= . (3.15) 

✓a2 sen.20 + c2 cos2 0 
De las ecuaciones (3.12), (3.15) y de la xpresión para R obtenemos finalmente las compo­
nentes de la fuerza de friccción (Fe

1
, F6 y F6) en la has Be



/l 

Fe1 

/l 

Fei

¡t 

Fe3 

donde 

3.4. TORQUE TOTAL 

( m (F+ ii H)) 
( ) 

lvcl 
Ve(¡ 

(m(F+OH)) 
(vce2)

, i17cl 

(m(F+iiH)) (v ) 
1 ➔ 1 

Cea 
Ve 
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(3.16) 

(3.17) 

(3.18) 

(3.19) 

Las únicas fuerzas que actuán sobre el elipsoide y que originan torques con respecto al centro 

de masa G, son la fuerza de fricción Fd y la fuerza de la reacción normal R, luego 

(3.20) 

donde f� s el torque debido a la fuerza de fricción y f� es el torque debido a la fuerza de 

reacción normal. 
➔j= El torq_ue T cf es 

(3.21) 

reemplazando la ec.(3.12) en la ec.(3.21) se tiene 

(3.22) 

haciendo uso del apéndice B3 (ec.(2.73)) r cordamos 



Figura 3.2: Fuerzas que originan torque, en el elipsoide no homogéneo. 

y si hacemos 

se obtiene 

( 
a2 sen0 

) 
✓ a2 

sen
20 + c2 cos2 0 

6. + scn0
(V

2

--:::==c2=c=º=�=0===) 
✓ a2 

sen
20 + c2 cos2 0 

(-n c
2 cos0 

) } - v2 - --;:========::;::= ve 

✓a2 sen20-+ c2 cos2 () ·e2 ' 

99 

6, 

(3.23) 

(3.24) 



¡1. n 
{ (v c2 cos0 

) } 
- liicl 

2 
- ✓a

2 sen20 + c2 cos2 0 vcei '

µR
{ ( 

a2 sen0 
)

· 
} 

- l·vcl . ✓a
2 sen20 + c2 cos2 0 'VC(¡ • 
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(3.25) 

(3.26) 

hora el torque debido a la reacción normal ya. se encuentra calculado en la ec.(2.25)( f�) 

T-R 
a - e 

( 
2 0 ) ( 2 2) 

sen cos 

[ 

( 
2 2 ) 0·2

{ 
( 

0 0 
) 

2 

} e = m g + ---;:======= 2 cos - 1 - a - e 
✓a2sen20 + c2 cos2 0 ✓a2sen20 + c2 cos2 0

. .. 
{ ( 

( a 2 - c2 ) cos 0 
) } ] 

+ 1J2 0
2 cos 0 + 0sen0 ---;:============== + 1J2✓a2sen20 + c2 cos2 0 

{ 
-sen0a2 cos0 (v c2 cos0 

) 
o}c 

-;=:;===:;======== - 2 - -;=;===:;=========� sen 1,. 1 ✓a2 sen20 + c2 cos2 0 ✓a2 sen 20 + c2 cos2 0 

las componentes de f� en la base 8{

711 
[ (a 2 -c2 )iJ2 {( 2 ) ( 

2 2 ) (
sen0cos0 

)
2

} 
= m g + ---;:=======� 2 cos O - 1 - a - e 

✓a2sen20 + c2 cos2 0 ✓a2sen20 + c2 cos2 O

. .. 
{ ( 

( a 2 - c2 ) cos 0 
) } ] 

+ 1J2 02 cos0 + 0sen0 
✓ . 

. + 1J2 a2sen20 + c2 cos2 0 

{ 
-sen0a2 cos0 (v c2 cos0 

) seno} ' ✓a2 sen20 + c2 cos2 0 
- 2 

- ✓a2 sen20 + c2 cos2 0

o, 

o. 

(3.27) 

( 3.28) 



la ec.(3.27) se puede expresar en forma compacta con la ec.(2.16) y definiendo C 

e { -sen0a2cos0

( 

c
2 cos0 

) o} --;:.========== - V2 - --;:======= sen 
✓a2 sen20 + c2 cos2 0 ✓a2 sen20 + c2 cos2 0 

' 

entonces la componente de T� se exp-resa.

ECUACIONES MODIFICADOS DE EULER 
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(3.30) 

(J.31) 

Aplicando las ecuaciones modificadas de Euler y recordando que sólo consideramos el torque 

R y F se consigue 

donde 

en la cual 

1 O + '3 4> �, sen0 + ( '3 - /)4;2 sen0cos0 

.. . . 
kpsen0 + (2 l - l3) cp0 cos0 - 01/; '3

.. . . .. 
13</J cos0 - 13 <p O sen0 + l3-¡p 

(3.32) 

(3-.33) 

{3.34) 

(3-.35) 

Ttsr 
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donde 

{3.37) 

De las ecuaciones (3.24), (3.31) y (3.33) se consigue 

·· · · · 

µ

R
{ ( 

-a2 sen0 

) 
10 + 13 </>'I/J en0 + (13 -1)</>a2sen0cos0 = RC - -

1 
... 

1 
--;=.:::;===:;::::,;:==::=====::=� ve

{ ve J a2 sen20 + c2 cos2 0 3 

- V2 - --;:========== ve ( 
c2 cos0 

) } ✓ a2 sen20 + c2 cos2 0 {2 

factorizando R en el segundo miembro de la ec.(3.3 ) 

(3.38) 

•· . . . . 

( µ { ( 

-a2 sen0 

) 
10 + 13 </>·¡/; sen0 + ('3 - 1) </>2 sen0 cos0 = R C - -1 ... I ✓ 

ve
{ 

Ve a2 sen20 + c2 cos2 0 3 

usando la definición de R mediant la ec.(3.13) se consigue 

10 + 13 4> � sen0 + (13 - 1) 4>2 sen0 cos0 = m (F + 0 H) ( C

µ { ( 

-a2 sen0 

) - lve 1 ✓ a2 sen20 + c2 cos2 0 'VC{3 

(3.39) 

(JAO) 



Efi ctuando operacion s n la c.(3.40) 

1 0 + b 4> ,J; sen0 + ( b - 1) 4>2 sen0 cos0 

factorizando términos con 0 en la ec.(3.41) 

µ { ( 

-a2 sen0 
) -- ---;:======== ve 

lile 1 ✓ a2 sen20 + c2 cos2 0 e3 

(1) 
c2cos0 

) }) - 2 - ---;:===�======= Ve 
✓a2 sen20 + c2 cos2 0 e2 

+mOB ( e

µ { ( 

-a2 sen0 
)

--
---;:===::::;:::::===== ve 

lvc 1 ✓ a2 sen 20- + c2 cos2 fJ e3 

0··{i H (e ¡t 

{ ( 
-a2sen0 

) - m - - -;::::;:==::::::::::=======� ve 
l'i7c I J a2sen20 + c2 cos2 0- e3 

( 
c2cos0 

) }) }- V2 - --;::======= ve 
Ja2sen20 + c2 cos2 0 

·e:2

mF ( - - ---;:===:::::::;::======:;::::;: ve - V2 - ---;:===:::::::;::======� Ve{ ( µ { (

-a2sen0 
) ( 

c2cos0 
) })lvc-1 · ✓a2sen2fJ+c2 cos2 0 e3 ✓a2sen2ff+c2 cos2 fJ {2_ 
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-'3;p�sen0 - (13 - 1) ;p2 sen0cos0} 

(3.42) 

despejando 0 de la ec.(3.42) se obtiene 

donde 

D 

0 
D 

E' 
(J.43) 

{ F (e µ { ( 
-a2sen0 

) ( 
c2cos0 

) }) m. - -
---;.====�==;==� ve 

-

V
2 - --;:======= ve 

lvcl Ja2sen20+c2 cos2 0 e3 Ja2sen20+c2 cos2 0 e2 

E= 1 - mH C - - -;::======= ve 
{ ( µ { ( 

-a2sen0 
) lvcl Ja2sen 20 + c2 cos2 0 

·e3 

(
V c2cos0 

) }) } 
-

2 
- Ja2sen20 + c2 cos2 0 vee2 

{3.44) 

(3.45)

Reemplazando las definiciones de F, H, C y la ec.(3.15) en D y E se obtienen 

D ( 
(a2 - c2 ) ()2

{( 2 0 ) ( 2 2) (
sen0 cos0 

)

2

} m g + --;:====�=====� 2 cos - 1 - a - e
Ja2 sen20 + c2 cos2 0 Ja 2 sen20 + c2 cos2 f) 

"T'"\ 0- 2 0 
-sen a cos 

-'n 
e co� 

0 ) [{ 
0 2 0 

( 
2 ,0 

) } + v2 cos --;:======= - v2 - --;:======= sen 
J a2 sen20 + c2 cos2 0 J a2 sen20 + c2 cos2 0 
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· e cos0 • • a
2 sen0 

( 

2 2 

+e/> sen0 1J2 - + 7P + cp cos0 
Ja2 sen20 + c2 

cos
2 0) ( ) ( Ja2sen20 + c2 

cos
2 0) }

{ ( -a2 sen0
) { 

J 
sen0 (:i:a

1 
sene/> - xa

2 
cose/>) 

a
2 sen20 + c2 

cos
2 0 

+xa
3 
cos0 - 0 (

a2 sen0 
) } 

J a2 sen20 + c2 
cos

2 0 

_ (v2 _ 
c2 cosO 

) { cos0 ( -i:01 sene/>+ xa
2 
cose/>) + Ía

3 
sen0 

J a2 sen20 + c2 
cos

2 0 

-0 1J2 - ---;::======= - b cp·ip sen0 - (b - 1) </> sen 0 cos0,
·
( 

c2cos0 
)}}] 

· • · 2 

✓a
2 sen20 + c2 

cos
2 0 

{I [ {( (a2 -c2 )cos0 
) }][{ 

-sen0a2cos0
- m sen O 

J a2 sen20 + c2 
cos

2 0 
+ 

1)
2 

J a2 sen20 + c2 
cos

2 0

_ (v2 _ 
C2 COSO 

) Seno} - {µ / ( [{XG
¡ 

COS q> + XG
2
Senq> 

J a2 sen20 + c2 
cos

2 0 

(3.46) 

. e cos • • a sen 

( 

2 0 ) ( 
2 0 ) } 2 +e/> sen0 7J2 -

+ 7P + e/> cos0 
Ja2 sen20 + c2 

cos
2 0 ( ) Ja 2sen20 + c2 

cos
2 0 



+{ co 0 (-.ia 1 

{ ( 
-a2 sen0 

) { 
. . . sen0 (;i:0 1 sencp - i:c2 coscp) 

va2 sen20 + c2 cos2 0 

( 
a 2 sen0 

) } 
Ja2 sen20 + c2 cos2 0 

1 ()(i 

( 
2 0

) } }] 

• ecos · · ··..i -0 V2 -
. . - '3 cp'lj,1 scn0 - (b - 1) <P sen O co:;,0, 

Ja'..l sen2(} + c2 
cos

2 fJ 
(3.47) 

e va despejar <Pre mplazando la ec.(3.25) .n la ec.(:3.34)

·· • • • • µR { ( c
2 cosO 

) 
} lcpsen0 + (21 - '3)</>0cosO - 01/Jl3 = --1 ... I D2 - . . . vce . 

ve Ja2sen'J.0 + c2 
cos

'J. 0 1 

(3.4 �) 

Sustituyendo la definición de R n la ec.(3.48) 

•. {( 
2 

) } 
.. • • • • µrn(F + OH) e cosO 
cplsen0 + (21 - 13 )cp0cos0 - '301/-, = -

1 ... I 
D2 - J . vce, , 

ve a2.c;cn2O + c2 cos2 (J 
( :t-19) 

factorizando <P de la c.(3.49)

14>s n0 = - { µm(A
l v 
... 
e
+
I 
OB)} { (v2 - --;::==c=

2
c=º=8 º===) Vce.} - (21 - b) Joco:,O + l3Ó·J•,

J a2 .-,en20 + c2 cos2 O 
( :l.50) 



107 

consid rando qu 0# O, 1r, d sp jando 4> de la c.(3.50) 

donde 

M 

N 

M 

N' 
(J.51) 

{ µm (A +08)} { ( czcosU ) } · · · · - 1-+ 1 1>2 -
✓ 

. vce - (21 - '3) </>0cos0 + l30'1j;, 
Ve a2sen20 + c2 cos2 0 1 

(3.52) 
lsen0, (3.53) 

ustituyendo en la ec.(3.51) las d finiciones de F H, C y la ec.(3.15) en M 

M -{ m.
µ((g+ -;=

(a=2 =c=2)iJ= 2  =
✓a2sen20 + c2 cos2 0

{ ( )
2

}( 
2 0 ) ( 2 2) 

sen0cos02 cos - 1 - a - e
✓a2sen20 + c2 cos2 0 

+ V2(J
2 cos fJ + 0 sen 0 --;:========= + 1>2 . ) .. [ { ( ( a 

2 - c2) cos 0 ) } l✓a
2sen2(} + c2 cos2 fJ 

. e cos • • a sen 
( 

2 0 ) ( 
2 0 ) } 2 +</> sen0 1>2 - + 'ljJ + </> cos0

✓ a2 sen20 + c2 cos2 0 ( ) ✓ a2sen20 + c2 cos2 0 
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+{cos0 (-±01 en</>+ xa2cos</>) + ±a3 sen0 - Ó (v2 -

c2 
cos0 )

} 2 

✓ a2 
sen20 + c2 cos2 0

• a2 s n0 2 

{ 

2 1 

+ sen0 (xa
1 

sen</>- :i.:a
2

cos<f>) + xa
3

cos0 - 0 (--;::::=======) } ] } 
✓ a2 sen20 + c2 cos2 0 

{ ('D 
c2cos0 ) 2 - J a2

sen20 + c2 cos2 0 

{ . ,,/,. . ,,/,. j 0 (v c2cos0 )xc
1 

cos 'fJ + xa2sen'-P + '-Psen 2 - ----;:=====:::;::== 

J2sen20 + c2 cos2 0 

( . . ) ( 
a2 sen0 ) } } . . . . + 'ljJ + <f>cos0 . - (21 - 13) </;0cos0 + '30'1/J.✓a2

sen20 + c2 cos2 0 

En la ec.(3.54) vamos a reemplazar la ec.(3.26) 

.. . . .. 
'3</>cos0 - '3</>0sen0 + 13lj,

(3.54) 

(3.55) 

µR 
{ (

a
2 sen0 ) } •· 

• • 
- --

---;:===;::::::====� ve e - </;cos0 + </>0 sen0,
13 lvcl Ja2

sen20 + c2 cos2 0 1 

usando la definición de R en la ec.(3.56), se consigue 

.. {µm (F+OH)
}{( a2

sen0 ) } •· ·· 
1P = - ... ---;:======== vce - cpcos0 + </;0sen0.

b lvcl Ja2 .s n20 + c2 cos2 0 1 

( 3.56) 

( 3.57) 



Reemplazando las definiciones de F, H, C y la ec.(3.15) en la ec.(3.57) obtenemos 

{ ( ( ( a2 _ c2 ) ¡p- m µ g + -
✓
--;:

a
=2=

s

=
e

=
n

=20=+

=
c2
=

c
=
o

=
s

=2=
0 

{(2cos2 0-1)-(a2 -c2)( sen0co s0 ) 2 }Ja
2 sen20 + c2 cos2 0 

+ V/P cos 0) + 0 [ sen 0 { ( ( ª 2 -c2) cos 0 ) + V2} ) )J a 2
sen

20 + c2 cos2 0 
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· e cos • • a sen 
( 

2 0 ) ( 
2 0 ) } 2 +</> sen0 V2 - + '1/; + </> c o s0Ja

2 
sen

20 + c2 cos2 0 ( ) Ja
2

sen20 + c2 cos2 0 

{ 

2 2 

+ c o s0 (-:i:a 1 
sen</> + :i:a2 cos</>) + i:03

sen0 -iJ (v2 -

e cosO ) } J a2
sen

20 + c2 cos2 0 

{ ( 
ª2 sen O ) {xa

¡ 
cos </> + xc2 sen<f> + 4>sen0 (v2 - --;:==c2 =c=o=s=º=��)Ja2sen20 + c2 cos2 0 J2

sen20 + c2 cos2 0 

( . . ) ( 
a2 

sen0 ) } } .. . . 
+ 7P + <f> c os0 --;::======== - <f>co s0 + <f>0sen0.Ja2sen20 + c2 cos2 0 (3.5") 

Luego se hallaron 3 ecuaciones diferenciales de segundo orden, donde aparecen 0, </>, 4' ;1·c
1

, 
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xa
2

, Xa
3

, 0, cp y �- Se recordará que ( xa
1

, xa
2

, xa
3

) nos representan las coordenadas del centro 

de masa (punto G), del cuerpo rígido. Para obtener las ecuaciones diferenciales ordinarias de 

traslación ( donde intervienen xa 1 y x0J consideremos la 2dª ley de Newton 

{l.59) 

De la. ec.(3.59) tenemos 

171.XG1 (3.60) 

(3.61) 

(3.62) 

No se tomará en cuenta la ec.(3.62), porque de allí se obtuvo R en función de los ángulos de 

Euler, ademas P, R son perpendiculares al plano X1 X2 entonces P1 = P2 = R1 = R2 = O, 

luego las ecuaciones (3.60) y (3.61) se reducen a 

De la ec.(3.12) se obtiene 

¡t'R 
--

1
_, VC¡' 
ve¡

(:3.63) 

(3.64) 

( 3.65) 
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µR 

--1_, 1 'VC2' 
Ve 

(3.66) 

Reemplazando el módulo de R en las ecuaciones (3.65) y (3.66) se tiene 

µm(F + 0H) 

i'üc1 
'VC1, 

pm(F+0H) 

lvcl 
vc2

Sustituyendo la ec.(3.6 ) en la. ec. (3.63) 

despejamos i: 1 de la ec.(3.70) 

donde vc
( 1 ( ver apéndice Cl)

_ -{ {trn.(F +OH)}. 
m.rc 1 -

l'Üc I 
vc1 

,

-{p(F+OH)}·. 
1- ¡ vc 1, 
Ve 

(
. 

. ) (

a2sen0 
) 

+cos</> 'ljJ + </>cos</>
✓ a2sen:1·0 + c2cos20 

(3.67) 

(3.68) 

(3.70) 

(:3.71) 

+0sen<pcos0 V2 - ---;::======= - Osen<psenO ---;:====�=== . 

. 

( 

c2cos0 

) 
. 

( 

a 2sen0 

) Ja2 sen20 + c2cos20 Ja2sen20 + c2 cm;2O 
( •) -•)) ,). / -
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En la c.(3.71) s introduce las definiciones de F, H, C, la ec
.
(3.15) y la ec.(3.72) obteniendo 

{ ( ( 

( a 2 _ c2) ()2

{ 
- mµ g + -;::========== ( 2 cos 2 0 - 1)

Ja 2sen 2 0 + c2 cos2 0 

( 2 2 ) en0cos0 
1) 0- 2 0 ( 

) 2 } 
)- a - e --;:.=====�========== + 2 cos 

Jaz-sen20 + c2 cos2 (} 

+0 sen 0 ---;:======= + 1J2 

.

. 

[ { ( 

( a 2 - c2 ) cos 0 
) } ] 

) 
Ja 2sen 2 0 + c2 cos2 0 

• e cos • • a sen 
( 

2 0 
) ( 

2 0 
) }

2 

+</> sen0 1J2 - + l/; + </> cos0 
Ja 2 sen 2 0 + c2 cos2 0 

( ) 
Ja 2sen 2 0 + c2 cos2 0 

{ 
. 

( 

c2 cos0 
) } 

2 

+ cos0 (-Xa
1 
sen</>+ Xa

2
cos</>) + Xa

3
sen0 - 0 1J2 -

J 2 
a

2 sen2 0 + c2 cos 0 

{ . ( 
a2 sen0 

) }

2

] ½)} + sen0 ( Xa
1 
sen</> - Xa

2 
cos</>) + xa

3 
cos0 - 0 

J a2 sen 20 + c2 cos2 0 

( + Xa
2 
+ 4> sen0 cos</> (vz - -_,= 

1
==

c
===

2 c
=
o

=
s

=O=====�) va 2sen 2 0+c 2cos2 0 

(
. . 

) ( 
a 2sen0 

) +cos</> 'l/; + cpcos</> 
Ja 2sen 2 0 + c 2 cos 20 
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/4 
o( a2sen0 

))n'l-'s en ----;::�=�=�=== 
✓ a2sen2 0 + c2co.s2 0 

En la ec.(3.64) r mplazamos la ec.(3.69) 

despejando xa
2 

en la ec.(3.74) 

donde vc
2 

esta dado por 

ia2 
+ 4> senfl sen</> (v

2 
- ---;:==c=2 =co=s=O====

) Ja2sen2 0 + c2 cos2 0 

( . . ) ( a2 sen0 
) +sen</> � + </>cos</> 

✓a2sen20 + c2 cos2 0 

(3.73) 

(3.74) 

(3.75) 

-0cos</>cosfl V2 - ---;:======= - 0cos</>senfl · ---;:======= . • 
( 

c2cos0 
) • 

( 

a2sen0 
)✓ a2sen20 + c2 cos2 0 J a2sen2 0 + c2 cos2 0 

(3. 76) 

La d mostración de esta igualdad, se encuentra n el ap 'ndice C (p 114). Reemplazando las 
definiciones de F, H, C, ec.(3.15) y la ec.(3.76) en la ec.(3.75) 

{ (( (a2 - c2 )/J2 { 
- m µ g + --;::====== ( 2 cos2 0 - l) -

✓ a Z sen2 0 + c2 cos2 0 



( ª2 - c2 ) ( sen0cos0 
) 

2 

} + 'D2 iJ2 coso)✓ a2 sen2 0 + c2 
cos

2 0 

+ii[seno{( (a2

-c2

) cosO
) +

v
2 }])/([{xa

1
cos</>+xa

2
sen</J

✓a2sen2 0 + c2 
cos

2 0 

114 

· e cos0 • • a sen0 

( 

2 2 2 

+</> sen0 'D2 
- + 'ljJ + <jJ cos0 

✓a2 sen2 0 + c2 
cos

2 0)
( ) ( ✓a2sen2 0 + c2 

cos
2 0) }

(XG2 
+ 4> sen O s en</J (v2 - ----;:===

c2=
c

=
o

=
s

=º===
)✓ a2 sen2 0 + c2 

cos
2 0 

(
. . 

) (
a2 sen0 

) +sen</> 'ljJ + </> cos</> 
✓a2 sen2 0 + c2 

cos
2 0 

. 
( 

c2cos0 
) . ( 

a2sen0 
) ) -0cosq>cos0 1)

2 
- ----;:==========::::::=; - 0cos</>sen0 --;.=::===�==::===� 

✓a2.sen2 0 + c2 
cos

2 0 ✓a2sen2 0 + c2 
cos

2 0 

(3.77) 
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PE DICE 

C.- COMPONENTES RECTANGULARES DE ve

':D nemos d la se ción 3.2 las componentes de la velocidad del punto de contacto C (ve ) en 

la base Be 

• ,,1.,. • ,1.. l (} (-n- c2cos0 
)xa

1 
cos '+' + xa

2
sen'+' + '+'sen v2 - ---;:======= 

J a2
sen20 + c2 cos2 0 

+ '!jJ + <f>cos0 ---;==============� ,
(. . ) ( a

2
sen0 

) 
✓a

2
sen2ff + c2 cos2 0 

. . . • ( a
2

sen0 
)sen0 (xa

1 
sen</>- xa

2
cos<f>) + xa

3
cos0 - 0 ---;:======= 

Ja2sen
20 + c2 cos2 (} 

Recordemos del ap 'ndice 2 del capítulo I (ecuaciones (1.2 7), (1.28 ) y (1.2 9)) la siguiente 

relación 

de lo anterior tenemos 

cos </> -sen<f;cos 0 senOsen<p 

sen</> cos 0 cos </> - sen0 cos </>

o sen0 coso 

6 

(cos</J)(1 - (sen</Jcos0)(2 + (sen0sen<f>)t3 r

( sen</> }e1 + ( cos0cos<f> )l2 - ( sen0cos<f> )l3 , 

(3.7 ) 

(3-79) 

(3.80) 
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(3.81) 

tien luego la iguient xpresión 

Ve"¡ co-s<f> -serupco-s0 senfJsen</> ve ¡ 

VC2 sen</> cos 0cos</> -sen0 cos </> V& (3.82) 

VC3 o sen0 cos0 ve3 

donde expresando por componentes se tiene 

(cos</> )ve 1 
- ( sen</>cos0)v6 + ( sen0sen</> )v6, (3. 3) 

(sen</> )v{
1 
+ ( cos0cos</> )v6 - ( sen0cos</> )v6, (3. 4) 

(sen0)v& + ( cos0)vb . (3. 5) 

Reemplazando las ecuaciones (3.9), (3.10) y (3.11) en las ecuacion s (3. 3), (3. 4) y (3. "5) 

respectivamente se consigue 

( cos</>) (xa
l

cos </> + XG2 sen</>+ ef>sen0 (v2 - ---;:==
c

=
2

=
co

=
s

=()====�)Ja
2sen20 

+ 
c2 cos2 0 

(� ef> ()) ( 
a

2sen0 

) ) + + 
cos 

✓a
2sen2ff+c2 cos2 ff 



(3. 7) 

( . . ) ( a
2 sen0

) ) 
+ 1P + </>coso ✓ a2sen20 + c2 

cos
2 0 

0 (1) c2cos0 
) )

-
2 

- ✓a2sen20 + c2 
cos2 0
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( . ( 
a2 sen0 

) )
- (sen0cos</>) .sen8(xa

1
sen</>- Xa

2
cos</>) + xa

3
cos0 - 0 ✓ a2sen20 + c2 

cos
2 0 

(3. "9) 



+(cos0) ( 

Efectuando operaciones en la ec.(3. 6) 

XG
1 
(cose/>) cose/>+ ia

2
(coscf>)sencf> + �(coscf>)senfJ ('D2 _ 

c2cosO 
) 

Ja2 sen20 + c2 cos2 0 

(
. . 

) ( 
a

2sen0 
) +(cose/>) 7P + cf>cos0 

✓a2sen20 + c2 cos2 0

-cos0( senc/>cos0) ( -:ra
1 
sene/>+ :i:a

2 
cose/>) - xa

3 
sen0( sencf>cos0)

-8(sencf>cos0) (v2 - -;:===c:::::::
2

:::::::
co=s=O===:::;:::;) 

Ja2 sen20 + c2 cos2 0 

+sen0 (sen0 sene/>) (xa
1 
sene/>- xa

2 
cose/>)+ xa

3
cos0 (sen0 sene/>)
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• 
( 

a
2sen0 

)-0 ( sen0 sene/>) ---;:::====== 
✓ a2sen20- + c2 cos2 0 

(3.91) 

o 

( . . ) ( 

a2 sen0 
) 2 2 +cose/> 'ljJ + cf>cos0 ---;:======= + xa

1 
cos 0sen e/> 

✓a2sen20 + c2 cos2 0 
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-0 sen0 sen</> (3.92) 

Finalmente simplificando en la ec.(3.90), se encuentra 

i:a + 1Jsen0 cos</> (v
2 

- --::==c=
2

=co=s='º===)Ja2sen2 0 +c2cos2 0

En la ec.(3.87) efectuamos operaciones 

2 · 
( 

c2cos0 
) ia

1 
sen</> cos </> + ia

2
sen </> + </>sen</>sen0 V2 - J 2 20 2 2 0 a sen + e cos 

( . . ) ( 
a

2sen0 
) 

2 +sen</> '¡/; + <J>cos0 ---======== - i:a
1 
cos 0cos</>sen0

J a2sen2 0 + c2 cos2 fJ 

2 
• 

( 

c2cos0 
) 

+xa
2 
cos2 <J>cos () + xa

3 
sen0cos0cos</> - 0cos0cos</> V2 -

J 2 20 2 2 0 a sen + e cos 
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-:ra
1 
sen cos<psen<p + xa

2
cos </>sen <p - xa3

cos0 + 0 --;======== • 2 0 • 2 2 . · ( a2 sen0 
)✓a2sen20 + c2 cos2 0

simplificando la ec.(3.92) 

ia
2 + �sen<psen0 (v2 

- --;:===c 2=c=o=s=B===)
✓ a2sen2 0 + c2 cos2 0 

( 
. . 

) ( 
a2 sen0 

) +sen</> 4, + <pcos0 
✓a2sen20 + c2 cos2- IJ 

(3.94) 

()• () ,,1,. V 
e cos 

0. ,,1,. 0 
a sen 

( 

2 
0 

) ( 
2 

0 

) - cos cos'f' 2 - --;======== + cos'f'sen --;======== . 
✓aisen2 0 + ci cosi 0 ✓aisen2 0 + ci cos2 0 

Finalmente de la ec.(3.88), se tiene 

• ( 
c 2cos0 

) . 
-fJsenfJ Vi - --;:�=:::;::::======:::;::� + xa 1 cos0sen0s en<f>

J a2sen20 + ci cos2 0 

. 
( 

a2sen0 
) -xa

2
cos0sen0cos<p + xa3

cos2 0 - 0cos0 --::======== 
✓a 2senio + c2 cosi O 

efectuando operaciones y simplificando 

XG3 - Úsen0 (vi - --;==c
=;:

2

=;:

c=o=s=O=;:==�)
J aisen20 + c2 cos2 0 

(3.95) 

(3.96) 



0. 0 ( a2sen0 ) - cos 
✓a2sen20+ c2 cos2 0

Reemplazando ±a
3 

del capítulo II (ec.(2.14)) 

. 0sen0cos0 ( a2 - c2) 1) 0. 0 :ca
3 = -;:�=:;::=.:::=�=:;:=; + 2 sen , 

✓a2sen2fJ + c2 cos2 fJ 

sustituyendo en la ec.(3.94) la ec.(2.16) 
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(3.97) 

---;:======= + 7J2 sen - 0sen0 1J2 - ----;::======= ( 0sen0cos0 (a2 - c2
) 0. 0)

. ( c2cos0 ) 
✓a2sen20 + c2 cos2 0 Ja2sen20 + c2 cos2 0 

(J• o( a2sen0 ) - cos 

Ja2sen20 + c2 cos2 0 

efectuando operaciones en la ec.(3.96) 

0sen0cos0 ( a2 - c2) 1) e· 0 1) e· 0 
c20sen0cos0 

---;:======= + 2 sen - 2 sen + ---;::.=======�

✓a2sen20 + c2 cos2 0 Ja2sen20 + c2 cos2 0 

a20sen0cos0 

simplificando la ec.(3.97) se obtiene 

Lo que era evidente ya que el punto C siempre pertenece al plano X1X2. 

(J.9 ) 

(3.99) 

(3.100) 



CAPÍTULO IV 

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE NO 
HOMOGENEO CON FRICCIÓN POR RODADURA 

PURA 

4.1.- Introducción. 

4.2.- Velocidad del centro geométrico del elipsoid . 

4.3.- Energía Mecánica. 

4.4.- Ecuación de Lagrange. 
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4.1. INTRODUCCIÓN 

E te capítulo se iniciará, hallando la ecuación el ligadura que relaciona la velociadad del 

centro g ométrico y los ángulos de Eul r, usando la condición de rodadura pura. Luego se 

determinará el Lagrangiano d 1 entro Geom 'trico (CG), con la ecuación de ligadura, se ob­

tiene las ecua iones diferenciales de movimiento. 

4.2. ECUACIÓN DE LIGADURA 

Para determinar la. ecuación d ligadura ( que será no holonómica) se considera que el eje de 

rotación d l pasa por el centro g ométrico, d 1 Iipsoid . d más los vectores e¡* están fijos 

al cuerpo rígido ( e mu ven junto con el cuerpo). ea v c
0 

la. velocidad del centro geométrico 

y ve la. velocidad d 1 punto de contacto ntre el elipsoide no homogéneo y la superficie de 

apoyo (piso), para el caso de rodadura pura ve= O.

3 

, , 

Figura 4.1: Elipsoid no homog'neo, sometido a la fuerza de gravedad y a la fricción por 
rodadura pura. 

Usando la ec. (1.98) del capítulo I, la velocidad del punto de contacto ve esta dada por la 
. , 

expres1on 



Veo +w X M, 

donde w es la velocidad angular, que xpresada en la base canónica B es: 
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( 4.1) 

w ( 0 cos<f> + ,J; sen0 sen</>) e 1 + ( Ó sen</> - � sen0 cos<f>) e2 + ( � + � cos0) e3 . (4.2) 

Además 

[(a2 
- c2 )sen(20)sen<f>

] 
ei _ [(a2 

- c2 )sen(20)cos<f>
] 

e
2

2 Ja2sen20 + c2cos20 2 Ja2sen20 + c2cos20 

( 4.3) 

que fue demostrada en el capítulo II, en el apéndice B3. Usando la condición de rodadura 
pura ve= O, la ec.(4.1) toma el aspecto 

Veo -w x Co 'I', 

si reemplazamos las ecuaciones (4.2) y (4.3) en la ec.(4.4) se obtiene 

_ [4> + ,J; cose] [
sen(2 0) cos</> (a2 

- c2)]} 
e i 

2 J a2sen20 + c2cos20 

-{ Ja2sen20 + c2cos20 [ocos<f>+ �,sen0sen<,b] +

(4.4) 



[4> +�)coso] ¡
sen(2 0) sen <p (a2

- c2 )]} e2 + {o
't ✓a2sen20 + c2cos20 
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[ 
sen(2 0) (a2

- c
2 ) l} A 

2 ✓a2sen2fJ + c2cos2 0} 
e3 • 

(4.5) 

Recordando la definición d la velocidad del entro geométrico del elipsoide de ec.( 4.5) se 

obtien 

_ [J> + ,J; cosO) sen(2 0) cos<p ( a2 
- c2 )]

2 ✓ a2sen2 0 + c2cos2 0 

+ [1> + -� cosB) 
sen(2 0) sen <p ( a2 

- c2 )]}
2 ✓ a2sen20 + c2cos20 

e [ 
sen ( 2 0) ( a 2 - c2 ) ]

2 ✓ a2sen20 + c2 cos2 0 '

que son las ecuaciones de ligadura qu se considera en este capítulo. 

(4.6) 

(4.7) 

( 4. ") 

, , 

4.3. RELACIONES PARA LA ENERGIA MECANI-

CA 

La energía mecánica esta dada por la siguiente xpresión 

(4.9) 
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donde r cordando d 1 apítulo I (p.43), la energía cin 'tica para un cuerpo rígido, se expresa 

d la sigui nt forma 

K 
1 ¡--- ¡2 ... 

2
m vq +mvq

• 3

cJc' + ¿ wt 
2 

lk,
k=l 

( 4.10) 

donde se tomará Q 

en 
Co, ( ntro g ométrico del elipsoid ), luego la ec. ( 4.10) se transforma 

K (4.11) 

En la ec.( 4.11) s tien varios términos que h mos d hallar en función de los ángulos de 

Euler. El primer término es ef módulo de la v locidad elevada al cuadrado (v&
0

), para esto se 

hará uso de la ec(4.5), luego 

. . (a2 - c2 ) 2 sen2 (? 0) { (c2 cos2 B + a2 sen2 B) (02 + -¡/J2 sen2 0) + 
� 

iJ2 + �2 + ,J;2 cos2 0 
4 (c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

+ 2 ,J, �cos 0} + (,J, � + ,J,2 cos 0) (a2 - c2 ) sen (2 0) sen 0. (4.12) 

En la Fig.( 4.2) se muestra el segundo término de la ec.( 4.10) ( vc
0 

• C�G) y algunos parámetros

tomados en cuenta para hallar C0G 

De la Fig( 4.2) CoG = -D2 e;·' pero e¡ = A'Z* 

CoG = (4.13) 

Se recordará que el término D2 , es la distancia del centro de grav dad al centro geométrico 

del elipsoide y el vector e3 es un vector unitario, en la has B*, como se puede apreciar en 

la Fig. ( 4.2). La relación ntre la base de v ctores B* y B stan dadas en capítulo I en el 

apéndice Al, del cual extraemos la relación 

( sene/> sen0) e ¡ + ( - cos q> s n0) e2 + ( cos 0) e3. (4.14) 



.. 

, 

, ,,' c., 
, 

X**/ 
1 / 

Figura 4.2: Elipsoide no homog 'neo y algunos parámetros importantes. 
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Ahora de la ec.( 4.13) en (4.14} se obtiene C0Ó en la base B. En la Fig.( 4.3-} se apreci-a el

vector C0Ó. 

- D2 { ( sen</> sen0) e 1 + ( - cos </> sen0) e2 + ( cos 0) e3} . (4.15) 

Pero nos intereza C�Ó para esto derivamos la ec.(4.15)

C�Ó -D2 ( 4> cos</> .sen0 + ó sen</> cos0) e 1 + D2 ( ó cos 0 e.os</> - 4> sen</> sen0) e2

(4.16) 

De las ec.( 4.5) y ( 4.16) se obtiene finalm nte 



X t3 

.---y--
/ 

I 

Figura 4.3: Elipsoide no homogéneo, vector C0G. 

-✓c2 cus2 o+ a2 sen2 0 [02
- �) 4>sen2 o]

+ ¡p 
[
(a2 

- c2 )sen(20)sen0
]}. 

2 ✓ c2 
co.s2 0 + a2 .sen2 0 

x
**

2 
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( 4.17) 

El último término de la ec.(4.11), es semejante al visto en el capítulo I, de esta tesís (p.(52)), 

esta dado por 

( 4.1 ") 

Si en la ec.(4.11) reemplazamos los términos hallados en las ec.(4.12), (4.17) y (4.1 ) tendre­

mos Ia expresión para la energía cinética en función de los ángulos de Euler 



[ 
(a2 - c

2)2sen2(20) l { ·2 ·2 ·2 2 . .
} 

+ 4 ( 2 2 0 2 2 0} 0 + </> + 'lp cos 0 + 2 '!p </> cos 0 
· e cos + a sen 

+m D2 { [
(a2 - c

2) sen (2 0) sen 0
] [J2 + ,,j; Jcos 0]

2 Jc2 cos2 0 + a2 sen2 0 

-Jc
2 cos2 0 + a2 sen 2 0 [02 - ,,j; Jsen 2 0] + 02 [(

a2 - c
2) sen (2 0) sen 0]}

2 Jc2 cos2 (} + a 2 sen 20 
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(4.19) 

El último qu nos faltaría para completar la expresión de la energía mecánica es la energía 

potencial, originada por l peso del elipsoide ( U = rn g xc
3

)

4.4. 

u mg (Jc2 cos2 0 + a2 sen 2 0 - D2 cos 0). (4.20) 

APLICACIONES DE LA ECUACIÓN DE LAGRAN­

GE 

En la sección anterior obtuvimos la energía cinética y la. energía potencial, en función de los 

ángulos de Euler ahora la emplearemos para hallar la función de Lagrange 

K-U,
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dond K .s la nergía cin 'tica y U s la n rgía potencial. Reemplazando en la ec.( 4.21) las 
ecuaciones ( 4.19) y ( 4.20) obtendr mos el Lagrangiano 

J:, 1
;

i { [c2 cüs-2 0 +a2 ser? 0} [02 
+ ,J2 sen? 0]

[ (a2 - c2) 2 sen2 (20) 1 { }+ --------- 02 + 4>2 + ,J2 cos2 0 + 2 J 4> cos 04 (c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

+(-J4>+-J2 co 0)(a2 -c2)sen(20) sen 0} 

+m D2 { [( ª2 - c2) sen (2 0) sen 0
1 [�2 + ·J, � cos 0] 2 ✓c2 cos2 0 + a2 sen2 0 

,-------- [()·2 _ .i. lsen2 B] + 0-2 [(a2 - c2) sen (2 0) sen 01} 
-Vc2 cos2 () + a2 sen2 () '+' 'f' 2 ✓c2 cos2 0 + a2 sen2 0 

-mg ( ✓c2 cos2 0 + a2 sen2 0 - D2 cos 0) r

que se puede transformar en 
_e = iP { !_ + m 1 (a4 

+ c
4 + (c4

- -
a4

) cos 20) 2 4 (c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

2 cos 0 } • 2 { /3 m a4 sen02 

} -m.D e +'1/J -+--------
2 ✓él cos 02 + a2 s n (fl 2 (c2 co-s2 0 +a2 sen2 B) 

(4.22) 
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+J,.2 { 1 (J 20 I 2 0)
m (sen 2 0)2 (a2 

- c2) 2 (a2 
- c2) D2 sen0 sen(2 0)}'1-' 

- sen + 3 cos + ---'-----.;.._...;_ __ ...;_ + m --;:========--
. 2 8 (e2cos2 0 +a2 sen2 0) 2 ✓ c2 cosfP + a;2 sen&2 

J...i, {I tt m a2 sen0 sen (2 0) (a2 
- c2) D2 m a2 sen 2 0 

} +'1-' 'f/ 3 cosu + --------'--'---'-----'- -----;::=======
2 ( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) J c2 cos 02 + a2 sen02 

+ -mg [Jc2 cos20 + a2 sen20 - D2 cos0} , ( 4.23) 

las ecuaciones ( 4.22) y ( 4.23) expresan la función lagrangiana, la diferencia entre ambos son 
los términos cuadráticos de la velocidad ( ec.( 4.23) ), esto servirá más adelante cuando se reali­
zen los cálculos numéricos, si se emplea la ec.(4.22) se comete más errores, que en la ec.(4.23). 
Teniendo el lagrangiano ahora podremos aplicar la ecuación de Euler Lagrange 

o. ( 4.24) 

La ec.( 4.24) permitirá hallar las ecuaciones di fer nciales de movimiento para cada coordenada 
( 0, </>, 1/1 x, y z). Iniciando este cálculo se tiene 

o. ( 4.25) 

Para realizar los cálculos se tiene que dd ( 8�) es de la forma 
t é)(} 

donde 

A 

A0 + B, ( 4.26) 

{ [[a4 + c4 + (-a4 + c4)cos(20)]] [ 2c2 D2 cos0 
] } (4 '>?)I + m .e__ ___________ - ---::======== , ·-2 ( c2 cos2 0 + a2 sen20) J c2 cos2 0 + a2 sen2 0 

B = 2 ¡p m { c2 
D2 sen0 

✓ c2 cos2 0 + a2 sen20 [ 

cos20 (a2 
- c2)

] 
[(a2 - c2) a2 c2 sen(2 0)]} 1 + 

( c2 cos20 + a2 sen20) + 2 ( c2 co-:;;2(} + a2 sen20) 
( 4.2") 



y 

donde 

X 
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f)J:, 

80 
X, ( 4.29) 

m ¡p { [-s _e_n _(?_ ... 0_)_c_2 _a_2 _( a_
2

_-_c_
2

_) 
] + 

sen0 c 2 D2 [ i + __ 

c _os_2 _0 _( _a _2 

_-_c 2_)_
] }

2 ( c 2 cos20 + a2 sen20)2 c 2 cos 20 + a2 sen20 ( c 2 cos20 + a2 sen20) 

• 2 
{ 

1 (a 2 - c 2 )2 msen(2 0) [ 
(a 2 - c 2)sen2(2 0) 

] <p -
2 

sen(2 0) ( I - 13) + ( 2 20 2 20} 
cos(2 0) - ( 2 20- 2 n?B) 2 e cos- +a sen 4 e co-s- +a se 

D2 m sen0 
+( ª2

_ c2) --;::======= 
✓ c2 cos20 + a2 sen20 

,J;2 { 
a4 c 2 m sen(2 0)

} 
+ 

2 (c2 cos 2 0 + a2 sen2 0} 

[ 

2 
( a2 

- c2 ) sen2 (2 0) 
] } 

cos(20) + cos 0 - 4( 2 20 2 20) e cos + a sen 

· · { 0 a2 D2 m sen(2 0) 
[ 

( a 2 - c2)sen20 
] +4>'1/J -I3 sen + --;::======= 1- --------

✓c2 cos 2 0 + a2 sen20 2(c2 cos20 + a2 sen20) 

a2 (a 2 - c 2) m sen0 
[ 

2 sen(2 0)2(a2 - c 2)

] } 
+ ( 2 20 2 20) 

cos(2 0) + cos 0 - 2( 2 20 2 2fJ) e cos +a sen e cos ·+a sen 

( 4.30) 

La segunda ecuación de Lagrange es 

o' ( 4.31) 
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t 
. 8.C 

1 en s e caso, se tiene que aq,,- = O, por o tanto 

o' ( 4.32) 

de la cual obt nemos la s gunda ecuación diferencial de movimiento 

donde 

J 

u 

.. ..

J</>+Sv,+U {4.33) 

[3 cos (J + I sen 28 + m sen(20) (a2 - c2 ) --;::======�=::;::::====� + --------2 

[ 

D2 sen0 sen(2 0) (a2 - c2 ) l 
✓c2 cos 20 + a2 sen 20 4 (c2 cos 20 + a2 sen 20 '

s I 0 
a2 D2msen 20 a2(a2 -c2)msen0sen(20) 

3 cos + --;::======= + ----------,
✓ c2 cos 20 + a2 sen 20- 2 ( c2cos 20 + a 2 sen 20} 

( 4.34) 

( 4.35) 

4>0 {sen(2 0) (I - J3) +
2 D2 ( ª2 -c

2) m sen0
[cos(2 0) + cos 2

(J - sen 2 (2 0) ( ª2 - c
2)

] · ✓ c2 cos20 + a2 sen 20 4 ( c2 cos20 + a2 sen 20 

m(a2 -c2)2
sen(20) 

[ 
sen 2(20)(a2 -c2 )

]}cos(2 0 -
( c2 cos 20 + a2 sen 2(}) ) ( c2cos20 + a2sen 2(}} 

+1/J O cos 2 8 + cos 20 - . 
.. { a2 ( a2 - c

2 ) m sen0 
[ 

sen 2(2 0) (a2 - c
2 ) l 

( c2 cos 20 + a2 sen 20) ( ) 2 ( c2 cos20 + a2 sen 20) 

+ ---;::======= 1 - --------'--- - 3 sen 
a2 D2 m sen(2 0) [ sen 20 ( a2 - c2 ) l 

J 
0} 

✓ c2 cos 20· + a2 sen 20- · 2 ( c2 cos20 + a2 sen20) 
( 4.36) 



La última ecuación diferencial d Euler Lagrange es 

o, 
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( 4.37) 

t t h.' . 1 1 ' . {)J:, · {)J:, 
d 

( {)J:, en es e caso an1 ien se tiene que se anu a e termino-, es decir - =O.Luego - -. ) = O 
o·f oefJ dt fJt/J ' 

obteniendo la tercera ecuación diferencial de movimiento. 

donde 

N 

V 

.. .. 

N.4>+Gef;+V º� 

I (J 
a2 D2 m sen20 a2 (a2 - c2 ) m sen0 sen(2 0)

3 cos + --;:::::;:::::========= + -----------,
J c2 cos20 + a2 sen20 2 ( c2 cos20 + a2 sen20) 

G 
a4 m sen20 

[3 + --------'(c2 co820 + a2 sen20} 

.. { a4 msen(20) [ sen02 (a 2 - c2 ) l} 
'lp B (c2 cos20 + a2 sen20) 

1 
- (c2 cos20 + a2 sen20) 

;,..0• { I 0 
a2 D2 msen(20) [ (a2 -c2)sen20 l

+'P - 3 sen + --;::::::;:::::========== 1 - ---------

✓ c2 cos20 + a2 sen2(} 2 ( c2 cos20 + a2 sen?-B) 

a2 (a2 -c2)msen0 [ 2 
sen2(20)(a2 -c2) 

]} + ( 2 20 2 20) 
cos(2 0) + cos 0 - 2 ( 2 20 2 20) e cos + a sen · e cos + a sen 

{4.3 ) 

( 4.39) 

( 4.40) 

(4.41) 

Se agrupará las tres ecuaciones diferenciales de movimi nto, donde las funciones A, B, X, J, 



S, U N, G y V ya fueron d finidas anteriormente 

A0 + B -X O, 

.. .. 

J4>+s1/J+u °' o,

o. (4-42) 

La ecuaciones diferenciales de movimiento pueden xpresarse completamente reemplazando 

las definiciones en la ec.( 4.42), 

0 {i {[
(a4 +c4 + (-a4 +c4 )cos(20)]

] + m
2 ( c2 cos2 0 + a2 sen20) [ 

2 c
2 D2 cos0 l } } Jc2 cos2 0 + a2 sen2 0 

+ 202 m 2 1 +-------- + { 
• 

{ 
c2 D sen0 

[ 
cos20(a2 -c2 ) l 

[
(a2 -c2 ) a2c2 sen(20)

}}} ✓c2 cos2 (} + a2 sen20 ( c2 co 20- + a2 en20) 2 ( c2 e&. 20 + a2 sen2B} 

{ -2 { [ 
sen(20) c2 a2 (a2 -c2 ) l sen0 c2 D2 

[ 
cos20 (a2 -c2 ) l} + m (} 

2 ( c2 cos20 + a2 sen20)2 
+

J c2 cos20 + a2 sen20 
1 + 

( c2 cos20 + a2 sen20) 

• 2 { 1 (a2 -c2 )2 msen(20) 
[ 0 

(a2 -c2 )sen2(20) l 
+4> - sen(2 0) (I - 13) + cos(2 ) --'--------'--�-

2 2( c2 cos20 +a2 sen20) 4 ( c2 co-s-20 +a2 sen20) 

D2 msen0 
[ 

2 
(a2 -c2 )sen2 (20) 

]}+( az -cz) --;:::======= cos(2 0) + cos fJ - 4( 2 20 2 2 0) y c2 cos20 + a2 sen20 e cos + a sen

• 2 { a4 
c

2 
m. sen(2 0)

} 
+¡/J 2 ( c2 cos2 0 + a 2 sen2 0) 
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+;, �i, { I 0 
a2 D2 m sen(2 0) [ ( a2 - c 2 )sen20 l

'+' r - 3 sen + �======= 1 - ____ ....,;__ __ _ 
✓ c 2 cos2 0 + a2 sen2(} 2(c 2 cos20 + a2 sen20) 

+-----'----- cos(20) + cos20- en ª - e a2 (a2 -c 2 )msen0 [ s (20)2( 2 2 ) 
]} ( c2 cos20 + a2 sen20) 2( c2 cos20 + a2 sen20) 

-g m sen0 [n2 + �=(=ª=
2 

=c=
2

= ) =c =os=0==] }
✓ c 2 cos20 + a2 sen20 

(2 0) ( 2 2 ) [ 
D2 sen0 sen(2 0) (a2 - c 2 ) l} 

+msen a - e ��==::===== + --------
✓c 2 cos20 + a2 sen2(} 4 (c2 cos20-+ a2 sen2B 

+'l/J 3 cos + �======= + ----------
·· {r 0 

a2 D2msen20 a2 (a2 - c 2 )msen0sen(20)
} 

✓ c2 cos20 + a2 sen20 2 ( c 2 cos20 + a2 sen20) 

+ {4>0 {sen(2 0) (I -]
3 ) + 

2 D2 (a2 - c 2 ) m senO
[cos(2 0) + cos20 - sen2 (2 0) (a2 - c 2 ) l 

✓c 2 cos2 fJ + a2 sen2 (} 4 (c2 co 20-+ a2 sen-20 

m (a2 
- c2 ) 2 sen(20) [ sen2 (20) (a2 - c2 ) l} 

cos(2 0) - -------

( c2 cos20 + a2 sen20) (c 2 cos20 + a2sen20) 

+VJ0 -------- cos(20) + cos20 - --------.. 
{ 

a2 (a2 -c 2 )msen0 [ sen2(20) (a2 -c 2 ) l 
( c2 cos2fJ + a2 sen2fJ} 2-( c2 cos2fJ + a2 sert20) 

+ �======= 1 - -------- - 3 sen a2 D2msen(20) [· sen20(a2 -c 2 ) l l &}}
✓ c 2 cos20 + a2 sen20 2 ( c 2 cos20 + a2 sen20) 

= o,

( 4.43) 

( 4. 
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·!

;¡__ { I 0 
a2 D2 m, sen2 0 a2 ( a2 - c2 ) m sen0 sen(2 0)}

'f' 3 cos + -;::�=�==== + _...;.__ __ .;__ ____ _;__---'-
✓c2 cos2 (} + a2 sen28 2 ( c2- cos20 + a2 sen20} 

.. { 
a4 m sen2 0 

} 
+'I/J [3 + -------

( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

{� i) { 

a4 m sen(2 0) 
[ 

sen02 (a2 - c2 ) 

l} + ' 
( c2 cos2 0- +a2 sen2 0) 

1 
- ( e2 eos2 0 +a2 sen2 0} 

,¡,0- { I 0 
a2 D2 rnsen(20) 

[ 
(a2 -c2)sen2 0 l

+'f' - 3 sen + --;:======= 1 - ____ _e,_ ___ _ 

J c2 cos2 0 + a2 sen2 0 2 ( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

+ 
a2 ( a2 -c2) m sen0 

[cos(2 0) + cos2 0 -
sen2 (2 0)( a2 -c2) 

l} O,
( c2 cos2 0 + a2 sen20) 2 ( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

Ademas se halló las EDO 

_ [J> + ,J; cosU) 
sen(2 0) cos<f> ( a2 

- c2 )
] , 

2 Ja2sen2 0 + c2cos2 0 

+ [J> + ,J; cos0) 
sen(2 0) sen cp ( a2 - c2 )]}
2 Ja2sen2 0 + c2 cos2 0 

0 [ 
sen(20) (a2 - c2 ) ]

2 Ja2sen2 0 + c2cos2 0 
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( 4.45) 

( 4.46) 

(4.47) 

( 4.48) 
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La ecuacion s ( 4.43), ( 4.44) y ( 4.45) son originarias d las ecuaciones de Euler Lagrange y 

la ecua ion s ( 4.46), ( 4.47) y ( 4.4 ) fu ron obtenjdas de la cuadón de ligadura. Luego se 

ti n 6 DO, no lineal s y acopladas, que serán resueltas en el capítulo siguiente. 



CAPÍTULO V 

ANÁLISIS, RESULTADOS Y CONCLUSIONES 

.5.1.- Introducción 

5.2.- olución del movimiento de un elipsoide sin fricción. 

5.3.- olución del movimiento de un elipsoide con fricción por deslizamiento . 

.5.4.- Solución del movimi nto de un elipsoide con fricción por rodadura rura.

5.5.- onclusiones 
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5.1. INTRODUCCION 

En los capítulos anterior s (2, 3 y 4) se determinó las ecuaciones diferenciales de movimien­

to del lipsoide no homogéneo que se mu ve sobre una superficie plana para tres situaciones: 

a) in frie ión.

b) Con fricción por deslizami nto.

e) on fricción por rodadura pura.

En e te capítulo s mostrarán, los r sultados obtenidos al resolver por métodos numéricos las 

ecuaczone diferenciales ordinarias (EDO), no lineales y acopladas (para ciertas condiciones 

iniciales). 

Para realizar 1 cálculo numérico se mpleó el método de Runge Kutta de 4to Orden. En todos 

los casos, que se efectúo ste método, se empleó un paso de h=0,0001. 

Al efectuar los cálculos se empleó una Pentium I de 2,676GHz y 512 MB. de R M. 

e emplearon cuatro software: 

a) Microsoft Developer tudio, Fortran Power Station 4,0, para resolver las EDO y generar

una base de datos, de las funcion s que intervienen. 

b) Origin 6,0 para grá:ficar la base d datos y efectuar el ajustes de curva lineal, a ciertas

funciones. 

e) Fre Hand 9,0, para elaborar las ilustraciones de los capítulos.

d) WinEdt .5.4 y MiK'B X, se empleo para elaborar los textos de toda la tesis.

Luego de elaborar el programa, ejecutarlo y generar una base de datos (para cada caso en 

especial), se gráficaron las funciones que intervienen en el cálculo numérico. Se elaboró cuadros, 

que muestran las características más sobresalientes, de las funciones comprometidas. 

U na característica observada, es la periodicidad de algunas funciones ( ejemplo: 0, para el 

caso sin fricción). Para las funciones períodicas (F), se han construído unos Cuadros, donde 

se pres ntan los valores mínimos (F mín), valores máximos (F máx), su incr m nto (�F =

F máx 
- F mín y su período, de la funcíón F.
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empleo la Teoría de ajuste lin eal de mín imos cuadrados, para ciertas funciones que no son 

"períodicas", pero sus gráficas son oscilantes, crecientes ( ó decrecí ntes) y se aproximan a una 

recta. 

Con este ajuste se pudo hallar una función ÍF = ::1 + 7 t y se tiene la 7 = dt, donde 7 =

Pendiente d ÍF · Con la ayuda de la pendi nte, se ealculóel ángulo de indinaeión (arctag7) de 

la recta .fr. Para el caso de las funciones q> y 'lj;, se tiene las rectas Í<fJ = A+ Bt y f '1/1 = C + Dt,

se d finieron los ángulos ( = arctag (B) y r¡ = arctag (D), respectivamente. 

1 aplicar métodos numéricos se cometen errores, un método para determinar si los cálculos 

son consistentes, es hallar la energía del sistema, para cada instante. Por eso hay cuadros, 

que muestran esta información importante. En estos cuadros se muestra, la Energía mínima 

(Emín) máxima (Emáx), su incremento (�E = Emáx - Emín), el Promedio de la Energía 

( E = ¿;� 1 
E

;) y el% Error de la Energía ( %E = ''¡ x 100 % ) . Si el error es menor que el

6 % para cierto �ntervalo de ti mpo, se puede considerar, consistente los cálculos. Este método 

es útil cuando teóricamente la Enegía mecánica es constante. 

5.2. SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE MOVIMIEN-

TO SIN FRICCION 

En el capítulo II se estudió el movimiento de un elips oide s in fricción sobre la superficie plana, 

donde se mueve. 

Las ecuaciones que se van a resolver numéricamente son 

0 
mlFC - 13 4>,J; sen0 - ('3 - 1) 4>2 sen0 cos0 

1-CJHim

. . . . 
-(2 l -13) (j>0 cos0 + 0 ·,p l3 

l .sen0

. . 
(-(21- l3)4>0cos0 + iJ,J;b). 

0 0(j>sen0-
1 0 

cos , 
sen 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 
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g 

Figura 5.1: Elipsoide no homogéneo, sobre una superficie plana sin fricción. Bajo la acción 
del torque dehido a la reacción normal (T� ). 

donde C, lF y lHI se encuentran definidos en el capítulo II, p. 2. 

5.2.1. ALGORITMO 

Las DO (5.1), (.5.2) y (5.3), son no lineales, de segundo orden y acopladas. Para resolverlas 

numéricamente, se efectuará un cambio de variable, para facilitar los cálculos. 

Cambiamos el nombre a nuestras variables 

X(l) 0, (5.4) 

X(2) , (5.5) 

X(3) (5.6) 

X(4) 0, (5.7) 

X(5) cp, (5.8) 
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X(6) = '1/J, (5.9) 

luego se derivó las cuaciones (5.4), (5.5), (5.6), (5.7), (5.8) y (5.9) con respecto al tiempo, 

obteniendo 

(5.JO) 

)((2_) - <Pr
(5.11) 

.X" (3) - "Pr (.5..12) 

(5.13) 

)((5) - <P,

X(6) - '1/J. (5-15) 

Con este cambio de variable dado por las ecuaciones (5.10), (5.11), (5.12), (5.13), (5.14) y 

(5.15), se obtuvó las 6 EDO de 1 er Grado: 

X{l) - X(4), (5-.J6) 

X(2) - X(5), ( 5-_17) 

X(3} - X(6)
r

(5-.1 ) 

X(4) 
mlFC - '3 X(5) X(6) senX(l) - (13 - 1) X(5)2 senX(l) cosX(l) 

1-ClHim
(5.19) 

X(.5) 
-(2 1 - 13 ) X(5) X(4) cosX(l) + X(4) X(5) '3 (5.20) 

lsenX(l) 



(6) (4) ,,.(5)s n (l)

-(-(21 - 13) X(5) X(4) cosX(l) + X(4) X(6) l3) X( ) 
1 senX(l) 

cos 1 ' 
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(fi.21) 

son estas las ecuaciones, las que van a ser resueltas, por el método de Runge Kutta de 4to 

Orden. 

5.2.2. RESULTADQS 

1 efectuar el cálculo numérico, se generó una base de datos, los cuales serán ploteados en el 

Origin 6 y de allí se obtendrá las gráficas, para cada caso de interés. El Origin tiene muchas 

ventajas, para el ploteo de gráficas, análisis de curvas especiales y sus respectivos ajustes. 

También da facilidades para generar archivos eps(Encapsulado Post Scrip ), necesarios para 

emplearlos en el latex. 

Para el movimiento del elipsoide sin fricción, se consideraron dos casos: 

) V RI CIÓ DE O DICIO L �(O). 

B) V RIA IÓ DEL P R, METRO c.

CASO A: VARIACIÓN DE �(O). 

Cuadro 5.1: Variaciones de la condición inicial de i,L,(O) expresadas en diferentes unidades de 
medición. 

1 Rad/seg I Grados/seg I Rev/s�g 1 

50 2 864°47'20"
' 

7,957 
100 ,5, 729°34' 40" 15,9154 
150 8, 594°22' 0,9" 23, 732 
200 11 459°9' 21"

' 
31, 309 

250 14 323°56'
' 

39,7887 
300 17 1 8°44'1"

' 
47,7464 

En el Cuadro( ,5.1) se muestran los valores para la condición inicial �(O), que se considerai:on 

en el cálculo numérico. 
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Las ondicion s iniciales, parámetros que se consid ran en este caso, se muestran en los Cua­
dros (5.2) y (5.3). 

Cuadro 5.2: Condiciones iniciales r par.a el caso en que �(O) varia. 
[ ímbolo I ombre Condiciones iniciales 

0 Theta O,lrad= 5º3'46, 48" 
</> Phi o 

1P Psi o 

(} Derivada temporal de 0 lOrad/seg= 1,,591 rev /seg 
</> Derivada temporal de </> 15rad/seg=2,387 rev/seg 

uadro 5.3: Parámetros, que int rvienen en el cálculo numérico, cuando 7fa(O) varia. 
ímbolo 1 [ Condiciones iniciales I Unidad 1 

a Eje mayor del lipsoide 0,025 m. 
c Eje m nor del elipsoide 0,0125 m. 
1 Momento d inercia del elipsoide 0,00000234625 Kg.m2

'3 Momento de in rcia del elipsoid 0,00000375 Kg.m2

'D2 Distancia de C0 a G 0,005 m. 
g celeración de la gravedad de la tierra 9, (�) 
m Masa 0,015 Kg. 

En la p. 146 se muestra la Fig.(.5.2), que contiene un conjunto de gráficos de la función de 
0-(t). En cada gráfico se indica la condición inicial 7fa(O), considerada para resolver el sistema 
de EDO. El intervalo tomado en cuenta es de 1 ° ::; 0 < 11 ° , para un tiempo t, comprendido 
en O < t < O, 4 seg.

Se observa una característica común en todos los gráficos, las funciones son períodicas. Y por 
lo tanto el ángulo 0(t) tiene un valor mínimo (0mín) y un valor máximo (0máx). También se 
observa que el período y la amplitud disminuy n a  medida que la condición -¡/,(O) aumenta. 

En la uadro(5.4), se muestra los valores de 0mín, 0máx , 6.0 = 0máx - 0mín y el período de la 
función de 0(t), correspondiente a los gráficos 0(t) de la p. 146. El valor de 6.0, va disminuye 
conforme 7fa(O) se incrementa, además el p ríodo de oscilación disminuye también. 

En la Fig.(5.3), se muestra las fun iones <f>(t) de acuerdo a que la condición inicial ·J.,(O) varia, 
para un intervalo d -400º 

< </> < 100° y un intervalo de tiempo t, O < t < O, 4 seg. Se 
aprecia en el conjunto de gráficos, curvas oscilantes, que desáenden.
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Figura ,5.2: Comportamiento de O(t) conforme la condición inicial de ·ij,(0) varia. Se aprecia 
que la función_ 0 es periodica, donde su amplitud y período va disminuyendo a medida que va 
aumentando 7/,(0) 

Cuadro 5.4: Valores extremales de O, cuando 4,(0) vaJ,·1a. 

7/,(0) Ümin 

Rsd/seg. Grados 

,50 1º36' 12,:35" 
100 2°4.5' 21,28" 
1.50 3°27' 2,5,56" 
200 3°54' 20 4.5" 

' 

250 4° 12 ' 41, 94 " 
300 4°2.5' .54 77" ' 

Ümáx 

Grados 

10°23' 49,24 11 

8°42' 38 09" ' 

7º50' 43,73" 
7º21 '7 ,56" 
7°2' 23,57" 

6°49' 34,82" 

!:}.0' período 
Grados Segundos 

. 
047' 37,52" 0,047916 
5°57' 17,1" 0,033333 

4°23' 17,82" 0,0:22916 
3º26' 46,83" 0,018749 
2°49' 41,2:3" 0,014.58:J 
2º23' 39,81" 0,012499 
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Para tener una medida de como desciende, se define una recta mediante el Aj-uste de c-urva

lineal, Í<J> = A+ Bt ( de color rojo en la Fig(5.3) ). 

Las ecuaciones de estas rectas se indican en el Cuadro(5.5). Se observa además que la función 

</>(f) tiene valores máximos y mínimos relativos, el tiempo que transcurre entre un máximo y el 

siguiente es igual, a este intervalo de tiempo lo definiremos como seudo período de la función 

</>(t). Este seudo período disminuye, asi como las oscilaciones cuando la condición inicial 7}(0) 

se incrementa. 

Cuaciro 5.5: Ajuste lineal de <jJ(t)� cuan.do ,J,(O; va1;ia. 

7}(0) juste lineal Pendiente (B) Ángulo de inclinación ( 
Rad/seg. f<1> =-A+ Bt Grados/segundo Grados 

50 45,69803- 956,14717 t -956,14714 - 9° 56'24, 2 "
100 31,467 44 - 599 ,93536 t -599,93536 - 9º54'16, 1911

1.50 23,24624- 431,47165 t -431,47165 - 9° 52'01 95"
, 

200 18,21299- 335,59365 t -335,59365 -89° 49' 45 38", 
250- 15,20-970-- 276,33261 t -276,33261 - 9-047'3-3- 57"

, 

300 12,73816- 232,5817,5 t -232,5 175 - 9º45'13 16"' 
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En la Fig.(5.4), s xpone un conjunto de funciones 'ljJ(t) correspondiente, a las diferenctes 

condición iniciales �(O). 'ljJ, se encuentra en un intervalo Oº 
< 'ljJ < 80000- y un intervalo de 

tiempo t, de O seg < t < O, 4 seg. La función 'ljJ(t) siempre es positiva y creciente. 
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(f) 'V (0) = 300 rad = 47,7464 rev/seg.

Figura 5A.: Comportamiento de 'ljJ(t) conforme la condición inicial de �(O) varia. 

También se halló la recta J,t; = C + Dt, para la función 'ljJ(t) y definimos are (tan(D) 17, 

que nos mide la inclinación de estas rectas. 

Los cálculos de los valores de r¡ y de ajustes de linea se observan en el Cuadro(5.6). 
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Cuadro 5.6: Ajuste lineal de 'ljJ(t), de acuerdo -J;(O) vana. 

,J;(o) juste lineal Pendiente (D) . L de inclinación 77 
Rad/seg. Í1/J = C + Dt Grados/ segundo Grados 

50 -45,55523+4691,6414-2 t 4691,64-142 89°59'16 04-'' ' 

100 -31,35 96+ 7197 ,05867 t 7197,05867 89º59'31 34" ' 

150 -23,17279+9 890,68131 t 9890,68131 89°59'39 15" ' 

2.00 -1 tl728+12. 657t8014c7 t 12.657 t80147 89°59' 43 70" t 

250 15,1 977+15 462,18315 t 15462,18315 89° 59' 46, 66" 
300 -12, 73666+ 1 2 2,37498 t 18282,37498 89° 59' 48 72" ' 
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Figura ,5.5: Comportamiento de �(t) conforme la condición inicial ele �,(O) vana. 
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En la Fig.(5.5) s mu stra la función 0(t) (velocidad angular de nutación), también es una 

función períodica, dond se obs rvan valores máximos y mínimos. A medida que transcurre 

.l tiempo,. el período va disminu.yendo ,. pero su amplitud casi no varia. La función Ó(t), se 

encuentra en 1 intervalo - 00 Grados/seg < 0 < 800 Grados/seg y un intervalo de tiempo 

t, O < t < O 4 Grados/seg. 

Con la base de datos para esta función y los gráficos, se elaboró el Cuadro(5.7), indicamos las 

variacione d 6.Ó(t) = B(t)máx - 0(t)m ín conform varia �(O). 

uadro 5.7: alares extr males de la nutación ( 0), conforme �(O) varia. 

�(O) Bmín Bmáx b..0 período 
Rad/seg. Grados/seg Grados/seg Grados/seg Segundos 

50 -6-21,6-16-9 6-21,6-lfüt 1243,233 0,0479-16 

100 -601,69 7 601,7047 1203,4094 0,033333 
150 -593,6629 593,6629 11 7,325 0,022916 
200 -5 9rr5 91 5 9,.5891 1179,.17 2. 0,.01874.9 
250 -5 7,1934 5 7,1934 1174,3 6 0,0145 3 
300 -5 5,6334 5 5,6334 1171,2660 0,012499 

La variación b..O(t) se hace muy lenta y el período de la función O(t)
,. 

disminuye conforme �(O) 

se incrementa. 

En la Fig.(5.6)(p. 151) y Fig.(5.7)(p.152), se indican los gráficos de las funciones de �(t) y 

�(t) respectivamente, donde �(O) va cambiando de valor inicial. Las funciones son períodicas, 

aunque muestran ciertos mínimos un tanto agudos en su forma para �( t) y máximos un tanto 

agudos para �( t).

La función �(t) se encuentra en el intervalo -24000 Grados/seg < � < 6000 Grados/seg. y 

�(t) se encuentra en el intervalo O < 7fa < 30000 Grados/seg, ambos tienen un intervalo 

de tiempo de O < t < O, 4 seg. al variar �(O). e puede notar que las funciones tienen un 

período que va disminuyendo a medida que �,(O) se va incr mentando y además sus 6.� y 

6..�,. también disminuyen conforme �(O) se va incrementando hasta cierto valor de -�(O),. pero 

luego casi no cambia. 

En los Cuadros (5.8) y (5.9} ,. muestran que los períodos de �(t) y ·J,(t),. dism.in.uyen a medi<;la 

que �(O) se incr menta. Los incrementos b..�(t) y b..·�(t), disminuyen también. 
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Figura 5.7: Comportamiento de 1/_,(l) co1úorrne la condición iLLicial de i;:,(Q) \'a.ria. 



uadro 5. : Valores extremal s de ef> en el tiempo, conforme �(O) varia. 

✓,(O) </>mm <Pmáx- �<P períodq 
Rad/seg. Grados/seg Grados/seg Grados/seg Segundos 

50 -24024,0300 234 .3 90 26372,4190 0,047916 
100 -13773,2000 3373,6 90 17146,8890 0,033333 
150 -10 36,7300 3997,2 50 14834,0150 0,022916 
2.00 -9495,.17 O 4400

,.0220 13895,2000 0,01 749 
250 - 737,2 70 4677,5120 13414,7990 0,0145 3 
300 - 253,1710 4 79,0560 13132,2270 0,012499 

Cuadro 5.9: alores extremales de � en. el tiempo, conforme -it,(O) va.ria. 

�(O) 1Pmin 1Pmáx �'lp período 
Rad/seg. Grados/seg Grados/seg Grados/seg egundos 

50 1410,1400 27734,600 26324,4600 0,047916 
100 3249,9940 20342,0400 1709"2,0460 0,03333"3 
150 5489,7350 20266,5 00 14776, 450 0,022916 
200 7950,5890 21787,5600 13 36,9710 0,01 749 
250- 10-536-,�0-0- 23 9-2,9-200 13355,9-300 0,0145 3 
300 13199,6000 26272,5700 13072,9700 0,012499 
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De todos los gráficos anteriores y cuadros, la más sobresaliente observación, es que los períodos 

de 0(t), 0(t), 4>(t) y '0(t) son igua.les para un determinado valor de �(O). Esta propiedad que 

a.parece con las condi iones iniciales y parámetros considerados.
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Figura 5_8: Superposición de funciones 0(t), 4>(t) y �,(t) cuando la condición inicial de J,(Q) =
50 rad/.seg . Se aprecia que tienen los mismos períodos. 

En la Fig.(5.8), se gráfica en forma simultánea las funciones 0(t), 4>(t) y ¡/,,(t). Se aprecian, 

curvas simétricas, esta simetría es el resultado de los períodos de las funciones, 0(t), 0(t), 4>(t) 

y ,J; ( t), son iguales (la función 0 no aparece en esta figura, porque solo se notaria una línea 

recta). 

En la Fig.(5-9) se indica la Energía Mecánica, cuando ·¡/,,(O) se incrementa_ Se muestra que son 

líneas constantes, van aumentando a medida q_ue ·�{O) se incrementa. En el Cuadro ( 5.10), se 

señalan los valores de la Em ín , Emáx , el incremento de la Energía (� E = Emá:r - Emin), el 

· , - E� 1 E¡ , �E Promedio de la Energ1a E = 
'N 

y el % Error de la Energia ( %E =
E 

x 100 % ) . De 

todos estos valores el más importante es el% Error de la Energía total, que va disminuyendo al 

incrementarse la condición �(O). Esto garantíza que los resultados son satisfactorios, porque 

es menor del 1, 6 %.
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Figura 5.9: Comportamiento de la Energía del elipsoide, mientras la condicion inicial de iÍ;(O) 
vana. 

Cuadro 5.10: Variaciones de la Energía conforme �1 (0). va1;ia. 

7/,(0) Emin Emáx D. E E % Error 
Rev/seg. Joules Joules Joules Joules Joules 

7,957 0,00916 0,00930 1,4x10-4 0,0091900 ± 0,0000004 1,516% 
15,�H54 0,02602 0,02616 l ,4xl0-4- 0,0260700± 0,0000005 0,536% 

23,8732 0,05225 0,05239 1,4x10-4 0,0523100 ± 0,0000006 0,267% 
31,8309 0,08787 0,08800 1,3x10-4 0,0879200 ± 0,0000006 0,147% 
39,7887 0,13285 0,13298 1,3-xl0-4 0,1329100 ± 0,0000006 0,097% 
47,7464 0,18721 0,18734 1,3xl0-4 0,1872700 ± 0,0000006 0,069% 
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CASO B: VARIACIÓN DEL PARÁMETRO e . 

Para te a o el parám tro c varia, los gráficos y uadros, pr sentan características peculiares 

d 1 movimi nto d 1 lip oid sin fri ción. 

En 1 uadro(5.11 )  s xponen las ondiciones iniciales para este caso y en el Cuadro(5.12) 

los parám tros r la ionados n la solución numérica. 

uadro 5.11: 

ondiciones iniciales 

0 Theta O,lrad= 5º3'46, 48" 
</> Phi o 

V-' Psi o 

0 Derivada t mporal de 0 lOrad/s g= 1,591 rev/seg 
</> Derivada temporal de </> 15rad/s g=2",3 7 rev /seg' 
'lp Derivada temporal de 1/-, 100rad/seg=ll5,9154 rev /seg

uadro 5.12: Parám tros que interviene en el cálculo numérico, tomando en cuenta que e se 
incrementa 

1 ímbolo f oml>re ondiciones iniciales I Uni-da.d 1 

a Eje mayor del elipsoide 0,025 m. 
t3 omento de in rcia d l elipsoide 0-,00000-375 Kg.m2

D2 Distancia de Co a G O 005 m. 
g celeración de la gravedad de la tierra 9 (�) 
m Masa 0,015 Kg. 

Además de tener las condiciones iniciales y los parámetro para las funciones, en el Cua­

dro( 5.13), se indica los valores del semi je menor c, del elipsoide y el momento d merc1a 

r. 

Cuadro 5.13: Variaciones d 1 parámetro c y sus r sp ctivos momentos de Inercia 

c Momento d Inercia 1 
m Kg .m2

0,0125 2,346x10-6 

0,0150 2,552xl0-6 

0,0175 2,796xl0-6 

0,0200 3-,077x10-6 

0,0225 3,396xl0-6 



12 
H 

10 

.. 
,. 

1: 
= 15 .. 

3 
2 

0.00 0.05 

12 
,, 
·10 · 
.. 
.. 

¡: 
= 6 

..
:. 
2 

157 

¡ 
l_ 

o.,o o.,,; n.20 o.2r. 0.:10 º·"" 040 o +-
oo--o-,.o,-n------0-.-.,-0---n+-,,;-, -+-o-<.2,-o----0+2-c; --o.;...:, 0-- 0-.:,-,.,�--10.40 

T .. mPD<S•gundoa) TI...npo(Sagundoa) 

1� ,--------("-=D�)_c:::_-_;<:..:.,l•c::;0...:.1 :::_2�5...:.•TI.:.:..:_. -----� '" 
11 

{b e - 0,0150 ,n. 

" 
,o 

.. 
a 

= .. 
3 

2 

10 

" 
o -

!i: \: ¡nftl 1\ 1:� f\J
r\r 

. · I : 1 \ ¡ .. • . \ í \ - . , . V' 
o +-00--0-..0-,.--o.�,o-- o-.,-

,.--o.�20--o-.2
-
,.

� 
O 315 

4 
3 
2 ' : : ' : ' . V: . 

0.00 O <)C, 0.10 0.10 0.20 O 2ft 0.:)0 0.:)0 O <40 
T6empo(Sagundoa) 

(e) e - 0.017.S n-.. 

12 

10 

.. 
' 

� 

Tlempo(Segundo•) 

(d) e - 0,020 m. 

ooo oo<J 010 01� 020 o,5 030 0_3.,, o.40 
T•mpo(S.-gundoe) 

(e) e - 0.022.S ,n. 

Figura 5.10: Comportamiento de la 0( t) cuando c varia, desde 0,0125 m a 0,0225 m. 

En la Fig.(.5.10) se exponen las función 0(t) y se gráfica para un intervalo 1,.5° 
< 0 < 12,5º, 

considerando un tiempo t, comprendido en O < t < O, 4 seg. Cuando el parámetro c varia en­

tre 0,0125 m < c < 0,0225 m. Observamos en la Fig.(5.10) que las funciones 0(t) son períodica, 

presentan valores máximos y mínimos consecutivos. Además la amplitud y el período de la 

función va aumentando, al incrementarse c. 

En la Cuadro(,5.14) se dan las características más resaltantes de la función 0(t). Se nota 

que el incremento �O = Omáx - Om ín y sus respectivos períodos se van incrementando, al 

incrementarse c. 

Cuadro ,5.14: Valores extremales de 0, conforme c varia. 

e 

m 

0,012.s 
0,01.50 
0,017,5 
0,020. 

0,022.tj 

0m in 
Grados 

2°45' 21 35" ' 

2°39' 26, ,57" 
2°31' 1.5, 64" 
2°21 '29 84" , 
1 º.52' 10, 42 11 

0máx �0 Período 
Grados Grados Segundos 

8°42' 38 45" ' 5º57'17,10" 0,03333 
9°4' 38, ,53" 6°25' 11, 96 " 0,03541 

9°33'31, 16" 7º2' 15, 54" 0,0375 
10°9' 41 04" ' 7°48' 11, 20." 0,04375 
11°57 ' 21, 24 " 10° .5' 10, 68" 0,05625 
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Figura 5-11: Comportamiento de e/>( t) conforme la condición inicial de c varia. 

º·"'º 

0.40 

En la Fig.( 5_ 11 ), se presenta los gráficos de la función e/>( t ), para un intervalo de -230° 
< e/> <

100° y un intervalo de tiempo, O < t < O, 4 seg. 

Lo que se aprecia en la Fig.(5.11) son curvas oscilantes que descienden. Para medir cuanto 

desciende, se efectua, el ajuste de línea a la curva e/>( t ). Se obteniene la función lineal f<t> • Con 

respecto a la recta J,¡, , hay oscilaciones períodica y ciertas amplitudes, que van creciendo_ Esto 

lo podemos ver en el siguiente Cuadro(,5.1.5). 

Cuadro ,5.15: Ajuste lineal de cp(t), conforme el parámetro c varia.. 

c Ajuste lineal Pendiente ( B) L de inclinación ( 
m Í<t> =A+ Bt Grados/ segundo Grados 

0.012.5 31,46744-,599,93536 t -599,93536 -"9º54'16, 19" 
0.01,50 32,,50387-481,29850 t -4 1,29850 -89°52'51 44"' 
0.017,5 34, 79657-375,58090 t -:375,5-8090 -89°50'50 81"

' 

0.0200 37,69452-277,97817 t -277,97817 -89°47'37, 99"
0.0225 45,86155-186,83366 t -186,83366 -89°41'36 01"

' 

En el Cuadro(5.15) indicamos la función J,¡, =A+ Bt. Se observa que la. pendiente es negativa 
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y que a medida que 1 parámetro c se incrementa, el valor absoluto disminuye. 

En la Fig.(5.12) se presenta las gráficas de la función 4,(t), cuando c se incrementa. La función 
' 

4, se encuentra en un intervalo, Oº 
< ·i/; < 3000º y un intervalo ele tiempo t, que varia entre los 

valores O < t < O, 4 seg. Aquí se aprecia una curva que tiene una forma oscilante ascendente 

y se puede definir ( como para el caso de <:p) un seudo período. 

-

! 
,... 

Cuadro 5.16: Ajuste lineal de ·ip(t), conforme c varia. 

1,b(0) Ajuste lineal Pendiente ( D) L de inclinación r¡ 
Rev/seg. �l =C + Dt Grados/segundo Grados 

3000 

::,800 
"""º 
2400 
nao 

2000 
1900 
,.,oo

1400 
1200 
1000 

80() 
000 
•oo 

;,oo 
o 

0.00 

JOOO 
,aoo 

u,oo 
"""'° 
��ot, 

:!000 
1,wo 
16UO 
0400 
1200 
'""° 

HOO 
"00 
400 

200 

n 

000 

0,0125 -31,35 96+ 7197 ,05867 t
0,0150 -3.2,38575+ 7079,79920 t
0,0175 -34,66440+6975,95150 t
0,0200 -37,54048+6880,63371 t
0,0225 -45,65026+6795,:38785 t

7197,05867 89°59'31 34" , 
7079,79920 89°5-9'3.0 87" ' 
697,5,9,5150 89°59'30, 43" 
6880,63371 390-59'30, 02',. 
679.5,38785 89° 59'29 65" ' 
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Figura 5.12: Comportamiento de 4,(t) conforme la condición inicial de e varia. 

A la función '1P se aplica, un ajuste lineal ( ij.1 vs t), consiguiendo f,¡_, = C + Dt. Esta recta 

pasa por el medio de la curva ·i/;. Esto permite observar que a medida que el pará.metro e se 
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incrementa. tanto el seudo período y la amplitud , de las curvas con respecto a la recta f1J1 , se 
. t' Ad ' l d . d d 1 f · ' clf�, · · · mcremen a.n. ema.s a enva a. e a unc1on dt = tanr¡ = D, siempre es pos1t1va.

En el Cua.dro( 5.16) se indica. los resulta.dos del ajuste de curva, obteniendo la función fv•· Se 

observa., que la. pendiente de la. función .f�, es positiva. y que a medida que el parámetro c se 

incrementa, disminuye muy, pero muy lentamente. 
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Figw:a 5.13: Comportamiento de Ó( t) conforme la c.011.dición inicial de c varia. 

En la Fig.(.5.13) se muestra la función O(t), se aprecia, que son funciones períodicas, do!lde 

se nota valores máximos y mínimos. A medida que transcurre el tiempo, el período se va 

incrementando, pero su amplitud, casi no varia. La. función O( t ), se encuentra en d intervalo 

-700 Grados/seg< 0 < 700 Grados/seg y un intervalo de tien1po t, O < t < 0, 4 seg., para

todos los casos .
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En 1 ,ua.dro(5.l 7) se ex¡ one los incr .mentos d ó.O{t) = 0(l)máx - O(t)mín, conf'orrn<:> varia 

c. La. variación ó.0( t), s . ha.ce muy lenta y 1 período se in cremen ta.

Cuadro 5..17: Valores extrcmalcs de Ó, conforme e va.ria. 

c 0mín Om,í:r t6..0 

m Grados/seg ;rndos/seg Gra.<los/seg 

0,0125 -601,69 "'7 601,69"7 
0,0150 -594, 11 7 .59tl, 11 l 7 
0,0175 -5"9,043 "' 589,0438 
0,0200 -5 '5,4 "00 585, tl 00 
0,0225 -5 "'2, '69:3 582, '693-

-18000 

70000 4--...---,---..---r----.--�,----,--I 
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Figura 5.11: Comportamiento de </>( l) conforme la. condición i.nicial de c varia. 

Se tiene las Figw-as (.5.11) y (5.15) donde se muestran las funcioues de ef>(t) y J.{l), cuan.do c 

varia. Las funciones son perío<licas, aunque mu stran ciertos mínimos agudos parad>( t) y máxi­

mos agudos, para ,,j;(t). La función ef>(l) se encuentra. en el intervalo -20000Grados/seg <

ef> < 4000 Grados/seg. y ,,j;( l) se encuentra en el interva.lo 2000 Grados/seg :S: ·J• :'S: 2GOOOGrados/seg, 

ambos tienen un intervalo de tiempo t, ele O :S: t :'S: O, 4 seg. Se puede notar que las funciones 



162 

tien .n un p ríodo qu va m r mentan lo, a m di la que 1 parám tro e aum nta. Se nota de 

los uadros r q u el p rí odo ( T) d las fun: ion: s 0 0 t efJ y ,,j; son. igual s. 
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Figura 5.15: omporta.IlJ-1 nto de -J;(t) conforme la condi ión. inicial de e varia. 

partir d las Figuras (5.14), (5.15) y la bas d datos s onstruy ron las ,uadros (5.1 ") y 

(5.19). Los p ríodos d 4>(t) y -,i;(t), s in r m ntan a m dida q_u 1 parám tro e in rementa. 

Las variacion s tlefi(t) = efi(t)máx - efi(t)mín Y -J;(t) = -,i;(t)máx - -J;(t)m í11· 



uadro 5.1 vana. 

<Pmin <Pmáx 
n1 Grados/s g 

O 012r.: -13773 2000 3373 6 90 17146-, 90 0,033-3-3 
o 01r.:o -13660 6 00 3269 9450 16930,6250 O 03541 
O 0175 -13 60 9900 315 9310 1711 7  9210 O 03750 
O 020 -14.597 000 3030,.9330 1762 330 0,04375 

O 0225 -1 O 4,1 00 2624,1320 2070 3120 O 05625 

uadro 5.19: 

e 4'min -�, .max- Pe1·.íodo 

m rados/seg rados/seg gundos 

0,0125 3249- 9-940- 20-342 0-400- 170-9-2 04 O O 033-33 
0,0150 3355 7 00 20230 7 00 16 74,9900 0,03541 

0,0175 3471,6 90 20532 2900 17060,6010 0,03750 
0,020 3601,40.SO 21170 3300 1756 9250 0,04375 

0,0225 4017 5690 24659 3300 20641 7610 O 05625 
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igura ,5.16: Sup rpos1 ion d las d rivadas d los angulos de """'ul r, cuando c=0,0125m. 
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En la Fig.(5.16) mostramos las derivadas de los ángulos de Euler superpuestos, para c=0,0125m. 

parecen curvas simétricas esto ocurre porque el período es común. 

En las Fig.(5.17) s muestra las gráficas de la Energía vs el tiempo, cuando el parámetro c se 

increm .nta. e puede observar que hay p queñas oscilaciones. Pero estas son muy insignifi­

cantes pues siempre en el cálculo numérico adolece de un margen de error. o obstante en el 

Cuadro (5.20) el porcentaje de error disminuye conforme c se incrementa. Esto nos garantiza 

que los resulta.dos son satisfactorios, porque el porcentaje de error es pequeño (menor que el 

1 %). 
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Figura .5.17: Comportamiento de Energía conforme la condición inicial de e va.ria. 



Cuadro 5.20: Variaciones d la Energía, conforme el parámetro c varia. 

c 
m 

0,0125 
0,0150 
0,.0175 
0,0200 
0,0225 

Emin Emáx !:::.E E 

Joules Joules Joules Joules 

0,02602 0,02616 0,00014 0,0260700 ± 0,0000005 
0,02639 0,02651 0,00012 0,0264300± 0,0000005 
0,.02676 0,026 7 o,_ooo11 0,0268100 ± 0,.0000005 
0,02714 0,02724 0,00010 0,0271800 ± 0,0000005 
0,02755 0,02765 0,00010 0,0275900 ± 0,0000005 

, , 

% Error 
Joules 

0,536 % 
0,453 % 
0

,.
410 % 

0,367 % 
O,J62% 
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5.3. SOLUCION DE LA ECUACION DE MOVIMIEN-

TO CON FRJCCION POR DESLIZAMIENTO 

En el capítulo 3 se determinó las EDO de movimiento de un elipsoide cuando actua la fricción 

por deslizamiento sobre la. superficie plana donde se mueve. 

/ / 
,/ -;✓-

Figura 5.18: Fuerzas que originan torque en el elipsoide no homogéneo 

Recordemos que las EDO no lineales y acopladas son 
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(5.22) 

(5.23) 
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{ ( 
2 '}, 

+ co 0 (-±0 1 rl,(/> + ±a
2
co </>) + ±03 

0 i) V 
e cosO ) }n - 2 

- ✓ a2 s n20 + c2 
cos

2 0

( 2 2) sen0cos0 '1"'I 
0
-
2 0 ( 

) 2 } 
)- a - e --;:====�=�=� + L/2 cos 

J a 2 sen 2 0 + cZ-
cos 

2 0

+0 s n 0 --;:====;:::::==:::;:==::;:=::;: + V2.. [ { ( 
(a2 - c

2 ) cos 0 
) } ] ) ✓a2sen20 + c2 

os
2 0 
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(5.24) 

+</>s n0 (v2 -
2 cos0 ) + (� + 4>cos0) ( ª2 s n0 ) } 2 

Ja2 s n20 + c2 
cos

2 0 ✓a2 n20 + c2 
cos

2 0 



+{ 

( + :i:c
2 

+ 4> s n0 coscp (v2 - -,:====c
==

2
=co=s =O===)Ja 2sen 20 + c 2cos 20 

( 
• .

) ( 
a2 sen0 

) +coscp 'lj;+ cpcoscp 
Ja 2 sen 20+ c 2 cos 20 
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+0senq>eos0 'D2 - -,:======== - 0sencpsen0 ---;:======= 

• 
( 

c 2cos0 
) 

. 
( 

a 2sen0 
) ) Ja 2sen 20 + c 2cos 20 Ja 2sen 20 + c 2cos 20 

{ ( ( 

( a 2 _ c2 ) ()2 

{ 

. 
- mµ g+---;:::====== (2cos2 0-1)­

J a 2 sen 20 + c2 cos2 0 

( ª 2 - c2 ) (
sen0cos0 

) 
2

} 
+ 'D 2 /)2 cos 0)Ja 2 sen 20 + c2 cos2 0 

+B [sen 0 { ( 
(a 2 - c2 ) cos 0 

) + v2 })) / ( [{xa
1 

cos cp + xa
2
sencp J a 2sen 20 + c2 cos2 0 

(5.25) 

. e cos • • a sen 

( 

2 0 ) ( 
2 

0 ) } 2 +</> sen0 'D2 - + 'lj; + cp cos0 
Ja 2 sen 20 + c 2 cos2 () ( ) Ja 2sen 20 + c 2 cos2 0 

{ . ( 

c2 cos0 
) } 

2 

+ cos0 ( -:i:c
1 
sencp + xc

2 
coscp) + :i:c

3 
s n0 - 0 'D 2 - J 20 2 2 0 a 2 sen + e cos 



+{ ( 
a2 s n0 ) } 2] ½)} 

n</>- xa2 co </>) + xa3 cos0 - 0 ----;::======= 
✓ a 2 s n 2 0 + c2 os2 0 

(. . ) 
( 

a2 s n0 ) 
+ en</> 'l/J + </> co </>

✓ a 2 s n 2 0 + c2 cos 2 0 
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-0cos<j>co 0 V2 - --;:========= - 0cos</>
· 

( 
c2 os0 ) 

•✓a2 

n
2 0 + c2 cos2 0

0 ( 
a2sen0 ) ) 

n Ja2sen20 + c2 cos2 0 
(5.26) 

dod xa
k 

on las v locidad s d 1 e ntro geométri o. d más xa
3 

ya s onoce (p 77, capítulo 

II). 

5.3.1. ALGORITMO 

empl o 1 m 'todo num 'ri o d Rung Kutta para r solv r las olucion a la EDO no 

lin al s y acopladas. Para r solv rlas previam nt fu n sario r alizar un ambio de variable 

para obtener 10 DO d 1 Grado. 

Para llo d finimos las funcion s (k) 

X(l) 

X(2) 

X(3) 

X(4) 

X(5) 

0, 

</>, 

X ' 

y 

(5.27) 

(5.29) 

( 5.30) 

( 5.31) 



hora derivamos las funciones X(k) 

X(6) - 0,

X(7) - cp,

X(8) - 1j,,,

X(9) - x,

X(lO) - y.

X(l) - 0,

X(2) - cp,

X(3) - 4-',

X(4) - .1:,

X(5) - y,

_)[(6) - 0,

X(7) - cp,

X(8) - 1/),

_Y(9) - x,
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(Ei.32) 

(,5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

(5.36) 

(.5.37) 

(5.3 ) 

(5.39) 

(5AO) 

(5Al) 

(5.42) 

( 5.43) 

{ 5.,44) 

(5A5) 
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X(lO) y. (.5.46) 

Con este cambio de variables de las ecuaciones del (5.37) al (5.46), se obtiene las 10 EDO de 

1 er grado, de Ia forma. 

X(k) F(X(l))
1 (5-47) 

son estas las EDO que serán resueltas numéricamente empleando el método de Runge Kutta. 

5.3.2. RESULTADOS 

Con las EDO ya obtenidas se aplicó un programa en Fortran 90, para ciertos casos, los cuales 

serán analizados, obteniendo una base de datos con el cual se graficará y realizará cuadros, 

para ver como es el movimiento del elipsoide no homogéneo, cuando esta sometido a la fricción 

por deslizamiento. 

Para el movimiento del elipsoide con fricción por deslizamiento,se consideraron dos casos 

, , 
A) VARIACIO DEL PARAMETRO c.

B) VARIACIÓ COEFICIE TE DE FRICCIÓ µ.

CASO A: VARIACIÓN DEL PARÁMETRO c. 

Para este caso el parámetro c varia, se tomará en cuenta 5 valores. Esto nos ayudará a ver 

como seria el movimiento del elipsoide no homogéneo con fricción por deslizamiento, para 

diferentes dimensiones del cuerpo rígido. 

Las condiciones iniciales y parámetros utilizados para resolver las EDO, se muestran en los 

Cuadros (5.21) y (5.22). 

Para aplicar el programa se considero un tiempo mayor ( 1 O seg), a diferencia del caso sm 

fricción (0,4 seg), pues los cambios son muy sobresalientes para este caso, y se puede observar 

mejor, a mayor tiempo posible. 
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Cuadro 5.21: Condiciones iniciales para este caso. 
1 Símbolo I ombre Condiciones iniciales 

0 

V-' 
X 

y 
0 

<p 

4, 
X 

y 

Theta 
Phi 
Psi 

Coord nada X 
Coordenada Y 

Derivada temporal de 0 
Derivada temporal de <p 
Derivada temporal de -¡/J 
Derivada temporal de X 
Derivada temporal de Y 

O lrad= 5º3' 46 48" ' ' 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

100 rad/seg=15,9154 rev/seg 
o 

o 

Cuadro 5.22: Parámetro. 

Símbolo ombre 1 Condiciones iniciales U ni dad 

a 
1 = b

V2 
g 
m 

µ 

.. '. 

Eje mayor del elipsoide 
Momento de inercia del elipsoide 

Distancia de C0 a G 
Aceleración de la gravedad de la tierra 

j .¡ 1 

Masa 
Coeficiente de fricción 

� .. ! • • 1 •• •· I• • . i � . ·• �. 

2 

¡ · � ·: .... j • • 1 • · 
,_
•
,
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¡ i ¡ 
3 4 5 6 7 

Tiempo (Segundos) 

(a) e = 0,0125 m. 
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0,015 
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(b) e = 0,0150 m. 

Figura 5.19: Variaciones de 0, cuando e varia. 
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0 En la Fig.(5.19), se muestra las funcion s d 0(t), cuando c vana, en Fig( 5.19a) c = 

0,0125 m. n Fig(5.19. b) c = 0,0150 m. El máximo valor qu alcanza 0{t) en a) es de 150º,

aproximadament de allí en adelant , tiene oscilaciones que se incrementan para luego tener 

una pequ ña caída. Lu go, tiene un movimiento amortiguado. En la Fig ( 5.19b) su máximo 

valor esta n 130
° , su curva es semejante a un movimiento amortiguado.
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(e) c = 0,0175m. 
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20 
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liempo (Segundos) 

(d) e = 0,020 m. 

Figura 5.20 : Variaciones de 0, cuando c varia. 

7 8 9 10 

En la Fig(5.20 c y d) se muestra los gráficas de O(t) para c=0,0175 m y c=0,0200 m, ambos 

casos alcanzan un máximo en 0 :=::::: 13ü°, para un tiempo t=O, 75 seg. El intervalo de tiempo 

tomado en cuenta, es de O < t < 1 0 seg. abe señalar que ambos casos se van amortiguando 

las oscilaciones. 

En la Fig.(5.21) la función O(t) mantiene un valor máximo, en 1 50
°, aproximadamente y a

partir de los 3,5 seg sus oscilaciones son casi p ríodicas. También, se apr cía en la figura un 

aumento de la gráfica de la parte inicial entre O < t < 2seg, debido a la escala del gráfico 

parecería un manchón, pero son pequ ñas oscilacion s, como s observa, en la ampliación 

mostrada en la figura. 

A partir de las Fig.(5.22) en adelante se mu stran los casos por función, pues las demás 

son semejantes y s evita, un núm ro excesivo de páginas. En la Fig(5.22), se observa los 

gráficos d </>(t), al transcurrir el tiempo, cuando varia desde Fig(5.22a) c=0,0125m y la 

Fig(5.22b) c=0,0225m, solamente se muestran estos casos a manera de ejemplo. e observa 

qu la Fig(5.22b) parece una ampliación de la Fig(5.22a). En la Fig (5.22a) qu la función es 
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Figura 5.21: Variaciones ele 0, cuando c varia. 
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........ , ... .. , .. . 

··;·····i·2; .... . 

8 9 10 

creciente de O a 1 seg y luego de alli crece rapídamente. Mientras en (5.22b) la curva crece 

rapídamente de O a 2 seg. El rango de la función </>(t), sta entre Oº < <P < 5000°. 

50000 

45000 

40000 

35000 

°e 25000 

� 20000 . .

15000 

10000 

5000 

Tiempo (Segundos) 

(a) e = 0,0125 m.

, ... 
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40000 
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� 25000 

�20000 

15000 

10000 

5000 

2 

�. 

3 4 5 6 

Tiempo (Segundos) 

(b) e = 0,0225 m.

Figura ,5.22: Gráficos de <P, para 2 valores de c. 

7 8 9 10 

En la Fig( .5.23) se expone los gráficos de la función 'ljJ, cuando vana -:iooo
0 < 4, < 5000° . 

Ambas curvas no tienen semejanza alguna. Mientras en a) la función es siempre positiva, 

despues de un cierto instante, en b) es siempre negativa, casi a partir ele t > O. 

En las figuras (5.24) y (.5.25), se gráfica O(t) para un intervalo de -1400 Grados/seg< <P� 1400 

Grados/ seg y un tiempo t E [O, 10] seg. La función Ó( t) muestra oscilaciones en ambos casos, y 

en la Fig(.5.2,5) entre O y 3 seg da fuertes cambios, pero todas son oscilaciones con períodos muy 
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Figura 5.23: Gráficos de 7/;, para 2 valores de c. 
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Figura .5.24: Gráficos de la función 0, cuando c v�ia. 
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Figura 5.25: Gráficos de la función 0, cuando c varia. 
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10 

pequenos. Luego de 3 seg las oscilaciones tienen casi la misma amplitud. En la Fig.(-5.2,5) se 

muestra una ampliación entre O y 2 segundos, para mostrar que son oscilaciones con pequeños 

períodos, que van incrementando su amplitud. 
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Figura 5.26: Gráficos de la función </>, cuando e varia.. 

En la Fig.(.5.26 a y b) indicamos las gráficas de la función de ef>(t), para. un intervalo 

-600000 Grados/seg < J> < 600000 Grados/seg. en a) la curva parece constante y en b) tiene

cambios en las oscilaciones pero siempre con J> > O, en el intervalo de O a 2 seg y de allí. es

casi constante.
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Figura 5.27: Gráficos de la función J, cuando c varia. 
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En la Fig.(5.27 a y b) se indican las gráficas de la función de 1f(t), para un intervalo 
-600000 Grados/seg < J < 600000 Grados/seg. en a) la curva parece constante, pero tiene
ciertas oscilaciones y en b) J(t) sufre fuertes oscilaciones entre O y 2 seg, pero siempre la 
función es con ·J < O . Luego de los 2 seg, la curva se mueven en forma casi constante. 

CASO B: VARIACIÓN DEL COEFICIENTE DE FRICCIÓN ¡t. 

Para realizar el cálculo numérico, se considera, el coeficiente de fricción µ vana, entre los 
valores O, 1 < µ < O, 6. Para aplicar nuestro programa necesitamos de las condiciones
iniciales y parámetros, dados en los Cuadros(5.23) y (5.24). 

Cuadro 5.23: ondiciones iniciales. 
1 Símbolo 1 ombre Condiciones iniciales 

0 Theta O,lrad= 5º3'46,4:-." 
</> Phi o 

VJ Psi o 

X Coordenada X o 

y Coordenada Y o 

0 Derivada temporal de 0 o 

<p Derivada temporal de <p o 

1P Derivada temporal ele V,' 100 racl/seg=15,9154 rev /seg 
X Derivada temporal de X o 

y Derivada temporal de Y o



.. írnbolo 1 

a 

uadro 5.24: Parámetros . 
on.diciones iniciales I U nielad 1 

Eje mayor d 1 lipsoide 
Ej m nor d 1 elipsoide 

Mom nto d in rcia d 1 elipsoide 
Distancia d C0 a G 

celeración de la gravedad de la tierra 
Masa 

0,025 
0,0125 

0,00000375 
0,005 

9,8 
0,015 

m. 
m. 

Kg.m2 

m. 
(�) 
Kg. 
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Luego de obtener la bas d datos s obtuvieron varios gráficos, para los ángulos de Euler 
y sus derivadas, pero en espe ial para 0. e muestra todos los cambios que sufre cuando µ

varia. Pero para los demás solo se graficó dos valores, a manera de ejemplo. 

Las figuras (5.2 ) y (5.29), mu stra las funciones de 0(t) para un intervalo Oº < 0(t) < 170°

y un tiempo t E [O, lO)s g. toma un tiempo mayor para observar, mejor los cambios de la 
función. Los valores de la función 0(t), ti ne un máximo valor de 160°, cuando se incrementa 
µ de 0,3 a 0,6. La forma de la curva es una subida suave y luego aparecen oscilaciones 

períodicas. medida que µ toma valores mayor, se incrementan sus amplitudes para luego ir 
amortiguandose. Y las oscilaciones periodicas se distorsionan. 

En la ig.(5.30 a y b), s muestra el comportamiento de la función </>(t) cuando el parámetro 
µ = 0,3 y 0,6. El intervalo de </>(t) es Oº < </> < 35000° y un tiempo t E [O, lO)seg. La curva 
crece más, cuando µ se incrementa y </> es positivo. 

En la Fig.(5.30 c y d) se gráfica la función -ip. -ip varia entre -10000° < -ip < 3000°, en un 
tiempo t E [O, lO)seg. La función cambia completamente su forma, para los valores de µ1;;. Pues 

de tener forma descend nte, pasa a una curva casi constant , cuando se incrementa µ. En c) 
tiene una pequeña subida ntr O y 0,5 s g y en ad lante descr ce. En d) la curva también 
tiene una subida y caída en el intervalo de O a 0,5 seg. Luego se incrementa hasta los 2 seg y 
posteriormente va oscilando, p ro amortiguandose lentamente. 

En la Fig.(5.30 e y f) mostramos la función Ó(t). La función 0 varia ntre -15.00Grados/seg <
iJ < 1500 Grados/seg. y un ti mpo t E [O, lO]s g. La forma de la función es períodica, se 
incrementa su amplitud al incrementarse µ d 0,3 a 0,6. En ) e observa las oscilaciones, que 
aumentan su amplitud por lo menos 3 v ces comparado, con el gráfico e). 

En la Fig.(5.31 g y h), la función �(t), se ncu ntra n un intervalo de -20000 Grados/seg <

� < 40000 Grados/seg. y un ti mpo t E [O, 10] seg. �(t) sufre cambios brusco de oscilación, 
los primeros 0.5 seg n g) y h). Lu go su gráfico es asi una función períodica, cuandoµ = O, 3. 
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Figura .5.28: Variaciones de O, cuando /1 va.na. 
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Figura S.29: Gráficas d<• O, cuando ¡1 varia. 
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Figura 5.:30: Gráficas de r/J, ·t./• y O, c-u,u1<lo p va.ria c11tn' los valores 0.:3 y lU>. 
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Cuando µ = O, 6 la ·función 4>, oscila amortiguandose para t> 2 seg. 

En la. Fig.(5.31 i y j) se observa la función ·J,(t), en un intervalo de -�15000 Grados/s<'g :S VJ 

< 20000 1rados/ eg. 1 incrementarµ, ,J, se comporta. como una función del tipo oscilación 

amortigua.da., µero en forma. lenta lespués de una. fuerte oscilación. 
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Figura -5.31: Gráficas de (/) y f. cuando p varia entre los valores 0.3 y 0.6. 

MOVIMIENTO DE UN ELIPSOIDE CON FRIC­

CION POR RODADURA PURA 

En el capítulo 4 se determinó las EDO del elipsoide con fricción por roda.dura pura. mediante 

las E uaciones de Lagrange. 
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e con idera n e  te apítulo 1 elipsoide no homogén o, fomado por un elipsode homogéneo y una partícula d masa rn0, colocada d ntro del elipsoide, justo en el eje de simetría, que dista 'D2 d 1 centro g ométrico C0 . (Fig(5.) 

/ / 
�----� ---·

� / ,,,,, 
-'--·· 

Figura 5.32: Elipsoide no homogéneo, sobre una superficie plana con fricción por rodadura pura. 
Como se recuerda las EDO qu se obtuvieron en el capítulo IV, fueron: 

··{ {[[a4 +c
4 +(-a4 +c

4 ) cos(20)]] [ 2c2D2cos0 ]}}O I + m 2(c2 cos2 0 + a2 sen20) -
✓c2 cos2 0 + a2 sen2 O-

{ -2 { c2 D2sen0 [ cos20 (a2-c2) ] [(a2-c2)a2c2sen(20)]}}+ 2 O m 
✓ c2 cos2 0 + a2 sen20 1 + ( c2 cos20 + a2 sen20) + 2 ( c2 cos20 + a2 sen20) 

{ -2 { [ sen(20) c2 a2 (a2 - c
2) ] s n0 c2 D2 [ cos2 0 (a2 - c

2) ] } + m 8 2 {c2 cos20- + a2 sen20}2 + 
✓c

2 cos20 + a2 sen20 1 + ( c2 cos20 + a2 sen20-) 

-sen 2 9 I - I + cos 2 (J - . . 

-2 { 1 ( a2 -c2) 2 m sen(2 0) [ ( a2 - c2)sen2(2 0) ]+</> 2 ( ) ( 3
) 2( c2 cos20 + a2 sen20) ( ) 4 ( c2 cos2 0 + a2 sen20)
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� 2 { 
a4 c2 m sen(2 0) }+ 

2 ( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

+..,., 'f/ - 3 sen + ----;:======= 1 - --------l .i. { I O a2 D2 m sen(2 0) [ ( a2 -c2)sen2 0 l✓c2 cos2 0 + a2 sen2 0 · 2(c2 cos2 0 + a2 sen20) 

+ a2 (a2 -c2)msen0 
[cos(2B)+cos2

(J _ 
sen(20)2 (a2 -c2 ) ]}

( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 2( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) 

-g m sen0 [n2 + ----;:= (=ª=2==c =
2 )=c=o=s=0==} }

✓ c2 cos2(} + a2 sen2(} 

(20) ( 2 2
) 

[ 

D2 sen0 sen(20) (a2 - c2 ) l} 
+m sen a - e ----;:======= + --------

✓ c2 cos2 0 + a2 sen2fJ 4 ( c2 cos2(} + a2 sen2(} 

.i: { [ 0 
a2 D2 m sen2 0 a2 ( a2 - c2) m sen0 sen(20)

}+..,., 3 cos + ----;:======= + -----------

✓ c2 cos2 0 + a2 sen2 0 2 ( c2cos2 0 + a2 sen2 0) 

+ {4>0 {sen(20) (I -
/3) + 

2D2 (a2 -c2)msen0 
[cos(20) + cos2 0-

sen2 (20) (a2 -c2) l
✓c2 cos2 0 + a2 sen2 0 4 (c2 cos2(} + a2 sm2 0 

m (a2 
- c2 )2 sen(2 0) [ sen2 (2 O) (a2 - c2) l} 

cos(2 9)- ------
-

( c2 cos2 0 + a2 sen2 0) ( c2cos2 0 + a2sen2 0} 

= o 

(5.4 
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+� 0 { 
a 2 ( ª2 -c2 ) m sen0 

[cos(2 0) + cos20 - sen2(2 0) ( ª2 - c2 ) 

l · ( c2 cos20 + a2 sen20) 2 ( c2 eos20 + a2 sen20) 

a2 D2msen(20) [ sen20( a2 - c2) l } + --;=.=::=====:====�:::::::;;== 1 -___ ___:_ __ __:__ - h sen0} = O .
✓ c2 cos20 + a2 sen20 2 ( c2 cos20 + a2 sen20) 

:;,. {i 
0 

a2 D2msen20 a2

( a2 -c2 )msen0sen(20)
}o/ 3 cos + --,=.=c==:::::=c===== + ---------'---'-

✓ 2 cos20 + a2 sen2{} 2 ( c2 cm,-20 + a2 sen20) 

·· { a4 m sen20 } +'lj; [3 + -------
( c2 cos20 + a2 sen20) 

{�o{ a4msen(20) [ sen02

( a2 -c2 ) ]} + ( c2 cos20 + a2 sen2()) 
1 -

( c2 cos2() + a2 sen2B-) 

+</> 8 -13 sen0 + --;:=========== 1 - ---------.. { a2 D2 m sen(2 0) [ (a2 - c2) sen20 l 
✓ c2 cos20 + a2 sen20 2 ( c2 cos20 + a2 sen28) 

+ -------- cos 2 0 + cos O -a2 ( a2 _ c2 ) m seno [ 2 
sen2

(2 0)( a2 -c2 ) l} 
( c2 cos20 + a2 sen20} 

( ) 
2 (c2 cos20 + a2 sen20) 

o, 

(5.50) 

✓ a2sen20 + c2cos20 [é sen</> - � senO cos<f>] - [� + ·$ cos0) sen(2 O) cos</> ( ª2 - c2)
] 

2 ✓a2sen26 + c2cos20 
(5.51

[i) cos</> + � sen0 sen</>] + [� + '$ cosO) _
se_n�(

;:=
2

=::=
8=) =se

===
n
===

</>====( ª
===

2
====c

2

¿-
)l} 

2 ✓a2sen20 + c2cos20 

= i) [ 
sen ( 2 0) ( a 2 - c2 ) l 

2 ✓a2sen20 + c2cos20 

Estas ecuaciones como se puede apreciar son no lineales y de segundo orden, excepto las tres 

ultimas. Pero podemos pasarla a una de ler orden las de 2do, como .n los casos anteriores. 

(5.52 

(5.53 
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5.4.1. ALGORITMO 

La DO qu s obti n n on no lineal s y acopladas. Para pod r resolverla numéricam�nte 

s :D ctuará un ambio d variabl para fa ilitar los cálculos. Para ello definimos 

X(l) 0, 

(2) </>,

X(3) 1/;, 

,,.(4} 0, 

X(5) </>, 

X{6) v;, 

( ) X2.co' 

on los anteriores cambio de nombre a las variables, ahora d rivamos las funciones 

0 (1 ), 

(2), 

(3), 

(5.54) 

(5.55) 

(5.56) 

(5.57) 

(5.5 ) 

(5.59) 

(5.60) 

(5.61) 

(5.62) 

(5.63) 

(5.64) 

(5.65) 



0 .X(4), 

X(6), 

X(7), 

X( ), 

(9) 

F inalmente se obti nen d las ecuaciones del (5.11) al (5.16), las EDO de la forma 

X(k) X(l), k, l = O, 1 ... 9.

Estas son las 9 DO de prim r orden qu se van a resolv r, en Fortran 90. 

5.4.2. RESULTADOS 
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(5.66) 

(5.67) 

(5.68) 

(5.69) 

(5. 70) 

(5.71) 

(5.72) 

Luego de obtener las 9 EDO de 1 Orden, debemos de aplicar un programa para resolver ciertos 

casos, los cuales generarán una base de datos. Estos datos serán gráficados y analizados y 

después se elaboraran algunos uadros que s ñalarán ciertas características importantes o 

sobresalientes, en el movimiento d 1 lipsoide no homogén o cuando se mueve con fricción por 

rodadura pura. 

Para esta sección analizaremos 1 caso 

V IA IÓ DEL PAR, METRO V2 . 
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CASO : VARIACIÓN DEL PARÁMETRO 7J2

Para este caso s onsidera qu 1 parámetro 7J2 varia, pero al variar ese parámetro s� ve 

afectado el momento d inercia 1, debido a que 7J2 e I están relacionados. 

Para hallar esta relación previamente recordaremos los momentos principales de inercia d� un 

lipsoid homogéneo de semiejes j s a, b, e y masa (M
e ), son: 

(5. 73) 

(5. 74) 

(5.75) 

con respecto a los ejes ¡*, donde k =1 2,3, respectivamente. En nuestro caso a=b, luego 

( 5. 76) 

(5. 77) 

(5.7 ) 

De las ecuaciones (5.76) y (5.77) 11 = b = I. 

Si se considera tambien el momento de inercia de la masa m, se ti ne que 

(5-79) 

y el otro momento de inercia no varia, es d en-
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(.5.80) 

En el Cuadro(5.25) mostramos los valores del parámetro 'D2, que va a ser tomado en cuenta, 

al resolve1· numéricamente las ED.O. 

Cuadro 5.25: Variaciones de 'D2 e l. 

0,0001 
0,0010 
0,0020 
0,0030 
0,0040 
0,0050 
0,0060 
O 0065 
0,0070 
0,0075 
0,0078 
a

t
oo o 

0,0090 
0,010 

Kg m2 

3,07500-lxlO- -6 

3,075lxl0 -6 

3,0754xl0 -6 

3,0759x.10 -6 

3,0766xl O -6 

3,0775xl0 -6 

3,07 6x10 -6 

3,0792xl0 -6 

3,0799xl O -6 

3,0806xl0 -6 

3,0 lOxlO -6 

3,0814xl0 -6 

3,0 3lxl0 -6 

3,0 5xl0-6 

En los Cuadros(5.26) y (5.27) mostramos las condiciones iniciales y parámetros para resolver 

numéricamente la 9 EDO. 

Cuadro 5.26: 'ondiciones iniciales. 

1 Símbolo 1 ombre Condiciones iniciales 

0 Theta O,lrad= 5º3'46, 48" 

<P Phi o 

1/; Psi o 

0 Derivada temporal de 0 o 

<P Derivada temporal de</> o 

1/; D rivada temporal de 1/; 100 rad/seg=15,9154 rev/seg 
X Derivada temporal de X o 

y Derivada temporal de Y o
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Cuadro 5.27: Parámetros. 
Símbolo ombre J Condiciones iniciales Unidad 

a. Eje mayor del elipsoide 0,025 m. 
c Eje menor del elipsoide 0,020 m. 
13 Momento de inercia del elipsoide 0,00000375 Kg.m2

g Aceleración de la gravedad de la tierra 9,8 (�) 
111 Masa 0,015 Kg. 

Con todas esta condiciones iniciales y parámetros aplicamos nuestro programa para resolver 

numéricamente las EDO. Se obtuvó una base de datos, que luego fueron gráficados. 

En la. Fig.(5.33) y (5.34) mostramos la función 0(t), en un intervalo de O< 0 < 0, 45 Rad y 

un tiempo t E [O, O, 5] seg. Cuando el parámetro 7J2 toma los valores que se indica en cada 
gráfico. 
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Figura 5.33: Comportamiento de la 0(t) cuando 'D2 varia, desde 0,0001 m a 0,003 m. 

Se puede observar como en los caso anteriores que la función 0( t) es períodica y muestra 

valores máximos y mínimos. A medida que el parámetro 1)2 se incrementa., la amplitud de 

la función 0 se incrementa, hasta un cierto valor de 7J2 = O, 004 m, luego de allí disminuye 

la amplitud de la función. El período de la O(t) tienen un comporta.miento semejante, se 



incrementa lentamenta hasta V2 = O, 002 m y luego empieza a disminuir. 
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Figura .5.34: Comportamiento de la 0(t) cuando V2 varia, desde 0,004 m a 0,01 m. 
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Con los archivos de datos se construyó el Cuadro( 5.28), donde mostramos las características 

mas sobresalientes de la función 0( t ). En este Cuadro se observan los valores má.-ximos y 

mínimos de la función 0, conforme el parámetro V2 y el valor del incremento fj.0 - 0mfr - 0mín 

y sus respectivos períodos. 

Para los siguientes gráficos solo tornaremos en cuentas 2 casos por cada. función, pues los 

gráficos son semejantes. 



192 

Cuadro 5.28: Variaciones de 0, conforme 1)2 e I varian. 

V2 0min 0máx tl0 Período 
m .. Grados Grados Grados Segundos 

0,0001 5°43' 46 49" 
' 21 ° 11 ' 14 64 " 

' 15°27 '28 08" 
' 0, 087 

0,0010 5°43' 46, 49 11 22°10' 16 32" 
' 16°26 '29 76" 

' 
0, 090

0,0020 5º43' 46, 49" 23º8'5 64" 
' 

17º24'19 08" 
' 0, 092 

0,0030 5º43' 46 49" 
' 

23º45' 42 12" 
' 

18°1' 55 56" 
r 

0,092 
0,0040 5°43' 46, 49" 23°47' 8, 88" 18°3 '22 32" 

' 
0, 089 

0,0050 5°43' 46 49" 
' 

23°
0' 21 6" 

' 
17°16 ' 35 04 " 

' 
0, 082 

0,0060 5º43' 46, 49" 21 º27' 50 76" 
' 

15°44 '4 56" 
' 

0, 071 
0,0070 5º43' 46 49" 

' 
19°27' 21 24" 

' 13°43 '34 68" 
' 

0,059 
0,00 O 5°43' 46 49" ' 17º 16' 26 76 " 

' 
11 °32 '40 2" 

' 
0, 047 

0,0090 5°43' 46 49" 
' 15°7' 56 64" 

' 
9°24' 10 12" 

' 0, 037 
0,010 5º43' 46 49" 

' 
13º8' 2, 04" 7°6' 15 59" 

) 
0, 029 

En la Fig. ( 5.35 a y e) tenemos las funciones de </> para dos casos, donde 1J2 = 0,005m y V-2 = 

0,01 rn. Las funciones fueron graficados para un intervalo de O < </> < 60 Rad. y un intervalo 

de tiempo O < t < O, 5 seg. 

Observarnos que la función <f>(t) es una curva ascendente. Para poder tener una medida de 

corno es que están ascendiendo (en forma semejante al caso sin frición), se efectuo un ajuste 

lineal a los datos de <f>(t) vs. t y se considera el concepto de ángulo de inclinación (seudo 

pendiente). 

En el Cuadro(5.29) se muestran los ajustes de curva a la función </>(t). Con este ajuste se 

puede observa que su pendiente es positiva y se va incrementando a medida que 1J2 aumenta 

pero el ángulo de inclinación se acerca lentamenta a los 90
°. 

En la Fig.(.5.3.5 c y d) tenemos la función V' para los casos, donde 1J2 = 0,005m y V-2 =

0,01 m. Se gráfico para un intervalo de - Rad < V' < 1 Rad. y un intervalo de tiempo 

O seg< t < 0, 5  seg. 

Observamos que la función 'lj,,( t) presenta curvas oscilantes pero baja. Al efectuar el ajuste 

de curva obtuvimos (para todos los valores de 1J2 ) que su pendiente, va disminuyendo hasta 

volverse negativa en 1)2 = O, 004m y de alli en adelante va incrementando su pendiente 

negativa a medida que 1)2 aumenta. 

En la Fig.(5.36 e y f) mostramos la función Ó(t), en un intervalo de -15Rad/seg < iJ < 15 

Rad/seg. y un tiempo t E [O, O, .5) seg, cuando el parámetro 1J2 = 0,005 m y V2 = 0 ,01 m. 
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Figura 5.:35: Comportamiento de </>( t); en a) D2 = 0,00,5m y b) D2 = 0,0lm, y 'lj_,( t ); en c) D2

= 0�00,5m y d) D2 = 0,0lm. 

Cuadro ,5.29: Ajuste lineal de </>(t), cuando D2 varia. 

D2 Ajuste lineal Pendiente L de inclinación ( 
m. f,¡, =A+Bt R.ad/seg. Grados 

0,0001 -0,01691 + 86,9 902 t 6,98902 89°20'2 , 95" 

0,0010 -0,04980 + 90,0393,5 t 90,03935 -,9°21'49, 26" 

0,0020 -0,0602 + 93,47034 t 93,47034 9º23'13, 34" 

0,0030 -0,06035 + 96,91116 t 96,91116 89°24'31, 6 .,,, 

0,0040 -0,0.57,50 + 100,28191 t 100,28191 -,9°25' 43, 22" 

0,00.50 -0,06204 + 103,48031 t 103,48031 89°26' 46, 79" 

0,0060 -0,04311 + 106,39,506 t 106,39506 89°27'41, 39" 

0,0070 -0,0518 + 109,02259 t 109,02259 89°28'2 , 11" 

0,0080 -0,03652 + 111,44466 t 111,44466 89°29'09, 22" 

0,0090 -0,01010 + 113,40741 t 113A0741 :--.9°29' 41' 25" 

0,0100 5,130xl0-4 + 115, 28037 t 115,28037 89°30'10,  8" 
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Cuadro 5.30: Ajuste el lineal de 'ljJ con respe cto a V2 . 

V2 juste lineal 
lll. Í'I/J = C + Dt 

0,0001 0,02212+12,1452 t 
0,0010 0,00209+ ,73916t 
0,0020 0,00645+4, 3961 t 
0,0030 0,00975+0,96250 t 
0,0040 0,01206-2,71197 t 
0,0050 0.00902-5,97075 t 
0,0060 0,007 2- ,6 797 t 
0,0070 0,01132-10, 9259 t 
0,00 O 0,04525-12, 458t 
0,0090 0,01 57-14,3055 t 
0,0100 0,0074-15,666 3 t 

10 
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i 
-!-

180 

180 

140 

120 

100 

80 

110 

◄O 

20 

Tiempo (Segundos) 

(e) 
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, .
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12,1452 85° 17'34 99" 
' 

,73916 83°28'19 85" 
' 

4, 3961 78°19'31 35" ' 

O 96250 43°54'19 11"' 
-2,71197 -69°45'33 38"

' 

-5,97075 - 0° 29'31 80" ' 

- ,6 797 -83° 26'02 59"
' 

-10, 9259 - 4°45'16 6 "' 
-12, 8458 -85° 33'43 37"' 
-14,3055 - 6°00'04 96" ' 

-15,66683 - 6° 20'52 13"' 

15 
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o . , .. 
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Figura 5.36: Co mportamiento de Ó(t); en e) V2 = 0,005111 y f) V2 = O,Olm, y 1>(t); en g) V2

= 0,005m y h) 'D2 = O,Olm. 
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pu de obs rvar qu la urva 0( t) s períodica y muestra valores máximos y mínimos. 

Donde a m dida qu 1 el parámetro 'D2 s incr menta, la amplitud se incrementa lentamente. 

Mientras el período d la función disminuye. 

on la ayuda de la base d datos, elaboramos el Cuadro(5.31), donde se consideran los resul­

tados para los valor .s de 'D2 , dados en el Cuadro(5.25). Donde mostramos que el incremento 

�i) va aumentando lentamente y 1 p ríodo de iJ se va incrementando hasta 'D2 = 0
1 
0020m, y 

a.partir d a.lli disminuye conforme 'D2 se va incrementando. Luego se puede decir aproxima­

damente que 'D2 = O, 002m s un valor crítico. 

Cuadro 5.31: Variaciones de 0 1 conforme 'D2 e I varian. 

'D2 0min 0máx 6.0 Período 
m. Rad/seg Rad/seg Rad/seg Segundos 

0,0001 -9,94 62 9,94 62 19, 9724 0,0 7 
0,0010 -10,3961 10,3961 20,7922 0,090 
0,0020 -10,9071 10,9071 21, 142 0,092 
0,0030 -11,4224 11,4224 0,092 
0,0040 -11,9292 11,9292 0,0 9 
0,0050 -12,4133 12,4133 0,0 2 
0,0060 -12, 61 12, 61 0,071 
0,0070 -13,2643 13,2643 0,059 
0,00 O -13,6144 13,6144 0,047 
0,0090 -13 90 1 13,90 1 0,037 
0,010 -14,1419 14 1419 0,029 

En la Fig.(5.36 g y h), mostramos la variaciones de la función ef>(t), para un intervalo de O < 

4> < 180 Rad/seg. y un tiempo t E [O, O, 5] seg, cuando el parámetro 'D2 presenta dos casos 

'D2 = 0,005m y 'D2 = 0,01 m. 

otamos que la función 4>( t) es períodica y muestra valores máximos y mínimos. Donde �us 

valores mínimos son muy agudos y sus máximos son suaves ( casi constantes durante 0,025 seg), 

a medida que el parámetro 'D2 se incr menta, la amplitud de la función ef>(t) se incrementa. 

En el uadro(5.32) mostramos el incremento 6.ef>, aumenta lentamente, mientras el período 

de la función 4>, va incrementando hasta 'D2 = O, 0020m, y apartir de allí disminuye conforme 

'D2 se va incrementando. Por otro lado, 1 período de la función se va incrementando hasta 

'D2 = O, 0020m, y apartir d allí disminuye el período de la función 4>(t), conforme 'D2 se va. 

incrementando. 
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Cuadro 5.32: Valores notables de 4; conforme V2 e I varian. 

V2 </.>min <Pmáx /.':).</> PeríodQ 
m. Rad/seg Rad/seg Rad/seg Segundos 

0,0001 1,93012xl 0-4 108,399 108,3988 0,087 
0,0010 2,09673xl0-4 110,395 110,39479 0,090 
0,0020 2,3164lxl0-4 112,787 112,78676 0,092 
0,0030 0,0000 115.68 115,68 0,092 
0,0040 -0,00134 119.326 119,32734 0,089 
0,0050 3 3294x10-4

' 123,928 123,92766 0,082 
0,0060 5,1256xl 0-4 129,798 129,79748 0,071 
0,0070 4,5 75x10-4 137,138 137 ,13754 0,059 
0,0080 5,58525x10-4 145,688 145,68744 0,047 
0,0090 -6 22x10-4, 155,377 155,37762 0,037 
0,010 4,06x10-5 166,269 166,26895 0,029 

En la Fig.(5.37 i y j) mostramos la variaciones de la función �(t), en un intervalo de -80Rad/seg <

V' < 120 Rad/seg. y un tiempo t E (O, O, 5] seg, cuando el parámetro V2 presenta dos casos 

V2 = 0,005m y V2 =0,01 m. 

1��--,----,--,-------,---------,
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80 

o 60

i 40 

l 20

¡ 0++---+-t--+-t---+-l--+-+--+-+-� 

� ·20 
➔ 
.., -40 
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-80 +--;---.-�-.--��-.--�--.--��-.--�--i---l 
o.oo o.os 0.10 0.16 o.� 0.25 o.30 o.35 o.40 o.◄5 o.50 

Tiempo (Segundos) 

1) 

120�-------------� 
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80 

o 60

� 40 
i 20 

� 041-1-1--4-+-41-+1--l-l--#--l-+-++--o,l-l-++-+-�--r.+-4+-4-1-� 

j ·
20

! -40 

-60-,�1. \J. \� '\J¡l.'11; ,_y\J. 1,: ·", \ 1 
-80 ' 

0.00 0.05 0.10 0.15 020 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45 0.50 
Tiempo (Segundos) 

j) 

Figura .5.37: Comportamiento de -�(t); en i) V2 = 0,005m y j) V2 = O,Olm. 

Se puede observar que la función -�( t) es períodica y muestra valores máximos y mínimos. 

Amedida que el parámetro V2 se incrementade, la función ·J,(t) incrementa lenta.mente su 

amplitud. 

Con la ayuda de la base de datos se elaboró el Cuadro( 5.33), allí se observa que t).4, evoluciona 

lentamente y el período de la función -� tambien se incrementando hasta V2 = 0,00:W 1n, y 
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ab eñalar de los cuadros elaborados que los períodos de las funciones de 0 y de las derivadas 

de los ángulos de Eul r son los mismos para cada caso en que se varia el parámetro V2• 

En la Fig(5.3"') s muestra las superposicion s d la funciones 0, � y �r cuando V2 varia de 

O 0001m a 0,006m, y n la Fig(2.39) cuando varia de 0,007 m a O,Olm esto lo hacemos para 

poder ob ervar gráficamento que los períodos son los mismos en todas las funciones, para un 

determinado valor d 1 parámetro V2• 

uadro 5.3-3: ariaciones de -¡/) conforme V2 e l varian. 

V2 'IPmin 'IPmáx �'lp Período 
m. Rad/seg Rad/seg Rad/seg egundos 

0,0001 -9,94053 99,999 109,94033 0,0 7 
0,0010 -12,6777 99 999 112,6775 0,000 

0,0020 -15,90 4 99,999 115,90 2 0,092 
O 0030 -19,463 100,0000 119,463 0,092 

0,0040 -23,53 100,0200 123,55 0,0 9 

0,0050 -2 ,35 99,9997 12 ,3577 0,0 2 

O 0060 -34,0713 99,9994 134,0707 0,071 
0,0070 -40 7267 99,9996 140 7263 0,059 

0,00 O -4 ,3517 99,9994 14 ,3511 0,047 

O 0090 -57.0301 100,01 157,0404 0,037 

0,010 -66,9322 100 166,9322 0,029 

Finalmente se construyó, el cuadro ( 5.34 ), nuestro in ter' s se centra en el porcentaje de error 

cometido al calcular la Energía. n este uadro( 4.34) el% Error de la Energía inicia incre­

mentandose a partir del valor V2=0,001 m hasta un valor de V2 = 0,005 m, a partir de allí, 

el error va disminuyendo. Est efecto también se aprecia en los incrementos de la energía ( � 

E). A pesar de esto el máximo error es de aproximadamente %6, considerando que se trará de 

un cálculo numérico, podemos consid rar qu los cálculos aún son satisfactorios. 
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Figura ,5.38: Superposición de las derivadas de los ángulos de Euler, cuando V2 vana de 010001 

m a 0.005 m.
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Figura ,5.39: uperposición de las derivadas de los ángulos de Euler, cuando V2 varia de 0,006 
m a 0.01 m. 

Cuadro 5.34: Variaciones de la Energía conforme V2 varian. 

V2 Emin Emáx �E E % Error 
m Joules Joules Joules Joules Joules 

0,0001 0,0216 0,02241 0,000 1 0,0219900±0, 0000032 3,6 % 
0,0010 0,02136 0,02228 0,00092 0,0217 00±0, 0000036 4,216 % 
0,0020 0,02108 0,02213 0,0006 0,0215400±0, 0000041 3,147 % 
0,0030 0,020 2 0,02198 0,00116 0,0214000±0, 0000020 5,445 % 
0,0040 0,02059 0,02184 0,00125 0,0212100±0, 0000021 5, 92% 
0,0050 0,02042 0,02169 0,00127 0,0211000±0, 000004:i 6,031 % 
0,0060 0,02033 0,02155 0,00122 0,0209500±0, 0000020 5,826 % 

0,0070 0,02029 0,02140 0,00111 0,0209400±0, 0000044 5,325 % 
0,0080 0,02030 0,02125 0,00095 0,0207900±0, 0000040 4,572 % 

0,0090 0,02033 0,02111 0,00078 0,020 000±0, 0000032 3,769 % 

0,010 0,02035 0,02096 0.00061 O ,0207200±0, 0000010 2,953 % 
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OBSERVACIONES DE LA TRAYECTORIA DE LA PROYECCIÓN DEL CENTRO 

GEOMÉTRICO SOBRE EL PLANO XY 

Se iniciará mostrando las trayectorias para el caso V2 = O, 01 m, en tres intervalos de tiempo: 

I) Para. t E [O, T] seg.

II) Pa.ra t E [O, 2 T] seg.

III) Para. t E [O, 3Tl seg.

. . . 
donde Tes período de las funciones 0, 0, </> y 'lj;. Para este caso T = 0,029 seg. Se hizo esto 

para conocer como es la trayectoria para estos "intervalos notables". 

Antes de mostrar los gráficos de las funciones halladas, con el objetivo de simplificar las 

expresiones en vez de decir, movimiento en el intervalo [O, kT], se dirá movimiento (o función) 

en kT período, (k E z+ ). 

1) Para t E [O, T] seg.
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d) Supcrpoi.ición etc l:ut dcrivndn..• de lol'I Angulos de F..uh:r 

Figura .5.40: Trayectorias del centro geométrico cuando V2 = O, Olm para un tiempo t [O,T}seg. 

En la Fig(.5.40) notamos de los gráficos 
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a) La función (t) es n gativa, en casi todo el intervalo de tiempo. Tiene 2 mínimos relati­
vos: X = -0,00114 m cuando t=0,00570 s g, y X=-0,00100 m cuando t=0,02250 seg. Hay un

má.'Cimo relativo n t= ½T ,....., 0,0145 seg, cuando X=-0,0002 m.

b) Y(t) es una función decreciente y neg&tiva.

c) Z(t) es una función positiva, con un máximo relativo en t=½T ,....., 0,0145 seg. 

d )La función 0 tiene tr s ceros, para el intervalo de tiempo [O, T], ademas observanos 

*) Para el intervalo {O, ½T > 

- El primer cero cuando t=O seg, "punto ele inicio", apartir de aqui 0 es positivo.

- </> tambien tiene un cero en t=O, y luego la función empieza a crecer.

- 'ljJ para t=O tiene un máximo y luego la función empieza a disminuir su .valor.

*) Para el intervalo [ ½ T, T > 

- Segundo cero de 0 en t= ½T ,....., 0,0145 seg. Luego los valores de 0 son negativos. 

- J tiene un máximo relativo en t=½T y luego empieza a decrecer.

- � tiene un mínimo en t=½T y despues va incrementando su valor.

- Tercer cero, para t = T, se puede decir que todos los valores de 0, </> y ·¡/J, se ubica como en
el punto de partida.

En la Fig(,5.41) mostramos 

a) Se nota la formación de la mitad de un rizo cuando la trayectoria de la proyección llega. a.l
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Figura 5.41: Trayectoria de la curva en 1 período en el plano y en tres dimensiones. 

punto A (X.4 = -0, 00021 m, }'A = - 0.0020m). El tiempo transcurrido hasta el punto A es 

de [O, IJ y para este intervalo de tiempo la trayectoria de la curva, es de tal modo que X < 

O y Y < O. La curva se cruza en B ( XB = - 0,00072 m y YB = - 0.00200 m.) La trayecto­

ria tiene sentido antihorario. Podemos decir que se forma un rizo para un periodo transcurrido. 

b) Trayectoria de la curva en 3D, forma un rizo. Además podemos ver las proyecciones de la

trayectoria en los planos XZ, XY y YZ.

II) Para t E [O, 2 7] seg.

En la Fig(5.42) notamos los gráficos 

a) La función X(t) es casi positiva, en todo el intervalo de tiempo< T, 2T >. Tiene 2 máximos

en t = 0,03398 seg (X
max = 0,00129 m) y t= 0,05065 seg (Xmax= 0,000 2 m). Un mínimo

relativo en t= !T ,..._, 0,0435 seg (Xmin = 0,00017 m).

b)Y(t) es una función creciente y negativa para< T, 2T >.
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c) Z(t) es una función positiva, para t= < T, 2T >, con un máximo relativo en �T ~ 0,0435

seg y tiene dos ceros en t=0,0290 seg y t=0,05 O seg. 

d) La función 0 tiene tres ceros, para intervalo de tiempo [T, 2T].

*) Para el intervalo [T, �T >:

- El primer cero, cuando t=T ::=:::: 0,0290 seg. Luego 0 es positivo.

4> tiene un cero tambi n y mp1eza a crecer.

- ,J; en t=T tiene un máximo relativo y empieza a disminuir su valor.

*) Para el intervalo rnT,2T >: 

- Segundo cero de 0 en t=!T ~ O 0435 seg , y despu s es negativo.

- J tiene un máximo valor en ! T, y empieza a decrecer.

- ,J; tiene un mínimo valor en �T y luego empieza a incrementar su valor.

- Tercer cero: t=2 T ~ 0,0580 s g, todos los valores de 0, � y ,J; se ubica como en el "punto

de partida". 
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Figura 5.43: Trayectoria del centro geométrico en 2 períodos (0,05 00 seg.), en plano y en tres 
dimensiones. 

En la Fig(5.43) presentamos 

a) Para el intervalo de tiempo [T, iTJ, se forma la mitad de un segundo rizo la trayectoria

llega al punto (Xc= 0,00019 m, Ye=- 0,00192 m), la al puntoe la proyección del Centro 

Geométrico( G) es de tal modo que X > O y Y < O. La curva se cruza en D (Xn=- 0,000692 

m, Yn= - 0,00174 m). uando t=2 T se forma el segundo rizo. Podemos decir que se forma 

2 rizos para dos períodos transcurridos. 

b) Trayectoria de la curva en 3D, se forman dos rizos. Se puede apreciar las proyecciones en

los tres planos (XY, XZ y YZ). 

III) Para t E [O, 3 T] seg.

En la Fig(5.44) notamos 

a) La función X(t) es casi negativa en [27, 37). Tiene 2 mínimos para este intervalo: si

t=0,0622 seg (Xmin= -0,0014 m) y t = 0,0786 s g (Xmin = -0,00067 m) Hay un máximo 



r lativo en t=!7 � 0,0720 s g. (Xmax = -0,00015 m). 

b) Y ( t) es una función d crecí nte y es negativa para 1 intervalo < 27, 37 >.
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c) Z(t) es una función positiva para< 27, 37 >, con un máximo relativo en t=!7:::::: 0,0725

seg y tiene dos mínimo. en t=0,05 O seg y t=O,O 70 seg.

d) La función 0 tiene para [27, 37] , tiene tres ceros

*) Para el intervalo < 27 ½ 7 >:

- El primer cero cuando t=2 7:::::: 0,05 O seg. Luego 0 es positiva, en este intervalo.

- </> tiene un cero y empieza a crecer.

- Pero '1/> tiene un máximo en 27 y luego empieza a disminuir su valor.

*) Para el intervalo < !7, 37 >:

- egundo cero de 0 en t=!7:::::: 0,0725 seg. Despues 0 es negativo, para este intervalo.

- 4> tiene un máximo valor en ½7, y empieza a decrecer.

- Mientras ,J; tiene un mínimo valor en t=½7 y luego empieza a incrementar su valor.

- Tercer cero en t=37, todo se ubica como en el punto d partida (t=3 7:::::: 0,0870 seg ).

De la Fig(5.45) se observamos de los gráficos 

a) Se nota la formación de un tercer rizo en el intervalo [27, 37], la mitad del tercer rizo se

termina de formar en E (XE = - 0,00019 m, YE, - 0,00203 m). La trayectoria de la proyección

del CG del elipsoide es de tal modo que X < O e Y < O. i 27 < t < �7. Podemos decir que

hay tres rizos para tres períodos.

b) La Trayectoria del CG del elipsoide en 3D, forman tres rizos. Tambi n se observa las pro­

yecciones de la curva en los planos XY, XZ y YZ.

En la Fig(5.46) se muestra la trayectoria del CG del elipsoide para un intervalo de tiempo de 

(O, 15 7:::::: 0,4350 s g]. 

a) Se nota que el movimiento de la proyección del G del elipsoide en el plano XY, esta
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d ntro d una r gión limitada por· dos li¡ s s. Es d cir aparecen regiones prohibidas para el 

rnovirni nto d la tray ctoria d 1 CG. La tray ctoria es simétrica al eje Y. 

b) Tray ctoria de la pro cción d 1 G (PCG) n el plano XZ, tien un valor máximo de

Z=0,00023 rn y es sim 'trica con respecto el ej Z=O. 

c) Traye toria de la PCG n 1 plano YZ, tiene un máximo en Z=0,00023 rn y es simétrica a

la recta Y =-0,002 m. 

En la Fig(5.47) presentarnos la trayectoria d la PCG en 3D, para un intervalo de [O, 15 T]. 
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Figura 5.47: Trayectoria del centro geométrico n 3D 

Luego d todo lo tratado para st caso 'D2 = O, 01 m pod rnos 11 gar a las siguiente observa­

ción: 

* Cuando s considera la tray ctoria para n T períodos transcurridos ( es decir intervalos (O,

nT]), habrán rizos. 

En los sigui ntes gráficos se da algunos ejemplos, para iertos valores de 'D2: 
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En los siguientes gráficos se muestra las trayectorias cuando V2 varia en forma decreciente, 

para tres intervalos de tiempo: 

i) Para t E [O, 0,08] seg.

ii) Para t E [O, 1] s g.

iii) Para t E [O, 4, ] seg.

En las Figuras(5.60) al (5.65) se tiene : 

1) Disminuyendo el rizo hasta desaparecer cuando 'D2=0,007 m

2) La zona prohibida int rna disminuye y luego se incremento .

3) El período de los ángulos d Euler y sus derivadas va incrementandose a medida que V2 

se incrementa. 

4) na característica común, la trayectoria esta dentro de una región acotada por dos elipses.

En las Figuras (5.66) al (5.71) se tiene : 

1 )El período de e los ángulos de Eul r y sus derivadas va disminuyendo. 

2)La zona prohibida interna aum nto mas su tamaño En los últimos tres gráficos observamos

que la región dond hay movimiento aumenta. 

3)La trayectoria d la curva se convirtio en un anillo muy angosto, para V= O, 002m.

4)Ya no aparece rizos, en cambio aparecen en la trayectoria una protuberancia que va dismi­

nuyendo. 
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Figura 5.60: rayectoria del e ntro geométrico cuando 1J2 - O, 009m y en los intervalos de 
tiempo: a) [O, 0,08)seg, b) [O, l,OO)seg, y e) [O, 4,80]seg 
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Figura 5.62: Trayectoria del centro g ométrico cuando V2 = O, 007 m y en los tiempos: a)[O, 
0,08]seg, b) (O, l,OO]seg, y c)(0,4,80]s g 
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Figura 5.63: Trayectoria del centro geométrico cuando V2 = O, 0075m y en los tiempos: a)[O, 
0,08)seg, b) [O, 1,00)seg, y c)[0,4,80)seg 
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Figura 5.65: Trayectoria del centro geom 'trico cuando V2 = O, 0065m y en los tiempos: a)[O, 
0,08]seg, b) (O, 1,00]seg, y c )(0,4,SO]seg 
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Figura 5.66: Tray ctoria d 1 e ntro g om 'trico cuando 'D2 = O, 005m y en los tiempos: a)[O, 
0,08)seg, b) [O, l,OO)s g, y c)[0,4,80)s g 
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Figura 5.67: Trayectoria del centro geométrico cuando V2 = O, 004m y en los tiempos: a)(O, 
0,08]seg, b) (O, 1,00]seg, y c)[0,4,80)seg 
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5.5. CONCLUSIONES 

* Para 0 cuando hay movimiento por deslizamiento, el comportamiento de este es semejante

al caso del Tipp Top, pero sin llegar al valor de 180° (el maximo valor es 160º). Para algunos

caso se hallo (p ) qu el valor prom dio de 0 =100°, es decir el cuerpo rígido se comporta

como el movimiento de un huevo duro (revista). Es decir para que un huevo duro se pare debe

de haber fricción por deslizamiento

* Se forma la mitad de un rizo cuando:

- iJ ti ne c ros en n t=½T, !T, !T, ... 2n; 1 r, donde n = l, 2, ... oo y Tes el período de 0,4>

y ef;.

- 4> tiene máximos relativos en t= 2n; 1 r.

- 'ifJ tiene mínimos relativo n t= 2n+- 1 7.

* uando iJ 4> y 'ifJ p rtenec n a un intervalo (n-1, n 71 se forma un rizo.

* Cuando se gráfico X( t), se pu de n<;)tar :

- Es casi negativa para los intervalos ((n-1)7, n T], si n es 1,3, .. 2m-1, con m = 1, .. oo.

- Es casi positiva para los intervalos [(2n-1)7 2ní), si n es 2,4, .. 2m, con m = 1, .. oo.

* El gráfico de (t), s n gativo para cualquier tiempo t, y se pu de observar :

- Es decreciente para el intervalo [(n-1)7, n 71, si n es 1 3, .. 2m-1, con m = 1, .. oo.

- Es creciente para los int rvalos [(2n-1)7, 2ní) si n es 2,4, .. 2m, con m = 1, .. oo.

* El gráfico d Z(t), es siempre positivo para cualquier tiempo t, y se puede observar :

- Tiene 2 ceros en el intervalo < ní, (n + l)T>, si n = 1, .. oo.

T. , . t (2n-l) ,r d 1 - 1ene un max1mo en = 
2 

, , cuan o n = .. oo. 

- Sus máximos si mpr coinciden con la formación de la mitad de un rizo.

* Las funciones 0, iJ, 4> y 'ifJ para 1 movimiento sin fricción y con rodadura pura, son periodicas

y estas funciones tienen el mismo periodo, cuyo valor cambia si algun parametro ( ejemplo c)

o condición inicial ( 'ifJ( O)) se modifica.

* El movimi nto del CG esta limitado por 2 sup rfici s cilindricas en general elípticas. Es decir

el movimiento del CG esta dentro de una region R limitada. Lu go el ntro de Gravedad se

mueve en una region limitada, con lo cual podemos d cir qu xiste un pozo potencial.
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