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Resumen

Lo métodos multimallas solucionan muy eficientemente diferentes clases de proble-
mas, trabajando recursivamente y aproximando el problema obre multiples mallas con un
engro amiento cada vez mayor. E tos método son independientes del refinamiento de la
malla y ademas la eficiencia es optimal puesto que el trabajo computacional es proporcional
al numero de la variable .

En la tesis e da una vi i6n general de los métodos multimallas, revisando los métodos
iterativos clasicos, operadores intermallados (interpolacion y restriccion)y un valor inicial
optimo(FMG) como parte de sus componentes.

Usamos el analisis de suavizacion para problemas de tipo eliptico para demostrar que
la convergencia lenta de los métodos clasicos se debe a la existencia de los componentes
suaves del error, aun cuando las componentes oscilatorios son reducidos rapidamente. Esta
propiedad es tratada con detalle para estudiar la convergencia de los métodos multimalla
para ecuaciones anisotropicas, .i.e., ecuaciones donde existe fuerte acoplamiento en una
direccion de los ejes coordenados.
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Introduccion

El propo ito de e ta te is es presentar un método numérico para solucionar un tipo de
ecuaciones diferenciale parciales (EDP) de tipo eliptico donde se presenta anisotropias, es
decir problemas que dependan fuertemente de la direccion de los ejes coordenados.

Se sabe que las EDPs de tipo eliptico son el corazon de muchos modelos matematicos
usados en la ingenieria y la fisica, lo que en muchos casos originan problemas de alto
costo computacional. Por ello es necesario buscar métodos numéricos que tengan un alto
grado de eficiencia, lo que deriva en un bajo costo computacional. El método denomina-
do comunmente, *multigrid’ o multimallas, cuenta con esta caracteristica. Ademas de una
rapida convergencia éste método no se deteriora cuando la discretizacion del dominio de la
solucion es refinado, lo que no sucede con lo métodos iterativos clasicos.

Otra caracteristica esencial de este método es que permite resolver problemas en difer-
entes niveles de dificultad, descomponiendo el problema en subproblemas que son mas
simple que el anterior.

El método multimalla ha sido desarrollado desde los afios 1964, pero el principal tra-
bajo practico, tal como lo afirma Wesseling [17, p. 2], fue la publicacion de Brandt [1]
en 1977, base para el desarrollo de los métodos multimallas. Uno de lo descubridores
(1976) y promotores de este método fue Wolfgang Hackbusch, quien publicé en 1985 un
libro [7] que nos permite introducimos a las aplicaciones del método de multimallas. Otras
referencias importantes fueron Stiiben K - U Trottenberg [12] y Briggs [4].

El desarrollo de la tesis es presentado en cinco capitulos. n el capitulo | se presenta



la formulacion de dos EDPs que se tomaran como problemas modelos, presentandose sus
di cretizacione en diferencias finitas.

En el capitulo Il vemo alguno métodos iterativos clasicos como Jacobi, Gauss Seidel,
Red Black, Zebra, ADI, lo mismos que presentan desventajas manifiestas por su deficiente
factor de convergencia. Sin embargo, eran incorporadas como parte de los métodos multi-
malla aprovechando las caracteristicas de uavizacion del error.

La definicion de lo método multimallas asi como su constitucion son presentados en
el capitulo Ill. e toma en consideracion una ecuacion modelo unidimensional que nos
permite hacer el anali 1 de convergencia del método y se hace una estimacion del trabajo
computacional, demo trandose u proporcionalidad al nimero de variables generados del
problema di creto. Para con eguir un valor inicial 6ptimo para este método iterativo se
presenta un iteracion denominada ’full multimalla”.

La inclusion de la ani otropia en la DPs pueden determinar una convergencia defi-
ciente, por lo que un elemento esencial para este tratamiento es presentado en capitulo 1V
a través del estudio de lo efectos de suavizacion usando el analisis de Fourier.

Finalmente para realizar las pruebas computacionales mostradas en el transcurso de
la tesis se han desarrollado programas elaborados en lenguaje FORTRAN 90; usandose
tambié el programa MUDPA K [5] desarrollado por National enter for Atmospheric Re-
search N AR para comprobar las soluciones numérica . to programas han sido ejecu-

tado en una maquina INT L Pentium IV PU 2.80 GHz, y 512 MB de RAM.



0.1. Notacion

Abajo hacemos una lista de los principales simbolos usados en esta tesis

C,Co,Cy,etc.
d

d

£

F, U

L,Lq,Lsq

le'v L!‘

Ms Al;, MI(VI'; VZ): elc.

N
N
N,

n;

r:'nj

u“l, "¢I(V)’ u¢lv
S

constantes genericas;

dimension de Q;

defecto en el nivel /;

parametro de anisotropia en las ecuaciones modelo;
espacio vectorial de las funciones malla;

malla infinita de grosor de malla 4;

grosor de malla para una malla uniforme;

grosor de malla para una malla en el nivel /;
aplicacion identidad, matriz identidad;

numero de nivel; ver §1.2.1;

operadores asociados con los problemas de valor de frontera;ver
§1.1

matriz del sistema algebraico lineal

matriz iteracion (en particular de la iteracion two-grid y
multi-grid);

conjunto de nimeros naturales;

numero de particiones de un intervalor;

numero de particiones en el nivel /:

namero de variables en el nivel / ;ver §3.4.5;

matriz de ceros;

prolongacion de nivel / — 1 a /;§3.2;

restriccion r : F; = F_,;ver §3.2;

inyeccion trivial; ver §3.3;

conjunto de numeros reales;

métodos de suavizacion; ver §3.1;

matriz iteracion de .%; ver §3.1



Up, Uy

i

u,

p(4)
Ps Py
Ps
PL
o(A)

w, Wy

i - b
), €2, Q,

solucion del problema continuo;
solucion discreta;
aproximacion a u;

i®"ma jteracion;

conjunto enteros;

exponente usado en la suavizacion y propiedades de aproximacion ;
numero de iteraciones en la malla mas gruesa; ver §3.4.1;

frontera de Q;

numero de contraccion(i.e. cota de la norma de la matriz de iteracion);
orden de consistencia; §3.5.2;

numero de iteraciones de suavizacion ;

numero de iteraciones de pre-suavizacion;

numero de iteraciones de post-suavizacion;

radio espectral de 4;

cotas de la razon de convergencia;

razon de suavizacion §3.2.2 ;

numero de suavizacion §3.2.2 ;

espectro de A4;

factor de relajacion ;

dominio del problema de valor de frontera;

mallas computacionales ;

subconjuntos de €, ;ver§2.3.3 ;

espacio vectorial n-dimensional de las funciones malla;



Capitulo 1

Discretizacion en diferencias finitas

En este capitulo presentamos la discretizacion en diferencias finitas de las ecuaciones

diferenciales parciales que se usaran como problemas modelos.

1.1. Problema de Valor de Frontera Continuo

El problema de valor de frontera (PVF) lineal son denotados por

Lou = fa(x), x€Q
Lequ = faa(x), x € Q.

(1.1.1)

donde Q c R? es un dominio dado con frontera dQ2. Lg es un operador diferencial eliptico
en Q y Laq representa un operador lineal de frontera y d es la dimension del problema. fu
denota una funcion dada sobre Q y f3n una funcion sobre d€2. Las soluciones de (1.1.1) son
siempre denotadas por u = u(x).

En lugar de (1.1.1) escribiremos por simplicidad
Lu=f. (1.1.2)

Los problemas modelos que consideraremos se referiran a casos unidimensionales y bidi-

mensionales.
= Primera ecuacion modelo: caso unidimensional
-u"(x) = f(x), xeQ=(0,1) (1.1.3)

S



u(0) = u(l) = 0.
con f € CO(S'_I) . ( Las condiciones de frontera son de Dirichlet)

= Segunda ecuacién modelo: caso bidimensional

{ Lqu = —(.¢:(:2 + 8y + 2(€ — Desuy, — (ss2 + cz)uyy = f(x,y), (x,»)eQ

Laqu = u = g(x, y), (x,y) € Q.
(1.1.4)
conc = cosf3, s = senf3 donde B € [0, 2n].
Definimos los siguiente casos particulares a partir de ecuacion (1.1.4):
Ecuacion de Laplace : e=1 B=2n
Ecuacion Anisotropica i O<exloe>»1 B=2n
Ecuacion con termino mixto
Cuadro 1.1: Parametros para la segunda ecuacion modelo
Cuando B8 = 2 se obtiene la denominada ecuacion de Poisson anisotropica
—EUyy — Uy, = f. (1.1.5)

Como puede verse se dice que una ecuacion es anisotropica cuando existe una fuerte de-

pendencia de la direccion de los ejes coordenados.

1.2. Discretizacion

Las ecuaciones modelos mostradas arriba pueden ser reemplazadas por un esquema de
diferencias finitas caracterizandose por su grosor de malla que sera denotado por 4 € R?
d=16d=2).

Definimos la malla infinita

(1.2.1)



y el subconjunto

(1.2.2)

como la malla computacional (ver la figura (1.1)).
Ahora la EDP (1.1.2) puede ser aproximada por un problema discreto usando una malla

discreta Q;,, el mismo que sera denotado por

(1.2.3)

donde subindice 4 se refiere a la malla computacional €2, de grosor de malla 4 sobre la que

se ha hecho la discretizacion.

y

t

Figura 1.1: Dominio continuo y discreto

1.2.1. Discretizacion de la primera ecuacion modelo Q c R

La malla computacional correspondiente es obtenida de la discretizacion del intervalo
[0, 1] en N puntos

xi=ihi=0,--- ,N; xo=0,xy =1

con h = 1/N. Luego la malla discretizada en N puntos es:

Q, = (ih:i=1,--- ,N—-1}



Q | |

Y N —
\ .

Q,l, — ® o . 1

Qo — -

(a)

Figura 1.2: Diferentes mallas (d = 1) con diferentes grosores de malla 4 (cada una la mitad
de la anterior)

Losx; =ih, i=1,---,N—1sonlosn = N — 1 puntos interiores de €2,. En cada punto
de la malla x; € Q, la ecuacion diferencial (1.1.3) ha sido reemplazada por la formula de

diferencias. La mas simple es :
W2 [—u(xic1) + 2u(x) = u(xis1)] = —u"(x;) + O(h). (1.2.4)

Haciendo f,(ih) = f(ih) y definiendo los vectores

Up

Jh

(un (M)}, = [un(1h), un(2h), - - -, up(nh)]",
FGMIL, = [f(Lh), f(2h), - -+, f(nh)]" .

Obtenemos un sistema de » ecuaciones de diferencias para las » variables del vector u,

(para simplificar tenemos u; = uy(ih), ademas uy = u,,, = 0):

—Ujy + 2Ui = Uiy

n

=f, l<i<n. (1.2.5)

equivalentemente

— o uh = fi (1.2.6)




Las condiciones de frontera u,(0) = u,(1) = 0 son incorporados en el sistema por elimi-
nacion de #(0) y u(1) de la ecuacion (1.2.4) parai = | y i = n, respectivamente. Abreviare-

mos la ecuacion (1.2.6) en la siguiente forma
h2[-1 2 —1Juy = (1.2.7)

Esta notacion, que en la seccion §3.3.2 sera tratada con mayor detalles, es denominada

plantilla.

1.2.2. Discretizacién de la segunda ecuacién modelo Q c R?

Para la discretizacion en diferencias finitas asumiremos una malla uniforme de grosor
h, es decir h = h, = hy, y definimos los operadores de diferencias hacia adelante y hacia
atras —A, y V, como

U — U U, —u
Jte€a J J J—€a
L L Yo, =

h h

donde e, = (1,0),e, = (0, 1)y y = (i, j). Luego la aproximacion en diferencias finitas de los

Aauty = (1.2.8)

términos diferenciales de la ecuacion modelo se obtiene usando la serie de Taylor (Ver [9,

§12.1]) en la variable x alrededor de x; para generar la formula de las diferencias centrales
(1.2.9)

donde &; € (x;_, xis1). También usamos la serie de Taylor en la variable y alrededor de y;

para generar la formula de las diferencias centrales
(1.2.10)

donde x; € (yi-1,Yi+1)-

Sea la aproximacion wup(x;, y;) = u(x;, y,) tenemos
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y tomando de manera simplificada u; ; = u,(x;, y;) y usando los operadores de (1.2.8)

tenemos

h h ’

(llu—w-u) _ (um./—uu)
Uij — ui—lJ) _ { h h uij—2uj+ u;j-

AV, = A,( - _

luego podemos expresar

Usando la notacion plantilla tenemos:

-1
y 2 | un(xi,p))
-1
De manera analoga se tiene (Ver el esquema de la figura (1.3)):
1 -1 0
l -2
AyV,u,-J-= ﬁ(—ui‘j+u,~‘j+| — Ui} j+1 +U,'_|J) =—h -1 1 0
0O 0 O
(1.2.11)
e | 0 0 O
u N .
%(x;,yj) x VyAxlli_j = ﬁ (—ll,"j + Uip)j — Uig) j-1 + u,-_j_|) = —h 2 0 1 -1 u,,(x;,yj) o
0o -1 1
(1.2.12)

1 1

) (Any + VyAx) Uij = 33 (_zuiJ tUjjer = Uicr o FU-j+ Ui j = Uiy -1 T uiJ-l)
h—z

= — 1.2.13
> ( )



o de otra manera

Fu 1
(Tj;:gy'(xi’yj) = vyvxui,j = ;2" (ui_j— Uji—yj— Ui+ u,-_l'j_l) =—h2
> u -1
= a};(x,-, yi) = 5 (BA+ V)= =5
0 1 -1
h—2
= 5 1 =2 1 | un(xi,y))
-1 1 0
I-|Jo|‘_ U" i 1 r 10, on. [EVE
[ZN A U- g | gt 4_/|b Y, .
|
I,j~l. m.;« l-'J-'. 1, _,‘. 1-1,)-
() (b)

1
Sl

11

-1
1 | un(xi,y;) O
0
(1.2.14)
-1 0 | un(xi,y;)0
1

(1.2.15)

(_2ui,j+ Uijrr = Uirl jot T Uimy j + Uiy j— Uiy je1 + u,-‘j_l)

(1.2.16)

41,9

(c)

[LWE]

Figura 1.3: Discretizacion usando la notacion plantilla: (a) indices que corresponde a la
ec.1.2.13 (b) indices que corresponde a la ec.1.2.16 y (c) indices que corre ponde a la
media de ambas ecuaciones
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1.2.3. Esquema de 7 Puntos

Usando la ec.(1.2.13) y multiplicando por #?: tenemos la ecuacion en diferencias en

notacion plantilla

1 -1 O -1

(L) = (e +)[-12 =1]+(E-Des| =1 2 -1 |+(E?+A| 2 | a.2.17)
0o -1 1 -1
(e = es —(e-=Des —(es? +A3) 0
= | (e +s)—(e=Des 2+ 1+(e=1Decs) (= es—(es?+A2)
0 —(e = 1)cs — (es* +c?) (e - Des

Se puede reemplazar la representacion plantilla de 7 puntos para la derivada mixta por

1 =2 1 ] (1.2.18)

1.2.4. Esquema de 9 Puntos

Una representacion plantilla simétrica para [L,] es obtenida si la derivada mixta es

aproximada por la media de las representaciones plantillas empleadasen (1.2.17) y (1.2.18),

denominada
1 -1
% 0 0 0 [. (1.2.19)
-1 1
Similar a (1.2.17) tenemos:
1cs (=1 +¢) —-?-5s'€ —ics(=1+e€)
-sf-ce 2(+s)(1+e) -s*-Cle (1.2.20)

—ics (-1 +¢) -2 -s*e jes (=1 +e)
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Particularmente para la ecuacion de Poisson anisotropica (1.1.5) con (8 = 0) se tiene ;

(1.2.21)

o como usualmente se denota:
_ 12
(2 +28)u;j — Uiy j — Ui j-| — EUix1 j — Ujjs1 = h ﬁ.j-
Si € = | tenemos la discretizacion de la ecuacion de Poisson
Lu=—-Au= f enQ c R?

y su forma usual en diferencias finitas para la ecuacion usando la notacion plantilla de 5

puntos
-1
F2 =1 4 =1 |un(x.y) = fulx,y) Y(x.y) € Q. (1.2.22)
~1

Un esquema general de 9-puntos es:

C-1n Con Ciy
h? C-10 ©Coo Cip up(x,y) = fu(x,y) (1.2.23)
C_1-t Co-1 Ci-1
que es abreviacion de
W2 comx + iy + jh) = fi(x,). (1.2.24)
-1sijs|

Existen varios tipo de de discretizacion y de diferentes ordenes de aproximacion. En [6,
§2.2] se muestra una discretizacion de cuarto orden para la ecuacion de Poisson denomina-
da Mehrstellenverfahren de Collatz

-1 -4 -1 I
—| -4 20 -4 |up(x,y) = fu(x,y) = L 1 8 1 |f(x,y). (1.2.25)

12
-1 -4 - 1



Capitulo 2

Meétodos Iterativos Clasicos

Historicamente los primeros métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales
generados a partir de ecuaciones diferenciales parciales son los métodos denominados
métodos de suavizacion o relajacion. Estos métodos son relativamente faciles de imple-
mentar y requieren poco almacenamiento, por ello es que son ampliamente usados en la
solucion numérica de ecuaciones elipticas. Los mas conocidos son los métodos de Jaco-
bi, Gauss-Seidel, ADI, SOR y son desarrollados extensamente en Varga [14], J. Stoer, R.
Bulirsch [8, §8], J. Strikwerda [11] o G. Birkhoff and Lynch [3].

2.1. Meétodos iterativos Basicos
Definicion 2.1.1. Denotemos el espacio de las funciones malla por %,:

%h=|u,,:sz,,cR2—»R}. 2.1.1)

%, es un espacio vectorial de las funciones mallas definida sobre la malla computa-
cional ©, c R? de grosor de malla & = 1/n. Supéngamos que la discretizacion de EDP a

solucionar produce un sistema algebraico lineal
Lyun = fu, (un, fo € %). (2.1.2)

donde la matriz L es una matrizde N x Ncon N = n X n.

14
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La matriz L, puede ser separada como

(2.1.3)

con A, no singular. Entonces el método iterativo siguiente para la solucion de (2.1.2) es

llamado método iterativo basico:

(2.1.4)

conmeZ'y ug representando una aproximacion inicial a la solucion . Equivalentemente:
it = Sl + Thfy, (2.1.5)

donde
Sp=A4,'8B,, Th=4;" (2.1.6)

S, es la matriz de iteracion.
El método iterativo basico puede también ser amortiguado, y si el parametro de amor-

tiguamiento es w € [0, 1], entonces el método amortiguado es dado por

it = W (Spul! + Thfy) + (1 — ] (2.1.7)
o por
= Sl + wA; (2.1.8)
donde S; esta dado por
S, =wSy+ (1 —w)! (2.1.9)

e /, es la matriz identidad. Cuando w = 1 obtenemos el método iterativo basico.

Observacién 2.1.1. La iteracion (2.1.8) corresponde a la separacion
A
A;:Z", B, =L, -4, (2.1.10)

Demostracion. S} = (A4;)"'B; = wA; (4“} — (A, - B/,)) =lh—wl+wd;'B, = wS+(1 -
w)ly a
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Los valores propios de la matriz iteracion basica amortiguada S; pueden ser dados en

términos de los valores propios de la matriz de iteracion no amortiguada S. Ellos pueden

relacionarse por:

AS}) = wA(Sy) + (1 —w)

(2.1.11)

donde w es el parametro de amortiguamiento y A(S,) del lado derecho de la ecuacion es un

valor propio de S, matriz de iteracion no amortiguada.

Proposicion 2.1.2. Dado el sistema algebraico de la (2.1.2), entonces el método iterativo
basico (2.1.5) que lo soluciona puede ser expresado por:

m—1
up = Syuy + T f, Te = ) SET,
k=0

Demostracion. Por induccion.

HZMI

(2.1.12)

Para m = | es obvio. Veamos para m »» m + 1.

m+1_0
ST uy, +

m+l_0
Sy u, +

m+1_0
Sy u, +

m+1_0
Shuy, +

S;,UZ’ + Tﬁ,
Su(Spuy + T fi) + Thf
Sy*tup + (SaTy™ + ) fi

m—|
Sh) SkTy+ T,,]f,,
k=0

("i Sy T + T,,]f,,

k=0

ZS:T;, + T;,]ﬁ,
k=1

a

La condicion obvia sobre la iteracion (2.1.12) es que la solucion de (2.1.2) sea punto

fijo de esta, es decir,

u, = Shuh + Thﬁl
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suponiendo ello para todo f;, € % tenemos

entonces

(2.1.13)

2.2. Convergencia de Métodos Iterativos Basicos

En la teoria de convergencia para (2.1.4) los siguientes conceptos juegan un papel im-

portante.

Definicion 2.2.1. Sea x un vector de R". Entonces

lell = (<" x)? = [Z Ix.-lz]
i=1

[
2

es la norma Euclidiana de x.

Definicion 2.2.2. la norma espectral de la matriz S, (\|S ) es definida por:

Sea ahora A,u, = Buy, + f; , asi que el error después de m iteraciones es
€ =y —uy (2.2.1)
donde u, es la solucion de la ecuacion (2.1.2) y se satisface que
(2.2.2)

donde S, es la matriz de iteracion definida arriba(S ;, puede reemplazar a S, en la ecuacion).
De la ecuacion (2.2.2) se sigue por induccion que e}’ puede ser escrito en términos del error
inicial, ), como

ey = S} e, (2.2.3)
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donde el super indice sobre S, es un exponente y m = 0. En términos de norma vector ,

tenemos

(2.2.4)

El término ||.S || es también llamado numero de contraccion del método iterativo basico.

Definicion 2.2.3. Si S, es una matriz de n X n con valores propios A;, | < i < n, entonces

(2.2.5)
es el radio espectral de la matriz S,
Definicion 2.2.4. Se dice que un método iterativo es llamado convergente si

lim IS}l =0 (2.2.6)

conSy=A,7'B.
Teorema 2.2.1. El método iterativo es convergente si y solo si

2.2.7)
Demostracion. Ver [14, p. 12] a

De la ec.(2.2.4) se tiene que si un método iterativo es convergente entonces implica que
lim [lg)|l =0 (2.2.8)
m~—o00

para cualquier eleccion inicial eg si solamente si p(S,) < 1.
Algunos resultados adicionales, planteados similarmente y demostrados en Varga [14],

son:
Teorema 2.2.2. Si S}, es una matriz arbitraria de n x n, entonces

(2.2.9)

Ademas
l(SI" = p(S3) < ISl (2.2.10)
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Demostracion. Si A es una valor propio de Sy, y su x es un vector propio diferente de cero
asociado a x, entonces S,x = Ax. Asi

de esto se tiene que |4| < ||S,|| para todo valor propio de S, lo que prueba (2.2.9). O

Teorema 2.2.3. Si p(S) < | entonces
L
J'm UISFID™ = p(Sk) (2.2.11)

para cualquier norma matriz inducida.

ISWl = Jo(S;Sn) (2.2.12)

ISHll = p(Sh) siSyesnormal,(i.e.SyS;, = S,Sh) (2.2.13)

Lema 2.2.4.

en particular, (2.2.13) es valido para matrices simétricas S, = S},

Demostracion. La matriz S;S, es simétrica y definida no negativa, es decir,
(S;Sh)" =8;Sh y xS;Sax=1Ssxl’ 20

para cualquier vector x. Como la matriz S;S, es simétrica, se tiene {v;};_; un conjunto
ortonormal de autovectores de S} S, es decir, §;S,v; = av;,donde 0 < @) < a3 < -+ < @y,
yvivi=0parai# j,yviv,=1paratodo | <4, ;< n.Si
n
X = CiV;

i=1

es cualquier vector no nulo, entonces tenemos

por lo que

2
os(z,-s(m) <a
e

Mas aun, tomando x = v,, se tiene la igualdad para el lado derecho. Asi de la definicion
2.2.2,

2

) = @, = p(S}Sh)

IS
IS4l = su (
o S TP

lo que completa la prueba. O
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Podemos definir el factor de reduccion y la razon de convergencia para los métodos

iterativos basicos.

Definicion 2.2.5. El factor de reduccion o error relativo t es definido como

B le;:”l ”
llep

< IS4l (2.2.14)

y representa el factor de reduccion del error en la iteracion m + 1.

Definicion 2.2.6. E! factor de reduccion media, T, es dado por

1

||e;u)ﬁ .

F=1——] <|ISTl~ (2.2.15)
(ue‘;u g

luego de m iteraciones.

Definicion 2.2.7. La razon media de convergencia es definido como
1
R(SF) = —— log (ISF1) (2.2.16)
donde m >0y |S}Il < 1.

Puesto que L, es un operador lineal definimos el defecto o residual en la m ésima
iteracion
a',:' = L;,lf;;, - _fh

para la ecuacion (2.1.2). Consecuentemente se tiene

2.2.17)
Asi usando (2.2.2) resulta:

(2.2.18)
donde S = L,S,L;' = B, A;' es la matriz iteracion del defecto. El propésito de usar el

defecto es tener una referencia de la aproximacion a la solucion, en vista que el error es

desconocido.
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2.2.1. Ordenamiento

Debido a que el desempenio de los métodos iterativos clasicos dependen también de
como se realiza el ordenamiento de la variables, antes de mostrar los métodos iterativos

clasicos se muestran los ordenamientos mas usuales.

Ordenamiento lexicografico, figura (2.1(a))

Un punto de malla (x, y) € €, precede a otro punto (x’,)’) € €, , si y solo si,

y<y o (y=yyx<x)
Ordenamiento lexicografico rotado, figura (2.1(b))

Intercambiando los roles de x e y obtenemos el ordenamiento lexicografico rotado.

Ordenamiento Red-Black(RB), figura (2.1(c))

Asumimos que

Q, € G = {(jh,kh) : j, k € Z)

y separamos G, en puntos rojos(Red) Q; = {(jh,kh) € Q, : j + k par} y los demas puntos
negros (Black) Qf, = Q4 \ €. Primero, los puntos rojos de £2; son numerados en orden

lexicografico; luego los puntos negros son similarmente ordenados .

Ordenamiento linea-zebra, figura (2.1(d))

Definimos
Q = ih, kh) : j par lineas rojas ,
f {Uh.kh) . j ? } ) (2.2.19)
QP = {(jh,kh): j impar} lineas negras,
numerando primero los puntos de €} y luego los Q’:, asi obtenemos el ordenamiento linea-

zebra.
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Ordenamiento de cuatro colores, figura (2.1(e))

Divida €;, en cuatro subconjuntos

Q, = |(h,kh): j,k par) amarillo,
Q2 = ih,kh) : j,k impar rojo,
,, {Uh,kh) : j par} Jo (2.2.20)
Q} = ((h,kh): j par, kimpar} negro,
Q) = |(jh,kh): j impar, kpar) verde.

En cada subconjunto ) , los puntos son ordenados lexicograficamente . El ordenamien-
to RB es aceptable para formulas de cinco-puntos, mientras que el ordenamiento cuatro-
colores puede ser usado para esquemas generales de nueve puntos, pues cuando se hace un
barrido sobre uno de los puntos, los puntos vecinos no son parte de la iteracion, sino de las

iteraciones para los otros puntos.

2.3. Métodos Iterativos Jacobi, Gauss Seidel y ADI

En esta seccion describimos varios métodos iterativos clasicos que resultan de la eleccion
de las matrices de la ecuacion (2.1.3).
Considerando un sistema lineal (2.1.2) donde L, puede ser un operador de cinco o nueve

puntos, la ecuacion en un punto (x;, y;) de la malla puede ser entonces
2.3.1)

donde los subindices (4, j) de los coeficientes han sido suprimidos. Equivalentemente en su

notacion plantilla tenemos:

(23.2)

De forma similar puede obtener una féormula de 9 puntos
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(a) Ordenamiento Lexicografico ud (b) Ordenamiento Lexicografico Rotd-
do
Y
16 17 18 19 20 21
L] a a L] L]

(d) Ordenamiento Linea-zebra o
(e) Ordenamiento de Cuatro Colore¢
Figura 2.1: Mallados
NWL(,'J.H +N Ujj+l +NE Ujj+1
Wll,-_l‘j +C Ui +F Uirlj (233)
SWuinjor +Suijor +SEupjo = fij
Equivalentemente
NW N NE
L, Uij = w C E ujj = ﬁJ (234)

Sw S SE



2.3.1. Jacobi Puntual

En (2.1.3) se tiene
Ah = dlag(Lh),

produciendo la siguiente iteracion
A;,MZ'H = Byu; + f, donde B, = A, — L.

Para la formula de S puntos tenemos

S
Equivalentemente
0 0O 0O N O
1 _
0 C 0| =—|W 0 E|u;+fij
0 0O 0 § O
Para la formula de 9 puntos
NWul,, +Nul, , +NEu],,,
Wur,  +Cu' +Eul, .
=1y [N} i+l.j
SWaul, ;. +Su, +SEuy, ., =/
equivalentemente
0 0O NW N
0 Co|ff'=-| w o0
0 0O Sw
2.3.2. Jacobi por Bloques
En (2.1.3) A, es obtenido de la siguiente manera:
JEixl

Ap = tridiag(Ly) = A
Lpj; ,en otro caso

24

(2.3.5)

(2.3.6)

(2.3.7)

(2.3.8)
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por lo que e tendria que olucionar un i tema de ecuaciones tridiagonal para poder hacer
una iteracion. Luego con un ordenamiento lexicografico nos da una Jacobi lineal horizon-
tal; con un ordenamiento lexicografico rotado uno obtiene una Jacobi lineal vertical. Una
iteracion lineal horizontal seguido de una iteracion Jacobi lineal vertical nos da una Jacobi

alternante. Para el caso Jacobi lineal horizontal tenemos la siguiente formula de iteracion

(2.3.9)
0 equivalentemente
0 O
(2.3.10)
0 O
y para la formula de 9 puntos
NWul, . +Nu, +NEu],
Wu;'i*l!j +Cu;'"j+' +Euj.’1*,"j. (2.3.11)
SWu;'le_l +Sz(;':i_, +SEuj.’;|J_I = fij
o equivalentemente
0O 0 O NW N NE
w C E|t'=—-| 0 0 0 |u&+], (23.12)
0O 0 O Sw S SFE

2.3.3. Gauss-Seidel Puntual

El proceso de suavizacion mas frecuentemente usado es la iteracion dada por Gauss-
Seidel [18, p. 3]. Para la formulacion matricial hemos introducido la descomposicion de L,

en
Ly, =D — A, — By,

D : Matriz diagonal. (2.3.13)

Au(B)) : Matriz estrictamente triangular inferior ( superior).
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La iteracion es equivalente a

upt' = LG, )= (D= A (Byul + /)
= Sup +T,f,

donde S = (D—-Ap)"'By=1—(D—Ay)"'Ly,
Ty = (D-4,)".

(2.3.14)

La separacion de (2.3.13) es unica, pero la representacion de una ecuacion modelo no es

unica. La construccion de L, depende del numero de variables (i.e. puntos en la malla).

Observacion 2.3.1. La iteracion de Gauss-Seidel depende del ordenamiento de las vari-
ables.

Luego tenemos que la formula para el método de iteracion Gauss Seidel para la notacion

de cinco puntos es:

(2.3.15)
0 en su notacion estencil
0 O 0O N O
I _
llf-'_'; =—=10 0 E l/,{'j+ ij (2.3.16)
0 S O 0 0 0
Para la formula de 9 puntos
NWul,, +Nu,, +NEW,
Wu;'j*,"j +Cl/i’:i+l +Euy, (2.3.17)
SW“ﬁTL_n +S ul! +SE":T|.IJ'—| = fij
equivalentemente
NW N
0 (2.3.18)



27

El método de relajacion de Gauss Seidel puntual multicolor

El primer tipo de estos métodos de relajacion de G-S es el de dos colores (RB) que se
usa para una discretizacion de 5 puntos. Tal como se muestra en la figura (2.1(c)) definimos

los indices de los puntos de malla como

rojo: i+ j par
J Jopar (2.3.19)
negro : i+ j impar
En este método procedemos en dos pasos intermedios, uno para cada color de los puntos
que es usado. La formulacion de la ecuacion discretizada para los puntos rojos (primer paso

intermedio) es

Su”_ +Wul, +Cum+’+Eu"i,J+Nuf’J+, fij (2.3.20)

J-

donde i + j es par, y para los puntos de malla negros (segundo paso intermedio)

Su ,J*’, + Wuj"*,2 +Cu' +E f'f.f, j"jjl fij (2.3.21)

donde i + j es impar.

EL método de relajacion Gauss Seidel puntual multicolor para una discretizacion de 9
-puntos tiene cuatro colores, tal como se da en (2.2.20) (Ver figura (2.1(e))). Este método
se procede en cuatro pasos, un paso por cada color de punto que esta siendo usado. Para la

formulacion del método, se tiene para los puntos rojos ( Primer cuarto de paso):

NWul | +N’/,Z+| +NEu), |
Waur, +Cu”*‘ +Eu, (2.3.22)
SWu"’,Jl +Sul_ +SEu, . =fy

donde i es impar y j es impar. La ecuacion para los puntos de mallas negros (segundo cuarto

de paso) es:
NW“;:’,H +Nu:'j+l +NE”:'.'{+I
Wu:.':zj +C um } +F u:':z (2.3.23)
SWul, _, +Sul;_, +SEu] = fij

iJ=1 i+1,j-1



28

donde i es par y j es impar. La ecuacion para los puntos de mallas verdes (tercer cuarto de

paso) es:
m m ) m
NWUTE NGTE NEWTE
Wu i, +Cuit +Eu (2.3.24)
m+4 m+} m+
SWu_ 50 +Su; 5 +SEu mi- =Jij

donde i es impar y j es par. La ecuacion para los puntos de mallas amarillos (Cuarto cuarto

de paso) es :
NW uj";‘, +N u:';?, +NEW"'
wulh sCum +E u,“{ (2.3.25)
S Wule_ +S u:':’, +SE u:.':.zj_l = fij

donde i es par y j es par

2.3.4. Gauss Seidel por Bloques

La eficiencia del método Gauss Seidel como se indicé en la observacion 2.3.1 depende
del ordenamiento y ademas esta dependencia es muy fuerte en muchas aplicaciones [17, p.

43].
Iteracion Gauss Seidel Linea en la direccion X

Para esta relajacion, tan igual como para la iteracion de Jacobi por bloques, se requiere de
la solucion de un sistema tridiagonal para cada una de las variables por linea.
La relajacion Gauss Seidel por linea en la direccion X sin un ordenamiento multicolor

para una discretizacion de nueve puntos esta dado por:

NWu? +Nu? +NE u”

ij+1 ij+l1 ij+1
Wi, +Cut +EuT (2.3.26)
S Wu"’*lb , +S l/:':;”l +SE u:'fllj_ = fij

Cuando se usa un ordenamiento de dos colores RB Zebra o llamado antes Linea-Zebra (un
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caso particular en la direcciéon X es mostrado en la figura (2.1(d))), los colores son definidos

rojo: j impar
: (2.3.27)
negro: j par
La relajacion es realizada en dos pasos intermedios, el primero sobre los puntos rojos, y
el segundo paso sobre los puntos negros. El primer paso de la relajacion lineal para la

discretizacion de nueve puntos es lo siguiente:

NW %T' +N u?:"ﬁ' +NE “7;#!
m+ m+ m+
w u,._l‘zj +Cu;; I +E um_’j (2.3.28)
SWal, ., +Sul, +SEu), ;, =/,

donde j es impar para el primer paso intermedio, y el segundo paso intermedio es:

] 1 1
m+ 3 m+1 m+ 3
NW Ui i +N U i) +NE Ui
m+1 1+ | m+|
Waul +C s ' +E uz, . (2.3.29)
m+! m+: m+2 _
SWu_S +Su; +SEu, 5 =i

donde j es par.
Iteracion Gauss Seidel Linea en la direccion Y

Para esta relajacion, tan igual como para la iteracion Gauss Seidel Linea en la direcciéon
X, se requiere de la solucion de un sistema tridiagonal para cada una de las variables por
linea.

Presentamos la relajacion Gauss Seidel por linea en la direccion Y para una discretizacion
de nueve puntos (Observar que para una discretizacion de 5 puntos es un caso especial de
nueve puntos cuando NW = NE = SW = SE = 0). La relajacion Gauss Seidel por lineas
en la direccion Y sin un ordenamiento multicolor para una discretizacion de nueve puntos
esta dada por:

NWT +NuTl\ +NEWT,,,

waurt,  +Cult' +Eu,

i+l

Swum'_, +Sult +SEWn, . = f

i~1,j—1 ij—1

(2.3.30)
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Cuando un ordenamiento multicolor es usado con un RB Zebra en la direccion Y los colores
son definidos por :
rojo : 1 impar (2.3.31)
negro : i par
La relajacion es realizada en dos pasos intermedios, el primero sobre los puntos rojos,
y el segundo paso sobre los puntos negros. El primer paso de relajacion lineal para la

discretizacion de nueve puntos es:

m+z

NWu,, +Nu"’+.' +NE 7,
wur,,  +Cutt +Eun, (2.3.32)
SWal,,, +S u,’j,*’l +SEwn, | =1
donde i es impar, para el segundo paso intermedio tenemos,
Wik g e
Wu”’+I +Cu™' +Eu? (2.3.33)
m+i .
S Wu' '5 I u;':itll +SE“i++|.2j—l = fij

donde i es par.

Iteracion Gauss Seidel Linea Alternante

El método de Gauss Seidel linea alternante es realizado haciendo una Gauss Seidel linea
coloreado Zebra por lineas en la direccion X seguido por un Gauss Seidel lineal coloreado

por lineas en la direccion Y. Ver las secciones previas.

2.3.5. Meétodo ADI Peaceman and Rachford

En J. Stoer y R.Bulirsch[8, §8.6] se desarrolla el método implicito con direccion alter-
nante llamado método ADI ( Alternating Direction Implicit) el cual sera descrito breve-

mente. En este método el sistema de ecuaciones
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de acuerdo a la separacion

es transformado equivalentemente en
(Hp + r Duy, = (r1 — Vi)u, + f,

o también
(Vi + rDuy, = (r1 — Hyuy, + f,
donde r es un parametro real. Combinando las dos ecuaciones anteriores se tiene la it-
eracion del método ADI, teniendo a una de ellas como paso intermedio, es decir,
2
(Hp + Pt DU = (i [ = ViU + fi (2.3.34a)

(Vi + Pt D! (Fmer | = HUH' 2 + f, (2.3.34b)

donde r,,; es un parametro real el cual puede ser escogido en cada paso de manera difer-

ente. Ahora sustituyendo u';'”’ 2 de (2.3.34a) en (2.3.34b) se obtiene:
(2.3.35)

donde
Wn+rD) N (rl=H)Hy+r D) (r1 = V)

Va+r D [T+ (1= Hy) (Hy +r D7

I

(2.3.36)

I

En [8, §8.6] se muestran como son obtenidos estos parametros Optimos r,,.

2.4. Algunos resultados numéricos de métodos iterativos
clasicos

La ecuacidon modelo a usar sera la ecuacion de Poisson para hacer algunas comparaciones
entre los métodos iterativos clasicos, mientras que las ecuaciones anisotropicas de difusion
rotada y la ecuacion de Poisson anisotropica seran usadas para comparar los métodos it-

erativos por bloques y el ADI. La comparacion de los radios espectrales p, el numero de
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iteraciones y operaciones para a obtener un error del orden de 4? para la ecuaciéon modelo
(2.4.1) son mostradas en el cuadro2.2(Ver [8, §8]).

Sea la siguiente ecuacion de Poisson con condiciones de frontera de Dirichlet:

Il

~Au f, en Q= (0,1)? (2.4.1)

u = 0, en 092

con f € C%R) y para soluciones clasicas se tiene v € C3(Q) U Co(ﬁ). La discretizacion en

diferencias finitas como (1.2.22) genera el siguiente sistema lineal de ecuaciones

-1
h—z —] 4 -1 uh(xivyj) = fh(xi,}’j) V(X,)’) € Qh'
|

o similarmente

donde Q;, = {(x,—,yj) €Q:x;=1ih,yj=jhi,j=1,--- ,N— l},h =1/N,y N > 1 unentero
que indica el nimero de particiones del intervalo (0, 1). Las pruebas computacionales se

realizan haciendo en (2.4.1)
f(x,y) = 27 sen nx sen my

y la solucién exacta es

u(x,y) = sennx sen my.

Como una medida del error, elegimos el tamaiio de error del residual

La iteracion terminara tan pronto como » sea reducido a un orden de magnitud de 10~* =
0,0001. En los métodos de Jacobi, Gauss Seidel, SOR(G-S amortiguado), y ADI seran ini-

cializados en ug = (. Los cdlculos obtenidos del cuadro 2.1 son similares a los presentados
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Jacobi Gauss Scidel ADI
Puntual SOR
ng = ny [ Iluf = auyll CPU(s) ! IIﬁ = ull CPU(s) i Iluj = uyll CPU(s) i I‘uj = ufll CPU(s)

4 35 .SJOE-O1 2.30E04 18 1.06E-01 8.7SE-04 9 1.06E-01 3.75E-04 6 1.06E-01 375E04

8 154 STT3E02 1-64E-02 78 S.18E-02 T-SOE02 2 S.18E-02 TIS3E02 8 S.18E-02 5.00E-04
16 628 2.57E-02 1.71E-0) 315 2.57E-02 7.73E-02 4“4 2.57E-02 1.56E-02 9 2.57E-02 2.50E-04
32 2526 1.28E-02 2.77E+00 1264 1.28E-02 1.36E+00 88 1.28E-02 9.35E-02 10 1.28E-02 1.48E-02
4 10116 6.26E-03 4.80E+01 5059 6.26E-03 2.31E+01 177 6.40E-03 7.96E-01 12 6.33E-03 1.24E-0]
128 30000° 4.40E-03 5.93E+02 20239 2.89E-03 3.81E+02 3ss 3.16E-03 6.69E+00 14 3.01E-03 5.77E-01
256

16 1.04E-03 2.77E+00

Cuadro 2.1: Iteraciones de la ecuacion modelo Au = f con f = 2n° sen ax sen my. i nimero

de iteraciones, || - || euclidiana, CPU(s) tiempo de maquina; hasta conseguir un error del
defecto del orden de 0.00001 ( * No se consiguid la aproximacion).

Método p Numero Numero
de iteraciones | de iteraciones operaciones
Jacobi cos % Nlog\oN 5N%log\,oN
G-S cos* £ 0,5N%log oN 2,5N*logoN
GS @ | ro=hs | 0.72NiogioN 3,6NlogyoN
ADI(*) | 1-8(&)" | 3.6(logioN)? 57,6 N2(logioN)?

Cuadro 2.2: Comparacion de los radios espectrales p de diferentes métodos iterativos
clasicos para la ecuacion modelo (2.4.1) donde el numero de iteraciones son las necesarias
para que el error sea del orden A ((*) ADI optimal con m otro parametro optimal)

en la tabla | de [8, §8.10]. Para verificar las estimaciones tedricas mostradas en el cuadro
2.2 hemos ejecutado el mismo programa pero ahora el criterio de parada considerado es
cuando el error de aproximacion llega a ser del orden de #2. Estos resultados son mostrados
en el cuadro 2.3.

Una primera observacion es que ||, — u,|| decae rapidamente con el numero de itera-
ciones, esto como resultado de incrementar el numero de particiones N (Ver el cuadro 2.2).
Una segunda observacion es que el método de Gauss Seidel converge dos veces mas rapi-
do que el método de Jacobi [8, Corolario (8.3.16)], y el método relajacion con parametro

optimo tiene una reduccion considerable del nimero de iteraciones [8, teorema(8.3.17),
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N 64 h* = 2.44E-04
), — wyll  1|Lns}, — full | N iter. Teorica | N lter Comp | tiempo(s)
Jacobi 2.44E-04 8.77E-03 7398 6403 21.7
Gauss Seidel 2.44E-04 8.78E-03 3699 3821 10.5
Gauss Seidel (w) | 2.41E-04 0.284 83 117 04
ADI 1.96E-04 7.82E-03 12 7 6.21E-02
N 128 h* = 6.10E-05
llea}, — 24|l |ILn2s, — full | N iter. Teorica | N Iter Comp | tiempo(s)
Jacobi 6.87E-05 2.35E-03 34525 30000° 429.0
Gauss Seidel 6.10E-05 2.19E-03 17262 15112 207.0
Gauss Seidel (w) | 5.78E-05  4.85E-03 194 265 3.6
ADI 4.12E-05 1.80E-03 16 10 3.75E-01

Cuadro 2.3: Se realizan tantas iteraciones como sea necesario para alcanzar un error del
orden de #%. La columna donde se indica el nimero de iteraciones teodricas son obtenidas
del cuadro 2.2. ((*) indica que ha superado el nimero de iteraciones maxima que hemos
definido).

(8.4.9)] y con el método ADI (usando m = 4) se requiere menos iteraciones aun [8, teo-
rema(8.6.28)]. En el mismo cuadro hemos agregado el tiempo realizado por la CPU para
conseguir la aproximacion deseada. Este tiempo es también proporcional al nimero de

iteraciones siendo mas ventajoso los métodos ADI.

2.4.1. Meétodos iterativos clasicos aplicados a una ecuacion de tipo

anisotropica

En los cuadros siguientes se presentan los resultados de diferentes métodos de iteracion vis-
tos en esta seccion aplicados a una ecuacion de tipo anisotropica. S6lo mostraremos célcu-
los computacionales puesto que en el capitulo correspondiente a andlisis de suavizacion se
tratarda, en cierta manera, las propiedades de convergencia de estos métodos iterativos. La
ecuacion a considerar se basa en la segunda ecuacion modelo (1.1.5)(Ecuacion de Poisson

anisotropica):
=3y ye
I+x  (1+x)*

Q = (0, 1) (2.4.2)

—E Ugy — Uy,
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y u(x,y) = 2—({%) en d€). e verifica facilmente que u(x,y) es también solucion de la
ecuacion diferencial.

Previamente e mue tra en el cuadro 2.4 el método ADI no tiene una buena convergen-
cia para este problema, a pesar de presentar una precision muy buena, la solucién aproxi-
mada se consigue luego de un nimero de iteraciones relativamente grande. Ademas se tiene

un alto costo computacional evidenciado por el elevado tiempo de ejecucion.

ADI (c=1)
ng = n, i |t — a)| CPU(s)
4 28 3.53E-04 4.16E-08
8 150 2.11E-04 1.55E-02

16 790 1.10E-04 3.75E-0O1
32 4056 5.56E-05 7.95
64 20682 2.79E-05 '

Cuadro 2.4: Iteraciones de la ecuacion modelo (2.4.2) con € = |.

Para la ecuacion de Poisson anisotropica, donde el parametro £ determina el grado
de anisotropia (Valores muy grandes o muy pequeiios indicaran una fuerte anisotropia).
Los métodos iterativos usados para hallar la solucion aproximada son los siguientes: El
método Gauss Seidel SOR, métodos iterativos por bloques (Jacobi lineal, Gauss Lineal ).
Hemos variado el parametro £ haciendo que asuma los siguientes valores: 0,001 (cuadro
2.5), 0,01(cuadro 2.6), 0,1(cuadro 2.7), I(cuadro 2.8) , 100 y 1000 (cuadro 2.9) estos tres
ultimos valores solo son usados para los métodos iterativos de Gauss Seidel por Bloques.

Observe que los métodos por bloque en la direccion no influenciada por el parametro
anisotropico € como el método alternante X — Y son las que mejor resultado dan con un

numero de iteraciones reducido. Una de las razones de ello es por lo siguiente: si la ecuacion
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de Poisson anisotropica es descrita por su forma plantilla como en (1.2.21), i.e.,

-1
= | = 242 —¢ |u, = hf,,
=

entonces cuando € < | se tendra la siguiente aproximacion

-1
0 2 0 |u=HFf.
-1
Luego como los métodos por bloques se caracterizan por resolver un sistema tridiagonal
en cada linea o columna, segun sea el caso, entonces practicamente se tendra el problema
resuelto, pues el sistema aproximado en su forma plantilla mostrado en la ultima ecuacion
es casi de forma tridiagonal. De manera analoga se verifica cuando £ > 1 tan so6lo haciendo
g =1l/e.
En los cuadros se ve que el método iterativo S OR es bueno cuando no se presentan
casos de anisotropia £ ~ 1,0 y observa que el método iterativo por bloque en la direccion
Y, tanto Jacobi como Gauss Seidel, para € <« 1,0, se comporta de manera similar al método

iterativo por bloque en la direccion X cuando € > 1,0.
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JACOBI (¢ = 0,001)

Lincal X Lincal Y Alicnante X-Y
N i I — gl CPU(s) i lg-wil _ CPU@W) 7 j-wll __ CPU®)
0 2 S38E06  2.0SE-05 1 G.18E-07  20SE05 T 4.69E-07  2.0SE0S
8 131 TZETS  1.S0E-02 2 682E07 B8.78E06 2 S.S6E07  S.B4E-06
16 541 2.70E-05  1.25E-01 3 690E-06 2.92E-06 3 6.54E-06  1.17E-05
32 2185  6.74E05  2.14E+00 S  645E05S  160E-02 S  6.32E-05  1.60E-02
64 8761  2SIE-04  3.66E+0I 1l 432E04 470E02 11 428BE-04  6.20E-02
128 35S 1.8IE-03  625E01 35  1.BIE-03  7.18E-0l
GAUSS SEIDEL (& = 0.001)
Lincal X Lincal Y Altamante X-Y SOR
N i [ CPU(s) i I = wgl CPU(s) i iy — auyll CPU(s) i u./l - ull CPU(s)
) 14 12dE05  I.13E-04 1 S44E0T  1.02E04 1 652607  I.I3E04 8 1.50E-06  1.75E0S
8 (5] 3.38E05S  1.7SE-0S 1 1.42E05  1.02E-04 1 1.25E05  1.17E-0S 19  S4TE-06  SBSE-06
16 247  837E-05  4.71ED2 2 1.47E05  1.17E-0S 2 1.39E-05  1.7SE-0S 40  9.19E05  1.61E-02
32 979 1.89E-04  9.68E-0I 3 1.53E-04  161E02 3 I.S0E-04  1.61E02 94  290E05S  7.81E02
64 3894 492E04  1.48E+0I 7 3J48E-04 3.1IE02 7  344E04  JI1IE02 191  161E04  7.3SE-0I
128 19  1.83E-03 344E0]1 19 1.R2E03  390EO) 384  127E03  6.14E+00
Cuadro 2.5: Métodos iterativos por Bloques para la ecuacion modelo —gu,,—u,, = f con
-3y Ye
= = _ XL ne= 1.
Sy =1 e €O 0,00
JACOBI (¢ = 0,01)
Lincal X Lincal Y Altcrnante X-Y
N i m/z -ul CPU(s) i [T ] CPU(s) i [T CPU(s)
] 29 464E06 1.756-08 2 63JED6  1.13EO04 T THEDS  T1ED
8 129 952666  1.19E-04 4 4.67E06  1.76E-0S 3 3.63E-05 1.13E-04
16 533 2.25E05  1.25E-0I 8 4.44E-05 1.13E-04 8 3.68E-05 1.13E-04
32 2151 4.44E05 209E+00 23 121E04  1.50E-02 2 1.62E-04  1.S9E-02
64 8617 706E0S  364E+0] 80  292E-04  3.44E-0I 79  298E04  3.59E-0I
128 308 4.5STE04  S4A2E+00 305  4.5SE-04  S.69E+00
GAUSS SEIDEL (7 = 0.01)
Lincal X Lincal Y Alternanto X-Y SOR
N i [ CPW(s) i [P CPU(s) ] B~ gl CPU(s) i W, = uyll CPU(s)
) 14 7.71E-06 1.25E04 2 77E06  1.IJEO4 ] 6.#5_-06 0.00E+00 8 6.49E-06 1.13E-04
8 61 3.13E-08 1.17E05 3 ZBIETE  4.16E-08 3 358666  |.78E-08 19 532606 1.02E-04
16 243 8.02E05  6.29E-02 s 4ATIEOS  227E-04 s 39SE0S  227E-04 40 131E-05  1.59E-02
32 963 1.6TE04  B8.S9E-OI 13 1.09E04  1.49E-02 13 9.62E-05  1.49E-02 93  40IE06  791E02
64 3827  317E04  1.43E+01 42 256E-04  1.72E0I 41 293E04  1.72E01 193 2.77E-05  6.71E0!
128 156 4.30E-04  24SE+00 154 447E-04  272E+00 391  2.37E-04  S.62E+00

Cuadro 2.6: Métodos iterativos por Bloques para la ecuacion modelo —& ue, —u,, = f con

-3 € _
foy) =332 - (%; con £ = 0,01
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JACOBI (£ = 0,1)

Lincal X Lincal Y Altcrmante X-Y
N i I —wil____CPU(s) i b —ull___CPUGs) i g —ull___ CPUGs)
4 27 6.36E-05 5.94E-09 S 6.26E-0. 1.02E-04 4 6.37E-05 1.13E-04
8 121 3.60E-05 1.02E-04 14 Z9SEUS 2.37E-08 12 2.89E-05 1.25E-04
16 495 1.65E-0S 1.10E-01 48 4.70E-05 1.61E-02 43 4.91E-05 1.62E-02
32 1989 4.39E-05 1.78E+00 182 1.30E-04 1.71E-01 163 1.45E-04 1.71E-01
64 973 1.45E-04 3.09E+01 ns 3.21E-04 2.7SE+00 646 3.46E-04 2.94E+00
128 2861 1.02E-03 4.61E+0! 2574 1.07E-03 4.90E+01
GAUSS SEIDEL (¢ = 0,1)
Lincal X Lincal Y Altcrmantc X-Y SOR
N | Ned = uyll CPU(s) [ Ned) = uyll CPU(s) i lledy = wyll CPU(s) i lery — ugll CPU(s)
4 [E} 5.94E-05 1.02E-04 3 6.61E-05 1.37E-04 3 6.73E-05 1.17E-0S 8 6.59E-05 2.27E-04
8 57 3.01E-05 1L.61E-02 8 2.87E-05 1.25E-04 7 2.51E-05 1.02E-04 19 3.89E-05 238E-04
16 227 5.60E-0S 4.69E-02 25 3.68E-05 1.02E-04 23 3.04E-05 1.02E-04 42 1.81E-0S 1.49E-02
32 898 1LM4E-04 7.97€-01 9 1.36E-04 7.80E-02 83 1.33E-04 7.79€E-02 87 1.1SE-0S 7.80E-02
64 3566 3.49E-04 1.34E+01 356 3.42E-04 1.31E+00 324 341E-04 1.44E+00 199 6.04E-05 6.87E-01
128 1416 1.07E-03 2.22E+0! 1288 1.07E-03 2.35E+01 445 5.06E-04 6.42E +00

Cuadro 2.7: Métodos iterativos por Bloques para la ecuacion modelo —g u,, —

u,, = f con

=3y €
X,y) = —=— -cone = 0,1
f ( 7y ) Hx (I + X) k4
JACOBI (¢ = 1.0)
Lincal X Lincal Y Altomante X-Y
N ] [ CPU(s) i W/, — g CPU(s) i tas, — gl CPU(s)
4 17 J4E04 117605 16 J4E-04  1J7E04 8 350604  117E05
8 69  204E-04  1.59E-02 67 201E-04  227E-04 32 197604  227E-04
16 280  9.62E-05  6.21E-02 269  893E0S  6.I9E@2 129  BO06E-0S  3.09E-02
32 1119 327E05  1.0IE+00 1079  3.16E-05  1.I9E+00  S17  4.60E-05  S.63E-0I
64 4479  SOSE0S  1.74E+01 4319  B829E-05  1.66E+01 2096  1.39E-04  9.28E+00
128 17278 1.98E-04  2.79E+02 8275 3.13E-04  161E+02
GAUSS SEIDEL (« = 1)
Lincal X Lincal Y Altomantec X-Y SOR
N i [ CPU(s) [ [ CPU(s) i W — wlt CPU(s) i [ CPU(s)
] 9 I50E04 137604 8 J48ED4  4TIEOR s ISIE-04  4.77E-04 8 3SIE04  227E-04
8 35 201E-04  2.38E-04 33 1.99E-04  1.50E-07 18 201E04  1I9E-08 19  208E-04  1.02E-04
16 135 8.48E0S  3.10E-02 130 8.I3E0S  1.49E-02 67  BI9E0S  309E02 42  107E04  23BE-04
2 528 471E05  4.69E-0 SI7  437E-05  4S3E-01 262  464E0S  266E-01 88  SIIE-0S  7.91E-02
64 209  139E-04  7.80E4+00 2067  1.39E-04  7.72E+00 1040  1.40E-04  450E+00 206  2.72E-05  7.19E0)
128 8318 3.12E04  1.29E+02 8270  3.12E-04  1.29E+02 4148 3.12E-04  7.4SE+01 473 139E-0S _ 6.86E+00
Cuadro 2.8: Métodos iterativos por Bloques para la ecuacion modelo —&u,,—u,, = f con

f(x,y) =

3y _

l+x

(1+x)

s coneg= |
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GAUSS SEIDEL (¢ = 100)

Lincal X Lincal Y Alicomanto X-Y SOR
N i Wy = uyll CPU(s) [ W — ull CPU(s) i [Tl CPU(s) [ Wy — wgll CPU(s)
1 9 736E-04 T.02E04 4 A6E-04 T2SE-04 16 T36E-04 1.02E04 3 TIGED4  227E-04
8 21 467E-04  3.7SE-04 1] 46TE-O4  ).S2E-04 67 4.65E-04 1.56E-02 10 467E-04  IS2E04
16 45 246E-04  )S2E-04 33 245E-04 1.62E-02 m 242E-04  6.16E-02 30 245E-04 1.6SE-02
32 105 1.2SE04  9.29E-02 18 1.18E-04 1.25E-01 1098  1.1SE-04  1.13E+00 107 1.18E-04 1.2SE-01
64 227  626E0S  8.59E-0I 453 SOGE-0S  1.94E+00 4401  4.71E-05S  1.84E+0l an $.03E-05 1.92E+00
128 463  3.13E0S  7.78E4+00 1783  4.50E-05  3.17E+0l 1619  4.49E-05  3.27E+01
GAUSS SEIDEL (~ = 1000)
Lincal X Lincal Y Alwrante X-Y SOR
N i Iv'l;unl CPU(s) [] ey = wpll CPU(s) ] Iy — wgli CPU(s) i by = wyll CPU(s)
4 2 B8IEO4  2.50E-04 24 BAOE-04  16IE02 2 8R9E-04  12SE04 [ 889E-04  S94E09
8 3 BITETY  +62E-04 108 627E-04  4.77E-04 3 627E-04  4.77E-04 27 6.27E04  3.7SE-04
16 4 J.SBE-04  2.50E.04 440  3SBE-04  9.4SE-02 4 3.S8E-04 1.02E-04 56 3.SBE-04 1.50E-02
32 7 1.89E-04 4.77E-04 1773 1.88E-04  1.56E+00 7 1.89E-04 1.50E-02 126 1.89E-04  9.30E-02
64 14 9.60E-0S  63SE02  7ill  9S8E0S  268E+O0l 14 9.60E-0S  7.79E-02 258 9.60E-0S  8.7SE-01
128 36  4.80E-0S $.6JE-0I 36 4.80E-0S  6.56E-01 512 4.82E-05  7.48E+00

Cuadro 2.9: Métodos iterativos por Bloques para la ecuacion modelo —&u,, —u,, = f con

(x,y) =22 - L cone =100y & = 1000
l+x (1+x) y



Capitulo 3

El Método Multimalla

En el capitulo anterior vimos algunos de los métodos iterativos mas clasicos para solu-
cionar EDPs y como éstos pueden deteriorarse cuando se tiene un refinamiento del dominio
computacional. Esta caracteristica es superada con métodos multimallas los que describire-
mos en este capitulo. Sin embargo, como se vera, los métodos multimalla usan propiedades
que tienen los métodos iterativos clasicos para eliminar las componentes de frecuencias

altas del error.

3.1. Efectos de suavizacion de método iterativos clasicos

Consideremos primero la primera ecuacion modelo unidimensional (1.1.3). Luego de su

discretizacion obtenemos un sistema lineal:,

donde h = 1/N y L, una matriz de orden N x N. Podemos escoger, por su facilidad, el
método de Jacobi para observar una de la caracteristicas de los métodos iterativos clasicos
sobre los efectos de suavizacion.Descomponiendo la matriz L, como se hizo en la seccion

§2.3.1

40
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( I : matriz identidad) A, es la matriz diagonal de la matriz L,. Escribimos asi el sistema

Lyu, = f, como

generando las iteraciones

u' = A;\(Byi + f) (3.1.1)

), — A, (Lytd), — f3)

mostrando que la correccion u}'! — u, es obtenida del defecto L,ui — f,. Volviendo a la

iteracion de Jacobi ahora amortiguada con parametro de amortiguamiento ©®

it = ul — ©A4; (Lyul, — f), con ® € (0, 1) (3.1.2)
con A,‘,' = %hzl. Colocando w = ®/2, rescribiremos la ecuacion 3.1.2 como
w’' =l — wA; (Lyul, - 1), conw e (0,1/2) (3.1.3)

La nueva aproximacion sera obtenida de la presente menos un peso apropiado del defecto.
Para el analisis de convergencia de la iteracion(3.1.3) necesitamos la siguiente proposi-

cion:

Propeosicion 3.1.1. Los vectores propios de L, son

W = V2h[sen(iknh))", = V2h[sen(knh), sen(2knh),--- , sen(nknh)", (3.1.4)

parak =1,--- ,ny los correspondientes valores propios son:

(3.1.5a)

verificandose que
(3.1.5b)
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Demostracion. Usando cos(a) = 1 — 2sen2% y sen(a) + sen(f) = 2sen ( g;ﬁ) cos (g_;_g ) solo
hay que verificar (3.1.5b)

(L) = HP[=1 2 = 1|¢f = ¢/, + 20 — i
= KW \2h(—sen((i = 1) knh) + 2sen (i knh) — sen ((i + 1) knh))
h™2 N2h {~2 cos (knh) sen(iknh) + 2sen (i knh))
= 2h2V2h{(1 = cos (knh)) sen (i knh))
= 4h72 V2h{sen®(knh/2) sen (i knh))

= isenz(kzrh/2)'ﬁf-‘

=)
O
Puesto que
Sw=1-wh’L,
tiene los mismos vectores propios que L;, pues
St = ¢ —whLyt
h
= Y —whak =1 - 4wsen2(kn5)]|//.

Luego

3.1.6)

En la figura (3.1) puede verse los valores propios para w = 1/2,1/3,1/4,1/6, y se observa
que el valor maximo de p(S,) se alcanza en k = 1. La elecciéon w = % produce la iteracion

de Jacobi usual. La razén de convergencia dado por el radio espectral es
1 ., h 1l ,,, n
PSH) = 4(35) = 1 = 2ser’(n3) = | - Errzh + O(h%),

lo que demuestra que el método converge muy lentamente, mas aun p(S,) — 1 si A — 0.

Para w € (0, %) aun es lenta la razon de convergencia. Con w = 1/4 tenemos:
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Ak
0.5
0
-0.5
~ =112
-1 =~ k
0 2 4 -8/2 8 10 1'2

Figura 3.1: Valores Propios de la matriz de iteracion S,

Asi la iteracion (3.1.3) con w = 1/4 requiere dos veces mas iteraciones que con w = 1/2.
Como

[A(w)l <1 para O<w <1, k=1,---,n,

todas las frecuencias k seran amortiguadas si 0 < w < 1. Sin embargo con una eleccion
apropiada de w es posible amortiguar las frecuencias altas, i.e. (n+1)/2 < k < n, de manera
menos fuerte. En particular

max | A(w)l
(n+1)/2<k<n

sera minimo para w = 1/3, y entonces |A4(w)| < 1/3 para (n+ 1)/2 < k < n (Ver [8, p.
704]). Fijemos w = 1/4. La figura (3.1) muestra que los componentes ¢* con frecuencias
k > (n+ 1)/2 son reducidos al menos por un factor de % por iteracion. Esto significa que la

razon de convergencia de la iteracion Jacobi amortiguado restringido al sub espacio
span {t//‘ t(m+1)/2<k< n}

de altas frecuencias es % La iteracion es rapidamente convergente con respecto a las altas
frecuencias. La convergencia es lenta debido sélo a las bajas frecuencias. Esto puede ser
mostrado graficamente en la figura (3.2).

Un anAijlisis similar se consigue de la siguiente manera. Considerando ahora w = 1/4

y sea €® = u? — u, el error en el primera iteracion usando el método de Jacobi amortiguado



0.5 x 1 05 o
1 1
0.5 0.5
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-0.5 0.5
-1 -1
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Figura 3.2: Método w-Jacobi con w = 1/3 aplicado al problema unidimensional ho-
mogéneo Lyu, = O0(En (1.2.6) la solucion es u;, = 0) con N = 64, los valores iniciales
de la iteracion son: (a)y?*, (b)y'®,(c) una combinacion de ¢ y 'S, Las figuras muestran la
aproximacion ui, después de una iteracion (a la izquierda) y diez iteraciones (a la derecha).
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puede ser representado como:
n
k
€o) = ZGIA// ,ax €ER,
k:

y luego de v iteraciones el error es:

entonces de (3.1.6)
e = DS = adiyt = > Bk, con i = el u(1/4)".
=1 =1 =T

La consideracion anterior muestra que si | < k < gr_%_l) (frecuencias bajas)

Sik> 5'%9 ( frecuencias altas)

A<= 44,

o sea By = q para frecuencias bajas, pero |8y| < |ax| para frecuencias altas.
Veamos numéricamente como se comporta la solucion para la ecuacion estacionaria

(/» = 0), tenemos

~uji_y +2ui— ey, =0, 1 <i<N—-lug=uy=0 (3.1.7)
y valores iniciales de la iteracion consistentes de vectores (modos de Fourier)

u? = sen(ikn/[N)con0 <i< Nyl <k<N-1

donde k se denomina numero de onda. Usamos la iteracion de Jacobi amortiguada con
w = 2/3 enuna mallacon N = 64, iniciando la iteracion con los nimeros deonda k = 1,3,6
(Ver figura (3.3)) y aplicamos 100 veces la iteracion. En cada paso evaluamos la norma
maximo del error, que es —u;;. Aqui vemos la relacion entre el numero de iteraciones, el

error y el nimero de onda.
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Figura 3.3: Modos de Fourier

.'
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_ ]
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Figura 3.4: Método de Jacobi Amortiguado con w = 2/3 aplicado al problema unidimen-
% [sen (%) + sen (f’%) + sen(éﬁr_r)]

sional con f = 0y N = 64 y con un valor inicial «?
La se muestra la norma maximo del error en 100 iteraciones.
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Figura 3.5: Iteracion Gauss Seidel aplicado al problema unidimensional

En general los valores iniciales no consisten unicamente de modos simples. La figura
(3.4) muestra una situacion ligeramente mas realista en la cual el valor inicial consiste de
tres modos k& = 1, 6,32. El error decrece rapidamente con las primeras iteraciones y luego
decrece lentamente. Vemos que el decrecimiento inicial corresponde a una rapida elimi-
nacion de los modos de altas frecuencias. El decrecimiento lento es debido a la presencia
de modos de baja frecuencia.

Ahora denotaremos la iteracion por
(3.1.8)
La v-ésima aplicacion de .# es simbolizado por #"

(3.1.9)

3.2. Introduccion al método de dos mallas

En la seccion anterior se muestra una simple iteracion w-Jacobi con w = 1 /4. Este método

es eficiente para reducir los componentes de altas frecuencias, pero la convergencia con
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Figura 3.6: Malla Fina Q, , Malla gruesa ,_, y su superposicion (la inferior)

respecto a las bajas frecuencias es limitada. Lo que deberia seguir es un segundo proceso
con propiedades complementarias, la cual deberia reducir las bajas frecuencias.

En adelante consideramos una malla computacional uniforme con grosor de malla

]

h[='2—I+—l

3.2.1)

de manera que ahora se tendra diferentes mallas computacionales que depende del / € N
elegido, es decir, podemos escribir:

(3.2.2)

Se tiene ademas que h; < h,_; generando una malla €2,-, mas gruesa que €2, como puede
verse en la figura (3.6). La eleccion de A, en (3.2.1) es un caso particular de como obtener
una secuencia de mallas.

Para no recargar la notacion y sin lugar a confusion el subindice 4, en L, se cam-
biara por /, o sea:

L[ = th

y lo mismo para los demas operadores. Usando esta notacion el sistema de ecuaciones
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luego de hacer la discretizacion del problema continuo queda:
Liu = f. (3.2.3)

ea iy alguna aproximacion inicial dada para »; = L;' fi. Luego de aplicar un nimero
pequeiio de iteraciones del método descrito por la ecuacion (3.1.8) resulta un valor inter-
medio ;. De la seccion previa sabemos que el error ¢ = u; — u; s suave (mas suave que

ity — w;). El error ¢, puede ser u ado como correccion de la solucion exacta puesto que
u = u; —e,.
Insertando u, en la ecuacion Ly, — f; = 0 obtenemos el defecto
dy= Lu - f; (3.2.4)
de a4, el cual se anula si y solo si & es la solucion exacta u,. Tenemos
Lie; = L(uy— w) = Ly — Ly = Ly — fi = d,,
luego la correccion exacta e es la solucion de
L,e, = d/. (325)

La ecuacidn (3.2.5) es de la misma forma que la ecuacion original (3.2.3) y su solucion
exacta es tan dificil como aquella.Trataremos de encontrar una aproximacion de la solucion
de la ecuacion (3.2.5). Para ello llevaremos este problema a una malla mas gruesa en la
cual e, pueda ser mejor representado que ¥, puesto que e; es una funcion de malla suave.
Obsérvese que sdlo las funciones suaves pueden ser bien representadas por medio de mallas
gruesas, tomando por ejemplo h,_; = 2h; donde / — 1 representa una malla mas gruesa.

Para aproximar el problema L,e; = d; por una ecuacion en la malla gruesa podemos
hacer

(3.2.6)
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donde la matriz L,_, es ya definido por (1.2.6). d,-; depende linealmente sobre el lado
derecho de la ecuacion d;. Haciendo una aplicacion lineal llamada restriccionr : % — -
definido por

di-, = rd,. (3.2.7)

La eleccion mas simple de la restriccion es la inyeccion trivial r;,, (Ver figura (3.7)) definido
por:

(rinydl)(x) = dl—l(x), Vx € Q[_| C QI- (328)

A pesar que esta restriccion es la mas facil de realizar, tiene algunas desventajas (Ver:

L [ & L J e L ]

Figura 3.7: Operador de restriccion: inyeccion trivial

§3.3). Veamos la siguiente restriccion para el caso unidimensional
1
(rd))(x) = Z[d;(x — hy) + 2di(x) + di(x + hy)], x € -y C (3.2.9a)

La matriz correspondiente es

1 2 1 (0]
1 2 1
|
=— 3.2.9b
r=g ( )
1 2 1
(0] 1 2 1
Esta es una restriccion especial denominada weighted.
Habiendo definido d,_, por (3.2.7), obtenemos ¢,_, = L,‘_'ld,_, como la solucion exacta

de la ec.(3.2.6). Esperamos que e,-; sea una aproximacion a la correccion exacta e;. Sin
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embargo, e,_; solo es definido sobre la malla gruesa €2,_,. Nosotros tenemos que interpolar

esta funcion de malla gruesa por:

é[ = pér—, (3.2.10)

donde la prolongacion p : %._, — %; describe una interpolacion de una malla gruesa a una

fina. La interpolacion mas simple es la interpolacion lineal por partes :

(per1)(x) = { €i-1(x) Six € Qo (3.2.11a)

[e}~1(x = h)) + e—1(x + hy)] /2 de otra manera.

En ésta definicion colocamos ¢,-1(0) = ¢,-1(1) = O pues suponemos que el error en los
extremos son nulos ya que se conocen alli los valores de frontera. El operador p puede ser

representado por la matriz rectangular n; X n;_,

|
p=5 3 (3.2.11b)

Puesto que u; = u; — ¢; es la solucion exacta y & = pe,_, aproximada a e, uno trata de

mejorar el valor de & por

U™ = ) — . (3.2.12)

El paso de u; a u;™ por (3.2.4)-(3.2.12) es llamado correccion de malla gruesa CGC

(Coarse Grid Correction). Combinando las partes separadas (3.2.4)-(3.2.12), obtenemos la
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formula compacta

uy B u-¢
= u— pe_, (de(3.2.10))
= w—pLde_. (de(3.2.6))
= w - pL;'\rd, (de(3.2.7))

w v w—pL\r(Lpy— f)) (de (3.2.4)) (3.2.13)

para el CGC.

Observacion 3.2.1. La correccion en la malla gruesa (3.2.13) no es una iteracion conver-
gente

Demostracion. La restriccion r tienen un nucleo(kernel) no trivial. Sea 0 # w; € ker(r)
y coloquemos u? := L,"(ﬁ_+ wy)). Como d) = L(u®) — fi = wy diy = rdy = rw; = 0,
resultando las iteraciones u) = u) -+ u;. o

Esto muestra que la ecuacion de defecto en la malla gruesa (3.2.6) en general no siempre
es una aproximacion razonable para la ecuacion de defecto original (3.2.5). En particular,
aquellos componente de e;, los que no pueden ser representados sobre la malla gruesa Q,_,
(a los que se les dice ’no visibles” sobre la malla / — 1), pueden no ser reducidos. Puede
apreciarse esta observacion en la figura (3.8).

Como veremos en la seccion §3.2.1 ain cuando ambos componentes pueden individ-
ualmente converger o converger lentamente, la combinacién de la iteracion de suavizacion
y correccion en la malla gruesa es convergente. La combinacion es llamada iteracion dos
mallas puesto que dos niveles /'y / — 1 estan involucrados (Ver figura (3.6) ). Resumiendo
tenemos el algoritmo (1).

Como en (3.2.13) la correccion en la malla gruesa (3.2.14ba)-(3.2.14bd) pueden ser

condensado a

" = u — pLi\r(Lius - f) (3.2.3)
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* + * + * + ° + *
n=1
o
* + ° + * + ° + *
n=2
o
o o
* + * + ° + * + *
=3
(a)
* * + ° + ° + *
n=4
o
* * * * *
=5 o 0o
o
* i * i * * .
6
* + * + * + * + *
=7 o

Figura 3.8: Modos de fourier sen(nrx). Componentes de frecuencia bajas (n=1,2,3) y altas
(n=4,5,6,7) para h; = % y hy = %. (a) muestra los componentes los que son visibles sobre
€, (longitud de onda > 4h),y en(b) se ven los componentes los que son NO visibles sobre
€, (longitud de onda < 4h;)
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Algoritmo 1 Iteracion dos mallas para solucionar L, = f;

Sea u; j-ésima iteracion dada,
un paso de suavizacion :

u = S (u), f)) (3.2.14a)

(aplicacion de v iteraciones de Jacobi amortiguado para u; ),
correccion en la malla gruesa :

dy = Lu— f; (calculo del defecto) (3.2.14ba)
d_-, :=rd (restriccion del defecto) (3.2.14bb)
e, = L,‘_'] di-;  (solucion en la malla gruesa) (3.2.14bc)
uf” := u; — pe;_, (correccion de u)) (3.2.14bd)

El nimero iteraciones de suavizacion v puede ser escogido independientemente del grosor

de malla A4,.

El pseudocodigo de la iteracion (3.2.14b) es dado abajo

Algoritmo 2 Iteracion TG M™ para solucionar L, = f
subroutine TGM(/, u, f),integer /;array:u, f
if /=0 thenu:=Lj'+f
else array: e,d

u = F'u,f); (3.2.4a)
d = r(Liu-Y); (3.2.4b)
e = L\d; (3.2.4¢)
u = u-—pe (3.2.44d)

end TGM

El procedimiento realiza una iteracion en el nivel /. El tercer parametro f es el lado
derecho de la ecuacion a solucionar (f). Los valores de entrada del egundo parametro u

es la j*™ jteracion u) dada, que es sobre escrito por el valor de salida u = uf . Para que
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este bien definido el algoritmo se agrega la segunda sentencia para el caso / = (.

En el algoritmo (2), denotado por TGM" que depende de v, ahora se puede realizar
la suavizacion en dos partes, al inicio hacemos v, iteraciones de suavizacion y v, suaviza-
ciones después para poder eliminar las componentes oscilatorias que pueden aparecer luego

del proceso de CGC. Resultando el algoritmo (3).

Algoritmo 3 Iteracion TG M™ 2 para solucionar Ly, = f;
subroutine TGM(/, u, f),integer /;array:u, f
if /=0 thenu:=L;" *f
else array: e, d

= .ﬁ'l‘"')(u, N; (pre-suavizacion) (3.2.5a)
= u—p=* L,'_'l *r(Liu— f), (3.2.5b)
= J,‘"’)(u, N; (post-suavizacion) (3.2.5¢)

end TGM

3.2.1. Convergencia de la iteracion del métodos de dos mallas para la
ecuacion modelo unidimensional

Para nuestro problema modélo de la proposicion 3.1.1 tenemos que los vectores propios

de L,y S, de la iteracion
. : : 1
ut' = S, f)=Suy+ Tifi, Si=1- Zh}L, (3.2.6)

son las funciones malla ¢/,‘ | <k<mn,n=N-1, N=2"Estos vectores forman una

base ortonormal de R™ puesto que

. . 0 ,sil<k#j<n,
Z sen(kmuh)sen(jmeh) = 3.2.7)
=1 gj‘ Py Si I S k = j S nl,

Asi la matriz

== 2 -1 -2 - g+l —ny- np+1
Ql - [4/’;,‘/’7["1’1,4171 1‘!’?1%7/ 7 ’w;’l Ig‘/’II . I,Q//I’ . ],
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donde se tiene un ordenamiento especial de los vectores ¢z’,‘

Ly km+ 1 =k--o moy,m+ 1 —n,ny + 1,

es unitaria; es decir ;' = Q) = OF.
Supongamos que la iteracion dos mallas es de la siguiente forma:
Mud, + N f;, donde M, = M(v), v nimero de relajaciones

i+l _
u =

donde

Lema 3.2.2. La matriz de iteracion
1

Zh}L, (3.2.8)

M, = M(v) = (I = pL;\rL)S}, con S} =1-

Demostracion. Si aplicamos la iteracion para f; = 0 y u arbitrario, tenemos u; = S}u con
ven lugar de j en el paso de suavizacion y en (3.2.3) tenemos:
Wt = S0 - pLi\H(LSTUD)

= (= pL\rL)S|u

0
a

Luego tenemos:
Proposicion 3.2.3. La matriz de iteracion del método dos mallas M, es semejante a una

matriz diagonal por bloques
1)
A
M,
2 3.2.9)

O;'MQ, =

n-1+1)
A’I; 1

donde Mf"), 1 <k < n_y son matricesde 2 X2y M}""'*” es 1 xl.

Esta proposicion sera demostrado mas adelante.
Puesto que Q; es unitaria, M; y O;' M0, tienen el mismo radio espectral y norma es-

pectral. Por el siguiente lema veremos que tan solo es suficiente estudiar las submatrices

M.
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Lema 3.2.4. Sea M, dado por (3.2.9), donde Q, es unitaria. Entonces
P(M) = maxip(M*®), 1 <k <ny + 1) (3.2.10)

Ml = max{lIMPNl, 1 < k<ny +1) (3.2.11)

Demostracion. Tenemos que M, puede ser transformado en una matriz diagonal en bloques
luego -tes un valor propio de M, si solo si A es valor propio de O;' M0, = R;, o sea tienen
el mismo radio espectral. Por otra parte por la forma en bloque de la matriz R, ésta tiene el
siguiente polinomio caracteristico

g +1 my+1

Pr(A) = ]_] Det(M;k) - ,{lf")) = I_I Pi(1) donde I}k) es matriz identidad
k=1 k=1

Sea A raiz de Py(41) = 0, o sea el valor propio de Mf"’. Sea ahora

donde O'(M;")) = [/l € C: A es valor propio de M}")} entonces

p(M) = max (4}

1<k<n_+1
O
Proposicion 3.2.5. El subespacio generado por  y a,b;"”_k forma un subespacio invari-
ante bajo la multiplicacion de M, donde |1 < k < n,_,
Demostracion. Veamos que
W = span{q//f.c//;"*""} oseasi Yy e W = My e W.
Seay = oyt + By"*'* entonces
My = Myh)+ M@By™'™)
= aMyf+ My
= a/lkﬂl}, +ﬂ/ln/+|—k¢,;l/+l—k ew
O

Introducimos el indice £ como una funcién de k por

K=m+1—-k para k=1,--- n_,.
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Puesto que k < X/, g[ff y n//f' representan componentes de baja y alta frecuencia, respectiva-

mente del subespacio. wf_l es una funcion malla del nivel / — 1 definido por (3.1.4) con h; y

n, reemplazada por h._, y n,_,. Note que drf_, = \/5://,‘ en los puntos comunes (£2;_;), pues
sabiendo que
h = l hi_y = 2h = CH. ] (3.2.12)
o T T T e T e, + ) -

tenemos

«j/f_,_i V2h,_, sen(ikmh,_,)
Vah, sen(ikn2hy)
V2 V2h, sen(2ikmhy)

Vauly

Formalmente :,lr;i , puede ser definido, pero éste no difiere de —4//;‘_1 , pues de (3.1.4)

Wi

\/.’T,_. [sen(ik'mhi-)]i,
- \/ZhT,[sen(i(n, + 1 = knrh_ )]

I+1 ]
TR ikmh_ )Y pues mp =2 = 1 by =

\/Zh,_l [sen(i ‘ 5
= \/2h,_|[sen(ik7rh,_|) "= -y

Masaunsik =k =n,_; + 1 y de 3.2.12 se tiene

De nuevo la matriz
_ | 2 3 =1 n) . 2
O =W Yy, 5 59,5 ], esunitania.

Definimos las matrices transformadas

M, = 07 MiQ,, $1=0'8:0, Li=0r'LQ



59

Lema 3.2.6. Las matrices S, L;, p, Li_\, 7 tienen las siguientes estructuras diagonales

S;l) L(IJ
S(2) ) L(l!)
S[ = ! L[ = 4
(n_)+1)
Sln/ +
(n
U 2 e
P (2)
) A r 0
p = & y =
p{"f—l)
0 o -- 0

Ll—l = diagL(I'_)],. . L(IT]..H)

Sea s? = sen*(}Z), c2 = cos*(XZ™). Los bloques son definidos por

20
-2 k
L® = [4hl 0 | I<k<nm. (3.2.13)
2h,_2, k =ny
c 0
- [ 0 2| !=k=snm (3.2.14)
2 k= oy + 1
1 c
A = Elcg,_sgl, p® = 2 —ksg (I <k<n) (3.2.15)
L® = 4n?siq, (1 <k <ny +1). (3.2.16)

Demostracion. De la ec.(3.1.5) se tiene

LiQr = Lyl o) gkt h g gt e gt
= [Llll’[l ’ L[l,[l;'l, ST LI‘/’;‘9 LI¢’7[+l-k’ DY LI'/’;'/_l ’ LI'/’;,,-H—",-I s LI'/J;'I—”.I]

1,1 k +1-k +1-k +1=n_ +1=n)_ n_y+1 -1 +1
— [/l[d//,/l;”‘/’;"" .. "{Id/”l;" ¢’;" g ,/{;'/ n |¢,7! n I,/{II 1 ‘//;u 1 ]
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teniendo en cuenta que ¢/,‘ son vectores ortonormales

a4 0 -~ 0 0 0 0 0
o A - 0 0 0 0 0
0 o A 0 .- 0 0 0
QLY =0 0 o Ayt ... 0 0 0
o 0 --- 0 0 A 0 0
0 0 -~ 0 0 0o A0
0 0 --- 0 0 - 0 0o A
Ademas
K'mth + )nhy  knh knh kmh
si, = sen*( ;r ’):senz((n’ 2)” Li— ’; '}:senz(g—%)zeesl(%)zci
y A;”"“ = -;-junto con (3.1.5) se sigue inmediato la ec.(3.2.13). La ec. (3.2.14) sigue como

consecuencia de S, = / — th2L,.
Para probar la primera parte de (3.2.15) tenemos

(ru/f)(x) = \/27,% [sen(kn(x — hy)) + 2sen(knx) + sen(kn(x + hy))]

I

2h/%[cos(k7rh,) + l]sen(knx) = \/2/1/6286"(1\7’”‘)

%Cz'ﬂ—l()‘)

para todo x € Q,_y, puesto que 3(cos(£) + 1) = cos?(£/2). Ademas considerando c;, = 57 y
¢/,{l = —¢}_, tenemos

(3.2.17)

De la ecuacion (3.2.17) continuamos de manera analoga a la primera parte de la demostracion
con lo que tenemos la ec.(3.2.15). La relacion p = 2r7 (cf. (3.2.9b),(3.2.11b)) produce
p = 2#T. Por lo que la primera parte de (3.2.15) implica la segunda parte. La dltima fila de
p y la ultima columna de 7 se anulan puesto que ru,[/,‘ =0parak = n_ +1 = h,‘_‘l. Para
probar que ¢ = 0 usamos (3.2.17) y notamos que ¢}_, = O puesto que
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Los valores propios de L,_| son ;54—sen2(k7rh,_| /2) (cf.(3.1.5)). La ecuacion (3.2.16) sigue
-1

4 1
de g =3y

Ahora demostramos la proposicion (3.2.3).

Demostracion. Por el lemma 3.2.2 la matriz M, = O;' M0, es igual a:

~

M = Q7' - pLi\rL)S}Q
Q,"S;’Q, - AQ,':(pL,‘_'lrL,)S;'Q/
(- pLFL)SY de 1=07'0

del lema 3.2.6 concluimos que M; de (3.2.9) tiene la estructura de bloques en diagonal. Sus
bloques son:
M,"
5 . L M2)
My = Q7' MO = (1 - pLIARL)S] = !

donde o
MP = (1 = p®LIPOLOYSOY 1 <k <np,
M”I—H‘l) - (S$"I—|+l))v'
Asi
M
]
Esto ultimo constituye la propuesta de la ec.(3.2.9). )

Observacion 3.2.7. La matriz diag(ck, s;]* corresponde a la matriz iteracion w Jacobi y
muestra que las altas frecuencias W son reducidos por s, puesto que 0 < 53 < % y las

. . . . . 2 .
bajas frecuencias yf son disminuidos por un factor de c*(5 < c} < 1 ) que se aproximan a
i

2
Ska

| para k pequerios. El primer factor viene de la correccion de la malla gruesa.
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Se esperaba que la correccion en la malla gruesa tenga la propiedad complementaria , es

decir, que las bajas frecuencias sean reducidas por s* < Ly las frecuencias altas /*
q ] k 2 ; !

sea decrementadas por ci > 1.

La convergencia es probada en el siguiente teorema.

Teorema 3.2.8. Sea la iteracion dos mallas del nivel | definido por (3.2.14b) conv > 1. El
radio espectral de la matriz iteracion M; = My(v) es acotada uniformemente por

PMO)) < maxlé(1 — 6 + (1 = 0SES 31 =p, < | (3.2.18)

para ¥l > 0(la convergencia entonces esta asegurada). La norma de la matriz de iteracion
M, es acotada uniformemente por

3.2.19)
Demostracion. La matriz M® = Z g con @ = sic}” = si(l — s}).B = c}sp” =
(1- si)siv. Puesto que los valores propios de M;k) son obtenidos de
(@-ADB-AD-aBf=0=A1=a+p,
luego
p(MP) = a +B=p/s}) (@,B20) (3.2.20)
donde
&) =&(1 =& + (1 - £)¢". (3.2.21)
Del lema 3.2.4 implica que
p(M) = maxip(M®), | <k <y + 1) (3.2.22)

max{pv(sf) cl<k<n_ +1)

IA

1
max{p(£): 0<£<o)=p, <]
Por owra parte del lema (2.2.4) tenemos: HMf")Il = ,fp( M,'(k)M,(k))

=!ar arHar,B =2iaz ap
B B|la B ap p

(3.2.23)
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entonces
(3.2.24)
donde
LAE) = V2[E(1 - &) + (1 - £)2€¥]. (3.2.25)
De la definicion de || M;(v)|| y del lema 3.2.4 implica que
MO = \Jo(MM) = maxIMPI, 1<k <o + 1) (3.2.26)

max{{v(s,z‘) 1 <k<ng, +1)

max{{,(§): 0 <& < -:IZ-} =4 <1

IA

pues senz(kzrf'.‘-,‘) = s2 € (0,1) Vkenl <k < ny + 1. Como p,(3) = &(3) = 277
las ecuaciones (3.2.20)(3.2.24) se mantienen para todo k = n,_, + | cuando M;""*'es 27
matriz | x 1. ]

El comportamiento asimptdtico de p, y &,, cuando v — oo, se puede determinar suponiendo

que el término principal de p,(£) y {,(£) son respectivamente £(1 — £€)” y \/2.3‘(1 - £). Su

maximo se alcanza en & = 1 /(v + 1) entonces

(I_V:._l)v _ id
v+ 1 (v + 1)+
| 1 1

~

pv(&o) = Eo(l = &)

(1+ D)ty T+ Lo+ly T ev

entonces se tiene que:

pvz—, fvz

C C2
\4 \4

(3.2.27)

concy = l/e = 0,3679, ¢, = g ~ 0,5203. (Algunos valores son mostrados en el cuadro
3.1)
Las cotas p, y ¢, son uniformes con respecto a /, asi también uniformes respecto al

grosor de malla &, (Ver el cuadro 3.2). El radio espectral de los métodos iterativos clasicos



v

1

2

3

4

5

8

9

10

Py
&

0.5000 0.2500 0.1250 0.0833 0.0671
0.5000 0.2500 0.1501

0.0433 0.0387 0.0350
0.1159 0.0947 0.0612 0.0548 0.0496
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Cuadro 3.1: Cotas uniformes par el radio y norma espectral de la matriz iteracion dos
mallas(3.2.8)

hy v=1 v=2 v=3 v=4 v=S v=_§ v=9 [v=10
1/4 | 0.2500 | 0.1250 | 0.0938 | 0.0781 | 0.0664 | 0.0413 | 0.0352 | 0.0301
1/8 | 0.4268 | 0.2134 | 0.1223 | 0.0781 | 0.0664 | 0.0413 | 0.0352 | 0.0301
1/16 | 0.4810 | 0.2405 | 0.1248 | 0.0832 | 0.0664 | 0.0417 | 0.0382 | 0.0349
1/32 | 0.4952 | 0.2476 | 0.1250 | 0.0832 | 0.0668 | 0.0433 | 0.0384 | 0.0349
1/64 | 0.4988 | 0.2494 | 0.1250 | 0.0832 | 0.0671 | 0.0433 | 0.0387 | 0.0349
1/128 | 0.4997 | 0.2498 | 0.1250 | 0.0833 | 0.0671 | 0.0433 | 0.0387 | 0.0350
1/256 | 0.4999 | 0.2500 | 0.1250 | 0.0833 | 0.0671 | 0.0433 | 0.0387 | 0.0350
Pv 0.4999 ] 0.2500 | 0.1250 | 0.0833 | 0.0671 | 0.0433 | 0.0387 | 0.0350

Cuadro 3.2: Radio espectral convergencia de dos mallas p(M;(v)) como funcion de A

dependen de A, y tienden a 1 cuando 4, — 0. Ejemplo de esto son las iteraciones Jacobi y

Gauss-Seidel con p(M)) = 1 — O(h,z) y sobrerrelajaciones sucesivos con p(M)) = | — O(h)).

En contraste con este comportamiento, la iteracion de dos mallas , asi también la iteracion

multimallas definido posteriormente, tienen un radio espectral y numero de contraccion

uniformemente acotada por algun nimero mas pequeno que 1. Como una consecuencia,

una aproximacion £ se puede obtener por j = O(log 1/¢) iteraciones, donde j es indepen-

diente de h,. Claro que los numeros p(M,) y ||M)|| dependen de /, pero ellos se aproximan a

sus cotas p, y {, muy rapidamente( Ver el cuadro 3.2.1)

Esto esta justificado en la siguiente observacion

Observacion 3.2.9. p(M(v)) = p, — O(H?), IM(Il = ¢, — O(h})

1 1 2 3 4

hy 3 z = + cotas
p(M(3)) | 0.0938 0.1123 0.1248 0.1250 | p3 = g
IMG)I | 0.1288 02472 0.1484 0.1501 | £3=0.501

Cuadro 3.3: Valores de p(M,) y ||M)|| para v = 3
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Demostracion. Sea t,(x) := pv(senz(xg)). Luego (3.2.21) toma su maximo en p, en algan
punto xo € (0,%). Elijamos x' = kh, (1 < k < n_) cercano a xo. La ecuacion (3.2.22)
implica que p(M,(v)) = 7,(x"). Puesto que ‘;—XTV(X()) = 0, luego

7.(x) = 7x0) + O([x0 — x *) = p, + O(h}).
a

Observacion 3.2.10. La razon p, y el numero de contraccion {, mejora con el incremento
de v . Sin embargo, valores grandes de v no son aceptables con respecto a la eficiencia,
puesto que se incrementa el trabajo computacional con v. Ademas, ellos no decrecen ex-
ponencialmente (= Cg") sino como C/[v. Una consecuencia de que {, =~ C/[v es que es
recomendable no escoger v muy grandes. Duplicando v decrece ¢, a {3, = {,/2. Ademas
el trabajo computacional es duplicado (al menos en la version multimalla). Asi la eleccion
de v es mejor que2vsi{* < {,[2ie. sil, < % .

3.2.2. Medida del efecto de suavizacion

Una de las condiciones para una buena convergencia del método multimalla es la efec-
tiva suavizacion (%) de la iteracion. jEs posible medir esta suavizacion?. Para esto debe

tenerse en consideracion que éste efecto no se aplica a
oo i
u = ¢p'l(u[’ ﬁ)v
sino a su error, el cual debera ser suave. El error es :
= u—uy = f,’(u;',ﬁ) —u =S8/e con e = u;— u.
Podemos definir una primera medida del error de suavizacion con la siguiente expresion
IL:S Il
pL(v) = sup

1 LI

donde p; es llamado numero de suavizacion. Ninguna suavizacion (e.g v = 0) es indicado

(3.2.28)

por p, = 1. Otra definicion de razon de suavizacion es introducido por Brand [1]. En la
ecuacion modelo unidimensional los vectores propios yfson divididos en bajas frecuencias

1 <k < n,_, y altas frecuencias n._, + 1 < k < n,. Sea A, el k — esimo valor propio de S/,
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y defina

pe(v) =sup max (|[4]": n_  +1 <k < n). (3.2.29)
21

El cuadro 3.2.2 y la figura (3.9) sugiere una relacion cercana entre p;, pg y el radio
espectral p,. pg(v) no puede aproximarse a p, para valores grandes de v, puesto que este

decrece exponencialmente, en contraste a p, = e—';. El principal proposito del nimero de

v 1 2 3 4 5 6 7

pc(v) | 1.0000 0.2500 0.1481 0.1055 0.0819 0.0670 0.0567
ps(v) | 1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0312 0.0156
Ov 1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0833 0.0671 0.0567

Cuadro 3.4: Numero de suavizacion p, y pg comparado con p obtenido del cuadro 3.1

suavizacion es describir la habilidad de eliminar las componentes altas oscilatorias del error

en el paso de suavizacion. Lo que hemos querido mostrar en esta seccion es lo complicado

Figura 3.9: Numero de suavizacion p; y pg comparado con p

que resulta el analisis de convergencia para la ecuacion modelo unidimensional. Sin em-
bargo también hemos visto que para analizar la convergencia de los métodos multimallas
es muy conveniente realizar un analisis de suavizacion de los métodos de relajacion. En el

capitulo 1V se profundizara mas sobre este punto.
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3.3. Operadores de Restriccion y Prolongacion

En esta seccion discutiremos y formalizamos los operadores de transferencia entre la

malla fina y la malla gruesa que ya fueron visto previamente en la seccion 3.2.

3.3.1. Malla Fina Q; y malla gruesa Q,_,

El dominio  en la cual la ecuacion diferencial parcial es solucionado se asumira que
esta dado en un cuadrado unitario d = 2. La eleccion mas frecuente de Q, y Q,_, es descrito
en la figura (3.10(a)). £, y €2,-; son mallas cuadradas con grosor de malla 4, y h,_; = 2h,.
También podemos asumir que los grosores de malla #* y # en la direccion x e y son
diferentes, por ejemplo: hf = h;_ y h;'_l = 2/17 (Ver figura (3.10(b))). A este tipo de mallado
se le denomina semi-engrosamiento . Ahora, en lugar de duplicar el grosor de malla 4,
también se podria triplicar. Un factor grande A,_, /h; podria ayudar al trabajo computacional
en la malla gruesa, de otra manera mas suavizaciones seria necesarios en la malla fina. La
figura (3.10(b)) muestra como h,_, /h; = V2 puede ser realizado, €2, es malla cuadrada
rotada .

Podemos definir una malla computacional como:
Q:={(xy) eR :x=j-h=Gilf, ok 0 ju=0,1,2,--- Ny, @=1,2}  (33.1)
con h, = 1 /N, y para el caso particular de la figura (3.10(b)) se tiene

Q= (xeR1x=j hy =Gy jokl)  Ju=0,1,2,-- , Naf2, @=1,2}.
(3.3.2)
con h)_, = 2h). Se puede definir similarmente €, y Q,_, para los demas casos.
Extendiendo la notacion de (2.1.1), el espacio de las funciones malla sobre €2, esta dado
por %:
% ={u : >R}, YUy ={u-, : -, = R}. (3.3.3)
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(a) Engrosamiento uniforme por un (b) Engrosamiento no uniforme de la
factor de 2 malla

M e ™ e °

e W o L/

° e ™ o °

e & o ®
(c) Engrosamiento uniforme de la por
un factor de V2

Figura 3.10: Mallas gruesas y finas

Definicion 3.3.1. Los operadores de transferencia son denotados por p y r:

p: %> U, r:%U— U- (33.4)
p es llamado prolongacion y r restriccion.
3.3.2. Notacion y Representacion Plantilla (Stencil)

Para poder obtener una descripcion concisa del los operadores de transferencia usare-

mos la notacién plantilla.
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Notacion plantilla para operadores de tipo %, — %,

Definicion 3.3.2. Sea L, : % — % un operador lineal. Entonces, usando la notacion
plantilla, Ly se puede denotar por

(Lo )i = D, Lt ot seje com i-hy € Q (33.5)
iezd
conZ = (0,x),+2,---})ydes ladimension del problema. La subscripcioni = (i, i, - - ,iy4)

identifica un punto en la malla computacional (i € Q, sera equivalente a decir i - h; € Q).

Definicién 3.3.3. El conjunto S;, definido por
S, ={j€Z!:3ieQ con Li,j)# ) (3.3.6)
es llamado la estructura de L,.

Definicién 3.3.4. El conjunto de valores de L (i, j) con j € S, es llamado plantilla de L,
en el punto de malla i.

Frecuentemente la palabra ’plantilla’ se refiere especificamente a un arreglo de valores
denotado por [L;], en el cual los valores de L,(i, j) son dados. Por ejemplo, en el caso

bidimensional tenemos :

Li(i,—e\ +e) Li(i,e)
[Li])i = Li(i,—ey) L(i,0) (3.3.7)
0
donde e; = (1,0)y e; = (0, 1).

Ejemplo 3.3.1. Considere la ecuacion (1.1.3), con condicion de frontera de Dirichlet en
x = 0y condicion de frontera de Neumann en x = 1. La discretizacion esta dada por la
notacion plantilla mostrada similarmente como en (1.2.7), es decir

(3.3.8)
donde

we =0 wi=1, i=1,2,--- , N=1; wy=2
e=1,i=0,1,2,--- N-=1; eny=0.
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La ecuacion (3.3.8) significa que

Li(i,-1) = —-w;/h*
Li(i,0) = =2/H?
Li(i,1) = —e/h.

Si uno no deseara mostrar las modificaciones de las condiciones de frontera, escribimos
simplemente

(3.3.9)
Notacion plantilla para el operador restriccion

Sea r : % — %, un operador restriccion. Entonces, usandola notacion plantilla, ru,

puede ser representado por

(ra )i = ) r(i, s € e (3.3.10)
jezt
Q 0 1 2 3 4
—-)jl
0 1 2
Q/—I - - -

Figura 3.11: Malla Gruesa y malla fina para el caso unidimensional (e puntos de malla)

Ejemplo 3.3.2. Considere la malla tal como es mostrado en la figura (3.11) para d = 1.
Sea r definido por

1
FUp = Willi2i-y + S U2 ety giv, i=0,1,2,---,N/2 (3.3.11)
conwg=0,w = 41,' e = %, i # NJ2; en2 = 0. Entonces tenemos (segun (3.3.10)):
1
r(i,=1)=w;, r@,0) = > r@i,1)=e; (3.3.12)
? 1
[ =[wi 5 e] (3.3.13)

1
también puede ser escrito como [r] = Z[l 2 1]
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Relacion entre la notacion plantilla de un operador y su adjunto

Como una preparacion para la introduccion de una definicion aceptable de la prolon-
gacion discutiremos primero la relacion existente entre la notacion plantilla de un operador

y su adjunto. Definimos el producto interno sobre %} en la manera usual como

<u,v, >= Zu,; Vii (3314)

iezd
donde u, y v, son definidos cero fuera de €;. Definimos el transpuesto L; de L, : % —

en la manera usual por

< L ,v, >=< u/,L;V[ >, Yuy,,v, € %] (33[5)

Proposicion 3.3.3. Sea L, : % — % un operador lineal sobre el espacio de las funciones
malla % entonces su adjunto cumple

L;(k, i) = Li(k + i, —i) (3.3.16)

Demostracion. Definiendo L(i, j) = O para i ¢ £, 0 j ¢ S;, podemos escribir

ZLZ L/(i,j)ll[ ,'+j] Vii = Z Ll(ivj)uli+jvli

< L,u,, v >

i€zd \ jezd i.jezd
= Zu,k[z L,(i,k—i)v,,.] =<u,Ljv > (3.3.17)
kezd iezd

haciendo k =i+ j
con

k-i=—j : : .y
(Livi = ) Lilik=ivii = ) L+ ko =ivinei = D LiksiWiei (3.3.18)

iezd iezd iezd

De la dltima igualdad se puede obtener la siguiente relacion plantillade L,y L] (3.3.16). D

Notacion plantilla para el operador prolongacién

Sir: % — -, entonces r* : -, — %, es una prolongacion, pues cumple la defini-

cion 3.3.1. La notacion plantilla de r* es obtenida de manera similar como L;. Definiendo
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r(i,j)=0Oparai ¢ Q,, 0 j ¢S, tenemos:

<ru,vi > = Z [Z r(i, j)u 2.'+,'] Vieli = Z r(i, k — 20up iy

i€zd \ jezd ikezd
= Zu,k[z r(i,k—2i)v/_| ,‘J =<u, r'v, > (33'9)
kezd iezd
con r* : %, — %, definido por
(Vi = )tk =20y, (3.3.20)
iezd

La ecuacion (3.3.20) muestra como definir la representacion plantilla de un operador pro-

longacion p : %y — :

(Pvict)i = ) P Uri = 2j)vica (3.3.21)

jezd
Supongamos que se ha definido una regla para determinar pv,_, para un v,_; dado,

entonces p° puede ser obtenido como sigue. Elegir v,_; = 6* como sigue:
G=1; 65=0, j#k (3.3.22)
entonces reemplazando en (3.3.21) tenemos

(P8 = D" p'Uii = 28" = p*(k,i = 2K),
jezd
Pk, J) = (P8 ake), k€QL1, i€ Q. (3.3.23)

En otras palabras, [p*]x es precisamente la imagen de 6* bajo p.

3.3.3. Interpolacion lineal por partes como prolongacion

Considere primero la situacion de la figura (3.12) y asuma que (0, 0), (0, 2h), (24, 0), (2h, 2h) €

€;NQ,_,. Para una funcién malla en w,_,, e;-, tenemos que definir ¢, = pe,-,. En los punto
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2h‘il ) (o)
n® A(h, %) * [®] -
®
@] ® 0
h 2h
Figura 3.12: Malla gruesa Q,_, y fina Q,
de la malla gruesa los valores permanecen sin cambio.
0,0) = ¢-(0,0 e(0,2h) = ¢_4(0,2h);
€/(0,0) 1-1(0,0) 1 ) 1-1( ) (3.3.242)
€(2h,0) = e-1(2h,0) e(2h,2h) = e-1(2h,2h);

donde h = h,. Para los puntos (0, 4), (h,0), (2h, h), (h, 2h) yace directamente entre la inter-

polacion lineal de los puntos en la malla gruesa resultado de

e0,h) = 3[er1(0,0) + e (0, 2h));
ei(h,0) = 3[en1(0,0) + e1(2,0h)];

(3.3.24b)
e(2h,h) = %[e,_l (2h,0) + e;-1(2h,2h)];
e0,h) = 3le1(0,2h) + e_1(2h,2h));
Resta definir ¢, en el centro (A, 4). Una posibilidad es
1
e/(h,h) = Z[e,_,(O, 0) + ¢,-1(0,2h) + €,-,(2h,0) + e,_,(2h, 2h)], (3.3.24ca)
otra es
1
e/(h,h) = E[e,_l(O, 0) + e,_1(2h, 2h)]. (3.3.24cb)

Analogamente e, es definido en otra celda [2h, 2 jh + 2h] x [2kh,2kh + 2h].
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Prolongacion de Nueve puntos. La interpolacion p por (3.3.24a)- (3.3.24ca) es llama-

do prolongacion de nueve puntos y simbolizado en su forma plantilla

Pl = (3.3.4)

Bl= D)= &|—
Nl= - N|—
aj— Nl— &)=

Figura 3.13: Proceso de distribucion del operador prolongacion de 9 puntos

Prolongacion de siete puntos. La interpolacion (3.3.24a), (3.3.24b), (3.3.24cb) es lla-

mado prolongacion de siete puntos y simbolizado en su forma plantilla.

0

(pli = 3.3.5)

N|=— — N =
S NI -

Nl— N|—

Otro operador usado por Stuben,Trottenberg [12, p. 110] es el operador half weighting
(HW),l.e.

(3.3.6)
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A pesar que la estrella (3.3.5) es mas esparcida que (3.3.4) y que la ec.(3.3.24cb) parece ser
mas simple que (3.3.24ca), la prolongacion de nueve puntos es mas facil de calcular. Por
ejemplo, considere la malla Q, |, = [(jh,-,,kh,_.) €EQ:0< J k< l/h,_,} en Q = [0, 1] x
[0, 1] y defina Q, analogamente con h; = h;_, /2. El siguiente programa interpola la funcion

e asumiendo que esta definida en Q,_,.

Prolongacion de nueve-puntos (3.3.7)

for x =0,1,(2Ah) do
fOl‘y = h/, 1 — h[, (2h1) do
e(x,y) := [e(x,y — h)) + e(x,y + hy)]/2;
end for
end for
fory=20,1,(h)do
for x = h/, 1 - hl, (Zh[) do
e(x,y) :=[e(x — hi,y) + e(x + hy, y)]/2;
end for
end for

En la prolongacion estandar de nueve y siete puntos el numero de operaciones es el
mismo, sin embargo la primera prolongacion requiere sélo dos bucles. L.a simplificacion

resulta de considerar la reescritura de la ecuacion (3.3.24ca) como:
1 1
el(h, h) = 5[6’:(0. 0) + e/(2h, h)] = 5[6’:(0, 2h) + ey(h, 0)). (3.3.9)

3.3.4. Restriccion

Sea p una de las prolongaciones (transferencia de malla gruesa a fina) de la seccion
previa. Su autoadjunto p* es un operador de transferencia de fina a gruesa y puede servir

como restriccion:

r=o p* (3.3.10)

con o un factor de escalamiento aceptable.
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Prolongacion de siete-puntos (3.3.8)

for x =0, 1,(2Ah) do
fOl'y = h/, | — h[, (Zhl) do
e(x,y) = [e(x,y — h) + e(x,y + h))]/2;
end for
end for
fory=0,1,(2h) do
for x = by, 1 — hy,(2h)) do
e(x,y) := [e(x = hy,y) + e(x + i, ))/2;
end for
end for
fory =h;, 1 —h,(2h) do
for x = b, | — hy,(2h)) do
e(x,y) :=[e(x —h,y — h) +e(x+ h,y + h))/2;
end for
end for

Definicion 3.3.5. El escalamiento de r es el valor 3, ; r(i, j).

Si ru; es una aproximacion en la malla gruesa de u, entonces uno debe tener

Do) =1.

4

Abhora si utilizamos a » como un operador de transferencia del defecto d; de la malla fina
a la malla gruesa, entonces el valor de 3, r(i, /) depende del escalamiento del problema
de la malla fina y el problema de la malla gruesa. Uno debe tener en consideracion que el
problema en lamallagruesa L, u,—, = d;-; debe ser consistente con el problema diferencial
continuo en la misma manera que en el problema de la malla fina. Esto quiere decir lo

siguiente. Sea la ecuacion diferencial
Lu=f (3.3.11)
y la aproximacion discreta sobre la malla fina

L[ u = ﬁ (33]2)
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Supongamos que (3.3.12) es multiplicado por un factor de escala que es consistente con
hiLu=h] f (3.3.13)

con h; el grosor de malla de la malla fina €, (donde « es el orden de la sicretizacion del
problema). Frecuentemente (3.3.12) es multiplicado por una factor de escala para poder
deshacerse de la division de A,. Sea la aproximacion del problema continuo (3.3.11) sobre

la malla gruesa Q,_, denotado por
Liyu_y=rf (3.3.14)

y sea L, una aproximacion de Aj | L. Entonces r f; debe ser una aproximacion de A4 | f.
Puesto que f; aproxima a f, tenemos una regla para poder hacer el escalamiento. Es-

quematicamente esto quiere decir lo siguiente:

= HKLlu = K f = hiLyw ki fi
Lu=f lr
= Ay S

luego rf) = (ﬁhL'll)a Jfi-1- Esto nos lleva a establecer la siguiente regla:

Regla de escalamiento para r

D orti ) = (h,’z—‘,') . (3.3.15)

J
Esta regla solo se aplica si r es aplicado a lado derecho de la ecuacién y/o al defecto d.

Una restriccion que no puede ser obtenida por (3.3.10) con cualquier prolongacion ya

vista es la restriccion “inyeccion trivial”r;,,:
(rinyd))(x) = dj(x) Vx € Q_; C (3.3.16)

aunque respecto al trabajo computacional, la restriccion r = r;,, es 6ptima. La evaluacion

de ri,,d; no necesita operaciones aritméticas; ademas el defecto d; = Lu, — f; no necesita
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ser evaluado en €, \ ©,_, . La altima consideracion reduce el trabajo computacional en un
75 % en el caso bidimensional con A,_, = 2A,.
Veamos ahora algunos operadores de restriccion. El adjunto de la prolongacion de

nueve puntos (3.3.4) es llamado restriccion de nueve puntos. Su simbolo es :

1 1 1
R | 1 2 1
— 1 1 1 — s
L=z 3 5 |=75|2 4 2| (3.3.17)
1 1 1
1€ 2 16 1 2 1
Con
Jo1 O
Jo0,0 Jg1,0 (3.3.18)
0o-1 O -1
denota la restriccion ’weighted”
+1
(rdi)(x,y) = Z oydi(x + ihy + jhy). (3.3.19)
INEY!

Note que los simbolos de (3.3.4) y (3.3.17) difiere por un factor de 4 (factor de escalamien-

to), reflejando el hecho que la matriz transpuesta de p

La restriccion de siete puntos es el adjunto de la prolongacion de siete puntos (3.3.5). Su

representacion plantilla es

0 : 3 | 0 1 1
[rli=|1% % % i 1 2 1. (3.3.20)
§ 3 0 110
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3.4. [Iteraciones Anidadas: Ciclos Vy W
3.4.1. Algoritmo multimalla

En el método de dos mallas no es necesario resolver exactamente la ecuacion de defecto
en la malla gruesa,

Lisveiy =dp,. (34.1)

En su lugar, sin una pérdida esencial de la velocidad de convergencia, se puede reemplazar
e, por una aproximacion aceptable. Una manera natural de obtener tal aproximacion es
aplicar también un método de dos mallas a (3.4.1). Claramente, si el factor de convergencia
del método de dos mallas es suficientemente pequeiio, es suficiente realizar unas pocas
iteraciones, por decir 7y iteracion, para obtener una buena aproximacion de la solucion
(3.4.1). Esta idea puede ser aplicada recursivamente usando mallas cada vez mas gruesas
(malla /- 1). Sobre la malla mas gruesa cualquier método puede ser usado para solucionar
la ecuacion, por decir, es suficiente usar métodos directos o procesos de suavizacion si
tienen buenas propiedades de convergencia sobre la malla gruesa.

La version multimalla de la iteracion de dos mallas (3.2.14b) es mostrado en el algorit-
mo (4). Este realiza un paso de la iteracion multimalla cuyo resultado es u,:

Un paso uj — ui*! de la iteracion multimalla es realizado por

MG M, u, fi);

utt =y
La unica diferencia de la iteracion dos mallas (3.2.4) es la sentencia (3.2.4¢c), e := L,‘_'ld,,
es reemplazada por (3.4.2d)-(3.4.2¢). La solucion exacta es reemplazada por vy iteraciones
multi-mallas aplicado al paso inicial con valor e = 0. El valor usual de y es ¥ = 1(¥-ciclo)o
v = 2(W-ciclo). Este esquema es ilustrado en la figura (3.14) donde:

@ solucion exactaenel nivel/ =0

e pasos de la iteracion en cada nivel.
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Algoritmo 4 [teracion multimalla MG M""? para solucionar Lu; = f;

subroutine MG M (/, u,, f);integer l;array u;; f

if / == 0 then
(3.4.2a)
else
u = I, ) (3.4.2b)
d_y = r*(Li*u-fy) (3.4.2¢)
ey = 0 (3.4.2d)
for ; =1,y do MGM(l-1,e1,d1—) (3.4.2¢)
u; = u—p*en (3.4.21)
u = I, ) (3.4.2g)
end if

Observacion 3.4.1. Cuando | = | se puede usary = 1 en (3.4.2e) sin cambiar el algoritmo.
Pues para cualquier otro vy > 1 significa que la solucion exacta en el nivel cero es realizado
v veces, lo cual es un trabajo computacional innecesario.

3.4.2. Analisis de dos mallas

En esta seccion haremos algunas observaciones sobre las propiedades de convergencia
del algoritmo (3) dos mallas TGM"'*2. Sea h,; la medida del grosor de malla de la malla
computacional €,. El propoésito de analizar la iteracion do malla es mostrar la indepen-
dencia de A; re pecto a la razon de convergencia. Para el ca o unidimensional se mostro en
la seccion 3.2.1 un analisis de convergencia. En esta eccion u aremos el analisis de Fourier
y ciertas suposiciones de simplificacion (coeficientes constante , una combinacion especial
de suavizadores y condicione de frontera o dominios infinito ). Tal analisi puede tambien

ser encontrado en Stiiben Trotenger [12].
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meétodo dos mallas: método tres-mallas:

MRV VN

(a) b)) y=1 ©)ry=2 dy=3

método cuatro-mallas:

% . P
s v W

e)y=1 Hy=2

Figura 3.14: Estructura de un ciclo multimalla para diferentes numero de malla y diferentes
valores de y

Matriz de iteracion de suavizacion

Sea el método de suavizacion &, (1, f;) en el algoritmos dos mallas de la seccién 3.2.1

definido para v = 1 por una aplicacion de un método iterativo (2.1.4) :

= f)=Suu+A""fi, Si=A"'B;, A -8B =1L, (3.4.3)

Aplicando esta iteracion v veces tenemos:

= Fu, i) =S + TV S, TV = (ST, 87 +---+ D4, ™" (3.4.4)

Luego tenemos:

Matriz de iteracion de dos mallas

Lema 3.4.2. |. La matriz iteracion de dos mallas es igual a

M(vi,v) = S - pL\rL)St™. (3.4.5)
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2. Sila solucion de Lyju; = f; es un punto fijo de J,("),i. e.

ﬂ',(v)(u,, M) =uw para L= f;, v<0, (3.4.6)
entonces es también un punto fijo de la iteracion de dos mallas.

Demostracion. Sea C| la matriz de representacion de la correccion de la malla gruesa (Ver
(3.2.13)) dada por

3.4.7)

donde C; = [ — pL;\rL;y T) = pL;,r. Luego sea el método iterativo de suavizacion dado
por
Uyt = (il f) = Sy + T,
aplicando v veces tenemos de la proposicion 2.1.2
™= IO, ) = SV + TS

donde S f") =S)y T,M = 312oS*T). Luego si se aplica una correccion de malla gruesa
después de haber aplicado v, veces la iteracion de suavizacion tendria:

= (I ). )
= C(F6q )+ T fi
= C(S"up +TOL)+ TV f,
= CS"uf +T*f; donde T," =C;T)" + T).

De manera analoga aplicamos una proceso de suavizacion luego de haber hecho la correc-
cion anterior, i.e.,

u;n+|

I @, f1) (3.4.8)
SnCISYul + T, donde T = ST + T

de ello prosigue la parte primera del lema. Para la segunda parte se tuvo que u; = L;' f;
es un punto fijo de la iteracion de suavizacion, o sea u; = £ “)(u, f;). Luego en (3.4.7)
tenemos

o1 (Iu, 1), 1) = o1, fi) = u— pL\r(Luy — £) = uj + 0 = o

a

La siguiente observacion nos permite considerar solo el caso cuando v, = 0O,es decir,
ninguna post suavizacion; para probar que la razon de convergencia del método multimalla

es independiente del grosor de malla.
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Observacion 3.4.3. Si S 5") = §), el radio espectral p(M\(v\,v,)) < | depende solo de
v := v, + vy. En particular p(M\(v,, v2)) = p(M(v)) es cierto, donde

M,(v) = My(v,0). (3.4.9)

La convergencia del método dos mallas es gobernado por el nimero contraccion
lIMjlle, donde % es un espacio vectorial de funciones malla u; y || - ||, su norma. Adi-
cionalmente introducimos el espacio vectorial ¥, que consiste de las funciones malla f;
equipada con la norma || - || #,. El caso estandar sera % = #,, ||.llw = |lll# = |.lp := nor-
ma euclidiana. La norma asociadas a las matrices ||.|lg« %, |||l #. % . etc. son definidos en

(§2.2).

Podemos escribir (3.4.5) como
M) = (L' = pLi\r) (LiS) (3.4.10)
y concluimos que
3.4.11)

El estudio de los dos factores de (3.4.11) produce la siguiente definicion [7, §6.2 §6.3].

3.4.3. Propiedades de aproximacion y suavizacion

El segundo factor IIL,Sf"’II_ge._% en (3.4.11) ya fue discutido en (§3.2.2). Este describe
cuan efectivo .ﬂ',(") es para suavizar. El otro factor IIL,‘I - pL,'_'lrllw,_; describe que tan
buena es la solucion en la malla gruesa para aproximar a la solucion u,. Asi las dos partes
esenciales de la iteracion dos mallas denominadas el paso de suavizacién y la correccion
de la malla gruesa pueden ser analizados separadamente.

Definiciéon 3.4.1. Propiedad de suavizacion. Sean||-||y y ||-||# dados. Decimos que S tiene
la propiedad de aproximacion si existe una constante Cs y una funcion r(v) independiente
de h tal que

LS|l #ew < Csh™™n(v) conn(v) — 0, cuando v — oo. (3.4.12)

donde 2m es el orden de la ecuacion diferencial parcial a solucionar.
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Definicion 3.4.2. (Propiedad de aproximacion). La propiedad de aproximacion se da
cuando existe una constante C 4 independiente de h tal que

(3.4.13)
donde 2m es el orden de la ecuacion diferencial parcial a solucionar.

Si estas dos propiedades son ciertas, la razon de convergencia del método dos mallas es

independiente de A, pues:

Teorema 3.4.4. (La razon de convergencia h-independiente del método dos mallias).
Supongamos que las propiedades de suavizacion (3.4.12) y de aproximacion (3.4.13) son
ciertas. Entonces existe un numero v independiente de h tal que

(3.4.14)

Demostracion. De (3.4.11) tenemos que

De acuerdo a (3.4.12) tenemos un v independiente de 4 por lo que (3.4.14) es valido. ]

Se sigue también del teorema

Teorema 3.4.5. La propiedad de suavizacion implica que el método de suavizacion es un
método iterativo convergente.

Demostracion.

luego como 77(v) — 0, cuando v — oo, entonces

lim ||S7lly e =0
v—oo

Factor de suavizacion

En la seccion (§3.2.2) habiamos definido:
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Definicion 3.4.3. E/ numero de suavizacion del método de suavizacion dado por

u=Sju+TW)f

es definido por
v) = =il (3.4.15)
V)= N
Pl Ll
Proposicion 3.4.6. Si se cumple la propiedad de suavizacion , entonces
n(v)
< — 34.16
pu(v) < 70) ( )
Demostracion. Tenemos en (3.4.12) con v = 0O:
Tomando ||L|| = Csh~?"n(0) tenemos:
LS _ Csh™*"n(v) _ IILilln~"(0) n(v)
p,(v) < = n(v) = :
Ll Ll LI 1(0)
o

De esta forma tenemos que p;, < | para v suficientemente grande, independiente de .

3.4.4. Convergencia de la iteracion Multimalla

Observacion 3.4.7. La solucion discreta L} f; es un punto fijo de la iteracion multimallas
(3.4.2), suponiendo que se cumple (3.4.6).

Matriz de iteracion multimalla

Teorema 3.4.8. La matriz de iteracion M(v,, v;) del algoritmo multimalla (3.4.2) es definido
por

Mi(vi,v2)
M(vi,v2)

M\(vi,v;) paral=1 (3.4.17a)
Mi(vi,v2) + S p [ M;_,(vi, v)I” L rLiSE (3.4.17b)

donde M, es la matriz de iteracion del método de dos mallas (Lema 3.2.2), es decir

(3.4.18)
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Demostracion. Para ! = 1 los algoritmos de dos mallas y multimallas son idénticos luego
ambas matrices de iteracion son los mismo, entonces es valido (3.4.17a). Procedemos ahora
a demostrar por induccion. Supongamos ahora que (3.4.17b) es cierto para / — 1 (en lugar
de /) . Sea ahora C;] la matriz de correccion en malla gruesa (3.4.2¢)-(3.4.2f) dada en el
algoritmo multimalla. Luego tenemos:

M; = Mj(vy,v2) = S;n)Cl'Sf")

Es decir se adiciona a la matriz de correccion las matrices de representacion de los procesos
de pre-suavizacion y post-suavizacion. Para determinar ahora C; consideraremos, sin perder
la generalidad, f; = 0 y sea ¥, € %) una funcion malla arbitraria. Luego el paso de (3.4.2¢)
resulta ser

d[_| =r L,u,.

En (3.4.2¢) vy iteraciones
Vi, Vf—l’ A

son realizadas iniciandose en v?_] = 0. Puesto que la iteracion multimalla en el nivel / — 1
puede ser descrito por (similar a (2.1.5))

De la proposicion (2.1.2) tenemos

Vi = (M—I)y V?—l + (N;_‘)(r) di,
-1

con (N_)® = > (M) N,

k=0

-~
|

r—1
= 0+ ) (M) Np_diy
k=0
-1
(M;-n)k N'_p"L/u/
k=0

De la observacion 3.4.7 tenemos:

Usando la siguiente igualdad

y-1
Yu-n=1-r
k=0
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obtenemos

y—1
Vi, = Z(M;—l)k(l_Ml'—l) L\ rLp
k=0

= 1= (ML) L rLawy
Asi la matriz de correccion en la malla gruesa (3.4.2f) resulta en
Ciuy = wu—pv]
u—pll—(M_) | L\ rLy
|1 = Pl = (M Y1 L7 rLs|

I

entonces tenemos que
Ci=1-pll-(M_)] Ll_—llrLl =1 -—pL,‘_'lrL, +p(M_)’ Ll-—llrl‘l

y
M; = S{PCS0 = S = pLi\ rLy| ST + S p (M) L7 rLiS$

El primer término de la expresion es la matriz de iteracion M,(v,, v;). Por lo tanto la
ecuacion (3.4.17b) es demostrado por induccion. m]

Razdn de convergencia

Lema 3.4.9. Si se cumple la propiedad de suavizacion y aproximacion; y si ademas existe
una constante cp, independiente de | tal que

Py |l = C;l”ul—l” Vu_, (3.4.19)

entonces
(3.4.20)

Demostracion. Se probo en el teorema 3.4.5 que si S tiene la propiedad de suavizacion,
entonces el método de suavizacion es convergente. Podemos escoger luego v tal que

ST < 1. (3.4.21)

Ademas

pLi\rLS; = S} —S)+pLi\rLiS}
= 87— (L7'Li)S] + pLi\rLiS]
- S;'—(L,—pL,'_'lr)L,S,"
= S/ = M(0,v).
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Luego

WL\ rLiSTI < cpllST — MO, v)ll
< cp (ISTI1 + 1IM(0, v)II)
< cp (1 +1IMK(0, )ID)
a
Lema 3.4.10. Sea las siguientes desigualdades recursivas
o £ ¢ (3.4.22a)
& < ey, 121 (3.4.22b)
y supongamos que yC > 1. Si
- -1
y22, (<l=Y"—(yc)y"o (3.4.23)
Y
entonces cualquier solucion de (3.4.22) es acotada por
(3.4.24)
donde z es relacionada a { por
{=z-C7" (3.4.25)
y z satisface
z<—Y o/ (3.4.26)
y-—1
Demostracion. Tenemos que ¢; < z;, con z; definido por
(3.4.27)

Siy > 2 entonces C > 0, luego la sucesion {z;} es mondtonamente creciente, de forma que
estara acotado por un punto fijo. Este punto fijo se halla de la solucion de (3.4.25), luego si
tomamos la menor solucion de esta se garantiza que z; < z. Considere ahora

f@)=z-C2".
El maximo de f(z) se alcanza cuando 0 = f*(x) = | — Cz~'*”y, o sea cuando

z2=2"=(yC) D < |
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por suposicion de lema, ademas
f@) = GO — (oY
= GO (1 - (oY)
R
= GO (1-CoO") = Oy = =g

Para ¢ < Z’y por la monotonia de z; l1a (3.4.25) tiene una solucion z < z* < 1. Tenemos

zZ
"<z =2Cz2"<Cz< —
Y

luego

1 -1
{=z—Cz’22——z=y z.

Y Y
lo que da (3.4.26). O

Teorema 3.4.11. (Razon de convergencia de métodos multimallas). Supongamos que se
cumple las propiedades de suavizacion y aproximacion (3.4.12) y (3.4.13); y ademas y > 2.
Sea p, tal que satisface (3.4.19) y

(3.4.28)

Dado Z € (0, 1) entonces existe un numero v independiente de | tal que la matriz de
iteracion M, definido por el teorema 3.4.8 satisface

IM(vO)l < < 1 (3.4.29)
si v > v con |l el numero de nivel de la malla fina.

Demostracion. M, es definido por la recursion (3.4.17). De acuerdo al Teorema 3.4.4 ten-

€mos
(3.4.30)

Escogemos ¢ € (0, Z) con Z’ satisfaciendo (3.4.23) y un nimero v tal que
CsCan(v)<¢, v2v

Y que (3.4.21) es satisfecho para v > v. De (3.4.17), (3.4.21), (3.4.28) y el Lema 3.4.9 se
tiene lo siguiente

Sk I M0, V)i

IM(0,v) + p [ M;_, (0, V)] L rLiSKI

MO, Il + 11l My, (0, V)] LR rLiS I

E+ Gl cp (1 4+ |IM(0,)]])

L+ Cpll cp(140)

{+2C 8 cp =L +CL (3.4.31)

A IA AN IA
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con C = 2C,cp. La recursion (3.4.31) que fue analizado en el Lema 3.4.10. Luego se
tiene que

gksﬁgu, k=1,2,-- L (3.4.32)
Si es necesario, se incrementa v de tal forma que se tenga ¢ < [(y — 1)/v] E . a
Observacion 3.4.12. s Este teorema solo trabaja paray > 2, o sea que el ciclo V no

es incluido.

3.4.5. Trabajo computacional

La razon de convergencia sera comparada con el trabajo computacional por iteracion.
Para estimar el trabajo computacional de la iteracion multimalla (3.4.2) asumamos los si-

guientes costos computacionales de las partes basicas del algoritmo:

sentencias nuamero de operaciones aritméticas
= 2", f) < Cgn; paratodo /> 1 (3.4.33a)
dioy:= rs(Li*xu - f)) < Cpn; paratodo /> 1 (3.4.33b)
U= W —p*er < Ccny paratodo /> | (3.4.33¢)
up :=  Lg! < Co (3.4.33d)

Recordemos que »; es el nimero de variables y ecuaciones en el nivel /. Las cotas
son proporcionales a n; puesto que las matrices L, son esparcidas (uniformemente). En
(3.4.33d) asumiremos C, constante, puesto que corresponde al grosor de malla mas grande

hq ( asi también ng) es fijo cuando / se incrementa. La constante

Cyy := sup 2= (3.4.34)
>1 0

toma el valor de:

Proposicion 3.4.13.
(3.4.35a)
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para una malla d dimensional Q, c R? con grosor de malla h;_, = 2h,. Una excepcion es
el caso de la figura (3.10(c))(hi-y = V2h,,d = 2, donde)

1
CH = 5 (3435b)
Demostracion. Sea h, el grosor dc malla de la malla computacional 4 dimensional €, donde
hay N, puntos de particion en el eje x;, i = 1,--- ,d, con h; = EIT—T(N' = hL, — 1) . Entonces
habran N;” variables en el nivel /.

- T (B - 6430

L_1 ) ~\Q=h)hy)

de la relacion (3.4.36) tenemos para h;_; = 2h,

su n,_l_su 1—2h[ld_ ld

l>1p no />|p 1-m2) \2
pues h; — 0 para / grande. Del mismo modo podemos usar (3.4.36) con h;_; = V2h, d =2
entonces tenemos

ni-y I—‘/ihll 2_]
1—h 2) 2

> m 1>\
a

La siguiente proposicion establece que el trabajo computacional de una iteracion mul-
timalla es también proporcional a n,.
Proposicion 3.4.14. Suponga que

0:=yCny <1 (yde(3.4.2).) (3.4.37)

Entonces un paso de la iteracion multimalla requiere Cin, operaciones, donde

vCs +Cp+C _ vCs+Cp+ce |
< LsslpxCe §+Cp+Cc
C < = +¢ rC,,n: =

(3.4.38)

< ﬂ—*l—c‘g 9+9’"C’ con Cy = Co/n,.

Demostracion. Una iteracion en / niveles requiere 9/ ~* iteraciones en el nivel k(1 < k < /)
(Observe la figura (3.14)). Luego en el nivel
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k=1 tenemos (vCs + Cp + Cc¢)n; operaciones
k=1-1 tenemos (vCs + Cp + Cc)yn, operaciones
k=1 tenemos (vCs + Cp + Cc)y'n, operaciones.

De acuerdo con la observacion (3.4.1) y/~! sistemas son solucionados en el nivel 0. Asi el
numero de operaciones es acotado por

Ciny < (VCs +Cp +Co)m+yniy +---+¥"'m)+97'Co

0 n_, ¢! n o
Cs +Cp+Com(l + —20 ... &M C
(vCs + Cp + Co)n/( Com T Cr m_|)+7’ 0

de (3.4.37) ¥ = y/Cl, = & = y*~'yC}, y sabiendo que

oy (1 1 4\
e = | = e—— <|-=
n \2 22+ —1) 2

tenemos de la proposicion 3.4.14 la siguiente desigualdad

Cing < (VCs +Cp+Ce)n(1 +60+---+ 67"+ 0 Co/(yCh)). (3.4.39)

y como

<

] —
1-6
tenemos la prueba de la primera parte de (3.4.38). La segunda parte sigue de C;'n) > n; y
vCs + Cp + C¢ >0 o

1-6

=14+60+---+6""

En el caso estandar la condicion 6 < 1 es satisfecho:
Corolario 3.4.15. Si h,_, = 2k la condicion (3.4.37) se mantiene para todo y < 2¢ — 1.

Demostracion. Si h_, = 2h, entonces de la proposicion 3.4.14 Cy = 27 entonces si
y<29-1.

_ I
9=7C,,=72“’s(2"—|)2"=l—p<l

En el caso bidimensional (d = 2)(0 = %) la desigualdad (3.4.38) es

%[VCS +Cp + Cc] + (%)"'C(') para y =1,

S Lyl
2[VCS +Cp +Cc] +(§)_ C(') para y = 2.

(3.4.40)

Sin embargo, el W—ciclo (i.e. y = 2)enelcasod = 1 oel V—ciclo (y = 1) en el caso de

(3.4.35b) implica § = yCy = 1. Entonces el trabajo no es mas proporcional a n,.
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Proposicion 3.4.16. Si 0 = | el numero de operaciones es acotado por
[(VCs + Cp + Cc)l + Cylny (3.4.41)
donde Cy = Cy/n,.

Demostracion. Sigue de la desigualdad (3.4.39) a

La estimacion (3.4.38) y (3.4.40) muestra que ciclo W (y = 2) tomo cerca del 50 %
mas trabajo que ciclo V (y = 1). Note que el nimero vCs + Cp + C¢ corresponde al
trabajo de la iteracion dos mallas cuando la solucion de la ecuacion en la malla gruesa no
es contada. La prueba de la Proposicion 3.4.14 muestra que el trabajo realizado en la malla
gruesa/—1,/-2,--- esrapidamente decreciente, sin embargo se incrementa un nimero de

¥~* ecuaciones auxiliares en el nivel & a solucionar.

3.5. Condicion Inicial Optima (Full Multimalla)

Dado alguin proceso iterativo, la eleccion natural del inicio es una aproximacion acept-

able u? y luego realizar varios pasos de la iteracion.

3.5.1. Algoritmo

Para la iteracion multimalla el programa deberia ser

i = u’ (3.5.1)
for j:=1:(1):ido MGM(l, &, f));

El error de #; satisface

i — uille < &Ml — willy (3.5.2a)

donde ¢ es el namero de contraccion de la iteracion con respecto a ||.|| . En particular, la
eleccion mas simple es u) = 0 produciendo una estimacion de error relativo:

|32y = wlle

<! (siuf =0). (3.5.2b)
[l24lo2
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Para obtener un error (relativo) fijo &, uno necesita j > log(g)/log({) = O([log(€)]) itera-
cione . Frecuentemente, £ no es dado por anticipado y uno tienen que elegir un aceptable
valor. U ualmente, e toma & mas pequeno que el error de la discretizacion (i.e.||lu; — u|| con
u olucion del problema continuo). Desafortunadamente, el tamario cuantitativo del error
de di cretizacion no es conocido a priori, sino s0lo su comportamiento asintotico O(hy)(k:

orden de consistencia). Por lo anterior tomamos £ = O(hj), entonces tenemos que
i = O(log(hy))

iteraciones son requeridos para obtener una aproximacion #; con un error del tamario del

orden de discretizacion. El correspondiente numero de operaciones es

O(mlog(hn)]) = O(h;“[log(h))).
La iteracion anidada descrita posteriormente (llamada full multimalla) tiene varias venta-
jas:
(i) A pesar que a priori no se conoce el error de discretizacion g4, la iteracion anidada

produce una aproximacion #; con un error O(&yjsc).

(i1) La iteracion anidada es mas barata que la simple aproximacion (3.5.1). Una aproxi-

macion con un error O(&y;s) €s calculado por O(n;) operaciones.

(iii)) Ademas de #«, las soluciones en las mallas gruesa #&,_,, #_, - - - son también aproxi-

maciones y estan dispuesto para uno.

Método u Operaciones para un error O(&y;sc)
MGM | O(€uise) si i = O(log(hy)) O(nillog(h))
FMG O(sdisc) O(nl)

Cuadro 3.5: Comparacion entre iteraciones multimalla y full-multimalla.

La iteracion anidada puede ser combinada con cualquier proceso iterativo y frecuentemente
junto con sucesivas iteraciones de sobre relajacion. La idea es obtener un buen punto de

inicio #) por medio de iteracione sobre la malla gruesa.
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Algoritmo 5 Iteracion anidada

ity := Lg' * fo; (3.5.3a)
fork=1:(1):/ do
begin &, := piyy_,; (3.5.3b)
for j=1:(1):i do MGM(k, i, fi) (3.5.3¢)
end
En cada nivel k = 1,2, ,---,/; i iteraciones son realizadas. El valor inicial es obtenido

de la aproximacioén en la malla gruesa #;_,, p denota alguna interpolacion . Desde el punto
de vista de la programacion la eleccion optima es p = p ( p del algoritmo multimalla),
puesto que ninguna subrutina adicional es necesaria. Sin embargo interpolaciones p de
ordenes mas altos que p deberan ser tomados en consideracion.Una apropiada eleccion de
i sera discutido en la siguientes seccion. El mismo valor i, puede ser escogido para todos
los niveles, puesto que los nimeros de contraccion de la iteracion multimalla son acotados
independientemente del nivel 0 < k < /.

Finalmente mencionamos tres modificaciones del algoritmo (5). La solucion exacta de

Loitg = f5 en (3.5.3a) no es necesaria. Podemos reemplazarlo por
(3.5.4a)

tal que ||l&#g — uoll2r sea suficientemente pequefio. La segunda generalizacion concierne a
la interpolacion p en (3.5.3b). Algunas veces, simples interpolaciones de grandes ordenes
pueden ser encontrados empleando las ecuaciones diferenciales. Damos un ejemplo para la
ecuacion de Poisson. De #,_, en el punto de la malla gruesa (x, ), (x+2h,y), (x,y+2h), (x+

2h,y + 2h) se puede evaluar el valor en (x + h,y + h) por medio de

1 - -
y(x+ hy+h) = Z[u/_l(x,y) + Wy (x + 2h,y) + - (x,y + 2hy)

1
+z7,_|(x + 2h/,y + 2h/)] + Ehff(x + h,,y + h[)
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de acuerdo a la formula de cinco puntos diagonal

-1 0 -1

1 .

5‘,;%— 0 4 0 u/—j}.
-1 0 -1

Los valores de & en los puntos restantes de la malla pueden ser evaluados por la formula

usual de cinco puntos. Esta interpolacién, que puede ser escrita como
y 2= plitg-1, fr) (3.5.4b)

con p lineal en (#-,, fi) es de orden 4. Tercero, podemos decir que el numero i en (3.5.3¢)
puede ser diferente para diferentes niveles: i = i,. Puesto que mucho del trabajo computa-
cional es realizado en el nivel /, debe tener ventaja la eleccion de i) < i)_y = i), = --- = i)

(cf.(§3.5.3))

3.5.2. Analisis de la iteracion anidada

La iteracion anidada (3.5.3) requiere la especificacion del nimero de iteraciones i. El
siguiente analisis sugiere como elegir i. Veremos que frecuentemente es suficiente que

i=1.
Preliminares

Sea la ecuacion diferencial a solucionar denotado por
Lu=f (3.5.5)
y su discretizacion sobre la malla Q; denotado por

(3.5.6)

Definicion 3.5.1. El error de discretizacion es la diferencia entre la solucion discreta
ux = L' fx y la solucion continua u

(3.5.7)



97

donde Ry es alguna restriccion sobre la malla Q. La trivial seria

Ryu; = u(x;).
Definicion 3.5.2. Sea ¢ el orden del error de la discretizacion de Ly, k = 0,1,2,--- .1, 0
sea,
IR — well = OKE),  k=0,1,2,-- 1. (3.5.8)

donde || || es una norma la cual no necesariamente es la Euclidiana.

Definicion 3.5.3. Dado algun operador de restriccion r, El error de interpolacion de p es
definido por pruy — uy. El orden de interpolacion de p es un numero t tal que

|pFux — uill = O(hy)
Definicion 3.5.4. La diferencia entre uy y ux-1 = L' fi es frecuentemente llamado el error
de discretizacion relativo (error de uy_, respecto de uy), o sea, ||puy—, — ul|.
La siguiente proposicion sera demostrada posteriormente

Proposicion 3.5.1. Dados ¢ y 1 los ordenes de discretizacion y de interpolacion , respec-
tivamente,y si ||pll = O(1) entonces el error de discretizacion relativo puede ser estimado
por:
(3.5.9)

donde k = min {¢, 7).
Proposicion 3.5.2. Sean z y C dos constantes, y sean Cy y &x dos sucesiones tales que

61 < ZC]

6k < z(Ci+ Céiy)

entonces sik = 1,2,--- ,1, entonces 6, esta acotada por

]
<z Z Ck (zC)H‘
k=1

Demostracion. Por induccion. Para/ = 1 obvio. Para/ »» [/ + 1.

61 < z(Cryy + Coy)

IA

!
z [C,+l +C [z & (zC)""]]

k=1

/
z (Cm + Z Ck (ZC)M—"]

k=1

I+1

z Z Ck (ZC)I+I_k
k=1
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Figura 3.15: Operadores inter mallas

Sea ¢; el nimero de contraccion de la iteracion multimalla empleado en el nivel & :
(3.5.10)

Como sefialamos antes, el nimero de contraccion ; son uniformemente acotados por algin
l < 1.Sea
3.5.11)

donde !/ es el nivel maximo de (3.5.3). Para indicar los niveles involucrados debemos es-

cribir Py._x4+1, pero nos limitaremos a escribirlo como p. Sea

Cypo := max ||pll = max || pe.k1l. (3.5.12a)
Junto con
(3.5.12b)
definimos la constante
C, := CyoC2:- (3.5.12¢)

Observacion 3.5.3. Se tiene que Cyy = | para las elecciones mas frecuentes de p y ||l
Mas aun, Cy, = 2% es cierto para la usual secuencia hy = ho/2* . Asi, el valor de C, = 2~.
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Estos valores son suficientes para describir los errores de los resultados de la iteracion

anidada (3.5.3) considerando la secuencia usual de grosores de malla h, = hy/2.

Teorema 3.5.4. Asumiendo (3.5.9) y

(3.5.13)

con C, de (3.5.12a)- (3.5.12c), { de (3.5.11) e i de (3.5.3c); y ademas suponiendo que
hy = ho/2*, entonces la iteracion anidada (3.5.3) con i-iteraciones multimalla por nivel
que resulta en i, (0 < k < /) satisface la estimacion del error

llite — well < C3(¢, HC 1A (0 < k < ). (3.5.14)

donde C3({, i) = {'/(1 = C2{).

Demostracion. La iteracion anidada (3.5.3) con con i iteraciones multimalla por nivel re-
sulta en & y satisface de (3.5.10)

(3.5.15)
(4 es solucion de (3.5.6)). Ahora, tenemos para k = 1
el = aill = |puo — )l = C(1) (3.5.16)
con C(k) dado en la proposicion (3.5.1). Luego se tiene que
ity — w|l < C(1)L'. (3.5.17)
En general se tiene
e — el = NPty — well = NPprtr—1 — wx + Pite—y — prag—y|
< C(k) +IPNlzag—1 — wp—ll
< Coollitg—y — ug |l (3.5.18)

Sea ahora 6, = ||i#x — ull, entonces de (3.5.15) y (3.5.18) tenemos

&5 < Cc (3.5.19a)
0k < C'(Ck)+ Cabi-y) (3.5.19b)
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Usando la proposicion (3.5.2) y usando (3.5.9) tenemos

|

& < &' Ch(LCx) (3.5.20)
k=1

< /¢ ZCI fczo (3.5.21)

= [Cik Z AN
k=1
| i

= LCiy Y 200 (fCo) T = LiCk Y (£2°C)

k=1 k=1
Si C2| = ZKYC2 = C21C20 y r= CZ{i

I -1
= JCihf Y P =cm )
k=| k:O

De la suposicion (3.5.13) r < 1, entonces tenemos

i N P
i = il < £'C A ——— < iy (3.522)

a

Observacion 3.5.5. De la observacion 3.5.3 y asumiendo el caso estandar k = 2, obten-
emosCy =4yl < % . Entonces la estimacion (3.5.14) del teorema 3.5.4 se mantiene para
i = 1 (solo una iteracion multimalla por nivel).

Hasta ahora, el error %, — 4, fue comparado sdlo con el error de discretizacion relativo.
Para conseguir una comparacion mas real lo comparamos con el error de discretizacion

usual.

Aproximacion de error de interpolacion C(k)

Si la solucion de (3.5.5) es suficientemente suave, podemos asumir que la expansion
del error es dado por

(3.5.23)

(ver Pereyra [13])donde (Ryu)(x) = u(x)(x € €) es la restriccion trivial de la solucion

continua u para la malla ; y ¢ es orden de discretizacion de L,. Asumiendo que la funcion
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e suficientemente suave, la interpolacion u;_, por p produce

Se puede escribir

(3.5.24)
Suponiendo que
(3.5.25)
y
omn=12,---,10 (3.5.26)
tenemos de (3.5.24):
k-1 — mll < ||pRx—12a — Rynill + |\h;_, pRi—1e — hy pRyell + O(h3)
< Cahg + |Ih;_ Ree — HReell + O(h5)
< Cahg + (25 = DlReellhy + O(H}) (3.5.27)
Error luego de la iteracion anidada
Para estimar el error luego de la iteracion anidada primero asumiremos que
kK>¢ = h <hi (3.5.28)

es decir que el orden interpolacion x es mayor que el orden de discretizacion ¢. Podemos

suponer también que ||Riel| es uniformemente acotada en k:

(3.5.29)

Entonces (3.5.27) puede ser reescrito como

(3.5.30)
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Despreciando el término de mayor orden, tenemos

(3.5.31)
Sustituyendo en (3.5.9) tenemos
(3.5.32)
lo que prueba la proposicion 3.5.1. Asi que (3.5.22) resulta
llit; = ]| < %C. Hy < IL_ir(zk — )Ceh, (3.5.33)

Entonces hemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 3.5.6. Asuma la validez de la expansion (3.5.23), sea el orden de interpolacion
de p exceda k, y suponga hy_, = 2hy. Bajo la condicion (3.5.13), Cy' < |, el resultado i
de la iteracion anidada (3.5.3) satisface

(3.5.34)

con .
2~ -1)¢

Ca(g, D =2"-DGC3(¢, D) = =Gl

La estimacion (3.5.34) puede ser interpretado como
error de iteracion < Cy4(Z, i) * error de discretizacion

Para k =2 y C, = 2* = 4 (observacion. 3.5.3) el factor

es listado en el cuadro 3.6. i = | puede ser elegido si / < %(observacién. 3.5.5) Valores
tipicos de numero de contraccion multimalla son / = % ~ 0,143 produciendo C4({, 1) = 1.
Asi, el error de iteracion i, — u; es proximo al error de di cretizacion. Si / > 0,18 Uno

deberia escoger i = 2.
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G, )| & Cald,2)| & Cuad.3)
0.200 3.00 | 0.44 2.57 0.60 476
0.182 2.00 | 040 1.33 0.58 3.00
0.175 1.75 0.38 1.00 0.57 2.00
0.143 1.00 | 0.33 0.60 0.52 1.00
0.100  0.50 0.30 0.42 0.50 0.75
0.071 030 | 0.25 0.25 0.46 0.50
0.053 020 [0.20 0.143 | 0.40 0.25

Cuadro 3.6: Factor C4(¢, i) parai = 1,2,3

1 T ], I ' o T
i & ; 1=1
0,9 il fuui ik i % .I s 1] F— - Ly l L 1z2H
08— " I._ - =3 o8} S /A _f '_3
07 3 e il (11 ] RS SO ARUUOS SIS I /_ SO
Dos} 4 .'; 3 osf- o cnaeecsneprssssonsssens s conncons b ibnenntsf ' 3
Y, / : /
(7] SR S y Su— oaf— e A S
03 4 03 /
7 P
02} : ;— o Vet " i & 0.2t —
H . = i -~
ol i === = I o i
0 01 02 03 04 05 0 01 0.2 03 04 05
(4 [4

Figura 3.16: Funcion C3 y Cyparai = 1,2,3conk =2y Cy; =4
3.5.3. Trabajo Computacional y Eficiencia.

El trabajo computacional de una iteracion multimalla en el nivel k& es aproximadamente

(VC_‘- + CD + Cc)nk

W, =
k 1-0

(B=vyCy <)

como puede ser visto en (3.4.38), cuando el término O(#’) es omitido. La desigualdad r;_, <

Cyny produciria Wy < C;;" W, (1 <k < 1). Asi el trabajo computacional de la iteracion

anidada (3.5.3) es igual a

w;.

iW, + iWsy + - +:W<ZC W,_l C
- H

Aqui no tenemos en cuenta la aproximacion de la solucion Loug = fp y el trabajo requerido

por p, puesto que el trabajo computacional de ambos es pequefo por iteracion.
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Observacion 3.5.7. La iteracion anidada (3.5.3) con i iteraciones por nivel es solo mas
cara que la iteracion (3.5.1) por un factor 1/(1 — Cy). En el caso bidimensional d = 2
con hy_y = 2hy, este factor es igual a %,‘ asi el trabajo computacional total de la iteracion
anidada es menor que

1 16
—iW, = —————
34-7v)

3 i(VCS + CD + Cc)n/. (3535)
El factor 16/[3(4 — y)] = 1,78 paray = 1(V-ciclo) y 2,67 paray = 2 (W-ciclo).

Se concluye que una aproximacion i con un error O(/4;) puede ser obtenida por
sélo O(n;) operaciones (en lugar de O(n;[log(h;)])) para la iteraciéon (3.5.1)

¢Cual es la eleccion de i optimal? La respuesta depende de la aproximacion deseada y
de {. Asuma que por ejemplo que el objetivo es tener C4({, i) = l,1.e. ||z — ujllo» = error
de discretizacion. Esto puede ser dificil para ciertos valores de . Considere, por ejemplo,
¢ = 0,2. Del cuadro 3.6vemos que i = | produce C4(0,2,1) = 3 > 1, con i = 2 tenemos
C4(0,2,2) = 0,143 indicando que & mas aproximado que lo necesario. Un deberia elegir

diferentes i en diferentes niveles: i, = 1,i)_; = ij_, =--- =i; = 2.



Capitulo 4

Analisis de suavizacion

4.1. Introduccion

El comportamiento convergente de los métodos multimalla depende en gran manera de
las propiedades de uavizacion vi ta en la eccion 3.4.2. Una herramienta util para estu-
diar la eficiencia de lo efecto de suavizacion e el Analisis de Fourier. Con él deseamos
encontrar métodos que reduzcan los componentes de altas frecuencia del error.

Tal como se indico en la seccion 3.1 el suavizador e importante pue reduce lo modos
de altas frecuencias, mientras que la correccion en la malla grue a complementa el proce o
eliminando las componentes de baja frecuencia del error.

Si elegimos lo componente del operador correccion de malla gruesa, de tal manera
que se elimine las componentes suaves de error, podemo aproximar el factor de conver-
gencia del método multimalla por u respectivo factor de uavizacion.

Un anali is de dos mallas intenta aproximar el radio e pectral de (I - pL7}, pL,) S, para
el algoritmo de dos mallas, mientras que el analisis de uavizacion evalia el radio e pectral
de S, , el factor de convergencia del suavizador multimalla, aplicando unicamente a la
componente oscilatorios del error.

El anélisis de suavizacion de Fourier no dara una manera facil de predecir la eficiencia

de los suavizadores.
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4.2. Elementos de analisis de Fourier en el espacio de fun-
ciones malla

Una buena introduccion para el analisis de suavizacion de Fourier puede ser hallado en

Stiiben and Trottenberg [12], en Wesseling [17] y en A. Bandy [2].

4.2.1. Caso unidimensional

Teorema 4.2.1. (Transformacion Discreta de Fourier). Seal = {0,1,2,--- ,N — 1}. Cada
u : I — R puede ser escrito como
m+p
uj = Z b (Be), W (B) = explijbe), O = nkIN, jel (4.2.1)
k=-m
donde
p=0, m= %, para N impar y,
p=1, =35—1, paraN par
con
4.2.2)
Demostracion. Ver Villar[16] O
Las funciones ¢ ;(0) son llamadas modos de Fourier o componentes de Fourier.
Lema 4.2.2. (Ortogonalidad ).
N-1
D" wiBw,6.) = Né,, (4.2.3)
j=0
con b,, el delta de Kronecker:
Demostracion. Ver J. Stoer, R. Bulirsch [8, p.76] m]

Se puede usar el Teorema 4.2.1 para representar las funciones malla (%} = {u : Q, — R})

por series de Fourier y donde €, esta dado por

Q,:{xeR:x=jh,j=0,l,2,---,N/—l, h=—-} 4.2.4)
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Condiciones de Frontera de Dirichlet

Son apropiadas las series de seno de Fourier del Teorema 4.2.3 para condiciones de

Dirichlet Homogéneas .

Teorema 4.2.3. (Transformada seno de Fourier discreta). Sea | = {1,2,--- ,N—1}. Cada
u : I — R puede ser escrito como

N-1
u; = ch sen(j6x), 6k = wk[N (4.2.5)
k=1
con
o Nl
Cck = ¥ Z uj sen(jb). (4.2.6)
j=1

Lema 4.2.4. Ortogonalidad

N-1

1
D" sen(j6r) sen(jdg) = 7NOwe, O = mk/N, k€ ={1,2,-- N~1) (4.2.7)
k=1

con Oy es delta de Kronecker.

Definimos la malla Q, por

Q/ = {x eER: x =jh[, j = 0, 1,2,"‘ ,Nl. h/ = I/Nl} (428)
y usamos(4.2.5) para extender el dominio de « para j € {0, 1,2, --- , N;}. Entonces
u: QI - R

u dado por (4.2.5), satisface las condiciones de frontera homogéneos de Dirichlet ho-
mogéneos ¥y = uy, = 0. El hecho que las condiciones de frontera sean asumidas ho-
mogéneas no implica pérdida de generalidad, pue to que el analisi de suavizacion es rea-

lizado al error, y este es cero sobre una frontera de Dirichlet.
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4.2.2. Caso multidimensional

Definimos _
w(0) = exp(ij6) (4.2.9)

conje/l 6€®con

~
I

{j:j=(.j|7j2!”' 9jd), ja=0,l'2$”' ,Na_ l, a = 172’--- 9d} (4-2‘l0)

® = {9 10 = (91,02, s ,(')d), 9‘, = 27tk,,/Nm

ke =—mg,—mg+1,--- mgy+ pg,a=1,2,---,d) 4.2.11)
donde
Pa=0, m,= Nﬂz“-, para N, impar y,
Pe=1, m,= ’—V:-,ﬂ — 1, para N, par.
y

d
JO=)" jaba. (4.2.12)
a=1
con d la dimension del problema.

Observacion 4.2.5. Se cumple para la ecuacion (4.2.9) que

exp(ij6) = exp(ij(@ — m)) (4.2.13)

La generalizacion del Lema (4.2.2) para el caso d-dimension esta dado por:

Lema 4.2.6. Sea 6, ¢ € ©, entonces

(4.2.14)



Demostracion. Se puede escribir

D Wi OW(—s)

jel

d d
Z exp [i Z jaﬂa] exp [i Z ja(—%)]
a=1 a=1

Jel
d
PN B EZXCATACS
Jjel a=1
d-1
D [ 1wiOast=sa) D" 0 800(~50)
jeNja a=1 Jd
d-1

Do | 195620 (~5a)Nubys, del lemma 4.2.2

jel\jg a=1

d-2
Nabos, D, | | ¥inBad¥)u(—SaINaci B0, 150,

J€NUd-1.Ja) a=1
Nd‘sﬂds‘de-léﬂd-ls‘d—l o Nl&ﬂ:s‘l

d d
[ [ % ] e,
a=1 a=1
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(m]

Teorema 4.2.7. (Transformacion Discreta de Fourier d-dimensional). Cada u : I — R

puede ser escrito como

con

uj = ;0: co¥j(6)

1
Cy = N Z uj'/’j(_()k),

jel

donde Y ; es definido por (4.2.9).

Condiciones de Frontera de Dirichlet

Definimos

a
(pj(()) = l I sen jobfq

a=1

con j = (Jjy, J2, " » ja), 6 € OF,

(4.2.15)

(4.2.16)

4.2.17)
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La generalizacion del lema (4.2.4) para d dimensiones es dado por el siguiente lema

Lema 4.2.8. Ortogonalidad. Sea 0, ¢ € O, entonces

[ 279N, N =[], Na, =86
;qo,(e)saj(c) = { A Lo (4.2.19)

Teorema 4.2.9. Transformacion Seno de Fourier discreto d-dimensional. Seal = {j : j =
Ui Ja, o sJdd)s Ja=0,1,2,--- [Ny = 1}. Cada u : I — R puede ser escrito como

= > copi(6) (4.2.20)

feO*

con

(4.2.21)

4.3. Factor de Suavizacion de Fourier
4.3.1. Definicion de factor de suavizacion en modo local
Sea un problema a solucionar sobre la malla €, denotado por
Ly = f; (4.3.1)
y sea el método de suavizacion
w=Su+A ", S, =47"B,, L=A4, - B,. (4.3.2)

De acuerdo a (2.2.2) la relacion entre el error antes y después de v iteraciones de suavizacion
es

e' =5} (4.3.3)
Ahora asumiremos lo siguiente:

= Suposicion 1. El operador S, tiene un conjunto de autofunciones o modos locales

denotado por ¢(6), 6 € ©, con O algian conjunto de indices discretos.
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Luego
4.3.4)

con A(6) un valor propio de ¢(6). Podemos escribir

e” = > chy(d), @=0,1

0e©
y obtenemos

(4.3.5)

El valor propio A(6) es también llamado factor de amplificacion del modo local (6).
Ahora supongamos que entre las autofunciones ¥(8) podemos distinguir autofunciones

suaves (0 € ©O;) y autofunciones oscilantes(6 € ©,), donde
(4.3.6)

Tenemos luego las siguientes definiciones

Definicién 4.3.1. factor de suavizacion de modo local. El factor de suavizacion de modo
local p del método de suavizacion (4.3.2) es definido por

p = sup{lA(0)| : 6 € O,}. (4.3.7)
De esta manera , luego de v iteraciones la amplitud de los componentes oscilatorios del

error son multiplicados por un factor p* 0 mas pequero.

4.3.2. Analisis de suavizacion de Fourier

Para obtener una herramienta Gtil de éste analisis para examinar la calidad del método
de suavizacion debemos ser capaces de determinar facilmente p y elegir ®; de forma que
un error e = Y(0), 0 € O, sea bien reducido por correccion de malla gruesa. Para ello la

suposicion siguiente tiene que ser satisfecha.
= Suposicion 2 Las autofunciones (6) de S, son funciones periodicas.

Cuando tenemos este caso, p es también llamado factor de suavizacion de Fourier. En la
siguiente seccion daremos condiciones para que la suposicion 2 sea valida y mostraremos

como p es facilmente determinado. Antes debemos elegir ©,.
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4.3.3. Sobreposicion (Aliasing)

Considere la malla €, dada por (3.3.1) con N, par, y la correspondiente malla gruesa

Q,_, definido por el doble del grosor de malla.

QI—I {x € Rd X = jhl—l, j = U|7j2’ ot 7jd)a hl—l == (hl—l.lahl—l.zs o 7h1—|.ll)s

ja = 0’ 1727“ ) ,Nl—l,a’ hl—l.a = l/NI—l,av a = 1721“' 1d’ (4'3'8)

con Ni_yo, = Nio/2. Sead = 1, y asumiremos que las autofunciones de S, sobre la malla

fina €, son los modos de Fourier del Teorema 4.2.1: ¢, j(6;) = exp(ij6;), con
0[ € @/ = {01 . 0/ = 27rk/N,'|, k= —N1_|/2 + ],N/'|/2 + 2, 003G ,N,'|/2, (439)

asi que una funcion malla arbitraria v, sobre €, puede ser representada por la siguiente serie

de Fourier:

vig= > coln (6) (4.3.10)

0,€6),;

Una funcioén malla arbitraria v,_, sobre €,_; puede ser representado por

Vislg = Z CoWi-1;(61-1) (4.3.11)

0,-1€0,_)

con ¢ : Q-1 = R, Y11j(01-1) = exp(ij6-y) y
Or =1{0-) : 01, = 27Tk/N[_|_|, k= —N[_|_|/2 + l,—N[_|_|/2 +2,--- ,N[_|‘|/2} (4.3.12)

asumiendo por simplicidad que N,_, ; es par. El punto en la malla gruesa x; = jh,_, coincide
con los puntos de la malla fina x;; = 2jh;. En esos puntos los modos de Fourier de malla

gruesa ¢;_(6,-,) toman los valores:

Para —N;,/4+1 < k < N;, /4 el modo de Fourier en la malla fina y,(6;) toma en los puntos

de la malla gruesa x; los valores de

12i(01k) = exp(2rjik/Ni—y 1) = Yi-1,i(2xk/Ni-1a),
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y vemos que coincide con los modos de la malla gruesa ¢/(6;x) en los puntos de malla

gruesa. El mismo caso se presenta para otros modos de Fourier. Definimos &’ como sigue

O0<k<Np_./2 : k’=—N,,|/2+k
—N[.|_|/25k50 : k’=N['|/2+k (43[3)

Entonces el modo de malla fina de Fourier ,(6,,-) también coincide con ¢,_;(6;,) en los
puntos de la malla gruesa. Sobre la malla gruesa ¢,(6,x), no puede ser distinguida de
¥ (6;x).Llamamos a este caracteristica superposicion: La funcion de oscilante ¢,(64 ) toma

la apariencia de las funciones suaves ,(6,x) en la malla fina.

4.3.4. Modos de Fourier Suaves y Oscilantes

Puesto que sobre las malla gruesa €,_, la funcion de oscilante y,(6,,) no puede ser
aproximada y no puede ser distinguida de ¢,(6,x), no existe esperanza que la parte del error
consistente de modos de Fourier y,(6,), k' dado por (4.3.13), pueda ser aproximada o bien
representada sobre la malla gruesa €2,_,. Esta parte del error la llamamos rigida ,oscilante
o no suave . LLos Modos de Fourier oscilantes son definidos como ¢,(6; ), con ¥’ dados por

(4.3.13), 0 sea

N, N N,
k’e{_¢+],_i+2,...,_ L
2 2 4

Ny Npy Np)
AR S T 43.14
2 4 2 ! ( )

FU

Esto nos da un conjunto de numero de ondas oscilantes

®,, ={6,: 6, =27k’ /N,, : K'de acuerdo a (4.3.13)},

O, =161:6,=2nk/N;)\, k

(4.3.15)
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El conjunto de nimero de ondas suaves ©,; es definido como ®,; = O, \ ©,,, ®; dado por

(4.2.11)cond=1,0

N, N, N,
O =16:6=2nk/Nik === + 1, ——2 +2,--,—=
» » 2 2 2
n
y 916(—5, E)} (4.3.16)

La parte suave y oscilante de v; y V] de una funcion malla v; : ;, — R puede ahora ser

definido por
Ni
Vi= D coWul®), Vi= D cawil8) con cg =Ny D v A-0)  (43.17)
6/€6, 6,€©,, j=0

La generalizacion en el caso multidimensional del (4.3.15) y (4.3.16) (condiciones periodi-

cas) es

O = (61:6=(60,1,6012," - ,6013), 010 = 27k [Nia, ke = =Nio/2 + 1,--- ,N1o/2,}

(4.3.18)

d
O = GIO H (%ﬂg), O, =0,\0,

En la figura 4.1 da una ilustracion grafica de la region donde se encuentran el conjunto de
numero de onda suaves y oscilantes para el caso d = 2. ©, y ®; son conjuntos discretos en
los dos cuadrados concéntricos. Cuanto mas se incrementa el numero de particiones de la

malla (V,, se incrementa) se tendra un conjuntos discretos mas densamente distribuido.

4.3.5. Semimallado

Con un semimallado existen al menos una direccion en el cual A; en ©,_, es también
igual como en ;. En esta direcciéon no ocurre superposicion puesto que los modos de
Fourier sobre €, seran los mismos que sobre €2,_,.

Ejemplo 4.3.1. Sea d = 2 y asumamos que hj_, = hj como es mostrado en la figura
(3.10(b)) (semi engrosamiento en la direccion y). Entonces

0, = @ N{[-m 7] X (-7/2,7/2)}), O, =©O\ O, (4.3.19)
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[72]

—x2

-

Figura 4.1: Numeros de ondas suaves (®,;) y oscilantes (®,,, sombreado) en dos dimen-
siones con engrosamiento estandar

4.3.6. Definicion de independencia de grosor de malla del factor de
suavizacion

Se tendra un método de suavizacion sobre la malla €, si existe p* independiente de N, ,
tal que

p<pr<l, YN a=12---.d (4.3.20)

Sin embargo, p definido por (4.3.7) depende de N,,, puesto que ®,, depende de N,,. Para
obtener una independencia del grosor de malla lo que implica (4.3.20) tenemos que definir

un conjunto ®;, > @, con @,', independiente de V,,, y definimos
p =sup|lA®): 6 €O, (4.3.21)

asi se tiene

p<p (4.3.22)

y se tendra un método de suavizacionsip < 1.
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=2

-

Figura 4.2: Numeros de ondas suaves (®;) y rigidas (®,, sombreado) en dos dimensiones ,
emi engrosamiento en la direccion y

Ejemplo 4.3.2. Si ©,, es definido por (4.3.18), entonces definimos ®,, como sigue:

(4.3.23)

4.3.7. Modificacion del factor de suavizacion para condiciones de fron-
tera de Dirichlet

Necesitamos considerar ahora el efecto de las condiciones de frontera, en particular,
las condiciones de frontera de Dirichlet. Para problemas con condiciones de frontera de
Dirichlet, conocemos que el el error en la frontera es siempre cero, y asi se puede ignorar

los nimero de onda donde 6, # 0, cambiando la definicion de ®, en (4.3.7) de (4.3.18) a

d
e =0 ) ﬂ(—g, %), ef = @°\ @P, (4.3.24)
a=1
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Figura 4.3: Conjunto de numeros de onda rigidos(®? sombreado) en dos dimensiones, con
exclusion del modo ¢, = 0( engrosamiento estandar)

donde el saper indice D sirve para indicar el una frontera de Dirichlet. El factor de suavizacion
es ahora definido como

Pp = supf|A()| : 6 € OP). (4.3.25)

Para d = 2 la figura (4.3) da un ilustracion de ®P, el cual es el conjunto discreto con la

region sombreada. Notamos que tenemos la siguiente desigualdad
Pp<p=<p (4.3.26)

La definicion de malla-independiente de arriba es mucho mas dificil de evaluar numérica-
mente, y cuando las condiciones de frontera tiene una gran influencia sobre la solucion, el
resultado no es muy real. La definicion de malla-dependiente dada arriba es mejor cuando
uno elige N,, del mismo rango. Nosotros deseamos tener siempre p < | uniformemente
en N,, al menos cuando las condiciones de frontera no tienen una fuerte influencia. Si este
no es el caso, entonces la parte de la correccion de la malla gruesa del método multimallas
debe ser muy buena para superar la influencia divergente del suavizador. Podemos ver tam-

bién investigar numéricamente el comportamiento de p cuando N,, — oo y ver como es su
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comportamiento asintotico.

4.3.8. Expresion explicita para el factor de amplificacion

Ahora para determinar los factores de suavizacion p, p o pp de acuerdo a la definicion

(4.3.7), (4.3.21) y(4.3.25) tenemos que solucionar el problema de valores propios

Sw(6) = AOW(H)
con S, dado por (4.3.2). Asi, tenemos que solucionar
By y(0) = A(6)A; Y(6). (4.3.27)

Usando la notacion plantilla de la seccion 3.3.2 (4.3.27) se puede representar por:

D B (m, Wimei(8) = AO) D At (1, j)ms)(6) (4.3.28)

jezd jezd
Asumiremos:

= Suposicion 1 4, (my) y B, (m) no dependen de m.

Observacion 4.3.3. Esta suposicion es satisfecha si

1. los coeficientes en la ecuacion diferencial parcial a solucionar son constantes,
2. el grosor de la malla Q; es uniforme ;y

3. las condiciones de frontera son periodicas.

Escribimos A4, (), B; (f) en lugar de 4, (m, j) y B, (m, j). Como una consecuencia de la
suposicion I, la suposicion 2 de la seccion 4.3 se satisface:
Proposicién 4.3.4. Las auto funcionesde S, son dadas por (4.2.9)

Demostracion. Debemos de probar que ¢,,(0) = exp(imf) es una autofuncion de §,. Esto
es equivalente a mostrar (4.3.28)

DB GWmag®) = > Bi(expli(m + j)6)
jezd Jjezd
= exp(imh) Z B, (j)exp(ijo) (4.3.29)

jezd
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luego si hacemos
2 jezs Bi ()exp(ij6)

A() =
@ 2 jezd A1 ()exp(ij6)

(4.3.30)
tenemos de (4.3.29)

D B GWmes6) = exp(im®)A©O) Y A1 ()exp(if6)

jezd jezd

AB) D" A1 (expli(m + j)6)

jezd

A6) > A (im0

jezd

La periodicidad require de la suposicion I que

o sea exp(iN,6,) = 1. Asi 8 € O, como hemos definido en (4.2.11), asumiendo que N,
par. Esto satisface las autofunciones de los modos de Fourier del teorema 4.2.7. La sigu-
iente suposicion asegurara que las funciones seno del teorema 4.2.9 son autofunciones de

(4.3.28).
= Suposicion 11, 4,()) y B, (j) son pares en j,,a =1,2,--- ,d, o sea
Al(jl""vjav"'vjd) = A,(j]’...’—jlf’...’jd)

BIU"'..9j0$'..$jd) = BI(_ilv"'$_jas"'$jd) (43'31)
Ve e(l1,2,--,d]

Lema 4.3.5. Sea By (j) tal que satisface la suposicion I, entonces

d
D Bi(Nemsi(6) = 2%0n(60) D B () | | cos juba (4.3.32)
jezd JjeNg a=1
donde ¢,,(0) = Z=| sen mg0,, Z’ significa que el término para el cual B componentes

de j que son ceros seran multiplicados por 27P(ej. si j = (1,0,0) = 8 = 2), y Ny =
{0, 1’2’.'."
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Demostracion. Por induccion sobre d. Primero veamos para d = 1. Tenemos ¢,,(6), luego

D BiUemeO) = ) Bi(Dsen(m+ O+ D Bi(sen(m + )
jEZ J€No JE€Z\No
= Z By (J)sen(m + j)6 + Z By (—J)sen(m — j)6
Jj€No jeN
= B;(0)sen m + Z 2B; () (sen(m + j)6 + sen(m — j)O)
JeN
= B;(0)sen mO + 2 Z B; (J)2cos jO sen mO
JEN
= 2senm@|27'N(0) + Z B (f)2cos jO
JjeN
= 2pn(6) ) B (j)cos jo
Jj€No
Ahora asumiendo que (4.3.32) se cumple parad — 1,2,---,d — 1, tenemos con j' =

(1, J2,°+ »Jja-1) lo siguiente: De la hipotesis inductiva para d — 1 tenemos :

luego tenemos :

D Bl (Dpmei(6)

jezd

d-1
D BiDemei(®) =200 7 B (D] | cos jaba (4.3,
a=1

i eZd-1 o eNd-1
JEZ J'€Ng

d
Z sen(my + j4)64 Z B (j) l_l sen(mg + jo)ba

Ja€Z Vi ez2d-! =

d-1 d-1
Z sen(mg + j4)042°" H sen myB, Z Bi (v ja) | | cos jabe
JacZ a=l jreNd-1 =1
d-1 ) d-1
Pl l—l sen mgy6, | sen my6, Z B;(j',0) I_I COS jobut+
a=1 j:eNg-—l a=1

33)

d-1
Z(sen(md + j4)bq + sen(my — j41)64) Z B (J', Ja) l—] coS job0q
a=1

Ja€N j'eNd-!
como sen(mgy + j1)05 + sen(myg — j1)64 = 2 cos ji64 sen mgly
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= 2dli[senm,,0 LZ B (', O)HCOSJQQ + ZCOdeHd Z B (', jd)]—lCOS_](, ,,]

a=1 reNd-! Ja€N Jj'eNg™!
-1
= 2d<p,,,(0)[/z B, (j',0) I_I COS Jjob, + Z I_I COS JoOq Z B; (J', ja)cos jab4
reNd-! jeNd-! a=I JaeN

= 2%n(60) D HCOS.Ia [B, .0+ ) B U',jd)cosjded]

j/eNd-! a=1 Ja€N

= <p,,,(9) Z B; (j) I_[ COS JoB, COS ji64 = 290,(0) Z B; (j) H COS joO4u

j'eNd JjeNd
a
Del lema anterior tenemos
Propeosicion 4.3.6.
d
om(6) = | [ sen maba
a=1
satisface (4.3.28) con
Z jeN” I (.i) na.—l cos ./ag
A(6) = (4.3.34)

! : d .
Z jeNgAI (J) r[a=| cos jaga
Las condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas implican que sen N;, = 0, o

0y = ko /Nigr ke = 1,2,--- ,N;o — 1, como fue para la serie de senos de Fourier.

4.4. Analisis de suavizacion para los métodos de suavizacion
para una ecuacion de tipo anisotropica.

4.4.1. Suavizacion de Jacobi

Ecuacion de difusion Anisotrépica - Jacobi puntual

Jacobi puntual con correspondiente amortiguacion corresponde a la siguiente sepa-

racion separacion , en notacion plantilla:

A1 (0) = w™'Li0), 4,(j)=0,/#0. (4.4.1)
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Asumiendo condiciones de frontera peridédicas obtenemos, usando (1.2.17) y (4.3.30) en el

caso espacialc=1,s5=0
Proposicion 4.4.1.
AO@) =1+ w(ecos b, —e+cos B, —1)/(]1 +¢) 4.4.2)

Demostracion. De la notacion plantilla para el operador L; en (1.2.17) tenemos

-1
(L] = - 2e&+1) —s]
-1
0
(4] = |0 2w'e+1) O ycomo B, = A4, - L,
0
1
(B/] = e 2w '=-1)e+ ) 8‘.
1

Tenemos usando (4.3.30) que

1 | 2
> Bi(exp(ije) = Y, Y, BiGj2dexpli ) jaba)
jezd Nr==1ja=-1 a=1
= eexp(i(-=1,0).(61,62)) + exp(i(0,-1).(6,,67)) + exp(i(0, 1).(6,, 67)) +
£exp(i(1,0).(6,,62)) + (w™' = 1)(e + 1)
= 2ecos 6 +2cos 6+ 2w = 1)(e+1)
1 | 2
DA Wexpije) = D D AiGr,j2)expli ) jaba)
jezd Jr==1j2=—1 a=1

luego de (4.3.30)

-1 _
a0 = 205 +(f00_f(iz$((:+ 5 DE+D _ ) 4 (e cos 8 — £+ cos 8 — 1)/(1 + &)

O

Por la simetria de ®, puede ser confinado a la regiéon sombreada de la figura (4.4)

Claramente,
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e E D
F
/2 G c
A B| o
/2 =

Figura 4.4: Conjunto de numeros de onda rigidos(®° sombreado) en dos dimensiones, con
exclusiéon del modo 6, = 0; engrosamiento estandar

P2 |A(m, )| =1 -2w| > 1 paraw ¢ (0, 1)

Para w € (0, 1) tenemos en § € CDEF, osea 6, € [0,7] y 6, € [n/2, n] tenemos

- < & cos 6, <e€ ademas
-1 < cos 6, <0 sumando
-(1+¢) < £ cos 6, + cos 6, <e€
=2(1 +¢&) < £cos 6 +cos0,— (1 +¢) < -1
1-2w < l+w(ecosB +cosb,— (1 +e)/(e+1) <1—-wf(e+])

luego
1-2w < A6 =<1- e—efﬁ
A(mr,7r) < AO) < A0,n/2)

Ahora si 8 € ABCG,0 sea 6, € [n/2,n] y 6, € [0, /2] tenemos analogamente al analisis

de arriba
-2, < A0 <1-%&w 6
Alm,mf2) < AO) < A(n/2,0)
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Luego tenemos:

_ w 1 + 2¢ E
= A 1—2 1‘— 5 - ;l_ . or.
P max{l wl,’ | +¢ Tre i l+sw|} A
Sea 0 < £ < |. Entonces
5 = max {|1 -2 1 € w'}
p—max{ - 20|, T3 e

El minimo valor de p y el correspondiente valor éptimo de w son

P=2+&)/2+3¢e), w=(2+2)/(2+ 3¢) 4.44)
Observacion 4.4.2. Para € = | (Ecuacion de Laplace ) tenemos p = 3/5, w = 4/5. Para
€ < 1 no es un buen suavizador, puesto que lim._op = |. En el caso que € > | sigue del

caso € < | reemplazando € por 1 /e.

Note que p es alcanzado para 0 € Q,, asi que aqui tenemos:

p=p (4.4.5)

Para w = | tenemos p = 1, luego tenemos un ejemplo de un método convergente que no es
suavizador.

Para condiciones de frontera de Dirichlet se aplica la serie de Fourier en senos para
Jacobi puntual, de modo que las condiciones de frontera de Dirichlet pueden ser manejados
exactamente. O sea con series de Fourier de seno A(8) aun puede expresar por (4.4.2),
Asi lo que queda por hacer es reemplazar @, por @P en el analisis anterior. Asumiendo
N; = N, = N. Todo ®? yace dentro de la region sombreada de la figura (4.4). Razonando

como antes obtenemos, para0 < £ < I:
A(m, ) € A6) < AQ2x/N,7/2), Ar,m/2) < A0) < A(n/2,27/N) (4.4.6)
Asi
pp = max |1 = 20, |1 — sw(l + 212 /N?)/(1 + ¢)|)

por lo que pp = p + O(N~2), y de nuevo concluimos que:

Observacién 4.4.3. Jacobi puntual no es un método robusto para ecuaciones de difusion
anisotropicas.
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Jacobi Lineal

La iteracion de Jacobi lineal vertical amortiguado aplicado a la ecuacion de difusion

discreta anisotropica (1.2.17) con ¢ = 1, s = 0 corresponde a la siguiente separacion:

-1
2e+1) 0
5|

El factor de amplificacion es dado por :

Proposicion 4.4.4.

A(6) = WE cos 6,

+1- 4.4.7
1 +&—-cosb, « ( )

el cual es obtenido usando tanto la serie de Fourier exponencial como por la serie de
Fourier en senos.

Demostracion. Veamos primero por la serie exponencial. De la notacion plantilla para el
operador L, en (1.2.17) tenemos

-1
L] = - 2e+1) —-¢ ycomo B = A, — L,
-1
(' -1
B/1] = € 2w!'-1)(e+)) &
—(w™' =1

tenemos ahora que

1 1 2
> Biexpj®) = > Y, BiGrj2)expli ), jab)
jezd Nr==1 ja==1 a=|
= cexp(i(-1,0).(6,62) - (w™' = Nexp(i(0,~1).(61,6,)) + 2(w™ = I)e + 1)
+(w™' = Dexp(i(0, 1).(8,, 62)) + £ exp(i(1,0).(61, 6))
= 2ecos —2(w! —1)cos 6, +2(w™ ' = 1) e+ 1)
| | 2
> arWexp(ije) = Y Y AiGr,j2expli ), jaba)
jezd Si=—1j2=-1 a=1

= —wlexp(i(0,-1).(6),6,)) + 2w ' (1 + &) — w™'exp(i(0, 1).(6,, 62))
= 2w ' cos, +2w (1 +¢)
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A6) =
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gcos 0, —(w' = Dcos O + (W' = 1)e+1)

WE cos 6,
1 + &£—cos6,

—w™! cos 6, + w(1 + &)

+1l-w

Ahora haciendo uso de la serie de senos de Fourier usando la ec.(4.3.34)

d

DB | cos aba

jeNg a=1

d
25 AN ] [ eos jaba
jgNg a=1

delaec.44.8ylaec.4.4.9

A(6)

De esto notamos que

1 I 2
Z Z By (1, j2) l—lCOS JaBa
=0 j2=0 a=1
71=0 Jr=1
——
2722(e + 1)(w ™)) + 27" (=(w™" — 1)cos 6,) + 27" ecos 6,
j2=_0;ﬁ=2 j2=|;ﬁ=| j2=0=9ﬂ=|
2! [(s + D™ = 1) = (v = 1)cos 6, + ecos 9,]

D ’(m'l — 1)+ 1 —cos 6;) + ecos 9|I (4.4.8)

1 1 2
DD 4G | ] cos jaba
11=0 j2=0 a=1
=0

w™' 2722(e + 1)) + 27 (~cos 6,)

—_——— — —_

J2=0=p4=2 J2=1=p=1

w27 1 + £ - cos6,] (4.4.9)
tenemos en (4.3.34)
Pl [(m‘l — 1)(& + 1 —cos 68,) + ecos 9.]

w1271 + € — cos6,]
wecos 0,

—_——tl-w
1 + £ —cos6,

[A(7,0) =1, siw=1

y al parecer tenemos un mal suavizador. Es sorprendente pues que cuando € | 0 en (4.4.4)

y w = | tenemos A = 0, o sea el método alcanzar la solucion exacta. Esta aparente con-

tradiccion es resuelta cuando se toma en cuenta las condiciones de frontera.
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Notar que A(0) es real y consideremos el caso cuando 6, > 0 ( Ver figura (4.5))

bAY
D
=t
Sr
/2
2x/N
an/N /2 s

Figura 4.5: Area de @

—we sen 6, wecosO, senb,
1 +&—cos8,” (1 +&—cos8)?|

[ da oA ] (4.4.10)

36," 86,

Ahora, cuando 6 € @ tenemos que A(f) alcanza su maximo en la frontera de @° (00P)
o cuando (4.4.10) se anula, o seacuando 8; = 0,71y 6, = n/2, . Suponiendoque n, =n, = n

definimos y = 27/n € 80P luego

PD = méx{|/{(0) 10 € G),D

} = max {|A(x, 7/2), A(m, )|} .

Si w = | tendremos

>
=A(m, )| = —— .
po = TN = T oo

donde y = 2x/N . Como n — oo tenemos que

(4.4.11)

asi tendremos
limpp = 0.
ol0 PD
Un mejor suavizador se obtiene variando w. Determinaremos ahora el valor optimo de w

no para pp sino para p. De nuevo el valor maximo de |A(8)| se da sobre la frontera.

p = max {JA0, 7/2)], |A(x, O)|} = méx{ | — T%Z’ - Zwl} . (4.4.12)



128

Buscamos que p < 1 entonces 1 — 7%= < 1 y |l - 2w| < | de ello se tiene que 0 < w < 1.

Encontramos que el valor 6ptimo de w que minimizara la ecuacion (4.4.12) es dado por

w_2+2s
T 3+2¢

(4.4.13)

En este caso tenemos p = p. Vemos ademas que para 0 < £ < 1 tenemos 2/3 < w < 4/5.

Asi que el valor 6ptimo de w es dependiente de €. De acuerdo a (4.4.13) y (4.4.12) tenemos

que
~ 1+2¢
= 44.14
=3V 2 (4.4.19)
De acuerdo a (4.4.13) y eligiendo w = 0,7 obtenemos
— 0,7
p= méx{l - -—-’—;0.6} (4.4.15)
l+e¢

lo cual muestra que
Observacion 4.4.5. Con Jacobi Lineal tenemos un suavizador aceptable para todo 0 <
€ < |, con un w, e-independiente.

La ecuacion (1.1.5), para el cual el analisis fue hecho, corresponde a8 = 0 en (1.1.4).
Para B = n/2 el método de Jacobi lineal vertical amortiguado no trabaja bien, luego un
Jacobi lineal horizontal amortiguado deberia ser usado. El caso general puede ser tratado
por un Jacobi Alternante: Una lineal vertical y luego un Jacobi horizontal. Cada paso es

amortiguada separadamente con un valor w.

4.4.2. Suavizacion de Gauss Seidel

Ecuacion de difusion Anisotrépica - Gauss Seidel puntual

Iteracion de Gauss Seidel Puntual es aplicado a la (1.1.4) con ¢ = 1, s = 0 corresponde

a la separacion

0 1
[A/1=| - 2(e+1) O, [Bi]l=[A4]-[L]=|0 0 ¢ (4.4.16)
-1 0
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Proposicion 4.4.6. El factor de amplificacion es dado por:

e’ + %

A(0) = —ge”0 + 2 + 2 — e~

(4.4.17)

Demostracion. Procedemos de manera similar a la proposicion 4.4.1. En este caso tenemos
que la suposicion II de la seccidon §4.3.8 no es satisfecha por lo que la serie de Fourier de
seno no es aplicable.

1 1 2
D B Wexplije) = Y. N BiGr,j2)expli ) jaba)

jezd Ji==1 ja=—1 a=1
= gexp(i(1,0).(61,6,)) + exp(i(0, 1).(61, 6,))

| | 2
D A exp(ije) = D D" A1 G j2expli ) jaba)
jezd Jr==1 ja==1 a=1
= —& exp(i(—1,0).(61, 62)) — exp(i(0, —1).(61, 62)) + 2(1 + &) exp(i(0, 0).(6,, 62))
luego de (4.3.30) obtenemos (4.4.17) ]

Proposicién 4.4.7. Para € = 1 (Ecuacion de Laplace) tenemos

(4.4.18)

Demostracion. Sea A(f) = % con N = €€ + % y D = —ge™™ + 2¢ + 2 — &7 luego
tenemos que para cualquier €

NN
lef = —
DD
_ 1 +€ +2€ cos(6, —6,)
T 5+8e+5€—4€(1+¢€)cos(6)+2€e cos(6) —6)—4 cos(62) — 4 € cos(6,)
(4.4.19)
parae = 1
B 2(1 + cos(6, — 67))
~ 2(9 - 4cosb, + cos(6, — 6,) — 4cos(6>))
B 1 + cosB
9 - 8cos§cos§ + cosf
cona =6, + 6, y B =6, — 6,. Por simetria analizaremos para a,8 > 0. Tenemos
IO 4dsen(2)cos()(1 + cos,
Ic’i(a)l = (2) GX p) =0, para sen(%)cos(g) =0 (4.4.20)

(9 - 8cos§cos§ + cosﬂ)2
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Estodaa =06 a = 27 6 8 = x. Para 8 = 7 tenemos un minimo: |4> = 0. Con a = 0
tenemos
cos2(§)

O = ——=—
(2 - cos(g))2

que alcanza un maximo para 8 = 2x, por ejemplo en la frontera ®,. Con a = 27 estamos
también la frontera de ®,. De esta forma, el maximo |A(0)| es alcanzado en la frontera de
®,. Tenemos

n B 1 + sen6,
A=, 60)| = ,
I (2 2) 9 + sen6, — 4cos6,
de ello
A|A(n/2, 6,))? 8cos(6;) — 4(1 + sen(6,)) .

06, 9 — 4cos(6,) + sen(6;) St cos(6;) ( sen(6,))
oseabh = =566, = xcos~'(4/5). El mayor de los maximos es obtenido para 6, =
+cos~'(4/5). Para el extremo de |A(r, 6,)| tenemos anidlogamente

1 — cosé,
2 _
IACr, 62)I" = 13 + 5cos6;’
de ello
8sen(6;)

=0; si
(13 = 5cos(6,))?

o sea 6; = 0. Puesto que A(6y, 6;) = A(682, 6,) no es necesario estudiar |1(6,, 1/2)| y |1(6,, )|
De ello tenemos (4.4.18). m]

Observacion 4.4.8. Notemos que

|

im0 =l 5

por lo que un suavizador de Gauss Seidel puntual no es un suavizador robusto para la
ecuacion de difusion anisotropica.

Veamos lo que ocurre con un semi mallado.

Proposicioén 4.4.9. El factor de amplificacion es

p< \,% (4.4.21)

para el suavizador definido por (4.4.23) con un semimallado en la direccion y.
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Demostracion. De (4.4.19) se puede escribir

5+8€c+5€>—4¢€ (1 +¢€)cos(6))+2e cos(8, —6,) —4 cos(6,) — 4 € cos(6,)
1 + € +2€ cos(6, —6,)
1+ € +2€cos(6), —6,) +4(1 + &)1 + £ — ecos(6;) — cos(6;))
1 +€ +2€ cos(8; —6,)
= 1+2(1 +&)u(b) (4.4.22)

con
2(1 + £ — ecos(6,) — cos(6,))

1 +€2+2€ cos(f —6,)

H(6) =

En este caso, es decir de un semimallado, 6,_, esta dado en la figura (4.2).Tenemos por un
lado

1+€+2€ecos(@ —Q) <1+ +2e=(1 +¢)?

y por otro £ — £ cos(6,) = 0 y sobre ©,, tenemos lo siguiente: 6, € [—x, —7/2] U [n/2, 7]
asi —1 < cos(6;) < 0. Luego

2(1 + £ — ecos(6,) — cos(6,)) S 2
(1 + €)? (1 +e?

u(6) 2

De este modo de (4.4.22)
1+¢ 1

<
) < T

4 T
1+_] -
1 +¢

De la proposicion anterior podemos observar que:

Observacion 4.4.10. Con un semimallado en la direccion y se obtiene de la proposicion
4.4.9

- 1 =
limp=— limp=1
c—aop Vg c—’oop
Lo que establece que para € < | se tiene una buena suavizacion, pero para € > 1 uno
deberia escoger un semimallado en la direccion x. Se podria tener en casos practicos que
€ < | en una parte del dominio y € > 1 en otra, luego un semimallado nos da un método

robusto con este suavizador si la direccion del semimallados son variados en el dominio.

La figura (4.6) muestra A(0) para el caso £ = 0,1, para el cual p = 0,83
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03

04

05

oo
0.7

09

03

. s
-x/3 [ L] L]
o

Figura 4.6: Factor de convergencia A(6) usando relajacion de Gauss Seidel con ordenamien-
to lexicograficoy € = 0,1

Ecuacion de difusién Anisotrépica - Gauss Seidel Lineal

La iteracion Gauss Seidel lineal vertical avanzado para la ecuacion de difusion anisotropi-
ca (1.1.5) corresponde a la separacion con ¢ = 1, s = 0 corresponde a la separacion
-1
(Ai]1=]| - 2(e+1) 0|, [Bi]=[4]1-[L]= (4.4.23)
-1
Proposicion 4.4.11. El factor de amplificacion es dado por:

ge'®

A(0) =
( ) —se'm‘ +2e+2-=-2 COS(GZ)

(4.4.24)

Demostracion. Como antes tenemos que la suposicion 1l de la seccion 4.3.8 no es satis-
fecha por lo que la serie de Fourier de seno no es aplicable. Luego

D" Bi(explijo) = &expli(1,0).(6,6,))
jezd

Z Ay (exp(ijo) = —€exp(i(—1,0).(6,,62)) —exp(i(0,—-1).(6,,62)) + 2(1 + €) exp(i(0, 0).(6y, 6,))
jezd
—-exp(i(o- l )'(gl ’ 02))
= —ge' 426 +2 - - ™
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luego obtenemos (4.4.24) O

Proposicion 4.4.12. El factor de amplificacion de (4.4.24) es

p = max

t (2 .\
%,(;H) l (4.4.25)

{ e[e? + 2 +26—2 cose)?| "
PD =

- 4.4.26
€ [(2 +2¢€— € cos(®)’ + € sen(cp)Z] " ( )

congp =2n/N =2rnhy h=1/N.

Demostracion. Similar a la demostracion de la proposicion 4.4.9 trabajamos con |A(6)

Sea A(0)

l—2

=X conN =€ yD=—ge™® +2e+2—e® — &% luego tenemos que para

cualquier €

NN =
DD =

&

6+8e+ 56 —4de€cos(6)—4€ cos(6;) — 8 cos(6,) — 8 € cos(6;) +

4 € cos(6)) cos(6;) + 2 cos(2 6,)

6+8e+Se—8 (1 +e€)cos(8y) +4e cos(8) (—1 — € + cos(6;)) + 2 cos(2 6;)
4+8e+4€ —4€cos(8)—4€e cos(8)) + € cos(6,)* — 8 cos(6,) — 8 € cos(6,) +
4 € cos(6;) cos(6;) + 4cos(8,) + € sen(6,)?

(2 +2€— € cos(6)) — 2 cos(6)) + € sen(6,)?

de ello tenemos

2 DD (2+2e—¢€cos(6)— 2 cos(f))* + & sen(6,)*
O™ = — =
NN &?

El min l|/1(9)|‘2 :0€ @,D] es determinado como sigue. Necesitamos considerar sélo 6, > 0.

Tenemos

_ 4 [2 +2€—€cos(6) — 2 cos(6;)] sen(6)

e? 0




134

s6lo para 6, = 0, x. Asi el minimo es alcanzado en la frontera de ®°. Eligiendo por simpli-
cidad N;; = N;; = N, y definiendo ¢ = 2xr/N. tenemos entonces que

€+ (2 +2e—2 cos(p))?

PTG = = |A(n/2, 972, (4.4.27)
W o)t > Br2eT€ COS(G"Z’))Z + € sen@’ o, (4.4.28)
et = Br3e _:; cos())’ , R3¢ "Gf Cos@)’ _ | 1r. o)l4.4.29)
@, a2y = Lr2e-¢ °°S(z‘2))2 € sen@) | a2, (44.30)
(/2,601 2 |An/2,0)7, (4.4.31)
oo > (4+2e—¢ cos(:;))z + € sen(p)’ _ o, D @4.32)

Se puede observar numéricamente que para

1+ V5 .
< 2\/_ el minimo es|A(/2, ¢)|2, entonces de (4.4.27)
po=£[e? +(2+2€ -2 cos(p))?] " (4.4.33)
1 ) .
£2> +2‘/_ el minimo es |A(¢p, n/2)7%, entonces de (4.4.28)
-1/2
pp = €[(2+2€— € cos(p))? + € sen(e)?] (4.4.34)
:’:;a ;:3)< 1-*-2‘/—3 si N — oo, 0 sea ¢ — 0, podemos aproximar: cos(¢) = 1 — 5’2—1 y para la ec.
4.33) por
40 " il
Pp = |5+ —-6—- + -6-2— =|1+ (2 + ?) ] (4.4.35)

y vemos que el comportamiento de pp cuando € = 0y A = 1/N — 0 depende de ‘“;—2 =

fﬁc’—'—z. De otro lado el comportamiento de |A(6)| sobre la frontera de 6,, se encuentran
simplemente dejando ¢ — 0, o sea, para las cotas inferiores de las ecuaciones (4.4.27)-
(4.4.32) son tienen respectivamente

|AO)172 = {5,

2 2 2
(2 +ze) 9, (2 +26) s, 4 +26) }
€ € €

de esto tenemos que

6)] < max {5~/ —i—}
M()l_max{s e

luego sigue (4.4.25) a
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De la ecuacion (4.4.35) conseguimos para h — 0 con ¢ fijo pp =~ p. Cuando £ — 0 con

h fijo obtenemos pp =~ 0. Por ejemplo,

1
con h = e 107 tenemos pp = 0,000414667
Observacion 4.4.13. Cuando € > | tenemos de (4.4.25) y de (4.4.26)

Ezl, PDzl

por lo que se predice una mala suavizacion.

Por supuesto que para € > 1| un Gauss Seidel lineal horizontal deberia ser usado.
Un buen suavizador para un arbitrario £ es un Gauss Seidel lineal alternante. En tal caso
tenemos que

A(6) = 1(6)A,(0),

con las subscripciones z y v referido a un Gauss Seidel lineal horizontal y vertical, respec-
tivamente. De este modo

P < p:Pvs Pp < PDz PDv- (4.4.36)
Tenemos A.((6y, 6,); €) = A,((62, 6,); 1/€). Puesto que O, » €s invariante cuando 6, y 6, son

intercambiados tenemos p,(€) = p,(1/¢), asi de la ec.(4.4.25) que
_ 1
p:(£) = max [-—,(23 + )7, (4.4.37)
Vs

Luego tenemos
Proposicion 4.4.14. Para un Gauss-Seidel lineal alternante tenemos
0<e<(V5-1)/2 : p<5'?Qe+1)"!
(V5-D2<e<(V5+1)2 : p :
e ( 2 ,)"
£

Observacion 4.4.15. Luego tenemos que Gauss-Seidel lineal alternante es robusto para la
ecuacion de difusion anisotropica (1.1.5).

IA
Wi

(4.4.38)

(V5+1)/2<e : p

IA
v
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L)
L]

oe

Figura 4.7: Factor de convergencia A(6) para la ecuacion modelo (1.1.5) usando relajacion
Gauss Seidel lineal vertical con € = 0,1 y (4.7(b)) € = 10 (Ver [10, §4])

Podemos apreciar este comportamiento en las figuras (4.7) mostramos las curvas de
nivel del factor de convergencia A(f) para € = 0,1 y £ = 10. De ello debemos considerar
usar una relajacion Gauss Seidel por linea pero en la direccion X cuando se tiene £ = 10.

Observe que cuando £ = 10 tenemos p = (1,2)~! = 0,833.

4.4.3. Suavizacion de Gauss Seidel Red-Black

El analisis de Fourier del método de suavizacion Gauss Seidel Zebra y Red-Black, nece-
sitan de un tratamiento especial, porque los modos de Fourier (6) como es definido en la
seccion 4.2 no son invariantes bajo estos métodos iterativos, pero si para ciertos subespa-

cios generados por sus combinaciones lineales.
Matriz de amplificacion

Para el caso bidimensional asumiremos que N;; y N;2 son pares, tenemos entonces
(4.4.39)

con

J=UnJ2s Ja=0,1,2,--- [ Nyg— 1 (4.4.40)
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Figura 4.8: Regiones de 6',6%, 6, 8* donde e € ®

0O = l(olo02), Oy = 2”ka/Nl.a’ ka = —Mg,—Mg," - ,Mg + l] (4441)

donde my, = N, 4/2 — 1.
Dividimos ® en cuatro conjuntos excluyentes definidos por 6', 8%, 8 y 6* (Ver la figura

(4.8)) como

(4.4.42)

¢ =6 - 0
sign(6))n

sign(0) = {

donde
-1 <0

1 6>0
Note que O casi coincide con el conjunto de nimero de ondas suaves ®, definido por
(4.3.18) y ademas los &° para s = 1,2, 3,4 generan los cuatro subespacios invariantes.

Observacién 4.4.16. Tenemos que  (6) = 7% = €71% 2% | De otro lado se cumple para
todo & € R? podemos tener 6 € [—r, r)? tal que 6 = 6 mod 2r con

‘/’1(0) - eijﬂ — elj(0’+2m7r) — ijB’eZIjrmr — eijo‘ — '1/1(9')
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Veremos que el S pan {n//(()' ), W(6%), y(8), (//(6“)} es dejado invariante por los métodos con-
siderados en esta seccion.
Sea
w(o')
w(6%)
W ()
w(6)

La representacion de Fourier de una funcién malla periddica arbitraria (4.2.15) puede ser

®(6) =

escrito como

uj = Z cT¥(6) (4.4.43)

A€V

con ¢y un vector de dimension 4. Si ahora tenemos un error antes de la suavizacion

(4.4.44)

entonces luego de la suavizacion estara dado por
g' = (A0)co)"P(6), (4.4.45)

con A(f) una matriz de 4 x 4, llamada matriz de amplificacién. Si se usa una relajacion
SOR, entonces

A@6) = wA(B) + (1 — w)! (4.4.46)

donde w es una parametro de amortiguamiento de relajacion e / es la matriz identidad. La

matriz de amplificacion A(6) puede ser determinado segun los siguientes pasos:

1. Escribir la ecuacién para el error de un paso (color) de una iteracion completa para

el suavizador.
2. Combinar la ecuacion del error para ese paso en una expresion.

3. Evaluar la expresion combinada para cada uno de los subespacios invariantes.
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4. Escribir la ecuacion que exprese el coeficiente de Fourier del n-€simo paso cj en
términos del coeficiente de Fourier inicial ¢J, que es relacionado con el paso de la

matriz de amplificacion: ¢ = A(6)c).
S. Hacer lo anterior para cada paso de una iteracion de suavizacion completa.

6. Multiplicar todas las matrices de amplificacion de cada paso para conseguir la matriz
de amplificacion del suavizador, donde se expresara los coeficientes de Fourier c; en

términos de ¢J: ¢} = A(6)c).
El factor de suavizacién

El conjunto de numeros de onda ®; ha sido ya definido por (4.3.18). Comparando con

®; definido en (4.4.42) se tiene que los modos de Fourier oscilatorios
w(@), w(), w(6"),
mientras que el modo de Fourier suave es representado por
w(6'), exceptocuando 6} = —n/2 6 6} = —n/2,

tal como se puede observar en la figura (4.8). Usamos el operador proyeccion sobre el
espacio generado por los modos de Fourier oscilatorio para poder asumir la eliminacion de

los modos suaves. Luego éste puede ser representado por la siguiente matriz diagonal
6(6)

Q(0) = 1 (4.4.47)

con

NS

(4.4.48)

1 6=-%2 6 6, =-
6(0)= 1 2 2
0 en otro caso
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Luego damos una nueva definicion de factor de suavizacién de Fourier

p = max (x(Q(0)A(0)) : 6 € Oy} (4.4.49)

con y el radio espectral.

Para problemas con condiciones de frontera de Dirichlet, podemos hacer como antes,
pero los numero de onda del tipo (0,6}) y (6;,0), s = 1,3,4 no son tomados en cuenta
(notamos que 82 = 0 no puede suceder), o sea los elementos correspondientes de cq son

reemplazados por cero. Esto puede ser implementado reemplazado QA por PQOA con

p( 0 0 0
0 1 0 0
P) = (4.4.50)
0 0 p36 O
0 0

donde

0 6 =0(asi6 =0)

0 6,=0y/06,=0
pi(6) = {
| en otro caso

1 en otro caso

p3(6) = {

0 02=O(asi9°=0)
pa(6) = { ?
1 en otro caso

La definicion de factor de suavizacion en el caso de condiciones de frontera de Dirichlet

puede ahora ser dado como :
pp = max (x(P(6)Q(0)A(6)) : 6 € O} . (4.4.51)

Analogamente a (4.3.21) un factor de suavizacion independiente del grosor de malla p es

definido como
P = sup {X(QO)A©®)) : 6 € O, } (44.52)

— 2
con ®;, = (—%, !-2') .

Antes de continuar , necesitamos del siguiente teorema.
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Teorema 4.4.17. Para cualquier 0 € [—n,n)y j € Z*,

j(6-1) _ e’ . j par
e = { —e | impar (4.4.53)
Demostracion.
10 = cos [j(6 — n)] + i sen [j(6 — m)]. (4.4.54)
Si k es par, entonces
/™ = [cos j(6)] + sen(j6)O] + i[sen j(6)i — cos (j6)O)
= cos j(0) + i sen (j6)
= e,
Si k es impar, entonces
€16 = [cos j(O)(— 1) + sen UG)O] + i[sen J(O) — 1) — cos (j6)0]
= —cos j(6) — i sen (jO)
= —ef
a

Gauss Seidel Red-Black

Sea L, tal que tiene una notacion plantilla de cinco puntos dada por

Definamos los puntos (J;, j2) con j; + j, pares para los puntos rojos y los restantes para los
negros. Estudiaremos Gauss-Seidel Red-Black con amortiguamiento. Sea £° el error inicial
, £'/2 el error luego de un paso en los puntos rojos, €2/ el error luego del paso en los puntos

negros, y €' el error luego del amortiguamiento con el parametro w. Entonces tenemos

13 _ _ (e 0 0
& = (S &t We;,

e}” — 5?’ J1 + j2 impar
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La relaciéon entre £2/3 y £'/3 es obtenido de (4.4.55) intercambiando los pares con los im-

pares, es decir

2/3 _ 173 1/3 1/3 1/3 . .
g = —(S.Sj_‘e2 + PVEJ.__",l + E€j+e| + N£j+e2)/C, Ji +Jj2 impar (4.4.56)
2/3 1/3 . . s
gj/ = gj/ , Jivt 2 par
El error final &' es obtenido por
(4.4.57)

Sea la representacion de Fourier de £* , @ = 0, 1/3, 2/3, 1 es dado por

e = Z C;‘Pj(g)

0e©y

Si s? =y;(6°), s =1, 2, 3 0 4, entonces de (4.4.39) tenemos

1B = (S Ujee(8) + W) + EYjue () + Njuer(8)) /C, js + Jo par

E
J
= —(S ey (8) + We Ty (07) + E €%y (07) + Neiy (6)) /C
= —(Se™+We i + Ee® + Ne)y,(6)/C
FWi(G), j,+] ar
8}/3= (6 )Y ,(6) _/.l _1.2 P (4.4.58)
¥ i(6°), Ji + j2 impar
con
uO) == (Se™® + We™ + Ee™ + Ne) /C. (4.4.59)

Deseamos combinar la expresion para los puntos rojos y negros de la ecuacion (4.4.55).
nosotros ya tenemos ¢ ;(6'), pero necesitamos afiadir uno o mas de otros sub-espacio para
crear una combinacion lineal que nos produzca una expresion simple. Si tomamos 68— para
todos los angulos cuyos indices son estan involucrados en el disefio del modelos coloreado
(Red- Black, Cuatro colores, zebra line, etc.), j,, jo» en este caso, conseguimos un sub-
espacio adicional que necesitamos para una combinacion lineal. La expresion simple de la

combinacion lineal es:

(4.4.60)
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Usando el Teorema 4.4.17 podemos encontrar los valores de 4 y de B.

A+ B =u6) , paraj, +j, par
A-B =1 , paraj, + j, inpar
de ello da

1
4 = 50 +u(8)

1
B = —(u6)-1),
S () - 1)
y asi tenemos
1 PR
6}/3(99) = 5(] +y(0s))er019{+120;) + -;—(p((?’) _ l)ei(jl(oi—n)+j2(0;—n))- (4.4.61)

Definamos
m = p(6), 2 =(S e - We ™ - Ee® + N®)/C

Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa-
cios invariantes (Para ello basta tomar el caso particular cuando 6' € (=% 0]? de tal forma

que sign(8}) = -1y sign(6}) = —1)
s}/3(9|) — %(l +#(91)) elnoi+ns] 4 _;_(#(91) _ l)ei[j.(e}—n)»,j;(o;-n)]

1
= %(l +H)Y(6') + 5 (11 = DY) (4.4.62)

(4.4.63)

con 6* = (6} + m, 6, + 1) y puesto que

Se®+We '+ E&f + N

l‘(gz) S C L

8}/3(03) _ —;—(l +l1(03)) elne+n%] 4 _;_(#(03) _ l)ei[jn(e?-n)ﬁz((?;—ﬂ)]

= -;-(1 + )y (6°) + %(m - Dy (6%, (4.4.64)
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con & = (6},6) + 7) y puesto que

. S e + We + Eei + N &% ~-S e + We ' 4+ E e — ge® 3
u@’) =— C =- C = p(60°)

£,°(6% -;—(l + p(h)) elot+n] 4 .;.(,1(34) — 1) lint-nene-n]

1 1
= 5= )W (6%) — S0 + Dy (8), (4. 4. 65)

con ¢* = (8} + &,6)) y puesto que

Se %+ We it + E e + N
w6y = - - =

Ahora podemos expresar el coeficiente c",’ 3, para el primer paso intermedio en términos del

coeficientes de Fourier. Esto es realizado uniendo los coeficientes correspondientes a cada

uno de los cuatro subespacios invariantes conseguidos c)

1= =1-pm 0 0
c,',ﬂ:l g UL 0 0 l, 6€0; (4. 4. 66)
2 0 0 L+, —1—y
0 0 —1+p2 1—112

Si los puntos son los negros el tratamiento es similar.

(4.4.67)

2 = w(@Wi(6°), j + j» impar
! v i(6), ji + Jj>» par

con u definido en (4. 4. 59)La ecuacion puede ser escrita como una combinacion lineal,
como fue conseguido para el primer paso intermedio, o sea:

(4. 4. 68)
Usando el Teorema 4. 4. 1’ podemos encontrar los valores de 4 y de B.

A-B=p6) , paraj, + j, impar

A+B=1 , paraj, + j, par
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lo que da

1
A = 5(1 + 1(0))
1
= - 1_ 0 £
B 2( H(6))
y asi tenemos
&) = %(1 + u(6°)eU 1% 4 %(1 — p(6%))e V1 Cm G, (4.4.69)

Puesto que u(6°) para s = 1, 2, 3, 4 son los mismo como para el primer paso intermedio, ten-
emos los mismo u; y u;. Ahora procedemos a evaluar el error del segundo paso intermedio

para cada uno de los cuatro subespacios invariantes
l . (] . 1 1 - . 1 . 1
2/3 01 ! INY i[16!+126 1 ! (8! —m)+ja(6-)
£/°(8) = 2(1 + (6 ))e[ 16]+j26}] > (1 — (8 ))el[ll 1 =)+ j2(63-m))

1 1
= 5a +) (0 + 5 (1 — ) y(6%) (4.4.70)

4.4.71)

85/3(93) = % (l + ;1(93)) elha+n%] 4 %(] - /1(93)) &6 -m+jx6-m)
= %(1 + )y y(6) + %(1 — )W (6%), (4.4.72)

85/3(04) — % (l + y(g“)) eili161+i28) 4 %(l _ #(04)) ei[jn(ﬂ‘,'—rr)-’-jz(ag—x)]

1 1
= (=) (8") = 502 + Dy(6), (4.4.73)

2/3 |

El coeficiente de fourier c,/> en términos de c}/? es

l+m l+um O 0

L= 1- 0o 0
) i, 0e oy (4.4.74)
2 0 0 l+puy 14+

0 0 1=y | =y
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/3 en términos de ¢9 por substitucion de c;/ 3 en la ecuacion

Finalmente, podemos expresar c,z,
(4.4.74) para conseguir la matriz de amplificacion de Gauss Seidel Rojo-Negro A(6) la cual

es dada por la siguiente relacion:

(=) = (1 + ) 0 0
A = 1 (=) (=1 +m) 0 0 ‘ (4.4.75)
2 0 0 (1 + p2)  —pa(1 + p2)
0 0 H2(1 = p2)  pa(=1 + p2) |

Incorporando el paso de amortiguamiento tenemos:

ch = [wA) + (1 — w)I] Y. (4.4.76)
Luego
pro (1 — ) —pop (1 + ) 0 0
1 1 — -1 0 0
P(9)Q(0)A(9)=5 (1l =) m(=1+m)
0 0 papa(l + p2)  —pypa(l + p2)
0 0 Papo(l — p12)  papra(—1 + 1)
(4.4.77)

Los valores propios de PQA son

Al =0
20 = 1 (1 + ) + - D],
2(60) 3 [P 6(1 + ) + gy (g = 1)) (4.4.78)
A360) = 0
40 = 3m2|p3— pa+ 2Py + pa)l
y los dos tipos de factor de suavizacion de Fourier son
P, pp = Max {lwA(0) + 1 — |, |wA(0) + 1 — w| : 6 € Of) (4.4.79)

donde p; = p3 = ps = 1 en (4.4.78) da p, y escogiendo p,, p3, pa como fue definido antes
de la ecuacion (4.4.50) da pp en (0, 0).
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Observacion 4.4.18. Con w = 1 tenemos p = “‘- para la ecuacion de Laplace [12]. Esto es
mejor que Gauss Seidel Lexicogrdfico, para el cual p = % (§4.4.2,(4.4.18)). Es mas Gauss
Seidel Red-Black se presta bien para la computacion paralela y vectorizable ([17, p. 152]).

En el cuadro (4.1) se aprecia la proximidad entre p y pp y la minima diferencia entre
los valores w = 0,7 y w = 1,0. Se muestra que Gauss Seidel Red Black no es robusto para

problemas anisotropicos.

B =0°
w=10 w=0,7
£ P PD P
1000 0.99800 0.98981 0.99860

100  0.98033 0.97088 0.98621
10 0.82645 0.81851 0.87851

1 0.25 0.24760 0.475
0.1 0.82645 0.81852 0.87851
0.01 0.98030 0.97088 0.98621
0.001 0.99800 0.98981 0.99860
0.0001 0.9998 0.99249 0.99998

Cuadro 4.1: Factor de Suavizaciéon p y pp con Gauss Seidel Red Black para la ecuacion
difusion anisotropica con 8 = 0 discretizada de acuerdo a (1.2.17); N = 64 con (w = 0,7) y
sin amortiguamiento

En el cuadro (4.3) se ha variado el angulo de rotacion B y se ha discretizado segun
(1.2.19), viéndose que a medida que el término mixto es mas significativo el suavizador

tiene un mejor factor de suavizacion.

4.4.4. Suavizacion de Gauss-Seidel Zebra

Sea L, tal que tiene una notacién plantilla de nueve puntos dada por

NW N NE
(L1=| w C E (4.4.80)
SW S SE
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w=0,7
(1.2.17) (1.2.19)

£ P B P
1000 0.610904 45 0.475
100  0.609047 45 0.475
10 0.591363 45 0.475
1 0.475 cualquiera  0.475
0.1 0.316568 45 0.475
0.01 0.300264 45 0.475
0.001  0.300003 45 0.475
0.0001 0.3 45 0.475

Cuadro 4.2: Factor de Suavizacion p con Gauss Seidel Red Black para la ecuacion difusion
anisotrdpica rotada con 8 = 45° discretizada de acuerdo a (1.2.17) y (1.2.19); N = 64

Relajacion Gauss Seidel X-Linea

Considerando una suavizacion zebra horizontal con amortiguamiento. Definamos los
. . . .

puntos (j;, j2) con j, par para los puntos rojos y los puntos restantes negros. Sea £° el error

inicial, &'/ el error luego de un paso en los puntos rojos, £2/* el error luego del paso en

los puntos negros, y &' el error luego del amortiguamiento con el parametro w. Entonces el

primer paso intermedio es

Wels +Cel* + Eell = —(SWel_, _, +S&,, +SEE,, , +NWe, . +N&,, +NES,, .. )
J2 pa
g = &), J» 1mpa

(4.4.81)

donde e; = (1,0) y e, = (0, 1). El segundo paso intermedio sera:

1/3 1/3 /3 _ __( 0 0 (] 0 0 0 )
We, o, +Cej” + Ee;,, = SWEj o o, +SE; o +SEE, o+ NWe;_, e, + Nej,., + NEgj,, .o,
j» impa
13 0 i pa
o € J2 P

(4.4.82)
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p w=07vy (1.2.19)
£ 0° 15° 30° 45°
1 0.25 0.475 0.475 0.475
0.1 0.826446 0.8108 0.647469 0.475
0.01 0.980296 0.8982 0.688569 0.475
0.001 0.998003 0.90822 0.69322 0475
0.0001 0.9998 0.90924 0.69369 0475

Cuadro 4.3: Factor de Suavizacién p con Gauss Seidel Red Black para la ecuacién difusiéon
anisotrépica rotada variando S discretizada de acuerdo a (1.2.19); N = 64

Sea la representacion de Fourierde € , @ =0, 1/3, 2/3, 1 es dado por

£ = Z clI'w(0).

0e©y

Si s? =y;(6), s =1, 2, 3 0 4, entonces tenemos de (4.4.81) con j, par (T'l = T2)

Tl =
= Wsj'./se'io' + Csj'./3 + Ee}ne"'a'
= g’ (We™ +C+ Ee™)
T2 = —(SWe), o, +S&), +SEE),, _, + NWE)_ ., + N, + NEES,,,..,)

= —(SWele O+ 4 § 270 4 SELIL/OR) 1 NWENH O+ 1 Neel™ + NEE)e ™)

= &) (SWeT @ 4 §e7O) 4 SESOE) 1 NWH O 4 N 4 NELO+))

de T'1 = T2 tenemos

y finalmente conseguimos

J2 par

(4.4.83)
J» impar
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con
SWe 0+ 4 § =i + SE ©~0) + NW &®=0) + N &% + p ei©+6)
We it + C + E et

Para hallar la matriz de amplificacion procedemos de manera similar a (4.4.61). Tratemos

() = - (4.4.84)

de combinar la expresion para los puntos que corresponden a las filas horizontales pares (/>
par) y las de filas impares (j, impar). Un sub espacio invariante a considerar es el siguiente:

span {c//j(G), |,11J'.(9)} con
(4.4.85)

invariante bajo la suavizacion zebra horizontal. Una expresion simple de la combinacion

lineal es:

(4.4.86)

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.83) y (4.4.86) podemos encontrar los
valores de 4 y de B.

A+ B =pu(@) , paraj, par
A-B =1 , paraj, impar
de ello tenemos
1
4 = 301 + u(0))
1
2
y asi tenemos
s}”(ﬂ‘) = %(1 + ”(gf))ei(jnl?{ﬂzoi) + %(#(07) _ l)eiU|0|+jz(0z-rr)). (4.4.87)
Definamos
mo = o),
Hy = (6 —m 6, —m)=pu(6) + 1,60, + 1)

SW e i0+0-21) 4 § o=i0r-m) 4 S F oiO1=0) 4 NW &lO2-61) 4 N i2=1) 4 N E O1+6:-27)

W e i®=-m 4 C + E eh-m
SW e l0+6) _ § o= 4 G F i01=0) 4 NW o620 _ N oi(2) 4 NFE i61+62)

“Wet + C—E e
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Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa-
cios invariantes (Para ello basta tomar el caso particular cuando #' € [0, g)z de tal forma

que sign(6;) = 1 y sign(6}) = 1)

(4.4.88)
donde
éﬂ¢>=%U+m§mmﬁmm+%wquyuwm@m
1 1
= S U+m)yiE) + 3 (2 = DY) (4.4.89)
(4.4.90)

puesto que 8 = (6),6) —n)y

SWe @D 1+ S =% + SE&G% + NW &% + N &% + NE G+
We ™ +C +E e
SW e 101+6-m | ¢ o~i(0)-1) 4 S E i61-6)+7) 4 NW ¢i0-7-6)) 4 N £i(63-7) 4 NE ¢i0)+63~m)
We ' +C +E e
SWe 0+ + § e 4 SE 00 4 NW -0 N &% + NE &@+8)
We +C + E e -

p@) =

(4.4.91)

1 (i 1 (i
8}/3(94) = 3 (1 +#(g4))el(110?+120§) o (”(94) - l)e:(no:mw;—n))

1

= S U=y ~ 3 G+ DY) (4.4.92)
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donde 6* = (6; — m,6)), u(6*) = —u, (la demostracién es muy similar a la ec.(4.4.91)) y

e(1Oi+7(@-m) = ij16l-m+26;-m) = 4(62). Luego concluimos que

1+ p, 0 =1 =y 0
1 0 1+ 0 -1 -
it = - - = P (4.4.93)
20 —1 4y 0 1 — 0
0 -1 + 2 0 1 —

Ahora procedemos andlogamente para el segundo paso intermedio de los puntos negros
(filas impares) del proceso de relajacion. El error después del segundo paso intermedio

puede ser obtenido como para el primer paso intermedio (ecuacion (4.4.83)), o sea:

o _ { w(@WA6), jo impar (449

! v;(6°), J2 par
con u(60) dada en la ecuacion (4.4.84). La ecuacion puede ser escrita como una combinacion
lineal, como fue escrita para el primer paso intermedio considerando ahora el espacio in-
variante span {w (6), ¢’,‘-(9)} con

Una expresion simple de la combinacion lineal es:
(4.4.95)

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.94) y (4.4.95) podemos encontrar los
valores de 4 y de B.

A-B =pu@) , paraj, impar

A+B =1 , pparaj; par

de ello tenemos

1
4 = 50 +u(6)

1
B = 5(1-u®)

y asi tenemos

() = %(1 + p(6%))e 1O+t 4 %(1 — pu(6°))Ur®r+i2er=m) (4.4.96)
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Ahora evaluamos el error del segundo paso intermedio para cada uno de los cuatro

subespacios invariantes. Procediendo similarmente al caso anterior tenemos

55’3(9‘) _ %(1 +#(91))ei(j.a:+j,a;) + %(l —;4(0')) &/()16] +j2(6;-m))

1
= S+ )P0 + 5 (1 - @) U@) (4.4.97)
1 oo 1 e
£Pe) = 5 (1 + u(6?)) Urfif) 4 : (1 — u(6?)) ¢UFi+n-m)
= S + 3 (= )Y E) (4.498)
(4.4.99)

1 (i 1 o
&) = 5(1 + (")) (ni+ne:) 4 5(1 - u(8")) & (161 +j2(85-m)

1 1
= S =m) Y ") + 5 (1 + )Yy (4.4.100)
Luego concluimos que
1+ 0 1+ p 0
1 0 1

Y TH e, (4.4.101)

211=y, 0 1=y O

0 1 =y 0 )

Combinando ambos pasos incorporando el paso de amortiguamiento tenemos.

c) = [wA®) + (1 - w)]cy (4.4.102)
con
(1 + 1) 0 (=1 =) 0
AO) = 1 0 (1 + p1) 0 H2(—1 — p2) (4.4.103)
2| —m(=1+p) 0 —m(1 =) 0
0 ta(=1 + p12) 0 —H2(1 — p2)
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Luego
o (1 + ) 0 P16 (=1 — ) 0
P(O)OO)A(B) = % 0 H2(1 + p12) 0 (=1 — 1)
=pai (=1 + ) 0 =py(1 — y) 0
0 —pap2(—1 + p1) 0 —pap2(l — p2)
(4.4.104)

Los valores propios de PQOA son

6 = 0
200) = L[piom (1 + )+ papny (=1 + o)l (4.4.105)
A3(6) = 0

40) = 32l + ) + papa(—1 + 1))
Los dos tipos de factores de suavizacion de Fourier son dados por (4.4.79), tomando A,, A4
de (4.4.105).

Proposicion 4.4.19. Para € = 1 (ecuacion de Laplace), w = 1 (sin amortiguamiento) y
P1 = py = pg = | (condiciones de frontera periodicos) tenemos

- 1
P=P=7
Demostracion. Parag =1, w =1y p, = p3 = ps = | tenemos
cos 6, cos 60,
0) = —————, 0) = ——————.
11(6) 2 — cos y 12(6) 2+ cos 6,

Tomando 6 € ®; tenemos que 6,,6, € [:2’5, g) luego tenemos si A, alcanza su maximo en la
frontera de ®; tenemos de (4.4.48) 6(0) = 1, entonces de (4.4.105)

A2(8) = 135(8).

Ahora sino ocurre eso tenemos que § = 0, o0 sea tenemos: A; = yf — ) y como 6, € O, 1,
es positivo, luego pf > pf — . Por lo tanto A, alcanza su maximo en la frontera, entonces

n 1
max (|4;(9)| : 6 € ©;) = méx {113(9) : 6 € @) = #f(—i, 0| = 3-
De otro lado con las condiciones dadas se tiene A4(6) = ;1%(0)
n 1
max {|2(6)] : € O} = méax (113(8) : § € O3} = ,15(—5,0)‘ =7

Asi es factor de suavizacion es p = p = % m]
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Proposicion 4.4.20. La suavizacion de zebra horizontal no es robusto para una ecuacion
de difusion anisotropica (Ver el cuadro (4.4)), y lo mismo es cierto para una zebra vertical

Demostracion. Para ¢ <« 1 y el angulo de rotacion 8 = 0 en (1.1.4) tenemos un fuerte
acoplamiento, es decir una fuerte anisotropia, en la direccion vertical, Asi una suavizacion
zebra horizontal no deberia trabajar bien. Tenemos

—cos 6,
0 = ,
#2(0) 1 +&+ £ecosb
asi que
asi
limp > 1.
&0

Adicionalmente, con ¢ = 27x/N, tenemos

de este modo
limp 21— o).

El amortiguamiento no nos puede ayudar aqui. De ello concluimos en nuestra proposicion.
D

B=0 B =90°
£ PD 14 PD
1 0.247608 0.25 0.24760
0.1 0.81851 0.125 0.125
0.01 0.97088 0.12476 0.12476
0.001 0.98842 0.12459 0.07112
0.0001  0.99020 0.12459 0.00997

Cuadro 4.4: Factor de Suavizacion con Gauss Seidel Zebra p, pp para la ecuacion de di-
fusion rotada discretizada de acuerdo (1.2.17); N = 64



156

Relajacion Gauss Seidel Y-Linea

Considerando una suavizacion zebra horizontal con amortiguamiento. Definamos los
puntos (j;, j2) con j; par para los puntos rojos y los restantes negros. Sea £° el error inicial,
£'/3 el error luego de un paso en los puntos rojos, £2/3 el error luego del paso en los puntos
negros, y €' el error luego del amortiguamiento con el parametro w. Entonces el primer

paso intermedio es

173 _
Sb‘,l-ﬁ, + Ce}” +NelD = - (S WeS_, ., + Wel_, +SE€),, ., +NWe)_, . +Ee),, + NEs?mm),
Jv par
&) Ji impar
(4.4.106)
donde e; = (1,0) y e2 = (0, 1). El segundo paso intermedio sera:
1/3 1/3 0
SE;_I_; + CSJ-/ + NSI-.{_Q = (S Ws_(;_ﬂ_ez + Wg?—g. + SE£?+e|—ez + NWS_?—-eﬁez + Es_(l)""el + NEsj+el+f-’2) i
J1i impar
g’ = &, i par
(4.4.107)

Para el primer paso intermedio tenemos la representacion de Fourierde e ,a = 0, 1/3, 2/3, 1

es dado por
ga = Z C,T;‘PJ(G)
Ae©,

Si 8? = y(6), s = 1, 2, 3 0 4, entonces tenemos de (4.4.81) con j; par tenemos

” SWe O+ 4 W =it 4 SE i@~ 4 NW @0 4 E &0 4 NE eH0r+0)
e =_g° . :
J !( Se +C + N e )

y finalmente conseguimos

& =l WA j:l - (4.4.108)
¥;(6°), ji impar
con
6) = _SWe0t® + We + SE e‘(f"-oz) + NW?i(w—O.) + Ee® + NE ei(0.+02)‘
Se® +C+ Net

(4.4.109)
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Para hallar la matriz de amplificacion procedemos de manera similar a (4.4.61). Tratemos
de combinar la expresion para los puntos que corresponden a las filas horizontales pares (|

par) y las de filas impares (j; impar). Un sub espacio invariante a considerar es el siguiente:

span {n// (0), ¢§(0)} con
(4.4.110)

invariante bajo la suavizacion zebra vertical. Una expresion simple de la combinacién lineal
es:

(4.4.111)

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.108) y (4.4.111) podemos encontrar los

valores de 4 y de B.
A+B =v(6) , paraj, par
A-B =1 , paraj, impar

de ello tenemos

1

A= (E6)
1

B = -2-(V(0)—1),

y asi tenemos
&%) = %(1 + (@)D 4 %(v«f) = 1)e O, SRl i)
Definamos
v = v(6),

Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa-

cios invariantes (Para ello basta tomar el caso particular cuando ' € [0, 2) de tal forma
que sign(6)) = 1 y sign(6}) = 1)
1 o 1 . .
6}/3(01) - 5 (l + V(al )) e‘(]lﬂ:*-}zﬂ;) + 5 (V(GI) = l)el(j|(0:—}r)+1205)

= %(1+v,)w,(0‘)+%(v.—1)./,,(94) (4.4.113)
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() = %(l+v(62))ei(1|0f+j29§)+%(v(92)_l)ei(h(ﬂf—zr)ﬂzo%)

= %(1 - 2)Y(6") - % (v2 + Dy (6) (4.4.114)

£ = %(l+V(03))e‘(fl"?+jzﬂi)+%(y(03)_1)e"(jn(”?-")+12"3)

= %(l +v2) Yi(6) + %(vz - Dy(8) (4.4.115)

donde W(@*) = —v, y UiBl-m+rf}) = (iU (6 -71-m+j26;) =y, (8'). Luego concluimos que

1+ v 0 0 -1 -
-v; -1 0
an- 1l 0 LS v cf. (4.4.117)
o2 0 —l-v; l+w 0
-1+ 0 0 1 —-w

Para el segundo paso intermedio tenemos la representacion de Fourierde e# ,a = 0, 1/3, 2/3, 1
es dado por
g“ =3 Z C;‘PJ(G)
0€B;

Si s?. = y;(6°), s = 1, 2, 3 0 4, entonces tenemos de (4.4.81) con j, impar tenemos

(4.4.118)

23 ) VEWE), Jji impar
’ vi(6°), Ji par

con W(8) de (4.4.109).
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Una expresion simple de la combinacion lineal es:

(4.4.119)

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.118) y (4.4.119) podemos encontrar los
valores de 4 y de B.
A—-B =v(0) , paraj, impar

A+B =1 , paraj, par

de ello tenemos

1
A = 5“ + v(0))
B = 2(1-ve),
y asi tenemos

(4.4.120)

Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa-

cios invariantes.

(4.4.121)

g6 = %( I+ (@) e(hfiend) 4 %(1 — W(6)) UG -m+583)
= %(l - V)Y (8) + % (v2 + Dy (6% (4.4.122)
donde v(¢*) = —v, y SN @-m+i26)) — (1O} -n-m)+j2(6}-1)) = Qi(/16}+/2(6}-M) — (6.
8;/3(93) — %(l + V(93)) ei(j|0?+j20§) + %(l _ V(93)) ei(j.(oz—n)+j;o;)

= %(l +v2) yy(6)) + %(1 —v2) Y(6%) (4.4.123)
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donde v(6®) = v, y (1@ -m+j28)) _ Li(ji(6)-m)+ja(6)-m) _ Wi(6?).
(@) = %(1 + W) e(1eiennf2) 4 %(1 ~ V(")) U @-n+i%)
1 1
= 50 —v|)¢,(94)+§(1 +vi)y,(0") (4.4.124)

donde v(6*) = - y (@ -m+j20)) — Hi()1(6)-n-m)+)26}) — W (8").

Luego concluimos que

1 +v 0 0 1+ v
1 0 1-v, 1- 0
2P = 2 R clhs, (4.4.125)
2 0 14v, 1+v, O
l -V O O 1 = Vi

Combinando ambos pasos incorporando el paso de amortiguamiento tenemos.

c) = [wA@®) + (1 —w)]c§ (4.4.126)
con
vi(l +vy) 0 0 vi(l +w)
0 1 + 1+ 0
A®) = ) vi(l +v2) vl +v2) (4.4.127)
2 0 va(—=1 +vp) V2(-1 +Vv3) 0
- vi(=1+w) 0 0 vi(=1+v))
Luego
piovi(l + vy) 0 0 piovi(1 +vy)
1 0 va(l + Vz) va(l + v,) 0
POOOAO) = 3
0 —p3va(—1 +v2) —p3va(—1 +vy) 0
—pavi(=1 +v)) 0 0 —pavi(—1 +vy) |
(4.4.128)

Los valores propios de POA son

A = 0

26) = F[piovi + pavi(vi = 1), (4.4.129)
A30) = 0

40) = 3[v2(1 +v2) + p3va(va = 1)]
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Factor de suavizaciéon de una Gauss Seidel zebra alternante

Como vimos , una suavizacion zebra horizontal no trabaja cuando se tiene una fuerte
anisotropia en una de la direccion vertical (para un coeficiente de difusion grande). Esto nos
sugeriria el uso de una zebra alternante. combinando un zebra horizontal y luego una zebra
horizontal. Siguiendo la sugerencia de Stuben Trottenberg (1982), arreglaremos una zebra
alternante en la siguiente manera simétrica, en la zebra vertical primero hacemos primero
los pasos en los puntos negros y luego los pasos en los puntos negros, puesto que esto nos
da un factor de suavizacion ligeramente mejor, y produce un resultado idéntico para 8 = (°

y B = 90°. La matriz de amplificacion de zebra vertical se tiene (4.4.127)

vi(l +v)) 0 0 vi(l1+v)
0 | | 0
ALO) = 1 vi(l+v2) - val +v2) . (4.4.130)
2 0 va(=1 +v2) va(=1 + ) 0
vi(=1+w)) 0 0 vi(—=1l +v))

Consideraremos dos tipos de amortiguamiento: un amortiguamiento horizontal y uno ver-
tical separadamente y un amortiguamiento luego de realizar dos pasos. Un doble amor-

tiguamiento resulta en una matriz de amplificaciéon dada por :
(4.4.131)

donde A, es dado por (4.4.103). En el caso de un amortiguamiento simple, colocamos

wy = 1 en la ecuacion (4.4.131) y reemplazamos A = PQ A, A, por
A = (1 —w)! + wsA. (4.4.132)

Los valores propios de la matriz A, 4 X 4 son:

40 = 0

2O = %[_(P«a A=)y (C1+v)v)=épinn (1 +py) vy (1 +wy)],
A3(6) 0

A4(6) s Cl+m) my (C1+ ) vy 4y (14 p13) va (14 v2)]

(4.4.133)
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Ecuacién Difusién Anisotrépica

Los cuadro (4.5) y (4.6) dan los resultado del factor de suavizaciéon p , pp para la
ecuacion de difusion anisotropica rotada. En el cuadro (4.5) se tiene que para 8 = 0° y
B = 90° se tienen factores de uavizacion casi idénticos. Parael casocone =168 =0°0
B = 90° las dos discretizaciones son idénticas. Son incluidos los peores casos para el angulo
de rotacion 8, dados por el conjunto {8 = kx/12, k=0,1,2,---,23}. Para los resultado del
cuadro (4.5) no se usa amortiguamiento (w = 1). Si se introduce amortiguamiento (wy # 1
0 ws # 1) no se produce ninguna mejora. Sin embargo, como se muestra en el cuadro (4.6),
si la derivada mixta es discretizada de acuerdo a la ecuacién (1.2.19) se obtiene buenos
resultados. Para el cuadro (4.6), 8 ha sido mostrado con diferentes valores. La simetria
significa que solo necesitamos considerar B € [0°,45°]. Se incluye resultados con un simple
amortiguamiento w, = 0,7. Claramente, el amortiguamiento no es necesario en esta caso y

ain més puede resultar desventajoso.

B=0° B = 90°
£ P Po p Pp P»PD B
1 0.03541 0.03517 0.03541 0.03517 0.03517 cualquiera
0.1 0.10165 0.10024 0.10103 0.09960 0.37209 45
0.01 0.12189 0.12074 0.12189 0.12073 0.88866 45
0.001 0.12432 0.07047 0.12432 0.07047 0.98809 45
0.0001 0.12456 0.00989 0.12456 0.00989 0.99880 45

Cuadro 4.5: Factor de Suavizacion p, pp con Gauss Seidel Zebra Altemante para la
ecuacion difusion anisotropica rotada sin amortiguamiento discretizada de acuerdo a
(1.2.17); N =64
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w=1 w=0,7

PsPD
€ Pp B B=0°90° p,pp B

1 0.03517 Cualquiera 0.30864  0.30864 Cualquiera

0.1 0.27820 30 0.30249 0.49474 30
0.01 0.56245 14 0.30002 0.69371 14
0.001  0.66427 8 0.30000 0.76499 8
0.0001 0.69375 4 0.30000 0.77709 8
0.00001 0.70038 4 0.30000 0.77833 8

Cuadro 4.6: Factor de Suavizacién p, pp con Gauss Seidel Zebra Alternante para la
ecuacion difusién anisotrépica rotada discretizada de acuerdo a (1.2.19); N = 64



Capitulo 5

Pruebas computacionales y conclusiones

5.1. Resultados numéricos para la ecuacion de Poisson

El programa desarrollado sigue la estructura del algoritmo 4. El problema es discretizado
por la férmula de cinco puntos (1.2.21) (con £ = 1) de la ecuacion de Poisson en el cuadrado
Q = (0, 1) % (0, 1). Todos los componente del programa son elegidos tan simples como sea

posible:

=I-1

(1) secuencia de mallas. El grosor de malla son 4y = 2~ "para/ 2> 0.

(ii) Pre-suavizacion. Aplicamos v pasos de iteracion de Gauss-Seidel con ordenamiento
Red-Black. Le corresponde a s un cuarto de paso de Gauss-Seidel. Cada paso in-
volucra uno de los cuatro pasos de las submallas Q', --- , Q* descritos en la figura
2.1(e). s(--- ,i, J),1 <i,j <2 serefiere a las submallas con puntos (k, 4, k,h;) donde
ky = i(mod 2)y k; = j(mod 2). La combinaciéon de s(---,1,1) y s(---,2,2) pro-
duce medio paso de Gauss-Seidel para los puntos rojos de Q] = Q,' v Qf, mientras
que s(---, 1,2) junto con s(--- ,2, 1) produce medio paso de Gauss-Seidel para los

puntos negros(Black) sobre Q;’.
(iii) restriccion. r es elegido como la restriccion de nueve puntos (3.3.17).
(iv) prolongacion. p es elegido la prolongacion de nueve puntos (3.3.4).

164
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(v) post-suavizacion. igual a la pre-suavizacion.

(vi) solucion en el nivel | = 0. La malla gruesa s6lo contiene un sélo punto 4, 1. Asi, la

23
llamada de s(- - - , 1, 1) produce la solucion exacta de Loug = fo.
Aplicamos el programa a:
Au(x,y) =4 en Q= (0,1)x(0,1), u(x,y)=x*>+)* endQ (5.1.1)

Se puede verificar que la solucion de u(x,y) = x* + y? es también la solucion del esquema
de cinco puntos. recordemos que la eleccion del lado derecho de (5.1.1) no influye en la
razéon de convergencia. Una funcion f(x,y) en Au(x,y) = f aleatoria o no suave deberia
producir la misma razén de convergencia.

En los cuadros 5.2 y 5.2 se muestra el desarrollo del error ||u}—u/ll, donde u(x,y) = x*+)?
es la solucion continua, u,’ es el resultado del programaconv =2y y = 1,y = 2 aplicado
al valor de inicio u? = 0. El nimero de nivel variade / = 1 a/ = § correspondiente a

1/2

h = % y h = é respectivamente. Se usa norma Euclidiana ||ly)|| =< u;, u; >'/*. Las razones

Ilu}"' - u,II/IIuj — u/|| son mostradas en las columnas correspondientes convergiendo a las

razones de convergencia
p1 = p(M)(v,0))
(M, de (3.4.17)).

La evaluacion de la razon de convergencia p; para todos los niveles/ = 1,--- , 5, dan los
numeros del cuadro(5.2)(y = 1) y el cuadro(5.3)(y = 2). La evaluacion muestra que este
numero no tiene a 1 como en el método iterativo clasico. Para la iteracion de dos mallas se
tiene de [7, §8.1.1] el cuadro (5.1), de donde para la iteracion de dos mallas se tiene que
p1 < 0,0741 para v = 2.Estos valores son obtenidos para la ecuacion de Poisson de manera
semejante al analisis seguido en la seccion 3.2.1.

Resta investigar la dependencia de p, sobre el nimero de v de iteraciones de suavizacion.
La razon de convergencia p/(v) es mostrado en los cuadros 54y S.5paray =1y y = 2.

Como para el ejemplo de la seccion §3.2.1 la razén se comporta como C, /v.



Vv + vy

1

2

3

4

5

Pvi+v

0.25 0.0741

0.0527 0.0410 0.0335
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Cuadro 5.1: Razon de convergencia para el método de dos mallas [7, Th 8.1.7]

7=
hy ER ) ER ] b= gy e

J | bl -l ot | Gl - rotio | kel —all  ratio | pel-wll  ratio | pd —ml ravio
1 0283 0.1039 0.747 0.1479 1.86 0.1643 4.08 0.1704 85 0.1727
2 1.26E02 00621 | 848E-02  0.1135 0.265 0.1423 0.647 0.1586 1.42 0.1674
3 | 7.89E04 00625 | 1.03E-02 0.1215 | 396E-02  0.1494 0.108 0.1624 0.241 0.1694
4 | 493E05 00625 | 1.28E03  0.1245 | 606E03  0.1531 | 1.72E02  0.1642 | 4.10E-02  0.1702
S | 3.08E06 00625 | 161E04  0.1257 | 941E04 0.1552 | 2.85E03  0.1653 | 7.00E-03  0.1707
6 1.93E07 00625 | 2.03E-05 0.1261 | 1.47E04 0.1564 | 4.74E04  0.1661 | 1.20E03  0.1709
7 1.20E-08 00625 | 2.S7E06 0.1262 | 2.31E0S 0.1573 | 7.89E0S  0.1666 | 2.0SE04  0.1711
8 7.52E-10 00625 | 3.24E-07 0.1263 | 3.65E06 0.1578 | 1.32E05 0167 | 3.51E0S  0.1712
9 | 470E-11 00625 | 4.09E-08 0.1263 | S77E07  0.1581 | 220E06 0.1673 | 6.00E-06  0.1713
10 | 294E-12 00625 | S.A7E09  0.1263 | 9.14E-08  0.1583 | 3.69E07  0.167S | 1.03E06  0.1713
11 | 1.84E-13 00625 | 6.53E-10 0.1263 | 1.4SE-08  0.1585 | 6.19E-08  0.1676 | 1.76E07  0.1714
12 82SE-11  0.1263 | 2.30E09  0.1586 | 1.04E08 0.1678 | 3.02E-08 0.1714
o 0.Gaz8 0.1263 0.1586 0.1678 0.1714

Cuadro 5.2: Razén de convergencia para diferentes niveles:

Seidel Puntual Red-Black

v = 2 yy = | usando Gauss

Note que incrementando 7y la razén de convergencia del método multimalla converge

a la razon de convergencia del método de dos mallas. Los siguientes nimeros ilustran la

convergencia dos mallas y multimalla. Del cuadro (5.6) tenemos que

Razodn de iteracion multimalla con y = 1

Razon de iteracion multimalla con y = 2

Razon de iteracion multimalla con y = 3

Razoén de iteracion multimalla con y = 4

Razoén de iteracion multimalla con y = 5

Razoén de iteracion dos malla (cuadro (5.1))

0,1678
0,0702
0,0688
0,0700
0,0717

0,0741

(5.1.2)

Se observa adicionalmente que la razon de convergencia es mejor para y = 2(W-ciclo)

que para y = | (V-ciclo). Por otro lado, ¥ = 2 requiere mas trabajo computacional que

v = |, como es visto en la proposicion 3.4.14. y = 3 es improductivo, pues soOlo existe

un mejoramiento insignificante. Finalmente para poder hacer una evaluacion del programa

realizado comparamos los resultados del programa desarrollado con el MUDPACK. En los

cuadros (5.7), (5.8), (5.9) que los resultados son similares a los mostrados en los cuadros

(5.2) y (5.3). En el cuadro (5.8) se uso MUDPACK con interpolacion lineal.
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y=2

ER ER b=y b=y b=
7| wd - ratio lied = gl ratlo e = um ratlo e = gl ratio e — gt ratio
1 0.203 0.1039 03538 01064 0.907 0.08 134 00561 192 0,039
2 | 1.26E02 00621 | 3.12E02 0058 | 448E02 00494 | 6.18E-02  0.046 | B46E-02 00441
3 | 7.89E-04 00625 | 1.85E03 00594 | 246E-03 00548 | 329E-03 00533 | 442E-03 00522
4 | 493E-05 00625 | LIIE-04 00599 | 143E04 00581 | 1.84E-04 0056 | 242E-04 00548
s | 3.08E06 00625 | 6.71E06 00605 | 87SE06 00613 | 1.08E-0S 00583 | 1.38E-0S  0.0571
6 | 193E07 00625 | 409E07 0061 | S63E-07 00643 | 649E07 00603 | 8.12E07 00588
7 | 1.20E08 00625 | 2.5IE08 00614 | 3.76E08 00669 | 4.04E-08 00622 | 492E-08  0.0605
8 | 7.52E-10 00625 | 1.SSE09 00618 | 259E09  0.0689 | 2.58E-09 0064 | 3.06E09 00622
9 | 4.70E-11 00625 | 9.62E-11 00621 | 1.82E-10 0.0704 | 1.69E-10 00656 | 1.95E-10 00637
10 | 294E-12 00625 | 6.00E-12 00624 | 1.30E-11 00714 | LI3E-Il 00669 | 1.27E-11 00652
1| 1.84E-13 00625 | 3.76E-13 00627 | 9.39E-13 00721 | 7.70E-13  0.068 | 84TE-13  0.0666
12 232E-14 00616 | 6.76E-14 0072 | S4IE-14 00702
o1 0.0625 0.0616 0,072 0,0702 0.0665

Cuadro 5.3: Razoén de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y v = 2 Gauss Seidel
Puntual Red-Black

r=1
vel v=2 vl v=4 va$

)] lef —ull ralio uatl — rafio llt! - ugll ratio Iy{ -l rallo llI-J. - ull ratio
T 792 03307 4.08 0.T704 27 01128 201 0.084 T.61 0.0671
2 | 245E+00  0.3098 0.647 0.1586 | 2.82E01 0.1044 | 1.SGEOl 00774 | 994E-02 00618
3 7.62E-01 0.3106 0.105 0.1624 | 3.07E02 0.1089 | 1.28E02 0.0819 | 6.58E-03  0.0661
4 237E01 03109 | 1.72E02  0.1642 | 3.41E03  0.111 1.07E03 00839 | 447E04  0.068
s 7.36E02 03109 | 2.85E03  0.1653 | 3.82E04 0.1122 | 9.09E0S 00849 | 3.08E0S  0.069
6 229E02 03107 | 474E04  0.1661 | 4.32E05  0.113 7.78E06  0.0856 | 2.14E06  0.0695
7 7.11E03 03105 | 7.89E05 0.1666 | 491E06 0.1135 | 6.70E07  0.086 1.S0E-07  0.0699
8 221E03 03103 | 1.32B08 0.167 S.S9E07  0.1139 | S.78E08 00863 | 1.05SE08  0.0701
9 6B4E04 03101 | 2.20E06 0.1673 | 6.39E08 0.1142 | SO0E09 0.0865 | 7.38E-10  0.0703
10 | 212E04 03100 | 3.69E07 0.167S | 7.31E-09  0.1144 | 4.34E-10  0.0867 | S.19E-11  0.0704
1] 6.57E0S 03098 | 6.19E08  0.1676 | 8.38E-10 0.1146 | 3.76E-11  0.0868 | 3.67E-12  0.0706
12 | 203805 03097 | 1.4E-08  0.1678 | 961E-11  0.1147 | 3.26E-12  0.0865

13 | 630E06 03097 | 1.74E09 01679 | 1.I0E-11  0.1148 | 2.71E-13  0.0833

14 195E06 03097 | 293E-10 0.1679 | 1.26E-12  0.1149 | 2.3SE-14  0.0868

1S | 6.0SE07 03098 | 4.92E-11 0.168 1.36E-13  0.1081 B
P1 0.3098 0.163 0.1081 0.0868 0.0706

Cuadro 5.4: Razén de convergencia dependiente de v para #; = ﬁ y ¥ = 1 con Gauss Seidel
Puntual Red-Black

5.2. Ejemplo numérico de la iteracion anidada

Aplicamos la iteracion anidada (3.5.3) para el problema de Dirichlet

—-Au

u

=3y/(x+1)=y*/(x+ 1) enQ =(0,1)x(0,1)

(5.2.1)
en IQ.

La iteracion multimalla MGM en (3.5.3c) con v = ¥y = 2 . En el cuadro (5.10) pre-
sentamos el resultado de la iteracion anidada, donde p es un interpolantes half weighting
(3.3.6). Para ilustrar el desarrollo de las iteraciones son mostradas el error por iteracion
llﬁf‘ — uy|le, el error total I|ii‘,'( — ull¢ y el error de discretizacion ||ity — u||g (u4y:solucion disc-

reta exacta;|| - || : norma sup; u(x,y) = 0,5y /(x+ 1): solucién exacta). 17;( son los resultados



)
vel val v=l ved v=S

J | wd = ravo | wd-uit  rato | md-un  rato | wd-up  ratio | wd-up  ratio
1 265 0.1fo7 1.34 0.0561 0.98 0.0409 0.791 0.033 0.67 0.028
2 4.89E-01 0.1844 6.18E-02 0.0460 2.82E-02 0.0288 1.78E02 0.0224 1.24E-02 0.0186
3 1.01E-01 0.2071 3.29€E-03 0.0533 9.59E-04 0.034 4.76E-04 0.0268 2.76E-04 0.0222
4 2.21E-02 0.2180 1.84E-04 0.0560 3.70€-05 0.0386 1.4SE-05 0.0305 6.9TE-06 0.0253
s 4.96E-03 0.2248 1.08E-05 0.0583 1.57E-06 0.0425 4.85E-07 0.0334 1.92E-07 0.0275
6 1.14E-03 0.2297 6.49E-07 0.0603 7.12E-08 0.0452 1.71E-08 0.0353 5.52E-09 0.0288
7 2.66E-04 0.2331 4.04E-08 0.0622 3.35E09 0.0471 6.23E-10 0.0365 1.63E-10 0.0296
8 6.26E-05 0.2356 2.58E-09 0.0640 1.62E-10 0.0483 2.33E-11 0.0373 4.89E-12 0.03
9 1.49E-05 0.2374 1.69E-10 0.0656 7.98E-12 0.0492 8.81E-13 003719 1 48€-13 0.0303
10 3.55E-06 0.2388 1L13E-11 0.0669 397E-13 0.0498 3.79E-14 0.043

1 8.51E07 0.2398 7.70:-13 0.0680 2.11E-14 0.0532
12 2.05E-07 0.2407 S4IE-14 0.0702
13 4.94E-08 0.2413
14 1.19E-08 0.2419
15 2.90E-09 0.2424
r) 0.242 0.070 0.0532 0.0430 0.0303

Cuadro 5.5: Razon de convergencia
Puntual Red-Black
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dependiente de v para #; = 3'3 y ¥ = 2 con Gauss Seidel

vE 2
y=1 ry=2 y=3 ry=4 y=5
] M -l ratio ulf,‘ - ugh ratio ln/, - gl rotlo uu{ —wull ratio In/, - uyll ratlo
1 4.08 0.1704 134 0.0561 3 0.0547 [E]] 0.0537 31 0.0547
2 | 647E01 01586 | 6.18E-02 00460 | S70E-02 00435 | S68E02 00434 | S67E-02 00434
3 1.0SEOI  0.1624 | 3.29E-03 00533 | 2.99E03 00524 | 2.97E03 00524 | 297E03 00524
) 1.L72E02 01642 | 1.84E04 00560 | 1.66E04 00557 | 1.65E04 00557 | 1.65E-04  0.0557
s | 2.85E03 0.1653 | 1.08E05 00583 | 9.75E06 00586 | 9.70806 00587 | 9.70E06  0.0587
6 | 474E04 0.1661 | 6.49E07 00603 | S9IE07 00608 | S9IEOT 00609 | S9IEOT  0.0609
7 | 7.89E05 0.1666 | 4.04E08 00622 | 3.73E08 00629 | 3.72E08 00629 | 3.72E08  0.0629
8 132E05  0.1670 | 2.58E09 0.0640 | 241E09 00646 | 240E09 00646 | 240E09  0.0646
9 | 220E06 01673 | 1.69E-10 00656 | 1.S9E-10 0066 | 1.S9E-10 0.0661 | 1.S9E-10  0.0661
10 | 369E07 01675 | LI3E-I1 00669 | 1.07E-11 00672 | 1.07E-Il 00672 | 107E-11 00673
11 | 619E08 0.1676 | 7.70E-13 00680 | 7.29E-13 00682 | 7.28E-13  0.0682 | 7.29E-13  0.0683
12 | 1.04E08  0.1678 | S4IE-14 00702 | S02E-14 00688 | SO9E-I4 00700 | S23E-14  0.0717
I 0.1678 0.0702 0.0688 0.0700 00717

Cuadro 5.6: Razé6n de convergencia dependiente de y para b, = 3‘—2 y v = 2 con Gauss Seidel
Puntual Red-Black

intermedios de (3.5.3c): 172 = it de (3.5.3b), mientras que 17; es el resultado final de i de

(3.5.3¢).

5.3. Analisis de suavizacion para una ecuacion anisotropi-

ca

Finalmente queremos mostrar el analisis de convergencia del método multimallas haciendo

uso del anadlisis de suavizacion desarrollado en el capitulo V. La primera ecuacion modelo

usada es (1.1.4) con 8 = 0 (ningin termino mixto) y el los parametros del método multima-

llassony N =64,y = 2,v; = 2,v, = 0 (esquema W, con 2 iteraciones de pre-suavizacion



y=1
ER | =] b=k UEE ERS

J | wl-un  ratio ! ~ul  ratio | wd-uht  ratio | wd-uy  rao | wd-ul  ratio
T | 0.103513 0.230953 0345044 0423012 0466517

2 | 574E03 00554 | 256E02 0111 | 4SSE02 0.32 | S99E-02 0.142 | 7.50E02  0.161
3 | 347E04 00605 | 3.00E03 0.117 | 6.1SE-03  0.135 | 982E03 0.164 | 1.26E02  0.168
4 | 21SE05 00620 | 3.SSE04 0118 | 8.83E-04 0.144 | 1.60E03 0.163 | 22403 0.178
S | 134E06 00624 | 427E05 0120 | 13SE04  0.153 | 2.59E04 0.162 | 392E04  0.175
6 | 838E08 00625 | S23E06 0.122 | 208E-05 0.153 | 422E05 0.63 | 6.80E0S  0.173
7 | S24E09 00625 | 647E07 0.124 | 3.19E06  0.154 | 688E06 0.163 | 117E0S  0.172
8 | 327E-10 00625 | 807E-08 0.125 | 491E07 0.154 | 1.13E-06 0.164 | 202E06 0.172
9 | 20SE-11 00625 | 1.01E08 0.125 | 7.59E08  0.155 | 1.8SE07  0.164 | 3.46E07  0.171
10 | 1.28E-12 00625 | 127E-09 0.126 | 1.18E-08 0.1SS | 305608 0.165 | S92E08 0.171
11 | 7.99E-14 00625 | 1.60E-10 0126 | 1.83E09 0.156 | SO4E09 0.165 | 101E08  0.171
12 | S.00E-1S 00625 | 202E-11  0.126 | 286E-10 0.156 | 8.34E-10 0.166 | 1L.73E09  0.171
13 | 30SE-16 00611 | 2.SSE-12 0126 | 449E-11 0157 | 13SE-10  0.166 | 2.9SE-10  0.171
14 3.22E-13 0126 | 7.04E-12  0.157 | 230E-11 0166 | SO4E-11  0.171
15 407E-14 0127 | LIIE-12  0.157 | 3.82E-12  0.166 | 860E-12  0.171
o1 (XTI 0.127 0.157 0.166 0.171

Cuadro 5.7:

Razon de convergencia para diferentes niveles:

PACK con interpolacion lineal

Vv =

2y y = | usando MUD-

y=l
BN b= ] b= M= gy e
J Iv,‘ = ull ratio W -l ratio ! = uih ratlo M -l ratlo 0 -l ratio
[} 0.103515 0.22560 ~0.269924 0.32626 0.34488S
2 $.74E-03 0.0554 1.86E-02 0.084 2.59E-02 0.089 2.98E-02 0.091 3.28E-02 0.095
3 347E04 0.0605 1.60E-03 0.086 2.30E-03 0.089 2.84E-03 0.095 3.16E-03 0.096
4 2.1SE-0S 0.0620 1.40E-04 0.087 2.04E-04 0.089 2.6SE-04 0.093 2.94E-04 0.093
s 1.34E-06 0.0624 124E-05 0.089 1.84E-0S 0.09%0 2.42E-05 0.091 2.69E-0S 0.091
6 8.38E-08 0.0625 L.11E-06 0.090 1.64E-06 0.089 2.19E-06 0.091 2.43E06 0.091
7 5.24E-09 0.0625 1.00E-07 0.0%0 1.46E-07 0.089 1.97E-07 0.090 2.20E-07 0.09%0
8 3.27E-10 0.0625 9.10E-09 0.091 1.29E-08 0.089 1.78E-08 0.090 1.98E-08 0.09%0
9 2.05E-11 0.0625 8.31E-10 0.091 1.14E-09 0.088 1.61E-09 0.090 1.79E-09 0.091
10 1.28E-12 0.0625 7.64E-11 0.092 1.01E-10 0.088 1.46E-10 0.091 1.63E-10 0.091
1] 7.99E-14 0.0625 7.04E-12 0.092 891E-12 0.088 1.32E-11 0.091 1.48E-11 0.091
12 S.00E-1S 0.062S 6.51E-13 0.093 7.87E-13 0.088 1.20E-12 0.091 1.3SE-12 0.091
13 3.0S5E-16 0.0611 6.04E-14 0.093 6.97E-14 0.089 1.12E-13 0.093 1.23E-13 0.092
4 S.SSE-1S 0.092 6.22E-15 0.089
1S
I 0.0625 0.uvz 0.089 0.093 0.

Cuadro 5.8:

Razon de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y y = 2 usando MUD-

PACK con interpolacion lineal

y ninguna post-suavizacion ). El valor inicial es ug = 0.

El criterio para observar la convergencia del método multimalla en resumen es el sigu-
iente: si el factor de convergencia computacional es proximo al factor de suavizacion sig-
nifica que el corrector en la malla gruesa (CGC) estan funcionando correctamente, pues
para hacer el analisis de suavizacion se asume que el CGC anula las componente suaves y
lo que muestra el factor de convergencia se refiere al analisis de los modos oscilatorio.

En la figura (5.1) se observa una caracteristica de los métodos iterativos clasicos que
empeoran cuando el grosor de malla es reducido. Esto es superada por los métodos multi-

malla como se muestra en la figura (5.2) usando el mismo método de la figura (5.1) como
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r=1
"I'l h,ﬂl L7 ]l‘ hlaﬁ h,=&
] ||lf! ~u\ ratio Iluf - uyll ratio lluf —uyll ratlo ||.|r! -l ratlo un{ —ull ratio
1 0.103515 0.172065 0.14445( 0.182226 0.208389
2 5.74E-03 0.0554 5.66E-03 0.033 7.52E-03 0.052 LL11E-02 0.061 1.27E-02 0.061
3 3.47E-04 0.0605 1.27E-04 0.022 3.66E-04 0.049 5.39E-04 0.050 6.39E-04 0.050
4 2.1SE-05 0.0620 4.71E-06 0.037 2.22E-05 0.061 3.67E-05 0.066 4.23E-05 0.066
5 1.34E-06 0.0624 1.81E-07 0.038 1.10E-06 0.050 1.95E-06 0.053 2.39E-06 0.056
6 8.38E-08 0.0625 7.19E-09 0.040 6.4TE-08 0.059 1.28E-07 0.066 1.59E-07 0.067
7 5.24E-09 0.0625 3.06E-10 0.043 3.20E-09 0.049 7.24E-09 0.057 9.19E-09 0.058
8 3.27E-10 0.0625 1.32E-11 0.043 1.86E-10 0.058 4.72E-10 0.065 6.03E-10 0.066
9 2.0SE-11 0.0625 S.71E-13 0.043 9.0SE-12 0.049 2.7ME-11 0.057 3.50E-11 0.058
10 1.28E-12 0.0628 2.54E-14 0.044 5.29E-13 0.058 1.74E-12 0.064 227E-12 0.065
1" 7.99E-14 0.0625 9.99E-16 0.039 2.53E-14 0.048 1.00E-13 0.058 1.33E-13 0.059
12 $.00E-15 0.0625 1.8SE-15 0.061 6.44E-15 0.064 8.88E-15 0.067
|
0 0.0625 0.039 0.061 0.064 0.067 |
Cuadro 5.9: Razon de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y ¥y = 2 usando

MUDPACK con interpolacién cuabica

suavizador. En el cuadro (5.11) se tiene un resumen del factor de convergencia (7: factor

. Convergi jencie del mdo ¢ of3-S Red-BlackMorizondel Zebrx: E c.Polsion Anotropico & =100

10 » v - T —T T T T I

1}
4
|

10’}

‘04 1 1 b - 1
0o 100 p.11] E ] 40 S0 &0 700 an Sm 1000

Reraciones

Figura 5.1: Convergencia Gauss Seidel

de convergencia o reduccion media 2.2.6). Se consideran dos nimeros de iteracion(/) para
cada parametro de anisotropia &. El primero se realiza para i = 1000 y el segundo se es-
coge luego de ver la figura (5.3), figura (5.4) figura (5.5), figura (5.6) y figura (5.7), pues

luego de esas iteraciones se alcanza el error de discretizacion y no permite que haya mas



171

i=1 i=2
Err. Total Err. Total Err. Disc

he | llg —wll  ratio | |lu) —ull ratio | |luy—ull ratio
% 2.89E-04 2.89E-04 1.450E-04

§ | 3.280E-03 3.280E-03 8.810E-05 0.608
§ | 4-558E-04 0.139 | L.OGIE-04 0.032 | 2.640E-05 0.300
i€ | 4.002E-05 0.088 | 1.936E-05 0.182 | 6.890E-06 0.261
$ 5.885E-06 0.147 | 4.656E-06 0.240 | 1.740E-06 0.253
@ | 1.172E-06 0.199 | 1.083E-06 0.233 | 4.360E-07 0.251
%;s 2.698E-07 0.230 | 2.623E-07 0.242 | 1.090E-07 0.250
356 | 6.550E-08 0.243 | 6.498E-08 0.248 | 2.725E-08 0.250
sjp | 1:624E-08 0248 | 1.620E-08 0.249 | 6.813E-09 0.250
s | 4.049E-09  0.249 | 4.046E-09 0.250 | 1.703E-09  0.250

Cuadro 5.10: Iteracion anidada con interpolacion cubica p para la (5.2.1) usando MUD-
PACK

decrecimiento del error. Los factores de convergencia son medidos y como puede obser-
varse cuando el parametro de anisotropia (&) es diferente de 1, el factor de convergencia del
método multimalla tiende a 1. Lo cual coincide con los factores de convergencia estudiados
en la seccion §4.4.2, §4.4.3 para Jacobi y Gauss Seidel. Para Gauss Seidel Red Black, se
constata que el factor de suavizacion es similar a los valores del cuadro 4.1.  En el cuadro
(5.12) se muestra el factor de convergencia para el método multimalla teniendo a Gauss
Seidel Red-Black Horizontal Zebra, Gauss Seidel Zebra X y Gauss Seidel Zebra Y como
suavizador. Del cuadro (4.4) el factor de suavizacion Gauss Seidel Zebra vertical X para
una fuerte anisotropia se demostr6 que es un mal suavizador para 8 = 0, pero para 8 = 90,
lo que es equivalente a tener un Gauss Seidel Zebra Y, es un excelente suavizador. El méto-
do multimalla con este suavizador se comporta analogamente, lo que también quiere decir
que el corrector de malla gruesa (CGC) es bueno. La convergencia para estos métodos es

ilustrado en las figuras (5.8) y (5.9) donde el decaimiento del error es el esperado.
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,C ia de método #a usando como & G-S Red Black Honzontal Zabra pars la ecuacién de Poisson snischopice
v T T 7

10° L

Figura 5.2: Independencia de la convergencia MG con respecto al grosor de malla 2 = 1 /N
(N=32,64,128)

5.4. Conclusiones y trabajos posteriores

Los métodos de iteracion cldsicos son métodos que dependen del grosor de malla elegi-
dos (h) y empeoran a medida que éste se reduce. Esto no sucede con los métodos multi-
mallas, los que convergen independientemente del grosor de malla.

No deberia de usarse como suavizadores los métodos iterativos de Jacobi o Gauss Seidel
puntual cuando se incluye un parametro de anisotropia en una ecuacion de Poisson. Lo
mas recomendable es usar cualquiera sea la ecuacion un método de relajacion por bloques
y alternante, por decir, Gauss Seidel Zebra Alternante. El uinico problema es que si la
anisotropia se presenta claramente en una direccion el costo computacional es mayor si
es que se usarda unicamente un método de relajacion por bloques en la direccion de la
anisotropia.

El método multimalla se presenta como un método eficiente, pues el costo computa-
cional es proporcional al nimero de variables. Este método es adecuado para resolver ecua-

ciones lineales que deriven de la discretizacion de EPDs de tipo elipticos y se pueden usar
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Convargancia del método Multimalta con y=2, v,=2, v,=0 con retajacién de Jacobi

10 r - —T T T T T T T —T—1

| -

‘0 . A V' A L A - . -
0 100 X0 Im 400 SO0 600 70 oo ki) 1000
Reraciones

Figura 5.3: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisotropica (1.1.4) con Jacobi
e<=1

como pre-condicionador en los métodos basados en subespacios de Krilov (Por ejemplo
con Gradiente Conjugado [15]).

En un trabajo posterior corresponde analizar el factor de suavizacion de mejores méto-
dos de relajacion, por ejemplo, el de factorizacion incompleta (ILU) incluyendo ademas el
término mixto S8 # 0.

Y para superar el tiempo de ejecucion al momento de hacer los calculos computa-
cionales, generados por el uso de mallas muy finas y debidas en gran medida a una memo-
ria insuficiente, se deberia implementar un programa que no use recursion a pesar que los

métodos multimallas se prestan para una programacion recursiva.
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C '] del metodo con y22,v,52,v,=0 y con relajacon de Jacobi
T T L Ll L] L T T I !
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Figura 5.4: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisotropica (1.1.4) con Jacobi
e>=1

[of del metodo L con y=2,v,=2,v,=0 y con reisjacon de Gauss Seidel
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r_ e=1000
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Figura 5.5: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisowrdpica (1.1.4) con Gauss
Seidel puntual £ >= 1
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Método P i | N —ugll [ Ld = full | 7 7
Jacobi 1000 | 1000 | 9.20E-03 | 3.460E+02 | 0.995 | 0.995
500 | 0.101 | 4.400E+03 | 0.995 | 0.994
100 | 1000 | 4.16E-06 | 3.400E-02 | 1.000 | 0.987
250 | 2.60E-03 | 2.650E+01 | 0.976 | 0.974
10 | 1000 | 2.60E-06 | 1.350E-03 | 1.000 | 0.987
45 | 8.75E-05 | 6.910E-01 | 0.815 | 0.800
1 | 1000 | 1.04E-06 | 2.090E-04 | 1.000 | 0.986
7 | 3.06E-05 | 2.660E-01 | 0.228 | 0.205
0.1 | 1000 | 2.55E-07 | 1.630E-04 | 1.000 | 0.984
35 | 6.70E-04 | 5.310E-01 | 0.813 | 0.796
0.01 | 1000 | 1.04E-07 | 1.100E-03 | 0.998 | 0.983
350 | 2.32E-04 | 3.020E-02 | 0.977 | 0.974
0.001 | 1000 | 8.97E-03 | 3.290E-01 | 0.995 | 0.995
500 | 9.84E-02 | 4.210E+00 | 0.995 | 0.994
Gauss Seidel | 1000 | 1000 | 8.56E-05 | 1.580E+00 | 0.991 | 0.990
500 | 9.23E-03 | 1.730E+02 | 0.991 | 0.989
100 | 1000 | 4.14E-06 | 1.100E-10 | 1.000 | 0.987
250 | 8.09E-06 | 6.730E-02 | 0.965 | 0.952
10 | 1000 | 2.60E-06 | 1.170E-11 | 1.000 | 0.987
35 | 2.85E-06 | 9.250E-03 | 0.918 | 0.681
1 | 1000 | 1.03E-06 | 1.580E-12 | 1.000 | 0.986
7 | 1.24E-06 | 1.170E-02 | 0.012 | 0.130
0.1 | 1000 | 2.49E-07 | 1.000E-12 | 1.000 | 0.984
35 | 1.11E-06 | 8.880E-04 | 0.686 | 0.663
0.01 | 1000 | 4.13E-08 | 8.340E-13 | 1.000 | 0.982
350 | 8.23E-08 | 6.360E-06 | 0.964 | 0.953
0.001 | 1000 | 8.33E-05 | 1.540E-03 | 0.991 | 0.990
500 | 8.98E-03 | 1.680E-01 | 0.980 | 0.989
GS- Red Black | 1000 | 1000 | 8.56E-05 | 3.140E+00 | 0.991 | 0.990
500 | 9.22E-03 | 3.430E+02 | 0.991 | 0.989
100 | 1000 | 4.14E-06 | 1.240E-10 | 1.000 | 0.987
250 | 7.73E-06 | 1.290E-01 | 0.965 | 0.951
10 | 1000 | 2.60E-06 | 1.210E-11 | 1.000 | 0.987
35 | 2.65E-06 | 1.030E-02 | 0.992 | 0.679
1 | 1000 | 1.03E-06 | 1.580E-12 | 1.000 | 0.986
7 | 1.03E-06 | 1.450E-04 | 1.000 | 0.126
0.1 | 1000 | 2.49E-07 | 1.200E-12 | 1.000 | 0.984
35 | 6.85E-07 | 1.010E-03 | 0.685 | 0.654
0.01 | 1000 | 4.13E-08 | 1.160E-12 | 1.000 | 0.982
250 | 6.99E-06 | 1.260E-03 | 0.954 | 0.951
0.001 | 1000 | 8.35E-05 | 3.070E-03 | 0.991 | 0.990
500 | 9.00E-03 | 3.350E-01 | 0.991 | 0.989

Cuadro 5.11: Analisis de convergencia del MGM para la ecuacion modelo (1.1.4)con 8 = 0
yN =64,y =2,v, =2,v, = 0. i: numero de iteraciones realizadas, 7: error relativo 2.2.5,
7: factor de reduccion media 2.2.6
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Figura 5.6: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisotropica (1.1.4) con Gauss
Seidel puntual £ <=1

Ermor Ab#okso

Comvergencia del metodo Mulimalls con y=2.v,52,v,%0 y con relsjacin de Gause Seidel RED BLACK
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Figura 5.7: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisotropica (1.1.4) con Gauss

Seidel RED BLACK puntual
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Comvergencia MGM con G-S Uineal X Zabra : Ec. Poisson Anisotropica
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Figura 5.8: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisotropica (1.1.4) con Gauss
Seidel Zebra X por bloques

Comvergencia de MGM con G-S Linsal Y Zsbra: Ec. Poisson Ansotropico
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Figura 5.9: Convergencia MGM para la ecuacion de Poisson anisotrdpica (1.1.4) con Gauss
Seidel Zebra Y por bloques



£ | i [l —usll [ \Lwdy— foll | 7
G-S Red-Black Horizontal Zebra
1 7 | 1.03E-06 | 2.89E-03 | 0.126
0.1 35 | 6.92E-07 | 1.01E-03 | 0.654
0.01 | 250 | 6.99E-06 | 1.26E-03 | 0.951
0.001 | 500 | 9.00E-03 0.335 0.989
G-S Lineal X Zebra
1 7 | 1.03E-06 | 8.43E-05 | 0.126
0.1 35 | 7.62E-07 | 1.13E-03 | 0.656
0.01 | 250 | 7.06E-06 | 1.27E-03 | 0.951
0.001 | 500 | 9.01E-03 0.336 0.989
G-S Lineal Y Zebra
1 6 | 1.03E-06 | 1.43E-03 | 0.090
0.1 6 | 2.53E-07 | 3.12E-05 | 0.071
0.01 6 | 428E-08 | 2.75E-06 | 0.053
0.001 6 | 546E-09 | 3.54E-08 | 0.037
0.0001 | 3 | S.87E-10| S5.11E-10 | 0.001
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Cuadro 5.12: Analisis de convergencia del MGM para la ecuacion modelo (1.1.4)conB =0
yN =64,y =2,v, =2,v, = 0. i Namero de iteraciones realizadas, ¥ factor de reduccion
media2.2.6 teniendo a Gauss Seidel Red-Black Horizontal Zebra, Gauss Seidel Zebra X y
Gauss Seidel Zebra Y
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