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Resumen 

Lo métodos multimallas solucionan muy eficientemente diferentes clases de proble­

mas, trabajando recursivamente y aproximando el problema obre multiples mallas con un 

engro amiento cada vez mayor. E tos método son independientes del refinamiento de la 

malla y además la eficiencia es optima} puesto que el trabajo computacional es proporcional 

al número de la variable . 

En la tesis e da una vi ión general de los métodos multimallas, revisando los métodos 

iterativos clásicos, operadores intermallados (interpolación y restricción)y un valor inicial 

óptimo(FMG) como parte de sus componentes. 

Usamos el análisis de suavización para problemas de tipo elíptico para demostrar que 

la convergencia lenta de los métodos clásicos se debe a la existencia de los componentes 

suaves del error, aun cuando las componentes oscilatorios son reducidos rápidamente. Esta 

propiedad es tratada con detalle para estudiar la convergencia de los métodos multimalla 

para ecuaciones anisotrópicas, .i.e., ecuaciones donde existe fuerte acoplamiento en una 

dirección de los ejes coordenados. 
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Introducción 

El propó ito de e ta te is es presentar un método numérico para solucionar un tipo de 

ecuaciones diferenciale parciales (EDP) de tipo elíptico donde se presenta anisotropías, es 

decir problemas que dependan fuertemente de la dirección de los ejes coordenados. 

Se sabe que las EDPs de tipo elíptico son el corazón de muchos modelos matemáticos 

usados en la ingeniería y la flsica, lo que en muchos casos originan problemas de alto 

costo computacional. Por ello es necesario buscar métodos numéricos que tengan un alto 

grado de eficiencia, lo que deriva en un bajo costo computacional. El método denomina­

do comúnmente, 'multigrid' o multimallas, cuenta con esta característica. Además de una 

rápida convergencia éste método no se deteriora cuando la discretización del dominio de la 

solución es refinado, lo que no sucede con lo métodos iterativos clásicos. 

Otra característica esencial de este método es que permite resolver problemas en difer­

entes niveles de dificultad, descomponiendo el problema en subproblemas que son más 

simple que el anterior. 

El método multimalla ha sido desarrollado desde los años 1964, pero el principal tra­

bajo práctico, tal como lo afirma Wesseling [17, p. 2], fue la publicación de Brandt [l] 

en 1977, base para el desarrollo de los métodos multimallas. Uno de lo descubridores 

(1976) y promotores de este método fue Wolfgang Hackbusch, quien publicó en 1985 un 

libro [7] que nos permite introducirnos a las aplicaciones del método de multimallas. Otras 

referencias importantes fueron Stüben K - U Trottenberg [12] y Briggs [4]. 

El desarrollo de la tesis es presentado en cinco capítulos. n el capitulo I se presenta 

1 



2 

la formulación de dos EDPs que se tomarán como problemas modelos, presentándose sus 

di cretizacione en diferencias finitas. 

En el capítulo II vemo alguno métodos iterativos clásicos como Jacobi, Gauss Seidel, 

Red Black, Zebra, ADI, lo mismos que presentan desventajas manifiestas por su deficiente 

factor de convergencia. Sin embargo, erán incorporadas como parte de los métodos multi­

malla aprovechando las características de uavización del error. 

La definición de lo método multimallas así como su constitución son presentados en 

el capítulo 111. e- toma en consideración una ecuación modelo unidimensional que nos 

permite hacer el análi i de convergencia del método y se hace una estimación del trabajo 

computacional, demo trándose u proporcionalidad al número de variables generados del 

problema di creto. Para con eguir un valor inicial óptimo para este método iterativo se 

presenta un iteración denominada "full multimalla". 

La inclusión de la ani otropía en la DPs pueden determinar una convergencia defi­

ciente, por lo que un elemento esencial para este tratamiento es presentado en capítulo IV 

a través del estudio de lo efectos de suavización usando el análisis de Fourier. 

Finalmente para realizar las pruebas computacionales mostradas en el transcurso de 

la tesis se han desarrollado programas elaborados en lenguaje FORTRAN 90; usándose 

tambié el programa MUDPA K [5] desarrollado por National enter for Atmospheric Re­

search N AR para comprobar las soluciones numérica . to programas han sido ejecu­

tado en una máquina INT L Pentium IV PU 2.80 GHz, y 512 MB de RAM. 



0.1. Notación 

Abajo hacemo una lista de los principales símbolos usados en esta tesis 

C, Co, C1, etc. 

d 

d, 

e 

§, CJ/¿

Gh 

h 

h, 

1 

constantes genericas; 

dimen ión de n; 

defecto en el nivel /; 

parámetro de anisotropía en las ecuaciones modelo; 

espacio vectorial de las funciones malla; 

malla infinita de grosor de malla h; 

gro or de malla para una malla uniforme; 

gro or de malla para una malla en el nivel /; 

aplicación identidad, matriz identidad; 

número de nivel; ver § 1.2.1; 

3 

l 

L,Ln,Lan operadores a ociados con los problemas de valor de frontera;ver 

§ 1.1

matriz del sistema algebraico lineal 

M¡, M',, M,(v1, v2), etc. matriz iteración (en particular de la iteración two-grid y 

N 

N, 

n, 

o 

p 

r 

R 

d d(v) dv 
..r¡, ..T¡ , ✓, 

s, 

multi-grid); 

conjunto de números naturales; 

número de particiones de un intervalor; 

número de particiones en el nivel /: 

número de variables en el nivel / ;ver §3.4.5; 

matriz de ceros; 

prolongación de nivel/ - 1 a /;§3.2; 

restricción r: §, � $,_ 1 ;ver §3.2; 

inyección trivial; ver §3.3; 

conjunto de números reales; 

métodos de suavización; ver §3.1; 

matriz iteración de Y,; ver §3.1 



u 

u 

z 

a 

K 

y 

Y¡ 

p(A) 

PB 

PL 

cr(A) 

W,W¡ 

olución del problema continuo; 

olución di creta; 

aproximación a u1 

¡esima 
iteración· 

, 

conjunto enteros; 

exponente usado en la suavización y propiedades de aproximación ; 

número de iteraciones en la malla más gruesa; ver §3.4.1; 

frontera de n; 

número de contracción(i.e. cota de la norma de la matriz de iteración); 

orden de consistencia; §3.5.2; 

número de iteraciones de suavización ; 

número de iteraciones de pre- uavización; 

número de iteraciones de post-suavización; 

radio espectral de A; 

cotas de la razón de convergencia; 

razón de suavización §3.2.2; 

número de suavización §3.2.2; 

espectro de A; 

factor de relajación ; 

dominio del problema de valor de frontera; 

mallas computacionales ; 

n;, n�. nf subconjuntos den., ;ver§2.3.3 ; 

%' espacio vectorial n-dimensional de la funciones malla; 

4 



Capítulo 1 

Discretización en diferencias finitas 

En este capítulo pre entamo la di cretización en diferencias finitas de las ecuaciones 
diferenciales parciale que se usarán como problemas modelos. 
1.1. Problema de Valor de Frontera Continuo 

El problema de valor de frontera (PV ) lineal son denotados por 
{ Lnu = /n(x), X E nLonU = fon(x), X E an.

(1.1.1) 
donde n e Rd es un dominio dado con frontera an. Ln es un operador diferencial elíptico 
en .Q y Lan representa un operador lineal de frontera y d es la dimension del problema. /n 
denota una función dada sobre n y fon una función sobre an. Las oluciones de ( 1.1.1) son 
siempre denotadas por u = u(x).

En lugar de (1.1.1) escribiremos por simplicidad 
Lu=f. (1.1.2) 

Los problemas modelos que consideraremos e referirán a ca os unidimensionales y bidi­
mensionales. 

■ Primera ecuación modelo: ca o unidimensional

-u"(x) = f(x), x en= (O, 1)
5 

(1.1.3) 



u(O) = u(l) = O. 

con fe C°(!l). ( Las condiciones de frontera son de Dirichlet) 
■ Segunda ecuación modelo: caso bidimensional

{ Lo.u=_-(�+ s2)uxx + 2(& - l)csuxy - (t:s2 + c2)uyy 
= f(x,y), (x,y) En

Lan.U = u - g(x,y), (x,y) E an.

6 

(1.1.4) 

con e= cos/3, s = sen/3donde/3 E [0,27T]. 
Definimos los siguiente casos particulares a partir de ecuación (1.1.4): 

Ecuación de Laplace 
Ecuación Anisotrópica 
Ecuación con termino mixto 

t:=1 /3 
= 27T 

O < & « 1 o & » 1 /3 
= 27T 

Cuadro 1.1: Parámetros para la segunda ecuación modelo 
Cuando f3 = 27T se obtiene la denominada ecuación de Poisson anisotrópica 

-&Uxx - Uyy 
= f. (1.1.5) 

Como puede verse se dice que una ecuación es anisotrópica cuando existe una fuerte de­
pendencia de la dirección de los ejes coordenados. 
1.2. Discretización 

Las ecuacione modelos mostradas arriba pueden ser reemplazadas por un esquema de 
diferencias finitas caracterizándose por su grosor de malla que será denotado por h e Rd 

(d = 1 ó d = 2).

Definimos la malla infinita 
(1.2.1) 
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y el subconjunto 

(1.2.2) 

como la malla computacional (ver la.figura (1.1)). 

Ahora la EDP ( 1.1.2) puede ser aproximada por un problema discreto usando una malla 

di creta nh, el mismo que erá denotado por 

(1.2.3) 

donde subíndice h e refiere a la malla computacional Qh de grosor de malla h sobre la que 

e ha hecho la discretización. 

y 

□ n

X 

Figura 1.1: Dominio continuo y discreto 

1.2.1. Discretización de la primera ecuación modelo n e R 

La malla computacional correspondiente es obtenida de la discretización del intervalo 

[O, 1] en N puntos 

x1 = ih, i = O,··· , N; x0 = O, XN = 1

con h = 1 /N. Luego la malla discretizada en N puntos es: 

n,, = {i h : i = 1, · · · , N - 1}. 



n 

nf, 1-------------------------l

n¡ 1-------------------------l

nº 1------------------------�
/¡ 

(a) 

8 

Figura 1.2: Diferente mallas (d = 1 ) con diferentes grosores de malla h (cada una la mitad 
de la anterior) 

Lo x; = i h, i = 1, • • • , N - 1 son lo n = N - 1 puntos interiores de Q11• En cada punto 

de la malla x; E Q11 la ecuación diferencial (1.1.3) ha sido reemplazada por la fórmula de 

diferencias. La má imple e : 

h-2 [-u(x;_,) + 2u(x;)- u(x;+ 1)] = -u"(x;) + O(h2).

Haciendo fi,(ih) = f(ih) y definiendo los vectores 

u1i = [u1i(ih)]7=t = [u1i( lh), u11(2h), · · · , u1i(nh)f, 

Ji, = [f(ih)]7=t = [f( lh),f(2h), · · · ,f(nh)f.

(1.2.4) 

Obtenemos un sistema de n ecuaciones de diferencias para las n variables del vector uh 

(para simplificar tenemos u;= u1i(ih), además uo = Un+ I = O): 

equivalentemente 

1 
h2

-U;-1 + 2u; - U;+I 

------ = /;, 1 :$ i :$ n. 
h2 

2 -1

-1 2 -1

-1 2 -1
Uh = Ji, 

-1 2 -1 
-1 2

(1.2.5) 

(1.2.6) 
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Las condiciones de frontera u1i(O) = u1i(l) = O son incorporados en el sistema por elimi­

nación de u(O) y u(l) de la ecuación (1.2.4) para i = I y i = n, respectivamente. Abreviare­

mo la ecuación (1.2 .6) en la siguiente forma 

h-2(-1 2 - l]u,, = /,, (1.2.7) 

Esta notación, que en la sección §3.3.2 erá tratada con mayor detalles, es denominada 

plantilla. 

1.2.2. Discretización de la segunda ecuación modelo ne JR2

Para la discretización en diferencias finitas asumiremos una malla uniforme de grosor 

h, es decir h = hx = h
y
, y definimo lo operadores de diferencias hacia adelante y hacia 

atrás -ó.0 y V a como 
U1+ea - UJ UJ - U1-ea 

Ó.aU J =
h

, V aU J =
h 

(1.2.8) 

donde ex = (1, O), e
y 

= (O, 1) y J = (i,j). Luego la aproximación en diferencias finitas de los 

términos diferenciales de la ecuación modelo se obtiene usando la serie de Taylor (Ver (9, 

§12.1]) en la variable x alrededor de X; para generar la fórmula de las diferencias centrales

(1.2.9) 

donde �; e (x;-t, X;+t ). También usamo la serie de Taylor en la variable y alrededor de Y¡

para generar la fórmula de las diferencias centrales 

(1.2.10) 

dondex; e (yH,Y;+1). 

Sea la aproximación uh(x;,Y¡) � u(x;,y¡) tenemos 



y tomando de manera simplificada u;J = u1,(x;,Yj) y usando los operadores de (1.2.8) tenemos 
_ 

(
U;J - Ui-lJ

)-
1, 1, _ U¡.j - 2 U;,j + U;,j-1 

((II/J-11/-IJ)- ("l+l,/-11/J)) 
Óx V xUiJ - Óx h - h - h2 ' 

luego podemos expresar 
U ando la notación plantilla tenemos: 

y -12-1 Uh(X;,yj). 

De manera análoga se tiene (Ver el esquema de la figura (1.3)): 
1 -1 O 1 ( 

) -2
flyVxuiJ = h2 -U¡J + U;J+I - Ui-lJ+I + U;-1,j = -h -1

o 

1 

o

o 

o

10 

(1.2.11) 
::;(x1,y1) � V,ó,u,J = �(-u,,+ U1+1J - U1+1J-1 + u,.1-1) = -h-' [ � }1 �1 ] u.(x,,y¡) ó 

(1.2.12) 1 1 
2 ( lly V x + Vyllx) U;J = 

2h2 
(-2u;J + U;J+I - U;-JJ+I + U;-IJ + U;+JJ - U;+JJ-1 + U;J-1)

(1.2.13) 
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o de otra manera
1 -1 j u,(x;,yj) ó-1 1 
o o (1.2.14) 
o o ::;Y (X¡,yj) � Vy V xU iJ = ;2 ( U ;J - U i-lJ - U ;J-1 + Ui-l.j-1) = -h-2 [ �-1 -1 o uh(x¡,yj)ó1 o (1.2.15) 

::;y (x;,Yj) � ½ ( y X + Vy vx) U¡J = ;h12 (-2u;J + U¡J+I - Uj+lj+l + Uj-),j + U ;+l,j - U ;+JJ+I + Uj,j-1)

/.IJ•1 
! 

1-tJ 

= 
IJ•I 

IJ 

l,)·1 

(a) 

o h-2
-- 1 2 -1

/+1J 

1♦1,J•I 

1 -1 -2 1 Uh(X;,yj) 1 o

IJ•t 1♦1,J•i /-tJ•1 /♦1J♦1 

• 
/-1,J /) /+1J 

/-1,J-1 l,J·• /-1,J-1 /+!J-1 

(b) (e) Figura 1.3: Discretización usando la notación plantilla: (a) índices que corresponde a la ec.1.2.13 (b) índices que corresponde a la ec.1.2.16 y (c) índices que corre ponde a la media de ambas ecuaciones 

(1.2.16) 



1.2.3. Esquema de 7 Puntos 

12 

Usando la ec.(1.2.13) y multiplicando por h
2

: tenemos la ecuación en diferencias en 

notación plantilla 

(ec2 
+ s2)[-1 2 - 1] + (e- l)cs[ � 

-1 o 

+ (eh c2J [ �: 1 (1.2.17)[L11] = 2 -1 
-1 1

(s - l)es -(s- l)es - (ss2 
+ c2) o

= -(sc2 + s2) - (s - l)es 2(s + 1 + (s - l)es) (s - l)es - (ss2 + c2) 
o -(s - l)es - (ss2 + c2) (s- l)es 

Se puede reemplazar la repre entación plantilla de 7 puntos para la derivada mixta por 

1.2.4. Esquema de 9 Puntos 

O 1 -1 
1 -2 1 

-1 1 O

(1.2.18) 

Una representación plantilla simétrica para [L11] es obtenida si la derivada mixta es 

aproximada por la media de las representaciones plantillas empleadas en ( 1.2.17) y ( 1.2.18), 

denominada 

Similar a ( 1.2.17) tenemos: 

½es (-1 + é) 
-s2-c2 €

-½e s (-1 + é)

1 O -1 
1 
- o o o 2 

-1 O 1

-c2 - s2 
€ 

2 (c2 + s2) (1 + é) 
-c2 - s2 

€ 

(1.2.19) 

-½e s (-1+€)
1-s2 - c2  € 

½es (-1 + E) 

(1.2.20) 
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Particularmente para la ecuación de Poisson anisotrópica ( 1.1.5) con (/3 = O) se tiene 

(1.2.21) 

o como usualmente se denota:

(2 + 2e)u;J - eu;-1J - U;J-1 - SU;+J,j - u;,j+J = h
2
f;,j. 

Si e = 1 tenemos la discretización de la ecuación de Poisson 

Lu = -ó.u = f en.Q e R.2 

y su forma usual en diferencias finitas para la ecuación usando la notación plantilla de 5 

puntos 

-1

h-2 
-1 4 -1 uh(x,y) = fi,(x,y) V(x,y) E .nh .

-1

Un esquema general de 9-puntos es: 

que es abreviación de 

C-J,I Co,t CJ,I 

h-2
C-J,O co,o CJ,O u1,(x,y) = fi,(x,y) 

C-J,-1 Co,-1 Ct,-1 

h-2 ¿ c;,ju,,(x + ih,y + jh) = J,,(x,y). 
-1:Si.j:SI

(1.2.22) 

(1.2.23) 

(1.2.24)

Existen varios tipo de de discretización y de diferentes órdenes de aproximación. En (6,

§2.2] se muestra una discretización de cuarto orden para la ecuación de Poisson denomina-

da Mehrstel/enve,fahren de Collatz 

-1 -4 -1
1 

6h2 
-4 20 -4 u1,(x,y) = J,,(x,y) := 

12 
1 8 1 f(x,y). (1.2.25) 

-1 -4 -1 1 



Capítulo 2 

Métodos Iterativos Clásicos 

Históricamente los primeros métodos para resolver sistemas de ecuaciones lineales 

generados a partir de ecuaciones dif erenciale parciales son los métodos denominados 

métodos de suavización o relajación. Estos métodos son relativamente fáciles de imple­

mentar y requieren poco almacenamiento, por ello e que son ampliamente usados en la 

solución numérica de ecuaciones elípticas. Los más conocidos son los métodos de Jaco­

bi, Gauss-Seidel, ADI, SOR y son de arrollados extensamente en Varga [14], J. Stoer, R. 

Bulirsch [8, §8], J. Strikwerda [11] o G. Birkhoff and Lynch [3]. 

2.1. Métodos iterativos Básicos 

Definición 2.1.1. Denotemos el espacio de las funciones malla por %íi: 

d/4, = {u,, : n,, e R.2 
➔ lR}. (2.1.1) 

%',, es un espacio vectorial de las funciones mallas definida sobre la malla computa­

cional n,, e R.2 de grosor de malla h = 1 /n. Supóngamos que la discretización de EDP a 

solucionar produce un sistema algebráico lineal 

L1, u1, = ¡,,, (u1,, /,, E %'). 

donde la matriz L es una matriz de N x N con N = n x n. 

14 

(2.1.2) 

,, 
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La matriz L,, puede ser separada como 

(2.1.3) 

con A1, no ingular. Entonces el método iterativo siguiente para la solución de (2.1.2) es 

llamado método iterativo básico: 

(2.1.4) 

con m E z+ y u?, repre entando una aproximación inicial a la solución . Equivalentemente: 

donde 

S 1, es la matriz de iteración. 

úf:+ 1 = s 1,úf: + T,,jj, 

S,, = A,; 1 B,,, T1, =A¡;'. 

(2.1.5) 

(2.1.6) 

El método iterativo básico puede también ser amortiguado, y si el parámetro de amor­

tiguamiento es w E [O, 1 ], entonces el método amortiguado es dado por 

o por

donde S; esta dado por 

úf:+1 = w(S1,úf: + T,,J,,) + (1 -w)úf: 

.J11+1 s• . .m A-
1 r. U1, = ¡,U1, + W I, ji,

Si, = wS,, + ( 1 -w )/ 

e 11, es la matriz identidad. Cuando w = 1 obtenemos el método iterativo básico. 

Observación 2.1.1. La iteración (2.1.8) corresponde a la separación 

A• A1, B• L A•J, = 
-, J, = J, - ,,w 

(2.1.7) 

(2.1.8) 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

Demostración. Si, = (Ai,r' Bi, = wA,;' ( � -(A1, -B1,)) = /1, -w/1, + wA,;'B,, = wS,, + (l -
w)/1, o 

i.
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Los valores propios de la matriz iteración básica amortiguada S;, pueden ser dados en 

términos de los valores propio de la matriz de iteración no amortiguada S. Ellos pueden 

relacionarse por: 

A(Si,) = w'1(S1,) + (1 - w) (2.1.11) 

donde w es el parámetro de amortiguamiento y A(S 11) del lado derecho de la ecuación es un

valor propio de S 1,, matriz de iteración no amortiguada. 

Proposición 2.1.2. Dado el sistema algebraico de la (2.1.2), entonces el método iterativo 
básico (2.1.5) que lo soluciona puede ser expresado por: 

_,m 
-

sm o r<m) +. u1, - 1, U1, + h Jh,

m-1 

rt> 
= ¿str,, 

k=O 

Demostración. Por inducción. Para m = 1 es obvio. Veamos para m � m + 1.

úf:+I 
= s ,,úf: + T fi 

S,, (s;u2 + rt>¡,,) + T,,fi 

= s;+1 u7, + (s,,rt> + r,,)t,, 

s;+1 u7, + (s,, Í:szr,, + r,,)¡,,
k=O 

s;+1 u7, + (Í:sz+ 1
r,, + r,,)¡,,

k=O 

s;+1 u7, + (i szr,, + r,,)¡,,
k=I 

s;• 1 u2 + (t,szr. ).r. 

(2.1.12) 

o 

La condición obvia sobre la iteración (2.1.12) es que la solución de (2.1.2) sea punto 

fijo de esta, es decir, 

u,, = s 1,U1, + T,,t,, 



suponiendo ello para todo J,, E %' tenemos 

entonces 

2.2. Convergencia de Métodos Iterativos Básicos 

17 

(2.1.13) 

n la teoría de convergencia para (2.1 .4) lo siguientes conceptos juegan un papel im­

portante. 

Definición 2.2.1. Sea x un vector de Rn. Entonces

!lxll = (xr x) l = ( t. lx;!' r

es la norma Euclidiana de x. 

Definición 2.2.2. la norma e pectral de la matriz S,, (11 ,,,� es definida por: 

ea ahora A,,u,, = Bu,, + t,, , así que el error después de m iteracione e 

e'f: = zlf: - u,, (2.2.1) 

donde u,, es la solución de la ecuación (2.1.2) y e sati face que 

(2.2.2) 

donde S,, es la matriz de iteración definida arriba(S;, puede reemplazar a ,, en la ecuación). 

De la ecuación (2.2.2) e sigue por inducción que e'f: puede ser e crito en término del error 

inicial, e2, como 

,,Jtl -S"' o e
1, 

- ,, e
,,
, (2.2.3) 
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donde el super índice sobre S h es un exponente y m � O. En términos de norma vector , 

tenemos 

(2.2.4) 

El término IIS 1,II es también llamado número de contracción del método iterativo básico. 

Definición 2.2.3. Si S h es una matriz de n X n con valores propios A;, 1 � i � n, entonces 

(2.2.5) 

es el radio espectral de la matriz S 1,.

Definición 2.2.4. Se dice que un método iterativo es llamado convergente si 

lím IISi,11 = o
m➔oo 

(2.2.6) 

con S ,, = A1 -
1 B1 • 

Teorema 2.2.1. El método iterativo es convergente si y sólo si 

(2.2.7) 

Demostración. Ver [14, p. 12] o

De la ec.(2.2.4) se tiene que si un método iterativo es convergente entonces implica que 

lim lleí,'11 = o 
m-+oo 

(2.2.8) 

para cualquier elección inicial e2 si solamente si p(S h) < 1. 

Algunos re ultados adicionales, planteados similarmente y demostrados en Varga [14], 

son: 

Teorema 2.2.2. Si S h es una matriz arbitraria de n x n, entonces 

(2.2.9) 

Además 
IP(S ,i)¡

n 

= p(S7,) � IIS7,II. (2.2.10) 
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Demostración. Si ,.l es una valor propio de S 1,, y su x es un vector propio diferente de cero
asociado a x, entonces S ,,x = h. Asi 

de esto se tiene que IJI :::; 11S 1,II para todo valor propio de S ,,, lo que prueba (2.2.9). o

Teorema 2.2.3. Si p(S 1,) < 1 entonces 
1 

lím (11S;ll)ñi = p(S 1,) 
m-+oo 

para cualquier norma matriz inducida. 

Lema 2.2.4. 

11S,,II p(Sj,S1,) 

11S 1,II = p(S 1,) si S ,, es normal, (i.e. S ,,s;, = Si,S 1,) 

en particular, (2.2.13) es válido para matrices simétricas S ,, = Sj,. 

Demostración. La matriz S ;,s,, es simétrica y definida no negativa, es decir,

(Sj,s,,r = Sj,S ,, y xSj,S,,x = 11S,,xlf � O

(2.2.11)

(2.2.12)
(2.2.13)

para cualquier vector x. Como la matriz Si,S ,, es simétrica, se tiene {v;}7= 1 
un conjunto

ortonormal de autovectores de S j,S ,,, es decir, S i,S ,, v; = av;, donde O :::; a 1 :::; a2 :::; • · · :::; an,

y v;vi = O para i * j, y v;v; = 1 para todo 1 :::; i, j :::; n. Si 

X= _¿c;V¡
i=I 

es cualquier vector no nulo, entonces tenemos

por lo que

o< < (11s,,x11)
2 

<
_ a; _ -¡¡;j¡ - ªn·

Más aún, tomando x = Vn, se tiene la igualdad para el lado derecho. Así de la definición
2.2.2, 

lo que completa la prueba.

2 
11s,,x11 •

( 
)
2

11S 1,II = ��f -¡¡;j¡ = an = p(S ,,s 1,) 

o
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Podemos definir el factor de reducción y la razón de convergencia para los métodos 
iterativos básicos. 
Definición 2.2.5. El factor de reducción o error relativo T es definido como 

11e.11+111 
r= 11�11 � 11s,,11

" 

y representa el factor de reducción del error en la iteración m + 1.

Definición 2.2.6. El factor de reducción media, f, es dado por 

1 

r = (lle;'ll)ñi < 11sm11¾
lleill - h 

luego de m iteraciones. 

Definición 2.2.7. La razón media de convergencia es definido como 

R(SZ') = _ _!_ log 01s;10
m 

donde m > Oy IIS;II < l.

(2.2.14) 

(2.2.15) 

(2.2.16) 

Puesto que L,, es un operador lineal definimos el defecto o residual en la m ésima 
iteración 

clf: = L,,� -Ji, 

para la ecuación (2.1.2). Consecuentemente se tiene 

(2.2.17) 

Así usando (2.2.2) resulta: 
(2.2.18) 

donde S,, = L,,S ,,L¡, 1 = B,, A¡, 1 es la matriz iteración del defecto. El propósito de usar el 
defecto es tener una referencia de la aproximación a la solución, en vista que el error es 
desconocido. 
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2.2.1. Ordenamiento 

Debido a que el desempeño de los métodos iterativos clásicos dependen también de 

como se realiza el ordenamiento de la variables, antes de mostrar los métodos iterativos 

clásicos se muestran los ordenamientos más usuales. 

Ordenamiento lexicográfico, figura (2.l(a)) 

Un punto de malla (x,y) E n, precede a otro punto (x' ,y') E nh , si y sólo si, 

y<y' o (y=y'yx<x'.) 

Ordenamiento lexicográfico rotado, figura (2.l(b)) 

Intercambiando los roles de x e y obtenemos el ordenamiento lexicográfico rotado. 

Ordenamiento Red-Black(RB), figura (2.l(c)) 

Asumimos que 

n,, e G = {Uh,kh): j,k E Z}

y separamos G1 en puntos rojos(Red) nh = {Uh, kh) En,, : j + k par} y los demás puntos 

negros (Black) nz = n,, \ nh. Primero, los puntos rojos de nh son numerados en orden 

lexicográfico; luego los puntos negros son similarmente ordenados . 

Ordenamiento línea-zebra, figura (2.l(d)) 

Definimos 

nh = {Uh, kh) : j par} líneas rojas , 

nz = {Uh, kh): j impar} líneas negras, 
(2.2.19) 

numerando primero los puntos de nh y luego los nt, así obtenemos el ordenamiento línea-

zebra. 
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Ordenamiento de cuatro colores, figura (2.l(e)) 

Divida n,, en cuatro subconjuntos 

n' 
,,

= {Uh, kh): j, k par} amarillo, 

n.2 
= {Uh,kh): j ,k impar} rojo, 

,, 

n,J = {Uh, kh) : j par, k impar} negro, 
,, 

(2.2.20) 

n,4 
h

= {Uh, kh): j impar, kpar} verde. 

En cada ubconjunto n;, , los puntos son ordenados lexicográficamente . El ordenamien­

to RB es aceptable para fórmulas de cinco-puntos, mientras que el ordenamiento cuatro­

colores puede ser usado para e quemas generales de nueve puntos, pues cuando se hace un 

barrido obre uno de los puntos, los puntos vecinos no son parte de la iteración, sino de las 

iteraciones para lo otros punto . 

2.3. Métodos Iterativos Jacobi, Gauss Seidel y ADI 

En esta sección describimos varios métodos iterativos clásicos que resultan de la elección 

de las matrices de la ecuación (2.1.3). 

Considerando un si tema lineal (2.1.2) donde L,, puede ser un operador de cinco o nueve 

puntos, la ecuación en un punto (x;,y¡) de la malla puede ser entonces 

(2.3.1) 

donde los subíndices (i, 1) de los coeficientes han ido suprimidos. Equivalentemente en su 

notación plantilla tenemos: 

(2.3.2) 

De forma similar puede obtener una fórmula de 9 puntos 



y y 

16 17 18 19 20 21 1 5 9 13 17 21 
• • • • • • • • • • 

11 12 13 14 15 4 8 12 16 20 
• • • • • • • • 

6 7 9 JO 3 7 JI 15 19 
• • • • • • • • 

2 4 5 2 6 10 14 18 

(a) Ordenamiento Lexicográfico X (b) Ordenamiento Lexicográfico Rotl­
do 

9 
• 

Equivalentemente 

19 10 
• • 

6 17 
• ■

14 4 
■ •

12 

y y 

o 11 21 16 17 18 19 
• ■ ■ • ■

18 8 6 12 13 
■ • • • 

5 16 11 7 
• ■ ■ ■ 

13 3 2 

20 21 
■ ■ 

14 15 
• • 

9 JO 

■ ■ 

4 5 

(c) Ordenamiento RB X ( d) Ordenamiento Linea-zebra
y 

9 19 10 11 21 
• • • • • .n¡

4 14 15 6 .n2
• l:J l:J • h

16 7 8 18 eni
• • • • 

.n4 

1 12 13 3 h

(e) Ordenamiento de Cuatro Coloref

Figura 2.1: Mallados 

NWu;J+l +Nu;J+I +NEu;J+l

Wu;-1,1 +Cu;J +Eu;+iJ

S Wu;-1J-1 +S U;J-1 +SEu;+1J-1 = /;J 

NW N NE 

L1iu;J = w e E U;J = /;J 

sw s SE 

X 
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(2.3.3) 

(2.3.4) 



2.3.1. Jacobi Puntual 

n (2.1.3) e tiene 
A,, = diag(L1,),

produciendo la iguiente iteración 
A,,u7,+ 1 = B,,úf: + /, donde B,, = A,, - L,,. 

Para la fórmula de 5 punto tenemo 

Equivalentemente 
o o o o N o o e o u'f'j' = - w o E t/f',¡+ /;.jo o o o s o 

Para la fórmula de 9 punto 
NW ilf:¡+I +N ilf:¡+I +NE it;'_¡+iWu'!'t.,- .J 

+Cu'!''!''
l,J 

+Ezt:,.
' .J 

S W u'f'_IJ-1 +S ilf:¡_, + EU:1.j-1
equivalentemente 

[ 
� � � �+I = -

o o o
NW N 

w o 

sw s 

2.3.2. Jacobi por Bloques 

n (2.1.3) A,, e obtenido de la siguiente manera: 

= /;J 

{ O ,j -:t= i ± 1 A,, = tridiag(L1,) = 
L1,;;J , en otro ca o 

24 

(2.3.5) 

(2.3.6) 

(2.3.7) 

(2.3.8) 
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por lo que e tendría que olucionar un i tema de ecuaciones tridiagonal para poder hacer 

una iteración. Luego con un ordenamiento lexicográfico nos da una Jacobi lineal horizon­

tal; con un ordenamiento lexicográfico rotado uno obtiene una Jacobi lineal vertical. Una 

iteración lineal horizontal seguido de una iteración Jacobi lineal vertical nos da una Jacobi 

alternante. Para el ca o Jacobi lineal horizontal tenernos la siguiente fórmula de iteración 

ó equivalentemente 

o o 

w e 

o o 

y para la fórmula de 9 punto 

NW14'J+ i 
w ir�1.

,- J 

Wu'!' 1 · 1,- J-

o equivalentemente

o o o

w e E 

o o o

+N14'J+1
+Cu'!'�'

IJ 

+Sir. 1IJ-

z/fj+I 
= 

-

2.3.3. Gauss-Seidel Puntual 

(2.3.9) 

(2.3.1 O) 

+NE 14'J+ i
+Eu'!'+ 1• 1+1,, (2.3.11) 

+SE1¼1,¡-1 = /;,j 

NW N NE 

o o o z/fj + /;,¡
(2.3.12) 

w SE 

1 proceso de suavización má frecuentemente u ado e la iteración dada por Gau 

Seidel [18, p. 3]. Para la formulación matricial hemo introducido la de composición de Lh

en 

Lh = D - Ah - Bh, 

D : Matriz diagonal. (2.3.13) 

A1,(B1,) : Matriz estrictamente triangular inferior ( superior). 



La iteración es equivalente a 

u:,,+
1 

= J(úf:,fl=<D-Ahr 1<sh ur,+f) 

Súf: + Thf, 
donde S (D - Ah)- 1 Bh = 1 - (D -Ah)- 1 Lh , 

T,, (D-A1,)- 1
• 
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(2.3.14) 

La eparación de (2.3 .13) es única, pero la representación de una ecuación modelo no es 

única. La construcción de L,, depende del número de variables (i.e. puntos en la malla). 

Observación 2.3.1. La iteración de Gauss-Seidel depende del ordenamiento de las vari­
ables. 

Luego tenemos que la fórmula para el método de iteración Gau s Seidel para la notación 

de cinco puntos es: 

ó en su notación estencil 

o o o

w e o

o s o 

Para la formula de 9 puntos 

equivalentemente 

NWufj+I 
w u.'1�1. 

,- ,J 

swzr�'-
1 ,- J-

o 

o 

S SE 

z/!'.¡+I 
= 

-

+N i/fj+I
+C u'fj+I

+S u.'1:\lJ-

o N o 

o o E
o o o

+NE i/fj+I
+E u'f'+1J
+SE��- t

NW N 
o o 

o o 

(2.3.15) 

u'f'.¡ + f; .j 
(2.3.16) 

(2.3.17) 

= /;,¡

(2.3.18) 
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El método de relajación de Gauss Seidel puntual multicolor 

El primer tipo de e tos métodos de relajación de G-S es el de dos colores (RB) que se 
u a para una di cretización de 5 puntos. Tal como se muestra en la figura (2.1 ( c)) definimos
lo índice de lo punto de malla como

roJO: i + j par
negro : i + j impar 

(2.3.19) 

En e te método procedemo en do pa o intermedio , uno para cada color de los puntos 
que e u ado. La formulación de la ecuación discretizada para los puntos rojos (primer paso 
intermedio) e 

1 

Su':'. 1 + W u':' 1 . + C u"!�'I + E ú:'.+1 . + N u':'·+t = /;·
J· IJ- /- J IJ I J l,J 

(2.3.20) 

donde i + j es par, y para lo puntos de malla negros (segundo paso intermedio) 

m+½ m+½ +l m+½ m+½ _ 
S uiJ-t + Wui-lJ + Czl!'.¡ + Eui+IJ + NuiJ+I -/;J (2.3.21) 

donde i + j es impar. 
EL método de relajación Gau eidel puntual multicolor para una discretización de 9 

-puntos tiene cuatro colores, tal como se da en (2.2.20) (Ver figura (2. l(e))). Este método
se procede en cuatro pa os, un pa o por cada color de punto que e ta iendo usado. Para la
formulación del método, se tiene para los punto rojo ( Primer cuarto de paso):

NW u'f'J+i +N u'f'J+1 +NE u'f'J+i m+• (2.3.22) Wu'!',. +Cu;J :t +Ezl;';.,J,- .} 

S wur-lJ-1 +Su'!'. ' 
IJ- +SE u1f�1.j-l = /;J 

donde i es impar y j es impar. La ecuación para lo punto de malla negro ( egundo cuarto 
de paso) es: 

NWt/fj+i 
W 

m+¼ ui-1.j
SWU:'1. 1 ,- ,J-

+N t/fj+1
e 

m+½+ u .. 
l,J 

+S lifJ-t

+NEllf'·+i
m+¼+Eui+IJ (2.3.23) 

+SE lif�l,j-1
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donde i e par y j es impar. La ecuación para los puntos de mallas verdes ( tercer cuarto de 

pa o) e : 
m+' 

NWuiJ+�

Wu;-1 J 

m+ 1 m+½ 
+N U;,¡+i +NE u;. ·+i 
e m+¾ m+ { 

+ u.. +Eu.+1".
l,J / ,] 

m+½ m+¼ m+ 1 

S W ui-lJ-I +S uiJ-I +SE ui+l�-i
= /;,¡ 

(2.3.24) 

donde i e impar y j e 

de paso) e : 

par. La ecuación para los punto de mallas amarillos (Cuarto cuarto 

m+' 
NWu;,¡+i

m+¾ Wu. 
1

. 

,- '( 
S 

m+ ¡¡ Wu. i · i
,- J-

donde i e par y j e par 

m+' 
+NuiJ+�

+Cz/!1:1 
IJ 
m+' 

+Su .. 1
1 IJ-

2.3.4. Gauss Seidel por Bloques 

m+ ' 
+NE u. ·+ªi '-1 m+� 
+Eu.+1 . 

I ,] 

m+ '
+SEu;+1�-1

(2.3.25) 

= /;,¡ 

La eficiencia del método au eidel como e indicó en la ob ervación 2.3.1 depende 

del ordenamiento y ademá esta dependencia es muy fuerte en mucha aplicaciones [ 17, p. 

43]. 

Iteración Gauss Seidel Línea en la dirección X 

Para esta relajación, tan igual como para la iteración de Jacobi por bloques, e requiere de 

la olución de un istema tridiagonal para cada una de las variables por línea. 

La relajación Gau Seidel por linea en la dirección X in un ordenamiento multicolor 

para una discretización de nueve punto esta dado por: 

NW zlfJ+i +N u1::
_¡+i +NE zlfJ+i

w z.1!1�1. 
,- .J 

+ z/!1: 1 
IJ +Eu'!1+1.1+IJ (2.3.26) 

S Wz/!1�1. i 
,- J- +S z/!1:\

/J-
+SEu7.:.��-t

= /;._¡ 

Cuando se usa un ordenamiento de dos colore RB Zebra o llamado antes Línea-Zebra (un 
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caso particular en la dirección X es mostrado en la figura (2. l(d))), los colores son definidos 

rojo: j impar 

negro: j par 
(2.3.27) 

La relajación es realizada en dos pasos intermedios, el primero sobre los puntos rojos, y 

el segundo paso sobre los punto negros. El primer paso de la relajación lineal para la 

discretización de nueve puntos es lo siguiente: 

NWzlfJ+ i +NzlfJ+ i +NE u'f'·+i 
m+• m+'/ 

W 
m+,: +Cu;J :z +Eu;+1�Ui-lJ 

swu;..1J-1 +Su!'. t
IJ-

+SEU:1,J-I = f;,j 

donde j es impar para el primer paso intermedio, y el segundo paso intermedio es: 

donde j es par. 

m+' 

NWuiJ+� 
w u1!'+1

'
,- r

Sw m+
1 u. 1 · 1,- J-

m+• 

+N uiJ+�
+C u!':I

IJ 

m+• 

+Su .. 1

1IJ-

m+• 

+NE u;J+�
+EU:��

m+' 

+SEu;+ 1�-1

Iteración Gauss Seidel Línea en la dirección Y 

= /;,J 

(2.3.28) 

(2.3.29) 

Para esta relajación, tan igual como para la iteración Gauss Seidel Línea en la dirección 

X, se requiere de la solución de un sistema tridiagonal para cada una de las variables por 

línea. 

Presentamos la relajación Gauss Seidel por linea en la dirección Y para una discretización 

de nueve puntos (Observar que para una discretización de 5 puntos es un caso especial de 

nueve puntos cuando NW = NE = S W = SE = O). La relajación Gaus Seidel por líneas 

en la dirección Y sin un ordenamiento multicolor para una discretización de nueve puntos 

esta dada por: 
NWúf',//1 
w if.'+

1
1.

,- ., 

swur..t1-1 

+Nu'f']+\
+C u!':I

IJ 

+Su'?i:I 
IJ-1 

+NEzlfJ+ i
+Eu�1J
+SE u'f:1.1-1 

(2.3.30) 
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Cuando un ordenamiento multicolor es usado con un RB Zebra en la dirección Y los colores
on d finido por :

rojo: i impar
negro: i par

(2.3.31)

La relajación e realizada en dos paso intermedios, el primero sobre los puntos rojos,
y el egundo pa o obre lo punto negros. El primer pa o de relajación lineal para la
di cretización de nueve punto e :

NW i/f'.¡+ 1 

Wzl!',.
,- J 

SWu'!' 1 •  1 ,- J-

m+' +NuiJ+�
m+½

+ U;J m+½+ uiJ-1

+NE u'f'.¡+l

+E 1'!'.+I1 .J 

+SE u'!'+ 1,j-1 = h.j

donde i e impar, para el egundo pa o intermedio tenemos,

donde i e par.

m+' NWuiJ+�
m+' 

Wui-1�
m+½ SWui-lJ-I

+Núf'J .. \
+C zl.":+- t 

IJ 

+S 1'!':+-',IJ-

Iteración Gauss Seidel Línea Alternante 

m+'+NE u;·+�m+i 
+Eu.+ 1�. 

1 .J m+½+SE ui+l.j-1 

(2.3.32)

(2.3.33)

1 método de Gauss eidel linea alternante e realizado haciendo una Gauss eidel línea
coloreado Zebra por lineas en la dirección X seguido por un Gau s eidel lineal coloreado
por líneas en la dirección Y. Ver las ecciones previa .

2.3.5. Método ADI Peaceman and Rachford 

n J. toer y R.Bulir ch[8, §8.6] e de arrolla el método implícito con dirección alter­
nante llamado método ADI ( Altemating Direction Implicit) el cual erá de crito breve­
mente. En este método el sistema de ecuacione
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de acuerdo a la eparación 

e tran formado equivalentemente en 

(H1, + r l)u1, = (r 1 - V1,)u1, + f¡,

o también
( V¡, + r l)u1, = (r 1 - H1,)u1, + f¡,,

donde r e un parámetro real. ombinando las dos ecuaciones anteriores se tiene la it­
eración del método ADI, teniendo a una de ellas como paso intermedio, es decir, 

(H1r + Ym+1 J)ú;;+\/l (rm+l 1 - V1r)UÍ, + /,,

(V¡,+ Ym+1 J)ui,+I = (rm+i 1- H1,)u;+l/l + J,,

(2.3.34a) 

(2.3.34b) 

donde rm+i e un parámetro real el cual puede er e cogido en cada paso de manera difer­
ente. Ahora su tituyendo u;+ 112 de (2.3.34a) en (2.3.34b) e obtiene:

donde 
(V,,+ r l)-1 (r 1- H1,) (H1, + r l)- 1 (r 1- V1,)
(V1, + r l)-1 [1 + (r 1- H1,) (H1, + r l)-1]

n [8, §8.6] e mue tran como on obtenido e to parámetro óptimo rm. 

(2.3.35) 

(2.3.36) 

2.4. Algunos resultados numéricos de métodos iterativos 

clásicos 

La ecuación modelo a u ar erá la ecuación de Poi on para hacer alguna comparacione 
entre los métodos iterativos clásicos, mientras que las ecuacione anisotrópicas de difu ión 
rotada y la ecuación de Poi on anisotrópica erán u ada para comparar lo método it­
erativos por bloques y el ADJ. La comparación de lo radio e pectrale p, el número de 
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iteraciones y operaciones para a obtener un error del orden de h2 para la ecuación modelo 

(2.4.1) son mostradas en el cuadro2.2(Ver [8, §8]). 

Sea la siguiente ecuación de Poisson con condiciones de frontera de Dirichlet: 

-ti u f, en .n = (O, 1)2

u = O, en a.n

(2.4.1) 

con f E C°(.Q) y para soluciones clásica se tiene U E C2(11) U C°(n). La discretización en

diferencias finitas como ( 1.2.22) genera el siguiente sistema lineal de ecuaciones 

h-2 -1 �
l 

-1 ] uh(x;,y¡) = Ji,(x;,y¡) V(x,y) E nh .
-1

o similarmente

donde nh = {(x;,y¡) En: x; = ih, Y¡= jh, i,j = l ,  • • • , N - t}, h = 1/N, y N � 1 un entero

que indica el número de particiones del intervalo (O, 1 ). Las pruebas computacionales se 

realizan haciendo en (2.4.1) 

f(x,y) = 2,r sen ,rx sen 7C)l

y la solución exacta es 

u(x,y) = sen ,rx sen 7C)l.

Como una medida del error, elegimos el tamaño de error del residual 

La iteración terminará tan pronto como ,-i sea reducido a un orden de magnitud de 10-4 =

0,0001. En los métodos de Jacobi, Gauss Seidel, SOR(G-S amortiguado), y ADI serán ini­

cializados en u2 = O. Los cálculos obtenidos del cuadro 2.1 son similares a lo presentados 
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Jeoob, Gnuss Sc,dcl ADI 

Puntual SOR 

nx =nl I 11u¡-11,II CPU(s) lli-11111 CPU(s) 1 11,l¡-11111 CPU(s) 1 ll1l¡-u1II CPU(s) 

35 .530E-01 isóE-04 18 l. E-01 8.75E-04 9 l.06E-OI 3.75E-04 6 l.06E-OI 3.75E-04 
8 154 5.l8E-02 l.64E-02 78 5.18E-02 I.S0E-02 21 5.18E-02 l.53E-02 8 5.18E-02 5.00E-04 
16 628 2.57E-02 l.7IE-0I 315 2.57E-02 7.73E-02 44 2.57E-02 l.56E-02 9 2.51E-02 2.SOE-04 
32 2526 l.28E-02 2.TIE+OO 1264 l.28E-02 l.36E+OO 88 l.28E-02 9.35E-02 10 l.28E-02 l.48E-02 

10116 6.26E-03 4.80E+0I 5059 6.26E-03 2.3IE+0I ,n 6.40E-03 7.96E-0I 12 6.33E-03 l.24E-OI 
128 30000• 4.40E-03 5.93E+02 20239 2.89E-03 3.8IE+02 355 3.16E-03 6.69E+OO 14 3.0IE-03 5.TIE-01 
256 16 l.04E-03 2.77E+-OO 

Cuadro 2.1: Iteraciones de la ecuación modelo !J..u = f con f = 2,il sen nx sen Jl)'. i número 
de iteraciones, 11 - 11 euclidiana, CPU(s) tiempo de máquina; hasta conseguir un error del 
defecto del orden de 0.00001 (•No se consiguió la aproximación). 

Método p Número Numero 
de iteraciones de iteraciones operaciones 

Jacobi cos JI 
N 

N2log,oN 5N4/og,oN 

G-S cos2 JI 
N 

0,5N2 log,oN 2,5N4/og10N 

G-S (w)
cos2i 

0,72Nlog10N 3,6N3/og10N (t+sen Ñ) 

ADI(*) 1 - s U;,, )iñ 3,6(/og 1oN)2 57 ,6N2(/og1oN)2

Cuadro 2.2: Comparación de los radios espectrales p de diferentes métodos iterativos 
clásicos para la ecuación modelo (2.4.1) donde el número de iteraciones son las necesarias 
para que el error sea del orden fil-((*) ADI optimal con m otro parámetro optimal) 

en la tabla I de (8, §8. l O]. Para verificar las estimaciones teóricas mostradas en el cuadro 

2.2 hemos ejecutado el mismo programa pero ahora el criterio de parada considerado es 

cuando el error de aproximación llega a ser del orden de h2
• Estos resultados son mostrados 

en el cuadro 2.3. 

Una primera observación es que llut - uhll decae rápidamente con el número de itera­

ciones, esto como resultado de incrementar el número de particiones N (Ver el cuadro 2.2). 

Una segunda observación es que el método de Gauss Seidel converge dos veces más rápi­

do que el método de Jacobi (8, Corolario (8.3.16)], y el método relajación con parámetro 

óptimo tiene una reducción considerable del número de iteraciones (8, teorema(8.3.17), 
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N 64 h2 = 2.44E-04 

llu�, - u1,II IIL,,u�. - .liill N iter. Teorica N lterComp tiempo(s) 

Jacobi 2.44E-04 8.77E-03 7398 6403 21.7 
Gauss Seidel 2.44E-04 8.78E-03 3699 3821 10.5 

Gauss Seidel ( w) 2.41E-04 0.284 83 117 0.4 
ADI 1.96E-04 7.82E-03 12 7 6.21E-02 

N 128 h2 = 6. lOE-05 

llu�. - u1,II IIL,,u�. - J,,11 N iter. Teorica N IterComp tiempo(s) 

Jacobi 6.87E-05 2.35E-03 34525 30000* 429.0 

Gau s Seidel 6.l 0E-05 2.19E-03 17262 15112 207.0 

Gauss Seidel ( w) 5.78E-05 4.85E-03 194 265 3.6 
ADI 4.12E-05 l .80E-03 16 10 3.75E-01 

Cuadro 2.3: Se realizan tantas iteraciones como sea necesario para alcanzar un error del 
orden de h2

• La columna donde se indica el número de iteraciones teóricas son obtenidas

del cuadro 2.2. ((*) indica que ha superado el número de iteraciones máxima que hemos 

definido). 

(8.4.9)] y con el método ADI (usando m = 4) se requiere menos iteraciones aún [8, teo­

rema(8.6.28)]. En el mismo cuadro hemos agregado el tiempo realizado por la CPU para 

conseguir la aproximación deseada. Este tiempo es también proporcional al número de 

iteracione siendo más ventajoso los métodos ADJ. 

2.4.1. Métodos iterativos clásicos aplicados a una ecuación de tipo 

aniso trópica 

En los cuadros siguientes se presentan los resultados de diferentes métodos de iteración vis­

tos en esta sección aplicados a una ecuación de tipo anisotrópica. Sólo mostraremos cálcu­

los computacionales puesto que en el capítulo correspondiente a análisis de suavización se 

tratará, en cierta manera, las propiedades de convergencia de esto métodos iterativos. La 

ecuación a considerar se basa en la segunda ecuación modelo ( l .1.5)(Ecuación de Poisson 

anisotrópica): 

-su - u = 
-J y - y3 s Q = (O 1)2

xx .w l+x (l+x)3'
' (2.4.2) 
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y u(x,y) = zcfu en an. e verifica fácilmente que u(x,y) es también solución de la

ecuación diferencial. 

Previamente e mue tra en el cuadro 2.4 el método ADI no tiene una buena convergen­

cia para e te problema, a pe ar de pre entar una precisión muy buena, la solución aproxi­

mada e con igue luego de un número de iteracione relativamente grande. Además se tiene 

un alto co to computacional evidenciado por el elevado tiempo de ejecución. 

ADI (e= 1) 

nx = n
y 

i llu� - u1II CPU(s) 

4 28 3.53 -04 4.16E-08 

8 150 2.11 -04 l.55E-02

16 790 l.l0E-04 3.75 -01

32 4056 5.56 -05 7.95 

64 20682 2.79 -05 

uadro 2.4: lteracione de la ecuación modelo (2.4.2) con e= 1. 

Para la ecuación de Poisson anisotrópica, donde el parámetro e determina el grado 

de ani otropía (Valores muy grandes o muy p queños indicarán una fuerte anisotropía). 

Los método iterativo usado para hallar la olución aproximada on los iguientes: El 

método Gau eidel OR, método iterativo por bloque (Jacobi lineal, Gau s Lineal ). 

Hemos variado el parámetro e haciendo que a urna lo siguiente valore : 0,001 ( cuadro 

2.5), 0,0l(cuadro 2.6), O, !(cuadro 2.7), !(cuadro 2.8) , 100 y 1000 (cuadro 2.9) e to tre 

últimos valores sólo son u ados para lo método iterativo de Gau eidel por Bloques. 

Ob erve que los métodos por bloque en la dirección no influenciada por el parámetro 

anisotrópico e como el método alternante X - Y son la que mejor re ultado dan con un 

número de iteraciones reducido. Una de la razone de ello e por lo siguiente: i la ecuación 
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de Poisson anisotrópica es descrita por su forma plantilla como en (1.2.21), i.e.,

-
1 

l -s 2 + 2s 
-
s uh = h2J,,,

-1 
entonces cuando s « 1 se tendrá la siguiente aproximación

-1
O 2 O uh = h

2f,,.
-1

Luego como los métodos por bloques se caracterizan por resolver un sistema tridiagonal
en cada linea o columna, según sea el caso, entonces prácticamente se tendrá el problema
resuelto, pue el istema aproximado en su forma plantilla mostrado en la última ecuación
es casi de forma tridiagonal. De manera análoga se verifica cuando s » 1 tan sólo haciendo

s' = 1/s. 
En los cuadros se ve que el método iterativo SOR es bueno cuando no se presentan

casos de anisotropía s � 1,0 y observa que el método iterativo por bloque en la dirección
Y, tanto Jacobi como Gauss Seidel, paras « 1,0, se comporta de manera similar al método
iterativo por bloque en la dirección X cuando s » 1,0.



N 1 

4 29 

8 131 
16 541 
32 218S 
64 8761 
128 

N 

4 14 
8 62 
16 247 
32 979 
64 3894 
128 

Lineal X 

1�),-11,11 
5.38E-06 
1.2SE-OS 
2.70E-OS 
6.74E-05 
2.SIE-04 

Lineal X 

ñJ,- 11111 
1.24E-05 
3.38E-OS 
8.37E-05 
l.89E-04 
4.92E-04 

CPU(s) 
2.0SE-OS 
I.SOE--02 
l.2SE-OI 
2.14E+OO 
3.66E+OI 

CPU(s) 
I.IJE-04 
l.75E-OS 
4.71E--02 
9.68E-OI 
1.48E+0I 

1 
2 
3 
5 

11 
3S 

1 
1 
2 
3 
7 

19 

JACOBI (e = 0,001) 

Lineal Y Allcmantc X-Y 
11J,-u1II CPU(s) 1 ll•{-11111 CPU(a) 
6.IBE-07 2.0SE--OS 1 4.69E-07 2.0SE-OS 
6.82E-07 8.78E--06 2 5.S6E-07 S.84E--06 
6.90E-06 2.92E-06 3 6.54E--06 l.l7E-05 
6.45E-05 l.60E-02 5 6.32E-OS l.60E--02 
4.32E-04 4.70E--02 11 4.28E-04 6.20E--02 
l.81E-03 6.25E-OI 3S l.81E-03 7.18E-OI 

GAUSS SEIDEL (B = 0,001) 

Lineal Y Alternante X-Y 
11J,-u1U CPU(a) 1 11J,-11,11 CPU(a) 

S.44E-07 l.02E-04 1 6.52E-07 I.IJE-04 
l.42E-05 l.02E-04 1 l.2SE-OS l.l7E-OS 
l.47E-05 1.17E-OS 2 l.39E-OS l.7SE-OS 
I.SJE-04 l.61E--02 3 I.SOE-04 l.61E--02 
3.48E-04 3. IIE--02 1 3.44E-04 3. I IE--02 
l.83E-03 3.44E-01 19 1.82.E-03 3.90E-OI 

1 

8 

19 
40 

94 

191 
384 

SOR 

uJ,-u¡II 
I.SOE-06 
S.47E--06 
9.19E-05 
2.90E-05 
l.61E-04 
l.27E-03 

37 

CPU(s) 
l.15E-05 

S.85E--06 
l.61E--02 
7.81E--02 
7.JSE-01 
6.14E+OO 

Cuadro 2.5: Métodos iterativos por Bloques para la ecuación modelo -su= -uyy = f con 
f(x,y) = �!: - cr+;>3 con s = 0,001 .

N 1 
4 29 
8 129 

16 533 
32 2151 
64 8617 

128 

N 

4 14 
8 61 

16 243 
32 963 
64 3827 
128 

Lineal X 

1íJ,-u¡I 
4.64E-06 
9.S2E-06 
2.2SE-0S 
4.44E-05 
7.06E--OS 

Lineal X 
11,),- u1U 

7.71E--06 
3.l3E-OS 
8.02E-OS 
l.67E-04 
3.17E-04 

CPU(1) 

l.1S6--05 
1.196-04 
l.2SE-0I 
2.09E+OO 
3.64E+Ol 

CPU(1) 
l.25E-04 
l.l7E-05 
6.29E--02 
8.S9E-01 
l.43E+OI 

2 

4 
8 

23 
80 

308 

2 
3 
s 

13 
42 
156 

Lineal y 

uJ,-u,11 
6.JJE-06 
4.67E--06 
4.44E-OS 
l.2IE-04 
2.92E-04 
4.57E-04 

JACOBI (e= 0,01) 

CPU(1) 
1.13E-04 2 

l.76E-OS 3 
1.13E-04 8 

I.S0E-02 22 

3.44E-OI 79 

5.42E+OO 305 

AllfflwttcX•Y 

ñJ,-u¡I/ 

7.236--06 
3.63E-05 
3.68E-05 
l.62E-04 
2.98E-04 
4.SSE-04 

CPU(1) 
1.136-04 
l.l3E-04 
l.l3E-04 
I.S9E--02 
3.S9E-OI 
5.69E+OO 

GAUSS SEIDEL (r. = 0,01) 

Lineal Y 
11J, - u,U CPU(1) 
7.TIE-06 I.IJE-04 
2.83E--06 4.16E-08 
4.TIE-OS 2.27E--04 
1.096-04 l.49E--02 
2.S6E-04 l.72E-OI 
4.JOE--04 2.4SE+OO 

1 
3 
s 

13 
41 
154 

Alternante X· Y 

ñJ,- u,11 

6.88E-06 
3.S&E-06 
3.9SE-OS 
9.62E-05 
2.93E-04 
4.47E-04 

CPU(•) 
0.OOE+OO 
l.78E-08 
2.276-04 
l.49E--02 
l.72E-01 
2.72E+OO 

1 
8 

19 
40 
93 

193 
391 

SOR 

11,),-u¡II 
6.44E-06 
S.32E-06 
1.3 IE-OS 
4.0IE-06 
2.TIE-0S 
2.37E-04 

CPU(s) 
1.13E-04 
Ul2E-04 
l .59E-02 
7.91E-02 
6.71E-01 
S.62E+OO 

Cuadro 2.6: Métodos iterativos por Bloques para la ecuación modelo -s U.:éx -uyy = f con 
+.( ) - =ll - � - O 01J' X,y - l+x (l+x)3 con S - , 



JACODI (,: = 0,1) 

Lineal X Lineal Y Alternante X-Y 
N ll•i¡-u,11 CPU(1) u;;i-u,11 CPU(1) ll•i¡-u,11 CPU(1) 
4 17 6.36&-05 5.1)4&--09 5 6.16&-05 1.0lE-04 4 6.37&-05 1.lJE-04 
8 121 3.60E-OS 1.02E-04 14 2.95&-05 2.37E-08 12 2.89E-05 1.lSE-04 

16 495 1.6SE-OS 1.I0E-01 48 4.70E-OS 1.61E-02 43 4.91 E-OS 1.62E-02 
32 19 9 4.39E-05 1.78E+OO 182 l.30E-04 1.71E-01 163 1.45&-04 1.71E-01 
64 7973 1.4SE-04 3.09E+Ol 718 3.21&-04 2.7SE+OO 646 3.46&-04 2.94E+OO 
128 2861 1.02E-03 4.61E+0I 2574 1.07E-03 4.90E+0I 

GAUSS SEIDEL (e = O, 1) 

Lineal X Lineal y Alternante X-Y 
N I lluj-u,11 CPU(1) I 11�-u¡U CPU(1) I 11�-u¡II CPU(1) 
4 13 S.94E-OS 1.02E-04 3 6.61E-05 1.37&-04 3 6.73&-05 1.l7E-05 
8 S1 3.0IE-05 l.61E-02 8 2.87&-05 1.lSE-04 7 2.51&-05 1.02E-04 

16 227 5.60E-05 4.69E-02 2S 3.68&-05 l.02E-04 23 3.04E-05 1.02E-04 
32 898 1.44E-04 7.97&-01 91 1.36E-04 7.SOE-02 83 1.33E-04 7.79E-02 
64 3566 3.49E-04 1.34E+0I 356 3.42&-04 1.31E+OO 324 3.41&-04 1.44E+OO 
128 1416 1.07E-03 2.22E+0I 1288 1.07&-03 2.35E+0I 

Cuadro 2.7: Método iterativo por Bloques para la ecuación modelo 

f( ) - -Jy y3 l:
- o 1X,y - l+x - (l+x)3 con S - , 

Lineal X 
N 1� -u,R CPU(a) 

4 17 J.496-04 1.176-0S 16 
8 69 2.04E-04 1.59&-02 67 
16 280 9.62&-0S 6.21E-02 269 
32 1119 3.17E-OS I.0IE+OO 1079 
64 4479 5.0SE-05 l.74E+0I 4319 

128 ITI78 

u-,x 

N I ñ;;¡-u,u CPU(a) I 

4 9 3.SOE-04 1.37&-04 8 

8 35 2.0IE-04 2.38E-04 33 
16 135 8.48&-0S 3.I0E-02 130 
32 528 4.71&-05 4.69&-0I 517 
64 2090 1.39&-04 7.80E+OO 2067 
128 8318 3.12&-04 1.29E+02 8270 

JACOBI (e = 1,0) 

Unca1 y Alternante X-Y 
1j;i¡-u,H CPU(a) u� -u,n CPU(a) 
l.OE-04 IJ7E-04 8 J.506-04 1.17E-05 
2.0IE-04 2.17E-04 32 l.97E-04 2.17E-04 
8.93E-05 6.19E-02 129 8.06E-05 3.09E-02 
3.16E-05 1.19E+OO 517 4.60E-05 5.63E-01 
8.19E-05 1.66E+0I 2096 1.39E-04 9.28E+OO 
1.98&-04 2.79E+02 8275 3.13E-04 1.61E+02 

OAUSS SEJDEL (r. � 1) 

Lineal Y Alternante X-Y 
U� -u¡U CPU(1) I "� -u,u CPU(1) 
3.48E-04 4.n -04 5 3.51E-04 4.77E-04 
1.99E-04 1.SOE-02 18 2.0IE-04 1.19E-08 
8.llE-05 1.49&-02 67 8.19E-05 3.09&-02 
4.37&-05 4.53E-01 262 4.64E-05 2.66E-OI 
1.39&-04 7.72E+OO 1040 l.40E-04 4.SOE+OO 
3.12E-04 l.29E+02 4148 3.12E-04 7.45E+0I 

uadro 2.8: Métodos iterativos por Bloque para la ecuación modelo 

J< )-�-A -X,y -
l+x 

(l+x) con S - 1

38 

SOR 
I lluj-u¡II CPU(s) 
8 6.59E-05 2.27E-04 
19 3.89E-05 2.38E-04 
42 l.81E-05 1.49E-02 
87 1.15E-05 7.80E-02 
199 6.04&-05 6.87E-0I 
445 5.06E-04 6.42E+OO 

-SUxx-U
yy 

= f COD

SOR 
I n�-u,11 CPU(s) 
8 3.51E-04 2.27E-04 
19 2.08E-04 l.02E-04 
42 1.07E-04 2.38E-04 
88 5.IIE-05 7.91E-02 

206 2.TIE-05 7.19E-01 
47) 1.39E-05 6.86E+OO 

-SUxx-U
yy 

= f COil 



OAUSS SEJDEL (e : 100) 

Lineal X Lineal Y Altcmanto X·Y 
N 1j;;J-11,11 CPU(1) �-u,11 CPU(■) �-11111 CPU(1) 
4 9 7.36E-04 1.0lE-04 4 7.36E-04 l.lSE-04 16 7.36E-04 I.0lE-04 
8 21 4.67E-04 3.75E-04 11 4.67E-04 3.52E-04 61 4.65E-04 l.56E-02 
16 45 2.46E-04 3.52E-04 33 2.45E-04 l.62E..02 273 2.42E-04 6.l6E-02 
32 105 l.25E-04 9.29E..02 118 l.l8E-04 l.25E..OI 1098 I.ISE-04 l.l3E+OO 
64 227 6.26E..05 8.59E-OI 453 5.06E..05 l.94E+OO 4401 4.71E-05 l.84E+0I 
128 463 3.13E..05 7.78E+OO 1783 4.50E..05 3.17E+0I 

OAUSS SEJDEL (r. m 1000) 

Lineal X Lineal Y Alh:mantc X-Y 
N 1 g;;¡-u1II CPU(1) ¡j;i

'9

-u1II CPU(1) I ¡j;i
'9

-u1II CPU(•) 
4 2 8.89E-04 2.50E-04 24 8. E-04 1.62E--02 2 8. E-04 l .25E-04 
8 3 6.27E-04 l.02E-04 108 6.27E-04 4.77E-04 ) 6.27E-04 4.77E-04 
16 4 3.58E..()4 2.501!..()4 440 3.58E-04 9.45E..02 4 3.58E-04 l.02E-04 
32 7 l.89E-04 4.77E-04 1113 l.88E-04 I.S6E+OO 1 1.89E-04 l.50E-02 
64 14 9.60E..05 6.J5E..02 7111 9.58E..05 2.68E+0I 14 9.60E..05 7.79E..02 
128 36 4.SOE-05 5.63E-01 36 4.SOll..05 6.56E-OI 

Cuadro 2.9: Métodos iterativos por Bloques para la ecuación modelo 

1c )-�-A -
X,y - l+x (l+x) COn S - 100 y s = 1000

39 

SOR 

1 lj;;J-u,11 CPU(s) 
3 7.36E-04 2.27E-04 

10 4.67E-04 3.52E-04 
30 2.45E-04 1.65E..02 

107 l.l8E-04 l.25E..01 
411 5.03E..05 l.92E+OO 
1619 4.49E..05 3.27E+0I 

SOR 

I l�l¡-11111 CPU(s) 
11 8.89E-04 5.94E-09 
27 6.27E-04 3.75E-04 
56 3.58E-04 1.50E..02 

126 l.89E-04 9.J0E..02 
255 9.60E..05 8.75E..0I 
512 4.82E..05 7.48E+OO 

-EUxx-U
yy 

= f con



Capítulo 3 

El Método Multimalla 

En el capítulo anterior vimos algunos de los métodos iterativos más clásicos para solu­

cionar EDPs y cómo éstos pueden deteriorarse cuando se tiene un refinamiento del dominio 

computacional. Esta característica es superada con métodos multimallas los que describire­

mos en este capítulo. in embargo, como se verá, los métodos multimalla usan propiedades 

que tienen los métodos iterativos clásicos para eliminar las componentes de frecuencias 

altas del error. 

3.1. Efectos de suavización de método iterativos clásicos 

Consideremos primero la primera ecuación modelo unidimensional (1.1.3). Luego de su 

discretización obtenemos un sistema lineal:, 

donde h = 1/N y Lh una matriz de orden N x N. Podemos escoger, por su facilidad, el 

método de Jacobi para observar una de la características de los métodos iterativos clásicos 

sobre los efectos de suavización.Descomponiendo la matriz L,, como se hizo en la sección 

§2.3.1

40 
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( 1: matriz identidad) A1i es la matriz diagonal de la matriz L1i . Escribimos así el sistema 

L1,u11 = J,, como 

generando las iteraciones 

u;7 1 
= A¡; 1 (B,,u;, + J,,) 

= u;, -A¡; 1 (L11u;, - Ji,) 

(3.1.1) 

mostrando que la corrección uj7 1
- u11 es obtenida del defecto L1iu� - J,,. Volviendo a la

iteración de Jacobi ahora amortiguada con parámetro de amortiguamiento ® 

u�+t 
= u;, - ®A¡; 1 (L11u� - Ji,), con® E (O, 1)

con A¡; 1 
= ½h21. Colocando w = ®/2, rescribiremos la ecuación 3.1.2 como

i+I . J A-l(L ; J,) Uh = u
1, 

- W h J¡Uh - 1, , con w E (O, 1/2)

(3.1.2) 

(3.1.3) 

La nueva aproximación será obtenida de la presente menos un peso apropiado del defecto. 

Para el análisis de convergencia de la iteración(3.l .3) necesitamos la siguiente proposi­

ción: 

Proposición 3.1.1. Los vectores propios de L,, son 

,¡J = V'llz[sen(ik,rh)]7= 1 = V'llz[sen(k,rh), sen(2k,rh), · · · , sen(nk,rh)f, (3.1.4)

para k = I, · · · , n y los correspondientes valores propios son: 

(3.l.5a) 

verificándose que 
(3.l .5b) 



42 

Demostración. Usando cos(a) = 1 - 2sen2! y sen(a) + sen(/3) = 2sen ( a;P) cos ( ª;P) sólo 
hay que verificar (3.l.5b) 

[L,,i¡/']; = h-2 [-1 2 - 1]1/J: = -1/1'!_
1 
+ 21/1'!- 1/f;+t 

= h-2 --.fiJi{- en((i-l) k1rh) +2sen(ik1rh)-sen((i+ l)k1rh)}

= h-2 V2h {-2 cos (k1rh) sen (i k1rh) + 2sen (i k1rh)} 
= 2h-2 V2h{(l-cos (k1rh)) sen(ik1rh)} 
= 4h-2 V2h {sen2(k1rh/2) sen (i k1rh)} 

4 2 .,Je
= 

h2 
sen (k1rh/2)cp; 

Puesto que 

S,, = 1-wh2L1, 

tiene los mismos vectores propios que L,, , pues 

Luego 

S 1,i¡/' = i¡/' - wh2 L1,i¡/' 
h

= i¡/' - wh2 Av/ = [1 - 4wsen2(kn
2 

)Ji¡/'. 

o 

(3.1.6) 

En la figura (3.1) puede verse los valores propios para w = 1 /2, 1 /3, 1 /4, 1 /6, y se observa 

que el valor máximo de p(S 1,) se alcanza en k = 1. La elección w = ½ produce la iteración 

de Jacobi usual. La razón de convergencia dado por el radio espectral es 

1 h 1 · 
p(S 1,) = A 1 ( 2

) = 1 - 2sen2(1r
2

) = 1 -
2

n2 h2 
+ O(h4), 

lo que demuestra que el método converge muy lentamente, más aún p(S 1,) ➔ 1 si h ➔ O. 

Para w E (O,½) aún es lenta la razón de convergencia. Con w = 1/4 tenemos: 
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A 1 
k 

0.5 

o 

-0.5 

-1 
o 2 4 112 8 10 12 

Figura 3 .1: Valores Propios de la matriz de iteración S h

Así la iteración (3.1.3) con w = 1/4 requiere dos veces más iteraciones que con w = 1/2. 

Como 

1--lk( w )1 < 1 para O < w � 1, k = 1, • • • , n,

todas las frecuencias k serán amortiguadas si O < w � 1. Sin embargo con una elección 

apropiada de w es posible amortiguar las frecuencias altas, i.e. (n+ 1)/2 � k � n, de manera 

menos fuerte. En particular 

máx 1--lk(w)I 
(n+ 1 )/2:Sk:Sn 

será mínimo para w = 1/3, y entonces 1--lk(w)I � 1/3 para (n + 1)/2 � k � n (Ver [8, p. 

704]). Fijemos w = 1/4. La figura (3.1) muestra que los componentes i¡}< con frecuencias 

k � (n + 1)/2 son reducidos al menos por un factor de½ por iteración. Esto significa que la 

razón de convergencia de la iteración Jacobi amortiguado restringido al sub espacio 

span {,¡1 : (n 1 + 1)/2 � k � n} 

de altas frecuencias es ½. La iteración es rápidamente convergente con respecto a las altas 

frecuencias. La convergencia es lenta debido sólo a las bajas frecuencias. Esto puede ser 

mostrado gráficamente en la figura (3.2). 

Un an.Á¡lisis similar se consigue de la siguiente manera. Considerando ahora w = 1/4 

y sea e0 = u2 - uh el error en el primera iteración usando el método de Jacobi amortiguado 
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x
1 0.5 x1

1 

0.5 

o 

-0.5 

-1 
o 0.5 

� � 
1 

n 

� 

-1---------

x
1 0 0.5 x1

Figura 3.2: Método w-Jacobi con w = 1 /3 aplicado al problema unidimensional ho­
mogéneo Lhuh = O(En ( 1.2.6) la solución es u,, = O) con N = 64, los valores iniciales 
de la iteración son: (a).¡?, (b)l/f 16 ,(c) una combinación de.¡? y l/f 16

• Las figuras muestran la 
aproximación u�, después de una iteración (a la izquierda) y diez iteraciones (a la derecha). 



puede ser representado como: 
n 

eco) = ¿ akif}, ak E JR, 
k=I 

y luego de v iteraciones el error es: 

entonces de (3.1.6) 
n n n 

e(v) = ¿ak(Shyif} 
= ¿ak.-i;if} 

= ¿f3kif}, conf3k = ak[.-lk(l/4)t. 
k=l k=l k=I 

La consideración anterior muestra que si 1 5 k 5 <n; 1> (frecuencias bajas)

Si k � <n; 1> ( frecuencias altas) 
Ak < 1 ⇒ A.¡ « 1, 

o sea f3k � ak para frecuencias bajas, pero Vhl « lakl para frecuencias altas.

45 

Veamos numéricamente como se comporta la solución para la ecuación estacionaria
(jj, = O), tenemos 

-u;_ 1 + 2u; - U;+1 = O, 1 5 i 5 N - lu0 =UN= O (3.1.7) 

y valores iniciales de la iteración consistentes de vectores (modos de Fourier) 

u? = sen(ikTr / N) con O 5 i 5 N y 1 5 k 5 N - 1 

donde k se denomina número de onda. Usamos la iteración de Jacobi amortiguada con 
w = 2/3 en una malla con N = 64, iniciando la iteración con los números de onda k = 1, 3, 6 
(Ver figura (3.3)) y aplicamos 100 veces la iteración. En cada paso evaluamos la norma 
máximo del error, que es -U:,. Aquí vemos la relación entre el número de iteraciones, el 
error y el número de onda. 
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Figura 3.4: Método de Jacobi Amortiguado con w = 2/3 aplicado al problema unidimen­
sional con f = O y N = 64 y con un valor inicial u? = ½ [ sen ( �) + sen ( 6J;) + sen ( 3�1r )]. 
La se muestra la norma máximo del error en 100 iteraciones. 
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Figura 3.5: Iteración Gauss Seidel aplicado al problema unidimensional 
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En general los valores iniciales no consisten únicamente de modos simples. La figura 

(3.4) muestra una situación ligeramente más realista en la cual el valor inicial consiste de 

tres modos k = 1, 6, 32. El error decrece rápidamente con las primeras iteraciones y luego 

decrece lentamente. Vemos que el decrecimiento inicial corresponde a una rápida elimi­

nación de los modos de altas frecuencias. El decrecimiento lento es debido a la presencia 

de modos de baja frecuencia. 

Ahora denotaremos la iteración por 

La v-ésima aplicación de .ff es simbolizado por _ffv 

3.2. Introducción al método de dos mallas 

(3.1.8) 

(3.1.9) 

En la sección anterior se muestra una simple iteración w-Jacobi con w = 1/4. Este método 

es eficiente para reducir los componentes de altas frecuencias, pero la convergencia con 
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Figura 3.6: Malla Finan,, Malla gruesa n,_, y su superposición (la inferior) 

respecto a las bajas frecuencias es limitada. Lo que debería seguir es un segundo proceso 

con propiedades complementarias, la cual debería reducir las bajas frecuencias. 

En adelante consideramos una malla computacional uniforme con grosor de malla 

1 
h, = 

21+1 (3.2.1) 

de manera que ahora se tendrá diferentes mallas computacionales que depende del / E N 

elegido, es decir, podemos escribir: 

(3.2.2) 

Se tiene además que h1 < h,_, generando una mallan,_, más gruesa que n, como puede 

verse en la figura (3.6). La elección de h1 en (3.2.1) es un caso particular de como obtener 

una secuencia de mallas. 

Para no recargar la notación y sin lugar a confusión el subíndice h1 en Lh, se cam­

biará por/, o sea: 

L, = L1,
1 

y lo mismo para los demás operadores. Usando esta notación el sistema de ecuaciones 
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luego de hacer la discretización del problema continuo queda: 

L¡U¡ = fr. (3.2.3) 

ea ií1 alguna aproximación inicial dada para u1 = L1
1f,. Luego de aplicar un número 

pequeño de iteraciones del método descrito por la ecuación (3.1.8) resulta un valor inter­

medio U¡. De la sección previa sabemos que el error e1 = ui - u1 es suave (más suave que 

ií1 - u1). El error e1 puede ser u ado como corrección de la solución exacta puesto que 

U= U¡ - e,.

Insertando ii1 en la ecuación L1u1 - J, = O obtenemos el defecto

d1 = L1ui - J, (3.2.4) 

de U/, el cual se anula si y sólo si U¡ es la solución exacta u1• Tenemos 

L,e, = L1(ui - u,) = L,ui - L1u, = L,ui - J, = d,, 

luego la corrección exacta e, es la solución de 

L1e1 = d1• (3.2.5) 

La ecuación (3.2.5) es de la misma forma que la ecuación original (3.2.3) y su solución 

exacta es tan dificil como aquella.Trataremos de encontrar una aproximación de la solución 

de la ecuación (3.2.5). Para ello llevaremos este problema a una malla más gruesa en la 

cual e1 pueda ser mejor representado que u1 puesto que e, es una función de malla suave. 

Obsérvese que sólo las funciones suaves pueden ser bien representadas por medio de mallas 

gruesas, tomando por ejemplo h1_ 1 = 2h1 donde/ - 1 representa una malla más gruesa. 

Para aproximar el problema L1e1 = d1 por una ecuación en la malla gruesa podemos 

hacer 

(3.2.6) 
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donde la matriz L,_, es ya definido por (1.2.6). d,_, depende linealmente sobre el lado 

derecho de la ecuación d1• Haciendo una aplicación lineal llamada restricción r : %í � %í-,

definido por 

d,_, = rd1. (3.2.7) 

La elección más simple de la restricción es la inyección trivial r;ny (Ver figura (3. 7)) definido 

por: 

(r;nyd1)(x) = d,_, (x), Vx E n,_ 1 en,. (3.2.8) 

A pesar que e ta restricción es la más fácil de realizar, tiene algunas desventajas (Ver: 

. -• -- . - o ·- -• ·- ·- o

. .  •·- -- •· . .. --·- - -•- ---- .. - ··· - - ·--· ------·

Figura 3.7: Operador de restricción: inyección trivial 

§3.3). Veamos la siguiente restricción para el caso unidimensional

1 
(rd,)(x) = ¡[d,(x - h,) + 2d,(x) + d,(x + h,)], x en,_, en,

La matriz correspondiente es 

1 2 1 o 

1 2 1 

r= -

1 2 1 

o 1 2 1 

Esta es una restricción especial denominada weighted. 

(3.2.9a) 

(3.2.9b) 

Habiendo definido d,_, por (3.2.7), obtenemos e,_ 1 = L¡_\d,_1 como la solución exacta 

de la ec.(3.2.6). Esperamos que e,_, sea una aproximación a la corrección exacta e1• Sin 
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embargo, e,_ 1 sólo es definido sobre la malla gruesa n,_ 1• Nosotros tenemos que interpolar 

esta función de malla gruesa por: 

e,= pe,_¡, (3.2.10) 

donde la prolongación p: o/4_ 1 � o/4 describe una interpolación de una malla gruesa a una 

fina. La interpolación más simple es la interpolación lineal por partes : 

(pe,_ 1)(x) =
{ e1-1(X) si X E Q/-1, 

[e,_ 1 (x - hI) + eI_1 (x + hI)] /2 de otra manera. 
(3.2.l la) 

En ésta definición colocamos e,_ 1(0) = e 1_1 (1) = O pues suponemos que el error en los 

extremos son nulos ya que se conocen allí los valores de frontera. El operador p puede ser 

representado por la matriz rectangular n1 x n1_1 

1 

p=-
2 

1 

2 

1 1 

2 

2 

1 1 

2 

1 

(3.2.llb) 

Puesto que u1 = u, - e1 es la solución exacta y eI = pe,_1 aproximada a e,, uno trata de 

mejorar el valor de u1 por 

.Jlew 
- ~ 

U¡ = U¡ - e¡. (3.2.12) 

El paso de u, a új
ew por (3.2.4)-(3.2.12) es llamado corrección de malla gruesa CGC 

(Coarse Grid Correction). Combinando las partes separadas (3.2.4)-(3.2.12), obtenemos la 



fórmula compacta 

para el CGC. 

U¡ H U¡ - e¡ 

= u, -pe¡_ 1 
(de (3.2.10)) 

-
1 u, -pL,_1 d1-1 (de (3.2.6)) 

= ii, -pL,_\rd1 (de (3.2.7)) 
-

1 
-

u, H u1 -pL,_1
r(L1u1 -J,) (de (3.2.4)) 
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(3.2.13) 

Observación 3.2.1. La corrección en la malla gruesa (3.2.13) no es una iteración conver­
gente 

Demostración. La restricción r tienen un núcleo(kemel) no trivial. Sea O =I=- w1 E ker(r) 
y coloquemos u? := L1

1 (J, + W¡). Como d1 = L1(u?) -J, = w1 y d1_ 1 = rd¡ = rw1 = O, 
resultando las iteraciones uf = u? -# u1• □ 

Esto muestra que la ecuación de defecto en la malla gruesa (3.2.6) en general no siempre 

es una aproximación razonable para la ecuación de defecto original (3.2.5). En particular, 

aquellos componente de e,, los que no pueden ser representados sobre la malla gruesa .n1_1

(a los que se les dice "no visibles" sobre la malla/ - 1), pueden no ser reducidos. Puede 

apreciarse esta observación en la figura (3.8). 

Como veremos en la sección §3.2.1 aún cuando ambos componentes pueden individ­

ualmente converger o converger lentamente, la combinación de la iteración de suavización 

y corrección en la malla gruesa es convergente. La combinación es llamada iteración dos

mallas puesto que dos niveles/ y/ - 1 están involucrados (Ver figura (3.6) ). Resumiendo 

tenemos el algoritmo ( 1 ). 

Como en (3.2.13) la corrección en la malla gruesa (3.2.14ba)-(3.2.14bd) pueden ser 

condensado a 

uf+1 
:= ii,- pL,_\r(L1ii,-J,) (3.2.3) 
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o 

♦ + ♦ + ♦ + ♦ + ♦ 

n=1 

o 

♦ + ♦ + ♦ + ♦ + ♦ 

l'F2 

o 

o o 

♦ + ♦ + ♦ + ♦ + ♦ 

(a) 

♦ ♦ + ♦ + ♦ + ♦ 

n=4 

o 

• ♦ ♦ ♦ ♦ 

n=5 o o 

o 

♦ ♦ ♦ ♦ • 

l>=6 
o 

♦----- -+ ♦ + ♦ + ---♦ -- .-+- ♦ 

n=7 o 

(b) 

Figura 3.8: Modos de fourier sen(n:rcx). Componentes de frecuencia bajas (n=l,2,3) y altas 
(n=4,5,6,7) para h1 = ½ y h1_1 = ¼· (a) muestra los componentes los que son visibles sobre 
Q1_ 1 (longitud de onda> 4h1);y en(b) se ven los componentes los que son NO visibles sobre 
Q1_1 (longitud de onda< 4h1)



Algoritmo 1 Iteración dos mallas para solucionar L1u1 = J, 
Sea u{ j-ésima iteración dada,
un pa o de suavización : 

U¡ := J,v(u¡,J,)

(aplicación de v iteraciones de Jacobi amortiguado para u{), 
corrección en la malla gruesa 

d¡ := L1ut - J, ( cálculo del defecto) 

d1-1 := rd1 (restricción del defecto) 

e1-1 ·-L-1 d .- /-1 /-1 (solución en la malla gruesa) 

z1.+1
I := U¡- pe1-1 ( corrección de ut) 
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(3.2.14a) 

(3.2.14ba) 

(3.2.14bb) 

(3.2.14bc) 

(3.2.14bd) 

El número iteracione de suavización v puede ser escogido independientemente del grosor 

de malla h1•

1 pseudocódigo de la iteración (3.2.14b) es dado abajo 

Algoritmo 2 Iteración TGMM para solucionar L1u1 = J, 
subroutine TGM(/, u,.f),integer /;array:u,/
jf l = o then u:= Lo 1 

* f

else array: e, d 

u .- J,v(u,j); 
d ·- r(L1u - j);
e .- L,_\d; 
u 

·- u-pe

end TGM 

(3.2.4a) 

(3.2.4b) 

(3.2.4c) 

(3.2.4d) 

El procedimiento realiza una iteración en el nivel /. El tercer parámetro f es el lado 

derecho de la ecuación a solucionar (/,). Los valores de entrada del egundo parámetro u 

es la fsima iteración u{ dada, que es sobre escrito por el valor de salida u = uf+ 1
• Para que
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este bien definido el algoritmo se agrega la segunda sentencia para el caso l = O.
En el algoritmo (2), denotado por TG M' que depende de v, ahora se puede realizar

la suavización en dos partes, al inicio hacemos v 1 iteraciones de suavización y v2 suaviza­
ciones después para poder eliminar las componentes oscilatorias que pueden aparecer luego
del proce o de CGC. Resultando el algoritmo (3).
Algoritmo 3 Iteración TGAf<-vi,vi) para solucionar L1u1 = f¡

subroutine TG M(l, u, /),integer l;array:u, f

if / = o then u := Lo 1 * f
else array: e, d 

u .- J,(v1)(u,/); (pre-suavización) 

u
·- u - p * L,}.

1 
* r(L1u - /);

u - J,<vi\u, /); (post-suavización) 

end TGM 

(3.2.5a)
(3.2.5b)
(3.2.5c)

3.2.1. Convergencia de la iteración del métodos de dos mallas para la 

ecuación modelo unidimensional 

Para nuestro problema modélo de la proposición 3 .1.1 tenemos que los vectores propios
de L1 y S I de la iteración

·+1 . - i 
1 2 ti, = J,(il,,J,) - S,u1 + T1f¡, S, = 1- 4h1 L, (3.2.6)

son las funciones malla 1/1, 1 ::; k ::; n1, n1 = N - 1, N = 21
• Estos vectores forman una

base ortonormal de R"' puesto que

Así la matriz

Q, 

n1 

{ Q 

� sen(kmh )senUmh) = 3: , si 1 ::; k * j ::; n1, 

, si 1 ::; k = j ::; n1, 

[,/, 1 ,1,n, ,/,2 ,1,n,- 1 ,/,3 ,1,n,-2 • • • ,1,n1-1 ,1,n,+ l-n1-1 ,1,n1-1 + 1
] .,,,,.,,, ,.,,,,.,,, ,.,,,,.,,, ' ,.,,, ,.,,, ,.,,, , 

(3.2.7)



donde se tiene un ordenamiento especial de los vectores 1/Jt 

l,n1,··· ,k,n1 + 1-k,··· ,n1-1,n1 + l-n1-1,n1-1 + 1,

es unitaria; es decir Q1
1 = Q¡ = Q;.

Supongamos que la iteración dos mallas es de la siguiente forma: 

u;+i = M,u; + N¡/1, donde M, = M,(v), v número de relajaciones

donde 

Lema 3.2.2. La matriz de iteración 

M, = M,(v) = (1-pL¡_\rL1)Sí, con Sí= I - ¼hf L1
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(3.2.8) 

Demostración. Si aplicamos la iteración para/,= O y u1 arbitrario, tenemos u1 = s;u? con
v en lugar dejen el paso de suavización y en (3.2.3) tenemos: 

Luego tenemos: 

u,+ 1 
·- Síu? - pL,-\r(L1Síu?)

(1- pL,-\rL1)Síu? 

M¡u? 

o 

Proposición 3.2.3. La matriz de iteración del método dos mallas M, es semejante a una 
matriz diagonal por bloques 

Q,
1 

M¡Q¡ = 

ut> 
I 

M.2) 
I 

M,n1-1+l) 
I 

donde Af/>, 1 :5 k :5 n1_ 1 son matrices de 2 X 2 y M¡n,_, + 

1 > es 1 x l.

Esta proposición será demostrado más adelante. 

(3.2.9) 

Puesto que Q1 es unitaria, M1 y Q, 1 M,Q1 tienen el mismo radio espectral y norma es­

pectral. Por el siguiente lema veremos que tan sólo es suficiente estudiar las submatrices 

Jvt¡. 



Lema 3.2.4. Sea M, dado por (3.2.9), donde Q1 es unitaria. Entonces 

p(M,) = max{p(Mt\ 1 5 k 5 n1-1 + 1}

IIMtll = max(IIMt>11, 1 ::; k::; n,-1 + 1}
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(3.2.10) 

(3.2.11) 

Demostración. Tenemos que M1 puede ser transformado en una matriz diagonal en bloques
luego ,.les un valor propio de M, si sólo si ,.les valor propio de Q1 1 M,Q1 = R1, o sea tienen
el mismo radio espectral. Por otra parte por la forma en bloque de la matriz R1 ésta tiene el
siguiente polinomio característico

"t-1+1 ,,,-1+1 

PR(,.!) = n Det(Af/> - Alt>) = n Pk(,.l) donde 1t> es matriz identidad
bl bl 

Sea ,.l raíz de Pk(A) = O, o sea el valor propio de At/>. Sea ahora

donde cr(M/>) = {.,i e C : ,.l es valor propio de M,k)} entonces

p(M,) = máx {AZ}
l:Sk:S111-1+l 

o 

Proposición 3.2.5. El subespacio generado por t/J; y ift;11+t-k forma un subespacio invari­
ante bajo la multiplicación de M, donde l 5 k 5 n1_ 1

Demostración. Veamos que
W = span{t/J;, 1/17'+ 1 -k} osea s1 1/t E W => M11/t E W

Sea 1/t = at/J; + /31/17'+ t-k entonces

M11/t M( at/J;) + M(/31/17'+ t-k)

= aMt/J; + /3Mift7'+t-k

= a,,ikt!J; + /3,.l"'+l-k
i/t�'1+l-k E W

Introducimos el índice k' como una función de k por

k' = n1 + I - k, para k = 1, · · · , n,_ 1 •

o
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Puesto que k < k', ,¡J¡ y 1//( representan componentes de baja y alta frecuencia, respectiva­

mente del subespacio. ,¡J¡_1 es una función malla del nivel/- 1 definido por (3.1.4) con h1 y 

n, reemplazada por h1_1 y n1_1• Note que ,¡J¡_1 =
-vi,¡J¡ en los puntos comunes (01_1), pues 

sabiendo que 
1 2 1 

h1 = --1 , h,_1 = 2hI = -- = nI + n¡ + 1 nI- 1 + 1 
tenemos 

,¡},_ 1 _; ✓2h¡_ 1 sen(ik1rhI_ 1)

� sen(ik1r2h1)

= Y2 fih,sen(2ik1rh1) 

Y2,¡/,_2; 

(3.2.12) 

Formalmente 1/1-
1 

puede ser definido, pero éste no difiere de -,¡J¡_1, pues de (3.1.4) 

,¡l,'_ 1 
✓2h1-1 [sen(ik'1rhl-l)J7�-1•

✓2hl-l [sen(i(n¡ + 1 - k)1rh1- 1 )]7�-1
1 

21+1 1 
= ✓2hI_1 [sen(i

y
1r - ik1rhI_ 1 )]7�,• pues n¡ = 21+ 1 

- 1, h/-1 = 21
- ✓2h1-1 [sen(ik1rhl-l )]%-11 = -,¡},_1

Más aún si k = K = n1_ 1 + I y de 3.2.12 se tiene 

De nuevo la matriz 

Q [,,,1 .,.2 .,..3 ,1,n1-1-I ,1,n1-1] /-1 = Y' /-1 , "I' /-1 • "I' I • . . • • Y' /-1 • Y'/-1 ' es unitaria.

Definimos las matrices transformadas 
A -1 M1 = Q1 M,Q1,

A 

I 
A 

-1 SI = Q¡ SIQI, LI = QI L1Q1 



59 

Lema 3.2.6. La matrice S 1, L,, p, L,_ 1, r tienen las siguientes estructuras diagonales

s,= 

jJ =

s<t>
I 

o 

s<2>
I 

p(2)

o 

S("1-1+l) 
I 

L,= 

r= 

L
A 

- d" 
L

(l) L
(,,,_,+I) 

1-1 - iag 1-1• · 
• 

· , 1-1 

o 
o 

Sea s¡ = sen2(b;1'), e¡ = cos2(krr_}11). Lo bloque son definido por 

L(k)
/-1 

{ 4h�: [ � � ] , 
1 � k,; n,_, 

2hI 
, 

k - n,-1

{ l � � ] , 1 ,; k ,; n,_,

2 k = n,_1 + 1 

1 [ 2 21 (k) _ -� [ G¡ ] = 

v2 
cx•-s

k , p - -v2 -s¡ (1 � k � n,_i)

= 4h12s;c¡, (1 � k � n,_1 + 1).

Demostración. De la ec.(3.1.5) se tiene

LIQI L [,,,1 .,,,,, . . . .,Je .,,11,+ l-k • . • .,,,,,_, .,,11,+ l-111-1 ,1,"1-1+1
] 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

(3.2.15) 

(3.2.16) 

l 'f'¡,'f'¡, ,'l'¡,'f'¡ ' •'f'/ •'f'/ •'f'/ 
[L ,/, I L .,,,,, . . . L .,Je L .,,,,,+ 1-k . . . L .,,,,,-1 L .,,,,,+ l-111-1 L .,,,,,-, + 1]= l'Y ¡ , l'Y ¡ , , l'P / , Jv,, J , , l'I' J , /-y,/ , l'I' J 

= [ 11,1, 1 A"t,1,111 ..• Ak.,Jc A"t+ l-k,1¡1¡+1-k ••• A"'+ l-111-1,1,11,+l-111-1 A"1-1+1,1,111-1 +I] A¡ 'f' I • / 'f' / ' ' l 'I' I • I 'fJ I • ' I 'f' I • I 'f' I 



teniendo en cuenta que ,¡Jt son vectores ortonormales

Q¡L,Q, 

Ademá 

.l: 2 k'1rh1 , =sen (--)= 
k 2 

A I 
I 

o o o o o o 

o .tl.'''
I

o o o o o 

o o Ak 
I 

o o o o 

o o o J"t+l-k 
I 

o o o 

o o o o .tl_"l-1 
I 

o o 

o o o o o A111+l-n1 .. 1 
I 

o 

o o o o o o
.tl."t-1+1 

I

en2(
(n, + l)1rh1 _ k1rh1 ) = sen2(! .. _ k1rh1 ) = cos2(

k,rh1 ) = ¿
2 2 2 2 2 k 
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y .A.71-1 + 1 =½junto con (3.1.5) se sigue inmediato la ec.(3.2.13). La ec. (3.2.14) sigue como 
consecuencia de S 1 = I - ¼h¡ L1.

Para probar la primera parte de (3.2.15) tenemos 

1 
(n/1,)(x) = ../ih,

4
[sen(k,r(x - h1)) + 2sen(k,rx) + en(k1r(x + h1))] 

1 
= ../ih,

2
[co (krrh1) + l]sen(k1rx) = ../ih,c¡sen(k,rx)

1 2.,Jc = -v2ck'Pl-l(x) 

para todo x E n,_1, pue to que ½(cos({) + 1) = cos2({/2). Además con iderando �. =�y 

,¡Jt� 1 = -,¡Jt_ 1 tenemos

(3.2.17) 

De la ecuación (3 .2.17) continuamos de manera análoga a la primera parte de la demo tración 
con lo que tenemos la ec.(3.2.15). La relación p = 2rr (cf. (3.2.9b),(3.2.llb)) produce
jJ = 2;-r _ Por lo que la primera parte de (3.2.15) implica la egunda parte. La última fila de 
jJ y la última columna de r e anulan puesto que r,¡Jt = O para k = n,_ 1 + 1 = h�

1
• Para

probar que r,¡Jt = O u amos (3 .2.17) y no tamo que ,¡Jt_ 
1 

= O pue to que
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Lo valore propio de L1- 1 on ;r-
1

4 sen2(k1rh1_ 1 /2) (cf.(3.1.5)). La ecuación (3.2.16) sigue 
11-1 

de -:,-14 = -;:i,1 y
''i-1 ,, 

Ahora demo tramo la propo ición (3.2.3). 

Demo tración. Por el lemma 3.2.2 la matriz M, = Q1 1 M,Q1 es igual a:

M, Q1
1 (1 - pL1�1

rL1)S1Q, 
Q, 1 S1Q1 - Q1 1 (pL,-\rL,)S1Q, 
(1 - ftL,�¡

rL,)s, de 1 = Q, 1 Q,

o 

del lema 3.2.6 concluimo que M, de (3.2.9) tiene la estructura de bloques en diagonal. Sus

bloque on: 

donde 

Así 

M, = Q1
1 M,Q1 = (1 - ftL,-\rL,)s, = 

llf.') I 

• ..lk) _ (1 _ (k)L_,,., (k)L(k))(S(k))'' Mj - p 1-1 r 
I I ' 

M,n1-1+l) 
= 

(S�n1-1+l)r. 

Esto último constituye la propuesta de la ec.(3.2.9). 

_Af.2)
I 

1 � k � n1_1, 

o 

Observación 3.2.7. La matriz diag[c¡, snv corre pande a la matriz iteración w Jacobi y
muestra que las altas frecuencias t¡Jf son reducido por 2v, pue to que O < s¡ < ½ y las
bajas frecuencias ,¡Jf son disminuidos por un factor de c¡v (½ < e¡ < 1 ) que se aproximan a

1 para k pequeños. El primer factor [ ;¡ � ] viene de la corrección de la malla grue a.
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Se e peraba que la corrección en la malla gruesa tenga la propiedad complementaria , es
decir, que las bajas frecuencias 1/1, ean reducidas por Si < ½ y las frecuencias altas 1/Jf
sea decrementada por Ci > ½. 

La convergencia e probada en el iguiente teorema. 

Teorema 3.2.8. ea la iteración dos mallas del nivel l definido por (3.2.14b) con v � l. El
radio e pectral de la matriz iteración M1 = M1(v) es acotada uniformemente por 

1 
p(M,(v)) 5 max{§(l -§t + (1 -§)§

v

: O 5 § 5 2} = Pv < 1 (3.2.18) 

para V/ � 0(/a convergencia entonces esta asegurada). La norma de la matriz de iteración
M, es acotada uniformemente por 

(3.2.19) 

Demostración. La matriz lvf/> = [ : ; ] con a = s¡c¡v = s¡(l - s¡Y,/3 = Cis¡v =

(1 - s¡)s¡v . Pue to que lo valores propios de Jv//> on obtenido de

(a - J)(/3 - J) - a/3 = O � A = a+ /3,

luego 
p(/14<,")) = a+ /3 = Pv(s;) (a,/3 � O)

donde 
pv(�) = §(1 - �)V + (1 - �)§V .

Del lema 3.2.4 implica que 

p(M,) = max{p(M,*>), 1 5 k 5 n,_1 + 1}

= max{pv(s;) : 1 5 k 5 n,-1 + 1}

1 
5 max{pv(�) : O 5 § 5 2} = Pv < 1

Por otra parte del lema (2.2.4) tenemos: IIM<,">11 = p(M,'*> M,*>)

= [ a a ] [ a /3 ] = 2 [ a2- a/3 ]/3 /3 a /3 a/3 13
2 

(3.2.20) 

(3.2.21) 

(3.2.22) 

(3.2.23) 



entonce 

donde 
(v (�) = ✓2[�(1 - ()2v + (1 - �)2�v]. 

De la definición de IIMí(v)II y del lema 3.2.4 implica que 

IIMí(v)II = ✓p(MíM¡) = max{IIMt> 11, 1 s k s n,,1 + 1} 

= max{(v(s;) : 1 s k s n1,1 + l} 

s max{(v(t) : o s e s 2} = (v < 1 
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(3.2.24) 

(3.2.25) 

(3.2.26) 

pue sen2(hr!f¡) = s; E (O,½) Vk en 1 s k s n,_ 1 + l. Como Pv (½) = �vC½) = 2-v 
las ecuacione (3.2.20)(3.2.24) se mantienen para todo k = n1_1 + 1 cuando M¡'- 1 + 1 es 2-v

matriz 1 x l. o 

El comportamiento a imptótico de Pv y (v, cuando v � oo, se puede determinar suponiendo 

que el término principal de Pv (�) y (v (() on respectivamente (( 1 - (Y y ✓�o - ()V . Su 

máximo e alcanza en (o = l/(v + l) entonce 

Pv (�o) :::: �o(l - (oY 

y 

entonces se tiene que: 

(1- _1 yv+I vv 

v+l (v + 1y+1 
1 

= :::: ::::-

(1 + �)v+lv (1 + v-!.
1
)v+l y ev 

CJ C2 Pv:::: -, (v :::: - (3.2.27) 
V V 

con c 1 = 1/e:::: 0,3679, c2 = 1 :::: 0,5203. (Alguno valore on mostrados en el cuadro 

3.1 .) 

Las cotas Pv y (v son uniformes con re pecto a /, así también uniformes re pecto al 

grosor de malla h1 (Ver el cuadro 3 .2). l radio espectral de los métodos iterativos clá ico 
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V 1 2 3 4 5 8 9 10 
Pv 0.5000 0.2500 0.1250 0.0833 0.0671 0.0433 0.0387 0.0350 
(v 0.5000 0.2500 0.1501 0.1159 0.0947 0.0612 0.0548 0.0496 

uadro 3 .1: ota uniformes par el radio y norma espectral de la matriz iteración dos 
malla (3.2.8) 

h, v=l v=2 v=3 v=4 v=5 v=8 v=9 V= 10 

1/4 0.2500 0.1250 0.0938 0.0781 0.0664 0.0413 0.0352 0.0301 
1/8 0.4268 0.2134 0.1223 0.0781 0.0664 0.0413 0.0352 0.0301 

1/16 0.4810 0.2405 0.1248 0.0832 0.0664 0.0417 0.0382 0.0349 
1/32 0.4952 0.2476 0.1250 0.0832 0.0668 0.0433 0.0384 0.0349 
1/64 0.4988 0.2494 0.1250 0.0832 0.0671 0.0433 0.0387 0.0349 

1/128 0.4997 0.2498 0.1250 0.0833 0.0671 0.0433 0.0387 0.0350 
1/256 0.4999 0.2500 0.1250 0.0833 0.0671 0.0433 0.0387 0.0350 

1 Pv 1 0.4999 1 0.2500 1 0.1250 1 0.0833 1 0.0671 1 0.0433 1 0.0387 1 0.0350 1 

Cuadro 3.2: Radio e pectral convergencia de dos mallas p(M1(v)) como función de h

dependen de h1 y tienden a 1 cuando h1 -. O. Ejemplo de esto son las iteraciones Jacobi y 

Gauss-Seidel con p(M,) = 1 - O(h¡) y sobrerrelajaciones ucesivos con p(M1) = 1 - O(h1). 

En contraste con este comportamiento, la iteración de dos mallas , así también la iteración 

multimallas definido po teriormente, tienen un radio espectral y número de contracción 

uniformemente acotada por algún número más pequeño que 1. Como una consecuencia, 

una aproximación e e puede obtener por j = O(log 1/e) iteraciones, donde j es indepen­

diente de h1• laro que los número p(M1) y IIM,11 dependen de/, pero ello e aproxunan a 

sus cotas Pv y (v muy rápidamente( Ver el cuadro 3 .2.1) 

Esto estájustificado en la siguiente ob ervación 

Observación 3.2.9. p(M,(v)) = Pv - O(ht), IIM,(v)II = (v - O(�) 

1 1 2 3 4 
h, 1 1 1 1 cota ;¡ j¡" 11, 

p(M,(3)) 0.0938 0.1123 0.1248 0.1250 
p3 

= ½ 
IIM,(3)11 0.1288 0.2472 0.1484 0.1501 (3=0.501 

Cuadro 3.3: Valores de p(M1) y IIM,11 para v = 3 
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Demostración. Sea Tv(x) := pv(sen2(x�)). Luego (3.2.21) toma su máximo en P
v en algún

punto x0 E (O,½)- Elijamos x' = kh1 (1 5 k 5 n,_1) cercano a x0 . La ecuación (3.2.22) 
implica que p(M,(v)) � Tv(x'). Puesto que fx Tv(x0) = O, luego 

' ' 2 2 Tv(x ) = Tv(xo) + O([xo - X] ) = Pv + O(h1 ). 

o 

Observación 3.2.10. La razón Pv y el número de contracción {v mejora con el incremento 
de v . Sin embargo, valore grandes de v no son aceptables con respecto a la eficiencia, 
puesto que se incrementa el trabajo computacional con v. Además, ellos no decrecen ex­
ponencialmente (� Csv) sino como C/v. Una consecuencia de que {v � C/v es que es 
recomendable no escoger v muy grandes. Duplicando v decrece {v a (2v ::::: {v /2. Además 
el trabajo computacional e duplicado (al menos en la versión mu/tima/la). Así la elección 
de v es mejor que 2v si{; 5 {v/2 i.e. si {

v 5 ½ . 

3.2.2. Medida del efecto de suavización 

Una de las condicione para una buena convergencia del método multimalla es la efec­

tiva suavización (J,) de la iteración. ¿Es posible medir esta suavización?. Para esto debe 

tenerse en consideración que éste efecto no se aplica a 

ii, = J,( u;, f,), 

sino a su error, el cual deberá ser suave. El error es : 

e¡= U¡ - U¡= J,V(d,,f,) - U¡= S;e, COn e¡= u:- U¡.

Podemos definir una primera medida del error de suavización con la siguiente expresión 

IIL,s;11 
PL(v) = 

sir IIL,11
(3.2.28) 

donde PL es llamado número de suavización. Ninguna uavización ( e.g v = O) es indicado 

por PL = l .  Otra definición de razón de suavización es introducido por Brand [l]. En la

ecuación modelo unidimensional los vectores propios ,¡!,son divididos en bajas frecuencias 

1 5 k 5 n,_ 1 y altas frecuencias n,_ 1 + 1 5 k 5 n1. Sea ;tk el k- esimo valor propio de S 1, 



y defina 

Po(v) = sup máx {l,lk¡v : n,-1 + 1 :;:; k:;; n1}.
/,!:( 
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(3.2.29) 

El cuadro 3.2.2 y la figura (3.9) sugiere una relación cercana entre PL, p8 y el radio 

e pectral Pv
· p8(v) no puede aproximarse a Pv para valores grandes de v, puesto que este 

decrece exponencialmente, en contraste a Pv � }v. El principal propósito del número de 

V 1 2 3 4 5 6 7 
p¿(v) 1.0000 0.2500 0.1481 0.1055 0.0819 0.0670 0.0567 
Po(v) 1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0625 0.0312 0.0156 
Pv 1.0000 0.5000 0.2500 0.1250 0.0833 0.0671 0.0567 

Cuadro 3.4: Número de suavizaciónp¿ y p8 comparado conp obtenido del cuadro 3.1 

uavización es de cribir la habilidad de eliminar las componentes altas oscilatorias del error 

en el paso de suavización. Lo que hemo querido mostrar en esta sección es lo complicado 

o 

-05 

� 
·1 

f -15 

·2 

-25 
o 2 J 5 6 

Figura 3.9: Número de suavización PL y p8 comparado con p

que resulta el análisis de convergencia para la ecuación modelo unidimensional. in em­

bargo también hemos vi to que para analizar la convergencia de lo método multirnallas 

es muy conveniente realizar un análisis de suavización de los método. de relajación. En el 

capítulo IV se profundizará más sobre este punto. 



3.3. Operadores de Restricción y Prolongación 
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En e ta ección cliscutiremo y formalizamos los operadores de transferencia entre la 
malla fina y la malla grue a que ya fueron vi to previamente en la sección 3.2. 

3.3.1. Malla Fina O.¡ y malla gruesa 0¡_ 1

El dominio n en la cual la ecuación diferencial parcial es solucionado se asumirá que 

e ta dado en un cuadrado unitario d = 2. La elección más frecuente de n, y n,_ 1 es descrito 

en la figura (3.1 O(a)). n, y n,_, son mallas cuadradas con grosor de malla h1 y h1_1 = 2h1•

También podemo asumir que los grosores de malla Ir y hY en la dirección x e y son 

diferentes, por ejemplo: fr, = fr,_ 1 
y lr,_

1 
= 2/r, (Ver figura (3.1 O(b ))). A este tipo de mallado 

e le denomina semi-engro amiento . Ahora, en lugar de duplicar el grosor de malla h1,

también se podría triplicar. Un factor grande h,_, /h1 podría ayudar al trabajo computacional 

en la malla gruesa, de otra manera má uavizaciones sería necesarios en la malla fina. La 
figura (3. IO(b)) mue tra como h1_ if h1 = .../2 puede ser realizado, n, es malla cuadrada 

rotada . 

Podemos definir una malla computacional como: 

n,:={(x,y)ER2 :x = j-h = U1lr,,hlr,) :  ja
= 0,1,2,··· ,Na, a = 1,2} 

con ha = 1 /Na y para el caso particular de la figura (3.1 O(b)) se tiene 

(3.3.1) 

n,-1 := {x E R2
: X = j. h,_, = U1hf_,,jilr,_,) :  ju

= O, 1,2, ... ,Na/2, a = 1,2}. 
(3.3.2) 

con lr,_ 1 = 211,. e puede definir similarmente n, y n,_, para los demás ca o . 

xtencliendo la notación de (2.1.1 ), el espacio de las funcione malla obre n, esta dado 

por o/4: 

o/4 = {u, : n, � R}, CJ/4_ 1 = {u,_, : n,_, � R}. (3.3.3) 



l!I • l!I • l!I • l!I l!I l!I l!I l!!I l!I l!I l!I 

• • • • • • • • • • • • • • 

l!I • l!!I • l!I • l!I l!I l!I l!I l!I l!I l!I l!I 

• • • • • • • • • • • • • • 

l!I • l!!I • l!I • l!I l!I l!I l!I l!!I l!I l!I l!I 

• • • • • • • • • • • • • • 
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a ngro armento um onne por un ngrosarmento no un1 onne e a 
factor de 2 malla 
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l!I • l!!I • l!I • l!!I

• l!I • l!!I • l!I • 
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• l!I • l!!I • l!I • 

l!I • l!!I • l!I • l!I

c •ngrosam1ento um onne e a por 
un factor de .../2. 

Figura 3 .1 O: Mallas gruesas y finas 

Definición 3.3.1. Los operadores de transferencia son denotados por p y r: 

p: %'í-1 --+ ó/4, r : %í --+ %'í-1 

p es llamado prolongación y r restricción. 

3.3.2. Notación y Representación Plantilla (Stencil) 
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(3.3.4) 

Para poder obtener una descripción concisa del los operadores de transferencia usare­

mos la notación plantilla. 



69 

Notación plantilla para operadores de tipo%',�%', 

Definición 3.3.2. Sea L, : %', � %', un operador lineal. Entonces, usando la notación 
plantilla, L,u, e puede denotar por 

(L¡U¡ ); = _¿ L,(i,j)u, i+j, con i . h¡ En, 
¡a,d 

(3.3.5) 

con Z = {O,± 1, ±2, ···}y d es la dimensión del problema. La subscripción i = (i1 , i2 , • • • , id) 
identifica un punto en la malla computacional (i E n, será equivalente a decir i • h1 E 0.1).

Definición 3.3.3. El conjunto SL, definido por 

SL, =VE zd : i En, con L,(i,J) * o} 

es llamado la estructura de L1• 

(3.3.6) 

Definición 3.3.4. El conjunto de valores de L1(i, j) con j E SL, es llamado plantilla de L1

en el punto de malla i. 

Frecuentemente la palabra 'plantilla' se refiere específicamente a un arreglo de valores 

denotado por [L1], en el cual lo valore de L1(i, j) on dados. Por ejemplo, en el caso 

bidimensional tenemo 

l L,(i, -e1 + e2) 

[L,]; = L1(i,

0

-e 1 ) 

donde e 1 = (1, O) y e2 = (O, 1). 

L,(i, e2) 

L1(i, O) (3.3.7) 

Ejemplo 3.3.1. Considere la ecuación (1.1.3), con condición de frontera de Dirichlet en 
x = O y condición de frontera de Neumann en x = 1. La discretización esta dada por la 
notación plantilla mostrada similarmente como en (1.2. 7), es decir 

donde 

Wo = Ü W¡ = 1, i = 1, 2, · · · , N - l; WN = 2

e;=l, i=0,l,2,··•,N-1; eN=O. 

(3.3.8) 



La ecuación (3.3.8) significa que 

L,(i,-1) = -w;/h2 

L,(i, O) = -2/h2 

L,(i,l) -e;/h2
• 
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Si uno no deseara mo trar las modificaciones de las condiciones de frontera, escribimos 
implemente 

(3.3.9) 

Notación plantilla para el operador restricción 

ea r : o/tí --+ tí/4_ 1 un operador re tricción. Entonces, usándola notación plantilla, ru1

puede er repre entado por 

n, o 

(ru¡ ); = ¿ r(i, j)u¡ 2i+j, i E !21-1

jEZd 

1 2 

1 

3 4 

2 
n,-1 ----------------------------

(3.3.10) 

Figura 3.11: Malla Grue a y malla fina para el caso unidimensional(• puntos de malla) 

Ejemplo 3.3.2. Considere la malla tal como es mostrado en la.figura (3.11) para d = l.

Sea r definido por 

1 
r u1; = W;U12;- 1 +

2
u12;+e;u12;+1, i=0,1,2,··· ,N/2

con w0 =O; w; = ¼:e; = ¼, i * N/2; eN¡2 = O.Entonces tenemo (. egún (3.3.10)): 

. 1 
r(i, -1) = w;, r(z, O)= 

2
, r(i, 1) = e;

[r]; = [w; 
2 

e;]

1 
también puede ser escrito como [r] = ¡[l 2 1]. 

(3.3.11) 

(3.3.12) 

(3.3.13) 
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Relación entre la notación plantilla de un operador y su adjunto 

orno una preparación para la introducción de una definición aceptable de la prolon­

gación discutiremo primero la relación existente entre la notación plantilla de un operador 

y u adjunto. Definimos el producto interno sobre %í en la manera usual como 

< U¡, V¡ >= ¿U¡¡ V¡¡

;ad 

(3.3.14) 

donde u1 y v1 on definido cero fuera de n,. Definimos el transpuesto L; de L1 : %í � %í 

en la manera u ual por 

< L1u1 , v1 >=< u1 , L;v, >, Vu1 , v1 E %í (3.3.15) 

Proposición 3.3.3. Sea L1 : %í � %í un operador lineal sobre el espacio de las funciones 
malla %í entonces u adjunto cumple 

L;(k, i) = L1(k + i, -i) 

Demostración. Definiendo L1(i,j) = O para i fl n, o j fl SL, podemos e cribir

con 

< L1u1 , v1 > = ¿ ( ¿ L1(i,j)uu+j] v1 ; = ¿ L1(i,j)u1 i+jVJ; 
;ad Gezd i,jad 

¿ u, k (L L,(i, k - i)v1 ;) =< u, L;v, >
kad ;ad 

haciendo k = i + j 

(L;v, )k = ¿ L,(i, k- i)v,; 
k

-�-
j ¿ L,(i + k, -i)v, k+i = ¿ L;(k, i)v, k+i 

;ad ;ad ;ad 

(3.3.16) 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

De la última igualdad e puede obtener la siguiente relación plantilla de L1 y L; (3.3.16). o 

Notación plantilla para el operador prolongación 

Sir : %í � ó/tí- 1, entonces r• : ó/tí- 1 � %í es una prolongación, pue cumple la defini­

ción 3.3.1. La notación plantilla de r• es obtenida de manera similar como L;. Definiendo



r(i,j) = O para i <l. n.,_1 o j <l. Sr, tenemo : 

<ni¡, V/-1 > _¿ ( _¿ r(i,j)u¡ 2i+j) v,_1 ¡ = _¿ r(i, k- 2i)u, kv,_1 ¡ 
¡a,d l;a,d i,ka,d 

_¿ u, k (Li r(i, k - 2i)v,_1 ¡) =< u, r•v1 >
kEZ,d ¡a,d 

con r• : %í-i � %í definido por 

(r•v1-1 )k = _¿ r(i, k - 2i)v1-1 ¡ 
¡a,d 
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(3.3.19) 

(3.3.20) 

La ecuación (3 .3 .20) muestra como definir la representación plantilla de un operador pro­

longación p : %í-1 � %í: 

(pv,-1 ); = Li p·u, j - 2j)v1-1 j
pal 

(3.3.21) 

upongamos que e ha definido una regla para determinar pv1_1 para un v1_1 dado, 

entonce p• puede er obtenido como sigue. Elegir v1_1 = ll como sigue: 

ó! = 1; 8� = O, j =t. k, 

entonces reemplazando en (3.3.21) tenemos 

o 

(p8k)¡ = Li p·u.; - 21)� = p·(k, i - 2k),
jEZ,d 

p·(k,j) = (p�)ik+j, k E º/-1, Í E O.¡. 

En otras palabras, [p•]k es precisamente la imagen de 8k bajo p.

3.3.3. Interpolación lineal por partes como prolongación 

(3.3.22) 

(3.3.23) 

Considere primero la situación de la figura (3.12) y asuma que (O, O), (O, 2h), (2h, O), (2h, 2h) e 

n.1 n.0.1_1. Para una función malla en w1_1, e1_1 tenemos que definir e1 = pei-1. En los punto 



2h 

h (h,h) 

h 2h 

Figura 3.12: Malla grue a n,_1 y finan, 

de la malla grue a lo valore permanecen in cambio. 

e1(0, O) = e,_ 1 (O, O) e1(0,2h) = e1-1(0,2h); 

e1(2h, O) = e1_I (2h, O) e1(2h, 2h) = e1_I (2h, 2h); 

[i] n,_1 

• n,
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(3.3.24a) 

donde h = h1 • Para los puntos (O, h), (h, O), (2h, h), (h, 2h) yace directamente entre la inter­

polación lineal de los puntos en la malla grue a resultado de 

e1(0, h) = ½[e,_ 1 (0, O)+ e,_ 1 (0, 2h)]; 

e1(h, O) = ½(e,_ 1 (0, O)+ e,_ 1 (2, Oh)]; 

e1(2h, h) = ½(e,_ 1 (2h, O)+ e,_ 1 (2h, 2h)]; 

e1(0, h) = ½(e,_ 1 (O, 2h) + e1_I (2h, 2h)]; 

Resta definir e, en el centro (h, h). Una posibilidad es 

1 
e1(h, h) = 

¡[e,_ 1 (O, O)+ e1_1 (O, 2h) + e1_1 (2h, O)+ e1_1 (2h, 2h)],

otra es 

e,(h, h) = 

2
[e1_1 (O, O)+ e,_ 1 (2h, 2h)].

Análogamente e1 es definido en otra ceJda [2jh, 2jh + 2h] x [2kh, 2kh + 2h]. 

(3.3.24b) 

(3.3.24ca) 

(3.3.24cb) 
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Prolongación de Nueve puntos. La interpolación p por (3.3.24a)- (3.3.24ca) es llama­

do prolongación de nueve puntos y simbolizado en su forma plantilla 

1 1 

H
¡ 2 

[p]¡ = 1 
1 

2 

1 1 

¡ 2 

/ 

/ 

-•·' __ 

/ 

-•---

/ 
./ 

.. 
.J 

---•- - ·- •- -

/ 

Figura 3.13: Proce o de distribución del operador prolongación de 9 puntos 

(3.3.4) 

Prolongación de siete punto . La interpolación (3.3.24a), (3.3.24b), (3.3.24cb) es lla­

mado prolongación de iete puntos y imbolizado en u forma plantilla. 

o 
1 

H
2 

[p]; = 1 1 
2 

1 1 

2 2 

(3.3.5) 

Otro operador usado por tuben,Trottenberg (12, p. 110] es el operador half weighting

(HW),i.e. 

(3.3.6) 
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A pe ar que la estrella (3.3.5) es más esparcida que (3.3.4) y que la ec.(3.3.24cb) parece ser 

má simple que (3.3.24ca), la prolongación de nueve puntos es más fácil de calcular. Por 

ejemplo, con idere la malla n,_1 = {Uh,-1, kh,-1) E n : O � j, k � 1 / h,_1} en n = [O, l] x 

[O, 1] y definan, análogamente con h1 = h1_1 /2. El siguiente programa interpola la función 

e asumiendo que e ta definida en n,_1. 

Prolongación de nueve-puntos 

for x = O, 1, (2h1) do

for y = h1, 1 - h1, (2h1) do

e(x,y) := [e(x,y- h1) + e(x,y + h1)]/2; 
end for 

end for 

for y= O, 1, (h1) do 

for x = h1, 1 - h1, (2h1) do

e(x,y) := [e(x - h1,y) + e(x + h1,y)]/2;
end for 

end for 

(3.3.7) 

En la prolongación e tándar de nueve y iete puntos el número de operaciones es el 

mismo, sin embargo la primera prolongación requiere sólo dos bucles. La simplificación 

resulta de considerar la reescritura de la ecuación (3.3.24ca) como: 

1 1 
e1(h, h) = 

2
[e1(0, O)+ e1(2h, h)] = 

2
[e1(0, 2h) + e1(h, O)]. (3.3.9) 

3.3.4. Restricción 

Sea p una de las prolongaciones (transferencia de malla grue a a fina) de la ección 

previa. Su autoadjunto p• es un operador de transferencia de fina a gruesa y puede ervir 

como restricción: 

r = cr P* 

con cr un factor de escalamiento aceptable. 

(3.3.10) 



Prolongación de siete-puntos 

for x = O, 1, (2h1) do 

for y= h1, 1 - h1, (2h1) do 

e(x,y) := [e(x,y - h1) + e(x,y + h1 )]/2; 
end for 

end for 

for y= O, 1, (2h1) do 

for x = h1, 1 - h1, (2h1) do 

e(x,y) := [e(x - h1,y) + e(x + h1,y)]/2; 
end for 

end for 

for y= h1, 1 - h1, (2h1) do 

for x = h1, 1 - h1, (2h1) do 

e(x,y) := [e(x - h1,y- h1) + e(x + h1,y + h1 )]/2; 
end for 

end for 

Definición 3.3.5. El escalamiento de r es el valor I:
1 

r(i, j). 

i ru1 es una aproximación en la malla grue a de u, entonces uno debe tener 

¿ r(i,j) = l.
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(3.3.8) 

Ahora si utilizamos a r como un operador de transferencia del defecto d1 de la malla fina 

a la malla gruesa, entonce el valor de I:
1 

r(i, JJ depende del escalamiento del problema 

de la malla fina y el problema de la malla gruesa. Uno debe tener en consideración que el 

problema en la malla gruesa L1_ 1 u1_ 1 = d1_ 1 debe er con i tente con el problema diferencial 

continuo en la misma manera que en el problema de la malla fina. to quiere decir lo 

siguiente. ea la ecuación diferencial 

Lu= f (3.3.11) 

y la aproximación discreta sobre la malla fina 

L¡U¡ = /,. (3.3.12) 
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Supongamo que (3.3.12) es multiplicado por un factor de escala que es consistente con 

hf L u  = hf f (3.3.13)

con h1 el gro or de malla de la malla fina 0.1 ( donde a es el orden de la sicretización del 

problema). Frecuentemente (3.3.12) es multiplicado por una factor de escala para poder 

de hacerse de la divi ión de h1. Sea la aproximación del problema continuo (3.3.11) sobre 

la malla grue a n,_ 1 denotado por 

L1_1 u1_1 = r J, (3.3.14) 

y ea L,_ 1 una aproximación de hf_ 1 L. Entonces r J, debe er una aproximación de h'f_
1 
f.

Pue to que /, aproxima a /, tenemos una regla para poder hacer el escalamiento. Es­

quemáticamente e to quiere decir lo iguiente: 

⇒ hfL u = hf f ⇒ hf L, U¡ 

Lu =f 

luego r J, = ( � r J,_1• Esto nos lleva a establecer la siguiente regla:

Regla de escalamiento para r 

� (h1-1 )ª 
�r(i,j) = h¡ 

J 

hf J, 

lr 

hf-1 /,-1

(3.3.15)

Esta regla sólo se aplica si r e aplicado a lado derecho de la ecuación y/o al defecto d. 

Una restricción que no puede ser obtenida por (3.3.10) con cualquier prolongación ya 

vista es la restricción "inyección trivial"r1,,y: 

(r;»yd1)(x) = d,(x) Vx E 0.1-1 e 0., (3.3.16) 

aunque respecto al trabajo computacional, la re tricción r = r;ny e óptima. La evaluación

de r;nydt no necesita operaciones aritmética ; además el defecto d1 = Lu1 - J, no nece ita
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er evaluado en n, \ n,_ 1 • La última consideración reduce el trabajo computacional en un 

7 5 % en el ca o bidimen ional con h1_ 1 = 2h1 • 

Veamo ahora algunos operadores de restricción. El adjunto de la prolongación de 

nueve punto (3.3.4) es llamado re tricción de nueve puntos. Su símbolo es: 

1 1 
i6 8 

[r]; = 1 1 
8 4 

1 
i6 8 

Con 

1 
i6 

1 

8 

1 
i6 

= /6 l �
0-0,1 

o-o.o 

0-0,-1 

0-1, 1 

0-¡ ,o 

0-1,-1 

2 1 

4 2 

2 1 

denota la restricción "weighted" 

±1 

(rd1)(x,y) = ¿ o-;¡d1(x + ih1,y + jh1).
i,j±I 

(3.3.17) 

(3.3.18) 

(3.3.19) 

ote que lo ímbolo de (3.3.4) y (3.3.17) difiere por un factor de 4 (factor de escalamien­

to), reflejando el hecho que la matriz transpuesta de p 

La restricción de siete puntos es el adjunto de la prolongación de siete puntos (3.3.5). Su 

representación plantilla es 

[r]; 
= l: 

1 1 
o 1 1 

8 8 
1 

1 1 
- 1 2 1 (3.3.20) 

4 8 8
1 

o 1 1 o
8 



3.4. Iteraciones Anidadas: Ciclos V y W 

3.4.1. Algoritmo multimalla 
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En el método de dos malla no e nece ario resolver exactamente la ecuación de defecto 

en la malla grue a, 

L1-1 e,-1 = d1-1- (3.4.1) 

En u lugar, in una pérdida e encial de la velocidad de convergencia, se puede reemplazar 

e1_1 por una aproximación aceptable. Una manera natural de obtener tal aproximación es 

aplicar también un método de do mallas a (3.4.1). Claramente, si el factor de convergencia 

del método de dos mallas es uficientemente pequeño, es uficiente realizar unas pocas 

iteraciones, por decir y iteración para obtener una buena aproximación de la solución 

(3.4.1). Esta idea puede er aplicada recursivamente usando mallas cada vez más gruesas 

(malla / - 1 ). Sobre la malla más grue a cualquier método puede ser usado para solucionar 

la ecuación, por decir, es uficiente usar métodos directo o procesos de suavización si 

tienen buenas propiedade de convergencia sobre la malla gruesa. 

La versión multimalla de la iteración de do mallas (3.2.14b) es mostrado en el algorit­

mo (4). ste realiza un pa o de la iteración multimalla cuyo re ultado es uJ: 

Un paso� H u:+ 1 de la iteración multimalla es realizado por 

MGM(/, u,,J,); 

.J+I ·-U . 
U

¡ 
.- /, • 

La única diferencia de la iteración dos mallas (3.2.4) es la entencia (3.2.4c), e := L¡_\d1, 

es reemplazada por (3.4.2d)-(3.4.2e). La solución exacta e reemplazada por y iteraciones 

multi-mallas aplicado al paso inicial con valor e = O. El valor usual de y e y = 1 ( V-ciclo )o 

y= 2(W-ciclo). Este esquema es ilustrado en la figura (3.14) donde: 

■ olución exacta en el nivel / = O

• pasos de la iteración en cada nivel.



Algoritmo 4 Iteración multimalla MG M"' vi para solucionar L1u1 = f, 

subroutine MG M (/, u1, j);integer l;array u1; f 
if l == O then 

else 

U¡ .
-

,_p,v1 (u¡,/,) 

d1-1 ·- r * (L1 * u1 - f,) 

e,-1 - o

for j = 1,y do MGM(/- l,e1-1,d1-1) 

U¡ ·- u1 - p * e,-1 

U¡ ·- ,_p,vi(u,, /,) 

end if 
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(3.4.2a) 

(3.4.2b) 

(3.4.2c) 

(3.4.2d) 

(3.4.2e) 

(3.4.2f) 

(3.4.2g) 

Observación 3.4.1. Cuando l = 1 e puede usar y = 1 en (3.4.2e) sin cambiar el algoritmo. 
Pues para cualquier otro y > 1 ignifica que la solución exacta en el nivel cero es realizado 
y veces, lo cual es un trabajo computacional innecesario. 

3.4.2. Análisis de dos mallas 

En esta sección baremo algunas observaciones sobre las propiedades de convergencia 

del algoritmo (3) do mallas TG AfV1 ,l"l. Sea h1 la medida del gro or de malla de la malla 

computacional n,. El propósito de analizar la iteración do malla es mostrar la indepen­

dencia de h1 re pecto a la razón de convergencia. Para el ca o unidimensional se mostró en 

la sección 3.2.1 un análisis de convergencia. En esta ección u aremos el análisis de Fourier 

y ciertas suposiciones de simplificación (coeficientes constante , una combinación especial 

de suavizadores y condicione de frontera o dominios infinito ). Tal análisi puede tambien 

ser encontrado en Stüben Trotenger [12]. 



método do mallas: método tre -mallas: 

V 

(a) 

método cuatro-malla : 

V 
(b) 'Y= l

(e) 'Y= l
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(e) 'Y= 2 (d) y= 3

(f) 'Y= 2

Figura 3.14: structura de un ciclo multimalla para diferentes número de malla y diferentes 
valore de y 

Matriz de iteración de suavización 

ea el método de suavización .;r• ( u1, J,) en el algoritmos dos mallas de la sección 3 .2.1 

definido para v = 1 por una aplicación de un método iterativo (2.1.4) : 

u1 := .JP,
1 (u1,J,) = S,u, + A,-•t,, S1 = A,- 1 B1 , A1 - B1 = L1

Aplicando esta iteración v vece tenemos: 

U- ·- dV(u J,) _ sv
u

O + T(v>¡, T(v) _ (Sv-1 sv-t + + f)A -1 I -- .r, I, I - I I I, 
-

I , I 
. . . 

I · 

Luego tenemos: 

Matriz de iteración de dos malla 

Lema 3.4.2. 1. La matriz iteración de dos mallas es igual a 

M,(v,, v2) = S�l"l)(J - pL-¡_\rL,)Sti>. 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

(3.4.5) 



2. Si la solución de L1u1 = t, es un punto fijo de J,CV>,i.e.

yr,<v)(u1, J,) = u1 para L¡U¡ = /,, v ::5 O,

entonce e también un punto fijo de la iteración de dos mallas. 
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(3.4.6) 

Demo !ración. Sea e; la matriz de representación de la corrección de la malla gruesa (Ver

(3.2.13)) dada por 

(3.4.7) 

donde e;= 1 - pL�1 rL1 y T? = pL,-\r. Luego sea el método iterativo de suavización dado

por 

u;'+ 
i = cp2 (u;', /,) = S ,u;' + T,J,

aplicando v veces tenemos de la propo ición 2.1.2

u'"+t = JM(u'f',/,) = s<v)u'f' + T(v)/,

donde S�
v

) = s; y T�v) = I.;:b S kT1• Luego si se aplica una corrección de malla gruesa

de pué de haber aplicado v 1 vece la iteración de suavización tendría: 

Ü¡ cp1(J,(vr)(u'[',/,),/,))
e; ( _yr,<v1 )(u'!'' /,)) + r/ /,

; ( viu'f' + TM
t,) + T?t,

= c;sv1 u'f' + r;cv•>t, donde r;<vi> = c;T;' + T?-

De manera análoga aplicamos una proceso de suavización luego de haber hecho la correc­

ción anterior, i.e., 

tf:'+I 
I 

J,(Yl)(Ü¡, /,)

S'l'lc;sv1 u'f' + r;<vi,Yl)t, donde r;<v,,v, ) = S'l'lr;v• + rt>
(3.4.8) 

de ello prosigue la parte primera del lema. Para la segunda parte se tuvo que u1 = L1
1 J, 

es un punto fijo de la iteración de suavización, o ea u1 = yr<vi>(u1,J,). Luego en (3.4.7)

tenemos 

cp 1 (J(vi>(u1,J,),J,) = cp 1 (u1,J,) = u1 - pL1�1
r(L¡U¡ - /,)=U¡ + O= U¡

o 

La siguiente observación nos permite con iderar sólo el caso cuando v2 = O,e decir,

ninguna post suavización; para probar que la razón de convergencia del método multirnalla 

es independiente del grosor de malla. 
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Observación 3.4.3. Si S�v) = S 1, el radio espectral p(M1(v 1, vi)) < 1 depende sólo de 
v := v1 + v2. En particular p(M,(v1, v2)) = p(M,(v)) es cierto, donde 

M,(v) = M,(v, O). (3.4.9) 

La convergencia del método dos mallas es gobernado por el número contracción

IIM,11"11', donde 11/4 es un espacio vectorial de funciones malla u1 y 11 · 11"/4 su norma. Adi­

cionalmente introducimo el espacio vectorial §1 que consiste de las funciones malla fr 

equipada con la norma 11 · 11.?t,· El ca o e tándar será 11/4 = §,, 11-ll"a- = 11-11.7 = 1-lo := nor­

ma euclidiana. La norma asociadas a las matrices 11-11"11' "&', 11-11.?t,-"&-· etc. son definidos en

(§2.2).

Podemo e cribir (3.4.5) como

M,(v) = (L1
1 

- pL1-\r) (L,Sí) (3.4.10) 

y concluimo que 

(3.4.11) 

El e tudio de lo dos factores de (3.4.1 J) produce la siguiente definición [7, §6.2 §6.3]. 

3.4.3. Propiedades de aproximación y suavización 

El segundo factor IIL1S�v>ll.7,-w en (3.4.11) ya fue discutido en (§3.2.2). E te describe

cuan efectivo J,(v) es para suavizar. El otro factor IIL1 1 
- pL1_\ rll"ll'+-.'.'F de cribe que tan

buena es la solución en la malla gruesa para aproximar a la olución u1• Así las dos partes

esenciales de la iteración dos mallas denominadas el pa o de suavización y la corrección 

de la malla gruesa pueden er analizados separadamente. 

Definición 3.4.1. Propiedad de suavización. Seanll · llo// y ll · 11..,- dados. Decimos que S I tiene 
la propiedad de aproximación si existe una constante Cs y unafimción r¡(v) independiente 
de h tal que 

IIL,S111.?t+-"ú � Csh-2m77(v) con r¡(v) --+ O, cuando v--+ oo.

donde 2m es el orden de la ecuación diferencial parcial a olucionar. 

(3.4.12) 
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Definición 3.4.2. (Propiedad de aproximación). La propiedad de aproximación se da 

cuando exi te una constante CA independiente de h tal que 

(3.4.13) 

donde 2m es el orden de la ecuación diferencial parcial a solucionar. 

Si estas dos propiedade son cierta , la razón de convergencia del método dos mallas es 

independiente de h, pue : 

Teorema 3.4.4. (La razón de convergencia h-independiente del método dos mallas). 

Supongamo que las propiedades de suavización (3.4.12) y de aproximación (3.4.13) son 

ciertas. Entonces exi te un número v independiente de h tal que 

(3.4.14) 

Demo tración. De (3.4.11) tenemo que 

De acuerdo a (3.4.12) tenemo un vindependiente de h por lo que (3.4.14) es válido. o 

e sigue también del teorema 

Teorema 3.4.5. La propiedad de suavización implica que el método de suavización es un 

método iterativo convergente. 

Demostración. 

luego como 17(v) � O, cuando v � oo, entonce 

lím 11s ;ll'P/ +-'Y/ = o 
v->oo 

o 

Factor de suavización 

En la sección (§3.2.2) habíamos definido: 



Definición 3.4.3. El número de suavización del método de suavización dado por 

U¡= s;u, + T(v)J, 

e definido por 
IIL,sn1 

PL,(v) = 

IIL,11
Proposición 3.4.6. Si se cumple la propiedad de suavización , entonces 

17(v) Pi,(v) � 1J(O)

Demo tración. Tenemo en (3.4.12) con v = O:

Tomando IIL,11 = Csh-2m17(0) tenemo

IIL,svi 11 < 
Csh-2m17(v) = IIL,1111- 1 (0) (v) = 17(v)_PL,(v) = IIL,11 - IIL,11 IIL,11 17 

17(0) 
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(3.4.15) 

(3.4.16) 

o 

De e ta forma tenemo que PL, < 1 para v suficientemente grande, independiente de h. 

3.4.4. Convergencia de la iteración Multimalla 

Observación 3.4.7. La solución discreta L1 1 J, es un punto fijo de la iteración mu/tima/las 
(3.4.2), suponiendo que se cumple (3.4. 6). 

Matriz de iteración multimalla 

Teorema 3.4.8. La matriz de iteración M¡(v 1, v2) del algoritmo mu/tima/la (3.4.2) es definido 
por 

M.(vi, v2) = M1(Y1, v2) para l = 1
M,(vi, v2) = Mi(vi, v2) + s�vi>p [M,_1(Y1, v2)Y L,�1

rL,st•> 
(3.4.17a) 

(3.4.l 7b) 

donde M, es la matriz de iteración del método de do mallas (Lema 3.2.2), es decir 

(3.4.18) 
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Demo tración. Para l = 1 los algoritmos de dos mallas y multimallas son idénticos luego 
ambas matrices de iteración son lo mismo, entonces es válido (3.4.17a). Procedemos ahora 
a demo trar por inducción. Supongamos ahora que (3.4.17b) es cierto para/ - 1 (en lugar 
de [) . Sea ahora e; la matriz de corrección en malla gruesa (3.4.2c)-(3.4.2f) dada en el 
algoritmo multimalla. Luego tenemo 

M. M.( ) S<Yz>c,s<.,,>I = I Vt, V2 = / / / 
E decir e adiciona a la matriz de corrección las matrices de representación de los procesos 
de pre- uavización y po t- uavización. Para determinar ahora e; consideraremos, sin perder 
la generalidad,/, = O y ea u1 E %í una función malla arbitraria. Luego el paso de (3.4.2c) 
re ulta er 

En (3.4.2e) y iteracione 
d1_1 = rL1u1 . 

1 2 -y v1_1, "1-t, · · · , v1_1

on realizada iniciándo e en vL = O. Puesto que la iteración multimalla en el nivel / - 1
puede er de crito por (similar a (2.1.5)) 

De la proposición (2.1.2) tenemo 

v¡_ 1 (M,_
1 )'Y vL + (N¡_1 i-r> d1-1, 

-y-1 

con (N¡_ 1
)'-r> = ¿ (M;_ 1/ N¡_ 1 

k==O 
-y-1 

= O+¿ (M,_1/ N¡_ 1 d1_1 

k=O 

-y-1 

= ¿ (M,_ 1/ N¡_
1
rL,u, 

k==O 

De la observación 3.4.7 tenemos: 

Usando la siguiente igualdad 
-y-1 

¿f(l-{) = 1-� 
k==O 



obtenemos 

vf_ 1 
= [f (Af;_ 1/ (1 -Af;_ 1 )]L,}.1 rL1u1

k=O 

= [f - (M;_,y] L1-\rL1u1 

A í la matriz de corrección en la malla gruesa (3.4.2f) resulta en

c;u¡ = U¡ - pvf_ 1

u, - p [1-(M;_ 1 Y] L1}.1 rL,u,
[1 - p [1 - (Af;_ 1Y] L1}.1 rL,] u,

entonce tenemos que 

e;= 1- p [1- CM;-1Yl L,}.,rL, = 1- pL,}. 1rL, + p (M;_i}r L,}.1 rL¡

y 
M; = S�vz>c;s�vi) = S�vz) [1 - pL,}_1rL,] St1 > + S�vz>p (Af;_ 1y L,}_1 rL,St'>
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El primer término de la expresión es la matriz de iteración M,(v1, v2). Por lo tanto la 
ecuación (3 .4. l 7b) e demostrado por inducción. o 

Razón de convergencia 

Lema 3.4.9. Si se cumple la propiedad de suavización y aproximación; y si además existe 
una constante cP independiente de l tal que

llpu,-111 � c;' llu,-111 Vu,_1 (3.4.19) 

entonces 
(3.4.20) 

Demostración. Se probó en el teorema 3.4.5 que si S I tiene la propiedad de suavización, 
entonces el método de suavización es convergente. Podemos escoger luego v tal que 

Además 

y 

IISn! < l .  

pL,_\rL,S 1 S1 - S1 + pL,}_1rL,S1
= S 1 - (L1 1 L1) S 1 + pL,_\rL1S 1

= S 1 -(L, -pL,_\r)L1S 1
= S1 - M,(O, v).

(3.4.21) 



Luego 

IILi=-\ rL,S,11 � cpllS1 - M,(O, v)II
� Cp (IIS,11 + IIM,(O, v)II)

� cP 
(1 + IIM,(O, v)II)

Lema 3.4.10. Sea las siguientes desigualdades recursivas 

y supongamos que yC > 1. Si 

(o � ( 

(1 � ( + c{(__p 
1 � 1 

y� 2,
- 'V- 1( � ( = _,_ (yC)-1/('y-t) 

y 

entonce cualquier solución de (3.4.22) es acotada por 

donde z es relacionada a ( por 

y z satisface 

( = z- Cz" 

y 
z<--( - y-1 

Demostración. Tenemo que (1 � zk, con Zk definido por 
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o 

(3.4.22a) 

(3.4.22b) 

(3.4.23) 

(3.4.24) 

(3.4.25) 

(3.4.26) 

(3.4.27) 

Si y � 2 entonces C > O, luego la sucesión {zk} es monótonamente creciente, de forma que 
estará acotado por un punto fijo. ste punto fijo se halla de la olución de (3.4.25), luego si 
tomamo la menor solución de esta se garantiza que zk < z. on idere ahora 

f(z) = z- Cz-Y . 

El máximo de /(z) se alcanza cuando O = f'(x) = 1 - C z-t+y y, o ea cuando 

Z = z• = (yC)-l/(y-l) < }



por supo ición de lema, además 

f(z•) = (yC)-1/(-y-1) -C ((yC)-1/(-y-l)r 

= (yC)-1/(-y-l) ( 1 - C ( (yC)-1/(-y-l)r-l)

= (yC)-lf(-y-1) ( 1 - C(yC)-1) = (yC)-1/(-y-l) y - 1 
= E

y 

89 

Para ( 5 ( y por la monotonía de zk la (3 .4.25) tiene una solución z 5 z• < 1. Tenemos
z 

z'>' < z ⇒ Cz'>' 
< Cz < -

luego 

lo que da (3.4.26). 

y 

1 y- 1 ( =z-Cz'>' �z--z = --z. 
y y 

o 

Teorema 3.4.11. (Razón de convergencia de métodos mu/tima/las). Supongamos que se 
cumple las propiedades de suavización y aproximación (3.4. 12) y (3.4. 13); y además y � 2.
Sea p1 tal que satisface (3.4.19) y 

(3.4.28) 

Dado { e (O, 1) entonce existe un número v independiente de I tal que la matriz de 
iteración M1 definido por el teorema 3.4.8 atisface 

IIM,(v, 0)11 5 ( < 1

si v � v con l el número de nivel de la malla fina. 

(3.4.29) 

Demo tración. � es definido por la recur ión (3.4.17). De acuerdo al Teorema 3.4.4 ten­
emos 

- -

Escogemos ( e (O,() con ( satisfaciendo (3.4.23) y un número vtal que

CsCAr¡(v) < (, v � v 

(3.4.30) 

Y que (3.4.21) es satisfecho para v � v. De (3.4.17), (3.4.21), (3.4.28) y el Lema 3.4.9 se 
tiene lo siguiente 

(1c = 

= 

5 

5 

5 

5 

IIM;(o, v)II 
IIMk(0, v) + p [A(_,(0, v)Y L;�,rLks;11 
IIMk(0, v)II + IIPIIII [A(_,(0, v)Y IIIIL;�,rLks;11 
( + Cp({_ 1

c
p 

(1 + IIM,(0, v)ID 
( + C

p(J_ 1
c

p 
(1 + ()

( + 2C
p(l-

1
c

p 
= ( + C(J_ 1 

(3.4.31) 
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con C = 2C
p
c

p
. La recursión (3.4.31) que fue analizado en el Lema 3.4.10. Luego se 

tiene que 
y (

k 5: --1 ( < 1, k = 1, 2, · · · , /. y-
i e necesario, e incrementa v de tal forma que e tenga ( < [(y- 1)/y] (. 

(3.4.32) 

o 

Observación 3.4.12. 

e incluido. 

■ Este teorema sólo trabaja para y � 2 , o sea que el ciclo V no

3.4.5. Trabajo computacional 

La razón de convergencia será comparada con el trabajo computacional por iteración. 

Para estimar el trabajo computacional de la iteración multimalla (3.4.2) asumamos los si­

guiente co to computacionale de la partes básicas del algoritmo: 

sentencias número de operaciones aritméticas 

U¡:= J/'(u,,J,) 5: Csn, para todo / � 1 (3.4.33a) 
d,_, := r * (L, * u, - J,) 5: C vn, para todo / � 1 (3.4.33b) 

U¡:= U¡ - p * e¡_¡ 5: Ccn, para todo / � 1 (3.4.33c) 

Uo := L-1 o 5: Co (3.4.33d) 

Recordemos que n1 e el número de variables y ecuaciones en el nivel /. Las cotas 

son proporcionales a n1 pue to que las matrices L1 son e parcidas (uniformemente). En 

(3.4.33d) asumiremos C0 constante, puesto que corre ponde al gro or de malla má grande 

h0 ( así también n0) es fijo cuando/ se incrementa. La con tante 

toma el valor de: 

Proposición 3.4.13. 

e 
n,_, 

H := sup-
1>1 n,

(3.4.34) 

(3.4.35a) 



91 

para una malla d dimen ional n, e JR.d con grosor de malla h1_1 = 2h1. Una excepción es
el caso de la.figura (3.JO(c))(h1-1 = -v2h1, d = 2, donde) 

1 
CH:= 

2
(3.4.35b) 

Demostración. Sea h1 el grosor de malla de la malla computacional d dimensional n, donde
hay N1 punto de partición en el eje x;, i = 1, · · · , d, con h1 = N,

� 1 (N1 = t, - 1) . Entonces
habrán Nf variable en el nivel /.

d ( 1 ¡)d d 

n,_ 1 = 
N

1-1 = ¡:;;::; - = (
(1 - h1-1)h1 )n, Nf t, - 1 (1 - h1)h1-1 

de la relación (3.4.36) tenemos para h1_1 = 2h1

( )d ()d n1_1 1 - 2h1 1 1 
sup - = sup - = -

l>l n¡ l>I 1 - h¡ 2 2 

(3.4.36) 

pue h1 � O para/ grande. Del mismo modo podemo usar (3.4.36) con h1-1 = -v2h1, d = 2
entonces tenemo 

1 n1_ 1 
( 

1 - -v2h, 1 
) sup - = sup ---- =

l>I n, l>I 1-h, .../2 2 

o 

La siguiente proposición establece que el trabajo computacional de una iteración mul­

timalla es también proporcional a n1•

Proposición 3.4.14. Suponga que

0 := yCH < 1 (y de (3.4.2e).) 

Entonces un paso de la iteración mu/tima/la requiere C1n1 operaciones, donde

C¡ � vCs +Cn+Cc + (i [ Co _ vCs +Cn+Cc]1-0 -yC�1n1 1-0 

< vCs���+Cc + e- 1 c� con e�= Co/n,.

(3.4.37)

(3.4.38) 

Demostración. Una iteración en/ niveles requiere y'-k iteracione en el nivel k(l � k � l)
(Observe la figura (3.1 4)). Luego en el nivel 



k=l 

k=l-1 

k=l 

tenemos (vCs + C0 + Cc)n, operaciones 
tenemos (vCs + C0 + Cc)yn1 operaciones 

tenemos (vCs + C0 + Cch'í-1 n1 operaciones. 
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De acuerdo con la ob ervación (3.4.1) ¡-• sistemas son solucionados en el nivel O. Así el 
número de operaciones es acotado por 

C 1 n1 ::;; (vCs + C0 + Cc)(n, + yn,_, + · · · + ¡-•n,) + ¡-•co 
0 n,_, e-• n¡ _} 1 = (vCs + Co + Cc)n,(1 + --+···+--)+·y- Co 
CH n, c�• n,_, 

de (3.4.37) o'= y'C� ==>o'= y'-1yC� y sabiendo que

n1_ 1 ( 
1 1 )d 

( 
1 )d 

-;:;; 
= 

2 - 2(21
+

1 - 1) ::;; 
2 

tenemo de la propo ición 3.4.14 la iguiente desigualdad 

C1n1 ::;; (vCs + Co + Cc)n,(1 +O+···+ o'-
1
) + o'Co/(yC�).

y como 
1-0'
-- = 1 + 0 + · · · + o1-• 
1-0

(3.4.39) 

tenemo la prueba de la primera parte de (3.4.38). La segunda parte sigue de C�1 n1 � n1 y
vCs +CD+Cc 0 ------> . o 

1-0

En el caso estándar la condición 0 < 1 es satisfecho: 

Corolario 3.4.15. Si h1_1 = 2h1 la condición (3.4.37) e mantiene para todo y::;; 2d - l. 

Demostración. Si h1_1 = 2h1 entonce de la propo ición 3.4.14 CH = 2-d entonces si 
y::;; 2d - l.  

0 = yC H = y2-d ::;; (2d - 1 )Td = 1 - 2d 
< 1 

En el caso bidimensional (d = 2)(0 = ¼) la desigualdad (3.4.38) e 

{ 
HvCs + Co +Ce]+ (¼)'-•c� para y= 1, 

C,< 
2[vCs + C0 +Ce]+ (½)1-•c� para y= 2. 

o 

(3.4.40) 

Sin embargo, el W-ciclo (i.e. y = 2) en el caso d = 1 o el V- ciclo (y= 1) en el caso de 

(3.4.35b) implica 0 = yCH = l .  Entonce el trabajo no es má proporcional a n1• 



Proposición 3.4.16. Si(}= 1 e/ número de operaciones es acotado por 

[(vCs +CD + Ce)/+ C�]n, 

donde C� = Co/n,. 

Demo tración. Sigue de la de igualdad (3.4.39) 
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(3.4.41) 

o 

La estimación (3.4.38) y (3.4.40) muestra que ciclo W (y= 2) tomo cerca del 50 % 

más trabajo que ciclo V (y = 1). Note que el número vCs +CD + Ce corresponde al 

trabajo de la iteración do malla cuando la solución de la ecuación en la malla gruesa no 

e contada. La prueba de la Propo ición 3.4.14 muestra que el trabajo realizado en la malla 

grue a / - 1, / - 2, · · · es rápidamente decreciente, sin embargo se incrementa un número de 

y1-k ecuacione auxiliares en el nivel ka solucionar. 

3.5. Condición Inicial Optima (Full Multimalla) 

Dado algún proceso iterativo, la elección natural del inicio es una aproximación acept­

able u7 y luego realizar varios paso de la iteración. 

3.5.1. Algoritmo 

Para la iteración multimalla el programa debería ser 

El error de ü1 satisface 

U~ ·- u
º

I .- l 

for j := 1 : (1) : ido MGM(l, ü,J,); 

llü, - u,ll'l'i' � tllu7 - u,llo// 

(3.5.1) 

(3.5.2a) 

donde ( es el número de contracción de la iteración con re pecto a 11-llo// - n particular, la 

elección má simple es u7 = O produciendo una estimación de error relativo: 

llü, - u,ll'l'/ < ri ( 
. o O) � Sl U¡ = . 

llu,llo// - (3.5.2b) 
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Para obtener un error (relativo) fijo s, uno necesita j � log(s)/log(t) = O([/og(s)]) itera­

cione . Frecuentemente, s no es dado por anticipado y uno tienen que elegir un aceptable 

valor. U ualmente, e toma s más pequeño que el error de la discretización (i.e.llu1 -ull con 

u o lución del problema continuo). Desafortunadamente, el tamaño cuantitativo del error

de di cretización no es conocido a priori, sino sólo su comportamiento asintótico O(hD(K: 

orden de consistencia). Por lo anterior tomamo s = O(h'f), entonces tenemos que 

i = O(/og(h1))

iteraciones on requerido para obtener una aproximación u1 con un error del tamaño del 

orden de di cretización. 1 correspondiente número de operacione es 

O(nI[log(hI)]) = O(h1
d[log(hI)]).

La iteración anidada de crita po teriormente (llamada full multimalla) tiene varias venta­

jas: 

(i) A pesar que a priori no se conoce el error de discretización sdisc la iteración anidada

produce una aproximación u1 con un error O(sdisc).

(ii) La iteración anidada e más barata que la simple aproximación (3.5.1). Una aproxi­

mación con un error O(sdisc) e calculado por O(n1) operacione .

(iii) Además de u, las oluciones en las mallas grue a uI_1, uI_1, • • • son también aproxi­

maciones y están dispue to para uno.

Método 
MGM 

FMG 

u1 
O(sdisc) si i = 0(/og(h¡)) 

O(sdisc) 

Operacione para un error O(sdisc) 
O(nI[log(hI)])

O(n1)

Cuadro 3.5: Comparación entre iteraciones multimalla y full-multimalla. 

La iteración anidada puede ser combinada con cualquier proce o iterativo y frecuentemente 

junto con sucesivas iteraciones de sobre relajación. La idea e obtener un buen punto de 

inicio u� por medio de iteracione sobre la malla gruesa. 



Algoritmo 5 Iteración anidada 

~ L-1 /c uo := o * o; 

for k = l : ( l) : l do

begin uk := fiuk-1 ; 

for j = l : (1): i do MGM(k, uk,fi) 
end 
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(3.5.3a) 

(3.5.3b) 

(3.5.3c) 

En cada nivel k = 1, 2, , · · · , l; i iteraciones on realizadas. El valor inicial es obtenido 

de la aproximación en la malla grue a u1_1, p denota alguna interpolación . Desde el punto 

de vi ta de la programación la elección óptima e p = p ( p del algoritmo multimalla), 

pue to que ninguna ubrutina adicional e nece aria. Sin embargo interpolaciones p de 

órdene más altos que p deberán er tomado en consideración.Una apropiada elección de 

i será di cutido en la siguientes ección. 1 mismo valor i, puede ser e cogido para todos 

lo nivele , puesto que los número de contracción de la iteración multimalla son acotados 

independientemente del nivel O S k S l. 

Finalmente mencionamos tre modificaciones del algoritmo (5). La solución exacta de 

Louo = fo en (3.5.3a) no e nece aria. Podemos reemplazarlo por 

(3.5.4a) 

tal que llíio - uoll<f.( sea suficientemente pequeño. La egunda generalización concierne a 

la interpolación p en (3.5.3b). Alguna vece , simple interpolaciones de grande órdene 

pueden ser encontrados empleando la ecuacione diferenciale . Damo un ejemplo para la 

ecuación de Poisson. De uI_1 en el punto de la malla grue a (x,y), (x+ 2h,y), (x,y+ 2h), (x+ 

2h,y + 2h) se puede evaluar el valor en (x + h,y + h) por medio de

Ü¡(X + h,y + h) := ¼[u1-1(x,y) + U¡_¡(X + 2h,,y) + Ü1-1(x,y + 2h1) 

+u1-1(x + 2hI,y + 2hI)] + ½htf(x + h1,Y + h,)
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de acuerdo a la fórmula de cinco puntos diagonal 

1 -1 º -1 l 2
�

¡ 
O 4 O u, = J,.

-1 O -1Lo valore de ií1 en lo punto re tante de la malla pueden ser evaluados por la fórmula u ual de cinco punto . ta interpolación, que puede ser escrita como
Uk := p(iík-1, fi) (3.5.4b) 

con p lineal en (iík-J ,fi) e de orden 4. Tercero, podemos decir que el número i en (3.5.3c) puede er diferente para diferente niveles: i = ik. Pue to que mucho del trabajo computa­cional e realizado en el nivel /, debe tener ventaja la elección de i1 < i1_1 = i1_2 = • • • = i 1 (cf.(§3.5.3)) 
3.5.2. Análisis de la iteración anidada 

La iteración anidada (3.5.3) requiere la especificación del número de iteraciones i. El siguiente análi is sugiere como elegir i. Veremos que frecuentemente e suficiente que 
i = l.
Preliminare 

Sea la ecuación diferencial a olucionar denotado por 
Lu=f (3.5.5) 

y su discretización obre la malla .Qk denotado por 
(3.5.6) Definición 3.5.1. El error de discretización es la diferencia entre la solución discreta 

uk = L;' fi y la solución continua u (3.5.7) 



donde Rk es alguna re fricción obre la malla Qk· La trivial sería 

Rku; = u(x;). 
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Definición 3.5.2. Sea S" el orden del error de la di cretización de Lk , k = 
O, 1, 2, • • • , l , o 

ea, 
IIRku - ukll = O(hD, k = 

O, 1, 2, · · · , l. 
donde 11 11 e una norma la cual no necesariamente es la Euclidiana. 

(3.5.8) 

Definición 3.5.3. Dado algún operador de restricción r, El error de interpolación de p es 
definido por pruk - uk. El orden de interpolación de p es un número T tal que 

llfiruk - ukll = O(h;) 

Definición 3.5.4. La diferencia entre uk y uk-l = L1
1 fi es .frecuentemente llamado el error 

de discretización relativo (error de uk-t respecto de u,J, o sea, llfiuk-t - ukll-

La iguiente propo ición erá demo trada po teriormente 

Proposición 3.5.1. Dado S" y T lo órdenes de di cretización y de interpolación , respec­
tivamente,y si 11.fill = 0(1) entonces el error de discretización relativo puede ser estimado 
por: 

(3.5.9) 

donde K = mín {S", T}. 
Proposición 3.5.2. Sean z y C do constantes, y sean Ck y ók dos sucesiones tales que 

ó1 � zC1 
ók � z(Ck + Cók-d 

entonces i k = 1, 2, · · · , 1, entonces ó1 e ta acotada por 
I 

Ó¡ � Z ¿ Ck (zC)/-k 

k=I 

Demostración. Por inducción. Para / = 1 obvio. Para / � / + 1.

Ó1+1 � z (C1+ 1 + Có,) 

� z(c,.1 + c(z f ,(zq'-•))
k=I 

= z ( C/+l + t Ck (zC,/+1-k)
k=I 

/+I 

= Z ¿ Ck (zC)/+1-k 

k=I 
D 



Figura 3.15: Operadore ínter mallas 
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ea (k el número de contracción de la iteración multi.malla empleado en el nivel k : 

(3.5.10) 

orno señaJamo antes, el número de contracción (k on uniformemente acotados por algún 

( < l .  Sea

(3.5.11) 

donde les el nivel máximo de (3.5.3). Para indicar lo nivele involucrado debemos e -

cribir Pk+-k+t, pero nos limitaremos a e cribirlo como p. ea 

Junto con 

definimos la constante 

C20 := máx llfill = máx IIPk+-k+tll. 
tsks/ tsks/ 

C2 := C20 2 1-

(3.5.12a) 

(3.5.12b) 

(3.5.12c) 

Observación 3.5.3. Se tiene que C20 = 1 para la eleccione má frecuentes de p y 11-11-
Más aún, C21 = 2K es cierto para la usual ecuencia hk = h0/2k . Así, el valor de 2 = 2K. 
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E to valore on suficientes para describ ir los errores de los resultados de la iteración 

anidada (3.5. 3) con iderando la ecuencia u ual de gro ores de malla hk = h0/2k. 

Teorema 3.5.4. Asumiendo (3.5.9) y 

(3.5.1 3) 

con C2 de (3.5.12a)- (3.5.12c), ( de (3.5.11) e i de (3.5.3c); y además suponiendo que 
hk = h0/2k, entonce la iteración anidada (3.5.3) con i-iteraciones multimalla por nivel 
que resulta en ük(O � k � l) atisface la estimación del error

llük - ukll � C3((, i)C1 /rZ (O � k � /). 

donde C3((, i) = (; /(1 - C2t). 

(3.5.14) 

Demostración. La iteración anidada (3.5. 3) con con i iteracione multimalla por nivel re­
ulta en Üt y sati face de (3.5.10) 

(uk e olución de (3.5.6)). Ahora, tenemos para k = 1 

llu? - udl = llfiuo - udl = C(l) 

con C(k) dado en la propo ición (3.5.1). Luego e tiene que 

llíi1 - udl � C(l)t. 

En general se tiene 

llu2 - Utll = llfiük-1 - ukll = llfiuk-1 - uk + pük-1 - fiuk-1 II 
� C(k) + llfillllíik-1 - Uk-1 II 
� C201lük-l - Uk-111-

Sea ahora ók = llük - ukll, entonce de (3.5.15) y (3.5.18) tenemo 

81 � C(l)t 
Ók � (¡ 

(C(k) + C20Ók-1) 

(3.5.15) 

(3.5.16) 

(3.5.17) 

(3.5.18) 

(3.5.19a) 
(3.5.19b) 



U ando la propo ición (3.5.2) y usando (3.5.9) tenemos 

ó¡ � 

� 

I 

t ¿ C(k) (tC20 y-
k

k=I 

I 

t ¿ C1 hZ (tc20 y-k
k=l 

I 

tc1h7 ¿ h,KhZ (tc20 y-k 
k=l 

I I 
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(3.5.20) 

(3.5.21) 

tcih; ¿ 2U-k>K (tc20y-k

= t¡C1h; ¿ (t 2Kc20y-
k

k=\ k=I 

iC21 = 2K yC2 = C2 1C20 y r = C2t 
I 1-1

tC1h7 _¿r1-k = tCih7 _¿r1'. 
k=I k=O 

De la uposición (3.5.13) r < 1, entonces tenemos 
. 1 _ r1-1 ri 

llü, - u,11 � r'Cih,K 

1
< -�-e hK

� 
-r - 1-r 

1 1 (3.5.22) 

o 

Observación 3.5.5. De la ob ervación 3.5.3 y asumiendo el caso estándar K = 2, obten­

emos C2 = 4 y ( < ¼. Entonces la estimación (3.5.14) del teorema 3.5.4 se mantiene para

i = 1 (sólo una iteración mu/tima/la por nivel).

Hasta ahora, el error ük - uk fue comparado ólo con el error de discretización relativo. 

Para con eguir una comparación más real lo comparamos con el error de discretización 

usual. 

Aproximación de error de interpolación C(k) 

Si la solución de (3.5.5) es suficientemente suave, podemo asumir que la expansión 

del error es dado por 

(3.5.23) 

(ver Pereyra [13])donde (Rku)(x) = u(x)(x E nk) e la restricción trivial de la olución 

continua u para la malla nk y � es orden de di cretización de Lk. Asumiendo que la función 



e suficientemente suave, la interpolación uk-l por p produce 

Se puede escribir 

Suponiendo que 

0(1) = 1 2 · · · 10 , ' ' 

tenemos de (3.5.24): 

llfiu.t-1 - U.ti! � llfiR.t-1U -R,t11II + llhf_,fiR.t-1 e - hffiR.tell + O(hf) 

� C22hic + llhf_,Rke - hfRkell + O(hD 

� C22hic + c2s- - l)IIRkellhf + O(hD 

Error luego de la iteración anidada 

Para estimar el error luego de la iteración anidada primero asumiremos que 

K > r ⇒ hK < hs-
:, k k 
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(3.5.24) 

(3.5.25) 

(3.5.26) 

(3.5.27) 

(3.5.28) 

es decir que el orden interpolación K es mayor que el orden de discretización S"· Podemos 

suponer también que IIRkell es uniformemente acotada en k:. 

(3.5.29) 

Entonces (3.5.27) puede ser reescrito como 

(3.5.30) 



De preciando el término de mayor orden, tenemos 

u tituyendo en (3.5.9) tenemo

lo que prueba la proposición 3.5.1. A í que (3.5.22) re ulta 

llü,- u,ll 5 -
1 

(; C,h; 5 -
1 

t (2K - l)Ce
h7

-r -r

Entonce hemo demo trado el iguiente teorema: 
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(3.5.31) 

(3.5.32) 

(3.5.33) 

Teorema 3.5.6. Asuma la validez de la expan ión (3.5.23), sea el orden de interpolación 

de jJ exceda K, y uponga hk-t = 2hk. Bajo la condición (3.5.13), C2t < 1, el resultado ük

de la iteración anidada (3.5.3) satisface 

con 
. (2" - l){j 

C4((, z) = (2K - l)C3((, lJ = 

C 
.. 

1 - 2(1 

La estimación (3.5.34) puede er interpretado como 

error de iteracion 5 C4((, i) * error de di cretización 

Para K = 2 y C2 = 2K 
= 4 (ob ervación. 3.5.3) el factor 

(3.5.34) 

es listado en el cuadro 3.6. i = 1 puede ser elegido si ( < ¼(observación. 3.5.5) Valores 

típicos de número de contracción multimalla on ( � ½ � 0,143 produciendo C4((, 1) � l .  

Asi, el error de iteración ük - uk es proximo al error de di cretización. Si ( > O, 18 Uno 

debería escoger i = 2. 



( C4((, 1) ( C4((, 2) ( C4((, 3) 
0.200 3.00 0.44 2.57 0.60 4.76 
0.182 2.00 0.40 1.33 0.58 3.00 
0.175 1.75 0.38 1.00 0.57 2.00 
0.143 1.00 0.33 0.60 0.52 1.00 
0.100 0.50 0.30 0.42 0.50 0.75 
0.071 0.30 0.25 0.25 0.46 0.50 
0.053 0.20 0.20 0.143 0.40 0.25 

Cuadro 3.6: Factor C4((, i) para i = 1, 2, 3 

: 1 : : 

:: -···=�:::t�==: :t.����=L�::=:�L /-.�···· i 
= 

3 

n ::: .. � .. ::� . ..l. ... :_ ..... i l: ....... ·--·..l:·:··�·-····.l/.. .... � ... � ....... ·· ..... .
0 4 -·········-· l-····· · · ···-· i ··-······-· l ·-···-·-A·······-·---i-·-· ·-··-
0.3 ····--······ ¡·····--··-- ¡----···-··¡- 7 ·--¡ ···-·-·······;· ··-··-···· 

:: ·····-······· ¡.' ...... _J ___ -L y
✓

- .•...•.•. 1 ····-·····-l··--······ 
o 
o O 1 02 03 

' 

04 0.5 

0.9 ..........•.. !-··::···-····!·········•······l·-·· , !-····· :�� 
o 8 -·········· ! .. ······-···· ! ................ ! ··-·· l... .. ! .... _. - i 

= 

3 

0-1 ·········-·····l·-/--··-·-····�·········--··-1······/------·f--------------- r·-

� :: · ······-···J· .. ..... _...J ........... _ . ..l.i ·-··___j· ·····-· _J ... -•--·-
0 4 ····-·· . .'! ·-······-···· !-········ ;' ····-·· !-·· ····-! ·······-··· 
03 ··-····-· .. · :············-··i-·· / ·l ··············!· ···-·······:···-····-·· 

: : ... , .. · ...... 1 .... -. -�✓--......... 
1 ···-···--··1 ·-·····-···•-l--••-·-·· 

. . : : : 
oL--=-=:::i...-==---L......--'---.....J_-_J 

O 0.1 0.2 0.3 O 4 0.5 
' 

Figura 3.16: Función C3 y C4 para i = 1, 2, 3 con K = 2 y C2 = 4 

3.5.3. Trabajo Computacional y Eficiencia. 
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El trabajo computacional de una iteración multimalla en el nivel k es aproximadamente 

W: 
_ (vCs + Cv + Cc)nk 

( _ 
C 1)k-

l-O 
0-y H < 

como puede ser visto en (3.4.38), cuando el término O(U) es omitido. La desigualdad nk-l � 

CHnk produciría Wk � C1

¡/W1 (1 � k � [). Así el trabajo computacional de la iteración 

anidada (3.5.3) es igual a 
I i 

iW1 + iW2 + ... + iW; � ¿ c'¡/w, � 
1 _ cH 

w,.
k=I

Aquí no tenemos en cuenta la aproximación de la solución L0u0 = fo y el trabajo requerido 

por p, puesto que el trabajo computacional de ambos es pequeño por iteración. 
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Observación 3.5.7. La iteración anidada (3.5.3) con i iteraciones por nivel es sólo más 
cara que la iteración (3.5.1) por un/actor 1/(1 -CH)- En el caso bidimensional d = 2
con hk-t = 2hk, este factor es igual a¼: así el trabajo computacional total de la iteración
anidada es menor que 

1 16 
-iW¡ = ) i(vC

s 
+ Cn + Cc)n¡.

3 3(4-y 

E/factor 16/[3(4- y)]= 1,78 para y= l(V-cic/o) y 2,67 para y= 2 (W-cic/o). 

(3.5.35) 

Se concluye que una aproximación u1 con un error O(hZ) puede ser obtenida por 

sólo O(n1) operaciones (en lugar de O(n1[log(h1)])) para la iteración (3.5.1) 

¿Cual es la elección de i optima!? La respuesta depende de la aproximación deseada y 

de(. Asuma que por ejemplo que el objetivo es tener C4((, i) = 1,i.e. llu1 - u1II%' � error 

de discretización. Esto puede ser dificil para ciertos valores de (. Considere, por ejemplo, 

( = 0,2. Del cuadro 3.6vemos que i = 1 produce C4(0,2, 1) = 3 » 1, con i = 2 tenemos 

C4(0,2, 2) = 0,143 indicando que u1 más aproximado que lo necesario. Un debería elegir 

diferentes i en diferentes niveles: i1 = 1, i1_ 1 = i1_2 = · · • = i 1 = 2. 



Capítulo 4 

Análisis de suavización 

4.1. Introducción 

El comportamiento convergente de los métodos multimalla depende en gran manera de 

las propiedades de uavización vi ta en la ección 3.4.2. Una herramienta útil para estu­

diar la eficiencia de lo efecto de suavización e el Análisis de Fourier. Con él deseamos 

encontrar métodos que reduzcan los componentes de altas frecuencia del error. 

Tal como se indico en la sección 3.1 el suavizador e importante pue reduce lo modos 

de altas frecuencias, mientras que la corrección en la malla grue a complementa el proce o 

eliminando las componentes de baja frecuencia del error. 

Si elegimos lo componente del operador corrección de malla gruesa, de tal manera 

que se elimine las componentes suaves de error, podemo aproximar el factor de conver­

gencia del método multimalla por u respectivo factor de uavización. 

Un análi is de dos mallas intenta aproximar el radio e pectral de (1 - pL,-\pL1) SI para 

el algoritmo de dos mallas, mientras que el análisis de uavización evalúa el radio e pectral 

de S 1 , el factor de convergencia del suavizador multimalla, aplicando únicamente a la 

componente oscilatorios del error. 

El análisis de suavización de Fourier no dará una manera fácil de predecir la eficiencia 

de los suavizadores. 
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4.2. Elementos de análisis de Fourier en el espacio de fun­

ciones malla 

Una buena introducción para el análi is de suavización de Fourier puede ser hallado en
tüben and Trottenberg [12], en Wes eling [17] y en A. Bandy [2].

4.2.1. Caso unidimensional 

Teorema 4.2.1. (Transformación Di creta de Fourier). Sea 1 = {O, 1,2, · · · ,N - 1}. Cada
u : J � R. puede er e crito como 

m+p 

Uj = ¿ ckl/fj(0,c), l/fj(0k) = exp(ij0k), 0k = Jrk/N, j E J 
donde 

con 

k=-m 

{ p = O, m = N-1 

p = 1, m = t[ -' 1,

Demostración. Ver Vi  llar[ 16]

para N impar y,
paraN par 

Las funciones l/fj(0) son llamada modos de Fourier o componentes de Fourier.

Lema 4.2.2. (Ortogonalidad).

N-1 

¿ 1/1¡(0K)I/Jj(0_,) = N6KI
j=O 

con 6K
, el delta de Kronecker. 

Demostración. Ver J. Stoer, R. Bulir ch [8, p.76]

(4.2.1)

(4.2.2)
o 

(4.2.3)

o 

Se puede usar el Teorema 4.2.1 para repre entar la funcione malla (%í = {u : n., � R})

por series de Fourier y donde n, e ta dado por
n., = {x E R : x = jh, j = O, 1, 2, • • • , N1 -

1, h = :, } (4.2.4)
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Condiciones de Frontera de Diricblet 

Son apropiadas las eries de seno de Fourier del Teorema 4.2.3 para condiciones de 

Dirichlet Homogénea 

Teorema 4.2.3. (Transformada seno de Fourier discreta). Sea 1 = { 1, 2, · · · , N - 1 }. Cada 

u : J � R puede er e crito como

con 

N-1

uj = _¿ ck senU0k), 0k = rrk/N 
k=I 

2 
N-1

ck = 
N 
_¿ Uj enU0k)­
j=I 

Lema 4.2.4. Ortogonalidad 

N-1
l _¿ senUOk) enUO() = 
2

Nok(,(}k = ,rk/N, k,� = {1,2, · · · ,N- 1}

k=I 

con Ók( es delta de Kronecker. 

Definimos la malla 0.1 por 

n, = {x e R: x = Jh,, j = O, 1, 2, · · · , N,, h, = 1 /N,} 

y usamo ( 4.2.5) para extender el dominio de u para j e { O, 1, 2, • • • , N1}. Entonce 

u: 0.1 � R 

(4.2.5) 

(4.2.6) 

(4.2.7) 

(4.2.8) 

u dado por ( 4.2.5), satisface las condiciones de frontera homogéneo de Dirichlet ho­

mogéneos u0 = uN, = O. El hecho que la condicione de frontera ean a umida ho­

mogéneas no implica pérdida de generalidad, pue to que el análisi de suavización es rea­

lizado al error, y este es cero sobre una frontera de Dirichlet. 



4.2.2. Caso multidimensional 

Definimos 

t/f j(0) = exp(ij0) 

con j E J, 0 E 0 con 
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(4.2.9) 

1 = {j: j = Ui,h, · · · ,h), ja = O, 1,2, ···,Na - 1, a= 1,2, · · · ,d} (4.2.10) 

0 = {0: 0 = (01, 02, · · · , 0d), 0a = 2nka/Ncr,

ka = -ma, -mª + 1, · · · , ma + Pa, a = 1, 2, · · · , d} 

donde 

{ Pcr = O, 

Pa = 1, 

con. d la dimensión del problema. 

m _ N0-I 
a - 2 ' 

& 1 ma = 2 - , 

para N ª impar y, 
para Na par. 

j0= ¿ja0a. 
a=I 

Observación 4.2.5. Se cumple para la ecuación (4.2.9) que 

exp(ij0) = exp(ij(0- n)) 

La generalización del Lema (4.2.2) para el caso d-dimensión esta dado por: 

Lema 4.2.6. Sea 0, s-- E 0, entonces 

(4.2.11) 

(4.2.12) 

(4.2.13) 

(4.2.14) 



Demo tración. Se puede e cribir 

¿ t/1 j( 0)1/t j( -r;)
je/ 

= �exp(i f ja0a)exp(i f ja(-r;a))
JE/ a=l a=I 

d 

= _¿ n '?ja(Ba)tfrj"(-r;a)
je/ a=l 

d-1
= ¿ n t/lj0(0a)t/lj"(-r;a) ¿ t/lj/0d)t/lj/-r;d)

je/Vd a=I Íd 
d-1

= _¿ n '?j,.(0a)tfrja(-r;a)Ndóod,d del lemma4.2.2

je/Vd a=l 
d-2 

Ndóod,d ¿ n t/lj"(0a)t/lja(-r;a)Nd-lÓ(Jd-1>d-1 

jE/\1/d-ljd) a=I 

Ndóod,dNd-1óot1-,�·t1-1 ... N1óo1�·• 
d d 

= n Na n óo"�-"
u=l a=l 
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o 

Teorema 4.2.7. (Transformación Di creta de Fourier d-dimensional). Cada u : 1 � R

puede er escrito como 
Uj = ¿ Cot/lj(0)

0E0 

con 

Ck = ! ¿ Ujtf/j(-0k),
je/ 

donde tfrj e definido por (4.2.9). 

Condiciones de Frontera de Dirichlet 

Definimos 

'{Jj(0) = n sen ja0a 

a=I 

conj = U1,h, · · · ,Ü),0 e E>+ , 

(4.2.15) 

(4.2.16) 

(4.2.17) 
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La generalización del lema (4.2.4) parad dimensiones es dado por el siguiente lema 

Lema 4.2.8. Ortogonalidad. Sea 0, E e+ , entonce

� ·(0) ·( ) _ { 2-dN, N = TI:=t Na, s- = 0
L./P1 'P; s- - O ....¡.. 0 
jeJ 

, s- ..,... . 
(4.2.19) 

Teorema 4.2.9. Tran iformación eno de Fourier discreto d-dimensional. Sea 1 = {j : j =
U1,h, · · · ,ú), jª = O, 1, 2, · · · , Na - 1}. Cada u: J � Rpuede ser escrito como 

uj = ¿ Co'fJ/0)
eee• 

con

4.3. Factor de Suavización de Fourier 

4.3.1. Definición de factor de suavización en modo local 

ea un problema a solucionar obre la malla n, denotado por 

L1u1 = J, 

y sea el método de suavización 

-
-1 1 

U¡ := s ¡U¡ + A, ' I = A, - B, , L, = A, - B, .

(4.2.20) 

(4.2.21) 

(4.3.1) 

(4.3.2) 

De acuerdo a (2.2.2) la relación entre el error ante y de pué de v iteracione de uavización 

es 

e 1 
= s;eº (4.3.3) 

Ahora asumiremos lo siguiente: 

■ Suposición l. El operador S I tiene un conjunto de autofuncione o modos locales

denotado por t/1(0), 0 E®, con® algún conjunto de índices di creta . 



Luego 

con J(0) un valor propio de tf/(0). Podemos e cribir

eª =_¿ c:tf/(0), a= O, 1
Oe0 

y obtenemo 
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(4.3.4) 

(4.3.5) 

l valor propio J( 0) es también llamado factor de amplificación del modo local 1/f( 0).

Ahora upongamo que entre la autofuncione tf/(0) podemos distinguir autofunciones

uaves (0 E E>s) y autofuncione oscilantes(0 E E>r), donde

(4.3.6) 

Tenemo luego las iguientes definicione 

Definición 4.3.1. factor de suavización de modo local. El factor de suavización de modo 
local p del método de uavización (4.3.2) e definido por 

p = sup{IJ(0)1 : 0 E E>r l- (4.3.7) 

De esta manera , luego de v iteraciones la amplitud de los componentes oscilatorios del 

error on multiplicados por un factor pv o má pequeño. 

4.3.2. Análisis de suavización de Fourier 

Para obtener una herramienta útil de é te análisi para examinar la calidad del método 

de suavización debemos ser capaces de determinar fácilmente p y elegir E>s de forma que 

un error e = tf/(0), 0 E E>
s sea bien reducido por corrección de malla gruesa. Para ello la

suposición siguiente tiene que ser sati fecha. 

■ Suposición 2 Las autofuncione tf/(0) de S I on funciones periódicas.

Cuando tenemos este caso, p es también llamado factor de uavización de Fourier. En la

siguiente sección daremo condiciones para que la suposición 2 ea válida y mo traremo 

como p es fácilmente determinado. Antes debemos elegir E>r. 
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4.3.3. Sobreposición (Aliasing) 

on idere la mallan, dada por (3.3.1) con Ni.a par, y la correspondiente malla gruesa 

n,_1 definido por el doble del gro or de malla. 

n,-1 = {xERd :x=jh,-1, j=U1,h,··· ,h), h,-1 =(h1-1.1,h1-1;i.,··· ,ht-1,d), 

jª = O, 1, 2, · · · , N1-t,a, h1-t.a = 1/Ni-t.a, a= 1, 2, · · · , d} (4.3.8) 

con N,-i.a = N,.a/2. ea d = 1, y a umiremos que la autofunciones de S I sobre la malla 

finan, on lo modo de Fourier del Teorema 4.2 .1 : if/iJ(01) = exp(ij01), con 

01 E®, = {0, : 01 
= 21rk/N1.1, k = -N,.1/2 + l,N,.1/2 + 2, · · · ,N1,1/2} (4.3.9) 

a í que una función malla arbitraria v, obre D.1 puede er repre entada por la siguiente serie 

de Fourier: 

VJJ = ¿ c0,I/J,j(0,)
o1ee1

Una función malla arbitraria v,_ 1 obre n,_ 1 puede ser representado por 

Vf-tJ = ¿ co,_ 1 1/11-1J(01-1) 
81-1E01-1 

con if/1-1 : n,-1 � R, if/1-1J(01-1) = exp(ij0,_i) y

(4.3.10) 

(4.3.11)

®1-1 = {01-1 : 01-1 = 21rk/N1-1.1, k = -N,-1.t/2 + l,-N,-1.1/2 + 2, · · · ,N,_1,1/2} (4.3.12) 

asumiendo por simplicidad que N,_1,1 e par. 1 punto en la malla grue a Xj = jh1_1 coincide 

con los puntos de la malla fina x2j = 2jh1• n e o punto lo modos de Fourier de malla 

gruesa if/1-1(01-1) toman lo valores: 

Para -N,. 1 / 4 + 1 � k � N1, 1 / 4 el modo de Fourier en la malla fina 1/f ,( 0/Jc) toma en los puntos 

de la malla grue a xj los valores de 

if/1.2;(01,k) = exp(21rjik/N1-1,1) = 1/11-1,;(21rk/N1-1.1), 
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y vemos que coincide con los modos de la malla gruesa 1/11(01,k) en los puntos de malla 

gruesa. El mismo caso se presenta para otros modos de Fourier. Definimos k' como sigue 

O< k::s; Nl-l,1/2 

-N,-1 1/2 ::s; k ::s; O

k' = -N, 1 /2 + k 
. 

k' = N1,1/2 + k (4.3.13) 

Entonces el modo de malla fina de Fourier 1/11(01,k') también coincide con 1/JH (01,1c) en los 

puntos de la malla gruesa. Sobre la malla grue a 1/11(01.k' ), no puede ser distinguida de 

1/1,(01,k).Llamamos a este característica superposición: La función de oscilante 1/11(01.k') toma 

la apariencia de las funciones suaves l/f1(01.1c) en la malla fina. 

4.3.4. Modos de Fourier Suaves y Oscilantes 

Puesto que obre las malla gruesa n,_ 1 la función de o cilante 1/11(01.k') no puede ser 

aproximada y no puede ser distinguida de l/f1(01,1c), no existe esperanza que la parte del error 

consistente de modos de Fourier 1/11(01.k' ), k' dado por ( 4.3.13), pueda ser aproximada o bien 

representada sobre la malla gruesa n,_ 1• Esta parte del error la llamamos rígida ,oscilante 

o no suave. Los Modos de Fourier oscilantes son definidos como 1/11(01.k' ), con k' dados por

(4.3.13), o sea 

N11 N11 N11 N,1 N,1 N11 k' E {--' + 1 --' + 2 · · · --· } U{-' -· + 1 · · · -' }
2 ' 2 ' '  4 4 ' 4 ' · 2 ·

Esto nos da un conjunto de número de ondas oscilantes 

ó 

01
,r 

= {01: 01 = 21rk' /N1. 1 : k'de acuerdo a (4.3.13)}, 

01,r = {01: 01 = 21rk/N1,1,k 

(4.3.14) 

(4.3.15) 
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El conjunto de número de onda suaves 01 ,s es definido como 01,s = 01 \ 01,r, 01 dado por 

(4.2.11) con d = 1, o 

0, s = {0,: 01 = 21rk/N11,k 
' ' 

N,,1 l N1,1 2 =--+ --+ 2 ' 2 '

7r 7r y 0¡ E (-2, 2
)
}

N1,1' 2 
(4.3.16) 

La parte uave y o cilante de v; y v, de una función malla v, : n, --+ lR puede ahora ser 

definido por 

v; = _¿ co,1/11(01), V, = _¿ co,1/11(01)
o,ea,.s o,ee,, 

N1,1 

con c8, =Ni:/_¿ v1,p,J(-0,) 
J=O 

(4.3.17) 

La generalización en el caso multidimen ional del (4.3.15) y (4.3.16) (condiciones periódi­

cas) e 

01 {0¡ : 0¡ = (01,1, 01,2, · · · , 01,d), 01,a = 21rka/N1,a, ka = -Ni,a/2 + 1, · · · , Ni,a/2,} 

(4.3.18) 
d 

01,s = 0, n n (-27r' �)' 01,r = 0, \ 01,s
a=I 

n la figura 4.1 da una ilustración gráfica de la región donde se encuentran el conjunto de 

número de onda suaves y oscilantes para el caso d = 2. 0r y 0s on conjunto di cretos en 

los do cuadrados concéntricos. uanto más se incrementa el número de particiones de la 

malla (N1,a se incrementa) e tendrá un conjuntos di creto má den amente di tribuido. 

4.3.5. Semimallado 

on un semimallado exi ten al menos una dirección en el cual h1 en n,_ 1 e también 

igual como en n,. n esta dirección no ocurre uperpo ición pue to que lo modos de 

Fourier sobren, serán los rrúsmo que obre n,_1•

Ejemplo 4.3.1. Sea d = 2 y asumamo que fr¡_ 1 = Ir¡ como e mo trado en la figura 
(3.J0(b)) (semi engrosamiento en la dirección y). Entonce 

0s = 0 n {[-1r,1r] X (-1r/2,1r/2)}, 0r = 0 \ 0s (4.3.19) 
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o, 
,r 

@, 

,rf,l, 

E>, 

-,r -tt/2 ,rf2 " 

-•/2 

-"

Figura 4.1: Números de ondas suaves (01,s) y oscilantes (01,r, sombreado) en dos dimen­
siones con engrosamiento estándar 

4.3.6. Definición de independencia de grosor de malla del factor de 

suavización 

Se tendrá un método de suavización sobre la malla n, si existe P* independiente de N1,a 

tal que 

p 5: P* < 1, V Ni.a, a = 1, 2, · · · , d (4.3.20) 

Sin embargo, p definido por (4.3.7) depende de N1,a, puesto que 01.r depende de Ni.a- Para 
obtener una independencia del grosor de malla lo que implica (4.3.20) tenemos que definir 
un conjunto 01.r 

::, 01,r con 01,r independiente de N1,a, y definimos 

p = sup [l,l(0)1 : 0 E 01.r ] 

así se tiene 

p�p 

y se tendrá un método de suavización si p < 1. 

(4.3.21) 

(4.3.22) 
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o, 
,, 

0, 

,rf}, 

e, 

_,, ,, 

-,r/2 

-,r 

Figura 4.2: Números de onda uave (0s) y rígidas (0r, sombreado) en dos dimensiones , 

emi engrosamiento en la dirección y

Ejemplo 4.3.2. Si 01,r es definido por (4.3.18), entonce definimo 01,r como sigue: 

(4.3.23) 

4.3. 7. Modificación del factor de suavización para condiciones de fron­

tera de Dirichlet 

Necesitamo considerar ahora el efecto de las condiciones de frontera, en particular, 

las condiciones de frontera de Dirichlet. Para problema con condicione de frontera de 

Dirichlet, conocemos que el el error en la frontera es siempre cero, y a í e puede ignorar 

los número de onda donde 0a =I= O, cambiando la definición de 0r en (4.3.7) de (4.3.18) a 

eº 
= e° n n<-� �) eº 

= eº \ eº

S 2'2 ' r S' 

a=I 

(4.3.24) 
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Figura 4.3: onjunto de número de onda rigidos(®f ombreado) en dos dimensiones, con 
exclu ión del modo 0

a 
= O( engro amiento e tándar) 

donde el úper índice D irve para indicar el una frontera de Dirichlet. El factor de suavización 

e ahora definido como 

PD = up{l,,!(0)1 : 0 E @f}. (4.3.25) 

Para d = 2 la figura ( 4.3) da un ilu tración de �, el cual e el conjunto discreto con la 

región sombreada. Notamos que tenemo la iguiente de igualdad 

PD 5:. p 5:. p (4.3.26) 

La definición de malla-independiente de arriba e mucho má dificil de evaluar numérica­

mente, y cuando las condiciones de frontera tiene una gran influencia obre la olución, el 

resultado no es muy real. La definición de malla-dependiente dada arriba e mejor cuando 

uno elige Ni.a del mismo rango. Nosotro deseamo tener iempre p < 1 uniformemente 

en N,,a al menos cuando las condiciones de frontera no tienen una fuerte influencia. i este 

no es el caso, entonces la parte de la corrección de la malla groe a del método multimalla 

debe ser muy buena para superar la influencia divergente del uavizador. Podemo ver tam­

bién investigar numéricamente el comportamiento de p cuando N1,a � oo y ver como e u 



comportamiento a intótico. 

4.3.8. Expresión explícita para el factor de amplificación 
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Ahora para determinar lo factore de uavización p, ji o PD de acuerdo a la definición 

(4.3.7), (4.3.21) y(4.3.25) tenemo que olucionar el problema de valores propios 

11/1( 0) = J( 0)1/1( 0) 

con I dado por (4.3.2). A í, tenemo que olucionar 

B1 i/1(0) = J(0)A1 i/1(0). 

U ando la notación plantilla de la ecci n 3.3.2 (4.3.27) e puede repre entar por: 

¿ B, (m, ]Ji/Jm+j(0) = J(0) ¿ A, (m, J)i/lm+J(0)
¡a,.d ¡a,.d 

Asumiremo : 

■ Supo ición I A1 (mj) y B1 (mj) no dependen de m.

Observación 4.3.3. Esta supo ición es ati ifecha i 

(4.3.27) 

(4.3.28) 

1. lo coeficiente en la ecuación diferencial parcial a solucionar on constante ,

2. el gro or de la malla n, e uniforme ;y

3. las condiciones de frontera on periódica .

scribimo A1 (J), B1 (J) en lugar de A1 (m, JJ y B1 (m, J). orno una con ecuencia de la 

suposición I, la uposición 2 de la ección 4.3 e atisface: 

Proposición 4.3.4. Las auto.funciones de I on dada por (4.2.9) 

Demostración. Debemos de probar que i/Jm(0) = exp(im0) e una autofunción de 
es equivalente a mostrar (4.3.28) 

¿ B, U)i/lm+1(0) = ¿ B, U)exp(i(m + j)0)

jeZd 
¡ezd

= exp(im0) ¿ B1 U)exp(ij0)
¡ezd

1• sto 

(4.3.29) 



luego si hacemos 

tenemos de (4.3.29) 

2,jezd B¡ U)exp(ij0) 
,-!(0)=-----

2,jezd A, U)exp(ij0) 

¿ B¡ U)t/Jm+j(0) = exp(im0)J(0) ¿ A, U)exp(ij0)
jezd jEZd 

= J(0) ¿ A, U)exp(i(m + j)0)
jEZd 

= tl(0) ¿ A, U)t/lm+/0)
jEZd 

La periodicidad require de la suposición I que 
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(4.3.30) 

o 

o sea exp(iNa0a) = 1. Así 0 E 0, como hemos definido en (4.2.11), asumiendo que Na 

par. Esto satisface las auto funciones de los modos de Fourier del teorema 4.2. 7. La sigu­

iente suposición a egurará que las funciones seno del teorema 4.2.9 son autofunciones de 

(4.3.28). 

■ Suposición II, A, G) y B, G) son pares en ja, a= 1, 2, · · · , d, o sea

A1U1,··· ,ja,··· ,}d) = A1U1,··· ,-ja,··· ,}d) 

B1U1,··· ,}a,··· ,}d) = B1U1,··· ,-ir,··· ,}d) 

Vae(l,2,···,d] 

Lema 4.3.5. Sea B1 (J) tal que satisface la suposición JI, entonces 

¿ B, VJ'Pm+j(B) = 2d'{Jm(0) I:' B, U) n cos Ja0a
jezd JeNg a= 1 

(4.3.31) 

(4.3.32) 

donde </>m(0) = TI�
1 

sen ma0a, ¿' significa que el término para el cual /3 componentes
de j que son ceros serán multiplicados por 2-P(ej. si j = (1, O, O) => f3 = 2), y No = 
{O, 1, 2, · · · }. 
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Demostración. Por inducción sobre d. Primero veamos para d = 1. Tenemos 'Pm( 0), luego

_¿ B, U)'Pm+¡(0) = ¿ B, U)sen(m + })0 + ¿ B, U)sen(m + })0 

jeZ jeNo jeZ\No 

= ¿ B, U)sen(m + })0 + ¿ B1 (-J)sen(m - })0
jeNo jeN 

B, (O)sen m0 + ¿ 2B1 U) (sen(m + })0 + sen(m - j)0)
jeN 

= B, (O)sen m0 + 2 ¿ B, U)2cos j0 sen m0 

jeN 

= 2sen m0(2- 1 N(O) + � B1 (j)2cos 10)
JEN 

= 2cpm(0) ¿' B1 U)cos }0 

jeNo 

Ahora asumiendo que (4.3.32) se cumple parad � 1,2, • • • ,d - 1, tenemos con j' =

U 1 ,h, · · · ,Íd-i) lo siguiente: De la hipótesis inductiva parad- 1 tenemos:

luego tenemos 

_¿ Br ÚJ'Pm+¡(0) 
jeZd 

d-1
_¿ B, Ú}'Pm+¡{0) = 2d-l'Pm ¿' B, (j) n cos }a0a

j'eZd-1 j'eNt' a=I 

d-1

= _¿ sen(md + }d)0d _¿ B, U) n sen(ma + ia)0a

}deZ j'eZd-1 a=I 

d-1 d-1 

(4.3.33) 

= ¿ sen(md + }d)Odid-l n sen ma0a ¿' Br U', }d) n cos ja0a

jdEZ a=I j'eNg-1 a=I 

= 2,-, O sen m.o. (sen m,o,

1
,!;,�, B, U', O) ÍJ cos j.B.+

_¿(sen(md + }d)0d + sen(md - }d)0d) ¿' B1 U',)d) fí cos }a0a]
}deN j'eNg-1 a=I 

como sen(md + }d)0d + sen(md - }d)0d = 2 cos }d0d sen md0d
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� 2• ú sen m.e{�:, B, U', O) D cos J.0. + � cos J,8,f'fi, B1 U', J,) D cos J.e.]
= 2dcpm(0)( ¿' B, U', O) n cos ja0a + ¿' n cos ja0a ¿ B, U',ü)cos ú0d]

l,ENg- 1 a=I J'ENg-• a=I }dEN 

= 2dcpm(0) ¿' ft cos ja0a (B, U', O)+ ¿ B, U',ü)cos ü0d)
j'ENt 1 a=I }dEN 

d-1 d 

= 2dcpm(0) _¿' B, U) n cos ja0a cos ü0d = 2dcpm(0) L' B, U) n cos ja0a
j'ENt a=I JENg a=I 

Del lema anterior tenemos 
Proposición 4.3.6. 

satisface (4.3.28) con 
d 'Pm(0) = n sen ma0a 

cr=I 

�' d L.J ENd B¡ (J) TT a=I COS ja0a,!(0) = ,1 o 

¿ ._-..,dA¡ U) n� 1 cos ja0a 
J=�o 

o 

(4.3.34) 

Las condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas implican que sen N,,a = O, o 
0a = 1rka/N1,a, ka = 1, 2, · · · , Nr,a - 1, como fue para la serie de senos de Fourier. 
4.4. Análisis de suavización para los métodos de suavización 

para una ecuación de tipo anisotrópica. 

4.4.1. Suavización de Jacobi 

Ecuación de difusión Anisotrópica - Jacobi puntual 
Jacobi puntual con correspondiente amortiguación corresponde a la siguiente sepa­

ración separación , en notación plantilla: 
A1 (O)= w-1 L,(O), Ar U)= O,j * O. (4.4.1) 
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A mniendo condiciones de frontera periódicas obtenemos, usando (1.2.17) y (4.3.30) en el 
caso e pacial e = 1 , s = O 
Proposición 4.4.1. 

A( 8) = 1 + w( e cos 8 1 - e + cos 02 - 1) / ( 1 + e) 
Demostración. De la notación plantilla para el operador L1 en ( 1.2.17) tenemos 

(4.4.2) 

[L,] = [ -e 2( � � 1) -e ]
[A,] = [ o 2w- 1 f + 1) O]

[ e 1 
[B, ]  = 2(w- 1 

- l)(e + 1) 1 
Tenemos usando ( 4.3.30) que 

1 1 2 

ycomo B1

el 

¿ B1 (j)exp(ij0) = ¿ ¿ B¡ U1,h)exp(i ¿ja0a) 
jezd i, =-1 h=- 1 a=I 

= A1 -L1 

= e exp(i(-1, 0).(8 1 , 82)) + exp(i(0, -1).(0 1 , 02)) + exp(i(0, l).(8 1 , 82)) + e exp(i(l, 0).(8 1 , 82)) + (w-1 - l)(e + 1)
= 2e cos 01 + 2cos 02 + 2(w- 1 

- l)(e + 1) 
1 1 2 ¿A, U)exp(ij0) = _¿ ¿ A¡ Ui,h)exp(i _¿Ja0a) 

¡ezd 

luego de ( 4.3 .30) 
it =- 1 h=-1 a=l 

ecos8 1 +cos02 +(w- 1 - l)(e+l) 1 ( 0 0 l)/(1 ) J(B) = ------------- = + w ecos 1 - e+ cos 2 - + e 
(w- 1 

- l)(e + 1) 
o 

Por la simetría de E>r puede ser confinado a la región sombreada de la figura (4.4) 
Claramente, 



6, 

,. 1--------------, 

E o 

F G C �,1 1----------------

A B 6, 

;:/2 
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Figura 4.4: Conjunto de número de onda rigidos(e;> sombreado) en dos dimensiones, con 
exclusión del modo 0a = O; engro amiento estándar 

p� l,l(1r,1r)I = ll - 2wl � 1 para w r;. (O, 1) 

Para w E (O, 1) tenemos en 0 E CDEF, o sea 0 1 E [O, 1r] y 02 E [1r/2, 1r] tenemos 

-s �

-1 �

-(1 + s) � 

-2(1 + s) �

1-2w �

luego 

ecos 01 

cos 02 

s cos 01 + cos 02 

scos01 +cos02-(l +s) 

1 + w(e cos 01 + cos 02 - (1 + s))/(s + 1) 

1 -2w � A(0) � 1 - (1::I) 

,,!(1r, 1r) � ,,!( 0) � ,l(O, 1r /2) 

�e 

�o 

�e 

� -1 

� 1 -w/(s + 1) 

además 

sumando 

Ahora si 0 e ABCG,o sea 0 1 E [1r/2,1r] y 02 e [0,1r/2] tenemos análogamente al análisis 

de arriba 
1 - 't}:w � ,l(0) � 1 -Tfcw, ó

,,!(1r,1r/2) � ,l(0) � ,l(1r/2,0) 



Luego tenemos: 
P = máx. {11 - 2wl, 11 - � 1 , 11 - 1 + 2e wl , 11 - _e wl} .l+e l+e l+e 

Sea O< e� l .  ntonces 
p = máx { 11 - 2wl , 11 - 1 : 8 

wl} .
1 mínimo valor de p y el corre pondiente valor óptimo de w son 

p = (2 + e)/(2 + 3e), w = (2 + 2e)/(2 + 3e) 
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(4.4.3) 

(4.4.4) 
Observación 4.4.2. Para e= 1 (Ecuación de Laplace) tenemos p = 3/5, w = 4/5. Parae « 1 no es un buen suavizador, pue to que Hmc-+O p = l. En el caso que e > 1 sigue del

caso e � 1 reemplazando e por 1 / e. 
ote que pes alcanzado para 0 E .Or, a f que aquí tenemos: 

p=p (4.4.5) 
Para w = 1 tenemos p = 1, luego tenemos un ejemplo de un método convergente que no es 
suavizador. 

Para condiciones de frontera de Dirichlet se aplica la serie de Fourier en senos para 
Jacobi puntual, de modo que la condiciones de frontera de Dirichlet pueden ser manejados 
exactamente. O ea con eries de Fourier de seno .A(0) aún puede expresar por (4.4.2),

Así lo que queda por hacer es reemplazar E>r por 0f en el análi is anterior. Asumiendo 
N1 = N2 = N. Todo ef yace dentro de la región sombreada de la figura (4.4). Razonando 
como antes obtenemos, para O < e � 1: 

Así 
.A(1r,1r) � .A(0) � .A(21r/N,1r/2), .A(1r,1r/2) � .A(0) � .A(1r/2,21r/N) 

PD = max {11 - 2wl, 11 - ew(l + 2,r /N2 )/(1 + e)I} 
por lo que PD = p + O(N-2), y de nuevo concluimo que: 

(4.4.6) 

Observación 4.4.3. Jacobi puntual no es un método robu to para ecuaciones de difusión

anisotrópicas. 
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Jacobi Lineal 

La iteración de Jacobi lineal vertical amortiguado aplicado a la ecuación de difusión 
discreta anisotrópica ( 1.2.17) con c = 1, s = O corresponde a la siguiente separación: 

-1

2(e + 1) O

-1

El factor de amplificación es dado por: 

Proposición 4.4.4. 
wecos 0 1 1 J(0)= ----+ - w1 + e- cos02 

(4.4.7) 

el cual es obtenido u ando tanto la serie de Fourier exponencial como por la serie de 

Fourier en senos. 

Demostración. Veamos primero por la serie exponencial. De la notación plantilla para el 
operador L1 en (1.2.17) tenemos 

[ 
-1

-el [L,] = -e 2(e + 1) y como B1 = A, -L, 
-1

[ e 
-(w- 1 

- 1)

el [B, ] = 2(w- 1 
- l)(e + 1) 

-(w- 1 
- 1) 

tenemos ahora que 
1 1 2 

¿ B, U)exp(ij0) = ¿ _¿ B¡ U1,Ji)exp(i ¿Ja0a) 
j€Zd j1=-l }2=- 1 a=I 

= e exp(i(-1,0).(0 1 ,02))-(w- 1 -l)exp(i(O,-l).(01 ,02))+ 2(w-1 - l)(e+ 1)
+(w-1 - l)exp(i(O, 1).(01, 02)) + e exp(i(l, 0).(01, 02))

= 2s cos 01 - 2(w- 1 
- l)co 02 + 2(w- 1 

- l)(e + 1) 
1 1 2 _¿ A1 (J)exp(ij0) = ¿ ¿ Á¡ U1,Ji)exp(i ¿Ja0a) 

j€Zd j,=-1 h=-1 a=I 

= -w-
1 exp(i(O, -1).(0 1 , 02)) + 2w- 1(1 + s) - w- 1 exp(i(O, 1).(0 1 , 02))

= -2w- 1 cos 02 + 2w- 1 (1 + e)
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luego de (4.3.30) 

A(0) = 

s eos 01 - (w- 1 - l)eos 02 + (w-1 - l)(s + 1)
- w-1 eos 02 + w- 1(1 + s)

= 

ws  eos 01 
+ 1 - w1 + e - eos02

Ahora haciendo uso de la serie de senos de Fourier usando la ec.(4.3.34) 
d 1 1 2 

¿' B, U) neos ia0a = ¿' _¿' B, U1,h) neos ia0a 
jENg a=I 

d 

j1=0 h=O a=I 

j1=0 j1=I 
. ----------

= 2-2(2(s+ l)(w- 1))+2- 1(-(w- 1 - l)eos 02)+2- 1 seos 0 1 

h =0=>/1=2 h=l=>fJ=I ji=O=>fJ=I 

= 2- 1 [(s + l)(w- 1 
- 1) - (w- 1 - l)eos 02 + seos 0 i ] 

= 2- 1 [(w- 1 - l)(s + 1 - eos 02) + seos 0 1 ] (4.4.8) 
1 1 2 

¿' A, (J) neos }a0a = ¿' ¿' A, U1,h) neos ia0a 
jENg a=I 

de la ec. 4.4.8 y la ec. 4.4.9 

}1=0 ji=O a=I 

Ji=O 

= w- 1 2-2(2(s + 1)) + 2- 1(-eos 02) 
_____..., 

h=�/1=2 h=l=>P=I 

= w- 1 2- 1 [1 + e - cos02]

tenemos en (4.3.34)

A(0) = 

2- 1 [ (w- 1 - l)(s + 1 - eos 02) + seos 0 1 ]
w- 1 2- 1 [1 + s - eos02]

= 

De esto notamos que 

weeos 01 1 -----+ -w1 + s - eos02

IA(7T, 0)1 = 1, si w = I 

(4.4.9) 

o 

y al parecer tenemos un mal suavizador. Es sorprendente pues que cuando s .J. O en (4.4.4) 
y w = 1 tenemos A = O, o sea el método alcanzar la solución exacta. Esta aparente con­
tradicción es resuelta cuando se toma en cuenta las condiciones de frontera. 
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Notar que .A.(0) es real y consideremos el caso cuando 0a � O ( Ver figura (4.5)) 

7f 

2,r/N 

2,r/N 7f/2 7f 

Figura 4.5: Area de e;> 

[ B.A. B.A. ] [ -ws sen 01 wscos01 sen02 l 
801

' 882 

= 1 + s - cos82 ' (1 + s - cos02)2 ·
(4.4.lO)

Ahora, cuando 8 E 0f tenemos que A( 8) alcanza su máximo en la frontera de e;> ( oef)

o cuando (4.4.10) se anula, o sea cuando 0 1 = O, ,r y 02 = ,r/2,. Suponiendo que n 1 = n2 = n 
definimosx = 21r/n E ae;> luego 

PD = máx {I.A.(0) : 0 e e;>I} = máx {lil(x, 1r /2), '1(1r,x)ll . 

Si w = 1 tendremos
sPD = l'1(1r,x)I = 1 + s - cosx.

donde x = 2,r / N . Como n � oo tenemos que

así tendremos 
límpD = 0. 
sJ,O 

(4.4.11) 

Un mejor suavizador se obtiene variando w. Detenninaremos ahora el valor óptimo de w
no para PD sino para p. De nuevo el valor máximo de 111(0)1 se da sobre la frontera.

p = máx {lil(0,1r/2)1, 111(,r, 0)1} = máx { 1 - 1: s' 11 - 2wl}. (4.4.12) 
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Buscamos que p < 1 entonces 1 - 1�6 
< 1 y 11 - 2wl < 1 de ello se tiene que O < w < l .

Encontramos que el valor óptimo de w que minimizará la ecuación (4.4.12) es dado por

2+2e
w = 

3 +2e·
(4.4.13)

En este caso tenemos p = p. Vemos además que para O < e :s; 1 tenemos 2/3 :s; w :s; 4/5.

Así que el valor óptimo de w es dependiente de e. De acuerdo a (4.4.13) y (4.4.12) tenemos

que
1 +2e

p = 

3 + 2s
(4.4.14)

De acuerdo a (4.4.13) y eligiendo w = 0,7 obtenemos

- , 
{ 

0,7 
}p = max 1 -

1 + 8
; 0,6 (4.4.15)

lo cual muestra que

Observación 4.4.5. Con Jacobi Lineal tenemos un suavizador aceptable para todo O <
e :s; 1, con un w, e-independiente.

La ecuación ( l .1.5), para el cual el análisis fue hecho, corresponde a /3 = O en (1.1.4).

Para f3 = 1r /2 el método de Jacobi lineal vertical amortiguado no trabaja bien, luego un

Jacobi lineal horizontal amortiguado deberla ser usado. El caso general puede ser tratado

por un Jacobi Alternante: Una lineal vertical y luego un Jacobi horizontal. Cada paso es

amortiguada separadamente con un valor w.

4.4.2. Suavización de Gauss Seidel 

Ecuación de düusión Anisotrópica - Gauss Seidel puntual 

Iteración de Gauss Seidel Puntual es aplicado a la (1.1.4) con c = l ,  s = O corresponde

a la separación

[A,]= 
o 

-e 2(e+ 1)
-1

O l • [B1] = [A, ] - [L,] = [ O i e j (4.4.16)



Proposición 4.4.6. El factor de amplificación es dado por: 

eei61 
+ ei<h 

..l(0) = --------ee-161 + 2e + 2 - e-ifh 
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(4.4.17) 

Demostración. Procedemos de manera similar a la proposición 4.4.1. En este caso tenemos 
que la suposición II de la sección §4.3.8 no es satisfecha por lo que la serie de Fourier de 
seno no es aplicable. 

_¿ B, U)exp(ij0) =
jeZd 

1 1 2 

_¿ _¿ B, U1,Ji)exp(i ¿ja0a) 
i1=-I h=-1 a=I 

= e exp(i(l, 0).(01 , 02)) + exp(i(0, 1).(01, 02)) 

_¿ A, U)exp(ij0) = 
jeZd 

1 1 2 

_¿ _¿ Á¡ LJ1,}i)exp(i ¿Ja0a) 
i1=-I h=-1 a=I 

-e exp(i(-1, 0).(01, 02)) - exp(i(0, -1).(01 , 02)) + 2(1 + s) exp(i(0, 0).(0 1, (h))

luego de (4.3.30) obtenemos (4.4.17) o 

Proposición 4.4. 7. Para e = 1 (Ecuación de Laplace) tenemos 

(4.4.18) 

Demostración. Sea ..l( 0) = � con N = se'º• + ei<h y D = -ee-1O1 + 2s + 2 - e-i<h luego
tenemos que para cualquier s 

IA(0)12 = 

= 

NN 

DD 
1 + i1 + 2 E cos( 0, - 02) 

5 + 8 € + 5 t:2 - 4 E (1 + E) cos(01) + 2 € cos(01 - 02) - 4 cos(02) - 4 E cos(82) 
(4.4.19) 

para s= 1 

= 
2(1 + cos(01 - 02)) 

2(9 - 4cos01 + cos(01 -02)-4cos(02)) 
1 + cos/3 

9 - 8cos¡cos� + cos/3 

con a= 01 + 02 y /3 = 0 1 - 02 . Por simetría analizaremos para a,/3 �O.Tenemos 

a l.-l(0)12 4sen(Vcos(�)(l + cos/3) a f3 
oa 

= 2 = O, para sen(2
)cos(

2
) = O

(9 - 8cos¡cos1 + cosf3) 
(4.4.20) 
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Esto da a = O 6 a = 2n 6 /3 = n. Para f3 = 1r tenemos un mínimo: IJl2 = O. Con a = O
tenemos 

cos2(�) 
IJ(0)12 = 2 

2 
(2 -cos(�)) 

que alcanza un máximo_para /3 = 2n, por ejemplo en la frontera 0r . Con a = 2n estamos
�bién la frontera de 0r . De esta forma, el máximo lil(0)1 es alcanzado en la frontera de
0r. Tenemos

de ello 
1 (n )1

2 1 + sen02 
il -, 02 = -------,

2 9 + sen02 - 4cos02

a IJ(n /2, 02)12

802 
= 

8cos(02) -4(1 + sen(02)) 
= O; 9 -4cos(02) + sen(02)

si 8cos(02) -4(1 + sen(02)) = O

o sea 02 = -� 6 02 ±cos-1(4/5). El mayor de los máximo es obtenido para 02 =
±cos-1(4/5). Para el extremo de IJ(n, 02)1 tenemos análogamente

de ello 

2 
1 - cos(h 

IJ(n, 02)1 = 13 5 0 ,
+ cos 2 

= 

8sen(02) _ O· 
(13-5cos(02))2 

-
'

si 

o sea 02 = O. Puesto que il{0 1 , 02) = il(02, 0 1 ) no es necesario estudiar lil(01, n/2)1 y I.A(01, n)I.
De ello tenemos (4.4.18). o

Observación 4.4.8. Notemos que 

1-e lím il(n, O) = lim 
1 3 = 1

e O c-tO + e 

por lo que un suavizador de Gauss Seidel puntual no es un suavizador robusto para la 
ecuación de difusión anisotrópica. 

Veamos lo que ocurre con un semi mallado. 

Proposición 4.4.9. El factor de amplificación es 

p< [[+; -v� 
para el suavizador definido por (4.4.23) con un semimallado en la dirección y. 

(4.4.21) 
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Demostración. De ( 4.4.19) se puede escribir 

= 
5 + 8 E+ 5 � - 4 E (1 + t:) cos(01 ) + 2 E cos(01 - 02) - 4 cos(02) - 4 t: cos(02)

1 + t:2 + 2 E cos(01 - 02)

con 

= 
1 + � + 2 E cos(01 - 02) + 4(1 + e)(l + e - ecos(01) - cos(02))

1 + t:2 + 2 t: cos(01 - 02)
= 1 + 2(1 + e)µ(0)

µ(0) = 
2(1 + e - ecos(01) - cos(02))

1 + t:2 + 2 E cos(01 - 02)

(4.4.22) 

En este caso, es decir de un semimallado, 01.r esta dado en la figura (4.2).Tenemos por un 
lado 

1 + t:2 + 2 E cos( 01 - 02) � 1 + t:2 + 2 E = ( 1 + e )2

y por otro e - e cos(01) � O y sobre 01.r tenemos lo siguiente: 02 e [-1r, -1r/2] U [1r/2, 1r] 
asi -1 � cos(02) �O.Luego 

(O)> 2(1 + e - ecos(01) - cos(Oi)) > 2
µ - (1 + t:)2 - (1 + t:)2

De este modo de ( 4.4.22) 

[ 4 i-½ [l+e]½ 
IJ( 0)1 � 1 + 

1 + e 
= 

5 + e 

De la proposición anterior podemos observar que: 

o 

Observación 4.4.10. Con un semimallado en la dirección y e obtiene de la proposición 

4.4.9 

1, - 1 1mp = -
c--+O -{s 

lim p = 1 
e--+oo 

Lo que establece que para e « 1 se tiene una buena suavización, pero para e » 1 uno

debería escoger un semimallado en la dirección x. e podría tener en caso prácticos que 

e « 1 en una parte del dominio y e » 1 en otra, luego un semimallado nos da un método 
robusto con este suavizador si la dirección del semimallados son variados en el dominio. 

La figura (4.6) muestra tl(O) para el caso e= O, 1 , para el cual ,o= 0,83
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Figura 4.6: Factor de convergencia A(0) usando relajación de Gauss Seidel con ordenamien­
to lexicográfico y s = 0,1 

Ecuación de difusión Anisotrópica - Gauss Seidel Lineal 

La iteración Gauss Seidel lineal vertical avanzado para la ecuación de difusión anisotrópi­

ca (1.1.5) corresponde a la separación con e= 1, s = O corresponde a la separación 

[A,]= 

-1

-s 2(s + 1) O , [B,] = [A,] - [L1] =

-1

Proposición 4.4.11. El factor de amplificación es dado por: 
/81 

A(0) =
ee 

-ee-181 + 2s + 2 - 2 cos(02)

(4.4.23) 

(4.4.24) 

Demostración. Como antes tenemos que la suposición II de la sección 4.3.8 no es satis­
fecha por lo que la serie de Fourier de seno no es aplicable. Luego 

¿ B1 U)exp(ij0) = e exp(i(l, 0).(01, 02)) 

jeZd 

¿ A1 U)exp(ij0) = -e exp(i(-1, 0).(0 1 , 02)) - exp(i(0, -1).(0 1 , 02)) + 2(1 + s) exp(i(0, 0).(0 1 , 02))

jeZd 

-exp(i(0, 1).(0 1 , 02))

= -ee-181 + 2s + 2 - e-10i - e'fh



luego obtenemos (4.4.24) 
Proposición 4.4.12. E/factor de amplificación de (4.4.24) es 

y 

_ [ 1 (2 )-ll 
p = máx .../5' ; + 1 

{ [ 
]- 1 /2 _ e e2 + (2 + 2 € - 2 cos( 'P) )2 PD - - 1 /2 s [ (2 + 2 E - € cos(tp))2 + t:2 sen(tp)2 ] 

con 'P = 21r/N = 21rhy h = 1/N.
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o 

(4.4.25) 
(4.4.26) 

Demostración. Similar a la demostración de la proposición 4.4.9 trabajamos con IA(0)¡-2.Sea A(0) = � con N = sei81 y D = -ee-;e, + 2e + 2 - e-ifh - eith luego tenemos que para cualquier e 
NN = e 

DD = 6 + 8 E+ 5 e -4 € cos(01) - 4 e co (01 )- 8 cos(02 )- 8 € cos(02 ) +4 E cos( 01 ) cos( 82 ) + 2 cos(2 82) 
= 6 + 8 € + 5 e - 8 (1 + €) cos(02) + 4 € cos(01 ) (-1 - € + cos(02)) + 2 cos(2 02 )
= 4 + 8 € + 4 e -4 € cos(0i) - 4 e cos(01) + e cos(01)2 - 8 cos(02 ) - 8 € cos(02 ) +4 € cos( 01) cos( 02 ) + 4 cos( 9i)2 + e sen( 81 )2
= (2 + 2 €- € cos(81 ) - 2 cos(82))2 + e sen(0 1 )2 

de ello tenemos 
IA(B)l-2 = DD = (2 + 2 E- E cos(81)-2 cos(B2 ))2 + t:2 sen(01 )2

NN � 

El mín [IA(B)¡-2 : 0 e ®f] es determinado como sigue. Necesitamos considerar sólo Ba � O. Tenemos 
= 4 [2 + 2 € - € cos(81) -2 cos((h)] sen(82) = 0 €2 
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ólo para 02 = O,n. Así el mínimo es alcanzado en la frontera de 0f. Eligiendo por simpli­cidad N1,1 = N1,2 = N, y definiendo cp = 2n/N. tenemos entonces que 
IA( 0 1 , cp )l-2

� 
e+ (2 + 2 E - 2 cos(cp))2 

= IA(n/2, cp)l-2 , (4.4.27) 
E

2 

IA(cp, 02 )¡-2
� 

(2 + 2 E - E cos(cp))2 + e sen(cp)2 

= IJ(cp, 1r/2)r2 , (4.4.28) 
E

2 

IA(n, fh)l-2 = 
(2 + 3 E - � cos(02))2 � (2 + 3 E - ; cos(cp))2 

= IA(n, cp)I_C4.4_29) 
E E 

IA{ 01, 1r /2)1-2 = 

IJ(n /2, 02)r2
� 

IJ{01 , 1r)1-2
� 

(2 + 2 E - E cos{0 1 ))2 + e sen(01)2 I ( / )¡-2 

2 
� A cp, 1r 2 , 

EIJ(n /2, cp )¡-2 
,(4 + 2 E - E cos(cp))2 + e sen(cp)2 

= IJ(cp, 1r)1-2

E
2 

Se puede observar nwnéricamente que para 
1+ Y5

e<---
2 

1 + Y5 
e>---

2 

el mínimo es IA(n/2, cp)¡-2 , entonces de (4.4.27) 
PD = e [s2 

+ (2 + 2 E - 2 cos(cp))2r 1
'
2

el mínimo es IJ(cp, n/2)¡-2 , entonces de (4.4.28) 
[ )-1/2PD = s (2 + 2 E - E cos(cp))2 + e2 sen(cp)2 

(4.4.30) 
(4.4.31) 
(4.4.32) 

(4.4.33) 

(4.4.34) 
Paras< 1\.../5 si N-+ oo, o sea cp-+ O, podemos aproximar: cos(cp) � 1 - � y para la ec.(4.4.33) por 

[ 4 2 
4 l-1 /2 [ ( cp2 )2 ]-

1 12

PD � 5 + : + :
2

= 1 + 2 + -¡ (4.4.35) 
y vemos que el comportamiento de PD cuando s-+ O y h = 1/N-+ O depende de� =

4�1,i. De otro lado el comportamiento de IJ(0)1 sobre la frontera de 01,r se encuentransimplemente dejando cp -+ O , o sea, para las cotas inferiores de las ecuaciones ( 4.4.27)­( 4.4.32) son tienen respectivamente 

de esto tenemos que 
luego sigue ( 4.4.25) 

IJ(0)¡-2 -� {5, (2 +
2 

E)2 , 9, (2 \ e)2 , 5, (4 +
2 

e)2 } 
E E E 

IJ(0)1 � máx{5-112, 2: 6} 

o
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De la ecuación (4.4.35) conseguimos para h � O con e fijo p0::::: p. Cuando e� O con
h fijo obtenemos p0 ::::: O. Por ejemplo,

1 con h = 128 y e= 10-6 tenemosp0 = 0,000414667
Observación 4.4.13. Cuando e » l tenemos de (4.4.25) y de (4.4.26)

p::::: 1, Po::::: 1
por lo que e predice una mala suavización. 

Por supue to que para e » 1 un Gauss Seidel lineal horizontal debería ser usado.
Un buen suavizador para un arbitrario e es un Gauss Seidel lineal alternante. En tal caso
tenemo que

.-l(0) = Az(0).-lv(0),
con las subscripciones z y v referido a un Gau s Seidel lineal horizontal y vertical, respec­
tivamente. De este modo

P � Pz Pv, Po � PDz PDv• (4.4.36)
Tenemos Az((01 ,02);e) = .-lv ((02 ,01); 1/e). Puesto que 0,.,. es invariante cuando 01 y 02 son
intercambiados tenemos 'iiz(e) = Pv(l /e), así de la ec.(4.4.25) que

'iiz(e) = máx [ �, (2e + 1)- 1 l ·
Luego tenemos
Proposición 4.4.14. Para un Gauss-Seidel lineal alternante tenemos

O� e� ( Y5 - 1)/2 
( Y5 - 1)/2 <e< ( Y5 + 1)/2

(Y5 + 1)/2 � e

p � 5-l/2 (2e + 1)-I
- 1 P<­-5

(2 )-l p � 5- I /2 ;; 
+ 1 

(4.4.37)

(4.4.38)

Observación 4.4.15. Luego tenemos que Gau s-Seidel lineal alternante es robusto para la
ecuación de difusión anisotrópica (1.1.5). 
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Figura 4.7: Factor de convergencia J(0) para la ecuación modelo (1.1.5) usando relajación 
Gauss Seidel lineal vertical con e= 0,1 y (4.7(b)) e= 10 (Ver (10, §4]) 

Podemos apreciar este comportamiento en las figuras ( 4. 7) mostramos las curvas de 

nivel del factor de convergencia J(0) para e = 0,1 y e = 10. De ello debemos considerar 

usar una relajación Gauss Seidel por linea pero en la dirección X cuando se tiene e = l O. 

Observe que cuando e= 10 tenemos p = (1,2)- 1 = 0,833. 

4.4.3. Suavización de Gauss Seidel Red-Black 

El análisis de Fourier del método de suavización Gauss Seidel Zebra y Red-Black. nece­

sitan de un tratamiento especial, porque los modos de Fourier 1/1(0) como es definido en la 

sección 4.2 no son invariantes bajo estos métodos iterativos, pero si para ciertos subespa­

cios generados por sus combinaciones lineales. 

Matriz de amplificación 

Para el caso bidimensional asumiremos que N1,1 y N1;i. son pares, tenemos entonces 

(4.4.39) 

con 

J = U1,}2), Ía = O, 1, 2, · · · ,NJ,a - l (4.4.40) 
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Figura 4.8: Regiones de 0 1 ,02, 03, 04 donde • e 0 

0 E e = {(01, 02), ºª = 21rka /N1,a, ka = -ma, -ma, ... 'ma + 1} 
donde ma = Ni.a/2 - l. 
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(4.4.41) 

Dividimos 0 en cuatro conjuntos excluyentes definidos por 0 1
, 02, 03 y 04 (Ver la figura 

(4.8)) como 

03 = 0 1
-

donde 
( o ]sign(Bi)1r 

sign(0) = -{-1 0 < O1 0 > O 

(4.4.42) 

Note que ®3 casi coincide con el conjunto de número de ondas suaves ®s definido por 
( 4 .3 .18) y además los fr para = 1, 2, 3, 4 generan los cuatro subespacios invariantes. Observación 4.4.16. Tenemos que l{l

j
(0) 

= e1i8 
= e1ii81 ihfh . De otro lado se cumple para

todo 0' E R2 podemos tener 0 E [-1r,1r)2 tal que 0 = 0' mod21r con 

1/f
j
(O) = iiº = e'i(0'+2mrr) = iiB' e21Jmrr = iiO' = l{l

j
(O')
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Veremos que el S pan {1/1(01 ), 1/1(02), 1/1(03 ), 1/1(04)} es dejado invariante por los métodos con­
siderados en esta sección. 

Sea 

'1'(0) = 

1/1(0 1 ) 
1/t(fil) 
1/1(03) 

1/t( 04) 
La representación de Fourier de una función malla periódica arbitraria (4.2.15) puede ser 
escrito como 

Uj = ¿ c�'Pj(0) (4.4.43) 
9E01 

con co un vector de dimensión 4. Si ahora tenemos un error antes de la suavización 

(4.4.44) 

entonces luego de la suavización estará dado por 

s 1 = (A(0)cof\Jl(0), (4.4.45) 

con A(O) una matriz de 4 x 4, llamada matriz de amplificación. Si se usa una relajación 
SOR, entonces 

A(0) = wA(0) + (1 - w)I (4.4.46) 

donde w es una parámetro de amortiguamiento de relajación e J es la matriz identidad. La 
matriz de amplificación A(0) puede ser determinado según los siguientes pasos: 

l. Escribir la ecuación para el error de un paso (color) de una iteración completa para
el suavizador.

2. Combinar la ecuación del error para ese paso en una expresión.

3. Evaluar la expresión combinada para cada uno de los subespacios invariantes.
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4. Escribir la ecuación que exprese el coeficiente de Fourier del n-ésimo paso s; en

términos del coeficiente de Fourier inicial e�, que es relacionado con el paso de la

matriz de amplificación: s; = A(0)c�.

5. Hacer lo anterior para cada paso de una iteración de suavización completa.

6. Multiplicar todas las matrices de amplificación de cada paso para conseguir la matriz

de amplificación del suavizador, donde se expresará los coeficientes de Fourier e� en

términos de e�: ci = A(0)ci.

El factor de suavización 

El conjunto de números de onda 0s ha sido ya definido por (4.3.18). Comparando con 

0.s definido en (4.4.42) se tiene que los modos de Fourier oscilatorios 

ip(fil), ip(e3), ip(ff), 

mientras que el modo de Fourier suave es representado por 

¡p(0 1 ), excepto cuando 0¡ = -Tf/2 ó 0� = -Tf/2, 

tal como se puede observar en la figura (4.8). Usamos el operador proyección sobre el 

espacio generado por los modos de Fourier oscilatorio para poder asumir la eliminación de 

los modos suaves. Luego éste puede ser representado por la siguiente matriz diagonal 

Q(0) = 

con 

ó(6) = { �

6(0) 

1 

1 

1 

01 = -Í ó 02 = -f

en otro caso 

(4.4.47) 

(4.4.48) 
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Luego damos una nueva definición de factor de suavización de Fourier 

p = máx{x(Q(0)A(0)): 0 E E>sl (4.4.49) 
con el radio espectral. 

Para problemas con condiciones de frontera de Dirichlet, podemos hacer como antes, 
pero los número de onda del tipo (O,�) y (Bf, O), s = 1, 3, 4 no son tomados en cuenta 
(notamos que� = O no puede suceder), o sea los elementos correspondientes de en son 
reemplazados por cero. Esto puede ser implementado reemplazado QA por PQA con 

donde 

p¡(0) O o o 

o 

o 
P(0) = o 

o 

o 

{ O 01 = O y/o 82 = O P1(0) = 1 en otro caso 
{ O 82 = O (así 9i = O) p4(0) = 1 en otro caso 

1 O 0 p3(0)
o 

{ O 8 1 = O ( así lP¡ = O) p3(0) = l en otro caso

(4.4.50) 

La definición de factor de uavización en el caso de condicione de frontera de Dirichlet 
puede ahora ser dado como : 

PD = máx. {x(P(0)Q(0)A(8)): 8 E E>il. (4.4.51) 
Análogamente a (4.3.21) un factor de suavización independiente del grosor de malla ji es 
definido como 

ji= sup {x(Q(O)A(O)): O E ®1.s} (4.4.52) 
con 01,s = (-f, �}2 . 

Antes de continuar , necesitamos del siguiente teorema. 



Teorema 4.4.17. Para cualquier 0 e [-1r, n] y je z+,

Demostración. 

ei<B-,r) =
e . . , J par{ ij0 

-e'18 
, j impar

eii(D-,r) = cos 1/(0 - 1r)] + i sen U(O - n)].

Si k es par, entonces 

eii(O-tr) = [ cos j( 0) i + sen U0)Ó] + i [ sen j( 0) i - cos U0)Ó] 
= cos j(0) + i sen U0) 
= e

iiº
. 

Si k es impar, entonces 

ii(O-tr) = [ cos j( 0)( - 1) + sen UO)Ó] + i [ sen j( 0)( - 1) - cos U0)Ó]
= -cos j( 0) - i sen UB) 
= -e

iiº
. 

Gauss Seidel Red-Black 

Sea L1 tal que tiene una notación plantilla de cinco puntos dada por 
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(4.4.53) 

(4.4.54) 

o 

Definamos los puntos U1 , }2) con }1 + h pares para los puntos rojos y los restantes para los 

negros. Estudiaremos Gauss-Seidel Red-Black con amortiguamiento. Sea s0 el error inicial 

, s1l3 el error luego de un paso en los puntos rojos, t?-13 el error luego del paso en los puntos

negros, y s 1 el error luego del amortiguamiento con el parámetro w. Entonces tenemos 

s513 = -(S eJ
--ez 

+ WsJ-e, + EeJ+e, + NeJ
+e-J /C, }1 + h par

e;13 = eJ, }1 + h impar
(4.4.55) 
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La relación entre e213 y s113 es obtenido de (4.4.55) intercambiando los pares con los im­
pares, es decir 

s�13 = -(s s1.'3 
+ Ws1.'3 

+ Es1.'3 
+ Ns113 ) /C

J 1-ei 1-e1 1+e1 J+ei ' 
,,.2/3 _ .,J/3 
c,j -e,¡ ' 

El error final s1 es obtenido por 

)1 + )2 impar 
)1 + )2 par 

Sea la representación de Fourier de E°, a= O, 1/3, 2/3, 1 es dado por 

eª = ¿ c�'P¡(0).
8E8J 

Sis� = 1/f¡(OS), s = 1, 2, 3 o 4, entonce de (4.4.39) tenemos 

(4.4.56) 

(4.4.57) 

s5'3 = -(S l/f¡-ei(03) + Wl/f¡-e1(03) + E l/l¡+e,(03) + Nl/f¡+ei(03)) /C, )1 + )2 par

= - ( S e-i(1 I/I ¡( 03) + W e-,o¡ 1/1 j( 03) + E e;o¡ 1/1 ¡( 03) + N e;9i. l/l ¡( 03)) / C 

con 

= -(s e-i9i_ + W e-;o¡ + E e;o¡ + N i9',.) 1/1¡(03)/C 

81¡3 = { µ(OS)l/fj(fr), )1 + h par
1 1/11(es), J1 + h impar 

µ(0) = -(s e-;9i + W e-;o, + E e;o, + N e;9i) /C. 

(4.4.58) 

(4.4.59) 

Deseamos combinar la expresión para los puntos rojos y negros de la ecuación (4.4.55). 
nosotros ya tenemos 1/1¡(01 ), pero necesitamos añadir uno o más de otros sub-espacio para 
crear una combinación lineal que nos produzca una expresión simple. Si tomamos 0-,r para 
todos los ángulos cuyos índices son están involucrados en el diseño del modelos coloreado 
(Red- Black, Cuatro colores, zebra line, etc.), } 1 ,)2 en este caso, conseguimos un sub­
espacio adicional que necesitamos para una combinación lineal. La expresión simple de la 
combinación lineal es: 

(4.4.60) 



Usando el Teorema 4.4.17 podemos encontrar los valores de A y de B.

de ello da

y asi tenemos

A + B = µ( 0) , para j 1 + h par 
A-B = 1 , paraj 1 + h inpar

1 A = 

2
(1 + µ(0))

1 B = 

2(µ(0)- 1),

e�13(0S) = ½(1 + µ(lf))eiUie'i+he'i> + ½(µ(OS) - l)ei(ji(9'i-,r)+h(9'i-,r))_
Definamos

µ ¡ = µ(0), µ2 = (s e-il>i - W e-;o, - E e;o, + N il>i) /C
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(4.4.61)

Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa­
cios invariantes (Para ello basta tomar el caso particular cuando 0 1 e [-�, 0]2 de tal forma
que sign(0/) = -1 y ign(0D = -1)

s;13(0 1 ) = ½(1 +µ(0 1))ei[ii9: +h9D + ½(µ(0 1 )- 1)i[i1 <0:-1T)+h(91-,r)]
1 1 l A 

= 

2 
(l + µ,) 1/1¡(0 ) + 

2 (µ 1 - 1) 1/f¡(tr)

con 02 = ce: + 1í, 01 + ,r) y puesto que
S e-i� + W e-;� + E ei� + N ei�µ(é1-) = -

e 
= 

s;t3(ir) = ½ ( l +µ(ir)) e1[1,IP¡+h'1] 
+ ½ (µ(ir) - 1) ei[ii<IP¡-,r)+h<<Pi-,r>]

(4.4.62)

(4.4.63)

1 l 
= 2(1 + µ2)1/lj(ir) + 2{µ2 -1)1/1¡(04), (4.4.64)



con 03 = (0!, 01 + 1r) y puesto que 
·91 ·91 ·91 ·91 
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S e-i9i + W e-;� + E e;� + N e18i 
µ(03) = ------------ = 

e 

-S e-' 2 + W e-1 
1 + E e' 1 - ge' 2 ______ 

e 
___ ___;::,.___ = µi(01) 

e5 13(04) = ½ ( 1 + µ(04)) i[ltl{+h�] + ½ (µ(04) - 1) d[1t<�-1r)+h(�-1r>]

1 1 = 
2
(1 -µ2)1/1j {04) -

2
{µ2 + l)r/fj

(03), (4.4.65) 

con(/+= (0l + 1r , 0D y puesto que 

S e-;� + W e-;� + E e;� + Ne;� 
µ(04) = ------------ =

e 

Ahora podemos expresar el coeficiente c! 13 , para el primer paso intermedio en términos del 
coeficientes de Fourier. Esto es realizado uniendo los coeficientes correspondientes a cada 
uno de los cuatro subespacios invariantes conseguidos ci

l -µ1 - l-µ1 o o 
1/3 1 -1 +µ1 l -µ1 o o 

o 
C

fl 
= 

-
2 o o 1 + µ2 -l -µ2

C9, 

o o -1 +µ2 l - µ2

Si los puntos son los negros el tratamiento es similar. 

8� 13 = { µ( fY)I/I j( es), j 1 + h

1 l/lj {fY), j1 + h

unpar 
par 

0E®s· (4.4.66) 

(4.4.67) 

conµ definido en (4.4.59). La ecuación puede ser escrita como una combinación lineal, 
como fue conseguido para el primer paso intermedio, o sea: 

Usando el Teorema 4.4.17 podemos encontrar los valores de A y de B. 

A - B = µ(0) 
, 

paraj¡ +himpar 

A + B = 1 , para j 1 + h par 

(4.4.68) 
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lo que da 

1 
A = 

2
(1 + µ(0))

B = 
2

(1 -µ(0)),

y asi tenemos 

s�/3(<f) = ½(1 + µ(<f))eiU18j+h[1) + ½(1 _ µ(<f))eiU1(8j-rr)+h([1-rr))_ (4.4.69) 

Puesto que µ(OS) paras = 1, 2, 3, 4 son los mismo como para el primer paso intermedio, ten­

emos los mismo µ 1 y µ2• Ahora procedemos a evaluar el error del segundo paso intermedio 

para cada uno de lo cuatro ubespacios invariantes 

s�/3(0 1) = ½(1 +µ(0 1
))ei[JiOl+h0n + ½(1-µ(0 1))d[i1(0l-rr)+}2(01-rr>] 

1 1 1 
.n2 = 

2
(1 +µ1)1{/j(O )+ 

2
(1-µ1)1{/j(tr) 

e�13(03) = ½ ( 1 + µ(03)) ei[ii(P¡+h(Pz] 
+ ½ ( 1 -µ(03)) i[ii(�-IT)+h({Pz-lT}] 

1 l= 2(1 + µ2)1{/¡(03) + 2(1 -µ2)1/!j(ff), 

e�13(tr) = ½ (1 + µ(tr))ei[J,01+ht1] 
+ ½ (1 - µ(tr))ei[J1<f1-1T)+h<'1-1r>] 

1 1 
= 2(1 -µ2)1/1¡(04) - 2(µ2 + 1)1/1¡(03),

El coeficiente de fourier c!13 en términos de c¡13 es 

1 +µ 1 1 +µ1 o o 

2/3 
1 l-µ, l -µ 1 o o 

C
o 

= 

-
2 o o 1 +µ2 1 + µ2

o o 1 -µ2 l -µ2

cl/3 
o ,

0E®s· 

(4.4.70) 

(4.4.71) 

(4.4.72) 

(4.4.73) 

(4.4.74) 
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Finalmente, podemos expresar c;13 en términos de e� por substitución de c!13 en la ecuación 

(4.4.74) para conseguir la matriz de amplificación de Gauss Seidel Rojo-Negro A(0} la cual 

es dada por la siguiente relación: 

µ1(1 - µ 1 ) -µ¡(l +µ1) o o 

A(0) = ½ µ 1 (1 - µ1) µ¡(-1 + µ¡) o o 

(4.4.75) 
o o µ2(1 + µ2) -µ2(1 + µ2) 
o o µ2(1 - µ2) µ2(-l +µ2) 

Incorporando el paso de amortiguamiento tenemos: 

ci = [wA(0) + (1 - w)J] e�. (4.4.76) 

Luego 

p 1 óµ 1 (1 - µ 1 ) -p 1 óµ 1(1 + µ 1 ) o o 

P(0)Q(0)A(0) = ½ µ,(1- µ¡) µ¡(-1 + µ¡) o o 

o o p3µ2(l + µ2) -p3µ2(l + µ2) 
o o p4µ2(l - µ2) p4µ2(-l + µ2) 

(4.4.77) 
Los valores propios de PQA son 

J 1 (0) = o

J2(0) = ½ [p 1 µ 1 ó(l + µ1) + µ 1 (µ 1 - 1)],
(4.4.78) 

J3(0) = o

14(0) = ½µ2 [p3 - p4 + µ2(p3 + p4)] 

y los dos tipos de factor de suavización de Fourier son 

P,PD = máx {lwJ2(0) + 1 - wl, lwA.i(0} + 1 - wl: 0 E ®.d (4.4.79) 

donde p 1 = p3 = p4 = 1 en ( 4.4. 78) da p, y escogiendo p 1, p3, p4 como fue definido antes 

de la ecuación (4.4.50) <lapo en (O, O). 
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Observación 4.4.18. Con w = 1 tenemos p =¼para la ecuación de Laplace [12]. Esto es 
mejor que Gauss Seidel Lexicográfico, para el cual p = ½ (§4.4.2,(4.4.18)). Es más Gauss 
Seidel Red-Black se presta bien para la computación paralela y vectorizable ([17, p. 152]). 

En el cuadro (4.1) se aprecia la proximidad entre p y PD y la mínima diferencia entre 

los valores w = O, 7 y w = 1,0. Se muestra que Gauss Seidel Red Black no es robusto para 

problemas anisotrópicos. 

/3 = Oº 

w = 1,0 w =0,7 
e p PD p 

1000 0.99800 0.98981 0.99860 
100 0.98033 0.97088 0.98621 
10 0.82645 0.81851 0.87851 
1 0.25 0.24760 0.475 

0.1 0.82645 0.81852 0.87851 
0.01 0.98030 0.97088 0.98621 
0.001 0.99800 0.98981 0.99860 
0.0001 0.9998 0.99249 0.99998 

Cuadro 4.1: Factor de Suavización p y PD con Gauss Seidel Red Black para la ecuación 
difusión anisotrópica con p = O discretizada de acuerdo a ( 1.2.17); N = 64 con ( w = O, 7) y 
sin amortiguamiento 

En el cuadro (4.3) se ha variado el ángulo de rotación /3 y se ha discretizado según 

(l.2.19), viéndose que a medida que el término mixto es más significativo el suavizador 

tiene un mejor factor de suavización. 

4.4.4. Suavización de Gauss-Seidel Zebra 

Sea L1 tal que tiene una notación plantilla de nueve puntos dada por 

[ 
NW N NE 1

[L1] = W C E 

SW S SE 

(4.4.80) 
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w =0,7 
(1.2.17) (1.2.19) 

e p /3 p 

1000 0.610904 45 0.475 
100 0.609047 45 0.475 
10 0.591363 45 0.475 
1 0.475 cualquiera 0.475 

0.1 0.316568 45 0.475 
0.01 0.300264 45 0.475 
0.001 0.300003 45 0.475 

0.0001 0.3 45 0.475 

Cuadro 4.2: Factor de Suavizaciónp con Gauss Seidel Red Black para la ecuación difusión 
aniso trópica rotada con f3 = 45° cliscretizada de acuerdo a ( 1.2.17) y ( 1.2.19); N = 64 

Relajación Gauss Seidel X-Linea 

Considerando una suavización zebra horizontal con amortiguamiento. Definamos los 
puntos U 1 , h) con h par para los puntos rojos y los puntos restantes negros. Sea e0 el error 

inicial, s 1
'
3 el error luego de un paso en los puntos rojos, e213 el error luego del paso en 

los puntos negros, y e 1 el error luego del amortiguamiento con el parámetro w. Entonces el 

primer paso intermeclio es 

We}�!. + Ce}13 + Es}{!, = -(s WeJ-e,-ei + SeJ-ei + SEeJ+e,-ei + NWeJ-e,+ei + NeJ+ei + NEeJ+e,+ei) 
h pa 

81¡3 =
j 

donde e1 = ( 1, O) y e2 = (O, 1 ). El segundo paso intermeclio será: 

h unpa 
(4.4.81) 

We}�!. + Ce}13 + Es}{!, = -(S WeJ-e,-ei + S eJ_ei + S EeJ+e,-ei + NWeJ-e,+ei + NeJ+ei + NEeJ+e,+ei) 
h impa. 

h pa 
(4.4.82) 
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p w=0,7 y (1.2.19) 
O

º 15° 30° 45°

1 0.25 0.475 0.475 0.475 
0.1 0.826446 0.8108 0.647469 0.475 
0.01 0.980296 0.8982 0.688569 0.475 

0.001 0.998003 0.90822 0.69322 0.475 
0.0001 0.9998 0.90924 0.69369 0.475 

Cuadro 4.3: Factor de Suavización p con Gauss Seidel Red Black para la ecuación difusión 
anisotrópica rotada variando /3 discretizada de acuerdo a (1.2.19); N = 64 

Sea la representación de Fourier de ffX , a = O, 1 /3, 2/3, 1 es dado por 

eª =¿ c¡"P
j
(0). 

eee, 

Si sJ = if¡j(OS), s = I, 2, 3 o 4, entonces tenemos de (4.4.81) conj2 par (Tl = T2) 

TI =

= 

= 

T2 =

W 81_13 e-i81 + c81_13 + Ee
l_/3 e-i81

J J J 

s}/3 ( W e-101 + C + E e-;e•) 

-(SWe�-ei-ei +Se�-ei +SEe�+ei-ei +NWe�-ei+ei +Ns�+ei +NEe�+e,+e-J
= -(s We

0
e-1C9,+1Ji> + S e0

e-i(fh.) + S Ee
0iC9,-8i> + NWe

º
e

i(-Oi+fh.> + Ne�e
i(fh.> + NEe�e

1C9i+fh>)
j j j j J J 

= -e� (s We-icoi+fh.> + S e-iCfh.> + S Ee
1C9i-fh> + NWe;c-oi+fh.> + Ne

1Cfh> + NEe;cei+fh>)

de T 1 = T2 tenemos 

y finalmente conseguimos 

h par 
h impar 

(4.4.83) 
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con 
S W e-i(Oi+lh) + S e-ilh +SE ei(Oi-lh) + NW ei<lh-01> + N eilh + p ei<0•+lh) 

µ(0) = - W e-i01 + C + E eiº• 
(4.4•84)

Para hallar la matriz de amplificación procedemos de manera similar a ( 4.4.61 ). Tratemos 
de combinar la expresión para los puntos que corresponden a las filas horizontales pares U2

par) y las de filas impares U2 impar). Un sub espacio invariante a considerar es el siguiente: 
span {l/tj(0), 1/1)(0)} con 

(4.4.85) 

invariante bajo la suavización zebra horizontal. Una expresión simple de la combinación 
lineal es: 

(4.4.86) 

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.83) y (4.4.86) podemos encontrar los 
valores de A y de B. 

A+ B = µ(0) , paraji par 
A-B = 1 , para h impar 

de ello tenemos 
1 

A = 

2
(1 + µ(0))

1 
B = 

2
(µ(0)- 1),

y así tenemos 

e 1J3(fr) = ..!_(1 + µ(fr))eiU10:+h{1) + ..!_(µ(fr) - l)eiU101+h(fh.-1r))_
1 2 2 

Definamos 

µ1 = µ(0), 

µ2 = µ(01 - tr, 0i - ,r) = µ(01 + tr, 02 + ,r)

(4.4.87) 

S W e-1<01+oi-21r> + S e-1<0z.-1r> +SE e<0•-fh> + NW ef(Oi-Di) + N ef(Oi-1r> + NE eWi+0z.-z1r)

= 

W e-i<01-1r> + C + E ei<01-1r>
S W e-;co,+0i> -S e-ifh + SE e;coi-Oi> + NW e1<0i-01> -N ei<Oz.> + NE e<0i+Oi>

-W e-101 + C 
-

E é6•
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Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa­
cios invariantes (Para ello basta tomar el caso particular cuando 01 e [O, V2 de tal forma 
que sign( 0D = 1 y sign( 0D = 1) 

donde 

e�13(02) = ½ ( 1 + µ(02)) ei(h9¡+ht1) + ½ (µ(02) - 1) e1(h9i+h(l1-1r))

1 1
= 2 (1 + µ2) ,fJj(02) + 2 (µ2 - 1) ,fJj(04) 

(4.4.88) 

(4.4.89) 

(4.4.90) 

puesto que 03 = (0:. 0i -1r) Y 

µ(03) = 

= 

= 

S w e-i<O:+�> + S e-1� + SE e1<0:-�> + NW ei<t1-0:> + N ei� + NE ei<0:+t1> 
W e-1� + C + E ei� 

(4.4.91) 

S W e-i(Ol+01-1r> + S e-;(ol-1r) +SE ei<0l-01+1r) + NW e'<01-,r-0l> + N e1(01-1r) + NE ei<0l+0l-1r) 

W e-10: + C + E e'0l 
S W e-1co1+0z> + S e-;ez +SE e'<º•-Oz> + NW (!<ei-01> + N (!fh + NE e1<01+fh) 
------------------------- = -µ¡W e-1n1 + C + E ein1 

e;13(04) = ½ ( 1 + µ(04)) e1(N{+hi4) + ½ (µ(04) - I) e1(Nr/+h(i4-1r))

1 1 
= 2 (1 - µ2) ,fJj(04) - 2 (µ2 + 1) ,fJj(lf) (4.4.92) 
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donde 04 = (0: - 1r, 0�), µ(04) = -µ2 (la demostración es muy similar a la ec.(4.4.91)) y 
ei(NJ1+h<t1-1r>) = ei(M9l-1r)+h<01-1r>) = 1/1(02). Luego concluimos que 

1 +µ¡ o -l-µ1 o 

1/3 1 o 1 +µ2 o -l -µ2 o 
c
o

= - Ce. 
(4.4.93) 

2 -1 +µ1 o 1-µ¡ o 

o -1 +µ2 o l -µ2
Ahora procedemos análogamente para el segundo paso intermedio de los puntos negros 
(filas impares) del proceso de relajación. El error después del segundo paso intermedio 
puede ser obtenido como para el primer paso intermedio (ecuación (4.4.83)), o sea: 

e�/3 = { µ(B9)1/fj(B9), Í2 impar
1 

l/lj{B9), h par 
(4.4.94) 

con µ(0) dada en la ecuación ( 4.4.84). La ecuación puede ser escrita como una combinación 
lineal, como fue escrita para el primer paso intermedio considerando ahora el espacio in­
variante span {l/fj(0), 1/1}(0)} con 

Una expresión simple de la combinación lineal es: 

(4.4.95) 

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.94) y (4.4.95) podemos encontrar los 
valores de A y de B.

de ello tenemos 

y así tenemos 

A - B = µ(0) , parah impar 
A + B = I , para }2 par 

1 A = 
2

(1 + µ(0))

1 
B = 

2
(1 - µ(0)), 

e�/3(()9) = .!_(1 + µ(fP))eiU19!+N1) + .!_(1 _ µ(fP))eiU101+h(fh-1r)>.
1 2 2 (4.4.96) 
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Ahora evaluamos el error del segundo paso intermedio para cada uno de los cuatro 

subespacios invariantes. Procediendo similarmente al caso anterior tenemos 

sr3 c01) = ½ (1 + µ(01))ei(it9:+h9D + ½ (1 -µ(01))ei(it9l+h(9l-1r))

1 1 1 
,'3 = 2 o+ µ¡)t/fj(() > + 2 (1-µ¡)t/fj(t:r)

s�13(02) = ½ ( 1 + µ(02)) ei(i,ll¡+h�) + ½ ( 1 -µ(02)) ¿(itll¡+h(�-1r))

1 1 = 2 (1 + µ2) 1/1} (02) + 2 (1 -µ2) l/lj{ft)

s�13(n4) = ½ ( 1 + µ(ft)) i(i,tr.+h�) + ½ ( 1 -µ(ft)) e;(i,tJt+h(�-1r))

1 1 = 2 (1 -µ2) l/lj{ft) + 2 (1 + µ2) l/lj{02)

Luego concluimos que 

¿p=! 
e 2 

1 +µ1 
o 

1-µ¡
o

o 
1 +µ2 

o 

l -µ2

1 +µ¡ o 
o 1 +µ2 

1-µ¡ o
o l -µ2

Cl/3
e 

Combinando ambos pasos incorporando el paso de amortiguamiento tenemos. 

e! = [wA(0) + (1 - w)J] e�

con 

µ1(1 + µ¡) o µ¡(-1 -µ¡) o 

1 o µ2(1 + µ2) o µ2(-l -µ2)
A(0) = -

2 -µ1(-l + µ1) o -µ1(1 -µ1) o 

o µ2(-l + µ2) o -µ2(1 -µ2)

(4.4.97) 

(4.4.98) 

(4.4.99 ) 

(4.4.100) 

(4.4.101) 

(4.4.102) 

(4.4.103) 



154 

Luego 
p16µ1(1 + µ1) o p16µ1(-l - µ1) o 

P(0)Q(0)A(0) = ½ 
o µ 2 (1 + µ2) o µ 2 (-l - µ2)

-p3µ1(-l + µ¡) o -p3µ1(l - µ1) o 

o -p4µ 2 (-l + µ2) o -p4µ 2 (l - µ2)

Lo valore propios de PQA son 
J 1 (0) = O
J 2 (0) = ½ [p16µ1(l + µ1) + p3µ1(-l + µ1)], 
A3(0) = O 
A4(0) = ½ ÍP2(l + µ2) + p4µ 2 (-l + µ2 )] 

(4.4.104) 

(4.4.105) 

Los dos tipos de factore de uavización de Fourier son dados por (4.4.79), tomando J2, A4 

de (4.4.105) . 
Proposición 4.4.19. Para e = 1 (ecuación de Lap/ace), w = 1 (sin amortiguamiento) y 
p1 = p 3 = p4 = 1 (condiciones de frontera periódicos) tenemos 

- 1
p=p= -

4 

Demostración. Paras= 1, w = 1 y p 1 = p 3 = p4 = 1 tenemos 
cos 02 cos 02 

µI (0) = 2 0 ' y µ2(0) = -2 
+ 0 . - cos ¡ cos ¡ 

Tomando 0 E 0_¡ tenemo que 0 1 , 02 E [ �rr, �) luego tenemos si J 2 alcanza su máximo en la
frontera de 0,¡ tenemos de (4.4.48) 6(0) = 1, entonces de (4.4.105) 

A2(0) = µT(0). 

Ahora sino ocurre eso tenemos que c5 = O, o sea tenemos: J 2 = µT - µ1 y como 02 E 0s, µ1 es positivo, luego ,r¡ > µT - µ 1• Por lo tanto J 2 alcanza su máximo en la frontera, entonces 
rnáx{IJ 2 (0)1: 0 E 0s} = máx{µT(0): 0 E 0s} = fT<-i, o )I = ¾-

De otro lado con las condiciones dadas se tiene A4(0) = �(0) 

máx{IJ4(0)1: 0 e 0i} = máx{µ1(0): 0 E 0s} = 1µ1(-i, o )I = ¾­
Así es factor de suavización es p = p = ¼ o



155 

Proposición 4.4.20. La suavización de zebra horizontal no es robusto para una ecuación 
de difusión anisotrópica (Ver el cuadro (4.4)), y lo mismo es cierto para una zebra vertical 

Demostración. Para e « 1 y el ángulo de rotación .B = O en (1.1.4) tenemos un fuerte 
acoplamiento, es decir una fuerte anisotropía, en la dirección vertical, Asi una suavización 
zebra horizontal no debería trabajar bien. Tenemos 

así que 

así 

( ) 
-cos02

µ2 0 = ------,
1 +e+ ecos01 

límp � l. 
6-+0 

Adicionalmente, con <.p = 21r/N, tenemos 

de este modo 
limp � 1 - O(h2). 
t:-+0 

El amortiguamiento no nos puede ayudar aquí. De ello concluimos en nuestra proposición. 
o 

/3= o /3 = 90° 

e PD p PD 
1 0.247608 0.25 0.24760 

0.1 0.81851 0.125 0.125 
0.01 0.97088 0.12476 0.12476 
0.001 0.98842 0.12459 0.07112 
0.0001 0.99020 0.12459 0.00997 

Cuadro 4.4: Factor de Suavización con Gauss Seidel Zebra p, PD para la ecuación de di­
fusión rotada discretizada de acuerdo ( 1.2.17); N = 64 
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Relajación Gauss Seidel Y-Linea 

Considerando una suavización zebra horizontal con amortiguamiento. Definamos los 
puntos U1, h) con }1 par para los puntos rojos y los restantes negros. Sea e0 el error inicial, 
e 113 el error luego de un paso en los puntos rojos, tl-13 el error luego del paso en los puntos 
negros, y e 1 el error luego del amortiguamiento con el parámetro w. Entonces el primer 
paso intermedio es 
se;��+ Ce}13 + Ne;� = -(s WeJ-ei-e-i + WsJ_e 1 

+ SEeJ+ei-e-i + NWeJ-ei+e-i + EeJ+e i + NEsJ+ei+e.J,
}1 par 

}1 impar (4.4.106) 
donde e 1 = (1, O) y e2 = (O, 1). El segundo paso intermedio será: 

Se}��+ Ce}13 + Ne}{� = -(s WeJ-e,-e-i + WeJ-e, + SEeJ+e,-e-i + NWsJ-e,+e-i + EsJ+ei + NEsJ+e,+e.J,
}1 impar 

8
1¡3 = 
j (4.4.107) 

Para el primer paso intermedio tenemos la representación de Fourier de tfZ, a = O, 1 /3, 2/3, 1 
es dado por 

sª = ¿ c¡'P1(0).oee, Si sJ = ,ftj(es), s = 1, 2, 3 o 4, entonces tenemos de (4.4.81) conj 1 par tenemos 
(s W e-i(Bi+lh) + W e-iB¡ +SE ei<0i-lh) + NW d(9i-B¡} + E dº1 + NE ¿(Oi+9i)) s 1.'3 = -s�

J J s e-iO¡ + e + N eifh 
y finalmente conseguimos 

con 
s''3 -{ v(es),ft¡(es),

j - 1/t}(es), }1 par (4.4.108) }1 impar 
S W e-i(Oi+Oi) + W e-;o, +SE e;co,-0:2> + NW ei<0:2-01> + E ei01 + NE ei<9,+0:2>v( 0) = -

s e-iO¡ + e + N eilh (4.4.109) 

}1 par 
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Para hallar la matriz de amplificación procedemos de manera similar a ( 4.4.61 ). Tratemos 

de combinar la expresión para los puntos que corresponden a las filas horizontales pares U1

par) y las de filas impares U1 impar). Un sub espacio invariante a considerar es el siguiente: 

span {l/fi0), tft](0)} con 

(4.4.110) 

invariante bajo la suavización zebra vertical. Una expresión simple de la combinación lineal 

es: 

(4.4.111) 

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de (4.4.108) y (4.4.111) podemos encontrar los 

valores de A y de B.

A+ B = v(0) , para}1 par 
A-B = 1 , para}1 impar

de ello tenemos 
1 A = 

2
(1 + v(0)) 

B = 
2

(v(0) - 1), 

y así tenemos 

6 t_l3(f?) = .!_( l + v(f?))eiU1e;+Ji9i) + _
2

l
(v(f?) - l)eiU1(B1-rr)+hfh)_

J 2 
Definamos 

VJ = v(0), 

(4.4.112) 

Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa­

cios invariantes (Para ello basta tomar el caso particular cuando 0 1 
E [O, �)2 de tal forma 

que sign(0}) = 1 y sign(0D = 1) 

6�/3(et) = 
½ (1 + v(81))ei(hBl+hBD + ½ (v(0 1)- l)ei(h<Bl-rr)+hBD

1 1 1 .n4 = 
2 

(1 + Yt) l/fj
(0 ) + 

2 
(v1 - 1) l/f j(t1 ) (4.4.113) 



e;13(e2) = ½ ( 1 + v(e2)) ei(l,�+hBi) + ½ ( v(e2) - 1) ei(J,C�-1r)+h9i) 
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1 1 = l (1 - V2) t/fj(<f) -l (v2 + 1) t/fj{fi3) (4.4.114) 

s;13(e3) = ½ (1 + v(e3))ei(Ji�+l2'1) + ½ (v(e3)- 1)d(i 1 C�-1r)+h'1) 

1 1 
= 2 (1 + v2)t/lj(fr) + 2 (v2 - l)t/fj(lr) (4.4.115) 

donde v(tr) = -v 1 y tf(i•C0:-1r>+h�) = tf(JiC9l-1r-1r)+h9D = t/fj(0 1 ). Luego concl uimos que

1 + Vt o o -1-v 1

1/3 1 o l - v2 -1 +v2 o 
o 

Co 

= -
C9. (4.4.117) 

2 o -l -v2 1 +v2 o 

-1 + Yt o o 1-v 1

Parael seg u ndopasointer mediotenemos la rep resentación deFou rier detf? ,a= O, 1/3, 2/3, 1 

es dado por 

eª =_¿ c¡'Pj(B). 
oee, 

Si e� = t/fj(OS), s = 1, 2, 3 o 4, entonces tenemos de (4.4.81) con j1 impar tenemos 

8�13 = { v( OS)t/1 j( OS), j I impar 
1 t/f j(OS), ji par 

(4.4.118)

con v(0) de (4.4.109). 
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Una expresión simple de la combinación lineal es: 

(4.4.119) 

Usando el Teorema 4.4.17, la primera parte de ( 4.4.118) y ( 4.4.119) podemos encontrar los 

valores de A y de B.

A-B = v(0) 
' 

para j I impar 
A+B = 1

' paraj 1 par 
de ello tenemos 

A = 
2

(1 + v(0)) 
1 

B = 
2

(1 - v(0)), 

y así tenemos 

(4.4.120) 

Ahora evaluamos el error del primer paso intermedio para cada uno de los cuatro subespa­

cios invariantes. 

e;13(<r) = ½ ( 1 + v(<r)) ei(JiiP.+h9i) + ½ ( 1 - v(<r)) ei(Ji<iP.-1r)+h9i)

(4.4.121) 

1 1 
= 

2 
(1 - v2)t/Jj(<r) + 

2 
(v2 + l)t/fj(03) (4.4.122) 

donde v(e2) = -vi y e'(l1<tP.->+h9i) = e'(l1<Bl-11'-1r)+h(Bl-1r>) = e'(f1Bl+h<Bl-1r>) = t/f j(03).

e;13(03) = ½ (1 + v(03))ei(JiiP.+hf1) + ½ (1 - v(03))ei(Ji<iP¡-11')+hf1)

1 1
= 2 

(1 + v2)t/lj(03) + 2 
(1-v2)t/fj(02) (4.4.123) 
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donde v(03) = v2 y ei(J1<tP.-1r)+h�) = ei(J1<0:-1r)+hC6l-1r>) = 1/1
}(02).

s;1
3(e4) = ½ ( 1 + v(ff)) ei(iil11+h81) + ½ ( 1 - v(e4)) ei(J1CU:-1r)+h61)

1 .n4 1 1 = 
2

(1 - V¡) 1/f}(t:1) + 
2 

(1 + V¡) l/fj(0 ) (4.4.124) 

donde v(04) = -v1 y e'(i1CU:-1r)+h61) = e'(J1co:-1r-1r)+hoD 
= 

1/1
}(01). 

Luego concluimos que 

2/3 1 
e =-

6 2 

1 + Vt 
o 

o 

l - v1

o o 1 + V¡ 

1 - V2 l - v2 o 

1 +v2 1 +v2 o 

o o 1 - V¡

Cl/3
8 (4.4.125) 

Combinando ambos pasos incorporando el paso de amortiguamiento tenemos. 

e� = [wA(0) + (1 - w)J] e� 

con 

V¡(l + V 1 ) o o V¡(l + V¡)
1 o v2(l + v2) v2(l + v2) o 

Ac0) = 2 
o v2(-l + v2) V2(-l + V2) o 

V¡(-1 + Y¡) o o v1(-1 + v1) 

Luego 

p¡ÓV¡(l + V1 ) o o 

P(0)Q(0)A(0) = ½ 
o v2(l + v2) v2(l + v2) 
o -p3v2(-l + v2) -p3v2(-l + v2)

-p4V¡(-l + V1 ) o o 

Los valores propios de PQA son 

J 1 (0) = O 
A2(8) = ½ [p¡óv1 + p4v1(v1 - 1)], 
A3(8) = O 

A4(8) = ½ [v2(l + v2) + p3v2(v2 - l )] 

(4.4.126) 

(4.4.127) 

p1óv1(1 + v1) 
o 

o 

-p4v1 (-l + v1 )
(4.4.128) 

(4.4.129) 
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Factor de suavización de una Gauss Seidel zebra alternante 

Como vimos , una suavización zebra horizontal no trabaja cuando se tiene una fuerte 

anisotropfa en una de la dirección vertical (para un coeficiente de difusión grande). Esto nos 

sugeriría el uso de una zebra alternante. combinando un zebra horizontal y luego una zebra 

horizontal. Siguiendo la sugerencia de Stuben Trottenberg (1982), arreglaremos una zebra 

alternante en la siguiente manera simétrica, en la zebra vertical primero hacemos primero 

los pasos en los puntos negros y luego los pasos en los puntos negros, puesto que esto nos 

da un factor de suavización ligeramente mejor, y produce un resultado idéntico para /3 = 0° 

y f3 = 90° . La matriz de amplificación de zebra vertical se tiene (4.4.127) 

V¡(l + V¡) o o V¡(l + V¡) 

1 o v2(l + v2) v2(l + v2) o 
Av(0) = 

2 
(4.4.130) 

o V2(-l + V2) Yz(-1 +v2) o 

v1(-1 + v1) o o v1(-l + v 1) 

Consideraremos dos tipos de amortiguamiento: un amortiguamiento horizontal y uno ver­

tical separadamente y un amortiguamiento luego de realizar dos pasos. Un doble amor­

tiguamiento resulta en una matriz de amplificación dada por : 

(4.4.131) 

donde Ah es dado por (4.4.103). En el caso de un amortiguamiento simple, colocamos 

wd = 1 en la ecuación ( 4.4.131) y reemplazamos A = P Q Av Ah por 

A = (1 - Ws)f + WsA. (4.4.132) 

Los valores propios de la matriz A, 4 x 4 son: 

.-l1 (0) = o

...l2(0) = ¾ [-(p4 (1 -µ2) µ2 (-1 + Yt) V¡) -Ó p¡ µ¡ (1 + µ1) Y¡ (1 + V¡)), (4.4. 133)
.-l3(0) = o

,4(0) = ¾ [p3 (-1 + µ1) µ1 (-1 + v2) Y2 + µ2 (1 + µ2) V2 (1 + v2)] 
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Ecuación Difusión Anisotrópica 

Los cuadro (4.5) y (4.6) dan los resultado del factor de suavización p , PD para la 

ecuación de difusión anisotrópica rotada. En el cuadro (4.5) se tiene que para p = Oº y 

P = 90° se tienen factores de uavización casi idénticos. Para el caso con s = 1 ó p = 0° o 

P = 90° las dos discretizaciones son idénticas. Son incluidos los peores casos para el ángulo 

de rotación P, dados por el conjunto {/3 = 1m / 12, k = O, 1, 2, • • • , 23}. Para los resultado del 

cuadro (4.5) no se usa amortiguamiento (w = 1). Si se introduce amortiguamiento (wd-:/= 1 

ó Ws -:/= 1) no se produce ninguna mejora. Sin embargo, como se muestra en el cuadro (4.6), 

si la derivada mixta es discretizada de acuerdo a la ecuación (1.2.19) se obtiene buenos 

resultados. Para el cuadro ( 4.6), p ha sido mostrado con diferentes valores. La simetría 

significa que sólo necesitamos considerar p e [Oº , 45°]. Se incluye resultados con un simple 

amortiguamiento Ws = 0,7. Claramente, el amortiguamiento no es necesario en esta caso y 

aún más puede resultar desventajoso. 

P= O
º

P= 90º

s p Po p PD P,PD p 

1 0.03541 0.03517 0.03541 0.03517 0.03517 cualquiera 

0.1 0.10165 0.10024 0.10103 0.09960 0.37209 45 

0.01 0.12189 0.12074 0.12189 0.12073 0.88866 45 

0.001 0.12432 0.07047 0.12432 0.07047 0.98809 45 

0.0001 0.12456 0.00989 0.12456 0.00989 0.99880 45 

Cuadro 4.5: Factor de Suavización p, p0 con Gauss Seidel Zebra Alternante para la 

ecuación difusión anisotrópica rotada sin amortiguamiento discretizada de acuerdo a 

(1.2.17); N = 64 
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w = 1 w = 0,1 

P,PD 

s PD /3 /3 = Oº , 90º

P,PD /3 
l 0.03517 Cualquiera 0.30864 0.30864 Cualquiera 

0.1 0.27820 30 0.30249 0.49474 30 
0.01 0.56245 14 0.30002 0.69371 14 

0.001 0.66427 8 0.30000 0.76499 8 

0.0001 0.69375 4 0.30000 0.77709 8 

0.00001 0.70038 4 0.30000 0.77833 8 

Cuadro 4.6: Factor de Suavización p, PD con Gauss Seidel Zebra Alternante para la 
ecuación difusión anisotrópica rotada discretizada de acuerdo a (1.2.19); N = 64 



Capítulo 5 

Pruebas computacionales y conclusiones 

5.1. Resultados numéricos para la ecuación de Poisson 

El programa desarrollado sigue la estructura del algoritmo 4. El problema es discretizado 

por la fórmula de cinco puntos ( 1.2.21) ( con s = 1) de la ecuación de Po is son en el cuadrado 

n = (O, 1) x (O, 1). Todos lo componente del programa on elegidos tan simples como sea 

posible: 

(i) secuencia de mallas. El grosor de malla son h1 = 2-1
-

1 para /�O.

(ii) Pre-suavización. Aplicamos v pasos de iteración de Gauss- eidel con ordenamiento

Red-Black. Le corresponde a s un cuarto de paso de Gauss-Seidel. Cada paso in­

volucra uno de los cuatro pasos de las submallas n 1, • • • , n.4 descritos en la figura

2.1 (e). s(• • • , i, JJ, 1 � i, j � 2 se refiere a las submallas con puntos (k, h,, k2h1) donde

k 1 = i(mod 2)y k2 = j(mod 2). La combinación de s(· · • , 1, 1) y s(· · · , 2, 2) pro­

duce medio paso de Gauss-Seidel para los puntos rojos de !lí = n.J u n:, mientras

que s(· • • , 1, 2) junto con s(• • • , 2, 1) produce medio paso de Gauss-Seidel para los

puntos negros(Black) sobre nt.

(iii) restricción. res elegido como la restricción de nueve puntos (3.3.17).

(iv) prolongación.pes elegido la prolongación de nueve puntos (3.3.4).
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(v) post-suavización. igual a la pre-suavización.

(vi) solución en el nivel l =O.La malla gruesa sólo contiene un sólo punto (½,½). Así, la

llamada des(•·· , 1, 1) produce la solución exacta de L0u0 = fo.

Aplicamos el programa a: 

Llu(x,y) = 4 en n = (O, 1) x (O, 1), u(x,y) = x2 + ¡- en an (5.1.1) 

Se puede verificar que la solución de u(x,y) = x2 +yes también la solución del esquema 

de cinco puntos. recordemos que la elección del lado derecho de (5.1.1) no influye en la 

razón de convergencia. Una función f(x,y) en Llu(x,y) = f aleatoria o no suave debería 

producir la misma razón de convergencia. 

En los cuadros 5.2 y 5.2 se muestra el desarrollo del error llu:-u,11, donde u(x,y) = x2+y­

es la solución continua, u{ es el resultado del programa con v = 2 y y = 1, y = 2 aplicado 

al valor de inicio u7 = O. El número de nivel varia de l = 1 a l = 5 correspondiente a 

h, = ¼ y h1 = � respectivamente. Se usa norma Euclidiana llu,11 =< u1, u1 > 112
• Las razones 

llzt¡+ 1 
- u,11/llzl¡ - u,11 son mostradas en las columnas correspondientes convergiendo a las 

razones de convergencia 

p¡ = p(M,(v, O))

(M, de (3.4.17)). 

La evaluación de la razón de convergenciap, para todos los niveles l = 1, · · • , 5, dan los 

números del cuadro(5.2)(y = 1) y el cuadro(5.3)(-y = 2). La evaluación muestra que este 

número no tiene a 1 como en el método iterativo clásico. Para la iteración de dos mallas se 

tiene de [7, §8.1.1] el cuadro (5.1), de donde para la iteración de dos mallas se tiene que 

p1 < 0,0741 para v = 2.Estos valores son obtenidos para la ecuación de Poisson de manera 

semejante al análisis seguido en la sección 3.2.1. 

Resta investigar la dependencia de p1 sobre el número de v de iteraciones de suavización. 

La razón de convergencia p1(v) es mostrado en los cuadros 5.4 y 5.5 para y= 1 y y = 2. 

Como para el ejemplo de la sección §3.2.1 la razón se comporta como C
y
/v.
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V¡ +V2 1 2 3 4 5 

Pv1+V2 0.25 0.0741 0.0527 0.0410 0.0335 

uadro 5.1: Razón de convergencia para el método de dos mallas [7, To 8.1.7] 

yal 
ht • ¼

ht = t ht = 

ir, 
h, En ht = 

� ff#! - "'" -lo ff#! - u,N -lo 11«!-... ,11 rallo 11«!- ... ,11 rallo 11«! _,,,u rallo 

1 0.203 0.1039 0.747 0.1479 1.86 0.1643 4.08 0.1704 8.5 o.1n1 

2 l.26E.-02 0.0621 8.48E-02 0.1135 0.265 0.1423 0.647 0.1586 1.42 0.1674 
7.89E-04 0.0625 l.03E-02 0.1215 3.96E-02 0.1494 0.105 0.1624 0.241 0.1694 
4.93E-05 0.0625 l.28E-03 0.1245 6.06E-03 0.1531 l.72E-02 0.1642 4.108-02 0.1702 

5 3.0SE-06 0.0625 l.61E-04 0.1257 9.4IE-04 0.1552 2.85E-03 0.1653 7.00E-03 0.1707 
l.93E-07 0.0625 2.03E-05 0.1261 1.47E-04 0.1564 4.74E-04 0.1661 l.20E-03 0.1709 

7 l.20E-08 0.0625 2.57E-06 0.1262 2.3IE-05 0.1573 7.89E-05 0.1666 2.05E-04 0.1711 
7.52E-10 0.0625 3.24E-07 0.1263 3.6SE-06 0.1578 l.32E-05 0.167 3.SIE-05 0.1712 

9 4.70E-1I 0.0625 4.09E-08 0.1263 5.77E-07 0.1581 2.208-06 0.1673 6.00E-06 0.1713 
10 2.94E-l2 0.0625 5.17E-09 0.1263 9.l4E-08 0.1583 3.698-07 0.1675 l.03E-06 0.1713 
11 l.84E-l3 0.0625 6.S3E-IO 0.1263 l.4SE-08 0.1585 6.l9E-08 0.1676 l.76E-07 0.1714 
12 8.lSE-11 0.1263 2.30E-09 0.1586 l.04E-08 0.1678 3.02E-08 0.1714 

PI o.,�, 0.1263 0.1586 0.1678 0.1714 

Cuadro 5.2: Razón de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y y= 1 usando Gauss 

Seidel Puntual Red-Black 

Note que incrementando y la razón de convergencia del método multimalla converge 

a la razón de convergencia del método de dos mallas. Los siguientes números ilustran la 

convergencia dos malla y multimalla. Del cuadro (5.6) tenemos que 

Razón de iteración multimalla con y = l 

Razón de iteración multimalla con y = 2 

0,1678 

0,0702 

Razón de iteración multimalla con y = 3 0,0688 

Razón de iteración multimalla con y = 4 0,0700 

Razón de iteración multimalla con y= 5 0,0717 

Razón de iteración dos malla (cuadro (5.1)) 0,0741 

(5.1.2) 

Se observa adicionalmente que la razón de convergencia es mejor para y = 2(W-ciclo) 

que para y = l (V-ciclo). Por otro lado, y = 2 requiere más trabajo computacional que 

y = l ,  como es visto en la proposición 3.4.14. y = 3 es improductivo, pues sólo existe 

un mejoramiento insignificante. Finalmente para poder hacer una evaluación del programa 

realizado comparamos los resultados del programa desarrollado con el MUDPACK. En los 

cuadros (5.7), (5.8), (5.9) que los resultados son similares a los mostrados en los cuadros 

(5.2) y (5.3). En el cuadro (5.8) se uso MUDPACK con interpolación lineal. 



ya2 
/11 = . h1 = l h1 = n h1=-/,_ 

h¡ = i;
J 11./. -u1II rollo 11u!-u111 ratio 11rl. -11,11 rallo 11.l.-u1II ratio 11.I. -u,11 
1 0.203 0.1039 0.538 0.1064 0.907 0.08 1.34 0.0561 1.92 
2 l.26E-02 0.0621 3.12&-02 0.0S8 4.48E-02 0.0494 6.ISE-02 0.046 8.46&-02 
3 7.898-04 0.0625 1.858-03 0.0594 2.468-03 0.0548 3.298-03 0.0533 4.42&-03 
4 4.93E-05 0.0625 I.I IE-04 0.0599 1.43(!-04 0.0581 1.84(!-04 0.056 2.428-04 
s 3.0SE-06 0.0625 6.718-06 0.0605 8.7Sl!-06 0.0613 l.08E-05 0.0583 1.38(!-05 
6 l.93E--07 0.0625 4.09(!-07 0.061 S.63E-07 0.0643 6.49l!-07 0.0603 8.12E-07 
7 l.20E-08 0.0625 2.SIE-08 0.0614 3.76E-08 0.0669 4.048-08 0.0622 4.92&-08 
8 7.S2E-IO 0.0625 I.SSE-09 0.0618 2.59E-09 0.0689 2.S8E-09 0.064 3.06E-09 
9 4.70&-1 I 0.0625 9.62E-ll 0.0621 1.82&-IO 0.0704 1.69&-IO 0.06S6 l.95E-IO 
10 2.94l!-12 0.0625 6,00E-12 0.0624 1.JOE-11 0.0714 l. lJE-11 0.0669 1.27E-ll 
11 1.84&-13 0.0625 3.76&-l3 0.0627 9.39&-l3 0.0721 7.70&-13 0.068 8.47&-13 
12 2.32E-14 0.0616 6.76E-14 0.072 S.41E-14 0.0702 

PI 0.0625 0.0616 0.072 0.0702 

Cuadro 5.3: Razón de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y y 
Puntual Red-Black 

y= 1 
v=I v=2 v=3 v=4 v=5 

J Mu! - "'" rollo u,/, -u1n rolla u.l.-u,11 ralla itu! -u,n rollo 11,/, -u1U 
1 7.92 0.3307 4.08 0.1704 2.7 0.1128 2.01 0.Ull4 1.61 
2 2.45(!+()() 0.3098 0.647 0.1586 2.82E-OI 0.1044 l.56E-OI 0.0774 9.94E-02 
3 7.62&-0l 0.3106 0.10S 0.1624 3.078-02 0.1089 l.28E-02 0.0819 6.SBE-03 
4 2.37E-01 0.3109 1.72E-02 0.1642 3.41E-03 0.111 1.07&-03 0.0839 4.47&-04 
5 7.36&-02 0.3109 2.BSE-03 0.1653 3.828-04 0.1122 9.09E-05 0.0849 3.0l!E-05 
6 2.29&-02 0.3107 ◄.74&04 0.1661 4.32&-05 0.113 7.78E-06 0.0856 2.l<CE-06 
7 7.IIE-03 0.3105 7.89&-05 0.1666 4.918-06 0.1135 6.70&-07 0.086 I.SOE-07 
8 2.21E-03 0.3103 1.32.l!-05 0.167 5.59E-07 0.1139 5.78E-08 0.0863 1.05&-08 
9 6.84E-04 0.3101 2.20&-06 0.1673 6.39&-08 0.1142 5.00E-09 0.0865 7.38&-IO 
10 2.l2E-04 0.3100 3.69&-07 0.167' 7.JIE-09 0.1144 4.34l!-10 0.0867 5.19&-II 
11 6.57E-05 0.3098 6.19l!-08 0.1676 8.381!-IO 0.1146 3.76&-l1 0.0868 3.67&-12 
12 2.0Jl!-05 0.3097 l.04E-08 0.1678 9.61E-II 0.1147 3.26l!-12 0.0865 
13 6.30E-06 0.3097 l.7◄E-09 0.1679 I.IOE-11 0.1148 2.71E-13 0.0833 
14 l.95E-06 0.3097 2.93E-IO 0.1679 1.26E-12 0.1144 2.35E-14 0.0868 
15 6.0SE-07 0.3098 4.921!-II 0.168 l.36E-l3 0.1081 
PI º-�""" 0.168 0.1081 0.0868 
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ratio 

0.039 
0.0441 
0.0522 
0.0548 
0.0571 
0.0588 
0.0605 
0.0622 
0.0637 
0.0652 
0.0666 

0.0666 

2 Gauss Seidel 

rallo 

0.0671 
0.0618 
0.0661 
0.068 
0.069 

0.0695 

0.0699 
0.0701 
0.0703 
0.0704 
0.0706 

0.0706 

Cuadro 5-4: Razón de convergencia dependiente de v para h, = 
3

1

2 
y y = 1 con Gauss Seidel 

Puntual Red-Black 

5.2. Ejemplo numérico de la iteración anidada 

Aplicamos la iteración anidada (3.5.3) para el problema de Dirichlet 

-ll.u = -3y/(x + 1) -y3 /(x + 1)
3 en O= (O, 1) x (O, 1)

u = en an..

(5.2.1) 

La iteración multirnalla MGM en (3.5.3c) con v = y = 2 . En el cuadro (5.10) pre­

sentamos el resultado de la iteración anidada, donde p es un interpolantes half weighting 

(3.3.6). Para ilustrar el desarrollo de las iteraciones son mostradas el error por iteración 

llü� - ukll'PI" , el error total llü1 - ullq¡- y el error de discretización llük - ullq¡- (uk:solución disc­

reta exacta;ll · lla¿¡, : norma sup; u(x,y) = 0,5y3 /(x+ 1): solución exacta). ü1 son los resultados 
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Y=2 
v=I val v=3 v=4 v=5 

J 11.I. -11,11 ratio 11,/,-11,11 ratio n,/. -11,11 ratio 11,/. -u,11 ratio 11.l.-u,II ratio 

1 2.65 0.1107 1.34 0.0561 0.98 0.0'IUll 0.791 0.033 0.67 0.028 
2 4.891!-0I 0.1844 6.181!-02 0.0460 2.82E-02 0.0288 1.78!!-02 0.022A 1.24!!-02 0.0186 
3 I.OIE-01 0.2071 3.291!-03 0.0533 9.591!-04 0.034 4.76!!-04 0.0268 2.76E-04 0,0222 
4 2.211!-02 0.2180 1.841!-04 0.0560 3.70E-05 0.0386 l.451!-05 0.0305 6.971!-06 0.0253 
5 4.961!-03 0.2248 1.081!-05 0.0583 1.571!-06 0.0425 4.851!-07 0.0334 l.92E-07 0.0275 
6 1.141!-0l 0.2297 6.491!-07 0.0603 7.121!-08 0.0452 1.711!-08 0.0353 5.52E-09 0.0288 
7 2.66 -04 0.2331 4.041!-08 0.0622 3.35E-09 0.0471 6.231!-10 0.0365 1.631!-IO 0.0296 
8 6.261!-05 0.2356 2.581!-09 0.0640 1.621!-10 0.04&3 2.331!-ll 0.0373 4.891!-12 0.03 
9 1.491!-0S 0.2374 1.69 10 0.0656 7.98 12 0.0492 8.811!-13 0.0379 1.481!-13 0.0303 
10 3.S51!-06 0.2388 1.131!-I I 0.0669 3.971!-13 0.0498 3.791!-14 0.043 
11 8.S ll!-07 0.2398 7.70 13 0.0680 2.I IE-14 0.0532 
12 2.0SE-07 0.2407 HIE-14 0.0702 
13 4.94E-08 0.2413 
14 1.191!-08 0.2419 
15 2.901!-09 0.2424 

PI 0.Z42 0.070 0.0532 0,0430 0.0303 

Cuadro 5 .5: Razón de convergencia dependiente de v para h1 = 3� y y = 2 con Gauss Seidel
Puntual Red-Black 

v=2 

y=I y=l y=3 y=4 y=S 

j H,/, - "'ª "'''° 1i,l,-u,K ratio u.l. - u,11 ratio ¡i,l,-u¡ft ratio 11.I. -u,11 ratio 

1 4.08 0.1704 1.34 0.0561 1.31 0.0547 1.31 0.0547 1.31 0.0547 
2 6.471!-0I 0.1586 6.181!-02 0.0460 5.701!-0l 0.0435 5.681!-02 0.0434 5.67E-02 0.0434 
3 1.051!-0I 0.1624 3.291!-03 0.0533 2.991!-03 0.0524 2.971!-03 0.0524 2.971!-03 0.0524 
4 1.721!-02 0.1642 l.841!-04 0.0560 1.661!-04 0.0557 l.651!-04 0.0557 l.6SE-04 0,0557 
5 2.SSE-03 0.1653 1.081!-05 0.05&3 9.751!-06 0.0586 9.70!!-06 0.0587 9.701!-06 0.0587 
6 ◄.7◄E-04 0.1661 6.◄91!-07 0.0603 S.9Jl!-07 0.0608 S.916-07 0.0609 S.911!-07 0.0609 
7 7.891!-05 0.1666 4.041!-08 0.0622 3.73E-08 0.0629 3.721!-08 0.0629 3.721!-08 0.0629 
8 IJlE-05 0.1670 2.5Bll-09 0.0640 HIE-09 0.0646 2.40ll-09 0.0646 2.40E-09 0,0646 
9 2.20!!-06 0.1673 1.691!-IO 0.0656 1.591!-10 0.066 1.591!-10 0.0661 1.591!-IO 0,0661 
10 3.691!-07 0.1675 1.131!-l l 0.0669 1.071!-11 0.0672 1.071!-ll 0.0672 1.071!-I I 0.0673 
11 6.191!-08 0.1676 7.70E-13 0.0680 7.291!-13 0.0682 7.281!-13 0.0682 7.291!-13 0.0683 
12 1.041!-08 0.1678 5.411!-14 0.0702 S.Oll!-14 0.0688 S.09E-l4 0.0700 S.lJE-14 0.0717 

PI 0.1678 0.0702 U.Ullllll 0.0700 0,0717 

Cuadro 5.6: Razón de convergencia dependiente de y para h, = 3
1
2 y v = 2 con Gauss Seidel

Puntual Red-Black 

intermedios de (3.5.3c): u2 = uk de (3.5.3b), mientras que� es el resultado final de Ü.t de 

(3.5.3c). 

5.3. Análisis de suavización para una ecuación anisotrópi­

ca 

Finalmente queremos mostrar el análisis de convergencia del método multimallas haciendo 

uso del análisis de suavización desarrollado en el capítulo IV. La primera ecuación modelo 

usada es (1.1.4) con/3 = O (ningún termino mixto) y el los parámetros del método multima­

llas son y N = 64, y = 2, v 1 = 2, v2 = O ( esquema W, con 2 iteraciones de pre-suavización 
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r = • 

ht Q ! ht e 6 h1a 'n h1a .Ji h1=·� 
J 11.I. -u,11 rallo 111/.-u,U ratio 11.l.-u1II rollo 11.I. -u,u ratio 11.I. -u1II rallo 

1 0.103515 0.230953 0.345""4 0.423012 0.466517 
2 5.74E-03 0.0554 2.566-02 0.111 4.55E-02 0.132 5.996-02 0.142 7.506-02 0.161 
3 3.47E-04 0.0605 3.00E-03 0.117 6.15E-03 0.135 9.826-03 0.164 l.26E-02 0.168 
4 2.15E-05 0.0620 3.551!-04 0.118 8.83E-04 0.144 l.60E-03 0.163 2.246-03 0.178 
5 1.34E-06 0.0624 4.27E-05 0.120 l.35E-04 0.153 2.59E-04 0.162 3.92E-04 0.175 
6 8.38E-08 0.0625 5.23E-06 0.122 2.08E-05 0.153 4.22E-OS 0.163 6.SOE-05 0.173 
7 S,24E-09 0.0625 6.47E-07 0.124 3.196-06 0.154 6.88E-06 0.163 l.17E-OS 0.172 
8 3.27E-IO 0.0625 8.07E-08 0.125 4.91E-07 0.154 l.13E-06 0.164 2.0lE-06 0.172 
9 2.05E-1 I 0.0625 1.0IE-08 0.125 7.S9E-08 0.155 l.8SE-07 0.164 3.46E-07 0.171 
10 t.28E-12 0.0625 1.276-09 0.126 I.ISE-08 0.155 3.056-08 0.165 S.92E-08 0.171 
11 7.99E-14 0.0625 l.60B-10 0.126 1.836-09 0.156 5.046-09 0.165 I.OIE-08 0.171 
12 5.00E-15 0.0625 2.02E-ll 0.126 2.86E-10 0.156 8.34E-10 0.166 l.73E-09 0.171 
13 3.05E-16 0.0611 2.55E-12 0.126 4.496-11 0.157 l.38E-10 0.166 2.95E-10 0.171 
14 3.22E-13 0.126 7.04E-12 0.157 2.30E-I I 0.166 5.04E-l 1 0.171 
IS 4.07E-14 0.127 1.1 IE-12 0.157 3.82E-12 0.166 8.60E-12 0.171 
pt o.,�, 0.127 0.157 0.166 0.171 

Cuadro 5.7: Razón de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y -y= 1 usando MUD­
PACK con interpolación lineal 

y=I 
it¡ = ¼ ,,, = t lt¡= T5 ,,,= n h1= 7/.¡ 

J u,/, - "'" rallo u.l. -u,n rallo 11.I. -11,n ratio n,1,-u,u ratio n.l. -u,u rallo 

1 0.103515 0.lll.)C)() 0.2119924 0.32626 0.344885 
2 5.74E-03 0.0554 l.86E-02 0.084 2.59E-02 0.089 2.98E-02 0.091 3.28E-02 0.095 
3 3.47E-04 0.0605 l.60E-03 0.086 2.JOE-03 0.089 2.84E-03 0.095 3.16E-03 0.096 

4 2. ISE-05 0.0620 l.40E-04 0.087 2.04E-04 0.089 2.65E-04 0.093 2.94E-04 0.093 
5 l.34E-06 0.0624 l.24E-05 0.089 1.84E-05 0.090 2.42E-OS 0.091 2.69E-OS 0.091 
6 8.38E-08 0.0625 I.I IE-06 0.090 l.64E-06 0.089 2.19E-06 0.091 2.43E-06 0.091 
7 5.24E-09 0.0625 1.00E-07 0.090 1.466-07 0.089 l.97E-07 0.090 2.20E-07 0.090 
8 3.27E-IO 0.0625 9.IOE-09 0.091 l.29E-08 0.089 l.78E-08 0.090 l.98E-08 0.090 
9 2.056-11 0.0625 8.31E-10 0.091 l.14E-09 0.088 1.616-09 0.090 1.796-09 0.091 
10 l.2BE-12 0.0625 7.64E-11 0.092 I.OIE-10 0.088 1.46E-IO 0.091 l.63E-10 0.091 
11 7.99E-14 0.0625 7.04E-12 0.092 8.91E-12 0.088 1.32E-1 I 0.091 l.48E-11 0.091 
12 5.00E-IS 0.0625 6.51E-13 0.093 7.B7E-13 0.088 l.20E-12 0.091 l.35E-12 0.091 
13 3.0SE-16 0.0611 6.04E-14 0.093 6.97E-14 0.089 1.12E-13 0.093 1.23E-13 0.092 
14 5.S5E-IS 0.092 6.22E-IS 0.089 
15 

l'I 0.UOL> 0.UYL 0.089 0.093 º·""' 

Cuadro 5.8: Razón de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y -y= 2 usando MUD­

PACK con interpolación lineal 

y ninguna post-suavización ). El valor inicial es ui = O. 

El criterio para observar la convergencia del método multimalla en resumen es el sigu­

iente: si el factor de convergencia computacional es próximo al factor de suavización sig­

nifica que el corrector en la malla gruesa (CGC) están funcionando correctamente, pues 

para hacer el análisis de suavización se asume que el CGC anula las componente suaves y 

lo que muestra el factor de convergencia se refiere al análisis de los modos oscilatorio. 

En la figura (5.1) se observa una característica de los métodos iterativos clásicos que 

empeoran cuando el grosor de malla es reducido. Esto es superada por los métodos multi­

malla como se muestra en la figura (5.2) usando el mismo método de la figura (5.1) como 
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yml 
h1 • ¼ 

h1 ª 1 h/ a 'fg h1 =1z h1 =

t( 
1 11,/. -u,11 rollo uu! -u,11 rollo uu!-u,11 rollo 1�/. -u,11 rollo 11.l.-u,11 ratio 

1 0.103515 0.17<uo5 0.144451 0.182226 0.208389 
2 5.74E-03 0.0554 5.661!-03 0.033 7.52!!-03 0.052 l.1 IE-02 0.061 1.27E-02 0.061 
3 3.471!-04 0.0605 1.271!-04 0.022 3.66E-04 0.049 S.S9E-04 o.oso 6.39E-04 o.oso
4 2.ISE-05 0.0620 4.7IE-06 0.037 2.221!-05 0.061 3.67E-05 0.066 4.23E-05 0.066 
5 1.34E-06 0.0624 l.81E-07 0.038 I.IOB-06 o.oso l.95B-06 0.053 2.39E-06 0.056 
6 8.38E-08 0.0625 7.191!-09 0.040 6.47E-08 0.059 1.281!-07 0.066 l.59E-07 0.067 
7 5.241!-09 0.0625 3.061!-10 0.043 3.20 -09 0.049 7.246-09 0.057 9.196-09 0.058 
8 3.27E-10 0.0625 l.32E-I I 0.043 l.86E-10 0.058 4.721!-10 0.065 6.0JE-10 0.066 
9 2.0SE-11 0.0625 5.71E-\3 0.043 9.0SB-12 0.049 2.71E-11 0.057 3.SOE-11 0.058 
10 1.281!-12 0.0625 2.54E-14 0.044 5.298-13 0.058 1.74 12 0.064 2.278-12 0.065 
11 7.99E-14 0.0625 9.99E-16 0.039 2.SJE-1◄ 0.048 1.00 13 0.058 I.JJE-13 0.059 
12 S.OOE-15 0.0625 USB-15 0.061 6.448-15 0.064 8.88B-15 0.067 

º' 0.0625 0.039 0.061 0.064 0.067 

Cuadro 5.9: Razón de convergencia para diferentes niveles: v = 2 y y = 2 usando 
MUDPACK con interpolación cúbica 

suavizador. n el cuadro (5.11) se tiene un reswnen del factor de convergencia (r: factor 

10, .----.---Confflv--r-enca_c1o1_met-r-odo-con_o._s..,R_..a1K1t __ Honz....-on1_11_z.i,,.-,.:_Ec._P.,.._· -°"-.-Mio_· o1_ropa:o_·--.-•_•1_00_--,.----. 
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Figura 5.1: Convergencia Gauss Seidel 

de convergencia o reducción media 2.2.6). Se consideran dos números de iteración(i) para 

cada parámetro de anisotropia s. El primero se realiza para i = 1000 y el segundo se es­

coge luego de ver la figura (5.3), figura (5.4) figura (5.5), figura (5.6) y figura (5.7), pues 

luego de esas iteraciones se alcanza el error de discretización y no permite que haya más 
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i = 1 i = 2 
Err. Total Err. Total Err. Disc 

hk 1114- ukll ratio llu{-ukll ratio lluk-ull ratio 
2.89E-04 2.89E-04 1.450E-04 

t 3.280E-03 3.280E-03 8.810E-05 0.608 
4.558E-04 0.139 l.061E-04 0.032 2.640E-05 0.300 

\6
4.002E-05 0.088 l .936E-05 0.182 6.890E-06 0.261 

3j2 
5.885E-06 0.147 4.656E-06 0.240 l .740E-06 0.253

� 
1.172E-06 0.199 l.083E-06 0.233 4.360E-07 0.251 

ly8 2.698E-07 0.230 2.623E-07 0.242 1.090E-07 0.250 

2j6
6.550E-08 0.243 6.498E-08 0.248 2.725E-08 0.250 

s¡2 1.624E-08 0.248 1.620E-08 0.249 6.813E-09 0.250 

IO'>A 4.049E-09 0.249 4.046E-09 0.250 l.703E-09 0.250

Cuadro 5.10: Iteración anidada con interpolación cúbica p para la (5.2.1) usando MUD­
PACK 

decrecimiento del error. Los factores de convergencia son medidos y como puede obser­

varse cuando el parámetro de anisotropía (s) es diferente de 1, el factor de convergencia del 

método multimalla tiende a 1. Lo cual coincide con los factores de convergencia estudiados 

en la sección §4.4.2, §4.4.3 para Jacobi y Gauss Seidel. Para Gauss Seidel Red Black, se 

constata que el factor de suavización es similar a los valores del cuadro 4.1. En el cuadro 

(5.12) se muestra el factor de convergencia para el método multimalla teniendo a Gauss 

Seidel Red-Black Horizontal Zebra, Gauss Seidel Zebra X y Gauss Seidel Zebra Y como 

suavizador. Del cuadro (4.4) el factor de suavización Gauss Seidel Zebra vertical X para 

una fuerte anisotropia se demostró que es un mal suavizador para /3 = O, pero para /3 = 90, 

lo que es equivalente a tener un Gauss Seidel Zebra Y, es un excelente suavizador. El méto­

do multimalla con este suavizador se comporta análogamente, lo que también quiere decir 

que el corrector de malla gruesa (CGC) es bueno. La convergencia para estos métodos es 

ilustrado en las figuras (5.8) y (5.9) donde el decaimiento del error es el esperado. 

¡: 

i 
í 

! 
¡· 
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Figura 5.2: Independencia de la convergencia MG con respecto al grosor de malla h = l/N 

(N =32,64, 128) 

5.4. Conclusiones y trabajos posteriores 

Los métodos de iteración clásicos son métodos que dependen del grosor de malla elegi­

dos (h) y empeoran a medida que éste se reduce. Esto no sucede con los métodos multi­

mallas, los que convergen independientemente del grosor de malla. 

No debería de usarse como suavizadores los métodos iterativos de Jacobi o Gauss Seidel 

puntual cuando se incluye un parámetro de anisotropía en una ecuación de Poisson. Lo 

más recomendable es usar cualquiera sea la ecuación un método de relajación por bloques 

y alternante, por decir, Gauss Seidel Zebra Alternante. El único problema es que si la 

anisotropía se presenta claramente en una dirección el costo computacional es mayor si 

es que se usará únicamente un método de relajación por bloques en la dirección de la 

anisotropia. 

El método multimalla se presenta como un método eficiente, pues el costo computa­

cional es proporcional al número de variables. Este método es adecuado para resolver ecua­

ciones lineales que deriven de la discretización de EPDs de tipo elípticos y se pueden usar 
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Figura 5.3: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica (1.1 .4) con Jacobi 

e<= 1 

como pre-condicionador en los métodos basados en subespacios de Krilov (Por ejemplo 

con Gradiente Conjugado [15]). 

En un trabajo posterior corresponde analizar el factor de suavización de mejores méto­

dos de relajación, por ejemplo, el de factorización incompleta (ILU) incluyendo además el 

término mixto f3 * O. 

Y para superar el tiempo de ejecución al momento de hacer los cálculos computa­

cionales, generados por el uso de mallas muy finas y debidas en gran medida a una memo­

ria insuficiente, se debería implementar un programa que no use recursión a pesar que los 

métodos multimallas se prestan para una programación recursiva. 
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Figura 5.4: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica (1.1.4) con Jacobi 
e>= 1 

Como191nd1 dtl metodo hUlimtlt con '1"'2,•1"2.,2-0 y con rtltjacón do Gaun Seidtl 
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Figura 5 .5: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica ( 1.1.4) con Gauss 

Seidel puntual s >= 1 



Método e i 

Jacobi 1000 1000 

500 
100 1000 

250 
10 1000 

45 

1 1000 

7 

0.1 1000 

35 
0.01 1000 

350 

0.001 1000 

500 

Gauss Seidel 1000 1000 

500 

100 1000 

250 

10 1000 

35 

1 1000 

7 

0.1 1000 

35 

0.01 1000 

350 

0.001 1000 

500 

GS- Red Black 1000 1000 

500 

100 1000 

250 

10 1000 

35 

1 1000 

7 

0.1 1000 

35 

0.01 1000 

250 

0.001 1000 

500 

llut - u1,II
9.20E-03 

0.101 

4.16E-06 

2.60E-03 

2.60E-06 

8.75E-05 

l.04E-06

3.06E-05

2.55E-07

6.70E-04

l.04E-07

2.32E-04

8.97E-03

9.84E-02

8.56E-05 

9.23E-03 

4.14E-06 

8.09E-06 

2.60E-06 

2.85E-06 

l.03E-06

l.24E-06

2.49E-07

l.llE-06

4.13E-08

8.23E-08

8.33E-05

8.98E-03

8.56E-05 

9.22E-03 

4.14E-06 

7.73E-06 

2.60E-06 

2.65E-06 

l.03E-06

1.03E-06

2.49E-07

6.85E-07

4.13E-08

6.99E-06

8.35E-05

9.00E-03

IIL1,ut- fill 
3.460E+02 

4.400E+03 

3.400E-02 

2.650E+Ol 

1.350E-03 

6.910E-Ol 

2.090E-04 

2.660E-01 

l.630E-04

5.310E-01

l.lOOE-03

3.020E-02

3.290E-01

4.210E+OO

l.580E+OO

l.730E+02

l.lOOE-10

6.730E-02

l.170E-ll

9.250E-03

1.580E-12

l.170E-02

l.OOOE-12

8.880E-04

8.340E-13

6.360E-06

l.540E-03

l.680E-Ol

3.140E+OO 

3.430E+02 

l.240E-10

l.290E-O l

l.210E-11

l.030E-02

1.580E-12

l.450E-04

l.200E-12

l.OlOE-03

l.160E-12

l.260E-03

3.070E-03

3.350E-01
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T ::¡-

0.995 0.995 
0.995 0.994 
1.000 0.987 

0.976 0.974 
1.000 0.987 
0.815 0.800 

1.000 0.986 
0.228 0.205 
1.000 0.984 

0.813 0.796 

0.998 0.983 

0.977 0.974 

0.995 0.995 
0.995 0.994 

0.991 0.990 

0.991 0.989 

1.000 0.987 

0.965 0.952 
1.000 0.987 

0.918 0.681 

1.000 0.986 

0.012 0.130 

1.000 0.984 

0.686 0.663 

1.000 0.982 

0.964 0.953 

0.991 0.990 

0.980 0.989 

0.991 0.990 

0.991 0.989 

1.000 0.987 

0.965 0.951 

1.000 0.987 

0.992 0.679 

1.000 0.986 

1.000 0.126 

1.000 0.984 

0.685 0.654 

1.000 0.982 

0.954 0.951 

0.991 0.990 

0.991 0.989 

Cuadro 5.11: Análisis de convergencia del MGM para la ecuación modelo (l.l.4)conp = O 

y N = 64, y= 2, v1 = 2, v2 = O. i: número de iteraciones realizadas, T: error relativo 2.2.5, 

f: factor de reducción media 2.2.6 
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Figura 5.6: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica (1.1.4) con Gauss 

Seidel puntual e <= l 

i 

C.-rgoocio dol metodo Mulimolo con !"'2,w1"2,,1-0 J con rolo)teúl do Gouto Soidol REO BlACK 
10' ,---,-----r-----,------.----.---.----;::::::i===;-,

1r/ t---------

10·1 \ 
. 

------------ -- ----
-
-- -·-·--·-------·-

·
-·---

10·1 

10" 

10 .. 

10"' 

10"' 

10·' 

10"'

0 

\ 

1 
1 

1 
1 

1 
1 

100 151] 2111 
fteradonea 

-- .. 1cm 
F100 
a=10 

-F1 
- - ·F0.1 

IF0.01 '­
- · - · ,-0.001 

' 

. 

Figura 5. 7: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica (1.1.4) con Gauss 

Seidel RED BLACK puntual 
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Figura 5.8: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica (1.1.4) con Gauss 

Seidel Zebra X por bloques 
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Figura 5.9: Convergencia MGM para la ecuación de Poisson anisotrópica (1.1.4) con Gauss 

Seidel Zebra Y por bloques 
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e i lltl,. - u,,11 IIL,,u;, - .li,11 f 

G-S Red-Black Horizontal Zebra

1 7 l.03E-06 2.89E-03 0.126 
0.1 35 6.92E-07 l.OlE-03 0.654 

0.01 250 6.99E-06 l.26E-03 0.951 
0.001 500 9.00E-03 0.335 0.989 

G-S Lineal X Zebra

1 7 1.03E-06 8.43E-05 0.126 
0.1 35 7.62E-07 l.13E-03 0.656 
0.01 250 7.06E-06 l.27E-03 0.951 
0.001 500 9.0lE-03 0.336 0.989 

G-S Lineal Y Zebra

1 6 l.03E-06 l.43E-03 0.090 
0.1 6 2.53E-07 3.12E-05 0.071 

0.01 6 4.28E-08 2.75E-06 0.053 
0.001 6 5.46 -09 3.54E-08 0.037 
0.0001 3 5.87 -10 5.llE-10 0.001 

Cuadro 5.12: Analisis de convergencia del MGM para la ecuación modelo (1.l.4)conf3 = O 
y N = 64, y = 2, v 1 = 2, v2 = O. i Número de iteraciones realizadas, f factor de reducción 
media2.2.6 teniendo a Gauss Seidel Red-Black Horizontal Zebra, Gauss Seidel Zebra X y 
Gauss Seidel Zebra Y 
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