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RESUMEN

El presente trabajo de Descomposicion de Valores Singulares de matrices
A € R(m,n) es una de las herramientas mds importantes y de una
amplia variedad de aplicaciones del algebra y del analisis numérico, que solamente
requieren el conocimiento de rango de matrices; conjuntos ortonormales, valores y
vectores propios de matrices de orden n x n, entre otros.

En el capitulo 2 hacemos un breve estudio del cilculo de los valores y vectores
propios asociados a matrices de onden n x n.

En el capitulo 3 hacemos el estudio de la Descomposicion del Valor Singular de
matrices reales de orden m x n, usando el capitulo 2, (esto se hace calculando los
valores propios de la matrices AT A).

En el capitulo 4 hacemos algunas aplicaciones de la Descomposicion de los Valores
Singulares, tales como Solucidon de Ecuaciones Lineales “grandes”. El Problema de
Almacenamiento de matrices de ordenes grandes (en la memoria del computador),

también producto de matrices, etc.
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1 INTRODUCCION

El principal objetivo del presente trabajo, es usar las propiedades de
los valores propios de matrices cuadradas A € R(n,n) (6 A € C(n,n)), donde
R(n,n) (6 C(n,n)) representa el conjunto de matrices reales (6 complejas). En
general R(m,n) (6 C(m,n)) representa el conjunto de matrices de orden m x n
reales (6 complejas.)

En el capitulo 2 se ha desarrollado: localizacién de valores propios, también el calculo
de valores propios de matrices A € R(n,n), asi como sus respectivos vectores propios
asociados.

En el capitulo 3 desarrollamos la descomposicion de los valores singulares de matrices
A € R(m,n), también la sensibilidad de los valores singulares, es decir, comparar
los valores singulares de A y A+ FE, donde E € R(m,n) es la matriz de error,
utilizando los conceptos del capitulo 2.

En el capitulo 4 desarrollamos algunas aplicaciones tales como: normas, soluciéon de
sistemas de ecuaciones lineales, el problema de almacenamiento (es decir, matrices
de orden muy grande), producto de matrices, etc. usando la descomposicién de los
valores singulares de A € R(m,n).

A continuacion damos algunas definiciones que seran usadas en el presente trabajo.

1.1 Conceptos Preliminares

Definicién 1.1. Sea A € C(n,n) una matriz, A es llamada UNITARIA si, y solo
si A*A = AA* = I, donde A* = (A)T

Definiciéon 1.2. Sean A € R(m,n) una matriz, t € R™ un vector, definimos la

siquientes normnas de A:



Az
1. |All. = up ({”" ""2}>, llamada la norma 2 de A, donde
2

lzll2 = V22 +---+ 22.

- NAllF = J (Z Zau) , llamada la norma de Frobenius.

=1 i=1

Az||o )
3. |Allo = sup ({ ””;Ill }) , llamada la norma infinita de A, donde
z#0 oo

zllec = max ({|2:]})-

1<i<n

Definicién 1.3. Sea A € R(n,n) una matriz no-singular, definimos la Condicién

de A con respecto a la norma 2 al nimero:

Cond,(A) = ||All2| A"l (1.1)

A continuacion presentamos algunas propiedades

Proposicion 1.1. Sea A una matriz no singular de orden n x n, Entonces

1. Cond(A) = Cond(AT).
2. Cond(AB) < Cond(A)Cond(B).

3. Cond(aA) = Cond(A), V « € R\{0}.
Prueba:

1. Sabemos que: Cond(A) = ||A||||A7Y|
= |AT|II(A=H)7|
= | ATIIIAT) |
= Cond(AT).
Entonces Cond(A) = Cond(AT).

2



2. Cond(AB) = ||AB|I||(AB)”"||
= ||AB||||B~*A7Y||
< lAIBIIA- 1B =
= LAl A= BB
= Cond(A)Cond(B).
Entonces Cond(AB) < Cond(A)Cond(B).

3. Cond(aA) = ||laAlll|(aA)~H|
= |elliAfffi (@)~ A7), ¥V « € R\{0}
= lalllAlllal A7, V a € R\{0}

= [lAllllA7H]
= Cond(A).
Entonces Cond(aA) = Cond(A), V a € R\{0} [ ]

Definicion 1.4. Sea A una matriz no-singular, diremos que el sistema Ax = b estd
mal condicionado si Cond(A) es bastante “grande”, en otro caso diremos que estd

bién condicionado.

Ejemplo 1.1. Consideremos el sistema Ax = b, donde:

1 0.9999 1 z
A= b= , T =
0.9999 1 2 T

5.00025001250243 —4.999974998750118
—4.99997499870118 5.00025001250243

Notamos que A~ =103

Ademds || A]| = 1.9999,
|A~!|| = 1.000000000000361 x 10*
Cond(A) = 1.999900000000723 x 10%.
Observamos que es un nimero “grande” entonces cualquier sistema que formemos
con la matriz A, diremos que dicho sistema estd mal condicionado.

En particular con el sistema dado tenemos que dicha solucion es:



5000.75003750368 -
B = .
—4999.24996249993

Ademas de eso necesitamos algunos conceptos de orden, consideraremos también

R* = {x € R/z > 0},

Definicién 1.5. Sea f : N — R*. El orden de f se define como
O(f) ={9:N—Rt/3c € R y Iny € N,g(n) < cf(n),Vn > ne}.

Existe otra alternativa para verificar que g € O(f):

g € O(f) si lim ; = ¢, para algin c € R* = R* U {0}, con ¢ # oo
n—oco

g(n

f(n
3

Ejemplo 1.2. Sea f(n) = % y g(n) = 3Tn?+120n+17. Probaremos que g € O(f),

pero f & O(g).
Observe que Yn > 78 tenemos que g(n) < 1.f(n) entonces g € O(f).

Si aplicamos la definicion alternativa se obtiene:

2 +120 17
limmzlim s n+ =0=c¢c=0
n—oo f(n) n—oo n3/2

entonces g € O(f).
Ahora, veamos que f € O(g):

f(n) lim n®/2 _
n—oo g(n) n—ooo 37Tn2 + 120n + 17

(0 @)

Esto nos lleva a la siguiente conclusion, entonces vamos a suponer que f € O(g),

entonces Ic € Rt y Ang € N tal que Vn > ny se tiene:

3
% < (37n2 +120n + 17)c

it + 1—70 < 174c¢
n nz —

5337c+

4



entonces, 0] < 174c, esto es una contradiccion, debido a que N estaria acotado. O

Ejemplo 1.3. Sean f(n) = n® y g(n) = nLn(n). Mostraremos que g € O(f), pero
f € O(g), es decir,

L L O P _
lim Qﬂ = lim m = lim _n(n) L'Hospital lim I/_n =0,
n—oo f(n) n—oo n2 v n oo 1
entonces g € O(f),
ademds, como
lim f(n) = 00,
n—co g(n)
tenemos que f € O(g). -

El orden O posee las siguientes propiedades que son dadas en

el siguiente:

Teorema 1.1. Sean f,g,h: N — R*:

1. Transitividad: Si f € O(g) y g € O(h), entonces f € O(h).

2. O(f + g) = O(maz({f, g})).

3. O(af)=0(f),YVa>0

Prueba:
1. Sean ¢; € Rt y n; € N tales que f(n) < c;9(n),Vn > ny,

c2 € R* y ny € N tales que g(n) < coh(n), Vn > n,,
definamos n3; = maz({n;,n,}), entonces

f(n) < c3h(n), V n > n3, donde c3 = c;c;
entonces f € O(h).

2. Sihe O(f+9) = 3ce R*,n; e N/ h(n) < c(f(n)+g(n)),Yn>mn

pero f(n)+ g(n) < 2maz({f,g})(n)
= h(n) < 2¢ maz({f,g})(n), Vn >n
=> h € O(maz({f,g})).

b}



Si h € O(maz({f,9})) = 3c € R*,n; € N/ h(n) < ¢ maz({f,g})(n)
pero maz({f,9})(n) < f(n) + g(n)

= h(n) < c(f(n)+9(n)),Vn2>m

= h € O(f +9).
Luego O(f + g) = O(maz({f, g}))-

. Sea g € O(af) = 3c € RY, 3n, € N tal que
9(n) < clarf(n)) = (ca) f(n), ¥ n > no
hagamos ¢’ =ca > 0
— g(n) < Of(n), Y n 2 mo
= g € O(f)
= O(af) C O(f) (%)
Sea g € O(f) = 3c € R*, Iny € N tal que:
o(m) < cf (n) = () af(n), ¥ n>ng >0
hagamos ¢ = = >0

= g(n) < (af(n)), Vn > ng, a >0

= g € O(af)

= O(f) C O(af) (i2)
Luego de (¢) y (¢2) tenemos:

O(af) = O(f), Va>0 O



2 EL PROBLEMA DE VALORES PROPIOS
DE UNA MATRIZ

En este capitulo desarrollaremos el estudio numeérico del problema de
valores propios de una matriz. Estos problemas son muy importantes y ofrecen una

variedad de aplicaciones en matematica, ingenieria, estadistica, economia, etc.

2.1 Conceptos Basicos

Definicién 2.1. Sea A € C(m,n), denotamos a la conjugada de A, mediante
A € C(m,n).

La transpuesta de la conjugada de A es denotada por A*, es decir, A* = (A)T.
Si A€ C(n,n) y A* = A, entonces A es llamada matriz HERMITIANA,

A es llamada matriz UNITARIA st A*A = AA* = 1.

Una matriz hermitiana A es DEFINIDA POSITIVA si z* Az > 0,Vz € C\0.
A es semidefinida positiva st z* Az > 0,V € C

2.2 Valores Propios y Vectores Propios

Definicion 2.2. Sea A € C(n,n) una matriz. Entonces A € C es un VALOR
PROPIO de A, si existe un vector ¢ € C*\{0} tal que:

(=N

Az = Az
(A= X))z = 0

Al vector = también es llamado VECTOR PROPIO a la derecha de A asociado
con el VALOR PROPIO ).
(A, ) es llamado el PAR PROPIO de A.



Un vector y € C"\{0} que satisface yTA = \yT es llamado VECTOR PROPIO a

la izquierda de A asociado con el valor propio A.

Definicién 2.3. El polinomio P4(\) = det(A — AI) de grado n es llamado
POLINOMIO CARACTERISTICO DE A.

Asi, las raices de P4(\) son los valores propios de A.

Oservacion 2.1. De las definiciones anteriores, obtenemos:

1. Si (\,z) es un PAR PROPIO de una matriz no singular A, entonces

1 :

(X’T) es el par propio de A™!.

En efecto:

como (A, z) es un PAR PROPIO de A = Az = \z

Siendo A no singular se tiene:

A71Az =z = A7'(\z) = MA7 'z

= M lz=2,)#0

1
= A7 lz = 1z

1
- (X’T) es un par propio de A™!

2. Si (A, z) es un par propio de A, entonces (A — o, z) es un par propio de
A—ol, donde 0 € C
En efecto:

como (A, z) es un par propio de A => Az = Az, ademds

(A-ol)z = Az —olx
= Az —oz
= (A=-o)z

= (A — 0,z) es un par propio de A — ol.

Definicion 2.4. El conjunto de valores propios de una matriz A es llamado el

ESPECTRO de A.



Ahora presentamos algunos resultados basicos de valores propios

y vectores propios.

Teorema 2.1. Los valores propios de una matriz triangular A son los elementos de

su diagonal.

PRUEBA: Sin pérdida de generalidad podemos suponer que A es una matriz
triangular superior.

= A- Al tambiénnes una matriz triangular superior,

= det(A — M) = [J(ais — A)

= 11,022, ..+, Qpp ;3111 los valores propios de A.

En forma similar se obtiene el mismo resultado si A es una matriz triangular

inferior. [ |

Teorema 2.2 (GENERALIZACIC)N DE TEOREMA 2.1). Sea

i T
All A12 A13 LA Alk
0 A22 A23 B A2k
A= 0 0 Az --- As
0 0 0 --- A

donde cada A;; € C(l,1) es una matriz. Entonces el espectro de A es igual a la unién

de los espectros de A;,i = 1,2, ..., k.

PRUEBA: Se observa que A es una matriz del orden k! x ki, entonces
det(A i /\Ikl) = det(Au — /\I[) c -det(Akk - /\Il)
Luego, el conjunto de ceros del polinomio caracteristico de A es igual a la unién

del conjunto de ceros de los polinomios caracteristicos de Aj;,-- - , Agg. ]

Teorema 2.3. Dos matrices similares tienen los mismos valores propios.

PRUEBA: Sean A, B dos matrices similares

— 3T una matriz no-singular tal que, B = TAT™!



Veamos que A y B tienen los mismos valores propios:

det(B — A\I) = det(TAT™! — XI)
= det(TAT' — ATT™)
= det(T(A — M)T™Y)
= det(T)det(A — A )det(T™")
= det(TT')det(A — )
= det(A— )

== A y B tienen los mismos polinomios caracteristicos y por tanto los mismos

valores propios. [

Nota 2.1. El reciproco del teorema (2.3) es falso.

Veamos el siguiente contraejemplo: sean las matrices

entonces

A=Al = , B—=—AI=

det(A — AI) = (1 — A\)? = det(B — )

se observa que tienen los mismos valores propios,

t t
ahora supongamos que eziste una matriz T = e , no singular tal que
t21 22
A=TBT™!
11 10 g . 10
= A= =T T =TTI"=1I= =B
01 0 1 0 1
= A = B contradiccion. [

10



Teorema 2.4. Sea A una matriz de orden m X m. Entonces los vectores propios

asociados con los wvalores propios distintos son linealmente tndependientes.

PRUEBA: La demostracion la haremos por induccién sobre m.

Sean Aj,Az,---, A, los valores propios de A tales que A\; # X; Vi # j y sus
correspondientes vectores propios €;,Ts,: -+ , T

Supongamos que para (m — 1) se satisface el teorema.

Ahora probaremos que también se cumple para m.

Consideremos {c;, ¢, - ,cn} C R constantes tales que:

m

ZC,'J!,' =0 (21)

=1

Veamos que ¢; = ¢ =---=¢,, = 0:

En (2.1) multiplicamos por (A1l — A)(A2l — A)---(Au—1] — A) obteniéndose:

(/\1[ — A)(/\g[ = A) oo (/\m—ll - A) zm:c,-:c,- =0 (2.2)
observar que: (M — AY( AT — A) = (AT — A)(NI — A) Vi # 5. (2.3)

Luego para¢t =1,--- ;m — 1 y sabiendo Az; = \jz; (= (A — A)z; = 0) tenemos:

ci(AI — A) -+ Al — A)z; = ;i H (AT — A) | (AT — A)z; = 0.

Luego de (2.2) se tiene:
Cm(/\II = A) sien (/\m_gl = A)(Am_ll — A)Zlfm =0
g‘——:—é‘gg cm(AlI - A) e (Am—ZI - A)()‘m—l - Am)zm =0

11



y asi sucesivamente obtenemos:
(A1 = An) (A2 = M) Am—1 — An) T =0
Como \; # A; Vi#jyz, #0 se tiene que:
cm = 0.

Luego de (2.1) se tiene:

m m—1
E C;T; = E C;T; = 0
i=1 i=1
Como z,,-+-,Tm_; son linealmente independientes por hipétesis de induccién

obtenemos que:

CiL=C=+:"=Cp_1=Cpn =20
y de esta forma z,,--- ,z,,_1,Z,, son linealmente independientes. [ ]

Teorema 2.5. Sea A una matriz de orden n x n, entonces A es similar a una
matriz diagonal D si, y sdlo si, los vectores propios x,,--- .x, de A son linealmente

independientes.

PRUEBA: Sean )\, -- -, A, los valores propios de A asociados a los vectores propios
zi,--- .T, respectivamente.

Definamos X = (z,,z2,- - - .T,), entonces

AX = A(z1,T2,---.x,) = (Axy,Axs,--,Ax,)

= (Almla A2:1"2a R Aflmn)

A0 oo 0

0 Ao+« O
= (121,1'2,"‘ 1xn)

0 O An )

12



donde D = diag(A1,--- ,Az)
Si {%1,---,Z,} es linealmente independiente <= X es no singular

< D=X1AX <= A essimilar a D [}

Corolario 2.1. Si todos los valores propios de una matriz A de orden n X n son

distintos, entonces A es similar a una matriz diagonal D.

2.3 El Teorema de Triangularizacion de SCHUR
y sus Aplicaciones

Teorema 2.6. Para cualquier matriz compleja A de orden nxn existe una matriz

unitaria U tal que

U*AU =T

es una matriz triangular superior. Los valores propios de A son los elementos de la
diagonal de T'.
PRUEBA: Probaremos usando induccién sobre n:
Para n =1 el teorema es verdadero.
Supongamos que para (n — 1) el teorema es verdadero, n > 2.
Veamos que para n el teorema también es cierto:
Sea u un vector propio de A con ||z||2 = 1 asociado al valor propio A;. Entonces

podemos elegir una matriz V' de orden n x (n — 1) tal que:

U, = (w,V)
sea unitaria.

Como AU, = A(u,V) = (Au, AV) = (A\u, AV') tenemos:

(Al***\

u* 0
A, =Uj AU, = (Aru, AV) = (2.4)
1% :

\ 0 /

13



donde A = V*AV es una matriz de orden (n — 1) x (n — 1).
Se observa que los valores propios de A y A son los mismos, excepto A;. Por hipdtesis

existe una matriz unitaria V; de orden (n — 1) x (n — 1) tal que:
T =V Av;

sea triangular superior.

Luego, definimos

(10 0 o)
0

Vi
R /

Como V] es unitaria, entonces U, es unitaria y

U; AU, 2 U3Ur AULU,
U*AU

donde U = U,U,.
Luego,

(Al *---*\

vtau = | =T

\ 0 /

donde T es triangular superior, entonces U* AU también es triangular superior.
Como los valores propios de una matriz triangular son los elementos de su diagonal

que son justamente los valores propios de A. |

14



Teorema 2.7. Sean Aq,---,A, los valores propios de una matriz A. Entonces los

valores propios de A™ son AT*,--- ,A". En general, si

p(z) = co + 1% + 22 + - - - + cpxF

es un polinomio de grado k, entonces los wvalores propios de p(A) son
P(A1)-- -+, P(An)-
PRUEBA: Del teorema 2.6 tenemos:
T =U*AU
donde U es una matriz unitaria y 7' es una matriz triangular.

Luego

T2 = TT = (U*AU)(U*AU)
= (U*A)(UU*)(AU) pero UU* =1
= U*AIAU
= U*A%U

— T3 = T?T = (U*A2U)(U*AU)
- = U*A3U

En forma sucesiva tenemos:

T™ = U*A™U (2.5)

donde T™ es una matriz triangular cuyos elementos en la diagonal son AT*,--- ;AT
que también son sus valores propios. Como A™ y T'™ son matrices similares, entonces

ellos tienen los mismos valores propios.

15



Luego

&
plA) = cl+cA+cA%+- - +gAk = D Al
=0
k A
— UpAU = S aUAU & S
i=0 i=0

donde ¢;T* es una matriz triangular (debido a que T* lo es) cuyos elementos en la
diagonal son
C,‘Ai,C,‘A;, e aciAf;

k

= E ¢;T* también es una matriz triangular cuyos elementos en la diagonal son

=0
k

p(A1).--- ,p(An), y como p(A) y Z ¢;T* son matrices similares y por el teorema 2.6
i=0
tienen los mismos valores propios. [

Teorema 2.8. Sea A una matriz hermitiana. Entonces

1. Eziste una matriz unitaria U tal que U* AU = D es una matriz diagonal.
2. Los valores propios de A son reales.

3. Los vectores propios de A son ortonormales.

PRUEBA:

1. Por el teorema 2.6 tenemos:
U*AU =T (2.6)

donde U es una matriz unitaria y T' una matriz triangular superior.

Veamos que T es diagonal:

16



de (2.6) tenemos:

(U*AU)* — T#

——— U*A*(U*)* —— T*
e U*AU = T*
T = T

Entonces T es una matriz Hermitiana y como

7 = @)

entonces, se tiene que T* es triangular inferior, por tanto 7" es una

matriz diagonal.

2. Los valores propios de A son elementos de la diagonal de T' y como T es
diagonal y siendo ademas T' = (T)T = T, entonces los valores propios

de A son reales.

3. Sea U = (uy,--- ,uy,) donde los u; son los vectores columnas y como
U*AU = T =D por (1)
_ A(ul,"' aun) = (ulv"' 7un)dia9(d1a"' 7dn)
—————— = Aui — diui
entonces u; son los vectores propios asociadosa d; Vi=1,--- ,n.

Como U es unitaria,

entonces los vectores propios de A son ortonormales. |

Corolario 2.2. 5i A es una matriz real simétrica, entonces eriste una matriz
ortogonal U tal que

UTAU = D,
donde D es una matriz diagonal.

17



PRUEBA: A es una matriz real = A = A,
ademds, A es simétrica == A = AT
——a=@A)" =2

———= A es una matriz Hermitiana real,

teorema 2.8 . . . .
existe una matriz unitaria U tal que

U*AU =D

donde D es una matriz diagonal cuyos elementos son reales,
, =T
ademas, U* = (U) =UT

Teorema 2.9. Los valores propios de una matriz A Hermitiana definida positiva
son positivos. Reciprocamente, si una matriz A Hermitiana tiene todos sus valores

propios positivos, entonces A debe ser definida positiva.

PRUEBA: Sea (A, z) un par propio de A.

—— x'Ax = A:L"x
A Hermitiapa A € R
A Def. positiva Az >0

Como z # 0, tenemos que:
| 2 2 = T n
'z =z, +---+ |z, >0 donde z=(zy,---,2z,) €R

Entonces,
Az
A= >0
*r

Para probar el reciproco, como A es Hermitiana y usando el teorema 2.8 tenemos:

U*AU = D = diag(M1,- -+ , An) (2.7)

18



Definamos para cualquier z € R™\{0},
y=U"z. (2.8)

Entonces y # 0.
Luego

(2.7)

t*Az = z*UDU*z 29

= y'Dy=> Mlyl’>0, VzeR"\{0}

i=1
Entonces A es definida positiva. |

Hemos visto que una matriz arbitraria A de orden n x n es similar a una
matriz diagonal si, y sélo si sus n vectores propios son linealmente independientes.
Luego en particular, una matriz Hermitiana, una matriz real simétrica y una matriz
que tiene distintos valores propios son similares a una matriz diagonal. Esto es,
dichas matrices son NO-DEFECTIVAS. El siguiente teorema muestra que una

matriz arbitraria es también similar a una matriz diagonal por bloques.

Teorema 2.10 (La Forma Candnica de Jordan). Sea A una matriz de orden

n X n, entonces eziste una matriz X no-singular tal que:

Jo--- 0
XTAX =
0 i
donde
(A 1 0 0 0
0 X 0 0
s |® A 0 0
0O 0 O A1
i 0O 0 O 0 X i
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donde \; son los valores propios de A.

PRUEBA: ver [12], [13], [14]

2.4 Localizacion de los Valores Propios

En varias aplicaciones practicas es importante conocer la regién
(regiones) donde se encuentra (encuentran) un (algunos) valor (valores) propio
(propios) o dada alguna region saber cuantos valores se encuentran en dicha region.
Existen varias formas de localizar los valores propios de una determinada matriz A

de orden n x n. Comenzaremos con el método de Gers$gorin.

Teorema 2.11 (Primer Teorema de Gersgorin). Sea A una matriz de orden
n X n. Definamos
n
T = E las;l, 1=1,---,n
J=L
J#i
Entonces cada wvalor propio A de A satisface al menos una de las siguientes

desigualdades:

|/\—a;;|5r;, i=1,---,n

PRUEBA: Sean A un valor propio de A y sea £ un vector propio asociado

a
— (/\—(Lii):lt,-+Za,-j:1:j — 0, 1= 1,... , M
5 ,,
——————— (A -_ aii)xi = — Z (lij-’Bj, 7 = 1, ceem (2'9)
=1
J#i
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donde z; es la i—ésima componente del vector . Sea || = nax ({lz;]})- Entonces,
<j<n

tenemos || ’II < 1 para todo j # k.
T
Luego de (2.9) tenemos:

|5
A= am| < El k,|lm’|
J#k
< Z |lak;| = &
=
Luego A€ {N|X—aw] <71} [ ]

Definicién 2.5. Los discos R; = {z/|z — ai| < 7}, ¢ = 1,---,n son llamados

discos de Gersgorin en el plano complejo.

Ejemplo 2.1.

1 2 3
A=\ 3 4 9
1 11

3
Entonces tenemos: r, = E layj| =5, a;; =1
4:1
I#1
3
Ty = E |as;| = 12, agp = 4
!:l
J#2
3

4:1
J#3
i g
Los discos de Gersgorin son:

R, = {z/|z—-1]| < 5}
Ry = {z/|z — 4] £ 12}
={z/lz -1 < 2} -
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Teorema 2.12 (Segundo Teorema de Gers$gorin). Supongamos que se tiene
R;={z/|z—ay| < T}, 1i=1,2,---,r discos de Ger3gorin tales que R;NR; =0,

V i # 3, entonces el valor propio de A, \; € R; V1 =1,2,---,r.

1 0.1 0.2
Ejemplo 2.2. Sea A=| 02 4 0.3
04 05 8

Entonces R; = {z/|z—1| < 0.3}
R, = {z/|z — 4| £ 0.5}
Ry = {2/z - 8| < 0.9}

notar que R, N R; = OV i # ji,j =1,2,3, ademds los valores propios de A son:
A1 = 0.98336253767999 € R,,
Az = 3.96709236337626 € R,
Az = 8.04954509894374 € R;. (]

Ademas podemos localizar los valores propios de una matriz cuadrada

A de orden nxn mediante los siguientes teoremas:

Teorema 2.13. Sea A un valor propio de una matriz A. Entonces se tiene
|Al < 114l
En particular p(A) < ||A||

PRUEBA: Sea z € R™\{0} un vector propio asociado a A,

entonces Az = Az
—_—— || Az|| = ||Az|| = |Alll=|l (2.10)
Como | Az|| < Al
(2.10)
RY[[EAl < llAlllll|
el A < JlA|
——— max ({M) = n(4) < l4| =

AV.p.A

Corolario 2.3. p(A4) < ||AT||
22



PRUEBA: Como los valores propios de AT son los mismos que los de A

Il

p(AT)
p(A) < ||AT|| .

entonces p(A)
teo 2.13

Teorema 2.14.

p(4) < min ({22" ({2:2 "“f'}) geeis ({g '“""'}) })

PRUEBA: Sabemos que ||A||c = max ({Z laij|}>

1<i<n ¢
j=1

147 Nloo = max ({Z lau'})
- i=1

Como p(A) < ||A]|e por el teorema 2.13 y
p(AT) < ||AT|| por el corolario 2.3

Teorema 2.15. Sean A, ---, A, los valores propios de A, entonces

n

S INE < A2

=1
PRUEBA: Por el teorema 2.6 de triangularizacién existe una matriz unitaria U tal

que:

U'AU =T

donde T' es una matriz triangular superior

= TT* = (U*AU)(U*AU)*
= U'AUU*A*U
= U'AA'U
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entonces AA* es una matriz semejante unitaria a 7™ .

Ademas, se sabe que las matrices semejantes tienen las mismas trazas, entonces
2
* —
tr(TT*) = tr(AA") = ||A]l;

Como T' es una matriz triangular superior, entonces se tiene:

tr(TT*) = > ) |t
i=1 j)=1
_ zzltijlz

lAll%
i=1 j=1

Il

Ademas, los elementos de la diagonal de T" son los valores propios de A

n n
entonces Z |tal? = Z |A:]?
=1 =1
T n n n
= D _IAP = DMl <)) Il =412
=1 =1 i=1 j=1
n
== S I < 14)12 .
i=1

2.5 Calculo de Valores Propios

Describiremos brevemente algunos métodos clasicos para calcular los

valores propios dominantes y los correspondientes vectores propios.

2.5.1 M¢étodo de la Potencia

Este método es usado para calcular el mayor valor propio en médulo y

el correspondiente vector propio de una matriz A de orden n x n.
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2.5.1.1 Busqueda del primer valor propio mas grande en moédulo y
su correspondiente vector propio

Sean los valores propios A;, Aa,--- , A, de la matriz A.
Supongamos que los correspondientes vectores propios v!,v% --- v" sean
linealmentes independientes. Para resolver nuestro problema tenemos dos casos:
[CASO 1] Entre los valores propios de A existe uno cuyo valor en médulo es el
mas grande, es decir: |A;] > |[Az| > --- > |A;]|. Consideremos y € R™ un vector
arbitrario, entonces este vector puede ser expresado como:
n
y= Z Cj'Uj
j=1

donde ¢; (j = 1,2,--- ,n) son constantes. entonces

n

Ay = Z chvj

§=1
Avi=)jvd =
=) — .
Ay = E CjAjv
=1
Avi=\;vl =
=g m,, __ m, j
A™y = E Cj AT (2.11)
j=1
donde m € Z.
Sea ey, ez, --- ,e, la base candnica de R", entonces tenemos:

'Uj = Z:l:,-_,—e,- (212)

=1

sustituyendo (2.12) en (2.11), obtendremos:

n n
Zm = Amy = E Cj/\;-" E .’B,'je,'
=1

i=1
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cambiando el orden de las sumas tenemos:

n n
m ... : . L.\
2" = E €; E CjTij A
i=1 j=1
esta expresion también puede ser expresado de la siguiente forma:
n
mo__ e\
z" = E CjTij Aj
=1
de igual forma se tiene:

n

m+1 __ e m+1

z; = E CiTij A}
Jj=1

de donde obtenemos:

1 1

2P g AT - ez AT
— =

zZ; C1$,'1A;n + -+ Cn.'B,'n/\;ln

(2.13)

Supongamos que ¢; # 0 y z;; # 0. (Esto se logra escogiendo en forma apropiada el
vector inicial y).

Transformando la tltima expresién se obtiene:

m+1 m+1
1+¢2$i2 (ﬁ) o +...+anin (ﬁ) o
- iz \ M T \ M1
Z CoZ; A " ndi An "
' R e e +...+cx" S
ATy /\1 QT ’\1

De aqui tomando limite cuando m — oo y teniendo en cuenta que los valores propios

satisface |A;| > |Aa] > - -+ > |\, se tiene:

Z?n+1
lim Z%— =\, (2.14)

m—oo z,T"

m—00

A\"
(esto es debido a que lim (X——) =0 para ¢ > 1), o aproximadamente,
1

m+1
PP (i=1,2,---,n)

m
Z;
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en forma exacta tenemos:

mH X m
=% o022
A1 om + (/\1)

2

Nota para acelerar la convergencia del proceso de iteracion de (2.14) es conveniente

a veces formar la sucesion de matrices:

A2 = AA
A4 s A2A2
AS == A4A4
Azk — Azk—lAzk—l
de la cual se tiene:
2" = A"y

El vector z™ = A™y es aproximadamente el vector caracteristico de la matriz A
correspondiente al valor propio A;.

En efecto, de (2.11) tenemos:

n
A™y = ) A\ + E c; AT

j=2

donde v/, j =1,2,--- ,7n son los vectores caracteristicos de la matriz A.

De esta forma se tiene:

m, __ m ) 1 - Cj é_]_ mj
Ay—C1)\1 {U +jz=;cl(/\1) v}
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m

como (—Xi) — 0 cuandom — oo para todo 7 > 1, entonces para m suficientemente
1

grande tendremos

A'"y ~ ClA:'l"'Ul.
Practicamente A™y es paralelo al vector v!.

Ejemplo 2.3. Hallar el valor propio mds grande de la matriz:

4 10
A=11 2 1
011

y su correspondiente vector propio.

Solucion: Elijamos el vector inicial y = (1,1,1)T, luego haciendo los cdlculos hasta

905238 4038939
la iteracidn 10 tenemos: A% = 2% = | 417987 y A%y =2'"" = | 1862460 Ji
121248 539235

de esta forma se tendrd:

10 4038939
fiw, _ = 4.4617426577

z& ~ 905238
25 1862460
22— T — 4.4557845100
z%o 417987
539235
zig = = 4.4473723278
2 121248

En consecuencia, podemos tener aprorimadamente,
1
AL = 3 (4.4617426577 + 4.4557845100 + 4.4473723278) ~ 4.4549664985

Para el primer vector carecteristico de la matriz A podemos elegir:

4038939
Ay = | 1862460
539235
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Normalizandolo, obtenemos

0.9015003776
»' = | 0.4157053110
0.1203584793

Asi, hemos obtenido en forma aproximada el mayor valor propio, en

moddulo, de la matriz A y su correspondiente vector propio.

[CASO 2] Multiplicidad de valor propio mas grande, en mddulo, de la matriz A.

Sea s la multiplicidad del valor propio mas grande en mddulo, es decir,

para algins > 1, s€Ny
M| > |A\] parak e {s+1,s+2,---,n}

de la relacién (2.13) tenemos:

+1 m+1 m+1 m+1 1
" aZaAl 4+ CTis AT+ Cop1Tip+1Agqy t 0 CaTin AT
2" CAZAT + 2+ + CTi AT + + * + + o1 Ti o1 AG5g + * 0+ + CaTin AT
m+1 m-+1

A.«1+1 ’\n

C1Ti1 + -+ - -+ CsTis + Cs41T4 541 3 + oot CpTin v

— ) 1 1

- 1 A m A m

541 n

C1Tiy + * - -+ CsTis + Co41Tis+1 b + ot CrTin .

1 1

de donde, si ¢;z;; + - - - + ¢,z # 0 y teniendo en cuenta que:

A\
" —>O0param 200y k>s
1
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tenemos
1"n+1

lim —— = Ay, (:=1,2,...,n)
m—o00 Z.-

z

o, en forma exacta se tiene:

m+1 A m
=T eo((3))
Z; Al

Asi, el método anterior para el calculo de A; también es aplicable en este caso y

z™ = A™y es uno de los vectores propios asociados de la matriz A.

Otra forma de determinar aproximadamente el valor propio dominante de una
matriz A, esta en el siguiente algoritmo.

Denotemos max({z}) = max ({|zi|}), donde z = (z1,--- ,z,)T € R".

1<i<n
Asumiremos que A es diagonalizable.

ALGORITMO (METODO DE LA POTENCIA):

PASO 1 Elijamos z° € R™\{0}

PASO 2 Para k =1,2,--- hasta que converja

gk = Azk!
~k
zk = —:L'_
max({z*})
END

Teorema 2.16. max({#*}) — X\,

¥ — w' maltiplo de v' cuando k — oo

PRUEBA: Aplicando sucesivamente el algoritmo tenemos:

Az°
k=1: z!'= Az° =
:c ’ ‘ maz({Az°})
2.0 2.0
k=2: 72 = Az' = Az o $2= Az AZz0
maz({Az }) max({Amo})max({mm;-x-—o})})
_ A2x0
" maz({A22°})
3.0 3.0
E=3: 5)3=A1!2= A(L‘zo 173: Az 4370
maez({A22°}) max({AzO})maz({mm%z-o—})})
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A3z°

mazx({A32°})
~k = Akfl’o IBk = Ak:l?o
max({A*1zy}) max({A*z¢})

Como A es diagonalizable, entonces los vectores propios v',i =1,--- ,n
asociados con A;, ¢ = 1,--- ,n pueden ser elegidos linealmente independientes.

Luego z° puede ser escrito de la forma:

# = av'tavi+---t+anvt, o #0
. Ak:Ifo = Ak(alvl + (12’02 R a,,'v")

ar ¥vl + ap kv? + -+ e AE”

k k
—— Akﬂ'}o — /\11: ((11’01 + (62 (%E) 'Uz +---+ (8 2% (%‘) 'Un)
1 1

(AN ,
Como |A1| > |A2] > --- > |A,|- Entonces lim (-—-) =0,i=2,---,n.
k—roo
Luego:

% Akz? XE(ayv! + az('x\f)kv2 Josip 5 s an(%’-)"v")

T T {AY)  man( (@ + eGR4+ (o)

avt + ag(’x\f)"vz + -+ an(%)kv"

maz({ayv! + az(32)*0? + - - - + an(32)*v"})

1

— Cv

donde c es una constante y

maste) = mae ({ iy }) = mact A -

Mmaz({aav! + az(32)%0% + - - - + an(52)*0"})

M lmaz({age! + az(%)k_lvz +oot a"(%)k_lv"})

Aymaz({ayv* + ag(%)kqﬂ + -+ an(32)*v"})

1
= -
maz({av! + az(%)k—l,lﬂ 4o+ a"(%)k—wn})

A
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Ejemplo 2.4.

1 2 3
Sea A = 2 3 4

3 4 5

y consideremos z° = (1,1,1)T € R3\{0}

1 23 1 6
k=1: ' =Az2°=| 2 3 4 1 1=1] 9
345 1 12
max({£'}) = 12
1/2 0.50
o2 =] 3/4|=]| 075
© max({#'}) / - ’
1 1.00
1 2 3 1/2 5 5.00
k=2: 3> =Az'=| 2 3 4 3/4 | =| 29/4 | =| 7.25
3 45 1 19/2 9.50
max({£%}) = 19/2 = 9.50
10/19 0.5263
~2
9 r
r=——-——= =~
max({77) 29/38 0.7632
1 1.0000
1 23 10/19 96/19 5.0526
k=3: 3 =Ar>=| 2 3 4 29/38 | = | 279/38 | = | 7.4321
3 4 5 1 183/19 9.6316
max({£%}) = 183/19 =~ 9.6316
, 32/61 0.5246
3 — ———i—— = ~
max((F]) 93/122 0.7623
1 1.0000
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k=4:

( 5.0494037479
7.3364565588
\ 9.6235093697

Q

max({#°}) = 5649/587 ~ 9.6235093697

983/1883 )
s _ T  _
1 ),
z5
Normelizendolo tenemos: =

0.524694636219
~ | 0.762347318109
1.000000000000

2

( 0.3850895499
0.5595101709

33

\ 0.7339307919

(12 3 32/61 308/61
P*=A2=| 2 3 4 93/122 | = | 895/122 | =
\3 45 1 587/61
( 5.049180
~ | 7.336066
\ 9-622951
max({£*}) = 587/61 ~ 9.622951
\ 308/587 0.52470187
4 T
T =—= ~
max({77)) 895/1174 0.76235094
1 1.00000000
(1 2 3 32/61 308/587
s =Az'=| 2 3 4 93/122 | = | 895/1174 | =
\3 45 1 1



2.5.1.2 Convergencia del método de la Potencia

La razén de convergencia del método de potencia esta determinado por

22 como veremos enseguida: de la prueba del teorema 2.16 (método de la potencia)
1
tenemos:

3o %" A k"
k— vl — -—2 -2 .o _n n
llz* — aq v’ 0'2(/\1) v+t ap (/\1> v l
< Jag| |==] 107+ - + |an| | =] [07
< ol X vl | I)\1 Il
A k
2 n
< x| Uelllo®l + - + lamlllo™)

Al A
(debido a que == < 22§ =3.4,--- ,n.)
A1 /\1

Luego tenemos:
k
A2

A1

|z* — o' < &

donde a = |az|||V?|| + - - - + |an|||v"|-

k

Notar que esta prueba es debido a que z* se apréxima a a;v! dependiendo de la

k
va hacia cero. Si A, esta cercano a \;, entonces la convergencia

X;
se hace lenta. [ |

rapidez como

2.5.1.3 Método de los productos escalares para hallar el primer valor propio mas
grande en maédulo

Este método es usado para calcular el valor propio dominante y el
correspondiente vector propio de una matriz. Este nombre es debido a
que esta basado en la construccién implicita de la matriz A real.

Sean Ay, As,--- , A, los valores propios de A tal que:

[A1] > |A2] > -+ > |Anl,
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es decir, A; es el valor propio dominante de A.

Ahora elijamos z° € R™\{0} cualquiera,

calculemos las iteraciones:

¥ = Az*', k=1,2,--- (2.15)
Formemos también las iteraciones

y* = ATyt k=1,2,-.., (2.16)

donde 3° = z°

Elijamos dos bases {Z’}, {#’} tales que
(2, %) = &;

donde AT = N3, ATi = ,\;gi (3,7 =1,2,--- ,n).

Luego tenemos que existen a,,as,--- ,a, € R, by,by,---,b, € R tales que:

n n
T ST Y
=1 =1
Por (2.15) tenemos:
k¥ = AF® = Zai)\fif:i, k=1,2,.--
i=1
y de (2.16) se tiene:

yt= (AT =D b0, k=12,

=1



Entonces de las dos tltimas expresiones se obtiene:
(z*, 4%y = (AF2°, (AT)*y®) = (2°, (AT)%*y%) = <iaifi,ibj(A;)2kgj>
i=1 j=1
Debido a la ortonormalizacion se tiene:
(*,y*) = i a;bi(A7)*

i=1

Analogamente

(.’I:k—l,yk) — Zaibi()‘:)ﬂc—l

i=1

Para a,b;, # 0 tenemos:

(*,2%) a1b; (A% + asby(A3)%F + - - + anb,(A5) %
(*=1,2%F) agbi(AD)Z T + agba(A3) % 4 - -+ anba(Af) 21

De este modo se tiene:

N (xk,f:k) B (A"a:“,(AT)"’xo)

AL = (z*=1,zk) — (Ak—1g0, (AT)kz0)

Notar que si A es simétrica entonces la relacion anterior se convierte en:

. (AFz®, A*2°)

M & (Ak=1720  Ak0)

Ejemplo 2.5. Sea

4 10
A=11 2 1
011

utilizar el método anterior para hallar el valor propio mas grande en modulo de A.

Solucién: Notar que A es una matriz simétrica, entonces basta formar solamente
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0

las iteraciones AFz°(k = 1,2...) escojamos z° = (1,1,1)T como wector inicial, al

final de las primeras sets iteraciones tenemos:

2268 10161
A%z’ = | 1089 y A%z’ = | 4779
333 1422

por consiguiente se obtiene:
(A°z° A%2°) = 28723005 y (A®z°, A®z®) = 128106846

Yy por tanto

_ {A%2°, A%%) 128106846

PP =
1T (4520, ASz0) T 28723005

~ 4.460078115086. O

2.5.1.4 Buasqueda del segundo valor propio mas grande en moédulo y su
correspondiente vector propio

Supongamos que tenemos los valores propios A; 2 = 1,2,--- ,n de una
matriz A tales que:

Al > [Az] > [As] 2 - [An]

En este caso podemos usar el método descrito en la secciéon (2.5.1) para aproximar

el segundo valor propio (A2) de A y su correspondiente vector propio v2.

De la relacién (2.11) de la subsection (2.5.1.1) tenemos:

A™y = ATV + A7 + - 4 e AT (2.17)

Am+ly = CIAT+11)1 + CZ/\'ZTH—I'Uz 5 LR CnAz*’lvn (2'18)
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Luego de (2.18) — A,(2.17) tenemos:
A™ly — M A™y = Ay (A — M) 4+ -+ A (An — A)0" (2.19)
Denotemos
A\A™y = Ay — AA™y (2.20)

Si ¢; # 0, entonces el primer término del segundo miembro de la relacion (2.19) es

su primer término principal cuando m — oo, obteniéndose
A\, Ay = Ay (A — Ay )v? (2.21)
de donde
Ax, A"y A5 (A — A)Y? (2.22)
Como A™y = z™ = (2, 25*,--- ,2™)T y de (2.20) y (2.21) tenemos:
Ay z  Z = A2

Ag ~ = -t
m—1 m m—1
Ay, 2; z™ — Mz

(i=1,2,---,n) (2.23)

Utilizando la relacién (2.23), podemos aproximar el segundo valor propio. No-
tar que en la practica resulta a veces mejor (debido a la pérdida de exactitud al
restar nimeros casi iguales) tomar un nimero de iteraciones & mas pequeno para

determinar \;; es decir, es aconsejable establecer

A Az\lzzm zik+1 = )‘lz,!c
2 ~v —_—

~ N e (k <m) (2.24)

donde k es el menor nimero para los cuales Ay comienza a dominar los valores

propios subsiguientes.
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Y para el vector propio asociado a Az tenemos de (2.21)
v? = Ay, 2", (2.25)

Ejemplo 2.6. Determinar el seqgundo wvalor propio mds grande en mddulo y su

correspondiente vector propio de la matriz

4 10
A=[1 2 1
011

Solucion: Aplicando el método descrito en el ejercicio (2.5) con k = 8 y eligiendo

y = (1,1,1)T tenemos:

45433 202833 905238
A’y = | 21141 A%y = | 93906 A%y = | 417987
6201 27342 121248

formando las diferencias utilizando la relacion

Ay zl =2 — M2 (7 =1,2,3)

1

donde 27 = Aly.
Los valores para el valor propio mayor en modulo A\, (A, = 4.462, A\; = 4.456,
A1 = 4.447) aprozimadamente hallado en el ejercicio (2.3) y que son utilizados en

la siguiente tabla:

CALCULO DEL SEGUNDO VALOR PROPIO
A8y MATy | Ay ATy A% MASy | Ay A%y

202833 | 202722 111 905238 | 905041 197
93906 | 94204 -298 | 417987 | 418445 | -458
27342 | 27576 -234 | 121248 | 121590 | -342
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De aqui obtenemos:

A,\] Z? 197
= = 1.774774775
Avzl 111 :
= ~ 1.536912752
Ayzg  —208 :
AxnZE  —342
= ~ 1.461538462
Az —234 7

y de esta forma tenemos aprozimadamente:

1
Ay X 5(1.774774775 + 1.536912752 + 1.461538462) ~ 1.591075329

y para el sequndo vector propio de A tenemos:

197
Ay Ay = | —458

—342

Normalizando este vector, obtenemos:

0.3258371171
v2 = | —0.7575299473
—0.5656664672

El tercer valor propio de A la encontramos de la siguiente forma:
M+X+A=tr(A)=4+2+1=7
de donde:
A3 =~ 0.953958173

y el tercer vector propio v correspondiente lo encontramos usando las condiciones

de ortogonalidad, es decir,

40



x3

finalmente v® = —— a

=zl
2.5.1.5 Método del Agotamiento

Supongamos que la matriz A es real y tiene valores propios

A1 A2, -+, A, tales que:
Al > [A2] > [Ag] > -+ > [ Al
Ademas, consideremos la matriz
Ay =A- X XT (2.26)

donde \; es el primer valor propio de A y X, es el correspondiente vector propio
normalizado, donde

T

2y

2
I

Ipy

Proposicién 2.1. Los vectores propios X; (j = 1,2,--- ,n) ortonormalizados de la
matriz A son también los vectores propios de Ay, conservando los valores propios

correspondientes, a excepcion \; que toma el valor de cero.

PRUEBA: De la relacién (2.26) tenemos:
A1X1 = AXl o /\1(X1Xir)X1 = /\1X1 - /\1X1(X1TX1) == /\1X1 — A1X1 - O
debido a que XTX; = 1, y de donde se tiene que:

A1X1 - OXl
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y, por tanto, cero es el valor propio de la matriz A, y X, es su correspondiente vector
propio.

Como los vectores estan normalizados, entonces tenemos:
X'X;=0 j=23,---,n
usando la relacién (2.26), obtenemos
A1 X; = AX; - M(XGXT)X; = LX - WX (XTX5) =X, =23, ,n

y de esta manera hacemos uso de los métodos anteriores para determinar el valor
propio A, de A que viene a ser el mayor valor propio en médulo de A; y después
hallamos su correspondiente vector propio X, que justamente es v? el vector propio
asociado a Ay de la matriz A.

Volvemos a usar este método para calcular el siguiente valor propio A;
y su correspondiente vector propio de A y asi sucesivamente hasta obtener todos los
valores propios y sus correspondiente vectores propios de A. A este método se le

conoce como el Método de Agotamiento.

2.5.2 Valores y Vectores Propios de una Matriz Simétrica Definida
Positiva

Consideremos A una matriz simétrica definida positiva, entonces
sabemos que:
1. los valores propios Aj, Ag,- -+ , A\, son reales y positivos.

2. los vectores propios z’/ = (z},z3,---,z2)T (donde j=1,2,---,n)
correspondientes a  Aj,Ag,---, A, satisfacen la condicion de

ortogonalidad.
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De la ecuacién caracteristica det(A — IA) = 0 sabemos que:

(au == /\1)1}} + 0121:% +---+4+ alnzi =0
anzi + (@22 — M)z + - -+ azzl =0

---------------------------------

1
: A 1 1 1
ry = A—l(anfﬂl + 12T +---+ al,,.'l,'n)
1 1 1 1 1
Ty = /\—l(amzl -+ 022:132 R d2nT,
.............................. (2.27)
1 _ 1 1 1
Tp1 = /\_l(an—l,lzl +@p12T5 + -+ Gpo10Z,)
1
1 1 1
N = -x—l(a,,l:cl + @p2Zy + - - + Gppz,)

n

esto nos permite hallar el vector propio z! asociado a \; de la matriz A.

Como las componentes de los vectores propios estan determinados por el factor de
proporcionalidad, una de ellas es arbitrario; por ejemplo, excepto para un caso
especial, podemos hacer 1 = 1. Luego el sistema (2.%) puede resolverse por el

P . . e 00 1.0 .
método iterativo eligiendo valores iniciales adecuados z;"° y A} y considerando

1 n—1
z}’k“ = — E a,-jazl-’k+a,-n 1=1,2,-- - ,n—-1

2k J

1 j=1
n—1

Lk+1
A = E an;T; H +an, k=0,1,2,---

=1

De este modo, hallamos el primer valor propio de A en forma aproximada

A == AF
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y el primer vector propio asociado

li
Q

Para hallar el valor propio \; de la ecuacidn caracteritica y el segundo vector propio

z2, escribamos el sistema apropiado de ecuaciones:
Aoz = ayzi  i=1,2,--,n (2.28)
=1
Eliminamos de la relacion de ortogonalidad
D zlgi=0 (2.29)
=1

unas de las incégnitas :vf, digamos, z2, entonces el sistema (2.28) es equivalente a:

= (2.30)
— 2 2

Estableciendo z2_;, = 1 resolvemos el sistema (2.30) y de esta forma hallamos
)2, continuando este proceso podemos hallar los valores propios M y sus

correspondientes vectores propios z7 de la matriz A para j = 3,--- ,n.

4 2 2
Ejemplo 2.7. Sea la matriz A= | 2 5 1 | determinar sus valores propios y sus
2 1 6

correspondientes vectores propios.
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solucién: La matriz A es stmétrica y definida positiva debido a que:

A, = 4>0
4 2
2 5

A; = det(A) =80>0

El sistema asociado es de la forma:

)\jz{ = 4x{ + 21‘% + 2x‘:’;
Nz = 213 4+ 5x) + j=1,2,3 (2.31)
/\j:c% = 2x{ + .’I“; + 6:1:%

estableciendo j =1 y =3 = 1, obtenemos:

1
rl = /\—1(4:5{ + 2z3 + 2)

1
T3 = A—l(zz} + 523 + 1) (2.32)
A = 221+ 7T5+6

Resolviendo el sistema (2.32) y eligiendo los valores iniciales

xi’o =1 y 1:;’0 =1
Se obtiene de la iltima ecuacion del sistema (2.32) X} = 9. En la tabla siguiente se

muestran los cdlculos obtenidos por el método descrito, usando estos datos:



UTILIZACION DEL METODO DE ITERACION PARA EL CALCULO DE VALORES PROPIOS Y

VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ CORRESPONDIENTE A LA PRIMERA RAIZ DE LA ECUACION

CARACTERISTICA
k| oab® | ay® | M| k| 2 Pl Il Y
00 1 1 1 9 06 | 0.806 | 0.771 1 8.383
01| 0.89 | 0.89 1 | 867 | 07| 0.807 | 0.771 1 8.385
02| 0.85 | 0.83 1 |853)08|0.8074)|0.7715| 1 | 8.3863
03 | 0.83 | 0.80 1 | 846 | 0908076 |0.7717 | 1 | 8.3869
04| 0.81 | 0.78 1 |840 | 10| 0.8076 | 0.7719 | 1 | 8.3871
050805 |0770| 1 |[8.38]| 11 |0.8077|0.7720| 1 | 8.3874

Podemos tomar
0.8077

A\ =83874 y = | 0.7720
1.0000

Pongamos ahora j = 2 en el sistema (2.31). De la condicion de ortogonalidad para

los vectores ! y z2 tenemos

0.8077z2 4 0.7720z2 + 22 = 0

de donde
T2 = —0.8077z% — 0.7720x3 (2.33)
Sustituyendo esta expresion en el sistema (2.81) y haciendo z3 = 1
tenemos:
2 1 2
z7 = -—(2.3846z] + 0.4560)
A2 (2.34)
A2 = 1.1923z% + 4.2280
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Resolviendo el sistema (2.34) se obtiene:
g =1 y A =5.42
En la tabla siguiente se hallan los célculos correspondientes:

UTILIZACION DEL METODO DE ITERACION PARA EL CALCULO DE VALORES PROPIOS Y
VECTORES PROPIOS DE UNA MATRIZ CORRESPONDIENTE A LA SEGUNDA DE LA RAIZ DE LA

ECUACION CARACTERISTICA

E | =2 [ 22| X% E| z2¢ |22k | A
00 1 1 5.42 | 06 | 0.223 1 4.494
01052 1 4.85 || 07 | 0.220 1 4.490
021053 | 1 464 || 08 | 0.218 1 4.488
03]]028 )| 1 4.56 (109 |0.2174 | 1 4.487
04]1025| 1 4.53 || 10 ]0.2171 | 1 | 4.4868
05023 | 1 |4.500 |11 |0.2170 | 1 | 4.4867

Podemos tomar X\, = 4.4867 y 2% = 0.2170, z3 = 1.

La tercera coordenada se determina a partir de las relaciones ortogonales (2.33):
T3 = —0.9473

y por tanto

—0.9473

El tercer valor propio se determina directamente de las dos relaciones ortogonales:

0.8077z3 + 0.7720z3 +z3 = O
0.2170z3 + z3 — 0.9473z3 = 0
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Haciendo z3 = 1, tendremos =3 = —0.5673, z3 = —0.3698. En consecuencia

1

= | —0.5673

—0.3698

De la qltima ecuacion del sistema (2.31) hallamos también, para j = 3,

Az = 2.1260 0O

2.5.3 Método de la Potencia Inversa

El siguiente método iterativo es conocido como la iteracion inversa, es

un método efectivo para calcular un vector propio cuando se tiene en forma razonable

una buena aproximacioén a un valor propio conocido.

ALGORITMO(METODO DE LA POTENCIA INVERSA): Sea 0 una aproximacién

al valor propio real A; tal que: |\, —o| < |A\i —a| (¢ # 1)

PASO 1 Elijamos z°.

PASO 2 Para k =1,2,--- hacemos

Resolvemos (A — oI)z* = zF?

, &% es la incégnita a encontrar usando

el método de la eliminacién gaussiana con pivot parcial.

ko &t

max({£*})
Parar si ||[(A — 0I)z%||o < cit||Allc donde c es una constante.

Teorema 2.17. La sucesion {r*} converge a la direccion del wector propio

correspondiente al valor propio A\
PRUEBA: Los valores propios de (A — oI)™! son

(’\1 = 0')_1,()\2 - 0‘)"1’. ‘e ’(/\" = 0.)-—1
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y los vectores propios v!,v?%,--- ,v" son los mismos como los de A. Luego, como en

el caso del método de la potencia, podemos escribir:

~k 2 1 C2 2 Cn n
T = v+ e e ———
EYEErS LR ¢ Vs LS ¢ W

1 1 /\1 — 0 k 2 /\1 - X
— _—(A o')k c1v + Co A pe s R Ch /\ - 'Un
1= 2 = n =

como A; es bién cercano a o que cualquier otro valor propio, entonces el primer

.. 1 )
término del lado derecho ———— es el dominante.

(M = o)

Entonces ¥ — av! (mltiplo) cuando k — oo. [ ]

2.6 Perturbacion de los valores propios

Los valores propios de matrices A reales simétricas estas bién
condicionadas, es decir, pequenos cambios en los elementos de A causa pequenos
cambios en los valores propios de A. El teorema de perturbacion esta basado en el

siguiente resultado:

Teorema 2.18 (Teorema de Courant-Fischer Minmax). Sean los wvalores

proptos de una matriz real simétrica A tales que: A\y > Ay > --- > N\, . Entonces
. T Az
A; = min max =
S 0#z€eS T T

donde el minimo es tomado sobre todos los subespacios S de dimension (n — ¢ + 1)

y el mdzimo es tomado sobre todos los vectores £ no nulos en el espacio S.

Prueba: ver [15].

Teorema 2.19 (Perturbacién de los Valores Propios). Sean A, E € R(n,n)
matrices stmétricas, donde FE es la matriz de perturbacion de la matriz A, definamos

A" = A+ FE y consideremos A\; > Ay > - > A, y A} > Ay > --- > X, los valores
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propios de A y A' respectivamente. Entonces

Xi = |Ell X < X+ ||Ell2, i=1,2,--

Prueba:

Aplicando el teorema (2.18) para A’, tenemos

o’n

_ T Az =T Ez
= min | maz + min | § maz
2Tz zTx
2T Az
= ; E
mzn( mazx p }) }) + || E|l2
= A+ |E]:
en forma similar tenemos que A; — || E||2 < A}, de donde obtenemos:

Xi—||Ellz < X< X+ ||E)l2, i=1,2,---
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3 DESCOMPOSICION DEL VALOR
SINGULAR

3.1 Introduccion

Sabemos que toda matriz A € C(m,n) puede ser descompuesta en
la forma A = UDV™, donde U y V son matrices unitarias, D es una matriz diagonal.
Si A € R(m,n), entonces U y V son matrices ortogonales reales.

Vamos a suponer en adelante que A € R(m,n). Esta descomposicién es llamada

Descomposicion del Valor Singular de A

3.2 Existencia de la Descomposicion del Valor
Singular

Teorema 3.1. Sea A € R(m,n) una matriz. Entonces existen matrices ortogonales

U € R(m,m) yV € R(n,n) tales que:

(Dl)rxr Orx(n—r)

O(m—r) xr O(m—r) x(n—r)

UTAV = =D
donde D, es una matriz diagonal no singular, 0 son matrices nulas. Los elementos
de la diagonal de D, son no-negativos y estos pueden, sin pérdida de generalidad,
ser ordenados en forma no creciente. El nimero de elementos en la diagonal de D,
es tgual a rang(A) (rango de A).

Prueba:

Consideremos la matriz B = ATA
=== B es una matriz simétrica semidefinida positiva.

=—=———= |los valores propios de B son no-negativos.



Sean \; = 07,\y = 02%,--- ,\, = 02 los valores propios de B y supongamos que
0020220, >0y0,41=0p42=---=0,=0

Sean vy, vy, - ,v, los vectores propios asociados a Aj,Aa, -+, A,

Como B es simétrica, por el corolario (2.2) se tiene que {v;,vs,::-,v,} es un

conjunto ortonormal y satisface:

B’U,' = /\,"U,' i=1,2,-~-,n
= ATAv; = oy, 1=1,2,---,n
—_—— vT(ATA)y; = ovlvy; 1=1,2,---,n
 —— vT (ATA)y; = o? i=1,2,---,n
= vI(ATAy; = 02>0 1=1,2,---,1 (3.1)
y vT(ATA)w; = 0 i=r+1,---,n (3.2)
ademas vT(ATAw; = 0 ,7=1,2,---,7;, t£3 (3.3)
Definamos:
Vi = (v1,vs,- - - ,v,) donde v; son vectores propios asociados a A;, 2 =1,2,---,7.
Va = (¥y41,- - - ,v,) donde v; son vectores propios asociadosa A\; = 0, =r+1,--- | n.
Entonces

VSATAV, = V(ATA)(vr4y,--- ,v0)
= VzT(ATAv,.,_l, .o AT Av,,)

= V2T(Oa0a"' ’0)

= VT ATAY, = O
— AV = o0
_— AV, = 0
— Ay, = 0 k=r+1,---,n (3.4)



1
Definamos u; = —Av;, i=1,---,r (3.5)
g;

Veamos que {u;}, 2 =1,---,7 es un conjunto ortonormal
1 1
ulu; = —(Av;)T—(Av;)
g; g;
1 7T
= — v (AT A)v; 3.6
Uin v; ( )vJ ( )

0, sii#jpor (3.3)
1, sii=j por (3.1)

== {4;}, 7 =1,---,7 es un conjunto ortonormal.
Definamos: U; = (uj,us,--- ,u,) y elijamos Uy = (Upy1,Ury2,°°° ,Uy) tal que

U = (U,,U,) sea una matriz ortogonal.

Entonces, para cualquier & > r, tenemos:

ul Av; = oulu; i1=1,---,1 por (3.5)
= 0 por (3.6)
ﬁu{sz p— O i:l,-..’lr
y ufAv; = 0 t=7r+4+1,---,7 por (3.4)
Sea V = (V1,V2)
( T
= ug
U"AV = ) A(vy, v, ,v,)




= LaTAT A(”la”Zs'” 7?}")

( o1 0 0 0 0 0 \
0 o, O 0 0 0
0 0 o3 0 0 0
D, 0
— — = D
0 0 O <« o 0 - 0 0 O
mxn
0 0 0 0 0 0
\ 0 0 0 0 0 0 )
mXxn
entonces
D rX7r Or n—r
vrav = [ PV 0 ) = Dy
O(m—r)xr O(m—r)x(n——r)
donde D, = diag(0,,- -+ ,0,) es una matriz diagonal

Veamos que rang(A) = rang(D) = r:

Como UTAV = D
———— UUTAV = UD
AV = UD (UUT=I,,,X,,, ortogonal)
= AVVT = UDVT
—, A = UDVT (VVT=I,,X,, ortogonal)

——o rang(A) = rang(UDVT) =rang(D)=r



Definicién 3.1. Las componentes de la diagonal de la matriz D; del teorema
precedente son llamadas Valores Singulares de A y los nimeros oay,---,0, son

llamados valores singulares positivos.

Definicion 3.2. Las columnas de U son llamadas Vectores Singulares por la

Izquierda de A y los de V Vectores Singulares por la Derecha.

8.2.1 UNICIDAD DE LA DESCOMPOSICION DEL VALOR
SINGULAR

Existen k = min({m,n}) valores singulares de A.

Si 7 = rang(A), entonces existen 7 valores singulares positivos.

Sean 0; = V1,02 = VA2, -+ ,0, = VA, >0, donde \;, A, -, A, son los valores
propios de ATA.

Si r < k ===== los (k — r) valores singulares son ceros (teorema 3.1). Luego los
valores singulares son tinicos. Sin embargo los vectores singulares no son tinicos, por
ejemplo, si A tiene un valor singular o > 0 de multiplicidad m > 1, entonces los
correspondientes vectores columnas de V pueden ser elegidos del espacio generado

por los vectores propios asociados a A = o2 de AT A.

Ejemplo 3.1. Calcular los valores y vectores singulares de:

1. Cdlculo de Valores Singulares:

Sea
1 2
B 1 2 3 14 20
B=A"A= 2 3 =
2 3 4 20 29
3 4
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Entonces el polinomio caracteristico de B es:

14 — A 20

= (14 — A)(29 — ) — 400.
20 29 — A\

Luego los ceros del polinomio anterior son:
1 1

Entonces los valores singulares de A son:

Y wil \/%(43%\/%) g on= /= \/%(43 _ 5v/73).

. Calculo de V :

La matriz V; compuesta por los vectores propios asociados a los valores
propios de B = AT A, en este caso V = Vj, debido que r = rang(A) = 2,
donde Vi = (v1,v3) € R(2,2) y v1,v2 € R? son los vectores propios

asociados a A1, A\s respectivamente.

FEntonces
B‘U,‘ S /\,“U,’, 1= 1,2
entonces
_ [713-3V73 1 _[73+3V73 =
nw=\—"7w% | vid+3 ) ©2=\\—"7% | vi3-3
8 8



3. Cadlculo de U = (u,, g, us3)

(1 2)

1 1 73 + 373 1
= —A = ————————
U = Vi 1 \/7_ 2 3 146 /73 +3
5(43+5 3) 3 4) s

f1 2

1, 1 73 — 3\/73 -1
Uy = a—zAvg S = 2 3 146 | V73+3
5(43 — 5V73) \ 3 4 } 8

Luego elegimos u3 tal que U = (uq, uz,u3) sea una matriz ortogonal, es

V6
26\/6

N

6

decir, uTuz = 0, uTuz = 0 y uTuz = 1, obteniéndose

-~

Asi tenemos

\/%(43+5\/ﬁ) 0

— 7T —
DS U 0 \/%(43—5\/&

0 0

Nota:

. Asumiremos en adelante, sin pérdida de generalidad, que m > n: por
’ p g » q Z N, p
que si m < n, consideraremos que la Descomposicion del Valor
Singular es para AT, y si la descomposicién del valor singular de AT es
92

UDVT, entonces la Descomposicién del Valor Singular de A es V DTUT,

. Asumiremos que los valores singulares son no-crecientes.

Luego 0,,5: = 01 es el mayor valor singular y o,,;, = 0, es el menor



valor singular diferente de cero y denotemos

vs(A) = {0 € R/o es un valor singular de A}.

L

3.3 Relacion entre la Descomposicion del
Valor Singular y la Descomposicion Propia

El siguiente teorema prueba como la Descomposicion del Valor

Singular de A esta relacionada con los valores propios de AAT y AT A.

Teorema 3.2. Sea A € R(m,n) una matriz, A = UDVT la descomposicién del

valor singular y sea r = r(A). Entonces

1. VT(ATA)V = diag(0?,02,--- ,62,0,0,--- ,0)nxn

? r

2. UT(AAT)U = diag(02,02,---,02,0,0,-+ ,0)mxm

Prueba:

Como A = UDVT
=== ATA = (VDTUT)(UDVT)
= vDTpvVT
= ATA = VDVT D=DTD

donde D = diag(02,02,--- ,02,0,0,--- ,0)nxn

luego D = VT ATAV.

Para
AAT = (UDVT)(vDTUT)
= UDDTUT
= AAT = UDUT D =DD?
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donde D = diag(0?,02,--- ,02,0,0,--- ,0)mxm,
luego D =UTAATU. [

Del iiltimo Teorema se obtiene:

1. Los vectores singulares derechos v;,v,,--- ,v, son los vectores propios
de ATA.
2. Los vectores singulares izquierdos w;,us,--- ,u,, son los vectores

propios de AAT.

2 2

3. 02,02,---,02 son los valores propios de AAT y AT A.

Ejemplo 3.2. Sea

11
A= 1 1
11
3
definamos B, = ATA =
3 3

== A =0, A\ =6.

2 2 2
Definamos B, = AAT =] 2 2 2
2 2 2

=——= |By— M| =6\ -6 =0==—= 1=0,)=0, \ =6.

Los valores propios y vectores propios asoctados de B, son respectivamente:

V2 V2

2 2
/\=6,‘Ul— , /\:0,1)2:

V2 V2

2 2



Los valores propios y vectores propios asoctados de B, son respectivamente:

(V3 ([ _2V6 (

>

Il
=
2
W

I

I

>
Il
o
8
:
I
o[ oIS %

VA
donde D = 0
0

© o ©
Il

Se verifica que: VATAV = diag(6,0) € R(2,2)
UAATU = diag(6,0,0) € R(3,3). 0

Corolario 3.1. Sea A € R(n,n) una matriz simétrica con valores propios

A1y A2,y A, Entonces los valores singulares de A son o; = ||, t =1,2,--- ,n.
Prueba:

Como A = AT

——— ATA — A2

Del teorema (3.2) tenemos que:

A tiene n valores singulares no-negativos que son las raices de los n valores propios
de A2,
Debido a que los valores propios de A% son A2, A2, ..., A2

”

==0'1=|,\1|’0'2=I/\zl,...,o—n=|/\n| »

60



Corolario 3.2. Una matriz A € R(n,n) es no-singular si, y sélo si todos los valores
singulares son diferentes de cero.

Prueba:

Sabemos que det(AAT) = det(A)det(AT) = det(A)2.
Luego A es una matriz no-singular <=—=—==—= det(A) # 0 <—=—=—=3 \; # 0 (valores

1 : de T
propios de A), Vi=1,2,---,n £ t(AAT)#0

o; # 0 (valores singulares de A),
Vi=1,2,---,n [ |

Teorema 3.3. Sea A € R(m,n) (m > n) y sea C € R(m + n,m + n) una matriz

definida por:
Omxm A
C =
AT Onxn )
Sean 01,03, -+ ,0, los valores singulares de A. FEntonces los valores propios de C
son:
A1=0’11 A2=0‘2’ YT, Aﬂ=0’na
A'ra+1 = —0), /\n+2 = —02, ==rjy A21’1 = —O0p,
’\2n+1 = 0, ’\2u+2 = 0’ T Am"'ﬂ = 0.
Prueba:
Sea A =UDVT,
D,
donde U = (U, U,), U; € R(m,n), U, € R(m,m —n), D = ) , D1 € R(n,n),
0
0 € R(m — n,n), V € R(n,n).
Definamos:
U, -U, U
Fed 0 " ~2 € R(m + n,m +n)
| %4 0
donde Ty = =y, V = —=V
onde Uy = —=U;, V= —
1 7 1 72
gr pT o
- - Opixm A 1 UL U
—h, PTCP — _Uir VT - - -
P A Opew Vv VvV 0
o7 o
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D, 0O O

————2 PTCP = 0 _l)1 0
0 0 o0
donde D; = diag(o1,02,- -+ ,0,).
Ademas o0,,05,-+- ,0,,—01,—02,++- ,—0,,0,0,---,0 son los valores propios de C.
N’

Ejemplo 3.3. Sea

1 2
A= 2 3
3 4
(0 001 2 )
0O 00 2 3
O3x3 A
AT 099
1 23 0O
\2 3 4 0 0)

Usando los resultados del ejemplo (3.1) se tiene:

U= (U,,U,), U, € R(3,2), U, € R(3,3 — 2), luego

() ()

4
= 1 1 3vV73 + 25 3V73 - 25
| <) (5
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dondea=\/ 73 -3V13 _w 73 +3V73

73(43 +5V73) | 73(43 — 5V/73)
(V6
6 1
6
6 6
NG 1
\ & /
Y -0
f/’ = LV = i \/75 3 \/7—
8 8
donde vy = 1/73; "73_‘ S = 1/& V73
146 146
7 =U, U, - 0
= P = _ N ~ € IR(S, 5) donde 0 =
|4 |4 0 0
Entonces tenemos:
PTCP = diag(t1,t2,—t1, —t2,0)
1
donde t1 = \/%(43 +5V73) y t2= \/5(43 — 5V'73) O

3.4 Sensibilidad del Valor Singular

Debido que el cuadrado de los valores singulares de A son justamente
los valores propios de la matriz real simétrica AT A y estudiar la sensibilidad de los
valores singulares de A es estudiar la sensibilidad de los valores propios de ATA y

esto lo veremos a través del siguiente resultado:

Teorema 3.4 (Perturbacién del Valor singular). Consideremos las siguientes

matrices A, B = A+ E € R(m,n) (m > n). Sean o; y 6;, 1 = 1,2,--- ,n,
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respectivamente los valores singulares de A y B, en orden no-decreciente. Entonces
lo; — &:| < ||E||2 para todo 1.

Prueba

Haremos la prueba usando la relacion entre los valores singulares de

una matriz A y los valores propios de la matriz simétrica

- 0 A
A= € R(m,n),
AT o
sean 0y,09,---,0; los valores singulares de A diferentes de cero, entonces el
teorema (3.3) tenemos que:
01,02, ,0k, —01, —02, -+ , —0O} son los valores propios de A distintos de cero y los

otros m — 2k valores propios son ceros. Definamos

R 0 B . 0 E
B= E:
BT o ET o

se observa que B— A = E.
Entonces volviendo a usar el teorema (3.3) tenemos que los valores propios de ByE
estan relacionadas con los valores singulares de B y E respectivamente, entonces de
acuerdo al teorema (2.19) de perturbaciéon de valores propios de matrices simétricas

tenemos:

lo; — 7i| < ||E|l2 = || El|2

Ejemplo 3.4. Sean

1 2 3 00 0
A=1]1 3 4 5 E=100 0
6 7 8 0 0 0.0002
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entonces los valores propios de:

1 3 6 1 2 3 46 56 66
ATA=]| 2 4 7 345 ]|=] 56 69 82
3 5 8 6 7 8 66 82 98
son.
213 1
A = — 5\/44457 ~ 211.92414334487142
213 1
Ay = 7—5\/44457z 1.075856655128756
ds = O = 0.000000000000000

entonces los valores singulares de A son:

213 —
op = /5 + %\/44457 ~ 14.55761461726719
oy = %3 = %\/44457 ~ 1.03723510118418
o3 = V0 = 0.000000000000000
Sea
1 2 3 00 0 1 2 3
B=A+F= 3 4 5 +]1 0 O 0 = 3 4 5
6 7 8 0 0 0.0002 6 7 8.0002
entonces los valores propios de:
3 6 1 2 3 46 56 66.0012
4 7 3 4 5 = 56 69 82.0014

1
BTB=| 2
3 5 8.0002 6 7 8.0002 66.0012 82.0014 98.00320004



Son.

A1 = 211.927454560624
1.075745478674
A3 = 0.000000000702

Y
Q

entonces los valores singulares de B son:

oy =~ 14.55772834478732
7 1.03718150710189

S
2

o3 =~ 0.00002649528260,

ademds, tenemos que || E||, = 0.0002

luego tenemos:

|61 — 01| = 0.1137275201e — 03 < || E||> = 0.0002
|52 — 02| = 0.0535940823€ — 03 < ||E||» = 0.0002

|63 — 03] = 0.0264069522¢ — 03 < || E||, = 0.0002.

O

Teorema 3.5. Sea A, E € R(m,n), o, 6;, ¢ = 1,--- ,n los mismos como en el

teorema (3.4). Entonces

> (0:=6:)2 < ||E|le-

i=1
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4 APLICACIONES

La descomposicion del valor singular puede ser usado para obtener
propiedades muy importantes relacionadas a la estructura de las matrices,
tales como la norma Euclideana, producto de matrices, almacenamiento de

matrices de orden grande, entre otras propiedades que veremos en esta seccion.

4.1 Normas

Teorema 4.1. Sean o1 > 09 > --- > 0, los valores singulares de una matriz

A € R(m,n). Entonces

1. “A”2 = 01 = Omnaz-

2. |A|lr = (6 + 05 +---+02)/2

_ 1 1
3. A7z = —= , cuando A € R(n,n) y no-singular.

n min

4. Si A€ R(n,n) es una matriz no-singular, entonces

Condy(A) = (‘:—1 = Z’"‘_".

Prueba:

1. Sabemos que por el teorema (3.1) existen matrices ortogonales

D, 0
U € R(m,m), V € R(n,n) tales que: UTAV = = D,
0 O

donde D; es una matriz no-singular, entonces:

lAllz = [UDVT|lz = ||D||> = max({o:}) = 01 = Omaz-
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2. De acuerdo al teorema (3.1) y la definicién de ||.||s tenemos:

| AllF = ”UDVT”F = |\D)|lr = (o’f fw e i 0-?21)1/2

3. En este caso A € R(n,n) es una matriz no-singular, entonces

y 1
existe A™! € R(n,n) y 0, = Omin > 0, luego — es el mayor valor
On
singular de A™! y aplicando el teorema (4.1)(1) tenemos:

) | 1
A, = — =
I |2 pu

n O min

4. Por definicién Cond(A); = || A]|2||A™}||2, entonces por la parte (1) y (3)

del presente teorema tenemos:

-_— o 0‘7"—(1.’!!
Cond(A)s = [|All2| Al = = = ===

n Omin
]
1 2 3
Ejemplo 4.1. Sea | 3 4 5 cuyo valores singulares son:
6 7 7.999

o1 = 14.557046000106184607
o9 = 1.037503124456149584
o3 = 0.000132424274849910

y de acuerdo al teorema (4.1) tenemos:

1. ||A|l2 = 01 = 14.557046000106184607.

2. |A|lr = V/o? + 02 + 02 = 14.5939713921865.

5. A = & = .
o 2 o3 0.000132424274849910

o1 _ 14.557046000106184607

. Cond(A); = — =
4. Cond(A)2 = ' = -5 000132424274849910
Notamos con la idltima igualdad que la Cond(A) es un nimero “grande”,

= 7551.48556796174.

= 109927.322781155.
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por lo tanto cualquier sistema que formemos con la matriz A, diremos

gue dicho sistema estd@ mal condicionado de acuerdo con la definicion

(1.4). 0O

4.2 Problema de Almacenamiento

Cuando se tiene una matriz A € R(m,n) de gran tamano, tenemos el
problema de almacenamiento, entonces podemos hacer uso de los vectores singulares
por la izquierda y por la derecha respectivamente de A, sabiendo que se tiene r
(r = rang(A)) valores singulares positivos y 0,41 = -+ = g, = 0, y esto nos
permite tener (m+ n) lugares en la memoria en vez de mn; lo cual queda justificado

por el siguiente teorema.

Teorema 4.2. Sean A € R(m,n) una matrizy o, > 062 > --- > o, > 0 los r valores

singulares de A. Entonces:

r
= T
A= E OjU;v;

=1

Prueba:

Debido al teorema (3.1) existen matrices ortogonales U € R(m,m) y

V € R(n,n) tales que: A = UDVT, entonces

[ 6, 0 0 0 0 0 )
0 o, O 0 0 0
0 0 oy 0 0 0 o )
v
A=(u1,u2,---,um) .
0 0 0 -+ o0, 0 -«= 0
0 0 O 0 o0 0 u,’-f)
\ 0 0 O 0 O 0)
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de donde obtenemos:

~
— ar .l
A= E oju;v;

=1
teniendo en cuenta que o,4; =--- =0, =0. [ ]
1 2 3
Ejemplo 4.2. Sea la matriz | 3 4 5 |, cuyos valores singulares son:
6 7 8

o1 = 14.55761461726719
o, = 1.03723510118419
o3 = 0.00000000000000

de donde r = 2 y de acuerdo al teorema (3.1) obtenemos:

0.46250864690848 —0.78703181947633

v; = | 0.57056873257364 | ,v2 = | —0.08823069048037

0.67862881823680 0.61057043851561
0.25000885532780 0.83705045665976
u = ailAvl = | 0.48517186008115 | ,u2 = %A?’z = 0.32667036802046
0.83791636721117 —0.43889976493849

y de esta manera se tiene:

1 2 3
alulvf + agug'u’zr =A= 3 4 5

6 7 8

Como observamos, en la representacion de A no hacemos uso de los vectores u; y

V3. a
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4.3 Solucion de Sistemas de Ecuaciones Lineales

La descomposicion del valor singular de una matriz también

puede ser utilizada para resolver sistemas de ecuaciones lineales de la forma:
Az = b

donde A € R(m,n), b € R™ son dados y z € R" es la incéginita a encontrar;
entonces hacemos lo siguiente: descomponemos A = UDV7T y lo reemplazamos en

el sistema original obteniendo

UDVTz = b
DVTz = UTb
Dy = ¥ =U%

donde y = VTz, ahora simplemente resolvemos la 1iltima ecuacién que es mucho
facil, donde D € R(m,n) es la matriz del teorema (3.1), pero no es recomendable

para matrices de orden pequeno.
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5 CONCLUSIONES

Observamos que la descomposicion del valor singular de una
matriz A € R(m,n) abrevia los cédlculos, esto es debido a la propiedad que tiene la
matriz ATA (simétrica) con sélo calcular sus valores propios que son no-negativos.
Geométricamente, la descomposicién del valor singular de la matriz A € R(m,n)

puede interpretarse como una tranformacion de la siguiente manera:

A : R* —R™

r +—y=A(2)

donde ||z||. = 1.

En el siguiente ejemplo muestra geométricamente la descomposicion del valor

singular de una matriz.

. _ 0.72 1.04
Ejemplo 5.1. Sea la matriz A = € R(2,2), en este caso
1.46 0.72
m = n = 2, entonces los valores singulares de A son: o, = 2.00, o0, = 0.50;
0.6 -0.8 0.8 0.6
U= yV = entonces tenemos:
0.8 0.6 0.6 —-0.8
0.6 —-0.8 2 0 0.8 0.6
Az =UDVTz = z
0.8 0.6 0 0.5 0.6 —-0.8
_ 1
consideremos r = \/%_ , entonces
V2
0.052v/2

y=Az =UDVTr =
—0.018v2

72



graficamente se tiene: O

A

Finalmente podemos indicar que la Descomposicién del Valor Singular
de una matriz A € R(m,n) es una de las herramientas mas importantes que
solamente esti basado en el cilculo de los valores propios de ATA y que tiene
muchas aplicaciones incluso en la biologia y medicina la cual no tratamos en el

presente trabajo.

73



[1]
[2]

[3]

[4]

[5]

[6]

[7]

(8]

[9]

[10]

[11]

[12]

BIBLIOGRAFIA

R . L. Burden, Analisis Numérico, Grupo Editorial Iberoaméricana , 1985

B. N. Datta, Numerical Linear Algébra and Applications, Books
Publishing Company. 1995.

R. A. DeCarlo, Linear Systems: A State Variable Approach with

Numerical Implementation, Printice Hall, 1989.

P. Deift, “The Bidiagonal Singular Value Decomposition and Hamiltonian

Mechanics,” SIAM J. Numer. Anal. v 1463-1516,1991.

B. P. Deminovich y I. A. Maron, Calculo Numérico Fundamental,

Paraninfo- Madrid, 1985.

W. Echegaray, “Enumeracao, Isolamento e Calculo de Zeros de Polinémios

Complexos, Tésis de Maestria, POA-Brasil, 1996.

G. E. Forsythe, M. A. Malcolm and C. B. Moler, Computer Methods
for Mathematical Computations, Englewood Cliffs.

N. J. Printice Hall.
N. Gastinel, Analisis Numérico Lineal, Editorial Reverté. S.A.

G. H. Golub and Van Loan, Matrix Computations, Johns Hopkins Univ.
Press, Baltimore Maryland, New York, 1989

D. Kincaid y W. Cheney, Analisis Numérico, Addison-Wesley

Iberoamericana
M. J. Maron, Analisis Numérico, CECSA México, 1995.

E. D. Nering, Algebra Lineal y Teoria de Matrices, Editorial Limusa,

México.

74



[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

B. Noble y J. W. Daniel, Algebra Lineal Aplicada, Prentice-Hall

Hispanoamericana. S.A.
A. Ralston, Analisis Numeérico, un primer curso, McGraw-Hill Company.

Y. Saad, Numerical Methods for Large Eigenvalue Problems: Theory and
Algorithms. New York: John Wiley, 1992.

G. W. Stewart, Matrix Algorithms. Volume I: Basic Decompositions,

Siam 1998.

J. Stoer and R. Bulirsch, Introduction to Numerical Analysis, Springer

Verlag. 1992



	002
	004
	006
	008
	010
	012
	014
	016
	018
	020
	022
	024
	026
	028
	030
	032
	034
	036
	038
	040
	042
	044
	046
	048
	050
	052
	054
	056
	058
	060
	062
	064
	066
	068
	070
	072
	074
	076
	078
	080
	082
	084
	086
	088
	090
	092
	094
	096
	098
	100
	102
	104
	106
	108
	110
	112
	114
	116
	118
	120
	122
	124
	126
	128
	130
	132
	134
	136
	138
	140
	142
	144
	146
	148
	150
	152
	154
	156
	158
	160
	162



