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Resumen

En el presente trabajo se estudia la teoria de la Solucion Dinamica para ecuaciones
diferenciales lineales homogéneas con coeficientes matriciales, obteniendose resultados que
van a ser usado en el desarrollo de la teoria de Controlabilidad y Observabilidad, ademas
se presenta un programa que resuelve una ecuacion diferencial utilizando la Solucion

Dinamica.
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Resumen

En 1 pres nte trabajo s estudia la teoria de la Solucién Dinamica para ecuaciones
diferenciales lineales homogéneas con coeficientes matriciales, obteniendose resultados
que van a er usado en 1 desarrollo de la teoria de Controlabilidad y Observabilidad,

ad mas se presenta un programa que r suelvi una ecuacion diferencial utilizando la

Solucion Dinamica.



Introduccion

En este trabajo de tesis estudiamos la Solucion Dinamica asociada a una ecuacion
diferencial lineal homogénea con coeficientes matriciales, luego tomando en cuenta la
Solucién Dinamica y resultados previamente obtenidos desarrollamos la Controlabilidad
y Observabilidad para una ecuacion diferencial con coeficientes matriciales, el contenido
del trabajo esta estructurado como sigue:

En el Capitulo 1 presentamos algunos elementos necesarios que nos permitira ver
donde podemos aplicar el trabajo desarrollado, basicamente aqui se ven los conceptos
de Sistemas, Sistemas de Control, Clasificacion de Sistemas de Control, Sistemas
de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, Sistemas lineales, Vibracion, teoria basica
de Controlabilidad y Observabilidad y finalmente se da una Formula de inversion
Compleja.

En el Capitulo 2 se desarrolla la teoria de la Solucion Dinamica, obteniendo
importantes resultados que van a ser usados en los capitulos que siguen, uno de estos
resultados es la obtencion de una féormula para la exponencial de una matriz.

En el Capitulo 3 se desarrolla el tema de Controlabilidad para una ecuacion diferencial
con coeficientes matriciales, se da un teorema que me permite afirmar cuando un sistema
es Controlable.

En el Capitulo 4 estudiamos el tema de Observabilidad, en forma analoga al capitulo
3, presentamos un teorema que me permite afirmar cuando un sistema es Observable.
En el Capitulo 5 presentamos la parte practica del trabajo como son algunas
aplicaciones que ilustran la teoria de Controlabilidad y Observabilidad, programas y
resultados numeéricos.

En el Capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo a modo de resumen.



Capitulo 1
Preliminares

A continuacion presentamos una serie de conceptos que nos permitira tener una
vision donde podemos aplicar el trabajo desarrollado, finalmente también se da una
teoria basica de Controlabilidad y Observabilidad que luego se generalizara en los

capitulos 3 y 4 respectivamente.

1.1. Sistemas y Sistemas de Control

Un Sistema es un conjunto de componentes que estan relacionadas de manera que
constituyan un todo o una unidad, conviene hacer una division entre las componentes
separandola en tres categorias, una que llamaremos conjuntos de entradas, otra
conjuntos de salidas y un tercero que relaciona las entradas con la salidas, llamado
planta.

Un ejemplo de un sistema, puede ser una fabrica de coches que transforma materias
primas como lamina de acero, hule, pintura, etcétera (entradas), en automoviles

(salidas) y la planta estaria formado por las relaciones mecanicas del

entradas salidas
N —— planta [l

Figura 1.1: Representacion esquematica de un sistema

Un Sistema de Control es un sistema que se puede comandar, dirigir o regular asi

mismo o a otro sistema es decir es aquel en el que la salida del sistema se controla para
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tener un valor especifico o cambiarlo, segin lo determina la entrada al sistema.

1.2. Clasificacion de Sistemas de Control

Los sistemas de control, debido a las relaciones que hay entre las entradas y salidas

se clasifican en Sistemas de lazo abierto y de lazo cerrado.

1.2.1. Sistema de Control de Lazo Abierto

Con un sistema de control de lazo abierto la entrada se elige en base a la experiencia
que se tiene con dichos sistemas para producir el valor de salida requerida, el control

que se realiza es independiente de la salida.

R(t) | Y(t)

planta >

) {

controlador

Figura 1.2: Sistema de Control de lazo abierto

Ejemplo, un tostador automatico es un sistema de control de lazo abierto. Con
el tostador la entrada es el pan y las instrucciones del grado de tostado requerido,
la salida es el nivel de tostado del pan. El grado de tostado requerido se determina
mediante el ajuste de la escala del regulador de tiempo (controlador) y no se altera
por la condicion del pan. Entonces, el tostador reaccionara de la misma manera ante
una pieza de pan fresco (sin tostar) o si la pieza de pan que se introduce ya esta tostada,
sin embargo, la salida sera diferente; una pieza de pan fresco bien tostado o una como

carbén. El tostador no reacciona al cambio en la condicién del pan.

1.2.2. Sistema de Control de Lazo cerrado

Un sistema de control de lazo cerrado es aquel en el cual la acciéon de control es en
cierto modo dependiente de la salida.

Ejemplo, el mecanismo de piloto automatico y el avion que controla forman un

sistema de control de lazo cerrado. Su objetivo es mantener una direccién especifica

3



R(t
(_)'O_’ controlador > planta > sensor )

Figura 1.3: Sistema de Control de lazo cerrado

del avidon (entrada), a pesar de los cambios atmosféricos. El sistema ejecuta su
tarea midiendo continuamente la direccion instantanea del avion (salida) y ajustando

w las s de control del avion (el timon, las aletas, etc.) de
manera que coincida la direccion instantanea del avion con la direccion especificada. El
piloto, quien fija con anterioridad el piloto automatico (controlador) no forma parte

del sistema de control.

1.3. Sistemas de Ecuaciones Diferenciales

Ordinarias

Definicion 1.3.1 Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

es una ezpresion de la forma

> (1.1)

H\
[
57
=
8
8
b
N

en donde t es la variable independiente (variable temporal) y x,,z,,...,x, son variables
dependientes del tiempo (variables espaciales) y F\,F,,... F, son funciones de valor

real definidas en D C R™*!, donde D es un conjunto abierto y conezo.

1.4. Sistemas Lineales

Un caso particularmente importante de ecuaciones viene

dado cuando las funciones Fy,F,,...,F, son de la forma



en donde a,; y b; (1 < < n) son funciones definidas en un intervalo comin .J y con

valores reales. En este caso el sistema (1.1) tiene la forma

) (1.2)

con notacion matricial

(2. (bi(1) (an(t) en(t) - ain(?))
I bz(t) a21(t) azz(t) e agn(t)
z=|z3 b(t) = | bs(¢) A(t) = | azi(t) azz(t) -+ asn(t)

2./ \n(t)) \ni(8) ana(t) - am(t))

(1.2) se escribe como

' = A(t)z + b(t) (1.3)

el sistema (1.3) es llamado Sistema de Ecuaciones «s Lineales
(no Homogéneo). Si la matriz A es constante es decir A € R™*", el sistema (1.3) es

llamado Sistema de Ecuaciones Diferenciales con coeficientes constantes.

1.5. Vibracion

Los sistemas de ingenieria que poseen masa y elasticidad estan capacitados para
tener movimiento relativo, si el movimiento de estos sistemas se repite después de un
determinado intervalo de tiemmpo, el movimiento se conoce como vibracion.

La vibracion es, en general una forma de energia disipada y en muchos casos indeseable,
pues, por ejemplo, en maquinarias, debido a las vibraciones se producen ruidos
(incomodidad fisioldgica), aumenta las tensiones en las piezas de una maquina, se
trasmiten fuerzas y movimientos indeseables a los objetos muy cercanos llegando muchas

veces arruinar las diferentes partes del mecanismo.



1.5.1. Grados de Libertad

Cuando se necesitan n coordenadas independientes para determinar las posiciones
de las masas de un sistema, el sistema es de n grados de libertad. Por ejemplo el sistema

que se muestra en la figura 5.9 tiene 3 grados de libertad.

1.5.2. Ecuacion Vibratoria Basica

Muchas estructuras fisicas no pueden ser modeladas con éxito utilizando un inico
grado de libertad. Esto es para describir el movimiento de una estructura, varias
coordenadas pueden ser requeridos, tales sistemas son referidos como sistemas de

muiltiplos grados de libertad.

Las ecuaciones de movimiento para sistemas de muiltiplos grados de libertad pueden
ser deducidos por varias técnicas tales como: leyes de Newton, ecuaciones de Lagrange,
o métodos de elementos finitos. Estos modelos analiticos pueden ser refinados por

comparacion con datos experimentales [INM 89] .

Los técnicas mencionadas, producen ecuaciones que pueden ser expresadas de la
siguiente forma:
(1.4)

Cabe senalar que existen modelos matematicos de las vibraciones mecanicas que

son de la forma (1.4).

Aqui q = q(t) es un vector que tiene n componentes, que varia con el tiempo y

representa un desplazamiento de masas en el modelo.
n ! . . .
Los vectores q y q representan las aceleraciones y velocidades respectivamente.

Los coeficientes A;,A2 y A3z son matrices cuadradas de orden n cuyos elementos son

constantes numeéricas y representan diversos parametros fisicos del sistema.

El vector f = f(t) representa las fuerzas externas aplicadas y también varia en el

tiempo.



Las matrices 4; ¢ = 1,2, 3 poseen diferentes propiedades, dependiendo de la fisica del
problema en consideracion. Las propiedades matematicas de estas matrices determinan
la naturaleza de la solucién q(t), asi como las propiedades de los escalares m,c y k

determinan la naturaleza de la solucidon z(t¢) para un sistema de un grado de libertad.

mz +cx +kz=0 (1.5)

Para diversas situaciones practicas, la ecuacion (1.4) adopta la siguiente forma:
Mq' +(D+G)a + (K + H)q = f(t) (1.6)

Donde q y f ya fueron definidas antes
M = MT matriz de inercia o masa

D = DT masa viscosa

G = —GT matriz giroscépica

R = KT matriz de rigidez

H = — HT matriz circulatoria

1.5.3. Clasificacion de Sistemas

Presentamos una clasificacion de sistemas modeladas por la ecuaciéon (1.6)
comunmente encontrada en la literatura. Observemos que, para cada aplicacion

particular en engenieria puede tener una nomenclatura un poco diferente.

La denominacion Sistema Conservativo se refiere a sistemas de la forma.
Mq" + Kq = f(t) (1.7)

donde M y K son ambas matrices simétricas y definidas positivas.

En tanto, un sistema
Mq" +Gq + Kq = f(t) (1.8)

donde G es antisimétrica (GT = —G) es también conservativo, en el sentido de
conservacion de energia, mas es referido como un Sistema Conservativo Giroscopico
o un Sistema Giroscépico. Tales sistemas surgen de forma natural cuando estan

presentes movimientos rotatorios, tales como un Giroscopio o un satélite artificial.



Sistemas de la forma:
Mq" + Dq' + Kq = f(t) (1.9)
donde Af, K y D son todos matrices definidas positivas, son referidos como sistemas

amortiguados no giroscopico. Sistemas con coeficientes matriciales simétricos y

definidos positivos son, a veces, referidos como Sistemas Pasivos.

Sistemas de la forma:

Mq + (K + H)q = f(t) (1.10)
son referidos como Sistemas Circulatorios.

Combinando los resultados presentados, obtenemos un sistema mas general.
Mq" + (D +G)q + (K + H)q = f(t) (1.11)

Fisicamente esta expresion representa las fuerzas mas generales que son consideradas
en la literatura con exepcion de ciertas fuerzas externas. Matematicamente la ecuacion
(1.11) puede ser eventualmente clasificada en términos de las propiedades de los

coeficientes matriciales, el cual no es de interés en este trabajo.

1.6. Controlabilidad y Observabilidad

Sean las ecuaciones:
x'(t) = Ax(t) + Bu(t) (1.12)
y(t) = Cx(t) + Du(?) (1.13)
donde

x vector de estado (dimension n)

Yy vector de salida (dimensiéon m donde m < n)

u vector de entrada algunas veces llamado senal de control (dimension r)

A matriz constante de orden n x n

B matriz constante de orden n x r

C matriz constante de orden m x n

D matriz constante de orden m x r

La matriz A se denomina matriz de estado, B es la matriz de entrada, C matriz de

salida y D matriz de transmision directa.



La ecuacion (1.12) es la ecuacion de estado del sistema lineal y la ecuacion (1.13)

es la ecuacion de salida para el mismo sistema.

En la figura 1.4 se ilustra una representacion grafica de las ecuaciones (1.12) y (1.13).

u(t) . +

o —9(5\ .

R

Figura 1.4: Diagrama de bloques de las ecuaciones (1.12) y (1.13)

El estado de un sistema se refiere a las condiciones pasadas, presentes y futuras

del sistema.

El vector de estado x estda formado por las variables (%), z2(t),.. ., za(t), que se

llaman variables de estado.

El vector de salida y esta formado por las variables y;(t),y2(t),-..,Ym(t), que se

llaman variables de salida.

No se deben confundir las variables de estado con las variables de salida de un
sistema. Una salida de un sistema es una variable que puede ser medida, pero una
variable de estado no satisface este requerimiento. Por ejemplo, en un motor eléctrico, las
variables de estado como el flujo de corriente, la velocidad de rotor y el desplazamiento
se pueden medir fisicamente, y estas variables califican como variables de salida. Por
otra parte el flujo magnético también se puede considerar como una variable de estado
en un motor eléctrico, ya que representa el estado pasado, presente y futuro del motor,
pero no puede ser medido directamente durante el funcionamiento, y por lo tanto, no

califica como una variable de salida.

Definicion 1.6.1 Se dice que el sistema descrito mediante la ecuacion (1.12) es

completamente controlable o (por brevedad) controlable si a partir de cualquier

9



estado inicial y final x(t,), x(t1) € R" eziste un vector de control u(t), t € [to,t1], que

lleva x(t,) a x(,), es decir

t
X(tl) _— e(ll—tO)Ax(to) + / e(tl_T)ABU(T)dT

Jto

Teorema 1.1 Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. El sistema (1.12) es controlable en [to, t;].

2. Para cada x(to) € R", eziste u(t), t € [to,t1], que lleva x(to) a 0.

8. Para cada x(0) € R", eziste u(t), t € [0,t,], que lleva x(0) a 0.

Prueba:
(1) = (2)
Sean x(to), x(¢1)€ R"

e("_")ABu(‘r)dT

luego
t
0 = el =*%(to) + / e"="4Bu(r)dr

Je
donde
X(to) = X(to) — e~ (1=%)x(¢))
Como x(tp) y x(¢;) son arbitrarios entonces X(?p) es arbitrario.
Por lo tanto para cada X(to) € R", existe u(t), ¢ € [to, 1], que lleva X(2o) a 0.
(2) = (1)
Sea )-((to) € R"

t
0 = el1=t)Ag(t0) + / e'="ABu(7)dr

Jto

se define
%(to) = X(to) — e~ (171 Ax(¢,)

donde x(%o), x(¢;) € R" son arbitrarios

ty
0 = P(t‘_tO)A[x(to) _ e—(tl—to)Ax(tl)] + / e(tl—r)ABu(T)dT

Jto

10



Por lo tanto el sistema (1.12) es controlable en [to, t,].
(2) = (3)
Sea X(to) € R"

t
0 = e ~A%(¢) |1y, + / el''=94 Bu(t)dt

Jtog

haciendo una traslacion de coordenadas s =t — ¢,

_ ty—to
0= e(“_'°)A)‘((s + t0) |o=0 + / e(“_“’_’)ABu(s + to)ds
Jo

luego

_ L7
0 = e"4%(s) |s=0 +/ et~ BU(s)ds

0

donde t; =t — to, U(s) = u(s + to), x(s) = x(s + to)

ty
0 = e'’4%(0) + / et BU(s)ds

0
Por lo tanto para cada %(0) € R", existe U(t), t € [0,%/], que lleva %X(0) a 0.
(3) = (2)
Sea x(0) € R"

_ 7
0 = e"*%(s) |s=0 +/ 1= BU(s)ds

0

haciendo una traslacion de coordenadas s =t — tg

N tyAs fri¥to t A
0 = €% (t — to) le=t, +/ eltsHo=YA B (t — to)dt

to

_ A ty+to A
0= €e"%(t) |t=to +/ eltrto=04 By(t)dt

to

luego haciendo ¢, =ty + to

Por lo tanto para cada x(¢y) € R", existe u(t), t € [to, ], que lleva %X(¢,) a 0.
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Teorema 1.2 El sistema descrito mediante la ecuacion (1.12) es completamente

controlable si y solo si la matriz

(1.14)

de orden n x nr es de rango n. La matriz dada en (1.14) se denomina por lo comin,

matriz de controlabilidad.

Prueba: Ver apéndice A.1

Si un sistema es completamente controlable, entonces podemos controlar
sus variables de estado, si controlamos sus variables de estado controlamos el
comportamiento dinamico del sistema (esto se lleva acabo mediante diseio de un
programa).

El sistema de la fig.1.5(a) es no controlable pues ml no esta afectado para

cualquier valor que tome u(t).

El sistema de la fig.1.5(b) es controlable pues para cualquier valor de u(t), diferente

de cero, afecta ambas masas.

ml

u(t)

ml m2 p——

u(t)

m2 [———

(a) (b)

Figura 1.5: Sistema mecanico

Definicion 1.6.2 Se dice que el sistema descrito mediante la ecuacion (1.12) y (1.13)
es completamente observable o (por brevedad) observable si, para cualquier estado
inicial x(t,) € R", ezxiste un tiempo t, tal que conociendo u(t) y y(t) donde t € [to,t1]
ast como también las matrices constantes A,B,C y D son suficientes para determinar
x(to).

12



Sea el sistema descrito por las ecuaciones (1.12) y (1.13), sabiendo que el sistema
es observable entonces las matrices A,B,C y D se conocen al igual que u(t) y la salida

y(?), por lo tanto la ecuacion de salida (1.13) se puede escribir como
¥(t) = Cx(t)

donde

es una expresion conocida.
Asi, a fin de investigar una condicion necesaria y suficiente para la observabilidad

completa, basta considerar el sistema descrito mediante las ecuaciones

]

x (t) = Ax(t) + Bu(t) (1.15)

y(t) = Cx(t) (1.16)

Se dice que el sistema descrito mediante la ecuacion (1.15) y (1.16) es
completamente observable o (por brevedad) observable si, para cualquier estado
inicial x(¢,) € R", existe un tiempo ¢; tal que conociendo u(t) y y(t) donde t € [to, ]

asi como también las matrices constantes A,B y C son suficientes para determinar x(?,).

Mediante una traslacion de coordenada s = t — to, podemos dar una definicion

equivalente a la definicion (1.62)

Definicion 1.6.3 Se dice que el sistema descrito mediante la ecuacion (1.15) y (1.16)
es completamente observable o (por brevedad) observable si, para cualquier estado
inicial x(0) € R", eziste un tiempo t; tal que conociendo u(t) yy(t) dondet € [0,t,] asi

como también las matrices constantes A,B y C son suficientes para determinar x(0).

Teorema 1.3 El sistema descrito mediante la ecuacion (1.15) y (1.16) es

completamente observable si y solo si la matriz

([ C
CA
C A? (1.17)

13



de orden mn X n es de rango n. La matriz dada en (1.17) se denomina por lo comaun,

matriz de observabilidad.

Prueba: Ver [OGA 98].
Ver ejemplo en el apéndice A.2.

Fisicamente podria ser imposible medir todos los estados del sistema, ya sea por
el costo de los sensores, por la ubicaciéon (planta nuclear), etc, se puede dar una
estimacion de todas los estados de un sistema, para ello primeramente se tiene que ver
si el sistema es completamente observable.

Si un sistema es completamente observable entonces se puede implementar un

observador (programa) que de una estimacion de las variables de estado del sistema.

Antiguamente en control clasico solo se tomaba en cuenta las entradas y salidas, si
las salidas no eran las requeridas se paraba el proceso para buscar la falla, esto implicaba
una gran pérdida econoémica; debido al conocimiento de la teoria de observabilidad y
controlabilidad es posible aplicar realimentacion de estado, e ir corrigiendo a tiempo

los errores que se puedan tener.

1.7. Formula de Inversion Compleja

Si f(s) = L[F(t)], entonces L7[f(s)] esta dada por

- 2w

1 p+ico
F(?) —/ . e* f(s)ds t>0 (1.18)
p—ico

y F(t) =0 para t < 0.

Este resultado se llama la wnversion integral compleja o formula de inversion
compleja. También se conoce como la formula integral de Bromuwich. Este resultado
ofrece un método directo para obtener la transformada inversa de Laplace de una funcion
dada f(s).

La integracion de (1.18) se realiza a lo largo de un segmento vertical s = p + 1y,
para todo y € R; donde p es un numero real suficientemente grande para que todas
singularidades (polos, puntos de ramificacion o singularidades esenciales) queden a la

derecha del segmento, aparte de esta condicion p es arbitraria.
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1.7.1. Contorno de Bromwich

y
J
el N
Sy p+iT
, R /
f 7
/ A
L . x
\ 0T
i\
\
\\
N
™ Jp—T
_ A
T

Figura 1.6: Contorno de Bromwich

Sea C el contorno de la figura (1.6). Este contorno, llamado contorno de Bromuwich;
se compone del segmento AB y el arco BJRLA de una circunferencia de radio R con

centro en el origen O, es decir

C=ABUT

donde T' = BJRLA

De la fig. se tiene que T = /R? — p? y de (1.18) se deduce
1 p+iT
F(t) = lim — e” f(s)ds (1.19)

R— o0 271'2 p—iT

1 1
= 1%1—{20{ %i‘c"f(s)ds— %/re“f(s)ds } (1.20)

Teorema 1.4 Si es posible hallar constantes M > 0 y k > 0 tales que

M
| £(9) 1< 2 (1.21)

en todo el conjunto ' (donde s = Re' ), entonces la integral alrededor de T de e f(s)

tiende a cero cuando R — oo, es decir

lim [ e*f(s)ds =0 (1.22)

R—)(XJ' r

La condicion (1.21) se satisface siempre si f(s) = P(s)/Q(s) donde P(s) y Q(s) son

polinomios en los cuales el grado de P(s) es menor que Q(s).

Prueba: Ver [MUR 70).
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1.7.2. Utilizando el Teorema del Residuo para hallar

Transformadas Inversas de Laplace

Supongamos que las unicas singularidades de f(s) son polos, todos ellos a la
izquierda del segmento vertical s = p+ 1y, para todo y € R; donde p es un numero real.
Si R es arbitrariamente grande tal que todos los polos de f(s) esten dentro del contorno
de Bromwich, ademas suponiendo que se cumple (1.22) y utilizando el teorema del

residuo, (1.19) toma la forma

F(t)= z residuos de e* f(s) en los polos de f(s) (1.23)

es decir
F(t) = L% e* f(s)ds (1.24)
2m Jo
Proposicion 1 St una funcion racional R(z) = P(z)/Q(z), donde P(z) y Q(z) son
polinomios y el grado de P(z) es inferior por lo menos en dos al de (Q(z), demuestre

que para cualquier arco circular I'p de radio R y centro en el origen

lim / R(z)dz =0 (1.25)
Cr

R—co

Prueba: Ver [ART 73).
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Capitulo 2

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias
con Coeficientes Matriciales de

Orden Superior

En este capitulo presentamos una solucion al problema de valor inicial:

u™(t) = A () + A () + -+ Aot (8) + Amu(2)

U(O) = Uo, UI(O) =Upy..., u(m—l)(O) = Um—1

en términos de la soluciéon dinamica introducida en [CLA 90a] donde 4,,7 =1,2,...,m
son matrices reales cuadradas de orden n y la variable u denota un vector real n

dimensional o una matriz real cuadrada de orden n.

2.1. Solucion Dinamica

Sea la ecuacion diferencial de orden m

considerando que t € R, A; 7 =1,2,...,m son matrices cuadradas reales de orden n,
U](t)
ua(t)

y u(t) = ) vector columna.

un(?)
Asociado a la ecuacién (2.1), consideremos la ecuacién diferencial matricial

17



donde U(t) es una matriz n x n.

Llevemnos (2.1) a un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, hagamos el

cambio de variable vectorial

Zl = u(t)
Zz - u'(t)
Zy; = u'(t) L (2.3)
Zn = ulm1(2) )
donde Z; son vectores columnas Vi = 1,2, ..., m derivando (2.3) obtenemos:
z, = W) = 2 )
Z, = u'(t) Zs
Z, = u () = Z b (2.4)
Z,',, = u("‘)(t) = Apnu(t) + Am_lu'(t) + -+ Alu('"‘l)(t) )

El sistema anterior se puede escribir en la forma:

z,
z,

0z,
0z,
02,

02,

+
+
+

+
+

1Z,
02,
02z,

02,
Am— 1 Z2

+
+
+

+
+

02Z3
1Z3
023

02Z3
Am-2 ZS

+
+
+

+
+

0Z,4
02,4
1Z4

0Z,4
Am—324

+
+

+ 0z, )
+ OZn
+ OZnm
) »  (25)
+ 1Z,
+ Ai1Znm

donde @ denota a una matriz cero cuadrada de orden n e I es la matriz identidad de

orden n las ecuaciones dadas en (2.5) se pueden escribir en forma matricial

(2 )
z,
z,

VA

\ Zm

mnxl

[ O
o)
o)

O

I
O
()

(0)

()
I
O

(0)

O
()
I

O

\Am Am—l Am—2 Am—3

o)
O
O

I

Al/

mnxmn

(2 )

2>
Z3

Zm-—l

2.

La ecuacién matricial (2.6) se puede escribir en forma abreviada como

Zl

mnXl1

18
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donde A es una matriz real de orden mn X mn cuyos elementos son constantes al cual

la llamaremos matriz companera y Z(t) es una funcién real con valores en R™"*!

La solucion general del sistema homogeneo (2.7) es de la forma

donde:

W'I'm

es un vector constante cualquiera en R™"*! y W, W5, ..

que tienen n componentes.

Supongamos que

[ Colt) Ci(t) Ca(t)
C20(2) C2,1(t) Ca,2(
e"“ _ CS.O(t) Cs,n(t) Ca,z(
Crm-10(t) Cm_1.1(t) Cm_12(2)
\ Cmo(t)  Cmi(t)  Cumpa(t)

(2.8)

., Wi son vectores columna

Cra(t) )
Cam1(t)
Ckmf“t) (2.10)
Crnet.m1(t)

Cm.m—l(t) )

donde cada elemento de la matriz dada arriba, es una matriz cuadrada de orden n, se

sabe que y
oA At
dte = Ae
es decir
((Cot)  Ci)  Ct) e Chli() )
Cro(t)  Cyi(t) Cy2(2) Cam1(t)
Cao(t)  Cai(t)  Caalt) Caim1 ()
Crm10(t) Cro11(t) Crmy a(2) Cractym—1(t)
\ Crmo(t)  Crp(t)  Chy(2) Cram1(t) )

19
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Cao
Cso

[}

(
(

\ Ay

[ Colt)

Ci(t)
)  Caa(t)

t)  Cault)

]-I Cm-1,0(t) Cm-1,1(t)
\ Cm.o(t)

Cma(t)

Cmi(t) )
Cam-1(1)
CS,m—l (t)

Cr—1,m-1(t)
Crmm—1(t) )

(2.12)

De la egcuacion obtenida, desarrollando el producto de matrices en el lado derecho e
identificando elemento a elemento con la matriz izquierda, obtenemos de las primeras

m — 1 filas las siguientes igualdades

C2,0 C; = Cz;1

C2,2

EQ
L
i

C;,

m—1
Cso = Cso Cz1 = Cs Csz = Caz Chm-1 = Cam-1
Cso = Cio  Ciy = Can Csz = Caa (G Caym-1
’ ’ o ’ — ’ = Cm o
Cm_10 = Cmo Cpoin = Cmy Cpoi2 = Cm,2 Crn-1,m-1 ) 1(2'13)
y del desarrollo de la ultima fila tenemos
C.o = AmCo + Am-1Cao + Am-2Cap + ACmo )
C.i = AmC1 + An-1Cn + Am-203) + Ai1Cmp
Ch., = AmCz + Am-1C2 +  Am-2032 + ACm2 ) (2.14)
Coiviit = AnCmo1 4+ Anc1Cemor + Am—2CG3mr + + AiCmm-1 )
Utilizando (2.13) en (2.14) se obtiene:
(m) ’ ” + A C(m—l)
CO AmCO + Am-]CO + Am—200 + 1Yo )
’ " (m-—1
C™ = AnCi + AmaCp + An2Cp + + AC
(m - ' " + A C(m—l)
Cm—l = AmCm—l + Am—lC -1 + Am—2cm—l + 1 m—l( 5)
2.1

del sistema de ecuaciones obtenidas se observa que Cop, C,, Ca, ..., Cyu_y son soluciones

de (2.2).

Utilizando (2.13) en (2.10) podemos escribir et como:
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[ Colt) Ci(¢) Ca(t) -+ Cmoa(t) )

Colt) Cy(t) Cy(t) o Coi(2)
et=| Cot) i) Cit) - Chli(b) (2.16)
\C{" ) ¢y cim Py - ct "(t)/
ademas
eM=1 para t=0 (2.17)

donde I es la matriz identidad de orden mn. En (2.16) hacer ¢ = 0 y utilizando (2.17)
tenemos:

3

! = 0 - V()
CI(O) =0 C;(O) =1 C;’(O) =0 voo C("‘ 1)(0)
)=0 I ci" ()

@)
O
(@)

> (2.18)

Cru-1(0)=0 C,,_,(0)=0 Cp_(0)=0 --- C&; "(0)

#

Las relaciones halladas se pueden expresar en forma compacta de la siguiente manera

(2.19)

donde
) 1 =k
ok = J
0 J#k
k,7 = 0,1,...,m—1

e I es la matriz identidad de orden n.

Proposicién 2 Todos los vectores columnas de las matrices Co(t), Ci(t),..., Cm—1(t)

son linealmente independientes.

Prueba:
Sea

(2.20)
el vector columna, del lugar ¢ esimo de la matriz C;(t), donde = = 1,2,3,...,n

j=0,1,2,...,m—1
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Sea la combinaciéon lineal:

0a10C,1(t) + a20C,2(t) + -+ - + 0 0Cyn(t) + @1,1C, 1 () + a2,1C, 2(t) + - -+ + @n1C, n(t) +
a1,2C,1(t) + a22C,2(t) + -+ - + @n2C, n(t) + @1,3C, 1(t) + a23C; 2(t) + - -+ + @n3Cyn(t) +
ot apma1Co_ 1(t) + azm-1C,_ 2(t) + -+ Anm-1C,,_ n(t) = i

donde «; ; son escalarese: =1,2,3,...,n 3=0,1,2,... ,m—1

La combinacién lineal dada se puede escribir en forma compacta de la siguiente forma
Co(t) a0+ Ci(t)- a1+ -+ Crm_1(t) - @m—1 = Onx1 (2.21)

donde

(01.1'\

(&5

\n.i/

Haciendo ¢t = 0 en (2.21)
CO(O) * Qg + CI(O) Qg SRR Cm—l(o) Q1 = ()nxl
luego utilizando (2.19) en la expresion hallada, tenemos

H'00+O'al+"'+O'am—l=0nxl

(a10) (0

a2 0

= 0

\ewo/  \0)
esdecira;o=0 Vi=1,2,3,...,n

Ahora derivemos una vez (2.21)
Co(t) - ao+ Ci(t) - a1+ -+ + Cp_y () - @m—1 = Onxi
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enseguida haciendo ¢t = 0 y utilizando (2.19) en la expresion hallada, tenemos

Q- a+l-a1+0-a2+ -+ 0 am_1 = 0nx:

\n.1 0/
esdecira;; =0 V:=1,2,3,...,n

Ahora derivamos dos veces (2.21)
Co(t)- a0+ CY(t) a1+ -+ + Cp_i(t) - a1 = Onx
enseguida haciendo ¢ = 0 y utilizando (2.19) en la expresion hallada, tenemos

O-a+0-a+l-ay++0-am_1 = 0nx1

\en.2 0)
esdecira; 2 =0 Vi=1,23,...,n

Siguiendo el mismo proceso, llegamos a derivar (m — 1) veces (2.21)

enseguida haciendo ¢ = 0 y utilizando (2.19) en la expresion hallada, tenemos

Q- a0+0- a1 +0-a+--+1: am_1 = 0nx1
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\ 0/
es decir ;1 =0 Vi=1,23,...,n

En consecuencia
a',JZO Vi=1q2133"-7n Vj=0,1,2,...,m—1

Por lo tanto los vectores columnas de las matrices Co(t), Ci(t), ..., Cm-1(t) son

linealmente independientes.
Proposicion 3 Las matrices Co(t), Ci(t),...,Cm-1(t) son linealmente independientes.

Prueba:

Sea la combinacion lineal
(2.22)

donde aq,a;, a3, -+ ,am_; son escalares.

Evaluando en t = 0 a la expresion dada, tenemos:

utilizando (2.19)
00][+®++@=@ :"aoz()

Derivando una vez (2.22) tenemos
evaluando en ¢t = 0 a la expresion dada, tenemos:

utilizando (2.19)
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Derivando dos veces (2.22) tenemos
evaluando en ¢t = 0 a la expresion dada, tenemos:

utilizando (2.19)

Siguiendo sucesivamente el mismo procedimiento obtenemos:
Qg = Q) = Q2 = - = Qyp-—1 =0

Proposicion 4 Todos los vectores columnas de las matrices Co(t),Ci(t),...,Cm-1(t)

son soluciones de la ecuacion diferencial (2.1).

Prueba:

De (2.15) tenemos que
1 J ( * )

donde 3 =0,1,2,...,m —1

Considerando (2.20) en la ecuacién (2.23), tenemos
+Ano [CL(0) C01)

operando el lado derecho de la ecuacion, tenemos

donde
L1 = AmC,.l(t)+A,,,_lc;l(t)+...+AIC;T~1)(t)

L2 = AmCja(t)+ AmoiCly(t) + -+ ACTTV(2)

Ln — AmCJ n(t) + Am_]C:"(t) + 00 O + AICJ('::_l)(t)
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e igualando columna a columna, conseguimos las siguientes ecuaciones.

Cl(t) = AmCii(t) + AmoiCi(1) + -+ + ACT V() )
CONt) = AmCja(t) + AmoaCla(t) + -+ + ACHV() ? (2.24)
CiR(t) = AuCin(t) + AuaiCla(t) + - + ACTRT()

De aqui concluimos que las columnas Cj,-(t), donde :=1,2,3,...,n

7=0,1,2,...,m — 1 son soluciones de (2.1).

Proposicion 5 Los vectores columnas de Co(t),Cy(t),...,Cm-1(t) generan el espacio

solucion de la ecuacion diferencial (2.1).

Prueba:

Sea el espacio solucion

y
L={l:R—R"™ [I(t)=Co(t)Bo+ Ci(t)B1 + C2(t)B2+ - - - + Crn=1(t)Bm-1} (2.25)
donde

,3,‘= . i=0,1,2,...,m—1

,Bn,i

y Bji son constantes arbitrarias y =1,2,...n. :=0,1,2,...,m — 1.
Debemos probar que V = L
Primero veamos que L C V

Sea u € L, entonces

u(t) = Co(t)Bo+ C1(t)B1 + Ca(t)B2 + - - - + Crac1()Bm1 (2.26)

reemplazando (2.26) en la ecuacién diferencial (2.1)

Cci™(t)Bot+ CI™()B + CM(1)Be + o 4 O (1)Bm
= ACm VB + ACTID/ + - 4+ c"" () By

+ AT 4+ ALCTTI)B + + ALY (1) B
+ Am—l (’)(t)ﬂO + Am—lC;(t),Bl + i + Am—ICyIn_l(t),Bm—l
+ AmCo(t)Bo + A,Ci(t)B + + Apo1Crmoi(t)Bm—a
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y utilizando (2.15) en la part derecha de la igualdad

hemos probado que (2.26) satisface la ecuacion diferencial (2.1), en consecuencia u € V.
Por lo tanto hemos probado que L C V.
Ahora veamos que V C L.

Sea u € V, veamos que u se puede escribir como una combinacion lineal

u(t) = Co(t)Bo + C1()Br + Ca(t)B2 + -+ + Couct (£) Brm—s (2.27)

tenemos que hallar B, 81,82, - - ., Bm-1 en funcién de u.
En (2.27) haciendo t = 0 y utilizando (2.19)

u(0) = Co(0)Bo 4+ C1(0)81 + C2(0)B2 + - - - + Cra1(0) By
u(0) =180+ OB1 + OBz + -+ - + OBm-1
u(0) = Bo
Derivando una vez (2.27)
u'(t) = Co(t)Bo + C1(1)B1 + Co(t) B2 + - - - + Cra_y () B
en la expresién hallada hacer t = 0 y utilizando (2.19)
w'(0) = Cg(0)Bo + C1(0)B1 + C3(0)B2 + - - + C,_ 1 (0) Brn—s

u'(0) =0B0+ 181 + OBz + -+ + OB
u'(0) = B

Asi sucesivamente, se obtiene Aa,. . ., Bm-2-

Derivando m — 1 veces (2.27)

en la expresion hallada hacer ¢t = 0 y utilizando (2.19)
ulm70(0) = C§™7(0)80 + €™ (0)81 + CE TV (0)B2 + - + Co P (0) B

u™(0) = OFo + OB + OBy + - - - + 1B,

u(m_l)(()) = :Hm—l
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Por lo tanto

i=0,1,2,...,m—1

lu go hemos probado que u € L

Por lo tanto

Finalmente probamos que

Obs:

La dimension del espacio solucion V' es mn, es decir
dim(L) = mn = dim(V)
esto se deduce de las proposiciones (2) y (5)

Corolario 1 Sea el vector u igual a la combinacion lineal de los vectores columnas de

las matrices Co(t), C:(t), ...,Cm-1(t) es decir.

u=Co(t)Bo+Ci(t)B1+ -+ Crm_1(t)Bm-1

donde

Bi

1=0,1,2,....,m—1
.Bn,i

y Bji son escalares arbitrarias 3 =1,2,.. .,n. 1=0,1,2,... . m—1.

entonces u es solucion general es decir contiene todas las solucione de (2.1).

Prueba:

Utilizando la proposi i6n (5) s oncluy qu u ssolu ién g n rald (2.1).

Proposicion 6 Las matrices Co(t) Ci(t),...,Cm_1(t) generan el espacio solucion de

la ecuacion diferencial matricial (2.2).
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Prueba:

Anadloga a la proposicion (35).

Obs

La matric s Co(t),Ci(t) ...,Cm=1(t) s llaman solucion s fundamentales de la

cuacion (2.2).

Notacion

La olucién C,,_,(t) ra d notada por D(t) y s ra llamada solucién dinamica de (2.1).

Definicion 2.1.1 La solucion matricial del problema de valor inicial

D(0)=0 D'(0)=0 D"(0)=0 --- D™Y0)=1I '
se llama solucion dindmica asociada a la ecuacion (2.1) donde Aj; 3 =1,2,...,m son

matrices dadas en (2.1), donde I , @ son la matriz identidad y la matriz cero de orden

n.

2.2. Soluciéon Dinamica como serie de potencia

De (2.16) tenemos

[ Co(t) Ci(t) Ca(t) = Cmoa(t) )
Colt) Ci(t) Cot) -+ Cri(t)
Co (1) Ci(t) C;(t) =+ C(t)
\ e Cr(nm 11) t))
y ademds sabemos et = g Akg

Por lo tanto

[ Co(t) Ci(t) Ca(t) C
Co(?) Ci(t) Colt) =+ Croi(?)
Co (1) Cy (t) C, (1) Conia(?) (2.29)
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La potencia k sima de la matriz compaiera A se puede escribir como:

( -

[ Cko Ceki o+ Crkm—a \
Cho Crxa -+ Crma
— Ck2 ,0 Ckz,l e Ck2)m_1
\ ) \Ckm——l ,0 Ckm—-l y1 e Ckm-—l am_l)
(2.30)
Las matrices Cj(t) donde 57 = 1,2,...,m — 1 se pueden escribir como una serie de

potencias para ello consideramos la primera fila de la matriz dada en (2.29) y tomando

en cuenta la primera fila de la matriz de la derecha de (2.30), tenemos

Co(t) = D Croy

k;o .
t
C)(t) = E Ck | B

h'

’ k!
k;O .
t 2.31
Ca(t) = Y Cragg | (2:31)
k=0
o0 tk
= D _Cim- Kl
k=0 /
las ecuaciones anteriores se pueden escribir en forma compacta como
C,-(t):ZCk,,-g j=0,1,2,...,m—1 (2.32)
k=0 ’

Cabe recordar que la matriz C,,_,(t) satisface el problema de valor inicial dado en
(2.28) esto se deduce de la iltima relacion hallada en (2.15) y de (2.19) para j = m — 1.
Por lo tanto C,,-;(t) se llama solucion dindmica asociada a la ecuacion (2.1), la solucién

Cm-1(t) ha sido denotada por D(t) es decir
D(t) = Cra=i(t) (2.33)

de (2.32) para j = m — 1, tenemos
D(t) =) Cim-1pg (2.34)
k=0

Derivando D(t), n veces
k—n

D) = 3 Comor(k)(k — 1)(k —2) - (k —n +1)

k=n
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(2.35)

evaluando esta iultima expresion en ¢ = 0 obtenemos
D™ (0) = Crym—1

el cual puede escribirse como

DW(0) = Crn (2.36)
Utilizando (2.36) en (2.34) tenemos
D(t) =Y D‘“(O)E (2.37)
k=0
denotando
(2.38)

llamado, coeficientes de la solucion dinamica.

Podemos escribir la solucion dinamica como

(2.39)
de (2.36) y (2.38) tenemos que
(2.40)
Afirmacion:
Dada la notacion para las filas de la matriz de la derecha de (2.30) se cumple:
C,',,'=1[ z'=0,1,2,...,m—1 (2.41)
Cunj=Am-; j=012...,m—1 (2.42)
k,7j=0,1,2,...,m—1 k#7 (2.43)

Prueba:
Haciendo £ = 0 en (2.30) y considerando A° = I, donde I es la matriz identidad de

orden mn, tenemos

(]I o o --- @\ ( Co,0 Co, Co,2 sals Co,m-1 \
OI1I O --- 0 Co, 0 Co, 1 Coz =+ Coym-i
I s C C vir Copom—
20— @ O O : Co-z,o (T,,n (12,2 02,. 1 (2.44)
O 0O 0O --- 0 Com—20 Comzt Comz2 **+ Com_pm-2
\@ o o ... ]I) \Com_,,o Copyn Cop_y2 *°° COm—lym—l/




Observando las primeras filas, podemos decir

CO,() = 1[ CO‘] == C(),z == CO,m—l = @

donde I es la matriz identidad de orden n y O es la matriz cero de orden n.

Analicemos un caso particular para luego generalizar.

Si m = 4 la matriz A seria

O I 0 0
O O I O
A=
O O O I
‘44 A3 A2 Al
y utilizando (2.30) tenemos

O I 0 @ Cl,o Cl,l Cl,2
A= O O I O] |Cyo Cya Cup
B O O O I Clz,O Clg,l C12,2
Ay Az A A Ci;0 Cizi Chsp2

Luego, haciendo el producto matricial

A-A=A% A2 - A=A4% A -A=A' A*.

y utilizando (2.30) tenemos

(@) O I O Ca,0

A2 = (0 O O I _ C2 0
Ay Az A, A, Ca,0

AlAy Ay + AjA; As+ A1A, A + A2 Cas,0

Ci3

Cin;3

C12,3

C13,3

A= A°
C2,l C2.2
C21,l C2l ,2
Co,1 C2,,2
C23,l C23,2

(2.45)

(2.46)

(2.47)

C'2,3
Cz, 3
C22 3

C23,3
(2.48)

observamos que la segunda fila de la matriz A dada en (2.46) pasa a ser la primera fila

de la matriz A? dada en (2.48)

(0) (0) ©) I Cso Cs,

A= Ay Az A, A, _ Cs,0 Cs,,1
AjAy A+ AjAs Az + AlAz Ay + A2 Cs,0 Cs,1

= — Czs0 Cs40
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Cs,2
Cs, 2
Cs,,2
Cs, 2

C3,3
Cs, 3
Cs? v3

Cs, 3
(2.49)



observamos que la tercera fila de la matriz A dada en (2.46) pasa a ser la primera fila

de la matriz A® dada en (2.49)

As Az As A, Cip Cay Caz Cu3
At — A1As Ay + A1As A3+ A1A2 Ay + Al | Cao Cyi Cy2 Cay3
= =5 e = C42,0 C42,1 C42,2 C42,3

—_ — = — C43'0 C43,l C43,2 C43,3
(2.50)

observamos que la cuarta fila de la matriz A dada en (2.46) pasa a ser la primera fila

de la matriz A* dada en (2.50)

A1As As+ A1A3 A3+ A1Ar Ay + A2 Cso Cs;1 Cs2 Csgs
5 = == = = — _ Cs,0 Cs;n Cs,2 Cs, 3
=< — = - Cs,0 Cs,n Cs,2 Csya
- - - - Css0 Css1 Css2 Csga
(2.51)
Luego observando la primera fila de (2.47) (2.48)(2.49) y (2.50) podemos escribir (2.46)

como

O I 0 O Cio Ciyp Ci2 Ci
A= O O I O _ Cao C2y Ci2 Ca3 (2.52)
0O 0 O I Cso Csy Caz Caa
Ay A3 A A Cyo Cyn Cyu2 Cu3
de (2.52) podemos decir
y Coo = I debido a (2.45), es decir
C.i=1 i=0,1,2,3 (2.53)

donde I es la matriz identidad de orden n, ademas la 1ltima fila de A se denota

osea
Caj=As-; 1=0,1,2,3 (2.54)

El resto de elementos de A se denota
k=1,2,3 ;=0,1,2,3 k#3
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Para k = 0, tenemos Cp; = O j =1,2,3 debido a (2.45) por lo tanto
Cej=0 j7,k=0,1,23 k#3j (2.55)

donde O es la matriz cero de orden n.

Generalizando:

Haciendo k =1 en (2.30) y por el resultado obtenido en (2.52) tenemos

(0 1 O O - @\
O O I O O
(0) (0) (0) I e O
A= =
(0) (0) (0) o .- I
\Am Aot Amcz Amss 0 Ay
[ Cio Cii Cia Cia -+ Cimor )
C'Z,O C2,1 C2,2 C2,3 e C2,m—1

, ’

C30 C3l C32 C33 C3m—l

Cm—l,O Cm—l,l Cm-l,2 Cm—l,3 v Cm—l,m—l
k Cm,O Cm.l Cm,2 Cm,3 e Cm,m—l )

Siguiendo el mismo procedimiento realizado para obtener (2.53) (2.54) y (2.55) tenemos

Cii=1 i=0,1,2,...,m—1

Cmj=Am—j 7=0,1,2,....m—1

j,k=0.1,2.3,...,m—1 J;ﬁk

Afirmacién:

m-—1

Ck,; = Z Am-iCryi-m,; (2.56)

1=0

k=m,m+1m+2,...

j=0,1,2,...,m—1
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Prueba:
Sabemos de (2.32) que

0 ¢k .
Cj(t)=ZCk'jp 7=0,1,2,...,m—1
k=0 ’

Derivando 2 veces, tenemos que:

COH) =3 Coy e
5 (t) = LZ; Sy
esto es:
(2.57)
Por otro lado de (2.2) se tiene
m-—1
U™(t) =) AmiUY(2) (2.58)
1=0
reemplazando (2.57) en (2.58) se tiene que
luego
m—1
Crami =D Am-iCryi;  k=0,1,2,... (2.59)
—
m—1
Ck,jzzAm—iCk+i—m,j k=mm+1m+2,... 3=0,1,2,... . m—1
1i=0

2.3. Los coeficientes D, de la Solucion Dinamica

Lema 2.1 5t 5 =0,1,...,m — 1 tenemos
J
Ck,; = Z Di—j_14iAm-i k>m (2.60)
=0
donde los coeficientes Dy de la solucion dindmica satisfacen
Digm = ZA,-DH,,,_,- =Zpk+m_,-A,- k=0,1,2,... (2.61)
7=1 7=1
DOZD]=D2="'=Dm_2=@ Dm_IZ]I
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Prueba:

Hagamos la prueba de (2.60) por induccion matematica sobre k.
Sea 7 € {0,1,2,...,m —1}

Para k = m veamos que se cumpla

J
Cing =) Din=j= 1 1/ Am=; (2.62)
o

Desarrollemos el lado derecho de la expresion (2.62)

J J
Y Du-jortiAm—i = Y Cm_jorsim-1Am—i  debido a (2.40)
=0 =0

1-1
= § Cm—j—l+i,m—lAm—i + Cm—l,m—l‘Am—j
1=0

= Am_;
= Cm;

pues Criciyn—1 = Iy Cr—j—14im—1 = O debido a (2.41) y (2.43) respectivamente y
ademas A,,_; = Cp,,; por (2.42), con lo cual queda probado la validez de (2.62).
Asumiendo como hipotesis de induccion que para k entero fijo y todo entero r tal

que m < r < k se cumple que.
J
Cri =) Dijor4iAm—i (2.63)
=0
probaremos que si 7 = k + 1, se cumple

J
Cikt1,5 = Z Di_jyiAm—i
—

veamaos
m-—1

Sabemos Cg41,; = Z Apm—iCri14i—m,; debido a (2.56)

1=0

m-—1 i
= Z A Z Diyr4iecm—j—1+sAm—s utilizando (2.63)

1=0 8=0
J m-—1
= Z Z Am-iDryi—m-jrs Am—s
8=0 1=0
] m-—1
—— Z Z Am_{Ck+i—m—j+a,m—1Am—8 por (2‘40)

8=0 =0
J

= Z Ck—j+a,m-1Am-s por (256)

8=0
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donde a la variable j se le asigna m — 1 y a la variable k se le asigna k — 7 + s

J
Cik41,j = Z D i s Am—s por (2.40)

s=0
luego queda probada la validez de (2.60), ahora hagamos la prueba de (2.61).
Sabemos por (2.39), que

reemplazando D(t) en (2.1) tenemos:

$(k=m+1) $(k=m+2)
D A Dy———
Z k—m+ 1) m+1)|+ é Z “(k—m +2)!

k=m-—1 k=m-2

tk
+"'+AmZDkF
k=0 ’

k
= AIZDk+m 1 +A22Dk+m ‘2;

tk
+"'+AmZDkF
k=0 ’

L oad tk o) k
Z Dk+mﬁ = Z(Ale+m—l + A2 Drym—2 + -+ + A’"Dk)E
= k=0
luego
Ditm = ) _ AjDiym-;  k=0,1,2,... (2.64)

Hacemos j = m — 1 en (2.60) obtenemos que

Ckm—1 = Z DA k>m
Crpmmo = Z DiyiAm—i k=0,1,2,...
Diym = Z DiyiAm—i por (2.40)
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Ditm = Y Diym_jA; k=0,1,2,... (2.65)
1=1

De (2.64) y (2.65) tenemos que:
Diym = ZA,-DH,,._J- = Z Diym-jA; k=0,1,2,...
1=1 1=1

En (2.43) hacemos j = m — 1, obtenemos que

= k=0,1,2,...,.m—2
Dy = k=0,1,2,...,m—2 por (2.40)

oséa

D0=D1:D2=---=Dm_2:O

De (2.41) obtenemos Cp,—1 m-1 = I para ¢t = m — 1, luego D,,_; = I por (2.40)

2.4. La Soluciéon Dinamica es solucion a la derecha

y a la izquierda de la ecuacion diferencial

Proposicion 7 La solucion dindmica es solucion a la derecha y a la izquierda de la

ecuacion diferencial lineal de orden m, esto es

m m

(2.66)

=1 1=1

Prueba:

La parte izquierda de (2.66) es valida por definicion de solucion dinamica esto es:
D™(t) = Z A,-D('"_")(t)
J=1

en general (2.66) se puede obtener de la siguiente manera, sabemos por (2.39) que

derivando m veces la expresion dada tenemos
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que se puede escribir como

DUty =) Dk+mﬁ (2.67)
k=0

De la misma forma podemos obtener

j=0,1,2,...,m (2.68)

De (2.61) sabemos

Ditm = Y AjDipm_j = Y Diym_jA;
j=1

J=1

utilizando (2.61) en (2.67) tenemos:

luego

(2.69)

usando la ecuacion (2.68) en (2.69)

D™(t) = Z AJ-D(m‘j)(t) — Z D™ (1) A;
=1 =1
2.5. Las Soluciones Cj en términos de la solucion
Dinamica

Proposicién 8 De

(2.70)
donde A es la matriz companera dada en (2.6).
Tenemos que las componentes diagonales por bloques originan las relaciones
Co(t) = D(t)Am (2.71)
cor ) = )+ D) A J=1,2,..,m—1  (2.72)

39



Prueba:
Sabemos d: (2.16)

[ Co(t) Ci(t) Cy(t) -+ Coa(t) )
Col(t) Ci(t) Ca(t) o Cry(?)
et =| GColt) Cy (¢) C; (t) Crazi (1)
\C;" () ") ") e ()
Denotemos los bloques cuadrados de la matriz e por C;;, que son matrices cuadradas
de orden n, donde 7,7 = 1,2,...,m, es decir
(2.73)
Luego podemos observar que
,7)=12,...,m (2.74)

Por otro lado de (2.6) la matriz companera es

(O 1 O O - O)
o o I O - O
o o0 O I - O
A= . . :
O 0 O O - I
\Am Am-t Am—z Am_s -+ A1)

Si denotamos los bloques cuadrados de la matriz A por A;;, que son matrices cuadradas

de orden n, donde 7,3 = 1,2,...,m, es decir

podemos ver que

A2=Aps=A34=-- - =Ap_1m=1

esto es:
./4;(,'+1)=]I 1=1,2,3,...,m—1 (2.75)

También observemos que
Amlem AmZZAm—l Am3=Am—27--'7Amm=Al
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esto es

J=12,...,m (2.76)

Asimismo
t#m V. jFi+1 (2.77)

De e* A = Ae*, denotando sus bloques por R;; que son matrices de orden n, es decir
— [R’J] . (:'At.A — Ae.At

Luego cada uno de s =Xpresar como:

=) CuAi;=) AuCy 4,j=12,...,m
k=

k=1

en particular los elementos de la diagonal principal se pueden expresar como:
Ry = Z Cik Ari = Z AiCri
k=1 k=1
enseguida utilizando (2.74), en la expresion obtenida para R,;, tenemos
Ri=Y_ CV(t) A = Z AuCETD (1) (2.78)
k=1
Haciendo 7 = 1 en (2.78)
Ry = ZC(O) ) Arr = ZAlkcgk D(¢) (2.79)

Utilizando (2.76) , (2.77) en la parte izquierda y enseguida (2.75), (2.77) en la parte

derecha de (2.79), tenemos

(2.80)

Sabemos D(t) = Cm-1(t), Ami = Am, A2 = I, entonces (2.80) se ribir
como:

Riy = D(t)Am = CiV(2) (2.81)

Haciendo 2 < 7 < m —1 en (2.78), luego utilizando las relaciones (2.75), (2.76) y (2.77)
tenemos:

Ri = C5V(8) Ag-iyi + CHI () Ami = Aiirn) CEL (1) (282)
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Sabemos que

Ai—yi = Aigey =1
Ami —
chil® =

entonces (2.82) se puede escribir como
2<i<m—1 (2.83)

Haciendo ¢ = m en (2.78) tenemos

[\/]a

C () Ak = ZAka(k' (1)

k=1

Utilizando (2.75), (2.76) y (2.77) en la expresion obtenida para R,,.,, obtenemos

CI () Apn—rym + CERIV (2 Z AmkCE D (1) (2.84)
Sabemos
Am-1ym =1 Amm = A1 Amk = Am-kt1 D(t) = Crna(2)

y por la dltima relacién dada en (2.15)
clm (¢ ZAm k109 D(1)

entonces (2.84) se puede escribir como

(2.85)
por (2.83) y (2.85) podemos concluir
CEV) + DU VW) Ameis =CO (1) 1=2,3,4,...,m (2.86)
haciendo i = m — j + 1 en (2.86), resulta
Cim2, () + DU () 4; = Cnt () (2.87)

m—j)3+1=23,...,m
m—3)=12....,m—1
1=12,...,m—1

Luego (2.81) y (2.87) prueban la proposicién
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Corolario 2
Podemos escribir las derivadas de las soluciones Cj(t) como

m—k—1
CEt(t) =Dty — S DA k=0,1,..,m 2

i=1
Prueba:

Sabemos que la soluciéon dinamica satisface

D™(¢) = Xm: D=9 () A;

=1

desarrollando el ultimo término

m-—1
D™ (t) = DO(t) A, + Y D™ I(2) A

=1

usando (2.71) en (2.89) tenemos

D () = ¢V (¢t) + ,,.2_: D™= (¢) A;

=1
entonces

Co'(t) = D™(¢) — mZ DI (t) A

De (2.72), haciendo j = m — 1 tenemos

Usando (2.90) en la parte derecha de la expresion hallada

m-—1
= D™(¢)— Z D™= (¢)A; + DM (t) Ay

1=1

CPe) = Dty — 3" DIm) (1) A,

1=1

De (2.72), haciendo 7 = m — 2, tenemos

Usando (2.91) en la parte derecha de la expresion hallada

m-—2
= D"(t) =" D™ (t)Ai + DD (t) A2
=1
m-3 ,
c(t) = D™(t) - D" I(t)A,

i=1
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asi inductivamente llegamos a probar
cm Ay = D¢ ZD("‘ 0 (t) A, (2.93)

Probemos la expresion (2.88) para k=m-2
De (2.72), haciendo j=2 tenemos

Usando (2.93) en la parte derecha de la expresion hallada

C(m l)(t) = D(m) ZD("' ') (t)A; + D(m— 2)( ) Az

i=1

clim () = D("‘)(t)—i:D('"“)(t)A,- (2.94)

De (2.90), (2.91), (2.92), (2.93) y (2.94) prueban el corolario.

Corolario 3
Podemos escribir las soluciones Cj(t) en términos de la solucion dindmica y los

coeficientes A;

C;(t) = D™=3=Y(¢ Z Dm-i—i-U(y4, 5 =0,1,...,m —2 (2.95)

Prueba:

De (2.88), para k = 0 tenemos
Cél)( t) = D™ (¢ Z D=9 (¢

Integrando una vez de 0 a t, tenemos

Co(t) — Co(0) = D™~ (¢) — DI™=1(0) — mZ—(D""—"—”(t) — D™==1(0)) A

=1
y luego utilizando (2.19), tenemos

Co(t)—I= D™ N(t)—1— E(D‘m—‘—”(t) — Q)A;

simplificando

Co(t) = D™ D(t) — 'i D=1 (¢4) 4, (2.96)
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De (2.88), para k = 1 tenemos

m-—2

Ci(t) = D™ (1) = 3~ DIm=(1) A,
i=1
Integrando dos veces de 0 a t y utilizando (2.19)
Primera integracion

m-—

— D(m_l)(t) (m l) Z (m i— l) D(m—a l)(O))

m-—2

— D(m_l)(t) —I- Z (D(m——i—l)(t) —@) A;

i=1
m-—2

Segunda integracion

= Dm=A(e) = DB (0) = 3 (DB — DN(0)) 4

=1

Ci(t)—0 = D"2(t) -0 - mz-: (D'™==2(¢) — O) A;

i=1
m—2

Ci(t) = D" 3(t) - Y Dim==2(t) 4 (2.97)

Asi sucesivamente de (2.88), para k = m — 2 tenemos

i () = DU (¢) — Z D=9 () A;
=1
Integrando m — 1 veces de 0 a t y utilizando (2.19)

1

Cma(t) = D'(t) =) DE*D(¢)4 (2.98)
En conclusiéon podemos decir que (2.95) se obtiene de integrar k + 1 veces de 0 a ¢ la
expresion (2.88) y utilizar (2.19).
2.6. Calculo de la solucion Dinamica D(t)

Teorema 2.1 Si para la matriz cuadrada A de orden N con elementos escalares, su

polinomio caracteristico es

P(\) = det(A\l — A) = Zb ANV-I p =1 (2.99)
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entonces tenemos

(2.100)
donde d(t) es la solucion dindmica de la ecuacion diferencial escalar
N .
> bjuNI(t) =0 (2.101)
)=0
y ¢; es solucion de la ecuacion (2.101) con wvalores iniciales cgk)(O) djr para
7k=0,1,...,N —1.
Prueba:
Sabemos que p
E(eAt) — AeAt
enseguida tomando la transformada de Laplace
y de acuerdo con las propiedades de la transformada de Laplace
factorizando L£{e?!} se logra la igualdad
y se concluye que
donde X no es valor propio de A.
Para encontrar el inversa de la matriz (Al — A) se puede utilizar la igualdad
- dj(Al — A)
M- A =22 T 2.102
(A —4) det(A\I — A) ( )
Sabemos que
Idet( A\l — A) =T(N)-(AMI— A) = (AI— A)-T(A) (2.103)
~ = 4 ~——

46



donde T'(A) = adj(AI — A)
Obs: |A|l = A(adj(A)) = (Adj(A))A

Como
x: por (2.99) cada elemento es a lo mas un polinomio de grado N
*x%x: cada elemento es a lo mas un polinomio de grado 1
entonces podemos concluir que cada elemento de T'(A) es a lo mas un polinomio de
grado N — 1.

Sabemos que T'(A) es una matriz de orden N, el cual puede expresarse como

Piy(XN)  Pra(N)

T()) = P21-(/\) Pya()

donde sus elementos P;;(\) son polinomios a lo mas de grado N — 1

Agrupando convenientemente podemos escribir T(A) en funcién de las potencias

AN=1 AN=2 X2 )\ 1, de la siguiente manera

esto es

N-1
T(\) = Z BN (2.104)

donde Bj son matrices cuadradas de orden NN, cuyos elementos son escalares.

Observemos que

T(0) = By (2.105)

Derivando (2.104) k veces (0 < k < N — 1) tenemos
N-1 _
TOM) = B =10 =2)- (5 = (k= 1)+
=k

enseguida evaluando la expresion obtenida en A = 0
T®(0) = Bi(k)(k —1)(k—=2)---(2)(1) (0<k<N-1) (2.106)

luego de (2.105) y (2.106)

T*)(0)
k!

By = (0<k<N-—1) (2.107)
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reemplazando (2.107) en (2.104)

vamos a demostrar la formula

Sabemos por (2.103) que

N-1

() = Z T(J) ())

J=0

N -1

=) bt AN

j=1 i=0

enseguida, derivando respecto a A sucesivamente

IT(\) + (M - A)T'()) =

pues T®N) =0 Vk > N

(A= AI)T'(A) + P'(M)I

—T"(A) + (A — AD)T"()) + P"(\)I

(A= AI)T"(A) + P"(M)I

—T"(A) + (A = A)T"(A) + P"(\)I

(A _ /\]I)T’"(/\) + P”’(/\)]I

(A= AD)TW=2()) + PN=-2)(\)I
—TW=2(X) + (A= ATV (A) + PA=D)I
(A= AD)TW-1D(X) + PIN=-D(\)I

TN=-D(X) + (A = AI)TM) + PMN)I

PN = bo(NNI

P’

(2.108)

(2.109)

(an—2)

(a -1)

(e )

Luego, utilizando las igualdades anteriores recursivamente en A = 0 y considerando

obtenemos:
de (an)
TWN=-1(0) Not bo(NNI
(N —1)! (N =1)1)(N)
= boANTI
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de (an-1)

TND(0) \v-o _ ATTD(0) + PV | v,
(N —2)! N (N =2)")(N -1)
Abo(N = D)L+ by(N — )Ty,
(N —1)!
= (Abol + bI)AV?

= (boA+ bT)AN2

de (aN_z)
TW0) \ s _ ATWN-2(0) + PN-2(O)
(N - 3)! (N =3))(N —2)
_ A(bA+ BV = 2)! + by(N =21y g
B (N —2)!
= (boA% + by A+ bI)AN 3
T\Il(o)/\2 _ AT”’(O) + PHI(O)]I/\2
2! (293
_AT™(0) +by—s(3)]
B 3!
= (boAN_3 + blAN—4 ...+ bN_3]I))\2
T'(0)A - AT"(0) + rP"(0)I
1! B (1M)(2)
- A(boAN_3 + b] 14N_.4 + e + bN_3]I)(2') + bN_2(2')]I/\
B 2!
= (boAN2 4+ 5,AN 3 4 - 4 by_3A + by _,I)A
de (ay)

T(0) = AT'(0)+ P'(0)I
= AbAVN 24+ 0, AN 4. 4 by_3A + by_ol) + by
= b AN 4 b, AN 4 . 4 b3 A% + by_2 A+ by, ]
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b}

T7(0) ..
Considerando las relaciones halladas para ==X, luego reemplazando en (2.108) y
7!

reordenando adecuadamente tenemos:

T(\) = boAN' 4 (oA 4+ b)) AN2 4 (boA2 + A + b)AVN 3 4.

+ooe 4 (boAN 2+ by AN‘3 +oo+ by 2)A+ (boAV ™! + b AN 4

1-1
= th_)‘l—i—lAN 1 Zb/\z :—1AN 2+Zb/\3—- 1AN-3+ .

i=0
(N-1)-1

Z b/\(Nl)tlA+Zb/\N—11]I

Luego
N -1
-3 S
=1 1=0
es decir
N 3—-1
adj(\I[— A Zzb,/\J—'—lA A
=1 =0

hemos demostrado la férmula (2.109).
Sabemos de (2.102) que

adj(MI— A) _ T())
det(\[— A) ~ P())

L{eM} = (M- A)"! =

+

+ by-1)l

Usando un resultado de la integral de Bromwich para la inversa de la transformada de

Laplace, ver (1.24), se tiene

1 adj( Ml — A)
_A.f = __ :_a\tdA
: omi Jo, POV

At

(2.110)

(2.111)

Chr es una circunferencia de radio R, suficientemente grande que encierra las raices de

P()).

Sea la funcién

)= om c, P(A)d’\

(2.112)



que es de clase C*® y tiene derivadas

luegoent =0

(2.113)
Por otro lado tenemos que
1 A AVBeAN)  ANPO) — AN TN b
P(A) — ANP(A)  ANONP(N)) AN (AN P()))
. L Efil b AN~
multiplicando esta iltima ecuacion por A™
A™ N 21\11 b,‘/\N_H'm
— = AT == 2.114
P()) A ANP(X) (2.114)
utilizando (2.114) en (2.113)
1 1 DDA s i
d™(0) = — mNd\ — =l dA 2.115
donde Cr : A = Re'® 0 < 0 < 27 para R suficientemente grande.
Evaluando la primera integral de linea de la ecuacion (2.115)
. 0=2m
1 N en')(m—N+l) )
—R"™ = 0 S <. -1
27rR i(m—N+1)|50 L
1 2n
—/ dd = 1 Si m=. —1
2w 0

La segunda integral de linea en (2.115) tiende a cero cuando R — oo

para m=20,1,2,...,N—1

o1



el resultado s justifica por (1.25).

Utilizando los resultados obtenidos la ecuacion (2.115) quedaria como
i=2,...,N d"¥D0)=1 (2.116)

de (2.112), la transformada de Laplace de la funcion d(t) es:

LD} = 5053

P(A)L{d(t)} =1
1= <Z b,-AN—") £{d(t)}

boAN + b AN 4 b AN 4o 4 by A + by
P(A)

)\N /\N—l AN—2 1
= 1+4bg (F(Kj—l) + b, (}m) + b, (P(/\)) +---+bn (Fm>
= 14+ AWNc{d(t)} — 1) + by (AN L{d(t)}) + bo(AVT2L{d()}) + - +
<o+ by (AL{d(t)}) + b (L{d(t)})

utilizando (2.116)

1 = L4bo [ANL{d(t)} — AN7'd(0) — AN=2d'(0) — - - - — AdN-D)(0) — dN=1(0)] +
by [ANTIL{d(t)} — AN72d(0) — AV=3d"(0) — - — dVD(0)] + - +
bn_1 [AE{d( )} — d(0)] + by L{d(t)}

= 1+Zb£{d‘” )(t)}

=0

entonces

(2.117)

De (2.117) y (2.116) hemos establecido que la funcion d(t) satisface el problema de valor

inicial:

N .
D " bidNI(t) =0
=0 (2118)
d(0) = d'(0) =--- = d™7(0) = 0
Reemplazando (2.112) en (2.111)

N J—-1
— Z (Zbd" (¢ )AN J (2.119)
71=1

=0
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De (2.118) la funcion d(t) es solucion dinamica de la ecuacion diferencial escalar
N .
Y buNI(t) =0 (2.120)

Luego (2.120) pu de expresarse como:

M-

bou™() = 3 (=b,)uM ()

1

7

donde by =1 entonces

z

u™(t Z uN=9) (1) (2.121)

Observemos que la ecuacion obtenida es un caso particular de la ecuacién (2.1), por lo

tanto podemos usar los resultados obtenidos hasta ahora.

De (2.95) podemos escribir las soluciones cj(t) en términos de la solucion dinamica

como.
N—jy)-1
ci(t) =d\ ()= > dNITI(=b)  j=0,1,.... ) (2.122)
=1
haciendo j = — sen (2.122)

N—-N+s—1
cN_s(t) — d(N_N+8—1)(t) + Z d(N-N+’_i_l)(t)b.'

s—1

— d(a—l)(t) + Zd(s—i—l)(t)b'.

N-s=0,1,...,.N =2
§s=23,....N

t) = Z bid® V() s=23,...,N (2.123)
Sis=1en (2.123)
0 B
enoi(t) = D bid! ()

= d(t) verdadero

a3



Luego:
enoa(t) =D _bdTN(t)  s=1,2,3,...,N (2.124)

ademas cg-k)(O) = é;x para 3,k =0,1,..., N — 1 debido a (2.19).

De (2.124) en (2.119) conseguimos

Corolario 4 Sea la matriz Aj de orden n x n, la solucion dindmica de la ecuacion de

orden m

ul™(¢ Z Ajutm=9 (¢t (2.125)

€s
mn j)—1

ZZbd" ““1(¢)Dynn—;j (2.126)

=1 =0
donde D,,—j son matrices obtenidas recursivamente de (2.61), los b; son los coeficientes

del polinomio caracteristico

(2.127)
y d(t) es solucion dindmica de la ecuacion diferencial escalar
D bulmI(t) =0 (2.128)
J=0
donde b, = 1
Prueba:

La ecuacion (2.125) tiene una solucion dinamica que satisface la ecuacion matricial

m

DI (¢ Z A;DUT(¢) (2.129)

D) = D'(0)=---=D"I() =0

(2.129) se puede llevar a la forma P(t) = AP(t) el cual tiene solucién P(t) = e#*P(0),

At

siendo P matriz de orden mn x n que depende de la variabl ¢ y e’ matriz de orden
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mn X mn.
Dond

P(t) =

haciendo cambio de variable matricial

P(t) = D(t) =
Pi(t) = D"(t) =

!

|

(D

P(t) =
Pi(t) =
Pi(t) =

Pl

m-—1

P(t) = D"™(t) = Y 4;D™=9)(¢)
=1

D'(¢)
Dll(t)

-

t)

(1))

D'(t)
Dll(t)
Dlll(t)

(t) = D™ 7(2)

tenemos:
(Pt)\ (O I O O 0)
Pi(t) O O I 0 0
Pi(t) O O O I 0
Pv’n—l(t) @ O O @ ]I
\ Pa(®) ) \Am Ani Ams Ama o0 A1)

efectivamente toma la forma P(t) = AP(t).

De P(t) = e P(0) se tiene

D"(t) — eAt D"(O)

\pe-n(e)

( D) ) (D)
D'(t) D'(0)
=

\D(m—-l)(o))

[ D(t)
ol
D"(t)

D(m—Z)(t)
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kD(m—l)(t)/

( Py(t) \
Py(t)
Ps(t)

Py ()

\ Pn(®) )

(0)
()
a|O
0

\1)

(2.130)

(2.131)



( D) ) (0) (D) (0)
D'(t) (0) D{r+1)(¢) (0)
N " D(r+2) t O
d D (t) — AreAt @ — ( ) — AreAt
7 : : :
D(m=2)(¢) 0 D(r+m=2)(¢) 0
o) i) o)
t=0en (2.132)
([ D)(0) \ (0)
D(r+1)(0) (9)
D+2)(0 o
- ( ) = Ar .
D(r+m—2)(0) [0)
\pr@)) A1
Como DVY(0) = D;
( D, (0)
D, 4y (0)
D, (0]
. -+2 = Ar .
Dr+m—2 @
\Desmot)  \1
la matriz A de orden mn, su polinomio caracteristico es
P(X) =det(/\l[—A)=Zbi,\N-J' bo = 1
=0
Utilizando (2.100) en (2.131) tenemos
( D) (O)
D'(t) (0]
"¢ mn Jj—1 o ) (§)
Oy (Z b.d“-'-”(t)) amni |
: 1=1 1=0 :
D(m=2)(¢) @)
\Dt") (1)) (12
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(2.133) n (2.134)

( D(t) \ / Dmn—j \
D'(t) Dmn—j+1
D"(t) Dypn—j+2 (2.135)
\D(nl—l)(t)) KDmn—j-{-m—l)
donde d(t) es solucion dinamica de la ecuacién diferencial escalar
> " bulmmi(t) = 0 (2.136)
3=0
C1+AC>
(a1 -1 o) o) o) 0 C;*C
o) AL ~I ) ) 0 —>—
o) o) Al -1 o) o) e ins
(ML — A) = : : . .
o) o) o) o) Al ~1I Cr4A™ 73 Cm—
k_Am _Am—l '_Am—2 _Am—3 —'A2 Al — Al) Cl+ﬂ_; Cm
— (0] (0]
(@ ! 0 o \ fz+t\¢1
(@) Al —I O O O o
s+Af2
0O O Al -1 o) o) Ltz
. - f4+A¢3
O O (0] O R | O :
0O O (o) QO -+ AL ~I fm-132m—a
\Q _Am—l _Am—2 _Am—3 —A2 /\I[ - Al/
a = —A, — AMp—y — NVAp-2 — MNA, 3 — - — A"24; — ™A 4+ A™I
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(@ —I O (@) . O O \ fm—l_xf>m—2

0O O —I o - 0O O Im-2X)m-s
0O O o) -I -~ O o)
0O O 0 o - O ~I =
\@ —Am-1 —Amz —Amg o —Ap M-4) - Fxh
Entonces:
(0 © 0 0 -1 )
0 -I 0 0 0
0O O -I -~ O 0
det(Al — A) = (—1)"""det | . . ’ . _ fixip
0O O 0 ~I 0
\& —Am_1 —Am2 —A; A - A
(6 —Am-i —Ames —A; AI- A
0 -I 0 0 o)
0O O —I 0 0
— det(A\l — A) = (—1)"""Vdet .
0O O o - -I 0
\0 O o - O =
= det(Al— A) = (-1)"™ Va| | -T||=T|---| = ]|

m-—1 VECes

— det(\[— A) = (_1)"('"-1)|a|(_1)n(m—1)|11|

Corolario 5 Demostrar que
m—1 )
DOt +7)=Y_ cI(t)DV(7) r=0,1,2,...,m—1
1=0
donde D(t) es la solucion dindmica asociada a la ecuacion (2.1).

58

(2.137)



Prueba:

Sabemos
(2.138)
para nuestro problema, A es la matriz companera presentada en (2.7).
Utilizando (2.16) en (2.138) tenemos
[ Co(t+T) C,(t+7) Cy(t + 7) o Cry(t+7)
Co(t + 1) Ci(t+) Calt+7) oo Cosy(t+7)
Co(t+7)  Ci(t+7)  Cy(t+7) - Co(t+7) | =
([ Colt) Ci(t) - Cuoa(®)) [ Colr) Cy(r) -+ \
Co(t) Ci(t) -+ Cpny(t) Co(7) Cy(7)
Co (1) Ci(t) -+ Cpuult) Co(7) Cy ()

\ -emtm) \ /
efectuando el producto de las matrices luego considerando los elementos de la ultima

columna de la matriz que esta a la izquierda, conseguimos

como C,—1(t) = D(t) solucion dinamica entonces

m-—1

D(t+7)=)_ Ci(t)DY(r)

D'(t+7)=>_ Ci(t)DY(r)
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m—1
D(m—l)(t + 7_) — Z Cl(m—l)(t)D(i)(T)
=0

En consecuencia:

m-—1
DOt +7) =y C()DY(7) r=0,1,2,...
2

2.6.1. Ejemplo

Hallemos la solucion Dinamica de la ecuacion

Haciendo el cambio de variable vectorial

ulzq —— 1:£1=(}=U2

Ug = q —, dZ — q = —441(‘? o ‘42q

2 0
.41 -

Formando la ecuacion diferencial &« = Au

donde

tenemos

(o) -

Siendo

,m—1



Hallando el polinomio caracteristico P(A) de la matriz A

A0 -1 0
0 A 0 -1
det(M — A) =
1 1 A+2 0
0 1/4 0 =1
A 0 -1 0o -1 0
detOI—A) = Al 1 A+2 0 |+| r 0o -1
1/4 0 A-1 1/4 0 A—1
A+2 0 1 X+2 A —1
detOI—4) = Aflal T _ S | T
0 A1 1/4 0 1/4 A—1

det(A\l — A) = AAA+2)A -1 +31A+2)]+AXrA—-1)+1/4
det(A\l —A) = AMA+2)(AN2=A+1/4)]+r2 -2 +1
det(\[—A) = M+ XN -IN 41y 41

Sabemos P())

4
det(\[ — A) =) " bA*~
=
P(/\) = b())\4 +b|)\3+b2/\2+b3/\+b4
por lo tanto

3 1 1
b0=1 b1=1 bg:—zl- b3=—§ b4=Z

Considerando (2.128), hallemos la solucion dindmica escalar d(t)

> b;d () =0
d(0) = d’(01)=0= d"(0)=0  d"(0)=1

bod™® + b,dB) + byd® + bsd!) + byd
d¥W 4 4B — %d(2) — %d(‘) + %d

II
o o
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tiene la ecuacion caracteristica

Hallando las constante c;

(r+1)%(r —1/2)2 =0

(81)

(B2)

(B3)

di0) = 0
€ = —C3
d'(t) = —cie”'+cale™t —te™t) + De'/? + cy(e/? + Let/?)
d0) = 0
C
_Cl+02+§3+c4=0
d”(t) — cle—t + Cg(—E—t _ [e-t _ te-t]) + g:_et/2 + C4(5‘2/—2 + [%61/2 + %6”2])
d"(t) = cre”t+ co(—2e7t + te7t) + Let/? + c4(e'? + Let/?)
d'(0) = 0
C3
1 +2C-€2)+Z+C4=0
d"(t) = —cet+ca(2e7t+ et —te7]) + 98"'-6'/2 + ¢4 (9‘2’—2 + [%ﬁ’t/z + éet/Z])
d’l’(t) = —QC e ! + C2(3e—‘ — te-t) + %61/2 + cq (16%/_2 + éet/Z)
d"0) = 1
c 3
—c1 4 c2(3) + gs + C4(z) =1
3¢
(B1) en (B2) ca+c2+%+c4 = 0 c2+—§3~'+c4=0
3¢
(B1) en (B3) —03—2cz+-c4—3+c4 = 0 —2¢2 — —Z?—+c4 =0
3 9 3c
(Bl)en (B4) c3+3c+=+"2 = 1 = 3o+ —4-""=1
8 4 8 4
3c
4cy + —2:1 +cy = 3
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(85) — (B6) 3c2+942 0 — e _§4£z
(BT) - (86) bt =2 = 3
(B9) en (89) (42— 4 - 10
(B10) en (B8) oy 3
(B10) en (B1) o = %g_

(810) y (B11) en (B5)

Por lo tanto

- () (5) <+ ()

(5

e

N

Utilizando el Lema 2.1, hallamos las matrices Dy, D, D2 y D3

Y R T T I
o —1) T T o 1e) TR

Dy =0

2 0 1 1
D2+ Dl+ Do
0 -1 0 1/4
2 0 1 1
Dz+< )]I+< )@
0 -1 0 1/4

— 92

Sik=0
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Sik=1

D3+<2 0)D2+<1 1>D1 = 0

0 —1 0 1/4

)L -
0 -1/ \o0 1 0o 1/4) \o 1

3 -1
—. | D3 =
0 3/4
La solucion dinamica es

=
Dy =)_ Y bidgy ™" Day

J=1 1=0
desarrollando

0 1
Dy = D_bidy"Da+ 3 bidyy Dy
1=0 1=0

2 3
) (2—1) ] (3—1)
+Y bidyy Dy 4+ bidgy Y Do
=0 =0
Dy = (bodsy) Ds+ (bodg,‘)’ + bldg’)’) D,
+ (bodgf,’ +bidl)) + b2d§?,’) D + (bodg‘:,’ +b1d) + bodl) + bsdg:’;) Do

reemplazando los valores numéricos hallados, tenemos que la soluciéon Dinamica es:

1 ¢ 4
te—t ——ge_t - —4-te—t lgfti' — —te
D(,) = 27 9 . 27 9

0 tez

N

+
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Capitulo 3

Controlabilidad

En [CLA 99a] se da una matriz de controlabilidad, en este capitulo presentamos una
generalizacion de esta matriz de controlabilidad para ecuaciones diferenciales matriciales

de orden superior, y damos un teorema para determinar la controlabilidad completa del
sistema.

3.1. Controlabilidad para una ecuacion Diferencial
con coeficientes matriciales

Sea el sistema

A; matriz cuadrada constante de orden n.
u vector n X 1 que depende de t.

G matriz constante de orden n x r.

u

vector r X 1, que depende de t.

La ecuacidon (3.1) se puede llevar a la forma de una ecuacion de estado.

Z' = Az + Gu(t) (3.2)
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es decir

[ 2 ) ([ O I 0 - 0) (2 ) (0)
z; (o) (o) I O F2) 0
: = : : : : : +|: |
z:n_l O (o) O I . 0
\ Z,’,n }mnxl \_Am _Am—l _Am_2 o _AI) T \ Zm ) mnx1 \G)
(3.3)
donde
Z] = U
2 = u
<z = u"
Zm—-1 = u(m—2)
,. —  u(m-1)

y 0 es una matriz cero de orden n x 1.
Utilizando el Teorema 1.1 podemos afirmar que el sistema (3.3) es controlable si para
cada 2(0) € R™", existe u(t), t € [0,t,], que lleva z(0) en #' es decir

(3.4)

donde

o O
S
s A~
e s

Ol wes

teniendo como base esta idea se da una definicion de controlabilidad para la ecuacion

(3.1).

Definicion 3.1.1 Diremos que el sistema descrito por (8.1) es completamente
controlable si a partir de cualquier estado inicial z(0) ( {u(0),u'(0),--- ,u(™"1(0)}),
existe un vector de control u(t) donde te€[0,t], que leva 2(0)
({u(0),u’'(0),--- ,ut™=Y(0)}) al origen 8 ({0,0,---,0}) donde 0 es un vector o

matriz cero de orden n X 1.

19 es la matriz cero de orden mn x |
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3.2. La matriz de Controlabilidad

Sea la matriz

( DoG  DiG -+ Duu2G  DpnsiG
D\G DG -+  DpuiG D,..G
C= : ; : ; (3.5)
Dpn2G DpniG - Dmimn-aG Dmimn-3sG
\Dm-1G  DmG -+ Duimn-3G Dumimn-2G)

mnxmnr

que esta formada por matrices por bloques D;G que son de orden n x r, donde la matriz
D; esta definida como D; = D()(0).

Teorema 3.1 El sistema (3.1) es completamente controlable <= rango(C) = mn.

Prueba:
=—>: De (2.16)
Co(t) Ci(t) Coi(t)
. Co(t) Cy(t) Crai(2)
et =
cm e otV - eatey)
utilizando esta expresion en (3.4)
0 Co(t1) C,(t1) Cri(th) u(0)
ol | cen  cue Comst) | | w@ |,
0 ci" () "N chm(t) ) \ut™=(0)
t]_ Co(t: — T) Ci(t — T) Cm—l(tl —T) 0
Colti — ) Cy(t, — 1) Cra_i(ti — 7) 0] _
i u(7)dr
0 (m1), (m1), (m1), G
CO (t] ) Cl (tl —_ T) Cm—l (t] — 7')
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luego

0 Co(t1) C(t)
of _ Colty) Ci(t)
0 ci ) ¢ Yy)

C:’m—l(tl - T)G
Crln—l(tl -7)G

Sabemos por (2.137) que

D(r)(tl — T) =

=0

Cm—l(tl) u(O)

C,,,_:(tl) u’(0) N

cimVt) ) \utm=1(0)
u(7)dr

mi C{ () DY (=)

utilizando este resultado en la parte integral de la expresion arriba indicada tenemos

0 Cri (1) u(0)
0 _ Cr'n—l(tl) u'(0) "
0 ci™; l)(t )
(5 C,(t,) DV (-7)G \
)3 Ci(t) DV (—7)G
=0 u(7)dr
Y ™ () DYV (-T1)G
= /
Luego
0 Cm—l(tl) U(O)
0 _ Crln—l(tl) UI(O) "
0 cimi(t)
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t1 [ Coltr) Ci(th) - Cu_(t) Q0 --- O D(-7) 0
Cy(th) C,(t1) C.._.(t) (0) QO D'(-71) 0
O \etmve) croe - cgzoen) \o - o pronn) \e
Factorizando
0 Colt)  Git) - Can() ) | ty [ penE
(? _ C('J(.tl) C;Ftl) Cr’n—‘l(tl) d o+ D'(—:T)G
0 cim Ity " V) - eiM) ) | 0 D"=D(—7)G
(3.6)
donde
u(0)
u'(0)
Ug = i
u(™=1)(0)

mnxl1
notemos que 2(0) = ug
Utilizando la matriz A dada en (3.2) en la ecuacion (2.100)

A = 5 ey (£)A™
=1

donde «;j(t) es una funcion real de variable real, soluciéon de la ecuacion diferencial

escalar
mn
j=0
e e . k
con valores iniciales ag )(O) =djr para k=0,1,...,mn — 1.

La expresién e4! puede ser escrito como

At = mi a;(t) A7 (3.7)

3=0

2() es la matriz cero de orden n x r

69




Ahora

0 o) - CL(0)

Ajz[g:?em] _| et et e e
dtJ t=0 . .

cg*m ) ) - CIETT(0)

reemplazando (3.8) en (3.7) tenemos:

Co(2) Ci(t) o+ Croy () c{(0)
O S [ P ()
o S (3 W e A (3 RPN oar () ) c&*™="(0)

Igualando los elementos de la iltima columna

mn—-1

D(t) = ) a;(t)DVN(0) =
D'(t) = Z a;(t)DU(0) = Z @;(t)Djs1
Dm=D(¢) = m_nz_ a;(t) DU =D(0) = mi @ (t) Djtm—1

Utilizando (3.9) en (3.6) obtenemos

mn-—1
( > a(-7)D;G \ |
0 .-
0 a;,(—7)Dju. G
= et ¢ J§=:o ? JDss u(7)dT
() mn-—1
Z aj(—T)Dj+m—lG
L Jj=0 ) /
entonces
0 mn—1( p,c [ a-r)a(r)dr

~ -

0 E : DinG [y a;(—7)a(r)dr
. { %o + ;

]:

-

[en]]
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mn—1 D;GB;(th) |

E D.. ,GB;(t
— &_‘Ah dug + 1+1 ,BJ( l) ;

0 ]:O

\ 7 mnxl1

(enliNen]

donde

7=0,...,mn—1

mn-— 1 D_,'G,Bj(tl)

§ D, GpB;(t
8 = uo+ 7+1 IBJ( 1)

7=0

en el cual  es una matriz cero de orden nm x 1

—
( Boltr)
Bi(ty)
0 = uo + Ba(ty) (3.10)
\ )
esta expresion toma la forma 0 =ug+CpB

== CB = —uo

notemos que C es la matriz de controlabilidad.

La ecuacién (3.10) se la puede asociar a una transformacion lineal T'(3) = Cf3, como ug
es arbitrario = Im(T) = R™ = dim(Im(T)) = mn

Por otro lado:

i A

Cll CIZ e Cl,rmn bl

C C SaE C rmn
Im(T) _ .21 '22 2,‘

.
- -

ba
) b; son escalares

Cmn,l Cmn,Z e Cmn,rmn bmnr

s
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( 3
C] 1 C12 CI T rmn
C C C rmn
mm =4 7 e+ T et + | 7 | b / b; son escalares ¢
L Cmn,l Cmn,2 Cmn,rmn ]

Como divm(Im(T)) = mn entonces existen mn vectores columnas en la matriz C que
on linealmente independiente, por lo tanto range(C) = mn.

<=: Sea las variables de estado {Vi, V3, - ,V;,} en (3.1)
Vi=u(t) > W =u(t)=V;

V=u(lt) — V) =u"(t)=V3

Vi =u™V1t) > V., =u™ ()= -4, Vi — A1 Vo — - — A Vi + Gu

En forma matricial (3.1) se escribe como

(Vi [ O I o - 0 O\ /wv\ [0)
1% 0 0 I --- O O 123
=] ¢ : : : : o+
Vi, o) o) 0O --- 0 I Vinoi 0
)\t —Ae cts o - —a) \u ) \ea)

(Vi (0 I o - 0 0\ (/W) [0)

Vv o) o) I -~ O O v, 0
=] ; : S 2 S B
Vi_, () o) o .- 0 I Vin-1 0
Ve ] \cAm —Amot —Amez - —A2 A1) \Va /] \G)

Tiene la forma V'(¢) = AV(¢) + Gu cuya solucién es

t -
V(t) = ert1V (1) + / A=) Ga(r)dr (3.11)

Jo

Demostremos que W(7,t) es no singular Vt > 7

(3.12)
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veamo..
Supongamos que 3 t; > to W (to, ) es singular
== 3 dIan 7£ (_) / W'(to,tl)dT = (_)
= Ja#0/aW(te,t;)a’ =0

ty A
= 61@'(t0,t1)&T = / aeA(ll—J)GGTeAT(tl—J)aTdS — O

Jto
L Alti=9) A (geAlti=0 T
ﬁ/ (ae™'"™"G)(ae G) ds=0
Jto
t) .
—= [ lacteGpas =0 3
Jto

= ae*™=IG| =0 Vse€ [to,t;] yalguna#0
—=  ae" G =0' Vs€ [to,t;] yalguna#0

— las filas de eA("~?) G son linealmenmte dependientes (pues & # 0)
Luego rango(eA1=9G) = p < mn

Por otro lado derivando mn — 1 veces la expresién aeA1=9)G = 0, tenemos:
el cual puede escribirse como:

y multiplicando por -1 las columnas con signo negativo

entonces podemos afirmar que las filas de la matriz

son linealmente dependientes (pues a # 0) es decir

ran!JO[eA("-’)G' A=) AG eAlti=9) 424

3] || es la norma euclidiana
40 es la matriz cero de orden 1 x r
50 es la matriz cero de orden 1 x mnr
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donde ¢ < mn.

Por otro lado s € [to,t;] donde tp < ¢, , haciendo s = t,, tenemos

A A

rango[G AG A*G --- (3.13)

Utilizando (3.8) se tiene

: 0 :
co) - o CLi(0)G
X 0 +1)
Cé]+l)(0) £% : _ C'(’-:j'l (O)G
m-—1 kG} m-—1
entonces
DV (0)G
DU (0)G
( ) = : (3.14)
DU+m=1)(0)G
utilizando (3.14) en (3.13), tenemos
( DoG D,\G Dpn-2G DpnyG \
D\G D,.G - Dna G D,..G
rango - : ] ] =gq (3.15)
Dm—2G Dm—lG o Dm+mn—4G Dm+mn—3G
\DnoiG DG " Dumimn=3G Dmimn-2G)

donde g < mn.

Observar que (3.15) contradice la hipétesis general que afirma que rango(C) = mn
Por lo tanto W(7,t) es no singular V¢ > 7.

Luego podemos construir la entrada u(t) dada por

que satisface
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pues

ty = A
— / AN GGT AT O=IW 1 (1o, 1)) [V (t)) — A0V (2,)]dr

Jto

t A
/ eATIGGT AT  (to, 1) [V (11) — eIV (89))]
to

utilizando (3.12)
= Wi(to, t1)W ™ (to, 1) [V (t) — A1V (2,)]

= V(t;) — eIV (¢,)

entonces

podemos decir que cualquier estado inicial V' (¢g) puede ser llevado a cualquier estado
final V(¢,) a través de un control @.

Utilizando el teorema 1.1 afirmamos que para cada V(0), existe u(t), t € [0,t;] que
lleva V(0) a 6.
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Capitulo 4

Observabilidad

El tema de observabilidad sera abordado de manera semejante a la controlabilidad,

en donde se usara la solucién dinamica matricial.

4.1. Observabilidad para una ecuacion diferencial

con coeficientes matriciales

Sea el sistema

ul™(t) + 4™ () + -+ A (2) + Amu(t) = Gu(t) (4.1)
Y(t) = dru(t) + dou'(t) + - - + ¢mu™71(2) (4.2)
A; matriz cuadrada constante de orden n.
u vector n X 1 que depende de ¢.
G matriz constante de orden n x 7.
u vector r X 1, que depende de ¢.
Y vector k x 1 que depende de t (vector de salida), donde k£ < mn.
di matriz constante de orden k xn 1 =1,2,...,m.

Las ecuaciones (4.1) y (4.2) se puede llevar a la forma
2'(t) = Az(t) + Gu(t) (4.3)

Y(t) = C2(t) (4.4)
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es decir

[ 2 ) ([ O I o) 0 (2 ) (0
2, O (0) I O 29 0
= : : : : 3 +1:|u
z:n_l (0) (0) (0) I Z 0
\ Z:" )mnxl \—Am —Ap-1 —Am2 0 —A mnxmn \Zm )mnxl \G/
(4.5)
donde
2] = u
3 = u"
Zm—-1 =

C = [¢la¢2a"'a¢m]kx"m y Z(t) =

observemos que 0 es una matriz cero de orden n x 1.

Utilizando la definicion (1.6.3) se dice que el sistema descrito mediante las ecuaciones
(4.3) y (4.4) es completamente observable o (por brevedad) observable si, para
cualquier estado inicial 2(0) € R™", existe un tiempo ¢, tal que conociendo u(t) y Y'(¢)
donde ¢ € [0, t;] asi como también las matrices constantes A, G y C son suficientes para

determinar z(0).

teniendo en cuenta todo lo expresado arriba a continuacion damos una definicion de

observabilidad para el sistema descrito por las ecuaciones (4.1) y (4.2)
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Definicion 4.1.1 El sistema descrito por las ecuaciones (4.1) vy (4.2) es
completamente observable o (por brevedad) observable si para cualquier estado
inictal 2(0) € R™ ({u(0),u'(0),...,u™%0)}) I ti > 0/ conociendo u(t) y
Y(t) t € [0,t] asi como también las matrices constantes A; y ¢i i+ = 1,...,m son

suficiente para determinar z(0) ({u(0),'(0),...,ul™"1(0)}).

4.2. La Matriz de Observabilidad

Sea la matriz

Hl 1 Hl 2 Hl m
o= Hy, H.22 Hym (4.6)
Hmnl Hmn2 Hmnm
L 4 mnkxmn
donde: 1
Hy, - Z ¢i(Dnti-2 + Z Dpnyi—k—2Ax)
1=1 k=1
m m—2
M = 3o (Daa+ 3 D)
=1 k=1
Hl m—-1 =
Him = Y #Diq
i=1
Hj, =
Hy, =
! ~ 1
= Z b <D5+1 + Z Dl+i—kAk)
1=1 k=1
Hym = Y oD

=1
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H32 =
m 1
= Z @i <Dz+-‘ = Z D2+:—kAk>
=1 k=1
H“l m = Z¢iDl+l

: m 1
Hmn m—-1 = Z ¢|’ (Dmn—l+i + Z Dmn+i—k—1Ak>
1=1 k=1
= Z ®iDmnyi-2

=1

Il
=

es decir »

Hj, = qu’.( mti—2+(i— 1)+ZDm+. k—24(— 1)Ak>
i=1 k=1
J=12,..
m m-—2

Hj, = Z¢' 10 3+(j— 1)+ZDm+. k=34+(j— I)Ak)

k=1
1,2,.

(S
Il

-

= Z¢‘ Diy(5- 1)+ZD. —k+(5- l)Ak>

=1 k=1

k;..
Il
—

»

La matriz de observabilidad O se puede scribir en forma compacta como:
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O = [ij] j=1,2a--"mn
p=12,....m

donde H; es una matriz de orden k xn

m—1-(p—1)

f
Z i | Dmti—24G-1)-(p-1) + 21 Dm+i-k—2+(j—l)—(p—l)Ak> pFm
=1

k=1

Z biDiyj—2 p=m

L =1

(4.7)

Teorema 4.1 FEl sistema (4.1) asoctado con (4.2) es completamente observable si, y

solo st, rango(O) = mn

Prueba:

=—>: La ecuacion (4.1) se puede llevar a la forma de la ecuacion (4.3), es decir
Z'(t) = Az(t) + Gu(t)

Resolviendo, tenemos

esto es

integrando de 0 a ¢

t
= z(t) = eA'z(0)+/ A Ga(r)dr (4.8)
[ ]
usando (2.10) en (4.8) tenemos
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21 C()(t)

22 B C(l)(t)
o O () Zm(0)
t Co(t — T) Ciit—7) ... Cuoa(t—r1) 0
+/ Co(t:— 7) C,(t:— T) s Cm_l(:t ~7) O i
0 cim -7y e Ve—7) ... CclIVt-1) G
y 0 es una matriz cero de orden n x 1.
[ u(t) \ ( Co(t) Ci(2) Ca(t) oo Cua(t) \ [ u(0)
u'(t) Col(t) Ci(t) Ca(t) ... Ch_(?) u’(0)
u(t) = Cy(t) Cy(t) C(t) ... Ch_i(?) u"(0)

t Co(t — 1) C(t—r1) voe Coa(t—1) 0
+/ C(',(t:— T) C{(t:— T) . C,’n_l(:t —-7) 0 dr (49)
0 cimVit—r) ¢ Vi-7) ... c" V- 1) Gu(r)
Desarrollando las “m™ filas de (4.9)
ut) = Co(t)u(0) + Ci(t)u'(0) + ... 4+ Cra (t)ul™1(0)
/ Cra—i1 (t — (7)dr
u(t) = Co(t)u(0) + SRV A0000s Chazi (H)ul™=1(0)
+ C,'n_l(t 7)Gu(7)dT (4.10)
um () = Cg" T (u(0) + O (@)W(0) + ... + Ct N (a1 (0)



Reemplazando (4.10) en (4.2), teneimos

Yiexi(t) = & ( Ci(t)u?(0)+ [ Cmoi(t— T)GH(T)dT)

Luego

(mZC u(]) > + ¢, <Z C' (J) )
<mZ C;m V(t)ut? 0)) +B(t) (4.11)

donde
/C’mlt—rGu d7'+¢2/ _1(t = 7)Gu(T)dr+

+¢m/ cim it — 7)Gu(r)dr

se conoce la cantidad 3(t) y el valor observado Y(t), luego la diferencia Y (¢) — 3(t) es

una cantidad conocida, que la denotaremos por Y, es decir
Y =Y(t) - B(¢)

considerando la ecuacion (4.11) se tiene que

<Z C;( u(]) > + o (mz C' (J) >
¥ b (Z C,‘-'"“’<t>u<f><0)) (4.12)

esta ultima expresion se scribir como

qut Z C(' 1) (t)u (i)(O)

=1
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Y (t) = "‘2—: z"': b C('—l) (J)(O)

desarrollando la primera sumatoria teneinos

expresando como el producto de dos matrices

u(0)
u'(0
= W0 Ve |
mnxl
Donde:
ot) = S _aci V) > (4.13)
=1
it) = > 40V
=1
= S acth
=1 /
Sabemos de (2.95)
' m—j—1
Ci(t) = Dm0t = 3~ DIk (1)~ A
k=1
j=0,1,2,....,m—2
Derivando (z — 1) veces
m—j—1
- D(m—]+a—2) D(m—]—k+a 2) A
Z ®) (4.14)
7 —0,1_.2._...,m—2
Ademas C,,_,(t) = D(t)
derivando (z — 1) veces
cliVu) = (4.15)

83



Utilizando (4.14) y (4.15) en (4.13)

m—1
Vit [qu <D<'"+' () + ZD‘"“"*”’(t)Ak),
k=1

=1

Z @i <D(m+i_3)(t) + 'i D("'_k“_s)(t)Ak) ;
1=1 k=1

(4.16)
i d) (D(l) Z D(l k)(t)Ak> ,
i: $: DVV(¢ ] Ug
donde —
u(0)
- u’(0)
Utilizando (2.100) en (2.132) tenemos
([ DO) ( O\
D +1)(¢) (0)
r+2) mn 71
D! +_2 (t) Z (Zb d(J—!—l)(t)) 4mn—]+r O (417)
= j=1 .
D{r+m=2)(¢) o)
\Dr+m (1) \1/
(2.133) en (4.17)
( D(r)(t) \ ( Dmn—j+r \
D(r+l)(t) Dmn—j+r+l
DI+ (1) I (4.18)
\ / \Dmn—j+r+m—l)

sabemos .

Za" — Z Ap—(k-m) (4.19)
= k=m

k=m
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De (4.18) obtenemos
Dmjer 1 =0,1,2,...  (4.20)

El cual se scribir como

r=0,1,2,... (4.21)

mn—1 mn—1—3
D0 =5 ("5 b0 ) Datonroirn

1=0 1=0

mn—1 mn—-1—)
po =3 (7% b amiomin) oy
=0 =0
r=20,1,2,...
Luego
mn—1 3
DO(t) = Y ay(t)Desr r=0,1,2,...
a=0
donde ’ (4.22)
mn—1—s
a,(t) = Z bid(mm =1 (1)

usando (4.22) en (4.16)

mn—1 m—1mn-1
_kxl [Z ¢I < Z ) s+m+41—2 + Z Z aa(t s+m+i—k-—2 Ak) 9

8=0 k=1 8=0

mn—1 m—-2mn—1
Z ¢i ( Z aa(t)Ds+m+i—3 + § E aa(t)Ds+m+i—k-3 Ak) gie > * 9y
i=1 8=0 R=1P5=0
m mn—1 mn—1
Zd)i ( Z aa(t 841 + Z Z aa(t)Da+: k Ak) B
i=1 =0 k=1 8=0
m mn—1
Z (Z Qg t)Da-H 1)] Ug
=1 8=0
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mn—1

en seguida factorizando E 0,(t), tenemos

8=0
mn—1 m m—1
-}_;kxl(t) = Z a,(t) [Z ¥ (Da+m+i—2 + Z Dyymyi—k—2 Ak> )
$=0 =1 k=1
m m-—2
Z ¢i (Da+m+i-3 + Z D,+m+.'_k_3 Ak> Sonoc
l':ll , k=1 -
Z @i <Da+i + Z Da+i—kAk> , Z ¢iDa+i—l} Uuo
=1 k=1 i=1

desarrollando la primera sumatoria

m m-—1
Yixi(t) = ao(t) [Z: é; (Dm+i—2 + Z Dpyi—k—2 Ak> )

1=1 k=1

Z¢z ( m+i-3 + Z_ Dpyi—k-3 Ak> R
i=1
Z <D +ZD' k ‘1k> ,Z¢iDi—1

[X::¢< . 1+ZD,,,+, . 1Ak>

i=1 k=1

< m+i— 2+ZDm+t k-2 4k>1---a

<D.+1 + Z Diy1- Ak> ; Z éiD;
=1

[Z ¢l ( m+1 + Z Dm+| k Ak>

=1 k=1

(Dm-f-l—l + Z Dm+. k—1 a‘lk> .....
<D2+. + Z Datik Ak> + ) $iDiy
1=1
m—1
amn—l(t) [Z ¢i <Dm+mn+i—3 + Z Dm+mn+i—k—3 -"'lk) 3
i=1

k=1

m m-—2
Z ¢i (Dm+mn+i—4 + Z Dm+mn+i—k—4 Ak> )
i=1

k=1

m 1 m
Z & <Dmn—l+i + Z Dnti-k-1 -4k> 5 Z ¢.‘Dmn+.’—2] Ug
=1

1=1 k=1

Uo+

uo+

nMguMa

u0+...+

uMguMa

utilizando (4.7) en (4.23), tenemos
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Yixi(t) = ao(t)[Hi1, Hizye ooy Himo1, Him]uo
+a;(t)[H21, H2 2, - - s Hym—1, Ha m]uo
+ao(t)[Hs1, H32y. ..y Hymoy, Ham]uo (4.24)
4o
Amn—1(t)[Hmn 1, Hmn 25 - - - s Hmnm=1, Hmn m| %0

Sea la matriz dada (4.6), supongamos que rango(Q) < mn — I vy # 0/
Hll Hl'.'.’ 2o Hlm—l Hlm

Vomnx1 = 0kmn)(l

Hmnm—l Hmnm

kmnxmn

Y

Hlm]vO =0
Hjy . lv =0

= 2J° oy (4.25)
[Hmnl Hmn2 e Hmn m—1 Hmn m]UO =0

’
observemos que 0 es la matriz cero de orden k x 1.

Utilizando (4.25) en (4.24) pues up es cualquier estado inicial, tenemos :

Y(t) = ao(t)0 + a1 ()0 + - - - + amn_1()0

=Y() =0

= {Oo(t)[Hx 1, Hig,. .., Hy m—l«Hmnm] +011(t)[H21.H22«---,H2m]
Q00C +amn—l(t)[Hmnl,Hmn2:>' "\Hmnm—lﬂHmﬂm]}vo =0

= A(t)anmUOnmxl = O

Por lo tanto
Y = A(t)vo =0

lo cual implica que, para cierta vy no puede determinarse a partir de Y'(¢), esto
contradice la hipotesis.

Por lo tanto el rango(Q) = mn
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<=: Debemos construir un estado inicial V(0)
De (4.2) se tiene

Y(t) =CV(¢) (4.26)
donde

C = [(151, P2y ... ,¢)m]kxnm y V(t) =

Convirtiendo la ecuacién (4.1) en un sistema de ecuaciones diferenciales de primer

orden, hagamos el cambio de variable

Vi(t) = u(t) > W'(t) = 1,
Va(t) = u'(t) = VL'(t) = V3

Vn(t) = u™D(t) 5 Vi'(t) = —A1Vin — AaVin1 — -+ — A1 Vo — AnVi + G

escribiendo en forma matricial seria

[ i\ [ O I 0 0O 0\ /[ Vi )
12 0 o) I 0O O Va
-~ : +
0 0 0 0 I Fa—1
WY N PR R AR
(0
0

\ G /

notemos que 0 es la matriz cero de orden n x r.

En forma compacta se escribiria como

V(t) = AV(¢) + Gu(t)
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cuya solucion para t > 0 es

V(t) = e*V(0) + /t et Gu(r)dr (4.27)

0

reemplazando (4.27) en (4.26) tenemos

luego

donde
(4.28)

Observemos que Y se puede expresar como

la expresion de la derecha es conocida.

Multiplicando la expresién (4.28) por e tCT tenemos

luego integrando de 0 a ¢

luego
donde

es una expresion conocida.

Finalmente podemos escribir

Q(t) = b(t, 0)V(0) (4.29)

t
donde b(t,0) = / eATTCTCeATdr

0
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Demostraremos que b(¢,0) es no singular V¢ > 0

t
_ AT, T ,As
b(t.O) _/ eMnanCmnkakxm"f’mnan dS
0~ —

e
nmxmn

Veamos:

Supongamos que 3 ¢, > 0 / b(¢,,0) es singular
= 3 @1xmn # 0/ b(t1,0) a7 =0
=3a#0/abt,0)a’ =0

t
= a b(t,0) a’ = / aet*CTCe*aTds = 0
JO

t
— / llGeA™*CT|[2ds = 0
JO

- ||deAT’CT|| =0 Vse[0,¢]yalgin a#0
Vs € [0,¢] yalgin & #0
— Ce®a’ =0y Vs € [0,8] y algin a” #0

— las columnas de Ce#® son linealmente dependientes (pues a? # 0)

Por otro lado derivando mn-1 veces la expresién Ce?*a” =0

scribir como

/ CeA® \
Cet’A
CeA® A2 ar 0

mnx1

\ CcAa‘;lmn—l )

mmnxmn

— podemos afirmar que las columnas de la matriz
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son linealmente dependientes (pues @’ # 0)

> rango =q<mn

por otro lado s € [0,%,],0 < ¢,, haciendo que s, tenemos

(¢ )

CA
rango CA? =q (4.30)
\C‘4mn—l )
Utilizando (3.8) se tiene
¢’ ) - CRL(0)
cth) et o Rt
Cir ()
ca’ = (Y #:c¥0), Y 0 (0) Z $iCStV(0) (4.31)
1=1 1=1

De (2.95) y Dy = D)(0) en (4.31) obtenemos:

m m—1 m
CA’ = (Z ¢i(Dmtjt+i-2 — Z Dp_kyjtri-2(—Ak)), Z ®i(Dm+j+i-3s
- =
- Z D —k+]+n—3 Ak) Z ¢t J-h—l)

Reemplazando esta ultima expresion en (4.30)
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( m m-—1 m
Z éi(Dmgi—2 + Z Dpyi—k—2Ak),
=1 k=11 =1
—_— ; ®i( Dinti-1 ; +i—k—1Ak)
m m-—1 m '
\ Z ¢i(Dm+mn+i—3 + Z Dm+mn+i—k—3Ak)1 e 72 ¢iDmn+i—2
=1 k=1 1=1
rango =qg<mn

Hmnm

=== rang(0) = ¢ < mn

/

=qg<mn

(4.32)

Observar que (4.32) contradice la hipdtesis general que afirma que rang(Q) = mn.

Por lo tanto b(¢,0) es no singular V¢ > 0

Asi volviendo a la ecuacion (4.29) obtenemos

V(0) = b7'(¢,0)Q(t)

Por lo tanto hemos d-mostrado qu- V(0) s~ d-t-rmina a partir d- la salida Y'(?).
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Capitulo 5
Aplicaciones, Programas

En este capitulo gse presenta algunos sistemas que son modelados por ecuaciones
difc renciales y a quienes se le aplica la teoria presentada en este trabajo. Como
algo complementario se presenta un programa que resuelve una ecuacion diferencial

utilizando la solucion dinamica.

5.1. Aplicaciones

En esta seccion, mencionamos algunas aplicaciones practicas que ilustran el uso de
la t oria controlabilidad y observabilidad. Ademas de las aplicaciones que mencionamos

existen muchas otras que se pueden encontrar en [ROQJ 01], [CAN 76] y [GRA 98]

5.1.1. Circuito eléctrico

Sea el circuito de la figura (5.1), donde V(¢) es la entrada (voltaje)

R2 Ri

v YOO R

Figura 5.1: Cir uito 1’ctrico
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Vi(t) V2(t) son las variabl s de stado (voltajes)

ot mos qu Ry C son constantes mi ntras que ¢, V' y g son variables que depende
del ti mpo.
MODELO MATEMATICO
Aplicando las leyes d Kirchhoff de corriente y voltaje t n mos:

Malla ABEF

i
A Rz\ B R, 1 C
1
C, + + + C,
S V(t
VO © v
F E D
Figura 5.2:

(5.1)
Malla BCDE
— R -Vit)+V(it)=0
V(t) =u R+ Vi(t) (5.2)
Malla ABCDEF
—Vi(t)+ Va(t) + 2R, — 01y =0
(5.3)
que también se pued obt n r de (5.1) y (5.2)
ODO B
(5.4)
sabemos

94



haciendo (5.5) en (5.1)

V(t) = C2RVa(t) + Val(t)

. 1
2 = — V(t
=il 1/2(t) Csz‘é(t) C2R2 ( )
también sabemos

1 7 1 dQl(t)

t) = —aq(t t) = —

W) = o) = Vi =z
— Il(t) _ ll(t)

(5.7) en (5.2)

V() = CRVI() + Vilt) = Vi(t) = ———Vi(1) +

C\R,
De (5.8) y (5.6)

. 1
(%(t)) _ T C\R,
Va(t) 0

Las ecuaciones que describen el sistema son

. 1
Vi
<. (t)) . |er
Va(2) 0

que tiene la forma

a(t) + Ayu(t) = Ga(t)
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dond.

1
Vi(t)
A, = | OB (t) = a(t) = V(¢)
0 Va(2)
EL SISTEM
S desea conoce- deben satisfacer las constantes de tiempo R,C, y
R,C; para que e sea controlable, esto es, para que exista una entrada V(t) tal

qu los voltajes V] y V4 puedan alcanzar cualquier valor a partir de cualesquiera valores
ini iales. El orden de la ecuacion diferencial (5.11) es m = 1 y el orden de la matriz
cuadrada es n = 2

tilizando (3.5), tenemos que la matriz de controlabilidad es

utilizando (2.61) tenemos:

1
D] = Z—AJDl_J —
j=1

lu go
Por lo tanto la matriz de controlabilidad se

S gin el Teorema 3.1 el sistema es controlable si esta matriz cuadrada tiene rango 2,

el cual es si su determinante es diferente de cero.
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El sistema es controlable si R,C; # RC,

Si RiCy =1y R2C,; = 1/2 entonces el sistema es controlable y por lo tanto existe un

control V(¢) que transfiera el sistema del estado

()-0) - (-0 e
V2(0) 0 V2(1) 1

Para determinar un V(¢) que satisfaga las condiciones arriba senaladas se puede pro-

ceder asi:

Nuestra ecuacion diferencial es
Vi(t) 1 0\ (Vi(r)) (1
(Vz(t)> ' <0 2) <Vz<t)) - (2) v
u(t) + Aju(t) = Gu(t)

eMita(t) + e Au(t) = etGu(t)

d ¢ At
E(CA u(t)) = eMGu(t)

1
e u(l) — Iu(0) = /eA‘TGﬁ('r)dT
0
1
= u(l) = e'A‘u(O)+/ e~ M-I Gu(r)dr
Jo

Reemplazando los valores numéricos dados en (5.12), se tiene

0 =e M ! le_A‘(l'T) u(T)dT
(1> _ (0> +/0 Ga(r)d (5.13)

Utilizando (2.100) calculemos e~ 41"

-1 0
0o —2) 2 |
: - 35

j=1 i=0
_ (5.14)

notemos que A = —A,.

Ahora hallemos by y b;, utilizando el polinomio caracteristico P(A)

A+1 0
0 A+2
PO =A+1)(A+2) = P =X +3)+2

P()) = det\I — (—4;)) = P(\) =
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ob..rv.mo. qu.
bo = 1 (5.15)

Calculemos la funcion d(t), que resulta de resolver el PVI

d(0)=0  d(0)=1

el cual es

d(t) = —e 4 ¢! (5.16)

Reemplazando (5.15) y (5.16) en (5.14), obtenemos

="t
e~ Mt — (" ) (5.17)
0 e 2
luego (5.17) en (5.13)

0 P | 1 1 fe—(1-7) 0 B
0)-(7 20 L )
— <_1 ) -/ | (2> V(r)dr

Para este caso particular puede seleccionarse una V'(¢) que sea constante por tramos,

esto es, si

kk 0<t¢ .
V(t) = 1 <t<09
ko 00<t<1

enseguida tenemos

integrando

— &k, = —10,39  k; = 5,37

En la figura (5.3) se muestra un control V(¢) que hace la transferencia deseada.
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|

0.5 1.0

-10

Figura 5.3: Control que transfiere al sistema del estado (1,0) en t=0 al estado (0,1) en
t=1

5.1.2. Sistemas hidraulicos y neumaticos

En este tipo de sistemas se consideran unicamente dos variables: gasto, g, y presion,

P. Los elementos que se describiran son: resistencia y capacitancia fluidicas.

RESISTENCIA FLUIDICA

Al tener un ducto, orificio, etc, con presiones P; y P, en sus extremos, se establece

un flujo o gasto q que es funciéon de Py y P,. Supdngase aqui que esta relacion entre

flujo y diferencia de presiones es lineal.
(5.18)

Este tipo de elemento sera llamado resistencia y su valor es R, la representacion que

sera utilizada corresponde a la figura 5.4

R

Figura 5.4: Representacion grafica de un resistencia fluidica

CAPACITANCIA FLUIDICA
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Otro efecto en sistemas hidraulicos o neumaticos es el que presenta un tanque de
gas Cuya presion crece al incrementarse el numero de moles de gas almacenadas en
€l, o por un tinaco en cuyo fondo la presion aumenta al crecer el volumen de agua
almacenada en €l (figura 5.5)

La ley que relaciona las variables asociadas al elemento es

ql S Pl — q2

Figura 5.5: Representacion de una capacitancia fluidica

(5.19)

donde Cy es la capacitancia fluidica.
Cabe hacer notar que el nivel del fluido en el elemento es proporcional a la diferencia
de presion P, — P,, esto es, h = ﬁ(Pl — P,) por lo que (5.19) se puede escribir como
dh
aCsj— =q1 —
fd_t q q2
donde h es el nivel de fluido en el tanque.

Observemos que R, Cy y a son constante mientras que g y p son variables que dependen

del tiempo.

EJEMPLO

Counsidere el sistema hidraulico representado en la figura 5.6
Si se considera gp como la entrada y h la salida, a continuacion se dan las siguientes

ecuaclones:

Para la Capacitancia

100



Figura 5.6: Un Sistema hidraulico
= cL(P - Py
9 — ¢ = dt 1 ()

1
‘11=E(P1—P0)

Sustituyendo ¢; de la segunda ecuacion en la primera se obtiene

d 1 1

—(P, — P = ——(P, — P, —

!( 1 o) CR( 1 o)+CQO
v la salida h esta relacionada con P, — Py mediante la ecuacion

1

(04

h (P — o)

asi que la diferencia de presiones es una variable que representa el e-
Si se modifica el sistema agregando un segundo tanque (figura 5.7) y considerando

go como la entrada y ¢ como la salida

Las ecuaciones que describen el nuevo sistema, son:
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0 0
= i
hl h2
a,
PO
P, P,y - 12

=
=
R, G R,
Figura 5.7: Un sistema hidraulico de dos tanques.

Pero como

(P — Fo)

h'l =

Rl |+

hg = (PQ—PQ)

Las ecuaciones anteriores pueden escribirse como

g1 =

qz2 =

Eliminando q; y g, de las cuatro iltimas ec obtiene

y como la salida g, esta relacionada con h; mediante

entonces las variables h, y h, representan el estado del sistema. Las ecuaciones de dicho
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_ .1 forma matri.ial _on

S ael e la figura 5.8, que cousiste en dos tanques interconectados. En este
— Po _— T Po . -
h 1 q h2
Py —— P,
- . . Pl T P2 ' S q2
q, = - =

Figura 5.8: Sistema hidraulico para ilustrar el concepto de observabilidad

sistema se considerara como la entrada el gasto go(t) y como la salida el gasto ¢3(t). A

partir de las ecuaciones

Q1 =

B =

qz =



simplificando

O =
g3 =
a3 =
simplificando

d’l-[

dt

dhz .

dt

y(t) =

sistema puesto en forma matricial

Para ciertos valores de las constantes, la representacion obtenida no es observable. En

particular si se supone que.

Cl=Cg=C3=1
Ri=R;,=R3;=1
a=1

entonces la representacion del sistema es
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El ual ti n la forma

h' = Aih+ Gqol(t)
y(t) = ¢h
donde

Veamos si el sistema es observable

m = 1 orden de la ecuacion diferencial
n = 2 orden de la matriz A,

k = 1 numero de filas de la matriz ¢,

Utilizando (4.6) tenemos que la matriz de observabilidad es

H
o — ( 11)
Hy

por (4.7)
1
Hy, = Z¢1Di—1 = ¢1Dq
=1
1
Hy = Z¢’1Di=¢1D1
1=1
por (2.61)
1
Do=1 Dy=)»_ A;Di-;
I=1
-2 1
D] =
1 -2
luego
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= (-3 3)

ntonces la matriz de observabilidad es

o= (43

rango(®)= 1 # mn = (1)(2) entonces por el Teorema 4.1 el sistema no es observable

5.1.3. Monorriel de dos carros

La figura 5.9 muestra un monorriel de dos carros. Sean M, la masa del carro de
maquinas y B; sus fricciones debido al aire y al rodamiento. La fuerza lineal equivalente
para mover el proceso se designa como «(t). Los dos carros poseen masas M, y M;
respectivamente, y estan sujeto a fricciones B; y Bj3. Los carros se acoplan uno al
otro con dispositivos no rigidos(resortes) que poseen constantes ki3 y k2 y dispositivos

amortiguadores de constantes B3 y Bj2. Las coordenadas de posicion se designan como

B,
s
M, M, [+ Mo L ag
it [ | MAQUINA
K53 L3P
X3 X, " ET
B, B, B,

Figura 5.9: Proceso monorriel de dos carros mas un carro de maquinas.

De la figura 5.10 1 d splazami nto d la masa M3 satisfac
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—— B23 (iz = )i:;)

_>k23(x2_ x3)

Figura 5.10: Diagrama de cuerpo libre de Mj;

= DBa3(T2 — ¥3) + kaa3(x2 — z3) — D3 (5.20)

se puede llevar a la forma

.:1"‘.3=

De la figura 5.11, el desplazamiento de la masa M, satisface

-B23(X.2_x.3)__-_ M ____Blz()'tl-iz)
2
'k23(x2'x3)—-—- _.....klz(xl-xz)
'Bziz — | — -
X

Figura 5.11: Diagrama de cuerpo libre de M,

= DBy — 23) + ki2(z1 — T2) — Bas(z2 — &3) — kaa(z2 — 23)
e (5.21)

se puede llevar a la forma

.. k12 B, . (k12 + k23) (B2s + Bi2 + B2) . ka3 Bas .
rg = — +

—_— — —_— +—x
M, M, ! M, 2 M, R VAL VA

De la figura 5.12, el desplazamiento de la mmasa M, satisface
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o
'k12(x1'x2)<—
_Blil - — -—
LS

Figura 5.12: Diagrama de cuerpo libre de M,

— w— Blg(i'l — IL'Q) - klg(.’l,'l - .’Bz) - Bl.’i'l (522)
se puede llevar a la forma
. ki2 (By2 + IQ . k;z @ . u(t)
SR L A VA T S 77

Ob ervemos que de (5.20), (5.21) y (5.22) podemos obtener el siguiente sistema matricial

donde
T
T = b))
I3
(—(BIZ + B) B,
C, = By, —(B2s + Bi2 + B,)
L 0 B3
(—kaz k12 0
C, = kiz —(ki2 +ka3) kas
k 0 k23 —k‘23
(1
H = 0
0

Multiplicando por la inversa de la matriz M(i.¢ M~!) a la
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0
Bas
—(B23 + Bs)

ecuacién (5.23), se tient:

(5.24)



dond

(_(312 + B) @ 0
M, M,
A, = M-'C, = B2 _(B2s+312+32) Bas
M, M, M,
0 Bas  (Bas + Bs)
\ M, M,
U T
M, M,
A, = M-'C, = @ _(kl‘l + ka3) ko3
M2 M2 M2
R
\ M; M;
1
M,
G = M7'H= 0
0

Si ubicamos tacometros en una rueda de cada carro, entonces la ecuacion de salida toma

la forma
Y(t) = g1z(t) + daz(t)
donde

Asumimos los siguientes valores para los parametros

M2 = M3 = 2M1 = 2600kg

N — ¢
kys = kip = 100, 000~

B, = B3 = 2D, = 10000 ———
m

a=1

D la cuacién 524 s tin qu m=2 s lordnd la wua ién difir nialyn =3

s lord nd las matri s A; y As.
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Utilizando (3.5), tenemos que la matriz de controlabilidad es.
por (2.61) tenemos

\r

2
Diy2 = Z A;jDit2-;
J=1

para

k =0 se tiene D, = A, D, + A;D,
k =1 se tiene D3 = .41D2 + A2D1
k = 2 se tiene D4 = A]Dg + A2D2
k= 3 se tiene D5 = :’i]D.q + A2D3
k= 4 se tiene De = A1D5 + .4.2D4

con las matrices obtenidas construimos la matriz de controlabilidad C

C =

0 0.0008 -0.0033 -0.0453 0.4645 3.6007
0] 0] 0.0001 0.0283 -0.2651 =-2.7093
0] 0 0 0.0000 0.0110 0.9932
0.0008 -0.0033 -0.0453 0.4645 3.6007 3.6007
0] 0.0001 0.0283 -0.2651 =-2.7093 =-2.7093

0] 0] 0.0000 0.0110 0.9932 0.9932
el rango(C) = 6 = mn = (2)(3) entonces por el Teorema 3.1 el sistema es
controlable

Utilizando (4.6) tenemos que la matriz de observabilidad es
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(Hy, H,)

HZl H22
H H
O _ 31 32
Hy Hg
H51 H52
\HGI H62) mnkXmn

m = 2 orden de la ecuacion diferencial

n = 3 orden de las matrices A;,A,

k=3

Utilizando (4.9) calculemos las matrices H;j;

Hll

Hs,

Hs,

H4l

H52

2 1
> ¢i(Di — ) Di—kAr)
i=1 k=1
é1(D1 — DoAy) + ¢2(D2 — D1 Ay)
¢1D0 + ¢2D1

2 1

Z ®i(D14i — Z Dyyi—ikAk)

i=1 k=1

é1(D2 — Dy Ay) + ¢2(D3 — D2 Ay)
¢1D1 + ¢2D2

2 1
Z ®i(D24i — Z Dayi_rAx)

i=1 k=1

$1(D3 — D2A;) + ¢2(Ds — D3 A,)
¢1D2 + ¢$2D3

2 1

D $i(Dsri — Y DaickAk)

i=1 k=1

é1(Dy — D3 Ay) + ¢2(Ds — Dy Ay)
¢’l D3 + ¢2D4

2 1

Z bi(Dagi — Z Dyyi_i Ax)

=1 k=1

é1(Ds — Dy Ay) + ¢2(De — DsAy)
é1D4 + p2Ds
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2 1
He1r = Z @i(Dsyi — Z Dy yik Ax)
=1 k=1

= ¢1(De — DsA,) + ¢2(D7 — DgA,)
He: = &1 D5+ ¢2D6

Alora formemos la matriz de observabilidad O

O =
1.0e+006 =*
0 0 0 0.0000 0 0
0 0 0 0 0.0000 0
0 0] 0 0 0 0.0000
-0.0001 0.0001 0 -0.0000 0.0000 0
0.0000 -0.0001 0.0000 0.0000 -0.0000 0.0000
0] 0.0000 -0.0000 0] 0.0000 -0.0000
0.0003 -0.0004 0.0000 -0.0001 0.0001 0.0000
-0.0002 0.0003 -0.0002 0.0000 -0.0001 0.0000
0.0000 -0.0002 0.0002 0.0000 0.0000 -0.0000
0.0074 -0.0102 0.0028 0.0006 -0.0007 0.0000
-0.0051 0.0088 -0.0037 -0.0003 0.0006 -0.0003
0.0014 -0.0037 0.0023 0.0000 -0.0003 0.0003
-0.0730 0.1006 -0.0276 0.0047 -0.0070 0.0026
0.0503 -0.0868 0.0365 -0.0035 0.0060 -0.0022
-0.0138 0.0365 -0.0227 0.0013 -0.0022 0.0012
-0.6310 1.0013 -0.3703 -0.0941 0.1327 -0.0394
0.5006 -0.8161 0.3155 0.0663 -0.1138 0.0466
-0.1851 0.3155 -0.1304 -0.0197 0.0466 -0.0278
el rango(0O) = 5 # mn = (2)(3) entonces por el Teorema 4.1 sistema no es
observable.
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5.2. Algoritmo para generar la Solucion de una
ecuacion diferencial utilizando la solucidon
Dinamica

Sea la ecuacion diferencial de orden m

W™ (2) 4 A () + Au™ () + -+ AU (2) + Amu(t) = Ga
U(O) = Uug, uI(O) = U, - ’u(m_l)(O) = Um—1

donde lo «s A;j son matrices cuadradas de orden n.

Cuya solucion es:
t
u(t) = Co(t)u(0)+ Ci(t)u'(0) + ...+ Crey (B)ul™1(0) + / Cm-1(t — 7)Gu(7)dr
0
ver como se obtiene en (4.10).

A ntamos un algoritmo para resolver una ecuacion diferencial de orden 2

con valores iniciales, donde A; son matrices de orden n:
i+ Ay + Au = f(¢) (5.25)
w(0) =Us,  w(0) =Up
cuya solucion esta dada por:
u(t) = D(t)i(0) + (D(t) + D(t)A / D(t - 5)f(s)

Siendo D(t) la solucién dindmica asociada a (5.25). recordemos que la solucién dinarmica

y su derivada estan determinadas por (2.135):

2n -1
D(t) =) > 5:d07(t) Do
Jj=1 1=0
) 2n j-—-1 o
D(t) =) 5:dU"(t) Dot
J=1 =0

Presentamos el siguiente algoritmo para generar la solucién de (5.25):

Entradas:

Matrices A, y A,.
Funcion f(¢)
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Condiciones iniciales u(0) y u’(0)

Tiempo final tfina

Salida: Vectores aproximados U, de la solucion u(t) desde 0 hasta ¢ f;a
Paso 1: Obtener los coeficientes b; i = 0,---,2n del polinomio caracteristico de la

matriz

Paso 2: Resolver la ecuacion diferencial escalar:

2n
Y bid? =0
=0

d(O) . d/(O) — d(2n—2)(0) =0 d(2n—1) =1
mediante un método numeérico.

Paso 3: Con Do =0 D, = I, generar Dx, ' = 2, --- ,2n mediante:
k=2,---.,2n
Paso 4: Para cada instante d- =S pasos a-e:

Paso a: Calcular para j = 1,--- ,2n calcular:

7—-1
s; =Y bidi=(2).
1=0

Paso b: Calcular:

2n
D(t) = ZSjDzn_j
1=1
Paso c: Calcular:
2n
D(t) =) $;Dan—j41
J=1

Paso d: Utilizando algun método de integracion numerica, calcular

/l D(t — s)f(s)ds.
Paso e: CZlc.ular:
) = DOO) + (D(®) + DOANO) + [ D(t = 5)5(5)ds
paso 5: Fin dél algoritmo.
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5.3. Programa que resuelve una ecuacién

diferencial utilizando la Solucién Dinamica

Este programa esta hecho en Matlab 5.3 resuelve una ecunacion diferencial de la

forma (5.25), donde las matrices A; son de orden 2.

Se usa el método Runge Kutta de cuarto orden para resolver la ecuacion dinamica
escalar presentada en el algoritmo (Paso 2) y se utiliza el método de trapecio para

resolver la parte integral de la solucion.

(koo o o oo ok o o ok ok ok ok o ok ok ok ok o ok ok ok ok ok o ok ok ok ok o o ok ok ok ok o ok ok ok ok o ok ok ok ok o sk ok ok ok ok ok k ok ok ok ok ok k)
(k**x% *%kkk)
(****x Programa que resuelve una ecuacién diferencial matricial ****)

(k% utilizando la solucién dinédmica * Kk k)

(%% % *okkk)

(*******************************************************************)

%Lee las matrices A1, A2
%Archivo lectura.m
function [al,a2]=lectura(n)
for i=1:n
for j=1:n
al(i,j)=input (’ingrese los elementos de la matriz A1’);
end
end
for i=1:n
for j=1:n
a2(i,j)=input (’ingrese los elementos de la matriz A2’);
end

end
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(*******************************************************************)

%Se forma la matriz A

%Archivo formarA.m

function a=formarA(A1,A2,n)
a=[zeros(n,n), eye(n);-A2,-A1];

(*******************************************************************)

%Lee las condiciones iniciales
%Archivo lectural.m
function [u0,u10]=lecturail(n)
for i=1:n
u0(i,1)=input(’ingrese los elementos de u0’);
end
for i=1:n
u10(i,1)=input(’ingrese los elementos de ul0’);
end

(*******************************************************************)

%Lee la funcién f

%Archivo lectura2.m

f1=input(’ingrese los elementos de f’,’s’);
f2=input(’ingrese los elementos de f’,’s’);

(*******************************************************************)

%Variables globales A1,A2;

%Genera las matrices D

%Archivo formarD

D(:,:,1)=zeros(2);

D(:,:,2)=eye(2);

for k=3:2*n+1%se le agrega uno mads para la derivada
D(:,:,k)=-A1*D(:,:,k-1)-A2*D(:,:,k-2);

end

(Fksokok kR kR kkokkkkkkkkx Programa principal *kkskkskskksokikskkkskkkkkkokkk k)
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%Resuelve la ecuacién u’’+Alu’+A2u=f(t)

%con condiciones iniciales u(0)=Uo u’(0)=U’0

close all

clear

clear q;

clear SD1;

clear SD;

global b;

T=input(’ingrese el tiempo final’)

n=2;

JLectura de las matrices Al y A2

[A1,A2]=1lectura(n);

A=formarA(A1,A2,n);

b=poly(A);

AlLectura de las condiciones iniciales

[q0,q10]=1lectural(n)

“Lectura de la funcién f

lectura?2;

AMétodo de Runge Kutta de cuarto orden

zz(:,1)=[0;0;0;1]; t11(1)=0;h=0.1;n1=1;

M=[0 1 0 0;0 0 1 0;0 0 0 1;-b(5) -b(4) -b(3) -b(2)];

while t11(n1)<T
k1=h*M*zz(:,n1);
k2=h*M#*(zz(:,n1)+k1/2);
k3=h*M*(zz(:,n1)+k2/2);
k4=h*M*(zz(:,n1)+k3);
zz(:,n1+1)=2zz(:,n1)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;
t11(n1+1)=n1*h;
ni=ni+1;

end

z=zz’;

t9=t11’;

formarD

r=size(t9);

for ti1=1:r(:,1)

117



for j=1:2%n
s(j)=0;
for i1=0:j-1
s(j)=s(§)+b(i1+1)*z(t1,j-i1);
end
end
SD(:,:,t1)=zeros(n);
for j1=1:2%n
SD(:,:,t1)=SD(:,:,t1)+s(j1)*D(:,:,2*n~-j1+1);
end
SD1(:,:,t1)=zeros(n);
for j2=1:2#%n
SD1(:,:,t1)=SD1(:,:,t1)+s(j2)*D(:,:,2%n-j2+2);
end
%cdlculo de la integral por el método del trapecio
rr=[0;0];ss=[0;0];
for m=1:t1,
if t1==1, I(:,1)=[0;0];
end
if ti>1,
xx1=t9(m) ;
w=subs(f1,’t’,xx1);
wil=subs(£f2,’t’,xx1);
1(¢:,m)=[w;wl];
rr=rr+SD(:,:,t1-m+1)*1(:,m);
F(:,m)=SD(:,:,t1-m+1)*1(:,m);
if m==1 | m==t1, ss=ss+F(:,m);
end
end
end
if t1>1, I(:,t1)=h*(rr-(ss/2));
end
q(:,:,t1)=SD(:,:,t1)*q10+(SD1(:,:,t1)+SD(:,:,t1)*A1)*q0+I(:,t1);
q1(t1)=q(1,1,t1);
q2(t1)=q(2,1,t1);
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end
plot(t9,q1,’r*’,t9,q92,’+y’);
text(t9(5),q1(5),’ul’);

text (t9(5),q2(5),’u2’);

clear;
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Capitulo 6
Conclusiones

En la ingenieria se aplica los conceptos de la Controlabilidad y Observabilidad para
sistemas gobernados por las ecuaciones (1.12) y (1.13), donde el primero es un sistema
de ecuaciones diferenciales de primer orden.

El objetivo de este trabajo es aplicar la teoria de Controlabilidad y Observabilidad a
modelos descritos en el capitulo uno, es por ello que se da definiciones de Controlabilidad
y Observabilidad para ecuaciones diferenciales lineales de orden m con coeficientes
matriciales el cual es una generalizacién de aquella presentada en [CLA 99a], donde
se da definiciones de Controlabilidad y Observabilidad para ecuaciones diferenciales
lineales de orden dos con coeficientes matriciales de orden n.

Cabe senalar que para obtener la matriz de Controlabilidad y Observabilidad de las
ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes matriciales de la forma (4.1) que tiene
como ecuacién de salida (4.2), en primer lugar dichas ecuaciones se llevan a la forma
(1.12) y (1.13) para luego formar la matriz Controlabilidad y Observabilidad en la forma
(1.14) y (1.17).

El analisis de la Controlabilidad y Observabilidad se realiza utilizando los coeficientes
de la solucién dinamica, aquella que esta relacionada con la solucién de una ecuacion
diferencial matricial homogénea con coeficientes matriciales descritos en (2.28).

Luego en el capitulo cinco se ilustran ejemplos en donde se determina la Controlabilidad
y Observabilidad bajo los conceptos dados anteriormente, finalmente presentamos un
algoritmo para generar la solucion de una ecuacion diferencial lineal con coeficientes

matriciales utilizando la solucion dinamica.
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Apéndice A

A.1. Demostracion del teorema de Controlabilidad

Teorema A.1 El sistema descrito mediante la ecuacion (1.12) es completamente

controlable si y solo si la matriz

de orden n X nr es de rango n.

Prueba:

—: Como el sistema es controlable y por el Teorema 1.1 tenemos
4
0 = e14x(0) + / e1="4 Bu(r)dr
Jo

o bien "
x(0) = —/ e~ " Bu(r)dr (A.1)
0
Remitiéndonos a la ecuacion (2.100)

n—1

e = "c(—t) A (A.2)

3=0
Sustituir la ecuacion (A.2) en (A.1) produce
n-—1 ) t
x(0)=—Y_ A’B/ ci(—7)u(r)dr (A.3)
3=0 0

definamos

ty
B; = / ci(—7)urx, (7)dT 7=0,..,n—1
Jo

121



Asi, la ecuacidon se convierte en

x(0) = — ) A’BB;

J=0

-ﬂn o 1-

(A.4)

Si el sistema es de estado completamente controlable, entonces, dado cualquier estado

inicial x(0), la ecuacién (A.4) debe satisfacerse, esto quiere decir que el rango de la

matriz

debe ser n.

—

Demostremos que W(7,t) es no singular Vt > 7

t
Wi(r,t) = / A=) B BTeAT(t=0) g

vVealnos:

Supongamos que 3¢, > tg W(to, 1) es singular

= Jaxn#0/ W(to.t1)al =0
= Ja#£0/aW(te,t1)al =0
t)

— C_YI’V(t()., t )&T — / deA(ll—s)BBTeAT(tl—s)des =0

to
13 T
=>/ (e~ B)(ae" =) B) ds = 0
to
t
=>/ |ae* =) B|%ds =0 !
to

= |ae®™ ") B|=0 Vs€ [to,t1] yalguna #0

= ae’™B =02 Vs€[to,t,] yalguna #0

1 -
| | es la norma euclidiana
20 es la matriz cero de orden 1 x r
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= las filas de ¢4('=*) B son linealmenmte dependientes (pues @ # 0)
Luego rango(e?—*)B)=p < n

Por otro lado derivando n — 1 veces la expresién ae?('=2) B = (), tenemos:
aelt=9B = —geAh =) AB = e =) A’B = ... = (=1)"'ae" P4 'B =0
el cual puede escribirse como:
aleAti=0p  _ A= AR A0 g2p
y multiplicando por -1 las columnas con signo negativo
6[6‘4(“_’)3 eA(tl—s)AB eA(t,—s)A2B Y ie eA(tl—s)An—lB] — 0‘
entonces podemos afirmar que las filas de la matriz
[EA(tl—s)B eAlh=3) AR eA(tl—a)A2B . eA(tl—a)An—lB]
son linealmente dependientes (pues & # 0) es decir
rango[f'iA("")B A=) gp A= A2B ... eAth=) An-1B] = ¢

donde g < n.

Por otro lado s € [to,t;] donde ¢y < ¢, , haciendo s = ¢;, tenemos
rango[B AB A*B ... (A.6)

De (A.6) tenemos que rango(C) = q < n, contradice la hipdtesis general que afirma
que rango(C) =n
Por lo tanto W (7,t) es no singular V¢ > 7.

Luego podemos construir la entrada u(¢) dada por
u(t) = BTeAT(““)W‘l(to,tl)[x(tl) _ eA("“")x(to)]

que satisface

ty
/ A= B BT AT =N = (14, 1,)[x(2,) — eAt)x(to)]dT

to

3]
/ A= BBT A (= dr W= (20, 8,) [x(t)) — et )% (20)]
to

utilizando (A.5)
W (to, t )W ™! (t0, t1)[x(t1) — eAt17%)x(¢0)]
x(t,) — ettt x(t,)

I
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entonces

podemos decir que cualquier estado inicial x(#o) puede ser llevado a cualquier estado
final x(¢,) a través de un control u.

Utilizando el teorema 1.1 afirmamos que para cada x(0), existe u(t), ¢t € [0,%,] que
lleva x(0) a 6.

A.2. Ejemplo

Considere el sistema descrito mediante

WL

ol

u

0

Dado que el rango de la matriz

es 2, el sistema es de estado completamente controlable.

Asimismo observemos que el rango de la matriz

es 2, por lo tanto, es sistema es completamente observable.
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