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Resumen 

En el presente trabajo s estudia la teoría de la Solución Dinámica para ecuac10nes 

diferenciales lin al homogéneas con co fi.cientes matriciales, obteniendose resultados que 

van a ser usado n 1 desarrollo de la t oría d Controlabilidad y Observabilidad, además 

se presenta un programa que resuelv una ecuación diferencial utilizando la Solución 

Dinámica. 
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Resumen 

En 1 pres nte trabajo s estudia la teoría de la Solución Dinámica para ecuaciones 

diferenciales lineales homogéneas con coeficientes matriciales, obteniendose resultados 

que van a er usado en 1 desarrollo de la teoría de Controlabilidad y Observabilidad, 

ad más se presenta un programa que r suelv una ecuación diferencial utilizando la 

Solución Dinámica. 
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Introducción 

En este trabajo d t sis estudiamos la Solución Dinámica asociada a una ecuación 

diferencial lineal homogénea con coeficientes matriciales, luego tomando en cuenta la 

Solución Dinámica y r sultados previamente obt nidos desarrollamos la Controlabilidad 

Observabilidad para una ecuación dif, r ncial con coeficientes matriciales el contenido 

del trabajo stá e tructurado como sigu : 

En el Capítulo 1 pr sentamos algunos lementos necesarios que nos permitirá ver 

donde podemos aplicar 1 trabajo d sarrollado básicamente aqui s ven los conceptos 

de Sistemas Sistemas de Control Clasifi ación d Sistemas de Control Sistemas 

de Ecuaciones Dif, ren iales Ordinarias Sist mas lin ales, Vibración, teoría básica 

de Controlabilidad y Observabilidad y finalment s da una Fórmula de inversión 

Compl ja. 

En el Capítulo 2 s desarrolla la t oría d la Solución Dinámica, obteniendo 

importantes resultados que van a ser usados n los capítulos que siguen, uno de estos 

resultados es la obt nción d una fórmula para la expon ncial d una matriz. 

En el Capítulo 3 se desarrolla 1 t ma d Controlabilidad para una ecuación diferencial 

con coeficientes matriciales, se da un t or ma que m p rmite afirmar cuando un sistema 

es Controlabl . 

En el Capítulo 4 estudiamos 1 tema d Observabilidad, en forma análoga al capítulo 

3 presentamos un teorema que me permite afirmar cuando un sistema es Observable. 

En el Capítulo 5 pr sentamos la part práctica del trabajo como son algunas 

aplicacion s que ilustran la t oría de Controlabilidad y Obs rvabilidad programas y

resultados numéricos. 

En el Capítulo 6 s presentan las conclusion s d 1 trabajo a modo de r sumen. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

continuación pr ntamo una n d onc ptos qu nos permitirá ten r una 

vi ión dond pod mo aplicar 1 trabajo d sarrollado fi.nalm nt también se dá una 

t oría bási a d ontrolabilidad Observabilidad qu lu go s g n �alizará n los 

capítulos 3 4 r pe tivam nt . 

1.1. Sistemas y Sistemas de Control 

n Sistema s un onjunto d ompon nt qu tan r lacionadas de manera que 

constituyan un todo o una unidad convi n ha r una divi ión ntre las compon ntes 

s parándola n tres at gorias una qu llamar mo conjunto de ntradas, otra 

conjuntos d salidas y un t re ro qu r la iona las ntradas con la salidas llamado 

planta. 

n ej mplo de un sist er una fábri a d och s qu transforma materias 

primas como lámina d ac ro hul pintura t 't ra ( ntradas) n automóvil 

(salidas) y la planta staria formado por las r la ion m cáni as d 1 

ntradas salidas 
planta 

Figura 1.1: Repr s nta ión squ máti a d un sist ma 

Un Sistema de Control s un sist ma qu omandar, dirigir o r gula.1· a i 

mismo o a otro sistema s d ir s aqu 1 n 1 qu la salida d 1 si t ma ontrola pa.1.·a 
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t n r un valor sp cífi o o cambiarlo, s gún lo d t rmina la ntrada al sist ma. 

1.2. Clasificación de Sistemas de Control 

Lo ontrol d bido a la r la ion qu hay ntr las entradas y salidas cla ifi an n Si t ma d lazo abi rto y d lazo c rrado. 
1.2.1. Sistema de Control de Lazo Abierto 

Con un ontrol d lazo abi rto la entrada lig n base a la xpenenc1a qu ti n con di ho ist mas para producir 1 valor d salida r qu rida 1 control qu r a.liza s ind p ndi nt d la salida. 
R( ) 

·I ontrolador 1 •l __p
_
l
_
an

_
t
_
ª_:-..:...( t-'-)-• 

Figura 1.2: Sist ma d ontrol d lazo abi rto 
Ej mplo un tostador automáti o un sist ma d control d lazo abi rto. Con 

1 tostador la entrada s 1 pan y las instruc ion s d 1 grado d tostado r querido la salida s el niv 1 d tostado d 1 pan. El grado d to ta.do r qu rido s d termina m diant 1 ajust d la s ala d 1 r gulador d ti mpo (controlador) no alt ra por la condición d 1 pan. Enton 1 to tador r a ionará d la misma man ra ant una pi za d pan fr seo ( sin tostar) o si la pi za d pan qu introduc ya tá to ta.da sin mbargo la alida rá di:€ r nt · una pi za d pan fr s o bi n to ta.do o una como carbón. El tostador no r a iona al cambio n la ondi i 'n d 1 pan. 
1.2.2. Sistema de Control de Lazo cerrado 

n sist ma d ontrol d lazo rrado s aqu 1 n 1 ual la a ión d ontrol n ci rto modo d p ndi nt d la salida. 
Ej mplo, 1 m anismo d piloto automáti o y 1 avión qu controla forman un sist ma d ontrol d lazo c rrado. Su obj tivo s mant n r una dir ción sp cifica 
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R(t) 
o-+ controlador planta sensor Y(t) 

' 

Figura 1.3: Sist ma d Control d lazo c rrado 

d 1 avión ( entrada) a p ar d los cambio atmos�' ricos. El sist ma j cuta su 

tarea midi ndo ontinua.m nt la dir c ión instantán a d 1 avión (salida) y ajustando 

d control d 1 avión ( 1 timón las aletas etc.) de 

manera qu coin ida la dir ión instantan a d 1 avión con la dir c ión specificada. El 

piloto qui n fija con ant rioridad 1 piloto automáti o (controlador) no forma parte 

d 1 si ma d ontrol. 

1.3. Sistemas 

Ordinarias 

de Ecuaciones Diferenciales 

Definición 1.3.1 Un istema de ecuacione diferenciale ordinarias de primer orden 

es una expresión de la forma 

X� Fn (t X¡ ... Xn ) 

(1.1) 

en donde t es la variable independiente (variable temporal) y x 1 ,x2, • . •  ,xn on variable 

dependientes del tiempo (variables espaciales) y F1 ,F2 • • • Fn on funcione de valor 

real definidas en D C JR."+l, donde D e un conjunto abierto y conexo. 

1.4. Sistemas Lineales 

Un caso particularm nt important d ua 10n

dado cuando las funcion s F1 ,F2 , . . .  ,Fn son d la forma 

4 
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n dond a¡j y b¡ ( 1 < i < n) on funcion definidas n un int rvalo común J y con 

valor r al s. En st aso 1 sist ma (1.1) ti n la forma 

(1.2) 

con notación matricial 

X¡ b1(t) au(t) ª12(t) ll1n(t) 

X2 b2(t) a21(t) a22(t) a2n(t) 

X= X3 b(t) = b3(t) (t) = a31(t) a32(t) ll3n ( t) 

Xn bn(t) llnl (t) lln2 ( t) llnn(t) 

(1.2) s escribe como 

x' = A(t)x + b(t) (1.3) 

1 síst ma (1.3) llamado Sist ma d Ecua ion Lin ales 

(no Homog'n o). Si la matriz A s constant s d cir A E Rnxn el sistema (1.3) es

llamado Sist ma d E uacion s Dif. r n ial s on o fi i nt constant . 

1.5. Vibración 

Los sist mas d ing ni ría qu pos n masa y lasticidad tán capacitado para 

ten r movimi nto relativo si 1 movimi nto d stos sist mas s r pit d spu 's d un 

determinado int rvalo d ti mpo 1 movimi nto s cono orno vibra ión. 

La vibración s, n g n ral una forma d n rgía disipada y n muchos a o inde abl 

pues, por j mplo, n maquinarias, d bido a las vibra ion produc n ruidos 

(incomodidad fisiológica), aum nta las tension s n las pi zas d una máquina 

trasmit n fu rzas y movimi ntos ind abl s a los obj tos muy ercanos 11 gando muchas 

v ces arruinar las dif. r nt s part s d 1 m anismo. 
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1.5.1. Grados de Libertad 

Cuando se necesitan n coordenadas ind pendientes para determinar las posiciones 

de las masas de un sistema, el sistema es den grados de libertad. Por ejemplo el sistema 

que se muestra en la figura 5.9 tiene 3 grados de libertad. 

1.5.2. Ecuación Vibratoria Básica 

Muchas estructuras físicas no pueden ser modeladas con éxito utilizando un único 

grado de libertad. Esto es para describir el movimiento de una estructura, varias 

coordenadas pueden ser requeridos, tales sistemas son referidos como sistemas de 

múltiplos grados de libertad. 

Las ecuaciones de movimiento para sist mas de múltiplos grados de libertad pueden 

ser deducidos por varias técnicas tales como: leyes de ewton, ecuaciones de Lagrange, 

o métodos de elementos finitos. Estos modelos analíticos pueden ser refinados por

comparación con datos experimentales [I M 89) .

Los técnicas mencionadas producen ecuac10nes que pueden ser expresadas de la 

siguiente forma: 

(1.4) 

Cabe señalar que existen modelos matemáticos de las vibraciones mecánicas que 

son de la forma (1.4). 

Aquí q = q(t) es un vector que tien n componentes, que varía con el tiempo y 

representa un desplazamiento de masas en el modelo. 

Los vectores q" y q' representan las aceleraciones y velocidades respectivamente. 

Los coeficientes A 1 ,A2 y A3 son matrices cuadradas de orden n cuyos elementos son 

constantes numéricas y representan diversos parám tros físicos del sistema. 

El vector f = f(t) repres nta las fuerzas externas aplicadas y también varía en el 

tiempo. 
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Las matrices Ai i = 1, 2, 3 poseen diferent s propiedades, dependiendo de la física del 

probl ma en consideración. Las propiedades matemáticas de estas matrices determinan 

la naturaleza de la solución q(t), asi como las propiedades de los escalares m, e y k

determinan la naturaleza d la solución x(t) para un sistema de un grado de libertad. 

mx" + ex' + kx = O (1.5) 

Para diversas situaciones prácticas, la ecuación (1.4) adopta la siguiente forma: 

Mq11 + (D + G)q' + (I< + H)q = f(t) 

Donde q y f ya fueron definidas antes 

M = MT matriz de inercia o masa 

D = DT masa viscosa 

G = -aT matriz giroscópica

K = J<T matriz de rigidez

H = -HT matriz circulatoria 

1.5.3. Clasificación de Sistemas 

(1.6) 

Presentamos una clasificación d sistemas modeladas por la ecuación (1.6) 

comunmente encontrada en la literatura. Observemos que, para cada aplicación 

particular en engeniería puede tener una nomenclatura un poco diferente. 

La denominación Sistema Conservativo se refiere a sistemas de la forma. 

Mq" + Kq = f(t) (1.7) 

donde M y K son ambas matrices sim'tricas y definidas positivas. 

En tanto, un sistema 

Mq" + Gq' + Kq = f(t) (1.8) 

donde G es antisimétrica ( QT 
= -G) s también conservativo, n el sentido de 

conservación de energía, más es referido como un Sistema Conservativo Giroscópico 

o un Sistema Giroscópico. Tales sistemas surgen d forma natural cuando están

presentes movimientos rotatorios, tal s como un Giroscópio o un satélite artificial.

7 



Sistemas de la forma: 

Mq
11 

+ Dq
1 

+ I<q = f(t) (1.9) 

dond M, l{ y D son todos matrices definidas positivas, son referidos como sistemas 

amortiguados no giroscópico. Sistemas con co ficientes matriciales simétricos y 

definidos positivos son a veces referidos como Sistemas Pasivos. 

Sistemas de la forma: 

Mq11 + (I< + H)q = f(t)

son referidos como Sistemas Circulatórios. 

Combinando los resultados presentados obtenemos un sistema más general. 

Mq11 + (D + G)q' + (K + H)q = f(t)

(1.10) 

(1.11) 

Físicamente esta expr sión representa las fuerzas más generales que son consideradas 

en la literatura con xepción d ci rtas fuerzas externas. Matemáticamente la ecuación 

(1.11) puede ser eventualmente clasificada n términos d las propiedades de los 

coeficientes matriciales el cual no es de int rés en ste trabajo. 

1.6. Controlabilidad y Observabilidad 

Sean las ecuaciones: 

donde 

x' (t) = Ax(t) + Bu(t) 

y(t) = Cx(t) + Du(t) 

x vector de estado ( dimensión n) 

y vector d salida ( dim nsión m donde m < n) 

(1.12) 

(1.13) 

u vector de entrada algunas veces llamado s ñal de control ( dimensión r)

A matriz constante d orden n x n

B matriz constante de orden n x r

C matriz constante d orden m x n

D matriz constant d orden m x r

La matriz A s denomina matriz d stado, B es la matriz de entrada, C matriz de 

salida y D matriz de transmisión directa. 
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La ecuación (1.12) es la ecuación d estado del sistema lineal y la ecuación (1.13) 

es la ecuación de salida para 1 mismo sist ma. 

En la figura 1.4 se ilustra una representación gráfica de las ecuaciones (1.12) y (1.13). 

u(t) 
X 

Figura 1.4: Diagrama de bloqu s de las ecuaciones (1.12) y (1.13) 

El estado de un sistema se refiere a las condicion s pasadas presentes y futuras 

del sistema. 

El vector de estado x está formado por las variables x 1 (t), x2(t), ... , xn (t), que se 

llaman variables de estado. 

El vector de salida y esta formado por las variables y1 ( t) y2 ( t), ... , Ym ( t) que se 

llaman variables de salida. 

o se deben confundir las variables de stado con las variabl s d salida de un

sistema. Una salida d un sistema es una variabl que puede ser medida, pero una 

variable de estado no satisface este requerimi nto. Por ejemplo, n un motor eléctrico, las 

variables de estado como el flujo de corri nt , la velocidad de rotor y el d splazamiento 

se pueden medir físicamente, y estas variabl s califican como variables de salida. Por 

otra parte el flujo magnético también s pu d consid rar como una variabl de estado 

en un motor eléctri o, ya qu r pr senta 1 stado pasado pr sente y futuro del motor, 

pero no puede ser medido directament durante el funcionamiento, y por lo tanto, no 

califica como una variable de salida. 

Definición 1.6.1 Se dice que el sistema descrito mediante la ecuación (1.12) es 

completamente controlable o (por brevedad) controlable si a partir de cualq'l1,ier 
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estado inicial y final x(t0), x(t 1 ) E JRn existe un vector de control u(t), t E [to, t 1 ], que 
lleva x(t0) a x(t 1 ), e decir 

x(t 1 ) = (ti-to)Ax(to) + ¡
ti (t1-r)ABu(T)dT

ltº 

Teorema 1.1 Las iguientes afirmaciones son equivalentes: 

1. El istema {1.12} es controlable en [to, t i ].

2. Para cada x(t0) E JRn existe u(t), t E [to t 1 ], que lleva x(to) a O.

3. Para cada x(O) E JRn , existe u(t), t E [O, t 1 ], que lleva x(O) a O.

Prueba: 

(1) ==> (2)

S an x(to) x(t 1 )E JR.n

luego 

donde 

(ti-r)A Bu( T )dT

o= (ti-to)Ax(to) + t
l 

e<ti-r)ABu(T)dT

ltº 

x(to) = x(to) - -(ti-to)Ax(t 1) 

Como x(t0) y x(t 1 ) son arbitrario nton x(t0) s arbitrario. 

Por lo tanto para ada x(t0) E lR." exist u(t) t E [to t1 ] que 11 va x(to) a O.

(2) ==> (1)

S a x(to) E lR." 

se defin 

o= (ti-to)Ax(to) + t
l (ti-r)ABu(T)dT

ltº 

x(to) = x(to) - -(ti -to)Ax(t1 )

donde x(t0) x(t 1 ) E JR.n son arbitrarios

O= (t1-to)A[x(to)- -(t1-to)Ax(t 1)] + ¡
t

1 e(t1-r)ABu(r)dr 
liº 

10 



Por lo tanto el sistema (1.12) s controlable en [to, t 1 ]. 

(2) ==;> (3)

Sea x(to) E lR"

O = e(t1 -to)A x(t) lt=to + f
1 e(ti-t)A Bu(t)dt

ltº 

haciendo una traslación d coordenadas s = t - t0

luego 

rt1 -to 
O= e(ti-to)A x(s + to) ls=O + Jo e(ti -to-s)A Bu(s + to)ds

O= et1 Ax(s) ls=O + ¡ti e(t,-s)A BU(s)ds
donde t¡ = t1 - to U(s) = u( + to), x(s) = x(s + t0)

O= eti A :x:(O) + ¡
ti e<t,-s)A BU(s)ds

Por lo tanto para cada x(O) E lR" existe U(t) t E [O, t¡] que 11 va x(O) a O.

(3) ==;> (2)

Sea x(O) E lR" 

O= et1 A x(s) ls=O + ¡ti e(t,-s)A BU(s)ds
haciendo una traslación de coordenadas s = t - t0

O= tiA:x:(t - to) lt=to + e(t,+to-t)A BU(t - to)dt¡t1+to 

to 

o= et1 A x(t) lt=to + e(t,+to-t)A Bu(t)dt¡t1+to 

to 

luego haciendo t1 = t ¡ + to

Por lo tanto para cada x(t0) E lR", existe u(t), t E [to, ti], que lleva x(to) a O.

11 



Teorema 1.2 El sistema descrito mediante la ecuación (1.12) es completamente 

controlable si y solo si la matriz 

(1.14) 

de orden n x nr es de rango n. La matriz dada en (1.14) se denomina por lo común
} 

matriz de controlabilidad. 

Prueba: Ver apéndic A.l 

Si un sistema es completamente controlabl , entonces podemos controlar 

sus variabl s de estado si controlamos sus variables de estado controlamos el 

comportamiento dinámico del sistema ( esto se lleva acabo mediante diseño de un 

programa). 

El sistema de la fig.1.5( a) es no controlable pues ml no esta afectado para 

cualquier valor que tome u(t). 

El sistema de la fig.1.5(b) s controlable pues para cualqui r valor de u(t), diferente 

de cero afecta ambas masas. 

ml 

ml m2 
u(t) 

m2 
u(t) 

(a) (b) 

Figura 1.5: Sistema m cánico 

Definición 1.6.2 Se dice que el sistema descrito mediante la ecuación (1.12) y (1.13) 

es completamente observable o (por brevedad) observable si
} 

para cualquier estado 

inicial x(t0) E :IR", existe un tiempo t 1 tal que conociendo u(t) y y(t) donde t E [to, t 1 ] 

asi como también las matrices constantes A,B,C y D son suficientes para determinar 

x(to). 

12 



Sea el sistema d scrito por las ecuaciones (1.12) y (1.13), sabiendo que el sistema 

es observable entonces las matrices A B,C y D se conocen al igual que u(t) y la salida 

y(t), por lo tanto la ecuación de salida (1.13) se puede escribir como 

y(t) = Cx(t) 

donde 

y(t) = y(t) - Du(t) 

s una expr sión conocida. 

Así a fin de investigar una condición nec sana y suficiente para la observabilidad 

completa basta considerar el sistema descrito mediante las ecuaciones 

x' (t) = Ax(t) + Bu(t) 

y(t) = Cx(t) 

(1.15) 

(1.16) 

Se dice que el sistema descrito mediante la ecuación (1.15) y (1.16) es 

completamente observable o (por brevedad) observable si, para cualquier estado 

inicial x(t0
) E JR.n existe un tiempo t1 tal que conociendo u(t) y y(t) donde t E [to, t 1]

asi como también las matrices constantes A,B y C son suficientes para determinar x(t0). 

ediante una traslación de coordenada = t - t0 , podemos dar una definición 

equivalente a la definición (1.62) 

Definición 1.6.3 Se dice que el sistema descrito mediante la ecuación (1.15} y (1.16} 

es completamente observable o (por brevedad) observable si, para cualquier estado 

inicial x(O) E JR.n , existe un tiempo t1 tal que conociendo u(t) y y(t) donde t E [O, ti] así 

como también las matrices constantes A,B y C son suficientes para determinar x(O). 

Teorema 1.3 El sistema descrito mediante la ecuación (1.15} y (1.16} es 

completamente observable si y solo si la matriz 

e 

CA 

CA2
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de orden mn X n es de rango n. La matriz dada en {1.11) se denomina por lo común
1 

matriz de observabilidad. 

Prueba: Ver [OGA 98]. 

Ver ejemplo en el apéndice A.2. 

Físicamente podría ser imposible medir todos los estados del sistema, ya sea por 

el costo de los sensor s, por la ubicación (planta nuclear), etc, se puede dar una 

e timación de todas los estados de un sist ma, para ello primeramente se tiene que ver 

si el sistema es compl tamente obs rvable. 

Si un sistema es completamente obs rvable entonces se puede implementar un 

observador (programa) que de una estimación de las variables de estado del sistema. 

Antiguamente en control clásico solo se tomaba en cuenta las ntradas y salidas, si 

las salidas no eran las r queridas se paraba 1 proceso para buscar la falla esto implicaba 

una gran p 'rdida conómica; debido al conocimiento d la teoría de observabilidad y 

controlabilidad es posible aplicar realimentación d estado, e ir corrigiendo a tiempo 

los errores que se pu dan tener. 

1.7. Fórmula de Inversión Compleja 

Si f(s) = .C[F(t)] entonces .c- 1 [f(s)] está dada por 

y F(t) = O para t < O. 

1 ¡p-H 
F(t) = -. eªtf(s)ds 

21ri p-ioo 

t>O (1.18) 

Este resultado s llama la inversión integral compleja o fórmula de inversión 

compleja. También s conoc como la fórmula integral de Bromwich. Este resultado 

ofrece un método directo para obtener la transformada inversa de Laplace de una función 

dada f(s ). 

La integración de (1.18) s r aliza a lo largo d un segm nto vertical s = p + iy, 

para todo y E JR.; donde p s un número real sufici ntement grande para que todas 

singularidades (polos, puntos d ramificación o singularidad s senciales) queden a la 

derecha del segmento, apart de sta condición pes arbitraria. 
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1. 7 .1. Contorno de Bromwich 

y 
J 

R 

B 
p+iT 

K ------t---------:-1'----+---- X 

o p 

L 

p-iT
A 

Figura 1.6: Contorno de Bromwich 

Sea C el contorno de la figura (1.6). Est contorno, llamado contorno de Bromwich; 
-

se compone del segm nto AB y 1 arco B J K LA de una circunferencia de radio R con 

centro en el origen O es d cir 

C=ABUI' 
-

donde r = BJKLA 

De la fig. se tiene qu T = ✓R2 - p2 y d (1.18) s deduce 

F(t) = 

1 1p+iT lím -
2 

. eªt f(s)ds 
R-+ 7rZ p-iT 

lím { _
2

1. Í st ¡(s)ds - _
2

1. f eªt f(s)ds }
R-+oo 7íZ Je 7íZ } [' 

Teorema 1.4 Si es posible hallar constantes M > O y k > O tales que 

M 
1 f(s) I< Rk 

(1.19) 

(1.20) 

(1.21) 

en todo el conjunto r ( donde s = Rei8), entonces la integral alrededor de r de est f ( s)

tiende a cero cuando R--+ CXJ, es decir 

lím f eªt f ( s )ds = O (1.22) 
R-+oo Ír 

La condicion {1.21) se satisface siempre si f(s) = P(s)/Q(s) donde P(s) y Q(s) son 

polinomios en los cuales el grado de P ( s) es menor que Q ( s). 

Prueba: Ver [MUR 70). 
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l. 7.2. Utilizando el Teorema del Residuo para hallar

Transformadas Inversas de Laplace 

Supongamos que las únicas singularidades de f(s) son polos, todos ellos a la
izqui rda d 1 segmento v rti al s = p + iy, para todo y E :IR; donde p es un número real.
Si R es arbitrariamente grande tal que todos los polos de f( s) esten dentro del contorno
de Bromwich ad más suponiendo que se cumple (1.22) y utilizando el teorema del
residuo (1.19) toma la forma

es decir

F(t) = ¿residuos d eªtf(s) en los polos de f(s)

F(t) = 

2

1
. J eªtf(s)ds

1ri la 

(1.23)

(1.24)

Proposición 1 Si una función racional R(z) = P(z)/Q(z), donde P(z) y Q(z) son 

polinomios y el grado de P(z) es inferior por lo menos en dos al de Q(z), demuestre 

que para cualquier arco circular r R de radio R y centro en el origen 

Prueba: er [ART 73].

lím { R(z)dz = O
R➔ ÍrR

16 
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Capítulo 2 

Ecuaciones Diferenciales Ordinarias 

con Coeficientes Matriciales de 

Orden Superior 

En este capítulo presentamos una solución al problema de valor inicial: 

u<m>(t) = A 1u(m-l)(t) + A2u(m-2>(t) + · · · + Am-1u'(t) + Amu(t)

u(O) = Uo u'(O) =U¡ , ... u<m-l)(o) = Um-1

en términos de la solución dinámi a introducida en [CLA 90a] donde Aj, j = 1, 2, ... m

son matrices reales cuadradas de orden n y la variable u denota un vector real n

dimensional o una matriz real cuadrada d orden n.

2.1. Solución Dinámica 

Sea la ecuación diferencial d orden m 

considerando que t E IR, Aj j = 1, 2, . . . m son matrices cuadradas reales de orden n,

u 1 (t) 

y u(t) =
u2(t) 

vector columna. 

Un (t) 

Asociado a la cuación ( 2 .1), consid r mos la ecuación diferencial matricial 

17 



donde U(t) es una matriz n X n.

Llevemos (2.1) a un sistema de cuacion s diferenciales de primer orden, hagamos el 

cambio d variable vectorial 

Z1 u(t) 
Z2 u' (t) 
Z3 u" ( t) (2.3) 

Zm u<m-l)(t)

donde Z¡ son vector s columnas Vi= 1, 2, ... , m derivando (2.3) obtenemos: 

z' u' (t) Z2 
z'2 u" ( t) Z3 

z'
3 

u111(t) Z4 (2.4) 

z' m u(m)(t) Amu(t) + Am-1 u
1

(t) + · · · + A1u(m-l)(t)

El sistema anterior se pued scribir n la forma: 

z� (())Z1 + HZ2 + (())Z3 + (())Z4 + + ((J)Zm

z; (())Z1 + ((J)Z2 + lIZ3 + (())Z4 + + ((J)Zm

z' 3 (())Z1 + ((J)Z2 + (())Z3 + lIZ4 + + ((J)Zm
(2.5) 

I 
(())Z1 ((J)Z2 (())Z3 (())Z4 HZm zm-1 + + + + + 

z' m AmZ1 + Am-1Z2 + Am-2Z3 + Am-3Z4 + + A1Zm 

donde (()) denota a una matriz c ro cuadrada d orden n e 1I s la matriz identidad de 

orden n las ecuaciones dadas n (2.5) s pu den escribir en forma matricial 

z' 1 (()) 1I (()) (()) (()) Z1 
z' (()) (()) 1I (()) (()) Z2 
z' 3 

(()) (()) (()) 1I (()) Z3 
(2.6) 

z:n_l (()) (()) (()) (()) lI Zm-1 
z' Am Am-1 Am-2 Am-3 A1 Zm m mnXl mnxmn mnxl 

La ecuación matricial (2.6) se puede scribir en forma abr viada como 

z:rmx1 (t) = Amnxmn Zmnx1 (t) (2.7) 
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donde A es una matriz real de orden mn x mn cuyos elementos son constantes al cual 

la llamaremos matriz compañera y Z(t) es una función real con valores en ]Rmnxl 

La solución general del sistema homogeneo (2. 7) es de la forma 

(2.8) 

donde: 

(2.9) 

es un vector constante cualquiera en JRmnx l y W1, W2, ••• , Wm son vectores columna

que tienen n componentes. 

Supongamos que 

Co(t) C1(t) C2(t) Cm-1(t)

C2,o(t) C2,1(t) C2,2(t) C2,m-1(t)

e.At 
=

c3,o(t) c3,1 (t) C3,2(t) c3,m-1(t)
(2.10) 

Cm-1,o(t) Cm-1,1(t) Cm-1,2(t) Cm-l,m-1(t) 

Cm,o(t) Cm,1(t) Cm,2(t) Cm,m-1(t) 

donde cada elemento de la matriz dada arriba, es una matriz cuadrada de orden n, se 

sabe que 
d - e

At = Ae
At (2.11) dt 

es decir 

C�(t) C�(t) C�(t) C�_1(t) 

c�,o(t) c�.1(t) e� 2(t) 
' 

C� m-l(t) 

c;,o(t) e; 1 (t) 
' 

c; 2(t) 
' 

c;,m-1 (t) 

c�-1,o(t) c�-1.1 (t) c�-1,2(t) c�-1 m-1(t) 

C�o(t) ' 
c�.1(t) e� 2(t) 

1 
e� m-1 (t) 

' 
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({]) Co(t) C1(t) Cm-1(t)
({]) C2,o(t) C2,1(t) C2,m-1(t)
({]) c3,o(t) C311(t) c3,m-1 (t)

(2.12)

JI Cm-1,o(t) Cm-1,1(t) Cm-1,m-1 (t)
A1 Cm,o(t) Cm,1(t) Cm,m-1(t)

De la cuación obt nida, d sarrollando el producto de matrices en el lado derecho e
identificando elemento a elem nto con la matriz izquierda, obtenemos de las primeras
m - 1 filas las siguientes igualdad s

e� C2,o e� 2,1 e; C2,2 

c;o C3,o c;,1 C3,1 c;,2 C3,2 

c�,o C4,o e� 1 , C4,1 C�2 ' C4,2 

c:n-1,0 Cm,O c:n-1,1 Cm,1 c:n-1,2 Cm,2 ... 

y del desarrollo de la última fila tenemos

c:n,o AmCo + m-1C2,o + Am-2C3,o + 

c:n,1 AmC1 + m-1C2,1 + m-2C3,1 + 

AmC2 Am-1C2,2 m-2C3,2 cm2 + + + 
' 

c:n,m-1 AmCm-1 + Ám-1C2,m-l + Ám-2C3,m-1 + 

tilizando (2.13) en (2.14) s obtiene:

c<m)
o AmCo + Am-1C�

c�m) AmC1 + Am-1C�

c{m) 
m-1 AmCm-1 + Am-1C:n_1 

+ Am-2c;
+ Am-2C�'

+ Am-2C:_1 

c:n-1 C2,m-l 

c;,m-1 C3,m-1 

c�,m-1 c4,m-1 

c:n-1,m-1 Cm,m-1 

(2.13) 

+ A1Cm,O 

+ A1Cm,l

+ A1Cm,2 (2.14) 

... + A1Cm,m-l 

+ + A1C¿m-l)

+ + A1C�m-l)

+ ... + A c<m-1)
1 m-1 

(2.15)

del sistema de ecuaciones obtenidas se obs rva que Co C1, C2, ... , Cm-1 son soluciones

de (2.2).
Utilizando (2.13) en (2.10) podemos scribir eAt como:
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Co(t) C1(t) C2(t) Cm-1(t) 
C�(t) C�(t) C�(t) c:n_ 1(t) 

e
.At 

= c;(t) e�' (t) c;(t) c;;._1(t) (2.16) 

cJm-1\t) cím-1\t) cJm-1\t) c{m-1\t)m-1 

además 
.At = I para t=O (2.17) 

donde I es la matriz identidad de orden mn. En (2.16) hacer t = O y utilizando (2.17) 
tenemo: 

Co(O) = ][ C�(O) = O c;(o) = o cJm-l\o) = (O

C1(0) = O C�(O) = ][ C�1(0) = O cím-l\o) = (O

C2(0) = O C�(O) = O c;(o) = ][ cJm-l)(O) = o (2.18) 

Cm-1(0) = O c:n_ 1 (0) = O C" (O) = O m-1 c{m-1\o) = ][m-1 

Las relaciones halladas se pueden expresar en forma compacta de la siguiente manera 

donde 

{ � 

j=k 

j =/ k 

k,j = 0,1, ... ,m - 1 

e][ es la matriz identidad de orden n.

(2.19) 

Proposición 2 Todos los vectores columnas de las matrices Co(t), Ci(t), ... , Cm-1(t)
son linealmente independientes. 

Prueba: 

Sea 

el vector columna, del lugar i es1mo de la matriz Cj(t), donde z 
j = 0,1,2, ... ,m - 1 

2 1

(2.2 0) 

1, 2, 3, ... , n



Sea la combinación lin al: 

ª1,oeo 1 (t) + a2,oeo 2(t) + ... +ª"·ºeº n(t) + a1,1 el 1(t) + a2,1 el 2(t) + · · · + On,1 el n(t) +

a1,2e2 1(t) + a2,2e2 2(t) + · · · + On,2e2 n(t) + a1,3e3 1 (t) + a2,3e3 2(t) + · · · + On,3e3 n(t) + 

·· · + 01,m-lem-l 1(t) + 02,m-lem-l 2(t) + · · · + On,m-1e
111_ 1 n(t) = Ünxl

donde ai,j son escalar s e  i = 1, 2, 3, ... , n j = O, 1, 2, ... , m - 1 

La combinación lineal dada se puede escribir en forma compacta de la siguiente forma 

eo(t) · ao + e1(t) · a1 + · · · + em-1(t) · Om-1 = Ünxl 

donde 

i = O 1, ... ,m - 1 

Haciendo t = O en (2.21) 

eo(0) · ao + el (O) · a1 + · · · + em-1 (O) · Om-1 = Ünxl 

luego utilizando (2.19) en la expr sión hallada tenemos 

][ · Oo +O· 01 +···+O · Om-1 = Ünxl 

es decir ai,o = O Vi = 1, 2, 3, ... , n 

Ahora derivemos una vez (2.21) 

a1,o O 

o 

o 

e�(t) · ªº + ef (t) ·O¡+···+ e:n_1(t) · ªm-1 = Ünxl 

2 2  

(2.21) 



ens guida haciendo t = O y utilizando (2.19) en la expresión hallada, tenemos 

([)) · ao + ][ · 0'1 + ([)) · 0'2 + · · · + ([)) · O'm-1 = Ünxl 

o 

o 

es decir a¡ 1 = O V i = 1 2 3 . . . n 

Ahora derivamos dos veces (2.21) 

c;(t) · ªº + C�'(t) · ª1 + '. · + c;_l (t) · O'm-1 = Ünx 1 

enseguida haciendo t = O y utilizando (2.19) en la expresión hallada, tenemos 

([)) · ao + ([)) · 0'1 + ][ · a2 + · · · + ([)) · O'm-1 = Ünxl 

o 

o 

es decir a¡,2 = O Vi = 1, 2, 3, ... , n 

Siguiendo el mismo proceso, llegamos a d  rivar (m - 1) veces (2.21) 

enseguida haciendo t = O y utilizando (2.19) en la expr sión hallada, tenemos 

([)) · ao + ([)) · 0'1 + ([)) · 0'2 + · · · + ][ · O'm-1 = Ünxl
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es decir ai,m-l = O Vi= 1,2 3 ... n 

En consecuencia 

o 

o 

ai,i = O Vi = 1 2 3 ... , n V j = O, 1 2, ... , m - 1 

Por lo tanto los vectores columnas de las matrices C0(t), C1(t), ... , Cm-i(t) son 

linealmente independientes. 

Proposición 3 Las matrices C0(t), C1(t), ... Cm-i(t) son linealmente independientes. 

Prueba: 

Sea la combinacion lineal 

donde ao a 1 a2 · · · ªm-l son scalares. 

Evaluando en t = O a la expresión dada, tenemos: 

utilizando (2.19) 

aoli + O> + · · · + O> = O> 

Derivando una vez (2.22) tenemos 

evaluando en t = O a la expresión dada, tenemos: 

utilizando (2.19) 

24 
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Derivando dos veces (2.22) ten mos

valuando n t = O a la expresión dada, t nemos:

utilizando (2.19)

Siguiendo sucesivam nte el mismo proc dimi nto obt nemos:

ªº = ª1 = a2 = ... = ªm-1 = Q

Proposición 4 Todos los vectores columnas de las matrices C0 (t), C1(t), .. . , Cm-i(t)
son soluciones de la ecuación diferencial (2.1). 

Prueba: 

De (2.15) tenemos qu

+ A1c(m-l)
J 

donde j = O 1 2 . . . m - 1
Considerando (2.20) en la ecuación (2.23), tenemos

+Am-1 [ e; 1 (t) e; 
2 (t)

operando el lado derecho de la ecuación, t n mos

donde

Ll AmC; 1(t) + Am-1C; 1(t) + · · · + A1C¡';'-1\t)
L2 AmC;2(t) + Am-1C;2(t) + · · · + A1c¡;-1>(t)

Ln AmC; n(t) + Am-1C; n(t) + · · · + A1C}'::-1 \t)

25
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e igualando columna a columna, conseguimos las siguientes ecuaciones. 

C�7\t) 
J 

AmC; 1 (t) + Am-lc; 1(t) + + A 1C�7-1 >(t)
J 

c;�\t) AmC; 2(t) + Am-1C; 2(t) + + A 1C��-l)(t)
J (2.24) 

cJ7::>(t) AmC;n(t) + Am-1C'. 0(t) 
J 

+ + A 1 cJ7:-i) ( t)
De aqm concluimos que las columnas c

j 
i(t), donde i = 1, 2, 3, ... , n 

j=0 1 2  ... m - 1 son soluciones de (2.1). 

Proposición 5 Los vectores columnas de C0(t) C1 (t), ... Cm-i(t) generan el espacio

solución de la ecuación diferencial {2.1}. 

Prueba: 

Sea el espacio solución 

y 

L = {l: :IR➔ JR
nXl 

/ l(t) = Co(t)/3o + C1(t)/31 + C2(t)/32 + · · · + Cm-1(t)/3m-d (2.25) 

donde 

/3¡ = i = 0,1,2, ... ,m - 1 

/3n,i 

y /3i,i son constantes arbitrarias j = 1 2, ... n. i = O, 1 2, ... , m - l. 
Debemos probar que V = L

Primero veamos que L C V

Sea u E L, entonces 

u(t) = Co(t)/3o + C1 (t)/31 + C2(t)/32 + · · · + Cm-1 (t)f3m-l (2.26) 

reemplazando (2.26) en la ecuación diferencial (2.1) 

cám) ( t )/3o+ cím\t)/31 + cJm)(t)/32 + + ci�1 (t)f3m-1
A 1 cám-l>c t )/3o + A1 CÍm-i) ( t )/31 + + A1 ci�� 1 \t)/3m-1

+ A2C¿m-2) ( t )/3o + A2CÍm-2\t)/31 + + A2C��2> ( t )/3m-1

+ Am-1 C�(t)/3o + Am- 1 C� (t)/31 + + Am-1 c:n_ 1 (t)f3m-1
+ AmCo(t)/3o + AmC1 (t)/31 + + Am-1 Cm-1 (t)/3m-1
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y utilizando (2.15) en la pa.rt derecha de la igualdad 

hemos probado que (2.26) satisface la cuación diferencial (2.1), en consecuencia u E V. 
Por lo tanto hemos probado que L C V.

Ahora v amos que V C L.

Sea u E V veamos que u se puede escribir como una combinación lineal 

u(t) = Co(t)/3o + C1(t)/3 1 + C2(t)/32 + · · · + Cm-1(t)/3m-l (2.27) 

tenemos qu hallar /3o /31 /32 , ... /3m-l en función de u. 
En (2.27) haciendo t = O y utilizando (2.19) 

u(0) = Co(0)/3o + C 1(0)/31 + C2(0)/32 + · · · + Cm-1(0)/3m-l 

u(0) = lI/3o + 0/31 + 0/32 + · · · + O/3m-l 

u(0) = /3o 

Derivando una vez (2.27) 

u'(t) = C�(t)f3o + C�(t)/31 + C�(t)/32 + · · · + c;,._1(t)/3m-l 

en la expresión hallada hacer t = O y utilizando (2.19)

u'(0) = C�(0)/3o + Cf (0)/31 + C�(0)/32 + ... + c;,._l (0)/3m-l 

u'(0) = 0/30 + lI/31 + 0/32 + · · · + O/3m-l 

u'(0) = /31 

Así sucesivamente, se obtiene /32, ... /3m-2 · 
Derivando m - 1 veces (2.27) 

en la expresión hallada hacer t = O y utilizando (2.19) 

u <m-l)(o) = cám-1\0)/30 + c1m-l\0)/31 + c�m-l\0)/32 + ... + C;,.�� 1 \0)/3m-l

U (m-l)(Q) = O/30 + 0/31 + 0/32 + · · · + 1I/3m-l 

U (m-l>(Q) = /3m-l 
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Por lo tanto 

i = 0,1 2, ... m -1 

u(t) = Co(t)u(O) + C1(t)u'(O) + · · · + Cm- 1 (t)u(m-l)(o)

lu go h mo probado qu u EL 

Por lo tanto 

Finalm nt probamos qu 

Obs: 

CL 

V=L 

La dimensión del spac10 olución V s mn s d cir 

dim( L) = mn = dim(V) 

esto deduc d las propo icion (2) y (5) 

Corolario 1 Sea el vector u igual a la combinación lineal de los vectores columnas de 

las matrices C0(t), C 1 (t), ... ,Cm-i(t) es decir. 

U= Co(t)/3o + C1 (t)/31 + · · · + Cm- 1 (t)/Jm- 1 

donde 

i=012 ... m-1 

/Jn,i 

y /3i,i son escalares arbitrarias j = 1 2 ... n. i = O 1 2 ... m - l.

entonces u es solución general es decir contiene toda las olucione de { 2.1). 

Prueba: 

Utilizando la proposi ión (5) s oncluy qu u s solu ión g n ral d (2.1). 

Proposición 6 Las matrices C0(t) C1 (t), ... , Cm-i(t) generan el espacio solución de 

la ecuación diferencial matricial (2.2). 
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Prueba: 
Análoga a la proposición (5). 
Obs 
La matric s C0(t), C 1(t) ... , Cm-i(t) s llaman solucion s fundamentales de la 
cuación (2.2). 

Notación 
La olución Cm-i(t) ra d notada por D(t) y s ra llamada solución dinámica de (2.1). 

Definición 2. l. 1 La solución matricial del problema de valor inicial 

n<m>(t) = A 1 D(m-1 >(t) + A2D(m-2>(t) + · · · + Am-1D1 (t) + AmD(t) } D(O) = (()) D'(O) = (()) D"(O) = (()) n<m- 1 >(0) = ][
(2.28) 

se llama solución dinámica asociada a la ecuación {2.1) donde Aj j = 1, 2, ... , m son 

matrices dadas en (2.1), donde ][ , (()) son la matriz identidad y la matriz cero de orden 

n. 

2.2. Solución Dinámica como serie de potencia 

De (2.16) tenemos 
Co(t) 
c¿(t) 
C�(t) 

oo 

t
k y además sabemos eAt 

= ¿ A k k ! k=O Por lo tanto 
Co(t) c¿(t) 
C�(t) 

C1(t) 
C�(t) 
e�' (t) 

C1(t) 
C�(t) 
e�' (t) 
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C2(t) 
C�(t) c;(t) 

C2(t) 
C�(t) c;(t) 

Cm-1(t) 
c:n_1 (t) 
e" (t) m-1 

c(m-l)(t)m-1 

Cm-1(t) 
c:n_l (t) 
e" (t)m-1 

c(m-l)(t)m-1 
(2.29) 



La potencia k sima de la matriz compañera A se puede escribir como: 
k 

Ck,O Ck,1 Ck,m-1 

Ck1,0 Ck¡,l Ck1,m-1 

Ck2,0 Ck2,l Ck2,m-1 

Ckm -1,0 Ckm-1,l Ckm-1,m-l 

(2. 30) 

Las matrices Cj(t) donde j = 1, 2, ... , m - 1 s pu den escribir como una serie de 

potencias para ello consideramos la primera fila de la matriz dada en (2.29) y tomando 

en cuenta la primera fila de la matriz de la derecha de (2.30), tenemos 
oo 

tk 
Co(t) L ck,O 

k!
k=O 

oo 
tk 

C1 (t) L ck,1 
k!

k=O 

tk 
C2(t) ¿Ck,2k! 

k=O 

tk 
¿Ck,m-l

k! 
k=O 

las ecuaciones anteriores se pued n escribir en forma compacta como 
oo 

tk 
cj(t) = L ck,j 

k!
k=O 

j = O, 1 2, ... , m - 1 

(2.3 1) 

(2.32) 

Cabe recordar que la matriz Cm-i(t) satisface el problema de valor inicial dado en 

(2.28) esto se deduce de la última relación hallada en (2.15) y d (2.19) para j = m - l. 

Por lo tanto Cm-i(t) se llama solución dinámica asociada a la ecuación (2.1) la solución 

Cm-i(t) ha sido denotada por D(t) es d cir 

D(t) = Cm-1(t) 

de (2.32) para j = m - 1, tenemos 

Derivando D(t), n veces 

oo 
tk 

D(t) = L ck,m-1 
k! 

k=O 

oo �-n

n<n>(t) = L ck,m-1(k)(k - l)(k - 2) · · · (k - n + l)
k!

k=n 
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evaluando esta última expresión en t = O obtenemos
n<0 > (O) = Cn,m-1

el cual pu d escribirse como
n (k) (O) = ck,m-1

Utilizando (2.36) en (2.34) ten mos
D(t) = L n <k> (o) ��

k=O 

denotando

llamado coeficientes de la solución dinámica.

Podemos escribir la solución dinámica como

de (2.36) y (2.38) ten mos que

Afirmación: 

Dada la notación para las filas d la matriz de la derecha de (2.30) se cumple:

Prueba: 

ci,i = lI i = O 1, 2, ... , m - 1
Cm,j = Am-j j = O, 1, 2, ... , m - 1

k, j = O, 1 2 ... , m - 1 k =/- j

(2.35)

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41 )
(2.42 )
(2.43)

Haciendo k = O en (2.30) y considerando Aº 
= I, dond I es la matriz identidad de

orden mn, tenemos
]I ()) ()) ()) Co,o Co,1 Co,2 Co,m-1

()) ]I ()) ()) Co1 ,o Co1 ,1 Co1 ,2 Co1 ,m-l
A

º
= 

()) ()) ]I ()) Co2,o Co2 ,1 Co2,2 Co2,m-l (2.44)
()) ()) ()) ()) Corn-2,0 Corn-2,l Corn-2,2 Corn-2,m-2
()) ()) ()) ]I Corn-1,0 Corn-1 ,l Corn-1 ,2 Corn- 1 ,m-l
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Observando las primeras filas, podemos decir 

Oo,o = JI Oo,1 = Oo,2 = · · · = Oo,m-1 = (()) (2.45) 

dond JI es la matriz identidad d ord n n y (()) es la matriz cero de orden n.

Analicemos un caso particular para luego generalizar. 

Si m = 4 la matriz A seria 

(()) JI (()) (()) 

A= 
(()) (()) JI (()) 

(2.46) 
(()) (()) (()) JI 

Ai A3 A2 A1 

y utilizando (2.30) tenemos 

(()) JI (()) (()) 01,0 01,1 01,2 01,3 

A= 
(()) (()) JI (()) 011 ,0 011 ,l 011 ,2 C11 ,3 (2.4 7) 
(()) (()) (()) JI 012,0 012,l 012,2 012,3 

Ai A3 A2 A1 01a,O 013,l 01a,2 Oia,3 

Luego haciendo el producto matricial 

A·A=A2, A2 ·A= A3, A3 ·A= A4 , A4 · A= A5

y utilizando (2.30) tenemos 

(()) (()) JI (()) 02,0 02,1 02,2 02,3 

A2 = 
(()) (()) (()) JI 021 ,0 021 ,l 021 ,2 C21 ,3 

A4 A3 A2 A1 022,0 022,l 022,2 022,3 

A1A4 A4 + A1A3 A3 + A1A2 A2+A¡ 02a,o 02a,l 02a,2 02a,3 
(2.48) 

observamos que la segunda fila de la matriz A dada en (2.46) pasa a ser la primera fila 

de la matriz A2 dada en (2.48) 

(()) (()) (()) JI o3,o 03,1 03,2 o3,3 

A3 = 
A4 A3 A2 A1 031 ,0 031 ,l 031 ,2 031 ,3 

A1A4 A4 + A1A3 A3 + A1A2 A2 +A¡ 032,0 032,1 032,2 032,3 

038,0 03a,1 03a,2 033,3 
(2.49) 
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observamos que la tercera fila de la matriz A dada en (2.46) pasa a ser la primera fila 

de la matriz A3 dada n (2.49) 

A4 A3 A2 A1 c4,o c4,1 c4,2 c4,3 

A4= A1A4 A4 + A1A3 A3 + A1A2 A2 +Af c41 ,o 041,l c41 ,2 c41 ,3 

c42 ,o 042,l c42 ,2 c42 ,3 

C43,0 043,l c4s,2 c4s,3 

(2.50) 

observamo que la cuarta fila de la matriz A dada en (2.46) pasa a ser la primera fila 

de la matriz A4 dada en (2.50) 

A1� A4 + A1A3 A3 + A1A2 A2 +A¡ Cs ,o Cs ,1 Cs ,2 Cs ,3 

As = Cs1 ,o Cs1 ,1 Cs1 ,2 Cs1 ,3 

Cs2,o Cs2 ,1 Cs2 ,2 Cs2,3 

Csa,o Csa,1 Cs3 ,2 Cs3 ,3 
(2.51) 

Luego observando la primera fila de (2.47) (2.48)(2.49) y (2.50) podemos escribir (2.46) 

como 

(!) l[ (!) (!) C1,o C1,1 C1,2 C1,3 

A= 
(!) (!) l[ (!) C2,o C2,1 C2,2 C2,3 

(!) (!) (!) l[ c3,o C3,1 C3,2 c3,3 

A4 A3 A2 A1 C40 ' C41 ' c4,2 c4,3 

de (2.52) podemos decir 

y C0,0 = l[ debido a (2.45), es decir 

C¡ i = J[ ' i = 0,1,2,3 

donde l[ es la matriz identidad de orden n, además la última fila de A se denota 

osea 

C4,i = A4-i j = 0,1,2,3 

El resto de elementos de A se denota 

k = 1, 2, 3 j = O, 1, 2, 3 k f:. j
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Para k = O, tenemo Co,j = O j = 1, 2, 3 debido a (2.45) por lo tanto 

ck,j = o j, k = o, 1, 2, 3 k =1- j 

donde O la matriz c ro de ord n n.

Generalizando: 

Haciendo k = 1 en (2.30 ) y por el resultado obtenido en (2.52 ) tenemos 

O) 11 O) O) O) 

({)) ({)) 11 ({)) ({)) 

({)) ({)) ({)) 11
A= 

({)) ({)) ({)) ({)) 11 

Am Am-1 Am-2 Am-3 A1 

C1,o C1,1 C1,2 C1,3 C1,m-l

C20 ' C2,1
C2,2 C2,3

C2m-l ' 

c3,o c3,1
c3,2

c3,3 c3,m-1

Cm-1,0 Cm-1,1 Cm-1,2 Cm-1,3 Cm-1,m-1

Cm o ' Cm,1 Cm,2 Cm ,3 Cm,m-1 

(2.55) 

Siguiendo el mismo procedimiento realizado para obtener (2.53 ) (2.54) y (2.55) tenemos 

Afirmación: 

ci,i = 11 i = o, 1, 2, ... , m - 1 

Cm,j = Am-j j = O, 1, 2, ... m - 1 

j,k = O 1,2 3, ... ,m- 1 j =/- k

m-1 

ck,j = L Am-iCk+i-m,j
i=O 

k = m, m + 1 m + 2, ... 

j = 0,1,2, ... ,m - 1 

3 4  

(2.56) 



Prueba: 

Sabemos d (2.32) qu 

tk
cj(t) = ¿ ck,j k!

k=O 

j = 0,1,2, ... ,m- 1

Derivando i veces, t nemos que: 

esto e 

(i) 
oo 

t(k-i)
cj (t) = � ck,j 

(k _ i
k=i 

Por otro lado de (2.2) se tiene 

m-1

u<m>(t) = L Am-iu
(i>(t)

i=O 

reemplazando (2.57) en (2.58) se tiene que 

luego 

m-1 

m-1

Ck+m ,j = L Am-iCk+i,j
i=O 

k = O, 1,2, ...

(2.57) 

(2.58) 

(2.59) 

ck,j = L Am-iCk+i-m,j
i=O 

k = m, m + 1, m + 2, . . . j = O 1 2 . . . m - 1

2.3. Los coeficientes Dk de la Solución Dinámica 

Lema 2.1 Si j = O, 1, ... m - 1 tenemos

ck,j = L Dk-j-I+iAm-i k > m
i=O 

donde los coeficientes Dk de la solución dinámica satisfacen 

m m 

Dk+m = ¿ AjDk+m-j = ¿ Dk+m-jAj k = O, 1, 2, ...
j=l j=l 

Do = D 1 = D2 = · · · = Dm-2 = (()) Dm-1 = 1[

35 

(2.60) 

(2.61) 



Prueba: 

Hagamos la prueba d (2.60) por inducción matemática sobre k. 

S aj E {O, 1 2 ... , m - 1} 

Para k = m veamos que se cumpla 

j 

Cm,j = L Dm-j-I+iAm-i
i=O 

Desarroll mos el lado derecho d la expresión (2.62) 

j 

L Dm-j-I+iAm-i
i=O 

j 

L Cm-j-I+i,m-1Am-i debido a (2.40) 
i=O 
j-1

L Cm-j-I+i,m-lAm-i + Cm-1,m-lAm-j
i=O 
Am-i 

Cm,i 

(2.62) 

pues Cm-1,m-I = JI y Cm-j-I+i,m-1 = (()) debido a (2.41) y (2.43) respectivamente y

ademas A
m-j = Cm,j por (2.42), con lo cual queda probado la validez de (2.62). 

Asumiendo como hipótesis de inducción que para k entero fijo y todo entero r tal 

que m < r < k se cumple que. 

j 

Cr,j = L Dr-j-l+iAm-i
i=O 

probaremos que si r = k + 1, s cumple 

veamos 
m-1

j 

Ck+I,j = L Dk-j+iAm-i
i=O 

Sabemos Ck+I,j = ¿ Am-iCk+I+i-m,j d bido a (2.56)
i=O 

m-1 j 

L Am-i L Dk+I+i-m-j-I+sAm-s
i=O s=O 

j m-1 

L L Am-iDk+i-m-j+s Am-s
s=O i=O 

j m-1 

L L Am-iCk+i-m-j+s,m-lAm-s
s=O i=O 

j 

L Ck-j+s,m-lAm-s
s=O 

por (2.56) 
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dond a la variable j se 1 asigna m - 1 y a la variable k se le asigna k - j + s 

ck+l,j = L Dk-j+sAm-s por (2.40) 
s=O 

luego queda probada la validez de (2.60), ahora hagamos la prueba de (2.61). 
Sab mos por (2.39), qu 

reemplazando D (t) en (2.1) ten mos: 

luego 

t(k-m+l) 00 t(k-m+2)
A1 L Dk (k - m + 1)! + A2 L Dk (k - m + 2)!

k=m-1 k=m-2 
oo tk 

+··· +Am¿ Dk
k! k=O 

oo tk oo tk 
A1 ¿ Dk+m-1 k! + A2 ¿ Dk+m-2 k!k=O k=O 

tk 
+· · · + Am ¿ Dk

k!k=O 

tk oo tk
¿ Dk+m k! = ¿(A1 Dk+m-l + A2Dk+m-2 + · · · + AmDk) k! k=O k=O 

Dk+m = ¿ AjDk+m-j 
j=l 

k = O 1, 2, ... 

Hacemos j = m - 1 en (2.60) obtenemos que 
m-1 

ck,m-1 = L Dk-m+iAm-i k > m 
i=O 

m-1 

Ck+m,m-1 ¿ Dk+iAm-i k = O, 1, 2, ... 
i=O 

m-1

Dk+m = ¿ Dk+iAm-i por (2.40) 
i=O 
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m 

Dk+m = L Dk+m-jAj

j=l 

k=0,1,2, ... 

De (2.64) y (2.65) tenemos que: 

m m 

Dk+m = L Aj Dk+m-j = L Dk+m-jAj

j=l j=l 

En (2.43) hacemos j = m -1, obtenemos que 

k = 0,1,2, ... ,m-2 

k = 0,1,2, ... ,m-2 

osea 

k = O, 1, 2, ... 

por (2.40 ) 

Do = D 1 = D2 = · · · = Dm-2 = (()) 

De (2.41 ) obtenemos Cm-1,m-l = JI para i = m -1, luego Dm-1 = JI por (2.40 ) 

(2.65) 

2.4. La Solución Dinámica es solución a la derecha 

y a la izquierda de la ecuación diferencial 

Proposición 7 La solución dinámica es solución a la derecha y a la izquierda de la 

ecuación dij erencial lineal de orden m, esto es 

m 

(2.66) 
j=l j=l 

Prueba: 

La parte izquierda de (2.66) es válida por definición d solución dinámica esto es: 

m 

n<m'(t) = L Aj D(m-j)(t)
j=l 

en general (2.66) se puede obtener de la siguiente manera, sabemos por (2.39) que 

derivan do m veces la expresión dada tenemos 
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que se puede escribir como 

D(m)()-� Y:__t - � Dk+m (k)!

De la misma forma pod mos obtener 

(2.67) 

j = O, 1, 2, . . .  , m (2.68) 

De (2.61) abemos 
m m 

Dk+m = L AjDk+m-j = L Dk+m-jAj 
j=l j=l 

utilizando (2.61) en (2.67) tenemos: 

luego 

usando la ecuación (2.68) en (2.69) 

m m 

n<m>(t) = L Aj D(m-j)(t) = L n<m-i>(t)Aj

j=l j=l 

(2.69) 

2.5. Las Soluciones Cj en términos de la solución

Dinámica 

Proposición 8 De 

donde A es la matriz compañera dada en (2. 6). 

Tenemos que las componentes diagonales por bloques originan las relaciones 

C�(t) 
c(m-J+l)(t)

m-J 

D(t)Am

c<m-_i) (t) + n<m-i>(t)A · 
m-J-1 J
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Prueba: 

Sabemos d (2.16) 

Co(t) C1(t) C2(t) Cm-1(t) 
C�(t) C�(t) C�(t) c:._1(t) 

eAt C�(t) e�' (t) c;(t) c:_1(t) 

cám-1\t) c1m-l\t) cJm-l)(t) c(m-l)(t)m-1 

Denotemos los bloques cuadrados de la matriz e
At por Cij, que son matrices cuadradas 

de orden n donde i j = 1, 2, . . . m es decir 

Luego podemos observar que 

i,j=12, ... ,m 

Por otro lado de (2.6) la matriz compañera es 

({) ][ 

({) ({) 
({) ({) 

A= 

({) ({) 

Am Am-1 

({) 
][ 
({) 

({) 

Am-2 

({) 
({) 
][ 

({) 

Am-3 

({) 
({) 
({) 

][ 

A1 

(2. 73) 

(2.74) 

Si denotamos los bloques cuadrados de la matriz A por Aij, que son matrices cuadradas 

de orden n donde i,j = 1 2, ... , m es decir 

podemos ver que 

A12 = A23 = A34 = ... = Am -1 m = ][

esto es: 

Ai(i+i) = li i = 1, 2, 3, ... , m - 1 

También observemos que 

Ám 1 = Am Am2 = Am-1 Am3 = Am-2, · · · ,Amm = A1 
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to 
j = 1,2, ... ,m (2. 76) 

1rru mo 
ifm V jfi+l (2. 77) 

De At A = A At d notando us bloqu s por Rij qu son matric s d orden n es decir 

Lu go cada uno d 

R = [Rj] = At A = A At 

m m 

xpr sar como: 

R¡j = L C¡kAkj = L AkCkj i,j = 1 2, ... ,m 
k=l k=l 

en par icular los 1 m nto d la diagonal prin ipal se pu d n xpr sar como: 
m m 

R¡¡ = L C¡kAki = L AkCki

k=l k=l 

en guida utilizando (2. 74) n la xpr ión obt nida para R¡¡ tenemo 

m m 

Ri = I: ci�-/\t)Aki = L Aikct� 1 >
(t)

Haci ndo i = 1 en (2.7 ) 

k=l k=l 

m m 

Ru = L c!�!i (t)Akl = L Alkct- 1\t)
k=l k=l 

(2.78) 

(2.79) 

tilizando (2.76) (2.77) n la part izqui rda y ns guida (2.75) (2.77) en la parte 
der cha de (2.79) t n mos 

Sab mos D(t) = Cm-1(t), Am i = Am, A12 = 1I, ntonc s (2.80) s 
como: 

Ru = D(t)Am = C¿ 1\t) 

(2. O) 

ribir 

(2. 1) 

Haciendo 2 < i < m - 1 n (2. 78) lu go utilizando las r lacion s (2. 75) (2. 76) y (2. 77) 
ten mos: 

0- c(i- 1 >
( )A c(i- 1 >

(t)A - A c(i) (t) .a¡¡ = i-2 t (i-l)i + m -1 mi - i(i+l) i-1 
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Sabemos que 

A(i-1) i 

Am i 

c(i-l)(t)
m-1 

entonces (2.82) se pu de escribir como 

Haciendo i = m en (2. 78) tenemos 

�(i+i) = ][

m m 

2<i<m-1 

Rmm = L ct�;1\t)Akm = L Amkc;:�;)(t)
k=l k=l 

Utilizando (2.75), (2.76) y (2.77) en la expresión obtenida para Rmm, obtenemos 

m 

ci�-;1)(t)A(m-l)m + c,t.� 1 \t)Amm = L Amkc;:�;)(t)
k=l 

Sabemos 

A(m-l)m = ][ Amm = A1 Amk = Am-k+l D(t) = Cm-1(t) 

y por la última relación dada en (2.15) 
m 

c�l (t) = L Am-k+i c;:�;\t)
k=l 

entonces (2.84) se puede escribir como 

por (2.83) y (2.85) podemos concluir 

c� i-l) (t) + n<i-l) (t)A - = c�i) (t),-2 m-1+1 ,-1 

haciendo i = m - j + 1 en (2.86) resulta 

i = 2, 3 4, ... , m

c<m-_i) (t) + n<m-j)(t)A. = c<m-J+l)(t)
m-3-l J m-3 

m - j + 1 = 2, 3, ... , m

m - j = 1, 2, ... , m -1

j = 1,2, . . .  ,m - 1 

Luego (2.81) y (2.87) prueban la proposición 
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Corolario 2 

Podemos escribir las derivadas de las soluciones Cj (t) como 

Prueba: 

m-k-1

ct+ 1>(t) = n<m>(t) - L n(m-i)(t)Ai

i=l 

Sabemos que la solución dinámica satisface 

m 

n<m>(t) = L n(m-i)(t)Ai

i=l 

desarrollando el último término 

m-1

k = O, 1, ... , m - 2 

n<m>(t) = n<0>(t)Am + L n(m-i)(t)Ai

i=l 

usando (2.71) en (2.89) ten mos 

m-1 

n<m>(t) = cJ 1>(t) + L n(m-i>(t)Ai

i=l 

entonces 
m-1

cá 1>(t) = n<m>(t) - L n(m-i>(t)Ai

i=l 

De (2.72) haciendo j = m - 1 tenemos 

Usando (2.90) en la parte derecha de la expresión hallada 

m-1

n(m>(t) - L n(m-i)(t)A¡ + n< 1>(t)Am-l
i=l 

m-2

C�2\t) = n<m>(t) - L n(m-i>(t)Ai

i=l 

De (2. 72), haciendo j = m - 2, tenernos 

Usando (2.91) en la parte derecha de la xpresión hallada 

cf\t) 

m-2 

n(m>(t) - L n(m-i>(t)Ai + n<2>(t)Am-2

i=l 

m-3 

n<m>(t) - L n(m-i)(t)Ai

i=l 
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asi inductivamente 11 gamos a probar 

c!nm_··/\t) = n(m)(t) - L n(m-i)(t)Ai

i=l 

Probemos la expresión (2.88) para k=m-2 

De (2.72), haciendo j=2 tenemos 

Usando (2.93) en la parte derecha de la expresión hallada 

2 

c(m-l)(t) 
m-2 n<m>(t) - L n(m-i>(t)Ai + n(m-2>(t)A2

i=l 

c!rim_-; 1 >(t) = n<m>(t) - L n<m-i>(t)Ai
i=l 

De (2.90) (2.91) (2.92), (2.93) y (2.94) prueban el corolario. 

Corolario 3 

(2.93) 

(2.94) 

Podemos escribir las soluciones Cj(t) en términos de la solución dinámica y los 
coeficientes Ai 

m-j-1 

Cj(t) = n(m-j-l>(t) - L n(m-j-i-1\t)Ai

i=l 

Prueba: 

De (2.88), para k = O tenemos 

m-1

j=O,l, ... ,m-2 

C¿ 1\t) = n<m>(t) - L n<m- i>(t)Ai

i=l
Integrando una vez de O a t, tenemos 

m-1

(2.95) 

Co(t) - Co(O) = n<m-l>(t) - n<m-1)(0) - ¿(n(m-i-l)(t) - n(m-i-l)(o))Ai

i=l 
y luego utilizando (2.19), tenemos 

simplificando 

m-1
Co(t) - JI= n(m-l>(t) - JI - ¿(n(m-i-l>(t) - O)Ai 

i=l 

m-1
Co(t) = n<m-l)(t) - L n<m-i-l>(t)Ai

i=l 
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De (2.88) para k = 1 tenemos 

m-2

c?>(t) = n(m>(t) - L n(m-i)(t)Ai
i=l 

Integrando dos veces de O a t y utilizando (2.19) 

Primera int gración 

m-2 

n(m-l>(t) - n(m-l>(o) - L (n(m-i-l>(t) - n(m-i-l)(o)) A¡ 

Segunda integración 

i=l 

m-2 

n(m-l)(t) - JI- L (n(m-i-l)(t) - ((])) A¡ 

i=l 

m-2

i=l 

m-2 

n(m-2)(t) - n(m-2>(0) - L (n(m-i-2)(t) - n(m-i-2>(0)) A¡ 

01 (t) - ((])

i=l 

m-2
n(m-2)(t) - ((]) - L (n(m-i-2)(t) - ((])) Ai 

i=l 
m-2 

C1(t) = 
n(m-2>(t) - L n(m-i-2>(t)Ai

i=l 

Así sucesivamente de (2.88) para k = m - 2 ten mos 

1 

C;,.�-; 1

\t) = n(m>(t) - L n(m-i) (t)Ai
i=l 

Integrando m - 1 veces de O a t y utilizando (2.19) 

1 

ºm-2(t) = D'(t) - L n (-i+l>(t)Ai
i=l 

(2.97) 

(2.98) 

En conclusión podemos decir que (2.95) s obtiene de integrar k + 1 veces de O a t la 

expresión (2.88) y utilizar (2.19). 

2.6. Cálculo de la solución Dinámica D(t) 

Teorema 2.1 Si para la matriz cuadrada A de orden N con elementos escalares, su 

polinomio característico es 

N 

P(A) = det(AlI - A) = ¿ bjAN-j bo = 1 (2.99) 

j=O 

45 



entonces tenemos 

donde d(t) es la solución dinámica de la ecuación diferencial escalar 

L bjU (N-j)(t) = o
j=O

y Cj es solución de la ecuación {2.101} con valores iniciales ct\o) 
j k = 0,1, ... ,N -1. 

Prueba: 

Sabemos que 
d -(eAt) = AeAt

dt 

enseguida tomando la transformada de Laplace 

y de acuerdo con las propiedades de la transformada de Laplace 

factorizando ..C{ eAt } se logra la igualdad 

y se concluye que 

donde >. no es valor propio de A.

Para encontrar el inversa de la matriz ( ).][ - A) se puede utilizar la igualdad 

Sabemos que 

(>.K _ A)_ 1 
= 

adj(>.K - A) 
det(>.K - A) 

][ det(>.K - A) = T(>.) · (>.K - A) = (>.K - A)· T(>.) 
..___,__, 

* ** 
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donde T(A) = adj(AJI -A) 

Obs: IAIJI = A(adj(A)) = (Adj(A))A 

Como 
*= por (2.99) cada elemento es a lo más un polinomio d grado 
**= cada elemento es a lo más un polinomio de grado 1 
entonces podemos concluir que cada elemento de T(A) es a lo más un polinomio de 
grado - l. 
Sabemos que T(A) es una matriz de orden , el cual puede expresarse como 

T(A) =

P11(A) P12(A) 

P21(A) P22(A) 

donde sus elementos Pij (A) son polinomios a lo más de grado -1 
Agrupando convenientemente podemos scribir T( A) en función de las potencias 
AN-1

, A -2 
• . .  , A2 A 1, de la siguiente manera 

esto es 
-1

T(A) = L B;Aj 

j=O 

donde B; son matrices cuadradas de orden , cuyos elementos son escalares. 

Observemos que 
T(0) = Bo 

Derivando (2.104) k veces (O < k < - 1) tenemos 

N-1

r(k>(A) = L B;(j)(j -1)(j - 2) . . .  (j -(k -1))Ai-k
j=k 

enseguida evaluando la expresión obtenida n A = O 

r(k)(o) = Bk(k)(k -l)(k -2) · · · (2)(1)

luego de (2.105) y (2.106) 

(O< k < N -1) 

T(k)(0) 
Bk = k! 

(O< k < N -1) 
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reemplazando (2.107) en (2.104) 

N-1 (j) 

T(A) = L 
T .,(o) Aj

j=O J. 

vamos a demo trar la fórmula 

Sabemos por (2.103) que 

N j-1 

T(A) = L L b¡Aj-i-1 AN-j 
j=l i=O 

enseguida derivando respecto a A sucesivamente 

lIT(A) + (Al - A)T'(A) = P'(A)lI 

=> T(A) (A - AlI)T'(A) + P'(A)lI 
T'(A) -T'(A) + (A - AlI)T"(A) + P"(A)lI

=> 2T'(A) - (A - AlI)T"(A) + P"(A)lI 
2T"(A) -T"(A) + (A - AlI)T111(A) + P111(A)lI

=> 3T"(A) (A- AlI)T111(A) + P111(A)lI

( - 2)T(N-3)(A) (A - AlI)T(N-2)(A) + p(N-2)(A)lI 
( - 2)T(N-2)(A) -T(N-2)(A) + (A - AlI)T(N-l)(A) + p(N-l)(A)lI

=> ( - l)T(N-2>(A)
( - l)T(N-l>(A)
=> T(N-l)(A) -

(A - AlI)T(N-l)(A) + p(N-l)(A)lI
-T< -l)(A) + (A - AlI)T(N)(A) + p(
p(N)(A)lI = bo( ! )JI 

pues T(k)(A) = ()) Vk >

>(A)lI 

(2.108) 

(2.109) 

(ai) 

(a2) 

(a3) 

(aN-2)

(a -1)

(a ) 

Luego, utilizando las igualdades anterior s recursivament en A = O y considerando 

obtenemos: 
de (aN) 

T(N-l)(0) N-1
(N - 1)! A 

bo(N!)JI N-l
((N - l)!)(N) A 
boAN-l]I
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d (a - 1 )

d (a -2)

de (ai) 

r<
( 

r< -2)(0) -2

( - 2)! )..
-

-

-

Ar<N- 1>(0) + p<N- 1 >(0)1I 
>.N-2

(( - 2)!)(N - 1)
Abo( -1 )!JI+ b 1 ( - l)!JI )..N-2

( - 1)!
(AbolI + b 11I)>.N-2

(boA + b 1 1I)>. -2

-3)(0)
).. 

-3
AT< -2>(0) + p(N-2>(0)1I )..N-3

-3)! (( -3)!)( - 2) 
A(b0A + b 1 1I)( - 2)! + b2( -2)!1I

).. 

( -2)!
(b0A2 + b1A + b21I).-\ -3-

T"(0) .-\2 
_ 

AT"'(0) + P"'(0)JI 2

2! (2!)3 .-\ 

_ AT"'(0) + b -3(3!)1I .-\2
3! 

- (boA -3 
+ b 1A -4

• . .  + b _31I).-\2

-3

T'(0).-\
1!

AT"(0) + P"(0)JI
(1!)(2) 

_ A(b0A -3 + b1A -4 + · · · + b _31I)(2!) + b -2(2!)1I .-\2! 
- (boAN-2 + b1A -3 + · · · + bN-3 + b -21I).-\

T(0) - AT'(0) + P'(0)JI
- A(boAN-2 + b 1AN-3 + · · · + bN-3A + b -21I) + bN-11I
- b0AN-i + b1 A -2 + · · · + b _3A2 + b -2A + b -11I
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Considerando las relaciones halladas para Ti.\O) 
),.3 , luego reemplazando en (2.108) y

J. reordenando adecuadamente tenemos: 

T(>..) = boA -l + (bo>.. + b1)AN-2 
+ (bo>..2 

+ b1>.. + b2)AN-3 
+ · · · +

+ · · · + (bo>.. -2 
+ b1>..N-3 

+ · · · + bN-2)A + (bo>..N-l + b1>..N-2 
+ · · · + bN-1)JI

Luego 

es decir 

1-1 2-1 3-1 
L bi>..l-i-1 AN-1 

+ L bi>,.2-i-lAN-2 
+ L bi>..3-i-1 AN-3 

+ ... +

i=O i=O i=O 
-1)-1 N-1 

+ ... + L bi>,.(N-1)-i-1 A+ L bi>..N-i-lJI
i=O i=O 

N j-1 

T(>..) = L L bi>..j-i-1 AN-j
j=l i=O 

j-1 
adj(>..JI - A) = L L b¡>,.i-i-1 A -J 

j=l i=O 
hemos demostrado la fórmula (2.109). 
Sabemos de (2.102) que 

.C{ At} = (>..lI _ A)_1
= 

adj(>..JI - A) 
= 

T(>..) e d t(>..JI - A) P(>..) 
Usando un resultado de la integral de Bromwich para la inversa de la transformada de 
Laplace, ver (1.24), se tiene 

_1_ J adj ( >..JI - A) >.t d>..21ri lc
R 

P(>..) (2.110) 

(2.111) 

GR es una circunferencia de radio R, suficientemente grande que ncierra las raices de 
P(>..). 
Sea la función 1 J e>-t 

d(t) = 21ri lcR P(>..) d>..
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que es de clase C00 y ti ne derivadas 

luego en t = O 

Por otro lado tenemos que 

1 

P(>.) 

>. >. (bo>.N) - >.N P(>.) - >.N ¿[:_ 1 bi>.N-i

). P(>.) ). N (>.N P(>.)) ).N(>.N P(>.)) 

1 
"'r:r b->.N-i
0,-1 ' 

multiplicando esta última ecuación por >. m

).m ¿1:i b·>.N-i+m 
P(>.) = 

).m-N _ ,)..I

N
�(>.)

utilizando (2.114) en (2.113) 

1 i 1 i "' N b->.N-i+m 
d(m)(o) = _

>.m-N d>. _ _ 0i=l i d>. 
27íi GR 

27íi GR
>.NP(>.)

donde C R : >. = Rei0 O < () < 21r para R suficientemente grande. 

Evaluando la primera integral d linea de la cuación (2.115) 

(2.113) 

(2.114) 

(2.115) 

-Rm-N+ I _e ___ _1 i0(m-N+l) 1()=21r 

21r i(m - + 1) 
0=0 

o Si m < -1

� 121r 

d() = 1 
21r o 

Si m = -1

La segunda integral de linea en (2.115) tiende a cero cuando R ➔ 
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el resultado s justifica por (1.25). 
Utilizando los resultados obtenidos la ecuación (2.115) quedaría como 

i = 2, ... , N d'N- 1>(0) = 1
de (2.112) la transformada de Laplac d la función d(t) es: 

1 

1 C{d(t)} = P(>-.) 
P(>-.)C{d(t)} = 1 

1 = (�b;AN~i) .C{d(t)}

bo>-. + b1>-. -l + b2>-. -2 
+ · · · + bN-1>-. + bP(>-.) 

(2.116) 

1 +bo u
(
:

) 
-1) +b1 e:;�;) +b, (���;) + · · · +bN (P�A))

1 + (>-. C{d(t)} -1) + b 1 (>-.N- 1 ,C{d(t)}) + b2(>-.N-2,C{d(t)}) + ... +

· · · + bN-1(>-.C{d(t·)}) + bN(C{d(t)})
utilizando (2.116) 

1 - 1 + bo [>-.N ,C{d(t)} -;..N-1 d(O) -;..N-2d'(O) -. . .  -)..d(N-2>(0) -d'N-l)(o)] +
b 1 [>-. -1.c{d(t)} - ;..N-2d(O) -;..N-3d"(O) - ... - d(N-2>(0)] + ... +

bN-i [>-.C{d(t)} -d(O)] + bN,C{d(t)}
1 + ¿ bi,C{d(N-i>(t)}

i=O 

entonces 
(2.117) 

De (2.117) y (2.116) hemos establ ciclo que la función d(t) satisface el problema de valor 
inicial: 

N 

L bid'N-i)(t) = o
i=O 

d(O) = d'(O) = · · · = d(N-2>(0) = O
Reemplazando (2.112) en (2.111) 

N (j-1 )
At = � � b¡d(j-i-l)(t) AN-j
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De (2.1 18) la función d(t) es solución dinámica de la ecuación diferencial escalar 

N 

¿ b;u<N-i)(t) = O (2.120) 
j=O 

Luego (2.120) pu de expresarse como: 

N 

bou(N)(t) = ¿(-b;)u(N-i)(t) 
j=l 

donde b0 = l entonces 

u<N>(t) = ¿(-b;)u(N-i>(t) (2.12 1) 
j=l 

Observemos que la ecuación obtenida es un caso particular de la ecuación (2.1), por lo 
tanto podemos usar los resultados obtenidos hasta ahora. 

De (2.95) podemos escribir las soluciones c;(t) en términos de la solución dinámica 
como. 

-j-1 

c;(t) = d( -i-1\t) - L a< -j-i-l>(t)(-bi)
i=l 

haciendo j = - s en (2.122) 

N-N+s-1

j = 0, 1 ... -2

CN-s(t) = d'N-N+s-I)(t) + L iN-N+s-í-I>(t)bi

Si s = l en (2.123) 

i=l 

s-1

d(s-l)(t) + L is-í-I)(t)b¡
i=l 

- s = o, 1, ... , - 2

s = 2,3, ... 
s-1

CN-s(t) = L b¡d(s-í-l>(t)
i=O 

o 

s = 2,3, ... ,N 

CN-1(t) L b¡d( I-i-l)(t) 
i=O 

bod(t) 

d( t) verdadero 
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Luego: 
s-1 

CN-s(t) = L b;d(s-i-I>(t) s = 1,2,3, ... ,N (2.124) 
i=O 

además c}k)(O) = ójk para j, k = O, l, ... , N - 1 debido a (2.19).

De (2.124) en (2.119) conseguimos 

Corolario 4 Sea la matriz Aj de orden n x n, la solución dinámica de la ecuación de 
orden m 

m 

U(m)(t) = L ÁjU(m-j)(t) (2.125)
j=l 

es 
mn j-1 

D(t) = L L b¡d(j-i-l)(t)Dmn-j (2.126)
j=l i=O 

donde Dmn-i son matrices obtenidas recursivamente de (2.61), los b¡ son los coeficientes
del polinomio característico 

y d( t) es solución dinámica de la ecuación diferencial escalar 

donde b0 = l 

Prueba: 

mn 

L bjU (mn-j)(t) = O

j=O 

(2.127) 

(2.128) 

La ecuación (2.125) tiene una solución dinámica que satisface la ecuación matricial 

D���(t) = L AjD���i\t) (2.129) 
j=l 

D(O) = D'(O) = · · · = n<m-
2)(0) = (())

(2.129) se puede llevar a la forma P(t) = AP(t) el cual tiene solución P(t) = eAt P(O), 
siendo P matriz de orden mn x n que depende de la variabl t y eAt matriz de orden
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mn x mn.

Dond 

P(t) =

haciendo cambio de variabl matricial 

P1(t) = D(t) � 

P2(t) = D'(t) � 

P3(t) = D"(t) � 

D(t) 
D'(t) 
D"(t) 

n<m-1) (t)

Pt(t) = D'(t) 

P; ( t) = D" ( t) 

P�(t) = D"'(t) 

Pm-I (t) = n<m-2>(t) � P:n_I (t) = n<m-1\t) 

Pm(t) = n(m-l)(t) � P:n(t) = n<m>(t) = L Aj n(m-j)(t)

tenemos: 

P{(t) (()) JI (()) (()) (()) 

P;(t) (()) (()) JI (()) (()) 

P�(t) (()) (()) (()) JI (()) 

P:,._
1 
(t) (()) (()) (()) (()) JI 

P:,. (t) Am Am-1 Am-2 Am-3 A1 

efectivamente toma la forma F(t) = AP(t). 
De P(t) = 

eAt P(O) se tiene

D(t) D(O) 
D'(t) D'(O) 
D"(t) = 

eAt D"(O) � 

D(m-l)(t) n<m-1) (O)
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D(t) 
D'(t) 
D"(t) 

n(m-2)(t)
fl(m-l)(t) 

j=l 

P1(t) 
P2(t) 
P3(t) 

Pm-1(t) 
Pm(t) 

(()) 

(()) 

= 

eAt
(()) 

(()) 

JI 

(2.130) 

(2.131) 



D(t) ((]) n<r)(t) 
D'(t) ((]) n(r+l)(t) 

dr D"(t) 
= AreAt 

((]) n<r+2>(t) 
= AreAt - ===;,, dt1• 

n<m-2)(t) ((]) n(r+m-2)(t) 
D(m-l)(t) JI D(r+m-l)(t) 

t = O en (2.132) 
n<r>(o) ((]) 

n(r+l)(o) ((]) 

n<r+2) (O) ((]) 
= Ar 

n(r+m-2>(0) ((]) 

D(r+m-1)(0) JI 

Como nU>(0) = Di 
Dr ((]) 

Dr+l ((]) 

Dr+2 ((]) 

=Ar

Dr+m-2 ((]) 

Dr+m-1 JI 

la matriz A de orden mn su polinomio característico es 

mn 

P(A) = det(AJI - A)=¿ b¡AN-j b0 = 1 

j=O 

Utilizando (2.100) en (2.131) tenemos

((]) 

((]) 

D(t) 
D'(t) 
D"(t) 

= r (f b;d(;-i-ll(t)) Amn-i ((])

J=l i=O 

n<m-2) (t) 
n(m-1) (t)
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(2.133) n (2.134) 

D(t)
D'(t)
D"(t)

D(m-l)(t) 

Dmn-j 

Dmn-j+l
Dmn-j+2

Dmn-j+m-1

(2.135) 

donde d(t) es solución dinámica de la ecuación diferencial escalar 

mn 

¿ b
j
U(mn-j)(t) = O (2.136) 

j=O

AJI -JI (]) (]) (]) (]) 
C1 +-XC2 

� 

(]) AJI -JI (]) (]) (]) 
C1 +.X�Cs

(AJI - A) =
(]) (]) AJI -JI (]) (]) 

C1 +.X�C4 

(]) (]) (]) (]) AJI -JI C1 +.xm-2cm -l 

-Am -Am-1 -Am-2 -Am-3 -A2 AJI- A1
C1+�

1 Cm 

(]) -JI (]) (]) (]) (]) 

(]) AJI -JI (]) (]) (]) 
h+-X{1

(]) (]) AJI -JI (]) (]) 
h+-X/2 

f4+.X{s

(]) (]) (]) (]) -JI (]) 

(]) (]) (]) (]) AJI -JI Ím-1 +.X{ m-2 

a -Am- 1 
-Am-2 -Am-3 -A2 AJI - A 1
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o -JI o o o o 
Ím-1 Xfm-2 

� 

o o -JI o o o 
Ím-2 Xfrri-3 

� 

o o o -JI o o 

o o o o o -JI fa X{2 

a -Am- 1 -Am-2 -Am-3 -A2 AJI - A 1
hX{1 

mxm 
Entone 

o o o o -JI

o -JI o o o 

d t(AJI- A)= (-l)n(m-2)d t
o o -JI o o /¡xfr

o o o -JI o 

a -Am-1 -Am-2 -A2 AJI - A 1 

a -Am- 1 -Am-2 -A2 AJI - A 1 

o -JI o o o

) = (-1r<m-l)d t
o o -JI o o 

det(AJI -

o o o -JI o 

o o o o -JI

==> d t(AJI- A) = (-l)"(m-l)lal I- JIII- JII · · · I- JII
m- 1 V C 

==> d t(AJI- A) = (-1r<m-l)lal(-1)"(m-l)IJII

Corolario 5 Demostrar que 

m- 1 

n<r>(t + T) = L cY\t)D(i)(T) r = O 1 2, ... m -1 (2.137) 
i=O 

donde D(t) es la solución dinámica asociada a la ecuación (2.1). 
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Prueba: 

Sabemos 

para nuestro probl ma, A es la matriz compañera presentada en (2. 7). 
Utilizando (2.16) en (2.138) tenemos 

C0(t) 
C�(t) 
c;(t) 

C0(t + r) 
C�(t + r) 
c;(t + r) 

C1(t) 
c¡(t) 
e�' (t) 

C1 (t + r) 
C�(t + r) 
c�'(t + r) 

Cm-l(t) 
c:n_1 (t) 
e" (t) m-1 

c
(m-l)(t)m-1 

Ci(t + r) 
c;(t + r) 
c;(t + r) 

C0(r) 
C�(r) 
c;(r) 

Cm-1(t + r) 
c:n_1(t + r) 
c:_1 (t + r) 

C1(r) 
c¡(r) 
c�'(r) 

(2.138) 

efectuando el producto de las matrices luego considerando los elementos de la última 
columna de la matriz que esta a la izquierda, conseguimos 

como Cm-i(t) = D(t) solución dinámica entonces 
m-1

D(t + r) = L C¡(t)D(i>(r)
i=O 

m-1 

D'(t + r) = L c;(t)D(i)(r) 
i=O 

m-1
D"(t + r) = L c¡'(t)D(i)(r) 

i=O 
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m-1

n<m- 1 \t + T) = L clm-l\t)D(i)(T)
i=O 

En consecuencia: 

m-1

n(r)(t + T) = L ct)(t)D(i>(T)
i=O 

2.6.1. Ejemplo 

Hallemos la solución Dinámica de la ecuación 

Haciendo el cambio de variable vectorial 

. . 

U1 = q = U2

r = 0,1,2, ... ,m - 1 

U1 =
q 

U2 = q ü2 = ij = -Aiq - A2q

donde 

A i = ( 2 O 
)

O -1 

Formando la ecuación diferencial ü = Au 

Siendo 

tenemos 

( :: ) 

u= ( :: ) A= ( _:, 
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Hallando el polinomio caracteristico P(..\) de la matriz A 

det(..\I - A)

det(..\I - A)

det( ..\l - A)

det(..\I - A)

det(..\I - A)

det(..\I - A)

Sabemos 

por lo tanto 

..\ O 

O ..\ 

1 1 
O 1/4 

-1
o

..\ + 2 

o 

o 
-1
o

..\- 1 
..\ O -1
1 ..\+2 O 

1/4 O ..\ - 1 
+ 

..\ [..\ 
..\ +

O 
2 O 

-1..\- 1 

O -1

..\ O 

1/4 O 
o 

-1
..\- 1 

1 ..\ + 2 ] ..\ -1 
O - 1(-1)1/4 1/4 ..\ - 1 

..\[..\(..\ + 2)(..\ - 1) + ¼(..\ + 2)] + ..\(..\ - 1) + 1/4 
..\[(..\ + 2)(..\2 

- ..\ + 1/4)] + ..\2 
- ..\ + ¼ 

,.\4 + ,.\3 _ I,.\2 + l,.\ + ,.\2 _ ..\ + l
4 2 4 

4 

P(..\) det(..\I - A) = ¿ bi,.\
4-i

j=O 

P(..\) bo..\4 + b1..\3 + b2..\2 + b3..\ + b4

3 1 1 
b0 = 1 b1 = 1 b2 = -

4 
b3 = -

2 
b4 = ¡ 

Considerando (2.128), hallemos la solución dinámica escalar d(t) 

4 

L bji4-i)(t) = Ü
j=O 

d(O) = d'(O) = d"(O) = O d"'(O) = 1

bod(4) + b 1d(3) + b2d(2> + b3d( 1 > + b4d O 
d(4) + d(3) - ¾d(2) - ½d(l) + ¼d Ü 
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tiene la ecuación caracteristica (r + l)2(r - 1/2)2 
= O 

Hallando las constante Ci 

d(O) O 

d'(t) 
d'(O) 

1
,-

C -1 -=---C--,

3 1 -c1 -t + c2( -t - t -t) + ,et/2 + c4( et/2 + ½et/2)
o 

(,81) 

1-C1 + C2 + � + C4 = Ü 1 (,82) 
d"(t) c1e-t + c2(- -t - [e-t - t -t ]) + Tet/2 + c4(et;2 + [½et/2 + ¡et/2]) d"(t) c1 -t + c2(-2e-t + te- t) + Tet/2 + c4( et/2 + ¼et/2)
d"(O) O 

l.-c-1 _+_ c_2 _( -- 2 -)_+_�_3 _+ _c_4_=--.0 1 (,83) 
d"'(t) -c1 -t + c2(2e-t + [e-t - te-t]) + ?et/2 + c4(et + [¼ t/2 + fet/2])d"'(t) -c1

e-t + c2(3e-t - te-t) + ?et/2 + c4(3e;/2 + ½ t/2)
d"'(O) 1 

�-----------, 

l-c1 + c2(3) +�+c.(¡)= 11
(,Bl) en (,82) C3C3 + C2 +2 + C 4 o 

(,Bl) en (,83) C3 
o -C3 - 2c2 + -+ C 4 4 

(,81) en (,84) C3 3c4 
C3 + 3c2 + g + 4 1 

62 

===? 
===? 
===? 

1 e,+ 3;3 + C4 = 
Q 
1

l-2c, - 3:3 + C4 = o 1
9c3 3c4 3c2 +-+- = 18 4 

l 4c,+ 3;3 + c4 =� 1 

(,84) 
(,85) 
(,86) 

(,87) 



((35) - ((36) 

((37) - ((36) 

((38) en ((39)

((310) en ((38)

((310) en ((31) 

9c3 3c2+
4

9c3 6c2+
4

6( -3c3) + 9c34 4 

lc2 � 1

1 C¡ �� 1 

- o =+2 = -3:,1

4-
4 -+, ��I- 3 

((310) y ((311) en ((35)

Por lo tanto 
(16) (4) (-16) t (4) t d(t) = 27 e-t +

9 
te-t + 

TI 
2 + 

9 
te2 

Utilizando el Lema 2.1 hallamos las matrices D0 , D 1 D2 y D3

Si k = O 

Dk+2 + ( 2
0 

O ) Dk+I + (1 l ) Dk = 0-1 O 1/4 
Do = O 

D2 + (2 O ) D1 + (l l ) 
DoO -1 O 1/4

D
2 
+ (2 O ) ][ + (1 1 ) OO -1 O 1/4 

63 

((38) 

((39) 

((310) 

((311) 



Si k = 1 
D3 + (2

0 

O ) D2 + (1 1 ) D1-1 O 1/4 

(2 O) (-2 º) (1 1 ) (1 º) D3 + O -1 O 1 + O 1 / 4 O 1 

La solución dinámica es 

4 j-1 D "'"' b d
(j-i-l)D (t) = L L i (t) 4-i

j=l i=O 

desarrollando 

O 1 D(t) "' b d
( 
-i) D "' b d

( 
i-i) D L i (t) 3 + L i (t) 2 

i=O i=O 

2 3 

"' b d<2-i) D "' b d<3-i) D+ L i (t) 1 + L i (t) o 

i=O i=O 

D(t) (bod(t)) D3 + (bod�:/ + b1 d��n D2

(()) 

(()) 

(3 -1) 
O 3/4 

+ ( bod�:J + b1 d�!J + b2d��J) D1 + ( bod�:J + b1 d�:? + b2d�!l + b3d��l) Do
reemplazando los valores numéricos hallados, tenemos que la solución Dinámica es: 

D(t) = (
te

0-
t - ��e-• - �te-'

-:-

�� ½ - �t ½) 
te2 
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Capítulo 3 

Controlabilidad 

En [CLA 99a) se da una matriz de controlabilidad, en este capítulo presentamos una 

generalización de esta matriz de controlabilidad para ecuaciones diferenciales matriciales 

de orden superior, y damos un teorema para determinar la controlabilidad completa del 

sistema. 

3.1. Controlabilidad para una ecuación Diferencial 

con coeficientes matriciales 

Sea el sistema 

A¡ matriz cuadrada constante de orden n.

u vector n x l que depende de t.

G matriz constante de orden n x r.

u vector r x 1, que depende de t.

La ecuación (3.1) se puede llevar a la forma de una ecuación de estado. 

z' = Az + Gu(t) 

65 

(3.2) 



es decir 
1 

(Ü) ][ (Ü) Z1 
(Ü) (Ü) ][ Z2

1 

(Ü) (Ü) (Ü) zm- 1

1 -Am -Am- 1
-Am-2zm mnxl 

donde 

Z1 

Zm-1

y O es una matriz cero d orden n x l.

(Ü) 

(Ü) 

][ 

-A1

u 

11 

u 

u<m-2)

u<m- 1)

Z1 
Z2

Zm- 1

zm 
mnxmn 

o 

o 

+ u

o 

G 
mnxl 

(3.3) 

tilizando el Teorema 1.1 podemos afirmar que el sistema (3.3) es controlable si para 

cada z(O) E Rmn existe u(t) t E [O t 1 ] que lleva z(O) en 0 1 es decir

donde 

o 

0= 

o 

z(O) =

u(O) 

u'(O) 

(3.4) 

teniendo como base esta idea se da una defini ión de controlabilidad para la ecuación 

(3.1). 

Definición 3.1.1 Diremos que el sistema descrito por (3.1) es completamente 

controlable si a partir de cualquier estado inicial z(O) ( { u(O), u'(O), · · · , u<m-l)(O)}),

existe un vector de control u(t) donde t E [O, t 1], que lleva z(O) 

({ u(O), u'(O), • • • , u<m-1'(0)}) al origen 0 {{O, O,••• , O}) donde O es un vector o

matriz cero de orden n X l.

10 es la matriz cero de orden mn x 1
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3.2. La matriz de Controlabilidad 

S a la matriz 

DoG D1G Dmn-2G Dmn-lG 

D1G D2G Dmn-lG DmnG 

C= 

Dm-2G Dm-1G Dm+mn-4G Dm+mn-3G 

Dm-1G DmG Dm+mn-3G Dm+mn-2G 

(3.5) 

mnxmnr 

que e ta formada por matrices por bloques DiG que son de orden n x r, donde la matriz 
Di esta definida como D¡ = D(i)(O). 

Teorema 3.1 El sistema {3.1} es completamente controlable � rango(C) = mn. 

Prueba: 
==}: De (2.16) 

e
At 

= 

C0(t) 

c¿(t) 

cám- 1 \t) 

utilizando esta expresión en (3.4) 

o Co(t1) C 1(tt) 
o c¿(t1 ) C�(t 1 ) 

o cám-l\t 1) C�m-l)(t 1)

fo
t
1 C0(t1 - r)

c¿(t1 - r) 

cám-l)(t 1 - T) 

C1 (t) Cm-l(t)
C�(t) c:n_ l (t) 

c�m- 1\t) c<m- 1\t) m- 1 mnxmn

Cm_ 1 (t 1 ) 
c:n_ l (t 1) 

c(m- l)(t ) m- 1 1 

C1 (t1 -T) 
C�(t1 -r)

C�m-l\t 1 -T)
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u(O) 

u'(O) 
+ 

u<m-l)(O) 

Cm_ 1 (t 1 - r)

c:n_ 1 (t 1 - r) 

Ci�� l)(t 1 - r) 

o 

o 
u(r)dr 

G 



luego 

o C0(t 1 ) C 1 (t 1 ) 
o c¿(t 1 ) C�(t 1 ) 

o cam-l\t 1 ) C�m-l)(t 1)

Sabemos por (2.137) que 

Cm_1(t 1 - r)G 
c:n_1(t 1 - r)G 

m-1

C
m-1(ti) 

c:n_ 1 (ti) 

c(m-l)(t )m-1 1 

u(r)dr 

n(r) (t 1 - r) = L cY\t 1 )D(j)(-r) 
j=O 

u(O) 

u'(O) 
+ 

u(m-l>(Q) 

utilizando este resultado en la parte integral de la expresión arriba indicada tenemos 

Luego 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

m- 1 

Cm- 1 (t1) 
c:n_ 1 (t1) 

c(m-l)(t )m-1 1 

¿ C;(t 1 )D(j)(-r)G 
j=O 

m-1
L c;(t 1 )DU\-r)G 

u(r)dr 
j=O 

m- 1 

L cJ
m-l\t1 )D(j)(-r)G

j=O 
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Cm- 1 (t 1 ) 
c:n_l (t1) 

c(m-l)(t )m- 1 1 

u(O) 

u'(O) 

u(O) 

u'(O) 

+

+ 



fo

t1 C0(t 1 )
C�(t1) 

cJm-l)(t 1 ) 

Factorizando 

o C0
(ti)

o 

C1 (t 1 ) 
e¡ (t 1 )

Cim-l\t 1 )

C1 (t1) 

Cm-1 (t1) 
c:n_l (t 1)

c<m- 1\t ) m-1 1 

Cm-1(t1) 

(()) (()) D(-r) 6 

(()) (()) D'(-r) 6 
2u(r)dr 

(()) (()) 
n(m-1)(-r) G 

D(-r)G 

C�(t 1 ) e; (t 1) c:n_ 1 (t 1 ) 
uo+ 

fo tl
D'(-r)G 

u(r)dr 

o C¿m-l>ct 1 ) Cim-l\t 1 )

donde 

Uo = 

notemos que z (O) 
= u0

c(m-l)(t )m-1 1 

u(0) 
u'(0) 

u(m-1)(0) 
mnxl 

Utilizando la matriz A dada en (3.2) en la ecuación (2.100) 

mn 
eAt 

= L Cl'mn-;(t)Amn-j

j=l 

n<m- 1>(-r)G
(3.6) 

donde a;(t) es una función real de variable real solución de la ecuación diferencial 

escalar 
mn 

j=O 

con valores iniciales at\o) = ó;k para k = O, 1, ... , mn - l.

La expresión eAt puede ser escrito como

20 es la matriz cero de orden n x r

mn- 1

eAt 
= L a;(t)Ai

j=O 
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Ahora 

C¿i\o) c1i\o) C�� l (0) 

A
i 

= [::i A'L0 = 

c¿i+i)(o) c�i+i)(o) cU+i\o)m-1 

C¿i+m-1) (O) c?+m-1)(0) cU+m-l'(o)m-1 

reemplazando (3.8) n (3.7) t n mos: 

Co(t) C1(t) Cm-1 (t) C¿i'(o) 
c¿(t) c¡(t) c:n_1(t) mn-1 cái+i\o) 

I: ªi(t) 
j=O 

cám-1\t) C�m-l)(t) c(m-l)(t)m-1 C¿i+m-1) (O)

Igualando los 1 m ntos d la última columna 

mn-1 
D(t) = L a;(t)DU'(o) 

j=O 
mn-1 

D'(t) = ¿ aj(t)nu+1)(0)
j=O 

mn-1 

n<m- l )(t) = L O'.j(t)D(j+m- l )(o)
j=O 

j=O 
mn-1 
L Ct'.j(t)Dj+I 
j=O 

mn-1 
¿ O'.j(t)Dj+m-1 
j=O 

tilizando (3.9) en (3.6) ob n mo 

entonces 

o 

o 

o 

o 

o 

o 

At1 

mn-l 

uo+ L 
j==O 

mn-1 
¿ a;(-r)DjG 
j=O

mn-1
¿ a;(-r)Dj+1G 
j=O 

mn-1 
¿ Ct'.j(-r)Dj+m-1G 
j=O 

u(-r)dr 

DjG J; 1 aj(--r)u(r)dr 
Di+ 1 G J; 1 ai(--r)u(r)d-r 
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(3.8) 

c�� 1 (0) 
cU+i)(o)m-1 

cU+m-1)(0)m-1 

(3.9) 



donde

o 

o 

o 

mn-1 

At, uo+ L 
j==O 

DjG{3}(t1)
Dj+I Gf3j(t1)

mnxl

j = O, ... ,mn -1

mn-1 

B=uo+ L 
j==O 

DjG{3}(t1)
Di+1G/3j(t1)

en el cual() es una matriz cero de orden nm x 1

() = Uo + 

esta expresión toma la forma () = uo + C{3

==> C{3 = -uo

notemos que C es la matriz d controlabilidad.

/3o(t1)
f31(t1)
f32(t1) (3.10)

La ecuación (3.10) se la pued asociar a una transformación lineal T(/3) = C/3, como u0 

es arbitrario==> Im(T) = ]Rmn ==> dim(Im(T)) = mn
Por otro lado:

Cu C12 C1,rmn b1 

Im(T) = 

C21 C22 C2,rmn b2 / b¡ son escalares

Cmn,1 Cmn,2 Cmn,rmn bmnr 
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Cu C12 C1,rmn 

Im(T) =
C21 

b1 + 
C22 b2 + ······ +

C2,rmn bmnr 
/ bi son escalares 

Cmn,1 Cmn,2 Cmn,rmn 

Como dim(Im(T)) = mn ntonc s xisten mn vectores columnas en la matriz C que 
on linealment ind p ndi nt por lo tanto rango( C) = mn.

�= Sea la variables d estado {Vi,½,··· Vm } n (3.1) 
Vi= u(t) �V{= u'(t) = ½ 
½ = u'(t) � v; = u"(t) = ½ 

Vm = u<m-1>(t) � V� = u<m>(t) = -Am Vi - Am-1 ½ - · · · - A1 Vm + Gu 
En forma matricial (3.1) se escrib como 

V/1 
V,' 2 

v�-1 
V'm

V,'1 

V,' 2 

v�-1 
V' m 

(()) JI (()) 

(()) (()) JI 

(()) (()) (()) 

-Am -Am-1 -Am-2

(()) JI (()) 

(()) (()) JI 

(()) (()) (()) 

-Am -Am-1 -Am-2 

(()) 

(()) 

(()) 

-A2

(()) 

(()) 

(())

-A2
Tiene la forma V'(t) = AV(t) + Gu cuya solución s 

(()) 

(()) 

JI 

-A1

(()) 

(()) 

JI 

-A1

V(t) = A(t-to)v(to) + r A(t-r)cu(r)dr 
ltº 

Demostremos que W(r, t) s no singular Vt > r
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Vi o 

½ o 

+ 

Vm-1 o 

Vm Gu 

Vi o 

½ 6 

+ 

Vm-1 6 

Vm G 

u 

(3.11) 

(3.12) 



vearno 
Supongamos que 3 ti > to W(to , t1) es singular 

-

T 
-

3 ó1xmn =f. O / W(to , t1)a = O 

==* 3 a =f. O / aW(to , ti )aT 
= o

===} aW(to , ti )aT 
= 

¡
t1 

aeA(ti-s)caT eAT (ti-s)ª
T ds = o

ltº 

===} 
¡

t

1 (aeA(t1-s)a)(aeA(t1-s)a{ ds = o

ltº 

===} t
l 

llaeA(t1-s)a112as = o 3 

ltº 

===} llaeA(t¡ -s)c11 = o Vs E [to , ti ] y alguna =f. o

===} aeA(ti-s)c = 04 Vs E [to , ti ] y alguna =f. o

===} las filas d eA(ti-s)c son linealmenmt dependientes ( pues a =f. O)
Luego rango( eA(ti -s) G) = p < mn

Por otro lado derivando mn - 1 v ces la xpresión aeA(ti-s)c 
= O tenemos: 

el cual pued escribirse como: 

y multiplicando por -1 las columnas con signo n gativo 

entonces podemos afirmar que las filas de la matriz 

son linealmente dependí ntes ( pues a =f. O) es d cir 

rango[ eA (ti -s) Q eA(t1 -s) AG eA(t1 -s) A 2a

3 II II es la norma euclidiana 
40 es la matriz cero de orden 1 x r 
56 es la matriz cero de orden 1 x mnr
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donde q < mn. 
Por otro lado s E [to, ti] donde t0 < ti , haciendo s = ti , tenemos 

rango[G AG A2G 

Utilizando (3.8) se tiene 

C¿i\o) 
C¿i+i)(O) 

6 

o 

c<i+m-i) (O)
m-i 

6 

G 

entonces 
DU)(O)G 

nu+i)(o)G 

nU+m-i) (O)G 

utilizando (3.14) en (3.13) tenemos 

DoG DiG Dmn-2G 

DiG D2G Dmn-iG 

rango 

Dm-2G Dm-i G Dm+mn-4G 

Dm-iG DmG Dm+mn-3G 

donde q < mn. 

C�� i(O)G 

c��;\o)c 

cU+m-i)(O)G
m-i 

Dmn-iG 

DmnG 

=q 

Dm+mn-3G 

Dm+mn-2G 

(3.13) 

(3.14) 

(3.15) 

Observar que (3.15) contradice la hipótesis general que afirma que rango( C) = mn 
Por lo tanto W( r, t) es no singular V t > T.

Luego podemos construir la entrada u(t) dada por 

que satisface 
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pues 

entonces 

1t¡ 
eA(ti--r)aaT eAT(ti--r)w-1(to, t1)[V(t1) - eA(ti-to)v(to)]dr

to 

1t 1 

eA(ti--r)aar eAT(t¡-r)drw-1(to, t1)[V(t1) - eA(ti-to)v(to)]
to 

utilizando (3.12) 

W(to, t1)w-1(to, t 1 )[V(t 1 )
- eA(ti-to)v(to)]

V(t1) - eA(t1-to)v(to)

pod mo d cir que cualquier estado inicial V ( t0) puede ser llevado a cualquier estado 

final V(t 1 ) a través de un control u. 

Utilizando el teorema 1.1 afumamos que para cada V(O), existe u(t), t E [O, t1] que 

lleva V(O) a 0. 

75 



Capítulo 4 

O bservabilidad 

El tema d observabilidad será abordado de manera semejante a la controlabilidad, 

en donde s usará la solución dinámica matricial. 

4.1. Observabilidad para una ecuación diferencial 

con coeficientes matriciales 

Sea el sistema 

u(m)(t) + A1 u(m -I)(t) + · · · + Am-1u
1

(t) + Amu(t) = Gu(t) (4.1) 

Y(t) = </>1 u(t) + </>2u
1

(t) + · · · + <Pm U (m-I)(t) (4.2) 

A¡ matriz cuadrada constant de orden n.

u vector n x l que d p nde d t.

G matriz constante de orden n X r.

u vector r x l, que depende d t.

Y vector k x l que dep nd de t (vector de salida) dond k < mn.

<Pi matriz constante de orden k X n i = l 2, ... , m. 

Las ecuaciones ( 4.1) y ( 4. 2) se puede 11 var a la forma 

z'(t) = Az(t) + Gu(t) 

Y(t) = Cz(t) 
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es decir 
I 

Z¡ 

I 

Z2 

I 

zm-1 
I 

z
m mnxl 

donde 

(()) ][ 

(()) (()) 

(()) (()) 

-Am 
-Am-1 

(()) 

][ 

(()) 

-Am-2

Z¡ U 

u 

Zm-1 

(()) 

(()) 

][ 

-A1 

11 

C = [ef>1, <7>2, · · ·, <7>m]kxnm Y z(t) =

observemos que O es una matriz cero de orden n x l. 

Z¡ 

Z2 

Zm-1 

mnxmn 

u(t) 

u'(t) 

z
m 

o 

o 

+ u

o 

mnxl 
(4.5) 

Utilizando la definición (1.6.3) se die que 1 sist ma d scrito mediante las ecuaciones 

( 4.3) y ( 4.4) es completamente observable o (por brevedad) observable si, para 

cualquier estado inicial z(O) E JR_mn , existe un tiempo t 1 tal que conociendo u(t) y Y(t)

donde t E [O, t 1 ] asi como también las matric s constantes A, G y C son suficientes para 

determinar z(O).

z(O) =

u(O) 

u'(O) 

teniendo en cuenta todo lo xpresado arriba a continuación damos una definición de 

observabilidad para el sistema descrito por las cuacion s ( 4.1) y ( 4.2) 
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Definición 4.1.1 El sistema descrito por las ecuaciones (4.1) y (4.2) es 

completamente observable o (por brevedad) observable si para cualquier estado 

inicial z(O) E JR.mn ({ u(O), u'(O), ... , um- 1 (0)}) 3 t 1 > 0/ conociendo u(t) y

Y(t) t E [O, t 1 ] asi como también las matrices constantes A¡ y <Pi i = 1, ... , m son 

suficiente para determinar z(O) ({ u(O), u'(O), ... , u<m-l)(O)} ).

4.2. La Matriz de Observabilidad 

Sea la matriz 

H11 H12 H1m 

0= 
H21 H22 H2m 

Hmnl Hmn2 Hmnm 

donde: 
m m-1 

L <Pi(Dm+i-2 + L Dm+i- k-2Ak)

�; 1, ( Dm+i-3 :t Dm+i+3Ak)

Hi m-1 

m 

H1 m L <PiDi-1
i=l 

t.1, (n,+i + 1; n, .. _.A.)
m 

L <PiDi
i=l 
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Hmnm-1 

es decir 

i; 1; ( D2+; + i; D2+;-kAk)
m 

L </>iD1+i
i=l 

t </>i (nmn-l+i + t Dmn+i-k-1 Ak)
t=l k=l 
m 

L </>iDmn+i-2
i=l 

Hj 1 t </>i (nm+i-2+(j-1) +r Dm+i-k-2+(j-1) Ak)
•=1 k=l j = 1 2, ... , mn 

H;2 i: 1; ( Dm+;-3+(j-1) + I� Dm+;-k-3+(j-l) Ak)
j = 1,2, ... ,mn 

i; 1; ( D;+c;-1¡ + i; D;_k+(j-1¡ Ak)
j = 1, 2, ... mn 

m 

i=l j = 1,2 ... ,mn 
La matriz de observabilidad O se puede scribir en forma compacta como: 
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O= [Hjp] j = 1,2, ... ,mn 
p=l,2, ... ,m 

donde Hi P 
es una matriz de orden k x n

i; ef,¡ ( Dm+i-2+(j-1)-(p-1) + m-1
(

;-l) Dm+i-k-2+(j-1)-(p-1)Ak) 
L </>iDi+j-2
i=l 

p =f m 

p=m 

(4.7) 

Teorema 4.1 El sistema (4.1) asociado con (4.2) es completamente observable si, y 

sólo si, rango( O) = mn 

Prueba: 

==>: La ecuación (4.1) se puede 11 var a la forma de la ecuación (4.3), es decir 
z'(t) = Az(t) + Gu(t) 

Resolviendo tenemos 

esto es 

integrando de O a t

z(t) = eAt z(O) + 1t eA(t-r)Gu(T)dT 

usando (2.10) en (4.8) tenemos 
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Co(t) 
c¿(t) 

c(m-l) (t)m-1 Zm(O) 

Co(t - r) C1 (t - r) Cm- 1 (t - r) o 

o 

+

fo

t 

c¿(t- r) C�(t - r) c:n_1(t-r) u(r)dr 

C¿m-l\t - r) cim-l) (t - r) C:n�� l> c t - r) G 
y O es una matriz cero de orden n x 1. 

u(t) Co(t) C1 (t) C2 (t) Cm-1(t) u(O) 
u'(t) C�(t) C{ (t) C�(t) c:,._1 (t) u'(O) 
u"(t) - Ct(t) Cf'(t) c;(t) C" (t)m-1 u"(O) 

u<m-l>(t) C¿m-l) (t) cim-l) (t) cJm-l) (t) c(m-l) (t)m-1 u(m-l) (O)

+

fo

t Co(t - r) C1 (t - r) Cm- 1 (t - r) o 

C�(t - r) C�(t - r) c:,._ 1 (t - r) o 

C¿m-l) (t - r) cim-l) (t - r) C:n�� 1\t - r) Gu(r) 
Desarrollando las "m" filas de ( 4.9) 

u(t) 

u'(t) 

Co(t)u(O) + C1(t)u'(O) + ... + Cm- 1 (t)u<m- 1 >(0)
+ ¡

t 

Cm- 1 (t- r)Gu(r)dr 

CMt)u(O) + CHt)u'(O) + ... + c:,._ 1 (t)u <m- 1 >(0) 
+ ¡

t 

c:n_ 1 (t - r)Gu(r)dr 

u<m-l) (t) - C¿m-l\t)u(O) + cim-1\t)u'(O) + ... + ci�� 1\t)u<m-l) (o)
+ ¡

t 

c!n�� 1\t - r)Gu(r)dr
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R mplazando (4.10) n (4.2) t n mos 

Ykx1(t) - </>1 (I: C;{t)uCil(O) + l Cm-i{t- r)GU(r)dr)
+</>2 (f c;(t)uU>(o) + ¡ t c:n_ 1 

(t - T)Gu(T)dT) 
i=O Ío 

Lu go 

dond 

Y(t) <j,1 (� C;(t)u<il(o)) + <j,2 (� Cj(t)uCil(O)) +
... + 1>m (� ct- 1 \t)u(j)(o)) + ,B(t)

{3(t) = </>1 1 t Cm-1(t - T)Gu(T)dT + </>21t c:n_¡(t- T)Gu(T)dT+ 
... + <l>m 1t 

c!:_� 1 >(t - T)Gu(T)dT 

(4.11) 

s conoc la cantidad /3(t) y 1 valor obs rvado Y(t) lu go la difi r ncia Y(t) - {3(t) es

una cantidad conocida qu la d notar mos por Y s d ir

Y= Y(t) - {3(t)
considerando la cuacion ( 4.11) s ti n qu 

Y(t) = <j,1 (� C;(t)uCil(o)) + 4>,. (� C¡(t)uCil(o)) + ...

· · · + </>m (� c;m-l)(t)uCil(o)) {4.12) 
esta última xpr sión s scribir orno 

m m-1Y(t) = L q>¡ L c?- 1 >(t)uU>(o)
i=l j=O 
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m-1 m

Y(t) = L L 4>icy-1 >(t)uCi>(o)
j=O i=l 

d arrollando la prim ra. sumatoria. t n mos 
m m m 

Y(t) = L <p¡C¿i-l)(t)u<0>(o) + L <p¡C1i-l\t)u<1>(0) + . . .  + L </>iCt=�\t)u(m-l)(o) 
i=l i=l 

xpr ando como 1 produ to d dos matri s 

(Yo(t) Yi(t) 
. . .  , Ym-1 (t)) 

Dond: 

Yo(t) 
m 

L <p¡C¿i-1\t)
i=l 
m 

Yi(t) ¿</>¡ ?-
1 \t) 

i=l 

m 

L </>iCt=! > (t) 
i=l 

Sab mos d (2.95) 

m-j-1 

u(O) 

u'(O) 

i=l 

mnxl

C
j(t) = n<m-j-l>(t) - L n<m-j-k-l)(t)(-Ak)

Derivando (i -1) v e s 

Además Cm-1(t) = D(t)

derivando ( i -1) vec s 

k=l 

j=012 ... m-2 

m-j-1 

n<m-j+i-2\t) + L n<m-j-k+i-2)(t)Ak 

k=l 

j=012 ... m-2 

C(i-l)(t)m-1 
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Utilizando ( 4.14) y ( 4.15) n ( 4.13) 

donde 

Y kxi(t) 
=

[t.</>; ( D(m+i-2l(t) + � n(m-k+i-2l(t)A•) , 
t.</>, ( n(m+i-3)(t) + � n(m-k+i-3)(t)A.) ,
. . .  ' 

't,<t>, (n('l(t)+ t,nu-•l(t)A•),

t. </>;D(i-l)(t)] uo

Uo = 

u(0) 

u'(0) 

Utilizando (2.100) en (2.132) tenemos 

(2.133) en ( 4.17) 

sabemos 

D<r>(t)D(r+l)(t)D(r+2>(t)
(Ü) 

(Ü) 

D(r+m-2) (t)D(r+m-l)(t)

= � (�b;d(j-i-l)(t)) Amn-i+• 1()) 
(Ü) 

][ 

D<r>(t)D(r+l)(t)D(r+2>(t)

n n 

L ak = L ªn-(k-m) 
k=m k=m 
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Dmn-j+r 

Dmn-j+r+l 

Dmn-j+r+2 

Dmn-j+r+m-l 

( 4.16) 

( 4.17) 

( 4.18) 

( 4.19) 



D (4.18) obt n rno 

El ual scribir corno 

Dmn-j+r 

k r n-(k-m) 

J r n - (j-m) 

r = O, 1, 2, ... 

r = O, l, 2, ... 

1 j r (mn - 1) - (j - O)= mn - l - j 1 

n<•l[t) = 1�' ( mI�
-j

b; d(mn-t-;-;l(t)) Dmn-(mn-1-j)-i+,

n<•>¡t) = I
' c�r b; d(mn-1-j-;)(t)) D;+,

(4.20) 

( 4.21) 

r = O l 2, ... 

Lu go 

mn-1 

n<r>(t) = L O:a(t)Ds+r r = O 1, 2, ... 

dond 
mn-1-s 

O:a
(t) 

= L biimn-1-s-i>(t)
i=O 

usando ( 4.22) en ( 4.16) 

Ykx1(t) = [i>/>; C�' a,(t)D,+m+;-2 + I 't.' a,(t)D,+m+H-2 Ak),

i;c/>, (I' a,(t)D,+m+;-3 + ��I' a,(t)D,+m+i-k-3 Ak)

t. e/>; ('t.' a,(t)D,+; + t. 't.' a,(t)D,+;-k Ak)

t. e/>; ('t.' a,(t)D,+;-1)] uo
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mn-1 

n guida fa torizando ¿ a8 ( t) t n mos
s=O 

Ykx1(t) = ��• a,(t) [t. ef,; ( D,+m+i-2 +t D,+m+i-k-2 Ak) , 
t q>¡ (n s+m+i-3 + 'f D s+m+i-k-3 k) , ... ,
i=l k=l 

t. 'P, ( D.+i +t. D,+i-kAk),t. ,P,D,+•-•] uo

:.:;�
llan

::(:;[pf�ef,¡

r

a(;::::
r

: Y= Dm+i-k-2 A,),
i=l k=l 

t. efJ¡ ( Dm+i-3 +t Dm+i-k-3 A,) • • •

t. ef,, ( D, +t. Di-k •) , t. ef,,D,_,] uo+
a1(t) [t q>i (Dm+i-1 + Y= Dm+i-k-1 k)

i=l k=l 

t q>¡ (nm+i-2 + 'f Dm+i-k-2 k) ...
i=l k=l 

t. ef,, ( D,+i +t. D,+1-k Ak) t. ef,,D,] uo+
a,(t) [t. ef,, ( Dm+i +t Dm+i-k Ak), 
t. efJ¡ ( Dm+i-1 +t Dm+i-k-1 k) · · ·
t. ef,; ( D2+i +t. D2+i-k •) t. ,P,Di+i] uo + · · · +

Omn-1{t) [t. efJ¡ (Dm+mn+i-3 + t Dm+mn+i-k-3 •) 
t q>i (Dm+mn+i-4 + 'f Dm+mn+i-k-4 Ak) , • • • ,
i=l k=l 

t. ef,¡ (Dmn-l+i +t. Dmn+i-k-1 •) , t. ef,;Dmn+i-2] Uo { 4.23) 

utilizando ( 4. 7) n ( 4.23), t n mos 
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Yk x1(t) = ao (t)[H11, H1 2 ... H1 m-1, H1 m]uo 
+a1(t)[H21 H22,--· H2m-1,H2m]uo
+a2(t)[H31, H3 2, ... , H3 m-1, H3 m]Uo
+···+
Omn-1(t)[Hmn 1, Hmn 2 • • •, Hmn m-1, Hmn m]Uo

S a la matriz dada (4.6) upongamo que rango(O) < mn-+ 3 v0 =/= O/ 

==> 

H1m-l 

Vomnxl = Ükmnxl 

Hmnm-1 Hmnm kmnxmn

[Hmn 1 Hmn 2

H1 m]Vo = O 
H2 m]Vo = Ü 

Hmn m-1 Hmn m]Vo = O 

o bs rvemos qu O s la matriz c ro d orden k x 1.
tilizando ( 4.25) n ( 4.24) pu s u0 s ualqui r estado inicial, tenemos :

Y(t) = ao(t)Ó + a1(t)Ó + · · · + Omn-1(t)Ó 

==> Y(t) = Ó 

==> {ao (t)[H11,H12 ... ,H1m-l Hmnm]+ a1(t)[H21 H22 ... ,H2m] 

( 4.24) 

(4.25) 

+· ·· + Omn-1(t)[Hmn1,Hmn2 • • • Hmnm-1 Hmnm]}vo = 
Ó 

==> A(t)k x nmVOnmXl = 
Ó 

Por lo tanto 
Y= A(t)vo = Ó 

lo cual implica que, para ci rta v 0 no pu d d t rminar a partir d Y(t), sto 
contradice la hipótesis. 
Por lo tanto 1 rango( O) = mn 
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�= D b mo onstruír un tado inicial V(O) 

D (4.2) ti ne 

dond 

Y(t) = CV(t) 

C = [</>1 </>2 · · ·, <Pm ]kxnm Y V(t) =

u(t) 

u'(t) 

(4.26) 

Convirtiendo la uación ( 4.1) n un sist ma d e uacion s difi r nciales d pnm r 

ord n hagamos 1 cambio d variabl 

Vi(t) = u(t) ➔ 1'(t) = ½ 

½(t) = u'(t) -+ ½'(t) = ½ 

Vm(t) = u(m-l)(t) -+ m '(t) = - 1 m - A2 m-1 - · · · - Am-1 ½ - Am Vi + Gu 

escribiendo n forma matri ial s ría 

Vi' 

½' 

(()) 

(()) 

(()) 

-Am -

6 

6 

6 

G 

u(t) 

lI 

(()) 

(()) 

m-1

(()) 

lI 

(()) 

-Am-2

notemos que 6 es la matriz e ro d ord n n x r.

En forma compa ta s scribiría como 

(()) 

(()) 

(()) 

-A2

V(t) = AV(t) + Gu(t) 
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(()) 

lI 

-

1

Vi 

2 

+ 

m-1 



cuya solución para t > O es
V(t) = eAtV(O) + ¡t eA(t-r)Gu( T )dr

reemplazando ( 4.27) n ( 4.26) tenemos

luego

donde

Ob ervemos que Y se puede expresar como

la expresión de la derecha es conocida.
ultiplicando la expresión (4.28) por eATtCT tenemos

luego integrando de O a t

luego

donde

es una expresión conocida.
Finalmente podemos escribir

donde
Q(t) = b(t, O)V(O)
b(t,O) = ¡t eATrcTceATdr
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D mo tra.r mos qu b(t, O) s no singular V t > O 

amo: 

b(t O) = 1
t 

!:�mn C2:nxk Ckxmn !�xmn ds 

nmXmn 

Suponga.mo qu 3 t 1 > O / b (t 1, O) s singular 

-

T 
-

=> 3 a1xmn =/- O / b(t1, O) a = O 

=> 3 a =I- o/ a b(t1, o) aT 
= o 

=> a b(t1 O) ¿yT = 1
t1 

a A
TscTce

As¿yT d = o

rl ==> lo lla A
T
scT112ds = o

==> lla A
T
scT11 = o V E [O t 1 ] y algún a =I- o

e As -T 0-
==> e a = kx1 

V s E [O ti] y algún a =/- O 

V E [O t i ) y algún ¿yT =/- O

==> las columnas d C eAª son lin alm nte d p ndi nt s (pu s ¿yT =/- O) 

Por otro la.do d rivando mn-1 v c s la xpr sión C As¿yT 
= O 

scribir como 

C As 

e AªA 

CeAs A2 

C As Amn-1 
mmnxmn 

-T -
ªmnxl = O 

==> podemos a.firmar qu las columnas d la matriz 
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son linealmente dependientes (pues a.T =/- O) 

==> rango =q<mn 

por otro lado s E (O, t 1], O < t 1 , haciendo que s, tenemos 

tilizando (3.8) se tiene 

rango 

cái\o) 
cJi+i>(o) 

e 
CA 

CA2

CAmn-1

=q 

c!i>(o) 
c?+i\o) 

m m m 

C!!� 1 (O)

c(i+i)(O) 
m-1 

c(i+m-1)(0)
m-1 

CA3 = (¿ </>iCJi+i- 1 \0), L 4>ic!i+i- 1 >(0), ... , L 4>ic!!�t 1 \o))
i=I i=I i=I 

De (2.95) y Dk = D(k)(O) en (4.31) obt nemos: 

(i; ,f>;(Dm+;+i-2 -I� Dm-k+;+i-2(-Ak)), i; ,f>;(Dm+;+i-3
-I: Dm-k+j+i-3(-Ak)), · · · ,i; ,f>;D;+i-1)

Reemplazando esta última xpresión en ( 4.30) 
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rango 

m m-1

:�::::>Pi(Dm+i-2 + L Dm+i-k-2Ak),
i=l k=l
m m-1 

L <Pi(Dm+i-1 + L Dm+i-k-lAk),
i=l k=l

m m-1

L <Pi(Dm+mn+i-3 + L Dm+mn+i-k-3Ak)
i=l k=l

rango 

Hmnm 

===> rang( O) = q < mn 

m 

i=l
m 

m 

, L <PiDmn+i-2
i=l

=q<mn 

=q<mn 

(4.32) 

Observar qu ( 4.32) contradi la hipót sis g n ral qu a.firma qu rang( O) = mn. 

Por lo tanto b(t O) s no singular V t > O 

Asi volviendo a la cua ión ( 4.29) obt n mo 

V(O) = b- 1 (t O)Q(t) 

Por lo tanto hemos d mostrado qu V(O) s d t rmina a partir d la salida Y(t). 
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Capítulo 5 

Aplicaciones, Programas 

En te capítulo pres nta algunos sist mas qu son modelados por cuac10n s 

dif, rencial y a qui n s se 1 apli a la t oría pr s ntada n ste trabajo. Como 

algo compl m ntario pres nta un programa qu r su lv una cuación diferencial 

utilizando la solu ión dinámica. 

5.1. Aplicaciones 

En esta s cción m n ionamos algunas apli acion s prácticas qu ilustran 1 uso de 

la t oría ontrolabilidad y obs rvabilidad. d más d las apli a 10n que menc10namos 

existen muchas otras qu se pu d n ncontrar n (ROJ 01] (CA 76] y (GRA 98] 

5.1.1. Circuito eléctrico 

Sea 1 cir uito d la figura (5.1) donde V(t) s la ntrada (voltaj ) 

V(t) 
2 -

+ 

V(t) 

Figura 5.1: Cir uito l 'ctrico 
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Vi(t) ½(t) son las variabl s de stado (voltajes) 

ot mos qu R y C son constantes mi ntras que i, V y q son variables que depende 

del ti mpo. 

MODELO MATEMÁTICO 

Aplicando las leyes d Kirchhoff de corriente y voltaje t n mos: 

Malla ABEF 

i2 R2 A 
B 

'---�--./', 

1 

R1 1 C 

C2 
+ + + -�-C1

V(t) 
�(t) 

-

F'--------�E------� D

Figura 5.2: 

Malla BCDE 

-i1R1 - Vi (t) + V(t) = O
V(t) = i1R1 + Vi(t) 

Malla ABCDEF 

-Vi (t) + ½(t) + i2R2 - i1R1 = O

que también se pued obt n r de (5.1) y (5.2) 

ODOB 

sabemos 
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ha i ndo (5.5) n (5.1) 

(t) =
C2R2 ½(t) + ½(t)

· 1 1 
2(t) = - C2R2 ½(t) + C2R2 V(t)

tambi 'n ab mo 

1 
½ ( t) = ei q1 ( t) 

(5. 7) n (5.2) 

V(t) = C1R 1 1 (t) +
1 (t) ====>

De (5.8) y (5.6) 

(�(t)) = (- C1

1
R 1

½(t) o 

Las cuaciones qu d scriben el ist ma son 

(�(t)) + (c1

1
R 1

2(t) Q 

que tiene la forma 

· 
( ) 

_ _!_ dq1 ( t) 
1 t - C1 dt

· 
( ) 

_ i 1(t) 
1 t -

-

C1 

i 1(t) = C1 
.

1(t)

· 1 1 

i(t) = 
- C1R1 

i(t) + C1R1
(t) 

ú(t) + A 1 u(t) = Gü(t) 
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dond 

_ (C1
1
R1 

1-

0 

(Ví(t)) 
u(t) =

½(t) 
ü(t) = V(t) 

EL SISTEM 

S d a ono 

R2C2 para qu

qu lo voltaj 1

ini ial . El ord n d 

d b n satisfa r las onstant s d ti mpo R1 C1 y 

a ontrolabl , sto s, para qu xista una ntrada V(t) tal 

2 pu dan al anzar ualqui r valor a partir d cualesqui ra valores 

la ua ión di:D r ncial (5.11) s m = 1 y 1 orden d la matriz 

cuadrada n = 2 

tilizando (3.5) t n mos qu la matriz d ontrolabilidad s 

utilizando (2.61) t n mos: 

lu go 

1 

D1 = L - ;D1-j ===} 

j=l 

Por lo tanto la matriz d controlabilidad s 

S gún 1 Teorema 3.1 1 sist ma s ontrolabl si sta matriz uadrada ti ne rango 2, 

el cual s si su d t rminant s di:D r nt d ro. 

96 



El sistema es controlable si R2C2 =/= R1 C1

Si R1 C1 = 1 y R2C2 = 1/2 entonces el sistema es controlable y por lo tanto existe un 
control V(t) que transfiera el sistema del stado 

(Vi(O)) = (1) 
½(O) O 

a (Vi(l)) = (º) ½(l) 1 
(5.12) 

Para determinar un V(t) que satisfaga las condiciones arriba señaladas se puede pro

ceder asi: 

ue tra ecuación diferencial es 

(�(t)) + (1 º) (Vi(t)) = (1) V(t)
½(t) O 2 ½(t) 2

ú(t) + A1u(t)

eAitú(t) + A1tA1u(t)

d 
dt 

(eAitu(t))

eA 1 u(l)
-

liu(O)

===> u(l)

Gü(t) 

eA1tGü(t)

A1tGü(t)

¡ 1 

eA1TGü(r)dr
o 

1

e-Ai u(0) + ¡ e-Ai(l-T)Gü( r )dr

Reemplazando los valores num'ricos dados en (5.12), se tiene 

(�) = e-A, G) + [ e-A,<t-,Jau(r)dr

tilizando (2.100) calcul mos e-Ait

2 j-1 

(-1 O ) t 

O -2 e
= L L bid(j-i-1) A2-j

j=l i=O 

notemos que A= -A1. 
Ahora hallemos b0 y b1, utilizando el polinomio característico P(>.) 

P(>.) = det(>.lI - (-Ai))

P(>.) = (>. + l)(>. + 2)

===>

===>
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>. + 1 O 
P(>.) -

O >. + 2

P(>.) = >.2 + 3>. + 2

(5.13) 

(5.14) 



ob rv mo qu 
bo = 1 

Cal ul mo la fun ión d( t) qu r sulta d r solv r 1 PVI 

el ual 
d(O) = O d(O) = 1 

d(t)=- -2t+ -t

R mplazando (5.15) y (5.16) n (5.14) obten mos 
-A1t _ 

( 
-t o) 
O e-u 

luego (5.17) en (5.13) 
(º) ( -l Ü ) (1) + 

f 1 ( -(l--r} Ü ) Gü T dr 1 O -2 O lo O e-2<1--r) ( ) 

= (-n = 
[ e :T) V(T)dT 

(5.15) 

(5.16) 

(5.17) 

Para este aso particular pu d s 1 cionars una V(t) qu a constante por tramos, 
sto es si 

ens guida ten mos 
V ( t) = 

{ 
k1 O < t < O 5 
k2 O 5 < t < 1

(-1) 
= 

{º'5 ( e'T ) k1dr + f
1 ( -r ) k2dr 

2 lo 2 2-r lo,5 2 2-r 

integrando 

===> k1 = -10,39 k2 = 5,37
En la figura (5.3) se mu stra un ontrol V(t) qu ha la tran fi r ncia d seada. 
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V(t) 

5 

-10

0.5 LO 

Figura 5.3: Control que transfiere al sistema del estado (1,0) en t=0 al estado (0,1) en 

t=l 

5.1.2. Sistemas hidráulicos y neumáticos 

En e te tipo de sistemas se consideran únicam nte dos variables: gasto, q, y presión, 

P. Los elementos que se describiran son: resistencia y capacitancia fl.uídicas.

RESISTE CIA FLUÍDICA 

1 tener un dueto, orificio, etc, con presion s P1 y P2 en sus extremos, se establece 

un flujo o gasto q que es función d P1 y P2• Supóngas aquí que esta relación entre 

flujo y diferencia de presiones es lineal. 

(5.18) 

Este tipo de elem nto s rá llamado resistencia y su valor es R, la representación que 

será utilizada corresponde a la figura 5.4 

R 

Figura 5.4: Representación gráfica de un resistencia fl.uídica 

CAPACITANCIA FLUÍDICA 
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Otro Íi to n i t ma hidráuli os o n umáticos s 1 qu pres nta un tanque de 

ga u a pr ión r c al in r m ntars 1 núm ro d mol s d gas almacenadas en 

'l o por un tina o n uyo fondo la pr sión aum nta al cr c r 1 volum n de agua 

alma nada n 'l (figura 5.5) 

La 1 y qu r la iona las variabl s a o iadas al 1 m nto s 

h 

41--

Figura 5.5: R pr s ntación d una capacitancia fluídica 

dond C f s la capacitancia fluídica. 

(5.19) 

Cab hac r notar qu 1 nivel d 1 fluido n 1 1 m nto s proporcional a la diferencia 

de pr sión P1 - P2 esto s h = ¼(P1 - P2) por lo qu scribir como 

dh 
aC f 

dt 
= q1 - q2 

dond h s 1 niv 1 d fluido n 1 tanqu . 

Obs rvemos que R, C f y a son onstant mi ntras qu q y p son variables que d p nd n 

d 1 ti mpo. 

EJEMPLO 

Consider 1 sist ma hidráulico r pr s ntado n la figura 5.6 

Si se consid ra q0 orno la ntrada y h la salida, a ontinuación dan las sigui nt s 

cuac1on s: 

Para la Capacitan ia 
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4o 

h 

e 

Figura 5.6: n Si ma hidráulico 

d 
qo - q¡ = C-(P1 - Po)

dt 

1 
q1 =

R
(P1 - Po)

Sustituy ndo q1 d la s gunda cua ión n la prim ra s obti n 

d l 1 

dt (P1 - Po) = -R(P1 - Po)+ cqº

la salida h stá r la ionada on P1 - P0 m diant la ua ión 

1 
h = -(P1 - Po) 

Q 

as1 qu la dif, r n ia d pr s10n s s una variabl qu r pr 

Sis modifica 1 sist ma agr gando un gundo tanqu (figura 5. 7) y onsid rando 

q0 como la ntrada y q2 orno la salida 

Las cuacion s qu d s rib n 1 nu vo sist ma on: 
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hl h2
41 

pl p2 

C
l R, c

2 

Figura 5. 7: n sist ma hidráulico d dos tanqu s. 

Pro orno 

1 
-(P1 - Po) 
a 

1 
-(P2 - Po)
a 

Las uacion s ant rior s pu d n s ribirs orno 

Eliminando q1 y q2 d las uatro últimas 

y como la salida q2 sta r la ionada con h2 m diant 

obti n 

P
o 
... 42 

entone s las variabl s h 1 y h2 r pr s ntan 1 tado d 1 sist ma. La cuac10n de dicho 
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S a 1 

Po

41 

n forma matri ial on 

la figura 5. qu onsist n dos ta.nqu s int rconectados. En ste 

hl h2
43 

Po
pl p2 .. 42 

-

Cl � c2 � 

Figura 5.8: Sist ma hidráuli o para ilustrar 1 conc pto d obs rvabilidad 

sistema s consid rará como la ntrada 1 gasto q0(t) y orno la salida 1 gasto q3(t). A 

partir d las cuacion s 
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implifi ando 

implifi ando 

y(t) 

i t ma pu sto en forma matri ial 

Para ci rtos valor s d las onstant s la r pr s nta ión obt nida no es obs rvable. En 

particular si s supon qu . 

C1 = C2 = C3 = 1 

R1 = R2 = R3 = 1 

a=l 

enton s la r pr s ntación d 1 sist ma s 

y(t) 
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El ual ti n la forma 

dond 

h' A1h + Gqo(t) 

y(t) c/>1h 

amo si 1 si t ma s obs rvabl 

m = 1 ord n d la ua ión difi r n ial 

n = 2 ord n d la matriz 1 

k = l núm ro d fila d la matriz c/>1 

tilizando ( 4.6) t n mo qu la matriz d obs rvabilidad s 

por (4.7) 

por (2.61) 

luego 

o (!::)

Hn ¿ c/>1Di-1 = c/>1Do
i=l 

1 

H21 L c/>1Di = c/>1D1

Do = lI 

i=l 

1 

D1 = L ¡D1-j
j=l 

D1 -
_ (-2 1)
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(-3 3) 
nton e la matriz d ob rvabilidad 

O= ( 1 -1)
-3 3

rango(O)= 1 =/= mn = (1)(2) nton s por 1 Teorema 4.1 1 sist ma no es observable 

5.1.3. Monorriel de dos carros 

La figura 5. 9 mu tra un monorri 1 d dos arros. S an M1 la masa del carro de 

máquinas B1 su fri ion s d bido al aire y al rodami nto. La fu rza lineal quivalente 

para mov r 1 pro o s d igna orno u(t). Los dos carro pos en masas M2 y M3

re p ctivam nt y stán suj to a fri ion s B2 y B3• Los carros s acoplan uno al 

otro con dispositivo no rígidos(resort ) qu po n constant s k23 y k12 y dispositivos 

amortiguador s d constant s B23 y B12 . Las oord nada d posición d signan como 

B12

M2 M1

k 12

MAQUIN 

X
2 

Xt
B2 B1

Figura 5.9: Proceso monorri 1 d dos carros más un carro de máquinas. 

De la figura 5.10 1 d splazami nto d la masa M3 satisfac 
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.. 

i----- B23 (x.2 - i
3

) 

-k23 (X2 - X3)

Figura 5.10: Diagramad u rpo libr d M3 

B23(X2 - X3) + k23(X2 - X3) - B3X3 

pu d 11 var a la forma 

D la figura 5.11 1 d splazami nto d la m a M2 atisfac 

- B23 (x 2 - X3) 
- k23 (xz - X3)

.

X
z 

Mz

1 
1 

B12 

k 12 

(x t - x z)

(x 1 - Xz)

Figura 5.11: Diagramad u rpo libr d M2

B12(±1 - ±2) + k12(x1 - x2) - B23(x2 - x3) - k23(x2 - X3) 

-B2x2

s pu d 11 var a la forma 

(5.20) 

(5.21) 

k12 B12 . (k12 + k23) (B23 + B12 + B2) . k23 B23 . 
-X¡ + -X¡ - ----X2 - -------X2 + -X3 + -X3
M2 M2 M2 M2 M2 M2 

D la figura 5.12, 1 d splazami nto d la masa M 1 satisfa 
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- B 12 (x 1 - x 2) ---1 

- k 12 (x 1 - x 2) ---1 

- B l X l ---- '1-----
1 X¡ 

1----fi 

Figura 5.12: Diagrama d cu rpo libr d M1

U - B12(x1 - ±2) - k12(x1 - X2) - B1X1

pu d 11 var a la forma 

k12 (B12 + B1) . k12 B12 . u(t) 
X¡ --X

¡ - -----'-X¡+ -X2 + -X2 + -
M1 M1 M1 M1 M1 

(5.22) 

Ob erv mos qu d (5.20) (5.21) y (5.22) pod mos obt n r 1 sigui nte sist ma matricial

dond 

X= (::) 
(-(B12+Bi) B12 

C1 B12 -(B23 + B12 + B2) 

o B23 

(-k12 k12 o )
C2 k12 -(k12 + k23) k23 

o k23 -k23 

H (�) 
Multiplicando por la inv rsa d la matriz M(i. M-1) a la

X 
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(5.23) 

o )
B23 

-(B23 + B3) 

uación (5.23) s tien : 

(5.24) 



dond 

(B12 + B1) B12 
o -

M1 M1 

A1 M-1c1 =
B12 (B23 + B12 + B2) B23 

-

M2 M2 M2 

o 
B23 (B23 + B3) 
M3 M3 

k12 k12 
o -- -

M1 M1 

A2 M-1c2 =
k12 (k12 + k23) k23 
- -

M2 M2 M2 

o 
k23 k23 

--

M3 M3 

M-1 H=
M1 
o 

o 

Si ubicamos tacóm tros n una ru da d ada carro ntonces la cua ión d salida toma 

la forma 

y(t) = </>1x(t) + </>2±(t) 

dond 

Asumimos los sigui nt s valor s para los parám tros 

M2 = M3 = 2M1 = 2600kg

k23 = k12 = 100 000--
m 

B2 = B3 = 2B1 = 10000--
m 

a=l 

D la cuación 5.24 s ti n qu m = 2 s 1 ord n d la ua ión dit r n ial y n = 3 

s 1 ord n d las matri s A1 y A2•
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Utilizando (3.5) t n mo qu la matriz d controlabilidad s. 

por (2.61) t n mo 

para 

k=O ti n 

k=l ti n 

k=2 tien 

k=3 tien 

k=4 ti n 

Do = O

Dk+2 = L jDk+2-j

j=l 

D2 = 1D1 + A2Do 

D3 = 1D2 + A2D1 

D4 = 1D3 + A2D2 

Ds = 1D4 + A2D3 

Ds = A1Ds + 2D4 

con las matric obt nidas onstruimo la matriz d ontrolabilidad C

C= 

o 0.0008 -0.0033 -0.0453 0.4645 3.6007 

o o 0.0001 0.0283 -0.2651 -2.7093

o o o 0.0000 0.0110 0.9932

0.0008 -0.0033 -0.0453 0.4645 3.6007 3.6007

o 0.0001 0.0283 -0.2651 -2.7093 -2.7093

o o 0.0000 0.0110 0.9932 0.9932

el rango(C) 6 mn = (2)(3) enton s por 1 Teorema 3 .1

controlabl 

tilizando ( 4.6) t n mos qu la matriz d ob rvabilidad 
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Hu 

H21 

0= 
H31 

H41 
Hs1 
H61 

m = 2 ord n de la cuacion difi ren ial 

n = 3 orden de las matrices A 1 A2

k=3 

H12 

H22 

H32 

H42 

Hs2 

H62 

Utilizando ( 4.9) calculemos las matrices Hij 

2 1 

mnkxmn 

Hu L </>i(Di - L Di-kAk)
i=l k=l 

</>1(D1 - DoA1) + </>2(D2 - D1A1)

H12 </>1Do + </>2D1 

2 1 

H21 L <Pi(Di+i - L DI+i-kAk)
i=l k=l 

</>1(D2 - D1At) + </>2(D3 - D2A1)

H22 </>1D1 + </>2D2 

2 1 

H31 L <Pi(D2+i - L D2+i-kAk)
i=l k=l 

</>1(D3 - D2A1) + </>2(D4 - D3A1)

H32 </>1D2 + </>2D3 

2 1 

H41 L q>¡(D3+i - L D3+i-kAk)
i=l k=l 

</>1(D4 - D3A1) + </>2(Ds - D4A1)

H42 </>1 D3 + </>2 D 4 

2 1 

Hs1 L q>¡(D4+i - L D4+i-kAk)
i=l k=l 

</>1(Ds - D4A1) + </>2(D6 - DsA1)

Hs2 </>1D4 + </>2Ds 
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2 1 

H61 L </>i(Ds+i - ¿ Ds+i-kAk)
i=l k=l 

</>1(D6 - DsA1) + </>2(D1 - D6A1) 

H62 </>1Ds + </>2D6 

Ahora form mos la matriz d obs rvabilidad (J 

0= 

1.0e+006 *

o o o 0.0000 

o o o o 

o o o o 

-0.0001 0.0001 o -0.0000

0.0000 -0.0001 0.0000 0.0000

o 0.0000 -0.0000 o 

0.0003 -0.0004 0.0000 -0.0001

-0.0002 0.0003 -0.0002 0.0000

0.0000 -0.0002 0.0002 0.0000

0.0074 -0.0102 0.0028 0.0006

-0.0051 0.0088 -0.0037 -0.0003

0.0014 -0.0037 0.0023 0.0000

-0.0730 0.1006 -0.0276 0.0047

0.0503 -0.0868 0.0365 -0.0035

-0.0138 0.0365 -0.0227 0.0013

-0.6310 1.0013 -0.3703 -0.0941

0.5006 -0.8161 0.3155 0.0663

-0.1851 0.3155 -0.1304 -0.0197

1 rango(O) = 5 =/ mn = (2)(3) nton 

obs rvabl 
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o o 

0.0000 o 

o 0.0000 

0.0000 o 

-0.0000 0.0000 

0.0000 -0.0000

0.0001 0.0000

-0.0001 0.0000

0.0000 -0.0000

-0.0007 0.0000

0.0006 -0.0003

-0.0003 0.0003

-0.0070 0.0026

0.0060 -0.0022

-0.0022 0.0012

0.1327 -0.0394

-0.1138 0.0466

0.0466 -0.0278

por 1 Teorema 4.1 sist ma no 



5.2. Algoritmo para generar la So_lución de una 

ecuación diferencial utilizando la solución 

Dinámica 

S a la uación dif, r ncial d ord n m 

u<m> (t) + A1 u(m-l)(t) + A2u(m-2> (t) + · · · + Am-1u'(t) + Amu(t) Gü 

dond lo 
Cu a olu ión 

u(O) = Uo u'(O) = U¡ · · · u<m-1 >(0) = µm-1

j son matric s uadradas d orden n.

u(t) Co(t)u(O) + C1 (t)u'(O) + ... + Cm-1 (t)u<m-l)(o) + 1
t 

Cm-1 (t - T)Gu(T)dT

v r como n (4.10). 

ntamo un algoritmo para r olv r una uación difer ncial de orden 2 
con valor inicial s dond Aj son matri s d ord n n: 

ü+ 1Ü+ 2u=f(t) (5.25) 

u(O) = Uo ü(O) = Úo 

cuya solu ión esta dada por: 

u(t) = D(t)ü(O) + (ÍJ(t) + D(t) 1 )u(O) + 1
t 

D(t - s )f( )ds 

Si ndo D(t) la solu ión dinámica aso iada a (5.25). r ord mo qu la olución dina.IÍlica 
y su d rivada stan d t rminadas por (2.135): 

2n j-1 

D(t) = ¿ ¿ bid(j-i-l>(t)D2n-j

j=l i=O 

2n j-1 

ÍJ(t) = ¿ ¿ b¡d(j-i-l> (t)D2n-j+l
j=l i=O 

Pres ntamos 1 sigui nt algoritmo para g n rar la solu ión d (5.25): 
Entradas: 

Matri es A1 y A2 . 
Fun ión f(t) 
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ondi ion ini ial u(O) y u'(O) 
Ti mpo final t final

Salida: tor aproximado Ut, d la sol u ión u( t) d sd O hasta t final

Paso 1: Obt n r lo o fi i nt s bi i = O · · · 2n d 1 polinomio característico de la 

matriz 

Pa o 2: R olv r la cua ión di-E r ncial alar: 
2n 

L b¡d(2n-i) = O 
i=O 

d(O) = d'(O) = d(2
n-

2>(0) 
= 

O d(2n-1) 
= 1

m diant un m'todo num'rico. 

Paso 3: Con Do = O D 1 = I g n rar D K K = 2 · · · , 2n m diante: 

k = 2 · · · 2n 

Paso 4: Para ada instan d paso a- : 

Paso a: Calcular para j = 1 · · · 2n al ular: 

j-1 

j = L b¡d(j-i-l>(t).
i=O 

Paso b: Cal ular: 
2n 

D(t) = L SjD2n-j
j=l 

Paso : Cal ular: 
2n 

ÍJ(t) = L jD2n-j+1
j=l 

Paso d: tilizando algun m 'todo d int gración num ri a calcular 

1

t 

D(t - )f(s)ds. 

Paso : Cal ular:

u(t) = D(t)ü(O) + (ÍJ(t) + D(t)A 1)u(O) + ¡
t 

D(t - )f( )d

paso 5: Fin d 1 algoritmo. 
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5.3. Programa que resuelve una ecuac1on 

diferencial utilizando la Solución Dinámica 

E t programa ta h cho n Matlab 5.3 r su lv una uación diferencial de la 

forma (5.25) dond la matri Aj on d ord n 2. 

S u a 1 m 'todo Rung Kutta d uarto orden para resolv r la cuación dinámica 

calar pr ntada n 1 algoritmo (Paso 2) y se utiliza 1 m 'todo de trapecio para 

r olv r la part int gral d la olu ión. 

(*******************************************************************) 

(**** ****) 

(**** Programa que resuelve una ecuación diferencial matricial ****) 

(**** utilizando la solución dinámica ****) 

(**** ****) 

(*******************************************************************) 

Y.Lee las matrices A1, A2 

Y.Archivo lectura.ro 

function [a1,a2]=lectura(n) 

for i=1 :n 

for j=1:n 

a1(i,j)=input('ingrese los elementos de la matriz A1'); 

end 

end 

for i=1:n 

for j=1:n 

end 

a2(i,j)=input('ingrese los elementos de la matriz A2'); 

end 
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(*******************************************************************) 

%Se forma la matriz A 

%Archivo formarA.m 

function a=formarA(A1,A2,n) 

a= [zeros(n,n), eye(n);-A2,-A1]; 

<•******************************************************************) 

Y.Lee las condiciones iniciales 

Y.Archivo lectura1.m 

function [u0,u10]=lectura1(n) 

for i=1:n 

uO(i,1)=input('ingrese los elementos de uO'); 

end 

for i=1:n 

u10(i,1)=input('ingrese los elementos de u10'); 

end 

(*******************************************************************) 

Y.Lee la función f 

Y.Archivo lectura2.m 

f1=input('ingrese los elementos de f','s'); 

f2=input('ingrese los elementos de f','s'); 

(*******************************************************************) 

Y.Variables globales A1,A2; 

Y.Genera las matrices D 

Y.Archivo formarD 

D(:,:,1)=zeros(2); 

D(:,: ,2)=eye(2); 

for k=3:2*n+1%se le agrega uno más para la derivada 

D(:,:,k)=-A1*D(:,:,k-1)-A2*D(:,:,k-2); 

end 

(************************ Programa principal *************************) 
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%Resuelve la ecuación u''+A1u'+A2u=f(t) 

o/.con condiciones iniciales u(O)=Uo u'(O)=U'o 

close all 

clear 

clear q; 

clear SD1; 

clear SD; 

global b; 

T=input('ingrese el tiempo final') 

n=2; 

%Lectura de las matrices A1 y A2 

[A1,A2]=lectura(n); 

A=formarA(A1,A2,n); 

b=poly(A); 

%Lectura de las condiciones iniciales 

[q0,q10]=lectura1(n) 

%Lectura de la función f 

lectura2; 

%Método de Runge Kutta de cuarto orden 

zz(:,1)= [0;0;0;1]; t11(1)=0;h=0.1;n1=1; 

M=[O 1 O O;O O 1 O;O O O 1;-b(5) -b(4) -b(3) -b(2)]; 

while t11(n1)<T 

k1=h*M*zz(: ,ni); 

k2=h*M*(zz(:,n1)+k1/2); 

k3=h*M*(zz(:,n1)+k2/2); 

k4=h*M*(zz(:,n1)+k3); 

zz(:,n1+1)=zz(:,n1)+(k1+2*k2+2*k3+k4)/6; 

t11(n1+1)=n1*h; 

n1=n1+1; 

end 

z=zz'; 

t9=t11'; 

formarD 

r=size(t9); 

for t1=1:r(:,1) 
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for j=1:2*n 

s (j) =O; 

for i1=0: j-1 

s(j)=s(j)+b(i1+1)*z(t1,j-i1); 

end 

end 

SD(:,:,t1)=zeros(n); 

for j1=1:2*n 

SD(:,:,t1)=SD(:,:,t1)+s(j1)*D(:,:,2*n-j1+1); 

end 

SD1(:,:,t1)=zeros(n); 

for j2=1:2*n 

SD1(:,:,t1)=SD1(:,:,t1)+s(j2)*D(:,:,2*n-j2+2); 

end 

Y.cálculo de la integral por el método del trapecio 

rr= [O; O] ; ss= [O; O] ; 

for m=1 :t1, 

if t1==1, I(: ,1)= [0;0]; 

end 

if t1>1, 

end 

end 

xx1=t9(m); 

w=subs(f1,'t',xx1); 

w1=subs(f2,'t',xx1); 

1(: ,m)= [w;w1]; 

rr=rr+SD(:,:,t1-m+1)*1(:,m); 

F(:,m)=SD(:,:,t1-m+1)*1(:,m); 

if m==1 1 m==t1, ss=ss+F(:,m); 

end 

if t1>1, I(:,t1)=h*(rr-(ss/2)); 

end 

q(:,:,t1)=SD(:,:,t1)*q10+(SD1(:,:,t1)+SD(:,:,t1)*A1)*q0+I(:,t1); 

q1(t1)=q(1,1,t1); 

q2(t1)=q(2,1,t1); 
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end 

plot(t9,q1,'r*',t9,q2,'+y'); 

text(t9(5),q1(5),'u1'); 

text(t9(5),q2(5),'u2'); 

clear; 
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Capítulo 6 

Conclusiones 

En la ingeni ría apli a los conc ptos d la Controlabilidad y Obs rvabilidad para 

i t ma gobernado por la ecuacion s (1.12) y (1.13) dond el prim ro es un sistema 

d cuacion s dif, r n iales d prim r orden. 

El objetivo de ste trabajo s apli ar la t oría d Controlabilidad y Observabilidad a 

mod los d crito n 1 capítulo uno por llo qu s da d finicion s de Controlabilidad 

y Observabilidad para e uacion s dif, r n iales lin ales d orden m con coeficientes 

matricial s el cual s una g n raliza ión d aqu lla pr sentada en [CLA 99a] donde 

se da definiciones d Controlabilidad y Observabilidad para cuaciones diferenciales 

lineal s d ord n dos on co fici nt s matricial s d ord n n. 

Cab señalar qu para obten r la matriz d Controlabilidad y Obs rvabilidad de las 

cua ion s dif, r ncial s lin al s on co fici nt s matricial s d la forma ( 4 .1) qu tiene 

como ecua ión de salida ( 4.2), n primer lugar dichas cuaciones se 11 van a la forma 

(1.12) y (1.13) para lu go formar la matriz Controlabilidad y Obs rvabilidad n la forma 

(1.14) y (1.17). 

El análisis de la Controlabilidad y Ob rvabilidad s r aliza utilizando los coeficientes 

de la solución dinámi a aquella qu sta r lacionada on la solución de una ecuación 

diferencial matricial homog'nea on o fici nt s matri ial s d scritos n (2.2 ). 

Luego n el capítulo cinco s ilus ran j mplos n dond d termina la Controlabilidad 

y Observabilidad bajo los onc ptos dados ant riorm nt finalm nt pr s ntamos un 

algoritmo para g n rar la solu ión d una cuación difer ncial lin al con coefici nt s 

matricial s utilizando la solu ión dinámi a. 
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Apéndice A 

A.l. Demostración del teorema de Controlabilidad 

Teorema A.1 El istema de crito mediante la ecuación {1.12} es completamente

controlable si y olo i la matriz 

de orden n x nr es de rango n. 

Prueba: 

==>: Como 1 sist ma ontrolabl y por 1 't or ma 1.1 t nemos 

¡t1 
0= tiAx(0)+ lo e(ti -r)ABu(r)dr

o bien

x(O) = -1

t1 

Remitiéndonos a la cuación (2.100) 

-rA Bu(r)dr

n-1 

-At 
= L Cj(-t)Ai

j=O 

Sustituir la ecuación (A.2) n (A.l) produ 

d finamos 

n-1 t 1 

x(O) = - ¿A3B ¡ c3(-r)u(r)dr
j=O O 

ti (33 = lo cj{-r)urxi(r)dr j =O, ... , n - 1
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1 la ua ión convi rt n
n-1 

x(O) = - ¿ Ai B/3i
j=O 

(A.4)
(3n -1 

Si 1 sist ma s d stado compl tam nt controlabl , ntonc s, dado cualquier estado
ini ial x(O) la cuación (A.4) d b satisfac rs , esto qui r d cir qu el rango d la
matriz

d b r n.
�= 

D mostr mos qu W ( T t) s no singular Vt > T

W(r t) = ¡ t 

A(t-s) BBT AT(t-s)ds 

veamo:
Supongamos que 3 t1 > t0 W(t0, t1) s singular

====>
====>

-

T 
-

3 a1xn #- O / W(to t1)a = O 

3 a i- o / aW(to t1)aT 
= o

= aw ( to ti )aT
= 
1:· a A(t, -,) B BT AT (t, -,) ¡,T ds = o

====> t\ a A(t1 -8) B)( a A(t 1 -s) B) T d = O
ltº 

====> t
l ila A(t1-s) Bll2d = o 1

ltº 

====> lla A(t¡-s) BII = Ü V E [to t i ] Y algun a i- o

====> a A(t i -s) B = 02 V E [to t 1] y algun a #- O
111 11 es la norma uclidiana
20 es la matriz cero de ord n 1 x r 
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==}- las fila d A(ti-s)B son lin alm nmte d p ndi ntes (pu s a=/- O) 
Lu go rango( A(ti -s) B) = p < n 
Por otro lado d rivando n - 1 v ces la xpresión aeA(ti -s) B = O, t nemos: 

aeA(t1 -s) B = -a A(t1 -s) AB = a A(t1 -s) A 2 B = ... = ( -1 r-1 aeA(t1 -s) A n-1 B = o 

1 ual pu d scribirs orno: 

a[ A(t1 -s) B _ A(t1 -s) AB 
A(t1 -s) A 2 B 

y multipli ando por -1 las olumnas on signo n gativo 
a[ A(t1 -s) B A(t1 -s) AB (t1-s) A2 B 

ntonces pod mos afirmar qu las filas d la matriz 

[ A(t1 -s) B A(t1 -s) AB A(ti -s) A 2 B 

on linealm nt d pendi nt (pu s a =/- O) s d cir 

rango[ A(t1 -s) B A(t1 -s) AB
A(t 1 -s) A 2 B 

dond q < n.

A(ti -s) A n-1 B] = (J

A(ti -s) A n-1 B] 

A(t1 -s) A n-1 B] = q

Por otro lados E [to ti ] dond t0 < t 1 haciendo s = t 1 t nemos 

rango[B AB A2B (A.6) 

D (A.6) t n mo qu rango(C) = q < n ontradi la hipót si g neral que afirma 
qu rango( C) = n 
Por lo tanto W( r t) s no singular V t > T.

Lu go pod mos construir la ntrada u(t) dada por 

que satisfa 

u(t) = BT AT
(ti-t)w- 1 (to t 1)[x(t 1) - eA(ti-to>x(to)]

¡·· A(t, -,) B BT AT(t, -r) w- 1 ( to, t, )[x( t,) - éCt• -•,>x( to) ]dr

t
l 

eA(t¡-T)BB
T AT

(t¡-T)drw- 1 (to t 1)[x(t1 ) - eA(t¡-to)x(to)]
ltº 
utilizando (A.5) 

W(to, t 1)W-1(to, t 1)[x(t 1) - A(ti-to)x(to)]

x(ti) - A(t1-to)x(to)
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nton 

pod mo d cir qu ualqui r stado ini ia1 x( t0) pu de ser 11 vado a cualquier estado 

final x( t 1 ) a trav 's d un ontrol u. 

Utilizando 1 t or ma 1.1 afirmamos qu para ada x(O), xist u(t), t E [O, t 1 ] que 

11 va x(O) a O. 

A.2. Ejemplo

Considere 1 i t ma d rito m diant

[::] [�2 �1] [::]+[�]u 
y = [1 o] [::] 

Dado que el rango d la matriz 

es 2 el sistema s d stado completam nt ontrolable. 

simismo obs rv mos qu 1 rango d la matriz 

es 2 por lo tanto es sist ma s compl tam nt obs rvabl . 
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