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PRÓLOGO

En la actualidad, existe un enorme interés en el control activo de vibraciones

de estructuras flexibles en diversas áreas de la ingeniería. Algunas situaciones de

aplicación son los sistemas mecánicos como automóviles y aeronaves. Una forma de

abordar el problema de vibración puede ser mediante el uso de controladores activos

y pasivos. Debido a la necesidad de adicionar grandes cantidades de masa para la

implementación de controladores pasivos surge el interés en la implementación de

controladores activos de vibración [24].

El diseño de sistemas de control activo de vibración de estructuras flexibles de-

manda una atención especial, debido a la orden de los modelos estructurales, ge-

neralmente, con un elevado número de grados de libertad. La implementación de

controladores de orden completa de estructuras flexibles, puede llevar a la utilización

de hardwares avanzados con un alto costo computacional de procesamiento. Para

evitar este problema, es recomendado el uso de controladores de orden reducida.

Abordajes usando desigualdades matriciales lineales (LMI) pueden ser usadas en el

diseño de controladores de orden reducida. Este enfoque presenta buenos resulta-

dos de desempeño en términos de minimización de la norma H∞. Aunque, el costo

computacional para la obtención de controladores puede ser elevado para sistemas

de grandes dimensiones. Este trabajo mostrará un método directo de diseño de con-
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troladores de orden reducida para el control de vibración en estructuras flexibles. En

este método es formulado un problema de optimización no convexo basado en la mi-

nimización de la norma H∞ garantizando la estabilidad del sistema en lazo cerrado.

La solución del problema de optimización es obtenida usando algoritmos genéticos,

explotando la ventaja de estos en la solución de problemas de optimización no conve-

xos. Finalmente, la formulación es utilizada para el control activo de vibración de una

viga de aluminio cantilever donde los resultados y algunos aspectos numéricos son

discutidos.

El desarrollo de este trabajo es presentado como se describe a continuación:

El Capítulo I muestra la introducción, la motivación, una revisión bibliográfica

de lo desarrollado hasta la actualidad, los objetivos del trabajo, los alcances y las

limitaciones.

El Capítulo II presenta una forma de obtener modelos de espacio estado de es-

tructuras flexibles. Es mostrado el método de elementos finitos así como los conceptos

de amortiguamiento proporcional e condiciones de contorno para el caso de una viga

del tipo Euler-Bernoulli.

El Capítulo III muestra la definición y estructura de los algoritmos genéticos don-

de son explicados sus elementos, funciones y operadores principales. Son mostradas

las ventajas y desventajas de los algoritmos genéticos así como el interés sobre el

problema de control H∞ de orden reducida.

El Capítulo IV aborda los conceptos y la formulación de la síntesis de controla-

dores H∞ de orden completa, incluyendo los conocimientos para el uso de funciones

de ponderación, mostrando la formulación matemática para el caso de un sistema en

la forma padrón del problema H∞.
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El Capítulo V muestra una síntesis de controladores H∞ de orden reducida, ba-

sada en la estructura modal de los controladores, formulado a través de un problema

de optimización no convexa. Es mostrado también el algoritmo de solución usado vía

algoritmos genéticos. Vale resaltar que esta síntesis fue propuesta por primera vez

por la autora de este trabajo en [8].

El Capítulo VI muestra los resultados simulados obtenidos de la implementación

de los controladores H∞ de orden reducida sobre un modelo de una viga de aluminio

del tipo Euler-Bernoulli cantilever.

Seguidamente, son mostradas las conclusiones obtenidas del análisis de los re-

sultados, las perspectivas futuras y la lista bibliográfica.

Finalmente, son presentados los Apéndices donde son mostrados algunos con-

ceptos adicionales para el mejor entendimiento de este trabajo.



Capítulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Motivación

El problema de control activo de vibraciones en estructuras presenta cierta com-

plejidad asociada con algunas de sus características típicas. Una estructura flexible

generalmente presenta picos de resonancia próximos unos a otros, lo que caracteriza

una alta densidad de modos de vibración y generalmente con bajo amortiguamiento.

Esta alta densidad de modos lleva a la necesidad de uso de modelos de orden alta,

para caracterizar el comportamiento de la estructura en una región de frecuencia de

interés.

Generalmente, el modelo matemático de una estructura puede ser obtenido a

través del método de elementos finitos [15,30] o, a través de métodos de identificación

experimental [13, 31], si la estructura se encuentra disponible para mediciones. En

ambas situaciones, el modelo obtenido tendrá una forma reducida en relación a la

estructura real. Una dificultad adicional es que los modos residuales desconsiderados

en el proceso de modelamiento pueden ser excitados caracterizando el fenómeno

conocido como spillover de control. Este fenómeno puede llevar a que la estructura

presente altas amplitudes de vibración como puede ser visto en [33].
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En la síntesis de controladores activos para vibración de estructuras flexibles, un

criterio usual es la minimización de la norma H∞ [23], que consiste en la atenuación

del mayor pico de respuesta en frecuencia del sistema controlado, manteniendo la

estabilidad. Particularmente en el caso de problemas de control de vibración, el inte-

rés en la reducción del valor pico es asociado a reducir los picos de resonancia del

sistema.

El control H∞ es interesante por aumentar la capacidad del sistema en rechazar

perturbaciones externas, tanto como aumentar su robustez. Una forma de resolver

el problema de control H∞ es a través de su formulación como un problema de de-

sigualdades matriciales lineales (LMI) [4,41].

La síntesis H∞ usual lleva a la obtención de controladores de orden completa

(mismo orden que la planta) [16,41]. Esta formulación usada en modelos de estructu-

ras flexibles, puede llevar a la obtención de controladores de orden alta. Estos contro-

ladores de orden alta pueden presentar dificultades en la implementación práctica del

controlador debido a la necesidad del uso de hardwares avanzados para evitar posi-

bles problemas de retrasos de tiempo de respuesta del controlador. Para evitar esa

dificultad, controladores de menor orden pueden ser usado buscando un desempeño

razonable, en términos de atenuación de la vibración, garantizando la estabilidad del

sistema controlado [1,25].

La síntesis de controladores H∞ de orden reducida caracteriza un problema de

optimización no convexo. En ese aspecto, algunos autores consiguieron tratar la no

convexidad usando una combinación del método Lagrangiano Aumentado y las de-

sigualdades matriciales lineales [1]. Un ejemplo de la utilización de este método para

el caso de estructuras flexibles es mostrado en [39]. Esta propuesta puede ser un
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método eficaz, mas puede llevar a costos computacionales elevados en modelos de

estados de ordenes consideradas elevadas.

Este trabajo mostrará la aplicación de una síntesis de controladores H∞ de or-

den reducida basada en la estructura modal del controlador. Esta formulación es ba-

sada en un problema de optimización no convexa para la obtención directa de los

controladores en la forma canónica modal. Este problema de optimización puede ser

visto como la minimización de la norma H∞ del sistema en lazo cerrado sujeto a

condiciones de estabilidad. En este problema de optimización no convexo, elementos

desconocidos de las matrices del controlador son las variables de optimización a ser

encontradas. El hecho de colocar las matrices del controlador en la forma canónica

modal de espacio estado permite reducir el costo computacional de obtención de los

controladores.

La mayor dificultad de este problema de optimización está relacionada con el

proceso de búsqueda de las variables incógnitas (por se un problema no convexo).

Los algoritmos genéticos (GA) son algoritmos de búsqueda estocásticos basados en

la selección natural, donde una de sus ventajas es la robustez y el equilibrio entre

la eficiencia y la eficacia. El algoritmo genético es considerado adecuado en los pro-

cesos de búsqueda de optimización robusta [18] y su potencial para el diseño de

controladores de orden reducida es discutido en este trabajo.

El ejemplo estudiado en este trabajo está basado en el control activo de vibra-

ción de una viga de aluminio empotrada en uno de sus extremos. Para este ejemplo

son diseñados controladores H∞ de orden reducida donde los resultados numéricos

obtenidos serán mostrados y discutidos.
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1.2. Revisión bibliográfica

Un problema común en el diseño de controladores H∞ está relacionado con la

orden de los controladores H∞ que generalmente es de la misma orden del modelo

de la planta que se desea controlar. Tales controladores son conocidos como con-

troladores de orden completa, y son a veces difíciles de implementarse debido a las

limitaciones de hardware, pues pueden presentar retrasos de tiempo de respuesta del

controlador. Para tratar este problema es recomendable usar controladores de bajo

orden que garanticen estabilidad y un desempeño razonable del sistema controlado.

Estos controladores pueden ser diseñados por tres formas:

Reducción del modelo de la planta seguido del diseño del controlador para la

obtención del controlador de orden reducida [38].

Diseño de controladores de orden completa seguido de la reducción del modelo

del controlador para la obtención del controlador de orden reducida [47].

Diseño directo de controladores de orden reducida incluyendo una restricción

adicional durante el proceso de diseño [1].

En este último abordaje es realizado el diseño de controladores robustos de or-

den reducida basado en enfoque de optimización presentado por Apkarian y Tuan

en [1], el cual consiste en el uso de los métodos conjuntos del Langrangiano Aumen-

tado y las desigualdades matriciales lineales.

Sobre estos abordajes existen varios métodos para el diseño de controladores

de orden reducida, alguno de ellos son los siguientes:

Método algebraico de control de covarianza, donde el controlador deseado es
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parametrizado en términos de una matriz que representa el límite superior para

la covarianza de los estados [25,26].

Método de análisis del desempeño robusto. En este abordaje, el problema de

síntesis del controlador es formulado como un problema de análisis robusta don-

de las variables del controlador son los parámetros inciertos [22].

Método basado en la optimización convexa de las matrices polinomiales y fun-

ciones estrictamente positivas reales [20].

Algunas técnicas más actuales de diseño de controladores de orden reducida

están basadas en aproximaciones convexas como mostrados en [21], donde es pre-

sentado un algoritmo para la aproximación interior convexa por regiones garantizando

la estabilidad del sistema mas con posible pérdida de la solución optima. Otro abor-

daje basada en aproximaciones convexas es usada para problemas con incertezas

politópicas como el propuesto en [28], donde son usadas las LMIs obtenidas del le-

ma de Kalman-Yakounobic-Popov (KYP). Otro estudio sobre controladores de orden

reducida es mostrado en [45], donde los controladores son diseñados para sistemas

con incertezas politópicas incluyendo la ubicación de polos dentro de una región de

interés en el plano complejo usando LMIs.

Actualmente existen algunos trabajos basados en algoritmos híbridos para el

diseño de controladores de orden reducida. Uno de estos métodos es mostrado en

[5] donde es presentada la función HIFOO (H-Infinity Fixed-Order Optimization) para

diseñar controladores H∞ de orden reducida basado en el algoritmo casi-Newton y

técnicas de muestreo del gradiente.

El método utilizado en este trabajo fue propuesto por primera vez en [8] y será

usado en esta tesis para diseñar controladores H∞ de orden reducida. Este enfoque
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está dentro de los métodos de obtención directa usando en el proceso de solución

los algoritmos genéticos. Esta síntesis es presentada como un problema de optimiza-

ción basada en la minimización de la norma H∞ del sistema en lazo cerrado sujeto a

condiciones de estabilidad. En este problema de optimización no lineal, los elementos

desconocidos de las matrices de estado del controlador son las variables de optimi-

zación a ser encontradas.

La síntesis usada procura tratar el problema de diseño de controladores de or-

den alta de forma simple y con un bajo costo computacional. Este enfoque puede

evitar problemas relacionados a las limitaciones de hardwares y retrasos de tiempo

de respuesta del sistema debido a ser controladores de orden menor con respecto a

los controladores de orden completa.

1.3. Objetivos

Diseñar controladores H-infinito de orden reducida usando algoritmos genéticos

para tratar los problemas surgidos de la implementación de controladores de orden

alta en modelos de estructuras flexibles. Este trabajo mostrará la aplicación de una

síntesis de los controladores de orden reducida basada en una propuesta de un pro-

blema de optimización no lineal resuelta a través de algoritmos genéticos.

1.4. Alcances y limitaciones

1.4.1. Alcances

El problema de la síntesis de controladores de orden reducida está basada en

un problema de optimización no convexa. En ese contexto, algunos métodos presen-
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tes en la literatura buscan aproximar este problema a un problema de optimización

convexa [1, 21, 28]. El propósito de estas aproximaciones es encontrar una solución

cercana a la solución global del problema no convexo a través del uso de herramientas

disponibles de programación semidefinida (SDP).

Este trabajo muestra la aplicación de un método de diseño de controladores de

orden reducida, donde la síntesis del problema de optimización no convexo es resuel-

ta directamente usando algoritmos genéticos [8]. Este método explota las ventajas del

uso de los algoritmos genéticos, como un método de solución robusta, sobre proble-

mas no lineales/no convexos. El uso de algoritmos genéticos evitará el uso de largos

procesos de linealización del problema de síntesis de controladores de orden redu-

cida, procurando garantizar resultados próximos a la solución global en tiempos de

procesamiento razonables. Un ejemplo donde se muestra las características y venta-

jas del uso de los algoritmos genéticos sobre una síntesis de controladores de orden

reducida basada en controladores en la forma canónica controlable pueden ser en-

contradas en [7].

El abordaje usado en esta tesis será aplicado en un modelo de una viga de alu-

minio empotrada-libre donde los resultados y algunos aspectos numéricos basados

en análisis vibratorios serán discutidos.

1.4.2. Limitaciones

Los resultados presentados en este trabajo para el ejemplo seleccionado serán

únicamente simulados. A pesar de esto, el método de diseño usado y propuesto por la

autora de esta tesis en [8], fue probado experimentalmente en un banco experimen-

tal de una viga de aluminio obteniendo resultados satisfactorios. Algunos de estos

resultados experimentales serán presentados en el apéndice de este trabajo.



Capítulo 2

ESTRUCTURAS FLEXIBLES

Este capítulo tiene por objetivo mostrar primeramente algunas características en

frecuencia de las estructuras flexibles. Seguido de las herramientas necesarias para

la obtención del modelo matemático de una viga del tipo Euler-Bernoullli basado en el

método de elementos finitos. En ese contexto, es considerando un amortiguamiento

proporcional y las condiciones de contorno. Este capítulo puede ser extendido para

otros tipos de estructuras flexibles como puede ser placas u otros.

2.1. Introducción

Una estructura es considerada flexible cuando en el proceso de modelo son con-

sideradas sus propiedades elásticas en vez de considerar a la estructura como un

cuerpo rígido. El comportamiento dinámico de las estructuras flexibles se caracteriza

por presentar picos de resonancia próximos unos a otros con modos poco amorte-

cidos [3]. Estas características se deben a que dichas estructuras son esbeltas y

presentan menor rigidez comparadas con las estructuras menos flexibles. Un ejemplo

del comportamiento en frecuencia típica de una estructura flexible es mostrado en la

Figura 2.1.
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Figura 2.1: Respuesta en frecuencia del modelo de una viga flexible empotrada-libre:
señal de entrada (torque) y señal de salida (desplazamiento).

Las estructuras flexibles son ampliamente usadas en varias aplicaciones de in-

geniería como son, por ejemplo, antenas de radares, torres mecánicas, sistemas ro-

bóticos, estaciones espaciales, etc. Tales estructuras necesitan eventualmente ser

controladas para garantizar un comportamiento satisfactorio en términos de minimi-

zación de vibraciones indeseables que son algunas veces generadas por fuentes de

difícil ubicación o control. Algunas fuentes de vibración pueden ser gradientes térmi-

cos, presión solar, fuerzas aerodinámicas, etc [2].

En los últimos años, métodos de control activo han sido ampliamente desarrolla-

dos para suprimir la vibración estructural y mejorar el desempeño de las estructuras

flexibles, ejemplos sobre estas abordajes pueden ser encontrados en [16,23,41]. A su

vez, métodos de control pasivo pueden ser usados aunque su uso es cada vez menor

debido a que a veces es necesario el uso de grandes cantidades de masa para su

implementación [24].



13

Para la utilización de métodos de control de vibraciones es necesario tener mo-

delos matemáticos que representen tanto cuanto sea posible el comportamiento diná-

mico de la estructura flexible. El proceso de modelamiento de las estructuras pueden

ser realizadas a través de identificación experimental (cuando la estructura está dis-

ponible para medición) [13,31]. O usando el método de elementos finitos [15,30]. En

este trabajo usaremos el método de elementos finitos para obtener el modelo mate-

mático de una viga Euler-Bernoulli como se detallará en este Capítulo.

2.2. Viga Euler-Bernoulli

La ecuación diferencial para el problema de flexión de una viga Euler-bernoulli

es la siguiente [30]:

ρ
∂2v

∂t2
+

∂2

∂x2
(EI

∂2v

∂x2
) = q(x, t) (2.1)

donde v(x, t) es el desplazamiento transversal de la viga, ρ es la densidad del material

de la viga, E es la constante de elasticidad, I el momento de inercia de la viga, es

la rigidez de la viga, q(x, t) es la carga de presión externa aplicada en la viga, t es el

tiempo y x representa la posición longitudinal de la viga.

Para desarrollar la formulación por elementos finitos es usado el método de Gar-

lekin conocido también como el método de los residuos ponderados. El método de

Garlekin usado en la Ecuación 2.1 permitirá calcular las correspondientes ecuaciones

matriciales a través de la discretización de la viga usando elementos finitos.

El residuo ponderado promedio de la Ecuación 2.1 puede ser calculado como

[30]:

I =

∫ L

0

(

ρ
∂2v

∂t2
+

∂2

∂x2
(EI

∂2v

∂x2
)− q

)

wdx = 0 (2.2)
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donde L es la longitud total de la viga y w es la función de prueba. La formulación

débil presentada en la Ecuación 2.2 puede ser solucionada usando integraciones por

partes, donde considerando la discretización de la viga en elementos finitos tenemos

que:

I =

n∑

i=1

[∫

Ωe

ρ
∂2v

∂t2
wdx+

∫

Ωe

EI
∂2v

∂x2
∂2w

∂x2
−
∫

Ωe

qwdx

]

+

[

V w − T
∂w

∂x

]L

0

= 0 (2.3)

donde:

V = EI
∂3v

∂x3
, es el esfuerzo cortante

M = EI
∂2v

∂x2
, es el momento de flexión

Ωe, es el dominio de un elemento finito

n, es el número de elementos finitos de la viga

Sobre la formulación presentada en 2.3 son usadas funciones de forma para

la interpolación espacial de la deflexión transversal, v(x, t), en términos de variables

nodales a lo largo del eje x. En ese contexto, serán considerados elementos de viga

de dos nodos ubicados a los extremos, con 2 grados de libertad (GDL) en cada nodo

como mostrado en la Figura 2.2. Los grados de libertad de cada nodo son la deflexión

vertical, vi, y la rotación, θi.

Debido a que el elemento de viga presenta cuatro variables nodales, será usado

una función cúbica para caracterizar la deflexión, v(x), como:

v(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 (2.4)
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θ1

v1

x

θ2

v2

y

l

Figura 2.2: Elemento finito de una viga

La rotación, θ(x), puede ser calculado usando la Ecuación 2.4 como:

θ(x) =
dv

dx
= c0 + c1x+ c2x

2 + c3x
3 (2.5)

Utilizando las condiciones de contorno, según la Figura 2.2, en las Ecuacio-

nes 2.4 y 2.5, tenemos:

v(0) = c0 = v1 (2.6)

θ(0) = c1 = θ1 (2.7)

v(l) = c0 + c1l + c2l
2 + c3l

3 = v2 (2.8)

θ(l) = c1 + 2c2l + 3c3l
2 = θ2 (2.9)

Sustituyendo las ecuaciones (2.6), (2.7), (2.8) y (2.9) en la expresión de la defle-

xión, (2.5), se obtiene lo siguiente:

v(x) = H1(x)v1 +H2(x)θ1 +H3(x)v2 +H4(x)θ2 (2.10)
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donde:

H1(x) = 1− 3x2

l2
+

2x3

l3

H2(x) = x− 2x2

l
+

x3

l2

H3(x) =
3x2

l2
− 2x3

l3

H4(x) = −x2

l
+

x3

l2

Las funciones Hi(x) son conocidas como funciones de forma Hermitianas y son

aplicadas a la ecuación de Garlekin presentada en (2.3), resultando en las siguientes

matrices de rigidez y de masa del elemento de viga respectivamente.

Ke =

∫ l

0
BTEIBdx (2.11)

Me =

∫ l

0
ρAHTHdx (2.12)

donde A es el área de la sección transversal y además se considera que:

B =

[
d2(H1)

dx2
d2(H2)

dx2
d2(H3)

dx2
d2(H4)

dx2

]

(2.13)

H = [H1 H2 H3 H4] (2.14)

Asumiendo que la expresión EI es una constante, las matrices de rigidez y masa

del elemento de viga mostrado en la Figura 2.2, pueden ser calculados como:
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Ke =
E

l3















12I 6Il −12I 6Il

6Il 4Il2 −6Il 2Il2

−12I −6Il 12I −6Il

6Il 2Il2 −6Il 4Il2















(2.15)

Me = ρAl















13
35

11
210 l

9
70 − 13

420 l

11
210 l

1
105 l

2 13
420 l − 1

140 l
2

9
70

13
420 l

13
35 − 11

210 l

− 13
420 l − 1

140 l
2 − 11

210 l
1

105 l
2















(2.16)

2.3. Montaje de la matriz global de una viga Euler-Bernoulli

Para la obtención de la matriz global de una viga Euler-Bernoulli primeramente

es necesario saber si el sistema de coordenadas del elemento finito está inclinado

en relación al sistema de coordenadas globales como se muestra en la Figura 2.3.

En esta situación, las matrices de masa y rigidez necesitan una transformación de

coordenadas como mostradas a seguir.

θ1

θ2

v1

v2

u1

u2

v1

v2

x

y

l
β

Figura 2.3: Coordenadas locales y globales de un elemento finito de viga
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Sea el vector de desplazamiento en las coordenadas locales definido como

d =
[
v1 θ1 v2 θ2

]T
donde no es considerado el desplazamiento en el eje axial

de la viga y el vector de desplazamiento de coordenadas globales definido como

d = [u1 v1 θ1 u2 v2 θ2]
T . Estos vectores de coordenadas están relacionando

según la siguiente ecuación:







v1

θ1

v2

θ2







=















−sen(β) cos(β) 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0

0 0 0 −sen(β) cos(β) 0

0 0 0 0 0 1















︸ ︷︷ ︸

L







u1

v1

θ1

u2

v2

θ2







(2.17)

donde β representa el angulo de inclinación entre el sistema local y el sistema global.

L es la matriz de transformación de coordenadas que relaciona el sistema local al

sistema global.

Para efectos de entendimiento, la Ecuación (2.17) puede ser escrito nuevamente

como:

d = Ld (2.18)

Según la formulación presentada en [12], la energía de deformación de cada

elemento del sistema de coordenadas locales puede ser obtenido como:

Ue =
1

2
d
T
Ked (2.19)

Sustituyendo la Ecuación (2.18) en (2.19), la energía de deformación de cada
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elemento de viga puede ser reescrita en el sistema de coordenadas globales como:

Ue =
1

2
dTLTKeLd (2.20)

De la expresión (2.20), la matriz de rigidez global puede ser deducida como:

Ke = LTKeL (2.21)

donde Ke representa la matriz de rigidez global y Ke representa la matriz de rigidez

local.

La matriz de masa de cada elemento finito es independiente del sistema coorde-

nadas utilizado. Por lo tanto, la matriz de masa en el sistema de coordenadas locales

es el mismo que en el sistema de coordenadas globales.

Una vez obtenida las matrices de masa y rigidez de cada elemento finito en el

sistema de coordenadas globales, se procede a realizar el montaje de las matrices

para obtener las matrices de masa y rigidez completa de la viga como se muestra a

seguir.

Para este fin, se realizará un ejemplo con dos elementos finitos como se muestra

en la Figura 2.4.

θi θj θk

vi vj vk

ui uj
uk x

y

l1 l2

Figura 2.4: Viga dividida en dos elementos finitos

Sea la matriz de masa o rigidez del primer elemento finito en coordenadas glo-
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bales formado como:

ui vi θi uj vj θj

ui

vi

θi

uj

vj

θj
























a11 a12 a13 a14 a15 a16

a21 a22 a23 a24 a25 a26

a31 a32 a33 a34 a35 a36

a41 a42 a43 a44 a45 a46

a51 a52 a53 a54 a55 a56

a61 a62 a63 a64 a65 a66
























(2.22)

y la matriz de masa o rigidez del segundo elemento finito definido como:

uj vj θj uk vk θk

uj

vj

θj

uk

vk

θk
























b11 b12 b13 b14 b15 b16

b21 b22 b23 b24 b25 b26

b31 b32 b33 b34 b35 b36

b41 b42 b43 b44 b45 b46

b51 b52 b53 b54 b55 b56

b61 b62 b63 b64 b65 b66
























(2.23)

Finalmente, el montaje de los dos elementos finitos se realiza de la siguiente

forma:
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ui vi θi uj vj θj uk vk θk

ui

vi

θi

uj

vj

θj

uk

vk

θk




































a11 a12 a13 a14 a15 a16 0 0 0

a21 a22 a23 a24 a25 a26 0 0 0

a31 a32 a33 a34 a35 a36 0 0 0

a41 a42 a43 a44 + b11 a45 + b12 a46 + b13 b14 b15 b16

a51 a52 a53 a54 + b21 a55 + b22 a56 + b23 b24 b25 b26

a61 a62 a63 a64 + b31 a65 + b32 a66 + b33 b34 b35 b36

0 0 0 b41 b42 b43 b44 b45 b46

0 0 0 b51 b52 b53 b54 b55 b56

0 0 0 b61 b62 b63 b64 b65 b66




































(2.24)

Este proceso de montaje debe ser realizado para todos los elementos de la viga.

2.4. Aplicación de las condiciones de contorno

Los nodos sujetos a condiciones de contorno estructurales como apoyos sim-

ples o empotramiento no sufren desplazamientos en los grados de libertad que están

bloqueados. Para el caso de una viga Euler-Bernoulli empotrada-libre los grados de li-

bertad correspondiente al desplazamiento vertical y rotación del nodo empotrado son

nulos y no representan incógnitas del problema. En ese aspecto, las lineas y columnas

correspondientes a los grados de libertad nulos deben ser retirados de las matrices

de masa y rigidez.
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2.5. Matriz de amortiguamiento proporcional

La matriz de amortiguamiento proporcional es muy usado en el análisis modal

de sistemas amortecidos debido a su fácil aplicación y análisis. Con la utilización de

esta matriz de amortiguamiento los modos de vibración del sistema amortiguado y no

amortiguado son los mismos. El amortiguamiento proporcional es definido como:

C = αK+ βM (2.25)

donde la matriz C representa la matriz de amortiguamiento y es proporcional a la

matriz de masa M y rigidez K a través de los coeficientes α y β. Estos coeficientes

proporcionales pueden ser obtenidos a través de correlaciones con los datos experi-

mentales de la estructura [13].

2.6. Modelo de espacio estados

La forma de espacio estados es considerada la mas adecuada desde el punto

de vista de control en este caso. Para este propósito, sea la siguiente ecuación de

movimiento:

Mq̈+Cq̇+Kq = f (2.26)

donde M es la matriz de masa, C es la matriz de amortiguamiento, K es la matriz de

rigidez, f es el vector de fuerzas externas que actúan en el sistema, q es el vector de

coordenadas generalizadas y u es el vector de entrada de control.

Con el fin de transformar la ecuación (2.26) en una forma de primer orden, con-
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sidere la siguiente transformación de variable:

x =







q

q̇







(2.27)

donde x es usualmente llamado de vector de estados.

A partir de la derivada del vector de estados (2.27) es obtenida la siguiente ex-

presión:

ẋ =
d

dt







q

q̇







=







q̇

−[M]−1[H]q̇− [M]−1[K]q+ [M]−1f







ẋ =







0 I

−[M]−1[K] −[M]−1[H]






x+







0

[M]−1f







En los problemas de control es interesante analizar el efecto de cada fuerza de

entrada individualmente. El vector de fuerzas externas f puede ser escrito en términos

de una base si como:

f =















1

0

...

0















f1 +















0

1

...

0















f2 + · · ·+















0

0

...

1















fn =
n∑

i

sifi (2.28)

Para una componente específica i del vector de fuerzas externas, se puede es-

cribir lo siguiente:






0

M−1






sifi = Bfi (2.29)
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De esta expresión se puede definir lo siguiente:

B =







0

M−1






si (2.30)

Considerando la Ecuación (2.28), el modelo en espacio estados puede escribirse

como:

ẋ = Ax+Bf (2.31)

El vector de salida puede ser representado por la siguiente ecuación:

y = Cx+Df (2.32)

2.7. Comentarios finales

Este capítulo mostró algunas características modales relevantes de las estruc-

turas flexibles. Seguidamente fue presentado, la obtención de las matrices de masa

y rigidez de una viga Euler-Bernoulli en las coordenadas locales y para un sistema

de coordenadas globales. Fue mostrado los procedimientos para el montaje de las

matrices de masa y rigidez para seguidamente presentar la obtención de la matriz de

amortiguamiento proporcional. Finalmente, fue mostrado los pasos para la obtención

de los modelos en espacio estados de una estructura flexible. Con este capítulo el

modelo de espacio estados de una estructura flexible, y para ser mas específicos de

una viga Euler-Bernoulli, puede ser obtenido.



Capítulo 3

FUNDAMENTOS DE LOS ALGORITMOS

GENÉTICOS

Este capítulo tiene por objetivo presentar algunas características y modo de tra-

bajo de los algoritmos genéticos. En ese contexto, son mostradas las funciones y

operadores básicos necesarios para la implementación de los algoritmos genéticos

basados en el entorno del MATLAB. Será mostrada la arquitectura usada para la so-

lución de problemas de optimización no lineal y el interés del uso de los algoritmos

genéticos en los problemas de control. Este capítulo es necesario pues permitirá la

solución de la síntesis de los controladores de orden reducida que son utilizados en

este trabajo.

3.1. Introducción

Los algoritmos genéticos (GA) son una clase de métodos de optimización que

son inspirados en procesos biológicos como la selección, herencia, mutación y cruza-

miento. Los GA pueden ser usados para resolver problemas de optimización presen-

tando las siguientes ventajas con respecto a otros métodos de búsqueda convencio-

nales [18]:
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1. Ellos trabajan con un código para un conjunto de parámetros y no con los valores

de los parámetros. Ellos trabajan con las características de los parámetros que

pueden ser funciones de adaptación, selección, etc.

2. Ellos no son limitados por restricciones con respecto a continuidad, existencia

de derivadas, unimolidad u otros aspectos.

3. Ellos hacen una búsqueda simultanea sobre una población de puntos y no sobre

un único punto.

4. Ellos usan definiciones de transición probabilística y no definiciones determinís-

ticas.

Los GA trabajan simulando el comportamiento de la naturaleza de los individuos.

Ellos trabajan con poblaciones de individuos que representan una posible solución pa-

ra el problema de optimización. Los individuos compiten entre si para producir la pró-

xima población, donde la selección natural depende de cuan buena sea la adaptación

del individuo al problema. Los mejores individuos, que tienen los mejores valores de

adaptación, son seleccionados y ellos son llamados de padres. Estos padres son usa-

dos para crear la próxima población formada por hijos élite, hijos cruzamiento e hijos

mutación. Las poblaciones son generados hasta que algún criterio de convergencia

sea alcanzado.

Una estructura simple de los GA usan tres operadores para crear la próxima

generación de la población actual [18]:

1. Selección: Selecciona los padres que contribuyen para la creación de la pobla-

ción de la próxima generación.
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2. Cruzamiento: Cruza dos padres para forma los hijos de la próxima generación.

La función cruzamiento aumenta la velocidad de convergencia del problema de

optimización.

3. Mutación: Aplica alteraciones aleatorias a los padres para formar los hijos. La

función mutación genera mayor diversidad a la población aumentando el espacio

de búsqueda del GA.

Un diagrama de como los algoritmos genéticos trabajan es mostrado en la Figu-

ra 3.1.

Figura 3.1: Estructura de operación de los GA

La gran ventaja de los GA es su robustez, pudiendo ser utilizado con éxito en una

gran variedad de problemas de optimización. Un ejemplo donde los GA tienen ventaja
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por su robustez sobre algunos algoritmos de búsqueda convencionales es sobre la

función que se muestra en la Figura 3.2. Está función presenta múltiples soluciones

globales, en ese sentido, algunos métodos de optimización basados en gradientes

pueden presentar convergencias en puntos de soluciones locales.
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Figura 3.2: Función con múltiples soluciones locales

Los GA no garantizan encontrar la solución global en un problema de optimiza-

ción, pero ellos pueden encontrar buenas soluciones, cercanas a la solución global,

en un tiempo de búsqueda razonable.

Estas características llevan a los GA a ser una herramienta potencialmente útil

en el diseño de controladores de orden reducida de este trabajo, una vez que este

problema de optimización no-convexo puede ser considerado complejo y difícil de ser

resuelto por técnicas convencionales basadas en gradientes.
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3.2. Funciones características de los algoritmos genético s

Este trabajo usa el toolbox de los algoritmos genéticos del MATLAB [32] para

implementar el algoritmo de solución que minimiza la función objetivo. La función ga

del MATLAB puede resolver problemas restrictos e irrestrictos, y ofrece opciones de

configuración para seleccionar las características del algoritmo, como la población

inicial, función selección, función mutación, función cruzamiento, etc.

Las funciones principales que conforman el algoritmo son definidas a seguir.

Función selección @selectionstochunif : Escoge los padres usando un

muestreo uniforme estocástica. Esta función crea una linea que es dividida en

segmentos de longitud proporcional a los valores de desempeño del individuo en

la optimización (valor aptitud). El algoritmo avanza sobre la linea usando pasos

de igual tamaño. A cada paso el algoritmo escoge el individuo correspondiente a

la sección en que este se sitúa. El primer paso es un número aleatorio uniforme

menor que el tamaño del paso padrón.

Función de cruzamiento @crossoverscattered : Es usada para producir los

hijos de cruzamiento, que crea un vector binario aleatorio que será asociado a

dos individuos (padres) seleccionados para cruzamiento. Estos nuevos indivi-

duos, llamados de hijos cruzamiento, reciben los genes del primer padre donde

el vector binario es 1 y los genes del segundo padre donde el vector binario es

0. La Figura 3.3 muestra el proceso de la función cruzamiento usada en este

trabajo.

Función de mutación @mutationgaussian : Usada para producir los hijos con

mutación, esta función realiza una variación en el vector de los padres escogi-
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vector binario aleatorio

Padre 1 Padre 2

hijo de cruzamiento

0000

1

1
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c d e

f
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h

h

Figura 3.3: Proceso de la función cruzamiento (@crossoverscattered ).

dos para mutación usando una formulación de distribución gaussiana. La formu-

lación de distribución gaussiana usada es [11]:

f(x) =
1√
2πσ2

e

(

−
(x−µ)2

2σ2

)

donde para la función mutación µ es una media de valor 0 y σ es la desviación

padrón.

La desviación padrón puede ser definido a través de los parámetros de escala

y de encogimiento. El parámetro de escala (PES) es responsable por determi-

nar la desviación inicial en la primera generación. Considerando el vector de

valores limites (valor mínimo y máximo) de la primera población definido como

v = [v1 v2], la desviación inicial puede ser obtenido como:

σ0 = PES.(v2 − v1)

El parámetro de encogimiento (PE ) controla la razón con la cual la desviación

disminuye. La desviación padrón para las próximas generaciones puede ser cal-
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culado como:

σk = σk−1

(

1− PE × k

Generaciones

)

donde k corresponde a la ké-sima generación.

Al ser escogida la función @mutationgaussian como función mutación deben

ser especificados juntamente los valores de los parámetros de escala y encogi-

miento.

Hijos élite : Son los individuos con la mejor adaptación en la poblaciones. Los

hijos élite pasan directamente sin modificaciones en los genes. El número de

hijos élite considerado en este trabajo es de 2.

Criterios de convergencia y parada : Los GA poseen varios criterios para dete-

ner el proceso de búsqueda de la solución factible del problema de optimización.

Algunos criterios usados son los siguientes [32] :

• Generaciones, Generations : Especifica el máximo número de iteraciones

permitidas en el proceso de búsqueda. En este trabajo, el máximo número

de generaciones permitidas es de 100.

• Limite de tiempo, TimeLimit : Especifica el tiempo máximo en segundos

permitido para el proceso de búsqueda del algoritmo antes de abortar. En

este trabajo, no es considerado limites de tiempo para el proceso de bús-

queda definiéndolo como infinito.

• Límite de aptitud, FitnessLimit : El algoritmo se detiene si el mejor valor

de aptitud es menor o igual que el valor definido como FitnessLimit.

• Cambios en generaciones, StallGenLimit : El algoritmo aborta si el cam-

bio promedio de la función aptitud es menor que el valor de la función
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tolerancia en un determinado número de generaciones (StallGenLimit).

• Mejoras en un tiempo límite, StallTimeLimit : El algoritmo aborta si no

hay mejoras en la función aptitud para un intervalo de tiempo en segundos

especificado en el valor de StallTimeLimit.

• Función tolerancia, TolFun : Es el valor que indica que el algoritmo aborta

si el cambio en el valor de la función aptitud es menor o igual a dicho valor

en un determinado número de generaciones (StallGenLimit).

• Tolerancia en restricciones no lineales, TolCon : Este valor es usado

para determinar la factibilidad con respecto a las restricciones no lineales.

Otro aspecto importante en el uso de los GA es la reproducción de los resulta-

dos. Los GA es un método estocástico que hace elecciones aleatorias en la creación

de cada generación, como en el proceso de selección, cruzamiento y mutación. El

toolbox ga usa el vector padrón de números pseudo-randómicos del MATLAB para

generar la secuencia de números aleatorios [32]. En el caso de que el proyectista

desee reproducir algún resultado obtenido, los estados internos del vector padrón,

generador de los números aleatórios, deben ser inicializados después de cada ejecu-

ción de la función ga.

Las funciones explicada previamente caracterizarán el algoritmo de solución para

el problema de optimización de la síntesis de controladores H∞ de orden reducida.
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3.3. Algoritmos genéticos para problemas con restriccio-

nes no lineales

Sea el problema de otimización padrón definido como:

P:







minimizar f(x)

sujeto a c(x) = 0, (ci(x) = 0, i = 1, ...,m)

h(x) ≤ 0, (hi(x) ≤ 0, i = m+ 1, ...,mt)

A.x ≤ b

Aeq.x = beq

lb ≤ x ≤ ub

(3.1)

donde f(x) es la función objetivo a ser minimizada (función aptitud), c(x) representa

m restricciones de igualdad no lineales y h(x) son restricciones de desigualdad no

lineales (mt es el número total de restricciones no lineales).

El toolbox de los algoritmos genéticos del MATLAB usa el método Lagrangiano

Aumentado para resolver el problema de optimización no-lineal con restricciones li-

neales, no-lineales y con limitaciones de contorno en las variables. Este método con-

junto de los algoritmos genéticos y el Lagrangiano Aumentado es denotado por las

siglas ALGA. En este abordaje, las limitaciones de contorno en las variables y las

restricciones lineales son tratadas separadamente de las restricciones no-lineales. El

problema es formulado de forma que la función Lagrangiana Aumentada es compues-

ta por la combinación de la función objetivo y la función de restricción no-lineal usando

los multiplicadores de Lagrange y los parámetros de penalidad como se muestra a se-
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guir [9,10,32]:

Φc(x, λ, s, ρ) = f(x)−
mt∑

i=m+1

λisilog(si − hi(x)) +

m∑

i=1

λici(x) +
ρ

2

m∑

i=1

c2i (x) (3.2)

donde λi es el multiplicador de Lagrange, si es un valor de la variación no negativo y

ρ es el parámetro de penalidad.

La función Lagrangiana Aumentada (3.2) es minimizada utilizando los GA de

forma que las restricciones lineales y los límites de contorno sea satisfechas. Si los

criterios de convergencia no son alcanzados, los multiplicadores de Lagrange y los

parámetros de penalidad deben ser actualizados siguiendo la formulación presentada

en [10].

3.4. Interés del uso de los algoritmos genéticos en proble-

mas de control

Los algoritmos genéticos son una herramienta atractiva en problemas de control

cuando estos son basados en la solución de problemas de optimización no convexos.

Su uso puede evitar largos procedimientos de aproximaciones convexas ofreciendo

mayor robustez para encontrar la solución optima en situaciones donde existen múlti-

ples soluciones locales. Los algoritmos genéticos no garantizan encontrar la solución

global del problema de optimización no convexa, mas ellos permiten encontrar solu-

ciones próximas a la solución global en espacios de búsqueda complejos.

Debido a su robustez en algunos casos pueden ser usados para encontrar el

punto de partida en problemas de optimización considerados complejos (alta densi-

dad de puntos locales) y complementados con métodos convencionales basados en
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gradientes para encontrar las solución global del problema.

Ejemplos en el área de control donde puede verse el uso de los algoritmos gené-

ticos son en la síntesis de controladores de orden reducida [7], formulaciones basadas

en ecuaciones de Riccati [14], formulaciones complejas con incertidumbres politópi-

cas [29], controladores PID [19], entre otros. El uso de los algoritmos genéticos permi-

te, dentro del problema de control, formular problemas de optimización incluyendo de

forma simple restricciones lineales y no lineales para caracterizar el comportamiento

del controlador de una forma deseada tanto en el dominio del tiempo como en la fre-

cuencia. En este trabajo, estas caracteristicas convierten a los algoritmos genéticos

en una opción atractiva para el diseño de controladores H∞ de orden reducida.

3.5. Comentarios finales

Este capítulo mostró el funcionamiento, las características, ventajas y desventa-

jas de los algoritmos genéticos. Fueron detallados los conceptos necesarios para la

implementación y utilización de los algoritmos genéticos basados en el entorno del

MATLAB. Fueron mostradas las funciones principales (selección, cruzamiento, muta-

ción, etc) y criterios de convergencia y parada para la implementación del algoritmo de

solución de la síntesis de controladores H∞ de orden reducida. Seguidamente fueros

presentadas las características de operación de los GA para la solución de problemas

no lineales/no convexos. Finalmente, fue explicado el potencial de los algoritmos ge-

néticos para el problema de control de orden reducida mencionando algunos ejemplos

existentes en la literatura donde los GA fueron aplicados con éxito.



Capítulo 4

SÍNTESIS DE CONTROLADORES H∞ POR

REALIMENTACIÓN DE SALIDA

Este Capítulo contiene una breve introducción al problema H∞ presentando al-

gunas características de la síntesis del problema H∞. En esta introducción es men-

cionada algunos abordajes mas usados para el diseño de controladores H∞ y es

presentada la formulación matemática de la norma H∞. Seguidamente, es presenta-

da la síntesis de controladores H∞ por realimentación de salida, donde es mostrado

el problema de optimización H∞ óptimo para la obtención de controladores dinámicos

H∞. A continuación, son mostrados los conceptos de funciones de ponderación, don-

de es explicado la importancia de la inclusión de las funciones de ponderación en la

síntesis del problema H∞. Sobre ese foco, son mostrados las formulaciones matemá-

ticas de las funciones de ponderación usadas y el problema de optimización para la

obtención de controladores H∞ considerando las informaciones de las funciones de

ponderación. Finalmente, es mostrado la síntesis de controladores de orden completa

usando LMI.
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4.1. Introducción al control H∞

La síntesis del problema H∞ padrón conlleva a la obtención de controladores con

el misma orden que la planta. Estos controladores son conocidos como controladores

de orden completa. En el caso del control activo de estructuras flexibles puede ser

usado un modelo reducido de la planta, pues son modelos en general de orden alta.

Esto implicaría en el uso de funciones de ponderación para evitar posibles problemas

de inestabilidad del sistema controlado.

Formulado por primera vez por Zames en [46] la síntesis de controladores H∞

puede ser tratada como un problema de optimización en el dominio de la frecuen-

cia. La síntesis de controladores H∞ busca minimizar el mayor pico de respuesta

en frecuencia de la planta y puede ser utilizado cuando los niveles de desempeño y

estabilidad con respecto a perturbaciones externas deben ser garantizados [43].

Métodos para resolver el problema de controladores H∞ fueron desarrollados en

las últimas décadas, por ejemplo, los métodos basados en desigualdades matriciales

lineales (LMI), lo cual convierte la síntesis de controladores H∞ de orden completa

en un problema de optimización convexa [4].

Otro abordaje usado para la síntesis de controladores H∞ es el trabajo propues-

to por Gahinet y Apkarian en [16], donde la síntesis de control H∞ es escrito como

un problema de optimización con restricciones en la forma de LMIs usando el Lema

de la Proyección y el Lema del Límite Real. Otro trabajo basados en LMIs es el pro-

puesto por Scherer en [41], donde son realizados transformaciones de variables y de

congruencias en la síntesis del problema conjunto H∞ y H2.



38

4.1.1. Norma H∞

La síntesis H∞ consiste en reducir la norma infinito de la función de transferencia

de la salida de desempeño con respecto a las entradas externas, lo que representa

en la minimización del mayor pico de respuesta en frecuencia del sistema en lazo

cerrado. En el caso de sistemas multivariables (MIMO), la respuesta en frecuencia

se refiere al diagrama de valores singulares, y en el caso de sistemas de una única

entrada y única salida (SISO) se refiere al diagrama de Bode [43,47].

La norma H∞ de la función de transferencia G(s) (SISO) puede ser calculada en

el dominio de la frecuencia como [47]:

‖G(s)‖∞ = supω|G(jω)|

e la norma H∞ de la matriz de transferencia G(s) (MIMO) es calculada como [47]:

‖G(s)‖∞ = supωσmax(G(jω))

donde s representa la variable en el dominio de Laplace, j representa la unidad ima-

ginaria, ω es la variable de la frecuencia, σ(G(jω)) es el valor singular de la ma-

triz de transferencia G(s), y supω(·) representa el correspondiente valor supremo.

σmax(G(jω)) es definido como [43]:

σmax(G(jω)) =
√

λmax (G∗(jω)G(jω))

donde λmax(·) representa el máximo autovalor y G∗ es la transpuesta conjugada de

la matriz G.
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4.2. Controlador H∞ por realimentación de salida

Considere la planta lineal de orden n con un número de entradas exógenas nw,

número de entradas de control nu, número de salidas de desempeño nz y número de

salidas medidas ny, dada como:

ẋ = Ax+B1w +B2u (4.1)

z = C1x+D11w +D12u (4.2)

y = C2x+D21w (4.3)

con D22 = 0 sin pérdida de generalidad desde que los resultados pueden ser exten-

didos para el caso general [37]. x ∈ ℜn es el vector de estados, w ∈ ℜnw es el vector

de entradas exógenas, z ∈ ℜnz es el vector de la salida de desempeño, u ∈ ℜnu es el

vector de entrada de control y y ∈ ℜny es el vector de las salidas medidas. La matriz

de transferencia de w para z del modelo de la planta mostrado en las Ecuaciones

(4.1), (4.2) y (4.3) es definido como:

Pzw(s) = C1(sI−A)−1B1 +D11

donde I representa la matriz identidad.

Considere el controlador dinámico lineal de orden n dado por

ẋc = Acxc +Bcy (4.4)

u = Ccxc +Dcy (4.5)
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y la correspondiente función de transferencia

K(s) = Cc(sI−Ac)
−1Bc +Dc

Así, la señal de control por realimentación de salida es dado como:

U(s) = K(s)Y(s)

Del modelo en espacio estados de la planta, Ecuaciónes (4.1),(4.2) y (4.3), y del

controlador, Ecuaciónes (4.4) y (4.5), el sistema en lazo cerrado de w para z puede

ser representado, según el esquema presentado en la Figura 4.1, como:

ẋcl = Aclxcl +Bclw (4.6)

z = Cclxcl +Dclw (4.7)

donde:

Acl =







A+B2DcC2 B2Cc

BcC2 Ac






, Bcl =







B1 +B2DcD21

BcD21







Ccl = [C1 +D12DcC2 D12Cc], Dcl = [D11 +D12DcD21]

con ẋcl = [ẋT ẋT
c ]

T , y T representa transposición.

La matriz de transferencia en lazo cerrado de w para z es definida como:

Tzw(s) = Ccl(sI−Acl)
−1Bcl +Dcl
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z

u y

w

P

K

Figura 4.1: Representación del problema H∞

El control H∞ óptimo busca encontrar un controlador K(s) (que estabilice el sis-

tema) de forma que ‖Tzw‖∞ sea minimizada [47], i.e., busca minimizar, tanto cuanto

sea posible, el pico de respuesta en frecuencia entre la entrada exógena w y la salida

de desempeño z.

El diseño de control H∞ sub-óptimo [47] busca encontrar un controlador K(s)

que estabilice el sistema, se existe alguno, de forma que, para un escalar γ ∈ ℜ,

‖Tzw‖∞ < γ (4.8)

donde γ > 0.

En busca del controlador óptimo K(s), γ es minimizado hasta que la condición de

la Ecuación (4.8) no sea satisfecha o un lazo cerrado no estable sea obtenido. O sea,

el controlador K(s) es óptimo si el siguiente problema de optimización es resuelto

para γ > 0 [47]:

minK(s) γ

sujeto a ‖Tzw‖∞ < γ

(4.9)

con Tzw(s) estable.

Este problema de optimización es frecuentemente usado para obtener el contro-
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lador de orden completa (controlador con el mismo orden que la planta). Eso puede

ser resuelto usando las formulaciones basadas en ecuaciones de Riccati o abordajes

por LMI [4,43].

4.3. Funciones de ponderación

4.3.1. Introducción

Las funciones de ponderación, también llamadas de filtros de ponderación, tie-

nen como objetivo imponer pesos para ciertas regiones de frecuencias para las seña-

les de entrada o salida del sistema durante la fase de diseño del controlador.

Cuando colocadas en la entrada de la planta, las funciones de ponderación ga-

rantizan una composición espectral específica, disminuyendo el conservadurismo del

proyecto, pues la información sobre el comportamiento en frecuencia de las entradas

pasa a ser considerado en el proceso de diseño del controlador.

Las funciones de ponderación aplicadas en la salida de la planta tienen como

objetivo que el sistema en lazo cerrado presente un comportamiento predeterminado,

osea, hace que la función de transferencia de la salida de desempeño con respecto a

la entrada exógena tenga una composición espectral definida.

La aplicación de las funciones de ponderación en la entrada y en la salida de

la planta en el diseño H∞ tiene la ventaja de priorizar y ponderar la minimización de

las salidas de desempeño con respecto a las entradas exógenas, convirtiéndose en

una herramienta importante en el caso de las estructuras flexibles, donde el modelo

matemático es obtenido comúnmente a través del truncamiento de su composición

espectral. La utilización de funciones de ponderación busca que los modos desconsi-

derados en el modelamiento no sean excitados, lo que se conoce como el fenómeno
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de Spillover de control [2,33]. Resáltase que las funciones de ponderación deben ser

consideradas únicamente en el proceso de síntesis del controlador, mas no son imple-

mentados físicamente, pues son apenas una forma de caracterizar el comportamiento

espectral del controlador en una región deseada.

4.3.2. Selección de las funciones de ponderación

La selección de las funciones ponderadoras para un problema específico requie-

re un buen ajuste. En este trabajo son usadas funciones de ponderación con las

siguientes características en el dominio de Laplace [47]:

Filtro pasa baja Wp: utilizado en la salida de la planta para priorizar la minimiza-

ción de la señal de desempeño en la baja frecuencia, puede ser caracterizado

como:

Wp = A×
(

s/ k
√

Mp + wc

s+ wc k
√
ǫp

)k

(4.10)

Filtro pasa alta Wu: utilizado en la entrada de control de la planta para priori-

zar la minimización de la señal de control en la alta frecuencia (para evitar el

fenómeno de spillover ), puede ser caracterizado como:

Wu = A×
(
s+ wc/

k
√
Mu

k
√
ǫus+ wc

)k

(4.11)

donde Mp y Mu representan las ganancias de paso, ǫp y ǫu representan las ganancias

de atenuación, wc la frecuencia de cruzamiento para una ganancia unitaria, A es la

amplitud del filtro y k la orden del filtro. La Figura 4.2 muestra estas especificaciones

para el caso de un filtro pasa baja.
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Figura 4.2: Características del filtro pasa baja como función de ponderación.

La elección de las especificaciones de cada función de ponderación depende

de las características de la planta. Estas características dependen de las regiones de

frecuencia de interés para la atenuación de la perturbación y de las ganancias de cada

filtro para la ponderación de cada una de las salidas de desempeño (ver Figura 4.3).

Para el caso ilustrado en la Figura 4.3, el filtro Wp asegura una ponderación grande

en la región de baja frecuencia, buscando una atenuación de las amplitudes en esta

región. El filtro Wu tiene una ganancia pequeña en la baja frecuencia, permitiendo

que el esfuerzo de control sea mayor, pues este es considerado usualmente uno de

las señales de desempeño del problema de optimización, y tiene una ponderación

grande en la región de alta frecuencia, donde la señal de control debe ser pequeño

para no excitar los modos de mayor frecuencia. En la siguiente sección, es explicado

con mayor detalle como las funciones de ponderación son consideradas en la síntesis

del controlador.
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Figura 4.3: Sistema sin control y filtros de ponderación

4.3.3. Modelo de estados del sistema con filtros de ponderaci ón

Son incluidos en el proceso de diseño H∞ filtros de ponderación, como se mues-

tra en la Figura 4.4.

Los filtros de ponderación mostrados en la Figura 4.4 presentan las siguientes

especificaciones:

Wp: Filtro que especifica una ganancia alta en la región de frecuencia de inte-

rés (generalmente baja frecuencia para el caso de estructuras flexibles) para la

atenuación de vibraciones del sistema. Es generalmente un filtro pasa baja cuyo

objetivo es la minimización de los efectos de las señales de perturbación en la

región de frecuencia en que se desea atenuar la vibración, lo que significa una

mayor ponderación para el control de las salidas de desempeño en la región;

Wu: Filtro que especifica una ganancia alta para el esfuerzo de control fuera

de la región donde se desea controlar. Es generalmente un filtro pasa alta cuyo
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z1 = z̃

z2 = ũ

u y

zw

P

K

Wu

Wp

Figura 4.4: Diagrama del sistema aumentado, Wu y Wp son los filtros de pondera-
ción, P es la planta y K el controlador.

objetivo es la eliminación de la señal de control en la región de frecuencia donde

no se desea excitación por el controlador evitando el fenómeno de Spillover de

control.

Considerando esta información se presenta a continuación los modelos de espa-

cio estado de cada bloque como sigue:

Modelo de espacio estados del sistema en lazo abierto P:

ẋ = Ax+B1w +B2u (4.12)

z = C1x+D11w +D12u (4.13)

ỹ = C2x+D21w +D22u (4.14)

donde w es la señal de perturbación.
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Modelo de espacio estados del filtro Wp:

ẋp = Apxp +Bpz (4.15)

z̃ = Cpxp +Dpz (4.16)

Modelo de espacio estados del filtro Wu:

ẋu = Auxu +Buu (4.17)

ũ = Cuxu +Duu (4.18)

Del modelo de estados de P, Wp y Wu se obtiene el sistema en lazo abierto

aumentado en la forma adecuada al diseño H∞ como se muestra:











ẋ

ẋu

ẋp











=











A 0 0

0 Au 0

BpC1 0 Ap











︸ ︷︷ ︸

Aa











x

xu

xp











+











B1

0

BpD11











︸ ︷︷ ︸

Ba1

w +











B2

Bu

BpD12











︸ ︷︷ ︸

Ba2

u (4.19)







z̃

ũ






=







DpC1 0 Cp

0 Cu 0







︸ ︷︷ ︸

Ca1











x

xu

xp











+







DpD11

0







︸ ︷︷ ︸

Da11

w +







DpD12

Du







︸ ︷︷ ︸

Da12

u (4.20)

y =

[

C2 0 0

]

︸ ︷︷ ︸

Ca2











x

xu

xp











+

[

D21

]

︸ ︷︷ ︸

Da21

w +

[

D22

]

︸ ︷︷ ︸

Da22

u (4.21)

donde z̃ y ũ son las componentes del nuevo vector de desempeño aumentado. La

señal z̃ es la señal de la salida del sistema en lazo abierto después de pasar por el
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filtro pasa baja para priorizar la reducción de los efectos de la perturbación w sobre

la señal de salida z en la baja frecuencia. ũ es la señal en la entrada del sistema

en lazo abierto después de pasar por el filtro pasa alta y es incluido en el vector de

desempeño para evitar el fenómeno de Spillover de control (eliminar los componentes

de la señal de control en la alta frecuencia).

Del sistema en lazo abierto presentado en (4.19), (4.20) y (4.21), se tiene el

problema de otimización usado para la obtención de los controladores como es pre-

sentado a seguir.

4.3.4. Problema de otimización para el diseño de controlado res H∞

Reescribiendo las ecuaciones (4.19), (4.20) y (4.21) y considerando el vector

de estados aumentado xa = [x xu xp]
T y el vector de desempeño aumentado

za = [z̃ ũ]T se tiene

ẋa = Aaxa +Ba1w +Ba2u (4.22)

za = Ca1xa +Da11w +Da12u (4.23)

y = Ca2xa +Da21w (4.24)

Con el controlador lineal K por realimentación de salida presentado en las Ecua-

ciones (4.4) y (4.5) y el sistema aumentado presentado en las Ecuaciones (4.22),

(4.23) y (4.24), considerando Da22 = D22 = 0 sin pérdida da generalidad, pues las

matrices del controlador pueden ser reajustadas cuando la matriz Da22 6= 0 conforme

mostrado en [6,37], el sistema en lazo cerrado puede ser escrito como:
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ẋa

ẋc






=







Aa +Ba2DcCa2 Ba2Cc

BcCa2 Ac













xa

xc







+







Ba1 +Ba2DcDa21

BcDa21






w (4.25)

za =

[

Ca1 +Da21DcCa1 Da12Cc

]







xa

xc







+

[

Da11 +Da12DcDa21

]

w

(4.26)

Con esto, las matrices en lazo cerrado del sistema (4.25) y (4.26) pueden ser

reescritas como,

Ã =







Aa +Ba2DcCa2 Ba2Cc

BcCa2 Ac







B̃ =







Ba1 +Ba2DcDa21

BcDa21







C̃ =

[

Ca1 +Da21DcCa1 Da12Cc

]

D̃ =

[

Da11 +Da12DcDa21

]

con la matriz de transferencia definida como:

Tzaw(s) = C̃(sI− Ã)−1B̃+ D̃ (4.27)

Esta matriz de transferencia (4.27) es usada en el problema (4.9) de la siguiente

forma:
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Encontrar un controlador K(s), para γ > 0, de forma que

min γ

sujeto a ‖Tzaw‖∞ < γ

(4.28)

con Tzw(s) estable.

La solución de este problema de optimización permite obtener el controlador H∞

de orden completa considerando las características en frecuencia impuestas por las

funciones de ponderación, osea, el controlador obtenido buscará minimizar los efectos

de las entradas de perturbación en la baja frecuencia sin presentar componentes

espectrales en alta frecuencia en la salida del controlador.

4.4. Desigualdades matriciales lineales para el diseño de

controladores H∞ de orden completa

Los problemas de optimización presentados en (4.9) y (4.28) (problemas con

similar característica de solución) usados para el diseño de controladores de orden

completa pueden ser solucionado usando una herramienta matemática conocida co-

mo desigualdades matriciales lineales (LMI) del inglés Linear Matrix Inequalities. En

esta sección se mostrará la transformación del problema de optimización presentado

en (4.9) en un problema de optimización convexa con restricciones en la forma de

LMI. En ese contexto, será presentado una breve explicación sobre las LMI a seguir.

4.4.1. Breve reseña sobre las LMI

La primera presentación de las desigualdades matriciales lineales de sistemas

dinámicos fue realizada por Lyapunov en 1890 para definir lo que se conoce como
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la teoría de Lyapunov. El mostró que la ecuación diferencial ẋ = Ax es estable si y

solamente si existe una matriz Q = QT de modo que para Q > 0 se tiene

ATQ+QA < 0 (4.29)

El desarrollo de las LMIs como herramienta para problemas en ingeniería de

control tuvo todo un proceso de estudio y búsqueda de técnicas de solución. Por cer-

ca de 1940 Lur’e, Postnikov, junto con otros investigadores aplicaron por primera vez

los métodos de Lyapunov para problemas de estabilidad, obteniendo LMIs que fue-

ron resueltas analíticamente, con una gran limitación para sistemas de orden mayor.

Para tratar esa limitación, en 1960 Yakubovich, Popov y Kalman, usando lo que se

conoce como el Lema Real Positivo, propusieron soluciones gráficas, lo que derivó

en el famoso criterio de Popov. Posteriormente en torno de 1970 se descubrió que las

LMIs presentadas en el Lema Real Positivo, podian también, ser resueltas por ciertas

ecuaciones de Ricatti (ARE). A partir de eso, las LMIs derivadas de la teoría de control

pasaron a ser tratadas como problemas de otimização convexa [4]. En la actualidade,

existen programas computacionales especializados en la solución de problemas de

optimización basadas en LMIs [40,44].

4.4.2. Definición de LMI

Una desigualdad matricial lineal es una restricción convexa de la siguiente forma:

F(x) := F0 + x1F1 + ...+ xnFn > 0 (4.30)
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donde, el conjunto

{
x : F(x) > 0

}
(4.31)

es un conjunto convexo. En este caso, xi ∈ ℜn son las variables de optimización,

Fi ∈ ℜm×m son matrices simétricas conocidas. Note que si F(x) > 0 significa que

F(x) debe ser definida positiva para todo x, osea, pTF(x)p > 0 para todo vector

p 6= 0 . Si un problema de control puede ser formulado en la forma de LMIs y generar

un problema de optimización convexa, se garantiza encontrar una solución si existiera

alguna.

4.4.3. Lema del Limite Real

El Lema del Limite Real (ver [42, 47]) es importante en el diseño de controlado-

res H∞ pues permite convertir el problema de minimización de la norma H∞ en un

problema de optimización convexa en la forma de LMIs. Para la presentación del lema

se define el siguiente sistema padrón lineal:

ẋ = Ax+Bw (4.32)

z = Cx+Dw (4.33)

La matriz de transferencia entre la entrada y la salida es definida como:

T(s) =
z(s)

w(s)
= C(sI−A)−1B+D

El Lema del Limite Real es definido como sigue:
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Lema. La desigualdade ‖T(s)‖∞ < γ es satisfecha si y solamente si existiese una

matriz simétrica Γ de modo que











ATΓ+ ΓA ΓB CT

BTΓ −γI DT

C D −γI











< 0 (4.34)

Este Lema puede ser probado como descrito a seguir.

Es posible escribir, de la definición de norma H∞, que

||T(s)||2
∞

= λmax(T
∗(jw)T(jw))

o aún,

||T(s)||2
∞

= máx
w∗(jw)T∗(jw)T(jw)w(jw)

w(jw)∗w(jw)
= máx

z∗(jw)z(jw)

w(jw)∗w(jw)
≥ ||z||2

||w||2

Recordando que ||T(s)||∞ < γ y usando la definición de norma L2 (ver Apéndi-

ce A). Luego,

||z||2
||w||2

< γ2 ⇒ zT (t)z(t)− γ2wT (t)w(t) < 0 (4.35)

Del criterio de estabilidad de Lyapunov (ver Apéndice A) se escribe que

ẋTQx+ xTQẋ < 0 (4.36)

Combinando (4.35) y (4.36) se tiene

ẋTQx+ xTQẋ+ zT z− γ2wTw < 0 (4.37)
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Substituyendo las Ecuaciones (4.32) y (4.33) en (4.37) se tiene

(Ax+Bw)TQx+ xTQ(Ax+Bw) + (Cx+Dw)T (Cx+Dw)− γ2wTw < 0

que puede ser escrita matricialmente como:







xT

wT













ATQ+QA+CTC QB+CTD

BTQ+DTC −γ2I+DTD













x

w






< 0

Y que lleva a la siguiente condición matricial







ATQ+QA+CTC QB+CTD

BTQ+DTC −γ2I+DTD






< 0

o también







ATQ+QA QB

BTQ −γ2I






−







CT

DT






[C D] < 0 (4.38)

Multiplicando (4.38) por γ−1 se obtiene







ATQγ−1 + γ−1QA γ−1QB

BTQγ−1 −γI






−







CT

DT






γ−1 [C D] < 0 (4.39)

Substituyendo Γ = Qγ−1 y aplicando el complemento de Schur en (4.39) se tiene











ATΓ+ ΓA ΓB CT

BTΓ −γI DT

C D −γI











< 0 (4.40)
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para mas detalle con el uso de complemento de Schur ver Apéndice A.

4.4.4. Controlador H∞ por realimentación de salida via LMI

En esta sección es formulado el problema de minimizar la norma H∞ sujeto a

restricciones en la forma de LMI para la planta P presentado en las Ecuaciones (4.1),

(4.2) y (4.3) usando un controlador dinámico de orden completa por realimentación

de salida.

Para efectos de un mejor entendimiento se escribe nuevamente las ecuaciones

de la planta P como sigue:

ẋ = Ax+B1w +B2u (4.41)

z = C1x+D11w +D12u (4.42)

y = C2x+D21w +D22u (4.43)

Y el controlador lineal dinámico K dado por:

ẋc = Acxc +Bcy (4.44)

u = Ccxc +Dcy (4.45)

Con base en el sistema de la Figura 4.1 es posible obtener el sistema controlado

conforme sigue.

Substituyendo (4.43) en (4.45) se tiene

u = Ccxc +Dc(C2x+D21w +D22u)

(I−DcD22)u = Ccxc +DcC2x+DcD21w
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y aislando u se tiene

u = (I−DcD22)
−1

Ccxc + (I−DcD22)
−1

DcC2x+ (I −DcD22)
−1

DcD21w

u = NCcxc +NDcC2x+NDcD21w (4.46)

con N = (I−DcD22)
−1.

Substituyendo (4.46) en la Ecuación (4.41) se obtiene

ẋ = Ax+B1w +B2(NCcxc +NDcC2x+NDcD21w)

= (A+B2NDcC2)x+B2NCcxc + (B1 +B2NDcD21)w (4.47)

De la misma forma la Ecuación (4.42) puede ser reescrita como:

z = C1x+D11w +D12(NCcxc +NDcC2x+NDcD21w)

o también

z = (C1 +D12NDcC2)x+D12NCcxc + (D11 +D12NDcD21)w (4.48)

Substituyendo (4.43) y (4.46) en (4.44) se tiene

ẋc = Acxc +Bc(C2x+D21w +D22u)

ẋc = Acxc +BcC2x+BcD21w +BcD22(NCcxc +NDcC2x+NDcD21w)

ẋc = (BcC2 +BcD22NDcC2)x+ (Ac +BcD22NCc)xc + · · ·

· · ·+ (BcD21 +BcD22NDcD21)w (4.49)
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Las Ecuaciones (4.47), (4.48) y (4.49) pueden ser agrupadas matricialmente,

caracterizando la representación general del sistema controlado, o sistema en lazo

cerrado, como:









ẋ

ẋc









=









A+B2NDcC2 B2NCc

BcC2 +BcD22NDcC2 Ac +BcD22NCc

















x

xc









+









B1 +B2NDcD21

BcD21 +BcD22NDcD21









w

z = [C1 +D12NDcC2 D12NCc]









x

xc









+ [D11 +D12NDcD21]w

(4.50)

Finalmente, las matrices del sistema en lazo cerrado son:

Ã =







A+B2NDcC2 B2NCc

BcC2 +BcD22NDcC2 Ac +BcD22NCc







(4.51)

B̃ =







B1 +B2NDcD21

BcD21 +BcD22NDcD21







(4.52)

C̃ = [C1 +D12NDcC2 D12NCc] (4.53)

D̃ = D11 +D12NDcD21 (4.54)

4.4.5. Adaptación de las matrices del controlador para el ca so D22 = 0

Es mas simple matemáticamente y computacionalmente diseñar el controlador

con D22 = 0 y después corregirlo para el caso de D22 6= 0.
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Sea el sistema en lazo cerrado considerando D22 = 0 como se muestra:







ẋ

ẋc






=







A+B2DcC2 B2Cc

BcC2 Ac













x

xc






+







B1 +B2DcD21

BcD21






w (4.55)

z = [C1 +D12DcC2 D12Cc]







x

xc






+ [D11 +D12DcD21]w (4.56)

con las matrices en lazo cerrado descritas como:

Ã =







A+B2DcC2 B2Cc

BcC2 Ac







(4.57)

B̃ =







B1 +B2DcD21

BcD21







(4.58)

C̃ = [C1 +D12DcC2 D12Cc] (4.59)

D̃ = D11 +D12DcD21 (4.60)

Es posible hacer un reajuste del controlador diseñado, para casos D22 6= 0, con-

forme descrito a seguir.

Considere el sistema P̂ dado por

ẋ = Ax+B1w +B2u (4.61)

z = C1x+D11w +D12u (4.62)

ŷ = C2x+D21w (4.63)
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Considere el controlador K̂ correspondiente al caso D22 = 0 dado por

ẋc = Âcxc + B̂cŷ (4.64)

u = Ĉcxc + D̂cŷ (4.65)

Comparando el sistema P con el sistema P̂ se verifica que

y = ŷ+D22u

o también

ŷ = y−D22u (4.66)

Substituyendo la Ecuación (4.66) en (4.64) y (4.65) del controlador se obtiene

ẋc = Âcxc + B̂cŷ = Âcxc + B̂c(y −D22u) (4.67)

u = Ĉcxc + D̂cŷ = Ĉcxc + D̂c(y −D22u) (4.68)

Aislando u en la Ecuación (4.68) se tiene

(I+ D̂cD22)u = Ĉcxc + D̂cy

o aún

u = (I + D̂cD22)
−1

Ĉcxc + (I+ D̂cD22)
−1

D̂cy (4.69)
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Substituyendo (4.69) en la Ecuación (4.67) se tiene

ẋc = Âcxc + B̂cy − B̂cD22u

ẋc = Âcxc + B̂cy − B̂cD22[(I+ D̂cD22)
−1

Ĉcxc + (I+ D̂cD22)
−1

D̂cy]

ẋc = [Âc − B̂cD22(I+ D̂cD22)
−1

Ĉc]xc + [B̂c − B̂cD22(I+ D̂cD22)
−1

D̂c]y (4.70)

Consecuentemente, las matrices de estado del controlador para el caso de

D22 6= 0, en función de las matrices del controlador K̂, pueden ser escritas de (4.69)

y (4.70) como:

Ac = Âc − B̂cD22(I+ D̂cD22)
−1

Ĉc

Bc = B̂c − B̂cD22(I+ D̂cD22)
−1

D̂c

Cc = (I+ D̂cD22)
−1

Ĉc

Dc = (I+ D̂cD22)
−1

D̂c

Es considerado en este trabajo, para efectos de solución del problema de op-

timización (4.9), que la matriz Dc = 0. Esto corresponde al caso de controladores

propios. Por lo tanto, las matrices del controlador para este caso son:

Ac = Âc − B̂cD22Ĉc (4.71)

Bc = B̂c (4.72)

Cc = Ĉc (4.73)

Dc = 0 (4.74)
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4.4.6. Problema de Control H∞

Sea un sistema controlado (lazo cerrado) descrito por la siguiente ecuación:

˙̃x = Ãx̃+ B̃w (4.75)

z = C̃x̃+ D̃w (4.76)

donde las matrices Ã, B̃, C̃ y D̃ dependen de las matrices de la planta y de las

matrices del controlador, como fue mostrado en la sección anterior.

El problema de control H∞ consiste en determinar el controlador que minimiza

la norma H∞ del sistema en lazo cerrado, osea, el controlador K que resuelve el

problema de optimización presentado en (4.9) (sin filtros de ponderación) o (4.28) (con

filtros de ponderación). Usando el Lema del Limite Real y con auxilio del complemento

de Schur, el problema de optimización es descrito como:

min µ

sujeito a











ÃT P̃+ P̃Ã P̃B̃ C̃T

B̃T P̃ −I D̃T

C̃ D̃ −µI











< 0

P̃ > 0

(4.77)

El problema de optimización (4.77) presenta términos no lineales en su formula-

ción, como es el caso del término P̃Ã, haciendo imposible el uso de las LMIs. Aunque,

este problema puede ser linealizado usando transformaciones de variables para eli-

minar los términos no lineales, como es detallado a seguir.

La matriz P̃ simétrica puede ser escrita como:
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P̃ =







X UT

U X̂






, P̃−1 =







Y VT

V Ŷ







donde las matrices X, Y, X̂ e Ŷ son simétricas.

Se verifica lo siguiente:

P̃P̃
−1

=







X UT

U X̂













Y VT

V Ŷ






=







XY +UTV XVT +UT Ŷ

UY + X̂V UVT + X̂Ŷ






=







I 0

0 I







P̃−1P̃ =







Y VT

V Ŷ













X UT

U X̂






=







YX+VTU YUT +VT X̂

VX+ ŶU VUT + ŶX̂






=







I 0

0 I







Se define la matriz de transformación Ξ dada por

Ξ =







Y I

V 0







Es posible aplicar la siguiente transformación de congruencia (ver Apéndice A)

en la matriz P̃, es decir,

P̃ > 0 ⇒ ΞT P̃Ξ > 0

y substituyendo los valores de las respectivas matrices se obtiene







Y VT

I 0













X UT

U X̂













Y I

V 0






=







Y I

I X






> 0 (4.78)

Realizando una transformación de congruencia en la restricción (4.77) del pro-

blema H∞ se tiene:
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ΞT 0 0

0 I 0

0 0 I





















ÃT P̃+ P̃Ã P̃B̃ C̃T

B̃T P̃ −I D̃T

C̃ D̃ −µI





















Ξ 0 0

0 I 0

0 0 I











< 0

llegando a la siguiente expresión











ΞT (ÃT P̃+ P̃Ã)Ξ ΞT P̃B̃ ΞT C̃T

B̃T P̃Ξ −I D̃T

C̃Ξ D̃ −µI











< 0 (4.79)

Los términos de la desigualdad (4.79) pueden ser reescritos a través de variables

auxiliares para eliminar aquellas que causan no linealidades. Para este fin son usadas

las matrices en lazo cerrado mostradas en (4.57), (4.58), (4.59) y (4.60). Los términos

son reescritos conforme se presenta a seguir.

1. Término C̃Ξ

C̃Ξ = [(C1 +D12DcC2)Y +D12CcV C1 +D12DcC2]

C̃Ξ = [C1Y +D12F C1 +D12DcC2]

con

F = DcC2Y +CcV, o también Cc = (F−DcC2Y)V−1 (4.80)

2. Término B̃T P̃Ξ

B̃T P̃Ξ = [B1
T +D21

TDc
TB2

T B1
TX+D21

T (Dc
TB2

TX+Bc
TU)]
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B̃T P̃Ξ = [B1
T +D21

TDc
TB2

T B1
TX+D21

TLT ]

con

LT = Dc
TB2

TX+Bc
TU, o también Bc = (UT )−1(L−XTB2Dc) (4.81)

3. Término ΞT P̃ÃΞ

Ξ
T
P̃ÃΞ =









AY +B2F A+B2DcC2

XAY +XB2F+U
T
BcC2Y +U

T
AcV XA+XB2DcC2 +U

T
BcC2









ΞT P̃ÃΞ =







AY +B2F A+B2DcC2

M XA+ LC2







con: M = XAY +XB2F+UTBcC2Y +UTAcV

o aún,

Ac = (UT )−1(M−XAY −XB2F−UTBcC2Y)V−1 (4.82)

Substituyendo los términos con los respectivos cambios de variable en la expre-

sión (4.79), se obtiene la nueva matriz de restricción linealizada como se muestra en

(4.84).

Finalmente, el problema de la síntesis del controlador H∞ de orden completa se

transforma en el siguiente problema de optimización convexa.

minimizar µ

sujeto a (4.84)

(4.78)

(4.83)
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con las variables de optimización µ, X, Y, F, L y M, que permiten obtener las matri-

ces Ac, Bc, Cc del controlador conforme (4.80), (4.81) y (4.82).

4.5. Comentarios finales

Este Capítulo tuvo por finalidad presentar la síntesis de controladores H∞ de

orden completa con la inclusión de funciones de ponderación como un problema de

optimización en el dominio de la frecuencia. La síntesis de controladores H∞ inclu-

yendo las funciones de ponderación buscan minimizar el mayor pico de la respuesta

en frecuencia del sistema controlado en una región de frecuencia de interés evitan-

do el fenómeno de Spillover de control. El problema de optimización presentado en

(4.28) fue basado en el problema H∞ óptimo, donde se resalta que el abordaje del

control H∞ es para sistemas por realimentación de salida. Finalmente, es mostrada la

tranformación de la síntensis del problema de control H∞ , problemas de optimización

(4.9) o (4.28), en un problema de optimización convexa via LMI para la obtención de

controladores de orden completa. La síntesis presentada en este Capítulo es usada

en el próximo Capítulo para presentar un método de diseño de obtención directa de

controladores H∞ de orden reducida.
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AY +B2F+YAT + FTB2
T A+B2DcC2 +MT B1 +B2DcD21 YC1

T + FTD12
T

M+AT +C2
TDc

TB2
T XA+ LC2 +ATX+C2

TLT XB1 + LD21 C1
T +C2

TDc
TD12

T

B1
T +D21

TDc
TB2

T B1
TX+D21

TLT −I D11
T +D21

TDc
TD12

T

C1Y +D12F C1 +D12DcC2 D11 +D12DcD21 −µI






< 0 (4.84)



Capítulo 5

SÍNTESIS DE OBTENCIÓN DIRECTA DE

CONTROLADORES H∞ DE ORDEN REDUCIDA

En este Capítulo es presentada primeramente, una introducción sobre algunos

problemas que pueden surgir en la implementación de controladores de orden com-

pleta de estructuras flexibles. Sobre ese foco, es mencionado un abordaje usado y

existente en la literatura para diseñar controladores de orden menor. Seguidamente,

es presentado un método de diseño de obtención directa de controladores H∞ de

orden reducida. La síntesis está basada en un problema de optimización de controla-

dores H∞ presentada en el Capítulo 2 donde es incluida la información sobre el orden

del controlador deseado. Finalmente, es presentado un abordaje usando algoritmos

genéticos para la solución del problema de optimización propuesto.

5.1. Introducción

El diseño de controladores de orden completa usado en modelos de plantas de

orden elevada lleva a la obtención de controladores de orden elevada. Este abordaje

puede producir atrasos en el funcionamiento físico de los controladores llevando al

uso de hardwares más complejos. Para tratar este problema es sugerido el uso de
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controladores de orden reducida (orden k). Estos controladores son de orden menor

que del modelo de la planta, k < n, y pueden llevar a un menor costo de hardware y

menores tiempos de procesamiento.

La síntesis de controladores de orden reducida es caracterizada por ser un pro-

blema de optimización no convexa. En ese contexto, existen abordajes que aproximan

el problema no convexo a un problema de optimización convexa. Un abordaje, según

esa línea, es el método de diseño de controladores de orden reducida propuesta por

Apkarian y Tuan en [1] y es basado en la combinación del método Lagrangiano Au-

mentado y las LMI. El método busca resolver el problema de optimización basado

en la minimización de la función objetivo representado por la norma H∞ del sistema

controlado sujeta a tres restricciones en la forma de LMI y una restricción no convexa

de inversión matricial. En la solución de este problema de optimización, la restricción

no convexa es incluida en la función Lagrangiana Aumentada. Las restricciones en la

forma de LMI son mantenidas explícitas, explotando las ventajas de las herramientas

computacionales de programación semi-definida. La función Lagrangiana Aumentada

es sucesivamente minimizada sujeta a restricciones LMI, envolviendo actualizacio-

nes de los parámetros de penalidad y multiplicadores de Lagrange como es discutido

en [1,39]. Una explicación mas detallada sobre esta formulación de los métodos con-

juntos de las LMI y el Lagrangiano Aumentado puede ser encontrado en [1].

En este trabajo es presentada con mas detalle una síntesis de obtención directa

de controladores de orden reducida basadas en la solución del problema de optimi-

zación mostrado en la Ecuación (4.9). Esta síntesis considera que los controladores

están en la forma canónica modal. Este método reduce el número de variables des-

conocidas debido a la estructura predeterminada de los controladores. El controlador
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lineal mostrado en (4.5) puede ser de orden k ≤ n, donde cada elemento de las

matrices del controlador es una variable de optimización a ser encontrada.

El método presentado en este trabajo está basado en la solución directa del pro-

blema de optimización no convexo usando algoritmos genéticos. En ese contexto, no

hay necesidad de realizar transformaciones o aproximaciones de la síntesis propues-

ta a un problema de optimización convexo. Vale resaltar que este método de diseño

fue propuesto por primera vez por la autora de esta tesis en [8] y sera explicado con

mas detalle a continuación.

5.2. Síntesis de controladores de orden reducida en la for-

ma canónica modal

El diseño de controladores H∞ de orden reducida puede estar basado en la

solución del problema de optimización presentado en la Ecuación (4.9). El controlador

lineal presentado en (4.5) puede ser de orden reducida k < n donde cada elemento

de las matrices del controlador es una variable de optimización a ser encontrada.

Este enfoque es basado en la obtención de controladores de orden reducida en

la forma canónica modal [17, 27]. El controlador será obtenido considerando directa-

mente sus características en frecuencia y amortiguamiento como se explica a seguir.

Para definir de forma simple las variables de optimización, la forma canónica

modal en espacio estados del controlador puede ser obtenido usando la siguiente

transformación:

xc = ΦxM,

donde Φ representa la matrix de transformación modal que relaciona el vector original
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de espacio estados xc con el vector modal de espacio estados xM. Usando esta

transformación en la Ecuación (4.5), el controlador K(s) puede ser reescrito como:







ẋM

u






=







AM BM

CM DM













xM

y







(5.1)

donde 





AM BM

CM DM






=







Φ−1AcΦ Φ−1Bc

CcΦ Dc







(5.2)

La matriz de transformación modal, Φ, contiene los autovalores de la matriz Ac

y puede ser calculado resolviendo el problema de autovalor, AcΦ = ΦΛ, donde Λ

es la matriz diagonal compuesta por los autovalores de Ac. Con estas consideracio-

nes, el controlador será obtenido considerando directamente sus características en

frecuencia y amortiguamiento como explicado a seguir.

La matriz de estados Ac del controlador lineal K(s) descrito en (4.5) puede ser

presentado como un bloque matricial diagonal, también conocido como forma canóni-

ca diagonal de Jordan [27,36]. El controlador puede presentar pares de polos, para un

factor de amortiguamiento ξi y una frecuencia natural no amortecida wni con respecto

al modo de vibrar i del controlador, definidos como:

s1,2;i = −ξiwni ± jwni

√

1− ξ2i (5.3)

Cuando 0 < ξi < 1 los polos s1,2;i representan pares complejos conjugados, ya

cuando ξi ≥ 1 representan pares de polos reales obtenidos como:

s1,2;i = −ξiwni ± wni

√

ξ2i − 1 (5.4)
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Siguiendo la forma modal del controlador, la matriz AM es caracterizada en for-

ma diagonal como:

AM = diag(Am1,Am2,Am3, ...,Aml, λq1, λq2, λq3, ..., λqr)

donde l es el número de pares de polos complejos conjugados del controlador. r

es el número de polos reales del controlador. Ami es una matriz de orden 2 × 2

caracterizada por un par de polos complejos conjugados presentado en (5.3). λqr es

un autovalor real (ξi ≥ 1) del controlador obtenido de (5.4). La matriz Ami es dada

por:

Ami =







−ξiwni wni

√

1− ξ2i

−wni

√

1− ξ2i −ξwni







i

(5.5)

Usando (5.5) las matrices en espacio estado del controlador de orden k pueden

ser escritas como:

AM =








































Am1 0 0 · · · 0

0 Am2 0 · · · 0

0 0 Am3 · · · 0

...
...

...
. . . 0

0 0 0 · · · Aml

0

0

λq1 0 0 · · · 0

0 λq2 0 · · · 0

0 0 λq3 · · · 0

...
...

...
. . . 0

0 0 0 · · · λqr
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BM =
























β1,1 β1,2 · · · β1,j

β2,1 β2,2 · · · β2,j

β3,1 β3,2 · · · β3,j

...
... · · · ...

βk−1,1 βk−1,2 · · · βk−1,j

βk,1 βk,2 · · · βk,j
























, CM =















c1,1 c1,2 c1,3 c1,4 c1,5 · · · c1,k

c2,1 c2,2 c2,3 c2,4 c2,5 · · · c2,k

...
...

...
...

... · · · ...

ci,1 ci,2 ci,3 ci,4 ci,5 · · · ci,k















DM =















d1,1 d1,2 · · · d1,j

d2,1 d2,2 · · · d2,j

...
... · · · ...

di,1 di,2 · · · di,j















donde j e i son los números de señales de entrada y de salida del controlador res-

pectivamente. La orden del controlador es k = 2l + r.

Debido a que la matriz de estados del controlador AM presenta una forma matri-

cial diagonal permite la reducción del número de variables desconocidas en el diseño

del controlador de orden reducida.

Considerando el esquema del sistema en lazo cerrado según mostrado en la

Figura 4.1 para la planta P y el controlador de orden reducida K el sistema en lazo

cerrado Tzw(P,K) puede ser reescrito en la forma compacta [47] como:

Tzw(P,K) =







Acl Bcl

Ccl Dcl







(5.6)

Para el proceso de síntesis del controlador H∞, será considerada la estructura

en la forma canónica modal para el controlador de orden reducida, K, en el sistema
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en lazo cerrado presentado en la Ecuación (5.6).

El problema de optimización para la obtención de los controladores de orden re-

ducida en la forma canónica modal puede ser escrito usando el problema H∞ óptimo

presentado en (4.9) como:

minξp,w
p
n,βk,j ,ci,k,di,j

‖Tzw‖∞

sujeto a max(real(λ(AM)))< ǫ1

max(real(λ(Acl)))< ǫ2

‖Tzw‖∞ < ‖Pzw‖∞

(5.7)

donde p representa el número total de polos del controlador. Este problema de opti-

mización es resuelto usando los algoritmos genéticos.

Una ventaja de este método es que permite limitar el comportamiento del con-

trolador en una región de frecuencia deseada y permite restringir el factor de amorti-

guamiento de forma simple incluyendo las siguientes restricciones:

ξo < ξp < ξf (5.8)

wno < wp
n < wnf (5.9)

donde ξo es el factor de amortiguamiento mínimo deseado, ξf el factor de amortigua-

miento máximo deseado, wno la frecuencia natural mínima deseada y wnf la frecuen-

cia natural máxima deseada. La inclusión de estas restricciones dentro del problema

de optimización permite, implícitamente, ubicar los polos del controlador dentro de

una región de interés como se muestra en la Figura 5.1.

Estas restricciones permiten priorizar directamente la minimización de la norma
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Imag

Real
Región deseada
del controlador

ξo (amortiguamiento mínimo)

wno (frecuencia natural
mínima)

wnf (frecuencia natural
máxima)

Figura 5.1: Región deseada de los polos del controlador de orden reducida en el plano
complejo - controlador en la forma canónica modal.

H∞ del sistema controlado en una región de frecuencia deseada.

5.3. Estructura de los algoritmos genéticos para el diseño

de controladores H∞ de orden reducida

Este trabajo usa el toolbox de MATLAB a través de la función ga [32] para imple-

mentar el algoritmo genético que resolverá la síntesis mostrada en (5.7). La función

ga del MATLAB puede resolver problemas de optimización restrictas como irrestricta

y ofrece opciones de configuración para seleccionar las características del algoritmo

como son la población inicial, función selección, función mutación, función cruzamien-

to, etc.

El problema de optimización presentada en (5.7) es resuelta usando ga. Las

características del algoritmo de solución para el diseño de controladores H∞ de orden

reducida es mostrado en la Tabla 5.1.

Con esta estructura para los GA, el problema de optimización para minimizar la

norma H∞ del sistema en lazo cerrado con las restricciones especificadas puede ser



75

Tabla 5.1: Características de los GA para el diseño de controladores H∞ de orden
reducida.

Elementos de ga Representación
Función Aptitud ‖Tzw‖∞

Función restricción máx(real(λ(AM)))< 0
máx(real(λ(Acl)))< 0

ξo < ξp < ξf
wno < wp

n < wnf

Individuos [ξp, w
p
n, βk,j, ci,k, di,j ]

Función selección @selectionstochunif
Función cruzamiento @crossoverscattered

Función mutación [@mutationgaussian] [1] [1]
Número de hijos élite 2

resuelto usando el siguiente algoritmo.

5.3.1. Algoritmo de solución para el diseño de controladore s H∞ de or-

den reducida

El algoritmo de solución usando GA mostrado en la Figura 5.2 puede ser resu-

mido como sigue:

1. El modelo de la planta es determinado;

2. El orden fijo k del controlador a ser diseñado es definido. El número de variables

de optimización desconocidos (nvar) es calculado como:

nvar = η(k, nu, ny) = nk(ny + nu + 1) + nuny (5.10)

donde nu es el número de entradas de control de la planta y ny es el número de

salidas medidas de la planta;

3. Las funciones de ponderación, Wp y Wu, son diseñados y el modelo de la

planat aumentada es formado;
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4. Definición de los parámetros del GA como la población inicial (Popo), la cual

contiene los valores iniciales de las variables de optimización desconocidas del

controlador, número de generaciones, porcentaje de cruzamiento, criterios de

convergencia, etc;

5. El contador de iteraciones es inicializado, gen = 1;

6. La función aptitud, ‖Tzw‖∞, es evaluada para esta iteración;

7. El problema de optimización presentado en la Ecuación (5.7) es resuelto usando

GA;

8. Si el criterio de convergencia es satisfecho y las condiciones de desempeño y

estabilidad del sistema controlado es logrado, el controlador de orden reducida

es obtenido; Si no la siguiente población es creada formada por hijos élite, hijos

cruzamiento e hijos mutación, gen = gen + 1, y regresar al paso 6.

Con la implementación computacional de este algoritmo los controladores H∞

de orden reducida pueden ser diseñados.

5.4. Comentarios finales

Este Capítulo presentó una alternativa de síntesis de controladores H∞ de or-

den reducida. Los controladores son obtenidos directamente de la solución de un

problema de otimización no convexa usando algoritmos genéticos. La síntesis es ca-

racterizada por considerar directamente en la formulación una estructura matricial

específica del controlador (forma canónica modal). Una característica de esta sínte-

sis es que permite al proyectista ubicar los polos del controlador de forma simple en

una región deseada reduciendo el espacio de búsqueda del controlador de solución



77

óptima. El abordaje mostrado es una alternativa cuando se desea implementar con-

troladores de bajo costo computacional o en situaciones donde existen limitaciones

de hardwares.
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Inicio

Fin

Determinación del
modelo de la planta

Orden de K = k

nvar = η(k, nu, ny)

Diseño de las funciones de ponderación, Wp y Wu

Si

gen = 1

Evaluación de la función aptitud, ‖Tzw‖
∞

Solución del problema

de optimización Ec. (5.7)

No

Definición de parámetros (GA):

Popo = rand, generación

criterios de convergencia, etc.

Criterio de convergencia
es satisfecho?

Crear la siguiente población
gen = gen + 1

Figura 5.2: Proceso de solución usando GA



Capítulo 6

RESULTADOS

Considere la siguiente viga flexible empotrada-libre como mostrada en la Figu-

ra 6.1, con módulo de elasticidad E = 70× 109 N/m2, altura de la sección transversal

b = 0, 032 m, base de la sección transversal: a = 0, 003 m, densidad ρ = 2880 Kg/m3

y amortiguamiento proporcional viscoso H = αK + βM, con α = 10−5, β = 10−5. K

es la matriz de rigidez y M es la matriz de masa.

Aplicación de la Aplicación de la
señal de control
como momento

perturbación
como momento

a

bA B C

Señal medida

(aceleración)

1, 05 m

0, 15 m 0, 25 m 0, 65 m

Figura 6.1: Distribución de la viga para el proceso de control

La viga presenta apenas el movimiento de flexión y es controlada a través de la

aplicación de un momento en el punto A. Una perturbación es aplicado en el punto B



80

en la forma de momento. En la extremo de la viga es colocado un sensor para medir la

aceleración del punto C. Para el proceso de síntesis y análisis no fueron considerados

los efectos de acoplamiento de los actuadores.

El objetivo es minimizar la vibración en el extremo de la viga en términos de

aceleración vertical. La aceleración en el extremo de la viga puede ser considerado

como señal de desempeño.

Para la obtención del modelo matemático, la viga es discretizada en 21 elemen-

tos finitos de Euler-Bernoulli y 22 nodos, con dos grados de libertad (GDL) en cada

nodo, como mostrado en la Figura 6.2. Los grados de libertad de la viga son numera-

dos en orden como indicado en la Figura 6.2.

nodo 1 nodo 2 nodo 3 nodo 4 nodo 21 nodo 22

1

2

3

4

5

6

7

8

41

42

43

44......

Figura 6.2: Grados de libertad de la viga empotrada-libre con 20 elementos finitos

En este ejemplo, el nodo 1 está empotrado, por lo tanto los grados de libertad 1

e 2 son nulos. El modelo de espacio estados de la viga es construído considerando

apenas los grados de libertad de 3 a 44.

De acuerdo con la posición de los nodos, la perturbación es aplicada en el nodo

6 (GDL 12), la señal de control es aplicada en el nodo 4 (GDL 8) de la viga y la señal

de aceleración vertical será medida en el nodo 22.

Con estas consideraciones, el modelo de espacio estados de la viga tiene 84

estados. El modelo de la planta de 42 GDL es obtenido a través del método de ele-

mentos finitos como fue presentado en el Capítulo 2.
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Para el proceso de diseño de los controladores son usados los dos modelos

siguientes:

Modelo de la planta “real”: es el modelo asumido para representar a la plan-

ta considerando algunas incertidumbres dinámicas. En este ejemplo es usado

para representar la planta con un número finito y suficiente de modos para ca-

racterizar el comportamiento de la planta en una región de interés.

Modelo de la planta nominal: es el modelo reducido asumido para representar a

la planta sin considerar las incertidumbres dinámicas. En este ejemplo es usado

para representar la planta con un número reducido de modos (menor que el

número de modos de la planta “real”) para ser usado en el proceso de diseño

de los controladores.

Considerando que el rango de frecuencia de interés es de 0 a 1000 Hz, el mo-

delo de la planta es truncado en siete modos de vibrar. Este modelo de 14 estados

es considerado aquí como la planta “real”. El modelo de la planta “real” truncado en

sus tres primeros modos de vibrar es considerado como el modelo de la planta no-

minal y es utilizado en el proceso de diseño del controlador. Los modelos reducidos

de la planta fueron obtenidos realizando una transformación diagonal modal en las

matrices de espacio estados de la planta y ordenando la matriz de estado de forma

ascendente en relación a las magnitudes de los autovalores. Finalmente, sobre este

modelo modal de la planta son eliminadas las componentes modales del vector de

estados correspondientes a los modos localizados fuera de la región de frecuencia de

interés para la obtención del modelo reducido.

La respuesta en frecuencia del modelo de la planta “real” y el modelo de la planta

nominal de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con respecto a la
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perturbación externa son presentados en la Figura 6.3.
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ÿ
/w

:
[N

.s
2
]−

1

Frecuencia [Hz]

FRF del sistema Aceleración/Torque

Planta nominal
Planta “real”

Figura 6.3: Función de respuesta en frecuencia (FRF) del modelo de la planta nominal
y del modelo de la planta “real”: aceleración - torque.

Para evaluar el desempeño del sistema controlado en la región de interés fue

aplicado una señal de perturbación externa en la forma de una barrida senoidal de

amplitud 0, 1 N y media cero, iniciando en 0, 1 Hz y terminando en 1000 Hz, en un

tiempo de barrida de 50 segundos con una frecuencia de muestreo de 10 kHz.

Los controladores de orden reducida son diseñados como fue explicado en el

Capítulo 5 y las variables que caracterizan el algoritmo de búsqueda son definidas

como se muestra a seguir.
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6.1. Diseño de controladores de orden reducida en la forma

modal

El problema de optimización presentado en la Ecuación (5.7), para el método

de controladores en la forma canônica modal, es resuelto usando la función ga del

Matlab considerando los parámetros ǫ1 = ǫ2 = 0.

Las opciones de configuración padrón de la función ga fueron usadas con los

siguientes cambios en los valores: Número máximo de generaciones permitidas (Ge-

neration=100), Tamaño de la población (PopulationSize=60), Tolerancia de la función

objetivo (TolFun=1e-8), tolerancia de las restricciones (TolCon=1e-8), población inicial

(InitialPopulation=aleatorio). Los otros parámetros fueron mantenidos con los valores

por defecto como mostrados en [32], estas informaciones caracterizan el algoritmo

de solución para el problema de optimización de los controladores de orden reducida

presentados en este trabajo. Estos parámetros fueron escogidos a través de varias

pruebas, donde los parámetros presentados fueron los adecuados para la obtención

de los 5 controladores de orden reducida diseñados.

En el diseño de los controladores fueron considerados los siguientes límites para

los modos del controlador:

0 < ξ < 5

0, 1 Hz < wn < 350 Hz

Con esas configuraciones del algoritmo, controladores de orden reducida de or-

den 4, 6, 8, 10 y 12 fueron diseñados.
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los controladores de orden reducida son diseñados usando los modelos reales y

nominales de la planta, como mostrados en las siguientes secciones.

6.1.1. Controladores de orden reducida usando la planta nom inal y fun-

ciones de ponderación

En esta sección, el modelo nominal de la planta y funciones de ponderación son

utilizados en el diseño de controladores de orden reducida. El modelo nominal es

usado para la obtención de los controladores de orden reducida en la forma canóni-

ca modal según explicado en el Capítulo 5. Los controladores son obtenidos usando

algoritmos genéticos y son probados en la planta “real” donde el siguiente par de fun-

ciones de ponderación de orden 3 fueron usados para evitar el fenómeno de spillover

de control:

Características del filtro pasa baja:

• Ganancia de paso Mp = 21 dB,

• Ganancia de atenuación ǫp = −14, 7 dB,

• Frecuencia de corte ωc = 600 rad/s,

• Amplitud del filtro A = 1000 y

• Orden del filtro k = 3.

Características del filtro pasa alta:

• Ganancia de paso Mp = 25, 7 dB,

• Ganancia de atenuación ǫp = −22, 5 dB,

• Frecuencia de corte ωc = 4500 rad/s,

• Amplitud del filtro A = 1000 y
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• Orden del filtro k = 3.

Con estas características las funciones de transferencia de los filtros de ponde-

ración son obtenidas según mostrados en (4.10) y (4.11). El diagrama de respuesta

en frecuencia del modelo de la planta nominal y el par de funciones de ponderación

pueden ser vistos en la Figura 6.4.
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Figura 6.4: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - Planta nominal y funciones de ponderación (filtro
pasa baja y filtro pasa alta).

Resaltase que, como la señal de excitación es formada por una barrida senoidal

lineal, existe una relación directa entre el vector de tiempo y el vector de la frecuencia

de excitación. En ese sentido, los gráficos de la respuesta temporal de la señal medida

serán expresadas en relación al vector de la frecuencia de excitación de la viga.

Con estas consideraciones los controladores diseñados son presentados en las

subsecciones siguientes.
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Controlador de orden reducida 4× 4

El controlador obtenido usando el método en la forma canónica modal, vía algo-

ritmos genéticos, de orden 4× 4 es:

Ac =















−66, 44 739, 4 0 0

−739, 4 −66, 44 0 0

0 0 −344, 7 706, 9

0 0 −706, 9 −344, 7















, Bc =















0, 6505

0, 3001

0, 2672

4, 857















Cc =

[

0, 6246 1, 311 0, 9507 −0, 2827

]

, Dc = 0

La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado y no

controlado son 5006 [N.s2]−1 y 8944 [N.s2]−1, respectivamente, como mostrado en la

Figura 6.5.

En la Figura 6.6 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

el controlador logró reducir en un 68, 07 % el mayor pico de respuesta de aceleración

del sistema no controlado.

Para el proceso de análisis será mostrado también el desplazamiento vertical del

extremo de la viga del sistema con y sin control. Este resultado es mostrado en la

Figura 6.7, donde se observa que el controlador logró una reducción del mayor pico

de desplazamiento vertical del sistema no controlado del 72, 50 %.
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Figura 6.5: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 4× 4.
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controlador de orden 4× 4
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Figura 6.7: Desplazamiento del extremo de la viga - sistema controlado y no controla-
do, controlador de orden 4× 4

Controlador de orden reducida 6× 6

El controlador obtenido usando el método en la forma canónica modal, vía algo-

ritmos genéticos, de orden 6× 6 es:

Ac =
























−664, 3 0 0 0 0 0

0 −614, 1 0 0 0 0

0 0 −159 0 0 0

0 0 0 −28, 65 0 0

0 0 0 0 −194, 1 763, 6

0 0 0 0 −763, 6 −194, 1
























, Bc =
























1, 299

−1, 597

1, 479

0, 9506

1, 244

3, 418
























Cc =

[

−0, 2861 2, 273 −0, 1877 0, 1334 1, 383 0, 408

]

, Dc = 0
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La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado es

5566 [N.s2]−1, como mostrado en la Figura 6.8.

En la Figura 6.9 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

el controlador logró reducir en un 73, 48 % el mayor pico de respuesta de aceleración

del sistema no controlado.

La Figura 6.10 muestra el desplazamiento vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. El sistema controlado logró una

reducción del mayor pico de respuesta de desplazamiento del 76, 33 % con respecto

al sistema no controlado.
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Figura 6.8: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 6× 6.
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Figura 6.9: Aceleración del extremo de la viga - sistema controlado y no controlado,
controlador de orden 6× 6
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Figura 6.10: Desplazamiento del extremo de la viga - sistema controlado y no contro-
lado, controlador de orden 6× 6
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Controlador de orden reducida 8× 8

El controlador de orden reducida obtenido, vía algoritmos genéticos, de orden

8× 8 es:

Ac =































−157, 1 1247 0 0 0 0 0 0

−1247 −157, 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −186, 9 0 0 0 0 0

0 0 0 −54, 86 0 0 0 0

0 0 0 0 −90, 06 140, 8 0 0

0 0 0 0 −140, 8 −90, 06 0 0

0 0 0 0 0 0 −603, 4 658, 4

0 0 0 0 0 0 −658, 4 −603, 4































,

Bc =

[

1, 302 1, 796 −0, 836 0, 4383 0, 6447 −0, 2912 0, 5385 2, 077

]T

Cc =

[

0, 1638 −0, 4891 0, 926 0, 4182 0, 7932 1, 351 2, 823 −0, 641

]

, Dc = 0

La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado es

5080 [N.s2]−1, como mostrado en la Figura 6.11.

En la Figura 6.12 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

el controlador logró reducir en un 84, 19 % el mayor pico de respuesta de aceleración

del sistema no controlado.

La Figura 6.13 muestra el desplazamiento vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. El sistema controlado logró una

reducción del mayor pico de respuesta de desplazamiento del 68, 13 % con respecto
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al sistema no controlado.
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Figura 6.11: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 8× 8.
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Figura 6.12: Aceleración del extremo de la viga - sistema controlado y no controlado,
controlador de orden 8× 8



93

0 200 400 600 800 1000
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5
x 10

−3

 

 

D
es

pl
az

am
ie

nt
o
[m

]

Frecuencia de excitación [Hz]

sin control
con control

Figura 6.13: Desplazamiento del extremo de la viga - sistema controlado y no contro-
lado, controlador de orden 8× 8

Un resumen de los principales resultados obtenidos de los 5 controladores dise-

ñados son mostrados en la Tabla 6.1. En esta tabla son presentados principalmente la

reducción de la norma H∞ del sistema controlado con respecto al sistema no contro-

lado en términos de aceleración en relación a la entrada de perturbación, cuanto fue

la reducción respectiva del segundo pico de resonancia (mayor pico de la planta real)

para el sistema controlado y el porcentaje de reducción de la magnitud del mayor pico

de aceleración. Además es mostrado el tiempo computacional de obtención de cada

uno de los controladores diseñados (tiempo de solución del problema de optimización

vía GA).

Para efectos de comparación será diseñado además un controlador de orden

completa (orden 12 × 12) via LMI. Estos resultados son importantes en este trabajo

pues permite comparar los resultados obtenidos usando el método de controladores

usando algoritmos genéticos con un método más tradicional basado en la estructura
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de las desigualdades matriciales lineales (LMI) como fue explicado en el Capítulo 4.

Las respuestas de aceleración del extremo de la viga de ambos métodos son mos-

trados en la Figura 6.14 y las respuestas de desplazamiento son mostrados en la

Figura 6.15.
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Figura 6.14: Aceleración del extremo de la viga - sistema controlado y no controlado,
método usando GA y método usando LMI, controlador de orden completa 12× 12

Algunos comentarios

Según la Tabla 6.1 se puede observar que el método de diseño de controladores

de orden reducida presentada en este trabajo fue capaz de diseñar 4 controladores

de orden reducida y un controlador de orden completa (orden 12) logrando minimizar

el mayor pico de resonancia de la planta garantizando la estabilidad del sistema con-

trolado. Se observa además que la mayor minimización de la norma H∞ del sistema

controlado fue obtenido por el controlador de orden 12. Analizando la minimización
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Figura 6.15: Desplazamiento del extremo de la viga - sistema controlado y no con-
trolado, método usando GA y método usando LMI, controlador de orden completa
12× 12

del mayor pico de respuesta en frecuencia del sistema no controlado (segundo pico

de resonancia), se puede ver que el controlador de orden 12 también obtuvo la mayor

reducción de este pico. Adicionalmente se observa que los tiempos computaciona-

les de obtención de los cinco controladores son aceptables permitiendo al diseñador

flexibilidad y rapidez en el ajuste adecuado de las funciones de ponderación. Vale

resaltar que, para el diseño de los 5 controladores fueron usados los mismos pares

de funciones de ponderación. Esto permite una reducción de tiempo en el proceso de

diseño y obtención de las funciones de ponderación adecuadas.

A nivel de análisis fueron mostrados los gráficos de desplazamiento del extremo

de la viga para los controladores diseñados. En estos gráficos se puede ver con más

claridad que los controladores de orden reducida lograron minimizar las amplitudes

de vibración de los mayores picos de respuesta del sistema sin control.

Por otro lado, para el controlador de orden 12, por ser un controlador de orden

completa, se trata de un problema de optimización convexa. Para la obtención de este
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controlador puede ser usado algún paquete de programación semi-definida (SDP). En

ese contexto, el método de diseño vía GA fue comparado con un método de obtención

de controladores de orden completa vía LMI tal como se explicó en el Capítulo 4. Para

este ejemplo se usaron los paquetes Yalmip y Sedumi para la solución del problema

de optimización vía LMI [40,44]. A partir de esta solución, en la Figura 6.14 puede ser

observado que la mayor minimización del segundo pico de resonancia fue obtenido

por el método de diseño vía GA. Además de eso, se puede notar que el método

usando GA presentó incrementos en algunos picos de resonancia. Este fenómeno

puede ser debido a que la información del mayor pico es la única que se llevo en

consideración en la función objetivo.
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Tabla 6.1: Resultados de los 5 controladores diseñados usando la planta nominal y funciones de ponderación vía algoritmos genéticos.

Orden Método de la forma canónica modal (GA)
del Norma infinito Reducción de Reducción del Reducción % Tiempo

controlador ‖Tzw‖∞ [N.s2]−1 ‖Tzw‖∞ [N.s2]−1 mayor pico [N.s2]−1 del mayor pico (aceler.) computacional [s]
12 × 12 3998 4947 7919 85, 30 1422

10 × 10 5500 3444 6967 71, 83 746

8× 8 5080 3864 7844 84, 19 351

6× 6 5566 3378 7084 73, 48 681

4× 4 5006 3938 6690 68, 07 732
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6.1.2. Controladores de orden reducida usando el modelo de l a planta

“real”

En esta sección el modelo de la planta “real” es usado directamente en el pro-

ceso de diseño de los controladores de orden reducida. En este abordaje de solución

no fue necesaria la inclusión de las funciones de ponderación, una vez que fueron

considerados todos los modos del modelo de la planta “real” en el proceso de diseño.

De la misma forma que en la sección anterior serán mostrados tres controlado-

res con mas detalle a través de resultados gráficos y el resumen total de los cinco

controladores será mostrado mediante una tabla. Los controladores diseñados son

presentados en las secciones siguientes.

Controladores de orden reducida 4× 4

El controlador de orden reducida vía algoritmos genéticos, de orden 4× 4 es

Ac =















−145, 9 952, 6 0 0

−952, 6 −145, 9 0 0

0 0 −1284 0

0 0 0 −400, 6















, Bc =















−0, 6813

1, 412

0, 9559

2, 712















,

Cc =

[

2, 388 0, 1901 0, 5934 0, 4577

]

, Dc = 0

La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado es

2590 [N.s2]−1, como mostrado en la Figura 6.16.

En la Figura 6.17 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto
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a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

el controlador logró reducir en un 64, 74 % el mayor pico de respuesta de aceleración

del sistema no controlado.

La Figura 6.18 muestra el desplazamiento vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. El sistema controlado logró una

reducción del mayor pico de respuesta de desplazamiento del 78, 05 % con respecto

al sistema no controlado.
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Figura 6.16: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 4× 4.
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Controlador de orden reducida 6× 6

El controlador obtenido usando el método en la forma canónica modal, vía algo-

ritmos genéticos, de orden 6× 6 es:

Ac =
























−181, 8 981, 1 0 0 0 0

−981, 1 −181, 8 0 0 0 0

0 0 −2786 0 0 0

0 0 0 −167, 7 0 0

0 0 0 0 −666, 3 694, 4

0 0 0 0 −694, 4 −666, 3
























, Bc =
























−0, 07074

1, 603

0, 2724

1, 292

2, 467

1, 245
























Cc =

[

3, 565 0, 08168 2, 414 0, 7169 −0, 9775 1, 487

]

, Dc = 0

La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado es

2507 [N.s2]−1, como mostrado en la Figura 6.19.

En la Figura 6.20 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

el controlador logró reducir en un 79, 47 % el mayor pico de respuesta de aceleración

del sistema no controlado.

La Figura 6.21 muestra el desplazamiento vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. El sistema controlado logró una

reducción del mayor pico de respuesta de desplazamiento del 85, 69 % con respecto

al sistema no controlado.
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Figura 6.19: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 6× 6.

0 200 400 600 800 1000
−800

−600

−400

−200

0

200

400

600

800

 

 

A
ce

le
ra

ci
ón

[m
/s

2
]

Frecuencia de excitación [Hz]

sin control
con control

Figura 6.20: Aceleración del extremo de la viga - sistema controlado y no controlado,
controlador de orden 6× 6
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Figura 6.21: Desplazamiento del extremo de la viga - sistema controlado y no contro-
lado, controlador de orden 6× 6

Controlador de orden reducida 8× 8

El controlador de orden reducida obtenido, vía algoritmos genéticos, de orden

8× 8 es:

Ac =































−5092 0 0 0 0 0 0 0

0 −326, 1 0 0 0 0 0 0

0 0 −2453 0 0 0 0 0

0 0 0 −284, 9 0 0 0 0

0 0 0 0 −1158 0 0 0

0 0 0 0 0 −252, 6 0 0

0 0 0 0 0 0 −266, 9 1001

0 0 0 0 0 0 −1001 −266, 9































Bc =

[

0, 5739 0, 3667 0, 5736 0, 3463 0, 8496 0, 1389 3, 281 0, 3774

]T

Cc =

[

−0, 4048 1, 069 0, 5449 2, 574 0, 8683 −0, 0391 −0, 4244 −0, 8735

]

, Dc = 0
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La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado es

2698 [N.s2]−1, como mostrado en la Figura 6.22.

En la Figura 6.23 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

el controlador logró reducir en un 72,83 % el mayor pico de respuesta de aceleración

del sistema no controlado.

La Figura 6.24 muestra el desplazamiento vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. El sistema controlado logró una

reducción del mayor pico de respuesta de desplazamiento del 71, 40 % con respecto

al sistema no controlado.
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Figura 6.22: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 8× 8.



105

0 200 400 600 800 1000
−800

−600

−400

−200

0

200

400

600

800

 

 

A
ce

le
ra

ci
ón

[m
/s

2
]

Frecuencia de excitación [Hz]

sin control
con control

Figura 6.23: Aceleración del extremo de la viga - sistema controlado y no controlado,
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Un resumen de los principales resultados obtenidos de los 5 controladores dise-

ñados son mostrados en la Tabla 6.2 con las mismas características que en la Sección

anterior.

Algunos comentarios

El método en la forma modal usando algoritmos genéticos logró diseñar 4 con-

troladores de orden reducida y un controlador de orden completa sin utilizar funciones

de ponderación consiguiendo minimizar el mayor pico de respuesta en frecuencia

del sistema en términos de aceleración y desplazamiento. Los GA lograron diseñar

controladores de forma a obtener un desempeño razonable en un corto tiempo de

procesamiento. En este caso fue el controlador de orden 10 el que obtuvo la mayor

minimización del mayor pico de resonancia de la planta (en términos de aceleración y

con respecto a la entrada de perturbación). En este enfoque, los controladores logra-

ron una mayor minimización de la norma H∞ que en el caso donde se usa la planta

nominal y funciones de ponderación para los controladores de orden 10 y 6. De la

misma manera que en la Sección anterior, algunos de los controladores diseñados

presentaron un aumento de amplitudes en algunos picos de resonancia de la planta.

Este problema puede ser tratado en trabajos futuros a través de la formulación de un

problema de optimización multiobjetivo, aumentando la robustez de los controladores.

6.2. Comentarios finales

Este capítulo presentó la implementación de un método de diseño de controlado-

res H∞ de orden reducida y aplicada a un modelo de una viga de aluminio empotrada

libre. El modelo matemático de la viga fue obtenido usando el método de elementos
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finitos considerando un amortiguamiento proporcional tal como fue mostrado en el

Capítulo 2. El método fue capaz de diseñar 4 controladores de orden reducida y un

controlador de orden completa usando el modelo de la planta nominal y funciones de

ponderación y 4 controladores de orden reducida y un controlador de orden completa

usando únicamente el modelo de la planta “real”. Estos resultados presentaron una

buena minimización de la norma H∞ en un corto tiempo de procesamiento.

Este Capítulo también mostró una comparación entre el método de la forma mo-

dal usando algoritmos genéticos y un método de diseño de controladores de orden

completa vía LMI. En esta comparación también se pudo ver que la solución obte-

nida por los algoritmos genéticos fue mejor en la minimización del segundo pico de

resonancia y cercanos a los resultados del método usando LMI para el resto de los

picos de resonancia. Una comparación y análisis mas detallada sobre el potencial de

los GA en el diseño de controladores de orden reducida es mostrada en el Apéndi-

ce B, donde se presenta una comparación con el método de programación secuencial

cuadrática SQP.

Finalmente, en el Apéndice C es presentado algunos resultados de la implemen-

tación experimental de este método de diseño de controladores de orden reducida en

la forma canónica modal usando algoritmos genéticos. Estos resultados fueron traba-

jados y presentados en [8] por la autora de esta tesis y solo alguno de ellos serán

mostrados en este trabajo para comprobar la valides de este método de diseño.
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Tabla 6.2: Resultados de los 5 controladores diseñados usando la planta “real” vía algoritmos genéticos.

Orden Método de la forma canónica modal (GA)
del Norma infinito Reducción de Reducción del Reducción % Tiempo

controlador ‖Tzw‖∞ [N.s2]−1 ‖Tzw‖∞ [N.s2]−1 mayor pico [N.s2]−1 del mayor pico (aceler.) computacional [s]
12 × 12 3126 5818 7643 81, 33 1051

10 × 10 2812 6123 8197 89, 21 1033

8× 8 2698 6246 7032 72, 83 875

6× 6 2507 6436 7507 79, 47 792

4× 4 2590 6354 6391 64, 74 532



CONCLUSIONES

La idea principal de este trabajo fue la implementación del método para el dise-

ño de controladores H∞ de orden reducida en la forma modal. Para la síntesis de los

controladores se presento un problema de optimización no convexo para garantizar

la estabilidad y un desempeño razonable del sistema. Seguidamente, se mostró un

enfoque de solución basado en la estructura de los algoritmos genéticos para la solu-

ción del problema de optimización no convexa. El proyecto explota las ventajas de los

algoritmos genéticos en la solución de problemas de optimización no convexos.

El método del controlador de orden reducida mostrado se aplicó al control activo

de vibraciones del modelo de una viga de aluminio empotrada libre. El objetivo en

este proyecto fue minimizar la vibración en el extremo de la viga en términos de la

aceleración vertical sujeto a perturbaciones externas garantizando la estabilidad del

sistema controlado. Según los resultados obtenidos concluimos lo siguiente:

1. En este ejemplo el diseño e implementación de los diez controladores H∞ de

orden reducida en la forma modal consiguieron un buen desempeño, en térmi-

nos de la minimización de la norma H∞ , garantizando la estabilidad del sistema

controlado. El método fue capaz de diseñar controladores usando el modelo de

la planta nominal con funciones de ponderación, así como, usando únicamente

el modelo de la planta “real”. Para este ejemplo en específico fue la solución
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usando la planta “real” el que obtuvo la mayor minimización de la norma H∞ del

sistema controlado.

2. Analizando únicamente la reducción del segundo pico de resonancia (mayor

pico del sistema sin control), la solución usando el modelo de la planta nominal

y funciones de ponderación obtuvieron una mayor mimimización del pico de

respuesta en frecuencia para los controladores de orden 4, 8 y 12. La solución

usando el modelo de la planta “real” obtuvo la mayor minimización del pico de

respuesta en frecuencia para los controladores de orden 6 y 10. El hecho de que

la solución usando la planta “real” obtuviera la mayor minimización de la norma

H∞ únicamente en 2 controladores, puede ser debido a que en este caso el

controlador tiene la necesidad de minimizar los 7 picos de resonancia, en lugar

de 3 picos de resonancia (empleado en el caso de usar la planta nominal y

funciones de ponderación).

3. El método de diseño de controladores en la forma canónica modal impone lími-

tes para algunas de las características modales (frecuencia natural y factor de

amortiguamiento) del controlador. Esta consideración procura reducir el espa-

cio de búsqueda de los controladores factible para un espacio más cercano al

deseado (minimización en baja frecuencia) permitiendo al diseñador ubicar los

polos del controlador en una región deseada de forma implícita.

4. Debido a las características de los algoritmos genéticos, no necesariamente los

controladores obtenidos representan soluciones globales del problema de op-

timización del diseño de controladores H∞ de orden reducida, estos pueden

haber sido soluciones locales razonables para un tiempo de procesamiento ra-

zonable.
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5. Para el proceso del análisis y comparación del desempeño de los algoritmos ge-

néticos en el problema de control de orden reducida usado, fue implementado

el algoritmo SQP (Programación Cuadrática Secuencial). Los algoritmos gené-

ticos mostraron tener una mayor flexibilidad en la elección del punto de partida

y consiguieron mejores resultados, en términos de la minimización de la función

objetivo, comparado al algortimo SQP tal como fue mostrado en el Apéndice B.

El algoritmo SQP presentó problemas de factibilidad en la obtención de algunos

controladores de orden reducida para el ejemplo estudiado.

6. El método de diseño utilizado en este trabajo fue probado experimentalmente

obteniendo resultados satisfactorios. Algunos de estos resultados presentados

en [8] son mostrados en el Apéndice C.

7. Los algoritmos genéticos mostraron tener un buen potencial en la solución del

diseño de controladores H∞ de orden reducida. En el área de diseño de control,

basado en la solución de problemas de optimización, el estudio y el uso de

algoritmos genéticos pueden ser una solución alternativa atractiva.

El método usado demostró ser una alternativa de diseño que puede ser explo-

tada alternativamente para algunas formulaciones clásicas basadas en abordajes de

Riccati y LMI, particularmente posibilitando la inclusión de restricciones no lineales.

Trabajos futuros

La síntesis mostrada para el diseño de controladores de orden reducida en la

forma modal presentó aumentos de amplitud en los picos en algunos modos de reso-

nancia de la planta. Este problema se puede corregir en trabajos futuros, incluyendo
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la información de los picos más significativos en la función objetivo del problema de

optimización utilizado. Este nuevo enfoque conduciría a la propuesta de un proble-

ma de optimización multi-objetivo para la síntesis de controladores de orden reducida

aumentando la robustez de la síntesis de diseño utilizada.

Sobre el enfoque del problema de controladores de orden reducida pueden ser

fácilmente incluidas nuevas restricciones para formular nuevas síntesis como, por

ejemplo, para el diseño de controladores de orden reducida en sistemas con incer-

tidumbres del tipo politópicas. Una inclusión y análisis adecuadas de las restricciones

en el problema de controladores de orden reducida, puede ser realizada en trabajos

futuros.

Siguiendo la linea del estudio e inclusión de nuevas restricciones, pueden ser

incluidas dentro del problema de diseño de controladores de orden reducida restric-

ciones de forma a ubicar los polos del sistema controlado en una región deseada. Para

este propósito, deben ser considerados y analizados los efectos de las características

modales del controlador (frecuencias naturales y factor de amortiguamiento) sobre el

sistema en lazo cerrado. Sobre este análisis, deben ser formuladas las nuevas restric-

ciones basadas en las variables modales desconocidas del controlador (frecuencias

naturales y factor de amortiguamiento) para la ubicación de los polos del sistema en

lazo cerrado.
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Apéndice A

ALGUNOS CONCEPTOS

A.1. Complemento de Schur

Sea la matriz simétrica X como se muestra:

X =







M N

NT S







(A.1)

con M = MT ∈ ℜn×n. Si det(M)6= 0, entonces se dice que la matriz S−NTM−1N

es el complemento de Schur de X con respecto a M. De la misma forma si det(S)6= 0,

entonces se dice que la matriz M−NS−1N
T es el complemento de Schur de X con

respecto a S.

El complemento de Schur [4] es una herramienta bastante útil ya que, para cier-

tos casos, permite convertir formas no lineales en LMIs, como se muestra a seguir:

R(x) > 0, Q(x)−U(x)R(x)−1U(x)
T
> 0 (A.2)
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puede ser representado por







Q(x) U(x)

U(x)T R(x)






> 0 (A.3)

A.2. Estabilidad de Lyapunov

El criterio de estabilidad de Lyapunov es bastante general y es usado tanto para

sistemas lineales como para sistemas no lineales.

En el caso de un sistema lineal, el criterio de estabilidad de Lyapunov establece

que un sistema en la forma ẋ = Ax es estable si posee una función de Lyapunov

V(x, t) positiva definida y que la derivada de esta función debe ser negativa definida

[36], es decir,

1. V(x, t) > 0, ∀x 6= 0 e ∀t

2. V̇(x, t) < 0, ∀x 6= 0 e ∀t

En este caso, es usual considerar la función de Lyapunov en la forma quadrática

V(x) = xTΠx > 0, Π > 0

donde Π es una matriz simétrica.

Se verifica que

V̇(x) = ẋTΠx+ xTΠẋ

= xTATΠx+ xTΠAx

= xT (ATΠ+ΠA)x < 0
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que corresponde a la siguiente condición para la estabilidad del sistema

ATΠ+ΠA < 0

A.3. Norma L2

Sea una señal x(t). La norma L2 es definida como:

||x(t)||2 =

√
∫

∞

0
x′(t)x(t)dt =

√

1

2π

∫ +∞

−∞

X∗(jw)X(jw)dw,

donde se utiliza el teorema de Parseval [43] para relacionar esta norma en los domi-

nios del tiempo t y de la frequência w.

A.4. Transformación de Congruencia

Dos matrices simétricas X y Y son congruentes si existe una matriz Π no singu-

lar tal que Y = ΠTXΠ. Si X y Y son congruentes, entonces Y > 0 si y solamente si

X > 0.



Apéndice B

COMPARACIONES USANDO EL ALGORITMO SQP

B.1. Algoritmo SQP

El algoritmo de SQP (Programación cuadrática secuencial [34]) puede ser utiliza-

do para resolver problemas de optimización no lineales y es basada en la resolución

de una secuencia de subproblemas de optimización de programación cuadrática. En

este enfoque, la función objetivo se sustituye por una aproximación cuadrática y las

restricciones son reemplazadas por aproximaciones lineales, que constituyen una ge-

neralización del método de Quasi-Newton para la minimización sin restricciones [34]).

El algoritmo SQP puede ser utilizado para resolver el siguiente problema de optimiza-

ción no lineal:

P1:







minimizar f(x)

sujeto a: ci(x) = 0, i = 1, ..., l

hi(x) ≤ 0, i = l + 1, ...,m

En la solución del problema de optimización (P1) la idea principal es represen-

tar el problema como una aproximación de un problema de programación cuadrática
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basado en la aproximación cuadrática de la siguiente función Langrangiana.

L(x, λ) = f(x) +

l∑

i=1

λici(x) +

m∑

i=l+1

λihi(x) (B.1)

donde λi representa el isimo multiplicador de Lagrange.

Con esta consideración el problema cuadrático puede ser expresado linealizando

las restricciones como se muestra a seguir.

P2:







minimizar ∇f(xk)
Tdk +

1
2d

T
kH(xk)dk

sujeto a: ci(xk) +∇ci(xk)
Tdk = 0, i = 1, ..., l

hi(xk) +∇hi(xk)
Tdk ≤ 0, i = l + 1, ...,m

donde H(xk) representa la aproximación de la matriz Hessiana de la función La-

grangiana L(x, λ) evaluada para xk (ké-sima) iteración y λi, y dk es la dirección de

corrección del punto xk.

El problema de optimización (P2) es resuelta mediante los siguientes pasos:

1. Escoger un punto de partida x0 y un multiplicador de Lagrange λ0. Hacer k = 0.

2. Calcular las funciones f(xk), ∇f(xk), H(xk), ci(xk), ∇ci(xk), hi(xk) y ∇hi(xk).

Resolver el problema de programación cuadrática (P2) para obtener el vector dk

y xk.

3. Se realiza una búsqueda línea unidimensional para determinar el tamaño de

paso αk, en la dirección dk tal que xk+1 = xk+αkdk es un punto que contribuye

a la disminución de la función objetivo.

4. Determinar el próximo punto xk+1 = xk + αkdk y verificar los criterios de con-

vergencia.
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5. Si los criterios de convergencia están satisfechos luego xk+1 es la solución óp-

tima, si no:

a) La matriz de aproximación de la Hessiana H(xk) se actualiza usando la

formulación BFGS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno [34]), que es la for-

mulación estándar utilizada en MATLAB.

b) Hacer k = k + 1 y regresar al paso 2.

B.2. Ejemplo de aplicación

Esta sección muestra los resultados de usar el algoritmo de solución SQP para el

modelo teórico de la viga empotrada libre presentada en el capítulo 6. El algoritmo se

utilizó para diseñar controladores de orden 12, 10, 8, 6 y 4 , resolviendo el problema de

optimización presentado en (5.7), para obtener los controladores de orden reducida

en la forma canónica modal.

El método SQP fue implementado utilizando la función fmincon de MATLAB con

las siguientes características: Algoritmo SQP (Algorithm=sqp), tolerancia de la fun-

ción objetivo (TolFun=1e-8), tolerancia de las restricciones (TolCon=1e-8) y número

máximo de iteraciones (maxiter=100). Los valores de los parámetros se eligieron pa-

ra permitir la comparación con los resultados obtenidos usando algoritmos genéticos.

El algoritmo SQP mostró sensibilidad en la solución de este problema de optimi-

zación. Cuando el punto de partida es el origen (K0 = 0) el algoritmo SQP no logró

minimizar la función objetivo para una dirección viable de descenso terminando el pro-

ceso de búsqueda rápidamente sin éxito (número de iteraciones realizadas = 1). En

está situación los algoritmos genéticos si consiguen encontrar una solución factible.

Los resultados de usar el algoritmo SQP para el diseño de controladores de
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orden reducida en la forma canónica modal se muestran en la Tabla B.1.

Tabla B.1: Resultados de los 5 controladores diseñados usando la planta “real” para
el algoritmo SQP y los algoritmos genéticos - método en la forma canónica modal

Orden Algoritmo SQP Algoritmos genéticos
del Solución Reducción de la Solución Reducción de la

controlador factible? ‖Tzw‖∞ [N.s2]−1 factible? ‖Tzw‖∞ [N.s2]−1

12× 12 si 2831 sí 7643

10× 10 no — sí 8197

8× 8 no — sí 7032

6× 6 sí 2788 sí 7507

4× 4 sí 2877 sí 6391

Los resultados presentados en las tabla B.1 se obtuvieron directamente utilizan-

do el modelo de la planta “real” para un punto de partida del controlador elegido

aleatoriamente en un intervalo de -5 a 5. Puede verse en la Tabla B.1 que el algoritmo

SQP sólo pudo encontrar controladores factibles en controladores de orden 4, 6 y 12.

En el caso de los controladores de orden 8 y 10 el algoritmo SQP no logró encontrar

soluciones factibles, es decir, los controladores obtenidos no lograron estabilizar el

sistema en lazo cerrado.

La Figura B.1 muestra la respuesta temporal de la aceleración vertical del extre-

mo de la viga sometida a la perturbación externa para el sistema con y sin control

(controlador en la forma modal de orden 4× 4). La respuesta del desplazamiento del

extremo de la viga para este controlador es mostrado en la Figura B.2. En esta última

figura se puede observar más claramente la minimización de la amplitud de vibración

del extremo de la viga a nivel de desplazamiento.

Se puede concluir que para este ejemplo los algoritmos genéticos lograron solu-

ciones factibles y mejores (mayor minimización de la norma H∞ garantizando estabi-

lidad del sistema controlado) que la obtenida con el algoritmo SQP. El algoritmo SQP
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presentó algunos problemas de convergencia terminando el proceso de búsqueda ra-

pidamente debido a que no encontraba direcciones de búsqueda factibles. En este

ejemplo los GA mostraron mayor robustez en el proceso de búsqueda de la solución

factible.
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Figura B.1: Aceleración del extremo de la viga - sistema controlado en la forma modal
(algoritmo SQP y algoritmo genético) y no controlado, controlador de orden 4× 4
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Apéndice C

ALGUNOS RESULTADOS EXPERIMENTALES

A continuación se mostraran algunos resultados experimentales retirados del tra-

bajo de la autora de esta tesis en [8]. El banco experimental montado es mostrado en

la Figura C.1. El método de diseño de controladores de orden reducida vía GA fue

probado en esta viga de aluminio empotrada libre, donde el esquema de la viga ex-

perimental es mostrado en la Figura C.2, con módulo de elasticidad E = 70 GPa y

densidad ρ = 2880 Kg/m3, altura de la sección transversal b = 0, 032 m y base de la

sección transversal a = 0, 003 m.

La viga es controlada mediante la aplicación de un momento en el punto A. Una

perturbación se aplica en el punto B en la forma de momento. En el punto C de la viga

se coloca un sensor para la medición de la aceleración.

Para la generación del momento en el punto A se colocó un actuador piezoeléc-

trico. Para la generación del momento en el punto B se utilizó un par de actuadores

piezoeléctricos. Para medir la señal en el punto C se utilizó un acelerómetro. Para el

proceso de síntesis y análisis no se consideraron los efectos de acoplamiento de los

actuadores piezoeléctricos.

Para el proceso de aplicación de los momentos en los puntos A y B fueron usados

dos amplificadores de potencia dedicados a los actuadores piezoeléctrico. Para la
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Figura C.1: Viga experimental empotrada-libre implementada en el Laboratorio de Me-
cánica Computacional, en la Facultad de Ingeniería Mecánica de la UNICAMP.

medición de la señal en el punto C se utilizó un acondicionador de señal con el fin

de evitar problemas de aliasing de la señal enviada por el acelerómetro. El esquema

electrónico de la colocación de estos componentes se muestra en la Figura C.3.

Para el proceso de adquisición y control de los datos fue utilizado un computador

con placa Dspace modelo DS1104.

De acuerdo con el montaje de la viga mostrada en la figura C.3 una señal de

excitación fue aplicada en los puntos de entrada A y B individualmente. Para cada

entrada se midió la respuesta de la aceleración del punto C. La señal de excitación

utilizada fue en la forma de una barrida senoidal de 0 a 4000 Hz en un tiempo de

barrida de 10 segundos, la amplitud máxima de 0,1 V y una media cero.

Una vez adquiridas las señales en el punto C, el modelo de la viga es obtenido a

través del algoritmo de realización de autosistemas (ERA) presentado en [31], donde
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Figura C.2: Distribución de la viga para el proceso de control
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Figura C.3: Esquema del montaje experimental de la viga
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el modelo discreto obtenido es transformado en un modelo continuo usando la función

d2c del MATLAB. El modelo estimado de la viga obtenido utilizando el algoritmo ERA

es de orden de 50 × 50. La elección del orden del modelo estimado se hizo conside-

rando los picos de resonancia más altos de la viga. Los modelos obtenidos de orden

mayores a 50× 50 no mostraron grandes picos de resonancia a tomarse en cuenta en

el proceso de diseño. Para la verificación de la validez de las señales adquiridas en

la región de interés es mostrada la función de coherencia o correlación de la salida

de aceleración en el punto C con respecto a la entrada de perturbación en el punto

B. Está función es mostrada en la Figura C.4 y se puede verificar que en la región de

interés no hay mucha incidencia del ruido de medición sobre la señal medida (sobre

todo en la alta frecuencia).
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Figura C.4: Función correlación de la salida de aceleración con respecto a la entrada
de perturbación

Adicionalmente, son mostrados en la Figura C.5 la señal de aceleración adquirida



130

de forma experimental (usada para el proceso de estimación del modelo de la viga)

y la señal de aceleración obtenida del modelo estimado de orden 50 × 50 usando el

algoritmo ERA. En esta figura se puede observar que el modelo estimado se aproxima

bastante al modelo real de la viga de aluminio empotrada-libre.
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Figura C.5: Señal de aceleración: obtenido de medición experimental (Modelo experi-
mental) y obtenido del modelo estimado

Para el proceso de diseño de los controladores de orden reducida el modelo

obtenido fue truncado en 10 y 6 modos de vibrar para los modelos de la planta “real”

y nominal respectivamente. El diagrama de respuesta en frecuencia de los modelos

de la planta “real” y nominal son mostrados en la Figura C.6.

Para evaluar el desempeño del sistema controlado en la región de interés, una

señal de perturbación externa es aplicada en forma de una barrida senoidal de am-

plitud 1 V y media cero, a partir de 1 Hz y terminando en 2500 Hz, en un tiempo de

barrida de 10 segundos con una frecuencia de muestreo de 20 kHz.
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Figura C.6: Respuesta de frecuencia del modelo de la planta estimada a partir de
datos experimentales, modelo de la planta “real” y modelo de la planta nominal.

Con el fin de limitar el espacio de búsqueda del controlador son definidos las

características modales del controlador como sigue:

0 < ξ < 5

80 Hz < wn < 2000 Hz

Basado en estas configuraciones del algoritmo fueron diseñados controladores

de orden reducida donde algunos resultados son presentados a seguir. Para realizar

la implementación práctica mediante la placa dSPACE, los controladores obtenidos

fueron discretizados. En el proceso de discretización de los controladores fue usado

el método de discretización de Tustin o transformación bilineal [35] usando la función

c2d del MATLAB a una frecuencia de muestreo de 20 kHz.
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C.1. Controladores de orden reducida usando el modelo de

la planta nominal y funciones de ponderación

Usando el siguiente par de funciones de ponderación para evitar el fenómeno de

spillover, será mostrado los resultados para un controlador de orden 4.

Wp =
0, 01603s + 31550

s+ 4111
, Wu =

1, 778s + 6255

s+ 5, 575 × 104
.

Las matrices de estado del controlador de orden 4 son:

Ac =















−1, 747 × 104 0 0 0

0 −183, 9 0 0

0 0 −441, 3 9787

0 0 −9787 −441, 3















, Bc =















7, 499

37, 78

−11

95, 54















,

Cc =

[

18, 06 33, 86 92, 13 −11, 17

]

, Dc = 0.

La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado y no

controlado son 514, 5 [m.s2/V ] y 366 [m.s2/V ], respectivamente, como mostrado en la

Figura C.7.

En la Figura C.8 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

la amplitud del mayor pico de respuesta temporal del sistema no controlado tuvo una

reducción del 58, 63 % con respecto al sistema controlado.
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respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
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C.2. Controladores de orden reducida usando el modelo de

la planta “real”

En este caso no es necesario el uso de las funciones de ponderación, pues se

usa directamente el modelo de la planta “real”. Con esta consideración será mostrado

a seguir los resultados para un controlador de orden 4.

Las matrices de estado del controlador de orden 4 son:

Ac =















−3973 0 0 0

0 −813, 6 0 0

0 0 −630, 2 9793

0 0 −9793 −630, 2















, Bc =















33, 53

31, 03

2, 735

102, 3















,

Cc =

[

7, 499 29, 63 95, 68 19, 42

]

, Dc = 0.

La norma H∞ de la señal de aceleración vertical del extremo de la viga con

respecto a la perturbación externa en la forma de torque del sistema controlado es

363 [N.s2]−1, como mostrado en la Figura C.9.

En la Figura C.10 es mostrada la aceleración vertical del extremo de la viga sujeto

a la señal de perturbación externa, con y sin control. En esta figura se puede ver que

la amplitud del mayor pico de respuesta temporal del sistema no controlado tuvo una

reducción del 51, 89 % con respecto al sistema controlado.
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Figura C.9: Respuesta en frecuencia de la aceleración del extremo de la viga con
respecto a la perturbación externa - sistema controlado y no controlado, controlador
de orden 4× 4.
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C.3. Algunos comentarios

El método utilizado en este trabajo, para el diseño de controladores de orden re-

ducida, consiguió una buena minimización de la norma H∞ garantizando estabilidad

del sistema controlado. El método logró diseñar controladores usando tanto el mode-

lo de la planta nominal con funciones de ponderación como el modelo de la planta

“real” únicamente, logrando reducir hasta en un 58, 63% la amplitud del mayor pico

de respuesta temporal. Con estos resultados se puede verificar que el método de

diseño de controladores de orden reducida usado en este trabajo es factible para im-

plementaciones experimentales. Más detalle sobre esta implementación experimental

puede ser encontrado en [8], donde son mostrados y discutidos los resultados para 8

controladores diseñados.
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