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Resumen

Este trabajo se relaciona con el estudio de un sistema de espines localizados y
su transicion de fase para lo cual utilizamos la teoria de campo medio y el grupo
de renormalizacién. Para estudiar este sistema se usa el método Montecarlo-
Metropolis y la mecdnica estadistica aplicindolo al modelo de Ising en 2 y 3
dimensiones (2D;3D). Para el modelo de Ising 2D se discute el estado final del
sistema alrededor de la temperatura critica (7¢) tomando diferentes estados ini-
ciales. También se estudia el efecto sobre el estado final de la razén de descenso
de la temperatura alrededor de 7. Se obtienen las dependencias de la temper-
atura de varias magnitudes termodinamicas para éste modelo en 2D y 3D. Para
el modelo de Ising 3D se estudia la dependencia del campo magnético externo de

la magnetizacion y se calcula el exponente critico .
Abstract

This work is related to the study of a localizaed spins system and their phase
transition, under the mean field theory and renormalization group. To study
this system, Montecarlo-Metropolis method and statistical mechanics is used,
and applied using the Ising model in 2 and 3 dimensions (2D; 3D). For the
2D Ising model, the state final of the system around the critical temperature
(T¢) is discussed in terms of the differents initial states. Also, the effect over
the final state of the temperature rate of descense around T¢ is studied. Several
thermodinamics magnitudes dependence on temperature are obtained for this
model in 2D and 3D. For the 3D Ising model the magnetization dependence on

the external magnetic field is studied and the critical exponent 3 is calculated.



Introducciéon

Este trabajo partio de la lectura de un articulo de H.J. Maris y L.P. Kadanoff
(6] y de un programa en c6digo BASIC del libro de Chandler [4] sobre el método
de Montecarlo aplicado a un modelo de Ising bidimensional. Nuestro trabajo ha
consistido en ampliar el programa usando el lenguaje PASCAL. Para las visual-
izaciones se aumento el nimero de espines de N = 20 x 20 hasta N = 160 x 160
tomando como distintivo del estado del espin un pixel y no uno del cédigo ASCII
como lo hizo el programa original en BASIC. Sin embargo realizamos una nueva
aplicacion del programa para determinar el efecto del descenso de la temperatu-
ra. Tambien se generalizé para calcular magnitudes termodinamicas del magneto
Ising en 2D y 3D tomando en cuenta las definiciones estadisticas de éstas. A
manera de ejemplo se hizo un programa para el calculo del exponente critico (.
Espero asi brindar un conocimiento sobre el uso del método Montecarlo-Metropolis

a la solucién de problemas en mecanica estadistica como el modelo de Ising.
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Capitulo I

Transiciones de fase

1.1 Introduccion

Las transiciones de fase se clasifican en transicién de fase de primer y segundo
orden [1]. Tomando como ejemplo la ebullicién del agua, se pueden ver algunas
diferencias cualitativas entre ellas. Se dice que se tiene una transicién de fase
de primer orden cuando al darle calor a una masa de agua en forma progresiva
(a presion atmosférica) se observa primero que en la superficie libre se produce
el paso de liquido a vapor hasta que la temperatura llega a 100°C. A partir de
aqui es necesario un calor latente de vaporizacion para transformar todo el liquido
en vapor, produciéndose este paso en cualquier parte del liquido, manteniéndose
siempre la temperatura en 100°C. La densidad sufre un cambio brusco de un
valor alto en estado liquido a un valor mas bajo en estado de vapor.

Existen otras circunstancias en las cuales el paso a vapor ocurre de una manera
muy diferente. A una temperatura llamada critica t. = 374°C es posible tener
agua y vapor de agua con la misma densidad siempre que el volumen especifico
(inversa de la densidad) critico sea v, = 3,1cm?®/g y la presién sea pc = 217at.

Debido a que el agua y vapor de agua tienen la misma densidad, para producir el



paso de liquido a vapor no es necesario un calor latente de vaporizacion. Se dice
entonces que se tiene una transicion de fase de segundo orden . Las transiciones
de fase de segundo orden constituyen una familia inmensa a la cual pertenecen
las transiciones magnéticas, ferroeléctricas, superfluidos, superconductores, sep-
aracién de mezclas, orden-desorden en las aleaciones, mesofases de los cristales
liquidos, entre otros [2]. Para estudiar las transiciones de fase de un sistema da-
do, se hace variar algunos parametros relacionados al mismo (la temperatura, la
presién, campos exteriores,...) para poner en evidencia diversas fases del sistema
y se exploran los dominios de existencia. Los resultados se consignan sobre un
mapa: un diagrama de fases.

Para fijar algunas ideas, se consideran tres diagramas de fases particulares.

La figura 1 muestra un diagrama (presién vs temperatura) con los dominios de
existencia de tres fases (sélido, liquido, gas). Se nota dos puntos particulares sobre
este diagrama; un punto en la unién de los tres dominios, que se le llama punto
triple; un punto de parada en la frontera entre los dominios liquido y gas, al cual
se le llama punto critico. Girando alrededor del punto critico (P,, T,), se puede
pasar continuamente de la fase liquida a la fase gaseosa, haciendo la economia de

una transicién discontinua.

La figura 2 es un diagrama (campo magnético vs temperatura) para un cuerpo
que presenta una transicidon de tipo ferromagnética; alli se observa una frontera
sobre el eje horizontal con un punto critico. En campo nulo, cuando la temper-
atura T disminuye, se observa a alta temperatura una fase desordenada llamada
paramagnética (sin magnetizacién); cuando T' = T, punto critico, se produce una
transicion y para T' < T, se observa una fase ordenada llamada ferromagnética,

presentando una magnetizacion espontanea uniforme.
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Figura 1: Ejemplo de diagrama de fase sélido-liquido-gas.
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Figura 2: Ejemplo de diagrama de fase ferromagnético.

De las figuras 1 y 2 se observa que el campo magnético H y la presién P
tienen roles similares en las gréficas H vs T y P vs T respectivamente. La mag-
netizacién muestra un comportamiento especial para transiciones de fase como
las de la figura 2. En este caso para (H =0, 0 < T < T.), se tiene un salto en la
magnetizacion. Este salto disminuye cuando el punto de cruce de la frontera esta
cerca del punto critico. En el punto critico no se observa ningun salto en la mag-

netizacién. El diagrama H vs T mostrado en la figura 3 corresponde a otro tipo
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de transicion de fase llamada antiferromagnética (magnetizacién alternada en la
fase ordenada). Se observa sobre el diagrama dos dominios separados por una
linea continua con dos segmentos diferentes uno lleno y otro a trazos; cuando se
cruza el segmento de frontera lleno, se tiene un salto en la magnetizacién , cuando
se cruza el segmento a trazos no se tiene ningin salto en la magnetizacién. El
segmento de linea a trazos es entonces una linea de puntos criticos (puesto que
no hay salto); la linea de puntos criticos tiene un punto de parada, sobre la linea

de transicion, que se llama punto tricritico.
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Figura 3: Ejemplo de diagrama de fases antiferromagnético.



1.2 Parametro de orden de una transicion

Para distinguir dos fases, se define un parametro de orden, nulo en la fase
desordenada (en general, la fase de alta temperatura ) y no nulo en la fase or-
denada. En el caso de una transicién ferromagnética (figura 2) el pardmetro de
orden es la magnetizacidn ; en el caso de una transicién antiferromagnética (figura
3), el pardmetro de orden es la magnetizacion alternada. Para un pardmetro de
orden no nulo se observa en general un rompimiento en la simetria del sistema. Es
el caso del ejemplo de la figura 3 donde la simetria que se rompe es una simetria
de rotacidon. En la fase de alta temperatura la magnetizacién es invariante por
rotaciones alrededor de los tres ejes; en la fase de baja temperatura, no es invari-
ante mas que por rotacion alrededor de un solo eje, el de la magnetizacion. En el
caso de una transicion liquido-gas, figura 1, no hay rompimiento de simetria se
define sin embargo un parametro de orden a partir de las diferencias de densidad
entre liquido y gas.

Cuando el parametro de orden presenta un salto en la transicion, se dice que
se tiene un caso de una transicién de primer orden [3]; cuando no hay salto, es
una transicion de segundo orden. Experimentalmente, si se traza la variacion del
parametro de orden en funcién de la temperatura, para una transicion de segundo
orden, se observa lo mostrado en la figura 4: no hay salto del parametro de orden,

pero hay una discontinuidad de la pendiente.

La caracterizacion del parametro de orden, la prediccion del orden de la tran-
sicidn, la descripcion del comportamiento en la vecindad del punto de transicion

son elementos importantes en la investigacion de una transicion de fase.
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Figura 4: Variacién del parametro de orden magnetizaciéon, M, en funcién de la
temperatura, T, para una transicion de fase de segundo orden.

1.3 Dimensionalidad del espacio de trabajo y del
parametro de orden

Siendo nuestro mundo de tres dimensiones, es normal pensar primero en fas-
es, y transiciones de fase relacionados a sistemas tridimensionales. Sin embargo,
numerosos sistemas de gran interés, son sistemas de dimensionalidad reducida.
Como ejemplos de sistemas unidimensionales o quasi-unidimensionales se tienen:
hilos, polimeros (macromoléculas lineales), sélidos formados de cadenas (de dto-
mos o de moléculas) débilmente acopladas.

Entre sistemas bidimensionales o quasi-bidimensionales se tienen las peliculas,
s6lidos formados de planos débilmente acoplados (del tipo millar de hojas).

En la dltima categoria, se debe incluir también las transiciones de fase de super-
ficie, que son propiamente transiciones de fase bidimensionales, ain si sus efectos
pueden extenderse ligeramente en el volumen.

En algunos estudios, es necesario considerar la dimensionalidad del espacio ”d”



como una variable real positiva, ain si al fin de cuenta, los valores fisicos cor-
responden solamente a ciertos valores especiales aislados (y principalmente d=3
para los fenémenos criticos).

Con respecto al parametro de orden una caracteristica que presenta un gran
interés es su dimensionalidad "n”. En el caso de la transicién liquido-gas, el
parametro de orden es la diferencia de densidades y se dice que tiene una dimen-
sionalidad uno. En el caso de la transicién ferromagnética, el parametro de orden
es un vector (la magnetizacion) de tres componentes; se dice que tiene dimen-
sionalidad tres. Al estudiar estos sistemas resulta conveniente considerar en los
calculos la dimensionalidad "n” del parametro de orden como una variable real

positiva.

1.4 Fluctuaciones. Longitud de correlacion.
Fenémenos criticos

En la vecindad de un punto de transicion, un sistema posee dos fases de es-
tabilidad vecinas. Esto lleva a la existencia de fluctuaciones. Estas gobiernan,
en general, el comportamiento del sistema en la vecindad de la transicién. Asi,
para una transicion de segundo orden liquido-gas el fendmeno caracteristico es la
opalescencia critica, es decir la caracteristica de absorcion de luz que se tiene
en el punto critico.

Consideremos el caso particular de un cuerpo ferromagnético (con un diagrama de
fases del tipo de la figura 2). Para T' > T, la fase estable es una fase desordenada;
sin embargo, si T esta cerca de T, la fase ordenada tiene una estabilidad compa-

rable. Aparecen entonces, por fluctuacion, zonas localmente ordenadas durante



un cierto lapso de tiempo. Para estas fluctuaciones se pueden definir entonces
una longitud de correlaciéon R, dando su tamano medio, y un tiempo de
correlaciéon 7, dando su vida media. Esta longitud R, y este tiempo 7 llegan a
ser cada vez mas grandes a medida que nos aproximamos al punto de transicidn,
y esto lleva a la aparicidon de fendmenos criticos asociados a éstas fluctuaciones.
A groso modo, se puede decir que la longitud de correlacién R caracteriza los
fendmenos criticos estaticos mientras que el tiempo 7 lo hace a los fenémenos
criticos dindmicos. Para simplificar, concentremos nuestra atencién sobre la lon-
gitud de correlacién R. Si R es una funcién de la temperatura T, con todos los
otros pardmetros fijos, se tiene que R(T) crece cuando T se aproxima al punto
de transicién (T — T).

La cuestion es: j la longitud de correlacién diverge a T, 7.

Si ella diverge, R(T') — oo cuando T — T, el régimen de fluctuaciones se de-
sarrolla completamente cerca de T; si no diverge el régimen aborta, produciéndose
la transicion de fase prematuramente. Esta forma de distinguir a las transiciones
de fase es méas conveniente a la clasificacion que se hace tomando en cuenta el salto
del pardmetro de orden. Si la transicién es de primer orden (salto del pardmetro
de orden), en regla general, la longitud de correlacién es finito en T, y hay abor-
tamiento, mas o menos prematuro, del régimen de fluctuaciones. Si la transicidn
es de segundo orden la longitud de correlacién R diverge en T¢. Hay sin embargo
algunos casos particulares donde la correspondencia entre estas clasificaciones no

se aplica estrictamente.



1.5 Medidas termodinamicas y de correlaciones.
Propiedades estaticas y dinamicas

Se pueden distinguir dos tipos de medidas: medidas termodinamicas que de-
terminan magnitudes macroscopicas como el calor especifico, la magnetizacion
y la suceptibilidad uniforme para un ferromagneto (densidad y compresibilidad
para una transicion liquido-gas) de una parte, y, de otra parte, medidas de mag-
nitudes ligadas a las correlaciones microscépicas entre diferentes puntos. En el
caso magnético, el segundo tipo de medidas aporta informacién sobre la funcién

de correlacién de la magnetizacion:
[(r,t) = (M(r,t)M(0,0)) — (M (r,)}(M(0,0))

o sobre funciones de correlacion de orden superior. Experimentos como los de
difusién de rayos X, de neutrones, de radiacion luminosa entre otras aportan in-
formacién directa sobre la funcién I'(g, w), transformada de Fourier de la funcién
[(r,t).

Las singularidades de las magnitudes termodinamicas y de las funciones de cor-
relacion tienen el mismo origen fisico: el de las fluctuaciones criticas. Esta conexion
tedrica estd asegurada por el teorema fluctuacién-disipacién [4]. Sin embargo ex-
perimentalmente se distingue entre estos dos tipos de medidas.

Las propiedades criticas estaticas comprenden las magnitudes termodinamicas y
las funciones de correlacion, independientes del tiempo; las propiedades criticas
dindmicas comprenden las dependencias en el tiempo (o en frecuencia) de las
funciones de correlacion.

La distincion entre propiedades estdticas y dindmicas se justifica, por la diferencia



de los resultados y de los métodos de aproximacion concerniendo los dos tipos de
propiedades. Sin embargo los fendmenos criticos estaticos presentan caracteres de
universalidad muy superiores al de los fenémenos dinamicos. En este trabajo, a
pesar del gran interés y la gran importancia de ciertas propiedades dinamicas, se

discuten solamente propiedades estaticas.

1.6 Exponentes criticos. Leyes de escala

El punto critico es el punto en el cual el parametro de orden de una nueva
fase comienza a crecer continuamente desde cero. Hemos visto varios ejemplos de
puntos criticos. En la transicién liquido-gas, un punto critico termina la curva
de coexistencia liquido-gas y es un punto donde la energia libre de Gibbs cambia
continuamente. En el sistema de espin el punto critico para la transicion de un
estado paramagnético a uno ferromagnético es el punto de Curie. En el supercon-
ductor, el punto critico es el punto en el cual la primera condensacion aparece
cuando bajamos la temperatura en ausencia de un campo magnético externo. En
el He* liquido, las fases condensada y normal son separadas por una linea de
puntos criticos.

Los sistemas exhiben dramaticamente nuevos comportamientos por debajo del
punto critico. Cuando nos aproximamos al punto critico desde arriba (altas tem-
peraturas), el sistema anticipa su nuevo comportamiento haciendo ”ajustes” en
una escala microscépica. Estos ”ajustes” aparecen en la forma de fluctuaciones en
la densidad, magnetizacidn, etc., que llega a ser muy grande cuando nos aproxi-
mamos al punto critico. Justo por debajo del punto critico, el parametro de orden

de la nueva fase llega a ser diferente de cero.
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1.6.1 Exponente critico

Un tema de gran interés es la manera en el cual los sistemas se aproximan al
punto critico. Para este proposito es 1itil introducir el concepto de exponente
critico. Cuando nos aproximamos al punto critico, varias funciones termodinami-
cas pueden diverger, ir a cero o permanecer finita. Es por tanto conveniente in-

troducir un parametro de expansion e,
€= ——
T,
donde T es la temperatura critica; € es una medida de la distancia al punto critico
en términos de variables reducidas.

Cercano al punto critico todas las funciones termodindmicas pueden ser escritas

en la forma [5]

donde y > 0. El exponente critico, para la funcién f(e), se define como

Si A\ es negativa, f(e) diverge en el punto critico. Si A es positiva, f(€) va a
cero en el punto critico. En la figura 5, hemos graficado f(e) = e* para \ =

~1,-3/2,1/2,1/4.

El caso A = 0 puede corresponder a diferentes posibilidades; por ejemplo, puede
corresponder a una divergencia logaritmica como ocurre con f(e) = A | ine | +B

o a una dependencia de ¢ de la forma f(¢) = A + Be'/2. Para tales casos es

11
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Figura 5: Grafico de f(F) = e'\ Vs € para A # 0 : (a) gréﬁco para A= —1 y

A = —3/2 (b) grificopara A\ =1/4y \ =1/2.

usual introducir un exponente modificado. Si j es el mas pequeno entero, tal que

dif(€)/de’ = fU)(e) diverge, entonces

N =g tim PG
e—0 Ine

En la figura 6 hemos graficado f(e) como una funcién de e para algunos casos
cuando A = 0.

Aunque se escribid € en términos de la temperatura, también es usual usar la
presion, densidad, campo magnético, etc. para definir €.
Daremos algunos ejemplos de exponentes criticos para sistemas magnéticos. Los
diagramas de fase para sistemas magnéticos simples se dan en las figuras 2, 7 y

8. Esitil referirnos a estas curvas cuando definimos distintos exponentes.
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Figura 6: Gréfico de f(e) vs € para casos con A = 0 : (a) gréfico de f(€) =| lne |
; (b) grafico de f(e) =1—¢€*.

1.6.2 Principales exponentes criticos

Grado de Isoterma Critica

El exponente § describe la variacién de la magnetizacion con el campo magnético

a lo largo de la isoterma critica y se define por:

donde H es el campo magnético externo, H? = kT./mq , my es el momento
magnético por espin, My (T¢) es la magnetizacién a la temperatura critica en
presencia de un campo H, M;(0) es la magnetizacién en campo cero a temper-
atura cero y Bj es una constante de proporcionalidad. Experimentalmente, se
encuentra que J es tal que 4 < § < 6 [5] en acuerdo con los valores de § que se

tienen para fluidos puros.

Exponente Magnético

En un sistema magnético, el exponente B describe cdmo la magnetizacion se
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Figura 7: Curva de magnetizacion M vs campo magnético H que muestra las
isotermas para un sistema ferromagnético a diferentes temperaturas.

Figura 8: Curva de magnetizacién M vs temperatura T que muestra la magneti-
zacién para un sistema ferromagnético simple.
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aproxima a su valor en el punto critico cuando ningiin campo magnético externo

esta presente. 3 se define por:

donde Bg es una constante, My(T') es la magnetizacién a campo H = 0 y tem-
peratura T, My(0) es la magnetizacién a campo H = 0 y temperatura T = 0.

Para sistemas magnéticos asi como para fluidos 3 = 1/3. [5]

Capacidad Calorifica

g Yy . ’
Para sistemas magnéticos, los coeficientes a y a se definen por :

donde Cy(H = 0) es la capacidad calorifica a campo magnético externo H = 0

’ o /7
y Ba y B, son constantes. Experimentalmente, se encuentra que a ~ a ~ 0 [5].

Susceptibilidad Magnética
La susceptibilidad magnética xr a temperatura T en la vecindad del punto critico

con H = 0 cumple:

XT B,(—€)™" T<T,
XT B,e7 T>T.
donde B,'y y B, son constantes y x¥ es la susceptibilidad de un sistema no inter-

actuante en el punto critico. Para sistemas reales, v ~ 1,3 y 4 ~ 1,37[5].

Experimentalmente se encuentra que los exponentes criticos para fluidos y sis-
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temas magnéticos son mas o menos los mismos. En realidad, lo que se tiene es
una gran similaridad en la manera en el cual estos sistemas se aproximan a sus
puntos criticos.

Los exponentes «, 3, 9, v y otros, definidos en la vecindad de un punto critico, se
miden experimentalmente con una precision suficiente como para que queden bien
definidos y son, en general, valores no enteros. Aqui se tiene un comportamiento
singular porque las magnitudes termodinamicas y las funciones de correlacién son
funciones no analiticas, con respecto a sus variables (temperatura, campo conju-
gado al pardmetro de orden, distancias,...). Frente a tal situacién, los métodos de
perturbacion usuales, armas preferidas de los fisicos, se revelan ineficaces: para
este comportamiento singular, hace falta una aproximaciéon adaptada.

Es remarcable mencionar que este comportamiento, por singular que sea, presen-
ta caracteres de gran simplicidad. Los diferentes sistemas se pueden reagrupar en
un pequeno numero de grupos, caracterizados por un cierto conjunto de valores
de los exponentes criticos. Se observa ademas que los exponentes criticos cumplen
relaciones muy simples como por ejemplo a+28+v = 2, llamadas leyes de escala,
que presentan un caracter de universalidad atin mas grande. En el corazon de la

complejidad, aparece una nueva simplicidad.

1.7 Funciones homogéneas y leyes de estado cor-
respondientes

Decimos que f(x,y) es homogénea si
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Las funciones homogéneas en las transiciones de fase muestran estar asociadas a
las leyes de escala. Las leyes de escala pueden verificarse solo si se hace la hipotesis
que la energia libre G(T — T, H) y la funcién de correlacién I'(T — T,, R) son
funciones homogéneas de sus variables (H es el campo conjugado al pardmetro
de orden).

La hipdtesis de homogeneidad, implica mas que la sola existencia de leyes de
escala. Ella implica, por ejemplo, la existencia de una ley de estados correspon-
dientes . Para un sistema magnético la ecuacién de estados correspondientes con

t=T—Tc es:

donde B y 6 son exponentes criticos.

La existencia de tal ley en la vecindad del punto critico ha sido verificado experi-
mentalmente con una gran precisién [5]; h(x) presenta caracteres de universalidad
extendida, andloga a los de los exponentes criticos.

Designamos tal ley como ”ley de estados correspondientes” porque hace corre-
sponder estados entre distintas sustancias; la correspondencia es obtenida por
una transformacién de escala conveniente de las variables (scaling) para hacer la
ecuacion de estados correspondiente independiente del material. De manera gen-
eral, una ley de estados correspondientes permite condensar un numero elevado
de resultados de una manera compacta. La aproximacion del grupo de renor-
malizacién es precisamente la teoria de estas correspondencias entre estados que
tienen propiedades de homogeneidad , a los cuales se les puede asociar una ley

de estados correspondientes.
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1.8 Universalidad

En la proximidad de una transiciéon continua cada magnitud que describe
un sistema fisico varia segin un comportamiento bien definido. Ahora bien, éste
puede ser gobernado exactamente por las mismas leyes matematicas de un sistema
a otro, en estos casos se habla de universalidad. Numerosos progresos, realizados
hace algin tiempo en la teoria de las transiciones de fase, han surgido de ordenar
todos los sistemas posibles en clases, de acuerdo a un comportamiento critico
dado. Este comportamiento adquiere asi un caracter universal ya que pueden
concernir tanto a una transicién liquido-gas como a la separacién de una mezcla
binaria o a la aparicién de un orden magnético. Estas clases han tomado pues
el nombre de "clases de universalidad” no dependiendo de hecho mas que de la
simetria de las interacciones entre los constituyentes y de la dimensionalidad del
sistemna fisico.

En toda aproximacion cientifica de un sistema real, hay una etapa para determi-
nar cuales son los parametros importantes y los menos importantes. La posibili-
dad de controlar muy pocos parametros importantes permite la reproductibilidad
de las experiencias para un mismo sistema y la universalidad de los resultados de
un sistema a otro.

Para un sistema dado, la categoria de los parametros importantes puede depender
del tipo de fenémeno considerado. Un buen ejemplo es la hidrodindmica que, con
un conjunto restringido de variables, permite describir fendmenos de variacién
espacial lenta y a baja frecuencia. Otro buen ejemplo es la teoria de Landau de
los liquidos de Fermi.

En la teoria de los fendmenos criticos de las transiciones de fase, los exponentes

criticos muestran un caracter universal porque no dependen mas que de las
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propiedades de simetria mds generales (dimension del espacio de trabajo y di-
mensionalidad del pardmetro de orden), y son independientes de la naturaleza de
la transicion, del detalle de las interacciones, etc... Los caracteres de universalidad
de los fendmenos criticos permiten asi establecer correspondencias entre sistemas
diferentes.

Estas particularidades explican que se tenga un gran interés por los problemas
de fenémenos criticos, justificado no solamente por la importancia practica de
estos fenémenos sino también porque permite poner a prueba algunos métodos

tedricos.

1.9 Ejemplos de transiciones de fase de segundo
orden

1.9.1 Transiciones de Orden-Desorden

El ejemplo estandar de este tipo de transicion es el latén 8, que es una aleacion
de cobre y zinc, en igual cantidad, con una estructura cubica de cuerpo centrado.
Para T > T, = 460°C un atomo de cobre tiene, en promedio, tantos dtomos de
Cu vecinos como los de Zn. Y para T < T, sin embargo, hay un incremento de
la probabilidad que un atomo de Cu tenga mas atomos vecinos de Zn. Esta prob-
abilidad se incrementa mucho mas a T << T, donde un atomo de Cu tiene sélo
atomos vecinos de Zn y un atomo de Zn sélo atomos vecinos de Cu. Hay pues
una transicion de "desorden” en “orden”. No hay calor latente y la capacidad

calorifica C es proporcional a

I T_Tc |—a (1)
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donde a = 0,1, siendo su grafica con respecto a la temperatura como en la figura

9. C es asi discontinuo en Tg.

1.9.2 Transicion Paramagnética-Ferromagnética

Cuando T > T, los dipolos magnéticos en un sélido estan orientados aleatoria-
mente y en ausencia de un campo magnético no hay momento magnético neto.
Para T' < T, hay un alineamiento parcial de los dipolos y la llamada ” magneti-
zacion espontanea” (figura 9). Esta magnetizacion M es un vector cuya direccién
no es unica. Asi, calentando un magneto arriba de T, y reenfriando, la misma

magnitud de magnetizacion ocurrira pero la direccion puede ser diferente.

IMI_

|

I

|

I

|

|

TC T TC T
(a) (b)

Figura 9: Ejemplos de singularidades en funciones termodinamicas en transiciones
de fase de segundo orden. (a) Calor especifico C vs temperatura T en una transi-
cién orden-desorden. (b) Magnitud | M | de la magnetizacién espontanea en una
transicion de fase magnética vs temperatura T.

Se encuentra experimentalmente que para T cercano a T,
IM | a(Te = T (2)
para T < T, donde @8 ~ 0,3 — 0,4. El calor especifico también tiene una singular-
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idad proporcional a | T' — T, |~* siendo & en muchos casos cercano a cero.

Una transiciéon de fase de segundo orden estd siempre conectada con un
cambio en la simetria de un sistema: en la nueva fase aparece un orden que
estuvo ausente en la fase original o cambia un orden ya existente. Este nuevo
orden esta tambien presente en las fluctuaciones cercana al punto de transicién
de fase. Una ilustracion excelente para el mecanismo de arriba de una transicién
es el muy conocido ”efecto del gentio con mirada fija”. Imaginemos a transeuntes
caminando a lo largo de una vereda y mirando en las mds aleatorias direcciones.
Este es el estado ”normal” de una calle con gente en el cual no hay orden. Ahora
dejamos que uno de los transeuntes sin cualquier razén visible empiece a mirar
fijamente a una ventana desocupada en la segunda tienda del edificio (una ”fluc-
tuacion fortuita”). Gradualmente mds y mas gente empezard a mirar en la misma
ventana y finalmente todos los cercanos estaran mirando al mismo punto. Una
fase "ordenada” ha aparecido, aunque no hay fuerzas externas que faciliten el

establecimiento del orden.
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Capitulo 11

Teoria mecanica estadistica de las
transiciones de fase

2.1 Introduccion

Hasta ahora se han considerado ejemplos de sistemas en los cuales las particu-
las no interactuan. Ahora se considera la situacién en la cual las interacciones
entre particulas causan correlaciones entre muchas particulas. Las transiciones de
fase proveen la mas sorprendente manifestacion de interacciones entre particulas.
Nuestra discusion de la teoria microscépica para este tipo de fendmeno se enfo-
cara sobre un modelo sencillo de red, sin embargo, los resultados se pueden ex-
tender mas alld de estos sistemas particulares. En particular, usando este modelo
de red se discute el significado de pardmetro de orden y rompimiento de simetria
y se introducen las aproximaciones aplicables generalmente a sistemas acoplados
o altamente correlacionados con teoria analitica: teoria de campo medio y teoria
de grupo de renormalizacién. Estos potentes conceptos y técnicas juegan un rol

central en todas las ciencias fisicas.
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2.2 Modelo de Ising

Los dos ejemplos de transiciones de fase de segundo orden presentados al final
del capitulo anterior muestran claramente que hay en la naturaleza transiciones
mas sutiles que aquellas sencillas de primer orden. Para comprender como puede
ocurrir esto es util considerar un modelo muy simplificado, el modelo de Ising,
que sin embargo retiene lo suficiente de los rasgos esenciales para ser util. Se
puede pensar que éste modelo estd relacionado solo con la transicién magnética,
pero resulta ser también una buena representacion de la transicién orden - des-
orden. El modelo de red considera N dipolos magnéticos que llamaremos espines
por brevedad. Las simplificaciones que se hacen son [6]:

(1) Cada espin sélo apunta arriba o abajo, correspondiente a las direcciones pos-
itiva y negativa del eje Z. Asi el estado de cualquier espin es descrito por un
numero s; tal que s; = +1 si senala arriba o s; = —1 si senala abajo. Para el
sistema total su estado se halla especificando el s; para cada espin.

(2) Los espines estin arreglados en una red cibica simple (modelo de Ising tridi-
mensional o modelo 3D). En el modelo 2D los espines estidn en el plano en un
arreglo cuadrado y en el modelo 1D ellos estan en intervalos igualmente espacia-
dos en una linea.

(3) Hay una energia de interaccién entre espines que tiende a alinearlos. Cada
par de espines vecinos mas cercanos que son paralelos hacen una contribucion
-J a la energia total del sistema, y cada par de vecinos mas cercanos que son
antiparalelos dan una contribucién +J. En la presencia de un campo magnético

H la energia del sistema en un estado particular v es

N
E,=-> Hps;— Jz’siSj (3)
i=1

ij
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donde s; = +1, —JzijISiSj es la energia de interaccion entre espines y J se llama
la integral de intercambio. La suma primada se extiende sobre pares de espines
vecinos mas cercanos .

Nétese que cuando J > 0, energéticamente es favorable que los espines vecinos
estén alineados paralelamente. De aqui, podriamos anticipar que, para temper-
aturas suficientemente bajas, ésta estabilizacion conducird a un fenémeno co-
operativo llamado magnetizacidon espontanea. Esto es, a través de interacciones
entre vecinos mas cercanos, un momento magnético dado puede influenciar el
alineamiento de espines que estan separados por una distancia macroscépica del
espin dado. Estas correlaciones de largo alcance entre espines estan asociadas con
un orden de largo alcance en el cual la red tiene una magnetizacion neta ain en
ausencia de un campo magnético. La magnetizacidon correspondiente a un estado

es

N
M =5 us; (4)

i=1
En la ausencia del campo magnético externo H la magnetizacién media se llama
magnetizacién espontdnea.

Es facil ver que el modelo exhibe algunos de los rasgos cualitativos de sistemas
magnéticos reales.En nuestro modelo hay dos estados de energia mas baja que
denominamos + y -. En estos estados todos los espines apuntan arriba (estado
+) o abajo (estado -). En uno u otro caso se verifica que la energia del estado,

en campo cero (i.e., H — 0%) es

Ey = —J x (# deenlaces de vecinos mas cercanos)

— —DNJ (5)

donde D=dimensionalidad. En tres dimensiones, por ejemplo, cada espin tiene
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6 vecinos mas cercanos pero tenemos que dividir entre 2 para evitar contar dos
veces los enlaces.Asi

Ey=-3NJ

donde N es el nimero de espines. En ambos estados los espines estan totalmente
alineados y asi hay una gran magnetizacion.

Invirtiendo la direccién de algunos de los espines se consiguen estados de energia
mas alto, que seran importantes a temperaturas lejos de cero. Es claro que éstos
estados tendran una magnetizacion espontanea mas pequena, y asi esperamos que
M decrecera a medida que la temperatura crece, lo cual esta cualitativamente de
acuerdo con lo que sucede para un sistema magnético real como lo mostrado en
la figura 4. Luego T, (la temperatura de Curie o temperatura critica) es la mds
alta temperatura para la cual habra magnetizacién diferente de cero.

La funcién de particion de éste modelo de red es:

Q(B,N,H) =

14

N
= > > .. > ezp[BuH Z: s; + ﬁJZISiSj] (6)

.BN::l:l

El término de interaccidon acopla los diferentes s;. En una red unidimensional
como la mostrada en la figura 10 el término de interaccién se reduce a una suma

sobre un indice dnico

N
-J Z SiSit1
i=1

(donde para los extremos se usa condiciones de contorno periddicas; esto es,

el espin N+1 es el primer espin). Para este caso, la funcién de particién evaluada
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1 2 3 4 i-1 ; 1+1 N-1 N

Figura 10: Modelo de Ising unidimensional.

analiticamente (en campo cero) es [4]

Q(8,N,0) = [2cosh(BJ)]Y

(7)

En el modelo de Ising unidimensional no se tiene magnetizacién espontdnea a

cualquier temperatura finita, ésto se comprueba a continuacién. Consideremos

dos estados uno de magnetizacion maxima con energia -NJ como en la figura

11 y otro estado con magnetizacién 0 y energia (-NJ+3J)=(-N+3)J como en la

figura 12. Cuando N > 3 la energia de éstos dos sistemas es prdcticamente la

misma.

RERERER

1 2 3 4 N/2 N

Figura 11: Un estado base para el modelo de Ising unidimensional.

[ TR I I B

1 2 N/2 N

Figura 12: Un estado desordenado para el modelo de Ising unidimensional.

Es decir que éstos estados no son estables (el paso de un sistema a otro

produce con un pequefio cambio de energia).

se

En un sistema bidimensional, sin embargo, la energia de excitacién a un estado

desordenado es mucho mads alto. Por ejemplo, la energia para la configuracién
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mostrada en la figura 13, es, considerando la energia de interaccién de espines,

Figura 13: Un estado desordenado para el modelo de Ising bidimensional.

T
l
l

(-4J) ya que cada espin tiene 4 vecinos mas cercanos, por, el nimero de espines
en la mitad superior ﬂ;ﬁNlﬂ, por, 2 considerando también la mitad inferior y
todo dividido por 2 para evitar contar dos veces el enlace. Considerando las
interfaces en el centro, el extremo superior y el extremo inferior se debe sumar a
la energia anterior la interaccién de esas 3 filas de espines antiparalelos : (+J),
por el nimero de ellos N'/2 por 3 (niimero de interfaces). Es decir que la energia

Fsp de este sistema es

—4.]) M2 N1/2(9
E2D — ( 4‘]) 22N ()+(3J)N1/2

= —2NJ +3JN'/? (8)

Por otro lado para un arreglo de espines completamente ordenado le corresponde
una energia E, = —2NJ de acuerdo a la férmula (5) para 2 dimensiones en-

tonces, la diferencia relativa de energia es

9)

Para tres dimensiones, la energia del estado donde la mitad superior tiene los

espines hacia arriba y la mitad inferior hacia abajo, haciendo el mismo analisis
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que para 2 dimensiones, es

(—6J) 22 N3 N1/3(2)

Esp = 5 + (3J)N/3N/3
= —3NJ+3JN*? (10)
Como segin (5) EY, = —3NJ (espines completamente ordenados) la diferencia

relativa de energia en 3D es

E X N7 (11)

Comparando (9) y (11) se observa que se tiene una diferencia de energia relativa
mayor en 3D que en 2D para la misma cantidad de espines. Es decir que se
espera una mayor estabilidad en la magnetizacién para un arreglo de espines 3D
comparado con un arreglo de espines 2D. La energia necesaria para que ocurra
éste cambio se llama energia de excitacion y puede ser lo suficientemente grande
para estabilizar un estado ordenado.

De hecho se encuentra [7], [8] que en dos y tres dimensiones el modelo de Ising
exhibe una transiciéon de fase orden-desorden. Sin embargo, la demostracion de
este hecho no es trivial y representa uno de los mayores logros de la ciencia del
siglo XX. En la década de los 40, Lars Onsager mostr6 mediante un anélisis
complejo que el modelo de Ising en dos dimensiones tiene solucién exacta [7].
A continuacién se dan algunos de estos resultados. La funcién de particién del

modelo Ising bidimensional en campo cero es

Q(B, N,0) = [2 cosh(28J)e"|V (12)
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donde
(13)

con

k = 2senh(2B8J)/cosh?(28J) (14)

A partir de E = kgT?d(InQ)/dT y C = dE/dT se puede calcular la energia
interna E y el calor especifico C . De aqui se encuentra una singularidad para
el calor especifico en kK = 1. La temperatura para esta singularidad se encuentra
haciendo z = senh(23J) , entonces de (14), 1_%2 = 1. Esto se cumple si x=1 es

decir si senh(2J/kgT¢c) = 1 cuya solucién nos da la temperatura critica
Te = 2,269 /kg (15)

Cercano a esta temperatura Onsager encontré que el calor especifico tiene una

singularidad logaritmica
(C/N) ~ (8kg/m)(BJ)?In | 1/(T - Tc) | (16)

Como la magnetizacién M = (0A/0H) donde la energia libre A = —kgTinQ@
entonces para H = (0 la magnetizacidon espontanea puede encontrarse usando
el primer término de la expansidon de la energia libre con respecto al campo
magnético. Yang [9] obtuvo exactamente el valor de M por un método de pertur-

bacion con el resultado M =0 paraT > T¢c y paraT < T¢
(M/N) ~ (constante)(Tec — T)P (17)
donde f =1/8 (En esta ecuacién ( es un exponente critico y no 1/kgT).
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No ha sido posible resolver hasta ahora analiticamente el modelo de Ising tridi-
mensional; pero soluciones numéricas han establecido que también existe una
temperatura critica que es aproximadamente dos veces el valor para

dos dimensiones. Cercano a ésta se encuentra [4] que:

(C/N) x| T -Tc |™® (18)

(M/N) x (Tec — T)?, T < T¢ (19)

ademds que M=0 para T > T¢; de (18) y (19) los exponentes criticos tienen los
valores

@ = 0,125, B =~ 0,313. (20)

En este trabajo se considera mas adelante dos esquemas que toman en cuenta las
interacciones entre particulas para estudiar la transicién de fase en el magneto
Ising. Antes de ésto se verd algunas cuestiones adicionales sobre la fisica de las

transiciones de fase.
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2.3 Rompimiento de simetria y rango de correla-
cilones

En ausencia de un campo magnético H el estado de un magneto Ising con
todos los espines alineados es dos veces degenerado dado que el alineamiento
total puede ser arriba o abajo. Por tanto, en ausencia de un campo magnético
externo, pareceria que un calculo mecanico estadistico de la magnetizacion usando

la féormula

N
(M) = Q7 (Y usi)e P (21)

daria cero. El razonamiento aqui es bastante simple: para cada configuracién con
M, = ¥, us; positivo, la simetria demanda que haya una configuracién con la
misma probabilidad con M, negativa. De aqui, la suma es cero. ; Por qué entonces
se tiene una magnetizacion espontdnea?

La respuesta se puede encontrar considerando la energia libre del sistema A(M) en
términos de la magnetizaciéon M. El simbolo ~ hace referencia a que esta energia
libre se calcula considerando sélo los estados v accesibles al sistema cuando la

magnetizacién es M. Si
(22)
donde A(M — M,) es 1 cuando M = M,, y cero de otra manera entonces
A(M) = —kgTInQ(M) (23)

SiQ=>um Q(M) entonces la probabilidad para observar el sistema con magne-

tizacién M se obtiene a partir de Q(M)/Q.
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El calculo de la energia libre A(M) resulta util aqui porque determina el trabajo

reversible para cambiar la magnetizacién del sistema. Cuando T < T¢, A(M)

toma valores como los mostrados en la figura 14 [4]

AM)

M
T <M>

Figura 14: Funcién trabajo reversible para la magnetizacion.

En ésta figura la energia AF estd relacionada con el acoplamiento de los es-
pines con un campo externo H. La figura es simétrica cuando H = 0.
Del anélisis de la figura se observa que se requiere una fluctuacién de energia E*
para ir de un estado ordenado a otro desordenado. Como se vi6 en la seccion
2.2 E* serd apreciable sélo en 2 y 3 dimensiones. La apariciéon de la magneti-
zacion espontanea y el hecho que una direccién de orientaciéon sea mas probable
( rompimiento de simetria de correlaciones de largo alcance) puede verse como
sigue: A través de la aplicacién de un campo externo, el sistema es preparado
con una magnetizacion de un signo particular. Luego el campo puede ser hecho
arbitrariamente débil y si estamos por debajo de la temperatura critica entonces
E* # 0y no seran posibles fluctuaciones espontaneas de magnitud suficiente para

cambiar el signo de la magnetizacion.
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2.4 Correlaciones y susceptibilidad magnética

La magnetizacion fluctuante, M, es el pardmetro de orden para el sistema

Ising; es decir que M denota la variable, cuyo promedio temporal (con H = 0) da
informacién de la direccién favorecida (rompimiento de simetria con respecto al
favorecimiento de una direccién de espin del sistema). Hay otra idea ttil asociada
a éste pardmetro de orden: el rango de correlaciones, esto es, la distancia sobre la
cual las fluctuaciones en una regién del espacio son afectadas (correlacionadas)
por aquellas de otra regién. Si dos puntos estdn separados por una distancia may-
or que el rango, entonces las diferentes fluctuaciones en estos dos puntos no estdn
correlacionadas .
Asi si en una red bidimensional el rango de correlaciones, R, es una distancia
microscépica (no mayor que unos pocos espacios de red) la red puede ser parti-
cionada en un enorme numero de celdas estadisticamente independientes. Cada
celda tendria una longitud L > R pero aun microscépica de magnitud. (figura
15). La magnetizacién neta en cada celda no estd correlacionada con sus vecinos.
De aqui que no hay ninguna correspondencia entre celdas y la magnetizacién to-
tal promedio serd cero.

Sin embargo si R fuera macroscépica en tamafio puede existir una magneti-
zacion promedio neta en una muestra macroscopica. Vemos, por tanto, que el
rompimiento de simetria asociada con un valor finito del promedio del pardmetro
de orden estd intimamente relacionado a la existencia de orden de largo alcance
-esto es, un rango de correlaciones macroscépica en magnitud.

Para escribir ecuaciones asociadas con éstas ideas, introducimos la funcién de
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L>R=rango de correlacién

Longitud de lared =1

Figura 15: Particién con diferentes longitudes en una red.

correlacién c;; entre los espines i y j,
(24)

De acuerdo a su definicién, c¢;; se anula cuando el espin en el sitio de red i no
esta correlacionado con el sitio de red j. De aqui Z;-V=2 cy; crece con el nimero de
espines correlacionados al espin 1. Hemos particularizado al espin 1 por conven-
cién notacional. Todos los espines son, por supuesto, equivalentes. Definimos la

suceptibilidad magnética como

De la mecanica estadistica

(M)
(—BH)

a(M)

)B=(aﬁH

(6M)) = —(,, )o
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luego

1
X(8, H) = (M), (25)
Por otro lado M = M — (M), es decir
N N
OM = p) [si = (s:)] = ) As;
i=1 i=1

A partir de aqui se verifica que

((6M)%) = u® 3~ [(sis5) — (s:)(s5)]

17.7=1

es decir

N N
(M3 = > cij =N ey

i,j=1 Jj=1
donde hemos usado la definiciéon de c;; y el hecho que todos los sitios de la red

son equivalentes. De la ecuacién (25) tenemos finalmente

N
X(B,H) =p*3" ¢y (26)
Jj=1
De acuerdo a esta ultima férmula, si la susceptibilidad diverge ésto a

correlaciones de largo alcance. El razonamiento es que ¢l lado derecho cuenta el
nimero de espines correlacionados y éste nimero se incrementa cuando el rango
de correlaciones lo hace.

El rompimiento de simetria (favorecer una direccién de espin) estd relacionado
a la divergencia de x. Si H — 0% para T" < T, entonces (M) = Nmgyp donde
mop es la magnetizacién espontanea por espin (el subindice cero enfatiza que el
campo tiende a cero) y si H — 07, entonces (M) = —Nmypu. Este cambio se

hace mas abrupto cuando N — oo, en éste caso Qé,—”,q muestra una divergencia en
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H=0.

Este comportamiento se observa en la figura 16 [4].

<M>

Figura 16: La magnetizacién promedio (M) vs SHp para T < T, y N grande
pero finito.

2.5 Teoria de campo medio

En general, el tratamiento de sistemas que experimentan transiciones de fase
requiere el uso de aproximaciones. La primera de tales aproximaciones que con-
sideramos es el método del campo autoconsistente el cual se aplica al magneto
Ising. La idea es considerar sélo un espin particular del sistema y asumir que el
rol de las particulas vecinas consiste en formar un campo magnético molecular
promedio o campo medio que actua sobre el espin particular como lo mostrado en
la figura 17. Esta aproximacién, por tanto, niega los efectos de fluctuaciones que
se extienden mas alld de la escala de longitud asociada con la celda de red elegi-
da. El método incluye sélo aquellas fluctuaciones que ocurren dentro de la celda

elegida, y dado que ésta envuelve solamente una particula, el método tiene éxito

36



en reducir el problema mecanico estadistico de muchos cuerpos en un problema
de pocos cuerpos. Procedimientos de este tipo nunca pueden ser exactos, pero
frecuentemente pueden ser muy precisos y bastante ttiles. Son menos precisos,
por supuesto, para sistemas cercanos al punto critico donde la cooperatividad en

fluctuaciones se extienden sobre distancias grandes.

=
2

Espin o celda elegida

CRCRC CECECEEY

—

. > T
Aproximacion del campo medio

— —>—
“- .. @H—»....
@

Figura 17: Diagrama que muestra esquematicamente la teoria de campo medio.

Para empezar el andlisis de campo medio, escribamos la energia del sistema

en el modelo de Ising para el estado v:

(27)

donde

Jij = J(siiyjsonwvecinosmds cercanos.)

= 0(en cualquier otro caso.)

La fuerza generalizada ejercida sobre s; debido a los espines vecinos y el campo

externo H es

Por otro lado si H; es el campo instantaneo para el espin i entonces la fuerza
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generalizada sobre este espin es también pH;. Por lo tanto
,LLH,- e ,uH + z Jiij
J
Considerando fluctuaciones en los s;, la fluctuacién de H; sobre su media es

(H) = H+ Jij(s;)/m

= H+ Jz(si)/u

En la segunda igualdad se ha logrado reducir el problema de las fluctuaciones de
los espines j a fluctuaciones de espin i y z es el niimero de vecinos mas cercanos
alrededor del espin dado. En la aproximaciéon del campo medio que niega las

desviaciones de H; de su media (H;), se cumple H; = (H;) = H+ AH con
AH = Jz(s1)/u

y (si) = (s1). De la mecdnica estadistica para un sistema de espines no acoplados

en un campo magnético fijo H; el valor medio de s, es

donde E, = — 3, _41 #H;s1. De aqui se obtiene

(s1) = tanh(BuH;) = tanh(BuH + BzJ(s1)) (28)
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Como la magnetizacién m por particula por u es:

N
m = (M)/Np =23 u(s:)/Np = (s:) = (s1)

=1

entonces

m = tanh(BuH + fzJm) (29)

La ecuacién (29) para m es una ecuacién trascendental cuya solucién produce
la magnetizacion de acuerdo a la teoria de campo medio autoconsistente. Es
”autoconsistente” en el sentido de que el campo medio que influencia el valor
promedio de la magnetizaciéon depende asimismo del promedio de la magneti-
zacion.

Nétese de la figura 18 que soluciones no cero para m existen para H=0 cuando
BzJ > 1. Asi pues a partir de S.z2J = 1 en adelante comienzan las soluciones no
triviales para m. Luego para nuestro modelo de red la temperatura critica es, de

acuerdo a la teoria del campo medio
T. =2DJ/kg

donde z = 2D y D es la dimensién de la red.

Para T < T, la solucién de m = tanh(B8Jzm) es

_ 1 m{1+m\
- 2Jzm

I~

B

T

“X
1—m’

Podemos ver que sim =1 ; In(2/0) = oo0. y 8 = +00/22J = T — 0.

Asi tambiénsim = -1 ; In(0/2) = —0c0. y B = —o0/ —22J = T — 0.
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tanh(BJzm)

T

T [ S

>
m

—

Solucién no trivial en la ecuacidn
de campo medio para 3Jz > 1

Figura 18: Gréfico de tanh(B8zJm) vs m para diferentes valores de la constante

de acoplamiento 8Jz.

Tenemos que para T — 0 la teoria de campo medio predice para la magnetizacién

espontianea m = £1, valores que estan de acuerdo a lo esperado.

Si B.zJ = 1 entonces

Ademads de (29) con H =0si T — T, ( T tiende a T¢ por la izquierda) entonces

m — 0.

En este caso

de donde

Entonces si T' — T :

1, 1+m m3
) ¥ty
M, 3u?

— ) = .- T
(7= T~ T)



Y como el primer paréntesis es una constante:

M/N (T, — T)"/? (30)

De esta manera se demuestra que el exponente critico 8 en la teoria de campo
medio tiene el valor de 1/2.

Nétese que para una dimension la teoria del campo medio predice que la transi-
cién orden-desorden ocurre a una temperatura finita T, = 2J/kg. Pero sabemos
del andlisis exacto del modelo de Ising unidimensional que 7, = 0 (o sea que no
hay magnetizacidon espontdnea a temperaturas finitas). O sea pues la teoria es
”"mala” en una dimensidn. Fluctuaciones espontdaneas destruyen el orden aunque
esta teoria, que niega fluctuaciones, predice orden de largo alcance.En dos di-
mensiones, la solucién Onsager da T, =~ 2,3J/kp , mientras la teoria predice
T. = 4J/kg. En tres dimensiones el porcentaje de error es mds pequeno: la re-
spuesta correcta (conocida del andlisis numérico) es T, =~ 4.J/kp, mientras que
la teoria da 7, = 6J/kp. En cada caso, la negacidon de fluctuaciones predice
transiciones a un estado ordenado a temperaturas mas altas que la verdadera
temperatura.

Haciendo otras mejoras sofisticadas, la teoria del campo medio puede mejorar en
la prediccion de las temperaturas criticas en dos y tres dimensiones. Estas sofisti-
caciones son construidas eligiendo mas de una particula, por ejemplo sumando
sobre un par de espines vecinos mas cercanos s; y S. Asi el campo molecular
actuando sobre este par puede ser aproximado como un campo medio y reduce el
problema a uno mas tratable de dos cuerpos pero cuenta fluctuaciones para un
par de particulas negando aquellos que envuelven mayores nimeros de particulas.

Esta negacidn de fluctuaciones sobre longitudes mayores que aquellos asociados
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con un numero pequeno de particulas producira siempre exponentes criticos in-

correctos.

2.6 Teoria del grupo de renormalizacién (GR)

La teoria del grupo de renormalizacién es un método que toma en cuenta
fluctuaciones a escala de mayores longitudes. Esta aproximacion que permite
entender mejor a las transiciones de fase fue desarrollado en 1971 por Kenneth
Wilson Premio Nobel 1982 en Fisica por esta contribucion. El método de Wilson
es muy general y tiene amplia aplicabilidad extendiéndose mas alla del campo de
transiciones de fase. Dentro de esta area de investigacion, sin embargo, la teoria
puede ser vista como una extensién e implementacion de ideas fenomenolégicas
sugeridos por Leo Kadanoff en la década del 60 pasada.

Varios de los conceptos en la teoria GR pueden ser ilustradas con el modelo de
Ising unidimensional. Asi empezamos con este sistema atin cuando no exhibe una
transicion de fase. En ausencia de campo magnético, la funcién de particion, Q,

es:
Q(K,N) = (31)

donde introducimos una cantidad K,llamada constante de acoplamiento, definido

por:

K = J/kgT

La primera idea en la teoria GR es eliminar del problema una fraccién finita de

los grados de libertad (espines) promediando sobre ellos. Para esto escribimos Q
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como sigue:

Q(K,N)= > exp[K(s152 + 5253)|exp[K (s3s4 + $455)]...

81182,---3SN

Ahora podemos sumar sobre todos los espines numerados pares, S, Sq, Sg, ---- El

resultado es:

Q(K,N) = > {exp[K(s1+ s3)] +exp[—K(s1 + s3)]}

51,83,85,...

x {exp[K (s3 + s5)] + exp[— K (s3 + s5)]}-.-

Ejecutando estas sumas, hemos eliminado grados de libertad alternadas. Es-

quemadticamente esto se ve en la figura 19.

OO0 OO0 ... —
1 2 3 4 5 1 3 5

Figura 19: Visién esquematica de la eliminacién de grados de libertad alternada.

La segunda idea importante en la teoria RG es cambiar esta funcién de par-
ticién, sumada parcialmente, en una forma que haga aparecer la misma como
una funcién de particién para el modelo de Ising con N/2 espines y (en gener-
al) una diferente constante de acoplamiento. Si esta reescala es posible, entonces
podemos desarrollar una relacion de recursion a partir de la cual podamos calcu-
lar Q(K,N) empezando de un sistema con otra constante de acoplamiennto (por
ejemplo cero). Consideremos una funcién de K, f(K), y una nueva constante de

acoplamiento K’ tal que:
eK(s+s’) + e—K(s+s') — f(K)eK’ss’ (32)
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donde s, s’ = £1. Si podemos encontrar estas K’, f(K), entonces

QK,N)= > f(K)exp(K's1s3)f(K)exp(K'ssss)...

Q(K,N) = [f(K)]"?*Q(K',N/2) (33)

Esta es la relacion de recursion deseada. Una transformacidén como ésta es llamada
una transformacién de Kadanoff . Para determinar las cantidades K’ y f(K)

de la ecuacion (32), notamos que si s = s’ = %1, entonces

e2K % = f(K)eK'

La unica otra posibilidad es s = —s’ = £1 del cual tenemos

2= f(K)e ¥ 5 f(K) = 2eX

Asi tenemos dos ecuaciones con dos ingcdgnitas. La solucién es

K' = (1/2)lncosh(2K) (34)

f(K) = 2cosh!/?(2K) (35)

Armados con estas formulas, consideremos

InQ = Ng(K) (36)

Como A = —kgTIn@ , tenemos que dentro de un factor de —kgT , Ng(K) es
una energia libre y dado que las energias libres son extensivos, esperamos que

g(K) sea intensiva, esto es independiente de la magnitud del sistema.
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De la relacién de recursién (33):

InQ(K, N) = (N/2)inf(K) + inQ(K', N/2)

InQ(K,N) = (N/2)inf(K) + (N/2)g(K') = Ng(K)

entonces

9(K) =1/2inf(K) + 1/29(K")

y de la ecuacién (35) tenemos

g(K') = 2g(K) — In[2cosh}?(2K)) (37)

Las ecuaciones (34) y (37) se llaman ecuaciones del grupo de renormalizacién o
ecuaciones GR. Ellos describen transformaciones que partiendo del par K,g(K) de-
finen otro par K’,g(K’). Es decir que estas transformaciones obedecen propiedades
de grupo, y proveen un esquema de recursion.

Debemos observar que que si partimos de un valor K = K (o sea un valor de
T =T, ) y conocemos su correspondiente @Q = Qg (conocer estos datos es a veces
posible en casos limites) entonces hallariamos g(Kj) y en (37) el valor de g(K’)
con K’ dado por (34). Asi podriamos encontrar el nuevo valor de InQ = Ng(K')
. Nétese que en la renormalizacién obtenida de (34) y (37) la nueva constante
de acoplamiento, K’ es siempre menor que K, o sea que las temperaturas son
crecientes. Esto puede verse también si partimos de K > 0 entonces 2K > —2K

K miembro

y como la funcién exponencial es creciente e2* > e~2K y sumando e?
a miembro obtenemos 2e2% > 2K + e=2K Juego €?X > cosh(2K) por la defini-
cion de la funcién coseno hiperbdlico y ya que la funcion Ln es también creciente

entonces 2K > Incosh(2K). De aqui demostramos que siempre K > K’ por la
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ecuacion (34).
Un conjunto alternativo de ecuaciones GR si queremos tener K crecientes se ob-

tiene invertiendo las ecuaciones (34) y (37).

K = (1/2)cosh™(e?K") (38)

y ya que f(K) = 2K’

9(K) = (1/2)g(K’) + (1/2)in2 + K'/2 (39)

Los resultados de la aplicacién de la teoria de GR para el modelo de Ising

bidimensional muestra que se tiene una transicién de fase para la T¢ tal que [6]

kol = 0,50698

el cual es cercano al valor exacto

kol = 0,44069

obtenida de la solucion de Onsager. La prediccion de una capacidad calorifica

débilmente divergente estd en acuerdo cualitativo con el resultado de Onsager

Cx—In|T-T,|
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Capitulo III

Método de Montecarlo en mecanica
estadistica

3.1 Introduccidon

La ”simulacion por computador” es ahora reconocida como una importante
herramienta en la Ciencia, complementando la teoria analitica y el experimento
(figura 20). En Fisica, la comparacién de conceptos tedricos con hechos experi-
mentales tiene una gran tradicién, y ha probado ser una fuerza impulsora para
mejoras continuas de la comprension del fenémeno en cuestién. Sin embargo, hay
muchos casos donde la comparacion de resultados de una teoria analitica con
datos experimentales deja abiertas cuestiones importantes:

La teoria analitica empieza con algin modelo y ademas envuelve algunas aproxi-
maciones matematicas que frecuentemente no son justificadas a partir de primeros
principios. Por ejemplo, en la descripcidn tedrica de un diagrama de fase de
aleacién uno puede empezar de un Hamiltoniano como el de Ising con ciertg,s su-
posiciones acerca de los parametros que describen las interacciones entre las varias
clases de atomos. La mecanica estadistica de este modelo entonces es tratada por

una técnica analitica aproximada. Claramente, habra algunas discrepancias entre
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el resultado de tal tratamiento tedrico y el experimento y en muchos casos el
progreso no es posible dado que no es claro si el problema es debido a un modelo
inadecuado, una aproximacion imprecisa, o ambos. Algunas veces tales proble-
mas son oscurecidos debido a que la teoria analitica contiene algunos parametros
ajustables. En estos casos puede ocurrir que un ajuste de una teoria imprecisa a

datos experimentales sea posible.

EXPERIMENTO

TEORIA SIMULACION

ANALITICA POR COMPUTADORA
<€ >

Figura 20: Ilustracién esquematica del rol de la teoria analitica, simulacién
numérica y experimento: la simulaciéon por computadora puede ser compara-
da directamente con una teoria ( para probar la precision de aproximaciones
matemadticas) o con el experimento ( para probar si un modelo describe fielmente
un sistema real).

Bajo tales circunstancias, las simulaciones pueden ser muy ttiles: la simulacién
por computador puede tratar con un modelo sin mas aproximaciones, aparte de
errores estadisticos y errores sistemdticos controlables (tales como efectos de
tamaiio finito, por ejemplo) y usar la mecdnica estadistica en el problema con
exactitud. Asi puede ser mucho mas claro si un modelo particular es una descrip-
cién adecuada de un sistema de la materia condensada o no. En casos donde una
teoria satisfactoria no ha sido atin formulada, la percepcién de la fisica ganada
de simulaciones pueden producir sugerencias muy adecuadas hacia el desarrollo

de una nueva teoria. Después de todo, las simulaciones pueden producir informa-
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cién muy detallada sobre un modelo del sistema, sobre escalas microscépicas de
longitud asi como de tiempo. Esta informacién puede dar percepciones cualita-
tivas en la validez de conceptos fisicos y asunciones generales acerca de procesos
relevantes.

En vista de estas distintas ventajas de simulaciones y el hecho que computado-
ras de alta rapidez han llegado a ser mucho mas accesibles en anos recientes,
no deberia llegar a sorprender que el campo ha visto un rdpido crecimiento de
aplicaciones. Con el advenimiento y amplia disponibilidad de computadoras po-
tentes, la metodologia de simulaciones por computadora ha llegado a ser una
buena herramienta en el estudio de sistemas de muchos cuerpos. La idea basica
en estos métodos es que con una computadora, uno puede seguir explicitamente
la trayectoria de un sistema envolviendo 102 o 10% o0 ain 10* grados de libertad.
Si el sistema es apropiadamente construido -esto es, si condiciones de contorno
fisicamente significantes e interacciones interparticula son empleadas- la trayec-
toria servird para simular el comportamiento de un conjunto real de particulas, y
el andlisis estadistico de la trayectoria determinard prediciones significantes para
propiedades del conjunto.

La importancia de estos métodos es que, en principio, ellos proveen resultados
exactos para el Hamiltoniano bajo investigacién. Asi, las simulaciones proveen
puntos de referencia indispensables para tratamientos aproximados de sistemas
no triviales compuestos de particulas interactuantes. Frecuentemente, las simula-
ciones mismas son tan eficientes que ellas pueden ser facilmente ejecutadas para
todas las circunstancias de interés y no hay necesidad de recurrir a aproximaciones
y acercamientos mas simples. Hay, sin embargo, limitaciones importantes. La fini-
ta capacidad de las computadoras (en memoria y en tiempo) implica que uno

puede considerar solamente un nimero finito de particulas, y uno puede seguir
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trayectorias solamente de longitud finita. La dltima restriccién coloca limites a
la calidad de la estadistica que uno puede adquirir, y la primera inhibe el estudio
de las fluctuaciones de grandes longitudes de escala.

Hay dos clases generales de simulaciones. Uno es llamado el método de Dinami-
ca Molecular. Aqui, se considera un modelo dindmico clasico para atomos y
moléculas y la trayectoria es formada por ecuaciones integrales de movimien-
to de Newton. El procedimiento provee informacién tanto dindmica como de
propiedades estadisticas de equilibrio. Asi, se pueden determinar las propiedades
de un fluido en condiciones extremas de temperatura y presion, inaccesibles ex-
perimentalmente. La otra clase es llamada el método de Monte Carlo. Este
procedimiento es mds general que el de dindmica molecular ya que puede ser usa-
do para estudiar sistemas cuanticos y modelos de red asi como conjuntos clasicos
de moléculas. El método de Monte Carlo, sin embargo, no provee un método
directo de obtencién de informacién dindmica dependiente del tiempo.

La dificultad méas importante de estos métodos se refiere a los efectos de superfi-
cie para particulas en un sistema macroscépico . Si tomamos muestras pequenas
se tiene que la mayoria de las particulas estdn en la superficie como se muestra
en la figura 21. Como se sabe el niimero de particulas en la superficie es propor-
cional a N?/3 y su nimero relativo al volumen es N~!/3 el cual es grande si N es
pequeno. Por ello ésto no refleja un modelo apropiado de particulas de un sistema

macroscopico.

Para superar este problema, Metropolis y col. introdujeron las llamadas ” condi-
ciones de contorno periddicas”. Bajo estas condiciones, las N particulas de la
muestra se colocan en una caja central, la cual se rodea de infinitas réplicas en

todas las direcciones, cada una conteniendo N particulas en idénticca configu-
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Figura 21: Condiciones de contorno periédicas en dos dimensiones para N=4
particulas.

racion a la de la caja central. Se permiten interacciones entre particulas vecinas
de diferentes cajas, de modo que cada particula se encuentra en un ”mar sin oril-
las” de particulas. Este sistema infinito contiene, sin embargo correlaciones falsas,
asociadas a la periodicidad del sistema total, pero para muchas situaciones estu-
diadas el modelo es aceptable.

En este capitulo, nuestra discusién de Monte Carlo se enfocard en el magne-
to Ising, sistema para el cual ya tenemos alguna experiencia. Lo que veremos
es facilmente generalizado a problemas mas complejos. El modelo de Ising es
conocido por tener resultados analiticos exactos en una y dos dimensiones. Estos
resultados exactos proveen una guia en la experimentacion, y siempre es tutil para
probar algoritmos de simulacién y compararlos con los resultados exactos antes

de aventurarse con los menos conocidos.
3.2 Trayectorias

Una trayectoria es una secuencia cronolégica de configuraciones para un sis-
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tema. Por ejemplo, las configuraciones de un magneto Ising es la lista de variables
espin s, S, ..., SN. Sea r = (81, S2, ..., Sy) una abreviaciéon para un un punto en
este espacio de configuracion N-dimensional. Ahora imaginemos un curva a través
de este espacio. Denotemos por r(t) la lista s, S92, ..., sy en el paso t-ésimo en esta
curva. La funcién r(t) es entonces una trayectoria. Esquematicamente, el grifico
en la figura 22 muestra una trayectoria en sus ocho primeros pasos. Las letras
a, b, c y d se refieren a diferentes configuraciones. Por ejemplo, tal vez a=(1,1,-

1,1,...), b=(1,-1-1,1,...), c=(-1,-1-1,1,...) y d=(1,-1,1,-1,...).

r(t)

d

1 2 3 4 5 6 7 8 t

Figura 22: Trayectoria de un magneto Ising.

Las propiedades de un sistema cambian en una trayectoria y el promedio de
una propiedad G, = G(sy, S, ..., Sn) sobre las configuraciones visitadas durante

una trayectoria después de T pasos es:

1 T
(G)r =72 Cro
t=1

En el limite cunando T' — oo, (G)7 — (G) (donde (G) es el valor medio estadisti-

co para el equilibrio térmico y es independiente de la trayectoria seguida). Esto
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se debe a que las frecuencias relativas con las cuales las diferentes configuraciones
son visitadas se construyen siguiendo la ley de distribucién de Boltzman. En la
practica las trayectorias son llevadas para solamente un tiempo de duracién fini-
ta, y el promedio sobre configuraciones proveera sélo un estimado de (G).

La precisién estadistica de un promedio de tiempo finito se puede estimar di-
vidiendo la trayectoria en subtrayectorias adecuadas. Asi los promedios sobre
estas subtrayectorias pueden ser vistas como observaciones estadisticamente in-
dependientes y a partir de estos valores estimar la incertidumbre correspondiente.
Cuando T' — oo ésta incertidumbre coincide con la incertidumbre estadistica de
(G). Esquemaéticamente, ésta idea es ilustrada con el dibujo de la linea del tiempo

dividida en incrementos de longitud L (figura 23):

L
<>
. e = - - 5 PR
(@) e« B C D .«
<G>
r

<G>

Figura 23: Promedio acumulativo.

Sea (G)(B) el promedio de G (¢) sobre el incremento B-ésimo. Claramente,

) 2 (0

I=A,B,...

Nt~

(G)r = (
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entonces

A(G)r = [(7) Z(O)® - (@)

es la desviacion estandar que da un estimado de la incertidumbre estadistica.

3.3 Trayectoria Montecarlo

Ahora consideremos una regla o algoritmo para realizar una trayectoria. El
esquema no corresponde a una verdadera dindmica, sin embargo, es un método
para la ejecucidon de un camino aleatorio a través del espacio de configuracidnes.
Este algoritmo usa el método Montecarlo. El origen del nombre ” Montecarlo”
proviene del caracter aleatorio del método, similar al encontrado en las ruletas del
famoso casino en Modnaco. Sus primeras aplicaciones a gran escala se originaron
en Los Alamos, Nuevo México, durante la Segunda Guerra Mundial, y van unidos
a los nombres de Enrico Fermi y colaboradores.

Los métodos de Monte Carlo en computaciéon numérica son técnicas estadisti-
cas (o probabilisticas) de resolver problemas sean deterministicos (por ejemplo,
evaluacion de una integral definida multidimensional) o sean probabilisticos (por
ejemplo, absorcién neutrénica por la materia), con la ayuda de nimeros al azar.
Para discutir estos métodos se necesitan los conceptos de poblacién estadistica
y muestreo de la misma. Para cualquier gran sistema no trivial, el nimero total
de posibles configuraciones es un nimero astronémicamente grande, y muestreo
directo de todas éstas configuraciones no es practico. Una situacion similar es
encontrada por los encuestadores tratando de medir preferencias de grandes gru-

pos de gente. En aquel caso, el investigador idea un método eficiente por el cual
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se obtienen valores estimados de una pequena pero representativa fraccién de la
poblacion total. Los calculos Monte Carlo son andlogos. Una muestra de esta-
dos representativas se crea ejecutando un camino aleatorio a traves del espacio
de configuraciéon en el cual la frecuencia relativa de visitas es consistente con la
distribucién del ensemble en equilibrio. Para un pequeno magneto Ising bidimen-
sional con solamente 20 x 20 = 400 espines, el numero total de configuraciones es
2400 5 1019, Ayin asi el procedimiento Monte Carlo trata tales sistemas exitosa-
mente tomando muestras de solamente 10° configuraciones.

Conviene, ademds, recordar que los resultados de un experimento fisico forman
una distribucion de modo que su valor medio coincide con el valor real de lo que
se pretende medir (valor verdadero). De la misma forma, los cdlculos de Monte
Carlo no son otra cosa que llevar a cabo una secuencia de operaciones de muestreo
con una distribucién, combinando estos resultados de modo que el valor esperado
coincida con el valor verdadero.

La mayoria de las aplicaciones del método de Monte Carlo se refieren a la evalu-
acion de integrales definidas. Estas integrales pueden evaluarse dando un mismo
peso a pequeiios intervalos en la variable de integracion (método ” crudo”). Sin em-
bargo esto toma mucho tiempo de cédlculo. Otra forma de evaluar estas integrales
es dando pesos distintos a los pequenos intervalos de integraciéon modificando el
argumento de integracién (método de importancia) lo cual mejora el tiempo de
calculo.

Como sabemos la funcion de distribucion configuracional, que nos da la probabil-

N

idad de encontrar al sistema de N particulas en las posiciones r¥ = (ry, ra,...,Tn)

alrededor de r"¥ viene dada por
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siendo Q la funcién de particién y U(r") la energia de interaccién entre las

particulas. El valor medio de cualquier magnitud F(r") se obtiene mediante
(40)

Con el objeto de ver la filosofia del método, consideremos el caso de la integral
simple

= /:f(:v)dz:

de la que el método de Monte Carlo permite hacer un estimado de I. El proced-
imiento es obtener una secuencia de nimeros al azar, n;, comprendidos entre a y
b, de una distribucién uniforme (cualquier niimero tiene la misma probabilidad
de ser elegido) y, con ésta serie de mimeros, obtener una serie de f(n;), que sean

una muestra representativa de todas las f(x). El valor estimado de I sera

b—a N

N Zf(ni)

=1

I=

y en el limite

I= lim I

—00

El problema es algo diferente cuando se intentan calcular propiedades a partir de

distribuciones uniformes, como es el caso de la integral de (40)

donde hay regiones en que U es alta y contribuye muy poco a I'. El problema se

puede resolver como antes, tomando valores rV de una distribucién uniforme y
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calculando el valor estimado mediante

en la que A se refiere a los limites de ry, rg,...,ry. Sin embargo es mas simple si
los numeros al azar que determinan las posiciones pertenecen a una distribucién
de Boltzman, es decir, tales que la probabilidad de obtener un determinado r"v

sea proporcional a exp(—U (r"V)/kT). El valor estimado seria, en este caso,

Este dltimo procedimiento evita las dificultades asociadas con la integral, ya que
de esta manera se eliminan los casos desfavorables. Por ejemplo, para el caso
anterior del magneto Ising, la mayoria de los 24%° estados son de tan alta energia
que son de peso despreciable en la distribucion de Boltzman y no necesitan ser
muestreados.

Aunque los resultados parecen satisfactorios en los ejemplos dados arriba, la
”cuadratura” (distribuciones con un peso)Monte Carlo no siempre es particular-
mente eficiente. Aun con una ”buena” eleccién de la funcién peso, los resultados
muestran que para un mismo valor del nimero de puntos N, la férmula conven-
cional trapezoidal es mdas precisa. Sin embargo, si consideramos la evaluacién de
una integral multidimensional la situacién se revierte. Por ejemplo, de las leyes
estadisticas, el error total en una cuadratura convencional es del orden de N—2/¢,
(d.es la dimensi6n)(10]; para grandes d, éste decrece muy suavemente con el in-
cremento de N. De otra manera la incertidumbre en Monte Carlo decrece como

N~'/2[11], independiente de d. Asumiendo que los prefactores en éstos estimados

son todos del orden unidad, vemos que la cuadratura Monte Carlo es mas eficiente
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cuando d > 4. Por supuesto, éste estimado depende en detalle del esquema de
cuadratura convencional que usamos o cuan buena funcién peso es usado en el
esquema Monte Carlo, pero el punto basico es la diferente manera con la que los
dos errores caen con el incremento de N para grandes d.

3.3.1 Métodos de Monte Carlo en el ensemble candnico

La Mecanica Estadistica Clasica, al trabajar con valores promedio de magnitudes
mecdanicas y termodindmicas, que son integrales sobre el espacio de configuracién
del sistema en cuestion, es un campo muy apropiado para la aplicacién y desar-
rollo de los métodos de Monte Carlo. El valor promedio de una magnitud f(e) se

define como

() = [ fe)wle)de

donde € es la energia y w(e) la densidad de probabilidad, que siempre es propor-

cional al factor Boltzman por

e %p(e)e-d"de

en el cual p(e) es la densidad de estados y Q es la funcién de particién

@)= /p(e)e"/dee

Notamos que el producto f(e)w(e) sélo hara contribuciones importantes a la inte-
gral para valores de € muy bajos; por tanto, en problemas de Mecanica Estadistica
los métodos de importancia son adecuados. Ademas, la densidad de probabilidad
viene normalizada por la funcién de particién candnica la cual no es facil de
evaluar en la mayoria de los casos. Para salvar esta ultima dificultad se emplean

métodos de Monte Carlo como el método de Metropolis. Este método, al evaluar
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unicamente cocientes de densidad de probabilidad de sucesivas configuraciones

evita el problema de hallar la funcién de particion.
3.4 Método de Metropolis

Este método aparecié en 1953. Fue usado en la simulacion de la transmision del
neutréon a traves de la materia, por Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller y
Teller para mejorar el calculo Monte Carlo de promedios. El algoritmo Metropolis
ha llegado a ser ahora una piedra angular de la fisica computacional. La secuencia
de configuraciones que ella produce es un ejemplo de una cadena de Markov
que es un proceso estocastico generalizado para el cual la probabilidad de un

resultado depende de los resultados de los pasos anteriores.

3.4.1 Formulacion del Método de Metropolis

Aunque el algoritmo de Metropolis puede ser implementado de varias formas a
continuacion se da una formulacién sencilla. Supongamos que queremos generar
un conjunto de puntos X de un espacio distribuidos con densidad de probabilidad
w(X). El algoritmo Metropolis genera una secuencia de puntos, X, Xi,..., seme-
jante a los visitados por un caminante aleatorio moviéndose a través del espacio
X; conforme el camino llega a ser mas y mas grande, los puntos que ella conecta
se aproximan mas a la distribucién en el equilibrio.

Las reglas que construyen el camino aleatorio de configuracion son como sigue.
Supongamos que el caminante estd en el punto X, en la secuencia. Para generar
X,+1 hace un paso prueba a un nuevo punto X;. Este nuevo punto puede ser
elegido en una manera conveniente, por ejemplo uniformemente aleatorio dentro

de un cubo multidimensional de pequefio lado J alrededor de X,. Este punto
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prueba es entonces ”aceptado” o ”rechazado” de acuerdo a la razon

_ w(X;)
T WX

Si 77 es mayor que uno, entonces el paso es aceptado y X,4; toma el valor de X;,
mientras que si 7 es menor que uno, el paso es aceptado con probabilidad 7. Esto
ultimo se puede hacer comparando 7 con un numero aleatorio x distribuido en el
intervalo [0,1] y aceptando el paso si z < 7. La figura 24 muestra que si n > 0,5

tiene mas probabilidad de ser aceptado.

0—— 0—-

Figura 24: Gréfica que muestra la aceptacion o rechazo de 7.

Si el paso prueba no es aceptado, entonces es rechazado, y X,,; toma el
valor X,,. Esto genera X, 1, y podemos entonces proceder a generar X 4, por el
mismo proceso, haciendo un paso prueba de X,,;. Cualquier punto arbitrario, Xy,
puede usarse como punto de partida para el camino aleatorio. Para probar que el
algoritmo descrito arriba en realidad genera una secuencia de puntos distribuidos
segin w (probabilidad de tener la configuraciéon X ), vamos a considerar un gran
nimero de caminantes empezando de puntos iniciales diferentes y moviéndose
independientemente a través del espacio X. Si N,(X) es la densidad de estos

caminantes en X después de n pasos, entonces en el proximo paso el niimero neto
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de caminantes moviéndose del punto X al punto Y es

AN(X) = N, (X)P(X — Y) = No(Y)P(Y — X)

Aqui, P(X — Y) es la probabilidad que un caminante hard una transiciéon a Y

si esta en X. Esta ecuacion se puede escribir como:

N,
AN(X) = Na(Y)P(X — ¥ ] (41)

Esta relacién muestra que hay equilibrio (no hay cambio neto en la poblacién)

cuando
N(X) P(Y — X)

T N.(Y) PX—Y) (42)

Ademas cuando el sistema no estda en equilibrio el cambio en N(X) es tal que
tiende a llevarlo hacia su valor en el equilibrio (es decir el cambio es positivo si
Nn(X)/Nn(Y) es mayor que su valor de equilibrio). Se comprueba que, después
de un gran numero de pasos, la poblacion de los caminantes se establecera en su
distribucion de equilibrio, N,.

Queda por demostrar que la transicién de probabilidades del algoritmo de Metropo-
lis conduce a una distribucién de equilibrio de caminantes N, (X) o< w(X). En

este algoritmo la probabilidad de hacer un paso de X a Y es

PX—>Y)=TX —Y)AX —Y)

donde T es la probabilidad de hacer un paso de prueba de X a Y y A es la
probabilidad de aceptacion de aquél paso. Si en un sélo paso (i.e., si estan dentro

de un cubo de lado é centrado alrededor de X donde la cercania tiene que ver
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con configuraciones de sistemas fisicos similares), entonces

T(X — Y) =T(Y — X)

asi que la distribucion de equilibrio de caminantes aleatorios Metropolis satisface

= (43)

Segun el algoritmo Metropolis descrito anteriormente si w(X) > w(Y), entonces

AY > X)=1y

AX — Y) = %%
mientras si w(X) < w(Y) entonces
AY — X) = %

y A(X — Y) = 1. De aqui que, en uno u otro caso, la poblacién de equilibrio

de los caminantes Metropolis satisfacen

= (44)

asi que los caminantes en realidad estan distribuidos de forma correcta. Notese
que aunque hemos hecho la discusién concreta eligiendo X, en la vecindad de X,,,

podemos usar cualquier transicién y regla de aceptacion que satisfacen

w(X) T(Y — X)A(Y — X) i
w(Y) T(X—>Y)AX —>Y) (45)

Algunas consideraciones practicas son necesarias para lograr que el método sea
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eficiente. Supongamos que X, corresponde a un maximo de w(X), es decir la
configuraciéon de mayor probabilidad. Si la distancia J entre X, y X; es grande
, entonces w(X;) serd mucho menor que w(X,) y serd rechazado llevando a un
proceso ineficiente. Si  es muy pequeno la mayoria de los pasos serian aceptados
pero no se estaria muy lejos de X,,, es decir que el proceso serd también inefi-
ciente. Un valor adecuado de aceptacién es la mitad del nimero de pasos prueba.
En segundo lugar, debemos ver si los puntos generados Xy, X;,... son estadisti-
camente independientes; para esto tenemos que calcular la funcion de correlacién
entre ellos. En la practica se usan puntos del camino aleatorio separados por un
intervalo fijo y se elige éste tal que la correlacion entre los puntos usados sea mini-
ma. Finalmente un punto X de inicio adecuado es tal que w(Xy) sea grande.
El método de Metropolis esta relacionado con el de recocido simulado. Este méto-
do parte de situaciones andlogas a hojas de metales a altas temperaturas donde
hay una parte de movimiento interno y no el orden de largo alcance necesario
para una hoja rigida. Asi, como parte del proceso, recocemos la hoja; esto es,
calentamos y suavemente enfriamos a fin de reducir quebraduras e incrementar
su fuerza. Enfriar rapidamente no permitiria el equilibrio de largo alcance (y or-
denamiento) de la hoja y esto conduciria a rajaduras.

El aspecto clave del algoritmo Metropolis es que el peso dado a una configu-
racion prueba depende de cuan lejos estd de su configuracion de energia minima.
Aquellas configuraciones que estan lejos de la configuraciéon de energia minima
no son completamente descartadas. Permitiendo al sistema desviarse de la con-
figuracion de energia minima (ir ”cuesta arriba” por mientras), ésta técnica es
exitosa en encontrar un extremo global para situaciones en la cual otras técnicas
son exitosas en encontrar solamente minimos locales. Su éxito depende de que no

sea tan rdpido el "enfriamiento” o paso a la configuracién de energia minima; de
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ahi el nombre de recocimiento simulado. El algoritmo muestra ser exitoso en la
simulacion de fluctuaciones cerca de la energia minima y da resultados explicitos

para las cantidades termodinamicas.

3.4.2 La ecuacion Maestra y el algoritmo Montecarlo
Metropolis

Primero consideremos algunas definiciones y resultados para un sistema aislado.
Sea A el sistema aislado el cual tiene un hamiltoniano principal y una pequefa
parte adicional que define algunas interacciones débiles no incluidas en la princi-
pal. Designemos por r los estados cuanticos del hamiltoniano principal y por E.
sus correspondientes niveles de energia. La presencia de la interaccidon adicional
hace inducir transiciones entre los diversos estados no perturbados. Sea la prob-
abilidad de transicién w,,, por unidad de tiempo desde el estado no perturbado
r al estado no perturbado s. Existe una propiedad de simetria que relaciona ésta

transicion con la transicion inversa del estado s al r.
Wger = Wrs (46)

Definamos a P,(t) como la probabilidad que el sistema A se encuentre en el
estado r en el instante t. Entonces P, tiende a aumentar con el tiempo porque
otros estados sufren transiciones al estado r, y tiende a decrecer porque éste
estado r sufre transiciones a otros estados s. Como P,w,; indica la probabilidad
de que el sistema estando en el estado r pueda pasar al estado s, P, depende del

tiempo, por tanto, segun la ecuacion

dP,
=Y Paws — Y Pw,,
dt p 3
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o bien

(47)

Esta relacion se llama ”ecuacién maestra”. Notamos que si

(48)

llamada ”ecuacién de balance detallada”, dP,/dt = 0y estaremos en una situacién
de equilibrio estacionario. Aunque es una condicién suficiente no es necesaria. Es
posible encontrar situaciones estacionarias que no sean de equilibrio (definidos
por dF,/dt = 0) es decir donde la condicién de balance detallada no se satisface
para todo los r,s.

Ahora consideremos un sistema en contacto térmico con un sistema mucho mayor
A’

El hamiltoniano total del sistema combinado A©® = A + A’ esta formado por
el hamiltoniano de A, la del acumulador térmico A’ y por el hamiltoniano muy
pequeno que representa la débil interaccion entre A y A’. En ausencia de inter-
accién, designemos la energia de A en el estado r por E, y la energia de A’ en el
estado r’ por E/,. La presencia de la interaccidn induce transiciones entre estados
y es responsable de que se llegue al equilibrio entre A y A’.

Sea P, la probabilidad de que A esté en el estado r, y P/, la correspondiente
probabilidad de que A’ esté en el estado r’. El estado del sistema combinado A(®
se define por el par de nimeros r y r’, siendo la probabilidad de que A esté en

este estado: P,(f,)

= P,P/.. En este sistema combinado la interaccién da lugar a
transiciones entre los estados. Existe por tanto, una probabilidad de transicién
bien definida, w© (rr" — ss’) por unidad de tiempo, de pasar del estado rr’ al

ss’. Al igual que en un sistema aislado tenemos para el sistema aislado A© la
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condicion de simetria
(49)

Recordemos que en el equilibrio canénico P, es proporcional a e #€- donde S es
el parametro de temperatura del foco A’. Entonces, en equilibrio, para el sistema
A

(50)

Supongamos ahora que consideramos una situacién general de desequilibrio para
A, pero admitamos que el acumulador térmico A’ es tan grande que, independi-
entemente de lo que pase con A, A’ permanece siempre en equilibrio interno. Por
consiguiente, cualquiera sea la energia total que tiene A’, se supone siempre que
A’ estd distribuido de acuerdo con una distribucién canénica (estd siempre en
equilibrio) con el pardmetro constante de temperatura 8. En éstas circunstancias
podemos preguntarnos por la probabilidad neta de transiciéon w,,, por unidad de
tiempo, que el subsistema A pase desde su estado r al s.

La probabilidad de transiciéon w,, puede obtenerse multiplicando la probabilidad
de transicién w(©® (rr' — ss’) para el sistema combinado A por la probabilidad
P!, de que A’ esté en el estado particular r’ y sumando para todos los estados
iniciales posibles r’ en los que A’ puede encontrarse y todos los estados finales

posibles s’ a los que puede llegar. Por tanto

Wes = > PLw@(rr’ — ss')

rlsl
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y puesto que P/, = Cezp(—BE.), en que C es una constante tenemos

wys =C Z e—ﬁE:,w(O)(rrl N ss') (51)
T’s’
De igual forma
we; =CY e PEiwO(ss' — rr') (52)
s’

Ahora bien, la conservacién de la energia £, + E/, = E;+ E!, implica £}, = E/, +
E;, — E,. Utilizando la relacién de simetria (49), la expresion (52) se transforma

en

Por tanto
u,sr e_ldEr

(53)

Con 8 > 0y E; > FE, entonces wg, > w,s. En el sistema A, las transiciones a
estados de energia inferior son, pues, mas probables que las transiciones en sentido
opuesto. Este es, desde luego, lo que se necesita para llegar a un equilibrio térmico
en A. Esta ecuacién también se cumple para el equilibrio pues en este caso es
plausible que se cumpla P.w,s = Psws, lo cual lleva de la ecuacién (50) planteada
para una distribucién canénica a la (53).

Siempre que se tenga una trayectoria que obedece ésta condicion, la estadistica
adquirida de la trayectoria coincidira con aquella del ensemble canénico. De (53)

se tiene
w‘rs

= ezp(—PBAEy;)

ST
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donde, AFE,; = E; — E,. En el algoritmo de Metropolis se escoge:

1
Wrs X (54)

exp(—BAE;s) si AE.; >0
Esto es, hay una probabilidad unidad de aceptar un movimiento cuando éste
causa un decrecimiento de energia, y cuando el cambio de energia es positivo,
el movimiento es aceptado con una probabilidad exponencial. Dada ésta férmula
para w,s, es claro que el algoritmo Montecarlo Metropolis genera una trayectoria
que muestra configuraciones en acuerdo con la distribucién Boltzmann canénica
de configuraciones.
Debido a que el procedimiento Montecarlo no es verdaderamente dinamico, existe

mucha flexibilidad en la elecciéon del algoritmo particular por el cual el camino

aleatorio es ejecutado.

3.5 Magneto de Ising y el algoritmo Montecarlo-
Metropolis

Ahora, damos un algoritmo de Metropolis para un magneto Ising. Empezamos es-
tableciendo nuestro sistema en una configuracién inicial. Entonces entresacamos
de manera aleatoria uno de los espines en éste conjunto. La eleccién aleatoria para
el espin es ejecutada con la ayuda de un generador de mimero seudo-aleatorio (un
algoritmo que genera una larga secuencia de mimeros aleatorios distribuidos uni-
formemente en el intervalo entre 0 y 1).

Habiendo entresacado un espin de manera aleatoria, consideramos ahora la nueva
configuracion s, generada de la vieja configuracion, r, invirtiendo el espin iden-
tificado aleatoriamente. Por ejemplo, r — s podria corresponder a la siguiente

figura 25
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In/EERInk

Figura 25: Inversiéon de un espin de la configuracidn r, elegido aleatoriamente.

El cambio en la configuracion cambia la energia del sistema por la cantidad

Esta diferencia de energia gobierna la probabilidad relativa de configuraciones a
través de la distribucién de Boltzmann, y podemos construir ésta probabilidad
dentro de la trayectoria Montecarlo por un criterio de aceptacién y rechazo de
movimientos a nuevas configuraciones.

De acuerdo a (54), si el cambio de energia AFE,, es negativa o cero, aceptamos el
movimiento. Si, sin embargo, AF,, es positiva, sorteamos un niimero aleatorio x
entre 0 y 1 , y aceptamos el movimiento solamente si tenemos exp(—BAF;s) > z.
De otra manera el movimiento a una nueva configuracién en el préximo paso es

rechazado. En otras palabras, con

r(t)=r

tenemos

r(t+1)=s cuando AFE,; <0

s exp(—BAE,) >z
r exp(—BAE,) <z

r(t+1) =

cuando AFE,; > 0. Ahora repetimos éste procedimiento haciendo un paso un
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millén de veces formando asi una gran trayectoria a través del espacio de config-
uracion.

Se puede ver de la ecuacién (54) y el procedimiento disefiado anteriormente que
si AE,s es grande, la probabilidad de aceptar la nueva configuraciéon serd muy
pequena; es decir, energias muy lejos de la energia de la anterior configuracién
seran de seguro rechazadas, ésto se asegura comparandola con el nimero aleatorio

escogido entre 0 y 1.
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Capitulo IV

Método Montecarlo
para el modelo de Ising 2D y 3D

4.1 Introduccion

Modelos en los cuales los grados de libertad se limitan a una red con intera-
ciones locales se encuentran en varias areas de la fisica de la materia condensada
y teoria de campo. El mas simple de estos es el modelo de Ising, que puede ser
tomado como una descripcién cruda de un material magnético o una aleacién
binaria. En este capitulo, usaremos el método de Montecarlo para calcular las
propiedades termodindmicas de este modelo en 2 dimensiones (2D) y luego lo

generalizaremos a uno de 3D.

4.2 Resumen analitico del modelo de Ising 2D

Si hablamos en el lenguaje magnético, el modelo Ising consiste de un conjunto
de grados de libertad de espines interactuando uno con otro y con un campo

magnético externo. Estos podrian representar los momentos magnéticos de los
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atomos en un sdlido. Considerando en particular un modelo en dos dimensiones
espaciales, las variables espin estan colocadas sobre los nudos de una red cuadrada
Nz x Ny. Los espines pueden por tanto ser rotulados como s;;, donde i,j son los
indices para las dos direcciones espaciales, o como s, donde « es un rétulo genérico
del nudo. Cada una de éstas variables de espin pueden estar ”arriba” (s, = +1)
o "abajo” (s, = —1). Esto simula la situacién espin 1/2, aunque notemos que
tomamos los espines como grados de libertad clasicos y no imponemos reglas de
conmutacion de momento angular caracteristicas de una descripcidén cudntico.
(Haciendo asi corresponderia al modelo de Heisenberg.)

El hamiltoniano para el sistema convecionalmente se escribe como

E=—-JY "sasp— HS  psa (55)
af a

Aqui, la notacion primada significa que la suma es sobre los pares de espines veci-
nos mas cercanos; éstos interactuan con una intensidad J. Asi, el espin en el nudo
ij interactua con los espines ¢+ 1,7 y ¢, j = 1. Asumimos condiciones de contorno
periddicas en la red, asi que, por ejemplo, los vecinos mas altos de los espines con
1t = N; son aquellos con i=1 y los vecinos mds a la izquierda de aquellos con j=1
son aquellos con j = N,; lared tiene por tanto la topologia de un toroide. Cuando
J es positivo, la energia es mas baja si un espin estd en la misma direcién que la
de sus vecinos (ferromagnetismo), mientras que cuando J es negativa, un espin
tenderd a estar antialineado con sus vecinos (antiferromagnetismo). El término
H representa la interaccién de los espines con un campo magnético externo, que
tiende a alinear todos los espines en la misma direccién.

Estamos interesados en la termodinamica de este sistema. Las configuraciones

del sistema se especifican dando los valores de todas las N, x N, = N variables
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de espin y la probabilidad de cualquiera de las 2V configuraciones espin, S, en el

ensemble candnico es

w(S) = ) (56)
donde la funcién de particiéon es
Q(B, N, H) =3 e PES) (57)
s

Las cantidades termodinamicas que estamos interesados son la magnetizacion

ol
(M) = 557 = S w(S)(E pse), (58)
la susceptibilidad
x=on= I w(S)( pse)? — M7 (59)
la energia interna
(B) =2 w(S)E(S), (60)
5

y la capacidad calorifica en campo constante
(61)

En el limite de una red infinitamente grande ( N, — 00 ), es posible resolver
el modelo de Ising exactamente, originalmente debido a Onsager. Las expresiones

son mads simples con H=0 [12]. En éste limite, la energia esta dada por

E = —NK(coth2K)[1 + %n’Kl(n)] (62)
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con K = EBlT y & = 2tanh?2K — 1. Ademis

es la integral eliptica de primera clase donde k = 225522 !"22 ZKE: <1.

El calor especifico es
(63)

donde E; (k) = [T/? dp(1 — k2sen?$)/? es la integral eliptica de segunda clase.

Mientras que la magnetizacidon estd dada por
(64)

para K > K,y se anula para K < K, donde z = e 2X y K, = 0,4406868 ~
0,44069 es el valor de K para el cual kK = 1 donde K, tiene una singularidad
logaritmica. Asi pues, todas las funciones termodinamicas son singulares en éste
acoplamiento, sugiriendo fuertemente una transiciéon de fase. Esto es confirmado
por el comportamiento de la magnetizacién, que se anula bajo el acoplamiento
critico (o arriba de la temperatura critica), y puede tomar uno de los dos valores

iguales y opuestos por encima del acoplamiento critico.

4.3 Solucion numeérica

Una solucién numérica del modelo de Ising 2D es 1itil como una ilustracién de

las técnicas que hemos estado discutiendo y porque puede ser ficilmente general-
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izado para hamiltonianos mas complicados. Debido al gran nimero de términos
involucrados, una evaluacion directa de las sumas en las ecuaciones (58)-(61) esta
fuera de cuestién. (Incluso para ain una modesta red 16 x 16, hay 22% ~ 1077 con-
figuraciones diferentes). De aqui que, es més eficiente generar configuraciones de
espines S con probabilidad w(S) usando el algoritmo Metropolis y entonces pro-
mediar los observables requeridos sobre éstas configuraciones. Para implementar
el algoritmo Metropolis, podriamos hacer nuestro paso prueba de S a S; cambian-
do todos los espines aleatoriamente. Esto podria, sin embargo, llevarnos a
configuraciones muy diferentes de S, y asi habria una alta probabilidad de recha-
zo. Es por tanto mejor tomar pequenos pasos, y asi se consideran configuraciones
prueba que difieren de la previa solamente por la inversiéon de un solo espin.
Esto se hace considerando toda la red para escoger al azar un espin e invertirlo.
De aqui, consideramos dos configuraciones, S y S;, diferentes sélo por la inversién
de un espin, s, = s;;. La aceptacion de este paso prueba depende de la razén de

las funciones peso dados por (56):

w(Se) _ -sE(s)+E(S) (65)
w(S)

donde vemos que desaparece la funcidn de particion Q. Especificamente, si n > 1
o si 7 < 1 pero mayor que un numero aleatorio x uniformemente distribuido entre
0 y 1, entonces el espin s, es invertido; de otra manera, no se le invierte.
Hacemos E(S) = E, y E(S;) = E,; aqui s es un subindice y no debe confundirse

con la variable de espin s. Por lo tanto la ecuacion para 7 es

(66)
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donde la energia E, de la configuracion S es

E, = —JZ’SaSﬂ —pH Y sq (67)
af a

y la energia F; de la configuracién S; que se obtiene de la anterior simplemente

eligiendo un espin particular s¢ ; £ = (¢, j) e invirtiendo su direccidn, es

E, = —le(sa)s,g — pH ) (sa)
af a

a: € — —s¢ (68)

Desarrollemos la suma primada que esta en F, observando la figura 26 en donde

hemos dibujado el espin s; = s(; ;) y sus 4 vecinos mds cercanos indicados por un

aspa.

O O O O O

O O X O O
Si+1,j

O X XX X @)

Si,j-1 Sij Si, j+1

O O X O O

Si,j

@) O @) O O

Figura 26: Un espin en la posicién (i,j) y sus 4 vecinos mds cercanos.

Luego la suma primada para la configuracién S es
!
Z SaSg = ... + 8ijSi—1,j + SijSi+1,j + SijSij—1 + SijSij+1 + --- (69)
af

Como para la configuracién S, se invirti6é solo el espin s;;, entonces la suma

primada para S; serd idéntica a la suma primada para S, con excepcion de los
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terminos s;;8;_1 5, SijSi+1,5, SijSi,j—1, SijSij+1 qQue cambian a

Por otra parte la suma no primada de Fy, en (68), coincide con la de E;,
en (67), excepto por el término cambiado de signo s;;. Asi, cuando restamos la

ecuacion (67) de (68), tendremos, por las consideraciones hechas anteriormente :

(70)
Reemplazando ésta en (66) ocurre que
(71)
donde hemos llamado p al corchete de (70)
D= Si—1j + Si+1,; + Sij—1 + Sijj+1 (72)

y es la suma de los 4 espines vecinos a aquél que se esta invertiendo. Debido a
que p puede tomar solo 5 valores diferentes, 0, £2, 4, solamente 10 valores de
7 pueden ser posibles (hay dos valores posibles para s,); estos pueden ser conve-
nientemente calculados y almacenados en una tabla antes que el cdlculo comience
y asi las exponenciales no necesitan ser calculados repetidamente. Ndtese que si
hubiéramos usado configuraciones de prueba que envolvieran la inversiéon de var-
ios espines, el calculo de 7 hubiera sido mucho mas complicado.

En resumen, de acuerdo al algoritmo Metropolis se toma un espin al azar, se

invierte, se calcula la diferencia de energia dada por (70) y se compara 7 con
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un mimero aleatorio x entre 0y 1.1u la fignra 27 se manificsta la velacion entre

n = e PBEs y x [13).

\ ED (-BOE .4}

_1 \ AE rs

Figura 27: Gréfico que muestra el algoritmo Metropolis.

Para el caso del modelo de Ising 3D en el cual los espines se encuentran en los
nudos de una red ciibico simple el calculo para 7 es andlogo al de 2D. Tomando
en cuenta que cada espin tiene ahora 6 vecinos mas cercanos el valor de 7 sigue

dado por (71) pero con p igual a

P = Si—1,jk 1 Si+145k 1 Sij—1k T Sij+1,k T Sijk-1 7+ Sijk+1 (73)

donde i.j,k son los indices para las tres direcciones espaciales v sij; — Sijk-
Cunando J=0, el hamiltoniano (55) sc rednce a aquel para espines independientes
en un campo magnético externo, un problema soluble por medios elementales.
Para éste caso se puede verificar las expresiones analiticas para los observables
termodinamicas con las reproducidas por un programa usando el algoritmo de-
scrito arriba.

Se ha elaborado un programa en lenguaje Pascal que considera una red de N x
N espiues en presencia de un campo magnético H. Se estudia luego su compor-

tamiento en funcién de una secuencia de acoplamientos ferromagnéticos K = gJ
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de 0.1 a 0.6 y se compara con el comportamiento exacto de una red infinita; hay
que poner particular atencién en la regién cercana a la transicion de fase esper-
ada K¢ = 0,44069 para 2D. También se puede computar las correlaciones entre
los espines y mostrar que ellas llegan a ser muy fuertes cuando el sistema esta

cercano a la transicion de fase.
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Capitulo V
Resultados

5.1 Introduccion

En el presente capitulo se realizan cdlculos y visualizaciones usando progra-
mas desarrollados en Turbo Pascal que toma en cuenta el algoritmo Montecarlo-
Metropolis. Las visualizaciones solo se realizan para el caso 2D. Primero se ob-
serva el efecto de la configuracién inicial sobre el estado final para diferentes
temperaturas, luego se muestra la dependencia de la configuracién final con la
velocidad de descenso de la temperatura. Para los casos 2D y 3D se calcula las
medias de la energia interna, capacidad calorifica, el valor absoluto de la mag-
netizacion y susceptibilidad magnética de un magneto de Ising. Luego veremos
céomo cambia la magnetizacion en presencia de un campo magnético externo y

ademds se calcula el valor del exponente critico 8 para un magneto de Ising 3D.
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5.2 Magneto de Ising 2D

5.2.1 Configuraciones iniciales

Se considera un magneto de Ising con los espines ubicados en los nudos de
una red cuadrada donde cada espin interactua solo con sus vecinos mas cercanos.
Ademas se consideran condiciones periodicas.

En el calculo se usa tres configuraciones iniciales: interface, checkerboard y unequal-
interface con el fin de observar la dependencia del estado final con el estado inicial;
estas se muestran en las figuras 28,29 y 30 respectivamente, donde un espin "up”
se representa por un pixel de color negro y un espin "down” por un color blan-
co. La configuracion interface (figura 29) puede interpretarse como un arreglo de
espines de alta correlacién comparado con la configuracion checkerboard (figura
28) a pesar de ser ambas ”ordenadas”. Una configuracién de mayor correlacién

es la unequal-interface (figura 30).

Figura 28: Grafica de la configuracidn inicial checkerboard
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Figura 29: Grafica de la configuracidén inicial interface

Figura 30: Grafica de la configuracién inicial unequalinterface
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5.2.2 Dependencia de la configuracion final con la configu-

racion inicial y la temperatura

En el caso 2D es posible visualizar la evolucion de los espines en el tiempo
para diferentes situaciones. Esto se hace considerando un sistema magnético de

N=160x160 espines.

a) Efecto de la configuracidén inicial

Tomando las tres configuraciones iniciales de a) se encuentra la configuracion
final para las siguientes temperaturas: Ty = 5J/kg(Ty > T¢) ; To = 3J/kg(T> >
Tc) ; T3 =2,3J[kp(Ts = T¢c) ; Ty = 1J/kp(Ta < Tc) y Ts = 0,1J /kpg(Ts < T¢)
donde T¢c = 2,269J/kg es la temperatura critica. Es decir que analizamos la
evolucion en el tiempo del sistema para temperaturas mucho mayores que 7¢,
comparables con 7¢ y menores que ésta. Esto se hace con el fin de analizar la
correlacion del sistema con la temperatura. Este analisis se hace partiendo de las
tres diferentes configuraciones iniciales ya mencionadas.

- Configuracion inicial checkerboard. Para esta configuracion inicial se en-
cuentra que para altas temperaturas (77 > T¢) hay un completo desorden (figura
31); conforme nos acercamos a la temperatura critica se van formando regiones
pequenas donde los espines estdn ordenados (figura 32), en temperaturas cer-
canas a la critica esas regiones se van haciendo méds grandes (figura 33) y para
temperaturas menores y mucho menores que la critica ya se convierten en una
especie de ”dominios magnéticos” (figuras 34 y 35). Las figuras 31, 32, 33, 34 y

35 muestran los resultados obtenidos después de 2 000 000 pasos.
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Figura 31: Gréfica de la configuracién final para T} = 5J/kg(T} > T¢) cuando
la configuracién inicial es checkerboard

Figura 32: Grafica de la configuracion final para T, = 3J/kg(T> > T¢) cuando la
configuracion inicial es checkerboard
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Figura 33: Gréfica de la configuracién final para T3 = 2,3.J/kg(T3 =~ T¢) cuando
la configuracidn inicial es checkerboard

Figura 34: Gréfica de la configuracién final para Ty = 1J/kg(Ty < T¢) cuando la
configuracién inicial es checkerboard
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Figura 35: Gréfica de la configuracién final para Ts = 0,1J/kg(Ts < T¢) cuando
la configuracién inicial es checkerboard

- Configuracion inicial interface. Analogamente al caso anterior cuando la
temperatura es alta se encuentra un desorden completo de los espines (figura 36);
a temperatura mayor pero cercano a la critica también se van formando regiones
de espines ordenados (figura 37), sin embargo, a diferencia del caso checkerboard,
para temperaturas muy aproximadas a la critica hay una mayor concentracion en
ambas mitades del magneto cuadrado de Ising (figura 38); cuando la temperatura
es menor que la critica hay una divisién en dos regiones ordenadas (figura 39),
siendo idéntica a la configuracion inicial a temperaturas mucho menores que la
critica (figura 40). Las figuras 36, 37, 38, 39 y 40 muestran lo dicho sobre las

configuraciones finales después de 2 000 000 de pasos.

- Configuracion inicial unequalinterface. Finalmente, para esta config-
uracién inicial se observa comportamientos similares a los dos casos anteriores
cuando la temperatura es muy alta y mayor pero cercana a la temperatura critica
(figura 41 y 42). Si la temperatura es muy préxima a la critica se obtiene un mayor

llenado sobre el magneto cuadrado de Ising de la region preponderante de espines
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Figura 36: Grafica de la configuracién final para T) = 5J/kg(Ty > T¢) cuando
la configuracidn inicial es interface

Figura 37: Gréfica de la configuracion final para T, = 3J/kg(T2 > T¢) cuando la
configuracion inicial es interface
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Figura 38: Grafica de la configuracién final para T3 = 2,3J/kg(T3 =~ T¢) cuando
la configuracién inicial es interface

Figura 39: Gréfica de la configuracién final para Ty = 1J/kg(Ty < T¢) cuando la
configuracion inicial es interface
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Figura 40: Gréfica de la configuracién final para Ts = 0,1J/kg(Ts < T¢ cuando
la configuracién inicial es interface

en la configuracion inicial (figura 43); si la temperatura es menor la configuracién
final es parecida a la inicial (figura 44) y si la temperatura es mucho menor que
la critica se obtiene la misma configuracion inicial (figura 45). Estos resultados
se muestran en las figuras 41, 42, 43, 44 y 45 después de 2 000 000 de pasos para

las mismas temperaturas que en los casos anteriores.

Figura 41: Grafica de la configuracién final para Ty = 5J/kg(Ty > T¢) cuando
la configuracién inicial es unequalinterface
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Figura 42: Grafica de la configuracién final para T, = 3J/kg(T, > T¢) cuando la
configuracion inicial es unequalinterface

Figura 43: Grafica de la configuracién final para T3 = 2,3J/kp(T3 ~ T¢) cuando
la configuracién inicial es unequalinterface
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Figura 44: Grafica de la configuracion final para Ty, = 1J/kg(Ty < T¢) cuando la
configuracion inicial es unequalinterface

Figura 45: Grafica de la configuracién final para Ts = 0,1J/kg(Ts < T¢ cuando
la configuracién inicial es unequalinterface
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b) Efecto del descenso ”riapido” o ”lento” de la temperatura

Ahora vamos a mostrar lo que ocurre sobre el magneto de Ising cuando hace-
mos un descenso rapido o lento de la temperatura usando las tres configuraciones
iniciales ya mencionadas en 5.2.1.

- Descenso ’rapido” de la temperatura. En las figuras 46, 47 y 48 se mues-
tran las configuraciones finales a las que se llegan cuando se desciende la tem-
peratura desde T; = 5J/kg en intervalos de AT = 0,5.J/kp (descenso "rapido”)
hasta la temperatura final Ty = 0,5J/kp partiendo de la configuracién inicial
”checkerboard” ( figura 46), ”interface” (figura 47) o ”unequalinterface” (figura
48). Entre cada temperatura y la subsiguiente se toma 1 000 000 de pasos.

Se observa que se forman regiones mas o menos grandes de espines de una misma

direccion.

Figura 46: Grafica de la configuracion final para un descenso ”rapido” de temper-
atura con T; = 5J/kg , AT = 0,5J/kg , Ty = 0,5J/kp cuando la configuracién
inicial es checkerboard

- Descenso ”lento” de la temperatura. En las figuras 49, 50 y 51 se mues-

tran las configuraciones finales que se obtienen cuando se desciende lentamente
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Figura 47: Grafica de la configuracidn final para un descenso ”rapido” de temper-
atura con T; = 5J/kg , AT = 0,5J/kg , Ty = 0,5J/kp cuando la configuracién
inicial es interface

Figura 48: Grafica de la configuracidn final para un descenso "rapido” de temper-
atura con T; = 5J/kg , AT = 0,5J/kg , Ty = 0,5J/kg cuando la configuracién
inicial es unequalinterface
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la temperatura desde T; = 5J/kg en intervalos de AT = 0,1J/kp hasta la tem-
peratura final Ty = 0,5J/kp partiendo de la configuracién inicial checkerboard
(figura 49), interface (figura 50) y unequalinterface (figura 51).

A diferencia del caso de descenso rapido de la temperatura se observa que cuan-
do se va disminuyendo la temperatura lentamente la configuracién final contiene

espacios mas grandes de espines con una misma direccién.

Figura 49: Grafica de la configuracion final para un descenso ”lento” de temper-
atura con T; = 5J/kp , AT = 0,1J/kg , Ty = 0,5J/kp cuando la configuracién
inicial es checkerboard

c) Célculos de propiedades termodindmicas

Ahora calculamos la dependencia respecto a la temperatura de la energia
interna, la capacidad calorifica, el valor absoluto de la magnetizacién y la suscep-
tibilidad magnética para el magneto de Ising 2D, todos usando la configuracién
inicial checkerboard.

Usando un total de N = 20 x 20 espines, iniciamos con una temperatura de 5J/kp
y descendemos ésta a intervalos regulares de 0,1.J/kg hasta la temperatura final

de 0,1J/kg obteniéndose para cada una de las temperaturas la energia interna,
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Figura 50: Grafica de la configuracién final para un descenso ”lento” de temper-
atura con T; = 5J/kg , AT = 0,1J/kg , Ty = 0,5J/kp cuando la configuracién
inicial es interface

Figura 51: Grafica de la configuracién final para un descenso ”lento” de temper-
atura con T; = 5J/kg , AT = 0,1J/kg , Ty = 0,5J/kp cuando la configuracién
inicial es unequalinterface
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la capacidad calorifica, el valor absoluto de la magnetizacion y la susceptibilidad
magnética calculadas como promedios de los 500 000 pasos (o configuraciones)
que resultan de aplicar el algoritmo Montecarlo-Metropolis.

Los gréficos de estas magnitudes en funcion de la temperatura en el rango de
5J/kg a 0,1J/kp se muestran en las figuras 52, 53, 54 y 55. Hay que hacer notar
que los valores promedios de estas magnitudes estan calculadas por espin.

Se observa de los graficos que la energia interna por espin tiende a -2J cuando la
temperatura es baja y tiende a cero cuando la temperatura es alta. Se observa
un punto de inflexién en la curva (figura 52) la cual ocurre a una temperatura
aproximada a la temperatura critica.

La capacidad calorifica (figura 53) y la susceptibilidad magnética (figura 55)
tienen un valor alto (”pico”) a una temperatura que es aproximada a la temper-
atura critica.

En cuanto al valor absoluto de la magnetizacién espontdnea (figura 54) es 0 para
temperaturas altas y 1u para temperaturas bajas. A una temperatura aproxima-
da a la critica hay un punto de inflexién.

De la figura 53 se observa que el maximo de la capacidad calorifica no se en-
cuentra bien definido. Con el fin de obtener una mayor definicién del valor de la
temperatura para el cual ocurre éste maximo se aumento el sistema a uno de 40
x 40 espines. La figura 56 muestra los resultados obtenidos para el sistema de 40

x 40 espines. De esta figura se tiene una mayor definicién del mdaximo buscado.

5.3 Magneto de Ising 3D

En esta parte calculamos la energia interna, la capacidad calorifica, el valor ab-
soluto de la magnetizaciéon y la susceptibilidad magnética para el magneto de

Ising 3D en funcién de la temperatura. Ademads calculamos la dependencia de la
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Figura 52: Grafica de la Energia interna E vs. la Temperatura T para un magneto
de Ising 2D
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Figura 53: Grafica de la Capacidad calorifica Cy vs. la Temperatura T para un
magneto de Ising 2D
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Figura 56: Grafica de la Capacidad calorifica Cy vs. la Temperatura T para un
magneto de Ising 2D con N=40x40 espines

magnetizacion del campo magnético externo.

5.3.1 Calculo de propiedades termodinamicas

Se toma como muestra un magneto de I[sing con N=10x10x10 espines coloca-
dos en los nudos de una red cibico simple. Se parte de la configuracion inicial en
3 dimensiones:” checkerboard 3D”; la cual consiste en una distribucién de espines
donde en cada cara del cubo hay un checkerboard plano, luego se inicia con una
temperatura de 7J/kg y se desciende a intervalos iguales de 0,1J/kpg hasta una
temperatura final de 2.J/kp obteniéndose los promedios por espin de la energia
interna, capacidad calorifica, valor absoluto de la magnetizacion y susceptibilidad
magnética para cada temperatura, tomando 250 000 pasos entre una temperatu-

ra y la siguiente. Se toma el intervalo dado ya que se cita [8] que en 4,396J/kg,
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aproximadamente, estd la temperatura critica del magneto de Ising en 3D.

En las figuras 57, 58, 59 y 60 se grafican la energia interna, la capacidad calorifica,
el valor absoluto de la magnetizaciéon y la susceptibilidad magnética en funcién
de la temperatura en el rango de 7J/kg a 2J/kp .

En éstas figuras las formas de las graficas no se alteran respecto a las graficas
para dos dimensiones, pero en todas ocurre algo especial para la temperatura
critica en 3 dimensiones T¢3p. Esta es aproximadamente el doble de la temper-
atura critica en 2 dimensiones [4], o sea Tesp =~ 4,4J/kp . Adema&s se observa
que la energia interna tiende a -3J cuando la temperatura es baja y tiende a cero
para altas temperaturas, tal como se esperaba. Las otras magnitudes tienen las

mismas caracteristicas que en 2 dimensiones.

E (J)

-0.5 - assaa®

-1.0 - ==
-1.54 o
-2.0 o

-2.5 o a®

-3.0 - ans

N
W
A
0
o0 -

Figura 57: Gréfica de la Energia interna E vs. la Temperatura T para un magneto
de Ising 3D

También mostramos la variaciéon de la magnetizacién por espin con el campo

magnético externo para la temperatura critica en la figura 61. Se empezé6 con un
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Figura 58: Grafica de la Capacidad calorifica Cy vs. la Temperatura para un
magneto de Ising 3D
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Figura 59: Grafica del valor absoluto de la Magnetizacién | M | vs. la Temperatura
T para un magneto de Ising 3D

101



S0 4 .

40

30 =

20

10 -

-\ -
1 I .
0 - SEnSsutosnSsssnseasee®s

T L] ] L L] L]
2 3 4 S 6

Figura 60: Grafica de la Susceptibilidad Magnética x vs. la Temperatura T para
un magneto de Ising 3D
valor del campo magnético de 5J/u descendiéndose en intervalos de 0,1J/pu hasta
el valor final de 0,1J/p usando 250 000 configuraciones entre cada intervalo.
Se observa que para altos campos magnéticos externos la magnetizacion esta sat-
urada a 1u, luego con la disminucion de éste campo la magnetizacién desciende
lentamente hasta que para campos muy pequenos la magnetizaciéon desciende
bruscamente a cero. Esto esta de acuerdo con los resultados experimentales.
Finalmente obtenemos el valor del exponente critico 8 que nos expresa como
varia la magnetizacion en las cercanias de T¢ . Este exponente se logra usando
la definicién dada en la secciéon 1.6.2. En la figura 62 se muestra la grafica de
Ln | M | vs Ln(—¢). Se tiene el valor de 8 de la pendiente de la recta de minimos
cuadraticos

Ln| M |=0,73236 + 0,47807Ln(—¢)

de donde el error para la pendiente es de 0,07365. Hay que decir que M esta nor-
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Figura 61: Grafica del valor absoluto de la Magnetizaciéon | M | vs. el Campo
magnético H para un magneto de Ising 3D
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Figura 62: Grafica de Ln | M | vs Ln(—e) para hallar el exponente critico 3 del
magneto de Ising 3D
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malizado con respecto a la magnetizaciéon en T = 0. Asi obtenemos

B =0,48 £ 0,07
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Conclusiones

1) Cuando la configuracién inicial, en el magneto Ising 2D, es ”checkerboard” | a
una temperatura menor que la critica en la configuracion final se forman regiones
donde los espines con un mismo sentido estdn agrupados formando ”dominios
magnéticos”. Esto debido al débil acoplamiento inicial de la configuracién. Con-
siderando a la configuracion inicial ”interface” y la ”unequalinterface” como la
de dos regiones con espin bien definido, entonces el modelo nos confirma el hecho
de que las regiones pierden sus ordenamientos encima de la temperatura critica
y lo conserva debajo de ésta, lo cual esta de acuerdo con un arreglo infinito de
espines. Para temperaturas menores que la critica el estado final se explica por

la fuerte correlacién inicial de la configuracién.

2) Se observa que cuando el descenso en la temperatura es lento los dominios
tienen mayor tamano que cuando se desciende rdpidamente. Esto se puede ex-
plicar teniendo en cuenta que al bajar lentamente la temperatura los espines se
acoplan a su entorno. Esto ocurre en menor proporcion cuando se baja la tem-
peratura rapidamente, demostrando asi la consistencia del método probabilistico

Montecarlo-Metropolis.

3) En el caso del magneto Ising 2D la energia interna por espin tiende a -2J

cuando la temperatura es baja y tiende a cero cuando la temperatura es alta, to-
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do ello explicado por la férmula (5) a bajas temperaturas y por el estado aleatorio
a altas temperaturas. Se observa un punto de inflexién en la curva (figura 52) la
cual ocurre a una temperatura aproximada a la temperatura critica.

La capacidad calorifica y la susceptibilidad magnética tienen un valor alto (”pi-
co”) a una temperatura que es aproximada a la temperatura critica. Este pico es
mas alto cuando se aumenta el nimero de espines.

En cuanto al valor absoluto de la magnetizaciéon espontanea es 0 para temper-
aturas altas y 1p para temperaturas bajas. A una temperatura aproximada a la
critica hay un punto de inflexién.

Todos estos graficos concuerdan bien con los obtenidos mediante una evaluacion

tedrica para un nimero muy grande de espines.

4) Para el caso del magneto Ising 3D todas las funciones termodindamicas cal-
culadas tienen las mismas caracteristicas que las de 2D, pero ocurre que la tem-
peratura critica en 3D (T¢ap) es ahora Tesp ~ 4,4J/kp tal como lo afirma [8]
y es aproximadamente el doble de la de 2D. La forma de la curva | M | vs H
concuerda con la esperada para un material ferromagnético. El exponente critico
B calculado estd dentro del valor teérico 5/16 = 0,31 dado para un sistema Ising

3-dimensional.

5)Con un cambio simple de variables, el modelo de Ising llega a ser un mode-
lo para fluctuaciones de la densidad y transformaciones de fase liquido-gas [4] y
[12]. También el modelo de Ising puede explicar la transicién de orden-desorden

descrito en 1.9.1 de una aleacion binaria como el latén £.

6)Una razén para la importancia de las técnicas de la mecdnica estadistica y
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del método Montecarlo-Metropolis a diferentes areas de las ciencias fisicas es de-
bido al isomorfismo entre el comportamiento estadistico de un sistema cuantico

de dos estados con aquél del modelo de Ising cldasico [4].
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Apéndice

En ésta parte mostraremos los diferentes programas en lenguaje PASCAL que
hemos usado para obtener los resultados de éste trabajo. Hay que anotar que da-
do el carécter aleatorio del método Montecarlo-Metropolis se ha tomado (aunque
se pudo tomar otros) el generador de nimeros aleatorios del microprocesador de

la computadora.

1) Configuraciones iniciales
Program DisplayConfiguracionlInicial ;

Uses Graph , Crt ;

Const Ancho = 7 ; Largo = 7 ; MaxA =25 ;
Path = ’d:\ tp \ BGI’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+35] of ShortInt;
Var 1,J,G,M : Integer ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

Procedure XON (X1,Y1 : Integer) ;

Const Colorl =1 ;

Var [,J,X,Y : Integer ;

Begin
X:= X1*8 ;
Y:=Y1*8;

For I:= X to X + Ancho do
Begin
For J:=Y to Y + Largo do
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Putpixel(I,J,Colorl);

End;

End ;

Procedure XOFF (X1,Y1 : Integer) ;
Const Color2 = 7 ;

Var 1,J,X,Y : Integer ;

Begin
X:= X1*8 ;
Y:= Y1*8;

For I:= X to X + Ancho do

Begin

For J:=Y to Y + Largo do
Putpixel(I,J,Color2);

End ;

End ;

{Display Inicial }

Procedure Interfase ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[l,J]:= +1 ;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[,J]:= -1 ;
A[1,0):=-1; A[[,lMaxA+1]:=1;

End ;

109



End ;

Procedure Checkerboard ;

Var 1,J : Integer ;

Begin

A[0,0]:=1 ;

For I:=0 to MaxA do

Begin

A[1+1,0]:=-A[L,0] ;

For J:=0 to MaxA do A[[,J+1]:=-A[1,J] ;
End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var 1,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc(3*MaxA/4) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[[,J]:= +1 ;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:=-1;
A[[,0]:=-1; A[[,lMaxA+1]:=1 ;

End ;

End ;

Begin

Clrscr ;

Gotoxy(3,5) ; Writeln("Type ¢ for Checkerboard pattern or’);

Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type i for Interfase pattern or’) ;
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Gotoxy(3,7) ; Writeln("Type u for Unequalinterfase pattern’) ;
Car := Readkey ;

If (Car = ’1’) or (Car = 'I’) then Interfase ;

If (Car = ’c’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;
If (Car = "u’) or (Car = ’U’) then Unequallnter ;
G:= Detect ;

Initgraph(G,M,Path) ;

For I:=1 to MaxA do

Begin

For J:= 1 to MaxA do

If A[I,J]= +1 then XON(J,I) else XOFF(J,I) ;
End ;

Readln ;

Closegraph ;

End.
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2) Efecto de la configuracion inicial
Program EfectoConfiguracionlnicial ;
{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Graph , Crt ;

Const Ancho =1 ; Largo =1 ;

Path = 'd: \ tp \ bgi’ ; MaxA = 160 ;
Var 1,J,G,M,MaxJ,p,q,S : Integer ;
Icount : Longlnt ;

B,T,T1 : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Array[0..165,0..165] of Integer ;
Procedure XON (X1,Y1 : Integer) ;
Const Colorl =1 ;

Var 1,J,X,Y : Integer ;

Begin
X:= X1*2;
Y:=Y1*2;

For I:= X to X + Ancho do

Begin

For J:=Y to Y + Largo do
Putpixel(I,J,Colorl);

End;

End ;

Procedure XOFF (X1,Y1 : Integer) ;
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Const Color2 = 7 ;
Var 1,J,X,Y : Integer ;

Begin
X:i= X1*2;
Y:=Y1*2;

For I:= X to X + Ancho do
Begin

For J;:=Y to Y + Largo do
Putpixel(I,J,Color2);

End ;

End ;

Procedure Interfase ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do
Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1 ;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:= -1 ;
A[L,0]:=-1 ; A[I,MaxA+1]:=1 ;
End ;

End ;

Procedure Checkerboard ;

Var 1,J : Integer ;

Begin

A[0,0]:=1;

113



For I:=0 to MaxA do

Begin

A[I+1,0):=-A[L,0] ;

For J:=0 to MaxA do A[l,J+1]:=-A[L,]] ;

End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var 1,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc((3/4)*MaxA) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[,J]:= +1 ;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:=-1;
A[L,0]:=-1; A[[,MaxA+1]:=1 ;

End ;

End ;

Begin

Clrscr ;

Gotoxy(3,5) ; Writeln("Type c for Checkerboard pattern or’);
Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type i for Interfase pattern or’) ;
Gotoxy(3,7) ; Writeln(’Type u for Unequalinterfase pattern’);
Gotoxy(3,8) ; Write('Temperatura=’) ; Readln(T1) ;
T:=1/T1 ;

G:= Detect ;

Initgraph(G,M,Path) ;
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{Display Inicial }

Car := Readkey ;

If (Car =1’) or (Car = 'I’) then Interfase ;

If (Car = ’¢’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;

If (Car = "u’) or (Car = ’U’) then Unequallnter ;

For I:= 1 to 160 do

Begin

For J:=1 to 160 do

If A[IJ]= +1 then XON(J,I) else XOFF(J,]) ;

End ;

Icount:=0 ;

Gotoxy(50,3) ; Write(’Temperatura=’,T1) ;
Randomize ;

While Icount < 2000000 do

Begin

p:=Random(160)+1 ; g:=Random(160)+1 ; Icount:=Icount+1;
S:=-Alp,q] ;
B:=T*S*(A[p-1,q]+A[p+1,a]+A[p,a-1]+A[p,q+1])*2 ;
E:=Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Alp,q]:=S;

If p=1 then A[161,q):=S else If p=160 then A[0,q):=S;
If g=1 then A[p,161]:=S else If q=160 then A[p,0]:=S;
{Actualizando el Display }

If A[p,q)]= +1 then XON(q,p) else XOFF(q,p) ;
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End ;

End ;
Readln ;
Closegraph
End.
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3) Efecto de la velocidad de descenso de la temperatura
Program EfecctoDescensoTemperatura ;
{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Graph , Crt ;

Const Ancho =1 ; Largo =1 ;

Path = ’d: \ tp \ bgi’ ; MaxA = 160 ;
Var 1,J,G,M,MaxJ,p,q,S : Integer ;
Icount : Longlnt ;

B,T,T1 : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Array[0..165,0..165] of Integer ;
Procedure XON (X1,Y1 : Integer) ;
Const Colorl =1 ;

Var [,J,X,Y : Integer ;

Begin
X:= X1*2;
Y:=Y1*2;

For I:= X to X + Ancho do

Begin

For J:=Y to Y + Largo do
Putpixel(I,J,Colorl);

End;

End ;

Procedure XOFF (X1,Y1 : Integer) ;
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Const Color2 = 7 ;
Var [,J,X,Y : Integer ;

Begin
X:= X1*2;
Y:=Y1*2;

For I:= X to X + Ancho do
Begin

For J;==Y toY + Largo do
Putpixel(I,J,Color2);

End ;

End ;

Procedure Interfase ;

Var [,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do
Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:= -1 ;
A[L0]:=-1 ; A[I,MaxA+1]:=1;
End ;

End ;

Procedure Checkerboard ;
Var I,J : Integer ;

Begin

A[0,0):=1 ;
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For I:=0 to MaxA do

Begin

A[I+1,0):=-A[L0] ;

For J:=0 to MaxA do A[I,J+1]:=-A[L,J] ;
End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc((3/4)*MaxA) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1 ;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:="-1;
A[L,0]:=-1 ; A[ILMaxA+1]:=1;

End ;
End ;
Begin
Clrscr ;
Gotoxy(3,5) ; Writeln("Type ¢ for Checkerboard pattern or’);
Gotoxy(3,6) ; Writeln('Type i for Interfase pattern’) ;
Gotoxy(3,7) ; Writeln("Type u for Unequalinterfase pattern’);
Gotoxy(3,8) ; Write("Temperatura inicial=") ; Readln(T1) ;
G:= Detect ;

Initgraph(G,M,Path) ;

{Display Inicial }
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Car := Readkey ;

If (Car = '1’) or (Car = 'T’) then Interfase ;

If (Car = ’c’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;

If (Car = "u’) or (Car = 'U’) then Unequallnter ;

For I:= 1 to 160 do

Begin

For J:=1 to 160 do

If A[L,J]= +1 then XON(J,I) else XOFF(J,I) ;

End ;

While T'1 > 0,4 do Begin

T:=1/T1 ;

Icount:=0 ;

Randomize ;

While Icount < 1000000 do

Begin

p:=Random(160)+1 ; q:-=Random(160)+1 ; Icount:=Icount+1;
S:=-Alp,q] ;
B:=T*S*(A[p-1,q]+A[p+1,q]+A[p,a-1]+A[p,q+1])*2 ;
E:=Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Alp,q):=S ;

If p=1 then A[161,q):=S else If p=160 then A[0,q]:=S;
If q=1 then A[p,161]:=S else If q=160 then A[p,0]:=S;
{Actualizando el Display }

If A[p,q)J= +1 then XON(q,p) else XOFF(q,p) ;
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End ;

End ;
T1:=T1-0.1;
End;

Readln ;
Closegraph
End.
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4) Variaciéon de la energia interna y la temperatura para el
magneto Ising 2D

Program Energialnterna2D ;

{SN+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 20 ; Archdat = ’c:lener20.dat’ ;
Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

L,J,p,q,S,KI,LKJ,CC : Integer ;

Icount,w,N : Longlnt ;
Energy,Energyave,Energymed : Real ;
B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Interfase ;

Var [,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J)]:=-1;
A[L0]:=-1 ; A[[LMaxA+1]:=1 ;
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End ;

End ;

Procedure Checkerboard ;

Var I,J : Integer ;

Begin

A[0,0]:=1 ;

For I:=0 to MaxA do

Begin

A[I+1,0):=-A[L0] ;

For J:=0 to MaxA do A[I,J+1]:=-A[L,J] ;
End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var 1,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc(3*MaxA/4) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1 ;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:=-1;
A[L,0):=-1; A[[,MaxA+1]:=1;

End ;

End ;

Procedure EmedNxN ;

Var T,T1 : Real ;

Begin
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Gotoxy(3,5) ; Writeln(*Type c for Checkerboard pattern or’);
Gotoxy(3,6) ; Writeln('Type i for Interfase pattern’) ;
Gotoxy(3,7) ; Writeln("Type u for Unequal Interfase pattern’) ;
Car := Readkey ;

If (Car = ’c’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;

If (Car ='i’) or (Car = 'I’) then Interfase ;

If (Car = 'u’) or (Car = ’U’) then Unequallnter ;

Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:=TO;

While T > Tf do

Begin
T1:=1/T;
Icount:=0 ;

Energyave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Energy:=0 ;

For I:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Begin

KJ:=(J+1) mod MaxA ; KI:= (I+1) mod MaxA ;
CC:=A[KLJ] + A[LLKJ] ;
Energy:=Energy - A[I,J]*CC ;
End;
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End;

Energy:=Energy/(MaxA*MaxA) ;

Energyave:=Energyave + Energy ;

p:=Random(MaxA)+1 ; q:=Random(MaxA)+1 ; Icount:=Icount+1;
Gotoxy(3,10) ; Write('Icount=",Icount) ;

S:=-A[p,q] ;
B:=T1*S*(A[p-1,q]+A[p+1,q]+A[p,q-1]+A[p,q+1])*2 ;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Alp,al: S

If p=1 then A[MaxA+1,q):=S else If p=MaxA then A[0,q):=S;
If =1 then A[p,MaxA+1]:=S else If g=MaxA then A[p,0]:=S;
End ;

End ;

Energymed:=Energyave/Icount ;

Writeln(Fichenergy,T:4:2,” ’,Energymed:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” ’,Energymed:8:5) ;

T:=T-h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }

Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write(’Temperature Inicial=") ; Read(TO) ;
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Tf:=0.1; h:=0.1;
EmedNxN ;
Close(Fichenergy) ;
Readln ;

End.
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5) Variacién de la capacidad calorifica y la temperatura
para el magneto Ising 2D

Program CapacidadCalorifica2DNxN ;

{$N+.E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 40 ; Archdat = ’c:2cal40.dat’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

L,J,p,q,S,KI,KJ,CC : Integer ;

Icount,w,N : LonglInt ;
Energy,Energyave,Energymed,Energy2ave,Energycuadmed,Cv : Real;
B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Interfase ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[,J]:= +1 ;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:= -1 ;

A[L,0]:=-1; A[MaxA+1]:=1 ;
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End ;

End ;

Procedure Checkerboard ;

Var I,J : Integer ;

Begin

A[0,0):=1;

For I:=0 to MaxA do

Begin

A[I+1,0]:=-A[L0] ;

For J:=0 to MaxA do A[L,J+1]:=-A[LJ] ;
End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var [,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc(3*MaxA/4) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:=-1;
A[L,0]:=-1 ; A[LMaxA+1]:=1 ;

End ;

End ;

Procedure CalespNxN ;

Var T,T1 : Real ;

Begin
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Gotoxy(3,5) ; Writeln(’Type ¢ for Checkerboard pattern or’);
Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type i for Interfase pattern’) ;
Gotoxy(3,7) ; Writeln("Type u for Unequal Interfase pattern’) ;
Car := Readkey ;

If (Car = ’¢’) or (Car = 'C’) then Checkerboard ;

If (Car = '1’) or (Car = 'T’) then Interfase ;

If (Car = 'u’) or (Car = ’U’) then Unequallnter ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:=T0;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Energyave:=0 ;

Energy2ave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Energy:=0 ;

For I:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Begin

KJ:=(J+1) mod MaxA ; KI:= (I+1) mod MaxA ;
CC:=A[KLJ] + A[LKJ] ;

Energy:=Energy - A[1,J]*CC ;
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End;

End;

Energyave:=Energyave + Energy ;
Energy2ave:= Energy2ave + Energy*Energy ;
p:=Random(MaxA)+1 ; qg:-=Random(MaxA)+1 ;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write('Icount=",Icount) ;

S:=-A[p,q] ;
B:=T1*S*(A[p-1,q]+A[p+1,q]+A[p,a-1]+A[p,q+1])*2 ;
E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Alp,q):=S ;

If p=1 then A[MaxA+1,q]:=S else If p=MaxA then A[0,q]:=S;
If =1 then A[p,MaxA+1]:=S else If g=MaxA then A[p,0]:=S;
End ;

End ;

Energymed:=Energyave/Icount ;
Energycuadmed:=Energy2ave/Icount ;
Cv:=(T1*T1)*(Energycuadmed-Energymed*Energymed) /(MaxA*MaxA) ;
Writeln(Fichenergy,T:4:2,” ’,Cv:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” *,Cv:8:5) ;

T:=T -h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }
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Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write("Temperature Inicial=") ; Read(TO0) ;
Tf:=0.1 ; h:=0.1;

CalespNxN ;

Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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6) Variacién del valor absoluto de la magnetizacién y la
temperatura para el magneto Ising 2D
Program Magnetizacion2D ;

{SN+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 20 ; Archdat = ’c:mag20.dat’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+D5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,p,q,S : Integer ;

Icount,w,N : Longlnt ;
Mag,Magnetizave,Magnetizmedia : Real ;

B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Interfase ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[l,J]:=-1;
A[L,0]:=-1; A[[,MaxA+1]:=1 ;
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End ;

End ;

Procedure Checkerboard ;

Var 1,J : Integer ;

Begin

A[0,0]:=1 ;

For I:=0 to MaxA do

Begin

A[I+1,0]:=-A[L,0] ;

For J:=0 to MaxA do A[l,J+1]:=-A[L,J] ;
End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc(3*MaxA/4) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[L,J]:=-1;
A[L,0):=-1; A[[,MaxA+1]:=1;

End ;

End ;

Procedure MagmedNxN ;

Var T,T1 : Real ;

Begin

133



Gotoxy(3,5) ; Writeln(’Type ¢ for Checkerboard pattern or’);
Gotoxy(3,6) ; Writeln('Type i for Interfase pattern’) ;
Gotoxy(3,7) ; Writeln(’Type u for Unequal Interfase pattern’) ;
Car := Readkey ;

If (Car = ’¢’) or (Car = 'C’) then Checkerboard ;

If (Car =’i’) or (Car = 'I’) then Interfase ;

If (Car = "u’) or (Car = ’U’) then Unequallnter ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:=TO0;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Magnetizave:= 0 ;

Icount:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Mag:=0;

For I:= 1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Mag:= Mag + A[LJ] ;

End ;

Magnetizave:= Magnetizave + Mag ;
p:=Random(MaxA)+1 ; g;=Random(MaxA)+1 ; Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=",Icount) ;
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S:=-Alp.q] ;
B:=T1*S*(A[p-1,9]+A[p+1,q]+A[p,q-1]+A[p,a+1])*2 ;

Ei= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Alp,q]:=S ;

If p=1 then A[MaxA+1,q]:=S else If p=MaxA then A[0,q]:=S;
If g=1 then A[p,MaxA+1]:=S else If qg=MaxA then A[p,0]:=S;
End ;

End ;
Magnetizmedia:=Abs(Magnetizave/Icount)/(MaxA*MaxA) ;
Writeln(Fichenergy, T:4:2,” ’,Magnetizmedia:8:5) ;
Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” ’,Magnetizmedia:8:5) ;
T:=T-h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }

Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write(’Temperature Inicial=") ; Readln(TO) ;
Tf:=0.1; h:=0.1;

MagmedNxN ;

Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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7) Variacion de la susceptibilidad magnética y la
temperatura para el magneto Ising 2D
Program Susceptibilidad2D ;

{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 20 ; Archdat = ’c:1suce20.dat’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,p,q,S : Integer ;

Icount,w,N : LonglInt ;
Mag,Magnetizave,Magnetizmedia,Magnetiz2ave,Magnetizmedcuad,X
B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Interfase ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= MaxA div 2 ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1 ;

For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[[,J]:= -1

A[L,0):=-1; A[[,LMaxA+1]:=1;
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End ;

End ;

Procedure Checkerboard ;

Var I,J : Integer ;

Begin

A[0,0):=1;

For I:=0 to MaxA do

Begin

A[I+1,0]:=-A[L0] ;

For J:=0 to MaxA do A[L,J+1]:=-A[LJ] ;
End ;

End ;

Procedure Unequallnter ;

Var I,J,MaxJ : Integer ;

Begin

MaxJ:= Trunc(3*MaxA/4) ;

For I:= 0 to MaxA+2 do

Begin

For J:= 0 to MaxJ do A[L,J]:= +1;
For J:= MaxJ+1 to MaxA+2 do A[[,J]:=-1;
A[L,0]:=-1 ; A[LMaxA+1]:=1 ;

End ;

End ;

Procedure SuceptiNxN ;

Var T,T1 : Real ;

Begin
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Gotoxy(3,5) ; Writeln("Type ¢ for Checkerboard pattern or’);
Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type i for Interfase pattern’) ;
Gotoxy(3,7) ; Writeln('Type u for Unequal Interfase pattern’) ;
Car := Readkey ;

If (Car = ’¢’) or (Car = 'C’) then Checkerboard ;

If (Car = {’) or (Car = 'I’) then Interfase ;

If (Car = "u’) or (Car = ’U’) then Unequallnter ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:=TO ;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Magnetizave:= 0 ;

Magnetiz2ave:= 0 ;

Icount:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Mag:= 0 ;

For I:= 1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Mag:= Mag + A[L,J] ;

End ;

Magnetizave:= Magnetizave + Mag ;

Magnetiz2ave:= Magnetiz2ave + Mag*Mag ;
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p:=Random(MaxA)+1 ; q:=Random(MaxA)+1 ;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=",Icount) ;

S:=-Alp.q] ;
B:=T1*S*(A[p-1,ql+A[p+1,q)+A[p,q-1]+A[p,q+1])*2 ;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Alp,q:=S ;

If p=1 then A[MaxA+1,q]:=S else If p=MaxA then A[0,q]:=S;
If =1 then A[p,MaxA+1]:=S else If qg=MaxA then A[p,0]:=S;
End ;

End ;

Magnetizmedia:= Magnetizave/Icount ;

Magnetizmedcuad:= Magnetiz2ave/Icount ;
X:=T1*(Magnetizmedcuad - Magnetizmedia*Magnetizmedia)/(MaxA*MaxA);
Writeln(Fichenergy,T:4:2, * X:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” *,X:8:5) ;

T:=T -h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }

Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write("Temperature Inicial=") ; Readln(TO0) ;
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Tf:=0.1; h:=0.1;
SuceptiNxN ;
Close(Fichenergy) ;
Readln ;

End.
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8) Variacion de la energia interna y la
temperatura para el magneto Ising 3D
Program Energialnterna3D ;

{$N+.,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 10 ; Archdat = ’c:1enel0d3.dat’ ;
Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5,0..MaxA+75] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,K,n,m,p,S,LI,LJ,LK,CC : Integer ;

Icount,w : Longlnt ;

Energy,Energyave,Energymed : Real ;

B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Checkerboard ;

Var [,J,K : Integer ;

Begin

A[0,0,0):=1 ;

For K:= 0 to MaxA do

Begin

A[0,0,K+1]:= - A[0,0,K] ;

For J:=0 to MaxA do

Begin
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A[0,J+1,K]:=-A[0,J,K] ;

For I:=0 to MaxA do A[I+1,],K]:=-A[1,J,K] ;
End ;

End ;

End ;

Procedure EmedNxN3D ;

Var T,T1 : Real ;

Begin

Gotoxy(3,6) ; Writeln(’Type ¢ for Checkerboard pattern ’);
Car := Readkey ;

If (Car = ’c’) or (Car = 'C’) then Checkerboard ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:= TO ;

While T> Tf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Energyave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Energy:=0 ;

For K:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Begin
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For I:=1 to MaxA do

Begin

LI:=(I+1) mod MaxA ; LJ:= (J+1) mod MaxA ; LK:= (K+1) mod MaxA;
CC:=A[LJ,LK] + A[LLJ,K] + A[LLJ,K] ;

Energy:=Energy - A[[,J,K]*CC ;

End;

End;

End ;

Energy:=Energy/(MaxA*MaxA*MaxA) ;

Energyave:=Energyave + Energy ;

n:=Random(MaxA)+1 ; m:=Random(MaxA)+1 ; p:=Random(MaxA)+1;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=",Icount) ;

S:=-A[n,m,p] ;
B:=T1*S*(A[n-1,m,p]+A[n+1,m,p]+A[n,m-1,p]+A[n,m+1,p]+
A[n,m,p-1]4+A[n,m,p+1])*2 ;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

A[n,m,p):=S ;

If n=1 then A[MaxA+1,m,p|:=S else If n=MaxA then A[0,m,p]:=S;
If m=1 then A[n,MaxA+1,p]:=S else If m=MaxA then A[n,0,p]:=S;
If p=1 then A[n,m,MaxA+1]:=S else If p=MaxA then A[n,m,0]:=S;
End ;

End ;

Energymed:=Energyave/Icount ;
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Writeln(Fichenergy,T:4:2," ’,Energymed:8:5) ;
Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” ’ Energymed:8:5) ;
T:=T -h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }

Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;
Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write(’Temperature Inicial=") ; Read(TO0) ;
Tf:= 2.0; h:=0.1;

EmedNxN3D ;

Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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9) Variaciéon de la capacidad calorifica y la temperatura
para el magneto Ising 3D

Program CapacidadCalorifica3D ;

{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 10 ; Archdat = ’c:1cal10d3.dat’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,K,n,m,p,S,LI,LJ,LK,CC : Integer ;

Icount,w : Longlnt ;
Energy,Energyave,Energymed,Energy2ave,Energycuadmed,Cv : Real;
B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Checkerboard ;

Var 1,J,K : Integer ;

Begin

A[0,0,0]:=1;

For K:= 0 to MaxA do

Begin

A[0,0,K+1]:= - A[0,0,K] ;

For J:=0 to MaxA do

Begin
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A[0,J+1,K]:=-A[0,J,K];

For I:=0 to MaxA do A[I+1,],K]:=-A[L,J,K];
End ;

End ;

End ;

Procedure CalespNxN3D ;

Var T,T1 : Real ;

Begin

Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type c for Checkerboard pattern ’);
Car:= Readkey ;

If (Car = ’c’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:= TO ;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Energyave:=0 ;

Energy2ave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Energy:=0 ;

For K:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do
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Begin

For I:=1 to MaxA do

Begin

LI:=(I+1) mod MaxA ; LJ:= (J+1) mod MaxA ; LK:= (K+1) mod MaxA;
CC:=A[L,J,LK] + A[I,LJ,K] + A[LLJ,K] ;

Energy:=Energy - A[L,J,K]*CC ;

End;

End;

End ;

Energyave:=Energyave + Energy ;

Energy2ave:= Energy2ave + Energy*Energy ;
n:=Random(MaxA)+1 ; m:=Random(MaxA)+1 ; p:=Random(MaxA)+1 ;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=",Icount) ;

S:=-A[n,m,p] ;
B:=T1*S*(A[n-1,m,p]+A[n+1,m,p]+A[n,m-1,p]+A[n,m+1,p]+
A[n,m,p-1]4+A[n,m,p+1])*2 ;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

A[n,m,p]:=S ;

If n=1 then A[MaxA+1,m,p]:=S else If n=MaxA then A[0,m,p]:=S;
If m=1 then A[n,MaxA+1,p]:=S else If m=MaxA then A[n,0,p]:=S;
If p=1 then A[n,m,MaxA+1]:=S else If p=MaxA then A[n,m,0]:=S;
End ;

End ;
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Energymed:=Energyave/Icount ;
Energycuadmed:=Energy2ave/Icount ;
Cv:=(T1*T1)*(Energycuadmed-Energymed*Energymed)/(MaxA*MaxA*MaxA);
Writeln(Fichenergy,T:4:2,” ’,Cv:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” ’,Cv:8:5) ;

T:=T-h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }

Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write(’Temperature Inicial=") ; Read(TO0) ;
Tf:= 2.0; h:=0.1;

CalespNxN3D ;

Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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10) Variacién del valor absoluto de la magnetizacién y la
temperatura para el magneto Ising 3D
Program Magnetizacion3D ;

{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 10 ; Archdat = 'c:1magl0d3.dat’ ;
Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,K,n,m,p,S : Integer ;

Icount,w : Longlnt ;
Mag,Magnetizave,Magnetizmedia : Real ;

B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Checkerboard ;

Var 1,J,K : Integer ;

Begin

A[0,0,0):=1;

For K:= 0 to MaxA do

Begin

A[0,0,K+1]:= - A[0,0,K] ;

For J:=0 to MaxA do

Begin
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A[0,J+1,K]:=-A[0,J,K] ;

For I:=0 to MaxA do A[I+1,],K]:=-A[L,J,K] ;
End ;

End ;

End ;

Procedure MagmedNxN3D ;

Var T,T1 : Real ;

Begin

Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type c for Checkerboard pattern ');
Car:= Readkey ;

If (Car = ’¢’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;
T:=TO ;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Magnetizave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Mag:=0 ;

For K:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Begin
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For I:=1 to MaxA do Mag:= Mag + A[L,J,K] ;

End;

End ;

Magnetizave:= Magnetizave + Mag ;

n:=Random(MaxA)+1 ; m:=Random(MaxA)+1 ; p:=Random(MaxA)+1;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=’,Icount) ;

S:=-A[n,m,p] ;
B:=T1*S*(A[n-1,m,p]+A[n+1,m,p]+A[n,m-1,p]+A[n,m+1,p]+
A[n,m,p-1]4+A[n,m,p+1])*2 ;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

A[n,m,p):=S;

If n=1 then A[MaxA+1,m,p]:=S else If n=MaxA then A[0,m,p]:=S;
If m=1 then A[n,MaxA+1,p]:=S else If m=MaxA then A[n,0,p]:=S;
If p=1 then A[n,m,MaxA+1]:=S else If p=MaxA then A[n,m,0]:=S;
End ;

End ;
Magnetizmedia:=Abs(Magnetizave/Icount)/(MaxA*MaxA*MaxA) ;
Writeln(Fichenergy,T:4:2,” ’,Magnetizmedia:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” ’,Magnetizmedia:8:5) ;

T:=T-h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }
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Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write("Temperature Inicial=") ; Readln(T0) ;
Tf:=2; h:=0.1;

MagmedNxN3D ;

Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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11) Variacion de la susceptibilidad magnética y la
temperatura para el magneto Ising 3D

Program Susceptibilidad3D ;

{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 10 ; Archdat = ’c:1suc10d3.dat’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,K,n,m,p,S : Integer ;

Icount,w : Longlnt ;
Mag,Magnetizave,Magnetizmedia,Magnetiz2ave,Magnetizmedcuad,X : Real;
B,T0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Checkerboard ;

Var [,J,K : Integer ;

Begin

A[0,0,0):=1 ;

For K:= 0 to MaxA do

Begin

A[0,0,K+1]:= - A[0,0,K] ;

For J:=0 to MaxA do

Begin
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A[0,J+1,K]:=-A[0,J,K] ;

For I:=0 to MaxA do A[I+1,],K]:=-A[L,J,K] ;
End ;

End ;

End ;

Procedure SuceptiNxN3D ;

Var T,T1 : Real ;

Begin

Gotoxy(3,6) ; Writeln('Type c for Checkerboard pattern ’);
Car := Readkey ;

If (Car = ’¢’) or (Car = 'C’) then Checkerboard ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:= TO ;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Magnetizave:=0 ;

Magnetiz2ave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Mag:=0 ;

For K:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do
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Begin

For I:=1 to MaxA do Mag:= Mag + A[L,J,K] ;

End;

End ;

Magnetizave:= Magnetizave + Mag ;

Magnetiz2ave:= Magnetiz2ave + Mag*Mag ;
n:=Random(MaxA)+1 ; m:=Random(MaxA)+1 ; p:=Random(MaxA)+1;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=",Icount) ;

S:=-A[n,m,p] ;
B:=T1*S*(A[n-1,m,p)+A[n+1,m,p]+A[n,m-1,p]+A[n,m+1,p]+
Aln,m,p-1]+A[n,m,p+1])*2 ;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

A[n,m,p]:=S ;

If n=1 then A[MaxA+1,m,p]:=S else If n=MaxA then A[0,m,p]:=S;
If m=1 then A[n,MaxA+1,p]:=S else If m=MaxA then A[n,0,p]:=S;
If p=1 then A[n,m,MaxA+1]:=S else If p=MaxA then A[n,m,0]:=S;
End ;

End ;

Magnetizmedia:= Magnetizave/Icount ;

Magnetizmedcuad:= Magnetiz2ave/Icount ;
X:=T1*(Magnetizmedcuad - Magnetizmedia*Magnetizmedia)/(MaxA*MaxA*MaxA);
Writeln(Fichenergy,T:4:2," *,X:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(T:4:2,” *,X:8:5) ;
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T:=T-h;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }
Clrscr;
Assign(Fichenergy,archdat) ;
Rewrite(Fichenergy) ;
Gotoxy(3,4) ; Write("Temperature Inicial=") ; Readln(TO0) ;
Tf:=2; h:=0.1;
SuceptiNxN3D ;
Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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12) Variacién del valor absoluto de la magnetizacién y el
campo magnético externo para el magneto Ising 3D
Program CampoExternoMagnetizacion3D ;

{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 10 ; Archdat = ’c:chmal0d3.dat’ ;

Type Matriz = Array[0..MaxA+75,0..MaxA+5,0..MaxA+5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

I,J,K,n,m,p,S : Integer ;

Icount,w : Longlnt ;

Mag,Magnetizave,Magnetizmedia : Real ;

B,HO,Hf,h1,B1,B2 : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz ;

{Display Inicial }

Procedure Checkerboard ;

Var [,J,K : Integer ;

Begin

A[0,0,0]:=1 ;

For K:= 0 to MaxA do

Begin

A[0,0,K+1]:= - A[0,0,K] ;

For J:=0 to MaxA do

Begin
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A[0,J+1,K]:=-A[0,],K] ;

For I:=0 to MaxA do A[I+1,J,K]:=-A[L,J,K] ;
End ;

End ;

End ;

Procedure MagmedNxN3D ;

Var T,T1,H : Real ;

Begin

Gotoxy(3,6) ; Writeln(’Type ¢ for Checkerboard pattern ’);
Car := Readkey ;

If (Car = ’c’) or (Car = 'C’) then Checkerboard ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;

T:= 4.396 ;

H:= HO ;

While H > Hf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Magnetizave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Mag:=0 ;

For K:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do
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Begin

For I:=1 to MaxA do Mag:= Mag + A[L,J,K] ;

End;

End ;

Magnetizave:= Magnetizave + Mag ;

n:=Random(MaxA)+1 ; m:=Random(MaxA)+1 ; p:=Random(MaxA)+1;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write('Icount=",Icount) ;

S:=-A[n,m,p] ;
B1:=T1*S*(A[n-1,m,p]+A[n+1,m,p]+A[n,m-1,p]+A[n,m+1,p]+
Aln,m,p-1]4+A[n,m,p+1])*2 ;

B2:=T1*S*H*2 ;

B:=B1+B2;

E:= Exp(B) ;

If E > Random then

Begin

Aln,m,p]:=S ;

If n=1 then A[MaxA+1,m,p]:=S else If n=MaxA then A[0,m,p]:=S;
If m=1 then A[n,MaxA+1,p):=S else If m=MaxA then A[n,0,p):=S;
If p=1 then A[n,m,MaxA+1]:=S else If p=MaxA then A[n,m,0]:=S;
End ;

End ;
Magnetizmedia:=Abs(Magnetizave/Icount)/(MaxA*MaxA*MaxA) ;
Writeln(Fichenergy,H:5:3,” ’,Magnetizmedia:8:5) ;

Gotoxy(3,12) ; Writeln(H:5:3,” ’,Magnetizmedia:8:5) ;

H:=H - h1 ;
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End ;

End ;

Begin {Programa Principal }
Clrscr;
Assign(Fichenergy,archdat) ;
Rewrite(Fichenergy) ;
Gotoxy(3,4) ; Write(’Campo Magnetico Inicial=") ; Readln(HO) ;
Hf:= 0.1 ; h1:=0.1;
MagmedNxN3D ;
Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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13) Exponente critico 8 para el magneto Ising 3D
Program ExponenteCriticoBeta ;

{$N+,E+ }

{$M 32768,0,655360 }

Uses Crt ;

Const MaxA = 16 ; Archdat = ’c;ermadd.dat’ ;
Type Matriz = Array[0..MaxA+5,0..MaxA+5,0..MaxA+?5] of ShortInt;
Var Fichenergy : Text ;

[,J,K,n,m,p,S,Al : Integer ;

Icount,w : Longlnt ;
Mag,Magnetizave,Magnetizmedia : Real ;
TO0,Tf,h : Real ;

E : Extended ;

Car : Char ;

A: Matriz :

{Display Inicial }

Procedure Checkerboard ;

Var 1[,J,K : Integer ;

Begin

A[0,0,0]:=1;

For K:= 0 to MaxA do

Begin

A[0,0,K+1]:= - A[0,0,K] ;

For J:=0 to MaxA do

Begin

A[0,J+1,K]:=-A[0,],K] ;
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For I:=0 to MaxA do A[I+1,J,K]:=-A[1,J,K] ;
End ;

End ,

End ;

Procedure MagmedNxN3D ;

Var T,T1,Tr : Real ;

Begin

Gotoxy(3,6) ; Writeln("Type ¢ for Checkerboard pattern ’);
Car := Readkey ;

If (Car = ’¢’) or (Car = ’C’) then Checkerboard ;
Gotoxy(3,8) ; Write( 'w="); Readln(w) ;
T:=T0;

Tr:= (4.6 - T0)/4.6 ;

While T > Tf do

Begin

T1:=1/T;

Icount:=0 ;

Magnetizave:=0 ;

Randomize ;

While Icount < w do

Begin

Mag:=0 ;

For K:=1 to MaxA do

Begin

For J:=1 to MaxA do

Begin
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For I:=1 to MaxA do Mag:= Mag + A[[,J,K] ;

End;

End ,

Magnetizave:= Magnetizave + Mag ;

n:=Random(MaxA)+1 ; m:=Random(MaxA)+1 ; p:=Random(MaxA)+1 ;
Icount:=Icount+1 ;

Gotoxy(3,10) ; Write(’Icount=",Icount) ;

S:=-A[n,m,p) ;

Al:= A[n-1,m,p]+A[n+1,m,p]+A[n,m-1,p]+A[n,m+1,p]+
A[n,m,p-1]+A[n,m,p+1] ;

Case Al of

0: Ei=1

2: E:= Exp(T1*S*4) ;

4: E:= Exp(T1*S*8) ;

6: E:= Exp(T1*S*12) ;

-2: E:= Exp(T1*S*(-4)) ;

-4: E:= Exp(T1*S*(-8)) ;

-6: E:= Exp(T1*S*(-12))

End ;

If E > Random then

Begin

A[n,m,p]:=S ;

If n=1 then A[MaxA+1,m,p]:=S else If n=MaxA then A[0,m,p]:=S;
If m=1 then A[n,MaxA+1,p]:=S else If m=MaxA then A[n,0,p]:=S;
If p=1 then A[n,m,MaxA+1]:=S else If p=MaxA then A[n,m,0]:=S;
End ;
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End ;

Magnetizmedia:=Abs(Magnetizave/Icount) /(MaxA*MaxA*MaxA) ;
Writeln(Fichenergy,Ln(Tr):7:4,” ’,Ln(Magnetizmedia):8:5) ;
Gotoxy(3,12) ; Writeln(Ln(Tr):7:4, ’,Ln(Magnetizmedia):8:5) ;
T:=T - h;

Tr:= (4.6 - T)/4.6 ;

End ;

End ;

Begin {Programa Principal }

Clrscr;

Assign(Fichenergy,archdat) ;

Rewrite(Fichenergy) ;

Gotoxy(3,4) ; Write(’Temperature Inicial=") ; ReadIn(TO0) ;
Tf:= 4.2 ; h:=0.1;

MagmedNxN3D ;

Close(Fichenergy) ;

Readln ;

End.
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