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Extracto

Este trabajo tiene dos partes.

En la primera, se presenta la construccidén de dos mo
delos matematicos, ecuaciones en derivadas parciales con
sus respectivas condiciones iniciales y de contorno, me-
diante los cuales es posible simular los procesos de recu
peracidn primaria (modelo monofdsico: (1.25)) y de recupe
racidn secundaria del petrdleo (modelo bifdsico: (1.29),
(1.31), (1.33), (1.36) y (1.38)).

En la segunda parte, se estudia numéricamente el mo-
delo bifésico en el caso unidimensional (nlcleo). Hemos
tratado el problema de obtener aproximaciones numéricas a
la solucidn del modelo, asi como hemos solucionado, numé-

ricamente tambidn, el problema de identificacidn asociado.

Con respecto al primer punto, para discretizar las e
cuaciones del modelo unidimensional, (2.9), se ha usado u
na discretizacidén basada en el método de Galerkin (modifi
cado por Chavent) usando elementos juntos mixtos no con-
formes, obteniéndose asi los esquemas explicitos (E.8) vy
(E.15). Los cxperimentos num@ricos que se han hecho tie-
nen por objetivo observar las variaciones que los cambios
en los parametrcs de discretizacidn producen en la solu-
cidn, asi como establecer las diferencias entre la aproxi

macidén de Buckley y Leverett (az=0) y el caso general.

Con respecto al problema de Identificacidn asociados
a las ecuaciones (2.14), (Id); cuando se le discretiza,
(Id)h’ se obtiene un problema de minimizacidn de una suma

de cuadrados, J:(2.22), sobre un espacio de dimensidn fi-



nita. Para lograr que J sea diferenciable se penaliza
(Id)h obteniéndose (Id), ., de esta forma es posible resol
ver el problema usando un método de Fletcher y Reeves, ver
anexo I. Se han hecho experimentos numéricos para esta-
blecer la identificabilidad numérica de los parémetros a
y b, ver anexos C y D, teniendo como funciones observadas
la saturacidén de agua en un punto arbitrario del nicleo o
el flujo de agua en el extremo del mismo.

Los pocos resultados tedricos relativos a los proble
mas estudiados pueden encontrarse en las referencias cita
das en la bibliografia.

El programa que se ha construido sirve tanto para so
lucionar los esquemas (E.8), (E.15) como para la resolu-
cidn del problema de identificacidn (Id)hg. El programa
estd descrito en FORTRAN y ha sido implementado en la IBM
370-145 del Centro de Cdmputo de Petrdleos del Perf.



Indice

Introduccidn

1) Elaboracidn del Modelo Matemiatico

1.1) Naturaleza del Modelo
1.2) Las Variables del Modelo

.1) Notacidn

.2) La Densidad y la Viscosidad

. 3) Las Saturaciones

.4) Las Velocidades

.5) Las Precsiones: La Presidn Capilar

.6) Las Permeabilidades

1.3) Descripcidn Matematica del Reservorio

1.4) Modelo Monofisico

.1) Introduccidn
.2) Notacidn
.3) Las Ecuaciones Diferenciales
.4) Las Condiciones de Contorno
.4.1) La Condicidn de Dirichlet
.4.2) La Condicidn de Neumann
.5) La Condicidn Inicial
.6) E1 Problema del Valor Inicial y de Contorno
para .
1.5) Modelo Bifasico

.1) Introduccidn

.2) Notacidn

.3) Las Ecuaciones Diferenciales

.4) Las Ecuaciones de Contorno

.4.1) Introduccidn

.4.2) Condiciones sobre las Presiones
.4,.3) Condiciones sobre las Velocidades

.4.4) Condiciones sobre la Saturacidn

P3igina

o £ £ F£ B

@) (o)) [62]

12

13
13
14
14
15
16
16
17

18

19
19
19
20
22
22
22
23
24



.5) La Condicidn Inicial

.6) E1 Problema de Valor Inicial y de Contorno
para P y S.

2) El Modelo Bifasico Unidimensional

2.1) Planteo del Modelo

1)
.2)
.3)
W)
.5)

Introduccidn

Notacién

Las Ecuaciones Diferenciales

Las Condiciones de Contorno

El Problema de Valor Inicial y de Contorno

2.2) E1 Problema para S1

.1)
.2)
.3)
)
N
U

4.
L.
L.

Introducecidn

Notacidn

Planteo del Problema

Discretizacidn de (2.9)

1) Introduccidn
.2) Notacidn

3) Subespacios Aprcximantes en Espacio
4) Formulacidn Débil de (2.9)1 y (2.5)2
5) Discretizacidn Total

2.3) Resultados Numéricos

.1) Introduccidn
.2) E1 Esgquema (E.8): 1 = 0

.2.1) Existencia y Unicidad

.2.2) E1 Caso Hiperbdlico
.2.3) E1 Caso General

.3) E1 Esquema (E.15) 1 = 1
.4) Los Datos

.5) Los Resultados Numéricos

.5.1) Variacidn de M, con respecto a (1, h, At)

.5.2) E1 Caso Hiperbdlico y el Caso General

.6) Conclusiones

2.4) El Problema de Identificacidn (Ajuste de Historia)

26

27

27
27
27
28
29
30

30
30
31
31
32
32
32
33
33
35

38
38
39
39
40
Ly
45
ug
48
ug
51
51

52



2.

3)

.1) Introduccidn

.2) Planteo del Problema

.3) Discretizacidn e Identificabilidad
.4) Penalizacidn de la Ecuacidn de Estado

.5) La Variacidén de J

Resultados Numéricos

.1) Introduccidn

.2) Los Esquemas Numéricos

.2.1) E1 Esquema (G.u)

.2.2) E1 Algoritmo de Fletcher y Reeves
.3) Los Datos

.4) Los Resultados Numéricos

.4.1) Minimizacidn de J

.4.2) Tdentificabilidad Numérica

.4.3) Sobre & y el Nimero de Iteraciones

.5) Conclusiones

Anexos

Anexo A: Cambio de las Ecuaciones (1.16)
Anexo B: Teorema de Existencia y Unicidad
Anexo C: Las Ecuaciones (1.28)

Anexo D: Las Nuevas Funciones

Anexo E: Las Ecuaciones (2.14) en los casos

1=0,1.
1) E1 Caso 1 = 0

1.1) Los Subespacios Aproximantes
1.2) Las Ecuaciones

1.3) La Condicidn Inicial y las de
Contorno

1.4) Resolucidn de (E.8): Algoritmo
2) E1 Caso 1 = 1

2.1) Los Subespacios Aproximantes
2.2) Las Ecuaciones

2.3) La Condicidn Inicial y las de
Contorno

52
Su4
57
59
63

67
67
69
69
70
71
72
73
74
75
77

1A
1B
1C
1D

1E

w

o o oo o u»

12



2.4) Resolucidn de (E.15): Algoritmo 12
Anexo F: Calculo de la Ecuacidn Adjunta 1F

Anexo G: Las Ecuaciones (F.2) en los casos 1:=0,1 1G
1) E1 Caso 1 = 0

1.1) Los Subespacios Aproximantes

[EEN

1.2) Las Ecuaciones

1.3) La Condicidn Inicial y las de
Contorno

1.u4) Algoritmo
2) E1 Caso 1 = 1

2.1) Los Subespacios Aproximantes

F ow o ow NN

2.2) Las Ecuaciones

2.3) La Condicidn Inicial y las de
Contorno 5

2.4) Algoritmo

(O]

Anexo H: Calculo del Gradiente de J 1H
1) E1 Espacio de Parémetros Admisibles 1
2) E1 Gradiente de J

Anexo I: Un Algoritmo de Fletcher y Reeves 1I
Anexo J: Descripcidon del Programa 1J
1) Introduccidn 1

2) Z1 Programa Principal 2

3) Los Subprogramas 2

3.1) Las Subrutinas 2

(1) FLEREE 2

(2) EE 3

(3) EA 5

(4) INVER 6

(5) LECT 7

(6) BEAL 9

{7) CONSAL y CONSBE 10

3.2) Las Funciones 10

Anexo K: Parametros Adimensionales 1K

4) Bibliografila




Introduccidn

Durante la primera fase en la extraccidn del petrd-
leo, éste fluye a la superficie por efecto de la diferen-
cia de presiones. El proceso, llamado recuperacidn prima

. . -, . .
ria, termina cuando la presidon del reservorio se 1guala
con la atmosférica, ahora el petrdleo puede ser extraido
mediante bombeo artificial y 'gas lift". Cuando el reser
vorio no produce por medios mecanicos se dice que esta a-

gotado por métodos de recuperacidn primaria.

Sin embargo, hay todavia petrdleo en el interior del
reservorio. Para extraerlo es necesario inyectar agua pa
ra forzar al petrdleo a salir a la superficie. EIste pro-
ceso, llamado recuperacidn secundaria, termina cuando el
agua comienza a salir en mayor porcentaje que el petreleo

Yy no es econdmico mantener su produccidn.

Para investigar y evaluar las caracteristicas de un
reservorio es importante tener buenos modelos de simula-
cidén para cada uno de estos dos proccsos, es decir, deben
ser capaces de predecir con una buena aproximacidn la evo
lucidon de las distintas variables que caracterizan el com
portamiento de los fluidos en movimiento. Por otra parte,
usando datos observados, tales como 21 flujo del petrdleo
en cada pozo, la presidn en ellos, etc., debemos ser capa
ces de modificar ciertos parametros del modelo con el fin
de que laz predicciones del mismo sean lo mas parecidas a
los datos reales. Este proceso se llama "Ajuste de Histo

ria".

En el primer capitulo de este trabajo se construyen
un modelo matemitico del proceso de recuperacidn primaria

(modelo monofasico) vy un modelo del proceso de recupera-
J



c16n secundaria (modelo bifdsico).

En el segundo capitulo se estudia el modelo bifdsico
unidimensional. E1 proceso fisico modelado es el despla-
zamiento del petrdleo pcr agua dentro de niicleos obteni-
dos durante la perforacidn de los pozos. Una aplicacidn
del modelo a estas experiencias permite, por medio del a-
juste de historia, obtener buenas curvas de permeabilida-
des relativas, que son muy importantes porque précticamen
te de ellas depende el comportamiento del agua y del pe-
trbdleo dentro del reservorio. Por otra parte, este mode-
lo es muy Util para la obtencidn de primeras estimaciones
de magnitudes importantes (tiempo de ruptura, petrdleo re
cuperado al tiempo de ruptura, etc.) en procesos de recu-
peracidn de petrdleo por empuje de agua. El segundo capi
tulo estd orientado a la construccidn de un programa que
solucione numéricamente el modelo y sea capaz de realizar

el ajuste de historia automaticamente.



1. Elaboracidn del Modelo Matematico

1.1 Naturaleza del Modelo

.1) Aqui discutimos brevemente, algunas cuestiones
previas al establecimiento de las ecuaciones diferencia-
les y de las condiciones iniciales y de contorno que ri-
gen la evolucidn de las magnitudes involucradas en el pro

blema.

Inicialmente podria pensarse en usar el modelo clasi
co que predice el movimiento de un fluido newtoniano, por
ejemplo. Las leyes en que se basa el modelo son 1la ley de
conservacidn de la masa, de la conservacidn del momentum

[ » ”,
angular y de la conservacion de la energla; ademas, se a-
sume la existencia de ciertas relaciones entre los esfuer
zos y la velocidad de deformacidn, que son caracteristi-

cas del fluido estudiado.

Estas leyes se traducen en ecuaciones diferenciales
y ecuaciones algebraicas. Las funciones involucradas en
ellas son tales que su valor en un puntc es en realidad
el valor medio tomado sobre un elemento de volumen que en
. . ~ . o
cierra a dicho punto y cuyo tamafio es grande con relacion
al tamafio de las moléculas del fluido, pero pequefio con

respecto al tamafio del espacic que contiene al fluido con
movimiento. Llamaremos a estas funciones "funciones de

punto".

Lo que nos falta para poder aplicar este modelo es es
pecificar el espacio por el cual tendrd lugar el movimien
to, y las condiciones iniciales y de contorno adecuadas.

Hecho esto, podemos dedicarnos a resolver las ecuaciones;



sin embargo, debido a la complicada geometria del medio,

hacerlo es una tarea impracticable.

Debemos intentar otra manera de plantear el problema:

(1) Necesitamos volver a definir nuestras funciones
ya que no pueden ser funciones de punto.
(2) Esto hace que la derivacidn de las ecuaciones se

deba hacer siguiendo un método distinto.

.2) Consideremos el primer punto. Ahora, el valor
de una funcidn en un punto se toma como el valor medio
que la funcidn toma en un elemento de volumen que encie-
rra al punto considerado y cuyo tamafio ya no es grande
con respecto al de las moléculas de los fluidos, sino al

tamafio de la regidn ocupada por un poro tipico del medio.

Podriamos llamar a estas funciones '"funciones locales".

Marle [j], p&g. 25-26, afirma con respecto a la defi

"... la porosidad media de un blo-

nicidn de porosidad:
que de un medio poroso es la razdn del volumen de los va-
clos al volumen total del blogue. 31 el bloque considera
do tiene propiedades que varian sensiblemente de un sitio
a otro, uno puede desear describir la porosidad de una ma
nera més fina, introduciendo 1la porosidad local; ésta es-
tard definida en todo punto del medio de la siguiente ma-
nera: se aisla imaginariamente un volumsn gue encierre el
punto considerado vy se toma la porosidad media de tal vo-
lumen. El1 volumen escogido debe ser lo suficientemente
pequefio como para permitir definir una porosidad local
del medio, pero debe ser suficientemente grande en rela-
cidén a las dimensiones de los poros. Si por ejemplo uno
escoge un elemento de volumen esférico conetrado en el pun

to considerado y hace var ar el radio r de esta esfera, u



no obtiene la porosidad media en funcidn de r " (Tal

"

como se muestra en 1la figura 1.1) Sir > r, el vo-
lumen considerado es muy grande para dar el valor local
de la porosidad: el

resultado esti in- &

fluenciado por 1las | |

propiedades del me- |

dio poroso en zonas

P al—— ‘“' ‘ T_/_/

muy lejanas que ro- / 4 !

dean al punto ... '

" Sir<r,, el -
1 i lI -

elemento de volumen

es demasiado peque- .

no, no contiene un figura 1.1
nlmero suficiente
de poros para que el efecto de promediar pueda funcionar,
y el valor obtenido presenta variaciones irregulares. Cuan
do la porosidad media del elemento de volumen tiende a 1

1"

si el punto considerado esti en un poro... (como en el

1"

caso considerado en la figura 1.1) o hacia 0 s1 el
punto estid en la parte sdlida. @l, en la figura, es el va

lor local de la porosidad".

.3) Con respecto al punto (2), Marle (1), pig. 28-
29, dice:

"Para la teoria del movimiento de los fluidos en me-
dios porosos, uno puede imaginar dos vias de aproximacidn
..." "... En la primera se introducen ciertas nociones
que serviran para describir el estado de un medio poroso
que contiene fluidos, a la escala macroscépica. Algunas
de estas nociones tendran una definicidn evidente (la sa-

turacidn, por ejemplo) otras tendran una justificacidn me



nos clara, mas bien intuitiva (la presidn por ejemplo).
Asi las leyes que describen los flujos serdn formuladas

por principio. Su Jjustificacidn seri experimental.

La otra forma de fundamentar la teoria de los flu-
jos en los medios porosos se construird a partir de las
leyes de capilaridad. Luego por métodos estadisticos,
se deduciradn las leyes que rigen en promedio el flujoen

un medio gue contenga un gran nimero de poros'.

"Lamentablemente, tal teoria no existe aln. Las
tentativas de aplicar los métodos estadisticos a los me
dios porosos " ".,.. se han limitado a los fendmenos
mds simples: flujo de un fluido Gnico, difusidn, despla
zamiento miscible. Nada serio ha sido hecho para el flu

jo de varios fluidos".

1.2 Las Variables del Modelo

.1) Notacidn
En lo sucesivo denotaremos con el subindice 1 a las
funciones que se refieren al agua, y por 2 a aquéllas

referidas al petrdleo.

.2) La Densidad vy la Viscosidad

Vamos a asumir que los fluidos son viscosos y sus

viscosidades Hys M, son constantes.

Denotamos por p la funcidn densidad. Asumiremos
que el efecto de los cambios eventuales de temperatura

son lo suficientemente pequefios como para permitir con-



siderar que la densidad sdlo depende de la presidn. (En

el caso en que asumamos la compresibilidad del fluido).

.3) Las Saturaciones

La saturacidn de agua §1 se define, usando el pro-
ceso descrito en 1.1.2), como la razdn entre el volumen
de agua al volumen total ocupado por el agua y el petrd
leo. Es evidente que 0 < §1 < 1.

Por otra parte, por el efeacto de la geometria del

medio y ciertos fendmenos fisicos, la saturacidén S. de-

=

be estar comprendida entre ciertos valores, §1M y §1m’

para que el flujo pueda tener lugar.

§1m es la saturacidn irreducible del agua en el me

dio poroso, surge porque las moléculas de agua se que-

dan pegadas a la superficie del medio.

Siy es 1la maxima saturacidn que el agua puede al-

canzar en el medio, depende de las sustancias y fluidos

que estan presentes. Cuando el otrc fluido es el petré
leo (1 - §1m) se llama la saturacidn residual del petrd
leo.

De esta forma, sdlo hay movimiento s1 Slﬂli SlfislM'

.4) Las Velocidades

Las velocidades v, y v, se definen segin el proce-
so descrito en 1.1.2). Es importante sefialar que 1las
velocidades importantes en 2l modelo son las velocida-

des de filtracidn:

(=
]
2l
o
=
1]
=
IS

(1.1)



.5) Las Presiones: La Presidn Capilar

Cuando los fluidos astan en equilibrio, la presidn
en ellas es la presidn hidrostdtica. Es posible defi-
nir la presidn, en este caso, en todo el medio por sim-
ple extensidn continua. De esta forma las presiones Pq
Yy Py son funciones d2 puntc definidas scbre todo el es

pacio. Este es el caso de la presidn capilar p:
(1-2) = e r

Sin embargo, cuando los fluidos no estdn en equili
brio, las presioncs no son mas funciones de punto sino
funciones locales (ver 1.1.2)), de manera que Ec defini
da por (1.1) en estas condiciones no es necesariamente
igual a la p del primer caso. Pese a esto, se ha de-
mostrado experimantalmente que dichas presiones no di-
fieren mucho, Marle (1), pAg. 43 (ver ahi otras referen
cias), de forma quc es razonable quedarse con la prime-

ra definicidn de P+

Consideremos ahora la dependenci~ de P, con respec
to a las variables que intervienen en &l problema. En
el caso genzral Pe depende cde:

1 5

(1) 1

(2) T, el coeficiente de tensidn superficial
(3) o, el adngulo de contacto

(u’) - | i :I Ky f I. .;:'Jil-

(5) Las caracteristicas del medio poroszo, que re-
sumiremos c¢n dos: 1, la dimensidon tipica de los poros,

M, las demds caracteristicas.



Un sencillo calculo nos permite asegurar la sigwien

te dependencia, Marle (1), pdg. 35:

(1.3) b o2ig P (g g 1%, Wy )

En la prédctica se ha encontrado que la influencia del
grupo adimensional (Fa -P)) g 12/T es despreciable
por el tamafio da los poros, esto hace que sean las fuer

zas capilares las que determinan practicamente p.. Hay

que observar que al depender de §1, EC depende de §1m y
de §1M° Finalmente, debido a las sustancias que even-

tualmente pueden ser adsorbidas por la superficie de con
tacto de los fluidos, T puede variar grandemente. o pue
de depender de las velocidades de los fluidos y del fe-
nomeno de adsorcidn descrito. Sin embargo, estos aspec
tos no son generalmente tenidos en cuerta (por la gran
complicacidn que generaria su introduccidn en el modelo),
a menos que las sustancias empleadas en la recuparacidn

secundaria alteren o y T significativamente.

En nuestro modelo supondremos la siguiente depen-

dencia de EC
(1«”‘) :-. | g oy ‘I = .r . ¥ ET __'| [ i e Y A 1 Il'!l--:.

(1.5) &= (%, ¥ 1/1E.

donde asumimos que T, a, Slm’ SlM son funciones de x.

La forma de Ec dada por (1.4) es debida a Chavent (7).

Para nosotros no es tan importante obtener una fér

mula cerrada para ﬁc. Lo importante es obtener una for



ma general de dependencia de ﬁc (como por ejemplo (1.4))
que permita una manipulacidn numérica sencilla de las e
cuaciones del modelo. Eventualmente, usando datos rea-
les y técnicas de identificacidn (que seradn usadas en
el capitulo s) podemos encontrar la forma de las funcio

nes que son parametros del modelo y en las cuales influ

Por Ultimo

hay que resaltar

que la dependen-
cia de P, con )
respecto a S, va

pecto 1 7 y
ria segin las con R By o
diciones inicia- " e

» . = e

les y segun la di # - By
reccidn del flu-

jo en el medio. fer f

En la figu- figura 1.2
ra 1.2, la curva

P,q se ha obtenido partiendo de un medio inicialmente

saturado de agua e inyectando petrdleo poco a poco. En
cambio la curva 502 se ha obtenidec inyectando agua poco
a poco al medio poroso luego de haber terminado el pro-
ceso anterior. Las flechas indican la direccidn en que

se han ido construyendo las curvas.
Obsérvese que:

(1.6) 3- @ - T



(1.7) P (§1) =0 <=>95, = § (sip. = p

.6) Las Permeabilidades

En el caso en que tengamos un flujo unidimensional
estacionario a través de un bloque de un medio poroso
de longitud L, la ley de Darcy afirma que las velocida-

des de filtraciodn Vi Y oMy estan dadas por:

(1.8) T ot 1= 1,2

los coeficientes K; se llaman las permeabilidades efec-
tivas. También se usan las permeabilidades relativas:

K.

(1.9) Koo = o 1= 1,2,

donde X es la permeabilidad del medio.

Antecs de generalizar estas definiciones el caso
del movimiento no estacionario en un medio tridimensio-
nal anisotrdpico, veamos cdmo dependen las permeabilida
des relativas de las variables involucradas en el pro-
blema.

En el caso general, Marle (1), pdg. 38, tenemos

que las permeabilidades relativas dependen de:

(1) Pis 1= 1,2
(2) W 1= 1,2
(3) a, T

() §
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() 1, M

(6) E1 flujo global u (=|] T ng)

procediendo como en 1.2.5) obtenemos:

Nuevamente se encuentre que el grupo adimensional

(01 - 02) glz/T tiene poca influencia sobre Kri s 1=1,2
Esto también ocurre con el nimero de Reynolds Ollu/ul

debido a las pequenas velocidades que ocurren. Esto

conduce a despreciar la influencia de 01/02. Finalmen-
te se encuentra experimentalmente que la relacidn de vis
cosidades ul/u2 y la relacidn entre las fuerzas de vis-
cosidad y las de capilaridad uul/T tienen poca importan
cia. Asl que sdlo el angulo de contacto @ y la satura-

ciodn §1 determinan précticamente Kri’ 1= 1,2

En la figura
1.3 se muestran

formas tipicas de

las permeabilida- 4 -
des.

Observemos | %K,

que la permeabili

|
| [
dad relativa del : Kea i
agua a la satura- _ : a ] B = B
cidn mixima —S-lM | Swm - e 2Ot 1Sy
es bastante menor
que la del petro- figura 1.3

leo a la satura- '~
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cidén mdxima (1 - S, ). Esto significa que la presencia
de agua con saturacidn irreducible no obstaculiza tanto
el movimiento del petrdleo como la presencia de éste

con saturacidn residual lo hace con el movimiento del a

gua.

Al igual que

la presidn capi-

lar la dependen-
cia de las permea

bilidades con res

|
|
|
|
_ “Htﬁ ¥
pecto a 5; varia Kn:'g el
con las condicio- | K, i i
.. . | ‘.'."- [ = i
nes 1niciales y | xw:x o .
la forma en que se _ : ___:;:3"5:\1
produce el flujo. S | ™ B B — :
La  figura figura 1.4

1.4 muestra este

hecho, Las cur-
(1D
r2

han sido obtenidas cuando el(g?dio estaba inicialmente
lleno de agua. Las curvas Krl Y

1
vas Krl y

Kno se obtuvieron
cuando el medio estaba inicialmente lleno de petrdleo.
Se ve que la permeabilidad relativa del agua cambia po
co con el sentido de cambio de §1. Esto no es cierto
en el caso del petrdleo que presenta una permeabilidad

mas baja qen la imbibicidn.

. ! .
Las ecuaciones (1.8) se generalizan asi:

K.
(1.11) u; = X ﬁi {grad (p;) - p; g grad (2) } 1

1,2



-12-

la validez de esta ecuacidn (asi como la de (1.8)) es
experimental. En el caso de un medio anisotrdpico

Kri s, 1= 1,2, es una matriz definida positiva.

1.3 Descripcidn Matemdtica de=1 Reservorio

.1) Es importante poseer una descripcidn precisa
del reservorio en el que se realiza el movimiento de

los fluidos, fundamentalmente por dos razones.

(1) Conocer la regidn del movimiento, §, permite
saber el dominio de validez de las ecuaciones
diferenciales del modelo.

(2) Para poder plantear las condiciones de contor-
no, indispensables para poder resolver las e-
cuaciones diferenciales, debemos conocer el bor

de de 2 que denotaremos por .

.2) Consideraremos que D, C R™ (n = 1,2,3), repre-

senta al reservorio. Denotemos por 9D su frontera exte

rior. Supongamos que en ¢l interior del reservorio te-
nemos K pozos, que seran representados por los dominios
Di (i =1, ..., k). El borde de i-ésimo pozo sera deno
tado por 9D.. Ver figura 1.5.

. 3) Denotaremos por Q el medio poroso por el cual
se realiza el movimiento:
k

(1.12) Q=DN (UD.)
. 1
1=1
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Caracterice- — __—"-..____
=
mos ahora la fron gf b
tera de Q, T. | J::?ZJ H.
Denotaremos por Fi h 4 :j-lxl
el borde del i-ési Hx b Pb' )
mo pozo que esta 1 R D O x
e = -
en contacto con el o™ = ‘HJHbD
medio poroso: figura 1.5
(1.13) Fi = BDi‘\ (BDi n 3aD) 1=1, .y K

finalmente, Ty denotard la parte de I' que no estid en

contacto con ningin pozo:

k
(1.14) Fl = T \ (-9 Pi)
1=1
de manera que la
frontera I' puede i

escribirse de 1la

. ] ¢ 1 — ‘\T_-\-‘-‘
forma siguiente: S e—————

= r. e
(1,15) T l‘l 9] (‘U ‘l) L

figura 1.6
1.4 Modelo Monofasico

.1) Introduccidn

Asumimos que el Gnico fluido en movimiento es el
petrdleo. En este caso el movimiento se realiza tnica

mente por efecto de la diferencia de presiones, por lo
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tanto el objetivo del modelc es determinar la evolucidn

de la presidn del petrdleo.

.2) Notacidn

Denotamos por x un punto del medio poroso, Q. E1
tiempo serd denotado por t. Asumimos que t = 0 cuando
empieza el movimiento del petrdleo que nos interesa co-
nocer, y que t = T cuando éste termina. Q denota el
conjunto @ » | 0, T [ , siendo ]O, T[ el intervalo a-

bierto de extremos O y T.

.3) Las Ecuaciones Diferenciales

Las incdgnitas del modelo son: la viscosidad u, la
densidad p, la presidn p y la velocidad de filtracidn u..
Como tenemos 6 incdgnitas debemos plantear 6 ecuaciones.

Estas son:

(1.16)1 u
(1.16)2 »p

1"

constante. (ver 1.2.1)
e (p) (ver 1.2.1)

8sta es la ecuacidn de estado.

(1.16)3 052 + aiv (pu) = 0 ¥ (x, t) €Q
(1.16)4 u = _,E (grad p - pg grad z) ¥ (x, ©) €Q

ésta es la ley de Darcy generalizada.

Asumimos Jue la porosidad ¢, la permeabilidad K vy

la profundidad z son funciones conocidas de x. Por o-
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tra parte, cuando el coeficiente de compresibilidad,

_14dpe
T p dp

p = P, exp (c (p - po)), que en primera aproximacidn se

escribe P = p_ (1 + c (p - p_)). La aproximacidn es

c , es constante la ecuacidn de estado es

buena para la mayoria de los liquidos. Bear (1), pag.
38.

Estas ecuaciones pueden ser expresadas en una me-
jor forma si hacemos algunas manipulaciones algebraicas
e introducimos una nueva variable, m. Los calculos, jun
to con ciertas aproximaciones hechas, en base a suponer
que c es constante y que c < 1, estan desarrollados

en el Anexo A. Los resultados son:

(1.17)1 U = constante
(1.17)2 P =Py (1 + ¢ (p - po))
(1.17)3 T = p Po 8 2
X
(1.17)u4 u = grad m ¥ (x, t) Q
o L. K .
(1.17)5 c 3T - div (E grad m) =0; ¥ (x, t) Q.

.4) Las Condiciones de Contorno

Existen dos tipos de condiciones: aquélla en que se
prescribe una presidn p, que es una condicidn de Dirich
let para m, por (1.17)3, y aquélla en que se prescribe
un flujo u . n, que constituye una condicidn de Neumann
para m, por (1.17)4., Llamaremos FD (FN) la parte de T
sobre la cual se prescribe una condicidon de Dirichlet

(Neumann) .
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.4.1 La Condicidn de Dirichlet

Este tipo de condicidn puede imponerse en parte de
la frontera lateral, FlD’ por ejemplo en el caso de em-

puje por agua:

I - fT‘
(1.18) [ Py sobre FlD x J0, T(
También puede imponerse una condicidén similar en la fron
tera de los pozos. Midiendo la presidn en el fondo de
ellos, es razonable extenderla a todos los puntos de su

frontera asumiendo una distribucidn hidrdstdtica:

(1.19) P = p; sobre Fi x 10, T[ 1= 1,25...5, 3 < k

Resumimos (1.18) (1.19) asz:

(1.20)1 P = Pg sobre Iy Jo, TC
r

(1.20)2 =T U Cu T.)
D 1D j=q 1
(1.20)3 e = Py sobre T, x Jo, TC
(1.20)4 P = Pj sobre r. x 10, TC , 1 =1,...5 3.

.4.2 La Condicidon de Neumann

Sobre aquella parte de la frontera lateral en que
no hay flujo:

(1.21) u n=20 sobre r x 10, TC

1IN
siendo n (x) la normal exterior a '] en x. Aunque en
general debemos escribir u . n = Ql’ el caso (1.21) es

el mds frecuente.
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Sobre las fronteras de algunos pozos (j+1, j+2,...,

k) la condicidn se escribe:

(1.22) u. n=Q; sobre Fi x J0, T[L; 1=3+1, j+2,..., k.

el problema en este caso consiste en hallar la funcidn
Qi

r.
1

Qi a partir del flujo total medido:
S

Resumimos las condiciones (1.21) y (1.22) asa:

(1.23)1 u. n=Qy sobre Ty x ]O0, T(

-3
1]

(1.23)2 r u(Cu T.)

N 1N = 1
1=7]
(1.23)3 Qg = 0 sobre Fiy X Jo, TC(
(1.23)u4 QN = Q. sobre Fi’ 1= j+1, ..., k.
.5) La Condicidn Inicial
Esta condicidn es:
(1.24) p (x, 0) = Po (x) ¥ xe Q

como inicialmente la presidn es la presidn hidrostati-
ca, basta conocer en cualquier punto P, para poder de-

terminar P, en cualguier otro punto de Q.
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.6) El1 Problema de Valor Inicial y de Contorno

para 7

Asumiendo que ¢ = ¢ (») la ecuacidn (1.17)5 queda
desacoplada de las demds y asi conocer m permite cono-
cer todas las demds variables involucradas. Para poder
determinar m hace falta plantear las condiciones de con
torno y la inicial para T, esto se hace muy facilmente
teniendo en cuenta (1.17)3, (1.20), (1.23) y (1.2u4). De
esta forma obtenemos el problema de valor inicial y de

contorno para Tm:

(1.25)1 c gz - div (% grad m) = 0 ¥ (x, t) €Q.
(1.25)2 M=o sobre Ty x Jo, TC
om T
(1.25)3 == ~ f,, sobre Jo, TC
(1.25)4  m™ (2, 0) = m_ (%) ¥V x eQ

o

en el anexo B se demuestra la existencia y la unicidad

del problema (1.25) en el caso en gque ¢ = c (x).

1.5 Modelo Bifasico

.1) Introduccidn

Terminada la explotacidn del petrdleo por efecto
de la diferencia de presidn, éste puede seguir siendo
extraido inyectando agua en lugares adecuados del reser

vorio de manera que el petrdleo sea desplazado por el a



gua. El modelo debe ser capaz de predecir la evolucidn
de las presiones en cada uno de los fluidos, que asumi-

mos inmiscibles, asl como la evolucidn del frente de a-

gua, en particular debe predecir el tiempo en el que el
agua empieza a salir junto con el petrdleo por determi-

nado pozo.

.2 Notacidon

Haremos algunos cambios en la notacidn usada hasta

ahora.

Fe denotard la parte de la frontera por la cual el
agua es inyectada, suponiendo que esto se hace en los

pozos 1, 2, ..., 1 tendremos:

(1.26) r = u T.

por otra parte, FS denotard la parte de la frontera por
la cual se produce petrdleo (y, eventualmente agua):
k

(1.27) r. = U T,
i=1+1

.3) Las Ecuaciones Diferenciales

En este proceso los cambios de presidn no son sufi
cientemente grandes como para producir cambios signifi-
cativos en la densidad de los fluidos, de manera que es

razonable considerarlos incompresibles.
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Tenemos ahora 14 incdgnitas: Hys Uos Pys Pos Ugs

Ups S5 Sps> Pps Py-

Las 14 ecuaciones que necesitamos son:

(1.28)1 M; = constante 1= 1,2
(1.28)2 P; = constante 1= 1,2
(1.28)3 S, + S, = 1
d - . .
(1.28)4 o} T (D_- Si) +div (Dl _qi) 0 ¥ (x, t)eQ; 1=1,2
Kp1
. = —  — . 3 '9‘ =
(1.28)5 u; K ™ grad (pl /ig Z) 1 1,2
(1.28)6 P

cM Pec 7 P17 P2
donde Eemos asumido que ¢ (x), K (%), Kri (§1), PCM (x)
Y P (Sl) son funciones conocidas. (ver 1.2.5))

A partir del sistema de ecuaciones (1.28) obtene-
mos un sistema equivalente gue puede ser resuelto con
mayor facilidad. Para ello introducimos nuevas varia-
bles entre las cuales las mas importantes son S y P (la
presidén global) introducida por Chavent [7). En el ane
X0 C se muestran las manipulaciones hechas. El resulta

do final es:

(1.29)1 W; = constante 1= 1,2
(1.29)2 p; = constante 1= 1,2
oS .
. — + + . . = .
(1.29)3 ¢ 5% div(r . bj gj) 0 ¥ (x,t) €Q

1=0



-21-

(1.29)% 1r = -K P, grad a

(1.29)5 div g, = 0 ¥ (x,t) €Q
2
= -K d d P+ 4d . Q.
(1.2936 g, gra ij_53 ay
(1.29)7 S1 = Slm + S5 (SlM Slm)

(1.29)8 5, =1 8§,

(1.29)9  p; = P - (¥+ (-1DF p_/2) Py 1 = 1,2.

(1.29)10 u. = q_ - (-1)T (p +

"nHes-aINn

j=0
Las nuevas funciones 9, bo, bl’ b2, Q9> dys @5 Vs d,

Yis Yoo estdn definidas en el anexo C. En el anexo D
se da una interpretacidn fisica de estas funciones asi

como formas tipicas de algunas de ellas.

Las ecuaciones (1.29)3,4 forman una familia de e-

cuaciones de ewvolucidn no lineales de difusidn (r)- con

veccidn ( § b. q:). E] término de difusidn es degene-
520 0 7

rado pues r = o cuando S = 0 y S = 1 (ver C.8) y la fi-

gura D.5). E1 término de conveccidn es no lineal y no

necesariamente mondtono (bO es mondtona creciente, pero

by b, no lo son, ver las figuras D.1, D.2, y D.6).

Las ecuacicnes (1.29)5,6 forman una familia de e-

Ccuaciones elipticas en P,
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(1.29)3,4 yv (1.29)5,6 no estan desacopladas: =
aparece en (1.29)3 y S en (1.29)6, ya que d, Yq ¥V Y,

dependen de dicha variable.

.4) Las Condiciones de Contorno

T Introducciodon

Una vez solucionadas las ecuaciones (1.29)3 a
(1.29)6 podemos determinar todas las demds variables
del modelo. De esta forma sdlo debemos preocuparnos de
establecer condiciones de contorno para estas ecuacio-
nes es decir, debemos caracterizar el comportamiento de

P, 95> £ Y S sobre la frontera

Tenemos dos tipos de condiciones. Unas prescriben
valores de la presidn o de la saturacidn, las otras pres
criben flujos. Aunque aparentemente estas condiciones
independientes, no lo son siempre, como en el caso del
"efecto de extremidad", Marle (1), pag. 80-81, que ana-

lizaremos mas adelante.

b2 Condiciones sobre las Presiones

Aqui consideraremos solo las condiciones de Dirich
let, las condiciones de Neumann, para las presiones son
condiciones sobre las velocidades de agua y de petrdleo
Y pueden traducirse en condiciones sobre r y q,> como

veremos en la siguiente seccidn.
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Supongamos que vamos a establecer una condicidn de
Dirichlet sobre los pozos de inyeccidn 1, 2, ..., 1'< 1
y sobre los pozos de produccidn 1+1, 1+2, ... K' < K.
Procediendo en forma andloga al caso del modelo monofa-

sico obtenemos:

(1.3001  p; = Ppgg sobre Ty x [0, T)] 1= 1,2.
1 k!
(1.30)2 r = T U(Cu T.)Uu Cu r.)
b 1D i=1 * i=1+1

Si, por otra parte, quisiéramos imponer una condi-
cidn de este tipo a la presidn global P basta ver
(C.16) y (C.19) para darse cuenta de que es necesario
disponer de una condicidn de Dirichlet para S, en este

caso tendriamos:
(1.31) P ¢ P sobre Iy x (0, TJ

donde Pe se halla usando (C.16), (C.19), (1.30)1 y 1las

condiciones sobre S que veremos mids adelante.

4.3) Condiciones sobre las Velocidades

Las condiciones sobre los flujos de agua y de pe-
P .
troleo se construyen de igual forma que en el caso mono

fasico:

(1.32)1 u; . n = Q; sobre Ty = JO, T( 1= 1,2.

(1.32)2 |

1"
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Teniendo en cuenta (C.13) y (C.23), cambiamos (1.32) a:

(1.33)1

a
I
o b
r
"
1
=
-
=
-
-

=

(1.33)2  Eapia 0l wiod =ta 06 + G5 b ® 20« 5y 4

bre

nes

que
nes

Por

por

s50n

De esta forma, hemos cambiado las condiciones so-
las velocidades de filtracidn 4, ¥ u, por condicio-
sobre la velocidad media g  y una condicidn sobre S

que r, b b, v b, dependen de S). Esto muestra

O,
las condiciones sobre la saturacidn y las condicio-
sobre las velocidades estan intimamente ligadas.
eiemplo, si1 S = 1, (1.33)2 afirma que Q, = 0, s1

0 esta misma ecuacidn se reduce a Q1 = 0.

AGn m&s, cuando los fluidos fluyen simultdneamente
una regidn de la frontera, las presiones de ambos

iguales, por lo que tenemos S = 1, ver (1.7) y la

figura 1.2. De manera que debe cumplirse:

(1.34) Si S <1 entonces u, .n = 0 & u, . n = 0

.4.4) Condiciones sobre la Saturacidn

Definamos:
(1.35)1 I = {x e I: g, - 0 < 0}, es la frontera de
inyeccidn.
(1.35)2 I, = {xeT: g, .n >0}, es la frontera de

produccidn.
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Condiciones sobre I'-

(1.36)1 S =35 sobre I xJo, TC

No para cualquier funcidn Sgs (1.36) es compatible
con (1.34). Si S  no fuera idénticamente 1 deberiamos
poner Q4 ) Q2 = 0 sobre I' ; en cambio si Sg ¥ 1 (1.34)
ya no impone restricciones sobre Qv Q,, pero (1.33)2

sl lo hace, en este caso debemos tener Q, = 0.

Condiciones sobre T,

Asumiendo que inicialmente por I, solo fluye petrd
leo, la condicidn es Q1 = 0. Esta condicidn no es vali
da indefinidamente ya que tarde o temprano el agua empe
zara a fluir por I',. En este caso la condicidn debe
ser S = 1. En ambas etapas las condiciones son compati
bles con (1.33)2 y (1.34). La condicidn resultante es
una condicidn unilateral:

(1.36)2 n>0,S <1, (1-8) (uy . n) =0

Y
sobre I  x Jo, TC

gracias a esta condicidn obtenemos una definicidn preci

sa del tiempo de ruptura, Tg:

B

(1.37) '« = inf (e ay nA A phoe [N

t e JO, T

.5) La Condicidn Inicial

Sdlo para S existe condicidn inicial ya que P(t)
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cumple una ecuacidn eliptica, ver las ecuaciones (1.29)5,

(1.29)6:

(1.38) S (x, 0) = S_(x) ¥ xe€ §

.6) E1 Problema de Valor Inicial y de Contorno

para P v §

De esta manera el modelo obtenido consta de las e-
cuaciones (1.29), las condiciones de contorno (1.31),
(1.33), (1.36) y la condicidn inicial (1. 38). Solucio-
nando las ecuaciones (1.29)3 a (1.29)6 obtenemos todas
las variables del modelo. Lamentablemente estas ecua-

ciones estidn acopladas (en el caso general), esto hace

mas dificil hallar su solucidn.

Resultados relativos a la existencia y unicidad de

la solucidn pueden encontrarse en Chavent (3).
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2. El1 modelo Bifdsico Unidimensional

2.1 Planteo de Modelo

.1) Introduccidn

Obtendremos este modelo particularizando lo hecho
en 1.5). Ademas de las suposiciones hechas en esa sec-

cibén asumiremos que:

(2.1)1 El medio es homogéneo.

(2.1)2 La influencia de la gravedad es despreciable,
ya que los movimientos de los fluidos son ho-

rizontales.

este modelo simula las experiencias de laboratorio lle-
vadas a cabo sobre muestras cilindricas obtenidas duran
te la perforacidén de los pozos. Ver Chavent (3), (5).
Las dimensiones de estos cilindros permiten asumir que

el movimiento es undimensional.

.2) Notacidon

ogqua LS
Usamos la A Ty
. .. ™
misma notacion k a AN :
. g™
que en el capi
agua
tulo 1, con las
siguientes par
. . . X
ticularizacio- =
0 L
nes:

figura 2.1
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(2.2)1 o Jo, L(
(2.2)2 : {0}
(2.2)3 {L}

.3) Las Ecuaciones Diferenciales

Teniendo en cuenta (2.1), las ecuaciones (1.29) se

convierten en:

(2.3)1 L constante 1= 1,2
(2.3)2 p; = constante 1= 1,2
ds 3 B

(2.3)3 ¢a-_E+ FX (I‘+bo qo) =0
(2.3 p= -KP. ==a

: CM 3x

9

(2.3)5 = q 0
(2.3)6 q K dagtl P

’ o) 9x
(2.3)7 & #5,_+ 8 (5, =5 )
(2.3)8 52 = 1 = 81

\ _ 1 . _

(2.359 pg =B (v + (~1)7 p /2) Poys 2 = 1,2
(2.3)10  u. = (1 - (-1)7 b ) q - (-D7r 4 1= 1,2.

Obsérvese que en este caso las ecuacaones (2.3)3,4 vy
(2.3)5,6 estan desacopladas de marnera que basta cono-
cer S para poder determinar todas las edemds variables

del modelo.
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.4) Las Condiciones de Contorno

Denotemos que 2q(t) la velocidad a que el agua es

inyectada por Fe. Las condiciones para la saturacidn

son:
(2.1)1 S =1 sobre T x Jo, TC
(2.4)2 9, >0, S <1, (1-8) &, = 0 sobre I  x JO,T(

donde ¢, es la velocidad de salida de agua por T:
(2.4)3 ¢, (t) = (1 + b, (S(L,1))) q (1) +r(S(L,t)) ¥ teJO,T(

estas condiciones se obtienen directamente de (1.36).

Las condiciones (1.33) se reducen a:
(2.5) g. = sobre Fe x JO, T(

obsérvese que (2.4)1 y (1.33)2 implican Q, = 0.

Finalmente la condicidn para P puede escribirse

asl
(2.6)1 P =P, sobre ry x Jo, T(
(2.6)2 BAth ® gg ¢ Fg (T FR it sy VEe)S T

obsérvese que mientras t < Tp debemos usar (C.22)2 con

b, = Pot> en cambio, cuando TR £ t debemos usar (C.22)1

con p, = p_,, sin embargo, en este caso pc(S(L,t)) =

P.(1) = 0, lo que hace coincidir ambas fdrmulas en
(2.6)2,
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.5) El Problema de Valor Inicial y de Contorno

De esta forma nuestro modelo queda reducido a las
ecuaciones (2.3), las condiciones de contorno (2,u4),

(2.5), (2.6) v la condicidn inicial (1.38).

Por otra parte (2.3)5 y (2.5), y (2.3)6 y (2.6)2

nos permiten escribir:

(2.7)1 qq (x,t) = q () ¥ (x,t) €Q.

L
_ dt
(2.7)2 P(x,t) = P_(t) + q(t) }f( K(T)d{S(r,t)) ° vV (x,t)e Q.

esto evidencia el hecho de que basta conocer S para ha-

llar las demds variables del modelo.

2.2 E1 Problema para S

.1) Introduccidn

En esta seccidn planteamos el problema de valor i-
nicial y de contorno para S y nos ocupamos de su des-
integracidén usando una formulacidn mixta de elementos

finitos no conformes.

.2) Notacidn

Hacemos los siguientes cambios en la notacidn.
(2.8)1 U= S1

(2.8)2 blu) = bo (S(u))
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(2.8)3 WLy = TR

.3) Planteo del Problema

Teniendo en cuenta (2.8), reescribiremos (2.3)3,
(2.3)4, (2.4) y (1.38) asi:

Ju 3b

d
(2.91 ® T S q(t) BX(u) = 0 sobre JO,L[xJ0,TL

(2.9)2 r = -K %% (u) sobre }O0,L{xJ0,T(

(2.9)3 u (1) = u (0,t) = §1M ¥ telo,T(

(2.9)u g (B) = (L,t) < Sy, ¢4(1) 2 0, (LT-ug (£))¢, (£)=0
¥t e 90, TC

(2.9)5 u(x,0) = u (%) | 5.ns To] ¥ x €3]0, LC

para formular correctamente el problema para hace falta
especificar el espacio funcional al cual pertenece, asi
como las condiciones sobre b, o y u, que permitan asegu
rar la existencia y unicidad de u. Para esto se puede

leer el articulo de Gagneaux y la bibliografia ahi men-

cionada.

En el anexo K puede verse una breve nota sobre
los pardmetros asimensionales que surgen en (2.9)1 vy
(2.9)2.
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.4) Discretizacidn de (2.9)

L.l Introduccidn

La discretizacidn de (2.9) la llevaremos a cabo
primero buscando subespacios de aproximacidén cuyos ele-
mentos sean funciones de x solamente, luego buscamos u-
na formulacidn débil de las ecuaciones y finalmente ob-

tenemos la discretizacidn completa, aproximando el ope-

3
rador It °

4.2 Notacidn

Usaremos la siguiente notacidn

(2.10)1 £5 = £ (KA+t)
X . X
(2.102 £ £ (u)
(2.1003 £ - 1im fﬁ
X >+ X.
1
(2.100u 'K - q¢n K
, 'n
X > X.
1
(2.10)5 ££ = ¢ (u§>
(2.10)6 fg = £ (ug)

o +K -K
(2.10)7 f = F (3 (Ut 4 uip))
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.4.3 Subespacios aproximantes en Espacio

Dividamos [0,L] en N intervalos de longitud h = L/N

y definamos X; = ihy 12 = 0,1,...,N.

Las ideas que nos guiarin para buscar los subespa-

cios aproximantes son estas:

(1) Cuando la velocidad de inyeccidn de agua, 29,
es alta (ver anexo K) la ecuacidn (2.9)1 es practicamen
te una ecuacidn hiperbdlica de primer orden, en este ca

so pueden aparccer frentes abruptos en la solucidn.

(2) Para lograr una buena aproximacidn a ¢1 es ne-

cesario tener una buena aproximacidn a r (ver (C.23)1).

(1) indica que u debe ser aproximada por funciones

discontinuas en el espacio:

(2,111 v~ oy, ow Gt e vy ¥ote [0,t)
_ 2 , 1 )
(2.11)2 v, = {ve L°(0,L): v|] € P75 1=0,1...,N-1}
]Xi’ Xi+1[

(2) vy (C.9) indican gue debemos usar una aproximacidn

mixta:
(2.12)1 3 T S 3 ¥ te(0,t]
(2.12)2 Q@ = {ve G (LO,LD: v ept™l. i-0,1,...,N-1}

1k "
'|="_I-'_—

.4.4)Formulacidn D&bil de (2.9)1 y (2.9)2

Usaremos el método de Galerkin modificado por Cha-
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vent y Cohen (1) siguiendo las ideas de Lesaint y Ra-

viart (1}-

En el método clésico de Galerkin (2.9)1 se multi-
plica por v € V, y se integra sobre (0,L]), anidlogamente
(2.9)2 se multiplica por S € Qh y se integra sobre (0,L]
E1l problema que se presenta en (2.9)1 es que bh no es de
rivable, asi que debemos tomar ;% bh en el sentido de

las distribuciones:

X.
L N-1 1t+1
b _ b + - + -

[ szRrv= I ] shov+ (bi-bviH(by-bvy
0 1=0 X.

i

2

Vove v N 6° (J - e, L+e(,e>0

de modo que (2.9)1 se escribe asi:

N_ 1 't i

1 X.

1+ Ju . - i " o

iZD { >j< @5t h ¥ e Th * TN TRw 0 AT (g v Inine By =
1

vove vy NEC () - e, L+e), e >0

esta ecuacidn y el hecho de que la informacidn viaja en

sentido de crecimiento de x (en el caso hiperbdlico,

o 2 0, (2.9)1 afirma que en J0, L[(x J0, T[ 1la infor-

macidn se propaga paralelamente al vector (q b' (u), @)

proyectamos este vector sobre el eje x y como q b' (u)>0
ver la figura D.1, demostramos lo dicho) sugieren tomar

la siguiente discretizacidn:

i+1
du or, ab + - _
[ (9 STh+Eh+q(4)= h)v + q(t) (bi-bv, = 0
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'—l
"
o
“
[y
o
=
AN

Finalmente haciendo un par de integraciones por

partes obtenemos:

Kivr o Xi+1 - i
(2.13)1 [ @ FEhRv +{ SRVt Al (byy vy
X. X
K] X .
1+1
+ t oV, _
bj vi - £ by 3%
1

¥ veE Pl
Lsp L 35
(2.13)2 [ 5= = é o 5= * oy S(0) - ag S(L)

¥ S e Qh
(2.13)3 u = 5y v te [0, Tl
(2.13)4  u_ < Syys 69 2 05 (Syy —ug) ¢y =0 ¥te [0, TJ
(2.13)5  u (X, 0) =u  (X) ¥ X €30, LL

(2.13)6 ¢1hw)=(1+b§cw)quﬁ+r (L,t) ¥t e(0, T)

.4.5) Discretizacidn total

. ) . .
Aproximamos >+ de la siguiente forma:
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g 1
¥t°h’ ~ At —"“h Py

esto hace que obtengamos en (2,13)1 un esquema explici-
to. Si definimos t = T/N, las ecuaciones semidiscreti

zadas (2.13) quedan totalmente discretizadas asi:

X. X.
1+1 ~ it1 K .
1 , K+1 K I K, =K
(2.19)1 o i (0 - uh)v-f)f( X viq (Bl g Vigg -
1 1
X.
1+1
-K + K 9vy _
- b 1]i —>f<. bha_}(; 0
= 34 ] N-1
K = b] b p) N‘l
¥ v e P1
L L )
(.12 [ rS 2= [ of Bu X s00) - ag S
0 0
K= 10,1, , N
¥ S € Qh
Ko . ) _
(2.14)3 P blM K=10,1, ..., N-.
(2.18)Y4 u‘K < S ¢K > 0, (S u_) ¢K g
1M 2> "1h ? 1M 1h
K = 0,1, , N
(2.14)5 2 = u
n o)
(2.1y Ko £ K K K
)6 ¢1h (1 + buN) Q@ oty
K = 0,1, , N

Dos propiedades importantes de esta discretizacidn
son:
(1) Es vAlida tanto para el caso parabdlico, que
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modela el proceso de imbibicidn (difusidén) (q = 0), co-
mo para el caso hiperbdlico (conveccidn) que es la apro
ximacidén de Buckley-Leverett (a = 0).

(2) Satisface exactamente el balance de masa. Como
iy (%x:.) es constante sobre [K at, (K+1) At[ , debe cum-
plirse que la cantidad de agua (por ejemplo) acumulada

en ]O, L[ durante ese intervalo debe ser At (¢§h(0) -

- ¢1h(L)):
X.
L L N-1 "1+1
[ @ uK*rio { @ ug =) [ @ (u}}i+1 S
0 h 0 1=0 %

usando (2.14)1 con v - 1, obtenemos:

L L B
K+1 K r £ F H - -
- ! = ar = u [ = [ N, L
é R N M R R
=r_|' "- & -I _|I = .'t.:ll _’|'|:

= At (¢}1<h ©) - q{h )

En el anexo E se muestran los cilculos de la dis-
cretizacidn (2.14) para los casos 1 = 0, 1 = 1, asi co-
mo un algoritmo para su resolucién numérica. Termina-
mos dando la versidn discreta de (1.37), el tiempo de

ruptura asociade al problema (2.1u4), estd definido por:

L ~ K
(2.15) Tyg = min {t = K At o1y # 0}
te [0,T]
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2.3 Resultados Numéricos

.1) Introduccidn

En esta seccidn vamos a analizar los esquemas (E.8)
y (E.15), y vamos a mostrar y concretar los resultados

obtenidos al aplicar estos esquemas a un caso concreto.

Los esquemas consiaderados se han obtenido al apli-
car un método de elementos finitos que es no conforme,
y mixto. Se llama no conforme, ver por ejemplo Oden vy
Reddy (1), pag. 2u3-257, o Ciarlet (1) y la bibliogra-
fia ahl mencionada, porque la funcidn aproximante, Uy
es discontinua en la frontera de los elementos. Se lla
ma mixto porque usa diferentes aproximaciones para u,
U, Yy para sus derivadas, en este caso para a'(u)ii, ry -
Ver Oden y Reddy (1), pag. 368.

Como a u, la solucidn de (2.93) que es continua se-
gln Gagneux (1), nos aproximamos por funciones disconti
nuas, la aproximacidén se llama externa, ya que el espa-
cio de las funciones continuas esta incluido en el espa

cio de funciones que pueden ser discontinuas.

Las caracteristicas mencionadas y el hecho que apa
rezcan funciones no lineales en los esquemas considera-
dos hacen que el estudio de los mismos sea muy complica
do. Hay resultados importantes para el caso lineal, so
bre todo en lo relativo a estimados de errores, pero é&s
tos se refieren a métodos de elementos finitos que usan
aproximaciones internas; ver Odden y Reddy 1 , pag.
390-418, ahi hay resultados para la ecuacidn de difu-
sion y para la ecuacidn hiperbdlica de primer orden. Por
este motivo no podemos contar con estimados de errores

que permitan conocer la precisidn y convergencia de las
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aproximaciones a la solucidn.

Con respecto a la estabilidad de (E.8) y (E.15) es
razonable pensar que, COMO ocurriria en el caso lineal,
siempre que At/h2 sea suficientemente pequerio los esque
mas serdn estables. Aunque es de esperar que la condi-
cibn de estabilidad para (E.15) sea mds fina que la co-
rrespondiente a (E.8), ¥ al mismo tiempo, la solucidn
de (E.15) sea mas precisa que la de (E.8) con los mis-

mos valores de los parametros de discretizacidn.

Las diferencias entre el caso hiperbdlico (o Z 0)
y el caso general, y por otra parte, las variaciones
que las soluciones presentan por efecto de un cambio de
los parametros de discretizacidn son dos de los puntos

. . . .
importantes que estudiaremos a continuacion.

.2) E1 Esquema (E.8): 1 = 0

.2.1) Existencia y Unicidad

Con relacidn a esta cuestidn dos problemas pueden
aparecer: que 1la matriz A, (E.8)24, no sea inversible,
Y que la solucidn no esté contenida en [S, ., S vyl para
algln t = KAt, como o y b nc estédn definidos sino sobre

. K+ PR
€se i1ntervalo, u no pordria hallarse.

h
El primer problema desaparece con una sencilla a-
Plicacidn del Teorema de Gershgorin, Dahlquist (1), pag.
209. Como A es simétrica y real, es diagonalizable vy
Sus valores propios, A, son reales, la aplicacidn del

Mencionado teorema nos permite afirmar que 1 < X < 6,
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es decir: A es inversible. Ademi3s, A es una matriz bien

condicionada ya que Iklméx/|xlmin < 6.

El segundo problema se soluciona si prolongamos b
y o a todo R. La forma de a (ver (2.8)3, (C.S5), (C.3),
figuras 1.2 y 1.3) y la de b (ver (2.8)2, (C.8), (C.3)
y figura (1.3) sugieren que podemos prolongar ambas fun

ciones asi:
(2.16)1 i A= 1IRY, ¥ ivi VE& [y, Jyul

(2.16)2 1 (IR, &* IX) X ia. . 5.l

.2.2) E1 Caso Hiperbdlico

En este caso las ecuaciones (E.8)2 desaparecen y

las ecuaciones (E.8)1 y (E.8)6 se convierten en:

K+1 _ K , At K, K K i ‘

(2,171 W™ " = ul b g qi(BY_-bl) 1= 0,1,...,N-1.
K= 0,1,...,8-1.

(2.17)2 &% w prask )oE K= 0,1,...,8-1.

Vamos a estudiar algunas propiedades de S

Invarianza de la Monotonia

Asumamos que u, es mondtona no creciente, es decir:

(2.1 T =t : .
73 “1M Yo 01 2 Yoo 2 =% "= 1=
K

= 0,1,...,N.

> u
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demostraremos que esta propiedad queda invariante con-
forme K se incrementa, si es que b cumple la siguiente

condicidn de Lipchitz:
2 L e IR

(2.18)1 ¥ X5, X, € IR: |b(X)-b(X,)]| < L|X1*X2|

st o< 7
(2.18)2 5~ L <13 K= o0,1,...,8.

Procedamos por induccidn sobre K. Si K = 0, .17)3
afirma que la propiedad se cumple. Supongamos que se

cumple para K = n, entonces si i1 < N-1:

nel gt on e B LB T Y
=i S Wy =t ¥ = el ¥ - FE ] = b
Ir_I II'. l._ I_-_._: F JI_ l: i i%% l: ey | i :I
T & . I ¢ il.i: T T
I..—--. -!_- Ll Lu]—u.:__:l'i'ltl l._.i_l- I.ﬁ_.l-

para lograr la pramera desigualdad hemos usado (2.18)1,

y para la segunda (2.18)2 y la hipdtesis de induccidn.

Prolongacidn de b

= K
Asumamos que u < S,y vy que u; < S,y §+§ EINO% va -
mos a demostrar que si u§ > u,, entonces uj v o> ug
cuando j > ~. Tomemos (2.17)1 con 1 = 1:
, -1 1 oy
o TR S : | Ci 7

ahora, restando u, y usando (2.18)1 obtenemos:
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K

K1 1 At g 7 K
uy u i (1 = 5 L) (u1 - ug)
K+ 1 > . V. .
luego uy 2 u, por (2.18)2. TFinalmente tomando limite

en la primera ecuacidn, teniendo en cuenta que b es con
tinua_y mondtona crecient§+$obret[§1m, §1M] y que
ug < SIM’ obtenemos que uy J ug cuando j > o,

Si ahora tomamos ug = §1M el resultado anterior no
es cierto (ya que, por (2.16)'2, b'(x) = 0 ¥ x > §1MJ
Para que se¢ cumpla, basta prolongar de la siguiente ma-

nera:

(2.16)2 beé (IR), b' (x)

1
o
2
o
A
2]

"
(i}
\
o
<+
<
\%
(9]

b' (%)

Crecimiento de Yh

Si (2.17)3 se cumple y tomamos la forma (2.16) de
a
prolongar a y b la forma de variar ug conforme K se 1n-
cremente es la siguiente:

? +
(1) < u§ < ui 1 S1 us < ougs 1= 0,1,...,N=-1.

€l punto (2) lo acabamos de demostrar, para demostrar
(1) basta tomar (2.13)1 y tener en cuenta el resultado

de monotonia.
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El Efecto de Extremidad

Cuando las ecuaciones (E.8)2 desaparecen (por to-
mar o = 0) desaparece con ellas la manera de hallar ug
para K = 0,1,..., K' < ThR/At, para los instantes res-
tantes (E.8)4 afirma que ug = §1M‘ Sobre uﬁ, y por tan
to sobre ¢§h, ug no tiene ninguna influencia. De esta
forma no se produce ninguna acumulacidén de agua en el
extremo X = L por efecto de la capilaridad ("efecto de
extremidad"), el agua empieza a fluir por ahi no bien
llega (ya que ¢§h 7 0 cuando ug_q > Syp» ver (2.17)2.
Esto era de esperarse puesto que solo ry (ecuaciones
(E.8)2) lleva la informacidn de las propiedades de capi

laridad del medio (ver (C.8) y (C.5)).

Ei Tiempo de Ruptura

La definicidn de Tyrs €2.15), afirma que T, < T.
Vamos a demostrar que cuando T es infinito T,z es fini-

to, asumiendc (2.13)3.

Supongamos lo contrario, entonces ¢ih =0 VKE]NO

K = . K =
como uy 4 > S, 5, (2.17)2 afirma que uy , = S, VKelNO,

: K =
(2.17)1 afirma que Uy_q1 ° Sqp

demostramos que ué = Sy, ¥ ¥ €|No lo que contradice
(2.17) 3.

¥ K €|Ny. De esta forma

El Frente de Agua

Tomemos Uy = Slm’ i=0,1,...,N-1. Queremos mos-

K . .
trar que cuando q es grande aparece en u, una discontai

Nuidad bastante pronunciada que llamaremos el frente de
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agua. L2 ecuacidén (2.17)1 da en este caso:

uE K i 1= 1,2,...,N-1.

(@) . . - 1 5‘
para q suficientemente grande podrliamos tener uoi 1M
Es facil ver que (por ejemplo, para qO = q1< K=0,1,...,N)

esta discontinuidad se propaga a una velocidad méxima
de h/At.

.2.3) E1 Caso General

Aqul nos limitaremos a seflalar algunas variaciones

[

cualitativas debidas a 1la introduccidon de N

Como el término introducido en (E.8)1 representa
un proceso de difusidn se espera que ahora el frente de
agua esté més suavizado y la esté aln més conforme trans
curra el tiempo. Aparece ahora un flujo de petrdleo
por x = 0, pero es de una magnitud despreciable. Con
respecto al tiempo de ruptura aparecen dos tendencias o
puestas: al aumentar la permeabilidad K el agua se des-
plaza a mayor velocidad v esto debe producir que ThR

disminuya, por otra parte ahora si se produce el efecto

de extremidad y el agua debe acumularse en X = L hasta
que ug = §1m esto hace que ThR aumente. Finalmente 1la

Monotonia no se conserva, esto es particularmente cier-
to para los puntos (x,t) cercanos a (L, THR) que es don
4

de mis intensamente se nota la influencia de Ty -
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.3) E1 Esquema (E.15): 1 = 1

Como el esquema es explicito en Uy ¥ en I, la e-
xistencia y unicidad de la solucidn de (E.15) quedan es
tablecidas. Tomamos las prolongaciones de a y b defini

das por (2.16).

A continuacidn vamos a sefialar algunas de las dife
rencias cualitativas mAc importantes entre las solucio-
nes de (E.15) y las de (E.8).

En el caso hiperbdlico se presenta el mismo fendme
no de ausencia del efecto de extremidad que en el caso
1 = 0, sin embargo, la monotonia de la funcidn up no se
conserva y up > §1m no se cumple como vamos a ver en un

sencillo ejemglo.

Tomemos u, = élM’ uj - Sy Las ecuaciones (E.18)1
con ¢ = 0 dan el siguiente resultado:
ugl__ g1m te ﬁf %5
u11 - glm * ot %;
u;l = ui}l = glm 1 1,2,...,N-1

vemos que el frente de agua es mucho mas empinado que
- 1+ - o
en el caso 1 = 0. Obs@rvese que 7(u T4y 1) =St
+ Atgi . © 1 .m
2 T 3 igual gee cuande 1 = 0. Para velocidades
de inyeccidn altas el frente se hace sumamente empinado.
Para 1os mismos valores de los parémetros este ejemplo

Muestra que el tiecmpo de ruptura para este caso e3 nece

Siriamente maycr que el del caso 1 = 0, puesto que
bif s ug? = B i= 1,2,...,0-1 va que ujt < 5., lo

que no ocurre cuando 1 = 0.
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Lo que podemos decir del caso general en relacidn
a1 caso hiperbdlico es lo mismo que hemos dicho en
(2.3.2.3). Por otra parte es dificil conocer el efecto
que el hecho de haber usado el método de Simpson para
integrar (y obtener las ecuaciones locales (E.14)2 en
vez de integrar exactamente (ecuaciones locales (E.14)'2)

puede tener sobre u, .

.4) Los datos

Los datos para resolver el esquema (E.8) cel (E.15)
han sidc extraidos de los articulos de Lemonier [1] y
de Chavent y Cohen [1], para podar comparar los resulta

dos obtenidos.

Las funciones Pa> Krl’ Kr7 se muestran en la tabla

Los demas datos son:

= 0.156 Iabla 1
= 1,317 milidarcy = 5 W " Pe
(1.3)1078 cm? .15 000 600  64.00
= 4.629 107" cm/seg .20 001 500 28.03
= 1 centipoise .25 002 110 14.40
= 2 centipoise .30 005 320 10.69
= 0.15 .35 010 210 8.64
0.63 .40 015 189 7.23
= 12 em .45 030 140 5.82
T = 1.100 seg. .50 350 090 4.54
N = yg .55 090 050 3.71
N = 1.100 .60 140 015 2,69
noo= o1 .63 180 000 0.00
T = 18 ch ( - esta en (10-3))
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observemos que el caudal de agua inyectado por x = 0 es,
en este caso, 2 gt = 1 cm /seg. Por otra parte, es cla
ro que hemos tomado h = 0.25 cm y At = 1 seg. Variare-

mos h y At mantenimien

do h/At constante. (Ha Tabla 2
remos h = 0.5 cm y h =
1 cm). .150 0.000 -1.00
.198 0.026 -0.99
Ademas TO denota- .2u6 0.060 -0.98
3 i . 294 0.083 -0.95
ra el tiempo en que to
do el petrdleo recupe- - 3h2 0.100 -0.86
rable demoraria en ser -390 0.130 -0.75
1 i .438 0.160 -0.48
extraido si suponemos
2 —
una velocidad de sali- 1486 0.20C 0.08
1 M . . Ll’
da constante e igual a 534 0.240 0.42
L . 582 0.260 0.80
2q, es decir:
.630 0.290 1.00

en nuestro caso Tg = 970.58 seg.

En este caso tenemos, (ver anexo K):

a; = 4.2uy
a, = 0.567
ag = 7.489

estos parametros corresponden a un caso en que la in-

fluencia del proceso de difusidn es bastante pequefia,
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como puede verse en la figura 2.4.

Por otra parte, en la Tabla N° 3 se puede ver lava
riacidn de los parametros dimensionales (alh’ asp s a3h)
(ver anexo K) con respecto a variaciones en los parame-

tros de discretizacidn h y ar.

(o] .
Tabla N° 3: (alh’ anys a3h)
h =1 (2.22, 0.02u7, 90)
= 1/2  (u.4y,  0.0247,  180)

j=p
1]

1/4 (8.89, 0.0247, 359)

.5) Los Resultados Numéricos

En esta seccidn estudiaremos las soluciones numéri
cas de los esquemas (E.8) y (E.15), usando 1los datos
mostrados en la anterior seccidn. Se ha usado 1la IBM
370-145 del Centro de Cdmputo de Petrdleos del Peri.

Como ya hemos dicho, nos interesan sobre todo dos

aspectos de las soluciones:

(1) La variacion de la solucidn u, con respecto a
las variables de discretizacidn At, h y 1 (En el caso

general aj £ 0).

(2) Las diferencias entre el caso hiperbdlico (a-
Proximacidon de Buckley-Leverett) y el caso general (que

s1 considera las fuerzas de capilaridad).

.5.1) Variacidén de Yh con respecto a (1, h, At)

Las caracteristicacs de U, cuyas variaciones con
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respecto a (1, h, At) queremos olkservar son:

(1) La forma de la solucidn, sobre todo la forma
del frente de agua.

(2) E1 tiempo de ruptura, T, ., v la fraccidn recu-
perada hasta entonces, FTR‘

(3) La forma de la curva WOR y la de ug .

(4) E1 tiempo que se emplea en la unidad central

de procesamiento, TUCP.

El Frente de Agua

En la figura 2.2 se muestra uK, (At) K = 500 seg.,
con las 6 variaciones de los parametros de discretiza-
cidon (1, h, At).

Tanto para el caso 1 = 0 como para 1 = 1, es evi-
dente que cuanto mas pequefia se hace h, el frente de a-
gua se vuelve mas vertical. Es notable el parecido en-
tre los frentes de (1, 1/u4, 1) y (1, 1/2, 2).

Es también evidente gue 1las discontinuidades de

up cuando 1 = 1 son mucho menores que las obtenidas
cuando 1 = G.
TR Y Frr Tabla N° 4 (T ., Frgp)
En la tabla h = 1/u4 h = 1/2 h =1
N° 4, se muestran
los resultados. 1=10 (906,0.93) (890,0.92) (864,0.89)

Observamos como 1 1 (923,0.95) (922,0.95) (920,0.95)

(ThR’ Fog) practi

camente no cambian
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con h en el caso 1 = 1, a diferencia de lo que ocurre

con estos valores en el caso 1 = 0.

Como era de esperar se ha obtenido que ThR < TO.
Obsérvese que cuando el agua empieza a salir practica-
mente queda muy poco del volumen recuperable de petrd-

leo recuperable en el nlcleo (= 5%).

TUCP Tabla N° 5: (TUuCP, TI)

En la tabla
N°® 5 se muestran, h = 1/u4 h = 1/2 h =1

para los distin-

(=]
"

tos valores de 0 (94.5,0.97) (28.1,0.57) ( 8.6,0.72)

los parametros 1=1 (180.9,0.33) (52.3,0.27) (15.3,0.31)
de discretiza-

cidn el tiempo TUCP en segundo y TI, que se obtiene di-
vidiendo TUCP entre el nimero de incbdgnitas. (2N + 1 si

1 =0; 4N + 1, si 1 = 1).

A pesar de que para h fijo TUCP es mayor cuando
1 = 1 lc que era de esperarse, TI es menor, notablemen-
te cuando h = 1/2, 1. (Podemos considerar a TI como me

dida de la eficiencia del esquema).

Por otra parte si comparamos el TUCP empleado por

los distintos esquemas cuando posecn ¢l mismo nlmero de

incégnitas:1=o,h=%y1=1,h=%-,y1:o,h=%
y1l=1, h = 1; obtenemos que el tiempo se reduce en un

45% en ambos casos (y al mismo tiempo se obtiene una me

jor aproximacidn).
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.5.2) E1 Caso Hiperbdlico y el Caso General

Queremos ver qué variaciones en la solucidn apare-
cen por efecto de tomar o = 0 (a3 = 0) y hacer desapare
cer la influencia de la capilaridad. In la figura 2.4

estan resumidos los resultados.

Como esperabamos el frente de agua es mucho més
vertical en el caso hiperbdlico. La posicidn del fren-
te en el caso hiperbdlico es practicamente la misma
cuando 1 = 0 gue cuando 1 = 1. Sin embargo, el frente
es mucho mas marcado en el (ltimo casc, esto hace que el
ThR del primero, 881 seg., sea menos que el del segundo
961 seg. Esto hace tambi2n que las Fpg sean bien dis-
tintas: 0.91 en el primer caso, 0.99 en el segundo. O-
tro hecho importante es gque el retardo esperado en ThR
por efecto de la disminucidn de la permeabilidad, prac-
ticamente no se ha producido en el caso 1 = 0, y en cam
bio se ha hecho fuertemente¢ en el otro. Por otra parte,
la ausencia del efecto de extremidad acorta el ThR’ 906
en el caso aq # 0, cuando 1 = 0. Este hecho no se nota
cuando 1 = 1. Finalmente; los tiempos TUCF no son muy
distintos de los del caso general: 89.2 seg cuando 1l
1 =0, 160.8 cuando 1 = 1 (ver table N° u).

.6) Conclusiones

(1) Conforme h se hace mas pequefio el frente de a-
gua se vuelve mis vertical tanto cuando 1 = 0 como cuan
do 1 = 1.

92) La tendencia de u, a cambiar cuando h cambia,

es mucho mé&s marcada cuando 1 = 0 que cuando 1 = 1. Es
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to también ocurre con ThR’ Frg> Uy y WOR.

s
(3) Con el mismo nlmero de incdgnitas, el tiempo

empleado para los cdlculos por el esquema (E.15) es un

55% del usado por el esquema (E.8) y ademds produce re-

sultados mas precisos.

(4) En el caso hiperbdlico, a pesar de que las so-
luciones U, en los casos 1 = 0, 1 = 1 son bastante pare
cidas, los tiempos de ruptura y por tanto la forma de

las funciones ¢1h y WOR son bastante diferentes.

(5) En el primer caso el ThR es menor que el obte-
nido en el caso general gracias a la ausencia del fendo-
meno de extremidad, en cambio en el segundo caso el ThR
es mayor que el obtenido en el caso general por efecto

de la reduccidn de K. (o = 0).

2.4 El1 Problema de Identificacidn (Ajuste de Historia)

.1) Introduccidn

Lo que hasta ahora hemos hecho con relacidn al pro
blema de estudiar el proceso brevemente descrito en

2.1.1) puede resumirse en dos pasos:

(1) Hemos encontrado una manera de obtener una bue
na aproximacidn a la evolucidn de las diversas veria-
bles del proceso mediante un modelo matemdtico represen

tado por las ecuaciones (2.9).

(2) Hemos discretizado este modelo para poder cal-
Cular aproximaciones numéricas a las variables del mode
lo (2.9), obteniendo el modelo discreto (2.14).
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El problema que surge de inmediato es el de la ca-
1idad de las aproximaciones. Para evaluarla sdlo conta
mos con las mediciones que s2 hacen directamente del fe
ndmeno y los resultados numéricos del modelo discretiza
do (2.14), de manera que podemos usar un criterio de e-

valuacidén basado en la siguiente funcidn:

A 9 2
(2.19) J (up) || 2 € u )|
donde 2 son los datos observados, ¢ (u,) son las predic
ciones del modelo (2.9) para esos datos, y || . || es 1la
norma qde un espacio que contenga a 2 y a ¢ (uh). Ver

la figura 2.5

Es claro

que si las pre
dicciones del Proceso R(j,‘al Observacion

(Saturacion) z
modelo son muy
buenas tendre-
mos que J(uy) Critaric
3 . i hﬁ'

I

Como la deter- Modelo (2.9) Modelo (2.14) __| Predicciones
minacidn de (u) (uh) (uh)

los parametros
involucrados figura 2.5
en el modelo

(2.14) 1lleva siempre consigo cierto margen de error es

Posible modificarlos de tal manera que ahora J(uh) sea



T

mas cercano a 0 de lo que era antes. E1l problema de en
contrar los parametros que hacen minimo J(u,) se llama
el problema de identificacidn para el modelo (2.1u4). Ver

figura 2.6.

En lo que sigue vamos a plantear el problema de i-
dentificacidn para (2.14), luego vamos a huscar aproxi-
maciones numéricas a su solucidn. Usaremos un algorit-
mo de direcciones conjugadas para generar una sucesidn
de parametros que debe converger a los parametros que

minimizan J.

En nuestro caso consideraremos a o y b los parame-
tros del modelo (2.14)

stimacién de los
rd . .
anetros Iniciales

|
Fin del Probleama

de Identificacidn

lucidn de (2.9) 5 | Cilculo de __,
J (uh)

—_

' . 2
¢Es J(uh) < g7 o

no

Reajuste de
los Parametros

figura 2.6

.2) Planteo del problema

Para plantear correctamente un problema de identi-

ficacidn, ver Chavent (6), es necesario definir:
(1) La Ecuacidn de Estado.

(2) E1 Espacio de Parametros a y el de Parametros
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Admisibles asge

(3) Los Operadores de Observacidn, ¥.

[

La ecuacidn de estado en nuestro caso es el conjun

to de ecuaciones (2.14). Denotaremos & su solucidn por

o
=h ¥ (u,, ).

Como acabamos de decir, los parimetros que quere-
mos identificar son las funciones o y b. Como o y b
son funciones continuas mondtonas no decrecientes, o €s

siempre positiva, b > -1, y teniendo en cuenta (Z.16),

tomamos:

(2.20)1 a =€r (R) x C° (1)

(2.20)2 aggq - a X ay

(2.2003 ay - (feel(rR)  £1(w = 0 wu €[5, Soyls
, £'(w) > 0 wu e[Sy §1M]J
(2.200%  a = (ree¥(IR)  £'(w) = 0 Wu <8,
f'(u) = tg © > 3 ¥u > §1M’

s ECuy) > £luy) Muy > v, e[Sy Sim) }

El operador de observacidn que usaremos estd defi-
nido por:
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(2.21)1 ¢ = (Ql, Cz)

(2.21)2 €, (W = u (x), x e |0, L

1

1

(2.21)3 €, (w) = ¢° (uw)

es decir, Cy mide la saturacidén del agua en el punto

del tubo y C2 el flujo de agua en x = L.

Por (ltimo, falta hacer explicita la forma de J:
2 - 2 2 22
(2.22)1  JCw) A} ||€1(g)-sz|H1+ lelez(g)-zzlhz

2 - - .
(2.22)2  H, v 1Sy SlMJ)

n
[
<

(2.22)3  H, = L° (Vp 5 [0, =)
(2.22)4 Vp = {0, At, 20t, ..., Nat}

donde A, y A, han sido introducidos por conveniencia.

De esta manera, nuestro problema de identificacidn

ruede enunciarse asi:

(12) *4all=r Challl W ral que ighi£*|: R laid,
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Para poder solucionar (Id) numéricamente debemos

discretizarlo.

Definamos S; = §, + ih, 1 =

1m

0,1,...

,n donde

h = (S1M - Slm)/n; tomamos los sigulientes espacios apro

ximantes:

_ _ o
(2.23)1 ayy ° {feCc”( R)
(2.23)2 @y, = [ree®(ip]

f'(u) = 0
e P

A TP
=1t Ti4

i -

-lF '-.I
f'Cu) = 0
fr(u) = tg
£l e P
155 Syl
Fi S Fqaq

es claro que la aproximacidn es interna, ya que

(@gn * apy) 7 az4.n ¢ 3aq.

figura 2.7

Sm

figura 2.8

im?

6 >0 Yu > §1M,
= 0,13 ,n,
0,1y...,5n}

A d
;’f-'
L
= 1] - a I—ilr:.!

tl
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De esta manera, el problema de identificacidn dis-

cretizado puede enunciarse asi:

{247, "Mallar oft' o a Bl gun -|_.!:|'l_!.;'..|:' LY P

Rl

El problema de conocer si aof estd cerca de a®, vy
s1 dicha diferencia es estable frente a perturbaciones
de los datos, se llama el problema de Identificabilidad.
Ningln resultado tedrico existe en relacidn a la exis-
tencia de la solucidn del problema planteado, de manera
que nos restringiremos a estudiar los resultados numéri
cos. Sin embargo, podemos nacer un pequefio andlisis

cualitativo.

Definamos:

Q; = 1(xt) & Q = uy(x,tle ]§i, §i+1
es de esperar que la identificabilidad de a® (§i),
a* (§i+1) sea mayor cuanto mayor sea la medida de
C(uh(Qi)): s1 m(C(u (Q.))) = 0 (lo que puede ser causa-
do por una discontinuidad d= uh) entonces los valores
de @ sobre |S;, 5.,.[ no influencian en u y de esta
forma es dificil pensar que puedan ser identificados.
De esta manera, segin los resultados numéricos 2.3), es
peramos que las partes de a mas identificables sean a-
quéllas definidas sobre los intervalos [.15, .20] y

[.45, .63] aproximadamente.

[}i=0,1,...
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En Chavent (6) puede encontrarse algunas definicio
nes de identificabilidad, asi como una revisidn de los
resultados tedricos y numéricos que existen sobre los

principales tipos de ecuacicnes en derivadas parciales.

El problema (Id), es un problema de minimizacidn
sobre un subconjunto convexc de R2n. Seria muy conve-
niente si pudiéramos obtener una expresién para el gra-
diente de J, o equivalente, para la variacidn de J, 6&J.
Para poder hacer esto debemcs asegurarnos que Guh estd
bien definida, este problema lo resolveremos en la sec-

cidn 4). En la seccidn 5) usaremos un Lagrangiano para
hallar d&J.

.4) Penalizacidn de la Ecuacidn de Estado

Para hallar el espacio de variaciones admisibles
Para u, basta tener en cuenta (2.11) (definicidn de V),
(2.12) (definicidn de Q) v las condiciones (2.14)3,
(2.1W)4 y (2.14)5. Vemos inmediatamente que la condi-
cidn unilateral (2.14)4 no permite una correcta defini-

cidn de GHh'

Para cambiar la condicidn unilateral por una condi
cidn que permita definir GHh seguiremos los siguientas

pasos:

(1) Hallamos la formulacidén variacional de (2.1u4)

(2) Penalizamos la desigualdad variacional, rela-

jando la condicion ug < SlM'
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(3) A partir de esta desigualdad variacional halla
mos el problema de evolucidn asociado que es el que bus

camos.

Estos mismos pasos pueden realizarse para el pro-
blema (2.9), esto simplifica los cadlculos y no introdu-

ce alteracidn alguna en los resultados.

Paso (1)

La formulacidn variacional de (2.9) es:

"Hallar u tal que:

L

~ oU AP
(2.24)1 0 5% (v—u)+é(q—él)ax(J—u)+q(t)(v(L)—u(L’t))jO

O it~

VveVUNK, ul.,t) e Vn K; ¥ te [0,T]

(2.21)2 V= {v ve H! (|o,L])s v(o) = Sy

(2.24)3 K }

{v v(L) < §1M

(2.2u)y u(.,0) = u (") ¢ [8, , §1M]’ u e V."

Mostremos que si1 u soluciona (2.24) entonces solu-

ciona (2.9).
Integrando por partes en (2.24)1 obtenemos:

srw 382 4
b = e
N i

il i) v |

¥ veV, ¥te |O,T]
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Si escogemos v(L) = u(L,t), para t fijo, v-ue H
(]o,L[), como C: (]0,T|) es denso en dicho espacio obte
nemos ¢ 5% + 8; ¢, = 0 ctp. Q. 351 ues la solucidén de

esta ecuacidn, la desigualdad anterior se convierte en:
¢, (L,t) (v(L)-u(L,t)) < 0 ¥veVNK, ¥te]0,T|

cuando u(t, L) = §1M’ (2.24)3 indica que ¢1(L,t) > 0;
cuando u(t, L) < SlM’ necesariamente ¢1(L,t) = 0. De
esta manera obtenemos la condicidn unilateral (2.9)4.
La condicidn (2.9)3 esti contenida en (2.2u)1 y (2.24)2,
(2.24)4 es la condicidn (2.9)5. Esto demuestra lo di-

cho.

Paso (2)

Penalicemos ahora la desigualdad variacicnal. Ob-
servemos cdmo gracilas a que asumimos que veK(v(L)i§1M),
hemos podido obtener la condicidn unilateral. Vamos a
relajar esta condicidn al mismo tiempo que introducimos
un operador de penalizacidn, PC, siguiendo a Chavent y

Cohen (1), tomamos:

Pé’Vlz 1 ((v(L) - § )+)3

1M
de manera que P_ (v) = 0 s1 y solo si v(L) < §1M.

El problema variacional penalizado es:

"Hallar u. tal que:
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. A
| ] ?.. =.|.||_I| i

(2.25)1

o L p—
=8
f
E
g .
1
e

+ (q—Pé(ue))(V(L)—ue(L,t))iC
¥ veV((2.24)2), ul.,t) € V; ¥te|O,T|

(2.25)2  u. (.,0) = u(.) ¢ |5

. ], u_ev

5 S o

im M

Paso (3)

S6lo nos deBemos ocupar de lo relativo a la condi-
cidn que reemplazard a (2.9)4. Haciendo lo mismo que en

el paso (1) obtenemos:

(¢1(L,t)—Pé(u€))(v(L)—uE(L,t)) = 0 V¥Y¥velVv,
,¥te|0,T]

vte]0,T|

De esta manera, el problema diferencial asociado a

(2.25) es el siguiente:

"Haller u tal que:

d d 9 _
(2.26)1 o 5t Yo ol Y q(t) 5% b(ue) = 0 sobre Q
(2.26)2 3 . 1% At f sptee
T § 2 B ¥te|0,T|
(2.2600 6. (L,t) = & ((u (1) - 8.0% wte]o,T|
: 17 e €S 1M ’
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(2.26)5 o EMd & g IXI (85, 8. Ch

Si comparamos (2.9) y (2.26) vemos que la Gnica di
ferencia esti en las condiciones (2.9)4 y (2.26)4. Lo
mismo ocurre con la ecuacidn de estado (2.14) y la ecua
cidn de estado penalizada que estid formada por (2.14)1,

2, 3, 5, 6 y la condicidn

(2.18)'4 ¢f, = - il 5,007 K= 01,00

denotaremos por u_, a la solucidén de esta ecuacidn.

Es muy f4cil modificar el algoritmo que usamos pa-

ra resolver (2.14), ver 1.4) del anexo E, para ohtener

un algoritmo que solucione (2.26). Por otra parte, 1la
Gnica diferencia entre u, y u estéd en uK para ThR
—h —€h ’ S K > T

La influencia de ug en 35 y la de o en Egh es exacta-

h eh

. . < § . . > -S'
mente la misma, esto es claro si u £ g qM>3 81 U g2 Sqyp

por (2.16)1 a(ugs) = a(§1M) = a(ug) ver (2.14)2, en este
caso (2.14)'4 se usa para hallar uis Es muy facil ver

que u > cuando € > 0.

—h Eh

.5) La Variacidn de J

El problema de Identificacidn sobre el que trabaja

mos ahora puede enunciarse asi:



—BL-

] =

(Id)eh "Hallar L0 gy tal goo 'rjlqnh ]t.'HL-Ih1
i 9 € 434.h
Observamos que si C(Heh) = C(gh), es decir: C no involu

cra a u_, entonces (Id)€ = (Id)h".

h

El espacio de variaciones admisibles para Ycy> que

denotaremos por 8V _, estd caracterizado de la siguiente

manera:
(2.27)1 L RSl K
(2.272 & v, = S v, K= 0,1,...,8, (por (2.11)),
Vg = 0 (por (2.14)3),
v = 0 (por (2.14)5%),
K, 7K - 1, K z t o
»qQ b& (v(L ) + GrN = E(us_slM) Voo K=0,14...,H

(2

el

(2

(2.

.27)3

Ahora vamos a hallar d¢J.

LU

(por (2.148)'4)}

(por (2.12)).

Para esto introducimos

siguiente Lagrangiano:

.28)1

28)2

(8> By O

J(u

cho2p) A

J(Uepop) * Ry(Upsppsoy)

* Ry (U ysPpsay)

T
K ~ 2

[yl 2t

(o]

T K ~

[ (C,(u ) = Z,)



o l||‘l_ r:‘- |
. . r o k= Ehy W
(2,283 Blpddnd* Lol | WSSO
N ?i+1 0 K K KK K aK R ?1+1 o
oo ThPh T Pier Py TR BT Pl o
i i
K
T L r, .
_ n K I T
(2.28)%  Ro(u_,,py,0y) = é { £( K ©p Ay =@l
: = g I E 1II l:ll:l'j

donde hemos usado la siguiente notacidn para facilitar
la escritura:

(2.29) { €
'H] K

TN =)
&

0

de (2.11), (2,12) es claro que:
(2.3001 Py ® Epyy By

(2.30)2 pi € Uy, K= 0,1,...,8

(2.30)3 & & 0.4 K== 0,1,...,0.

Es claro que J(ugy (ay)) = J(u (o), ) de mane-
ra que:
(2.31) S-RATTHORE VO 1IN ERE (TR (7 R - S
-:-‘ o 1je ..:'_l_‘_.."-l*"ul_. = 'LF.M!.Hll :I‘



En el caso general tenemos:

L

il »

=1

I-
= |

Cuando Uy ~

tra parte GRh’ en vista de (2.3)

(2.32) BN

S1 exigIimps:

(2.33)1 22
Zeh
"

(2.33)2 4=
L1

entonces etendremos de (2.31):

donde Eh es la
(2.28):

(2.34%) &J

solucidn de (2.33)1.

O — N

oO+—

_,.ll il_..-i

En

S
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. B . AL
5 P . L - o Vo
= =
(ah), Ggeh esta dado por (2.27); por o-
esta dado por:
¥ . 1 K 0,1, LN

SUep = 0 ¥oups Uy T Uep(e

(Ecuacidn Adjunta)

K

= - EIP' . L]

(Zcuacidn de Estado: (2.14))

Teniendo en cuenta

K Ky K. -
5
[ oy 200 q &by
(e}
N-1
Ky K -K
(q© I {8b;,y p;,;-6b,
1=0
L K X
(f (- ®nsa ) 60" of
5 X n o "o

1) +
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Inmediatamente obtenemos el gradientes de J, VJ:

(2.35)1  &T = 7J|ég,

(2.35)2  lia il T

(2.35)3  |4n | floy (2.0, At fueeeee byt 13
(2.35)4 [6bh]T = (8by (50, §b (50,000, &b (S0
(2.35)5 = {fme A ¥ S

En el anexo F se ha hecho del calculo de la Ecua-
cidén Adjunta, en el anexo G se¢ particulariza dicha ecua
cidén a los casos 1 = 0, 1 = 1 yv en el anexo H se calcu-
la &J.

Para resolver (Id)Eh se ha usado un algoritmo de di
recciones conjugadas de Fletcher y Reeves, descritc en

el anexo I.

2.5 Resultados Numéricos

.1) Introduccidn

En esta seccidn solucionamcs numéricamente (Id)gh.

Primero vamos a hablar sobre los esquamas numéri-
cos empleados (el esquema (G.4) y el algoritmo de Flet-
cher y Reeves descrito en el anexo I). Un problema de

gran importancia con respecto al algoritmo citado, esel
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de determinar el pardmetro inicial A°, una buena elec-
cidn hari posible una rapida convergencia. Las ecuacio
nes (2.36) dan un criterio que ha dado buenos resulta-

dos.

Hemos cambiado el valor de la longitud L, reducién
dola a su cuarta parte. Esto reduce considerablemente
el TCPU usado. Ademés, cuando se soluciona (Id)€ to-

h

mando C (38 ) = ¢ﬁ, para t < T, ro exlste ninguna 1in-

h
.-,
formacion.

Finalmente, lo que vamos a hacer es ver qué tan i-
dentificable numéricamente es nuestra funcidén a,. (Es-
to significa, establecer una relacidn entre la funcidn
con la que hemos producido los datos "observados", gy,
y la funcidn identificada (por nuestro algoritmo), %nid.
Es claro que esta relacidn no solo depende de la identi
ficabilidad de a, sino también de los parametros de dis
cretizacidn y del algoritmo de Fletcher y Reeves usado).
Para hacer estos vamos a observar cdmo se va minimizan-
do la funcicnal J y al mismo tiempo. cdmo va cambiando

la funcidn identificada en relacidn a la verdadera.

A pesar que el programa construido puede tratar de
identificar oy ¥ b, a la vez hemos creido conveniente
estudiar la identificacidn de estas funciones por sepa-
rado. De esta manera, vamos a considerar cuatro pasos,
ya que cada vez usaremos como observaciones a ¢% y lue-

1 _
go a ueh(ﬁ). (¢h = ¢1h (.,XV))-

i
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.2) Los Esquemas Numaricos

.2.1) E1 Esguema (G.4)

Las ecuaciones (G.4)1 y (G.4)2 ponen en evidencia
que podemos escribir (G.4) como una ecuacidn fatricial)
en diferencias, lineal, de primer orden y de coeficien-
tes variablas. Los coeficientes dependen de la funcidn
Uop hallada en (E.15).

Lamentablemente (G.4) y (E.15), no pueden solucio-
narse simulténeamente, lo que disminuiria apreciablemen
te el TCPU, ya que mientras que K va de 0 a N en (E.15),

en (G.4) va de N a 0.

Es razonable esperar que los parametros de discre-
tizacidn con los que (E.15) es estable, sirvan para ga-
rantizar la estabilidad de (G.4). Esto no lo han nega-

do los experimentos realizados.

Por otra parte, el significado de Ph estd Intima-
mente ligado a las observaciones C (Egh)’ como puede
verse en (G.4)1 y (G.u)u,

En el casc de tomar Al = 0, o equivalentemente
c (ueh) = ¢%, es facil ver ((G.4)4) que py =0 si y so-
. - . . . K
lo si p_ = 0. En caso contrario las variaciones de Pg
se "propagardn" hacia la izquierda en ]0,L| conforme K
disminuya. Esto puede verse en las figuras 2.9 y 2.10,
obsérvese cémo (G.4)4 se cumple, comparando pg v

., 1K
! ) para KAt > T

1
e = % ob. hR"
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En caso de tomartx2 = 0, ? sea C (Eeh) = ueh(i)’
py, - O siy solo si p; = 0y Pi4+q - 0. De no ser asi,
las variaciones se propagardn tanto hacia la izquierda
como hacia la derecha de x (ver (G.3)3), como puede a-

preciarse en las figuras 2.9 y 2.10.

.2.2) E1 Algoritmo de Fletcher y Reeves

Este es un algoritmo de direcciones conjugadas (er
Blum (1). Es de esperar que si tenemos una buena apro-
xXimacidn de un minimo local de J, este algoritmo conver
ja ripidamente al punto buscado puesto que se minimiza
la aproximacidn cuadratica (y estrictamente convexa) de
J en, a lo sumo, n iteraciones, siendo n en namero de

variables de

Como hemos dicho, un punto importante es la elec-
cidn de A°. Una vez hacho esto los sucesivos AK se ha-
llan usando el algoritmo de dicotomila e interpolacidn
parabdlica descrito en el anexo I. (En el programa he-
mos exigido que los pasos (3) y (4) no se repitan mas
de 4 veces). El criterio usado para elegir >° esta ex-
presado en las siguientes ecuaciones:

-1

(2.36)1  A° = (var (ap) || vJ |[[7) 9

(2.36)2 6 ¢ RY (ver tabla N° 9)

(2.36)3 var (g;) es la variacidén de la funcidn identi

ficada ay .
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(2.3604  |[x|]_ = max lu.

1 € 1 € [

La forma de A° ha sido dugerida por los pasos (1)
y (2.2) del algoritmo usado, seglin estos pasos tenemos
e = 119 gl
de la fraccidn ||Ath|w/var (ay). (Muy pocas pruebas

||VJ1[;1 . TFinalmente € es un estimado

han bastado para encontrar valores defadecuados, como
se verd mds adelante). Cuando identificamos la funcidn

b,, es claro que siempre tendremos var (bh) = 2. Cuan-
var (ahin.)

do identificamos ap > podemos tomar var (ah)

donde ¢ es la aproximacidn inicial.

‘h in.

.2) Los Datos

Con respecto a los datos usados para resolver
(E.15), ver (Z.3.4), las Gnicas variaciones introduci-

das son las siguientes:

L = 6 cm
T = 600 sug
Nx = 12
NT = 300

Con estos datos tenemos:
a, = 37.00, d, = 1.24, ag = 29,96 (ver 2.3.4)

= 17.76, asy -~ 0.0496, as = 358. (ver tabla N° 3)
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.4) Los Resultados Numéricos

En cada uno de los cuatro casos estudiados lo que

se ha hecho es:

(1) Hallar un © que logre una alta eficacia del al

goritmo.

(2) Establecer el mimero de iteraciones al cabo de
las cuales podamos estar seguros de ol*tener resultados

satisfactorios.

Para medir la eficacia del algoritmo en la itera-
cidn nimero i, hemos definido la siguiente funcidn:
(2.37)1 ef(i) = (Ji

- J.)/(J. TCPU.) 1>
i i- i

-1 1

(2.37)2 J.

i-1 ©S el valor de J antes de efectuarse la

. [
i1teracion 1.

(2.37)3 TCPU. es el tiempo de CPU que dura la itera-

P
cion 1.

Denotaremos por (¢ﬂ’ bh) al problema (Id),en el
que usando como observacidn ¢h queremos identificar bh;
etc.. En lo que sigue, presentamos los resultados obte
nidos con los mejores valores de 8 encontrado, dejamos
para 4.3) la discusidn de cdmo se hallaron dichos valo-

res (ver tabla N¢ 9),
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.4.1) Minimizacidn de J

En las tablas 6, 7 y 8 mostramos la evolucidn de J,

TCPU y ef para las 5 primeras iteraciones:

Tabla N° 6

Evolucidn de &

heiter (41, by) (81, o) (u (x), b)) (u (x),0,)

.78 107° .18 107° .63 10° €1 107!
1 .45 107 ° .28 10" % .40 10 .21 107!
2 .22 1077 .13 107°% .21 107" .19 107!
3 .21 1077 .11 107° .62 107% .15 107!
. .39 10°% .10 107° .55 10°% .09 107!

.36 107°% .10 10°°% .78 10°% .09 10!

Tabla N° 7
Evolucidn de TCPU (Seg)

heiter (o5, b) (61, o) (w (%), b)) (u (x)s o)

1 98 130 117 137

2 98 108 118 72

3 118 125 90 103

b4 146 9y e1 89

5 88 172 119 90
Tabla N© 8

Zvolucidn de ef (1073 seg )

heiter (of, b)) (6p, o) (u (), b)) (w (%) ,a0p)
1 4,32 6.48 3.12 u.,72
2 3.63 4.97 8.05 1.33
3 8.U42 1.23 7.84 2.05
u 5.58 0.97 1.39 4.49
5 0.15 0.06 7.25 0.37



ST

En la figura 2.7 puede apreciarse las aproximacio

nes iniciales: (b ) usadas, asi como las

h in.?’ %h in.
funciones halladas al cabo de la 5ta. iteracidn:

(bh id.? % id.) y las funciones verdaderas: (bhv’ ath

Tomande J5/J° (= Jid/Jin en la figura 2.7) se ve

claramente que el algoritmo minimiza mejor cuando usa-
_ 1

mos C (Beh) S

Por otra parte, las eficiencias son mejores cuando
identificamos b,. Esto es reflejo del hecho que esta-
mos usando urna velocidad de inyeccidn alta, lo que hace
que el proceso de difusidn sea despreciable en relacidn
al de conveccidn y asi%tenga poca influencia en la solu

-
cion

.1.2) Identificabilidad Numérica

Qué grado de identificabilidad podemos lograr al

resolver (Idhﬂq=

jercicios del algoritmo con las variaciones de la fun-

puede ser observado comparando los e-

cidn identificada en relacidn a la funcidén verdadera.

Si nuestra funcidn es identificable numéricamente,
es razonable esperar que dado un alto valor ds ef, 1la
funcidn identificada esté bastante mds cerca de la fun-
cidn verdadera de lo que estaba antes de empezar la i-
teracidn. Si, por otra parte, dado un alto valor de ef,
la funcidn identificada no se diferencia mucho de su for
ma en la iteracidn anterior, entonces podemos concluir

que es muy probable que hallamos llegado muy cerca del



%
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limite de la sucesidn generada por nuestro algoritmo.
Finalmente, si luego de algunas iteraciones en las que
ef toma valores altos, ef decae bruscamente (por ejem-
plo, a su décima parte) es muy probable que estemos cer
ca del limite buscado, o que se necesite un cambio muy

importante en la direccidn conjugada.

Teniendo en cuenta estos tres tipos de comporta-
miento que llamaremos tipo A, B, C respectivamente, es
posible obtener una idea clara de la identificabilidad

numérica en cada uno de los casos considerado.

Es notable que en las 3 primeras iteraciones en ca
da uno de los casos, se observe un comportamiento tipo
A. En el caso (¢i, bh) se observa un comportamiento ti
po C, en este caso parece ser que hemos llegado muy cer
ca del limite buscado. (Comparar con el resultado obte-
nido por Chavent y Cohen (1), para un niimero mucho ma-
yor de iteraciones). En el caso (¢i, ah) las iteracio-
nes 4 y 5 son claramente del tipo C, esto indica una ma
la identificabilidad numérica para a)» como era de espe
rar. En el caso (ueh(X)’ bh) tenemos claramente una e-
volucidn tipo B, y en el caso (ueh(g), ah) tenemos una

evolucidn tipo C.

De esta forma, podemos concluir que bh posee una
excelente identificabilidad numérica sobre [.15, .20] U
1
[.u5, .63] cuando C (geh) ¢, v sobre |.15, .25] U

[.40, .63] cuando C (u_,) = u (x). (En términos de la

saturacidn reducida estas regiones sc escriben asi:
[.00, .10] U [.63, 1.00] y [.00, .21] U |.52, 1.00]. En

cambio @y, €S muy poco identificable.
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.4.3) Sobre 9 y el Nimero de iteraciones

Hemos observado que a partir de la Sta. iteracidn
la eficiencia ef, decala notablemente en todos los ca-
sos estudiados y para distintos valores de 8. Es por e
so que el nimero maximo de iteraciones lo hemos hecho i

gual a 5.

Ahora discutamos lo relativo a ©.
Hemos podido observar el siguilente comportamiento:

(1) Cuando 9 es demasiado pequefio puede ocurrir:

(1.1) Que alghn X salga negativo, lo que hace cre
cer J y retarda su minimizacidn.

(1.2) Que 1los AK sean muy pequefios y por tanto 1la

variacidn de J sea muy lenta.

(2) Cuando @ es demasiado grande puede ocurrir:
(2.1) Que algin o ¢ a.4.h

(2.2) Que la variacidn de J sea muy lenta.

Los valores de © usados para elaborar las tablas
N° 6, 7 y 8 son las que se muestran en la tabla N° 9.
Los dos primeros valores no requieren mayor comentario;

en cambio, parece que los dos siguientes son demasiado

grandes.
Tabla N° 9
Valores de @
T :i B Byl (ueh(ﬁ), bh) (ueh<§)’ ah)

12k BT 42.0 4.60
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En la tabla N° 10, mostramos la evolucidn de ef pa
ra valores mis pequefios de 8, en los casos sefialados.
Ahi puede verse una eficiencia muy pobre (es decir, el
caso (1.2)). Ademis las funciones identificadas estén
bastante lejos de las halladas con los valores de 6 de
la tabla N° g9,

Tabla N° 10

Evolucidén de ef (1038eg-1)
6 = 1.3 6 = 1.15
o -
N° iter (ueh(z), bh) (ueh(g), ah)

1 2.6u4 5.82
2 2.52 0.u49
3 2.31 0.64
4 0.02 0.03
5 0.22

Para terminar, queremos hacer notar que cuando to-
mamos © = 42.0, ocurre el caso (2.1). Lo que se ha he-
cho es tomar con funcidn identificada no a b, ;4. sno

a Proy (bh id.)’ donde:

(2.38)1  Proy (b) (x) = b (x), ¥ b ) e [S; 5 Syyl

S ¥ b (x) >8S

(2.38)2 Proy (b) (x) 1M?

1M

§1m’ b (x) <§

(2.38)3 Proy (b) (x) 1m*

Como puede verse en la fig. 2.11, esto ha dado muy bue-

nos resultados.
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.5) Conclusiones

Teniendo en cuenta los resultados expuestos ante-

riormente, podemos concluir que:

(1) No es recomendable usar mds de 5 iteraciones

en el algoritmo.

Los valores de © de la tabla N° 9, garantizan una
buena convergencia del algoritmo, y pueden ser usados
pAra casos en que los parametros adimensionales €1y a

sean similares a los de 2.5.3).

(2) La identificabilidad numérica de b, es excelen
te sobre [.15, .20] U [.45,.63] cuando Cluy) = ¢i y
sobre [.15,.25] U [.40,.63] cuando C{u.,) = u, (x). Es
razonable esperar que para valores similares de a; v a,
las regiones de buena identificabilidad numérica para
b, sean (en términos de saturacién residua) [.00,.21] U
[.52,1.00] v [.00,.10] U [.63,1.00] respectivamente.

La identificabilidad numérica de @, es bastante 1in
ferior a la de bh para los valores de a4y a, considera

dos, como se esperaba.
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