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Extracto 

Este trabajo tiene dos partes. 

En la primera, se presenta la construcción de dos mo 

delos matemáticos, ecuaciones en derivadas parciales con 

sus respectivas condiciones iniciales y de contorno, me­

diante los cuales es posible simular los procesos de recu 

peración primaria (modelo monofásico: (1.25)) y de recupe 

ración secundaria dél petróleo (modelo bifásico: (1.29), 

(1.31), (1.33), (1.36) y (1.38)).

En la segunda parte, se estudia numéricamente el mo­

delo bifásico en el caso unidimensional (núcleo). Hemos 

tratado el problema de obtener aproximaciones numéricas a 

la solución del modelo, así corno hemos solucionado, numé­

ricamente también, el problema de identificación asociado. 

Con respecto al primer punto, para discretizar las� 

cuaciones del modelo unidimensional, (2.9), se hA usado u 

na discretización basada en el método de Galerkin (modifi 

cado por Chavent) usando elementos juntos mixtos no con­

formes, obteniéndose así los esquemas explícitos (E.8) y 

(E.15). Los experimentos numéricos que se han hecho tie­

nen por objetivo observar las variaciones que los cambios 

en los parámetros de discretización producen en la solu­

ción, asi como establecer las diferencias entre la aproxi 

mación de Buckley y Leverett (a=O) y el caso general. 

Con respecto al problema de Identificación asociados 

a las ecuaciones (2.14), (Id); cuando se le discretiza, 

(Id)h, se obtiene un problema de minimización de una suma

de cuadrados, J:(2.22), sobre un espacio de dimensión fi-



nita. Para lograr que J sea diferenciable se penaliza 

(Id)h obteniéndose (Id)hE' de esta forma es posible resol

ver el problema usando un método de Fletcher y Reeves, ver 

anexo I. Se han hecho experimentos numéricos para esta­

blecer la identificabilidad numérica de los parámetros a 

y b, ver anexos C y D, teniendo corno funciones observadas 

la saturación de agua en un punto arbitrario del núcleo o 

el flujo de agua en el extremo del mismo. 

Los pocos resultados teóricos relativos a los proble 

mas estudiados pueden encontr arse en las referencias cita 

das en la bibliografía. 

El programa que se ha construido sirve tanto para s� 

lucionar los esquemas (E.8), (E.15) como para la resolu­

ción del problema de identificación (Id)hEº El programa

está descrito en FORTRAN y ha sido implementado en la IBM 

370-145 del Centro de Cómputo de Petróleos del Perú. 
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Introducción 

Durante la primera fase en la extracción del petró­

leo, éste fluye a la superficie por efecto de la diferen­

cia de presiones, El proceso, llamado recuperación prirn� 

ria, termina cuando la presión del reservorio se iguala 

con la atmosférica, ahora el petróleo puede ser extraído 

mediante bombeo artificial y 11 gas lift 11
• Cua:ldo el reser 

vorio no produce por medios mecánicos se dice que está a­

gotado por métodos de recuperación primaria. 

Sin embargo, hay todavía petróleo en el interior del 

reservorio. Para extraerlo es necesario inyectar agua p� 

ra forzar al petróleo a salir a la superficie. Este pro­

ceso, llamado recuperación secundaria, termina cuando el 

agua comienza a salir en mayor porcentaje que el petróleo 

y no es económico mantener su producción. 

Para investigar y evaluar las características de un 

reservorio es importante tener buenos modelos de simula­

ción para cada uno de estos dos procesos, es decir, deben 

ser capaces de predecir con una buena aproximación la evo 

lución de las distintas variables que caracterizan el com 

portamiento de los fluídos en movimiento. Por otra parte, 

usando datos observados, tales como �l flujo del petróleo 

en cada pozo, la presión en ellos, etc., debernos ser cap� 

ces de modificar ciertos parámetros del modelo con el fin 

de que la2 predicciones del mismo sean lo más parecidas a 

los datos reales. Este proceso se llama "Ajuste de Histo 

ria 11

• 

En el primer capítulo de este trab2jo se construyen 

un modelo materritico del proceso de recuperación primaria 

(modelo monofásico) y un modelo del proceso de recupera-



ción secundaria (modelo bifásico). 

En el segundo capítulo se estudia el modelo bifásico 

unidimensional. El proceso físico modelado es el despla­

zamiento ctei petróleo por agua dentro de núcleos obteni­

dos durante la perforación de los pozos. Una aplicación 

del modelo a estas experiencias permite, por medio del a­

juste de historia, obtener buenas curvas de permeabilida­

des relativas, que son muy importantes porque prácticamen 

te de ellas depende el comportamiento del agua y del pe-

tróleo dentro del reservorio. Por otra parte, este mode-

lo es muy útil para la obtención de primeras estimaciones 

de magnitudes importantes (tiempo de ruptura, petróleo r� 

cuperado al tiempo de ruptura, etc.) en procesos de recu­

peración de petróleo por empuje de agua. El segundo capí 

tulo está orientado a la construcción de un programa que 

solucione numéricamente el modelo y sea capaz de realizar 

el ajuste d2 historia automáticamente. 



1. Elaboraci6n del �odelo Matemático

1.1 Naturaleza del Modelo 

.1) Aquí discutimos brevemente, algunas cuestiones 

previas al establecimiento de las ecuaciones diferencia­

les y de las condiciones iniciales y de contorno que ri­

gen la evolución de las magnitudes involucradas en el pr� 

blema. 

Inicialmente podría pensarse en usar el modelo clási 

co que predice el movimiento de un fluido newtoniano, por 

ejemplo. Las leyes en que se basa el modelo son la ley de 

conservación de la masa, de la conservación del momenturn 

angular y de la conservación de la energía; además, se a­

sume la existencia de ciertas relaciones entre los esfuer 

zos y la velocidad de deformación, que son característi­

cas del fluído estudiado. 

Estas leyes se traducen en ecuaciones diferenciales 

y ecuaciones algebraicas. Las funciones involucradas en 

ellas son tales que su valor en un punte es en realidad 

el valor medio tomado sobre un elemento de volumen que e� 

cierra a dicho punto y cuyo tamaño es grande con relación 

al tamaño de las moléculas del fluído, pero pequeño con 

respecto al tamaño del espacio que contiene al fluído con 

movimiento. Llamaremos a estas funciones 11 funciones de 

punto 11
• 

Lo que nos falta para poder aplicar este modelo es es 

pecificar el espacio por el cual tendrá lugar el movimien 

to, y las condiciones iniciales y de contorno adecuadas. 

Hecho esto, podemos dedicarnos a resolver las ecuaciones; 
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sin embargo, debido a la complicada geometría del medio, 

hacerlo es una tarea impracticable. 

Debemos intentar otra manera de plantear el problema: 

(1) Necesitamos volver a definir nuestras funciones

ya que no pueden ser funciones de punto.

(2) Esto hace que la derivación de las ecuaciones se 

deb a hacer siguiendo un método distinto .

. 2) Consideremos el primer punto. Ahora, el valor 

de una función en un punto se torna como el valor medio 

que la función toma en un elemento de volumen que encie­

rra al punto considerado y cuyo tamaño ya no es grande 

con respecto al de las moléculas de los fluÍdos, sino al 

tamaño de la región ocupada por un poro típico del medio. 

Podríamos llamar a estas funciones "funciones locales". 

Marle ('.l), pág. 25-26, afirma con respecto a la defi 

nición de porosidad: " ... la porosidad media de un blo-

que de un medio poroso es la razón del volumen de los va­

cíos al volumen total del bloque. Si el bloque considera 

do tiene propiedades que varían sensiblemente de un sitio 

a otro, uno puede d�sear describir la porosidad de una m� 

nera más fina, introduciendo l� porosidad local; ésta es­

tará definida en todo punto del medio de la siguiente ma­

nera: se aisla imaginariamente un volumen que encierre el 

punto considerado y se toma la porosidad media de tal vo­

lumen. El volumen escogido debe ser 10 suficientemente 

pequeño como para permitir definir una porosidad local 

del medio, pero debe ser suficientemente grande en rela­

ción a las dimensiones de los poros. Si por ejemplo uno 

escoge un elemento de volumen esférico conetrado en el p� 

to considerado y hace var:ar el radio r de esta esfera, u 
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no obtiene la porosidad media en función de r 11 (Tal 

como se muestra en la figura 1. 1) 1
1 Si r > r2 e 1 vo-

lumen considerado es muy grande para dar el valor locAl 

de la porosidad: el 

resultado está in­

fluenciado por las 

propiedades del me-

dio poroso en zonas A 
_,/ 

(\ �/ 
muy lejanas que ro- �i. -·-t;·-+-l-,-7.,,¿C>� • .,,.--=....¡-----r--�---
dean al punto . . . ·' 
" Si r < r 1, e 1

elemento de volumen 

es demasiado peque­

no, no contiene un 

número suficiente 

figura 1.1 

de poros para que el efecto de promediar pueda funcionar, 

y el valor obtenido presenta variaciones irregulares. Cuan 

do la po�osidad media del elemento de volumen tiende a 1 

si el punto considerado está en un poro ... " (como en el 

caso considerado en la figura 1.1) " o hacia O si el

punto está en la parte sólida. �l' en la figura, es el va

lor local de la porosidad 11 

• 

. 3) Con respecto al punto (2), Marle (1), pág. 28-

29, dice: 

"Para la teoría del movimiento de los fluídos en me­

dios porosos, uno puede imaginar dos vías de aproximación 

• • •  11 11 • • • En la primera se introducen ciertas nociones 

que servirán para describir el estado de un medio poroso 

que contiene fluídos, a la escala macroscópica. Algunas 

de estas nociones tendrán una definición evidente (la sa­

turación, por ejemplo) otras tendrán una justificación me 
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nos clara, más bien intuitiva (la presión por ejemplo). 

Así las leyes que describen los flujos serán formuladas 

por principio. Su justificación será experimental. 

La otra forma de fundamentar la teoría de los flu­

jos en los medios porosos se construirá a partir de las 

leyes de capilaridad. Luego por métodos estadísticos, 

se deducirán las leyes que rigen en promedio el flujo en 

un medio que contenga un gran número de poros". 

"Lamentablemente, tal teoría no existe aún. Las 

tentativas de aplicar los IBétodos estadísticos a los me 

dios porosos " 11• • • se han limitado a los fenómenos

más simples: flujo de un fluído único, difusión, despl§!_ 

zamiento miscible. Nada serio ha sido hecho para elflu 

jo de varios fluídos". 

1.2 Las Variables del Modelo 

.1) Notación 

En lo sucesivo denotaremos con el subíndice 1 a las 

fu nciones que se refieren al agua, y por 2 a aquéllas 

referidas al petróleo . 

. 2) La Densidad y la Viscosidad 

Vamos a asumir que los fluídos son viscosos y sus 

viscosidades µ1, µ2 son constantes.

Denotamos por p la función densidad. Asumiremos 

que el efecto de los cambios eventuales de temperatura 

son lo suficientemente pequeños como para permitir con-
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siderar que la densidad sólo depende de la presión. (En 

el caso en que asumamos la compresibilidad del fluÍdo) . 

. 3) Las Saturaciones 
La saturación de agua s

1 
se define, usando el pro­

ceso descrito en 1.1.2), como la razón entre el volumen 

de agua al volumen total ocupado por el agua y el petró 

leo. Es evidente que O� s
1 

� 1. 

Por otra parte, por el efecto de la geometría del 

medio y ciertos fenómenos físicos, la saturación s
1 

de­

be estar comprendida entre ciertos valores, S1M Y S1m'
para que el flujo pueda tener lugar. 

s
1m es la saturación irreducible del agua en el me

dio poroso, surge porque las moléculas de agua se que­
dan pegadas a la superficie del medio. 

s
1 M es la máxima saturación qu� el agua puede al­

canzar en el medio, depende de las sustancias y fluídos 

que están presentes. Cuando el otro fluído es el petr� 

leo ( 1 - s
1 

) se llama la saturación residual del petró 
m 

-

leo. 

De esta forma, sólo hay movimiento Sl S1m ..:_ S1 ..:_ S1M •

. 4) Las Velocidades 

Las velocidades �1 
y �2 se definen según el proce­

so descrito en 1. 1 .2). Es importante señalar que las 

velocidades importantes en el modelo son las velocida­

des de filtración: 

( 1. 1) U· = S. '1> v.
-l l -l 

i = 1,2 
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.5) Las Presiones: La Presión Capilar 

Cuando los fluídos están en equilibrio, la presión 

en ellas es la presión hidrostática. Es posible defi­

nir la presión, en este caso, en todo el medio por sim­

ple extensión continua. De esta for•ma las pres iones p1
y p2 son funciones de punto definidas sobre todo el es

pacio. Este es el caso de la presión capilar p: 

( 1. 2) = 

Sin embargo, cuando los fluídos no están en equili 

brio, las presiones no son más funciones de punto sino 

funciones locales (ver 1.1.2)), de manera que p definí 
c 

-

da por (1.1) en estas condiciones no es necesariamente 

igual a la p del primer caso. Pese a esto, se ha de-

mostrado �xperime.ntalmente que dichas presiones no di-

fieren mucho, Marle (1), p&g. 43 (ver ahi otras referen 

cias), de forma que es razonable quedarse con la prime­

ra definición de Pe· 

Consideremos ahora la dependenci� de pe con respeQ

to a las variables que intervienen en ¿l problema. En 

el caso general p depende de: 
c 

(1) s
1 

(2) T, el coeficiente de tensión superficial

(3) a, el ángulo de contacto

(4) 

(5) Las características del medio poroso, que re­

sumiremos en dos: 1, la dimensión típica de los poros, 

M, las demás características. 
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Un sencillo cálculo nos permite asegurar la siguie!}_ 

te dependencia ) Marle (1), pág. 35:

( 1. 3) 

En la práctica se ha encontrado que la influencia del 

grupo adimensional ( P
1 

- P 2) g 12 /T es despreciable

por el tamafio de los poros, esto hace que sean las fuer 

zas capilares las que determinan prácticamente p . Hayc 
que observar que al depender de s

1
, Pe depende de s1m 

y

de s
1M. Finalmente, debido a las sustancias que even­

tualmente pueden ser adsorbidas por la superficie de CO!}_ 

tacto de los fluídos, T puede variar grandemente. a pue 

de depender de las velocidades de los fluídos y del fe­

nómeno de adsorción dEscrito. Sin embargo, estos aspes 

tos no son generalmente tenidos en cue�ta (por la gran 

complicación que generaría su introducción en el modelo), 

a menos que las sustancias empleadas en la recuperación 

secundaria alteren a y T significativamente. 

En nuestro modelo supondremos la siguiente depen­

dencia de p c 

( 1 . 4)

(1. 5) 

donde asumimos que T, a, s
1m' s 1M son funciones de x.

La forma de p dada por (1.4) es debida a Chavent (7). c 

Para nosotros no es tan import1nte obtener una fór 

mula cerrada para� . Lo importante es obtener una for c 
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-

ma general de dependencia de Pe (corno por ejemplo (1.4))

que permita una manipulación numérica sencilla de las e 
cuaciones del modelo. Eventualmente, usando datos rea­

les y técnicas de identificación (que serán usadas en 

el capítulo s) podemos encontrar la forma de las funcio 

nes que son parámetros del modelo y en las cuales influ 

Por Último 

hay que resaltar 

que la dependen­

cia de p
0 

con 

respecto a s
1 

va 

ría según las CO!!_ Pe 

diciones inicia-

les y según la di 

rección del flu-

jo en el medio. 

En la figu-

ra 1.2, la curva 

1 5 

____ I 

figura 1. 2 

Pc1 se ha obtenido partiendo de un medio inicialmente

saturado de agua e inyectando petróleo poco a poco. En 

cambio la curva pc2 se ha obtenido inyectando agua poco
a poco al medio poroso luego de haber terminado el pro­

ceso anterior. Las flechas indican la dirección en que 

se han ido construyendo las curvas. 

Obsérvese que: 

(1.6) 
> o
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( 1. 7) Pe (81) = o <=> 51 = s1m (si p - p- )e - c2 

.6) Las Permeabilidades 

En el caso en que tengamos un flujo unidimensional 

estacionario a través de un bloque de un medio poroso 

de longitud L, la ley de Darcy afirma que las velocida­

des de filtración �1 y µ2 están 1adas por:

( 1. 8 ) µ. = 
l 

K. 
l 

1J . 
l 

Clp. 
l 

L 
l = 1,2 

los coeficientes Ki se llaman las permeabilidades efec­

tivas. También se usan las permeabilidades relativas: 

( 1. 9) K . =
ri 

K. 
l 
K l = 1, 2. 

donde K es la permeabilidad d8l medio. 

Antes de gen2ralizar estas definiciones el caso 

del movimiento no estacionario en un medio tridimensio­
nal anisotrópico, veamos cómo dependen las permeabilid� 

des relativas de las variables involucradas en el pro­
blema. 

En el caso ceneral, Marle (1), p�g. 38, tenemos 
que las permeabilidades relativas dependen de: 

(1) p . 'l 
l = 1,2 

( 2 ) µ. ' l 
l = 1,2 

(3) C1' T 

( 4-) 51 



(5) 1, M 

(6) El flujo global µ <=ll g_1 + �2 11)

procediendo como en 1.2.5) obtenemos: 

-1 0-

Nuevamente se encuentra que el grupo adimensional 

( p 1 - p 2) gl 2 /T tiene poca influencia sobre Kri , i = 1 , 2

Esto también ocurre con el número de Reynolds P
1

1µ/µ
1

debido a las pequeñas velocidades que ocurren. Esto 

conduce a despreciar la influencia de p1
/p2. Finalmen­

te se encuentra experimentalmente que la relación de vi� 

cosidades µ1;µ2 y la relación entre las fuerzas de vis­

cosidad y las de capilaridad uµ
1

/T tienen poca importa� 

cia. Así que sólo el ángulo de contacto a y la satura­

ción s
1 

determinan prácticamente K ., i = 1,2 
r1 

En la figura 
1.3 se muestran 

formas típicas de 

las permeabilida­

des. 

Observemos 

que la permeabili 

dad relativa del 

agua a la satura­
ción máxima 

s1M 

es bastante menor 

que la del petró­

leo a la satura;·· 

5,,,., 

1 Kr2 

1 

1 K,-.1 

1 

1 
1 

figura 1.3 

1 
1 
1 

1 
1 
1 1 

1 
1 

t 1 

1 
1 

1 1 

1- !
S1 S1M 1 1 
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ción máxima ( 1 - s1m). Esto significa que la presencia

de agua con saturación irreducible no obstaculiza tanto 

el movimiento del petróleo como la presencia de éste 

con saturación residual lo hace con el movimiento del a 

gua. 

Al igual que 
. , . 

la presion capi-

lar la dependen­

cia de las perme� 

bilidades con res 

pecto a s
l 

varía 

con las condicio­

nes iniciales y 
la forma en que se 

produce el flujo. 

La figura 

1.4 muestra este 

hecho. Las cur-
( 1) ( 1) 

vas Krl y Kr2

1 
1 
1 
1 

Pl¡ 

!<" 1 
1 
1 
1 
1 
1- 1

S11Y1 1 

figura 1.4 

han sido obtenidas cuando el medio estaba inicialmente 
( 2 ) ( 2 ) 

lleno de agua. Las curvas Krl y Kr2 se obtuvieron

cuando el medio estaba inicialmente lleno de petróleo. 

Se ve que la permeabilidad relativa del agua cambia po 
co con el sentido de cambio de s

1
. Esto no es cierto 

en el caso del petróleo que presenta una permeabilidad 

más baja qen la imbibición. 

Las ecuaciones ( 1 .8) s� generalizan así: 

K, 
(1.11) � = -K :� {grad (pi) - pi g grad (Z) }

l 
1 = 1,2 
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la validez de esta ecuaci6n (así como l� de (1.8)) es 

experimental. En el caso de un medio anjsotrópico 

Kri , i = 1,2, es una matriz definida positiva.

1.3 Descripci6n Matemática del Reservorio 

.1) Es importante poseer una descripción precisa 

del reservorio en el que se realiza el movimiento de 

los fluidos, fundamentalmente por dos razones. 

(1) Conocer la regi6n del movimiento, íl, permite

saber el dominio de validez de las ecuaciones

diferenciales del modelo.

(2) Para poder plantear las condiciones de contor­

no, indispensables para poder resolver las e­

cuaciones diferenciales, debemos conocer el bor

de de íl que denotaremos por r .

. 2) Consideraremos que D, C Rn (n = 1,2,3), repre­

senta al reservorio. Denotemos por aD su frontera ext� 

rior. Supongamos que en el interior del reservorio te­

nemos K pozos, que serán representados por los dominios 
Di (i = 1, ... , k). El borde de i-ésimo pozo será deno

tado por aD .. Ver figura 1.5. 
l 

.3) Denotaremos por íl el medio poroso por el cual 

se realiza el movimiento: 

(1.12) 
k 

íl = D"-(UD.) 
. 1 l i= 



Caracterice­

mos ahora la fron 

tera de íl, r. 

Denotaremos por ri
el borde del i-ési 

mo pozo que está 

en contacto con el 

medio poroso: 

(1.13) r. = ao. \. can. ri ao) 
l l l 

figura 1. 5 

D � 

aD 

i = 1, ... , k. 
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finalmente, r1 denotará la parte de r que no está en
. ,, 

conta cto con ningun pozo: 

k 

(1.14) r1 = r \ e u
i= 1 

de manera que la 

frontera r puede 

escribirse de la 

forma siguiente: 

k 
c1.1s) r = r1 u< u r.) 

. 1 
l 

1= 

Ver la figura 1.6. 

1.4 Modelo Monofásico 

.1) Introd ucción 

r. )
l 

f igura 1.6 

Asumimos que el único fl uído en movimiento es el 

petróleo. En este caso el movimiento se realiza úni ca 

mente por efecto de la diferencia de presiones, por lo 
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tanto el objetivo del modelo es determinar la evolución 

de la presión del petróleo . 

. 2) Notación 

Denotamos por x un punto del medio poroso, íl. El 
tiempo será denotado por t. Asumimos que t = O cuando 

empieza el movimiento del petróleo que nos interesa co­

nocer, y que t = T cuando éste termina. Q denota el 

conjunto íl x J O, T [ , siendo Jo, T [ el intervalo a­

bierto de extremos O y T • 

• 3) Las Ecuaciones Diferenciales

Las incógnitas del modelo son: la viscosidadµ, la 
densidad p, la presión p y la velocidad de filtración �·. 

Como tenernos 6 incógnitas debemos plantear 6 ecuaciones, 
Estas son: 

(1.16)1 µ = constante. 

(1.16)2 p = � (p) 

(ver 1.2.1) 

(ver 1.2.1) 

ésta es la ecuación de estado. 

(1.16)3 

(1.16)4 

�� + div (pu) = O V (�, t) E:Q 
at 

k u = - }< ( grad p - p g grad z ) V ( x, t ) E: Q 

ésta es la ley de Darcy generalizada. 

Asumimos que la porosidad�' la permeabilidad K y 

la profundidad z son funciones conocidas de x. Por o-· 
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tra parte, cuando el coeficiente de compresibilidad, 

C = 1 
dP es constante la ecuación de estado es p dp , 

p = P0 exp (c (p - p0)), que en primera aproximación se 

escribe P = P0 (1 + c (p - p 0)). La aproximación es 

buena para la mayoría de los líquidos. Bear (1), pág. 

38. 

Estas ecuaciones pueden ser expresadas en una me­

jor forma si hacemos algunas manipulaciones algebraic as 

e introducimos una nueva variable, rr. Los cálculos, j UD.. 

to con ciertas aproximaciones hechas, en base a suponer 

que c es constante y que c « 1, están desarrollados 

en el Anexo A. Los resultados son: 

(1.17)1 µ = constante 
(1.17)2 p = Po (1 + c (p -

¡.,o))

(1.17)3 'IT = p Po g z

(1.17)4 K grad n V (�, t) Qu = 

(1.17)5 <ti 
a rr div cf grad n) =- O.: V (�, t) Q.c 
rr - µ 

.4) Las Condiciones de Contorno 

Existen dos tipos de condiciones: aquélla en que se 

prescribe una presión p, que es una condición de Dirich 
let para n, por (1.17)3, y aquélla en que se prescribe 

un flujo � . n, que constituye una condición de Neumann 
para n, por (1.17)4. Llamaremos rD (fN) la parte de r

sobre la cual se prescribe una condición de Dirichlet 
(Neumann). 
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.4.1 La Condición de Dirichlet 

Este tipo de condición puede imponerse en parte de 

la frontera lateral, r 10, por ejemplo en el caso de em­

puje por agua: 

(1.18) sobre r 10 x Jo, T[

También puede imponerse una condición similar en la fron 

tera de los pozos. Midiendo la presión en el fondo de 

ellos, es razor.able extenderla a todos los puntos de su 

frontera asumiendo una distribución hidróstática: 

(1.19) p = P· sobre r. X Jo, T[ 1 = 1,2, ... , j 
l 1 

Resumimos ( 1. 18) ( 1.19) asi: 

(1.20)1 p = Pe sobre f
D X JO, T[ 

(1.20)2 r
D 

= rlD u ( u f.)
i=1 

1 

(1.20)3 Pe 
= P1 sobre f lD X Jo, T[

(1.20)4 Pe 
= P· sobre r. X Jo ) T[ i = 1 , ... ' j . 

1 1
' 

.4.2 La Condición de Neumann 

Sobre aquella parte de la frontera lateral en que 

no hay flujo: 

(1.21) u n = O sobre r lN x Jo, T [

siendo n (x) la normal exterior a r1 en x. Aunque en

general debemos escribir � . � = Q1, el caso (1.21) es

el más frecuente. 

< k 
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Sobre las fronteras de algunos pozos (j+1, j+2, .•. , 

k) la condición se escribe:

(1.22) u .  !!. = Qi sobre r
i x JO, T[; 1 = j+1, j+2, ... ,k. 

el problema en este caso consiste en hallar la función 

Q. a partir del flujo total medido: Q.
1 

S 
1 

Resumimos las condiciones 

(1.23)1 u . n = QN sobre rN

(1.23)2 rN
= r lN u ( u r.)

l i=J 

(1.23)3 QN 
= o sobre rlN

(1.23)4 QN 
= Q. sobre r. '

1 

.5) La Condición Inicial 

Esta condición es: 

(1. 24) p (x, O) = p (x) 
- o -

(1.21) 

r. 
l 

y (1.22) 

X Jo, T[ 

X Jo ) 
T[ 

l = j+1, . . . ' k. 

V X E íl 

asi: 

como inicialmente la presión es la presión hidrostáti­

ca, basta conocer en cualquier punto p
0 

para poder de­

terminar p
0 

en cualquier otro punto de íl. 
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.6) El Problema de Valor Inicial y de Contorno 

para TI

Asumiendo que c = c (x) la e cuación (1.17)5 queda 

desacoplada de las demás y así conocer TI permite cono­

cer todas las dem&s variables involucradas. Para poder 

determinar 1T hace falta plantear las condiciones de co� 

torno y la inicial para n, esto se hace muy fácilmente 

teniendo en cuenta (1.17)3, (1.20), (1.23) y (1.24). De 

esta forma obtenemos el problema de valor inicial y de 

contorno para 1T: 

(1.25)1 
d'IT k c � at - div <¡ grad 1r) = o v. (�, t) e:Q.

(1.25)2 

(1.25)3 

(1.25)4 

7T = 1T 
e 

a 1T 

aa 

TT ( �' 0) = 

sobre 

1T o 

sobre 

(x) 

f D x ]O, T[

JO, T [ 

'>J. X e:íl 

en el anexo B se demuestra la existencia y la unicidad 

del problema (1.25) en el caso en que c = c (x). 

1.5 Modelo Bifásico 

.1) Introducción 

Terminada la explotación del petróleo por efecto 

de la diferencia de presión, éste puede seguir siendo 

extraído inyectando agua en lugares adecuados del reser 

vorio de manera que el petróleo sea desplazado por el� 
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gua. El modelo debe ser capaz de predecir la evolución 

de las presiones en cada uno de los fluídos, que asumi­

mos inmiscibles, así como la evolución del frente de a­

gua, en particular debe predecir el tiempo en el que el 

agua empieza a salir junto con el petróleo por determi­

nado pozo . 

. 2 Notación 

Hare mos algunos cambios en la notación usada hasta 

ahora. 

r denotará la parte de la frontera por la cual ele 
agua es inyectada, suponiendo que esto se hace en los 

pozos 1, 2, ... , 1 tendremos: 

(1.26) r 
e

= 

1 
u 

i=1 
r. 

l 

por otra parte, rs denotará la parte de la frontera por

la cual se produce petróleo (y, eventualmente agua): 

(1.27) r = 
,, 

k 

u 
i=l+1 

r. 
l 

.3) Las Ecuaciones Diferenciales 

En este proceso los cambios de presión no son sufi 

cientemente grandes como para producir cambios signifi­

cativos en la densidad de los fluídos, de manera que es 

razonable considerarlos incompresibles. 
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Tenemos ahora 14 incógnitas: µ1, µ2, P1, P2, u1,

�2' 81' 82' P1, P2·

Las 14 ecuaciones que necesitamos son: 

(1.28)1 µ. = constante J. = 1,2
J. 

(1.28)2 p. = constante J. = 1,2
J. 

(1.28)3 81
+ 82 

= 1

(1.28)4 q> 
a 

( p s.) + div ( p u.) o v. (�, t) e: Q; i=l,2
IT J. 1 -1 

K 
(1.28)5 U· = -K ri 

grad (p. - Pg Z) 1 = 1,2 
-J. µ. l .,. 

J. l 

(1.28)6 PCM Pe = P1 
- P2 

donde hemos asumido que � (�), K (x), Kri (S1), PCM (x)

Y Pe (81) son funciones conocidas. (ver 1.2.5))

A partir del sistema de ecuaciones (1.28) obtene­

mos un sistema equivalente que puede ser resuelto con 

mayor facilidad. Para ello introducimos nuevas varia­

bles entre las cuales las más importantes son S y P (la 

presión global) introducida por Chavent (7). En el ane 

xo e se muestran las manipulaciones hechas. El resulta 

do final es: 

(1.29)1 µ. 
= constante 1 = 1,2 

l 

(1.29)2 p. = 
l 

constante J. = 1,2

as (1.29)3 et> a-E 
+ div(r + l b. 9...) = o v. (�, t)  e: Q.

j=O J 1
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(1.29 ) 4 r = -K PCM grada

(1.29)5 div 9.o
= o !J. (�, t) E: Q

2
(1.29)6 Slo 

= -K d grad p + d I a . .9.. 
j = 1 J J 

(1,'29)7 81
= 81m + s (S1M 

81m )

(1.29)8 8
2

= 1 s1

(1.29)9 P· = 

J. 
p - (. + (-1)]. 

pc/2) PCM J. = 1, 2. 

2 
(1.29 ) 10 U· = 

�o 
- (-1)]. (r + l b- .9.. ) J. = 1,2 

-J.
j ;.Q 

J J 

Las nuevas funciones$, b
0

, b1, b2, .9.1, .9.2, a, Y, d,

Y1, Y2, están definidas en el anexo C. En el anexo D

se da una interpretación física de estas funciones así 

como formas típicas de algunas de ellas. 

Las ecuaciones (1.29)3,4 forman una familia de e­

cuaciones de evolución no lineales de difusión (r)- con 

vección (' b 9..) EJ término de difusión es degene-
j;O j j .

rado pues!:= 2. cuando S = O y S = 1 (ver C.8) y la fi­

gura D.5). El término de convección es no lineal y no 

necesariamente monótono (b
0 

es monótona creciente, pero 
b1 y b2 no lo son, ver las figuras D.1, D.2, y D.6).

Las ecuaciones (1.29)5,6 forman una familia de e­
cuaciones elípticas en P. 



-22-

(1.29)3,4 y (1.29)5,6 no están desacopladas: 9,o
aparece en (1.29)3 y S en (1.29)G, ya que d, y1 y y2
dependen de dicha variable . 

. 4) Las Condiciones de Contor�o 

.4.1 Introducción 

Una vez solucionadas las ecuaciones (1.29)3 a 

(1.29)6 podemos determinar todas las demás variables 

del modelo. De esta forma sólo debemos preocuparnos de 

establecer condiciones de contorno para estas ecuacio­

nes es decir, debemos caracterizar el comportamiento de 

P, 9,o, � y S sobre la frontera

Tenemos dos tipos de condiciones. Unas prescriben 

valores de la presión o de la saturación, las otras pre� 

criben flujos. Aunque aparentemente estas condiciones 

independientes, no lo son siempre, como en el caso del 

"efecto de extremidad 11

, Marle (1), pág. 80-81, que ana­

lizaremos más adelante . 

. 4.2 Condiciones sobre las Presiones 

Aquí consideraremos solo las condiciones de Dirich 

let, las condiciones de Neumann, para las presiones son 

condiciones sobre las velocidades de agua y de petróleo 

Y pueden traducirse en condiciones sobre r y�' como
veremos en la siguiente sección. 
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Supongamos que vamos a establecer una condición de 

Dirichlet sobre los pozos de inyección 1, 2, ... , l' .S. 1 

y sobre los pozos de producción 1+1, 1+2, ... K' < K. 

Procediendo en forma análoga al caso del modelo monofá­

sico obtenemos: 

(1.30)1 P· = 
Pei sobre rD l 

X [O, T] l = 1, 2. 

l' k' 
(1.30)2 rD

= r lD u ( u r .) u ( u r . )
. 1 l i=l+1 1= 

Si, por otra parte, quisiéramos imponer una condi­

ción de este tipo a la presión global P basta ver 

(C.16) y (C.19) para darse cuenta de que es necesario 

disponer de una condición de Dirichlet para S, en  este 

caso tendríamos: 

( 1. 31) sobre f D x [O, T]

donde P se halla usando (C.16), (C.19), (1.30)1 y lase 
condiciones sobre S que veremos más adelante . 

. 4. 3) Condiciones sobre las Velocidades 

Las condiciones sobre los flujos de agua y de pe­
tróleo se construyen de igual forma que en el caso mono 

fásico: 

(1. 32)1 

(1. 32)2 

ui . n

= 

= Q. sobre
l 

rN x Jo, T[ 1 = 1,2. 
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Teniendo en cuenta (C.13) y (C.23), cambiarnos (1.32) a: 

(1. 33)1 

(1.33)2 

De esta forma, hemos cambiado las condiciones so­

bre las velocidades de filtración �1 y u2 por condicio­

nes sobre la velocidad media 9.o y una condición sobre S

(ya que r, b
0

, b1 y b2 dependen de S). Esto muestra

que las condiciones sobre la saturación y las condicio­

nes sobre las velocidades están íntimamente ligadas. 

Por ejemplo, si S = 1, (1.33)2 afirma que Q2 � O, si

S = O esta misma ecuación se reduce a Q1 = O.

Aún más, cuando los fluídos fluyen simultáneamente 

por una región de la frontera, l.as presiones de ambos 

son iguales, por lo que tenemos S = 1, ver (1.7) y la 

figura 1.2. De manera que debe cumplirse: 

( 1. 34) Si S < 1 entonces - O
" n - O�1 . n - o u2 . -

.4.4) Condiciones sobre la Saturación 

Definamos: 

(1.35)1 r = { X E r: Slo . n < o} ' es la frontera de
. ,, inyeccion. 

(1.35)2 r+ = {x E r: 9.o . n > o } ) es la frontera de 
producción. 



(1.36)1 

Condiciones sobre r�

s = s 
e 

sobre f x JO, T[ 
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No para cualquier función Se' (1.36) es compatible

con (1.34). Si Se no fuera idénticamente 1 deberíamos

poner Q1 ó Q2 = O sobre r_; en cambio si Se = 1 (1.34)

ya no impone restricciones sobre Q1 y Q2, pero (1.33)2

sí lo hace, en este caso debemos tener Q2 = O.

Condiciones sobre r+ 

Asumiendo que inicialmente por r+ solo fluye petr�

leo, la condición es Q1 = O. Esta condición no es váli

da indefinidamente ya que tarde o temprano el agua emp� 

zará a fluir por r+. En este caso la condición debe 

ser S = 1. En ambas etapas las condiciones son compati 

bles con (1.33)2 y (1.34). La condición resultante es 

una condición unilateral: 

(1. 36)2 
�1 

. n > o' s < 1' (1-S) (u1 . n) = o

sobre r+ X ]O, T[

gracias a esta condición obtenemos una definición prec;!;_ 
sa del tiempo de ruptura, TR:

(1.37) 

t E JO, T[ 

.5) La Condición Inicial 

Sólo para S existe condición inicial ya que P(t) 
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cumple una ecuación elíptica, ver las ecuaciones (1.29)5, 

(1.29)6: 

(1.38) S ( �' 0) = S (X) V X E: ílo 

.6) El Problema de Valor Inicial y de Contorno 

para P y S 

De esta manera el modelo obtenido consta de las e­

cuaciones (1.29), las condiciones de contorno (1.31), 

(1.33), (1.36) y la condición inicial (1. 38). Solucio­

nando las ecuaciones (1.29)3 a (1,29)6 obtenemos todas 

las variables del modelo. Lamentablemente estas ecua­

ciones están acopladas (en el caso e;eneral), esto hace 

más difícil hallar su solución. 

Resultados relativos a la existencia y unicidad de 

la solución pueden encontrarse en Chavent ( 3). 



2. El modelo Bifásico Unidimensional

2.1 Planteo de Modelo 

.1) Introducción 

-27-

Obtendremos este modelo particularizando lo hecho 

en 1.5). Además de las suposiciones hechas en esa sec-
. , . 

c1on asumiremos que: 

El medio es homogéneo. (2.1)1 

(2.1)2 La influencia de la gravedad es despreciable, 

ya que los movimientos de los fluídos son ho­

rizontales. 

este modelo simula las experiencias de laboratorio lle­

vadas a cabo sobre muestras cilíndricas obtenidas duran 

te la perforación de los pozos. Ver Chavent (3), (s). 

Las dimensiones de estos cilindros permiten asumir que 

el movimiento es undimensional . 

. 2) Notación 

Usamos la 

misma notación 

que en el capí 

tulo 1, con las 

siguientes par 

ticularizacio­

nes: 

09ua 

o 

0900 

X 

L 

figura 2.1 



(2.2)1 ]O, L( 

(2.2)2 {O} 

(2.2)3 {L} 

.3) Las Ecuaciones Diferenciales 
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Teniendo en cuenta (2.1), las ecuaciones (1.29) se 

convierten en: 

(2. 3)1 l1 . = 

J. 
constante J. = 1,2 

(2. 3)2 p. =

J.
constante J. = 1,2 

(2.3)3 et> 
os 

+ 
a 

(r + bo qo) o 
fi ox 

= 

(2. 3)4 -K PCM 
a

r = -aax 

(2.3)5 a 
o ax q 

(2.3)6 -K d a
p qo ax 

(2.3)7 s1
- s 1m 

+ s (S1M 
81m )

(2.3 ) 8 0
= 1 81L.)2

(2.3)9 p (y 
J. pc/2) PCM;

1,2 P· = + ( -· 1) J. =

(2.3 ) 10 C'.1 (-1)
). bo)

J. 1,2. U· = -
qo 

- (-1) r J. =

Obsérvese que en este caso las ecuaciones (2.3 ) 3,4 y 

(2.3)5,6 están desacopladas de manera que basta cono­

cer S para poder determinar todas las edemás variables 

del modelo. 
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.4) Las Condiciones de Contorno 

Denotemos que 2q(t) la velocidad a que el agua es 

inyectada por re. Las condiciones para la saturación

son: 

(2.4)1 

(2.4)2 

S = 1 sobre r x Jo, T[ e 

o1 � O, S 2 1, (1-S) q>1 = O sobre rs x ]O,T[

donde q>1 es la velocidad de salida de agua por rs:

(2.4)3 11 (-t) = (1 + b
0 

(S(L,t))) �(t) +r(S(L,t)) V te J O,T[

estas condiciones se obtienen directamente de (1.36). 

Las condiciones (1.33) se reducen a: 

( 2. 5) sobre re X Jo' T [

obsirvese que (2.4)1 y (1.33)2 implican Q2 = O.

Finalmente la condición para P puede escribirse 
así: 

(2.6)1 

(2.6)2 

p = p e sobre r s x Jo, T [

obsérvese que mientras t 2 TR debemos usar (C.22)2 con

P2 = Pat' en cambio, cuando TR 2 t debemos usar (C.22)1
con p1 = Pat' sin embargo, en este caso pc(S (L,t )) =

Pc(l) = O, lo que hace coincidir ambas fórmulas en
(2.6)2. 
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.5) El Problema de Valor Inicial y de Contorno 

De esta forma nuestro modelo queda reducido a las 

ecuaciones (2.3), las condiciones de contorno (2,4),

(2.5), (2.6) y la condición inicial (1.38).

Por otra parte (2.3)5 y (2.5), y (2.3)6 y (2.6)2

nos permiten escribir: 

(2. 7) 1 q
0 

(x,t) = q (t) V (x,t) e:Q.

(2. 7)2 P(x ,t) 
L dT 

= pe ( t) + q ( t) ¿ K ( T) d ( s ( T 't) ) ' V- (x, t )e: Q.

esto evidencia el hecho de que basta conocer S p ara ha­

llar las demás variables del modelo. 

2.2 El Problema para S 

.1) Introducción 

En esta sección planteamos el problema de valor i­
nicial y de contorno para S y nos ocupamos de su des­

integración usando una formulación mixta de elementos 
finitos no conformes . 

. 2) Notación 

Hacemos los siguientes cambios en la notación. 

(2.8)1 

(2.8)2 

u =  s
1 

b(u) = b
0 

(S(u)) 
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(2.8)3 

.3) Planteo del Problema 

Teniendo en cuenta (2.8), reescribiremos (2.3)3, 

(2.3)4, (2.4) y (1.38) así: 

(2.9)1 

(2.9)2 

(2.9)3 

(2.9)4 

(2. 9)5 

;i.. dU é) ( ) db 
� é)t + ax r + q t a

x 
(u) = O sobre JO,L [ x] O,T[

é)a 
r = -K ax (u) sobre }O,L(x]O,T[ 

u
e

(t) = u (O,t) = s1M 
V- t E ]O,T[

·1
8

(t) = 11 (L,t) < s
1M' <P

1
(t) _:. O, (1 -us(t))<P1(t)=O

V t E �O, T[ 

i.:(x,O) = u (x) 
() 

V x E]O, L[ 

para formular correctamente el problema para hace falta 

especificar el espacio funcional al cual pertenece, así 

como las condiciones sobre b, a y u que permitan aseguo -
rar la existencia y unicidad de u. Para esto se puede 

leer el artículo de Gagneaux y la bibliografía ahí men­

cionada. 

En el anexo K puede verse una breve nota sobre 

los parámetros asimensionales que surgen en (2.9)1 y 

(2.9)2. 
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La discretización de (2.9) la llevaremos a cabo 

primero buscando subespacios de aproximación cuyos ele­

mentos sean funciones de x solamente, luego buscamos u­

na formulación débil de las ecuaciones y finalmente ob­

tenemos la discretización completa, aproximando el ope-
a 

rador at .

. 4. 2 Notación 

Usaremos la siguiente notación 

(2.10)1 fK 
= f (K 6 t) 

(2.10)2 fK 
f 

K (uh)
h 

(2.10)3 -K lím fK f. = 

-h 

X-+ X .  
l. 

(2.10)4 f:° K 
= lím fK 

+ h 

X-+ X· 
l. 

(2.10)5 fK 
= f (uK)e 

(2.10)6 fK 

s
= f (us)

(2.10)7 K f ( l. ( 
+ K - K fi+1/2

= u. + ui+1))2 l. 
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.4.3 Subespacios aproximantes en Espacio 

Dividamos [O, L J en N intervalos de longitud h = L/N 

y definamos Xi = ih; 1 = 0,1, ... ,N. 

Las ideas que nos guiarán para buscar los subespa­

cios aproximantes son estas: 

(1) Cuando la velocidad de inyección de agua, 2q, 
es alta (ver anexo K) la ecuación (2.9)1 es practicamen 

te una ecuación hiperbólica de primer orden, en este ca 

so pueden aparecer frentes abruptos en la solución. 

(2) Para lograr una buena aproximación a $1 es ne­

cesario tener una buena aproximación a r  (ver (C.23)1). 

(1) indica que u debe s¿r aproximada por funciones

discontinuas en el espacio: 

(2.11)1 11 

(2.11)2 vh 

"' 

= 

ll 11)

{v 

11 ., 

.1 
( . ) t) E

2 
E L (O,L): 

vh IJ t E [o' t J

vi E pl. 
' l = 0,1. .. ,N-1}

] X.' l Xi+1C

(2) y (C.9) indican que debemos usar una aproximación
mixta:

(2.12)1 

(2.12)2 Qh = { V E G ( [ Ü, L ]) : VI

V tE[O,t] 

Pl+1 
E: 

• ' i=0,1, ... ,N-1} 

.4.4)Formulación Débil de (2.9)1 y (2.9)2 

Usaremos el método de Galerkin modificado por Cha-
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vent y Cohen (1) siguiendo las ideas de Lesaint y Ra­

viart ( 1) · 

En el método clásico de Galerkin (2.9)1 se multi­

plica por v E v11 y se integra sobre [O,L], análogamente 

(2.9)2 se multiplica por SE Qh y se integra sobre [O,L]

El problema que se presenta en (2.9)1 es que bh no es d� 

rivable, así que debemos tomar a� bh en el sentido de

las distribuciones: 

L 
J 
o 

v. 

í)bh Vax 

V E vh

N-1
= ¿

i=O 

ri e0 

xi+1 + - } + -
{J � V + (bi-bi)vi +(bN-bN)vN
X
. ox 
l 

( J - E' L + E [)' E > Ü

de modo que (2.9)1 se escribe así: 

N-1 Xi+1 
.l { J (<I> �� h 

1=0 x. 
l 

v. v E v h nt; 0 e J - E , 1 + E [) , E > o

esta ecuación y el hecho de que la información viaJa en 
sentido de crecimiento de x (en el caso hiperbólico, 

a. =  O, (2.9)1 afirma que en JO, L [x Jo, T[ la infor­
mación se propaga paralelamente al vector.(q b' (u), <I>)

proyectamos este vector sobre el eje x y como q b' (u)� O

ver la figura D.1, demostramos lo dicho) sugieren tomar
la siguiente discretización:

xi+1 
J (<I> ��h+�+q(t)�� h)v + q(t) (b:-bi)vi = O
x. 
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v. v � vh

Vté ]O, T[ 

i = O, 1, .•. , N-1.

Finalmente haciend o un par de integraci ones por

p artes obtenem os: 

xi+1 auh
xi+1 arh(2.13)1 f � V +f V + q(t)(bi+l vi+lat ) ax 

x. x. 
l 

� xi+1 + �)b� v. - f bh
= 

l l 

x. ax
l 

l = o' 1, ... ' N-1 

V t t Jo, T[ 

V V E. pl

L Srh
L as (2.13)2 J = J ªh ax 

+ a S(O) - ªs S(L)
K 

o 
e 

V t e: Jo' T[ 

V s e: Qh

(2.13)3 u = 81M
V t e: [o' T]

(2.13)4 u < 81M' <P1h � O, (S1M 
- u ) <P1h

= o V t e:
s = s 

(2.13)5 uh (X, O) = u0 (X) VX e:]O, L[

(2.13)6 cp lh ( t) = ( 1 + b� ( t) ) q ( t) + r ( L, t) Vt e:[O, T]

.4. 5) Discretización total 
a Apr oximamos at de la sigu iente forma:

[O, T] 
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esto hace que obtengamos en (2.13)1 un esquema explíci­

to. Si definimos t = T/N, las ecuaciones semidiscreti 

zadas (2.13) quedan totalmente discretizadas así: 

xi+1 1
(2.14)1 f 4> 6tx.

l 

= 0,1, 

K = O, 1, 

V- V E: 
pl 

L K s (2.14)2 f rh
= 

o 
K 

K = O, 1, 

V s E: Qh 

(2.14)3 u ]( 

P! 
= 81M

(2.14)4 K s1·.1 
u· <

J • 

K = O, 1, 

,) 
u. =

µo n

(2.14)5 

(2.14)6 <l> K 

1h 
= (1 

K = O, 1, 

X. 11.+ 
c{

+
l_ {)v + { 

x. 

arl< 

v + K
cil 

ax q 1 +1
l 

xi+1 
-K + 

_ f bK av)
- b. v. 

l x. h ax 

. . .  ' N-1

. . . ' 
Ñ-1

L K K 

f 
as+ K 

S(O) S ( L) 
ªh a -

ªs 
o 

ax e 

. . . ' Ñ 

K Ñ, = O , 1 , 
. . . , 

K (S1M
u

K
) 

K 

cp1h 
> o ' <P 1h , s 

. . .  ' Ñ 

-K K K + b. N) 
q + r 

hN

. . . , Ñ 

vi+1 -

= o

o 

Dos propiedades importantes de esta discretización 

son:

(1) Es válida tanto para el caso parabólico, que
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modela el proceso de imbibición (difusión) (q = O), co­

mo para el caso hiper bólico (convección) que es la apr� 
ximación de Buckley-Leverett (a= O) . 

(2) Satisface exactamente el balance de masa. Como

µh (X, • ) e S

plirse que 

en JO, L [ 

- q, 1h ( L)) :

L 
f � u 
o 

constante sobre [K 6t, (K+1) 6t[, debe cum­

la cantidad de agua (por ejemplo) acumulada 
K durante ese intervalo debe ser 6t (<t,1h(O) -

K+1 L K N-1 xi+1
( K+1 K)f 4> ¿ f � - u = uh -

h o h i=O � 
x. 

usando (2.14)1 con V - 1, obtenemos:

L L 

f � K+1_ f � K =
o � o � 

= 6t (q,� (0) - q,�h (L)) 

En el anexo E se muestran los cálculos de la dis­

cretización (2.14) para los casos 1 = O, 1 = 1, así co­

mo un algoritmo para su resolución numérica. Termina­

mos dando la versión discreta de (1.37), el tiempo de 

ruptura asociado al problema (2.14), está definido por: 

(2.15) ThR = mín {t = K 6t

t E [0,T] 

Kq,1h -t O}
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2.3 Resultados Numéricos 

.1) Introducción 

En esta sección vamos a analizar los esquemas (E.8) 

y (E.15), y vamos a mos�rar y concretar los resultados 

obtenidos al aplicar estos esquemas a un caso concreto. 

Los esquemas considerados se han obtenido al apli­

car un método de elementos finitos que es no conforme, 

y mixto. Se llama no conforme, ver por ejemplo Oden y 

Reddy (1), pág. 249-257, o Ciarlet (1) y la bibliogra­

fía ahí mencionada, porque la función aproximante, uh
es discontinua en la frontera de los elementos . Se lla 
ma mixto porque usa diferentes aproximaciones para u, 

d . d I e )·Ju uh, y para sus eriva as, en este caso para a u ax' rh.

Ver Oden y Reddy (1), pág. 368. 

Como a u, la solución de (2.9) que es continua se­

gún Gagneux (1), nos aproximamos por funciones disconti 

nuas, la aproximación se llama externa, ya que el espa­
cio de las funciones continuas está incluido en el espª 

cío de funciones que pueden ser discontinuas. 

Las características mencionadas y el hecho que apª 

rezcan funciones no lineales en los esquemas considera­
dos hacen que el estudio de los mismos sea muy complicª 

do. Hay resultados importantes para el caso lineal, so 

bre todo en lo relativo a estimados de errores, pero és 

tos se refieren a métodos de elementos finitos que usan 

aproximaciones internas; ver Odden y Reddy 1 ,  pág. 

390-418, ahí hay resultados para la ecuación de difu­

sión y para la ecuación hiperbólica de primer orden. Por

este motivo no podemos contar con estimados de errores

que permitan conocer la precisión y convergencia de las



-39-

aproximaciones a la solución. 

Con respecto a la estabilidad de (E.8) y (E.15) es 

razonable pensar que, como ocurriría en el caso lineal,

siempre que 6t/h 2 sea suficientemente pequeño los esqu�

mas serán estables. Aunque es de esperar que la condi­

ción de estabilidad para (E.15) sea más fina que la co­

rrespondiente a (E.8), �, al mismo tiempo, la solución 

de (E.15) sea más precisa que la de (E.8) con los mis­

mos valores de los parámetros de discretización. 

Las diferencias entre el caso hiperbólico (a = O) 

y el caso general, y por otra parte, las v ariaciones 

que las soluciones presentan por efecto de un cambio de 

los parámetros de discretización son dos de los puntos 

importantes que estudiaremos a continuación . 

. 2) El Esquema (E.8): 1 = O 

.2.1) Existencia y Unicidad 

Con relación a esta cuestión dos problemas pueden 

aparecer: que la matriz A, (E.8) 2 U, no sea inversible, 

Y que la solución no 0sté contenida en [Sim' S1M] para
algún t = Kót, como a y b no están definidos sino sobre 

K+1 ese intervalo, uh no podría hallarse.

El primer problema desaparece con una sencilla a­
plicación del Teorema de Gershgorin, Dahlquist (1), pág. 
209. Como A es simétrica y real, es diagonalizable y
sus valores propios, A, son reales, la aplicación del
mencionado teorema nos permite afirmar que 1 2 A 2 6,
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es decir: A es inversible. Además, A es una matriz bien

condicionada ya qu e  IAlmáx!IAlmín � 6.

El segundo problema se soluciona si prolongamos b 

y a a todo R. La forma de a ( ver ( 2. 8) 3, (C. 5), (C. 3), 

figuras 1.2 y 1.3) y la de b (ver (2.8)2, (C.8), (C.3) 

y figura (1.3) sugieren que pode mos prolongar amb as fun 
. ., c iones as1: 

(2.16)1 

(2.16)2 

.2.2) El Caso Hiperbólico 

En este caso las ecuaciones (E.8)2 desap arecen y 

las ecuaciones (E.8)1 y (E .8)6 se convierten en: 

(2.17)1 

(2.17)2 

K+1 u. = uK. + 6t K(bK -bK)
1 � q i-1 i 

l = 0,1, ... ,N-1. 

K = 0,1, ... ,Ñ-1. 

K = 0,1, . .. ,Ñ-1. 

Vamos a estudiar algunas propiedades de 
�-

Invarianza de la Monotonía 

Asumamos que u es monótona no creciente, es decir: .. 
o 

(2.17)3 r 

.:, 1M 
K 

= ue > u01 � u02 �

K = 0,1, ... ,Ñ.
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demostraremo s que esta propiedad queda invariante con­

forme K se incrementa, si es que b cumple la siguiente 

condición de Lipchitz:

3 L E IR 

(2.18)1 v x1, x2 e IR: lb<X1 )-bCX2 >1 2 11x1-x21

(2.18)2 
6t 

h 

K "' 

T L < 1; K = O, 1, ..• ,Ñ. 

Procedamo s por inducción sobre K. Si K = O, �.17)3 

afirma que la propiedad se cumple. Supongamos que se 

cumple para K = n, entonces si i < N-1: 

para lograr la primera desigualdad hemo s usado (2.18)1, 

y para la segunda ( 2. 18) 2 y la hipótesis de inducción. 

Prolongación de b 

- K
I Asumamos que ue< s 1M y que u1 < s1M V� E No; va-

K K+� t mos a demostrar que si u1 > ue' entonces u1 � + ue
cuando j + oo. Tornemo s (2.17)1 con 1 = 1: 

ahora, restando u y usando (2.18)1 obtenemos: e 
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K 
uK+1_ u > (1 - 6t !L. L ) (uK

l 
- u)

1 e h ií> e 

K+1
luego u

1 
� ue por (2.18)2. Finalm0nte tomando límite 

en la primera ecuación, teniendo en cuenta que b es coll 

tinua y monótona creciente sobre [s 1 , s1M J y que 
- Kt · t m u

e 
< SlM' obtenemos que u1 J + ue cuando j + oo,

Si ahora tomamos ue = s
1M 

el resultado anterior no

es cierto (ya que, por (2.16)'2, b'(x) = O V x > s1w'
Para que se cumpla, basta prolongar de la siguiente ma­

nera: 

(2.16)2 b Et (IR), b' (x) = O U. X <  Slm'

b' (x) = Q > O v x > s1M·

Crecimiento de uh 

Si (2.17)3 se cumple y tomamos la forma (2.16) de 
/ 

prolongar a y b la forma de variar u". conforme K se 1n-
1

cremente es la siguiente: 

(1) 

(2) 

K K+1< u. < u. 
l l 

u� 

Sl U .  < U · 
1 e' 

K si u. 
l 

> u . 
e' 

l = 0,1, ... ,N-1. 

l = 1,2, ... ,N.

el punto (2) lo acabamos d8 demostrar, para demostrar 
(1) basta tomar (2.13)1 y tener en cuenta e l  resultado
de monotonía.
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El Efecto de Extremidad 

Cuando las ecuaciones (E.8)2 desap�recen (por to­
K

mar a= O) desaparece con ellas la manera de hallar u8
para K = 0,1, ... , K' � ThR/ót, para los instantes res-

K - K 
tantes (E.8)4 afirma que us = s1M. Sobre uh' y por ta�

K K t. . . f . to sobre q,lh' u8 no iene ninguna in luencia. De esta 

forma no se produce ninguna acumulación de agua en el 

extr emo X = L por efecto de la capilaridad ("efecto de 
extremidad 11

), el agua empieza a fluir por ahí no bien
K llega (ya que q,1h i O cuando uN-l > s

1
rn' ver (2.17)2.

Esto era de esperarse puesto que solo rh (ecua.cienes 

(E.8)2) lleva la información de las propiedades de capi 

laridad del medio (ver (C.8) y (C.5)). 

El Tiempo de Ruptura 

La definición de ThR, ( 2. 1 5) , afirma que ThR < T.

Vamos a demostrar que cuando Tes infinito ThR es fini­
to, asumiendo (2.13)3. 

Supongamos lo contrario, entonces ��h = O VKEIN
0 K - K como U

N-1 � slm' (2.17)2 afirma que UN-1 = s1m VKEINO,
(2.17)1 afirma que u�-1 = s1rn V K EINo. De esta forma
demostramos que uK 

= s
1 

V K EIN0 lo que contradice 
(2.17)3. 

e m 

El Frente de Agua 

Tomemos u . = Slm' i = 0,1, ... ,N-1. Queremos mos-oi K K trar que cuando q es grande aparece en uh una dis conti 
nuidad bastante pronunciada que llamaremos el frente de 



agua, 

1u o 

La ecuación (2.17)1 da en este caso: 

6t � 
= 

81m + 2 h et> 

1 = 1, 2, ... ,N-1. 
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o ,, 1 -

Para q suficientemente grande podr1amos tener u� s
1Mo K o 

Es fácil ver que (por ejemplo, par3. q = q K = O, 1, .•• ,N)

esta discontinuidad se propaga a una ve locidad máxima 

de h/6t . 

. 2.3) El Caso General 

Aquí nos limitaremos a señalar algunas variaciones 
cualitativas debidas a l:i introducción de r·; 

Como el término introducido en (E.8)1 representa 

un proceso de difusión se espera que ahora el frente de 

agua esté más suavizado y la esté aún más conforme tran� 
curra el tiern¡,o. Aparece ahora un flujo de petróleo 

por x = O, pero es de una magnitud despreciabl8. Con 

respecto al tiempo de ruptura aparecen dos tendencias o 

puestas: al aumentar la permeabilidad K el agua se des­

plaza a mayor velocidad y esto debe producir que ThR
disminuya, por otra parte ahora sí se produce el efecto 
de extremidad y el agua debe acumularse en X= L hasta 

K -
que u

8 
= s

1rn 
esto hace que ThR aumente. Finalmente la

monotonía no se conserva, e sto es particularmente cier­
to para los puntos (x,t) cercanos a (L, ThR) que es don

de más intense.mente se nota la influencia de rh. 



-45-

.3) El Esguena (E.15): 1 = 1 

Como el esquema es explícito en u11 y en rh' la e­

xistencia y unicidad de la solución de (E.15) quedan es 

tablecidas. Tomamos las prolongaciones de a y b definí 

das por ( 2 . 16 ) . 

A continuación vamos a señalar algunas de las dife 

rencias cualitativas más importantes entre las solucio­

nes de (E.15) y las de (E.8).

En el caso hiperbólico se presenta el mismo fenóme 

no de ausencia del efecto de extremidad que en el caso 

1 = o' sin embargo, la monotonía de la función uh no se 
conserva y uh

� 

81m no Se cumple como vamos a ver en un 
sencillo ejemplo. 

Tomemos ue = s1M, u
0 - s1m. Las ecuaciones (E.15)1 

con a =  O dan el siguie nte resultado: 

+1u o 

-1u1 

+1u. i 

- -

= 

= 

s1m 
+ 8

81m 4 

-1 ui+1 =

ót L 
h 4> 

L'lt �
� 

s 1m i 1, 2 , ... ,N-1. 

vemos que el frente de agua es mucho más empinado que 
en el caso 1 ;  O. Obsérvese que ±.(u+1 + u-1) = S +

2 o 1 1m ót n ° 
+ 2 - .:;¡,__ 

h � 
igual qee cuando l = O. Para velocidades 

de inyección altas el frente se hace sumamente empinado. 
Para los mismos valores de los parámetros este ejemplo 
muestra que el ti0mpo de ruptura para este ca.so e3 nece 
sariamente mayor que el del caso 1 = O, puesto que 
u

+2 - -2 -1 -
i - ui+l = Slm i = 1, 2 , ... , N -1 ya que u1 � Slm' lo

que no ocurre cuando 1 = O. 
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Lo que podemos decir del caso general en relación 

al caso hiperbólico es lo mismo que hemos dicho en 

(2.3.2,3). Por otrQ p2rte es difícil conocer el efecto 

que el hecho de haber usado el método de Simpson para 

integrar (y obtener las ecuaciones locales (E.14)2 en 

vez de integrar exactamente (ecuaciones locales (E .14) 1 2) 

Puede tener sobre�.n 

.4) Los datos 

Los datos para resol ver el esquema (E. 8) o el (E.15) 

han sido extraídos de los artículos de Lemonier [1 J y 

de Chavent y Cohen [ 1], para poder comparar los resulta 

dos obtenidos. 

Las funciones P
e

' K 
1

, K ? se muestran en la tabla 
r r-

1. 

Los demás datos son: 

T 

N 

N 

n 

Ir 

= 0.156 

= 1,317 milidarcy =

( -8 21. 3) 10 cm 
-4 = 4.629 10 cm/seg

= 1 centipoise 

= 2 centipoisc 

= 0.15 

O. 6 3

= 12 cm
= 1.100 seg. 

= 48 

= 1. 10 O 

= 11 

= 18 2cm 

s 

.15 

. 20 

.25 

. 30 

• 3 5

.40

. 4 5 

.so 

• 5 5

. 60

. 6 3 

( P.:. 

Tabla 1 

000 600 

001 500 

00 2 110 

00 5 32 O 

010 210 

015 180 

030 140 

050 090 

090 050 

140 015 

180 000 

está en 

Pe 

64.00 

28.03 

14.40 

10.69 

8.64 

7. 2 3 

5.82 
4.54 

3.71 

2,69 

0.00 

(10-3)) 



observemos que el caudal de agua 

en este caso, 2 q� = 1 cm /seg. 

ro que hemos tomado h = 0.25 cm 

mos h y 6t mantenimien 

do h/ót constante. (Ha 

remos h = 0.5 cm y h = 

1 cm). 

Además T
0 

denota­
rá el tiempo en que to 

do el petróleo recupe­

rable demoraría en ser 
extraído si suponemos 

una velocidad de sali­

da constante e igual a 

2q, es decir: 

T 
o 

en nuestro caso T0 = 970.58 seg. 

') 

-47-

inyectado por x = o es, 

Por otra parte, es cla 

6t = 1 seg. Variare-

Tabl3. 2 

. 150 0.000 -1. 00

.198 0.026 -0.99

.246 0.060 -0.98

. 2 94 0.083 -0.95

. 34 2 O .100 -0.86

. 390 O. 130 -0.75

. 4 38 0.160 -0.48

.486 0.200 -0.08

.534 0.240 0.42

. 58 2 O. 2 60 0.80

. 6 30 0.290 1. 00

En este caso tenemos, (ver anexo K): 

ª1 = 4.244

ª2 = 0.567

ª3 
= 7.489

estos parámetros corresponden a un caso en que la in­

fluencia del proceso de difusión es bastante pequeña, 
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como puede verse en la figura 2. 4. 

Por otra parte, en la Tabla Nº 3 se puede ver la va 

riación de los parámetros dimensionales Ca1h' a2h' a3h)

(ver anexo K ) con respecto a variaciones en los paráme­

tros de discretización h y f.)t.

Tabla Nº 3: (a1h' ª211' ª3h ) 

h = 1 (2.22, 0.0247, 90 ) 

h = 1/2 (4.44, 0.0247, 180) 
h = 1/4 (8.89, 0.0247, 359) 

. 5) Los Resultados .Numéricos 

En esta sección estudiaremos las soluciones numéri 

cas de los esquemas (E.8) y (E.15), usando los datos 

mostrados en la anterior sección . Se ha usado la IBM 

370-145 del Centro de Cómputo de Petróleos del Perú.

Como ya hemos dicho, nos interesan sobre todo dos

aspectos de las soluciones: 

(1) La variación de la solución uh con respecto a

las variables de discretización �t, h y 1 (En e l  caso 
general a3 'Í O).

(2) Las diferencias entre el caso hiperbólico (a­

p�oximación de Buckley-Leverett) y el caso general (que 

sí considera las fuerzas de capilaridad ) . 

. 5.1) Variación de uh con respecto a (1, h, �t)

Las características de uh cuyas variaciones con
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respecto a (1, h, 6t) queremos observar son:

(1) La forma de la solución, sobre todo la forma

del frente de agua.

(2) El tiempo de ruptura, ThR
' y la fracción recu­

perada hasta entonces, FTR'
(3) La forna de la curva WOR y la de us.

(4) El tiempo que se emplea en la unidad central

de procesamiento, TUCP.

El Frente d� Agua 

K En la figura 2 .2 se muestra uh, (6t) K = 500 seg.,

con las 6 variaciones de los parámetros de discretiza­

c ión ( 1, h, 6 t) .

Tanto para el caso 1 = O como para 1 = 1, es evi­

dente que cuanto más pequeñ� se hace h, el frent� de a­

gua se vuelve más vertical. Es notable el parecido en­

tre los frentes de (1, 1/4, 1) y (1, 1/2, 2 ).

Es también evidente que las discontinuidades de 

uh cuando 1 ;  1 son mucho menores que las obtenidas 
cuando 1 = O. 

ThR y FTR Tabla N º 4 (T
hR' 

FTR)

En la tabla h = 1/4 h = 1/2 h ; 1 

Nº 4, se muestran 
los resultados. 1 = o (906,0.93) (890,0.92) (864,0.89) 

Observamos corno 
1 1 (923,0.95) (922,0.95) (920,0.95) 

(ThR' 
FTR) prácti_

camente no cambian 
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con h en el caso 1 = 1, a diferencia de lo que ocurre 

con es tos valores en el caso 1 = O. 

Como era de esperar se ha obtenido que ThR < T
0.

Obsérvese que cuando el agua empieza a salir práctica­

mente queda m�y poco del volumen recuperable de petró­

leo recuperable en el núc leo (::: 5%). 

TUCP 

En la tabla 

Nº 5 se muestran, 

para los distin-

tos valores de 

los parámetros 

de disc retiza-

Tabla N º 5: (TUCP , TI)

h = 1/4 h = 1/2 h = 1 

1 = O (94.5,0.9 7) (28.1,0.57) ( 8.6,0.72) 

1 = 1 (180.9,0.93) (52.3,0.27) (15.3,0.3 1) 

ción el tiempo TUCP en segundo y TI, que se obtiene di­

vidiendo TUCP entre el número de incógnitas. (2N + 1 si 
1 = O; 4N + 1, si 1 = 1) . 

A pesar de que para h fijo TUCP es mayor cu ando 

1 = 1 le que era de esperarse, TI es menor , notablemen­
te cuando h = 1/ 2, 1. (Podemos considerar a 'l'I como me 

dida de la eficiencia del esquema ). 

Por otra parte si comparamos el TUCP empleado por 

los distintos esquemas cu ando poseen el mismo número de 
1 1 1incógnitas: 1 = O, h = 
4 y 1 = 1, h = 2

, y 1 = O, h = 
2

Y 1 = 1, h = 1; obtenemos que el tiempo se reduce en un 
45% en ambos casos (y al mismo tiempo se obtiene una me 

jor aproximación ). 
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.5.2) El Caso Hiperbólico y el Caso General 

Queremos ver qué variaciones en la solución apare­

cen por efecto de tomar a =  O (a
3

= O) y hacer d�sapar�

cer la influencia de la capilaridad. En la figura 2.4 

están resumidos los resultados. 

Como esperábamos el frente de agua es mucho más 

vertical en el caso hiperbólico. La posición del fren­

te en el caso hiperbólico es prácticamente la misma 

cuando 1 = O que cuando 1 ;  1. Sin embargo, el frente 

es mucho más marcado en el Último caso, esto hace que el 

ThR 
del primero, 881 seg., sea menos que el del segundo

961 seg. Esto hace también que las FTR 
sean bien dis­

tintas: 0.91 en el primer caso, 0.99 en el segundo. O­

tro hecho importante es que el retardo esperado en ThR
por efecto de la di sminución de la permeabilidad, prác­

ticamente no se ha producido en el caso 1 = O, y en ca� 

bio se ha hecho fuertement0 en el otro. Por otra parte, 

la aus¿ncia del efecto de extremidad acorta el ThR' 906

en el caso a
3 

J O, cuando 1 = O. Este hecho no se nota
cuando 1 = 1. Finalmente; los tiempos TUCP no son muy 

distintos de los del caso general: 89.2 seg cuando 1 
1 = O, 160.8 cuando 1 = 1 (ver table Nº 4) . 

. 6) Conclusiones 

(1) Conforme h se hace más pequeño el frente de a­
gua se vuelve más vertical tanto cuando 1 = O como cuan 
do 1 = 1. 

92) La tendencia de uh a cambiar cuando h cambia,
es mucho más marcada cuando 1 = O que cuando 1 = 1. Es 



-52-

to también ocurre con ThR' F
TR' us y WOR.

(3) Con el mismo número de incógnitas, el tiempo

empleado para los cálculos por el esquema (E.15) es un 

55% del usado por el esquema (E.8) y además produce re­

sultados más precisos. 

(4) En el caso hiperbólico, a pesar de que las so­

luciones uh en los casos 1 = O, 1 = 1 son bastante par�
cidas, los tiempos de ruptura y por tanto la forma de 

las funciones �lh y WOR son bastante diferentes.

(5) En el primer caso el ThR es menor que el obte­

nido en el caso general gracias a la ausencia del fenó­
meno de extremidad, en cambio en el segundo caso el ThR
es mayor que el obtenido en el caso general por efecto 

de la reducción de K. (a = O). 

2.4 El Problema de Identificación (Ajuste de Historia) 

.1) Introducción 

Lo que hasta ahora hemos hecho con relación al prQ 
blema de estudiar el proceso breve�ente descrito en 

2.1.1) puede resumirse en dos pasos: 

(1) Hemos encontrado una manera de obtener una bue

na aproximación a la evolución de las diversas v�ria­

bles del proceso mediante un modelo matemático represe� 

tacto por las ecuaciones (2.9). 

(2) Hemos discretizado este modelo para poder cal­
cular aproximaciones numéricas a las variables del mode 
lo (2.9), obteniendo el modelo discreto (2.14). 
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El problema que surge de inmediato es el de la ca­

lidad de las aproximaciones. Para evaluarla sólo conta 

mos con las mediciones que se hacen directamente del fe

nómeno y los resultados numéricos del modelo discretiz� 

do (2.14), de manera que podemos usar un criterio de e­

valuación basado en la siguiente función: 

(2.19 ) J C uh) ;: 11 z
2 

e< uh) 11

donde z son los datos observados, -e (uh) son las predi� 

e iones del modelo C 2. 9) para esos datos, y 11 • 11 es la 

norma qde un espacio que contenga a z y a e (uh). Ver 

la figura 2. 5 

Es claro 

que si las pre 

dicciones del 

modelo son muy 
buenas tendre­

mos que J(uh) 

! o.

Como la deter­
minación de 

los parámetros 

involucrados 
en el modelo 

Proceso Real 
(Satt.rr'ación) 

Modelo (2.9) 
Cu) 

Modelo (2.14) 
(�)

figura 2.5 

-

Observación 
z 

Predicciones 
(�)

(2.14) lleva siempre 

Posible modificarlos 

consigo cie rto margen de error es 

de tal manera que ahora J(uh) sea
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más cercano a O de lo que era antc�s. El problema de e!}_ 

contrar los parámetros que hacen mínimo J( uh) se llama 

el problema de identificación para el modelo (2.14). Ver 

figura 2.6. 

En lo qu·::: sigue vamos a plantear el problema de i­

dentificación para (2.14), lue go vamos a '.)Uscar aproxi­

maciones numéricas a su solución. Usaremos un algorit­
mo de direcciones conjugadas para generar una sucesión 

de parámetros que debe converger a los parámetros que 
minimizan J. 

En nuestro caso consideraremos a a y b los paráme­

tros del modelo (2.14)

stiimción de los 
ámetros Iniciales 

lución de ( 2 • 9)

l_ 

- Cálculo de I 
( ) ----- ¿Es J(uh)

J � 

Reajuste de 
los Paremetros 

e-------J 

figura 2.6 

.2) Planteo del problema 

1 

< E:? 1-. si 

no 

Fin ool ProbleIB. 
de Identificación 

'--�������..__¡ 

Para plantear correctamente un problema de identi­

ficación, ver Chavent (6), es necesario definir: 

(1) La Ecuación de Estado.

(2) El Espacio de Parámetros a y el de Parámetros
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Admisibles ªad' 

(3) Los Operadores de Observación,'(!.

La ecuación de estado en nuestro caso es el conj� 

to de ecuaciones (2. 14). De notaremos ü su solución por 

Como acabamos de decir, los parfunetros que quere­

mos identificar son las funciones a y b. Como a y b 
son funciones continuas monótonas no decrecientes, a es 

siempre positiva, b > -1, y teniendo en cuenta (2.16), 

tomamos: 

(2.20)1 a =
� 1 

( JR) X e
º 

( .II�) 

(2.20) 2 ªad 
= él X ab a. 

(2.20)3 a 
a. = { f e:'8 1 ( IR) f' (u) = o !Ju ifs1m' S1M} '

' f' (u) > o lJu c[S1m' 
8

1M] j

(2.20)4 ªb 
= {fce

0
crR) f' ( u) = o Vu < 81m' 

f' ( u) = tg g > o Vu > 81M'

, f ( u1) > f(u2) Vu1 � u2 E:lS1m' 
S lM]}-

El operador de observación que usaremos está defi­
nido por: 

•
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(2.21)1 e = 
<e1' 

'C2
)

(2.21)2 -el ( u) = u (�_ ) ' X € 10, LI

(2.21)3 'C2 ( u) = cp 
1 ( u) 

es decir, c1 mide la saturación del agua en el punto

del tubo y c 2 el flujo de agua en x = L. 

Por 

(2.22 )1 

(2.22)2 

(2.22)3 

(2 .22)4 

Último, 

J( u) 

H1
= L2 

H
2 

= L2 

falta hacer explícita la forma de 

A
2 

1 
"

2 

11-cl <:!:!)-Z1IIH +

1 

(V
T ls1m' S 1MJ 

)

(V
T ; lo' (X) [ )

2 " 2 
A

2 ll -e2 <:!:!)-Z2 I� 

V -
T -

{o' 6t, 2 6t,
. . . ' 

Ñót} 

J: 

2 

donde A1 y A
2 

han sido introducidos por conveniencia.

De esta manera, nuestro problema de identificación 

puede enunciarse así: 

V a E a 
"

- ad. 
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. 3) Discretización e Identificabilidad 

Para poder solucionar (Id) numéricamente debemos 

discretizarlo. 

Definamos Si = S1m + ih, i = 0, 1 , ... ,n donde

h = CS1M - s
1m

)/n; tomamos los siguientes espacios apro

ximantes: 

(2.23)1 ªah = {fECº ( IR) f'(u) = O

, f I 
1 E P ; Í = 0,1 , ... ,n-1, 

(2. 23)2 f' ( u) = O 

f' (u) = tg g > o \Ju > 5 1M' 

fl E P\ l = 0,1, ... ,n, 

] s . ' 
l 

si+1[
f. < f i + 1;

l = 0,1, ... ,n} 
l -

es claro que ia aproximación es interna, ya que 

(aah x ªbh ) = ªad.he ªad.

figu ra 2.7 

1 u -1

figura 2.8 

S,m 

IJ 
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De esta manera, el problema de identificación dis­

cretizado puede enunciarse así: 

\1 11 

y �h e: ªad.h. 

El problema de conocer si � está cerca de aJ·, y 

si dicha diferencia es estable f'.r•ente a perturbaciones

de los datos, se llama el problema de Identificabilidad. 

Ningún resultado teórico existe en relación a la exis­

tencia de la solución del problema planteado, de manera 

que nos restringiremos a estudiar los resultados numéri 

cos. Sin embar•go, podemos nacer un pequeño análisis 

cualitativo. 

Definamos: 

Qi = {(-x,t) e: Q: uh(x,t)e: ]s
.i

, si+l[}i=0,1, ... ,n-1

es de esperar que la identificabilidad de a�'- (Si),
a* (Si+i) sea mayor cuanto mayor sea la medida de

C(uh(Qi)): si m(C(uh(Qi))) = O (lo que puede ser causa­

do por una discontinuidad de uh) entonces los valores 

de a sobre ]s., sº+A [ no influencian en uh y de esta - l l � 
forma es difícil pensar que puedan ser identificados. 

De esta manera, según los resultados numéricos 2.3), es 
peramos que las partes de a más identificables sean a­

quéllas definidas sobre los inte rvalos [.15, .20) y 

[.45, .63] aproximadamente. 
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En Chavent (6) puede encon trarse algunas definici� 
nes de identificabilidad, así como una revisión de los 

resultados teóricos y numéricos que existen sobre los 

principales tipos de ecuaciones en derivadas parciales. 

El problema (Id)h es un problema de minimización 
sobre un subconjun to convexo de R2n . Sería muy conve­

niente si pudiéramos obten er una expresión para el gra­

diente de J, o �quivalente, para la variación de J, óJ. 
Para poder hacer esto debernos asegurarnos que ouh está

bien definida, este problema lo resolveremos en la sec­

ción 4). En la sección 5) usaremos un Lagrangiano para 
hallar oJ . 

. 4) P�nalización de la Ecuación de Estado 

Para hallar el espacio de variaciones admisibles 
para �h basta tener en cuenta (2.11) (definición de Vh),

(2.12) (definición de Qh) y las condiciones (2.14)3, 
(2.14)4 y (2.14)5. Vemos inmediatamente que la condi­

ción unilateral (2.14)4 no pGrmite una correcta defini­
ción de ó�h·

Para cambiar la condición unilateral por una condi 

ción que permita defin ir o�h seguiremos los siguientes

pasos: 

(1) Hallamos la formulación variacional de (2.14)

( 2 ) Pen alizarnos la desigualdad variacional, rela­

jando la condición us � SlM'
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(3) A partir de esta desigualdad variacional halla

mos el  problema de evolución asociado que es el que bus 

camos. 

Estos mismos pasos pueden realizarse para e l  pro­

blema (2.9), esto simplifica los cálculos y no introdu­

ce alteración alguna en los resultados. 

Paso (1) 

La formulación variacional de (2.9) es: 

"Hallar 

L 
(2.24)1 f q,

o 

u tal que: 

au 
a-f 

L a (v-u)+f(q-61)ax<v-u)+q(t)(v(L) o -u(L,t)).:s_O

V V E: V l'I K, u(. , t) E: V 1\ K·
' V t E: [O, T] 

(2.24)2 V = {v V E: H 1 
(jO,L[), v(o) = 81M } 

(2.24)3 K = {v v(L) .::_ s 1M }

(2.24)4 u(. ,O) = u ( 1) E: [ 81m' 
81MJ 

' 
u o E: v. 

11 

Mostre mos que si u soluciona (2.24) entonces solu­

ciona ( 2. 9). 

Integrando por partes en (2.24)1 obtenemos: 

V ve: V, V te: ]0,T[ 
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Si escogemos v(L) = u(L,t), para t fijo, v-u E H1 

(]O,L[), como C� <]o,T[) es denso en dicho espacio obte 
au a nemos � af + ax 

� 1 = O ctp. Q. Si u es la solución de 
esta ecuación, la desigualdad anterior se convi�rte en: 

�l (L,t) (v(L)-u(L,t)) 2 O VvEV() K, VtE] O,T[ 

cuando u(t, L) = s
1M

, (2.24)3 indica que �
1
(L,t) � O;

cuando u(t, L) < s
1M' neces3.riamente ct,1(L,t) = o. De

esta manera obtenemos la condición unilateral (2.9)4.

La condición ( 2. 9) 3 está contenida en ( 2. 24) 1 y ( 2 .24)2,

(2.24)4 es la condición (2.9)5. Esto demuestra lo di­

cho. 

Paso ( 2) 

Penalicemos ahora la desigualdad variacional. Ob­

servemos cómo gracias a que asumimos que vEK(v(L)2S 1M)'
hemos podido obtener la condicíón unilateral. V amos a 

relajar esta condición al mismo ti empo que introducimos 
un operador de penalización, p E' siguiendo
Cohen ( 1 ) ' tomamos: 

P lvl= 
1 ((v(L) E

de manera p que 
E 

(v) = o 

-

Sl 

- + 3 
S1M) ) 

y solo .,. v(L) Sl 

El problema variacional penalizado es: 

"Hallar uc tal que:

a Chavent y 

< 8 1M'
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+ (q-P'(u ))(v(L)-u (L,t))< O
E E E -

V V E V((2.24)2), u(.,t) E V; \Zte:]ü,Tl 

UE ( , , Ü) = u
0 

( , ) E ls 
1m' s J '

1M 
u E V 

o 

Paso (3)

Sólo nos deSemos ocupar de lo relativo a la c ondi­
ción que reemplazará a ( 2. 9) 4. Ha ciendo lo mismo que en 
el paso (1) ob tenemos: 

(<!>1(1,t)-P�(u
E

))(v(L)-u
E

(L,t)) = O Vv E V,
,IJtE lü,Tl 

\ltE]ü,T[ 

De esta manera, el problema diferencial asocia do a 
(2.25) es el siguiente: 

"Hallar u tal que: 

(2.26)1 

(2.26)2 

(2.26)4 

a a a 
� at u

E + axr + q(t) ax b(u
E

) = O sobre Q

VtE ]O,T[ 

1 -
+ 2 

cp 1 ( L) t) = ! E ( ( UE s ( t) - s 1M) ) Vt E 1 o' T l
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(2.26)5 

Si comparamos (2.9) y (2.26) vemos que la única di 

ferencia está en las condiciones (2.9)4 y (2.26)4. Lo 

mismo ocurre con la ecuación de estado (2.14) y la ecua 

ción de estado penalizada que está formada por ( 2. 14) 1,

2, 3, 5, 6 y la condición 

(2.14)'4 
K 

<P lh = 
- + 2
8

1M
) ) K = 0,1, ... ,Ñ

denotaremos por uh a la solución de esta ecuación.-E 

Es muy fácil modificar el algoritmo que usamos pa­

ra resolver (2.14), ver 1.4) del anexo E, para obtener 

un algoritmo que solucione (2.26). Por otra parte, la 

Única diferencia entre uh y �h está en u� para K > Th:.

K K K K La influencia de u en uh y la de uh en uh es 
S - E -E 

mente la misma, esto es claro si uK�c2 S1M; si
K - K �V por (2.16)1 a.(u ) = a.(S

1M
) = a(u) ver (2.14)2,

exacta-
K -

u > s
1M

,
ES 

e n  este 
ES S K caso (2.14)'4 se usa para hallar u Es muy fácil ver 

ES 

que �h + �h cuando E
+ 

O .

. 5) La Variación de J 

El problema de Identificación sobre el que trabaj� 

mos ahora puede enunciarse así: 
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Observamos que si C(�h) = C(�), es decir: C no involu 

era a u
8

, entonces (Id)
e:
h = (Id)h". 

El espacio de variaciones admisibles para �h' que 

den otaremos por ó�h está c aracterizado de la siguiente 

manera: 

(2.27)1 

(2. 2 7)2

(2.27)3 

ó K 
ve:h = {V

E: 

,v e

,v o

K -K -
, q bN ( v( L )

V, K = 0,1, ... ,Ñ, (por (2.11)), 

= o (por (2.14)3),

= o (por (2.14)5),

1 K - + 
+ órN = -(u -S 1 M) v ,  K=0,1, ... ,Ñ

E S ..... S 

( por ( 2. 12)). 

(por (2.14) '4)}

Ahora vamos a hallar óJ. Para esto i ntroducimos 

el siguie nte Lagrangian o: 

(2.28)1 

(2. 2 8)2 

a(�h'Qh,ah)= J(�e: h'�h) + R1<�h,Qh;�) +

+ R2 (�h ,ph ;�h)

A
2 

T K ;'.; ) 2 +
J( u

E: h '�h) = f (C1(�h)1 L.1 o 

+ A 2 
T K 

- z ) 2f (C2
(�h) 2

2 o 
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+
7i+1 a K K + K {b-K -K - "-K +K_ x

¡
i+1 bK 1- K}}

) d X r h ph q Í + 1 pi� 1 DÍ p Í h dX % X· x. 
l l 

T L r
K 

R ( ) = r { r e hK ,..,1K12 � h ' E..h ' �h t, 

o o 

donde hemos usado la siguiente notación para facilitar 

la esc:-:-itura: 

(2.29) 
Ñ 

- l
K=O

de ( 2. 11) , ( 2, 12) es claro que:

(2.30)1 

(2.30)2 

(2.30)3 

K 

Ph e: vh' K = 0,1, ... ,Ñ

K= = O, 1, .•• , Ñ. 

Es claro que J(u
e:h (ah)) = J(�h(�h), �) de mane­

ra que: 

(2.31) 
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En el caso general tenernos: 

Cuando u€h = �h(�h), ó�€h está dado por (2.27); por o­
tra parte ºRh' en vista de (2.3) está dado por: 

(2.32) 

(2.33)1 

(2.33)2 

aL -;:;-- º�h = o º�h 

K = 0,1, ... ,Ñ 

V ó �h' �h = �h(�h) 

(Ecuación Adjunta) 

( i:cuación de Estado: ( 2. 14))

entonces etendremos de (2.31):

donde Rh es la solución de (2.33)1. Teniendo en cuenta 

(2.28): 

A
2 

T 
(2.34) óJ = 2 f 

o 

K 
(cp1h 

�K ) 
2 

K ó b- +q N 

K 
N-1

+ f (q l 
-K {óbi+1

-K - K +K 
p. 1-ób, p. 7i+1ób� 

clp1, 

o 

T L
+ f <f

o o

i=O 

(-
K K 

;wh óa )
ax h 

1+ l l 

K gK -óa + ó a o o 

-

X ,  
ax 

K G K
)s N 

} ) + 



Inmediatamente obtenemos el gradiente de J, 9J: 

(2.35)1 

(2. 35)2 

(2.35)3 

(2.35)4 

(2.35)5 

[ ó bh ] T = ( ó bh ( S
O 

) , 6 bh ( S 1 ) , . . . , ó bh ( S n ) )
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En el anexo F se ha hecho del cálculo de la Ecua­

ción Adjunta, en el anexo G se particulariza dicha ecu� 

ción a los casos 1 = O, 1 = 1 y en el anexo H se calcu­
la óJ. 

Para resol ver ( Id) h se ha usado un algori trno de di
E 

-

recciones conjugadas de Fletcher y Reeves, descrito en 

el anexo I. 

2.5 Resultados Numéricos 

.1) Introducción 

En esta sección solucionarnos numéricamente (Id)Ehº

Primero vamos a hablar sobre los esquemas numéri­

cos empleados (el esquema (G.4) y el algoritmo de Flet­
cher y Reeves descrito en el anexo I). Un problema de 

gran importancia con respecto al algoritmo citado, es el 
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de determinar el parámetro inicial A 0
, una buena elec­

ción hará posible una rápida convergencia. Las ecuacio 

nes (2.36) dan un criterio que ha dado buenos resulta­

dos. 

Hemos cambiado el valor de la longitud L, reducién 

dola a su cuarta parte. Esto reduce considerablemente 

el TCPU usado. Además, cuando se soluciona (Id)Eh to-
1 

T 
. . mando e C .!:!Eh) 

formación. 

= �h' para t < hR no existe ninguna in-

Finalmente, lo que vamos a hacer es ver qué tan i­

dentificable numéricamente es nuestra función �h· (Es­

to significa, establecer una relación entre la función 

con la que he'llos producido los da.tos "observados", ªh , 
- V 

y la función identificada (por nuestro algoritmo), �id.
Es claro que esta relación no solo depende de la identi
ficabilidad de�' sino también de los parámetros de dis

cretización y del algoritmo �e Fletcher y Reeves usado).

Para hacer estos vamos a observar cómo se va minimizan­

do la funcional J y al mismo tiempo� cómo va cambiando

la función identificada en relación a la verdadera.

A pesar que el programa construido puede tratar de 

identificar ah y bh a la vez hemos creído conveniente 

estudiar la identificación de estas funciones por sepa­

rado. De esta manera, vamos a considerar cuatro pasos, 

ya que cada vez usaremos como observaciones a�� y lue­
go a uEh(�)· (��= �1h (., xN)). 
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.2) Los Esquemas Numéricos 

.2.1) El Esquema (G.4) 

Las ecuaciones (G.4)1 y (G.4)2 ponen en evidencia 

que podemos escribir (G.4) como una ecuación �atricial) 

en diferencias, lineal, de primer orden y de coeficien­

tes variables. Los coeficientes dependen de la función 

�h hallada en (E.15).

Lamentablemente (G.4) y (E.15), no pueden solucio­

narse simultáneamente, lo que disminuiría apreciablemen 

te el TCPU, ya que mientras que K va de O a Ñ en (E .15 ), 

en (G.4) va de Ñ a O. 

Es razonable esperar que los parámetros de discre­

tización con los que (E.15) es estable, sirvan para ga­

rantizar la estabilidad de (G.4). Esto no lo han nega­

do los experimentos realizados. 

Por otra parte, el significado de ph está íntima­

mente ligado a las observaciones C (�h)' como puede 

verse en (G.4)1 y (G.4)4. 

En el caso de tomar A1 = O, o equivalentemente 

C (uEh) = $�, es fácil ver ((G.4)4) que ph = O si y so-
K lo si p

3 
= O. En caso contrario las variaciones de Ps

se "propagarán'' hacia la izquierda en Jo,Ll conforme K 
disminuya. Esto puede verse en las figuras 2.9 y 2.10, 
obsérvese cómo 
(q,1K _ 1K 

)he <Ph ob. 

K (G.4)4 se cumple, comparando Ps y

para Ktit > ThR'
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En caso de tomar A2 = O, o sea 

ph - O si y solo si p� = O y P�+l = 
. l l 

C (�Eh) = UEh(�)'
O. De n o ser así,

las variaciones se propagarán tan to hacia la izquierda 

como hacia la derecha de� (ver (G.3)3), como puede a­

preciarse en las figuras 2.9 y 2.10 . 

. 2.2) El Algoritmo de Fletcher y Reeves 

Este es un algoritmo de direcciones conjugadas wer 

Blum (1). Es de esperar que si tenemos una buena apro ­

ximación de un mínimo local de J, este algoritmo conve� 
ja rápidamente al punto buscado puesto que se m1n1m1za 

la aproximación cuadrática (y estrictamente convexa) de 

J en, a lo sumo , n iteraciones, siendo n en número de 
variables de J 

Como hemos dich o , un punto importante es la elec-

cl.o�n d , o U h h t 1 
· 

, K h e A • na vez ec o es o os sucesivos A se a-

llan usando el algorit mo de dicotomía e in terpolación 

parabólica descrit o en el anexo I. (En el programa he­

m os exigido que lo s pasos (3) y (4) n o se repitan más 

de 4 veces). El criterio usado para elegir :>-
0 está ex­

presado en las siguientes ecuaciones: 

(2.36)1 

(2.36)2 

(2.36)3 

-1 -
A O = ( va.r ( ªh) 11 íJ J 11 e) 9

g E �t (ver tabla N º 9) 

var (�h) es la variación de la función iden ti

ficada ªh' 



(2.36)4 1 1 x 1 1 00 

= · máx 
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La forma de A 0 ha sido dugerida por los pasos (1) 

y (2.2) del algorit mo usado, según estos pasos tenemos 

A 0 = l l\7 �
h

l 1 00 l l\7JI 1� 1 , Finalmente Ges un estimado
de la fracción 1 1 llcxh 1 1 00 

I var ( �) . ( Muy pocas pruebas
han bastado para encontrar valores de�adecuados, como 

se verá más adelante). Cuando identificamos la función 

bh' es  c laro que siempre tendremos var (bh) = 2.

do identificamos ªh' podemos tomar var (cxh) = var

donde �h in. es la aproximación inicial .

. 3) Los Datos 

Cuan-

(a. . ) . n ID, 

Con respecto a los datos usados para resolver 

(E.15), ver (2.3.4), las Gnicas variaciones introduci­
das son las siguientes: 

L = 6 cm 

T = 600 s.:.:g 

Nx = 12 

NT = 300 

Con estos datos tenemos: 

a
1 

= 37.0G, a
2 

= 1,24, a
3 

= 29.96 (ver 2.3.4) 

a1h = 17.76, a2h = 0.0496, a3 = 358. (ver tablaNº 3)
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.4) Los Resultados Numéricos 

En cada uno de los cuatro casos estudiados lo que 

se ha hecho es: 

(1) Hallar un g que logre una alta eficacia del al

goritmo. 

(2) Establecer el múmero de iteraciones al cabo de

las cuales podamos estar seguros de ottener resultados 
satisfactorios. 

Para medir la eficacia del algoritmo en la itera­

ción número i, hemos definido la siguiente función: 

(2.37)1 ef(i) 

(2. 37)2 J. 11-

(2.37)3 TCPU. 

= (J. 
11-

- J.)/(J.
1l 1-

TCPU.) 
l 

l >

es el valor de J antes de efectuarse la 

iteración l.

es el tiempo de CPU que dura la itera-
. .,, cion l.

Denotaremos por (�h' bh) al problema (Id{hen el
que usando corno observación�� querernos identificar bh;

etc .. En lo que sigue, presentamos los resultados obt� 

nidos con los mejores valores de g encontrado, dejarnos 

para 4.3) la discusión de cómo se hallaron dichos valo­
res (ver tabla N e 9). 
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. 4 . 1 ) Minimización de J 

En las tablas 6 , 7 y 8 mostramos la evolución de J, 

TCPU y ef par.a las 5 primeras iteraciones: 

Tabla Nº 6 
Evolución de 

h º iter 1 ( cj>h' bh )
1 ( cj>h' ah) ( uh ( x), bh) ( Uh ( X ) ' Cl.h )

. 7 8 10- 5 .18 10- 5 . 63 10 º .61 10- 1

1 .45 10- 5 .28 10- 6 .40 1 () e, .21 10- 1

2 • 2 9 10- 7 . 13 10- 6 .21 10- 1 .19 10- 1 

3 . 21 10- 7 .11 10- 6 . 62 10- 2 .15 10- 1

. 39 10- 8 .10 10- 6 . 55 10- 2 . O 9 10- 1

5 . 36 10- 8 .10 10 - 6 . 7 6 10- 3 .09 10- 1 

Tabla N º 7 
Evoluci..ón de TCPU (S0g)

hº iter 1 ( (¡)h' bh ) 
1 ( <Ph' ªh ) (uh(.?._{_ ) ' bh) (uh(�)' ªh )

1 98 130 117 137 
2 JB 108 118 72 
3 118 12 5 90 103 
4 146 94 81 89 
s 88 172 119 90 

Tabla N º 8 
(10-3 :C:volución de ef seg-.J.)

hº iter 1 (9h' bh )
1 ($h, ªh ) ( uh ( x), bh) ( uh ( � ) ' a ªh )

1 4. 32 6.48 3.12 4.72 
2 3.63 4.97 a.os 1.33 
3 8.42 1. 2 3 7.84 2.05 
4 5.58 0.97 1. 39 4.49 
5 0.15 0.06 7.25 0.37 
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En la figura 2.7 puede apreciarse las aproximaci2 

nes iniciales: (bh in., ªh in.) usadas, así como las

funciones halladas al cabo de la Sta. iteración: 

(bh id., ªh id.) y las funciones verdaderas: ( bhv, ªhv
).

Tomando J5/Jº (= Jid/Jin en la figura 2.7) se ve 

claramente que el algoritmo minimiza mejor cuando usa-
1 mos e (�eh) = �h'

Por otra part�, las e ficiencias son mejores cuando 

identificamos bh
. Esto es reflejo del hecho que esta­

mos usando una velocidad de inyección alta, lo que hace 

que el proceso de difusión sea despreciable en relación 

al de convección y asíqtenga poca influencia en la solu 
,, 

. .,. cion 

. 1. 2) Identificabilidad Numérica 

Qué grado de identificabilidad podemos lograr al 

resolver (Id)Ch' puede ser observado comparando los e­

jercicios del algoritmo con las variaciones de la fun-· 

ción identificada en relación a la función verdadera. 

Si nuestra funcjón es identificable numéricamente, 

es razonable esperar que dado un alto valor de ef, la 

función identificada esté bastante más cerca de la fun­

ción verdadera de lo que estaba antes de empezar la i­
ter ación. SÍ, por otra parte, dado un alto valor de ef, 

la función identificada no se diferencia mucho de su for 

ma en la iteración anterior, entonces podemos concluir 

que es muy probable que haÍlamos llegado muy cerca del 
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límite de la sucesión generada por nuestro algoritmo. 
Finalmente, si luego de al gunas iteraciones en las que 
ef toma valores altos, ef decae bruscamente (por ejem­

plo, a su décima parte) es muy probable que estemos cer 
ca del límite buscado, o que se necesite un cambio muy 

importante en la dirección conjugada. 

Teniendo en cuenta estos tres tipos de comporta­
miento que llamaremos tipo A, B, C respectivamente, es 
posible obtener una idea clara de la identificabilidad 
numérica en cada uno de los casos considerado. 

Es notable que en las 3 primeras iteraciones en ca 
da uno de los casos, se observe un comportamiento tipo 
A. En el caso (��' bh) se observa un comportamiento ti
po C, en  este caso parece ser que hemos llegado muy ce�
ca del límite buscado. (Comparar con el resultado obte­
nido por Chavent y Cohen (1), para un número mucho ma­
yor de iteraciones). En el caso (��' ah) las iteracio­
nes 4 y 5 son claramente del tipo C, esto indica una ma 
la identificabilidad numérica para ªh' corno era de esp� 
rar. En el caso (uEh(x), bh) tenernos claramente una e­

volución tipo B, y en el caso (uEh(�), ah) tenemos una 
evolución tipo C. 

De esta forma, podernos 
excelente identificabilidad 
[. 4 5, • 6 3] cuando e (�h) = 

[. 40, • 6 3 j cuando e (�h) = 

concluir que bh posee una 

n urnérica sobre l. 15, 
1 �h y sobre l. 15, . 251

u h(x). E - (En términos

• 2 o 1 
u 

de 
saturación reducida estas regiones se escriben así: 

u

la

[ • O O , • 1 O] U [ • 6 3 , 1 • O O] y [ . O O , • 21] U l · 5 2 , 1 • O O] _. En
cambio ªh es nuy poco identificable.
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.4.3) Sobre g y el Número de iteraciones 

Hemos observado que a partir de la Sta. iteración 
la eficiencia ef, decaía notablemente en todos los ca­

sos estudiados y para distintos valores de 8. Es por e 

so que el número máximo de iteraciones lo hemos hecho i 

gual a 5. 

Ahora discutamos lo relativo a 9.

Hemos podido observar el siguiente comport amiento: 

(1) Cuando g es demasiado pequeño puede ocurrir:

(1.1) Que algún A salga negativo, lo que hace ere

cer J y retarda su minimización. 

(1.2) Que los A
K sean muy pequeños y por tanto la

variación de J sea muy lenta. 

(2) Cuando g es demasiado grande ouede ocurrir:

(2.1) Que algún ah i ªad.h
(2.2) Que la variación de J sea muy lenta. 

Los valores de G usados para elaborar las tablas 

Nº 6, 7 y 8 son las que se muestran en la tabla N º 9. 

Los dos primeros valores no requieren mayor comentario; 

en cambio, parece que los dos siguientes son demasiado 

grandes. 

Tabla Nº 9 

Valores de. P 

(uEh (�_)' bh)

42.0 

(uEh (:�)' ah)

4.60 
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En la tabla Nº 10, mostramos la evolución de ef p� 

ra valores más pequeños de G, e n  los casos señalados. 
Ahí puede verse una eficiencia mu y pobre (es decir, el 
caso (1.2)). Además las funciones identificadas están 
bastante léjos de las halladas con los valores de G de 
la tabla N º 9. 

N º iter 

1 
2 
3 
4 
5 

Tabla N º 10 

Evolución de ef (10 3seg-1)

Q = 1. 3 Q = 1.15 

(u h(x),
e: -

2.64 
2.52 
2.31 
0.02 
0.22 

bh) (u
e: h(�_), ah)

5.82 
O. 4 9 
0.64 
0.03 

Para terminar, queremos hacer notar que cuando to­
mamos Q ;  42.0, ocurre el caso (2.1). Lo que se ha he-
cho es tomar con función 
a Proy ( bh id. ) 

' 
donde:

(2. 38)1 Pro y (b) (x) = 

( 2. 38) 2 Proy (b) (x) = 

(2.38) 3 Pro y (b) (x) = 

identificada no a bh id.

b ( x)' lJ. b (x) e: [s1m'

8 1M'
V b (x) > 81M

81m'
11 
T" b (x) < 81m·

sino 

S1Ml 

Como puede verse en la fig. 2.11, esto ha dado muy bue­
nos resultados. 
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.5) Conclusiones 

Teniendo en cuenta los resu ltados expuestos ante­
riormente, podemos conclui r que: 

(1) No es recomendable usar más de 5 iteraciones
en el algoritmo. 

Los valores de 9 de la tabla Nº 9, garantizan una 
buena convergencia del algoritmo, y pueden ser usados 
p�ra casos en que los parámétros adimensionales €

1 
y a2

sean similares a los de 2.5.3). 

(2) La identificabilidad numérica de bh es excele�
te sobre [.15, .20J U [.45,.63j cuando C(�h) = �� y 
sobre [.15,.25] U [.40,.63] cuando C(�h) = u

€
h(�). Es 

razonable esperar que para valores similares de a1 y a2
las regiones de buena identificabilidad numérica para 
bh sean (en términos de saturación residua) [.00,.21] U 
[.52,1.00] y r.00,.10] U [.63,1.00] respectivamente. 

La identificabilidad numérica d€ ªhes bastante in

ferior a la de bh para los valores de a1 y a2 considera
dos, como se esperaba. 
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