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IN T Ro D u e e I o N. 

La teoría de dualidad ie la procramaei6n lineal e& -

•uy im1ortante, por las sicuientés razones:

l.- Es iniuia•leaente la parte central ie la teor!a ie la 

pro�ci6n lineal. 

2.- Es una \ase iaportstnte ,ara la oonstrucei6n áe aleoritmos

. (Eje•�los: El algoritao  si•plex aual.,. el. al.toritmo primal

 iual). 

3.- Las variables duales, tienen intei,,retaciones eoon611icas 

precisas y, 1or �eta raz6n son iniieaiores para la 

planificación eeonóaiea.· 

Este ,xito �e la teoría de •ualidai 
 

de la 1ro&raaaoi6n li -
.

neal, ha siao el aotivo por el cwíl iiferentes autores han 
exteniifo �eta teoría a pro•lema.s no lineales de OJtimizacion 
Mencionamos tnes enfoques importantes. 

1.- La teoría te dualidaa ie Roekafella:r, que perturba un

pro•lema 1ri•al P d� •anera ,recisa, y USA lsta pertur

\aei6n para construir un pro•leaa dual P, � para 
estudiar las pro1iedades del ,ar (P,P�). 

a.- La teoría ie dualidai de Fenchel, se basa en las 

funciones conjU&S,das. 
3.- La teoría de los �roelemas aini:lla»- 6 de punto silla. En el 
presente trabajo se analiz� diferentes aspectos iel tercer 

enfoque, icmde a una funci6n <f: X x Y� R -se asocia un 
pro«rama primal 

P : Min { Su1 r (x,y)1 
x€X: Y€Y 

y un procrua dual 
l? '\ MliX { I nf <f1 (X, y)} 

y(:.Y X€XY 



Para analizar las propiedades del par (P,P�) en especrial 

las relaciones entre P y P�. 

Un problema clave en �ate análisis es el si�ente: 
Bajo que condición, existe al menos un punto (�,y)€ X r"F 

A A * de modo que� es solúci6n de P, y es solución de P , y 

se a.umple: Min Su:, CfJ(�,y) = Max In:ff ({J(y¿,y) ? 

x:eXy€Y 

Este prohlema es equivalente al prohlema de determinar un 
:,unto silla (�·,y) � X x "'f( de ff, esto es uñ punto 
(�,'y) ex X Y, tal que 
Cj) (�,Y) � 9' (i,y) � 1 (:x;,'y), .JI"� �X, y E Y. 

:sn el primer capítulo, hemos definido la funci6n 

e/ : X x Y___,, R cr:onvexa - c.6ncava y luego asociamos a 1 las 
funciones 

M(x) = Sup {(./(�·,y) / Y€ Y} 

m(y) = Inf {1(x,y) / xEX} 
Despu�s hacemos i· = ' :x; E .X? / M( x) < +oo} e 
Y.-= f y 6 Y / m(y)) -oo} que juntos a f"se asocia un progra­
ma primal P : Min f M(x) / x€ i} y un pro�a dual 
P � : M� { a( Y) / Y € Y 1
Para analizar, en primer lucar las prop,iedades de M y m 

tomando en cuenta el concepto de punto silla de $t' y lue­

'º establecemos el teorema de minimax de Kakutani, en �l 

�uál se prueba la existencia de .uri ,unto silla y la icua! 

dad entre el Me.» Minr (x,y) y el Min M� v,'(x,y) p,a:na X' e 
'$4i y XEX '<EX Y€ y 

Y c:om::paotoa y a.-onvexos de Rn, c.on � e.ont:!nua. 

Finalm.ente, hacemos una com1araei6n entre la condic16n g,! 

neraliza.da de Kuhn - Tucker y la condtl..ei.6n cie doainancia. 

En el segundo ea1ítulo, damos a conocer al�e aplicaci,2_ 

nes de la teoría de dualidad de Stoer. 

En primer lugar, hemos <!lemostrado el teorema de Von NeUlllann 

de la teoría de juegos, en el cu-'l hemos estaelecido •••• 



••• estrategias de.jue�o entre dos ju,:adores. 

En see;undo lut;ar, hacemos una interpretaei6n de los mul­

tiplicadores ae Lagran�e, que serán dtil para los mod�­

los econ6micos que a eunt!nuaci6n mencionamos: 

l. Teoría microecron6mica de la empresa de producei6n.

2. Conduco.i6n descentralizada de una empresa.

En el tercer capítulo, se analiza, un teorema �eneral y 

flexible <lle minimax, cu,.ro autor es Simons·. Este incluye 

una serie de teoremas, que fueron in�ados por diferen-­

tes autores, en el tranacurso de los filtimos veinte años, 

entne ellos el c�lebre teorema de minimax: de Sion. 

De este modo el teorema de Siaons· unifica y resume los es

fuerzos de muchos investigadores. 



C A P I T U L O .!

TEORIA DE DUALIDAD DE STOER 

1.1. INTRODUCCI0N 

La te•ría ie iualidaa ie la 1r•cr-amaci,n lineal, es el 

cas• aeael• 1ara las iiferentes teerías •e dualiiai, en el 

ca1i1• ie la eptiaizaei,n matemática. P•r �ata raz,n la re­

su.aiJles a�uí mreveaente. 

O•nsiiereaes el sicuiente ,ar (PL, PL*) ie 1r•craaas line� 

les 11U.tuaaente duales: . t PL : {m1n ex/• - Ax � @, X € Rn } 

PL
,¡;. 

: t Max b t 
y / -O + A t 

y,< ©, y e R• J

PL{respectivaaente PL�] se lla!la pr•�a ,;iaal (respeet! 

vaaente dual]. 

Seas [respectivamente s�J el •••ihie adaieimle ie PL [re! 

pectiva.mente ie PL�]. 

Censiderea•R taa•i'n la funci4n de Lacran«e iel pr•craaa -

¡i,rimal PL: 

·L(x,y) = C
t
x + y

t
(h - Ax)

Definia�s las funci•nes: 

M: Rn � R tJ f +QC>J
+ 

y 

M(x) = Sup{L(x,y) / Y€ R:] 

a(y) = Inf{L( x,y) / X é R:} 
Eviienteaente se cumple: 

a(y) � L(x,y) � NI(x), ...V---(x,y)€Rn x Rlll

+ +

Supf 4(y) / YE R:J�Inf { M(x) / x€ R: J 

An 
f 

n Si R+ = x€ R+ / M(x)(-tt>o} y

Entences PL es equivalente al pr•graaa 

i 



f r- "'n I : ( Min L :M ( x) / :x: f R + } y

PL1 es eq_uivalente al 1r•cra;ma 

11 : Max f •(;y) / Yt a:} 

!'JI AII Para (x,y)€ R+ x R+ se 0U117le

a} M(x)< +M� • - Ax,< e I A�� a.

Si lt - Al: J !). Entenoes M(x) = e \c. P•:r- o•naiiuiente l>L es

equivale:nte a I.

•) a(y)) -N � 
t -C+Ay�O t 

' A y� O

t . . t «. Si A y - e � l!i). En.tenees •(y) = b y. P•r e•nsi¡uiente PL 
es eq,uiva.lente a I�. ¡¡ 

Recerie••s el sicuiente te•reaa ie eJti.stencia. 

f�•r�11a: PL tiene una seluei,n si y s•1• si lnf (PL)> -.. , 

lniioa11•s �•Il sin ie••atraei,n l•e 1rinoi11.les reaulta­
••s •e la tetr!a ie iualiiai ie la 1r•cra-aei,n lin�al. 

l. Si une (e l•a ,r•iruas PL y PL* (res11eotivuent� r J

!�)tiene una seluci,n, ent•noes el •tr• taa•i�n tiene

s•luoi,n.

Si (x,y) es un par «e s•lueitnes ie (PL, PL•), enttn� 

ces 
( t11 A <-" A t"'- /\ � In! PL) =O�� M(x) = L x,y) = • 1 $ a(y) � SuJ(PL)

···················�·····················�·(1.1)

2. Si (�,y) es 1unt• ie silla ae L(x,y) s•)r& Rn x Rª ,
1' /', 

+ + 
ent•nees x es ,,ti•• ,ara PL, 1 es 6)ti•� ,ará 11• 1

se c�1le (1.1).

3. Sea (�,y) S x s*. Ent•ncea el ,ar (�,y) es 61ti.Jlo -
� At Jara (PL, PL) si y solo si y() - Ax) �

"t( t") = X  -O+Ay :::fJ
� * �. a) Si S f f> O:f S 1 'P , ent•nees .PL y PL Tienen al -

•en•s una seluci�n y I:nt'(.PL) ::: ·su.p{PL*)

2' 



lt) Si Inf(PL) = -M, entenoes S * = fi5 

Si Su:,(PL*) = +N, ent•nces S = fi5 

Si S f:. 1 y S • = , , ent•nees Inf'(PL) = -M

Sis•� _, y S = ,, ent•nces Su:,(PL•) = + .. 

e) El easo, ionde S = S ':/:. = , se presenta en realiiai

(vereaos este en un. ejeapl• 11•sterier).

iltservaci6n. 

En el easo 4(a) se cumple 

Min Su:, L(x,y) = Max Inf L(x,y) 

y€R: X€R: 

En el cae• 4(•} se cwa:,le 

Inf Sup L(x,y) 
n •x6R y€R 
+ +

= Sup Inf L(x,y} 
• ny€-R+ x�R

+ 

ecurre el eas•, ienie S • s* = !A 
En �ate case se tiene: 

+N = Inf Sup L(x,y)
n •

x€R+ y€R+

= ± .. 

Dec±••s en este cas•, �ue existe un salte ie iualiiai -­

(en inc].�s: "Duality Gap") ie tallaf'i• +M

Oaia teer!a ie iualiiai en el oaap• ie la eptillisac1,n -

tiene l•s sicuientes as:,ect•s :,rinoi:,ales: 

l. La teer!a ie iualiiai pe:raite e•n•eer aejer la estruc­

tura ie un :,r•ltle11a (:,riaal) ie •ptiaisaci,n.

2. En las a:,licaci•nes, el pr•craaa iual se ieja cenera.1-

aente interpretar e••• un :,r••le•� e•noret• ie e:,tiai­

zaoi,n, estreella.aente li&a•• al pr•"lleaa expreeaie :,er

el :,r•craaa prillal. En ciert• ••••, el :,r•ltleaa iual -

resalta nuev•s aspeet•s iel pr•ltleaa priaa.l.

As! a unpreBleaa de flujes en una rei eerres:,enie un

pr•ltleaa iual, �ue es un pre"lleaa ie peteneiales en -

la aisaa rei.



A ll1ll itr••le:aa te preiuoeiln a e•st• a:!ni•• est4 as•ei� 

i• un ,r•\leaa ie ,reci•s ie e\Uili•ri• ,ara l•s reour. 

s•s ie 1r•iuoc1,n. 

3. La teer!a ie iu.aliiai •freoe cenerallle�te a�reeia•les

ventajas o .. putaeienalea.

El'l auek•s eas•s el pr•craiia dual.tiene una estructura

11.ue facilita su s•luo1,n alc•rítriica, 1 es :,esi)le -­

o•nstruir una s•luci,n iel pre�leaa 1riaa.l, ,artieni•

ie una s•luci,n iel pr••leaa iu.al. Existen ta11\i&n al­

c•ritaea, \Ue reeuelven l•a �r•craaaa �rillal. 1 �\l.al., -

c•nJuntQ.Jlente. As! el alc•rita• sia1lex c•nstruye sel,!

cienes �sicas l1ti:.as tante J$U"8. el ,recraaa lineal -

priaal, e••• para el ,recraaa iual.

1.2. RESULTADOS GENERALES 

Sean E 1 7 espacies lineales t•:,•l'cc•s, ; ,' XC B, -

! ! YC� c•nvex•s y <f : X x Y -:r R.

Definiciln. r se llsaa c•nvexa - olneava, .si:

i) Cf { • , y) es eenvexa, ;ry € Y fije

i. e • Cf ( x1 + ( 1 -A) X2, Y) ( A y?c '1_, 1) + ( 1 ->.) r ( x2, 1)

ii) (x, ., ) es o,ncava, _y/x €X fije

i.e. <f (x, Y¡ + (l -l)y2)� J. f(x,y1) + (1 -}.) f Cx,y2)

T Y l, 1
2 
E. Y, x € x, \\ � ).. f l

Sillilaraente se iefine el cenQeJt• ie una ftlnci,n estric­

ta:aente c•nv..e:xa - o•noava. 

Aseeiaa•a a <f 1as sicuientes fun.oi•�es M(x) y •(y):

M(,:) = Su:, { Cf (x,y) I YE Y} 

a(y) = Inf {1<t,y) / x€X} 

Neta. Si <fes e•nve.xa - cinca-va ,emt•nees Jites e•.n\Texa, a 

es c&ncava 

4 



�eta. M(x) puede temar el valer + .. y a(y} pue•e teaar -
el valer-. .. 

Si X =fx €X/ M(x) ( +Hj t e Y ={Y€Y / •(y)) -MJ , 
aseciaa•s afelpar ae �r•craaas. 

p : Min { M (X) / X € X J , p.: Max {• (y) / y € y J 

P - ,r•craiaa 11riaal, P r -· :,r•craaa 41.ual. 
Definici,n. (x,y)€ X X Y es un :,unt• silla «e Y' se•re -

X :x Y, si 
<f(x,y)� '((i,y){'f(x,y),)l'x6X, y�Y •••••••••• (1�2) 

Leaa .. 1. (x,y) €X: X Y es un 1unte silla ie f s•ltre X X Y 
si y s•l• si M(i)� a(y) 

Dea•atraeiln. 
(� )be:�·t1:<¡2} se •»tiene imaeiiataaente <IJ.Ue M(i) � •(y) --
( � ) P•r las aefinici•nes «.e M y • se oua1le eviiente•9!! 

te: 

a(y)� Cf (x,y)� M(x),7xex, yG,Y ••••••• (19 3) 
De este y ie M(i)� a(y), se ••tiene: 

a(j) = <f (x,y) = M{i) 
De eet• y ie(tl)) se ebtiene para x = x e y= y 

cfcx,y).$MCx) = Cf Ci,y), KyeY

a(y) • f (i,y) íf (x,y), Jrx ex

Entences ( i,y) es un ,unte silla ie 'f s••re X x: Y • .1J 

N•i:r, interesen priaer lu.pr, analizar c•niieienes, ,ue -
caranti•an que l•s si¡uientes enunciaaes sean oiert•s. 
a) Si P( res,ectivaa.ente P*) tiene una· s•luci,n, entenceEn

P* (respectivaaente P) taa•i'n tiene selucifn.
i) r tiene un �unt• silla s•bre X X Y

o) Se CUllple:

-.. < Inf { M ( x) / x é X:} = Sup { a( y) / y E Y} ( +••
PROPIEDADES DE a y M 

l. su, a(y) � Inf M(x)

y E Y x€X xfX ye.Y 



.. Est• es c•nsecuencia ae (le 3)

2. Si (i,y) es un punt• silla seere X x Y, ent•nces i es

,,tia• para P, e y es ,,tia• para P� y

M(x) = 'f (x,y) = a(y)

Deaestraci4n.

Se cuaple M(x)í a(y}. De eet• y ie(lJ) se ••tiene

M(x) = <f (x,y) = a(y)

De est• y ae (1). Se deiuoe que:

Sup a(y) � m(y) = M(i) �Inf M(x)� su, a(y)

xeX yéY

Entences Sup a(y) = a(j) = M(x) = Inf M(x)

ye Y x�X

P•r censi&\rlente xfif] es; •pti•• para P[P
1
]. IJ

2.a. Si M(x) � Sup a(y) ( .. , entenoes x es ,,ti•• :,a­

ra P.Este es c•neecuencía «e 

Sup a(y)} M(x) � Inf M(x) � Sup a(y) 

Xé:X 

3. Sea (i,y) un punte silla se'�re X x Y, 1 E X, entences -

(a) y (a) sen equivalentes
A 

(a) x es ,,ti•• para P

(a) M{�) = r (x,y)

Deaestrae1,n. 

Per ( 2}. i es ,1ttiae para P y M(x) = Cf. (x,y), entences -

fes ,,ti•• para P si y s•l• si M(2) = M(i) =c/(x,j).IJ 

4. (a),(•) y (e) sen e\uivalentes.

(a). (i,j) es un punte silla ae<f s•are X x Yr.

(lt). M(i:) � a(y).

(e). x es ,,ti•• para P, y es ,,ti•• para P� '11'

M(i) f a(y). 



DeaH1traoi,n. 

(a)� (la) ya se ae••strl en t1. ·1.e•a l. 

(e) =t (l) es eviiente

( a) 'd¡ ( é) es 1a :,r•:,ieia4l 2 IJJ 

,. Seas el o•naunt• ie l•s puntea siila ae� s••re X x Y 

a} Si S f /t, ent•noes S tiene la fer11a:

S:=AxB, ACX, :BCY,' 

•) Para t•i• (x,y) � S ee CllllJtle: 

'((x,y) = Min M(x) = Max a(y) 

x�X y Y 

e) Si f es e•nt:ínu y X, Y a•n cerraies ent•nces A y lS

a•n cerrai•a.

Dea•strac�,n. i) 
Definiaes: 

A =[x€X/3yeY, tal fiUe (x,y)és} y 

:a = { y€ Y/ "t x € X, taJ. 11ue (x,y)€ s} 

A /: ,, B I ,, ]lu.ee'b 1ue S f. ,. 
se A x Jh Si (x,y)€ S entences xE A, YE B , (x,y)€A x l!I: 

Í i Be$� Sean (x
l. 

,y
2

)t A x B eu.ales41uíera 

e••• xl E A :1 yl E: B / (xl , y1 )€ S 

e••• Y2 E. � 3,r2e A/ (x
2 

,y
2

)€ s 

De est• ••teneaes 

(!) 1 2 r/J 1 l � 2 l (/) 2 2 r.lJ. 1 2 
e (x ,Y ) � r (x , y ) � ¡ (x ,y.•.) � r (x ,Y ).f r { x ,Y ) 

(/) 1 2 W 2 l. (b l l. (t} 2 2 
r (x ,Y) =r (x ,Y) =r.Cx ,Y) =�(x ,Y)

1<x
l

,y),5. cf<x
l

,y
l

) =f(x
l

,y
2

} ='f<x
2

,y
2

)�c/(x,y
2) 

)r(x,y) € X X Y 
1 2 Ptr censicuiente (x ,Y )E s. D 

7 



e) Bs una c•nseeueneia ie 2. • 

e) Sean aJHra x, Y cerra«es, YJ cent:lnua en X, Y

eviientemente si (i,y}€S ent•nces s� oua,1e

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (l-�4) 
Las funoienes Cf ( x), y€ Y sen e•nt.ú.tu.as en X, en-­

y 
tences M(x) = su,<(J (x) ea inferiel'llente o•nt!nua 

y 
.yf.Y

en X. P•r c•nsi0,tiente A es cerra••· 
Las :funci•nes fO (Y') , x E. X sen cent!nu.as en Y, en -X 

tences li(y} = Inf f x(y) es su:,eri•raenteue:antínua

xEX 

en Yr. P•r c•nsi.ruient& .! es cerra••. 111 

Cae• Es,eeia1. Sean. X, Y c•nvex•s y (f: X x Y.·� R 

oenvexa - c,neava, enténoes M(•l es c•nvexa [ c,nca-
r,J r., 

va]. Es taa•iln ficil v.er iue r, Y s•n cenvex•s· 

{�)ia,lica �ue A y B s•n c•nvex•s. 

De aC!)ueri• cen el análisis -,rece·«ente, es iecisi ve, 

iis,•ner ie c•niici•nes �ue carantizan �ue SI 11. 

Bn 1• �ue siiue E y P serán es,aoi•s n•raa.ies ie ii•en--­

siln finita a pesar ce que al,;uzt$S resultai•a �ue ••ten-­

ire••e sen eiert•s �ara es�aei•s neraai•s �eneral�s. 

1.3. TEOREMA DE MINIMAX DE KAKUTANI 

Sean , f. X CRn , ,, � y1c Rnc•nvexee y 0••1aot�s,: 

cf: X x Y-, R cenvexa -. c,neava y oent!nua, entences f

tiene al •enes un punt, silla (i,y) y se cua1le 

•(y);:: '{J (i,y) = M(i) 
Para su «ea•straot,n harea•s us• «el sicuiente leaa 

Leaa 2. Si el te,rema (e aini:max tle Kakutáni es válii• •• 

8 



• • :,ara el Qae•, ••n•e 'f: X x Y -t R es estrietaaente
eenvexa - c,neava, entences es cenera.laente váliie.
Dea•straei,n.

Sea '/>: XxY'� R cenvexa - c,ncava. Entences

cff. (x,y¡) = <f'<x,y) +é (fx( 2 - fy/ 2 ) es estrictuente cen­
vexa - olnoava, ;r'é} QJ. 

Sea Mé{x) = Max <fe (x,y) , aé(y) = Jlin re (x,y)

y€ y XE.X 

M , •e : X�R sen oemtinuas y t-•llil.n su •ini•• en X 
a , • t : Y�� R ta.J&aien s•n c•ntinuas y teaan su aaxiae en 
Y. 

Sean M = Min M(x)

x€X 
• = Max •(y)

yEYí 
o( J/h.Max f x / 2 

X e_z 

, Mt ::. Min Mt(x) 

• 

xe.X 
•t:::: Max •t(y) 

7E.1!. 
P = Maxl:r.l2

yEYl 
Entences se eU11plen las eatiaacienes:

f(x,y) -E.(<{+�)� <fécx,Yf)� cf<x,t,) +€ (o< +I ),i<x,y)Eh'l' 
entences 

M(x) - E (ol � � )� Max Cfé (x,y) = .ME. (x)� M(x) +!(ol +I ) ,� x�X 
�f. y 

entences f M - •
e. 

lf E ( t>l + f ) ....................•. (l!,,) 
Siaila:naente se ••tiene: 

f• - •tf�e<�+� > •••••••••••••••••••••• ,1�J> 
per ki:,•t:.esis se eUJlple )l"é'/ 9 :· •¿ =: •e.

De este, (1.5) y (1.6} se elttiene 

@i Jm-al == 1 M-Me. + •t- • J� / M-Me / +J •
i 

... ;/ $ 2l(ci+, >, ;re>-•

Entences M = • 
Si M = M(x), • � a(y), ent•no�s ie aoueri• een el leaa i 

(i,yJ es un ,unte silla «e<f s•ltre X x Y y 



.• M(x) = m(y) = f'·(x,y). 11

Falta ieaestrar �ue el teereaa ie ainiaax es válii• en el 

case «ende</ es-estricta.a.ente cenvexa- c,neava. 

Eleciaes (i,y)E X x Y, tal �ue: 

M lti(M(i:) = Max </(x,y) = <fJ (i,y) 

yf-Y

�(x, .) es estrietaaente c,neava, entenees 

<f Ci., y) < 01< x, y) , j¡,, y e Y, y ¡, y . 

Per eensicuiente se cuaple 

<x,yJtJ2.= { <x,y) ;<f<x,y)< 07rx,y>}, Kye Y -f Y�··· 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ••••••••••••••..••• (1.7) 

Mestrareaes C!{ue (x,y)/.Jl , V xEX---fxf 
· Entences se euaplirá

et (i.,y) � </ (x,y)� cp (x,y), %x �x. y€. y y (i,y) se­

rá un punte 'silla ae </ sebre X x Y, cen este queiari ie--

11,strai• el teereaa ae minima.x.

Supenp.aes t4.ue existe x>/:.1 x cen ( x"'/y )E.fl.., e••• e/ es centi 

nua entences existe una vecindad aaierta U ie y cen 
�x��x U 4-ft

Para teie y€ U la funci,n yJ (.,y) es estricta.menté oenve:,a:;i. 

en el sep.ent• [ (x"'"
,y), (x,y)J 

Entences J/- ye U,).€ [0,1) se euaple 

�0.x + (1-A)Xll' ,y)� A fcx,y) + {-1-A)f (x*,y)( •yt7(x,y) 
••••• • •• • • • • • · • • • • •• · • • • ••. , •••.•.•.•••••••••• (1.8) 

Enttnces <x,xirJ-x uc.52. 

•••

�i\ x(Y - u)es ooa_paot• y _p•r (1.7) centenid• ensi .En­

tences existe t > @, tal e¡ue 

Max e() (�,y) = <f (x,y) - B

Y€Y - U 

a ••• res uniferaemente eentínua en X X y entences existe 
Ó, @ ( d � l x, � - x l , ta1 que. • • • 

io 



••• Jr YE Y - U, Jf x een · I x - if�c/ se oWlple 

cf Cx,y)( (/J (x,y) + f-/2<cf(x,y) - E/2 ••••••••••••• (1.9) 
Si X = X + Ó(x� .,. x}' ent•nces 'xE. < x, X� J 

{x•- xf 
(V 

y cie (1.8), (l. 9) e'�tene••e x x yc,.n 

0••$ Y es oea_pact•, ebtenemee ie este 

M(x) = Y.axf('i_,y)(�(i,y} = M

yeY 

L• que oentraiice a la iefiJlieiln ie M. Bn.tenees 

(x,y)i.Jl... X"'xe X, x ¡6 x. IJ 

Neta. Bl. te•re11&. p�eceiente n• s•l0 es ciert• en espacies 

ie iiaensiln finita, ya �ue taa�i,n es vttlii• en espaei•s 

ntraai•s «enera.les. 

Recerie••s \ue (Sin restrieeieaes para. X, Y,<(J) (x,i) es 

un punte silla ie}Psi y sel• s. M(i��•(y) ••••••• (1.10) 

(1.10) es suficiente para que x sea una seluci,n ie P e  -

y una seluci,n ie P*. 

Ptieaea escriltir (1.10) e••• M(i) f f<x,j), »' x€ X •••••• 

..•.....•..............••.••••.•.•.••........•.•• (1.11) 

Llaaaaes a (1.11) la ceniioi,n ceneralisaia ie Kuhn -

Tucker. 

Si ne existe y€ Y o•n •(y) = Sup •(y} entences se cua:,1e 

YéY 
el sicuiente criteri• de •ptimiiai� 

Si M(x) = SuP. a(y) ( .. ,••••••••••••••••••••••••(1.12) 
'ljf; y 

�nt•nces i es una seluci,n ie P. 

Se cumple: 11.(y)� f (x,y){ M(x), JrxE X, YE.Y 

(1.12) i•1lica M(i) = su, a(y) � M(tO, Jl'x.€X 

YéY 

H 



Si F : X� R,, f : x--, Rª s•n funci•nes «.adas, consiier.! 

aes allera el pr•crama 

I, Min { F(x) / f(x)�©, x€x} 

Sea Y = Rª ?'Y C/1(�,y) = F(x) + Jt. f(x) la funci,n •e La -
+ T . 

cran«e ci e I •

Es fácil ver, ttue I es e<,.uivalente a P: Min{ M(.x) / x€ x}
Deaestraei,n. 

Sea X E x. De las iefinicienee ie ({) : X X Y_:.., R y M se .... 

tiene: M(x)< +M # f(x)� O� M(x) = F(x). P•r l• tant• 

Pee e\uivalente a I. 

Recerieaes: 

l. En (i,y)EX x Y se cumplen las ceniicienes ie Kuhn -

Tuoker para I, si:

a)r(x,y)·�cf(x,y), Jrxf,X

•><P<x,y) = F(xQ

e) f(x)�©

2. Te•re11a. Si en (i,y) se OUJllplen las cen•ieienes ie Kuhn

- Tucker para I, entenees i es seluci,n �e I.

Deaestrac1,n.

Sea x es un punte aiaisible cual�uiera ie I. Entenees

•e •), a) , y� o, se el>tiene

F(x) =1(x,y)� íf(x,y) = F(x) + y� f(x)í F(x)

Per oensicuiehte x es seluci4n ie I. � 

3. Teereaa. Sea (x,y)t X x Y, entenees en (x,y) se cuaplen

las ceniicienee ae Kuhn - Tucker p�ra I si y eele si -

(i,y) es un punté silla •eP.

Deaestraei,n.

( 9 ) Per (a) se cuaple f (i,y)� tf (x,y), .){- x€ x.

C••• f(i)� @. Se euaple

rf <x,y> = F(x) + Y
t f(x) � F(x> = f"<x,y), Jr Y€ Y 

./ 
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P•r c•nsicuiente 1 (i,y)� rjJ (x,y)' cp (x,y), --Jf' .x€.X 

;s¡, ye.Y. 
( � ) Eviienteaente se eu:a�le (a). 

De••etra.reaea ,rimere que f(x)� © 

Su�•npllH3 q_ue f,:¡Ü}')© �ara e.león j. 
A /\ -

Ele&iaes: y'>,¡ O tal que y. == y., 'JI" i 'f
l. J. 

((} - /\ ) ( !} - ( /1 - t (- ) Ent•noes T(x,y -;(x,y) = y - y) f x � 

= y ..... l,
J 

(ej)
t
f'(i) rs 

== fj(i)7 o. 

Est• c•ntra«ioe a 'f(x,'y} - fJ(x,y),( 9, -:,•r le tant• -

f(i) � o. 

Falta cieaestrar (!ue (f (x,y) = F(iJ, que· ytf(i) = 6 

C••• y 'lo, f(i) � O se CUlll:ple: 

-te- -¿,,.<-> i<j"' y f X) :::: 0 � yj .1 • X = (!), ....., � a
J 

Su1•ncam•a q_ue Jara un j se tenga y .1 0, f .(i} < !l;
J J 

/\ /\. /'- -
Eleci••s: y tal <que y j = o, yk == yk, J/"' k 1- j 

Ent•nces 1 (x;'y) - '(J(x,y) = <9 - y)
tf(i) =

/\ - ) - - (-) :::: (y. - yj f ,(x):::: - y.f. X)©
J J J J 

Est• c•ntra«íce a f(x,y) - 't(i,y),5 ©. Per l• t�nt• 
.. t (-) Y f X :::: O. CJ

C•nsecueneia. Si (x.y) f X :x: Y ea un -,unte silla «.e f, en­

tences x es ,,ti•• Jara I[P] e y es &1ti•• ,ara pK , ••­

servaa•s t¡ue ai I es un ,reirama c•nvex•· Ent•nces -----
c.() : X x Y-t R es c•nvexa - c6ncava y (P 1 P�) · ea un ,ar 

�e 1r•craat.as cenvex•s. 

Recerieaee tamhi�n el si,;u.iente criteri• ie •Jtiaiaa« 

4. Te•re11a. Sea I un pr•�rama cenvex• y i una eeluci,n de

tle I • Si existe un x•e- IntRel(C), tal eiue 
J 

f1(x•)( o, para t•«• i o•n �1(x) = © •••• (1.13)

.t.3 



entences existe un YéY, talque (i,y) es un ,unte si-­

silla le r s•'bre X- X Y. 

Neta. (1.13) se llaaa ceniioi,n ie SLATER.

Si ff1(x) = o, iecjjaes que la fune1,n restriooi,n f1(x)� O

es activa en x.

G\servaci,n. 

l. s1fes cenvexa - o,ncava en X x Y� per• X x Yr' ne es -­

ceapacte, ent•nces pueie suoeier que

+N > Inf{M(x) / xtx} =()Su-,{a(y) / yfYl} =�),._ ...

en este case iecia•s �ue se presenta un" salte ie iua-

liiai " ( en in«].es: "Duali ty Gap") ie tuafft e{ - P •

Presentaaes un ejeaple para el case iende P y P�tienen

al menes una seluci,n, per• denie

Min[M(x) / XEX] > Max[a(y) / Yi:Yi l 
este ejemple fue iai• por Stter [9J 

2 1 Eleciaes X= R , Y.,. R y+ 

</(x,y) = c(�,x2) � �,

ienie c(":J.,x} = Max(-«, -� ), q') 0 • 

, es eenvexa y centinua en R! . Ptr censicuiente, Y' es

2 1 oenvexa - o,noava en R xR.
+ 

Se ouaple eTiienteaente: 
+ ..

M(:xi,x2) = Sup(c(�,x2) + 1X¡) =

Y€ ·Ri 
e( 0,x2)=t

, si �· 

,si :xi=•

••••••••••• • •• • ••••••••.••••••••.••.••••..•••.• (1.14) 

Sr.y ij o, se tiene en censeeuencia: 

<f <x,y))¡c(X¡,x
2
)� -e<. si xi= �

2 
, x

2
) ll>, 

x2



••• ent•nces 

Lia(�("l_ ,x2} + Y'X¡l = Lia (-� + y 5-2 
) = - rx. •

X
,_
_. rt> � ... a, x2 

P•r censicuiente se CUllJle 

a(;r) � lnf [e("¡ ,x2) + aj J: : 
�. �o %.2,).t> l· 

, si Y( O 

, si y� O 

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (1.15) 

De (1.14) y (l.15) se •eiuce que {o}x Res el cenjunt• 

ie s•luei•nes ie P, B es el c&nju.nt• ie s•luci•nes ie
� 

f 
+ 2 P y 4.\ue Min M(x) / xeR+}= 0)-c(= Maxfa(y) / yER} • 

2. Si L(x,y) es la funci,n '11.e Lacran.ce te un precraaa u.­

temat ic•, se 1resentan taa•ien l•s ca s•s

Inf' SuJI L(x,y) = Sup In:f L(XiY) = ! .......... (?.16) .

x�X yey 

Inf Sup L(x,y) = 

XEX y6Y' 

Ejea1l•1:1 

y�Y.' xex 

+ .. , Sup I�f L(x,y) = 

y�Y. xEX 

-M • • . •  (1.17) 

(a) Si et= (1,1,1 •••• )éRn o•nsiierQll.•a el st.(uiente --

:,ar (I,I ). ie pr•.r;ram.as «.uales.

I: Min{etx;otx�o} 

í": Max{ o y / y o:: e , 1io} 

Se tiene �ue Inf'{I) = -.. y su,{I�) = -.. ,

1ueate 1ue el ieaini• adll.isi•le ie r* es vae!e. 

La funci,n ie Lacrance ie I ee L(x,y) = etx � y(©-Otx)= 
t· 

se cuaple 

M(x) = Sup L(x,y,-) == 

y�O 

IrdM(x) = - ..

xERn

*1 e X 

t; n ex,.Jrx€.R 

a(y) = Inff. L{x,y) == Inff. e tx = - " , Jr Y€ R+
xeRn 

xeR
n 

P•r eensicuiente se presenta el cas• (1.1,). 



(a) Censiiere••s ab.era el par ie 1re,;ra:aas lineales --

iuales

I : Min [et x / 0 t x � 1}

I* :f Max { Y' / y 0 = e:, y� O} 

Se eu:a,1e Inf(I) = + .. , su,(I*- ) = -M 

puest• que l•s •••iniea a-.isiales ie a:aaes ,r•cramas 

s•n vaeí•s.

La funci4n ie Lacran&e ie I

L(x,y) 2 etx + y(l - etx) = 

Se el:Ulple: 

es: 
t e X +  7

M(x) = Sup L(x,y) n= +M, ,)f' X E R 

y�9 

lnf' M(x) = +M, 

xtRD

•(y) = Inf L(x,y) = Inf(e tx + y) = -M, Jf'" y� e 

xéR
n

SU}t a(y) = -M

Y> 0

Per censicuiente se presenta aqu! el ease (1.17). En -

�ste case tenea•s un salt• infinit• de iualiiai.

Velvieni• alcas� general. Surce te manera natural la pre 

¡unta aajo que kip,tesis es la eeniiei,n ceneralizaia ie 

Kuhn - Tuoker un eriteri• necesari• ie eptiaiiai?. 

Basantenes en el teerema ,receiente. exicire••s ie t•-­

ias aaneras ttue X e Y sean e•nvexes, ft' sea eenTexa - c·,n­

cava y oent!nua en X x Y. 

Si X e Y sen aiioienalaente oea,actes, entences la res-­

,uesta a la precunta ttreoe•ente es afirmativa. 

Sea x 4ptiaa para P, • es eent!nua y e••• Y es eeapact•, 

P* tiene al �enes una s•luoi,n y. P•r el te•reaa ie Mini­

aax ie Kakutani se cuaple: 

M(x) = a(y) = Sup a(y) � íf (x,y), JrxE C 
y€ 'I

iG 



Sin e••arc•, el te•reaa te Miniaax ie Kakutani tiene un 

un alcanoe liaita•• p•rque en la áay•ría ie les eae•s -­

X e Y ne sen e•a,aotes. 

Rn l• �ue siClle, asuaireaes �ue X e Y ••n oenvexes y ce-­

rraies y que res c•nvexa - o,ncava y cent!nua. 

1,4. LA CONDIOION DB D()MINANCIA. 

Definioi,n: 

a) Deciilés �ue en i €X es ou.apliiarf la oeniici,n ae teai­

nanoia, si existe un eenjunt• c•nTex• y ceapaot• DCY

y un c•njunte e= X(}{x / lx - xf�é} ,e> o, een la -

pr•pieiai sicuiente:

'Jf"'x€C, existe un ye D, tal C!!Ue· �(x,y)) M(i).

•) En y€Y es cuapliiai la eentiei,n ie ieainancia, si -­

existe un cenjunt• cenvexe y oeapaet• e C X y 

D = Yíl [ y / l y - y/�€ f , é > o, c•n la pr•pieiai ei---­
cuiente: 

;r y €D existe utt x-� e, tal cque f/ (x,y) � a(y) 

N•ta. Steer llaaa a la centici,n ie ieainencia (En una f•.,r 

raa un pece iistinta) "B - Pr•perty". 

Ceaparaci,n ie la o•niioi,n ceneralisaia ae Kuhn - Tucker 

o•n la rr•niici,n te iellinanaoia. 

Kuan - Tuckers Existe YEY, tal que t{J (x,y) � M(i), )rxf.L 

Ceniici,n ie ieairumeia: Para x E e, existe un y€ D oen -

Y7 (x,y) � M(x). 

Es evi•ente, · \ue es ds fácil cea,re °Dar ·. . la c•niici,n 

ie •••inancia �ue aver�cuar �ue la ceri«ici,n «enerali�aia 

ie Kulm. - Tucker es satisfecka. 

Sin ea•ar&• en el case� c•nve�- o,ncav• las ies o•niicie 

nes sen e�uivalentes. 

{Y 



.i. Te•reaa {Steer). Sean X, Y eenvex•s y eerrai•s, 

Cj): X x Y-t R c�nvexa - o,noava y oentínu.a, 'i ex, en-
. 

' 

t•nces (a) y(•) s•n equivalentes. 

(a) En x es eu:a.,liia la oeniioi,ñ ie t••inanoia 

("ID) Existe y€Y, tal oiue en (i,y) se oua,1e la cenii­

eiln teneralizaia ·� Kuan - Tucker. 

De••straeiln. 

(a)�(b): Defini••s en o(n] y las funcienes M.[•.J 1•r

M•(x) = Su:, r'(x,y) •
. 

(y) = Inf f (x,y)

�D x€0 

(•.(x) y ••(y) sen eviienteaente o•nt!nuasJ. 

Uaani• la oeniioi,n ie iellinanoia, la oeapaoiiai ie D 

y el te•re•a d.e •iniux e.e Kakutani, •lttene••s -para un. 

x• E O e un y€ D:

M•(x)f M(i) �.M.(x),�x€C 

•e(y) = Max •e(y) = Min M•(x) = M
0

(x•)� M(x) � M•(i)

yt;D x€C 

P•r 0ensicuiente, (i,y) es un ,unte silla ie ,..P selDre 

ex D y se cuaple: 

M(x) ::: M
0

(i) = •,(y) = Jt' (i,t) = Min ft'(x,y) 

XE:C 

En consecuencia, i es un a!niao leoal ie y?(. , y), -

-pueste q_ue C = f JC€ JC / l X - xl,$ e.J, €�e

per• (f (. , y) es oonvexa en X. P•r consicuiente x es -

IÚnia• &'l••al ie 'f(. , y} St•re X.· 

M(x) :: Min f' (x,y) 

x�X 

(•)� �a). Sea a == [x€ X/ l x � ilf?-€] , D-= {jJ , en­

tenoes O y D s•n cenvex•�, e••1actes y se euaple eTi�­

iente!lente M(i) � (x,y),.)l"x€0. P•r censi�ient� en 

x se Cllllitle la c•niioi,ri ie i•aináncia. f) 
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O•serva:mes que la·c•niici,n ie •••inancia en x iaplica 

que x es ,ptiae para P. 

Sería iesea,1e, iispener ie u.na hipltesis ais •'•il -­

�ue la c•niici,n ie •••inancia, �ue junt• een la •,t1-

miiai ie i para P, iaplique la c•niiei4n ie d•ainanoia 

y eén est• la ceniioi,n «eneralizaia ie Kuhn - Tucker. 

En c•neecuencia, buscaa•s una c•niici,n anál,&a a la -

o•niici6n ie reculariiai ie Slater. 

Un paso en ,sta iirecci6n ea el sicuiente teoreaa 

2. Teoreaa. Sean X, Y convexos y ce-raios, 'f: X x Y� R

convexa - c6ncava y sea x 6,tiao para P. Sea el oonjun

t�,-,A == { y / ff <x,y )_ ::: M(i) J no vaeío y acotaio. Enton­

ces en x es satisfecha la coniici6n ie ioainan.eii •.

Deaostraci6n.

Para un é > G e.aio, consiieraaos el conjunto

B = [ y / Cf (x,y) � M("i) -€ J
Coao A( i) = { y / {f( x,y) �M(i), y€ Y} es coapacto,

t.f(x, .) es c6ncava y cont!nua en Y. De acuerio con el

teore11¡1. ie Fenca,1, Bes coapacto.

Sea O = Í x € X / lx - il{cf} Jara un. d> O, entonces y:' es

uniforaeaente cont!nua en O x B, entonces existe ·°'Í_,

G> ( Ó1 � r:f tal que

/ r ( x, y) - f ( i, Y) l � é¡ 2, --J/' x € O íl { x / { x - x [ Í � } = C ,

YY € B. • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ••••• ( 1.18 ) 

Sean ·y€ Y - !, y€A(x)C J, coao res contínua existe -

� €(0,1}, tal f!Ue 

f Oc, �y + (1 -).)y) = M(x) -é = Y'(x,y-) - é, 

):y + (1 -> )y€ ]B •••••••••••••••••• · •••••••••••• (1.19) 

Por (1.18), (1.19) .y la eonc1,viiai ie rf (x, .) se cua-

1le Jll"*x ec:

!9



�(x,y)),, y?'cx,y) -- 8
12 = !fcx,).y + (1-�)y) + E. /2

l f ( x,) y + (1-).)y) � ). Y<x,y) + (l -).) Y, (x,y) 

entonoes f{J (x,y) � YJ (x,y), Yxe o, Yf e A(i), 

X Yf B.

Coao Bes coa,acto, se o•tiene ie esto. 

M(x) = su, (f (x,y) = Max <f (x,y) 

Coao x es 61tiao ,ara P, se cua1le: 

M (X) $° M (X) = Max � (X, y) , ;Jr X G O 

yfB 

Por consicuiente, para toio xé' a, existe un y€ B, tal 

c¡ue (f (x,y) �M(x). 

En consecuencia, en x es satisfecha la con•ioi6n ie io 

ainancia. 11 
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O A P I T U L G !_! 

ALGUNAS APLICACION� DE LA TEORIA DE DUALIDAD DE STOER. 

2.1. Teorema de Miniu.x «e Von Newrann. 

El teoreiaa ie ainimax ie Von neUllalln a siio aotivaio 

por la teoría ie juecos, y es un resu1taio olave ie ,eta 

teoría. 

La teoría ie juegos es un instruJtento auy átil para aoie­

lar y analizar situaoiones de oonflioto, y en particular 

la com,etenoia ie aeroaios. 

Esta teoría se iniei6 con el eetuiio ie los as! llamaios 

Juecos matriciales. 

Un jueco •atricial es caracterizaio por una aatriz 

A�M(a,n) y ios ju«aiores, un jugaior ie fila y un j:ucador 

ie oolwma. 

41.s reclas iel jueco son las sicuientes: 

El jucaior ie fila elice una fila y el jucaior ie ooluana 

elice una eolu:ana ie A. 

En el aoaento cuahio los ios jucaiores hacen su eleooi6n, 

no tienen nil1&'1,llla in:foraaoi6n acerca ie la selecci6n iel 

jucaior opuesto. 

Suponpaos <1ue el ;dupior de fila eli&e la fila "r" y el 

jucador ie aolwma elice la colUJtna "s", Entonees a se-rs 

ri ºla suaa en jue,;o", que el juca,ior de eoluana ie•eri -

entre,;ar al juca4or •e fila. Por tanto, el jucaior «e fi­

la estaní interesaio en un valor -'8 alto posi•le ie a ,re 

aientras �ue el ju&'S,ior ie ooluana prefiere los valores -

-'e •ajos posi•lee «e a • 
rs 

De este aoio aurce el pro&leaa ie estaaleoer estrate¡ias 

ie jueco. 



Si el ju&aior ie fila es cauteloso, entonces eleciri la -

fila con la •aocor coaponente a!niJta, po?'Clue eon ésta es� 

trateC'i-a se asecurará una pnancia «e 

� = Max Min ªij

l.$i�• 1�j$n 

Oualf4.uiera e¡ue eea la elecci6n iel ju«aior ie columna.,U­

sando una estrate&ia eautelosa an.ilo&a, el jucaior ie eo-

1\Dlna, en todos los casos poiri evitar �ue su·j�riiia sea 

aayor �ue 
e= Min Max a .. 

l. J
1.S.j.{11 l�i�• 

O•servam.os que g � c.

Deaostraci6n. 

Sea e = a • Como Min a. j � a1 
, Jf" i, ee cua:,le:rs j i s 

e = Max Min a1 j � Max a. = a � e IJ- is rs 
i j i 

La estratecia cautelosa ie BJ1•os jug�iores se •asa en re� 

liiai en su su:,osioi6n, �ue el jucaior óJuesto tenca la -

teniencia ie no aplicar la estrategia :,receiente. 

Si c < e, entonces la eetrategiEl. cautelosa no es satisfac-
-

toria ,or que no induce al o,onente a,lioar la estrateC'i-a 

cautelosa. En este caso a••os ju,.aiores tenirán la teniea 

cia ie aDanionar la estratecia cautelosa, para auaentar­

su a;ananoia 6 reiucir su p¿riiia. 

Si el aieao jueco se re�ite suoesivaaente, entonces aa•oa 

jugaiorea, alin en el caso, ionie �=a, a•anionan{n ooa­

cionalaente la eatratecia cautelosa, ,ara atvertir al ju­

cator opuesto, �ue no trate ie sacar ve�taja ie la iis10-

sici6n cautelosa te su o,onente. 



Sea A = (a1, a2, ••• ,, aJ!l) y A t = (o¡1, 0\2, ••• , ci.•)

Lae coneideraoionee ,receientes, y otros siailares, nos -

llevan al oonoe,to ie un� estrate(i.& aixta, �onie el j� 

tor te fila eli,:e las filas (j. ¡ •e A con pro •a•iliiaies -

fijas xi 1, (:) y el ju.¡a.tor a.e colUJllla eli&e las eolUJmaB aj 

oon pro•a•iliiaies fijas yj�1© • 

.En consecuencia, ,ara el juca,tor te fila, u.na estratecia 

•ixta ea una variable aleatoF.ia X con valores en

tl, 2, ••• ,•}con la iistri•uei6n
ni,

P(X = i) == X.� o, l � i ! •, L :X. ::: l
. 1 l:l l 

Una estratecia aixta para el ju&aior ie colu.na ea una Y!: 

rialtle aleatoria. Y, con v.alt1í•es en 1, 2, ••• , n con la 

iistri•uci6n � 
P(Y = j) == Y'j� o, l.{ j � n, L yj -== l. 

j::1l 

Definiaos ta.11.ora una varia•le aleatoria, ª
XY 

cuy-os valores 

son las entraias ªij ie A, oon la iistriltuoi6n 

P(�XY 
= a1j) = x1yj, 1� i� •, 1 � j � n.

Inter,retaaos a ªn coao la cananeia tel jueco en •1i caso, 

tonie el jucaior te fila ( oolu.ima1 aplica la estrate&ia 

aixta x(Y).

En ,ate caso, la '8,nancia ee,eraia sen{ 
m. n

E (a
XY

] = r [ ªiJ xiyj = xtAY.
· i::1 .r:.1. 

. 
n. 

Si S = { x € R: / e xi = 1} , T == { 1 € R: / L 1 j = 1 J

t t�i. J�1 
y r (y,x) • Je' Ay, 

. Definiaos M ; T� R, • i s� R :por: 

M(y). Mu {9' (y,x) I x€ sJ , Ji(x):f\l�[Y'cr,x) I y€ ir} '
y consiieraaos el par ie jrocrii,.mas iualea (P, Pi ) 

P: Minlll(y) / yf.T}, p*: Max{ a(x) / xE s}

�3 



K(y) fepresenta la aáxiaa 1�r«iia esperaia del juca«or ie 

eolUll?la, frente a todas las estratecias ,osi\les (el jll&! 

ior ie fila, cuanio aplica la estratecia Y con iistri9U.-­

oi6n y. 

Siailaraente, a(x) es la a!niaa cananiia iel j�ior ie -

fila, frente a toias las estrate&ias del j�aor 01uesto, 

ouanio a1lica la estratetia X eon la «istribuiei6n x. 

Definici6n. Una estrategia aixta Y [ Respecti va.aente X]
tel ju¡ador de colUJll'las [Respectiva.mente ie filas] es 6p­

tiu, si su iistribuici6n y ( Res,ecti vamente x] es una -

soluoi<Sn ie P ( Res:,ecti vaaente «e P * ] .

0�servaoi6n. En ,ata aefinioi6n ie estratecias 61tiaas, -
se asuae �ue aa,os ju¡aioree son extremaiaaente pruientes. 

El jucsi«or ie fila se li•ita a 11axiáizar la ¡tmancia a!­

ni•a es�era•a, •i�ntraa �ue el ju,:aior «e coltlllnB. s&lo «e 
-

sea a1niaizar la ,&riiia aáxilla es1eraña. 

Deaostrareaos aaora un reeultaio auxiliar. 

Leaa. Para toco (y,x} E 

(a) M(y)

(•) •(x) 

t 
= Maxd... ky,

l�k�• 
t = Min ajx

l.t�n 

Deaostración. 

(a) Sea xE S cualquiera,

T ,e S se cu.ple 

t Max �ky t 
= d..ry 

1'k�• 

Entonces x = ªr s, y se 0U111le 
\'Y\. Wl. 

({J(y,x) = xt
Ay = yt

A
tx =LY

t
<X'k��Y

t
d

l'
Í:::� = y

t
C\r=

)(.: J. k:.l 

t t 
i:: e t_A x = Max rJ. ky 

1ikf• 



. t Esto ia:,lica que M(y) = Max o(ky. 

l�k'• 

(b) Sea Min a t
j
x = a tx, y€ T cualq,uiera

s 

Entonces y= e€ T, y se cuaple 
s '\\ t'\. 

(f) t � t t ")l ¡ (y,x) = x Ay = 1.-> y
j
x a

j
� a6x"-' .Y

j 
=

1::! .1r:4 

{/) . t = T (e , x) = Min a.x .
s J 

l(j/n 
t Esto iaplic� que m(x) = Min a
j

x. 1fJ

1� j.(n 

t t . a x = x Ae 
s e 

= 

La funei6n <fJ : T x S � R es eviienteaente convexa - c6nc.! 

va y contínua, aieaás T y S son coapaotos. En consecüeno:im. 

poieaos aplicar el teorema ie ainiaax ie Kakutani.Por oo� 

sicuiente existe al •enos un punto silla (y,x) ··e JO soltre

T x s, y se cuaple: 

M(y) = <f <i,x> = •<x>

El par ie estratec�as (i, i), \Ue oorresponie a un punto 

silla (y,x) ie se llaaa un equili•rio iel �ueco aatri -

cial, port!J.ue X (Respeeti vaaente Y J es una estrategia aix­

ta 6ptiaa para el juca,aor ie fila [Respeetivaaente ie oo­

lUJma] • Aaeaás la p.nancia máxima es:,erada iel jup.ior -

ie fila es icual a la p�riiia aíniaa del jugai,r.r ie colua 

na. 

Resuaiaoe los resultaios ooteniios en el sicuiente teoreaa 

Teoreu. Para tÓia aatriz real A€ M(a,n), el jueco aatri­

cial corres,ondiente tiene al aenos un- e<1uililtrio (Y-• X),

·Y para la 4iistrilluici6n (y,x) «e (Y' f X) se cuaple

Maxot!y = M(y} = XtAY = a(x) = Min a}c·

1-'k'• l� jfn 



2.2. Interpretaei6n e.e loe Multiplieaiores ie Lagrance. 

Oonsiiereaos el pro«raJIB. convexo 

(P): Minf.F(x) / f(x)( o, xecJ, 
Donde f : e� Rª

Sea R( �) = f x t'.C / f(x).$o( l

Definía.os: Q( o<> = Inf { P(x) ! X€ R( o¿>} , Si R( °' > � 16

Q( ()(. ) = +oo , Si R( o( ) = � 

Seas= {o<.eRª/ Q(o<*)( +oo} 

Leaa. Q( o¿ ) es eonvexa en S. 

Deustraei6n. 

l 2 1 1 2 2 J Sean o(. , o( € s, x € R(o( ), x € R(o<. ),;té Co,1 ,

x 3 = >-x 1 + (1 -;\.. )x 2 entonces x 3€ e,

f(x3) l A f(x
1

) + (1 -A )f(x2){ A� 
1 

+ (1 -.J. )O( 2

Puesto ,ue O es convexo y la funci6n fes convexa en e en 

tonces x3 € R(,?\ � 1+ (1 -). �2) 6 A�l + (1 -A )e( 2 € s.

Coao Pes convexa, se o\tiene ie es�o: 

Q().o( l + (1 -,,\ )o( 2)� F(x
3),( � F(x

1) + ( 1 -A )F(x 2),

� x\= R( � 1), x 2
€ R(c< 2)

Esto iaplica que QUc{1 + (1 -A)� 2)íAQ(o/) + (1-;\)Q� 2).,, 

Sea L(x,u) = F(x) + �t
f(x) la funci6n ie Lagra:age ie (P)

. 

AA al. Teorema. Si (x,u) es un punto silla ae L so•re ax R
+

entonces -ti e d Q( 0}. 

Deaostraci6n. 

Sea ol.. € s eual�uiera. 

Si (x,�) es un punto silla ie L, entonees 'u� e,

L(2,,i) = 1.P(�) ,P(x) + �
t
f(x), .V--xfC. 

Ooao .F(�) = Q(O), se o•tiene ie esto, para todo x€R(c<.)c

C a. Q.(O) � F(x) + ut
f(x� � F(x) + ,at� .Esto iapliea -

que Q(@)Í Q( el.) + 1i� 6 . Q(cO � Q(@) - 'tito( , ;v»d.6 S 
Por oonsicuiente -ti'€ �Q( o). I)



2. Teorema. Sea� 6p_tiao ·,ara (P) y - �€ o Q(O}. Entonces
""A) ( ) (x,u es un punto silla ie L x,u .

Deaostraci&n. 

Para toio ol. € R
ª se cumple Q(o( ) + u\{.� Q(0) = F(�) ••• 

•••••••••••• ó ••••••••••••••••• � ••••••••••••••• (2.1)

Eleciaos x € C y poneaos f(x) =d..

Coao x € R( ex ) se Grullple Q( o( ) ( +oo 

Si fUera Q(�) = -oo, entonces (2.1) no fuera cierto -

Por consicuiente Q(� )E R.

De (2.1) se a�iuce: 

F(x) + '{i:tf(x) = F(x) + íl� � Q(<X) + �iiF(�), )I xe c •••
••• ;; •••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (2.2) 

Suponcaaos �ue �
j

( O para alcdn j 
o Eleciaos e( :

d.. = :a { 1 
j 

o 

./\ 
, Si u.( O

J 

, En otro ca.so 
A /\ 0 coao x es aiJ1isible ,ara P • Se euaple x ER(<X ) , y s:e 

oitiene ie ( 2.1) F(�) "¡ F(�) + G\){. 0 
� Q(Ol

º
) + 'Íi

t
o( 

0 
)/

f F(�), lo que es aesurio. Entonces ti� o.
Se ouaple eviienteaente 'titf(�)� o, de (2.2) se obtiene

�tf(;) � O. Entonces �tf(i) = o.

Entonces L(x,G) = F(1) ÍF(x) + �tf(x), ;,-. :ic€C. Por CO_!!

si,;uiente (�,Ü) es un punto silla te L(x,u).�

Nota. Q( o() es convexa en s.entonces .Jro(t S con Q( <X)> -oo 

existen las ierivaias unilaterales

( oQ( o< ) )
o (X j +

, ( 'o Q( oC ) �

º e{ j 1-
Corolario. .. :.,

A /\ 
(a) Sea (x,u) un punto silla ae L(x,u) soe�e ex D. Enton

ces se eua1le: 



'/\ (•) Si O€ Int(S) y u es ieterainaao «e aanera única, en� 

tone es Q( rJ... ) es iif erenoiable en d. = O y 

Og< o>. - - �., )f j- J
o <X j

Deaostraci6n. 

(a) �..1$ .d..2 
i•Jlica que Q(o( 1)� Q(� 

2
), por consiguiente

( OQ(Ol) � o

�<Xj/+
Se eua1le: 

Q(«)�Q(O) -'G�. Entonces Q().ej) - Q(0)�-í1j, ,v;i)0,)l-j

A 

Para " i' O o•teneaos de esto 
( 

�Q{ O)) � - c
j 

o e{ j +

Tambi&n se CUJlJle: 
/\ 

Q{ - e j) - · Q( O) � ,-u j, Jr). ) O, ..Ir j

Q(- e
,j

) - Q(O) � �
j

,.Jr �) O, X j

-). 
Para P. -t O o atenemos ie esto ·

( 
O Q( O) )== 

. �<X j -
-u 

j 

/\ . /"- 1\ 1\ 
(•)Si� es 6ptiao y existe Ulla única u, tal �ue (x,u) -

_es un punto silla ae L(x,u), entonces �orlos teore•as -­

preeetentes Q(o() es iiferen�ia�le eno<' = O y 

'ogco>
V o( j 

:::: -u j , ;r j • 11



2.3. Alcunas Aplicaciones en la Eeonoaía. 

t�l. Teoría Microe0on6aica ie la Ellpresa ie Proiucei6n. 

Consiiereaos una eapresa ie proiucci6n en el c�l para 
• • toio x € R , denonú.n&lllos 

X
+ al t t + M f ti:\} ve.e or con coaponen es, . x1 = ax 

,. 
x1, "' y

X al vector con eoaponentes,

X =  X - X 

X� = -Min { Xi, 0}

De !'llanera. que 

La ea:,reea está 

cci6n Y C R� 

caracterizaia por su conjunto ie proiu 

yE. Y sicnifica: 

Que la eapresa está en posici6n ie proauoir Dienes y+ 

-
mientras consume •ienes y. 

Hao.eaos las si¡uientes 

Hipótesis. 

a) Y: es un conjunto convexo y eerraio con Y? R�.

Esto siD1ifica que es posi•le. ani�uilar toia canti-

e.ai a.e ltienes.

•> re : es un vector a.e precios, ionie IT E Rª

o) a, : es un vector ie recursos iniciales, ionie cE Rª

!! Proaleaa. 

La eapresa iesea obtenl!'r la proiucei&n y E Y, (!ue :,el'II! 

ta aaxiaizar su eeneficio, sin esceier sus recursos i­

niciales. 

Esto nos coniucj al si«uiente :,rograaa aatell4tico {P)

( P) : Min { - rt t y / y € Y, y � -e }

Consiiereaos la funci6n ie Lacrance asociaio al pro� 

lia. mateútico (P)

L(y,u) = - �ty - u
t

(y + o) 

Se cuilple: 
A y es 6:,tiao para P si y solo si /\ . existe u€ R , tal �ue 

+ 



(y", d) es un ,unto silla ie L(y,u.). 
Í\ Inter,retaoi�n ie u: 

Para «. €. R•, aea R(o<. ) = { y f. Y / Y� - e - oC. f

Q( «. ) � Inf { - rt ty / y€ R( «. ) l
- � es un sulacra«-iente «.e Q( ex. ) en o<. = o .•

Para la inter.,retaci6n eoon6•ica, asumimos que Q{�)

es iifereneia\le en <J.= e.

Suponcaaoa �ue o es sustituiio 1or o+).. ej,.A)0,ento�

ces 
( �:

)
) 

: - �j

Bntonees Q() ej) = Q(O) -?.tij + OU)� Q(O) -A �j =

T( ti\ I\ /\ tA � 
= - y -"u

j
.Por consicuiente - Q(Aej)� Tt y +�uf

Uonse.o.aenl!lla ,.f. .Si el recurso j es aru1entado en¡\) o, e!!_. 

tonees para A O aufioienteaente pequeffo la pnancia CP._! 

ee en aproxiaaoi6n lineal en). Qj.

Suponcaaos �ue a la eapresa se le ofrece en el aercaio 

el recurso j al ,recio {Cj + J
j

•

Tiene lra. eapreea inter�s en aic¡uirir la cantiiai� > O d!e 

este recurso al precio T(j + p
j
?

Bl ltenefioio realizaJtle es &nt;onees - Q()ej) -A-'t 

Por la desicua,14ad ie so,orte oateneaos: 

Q(A ej)} Q(O) -)�j= - rr.t9 -A �j 
< t/\ t\

- Q(� ej) , (t y +,,\uf

Oon«ioi6n: - Q{)ej) -�-'j}Q(O) =1tt
9

tA � . ) tA 
- Q().ej) -A,

j 
�rey+ (uj - ,j ;\� lt: Y•

Bntonees la e•presa co•.,rará el artfcuJ.o sol$Ulent&, si 
/' 

uj) Pj•

Conseeu.mcia : Tí
j + �j repreeenta la oota iel 1reeio 



ie'ba.jo ie la eu,1 la e•presa está iispuesta a co•�rar 

el llien j. 
I' Si y

j
) - ºJ' entonces se \ueian en el aercaio alc,.mas

cantiiaies no usaias iel llien j al ,recio rr:
j
. En.ton-­

ces 1t 
j 

� f{
j 

+ �
j

. Por consi,;uierite ;1j = 0.

Si �
j

) o, entonces el precio ie aercaio rr
j 

es aenor -

�ue el precio ie intervenci6n TC
j 

+'ti
j 

y la ooapafiía -

iesea coaprar el artículo j al precio de aercaio �, 

A Si no haoe esto, esto es, si y es 6ptiao, esto ei¡ni-

fica que el artículo j se a«ota. Ea eonseouencia 

Yj = - e
j.

Nota. Si y es 6pti•o y (y,i) es punto silla ie L(y,ti), 
l\t /\ 

entonces u (y+ e)= o.

/\) 
A -) Si u

j O, entonces yj = - e
j

.

"' A 
-) Si y j > - c

j
,. entonces uj 

= e.

2.i.2. Oone.?i.eciinn Descentralizad.a de Una Ellpresa.

Oonsi«ereaos una eapresa, que es iivi•i•a en N centros 

ie proiucci6n. 

Ha•lareaos ie las eapresas n, n = 1, 2, ••• , N. 

Sea Y Ca• el eonjunto tie proiuoci6n ie la eapresa n, n 

y(n) su :,lan ie proiucoi<Sn para un per:íoclo iaio, y -

u (y(n)) el aeneficio, �ue la emp�esa oatiene ie la -n 
,ro•ucci6n y(n)(.y. 

n 

Sea e= (c1, c
2
, ••• , e•

) el vector ie los recursos i­

niciales iel conjunto ie las N eapresas. 

Haceaos las sicuientes 

Hip6tesis. 
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Hip6tesis. 
• • a) Y

n 
es cerraio y convexo, y Yn? R_ , X' n

lt) u : Y � R es c6ncava y superionaente oont:!nua, 
n n 

n = 1, 2, ·,.,, N. 

e) e) 0.

El Pro•leaa. 

La eapresa iesea estaltleeer un plan te producci6n 
A h /\ A ) 
y= (y(l), y(2), ••• , y(N ), �ue es tecnol6«f.oaaente -

realisa•lé, [ 'y(n) €Y, Jf n], d.e aodo q_ue los reour­
n 

sos iispóni•les alcancen, y �ue su ltenefieio total sea 

. máxiao. 

Este proltleaa coniuce al Si&"\l,iente procn,uaa aateaátieo 

(P) • fl 

(P) : Min -� u (y(n))
n, 1 n 

(P) es

y(n)� Y , n = l, 2, ••• , Nn 

L.y.(n)� - e., i = 1, 2, ••• , • n-=l 1 i 

un programa no lineal convexo. 

Su funci6n de Lagran�e es: 

L(y,v) = L(y(l),y{2), ••• , y(N), v) = 

.Ñ N' 

= -I: u (y ) - vt
(� y(n) + e) 

tt� !. n n 
Vhl

Por las hip6tesis a) y e), el programa (P) satisfaci:'-

las coniiciones ie Slater. Por consiguiente se cuaple: 
/\ A A /\ y= (y(l), y(2), ••• , y(N)) es 6ptiao para (F) si y s� 

lo si existe un 1 �R•, tal que (y,�) es un punto silla 
• ie L(y,v) sobre y1 

x Y2 x ••• x YN � R+.

A A 
.. 

Si (y,v) es un punt0 silla ie L(y,v), entonces se cua-

ple en particular 



1't M 
t ti 

= -Í:u (y(n))� _z:;u (y(n)) -'v (¿y(n) + e),
n.-=..l n . rt•i n )1.::1 

,.V"'y(n) é Y , n ::::: 1, 2, ••• , N. n 
At Aquí ,oaeaos 0ai tir el t�h,.ino aii ti vo - v e, po�ue -

no influye en las soluciones ie 

(Q): Min L(y,'v) i y:!::: (y(l), ·y.(2), ••• , y(lf) )€ fly 
ll:.1 n 

Eviienteaente, el programa (Q) se ieseo•pone en N pro• 

ira,aas parciales (Q ), esto es: n 
y= (y(l), J(2); ••• , 'y(N)) es solución ie (Q)-si y e� 

lo si ,aran= 1, 2, ••• ,N, �(n) es soluci6n ie (Q)
t 

r 

n 
(Q ) : Minf - u (y(n)) - � y(n) / y(n)€ Yr 

n l n n 
N 

Si a(v) = Inf f1(y,v) / y =(y(l), y(2), ••• , y(N�€1TYnJ, 
Entonees el pro«ra,11a iual ie (P) es n=i 

(P�) : Max t •< v) / V€ .a: } 
Para siaplificar el análisist asuaimos que el prograaa 

(Q) y, con esto taaiien; los procraaas (Q) tiene una­n 
,hiioa soluci6n� Este caso se presenta si las funciones 

u son todas estrietaaente c6neavas en Y. n n 
* 

Asuaiaos ta••i�n, que el procraaa iual (P ) tiene una 

�ioa soluoi6n. 

La eapresa tiene ios posieles actitu•es: 

l. Pueie resolver ie aanera iireeta el pro,;raaa (P), �

o•tenienio as! un plan �ptiao ie proiuoci6n:
/\ /\ /\ I\ y= (y(l), y(2), ••• , y(N)).
2. Pu.e«.e restrinciree a calcular v, resolvienio el 1r.2

)J craaa iual (P ), y iejar a las su�ea�resas n la respo! 

sa•iliiai, para ieterainar su 1ropio plan ie proiuce-­

ci6n 6ptiao y( n) ooao soluoi6n ie ( �
.,
). 

&n. el se«u,nd.o caso, la iecisi6n es •e,ic'entralizaiao 9!: 

ia suaeapresa to11a. su �roJia iecisi6n. Sin tener en --



,uenta, las otras su)e•,resas ni los recursos inieia-­

les ie la em,resa «lo•al. 

La em,reea 1o¡ra �sta aescentra.lizaci&n 1or un arti�i­

cio oontallle: 
/\ 

IaJone "precios soabra" v1 :,ara los iiferentes artícu-

los i, 

La :,roiucei6n (Respeotivaaente el eonsUJtoJ ie una uni­

t.ai iel art!eu1o 1 orea un incresC!> lRespeetiva:aente P,!! 

to] soaera �1 aiicional al )enefieio [ Rea,ectivaaente

pato] real. 

El o»jetivo ae la e•,resa n es: aaxillisar la suaa iel 

ltenef'ioio real y «el "lJeneficio soa•ra" 

u (y(n)) + �ty(n),en su eonjunto ie 1rotucci&n Y. n n 

Bajo nuestras asunciones 

/\ /\) (/\ /' /". ) /\ /\( (y,v = y(l), y(2), •••• y(N, v), ionie y n) eg la -

única soluci6n ie QQ) y es el 1'rtii.eo punto silla ie --
N n 

L(y,v) soare (ITY) x rl'-. Por consiguiente se eu.1le: 
N Y\::\ n -+ 

L t(n) + o>, 0 
n:f 

l't N /'-v <Ei<n> +-�)=o •••••••••••••••••••••• (2.3)
Y\::1 

Esto sicnifica,�ue las teeisiones iescentl'alizaias tie 

nen, ie aanera autoaática, en cuenta los recursos iis­

,oni•les te la ea,resa cloltal. A•e•ís, (e acuerio eon 

(2.3) 819 CUll_ple: 

Si �i) O entonces¿; 'i i (n) + e1 = ?

tl-:t1 

NA A ' 
Si L y1 (n) + c1) O entonoes v1 = O,

lt-d. 
Es iecir si el ,recio so••ra es 6ptiao, entonces a1 fi 

-

nal del per!o«o, el artículo i no es �isponiele. 

Si al final iel -,er!oio el artículo i es (is1onilile, -

t . /\ en oncee su ,r�cio v1 es cero.

J4 



La aificu1tai «el enfo�ue ieseentra1izaao .iitesi«e en la 

iifieultaa �e resolver el procraaa iua1 (P�). Sin ea-­

marco, ,ata difioultai excede los alcances iel presen­

te tra•ajo, �ue no son alcoritaos. � 



e A p I T u L o I r I 

UN T80REMJ. GENERAL Y FLiID:BLJí: R MINIMAZ 

3.l. INTRODUOOION.
El teoremt1 de mi�imax, que va.mo� a demostrar in�luye 

y cenera.liza todo una cama d.� t�orem.s.e. de m:i.ni1DB.X, qu'&. s-e 

basan en conc�ptoe cenerales de con��ida� de un la«o, y -

en condiciones al�ebre.icae de otro l�do. 

Este teorema incluye en 1arti<nü.a� el famoso teorema de 

Sion y un teorema de �inimax de Fan. 

El rol ia1ortante de �r&UJJlentos de conexiiad, en teoremgs 

de minimax, se ,uede oneervar en los trabajos d� Wu (1aJ, 
Tu.y [ 16,17] y Kindler - Trost [ 7] • 

Teoremas de minimax, que usan con�icioneg aliebraioas, 

fueron demostrados por Fan [ 21 , Ktlnic [81 , Neuaannfll) ,, 

Kindil.er (ó] y Siaont:t [ 11). 

Teoremas de minima,c, que usan condicdonee de conexidad y 

c:rondl:aiones altebnticas jtmtas, fueron considerado� ,or -

'l'e:t-1<:elsen(1sl, Kindlerl7l y S'illona(12J. 

Bl teorema. que vamos a 1Ul!Uizar cuyo autor es S·i'llons-, un!
fice todas esas ideas. 

Sean lf', Y conjuntos no vacíos, 

f : X x Y � R, para tE R definimos 

� : X :::::; lí', fi: Y ::Z '$' por: 

�� = {y€Y / f(x,y) f't'} 

1/y � f X€ X/ f{:x:,y)) t' ) 

Notaci6n: LE(W,l') =n!Iw, LE(,,'t) = Y 
w�W 

Decimos que los conjuntos H0, H1 son unidos por



El conjunto H, si 

HCH o

H 

Una fe.ailía K de conjuntos ea ,seu«oconexa, si H
0

, H1, HG

E. K, H
0

, H1 sori uniios por H, entonces H
0
íl H1 f.,

Toda faailia </ ie conjuntos conexos y derraios en un esp! 
cio topolócico es pseuioConexa. 

De11.ostración. 

Sean H 
O

, Hl, H € ft? , He H 
O 
U Hl, H fl H l ,' ¡i, H ll H 

O 
� ¡i

Supon'8Jlos que H
0
0 H1 = ,,

Entonces H = H(l (H1U H
0

) = (HflH1) U (HflH
0

) 1,

HílH1 i = o, 1 son cerraios

Híl H0íl H1 = ,, entonces H no ee conexo(--1><- ).

Por consicuiente toia faailia <fes pseuioconexa.� 

Teoreaa l. Sea Y un es,aeio toiológioo � I BC R con 

Inf( 6 ) =::: Su:, Inf f('t,ll) 

ti>X �f.Y 

su,oncaaos q_ue .JI' fa E B y� los su\,eonjuntos finitos w (e X 

se euple : 

� XE X, ¿J x es cerrado y coa:pacto •• � •••••••••••••• (3�1) 

La faailia[l.JxllLE(W,p) / xex}es 1st!lioc:onexa •••••• (3.2) 

Jf' x
0

, x1 € X. existe · x € X, tal (\Ue

fi J x
0 

y .J] x1 son uniios por

11 X fltE(W, f) ...................................... (3.3) 
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Entonces Min Sup :Í(x.;-i)= Sup ·rnf fC�V) 

YE: Y lf X 

Nota. Deffi.nitllos: 

M(y) = Sup f(x,y) ,

XtX 

a(x) = Inf t(x,y)

yr;Y 
La tesis si&nifica: Min M(y) = Sup a(x)

Deaostraoi6n. 

a) Se cuaple:

YEY XfX 

a(x)� f(x,y) � M(y), .Jr (x,y)E: X x Y

Entonces Sup m(x) � Inf M(y) ••••••••••••••••••••••• (3.�)

x�X YEY 
•) Mostrareaos: Sup •(x) � Min M(y)

X€X yi;;Y

Sea , I V e X un conjunto finito arlli trario. Podemos es)o--

criltir V= [x0, '1.] U W

[ W es finito, W �, y x
0 

= x1 son posiltles]

De (3.3) entonces existe x € X, tal que 

.!Jx0 U Llx1 :::> ·11x íl LE(W,ft)•••••••••••••••••••••(3.5)

tJ x (l !J x (] LE ( W, p ) I , .......................... ( 3.') 
o 

¿jx1 fl ¿_j" (} LE(W,}) -¡Í , ••••••••• •• ••••••• ••••••• .(3.7)

De (3.5) se o•tiene 

(p_J xflLE(W,fo))C(l)x0n LE(w,p)) U <l.l�f1LE(W,p)) •••••

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (3.8) 

De (3.é) se o•tiene 

(lJxílLE(W,�))n(lJx nLE(W,!)) 1, ............... (3.9) o 

y ie (3.7) se olttiene 

( f.J xíl LE(W ,µ)) íl <1.J xl íl LE(WJP)) I , .............. ( 3.10)

De ( 3. 8), ( 3. 9) y ( 3 .10) entone es tJ x íl LE{W, p) y .o 
lJ X¡n LE{W,p) son unidos 11or ti xflLE(W,�). 



De (3.2} entonces 

(j_} x
0

íl LE(W,�)){1 ( lJ x1 íl LE(W,I)) ,', 6 

1J x
0 

n 1J x1 (} LB(W,f,) ¡i f6 6

LE(V, p) ;i , ' �X€. x, ;JI-- V ex finito. 

Por eonsicuiente ...V-j1€B, { f!Jx / xe X) es una faailia ie -

conjuntos cerraios y co•,aetos con la ,ropieiai ie la in­

tersecci6n finita. Entonces 

Ap. = n/Jx ¡i ,, x/JE B 

xé'X 

Ap es oo•:,aeto y oerraio., Jf fo E B. 

Sea � � n 1 C B, ¡3 n ,i Inf(B) con p n+l .{ /d n' xE X en e'1

flue entonces 
_Bn+f 

e � x

Entonces A
;,, 

e AD e A
D 

, Apn· � 1' ..)f' né N
n+l t'n r1 

Rntonees {A¡/ n E N} tiene la propieiai ie lff intersec-

ei6n finita. Entorioesíl AA = A ;i �
Yl€lN 

rn 

/\ /\ y€ A, entonces f(x,y) { fon , Jr xé X, Jr'nE.IN 

/\ Entonces f(x,,y}{ Inf(B) = su, a(x), ;v-xt X

X€X 

Entonces M(y)� su, a(x) ••••••••••••••••••••••••••• (3.11) 

xEX 

De (3.4) y (3.ll) se o\tiene: 

Inf M(y)�M(y).{ Su:, a(x)� In! M(y) 

yeY X€X Ye y

Por eonsi�iente se oatiene Min M(y) = Sup a(x). 

Ye Y 

En el si¡uiente leaa W no es neeesariaaente finito. 
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Leaa l. Sea wc. X, fd€: R, sean cUJ1:,lidas las sicuientes hi:,6 

tesis: 

_ti x (l LE(lf! ,�) es cerrado y coapacto ,)/' t >fo , x €X ••• ( 3.12) 

y :,ara cf> t existe N� 1 Y{(
0

; �"i••••dNScR, 

«onde t
O 

= J , "t N = "t , eon las sicuientes 

19ro:,iedades: 

% y
0

, y
1 

G Y existe y� Y, tal que

Jrne {1, 2, .•• ,N} se CUllple

JT:. Y e !T.:_
1 

Y U ¡¡;-Yl• • • ••••••• •• (3.13il) · 
n n- o 

r¡.- Y e /Ty u· /7 1 
y1 •••••••••• (3.13.2) 1 ° n . ¡ o n-

{73 Y C. rr Y
0 

U ff Yi••••••••••••(3.13.3) 

ÍrhY e /cf y
O 

u � 1 
•••••••••••• ( 3 .1§. 4) 

Entonces [ � x (\ LE(W ,$ ) / xé X j es :,seutlíoconexo. 

Deaostraci6n. 

( 3.13) 

Su1on,:aJ1os que la teeis del leaa no sea cierta, entonces 

existen x
li 

x
0

, �E X, tal que 

T = ¿j xílLE(W,�) une T1 = .l.J X¡íl LE(W,f,) y

T
0 

= 11 x0(\ LE(w,p) y T
0n T1 = fd

Entonces se cu.a�le: 

TCT0 U T1 c �x0 U1 ..f!lx1 •••••••••••••••••••••••••• (3.14) 

•• • .•••..•. • • • ••.• • • .. • • ...•• · · • .• • • •.••••• · .•••.•• (3.15)

Uié 11 xi n T ¡. Id, i = o, 1 •••••••••••••••••••••••• (3.16). 

De (3.12) y (3.15) �e·deduce ctue existe Ul'l x1) fo , tal -

que .tJ x
0
(l t.J:x,

1
fl.T = fiÍ ••••••••••••••••••••••••••(3.17) 

Ao 



Deaostraoi6n.ie (3.17).

Suponp.11os que: 

s (t ) = .r} x íl t I x {) T :/: f6, � t > f,
o � l 

Sea o' .J., • Se cuaple, entonces n 

f6 I S(in+l)c ,S.<121), )f n€.N. Bntonces f S(t
21

) / n€ N} 

tiene la ,ro,iedad ie la in,,,erseooi6n finita, coao S(tn) 

es cerraio y compacto, »- n € N, se olttiene de esto que 

S(f) = ('\ S(tn) f f6 lo que contra.tice a ( 3.15). 

De (3.16) y (3.17) se ieduce que u
0
f rJx1 • 

(t >P � u/i .r./x
0 

f1 T,. ( 3.16) 9 u
0
f 1Jx1 J

Sea Ó= �(x
!_'

uo� V f(x
0
,u1) ) �

-->tf Definiaos: 

{l =�X n .Edx1 fl 2.'.:,u
o o o 

111 = ilx
0
n i_l x1 n T 91l¡ 

Eleciaos N) 1 y (
0

, o\, ... ,t
N 

de �cuerdo con (3.13) se 

eua,le entonces flo e d'lxl = rol x
l 

De ( 3.17) se olttiene: U
0 
íl tNI x1 == «

0
íl.rl x1 '1ti f6

e 110(\ .t.lx1 := fj x0 íl _:rlx1 íl 'I C t1 xi11Íx1 (l T == �]

Consecuencia: JI' t e U 
O

, ettste un único �o ( t) €. f 1, •••• ,N f

tal que 

a
0

(t).S n� N entonces t f. tnJ x1
• y

(t) t L'.' . 'f . _ \ 
••••••••••••••• ,3.18)n = "•· entonces � � x1 

D� .anera si1dl.ar se ou•:,le: 

-V" t € u
1

, existe un único ,-1 (t)E [1, ••• ,NJ tal que

«
1 

( t) � n� N entonces t .f tn \x0 

y 



n = �l (t) entonces té 1n-l{ x0 

Deterainaaos Yié u1, tal que c1
(y1) sea aixiao y ele�os

YE.Y ie acuerdo con (3.13). 

De (3.13.3) obteneaos: y€ T •••••••••••••••••••••••• ,3.19) 

Deaostraci6n ie (3.19). 

Escri11iaos (3.13.3) 00110 f (r¡-y
0 U [P'y1) C f <{i y)

esto si,:nifica: 

f(x,y0)�¡ , f(x,y1)�p tj f(x,y)( �

ooilo y 0, y1 G 'F, se OUll.ple .>r ul� W U { x}

f� u,y 0)� p , f( u,y1 ).sp Por consicuiente f( u,y�fo ,

.JrutW u{x1 6 Y�ll.xíl LE(W,fo) = T. 
Por lo' tanto olotenemos que ye. T. 

De acuerdo con (3.14): TC 1Jx
0 

U� x1

entonces podeaos asUlllir que ye!Jx
0 

• • • • • •••• •••• ••• (3.20)
De (3.13.4), y1e ó}xi = t

0
¡xi, i = O,l ••••••••••• (3.21)

Deiuciaos �ue yE ó"�i•••••••••••••••••••••••••••••(3.22)
Deaostraci6n de (3.22) 

Escri•i•os (J.13.4) coao cf (/ó·y0 U {cf y1)C f<J"Ty)
esto sicnif'ica: 

f(x,y
0

)$ Ó , f(x,y1)� dtj f(x,y)� Ó ••••••• ••••••• (3.23)

por (3.23) se cU111le f(x1,y1 )$/J···················<3•24)
coáo y f U entonces f(x_,y )$<{ 

o o i o 

De (3.24) se oua,1e que f(x1 ,y)$cf .Por consiguiente

Yf; J[/x1 • 

( 3.19) ,(3.20) y(3.22) iaplioa (!Ue Y€ p I x íl ;L n. T = U . 
LJ o � o 

Sea n= c1(y0). Por (3.18)

y 1 
€ u

1 
entonces y 1 €. _E x1



Escrimimos (3.13.1) crrm.o� ( ftn-l Y
0 

U {f Y1)c-�(/t n y)

esto sicrlfica: 

f(x,y
0

)� f n-l' f(x,y1)ff entonces f(x,y)� f n

de (3.25) se cumple que 

f(�,y
0) � f n-l' f(x1,y1)�p. Por consi«uiente

f(�1,y6�t 6 Y€ tnJx1, pero de (3.18) obtenemos:

& ( y ) = n ( g (y), entonces g (y ) no es maximal, lo queo o o o o 

es absurdo. IJ

Observaciones l. 

Las siguientes condici:ones (1.1.) - (1.4.), varios: autores 

las han introducido que implican la cond!i.ci6n (3.13)

( 1.1.) (Ktlnig (8] , Fan [2) ) 

.Jr Y 
0

, y1 € Y existe Y€ Y, tal que

xE� en·toncee. f(x,y)f 1 [r(x,y ) + f(x,y1)]
2 o 

(1.2.) (Geraghty-Lin[3,4,5] y Lin�Quan.[9) ) 

3 se <0,1) , tal que, )("y
0

, Yf€ Y e�iste y€Y c.on� 

xéX entonces f(�,y)� (1 - s) [ f(x,y
0

) v f(')(i',y1 )J +

+ s [ f(x,y 
0

) ¡.. f(x,y1)].

(1.3.) (Simons(7] ) 

3 una funci6n no decreciente 1t : R --:, R 
+ + 

con [().) > O, JI").> O y tal que ;r y 
O

, y 1 € Yi, exia:te;

y € Y tal que:·, 

x€ X entonces f(x,y) $(f(x,y
0

) v. f(-:YJ-,y1)]-

-ft'( (f(x,y
0

) - f(x,y1) l )

(1.4.) (Simone[7) )

,;r'E,)O, ex,d.ste�) O tal que',,.-V'°y
0

, y1€Y, e:mste

y €Y con xt X y { f(x,y
0

) - f(x,y1){ � f.



entonces f(x,y)�f(x,y
0

) V f(x,y1) -Y{. Y

xe.X entonces f(x,y)-' f(x,y
0

) V f(x,y1) •

Veaaos qúe. (1.1.) iaplica (1.2.):

Aswoaaos que f(x,y1) e Mil.X f r<x,y0), f(x,y1 )J 
entonces (1.2.) eicnifiea:

f(x,y){ (1 - e) f(x,yl) + sf(x,yo) ••••••••• (1.1.1)

(1.1.) ia�lica (1.1.1) paras= 1/2:

f(x,y), (1 - 1/2) f( x,y1
) + (1/2) f(x,y 

0
) 6 

f(x,y).{ 1 (r(x,y 
0

) + f(x,y1)]. I) 

2 

Veaaos �ue (1.2.) iap¡1ma (1.3.) :
Sea cuaplida (1.2.) 

para s€ (0,1) eleciaos n(.A) = e).. 

podemos asumir, que f(x,y0)� f(x,y
1

) entonces

[f(x,y0) - f(x,y1){ = f(x,y1) - f(x,y0)

y (1.2.) toma la forma:

x€ Xc:t f(x,y)' (1 - s) f(x,y
1

) + s 

= f(x,y1) - s [f(x,y1) - f(x,y0}]

f(x,y )  o =

= f(x,y
0

) V f(x,y1) - 7[(1f(x,y1) - f(x,y
0

)1).

Por consicuiente para Tt('.) = s.A se cuaple (1.3.).D 
Nota. Es ,osiele, elegir funciones JtiÍe pequeñas

(por ejeaplo Ir (A) = e -l/;. 2 ) �

Veamos que (1.3.) implica (1.4�):

Eleciaos 'l_ = 7( (l:) > O 
Sea CWlpliaa (1.3.), XéX J' y ff(x,y

0
) - f(x,y

1
)f�e

Jrntonces T(((f(x,y
0

) -f(x,y1}/)�7t(€.) =�,



entonces 

f(x,y)� f(x,y
0

) V f(x,y1) -rr(ff(x,y
0

) - f(x,y1)J) 

� f(x,y 
0

) V f(x,y1) - � 6

��{ 

f(x,y)� f(x,y
0

) V f(x,y1) �� •

Por otro lado se o•tiene de (1.3.)

x E.X� f(x,y)� f(x,y
0) V f(x,y1) -

- í(( lf(x,y 
0

) - f(x,y1)f ) � f(x,y 0) V f(x,y1) 6 

f(x,y)�f(x,y
0

) V f(x,y1) • 11

Afirma<ri.6n. 
Si fo<"/'� cf , entonces ( 1. 4.) iaplica ( 3.13) 
Hacemos e = ?f' -) y elegi•os � co•o en· (1.4.) y -

t
0

, t1, ••• , �Ne.[t,ó] con '1*
0 

=<Í, tN ='t,

(n-l - tn� � , Kne.[1,2, .•• ,N}

Sean y
0

, y1E Y, ele«im.os y€ Y como en (1.4.)

Su:pon«amos que f(x,y ) � t' 1 y f(x,y1)�fo 6o n-

xE �({i' n:l y
0 

U {py1) ..................... (1.4.l)

Distinc;uimos dos casos: 
Caso 1: f(x,y )� to 
de (1.4.) obtenemos: 
f(x,y).$' f(x,y ) V f(x,y1)� t vfo ='1'$ t 6

o n 

X€ ./! (ft. y)•••••••••••••••••••••••••••••••(l.,4..2) 'f n 

Caso 2 : f(x,y )) t entonceso 
f(x,y

0
) - f(x,y1))2í' -P =é, de (1.4.) entonces

f(x,y) � f(x,y 
0

) V f(x,y1) -� f '/' n-l V P -� =

= t 1 -rl<t ........................•••• (1.4.3) 
n- l" n



(1.4.1), (1.4.2) y (1.4.3) iaplica �ue 

f <{� n-1 Yo U {foyl)C�(�n y) 6

{Y.n-Y C (t n-l Y 
O 

U ffy1, con lo cúal heaos o'ete­

niao (3.13.1). 

De manera siaila:r se óleauestra que (3.1312) secua­

:,le. 

De (1.4.) entonces f(.,y)� f(.,y0) V f(.,y1) 

sea f ( x, y 
O

) � P , f ( x, y 1) S f cS

X€ 1<fF'y
0 

uff y1
), entonces f(Jt,y){� 6

x € Í (¡p y). Por consicuiente se o latí ene 
rr yc{f Y0 U rr y1 lo que es (.3.13.3).

De manera eiaila� se demuestra �ue (3.13.4) se CUJl­

ple. 

Coniiciones ,aficientea para (3.3)

;r x
0

, :xi. e X existe x e Je, tal que 11. x
0 

y j_} x1 �·son unidos 

por .tJ x (} LE( W ,p) ( 3. 3)

En �ata secci6n se CURt)lirá sieapre que zc Y. 

Lema 2. Sean X un espacio to,016,;ico, f € R, x0, x1 e X y 

Ce X conexo, tales que 

x
0

, �€0 yK xec, llxc1Jx
0 

ulJx1 •••••••••••• (J.2i)

Aiicionalaente asUJ1.iaO$ que 

Jf Y� z, el conjunto f X€ C / f(x,y)(p} ea abierto en O' ••• 

....•.•......••.•....••.....•.....••..••.....•••... (3.27) 

y que 'JI-- xG e, existe Ull. y€ z con f(x,y)(f, •••••••• (3.28) 

Entonces existe un x € t, tal que 

1Jxo y 1.lxl son unidos por lJ xn z •••••••••••••••• (3.29)



Deaostraci6n. 

Pode•os asumir que: 

11 X 
O 

(} 11 Xl {J Z = JlÍ • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 3 • 30)

En otro caso,se .deducirá :ie (3.26) �ue (3.29) es cUJ1.1li­

cio �ara x � x .o 

Para i = o, 1, definimos 

ci =f xec /1Jx(lzc1Jx1}3xi .............•.••••. (3.31)

De. (3.26) y (3.30) se deiuáe que 

C
0 

= f X€ 0 / 1) xn1Jx1n Z � �1 = D
0

Cl 
= { X€ O / 1) x�l.lx

0
n Z = Pl = Dl

Ex,licaci6n. Mostrareaoa �ue a = Do o 

C CD : De X€ C y (3.30) obteneaos: o o o 

••••••••••••• (3.32) 

x(C, Jlx(1zC.1Jx
0

C Y - (il.x1ílz) esto i•Jliea i!Ue

X €. 0, _l\ X n 1J x1 n Z = � 6 X € D
O

•

D ce : De (3.26) obtenemos: o o 

.tJ xíl Z C ( l.J,x0n Z) U � x1 n z), X"'xe C •••••••••• (3.33)

Si xE D , entonees
o 

x€C, }Jxfl ZC Y -_fil t
1
CY - (11 x1fl Z)

ie esto y de (3�33) se ODtiene �ue

xé C, 11 X n Z C llx (l Z C �f x 6 que xe 0.,.. o Ll o o 

de (3,25), (3.30) y (3.31) se deduce que

ºon º1: -······················:··················'3.34} 

Ex:pli�aoi6n. liostraremoe que O O(\ a
1 

= %

Supongaaoe f¡ue XE C 
O 

n 0
1 

f ,.

De (3.31) y (3.30) o•teneaos: 

xEc, f.lxí\zc!J x íl!lx (\ z = , ................... (3.35) o l 



Sin ea\>argo, de acuerao con (3.28) se cuaple: 

tj xn Z ,I ,, ;,r xe O, lo que contradice a ( 3.35). Por con­

sicuiente se CWllple (3.34).

Consideramos priaero el caso, ionie O - (0
0 

U c1) � �

Si xE O - (0
0 

U o1), entonces ie acuerdo con (3.32) se -

cuaple: 

!Jxl\znJ.L,ci f ,, i == o, 1 •••..••••.•••......•••. C3.36) 

De (3.26) obtenemos 

!l xn zclJ X c. 11 Xº u 1Jx1·············· ....... (3.37)

(3.36) y (3.37) si«nifican que 

,)f'_xé O - (0
0 

U c1), JJ x
0 

y 1J � son uniaoa por tJ xfl z.

�alta consi«erar el caao donie 

C=Co U,01••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••(3.38)

Aaora vaaos a demostrar 1ue (3.38) no es ,osiale 

Sea xe C cualquiera.

Tesis. 

x€C � °3y€1.J x fl Z con f(x,y)(R •.••••••••••••••• (3.39) 
o o . r 

Deaostraci6n. 

(�) Sl!fa X€ O .  Entonces, de acuario oon (3.28) existe uno 

yeZ con f(x,y)<P •

Por consiguiente yé .!.J x (} Z. De esto y de ( 3. 31), oJtene­

aoe que Y€ .iÍ X n z. o 

(*') Sea y€ 1J x
0
íl- z, f(x,y)( p • Entoneee 

y€ � X (} 1.Íx (l Z f 9$ • De esto y ele ( 3. 3a) se deiuce queo 
x 1 O

'l.
. De ( 3. 38) se o•tiene fl!Ué x € a O•

De (3.27) y (3.39} se deiuce que e ea aoierto en c.
. o 

Explicaci6n. Mostraremos que C es.aoierto en a.
o

De (3.27) se tiene que:



JryeZ; el conjunto.{ x�.:c / f(x,y)<B} es altierto en a. 

Para xé C , ( 3. 39) iaplica que :;/ Y& Z fl lJ x con 
o o 

f(x,y)<p , entonces existe una vecindad U de x, tal que 

f(z.y)<P , K"zG, une. entonces U(J ccco. Por consi -­

cuiente e es a�ierto en c.
o 

Del aisao aodo se demuestra que c
1 

es abierto en c.

Por consit;Uiente se cum,le: 

C0
, c

1 
son no vac:!os y abiertos en e, tal que

co n ª1 =,, e= ºo u ª1 · 

En consecuencia, C no es conexo, lo que es absurdo. Por -

consi«uiente (3.38) no es �osihle. 1J 

Leaa 3. Sea X un espacio topol6gico, pe R, x
0

, ·x
1

6 X y -

e C X un conjunto conexo, tales que 

x , x
1

e e, .PJ xC .L/ xC .e.Jx u 1-Í x1, Jf" xe e ( 3.26) •o . o 

Sea Y un es}Daeio topol6�i·co coa,acto y eea 

{ (x,y) /xé e, y€ z, f(x,y)�, f cerr;:t,tio en e x Y •••• ,3.40)

Sea finalaente 

iJ x íl Z .,i , , ;,¡- x €. e ..•••.•••••••••••....•••.••••••• ( 3. 41 )

entonces existe un x e o, tal que 

ilx0 y 1lx
1 son unidos ,or tlx n z (3.29>

Deaostraci6n. 

A pesar que la coneici6n (3.41) es mis d�bil que (3.28}

se :puede· repetir la demostraei6n del lema 2 hasta el punto 

(3.38): e= c5 wc1

Enluprde (3.39} se cuaple,;rxtC: 

x€ e � 'jy€ 1.lx (} z con f(x,y)�� •••••••••••••• ,3.42}
o o r 

Vaaos a demostrar que e es cerraio en c.o 
Sea xE �'ce}, entonces existe una rei (6 wia sucesi6nY'f!' o 

generalizada) x
;. 

con x� € C
0

, JI'). , tal que x� � x.
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Por ( 3.42) existe para todo A un Y. é l.} x n Z con
:A o 

f ( x). , YA ) � fl •

Coao Y es coapacto, }tOdemos asumir que y_ __.,. y e Y entonces 
).. 

. 

. 

(x
).

,Y))� (x,y), (x0,� )� (x0,y) y por (3.40) se CUll-

ple: 

y€ z, f(x,y){ fo , f(x
0
,y)�fa • 

De esto y de (3.42) se omtiene c¡ue x�O • Por oonsiguien-ee o 
O es cerrado en o.o 
Del aismo aodo se iemuestra que c

1 
es cerraio en a. De -

(3.31), (3.34) y (3.38) se deduce que O no es conexo, lo 

�ue es absur«o. Por consiguiente e= 00 U o

1 
no es posiale>

� para tollo x � e - ( e 
O 

u c
1

), 1.lx
0 

y J3\ x
1 

son uniaos�

llxflz.D 

Leaa 4. Sean ot, p G. R, o{< p • su,onpaos que para toio 1:<� 

exista un N € 1N y números feal es <:l. 0 ,�1, • •., o( N $ fi ,

dona.e ol 
O 

= 't , <XN =d.., que tienen las si¡uientes

propiedades: 

.Jl"t0, t1E X existe un x€ X, tal queJl'nE[1, ••• ,NJ

se euaple 

d
n
lxc �n-1Jto u_ljtl ............ (3.43.1)

�nJxc _l]to. u �n-1J�1 • ••••• ...... (3.43.2)

JJxc.¿jt0 u¿jt1 •••••••••••• (3.43.3) 

1J x<: rJt
0 

U rJt1 •••••••••• •.• ( 3. 43.4)

Sean aieims CUllpliias las sicuientes con&iciones: 

( 3.43) 

ill x n z ! fli , ,)/" x € x. . • . . � . . . • . . • • • . • • • • • • . . • . • • . • . • e 3. 44 > 

Existen x , x
1
€ X eon Inf f(:it ,z)) -oo,

o o 

Inf f(x1,z) > -oo • ••••••••••••••••••••••••••••••••• (3.45)



.Entonces existe un x é X, tal. que .l.Jx
0 

y 1J x1 son uniios 

:,or .1.lx n z.

Deaostraci6n� 

Por (3.45) podelllOS elecir l € R, tal (\Ue 

.1.}x
0 

f1 Z = , , � x1 O Z = ,.

De esto y de ( 3.44) se obtiene que t < d. • 

Sean N €. LN y d.
0

, <i.1, ••• , d.. N núeros, que satisfacen las eo!!

cliciones (3.43). 
Sea t € X, tal (!Ue IJ t f1 Z = 16 entonces, a.e acuerio

(3.43) y (3.44). se ewaple 

d O J t n z = _rjt n z = , y � t n z = � t n z -1 t1.

Por eonsi&úiente existe exactamente un número

,;( t) € f 1, 2, ••• , N} tal que 

con -

e( t) � n � N tj 1Jt n z I � y l n 
J 

•••••••••••••••••••··'3.46)
n = &( t) o/ 1 

t (\ Z = flf n-

Para i = o, 1 aefiniaos: 

u1 = f tE X/ x} t ílZ::: ,;, 1.Jtíl zc_iJ x1
} 3 x1

elegiaoe t1f u1 de modo que c(t1) es aixiao y eleciaos

x €X, tal que, {3.43.1) - (3.43.4) se cumplen. 

lf�:Ui y ( 3.43.4) implican �ue

11xílz = flf ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (3.47) 

De t1€ u1,i = o, 1 y (3.43.3) obtenemos

i.Jxíl zc<lJt
0
íl Z) u <1Jt111 Z)<=¿jx

0 
ulJ�·····<3.48) 

Demostramos ahora que 

i.J x íl i_J xl íl Z f flf • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 3 • 4 9 ) 

Si xf U
0

, se a.eiuce de (3.47), q_ue 

11 X n Z /:.. _ll X ••• • • • • • ••• ·• • • • •• • • • • •••• • •• • • • • • • • • ( 3 • 50)o 
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C:oao f ) <X. , se ou:aple por· (3.44): 1J x fl Z f f1

De eato, (3.50) y (3.48) se deiuoe (3.4,).

Sea x € U , n = «< t ) • Entonces, por la iefinici6n de t ,o o o 

�(t)í n. 

De acuerdo con (3.46) se CUlllJle:

�njx f\z ¡. �. 
C\-11 

ton z = � •.

De esto y de (3.43.1) se o\tiene:

, :/ ctnJxtl zc ( o(n-1Jto(l Z) U <l.J�l O Z) =_tltln z,

cxnJxn1Jt1íl Z f. � ..•.......................•.•.• ,3.51)

Ooao �n � � , t1 €. u1, se CUll.ple:

1Jxc 1.f x, 1.1 tl{l zcl_]x
l
n z 

De esto y dé (3.51) se ohtiene:

iJ X n l}x1 n Z ,¿ ¡1.

Por consicuiente se CU11lple (3.49).

Del aisao modo .se demuestra que

�X íl Ex fl Z I � .................................. ,3.52)o 

De (3.48), (3.49) y (3.52) se deduce que lJ x
0 

y Jlx1

son unidos por _lÍ xn z • .:J. 

O•eervaciones 2. 

Vamos a.hora a demostrar que para las sicuientes coniicio� 

nes (2.1.)--(2.4.) que son análocas a las condiciones

(1.1.) - (1.4.) se oua,1e: 

(2.1.):::;>(2.2.) �(2.3.)�(2.4.) � (3.43) para 't:{ol(ft.

(2.1.),,..V-t
0

, t
1

€.X, existeunx€X, tal que 

y€ Y�f(x,y)� % [f(t
0
,y) + f(t1,y}]

(2.2.) Existe s�(o, 1) , tal que para toio t
0

, t 1E X, -

existe un x € X de modo que 



y€Y=9f{x,y))-_(l ..:.·a) [ f(t
0

,y) V f(t1 ,YU +

+ s (r(t
0

,y) /\, f(t1,y) J

(2.3.) Existe una funci6n no decreciente 

Tr: R � R con {[()..) ') 0, J1-"). } o, tal que para t.2
+ + 

io t , t1é:: X existe un x E X de m.oao �ue
o 

yfsY ,=t. f(x,y)) f(t0,y) /\ f(t1,y) +1( ((f(t0,y)

- f(tl,y) l>.

( 2. 4.) Para toa.o E:. > o, existe un f > O de modio que para 

todo t 
O

, t
1 

€ X existe un :k E. X, tal que se oua,le:

ye, Y, {f(t0,y) - f(:e
1

,y){}é entonces

f(x,y)} f(t0,y) I\ f(t1,y) + >'/.. ;<2.

y€Y entonces f(x,y) � f(t0,y)j\ f(t1,y)

Veamos que (2.1.) implica (2.2.): 

Sea cumplida (2.1.). Podemos asumir que 

f( -¡,
Y) � f( t1, y), entono es 

f(x,y)�l f(t ,y) + 1 f(t1,y) = (1 - 1/2)[
2 o 2 

{r<t0,y) � f(t1,y)] + � [r{t0,y) A f(t1 ,1>] •

Por consicuiente (2.2.) secua.ple para s =  1/2.v

Veamos que (2.2.) implica (2.3.)/ 

Sea cumplida (2.2.). Elecimos 1C (A) = (1 - s)�. 

Sea Y€ Y cualquiera. Podemos 1:1.sUllir que 

f{t ,y)= f(t ,y)/\ f(t
1

,y). De (2.2.) obtenemoso o 
entonces: 

f ( X, y) � ( 1 - S) f ( t1 t y) + B f ( t 
O

, Y) ==

= f(t0 ,y) + (1 - s)(f{t1 ,y) - f(t0 ,y)J

== f(t0,y) /\ f(t1,y) +T( ( (f(t
1

,y) - f(t0,y)I)



Por consicuiente, ,ara lafunei6n

(C().) = (1 - s)� , donde sf(O, 1) se cuaple (2.3.).11

Veamos que (2.3.) implica (2.4.):

Sea CWllplida (2.3.). Evidentemente (2.3.) iaplica 

que f(x,y) � f(t
0

,y) /\ f(t1,y), ;r'ye Y. 

Si e.? o es dado, ele,;imos 1l = rr (€.) > o, 

sea y€ Y tal que I f( t
0

,y) - f( t1 ,y) 1 � €.
de (2.3.) obteneaos: 

f(x,y)�f(t
0

,y) /\ f(t1,y) +1f([f(t1,y) - f(t
0

,y)f) 

�f(t
0

,y)/\ f(t1,y) + Tr(é) = f(t
0

,y)/\ f(t1,y) + Y1._ • 

Por consiguiente se cumple: (2.4.) • .,

.Afi:naaci6n. 

Si 't< c,¿<{3, entonces (2.4.) iaplica (3.43).

Hacemos B. = p -<t. y elecimos � coao en ( 2.4.) y

d0,d1, ••• ,cxNe[t',ol] concx
0

=t', d.N=o/.y

o{ n - C(n-1 � f , ;r n € [ 1, 2, • • • , N} •

Sean t
0

, t1€ x. Mostraremos 1riaero que (3.43.1)

es CUllJ>lida. 

Ele,;iaos x€ X como. en ( 2.4.)
Su1>onpmos que f(t

0
, y)) o(n-l y f(t1 ,y))fo 6

y€�( �-1Jt0 
U 1Jt1) ••••••••••••••••• (2.4.1)

Tenemos que demostrar q_ue y e�(f x.)
Distin¡uimos dos caeos: � 

Caso 1, f(t ,y)) o( 

de (2.4.) obtenemos: 

f(x,y)� f(t
0

,y)¡\ f(t1,y))CÁ A� =i}c('.n 6

Yf� ( �n}x) ............................. (2.4.2)

Caso 2: f(t ,y)�ol. entonces ,'. o �· 
!f:(t1,y) - f(t

0
,y))� -el.= E 6 



(r(t1,y) - f(t0,f)/ )t.• 

(2.4.) implica que f(x,y)4f(t0,y)¡\f(t1,y) +{) 

) qn-lA � +Y{ = \-1 + 1 ��n
6 

y€ � ( (Xn 1 X ) • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • ( 2 • 4 • 3 )

(2.4.1), (2.4.2) y (2.4.3) i•plican que

� ( <Xn-1J to U lJ tl)c�( C( nlx} con lo cuál heaos

obteni«o (3.43.1). 

De manera similar se demuestra que (3.43.2) se CU!! 

:,le. 

(2.4.) ia1lica �ue f(x,.)� f(t
0

,.)¡\f(t1,.).

Sea f( t
0
,y})f , f( t1 ,y)) f, 6 Y€ � (�t0 U 1J t1)

Entonces f(x,y) >(!> 6 y é {( !Jx) .Por consicuiente

1.lxci_(t0 u1Jt1 lo que es (3.43.3).

De manera similar se demuestra que (3.43.4) se OlJ!! 

ple. D 

Aplicaciones del Teorema 1 

Usando el teorema 1, y los lemas 1recedentes, vamos a.llora 

a demostrar los teoremas 2 y 3, que son dos teoremas mis 

esJeCÍficos ae miniaax. 

Estos teoremas tienen las sicu.ientes hi,6tesis coJ11Unes. 

1. Y es un espacio topol6«ioo, Bes un suDconjunto no va

o!o de R con Inf(B) = Sup Inf f(x,y)

x€X y,Y 

2. 1.lx es no vacío, compacto y cerrado, Jl'xSX,J,€ B ••••

•••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••• (3.53)

3. Se CU.JBJle (a) 6 (B):

(a) LE(V ,j) es conexo para todos los su•co·njuntos no -

vacíos y finitos V de x ••••••••••••••••••••••••• (3.54)

55 



(b) Para todos los números realesl>t>I

y todos los x€ X, _1.1 x es cerra.do y

existen Né lN, y t
0

, t 1, ••• , t N €. R,

tales que (3.13) se cum.,1e. 

•••••••• (3.55) 

( La elecci6n entre las dos hiJ6tesis (a) y (h) puede de­

pender de f> ]

Observaci6n 3.

En ( 3. 53), 1.1 x es automática.mente no va.cío para todo x€ X, 

Si f > Sup Inf f(x,y) == Sup m(x), .)!-je B, 6

XEX Y€Y x€X 

Si Min f(x,t) existe �ara todo x€X: 

En el 1rimer caso se obtiene te

� �Sup m(x)>rl\(x), X'xéX, pe B. 

xex 

Tenemos que % x e X, f., € B existe un y( x) €. Y con f ( x,y( x) )<P

En el secundo caso, ,ara todo x € X, existe un y( x)€ Y, tal. 

que m(x) = f(x,y(x))

Por consiguiente

P �Su1 f(x,y(x))�f(x,y(x)), YxeX,/J€..B.
'k€X 

En consecuencia, en ambos casos se cumple: 

lJ x I f6 ,. ;r xex, !é B •

Teorema. 2. Sea Y compacto, -p,ara todo fo€. .W y todo par de pun

tos x
6,�€ X ,  existe un conjunto conexo Ce.X, tal que x

0
,

x1Go,ljxci.Jx
0 

u i.Jx1 ,;srxea (J.26)

Sea finalmente el conjunto 

{<x,y) f xG a, y€ Y, f(x,y)(f'} es cerrado en e x Y. 

Entonces 
Min Sup f(x,y) = su, Inf f(x,y) 

Yf. Y?" xEX x€X Yf:. Y? 



Demostraci6n. 

vaaos a demostrar que las h.i)\6tesis del teorema 1 son CU!! 

]ali<ias. 

La hipótesis (3.53) implica la condici6n (3.1) 

Sea cumplida (3.54).

Sea w e X finito, x € X cualquiera y V ::: � x f U W. Entonees

LE(v,p) =1.lxflLE(W,�) es conexo, Jrxe.x. Esto i•plica, -

que la .familia {1Jx (} LE(W,�) / X€ xJ ea 19seudoeonexa. Por 

consi«u,iente, la hip6tesis (3.2) es cumplida. 

Si la hipótesis (3.55) es satisfecha, entonces se obtiene 

(3.2) del lema i 

Sea z == Y, w ==�.Entonces las hipótesis del lema 3 son 

cura�lidas. Por consiguiente existe un xEX, tal que

lJ x
0 

Y lJx1 son unidos 19or 1..l X = 11 X fl Y =i.J xíl LE(W,,6)

�or consi,;uiente (3.3) se cwaple para W = ,. 

Si n�l, asumimos ahora que (3.3) es cierto �ara toao 

WC X con carrii(W) � n - 1·• 

Como en la demostraci6n del teorema 1, se o�tiene de esto 

que LE(V ,p) f. �, )Í ve X con card(V)� n + l. 

Si W ex con card(W) � n, y z = LE(w·.p), entonces· se CU!! 

ple( 3. 41): 

1Jx<1 z =i.JxílLE(w,P) I �,;rxec. 

En consecuencia, podemos a�licar el lema 3 con 

Z = LE(w,p). Por consi,;uiente (3.3) es satisfecha, para 

todo WCX con card(W)( n, con esto queda demostrado que 

(3.3) se cum1le para todos los conjuntos finitos. 

En consecuencia, podemos a�lioar el teorema l y se cumple 

la tesis del teoreua.J] 

Teorema 3. Sea cura,lida (3.56) 6 (3.57).
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f > Sup Inf f(x,y), Y/€ B. y,)l-x
0

, x1e X,

xtX yt;;.Y 

exista un conjunto conexo C C.. X tal que, se 
cumpla (3.26) y que para todo y� Y, el 

conjunto f x /x €. e, f{x,y)(�] es al9ierto 

en c.

f>Sup Inf f(x,y), Xf€ B. Para todo 'r<o<<fo,

xex yeY

existen N 6 {N y <>(
0

, o<.1, ••• , ol N, p talea que

se cuaple:(3.43). Fina.l�ente se cumple: 

Inf f(x,y)> -oo, }( X �X, .. ·· 

YE.Y 

.Bntonces se cum,le: 

Min Sup f(x,y} 

Y6.Y x€X 

De11.ostraci6n. 

= Su:p Inf f(x,y) 

xEX y€{ 

.. ( 3. 56) 

• _ •. ( 3. 57)

Por la demostraci6n del �eorema 2, sa�emos que (3.1) y 

{3.2) son cumplidas. 

Sea W =%y Z =Y.Asumimos primero, que (J.56) sea sati,!! 

ffecha. 

Entonces para todo xe e,� E B existe un y€ z con f(x,y)(� 

Por consicuiente, las hi16tesia del lema 2 son satisfe� 

chas. En consecuencia (3.3) es cierto �ara W � ¡S y �ara -

todo fo e. B. 

Sea ahora cumplida (3.57) y foG B cualquiera.

Como Inf(B} = Su:i, Inf f( x,y) = f y p) t , existen T,oc' € Jf.
xe)( y€.Y 

COn "f (."(�'(/.fo Y se CUDl)le ::f1 x(l Z f ¡S, )r X€. X.. 

En consecuencia, ,odemO$ aplicar el teorema 1 y se cuaple 

la tesis del teorema. 
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Del lema 4 por consi�iente (3.3) es cierto para W � � y 

:,ara todo� E B. 
Si n�l, hacemos ahora la sicuiente hip6tesis de induc--­

ci6n: 

(3.3) es cierto -,ara todop t By 1ara todo WCX con 

card(W)Í n - l. 

Pe.ra cualquier />€ B eleiiaos ol€ B con C<.( p • Como e11 la 

demoatraei6n del teorema 1, obtenemos entonces que 

LE(V ,i) I �, ;¡, VCX con card(V)� n + 1. 

Si 1' € B, WC :X: con card(W)$ n y Z-.iLE(W,p), ent�noes ee CU!! 

ple ( .3.28) y (3.44). Pop consic;uiente podemos aplicar �1 

lema 4. 

[ para (3.56)] 6 el lema 4 [ para (3.57)] • En consecuen� 
cia, se cumple ( 3. 3) para todo wc. X con ca.rd( W) .S n. Con -

esto queda demostrado que ( 3. 3) es cierto -para todo f, E B 
Y' todo conjunto finito w C x.

Por coneicuiente, �odeaos aplicar el teore11a 1, y secua-

1le la tesis del teorema.� 

Como consecuencia del teorema 3, demostraremos ahora el fa_ 

moso teorema de Sion y el t9'Jreme. de Fan. 

Teore11a de Minimax de Sion. 

Hip<Stesis: 

l.- Sea X e Y subconjuntos no vac!os, cerraaos y co•1actos 

ae espaeioa topol6«ícos lineales 
2.- f : X x Y� B una funci6n c6ncava - convexa 

3.- f(.,y) es su,eriormente contít1ua en X,,)f'y€.Y e 

f(x,.} es inferionenje cont:ínua. en Y.:,.,:,r x ex,

Tesis. 
Max Min f(x,y):::: Min Ma� f(x,y) 
x�x y f:f Y€Y xec 

Afiraaei6n. Este teoreaa es conseouencia del teoreaa 3. 



Dem.ostraeión. 
Vamos a deaoatrar �ue se cwaplen (3.53), (3.54) y (3.56)

Sea ot = Sup Inf f(x,y). 

x�X Yf:Y 

(a) 8oao f(x,.) es inferioraente contínua e Y es cerraio

y eoa,acto. Por consicuiente

·ilx = [y€, Y / r(x,y)(�} es cerracio y com1acto.

(•) Vea1tos que .JJ x f. /6, -V' x E::X, � �et • 

Sea x é X cual<i!Qiera, como f(x,.) es inferiormente conti­
nua e Y es compacto, entonces existe y e Y, tal que 

•(x) = Min f(x,y) = f(x,y)

�y 

n(x) es su,eriormente contínua en X, eoao !nfi•o de la fa 
m.ilia f f(. ,y) / y6 YJ ele funciones superionnente conti-­

nuas. ao110 X es com.pae�o, entonce a existe x G X tal que 

ol...: a(i) � Max a(x) = Max Min f(x,y) 

xex xtX yéY 

Entonces f(x,y) � a(x), •(i) =�SP • Por eonsi«uiente

Jlx f. /6, .V-xex, Jr,'*cx.
Lo que demuestra (3.53)

(e) !l X es convexo, ;¡. Xé X, entonces L(V,�) =()!lx es

x6X 

es convexo,� ve x.

Lo que demuestra (3.54)

( d) Para tocio :p,ar x
0
,x

1
6 X elegiaos a = [ x

0
,:x:11

· Tesis: i{xC 1.{x
0 

u.!1x1, JI" xec�

De11ostrareaos que f; ( tlx
0 

Sea y€{(Jjx
0 

U JJ
X¡

> 6

U ,!lx1)c � ( 1Í x}

f(x0
,y))� , f(�,y)), , y x€ [ x0,x11

Coao f(.,y) es cuasi-c6ncava, entonces 



f(x,y).>¡ Min tf(:x:
0

,y), f(xi�y)j >P • Entonces Yé �( -1.Jx).

Por consi,:uiente se obtiene J.lxC !lx
0 

u_!lx
1

, .)!"' x€C.

(e) %y EtY, el conjunto [ x / x€ [x
0

,x1J , f(x,y)<f J ee

a'bierto en [x
0

,x11 , �uesto que f(. ,y) es superiormente

contínua. 

Lo que aeauestra (3.56) 
Ahora aemostraremos la existencia de: Min Max f(x,y) 

yéY X€X 

Sea y6Y cualquiera. Como f(.,y) es superio?"Jllente contí� 

nua y X es compacto, entonces existe x E X, . tal que

M(y) = Su� f(x,y) = Ma� f(x,y) = f(x,y)

x�X xEX 
M(y) es inferiormente cont!nua en Y, c�ao su�remo de la� 

familia f f{ x,.) / xéX J te.· funciones inferiorm.ente con tí-

nuas. 

Como y es com,acto, entonces existe YE Y tal que 

M(y) = Inf M(y) = Min M(y) = Min Max f(x,y) 
y(;Y yE,Y yE:Y x�X 

Por lo tanto hemos demostrado la existencia de 

Min Max f(x,y)

yEY xEX 

De esto y de las demostraciones ñe las hi,6tesie ael teo­

rema 3 se eoncluye que 

Max Min f(x,y) = Min Max, f(x,y) • ., 

x€X· y(;:Y yéY xEX 

Definición. La funci6n f; X x Y-,. R se llama similar a 

una funci6n c6ncava - convexa, si se cumple (a) y (b). 

(a) ;r x1, x2 6 Xi, A& (0,1] existe un x € X, tal que

f(x,y)'? "- f(x1,y) + (1 -�) f(x2,y), -V-yeY.



(h) ..¡.¡- y1, y2� Y, A6 (0,11 existe un ye Y tal que

f(x,y)�). f(x,y1) + (1 ->.) f(x,y2), KxEX.

Recordemos las �ro,iedades (1.2.) y (2.2.) 

"3 5€ {O,l) , tal que, Jry
0, y1 E Y existe un Ye Y con

xéX� f(x,y)� (1 ·- a) [f(x,y
0

) v f(x,y1)l+

+ s (f(x�y
0

)/\ f(x,y':t.� (l.2.) 

g $ t:<0,1} , tal que, .Jf x t x1E. X' existe un xE :x:· tal {}Ue. o

f(x,y)� (1 - s) [f(x
0

,y) v f'(�,y)J +

+ s ( f(x
0

,y) A f(x1 ,y)] , JI' ye Y. (2.2.).

Pr.osaremos que si f: X x Y�R �s similar a una funci6n 

c6ncava - convexa, entonces se cum1len (1.2.) y (2.2.) y 

1or consiguiente también se cumplen (3.13) y (3.43) res-­

,ectivamente. 

SeanA€.(o,1) fijo, y0
, y16 Y, x€ X cuales�uiera.

Podemos asumir que f(x,y1) = [ f(x,y0
) v f(x,y1)].

( \) i•:plica que existe y €Y, tal que 

f(x,y), (1 -A) f(x,y1) +). f(x,y
0

� =

:::: (1 -A) [ f(:x:,y
0

) v f(x,y1)1 +).[f(x,y
0) /'. f(x,y1}]

.Por consi�ente se CUDlJle (1.2.). 

Similarmente se ,uede demostrar tue · (?,·.2.) es cumplida. 

Teoreaa de Minimax de Fan 

Sean X, Y subconjuntos compactos de es,acios to,ol6gico� 

lineales se:,arados y f : X x Y� R una funoi6n similar 

a una.funci6n c6ncava - convexa, �ue es superiormente oo� 

tfnua en el ,rimer ar,;umento e inferiormente continua en 

el se,;undo ar"1Jlento, entonces 

Min Max f(x,y) = Max Min f(x,y) 
yéY x€X xfX yEY 



Afirmación. Este teorema es una consecuencia «el teorema 3

Como en el caso del teoremá de Sion se muestra quw 

Min Max f(x,y) y Max Min f(x,y) =e( existen y que J..lx 

yf.Y x6X . xe.X ye.Y 

es no vacío, cerrado y compacto, Kxex.

Evidentemente se cumple que Min f(x,y) = a(x)) -0<>. 

y(:Y 

Ya hemos visto que �ara f se cum1len las condiciones (3.13)

y (3.43). Por consi�uiente, todas las hi16tesis del teor� 

ma 3 son cum�lidas •. 
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