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INTRODUCCION,

La teoria de dualidad de la programacién lineal es -
muy importante, por las siguientes razones:
l.- Bs indudabklemente la parte central de la teorfa de la
programacién lineal.
2.~ Es una base importante para la construccién de algoritmos
{Ejemplos: El algoritmo simplex dusl, el algoritmo primal
dugl).
3.~ Las variables duales, tienen interpretaciones econdmicag
precisas y, por ésta razdén son indicadores para la

planificacidn econdmica.

Bate éxito de la teoria de duslidad de la programacién 1i
neal, ha sido el motivo por el cudl diferentes autores han

extendido ésta teorfa a problemas no lineales de optimizacion
Mencionamos tres enfoques importantes.

l.- La teorfa de dualidad de Rockafellar, que perturba un

problems primal P de manera preciss, y usa ésta pertur

bacién para construir un problema dual P , * para

estudiar las propiedades del par (P ,P’{ e
2.~ la teoria de dualidad de Fenchel, se basa en las

funciones conjugadas.
3.- La teoria de los problemas minimax & dé punto silla.Enel
presente trabajo se analiza diferentes aspectos del tercer

enfogue, donde a una funcibn fﬂ :+XxY-—>R -seasociaun
programa primal
P : Min {Sup so(x,y)}
xeX ‘yeY
¥ un programa dual

*
P m{x{mf (F(x,y)}
yeY¥ x€X



Para analizar las propiedades del par (P,ﬁ*) en especial
las relaciones entre P y P*.

Un problema clave en éste andlisis es el siguiente:

Bajo que condicién, existe al menos un punto (§{§)€ XxYyY
de modo que % es soldcidn de P, §‘es solucién de P¥ ¥
se cumple: Min Sup ¥(,y) = Max Inf ?(x,y) ?

xeX yeY

Este problema es equivalente al problema de determinar un
punto silla (Q',’y\')e X x Y de 5"’, esto es uh punto

(ﬁ‘,’fr) E€X x Y, tal que

Qﬂ(é\,y)é V(sc\’?) £ W(x99)9 N'xeX, yeY.

En el primer capftulo, hemos definido la funcién

Sﬂ : XX Y R convexa - cfncava y luego asociamos a‘?las
funciones
M(x) = Sup { P (xy) / ye ¥}
n(y) = Inf { ¥ (x,5) / x€X]}

Después hacemos X = {x €EX / M(x) <+oo} e
¥ = {yé Y / m(y)) -oo} que juntos a ¢se asocia un progra-
ma primal P : Min.{M(x) / xé€ %} y un programa dual
p¥*: Max {m(y) / yehf’}

Para analigar, en primer lugar las propiedades de M y m
tomando en cuenta el concepto de punto silla de ?’y lue—
&o establecemos el teorema de minimax de Kakutani, en el
cudl se prueba la existencia de un punto silla y la igual
dad entre el gI?)J,E lllg.gfo(x,y) y el Lﬂél.}l? I;Igj)c; P(x,y) pata X e
Y compactos y convexos de RT, con ¥ eontinua.

Finalmente, hacemos una comparacién entre la condicién ge
neralizada de Kuhn - Tucker y la condicién de dominancia.
En el segundo capfitulo, damos a conocer algunas aplicacio
nes de la teorfa de dualidad de Stoer.

En primer lugar, hemos demostrado el teorema de Von Neumann

de la teoria de juegos, en el cudl hemos estableci@o eeoe



ess estrategias de juego entre dos jugadores.

BEn segundo lugar, hacemos una interpretacién de los mul—-—
tiplicadores de lLagransge, que serdn dtil para los mode——
los econémicos que a contf{nuacién mencionamos:

l. Teorfa microeconémica de la empresa de produccién.

2. Conduccién descentralizada de una empresa.

Bn el tercer capitulo, se analiza, un teorema general y
flexible de minimax, cuyo 2utor es Simons. Este incluye
una serie de teoremas, que fueron inwefados por diferen——
tes autores, en el transcurso de los Gltimos veinte afios,
entre ellos el célebre teorema de minimax de Sion.

De este modo el teorema de Simons unifica y resume los es

fuerzos de muchos investigadores.



1l.1.

CAPITULO I

TEORIA DE DUALIDAD DE STOER

INTRODUCCION

La teerfa de dualidad de la pregrmmacién lineal, es el
case medele para las diferentes teerfas de dualidad, en el
campe de la eptimizacién matemdtica. Per ésta razén 1la re-
sumimes aauf brevemente.
Censideremes el siguiente par (PL, PL*) de pregremas lines
les mutuamente duales:

PL : {Min c®x / » - Ax {0, xer"}

PI : {Max vy / -¢ + A%y (0, ye R:}
PL{?espectivanente PL*J se llama pregrama primal [res,eeti
vemente dual].

Sea S [respectivamente S*] el deminie admisible de PL [rqg
pectivamente de PL*].

Censideremes también la funcién de Lagrange del pregrama -
primal PL:

L(x,y) = Ctx + yt(b - AXx)

Definimbs las funcienes:
n
M: R -»R Uf+00] ¥y

M(x)

Sup{L(x.y) / Ve R:]

il

n(y) = Inf{L(x,y) / xeRf}

Evidentemente se cumple:
n(y) & L(x,¥) $M(x), ¥ (x,y)ER] x R
Sup{ﬁ(Y) / Y€ R:]\an {M(x) / x€ Rf]
si 'ﬁf = [x€R} / m(x)(+o0] ¥

Entences PL es egquivalente al pregrams



LS an
I :EMlniM(x) / x¢ R+} ¥
PL* es equivalente al pregrama

': dex {m(y) / ye R, |

Para (x,y¥)€ /ﬁf x/ﬁ: Se cuaple

a) M(x)}< +00 B~ 4xY 0 6 Ax2 B

Si ®» - Ax { &, BEntences M(x) = ctx. Per censiguiente PL es
eguivalente a I,

») n(y)> ~00 & =C + Aty\< o ¢ Aty\< ¢

ty ~ ¢ £ 0. Entences u(y) = bty. Per censiguiente p1."

Si A

es eguivalente a I*. g

Recerdemes el siguiente teerema de existencis.

Teorema: PL tiene una selucién si y sele si Inf (PL)) -ee,

Indicames akerg sin demestracién les princisales resulta~

des de la teerfa de durlidad de la pregramacién linsal.

1, Si une de les pregramas PL y PLX (respectivements I g
I*)tiene una selucién, entences el etre también tiene

selucidén.

Si (X,§) es un par de selucisenes de (PIL, PL*), enten—
ces
Inf(PL) = C'% = M(R) = LEF) = 85 = n(F) = Susler)
2, Si (X,7) es punte de gilla de L(x,y) sebrs Rf x R: ,
entences x es éptime parae PL, ? es Sptimo pars PL* y
se cumple (1.1).
3. Sea (%,5) S x s* . Entences el mpar (%,7) es Eptimo -
pare (PL, PI¥) si ¥ solo si §0(b ~ Ax) =

5% c+a¥) -0

4, a)SiS£Py s* # ¢ , entences FL y L Tienen al -
menes una selucién y Inf(PL) = Sup(PL* )



b) Si Inf(PL) = -ee, entences s ¥ [
Si Sup(PI*) = +ee, entences S = g
Sis g & y s*
sis*f gy s = @, entences Sup(PL¥) = +ee

¢) El caso, donde S = s¥ = @ se presenta en realidad

g , entences Inf(PL) = —-ee

(veremos este en un ejemple pesterier).

Observacién,
En el cgso 4(a) se cumple

Min Sup L(x,y) = Max Inf L(x,y)

yeR: xeRf

En el case 4(k) se cumple

Inf Sup L(x,y) = Sup Inf L(x,y) = ¥ e

xeR:‘ yeR: yeR, xeR,
Ocurre el case, dende S & s¥ =@
BEn éste case se tiene:

+ee¢ = Inf Sup L(x,y)

xeRf yER:
Decimes en este case, que existe un salte de dualidad -~
(en inglés: "Duality Gap") de tamafie +ee

Cada teeria de dualidad en el campe de la eptimisacién -

tiene les siguientes aspectes principales:

l. La teerfa de dualidad permite cenecer mejer la estruc-
tura de un preblema (primal) de eptimisacién.

2. En las aplicacienes, el pregrama dual se deja general -
mente interpretar ceme un preblema cencrete de eptimi~
zacién, estrechamente ligade al preblema expresade per
el pregrama primal. En cierte mede, el preblema dual -
resalta nueves aspectes del preblema primal.

Asf a unpreblema de flujes en una red cerrespende un
preblema dual, que es un preblema de poetenciales en -

la misma red.



A un preblema de preduccién a ceste minime estd aseeia
de un preblema de precies de equilibrie para les reour
ses de preducecién.
3. Ia teerfa de dualidad efrece generalmente apreciables
ventsjas cemputacienales.
En muches cases el pregrama dual tiene una estructura
que facilita su selucién algeritmica, ¥y es pesidle --
censtruir una selucién del predlema »rimal, partiende
de una selucién del preblema dual. Existen también al-~
goritmes, gque resuelven les pregramas »rimal y duel, -
conjuntamente, As{ el algeritme simplex censtruye seln
cienes Bdsicas éptimas tante pars el pregrama lineal -~
primal, ceme para el pregruma dual.
1.2, RESULTADOS GENERALES
Sean E y P espacies linerles tepelégices, £ # XC B, -
g4 YCP convexes y ¥ : XxY-—5R.
Definicién, ?7 se 1llsea cenvexs -~ céncava, si:
i) S”( ey y) e8 cenvexa, ¥'yeY fije
teee Y x + (1 -Xxp 7)< AWMz, 3) + (1 -1 P (x,,3)

ii) (x, .) es eéncava, )!/xéx fije
t.e. Pz 7y + (L =Wy)y AP(x,5)) + (1 =)) Eﬂ(x.yz)

)f’yl. 7,€Y%, €K, ¢ A€

Similarmente se define el cencepte de una funcién estric~
tamente cenvexa -~ cencava.

Aseciames a ¢ las siguientes funcienes M(x) y m(y):

H(x) = sus { ¥ (x,3) / yeY|
un(y) = Int [P (4,9) / xeX}

Neta, Si (f egs cenvexa -~ céncava gntences M es cenvexa, m

es céncava



Neta. M(x) puede temar el valer +ee y m(y) puede temar -
el valer wee
Si X ={xeXx/ Mx)(+e0) , ¢ Y=[yeY/ u(y)y -ea] ,

aseciames g ;ﬂ el par de pregramas .

P Min{m(x) / xei’c} ’ P*: Max {n(y) / yé?}
P - pregraasa primal, P¥ _ pregrama dual.
Definicién. (X,7)€ X x Y es un punte silla de }0 sebre -
XxY, a1

P (@) ¢ PR ET (XF)y ¥ XEX, TEY vanreennna(2,2)
Lema.l, (X,¥) €X x Y es un punte silla ie/@ sevre X x Y
gi y sele s8i M(X)< m(y)

Demestraecidén.
(=2 )De 814 2) se evtiene inmediantamente que M(X) $ m(y) --
(¢ ) Poer las definicienes de M y m se oumple evidentemen
te:

1(7)§ ¥ (x,7)¢ M(X), W XEX, TEY vaveesel(By3)
De este y de M(X){ m(¥), se obtiene:

() = (%5 = MF)
De este y de(43) se ebtiene mara x = X ey=7

P(R,7)$MF) = ¢ (%,5), ¥yeY
w(7) = ¥ (%7) <Y (x,7), ¥xex
Entences (i,:’;') es un punte silla de Vsohre XxY.

Nes: interes en primer lugar, analizar cendicienes, que —
garantigan que les siguientes enunciades sean ciertes.
a) Si P(regpectivemente P*) tiene una selucién, entences:
p¥* (respectivamente P) también tiene selucién.
») ¢ tiene un punte silla sebre X x Y
¢) Se cumple:
~o0 < Inf{m(x) / xex} = Sup{ a(y) / ye Y} { +o0
PROPIEDADES DE m y M

1l. Sup n(y)é Inf M(x)
YEY x€X xéX yeY



2.

3.

4,

.Este es censecuencia de (I¢3)

Si (X,¥7) es un punte silla sebre X x Y, entences x e=s
éptime para P, e 7 es éptime para P y
M(x) =P (%,7) = n(F)
Demestracién.
Se cumple M(X){ m(y). De este y de(1l3) se ebtiene
¥(%) = ¥ (X,7) = n(§)
De este y de (1). Se deduce que:

Sup m(y) ¥ m(§) = M(X) > Inf M(x)> Sup m(y)
xeX yeY
Entences Sup m(y) = m(y) = M(Xx) = Inf M(x)
yeY xeX
Per censiguiente X{¥]/ es éptime para P(P']. s
2.2+ Si M(X) £ Sup m(y) ( ee, entences X es éptime pa-

ra P.Este es censecuencia de

Sup m(y)y M(X)» Inf M(x)) Sup m(y)
x€X
Sea (%,7) un punte silla sebre X x Y, ¢ X, entences —
(a) y (b) sen eguivalentes

(a) T es éptime para P
(») M(%) = ¥ (%,7)

Demestracién.

Per (2).% es éptime para P y M(R) =Sﬂ(i,j‘r), entences -
£ es éptime para P si y mele si M(Q) = M(X) =¢(i,i).p
(2),(®) ¥ (c) sen egquivalentes.

(2). (X,¥) es un punte silla de Sﬂ sebre X x Y.

(b). M(X) < m(F).

(¢). X es éptime para P, ¥ es éptime para p* y
M(X) < m(¥).
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Demestracién.
(a) e (B) ya se demestré en el lema 1.
(¢) = (B) es evidente
(a) = (¢) es la prepiedad 2 o
Sea 3 el cenjunte de les yuntes silla de (P sebre X x Y
) 31 S £ @, entences S tiene la ferma:

S=AxB, ACX, BCY
») Para tede (X,§7)€ S se cumple:

Y(%,5) = Min M(x) = Max u(y)

x¢X yY
c) Sisﬂes centinun y X, Y sen cerrades entences A y B
sen cerrades.
Demestracién. &)
Definimes:
A ={x€X/3YeY, tal que (x,y)€ S} y

B={yeY/7xecX, tal que (x,y)€ S}
AkP, BFEF, puests que S £ £.
SCA x B: Si (x,Y)€S entences x€A, yE€ B 6 (X,y)€A x B:

X % Be S: Sean (xl,yz)é A x B cualesquiersa
come x1 €A JyteB / (xi, Yl)é S

2 2
cone 3263 3?‘526 A/ (x,y)ES

De este ebtenemes

? (x*5%) ¢ ¥ (xF3h) 4 ¢ (xz,y%) P 2,594 f&(xl,ye)
S”(xl.yz) =V(x2.yl) =?(x1.y1) =W(x2.y2)

V(xl,y% Pxtyyt) =P (x13%) = P(x2,50)¢ ¥ (x,50)

)'/(x.y) €EXxY
Per censiguiente (xl,y2)€ S. p



k) Es una censecusncia de 2, »
¢c) Sean shera X, Y cerrades, Wcont:fnua en X, Y

evidentenente si (X,y)€ S entences se cumple

.‘0000'Q..O..oo..o"o"oo'000000oo0009'00000‘1"4)

Las funcienes S/)y(x), v€ Y sen centfnuas en X, en--

tences M(x) = Sup (Py(x) es inferiermente centinua
JEY
en X. Per censiguiente A es cerxrade.

Las funcienes Wx(y), x€ X sen cent{nuss en Y, en -

tences m(y) = Inf Wx(y) es superiermente:.emntinua
xeEX

en Y. Per censiguiente B es cerrade. g

Cape Especial. Sean X, Y cenvexes y W: XxY-R
cenvexa - céncava, entences M[n] es cenvexa [c‘nea—-
va]. Es tamkién fdcil wer que %, Y sen cenvexes.
(ﬂ)inplica que A ¥ B sen cenvexes,

De acuerde cen el andlisis precedente, es decisive,

dispener de cendicienes que garantizan que S £ B

Bn le gque sigue E y F serdn espacies nermgpdes de @imen-—-
gién finita a pesar de que algunes resultades que obten--

dremes sen ciertes para espacies nermades generales,
1.3, TEOREMA DE MINIMAX DE KAKUTANI

Sean  # XCRn, P # YCR'cenvexes y cempactes,.
(/7: X x Y- R cenvexa ~ céncava y centfnua, entences V
tiene al menes un punte silla (%,¥) y se cumple
w7 =¥ (%3) = u(®)
Para su demestracién haremes use del siguiente lema

Lemg 2., Si el teerema de minimex de Kakutani es vdlide ..



«s paras el case, dende Sﬂ: XxY— R es estrictamente
cenvexgs - céncava, entences es generalmente vdlide.
Demestracién,

Sea Soz XxY¥—» R cenvexa - céncava. Entences

(/Je (x,) =W(x.y) +€ ([xlz - ly{2 ) es estrictemente cen-
vexa - oéncava, WVE)0.

Sea M _(x) = Max YZ(X.y) y m.(y) = Min %é(x.y)
YEY xeX

M, me ¢t X->R sen centinuas y teman su minime en I

m, B; : YbR tawbien sen centinuas y teman su mexime en

Y.
Sean M = Min M(x) ’ ME =~ Min Ma(x)
xeX xeX
A = Max m(y) ’ Mo = Max .f',(y)
JEY YEY
O(BQ;Max[xlz f = Max ||
xeX yevy

Entences se cumplen las estimacienes:

D(x3) - +p )< Yo (1) $ V(x,3) +€ (% 4 ), Wx,y)exxr
antences
M(x) ~E(a »p)S Mayx G (x,7) = Mg (x)¢ M(x) +E(cl +§ ), x<X
entences [M - M;leg o R B N ¢ (1))
Similarmente se obtiene:

[m - m [SE(RRP) eievecnnsencecrocnenes(ly)
por hipetesis se cumple ¥E? O : mo= M
De este, (1.5) y (1.6} se edtiene
of | M-m|= M-m; + - m| | MM | +]l&—mz[5 26(d+8)y NEXO
Entences M = m
Si M = M(X), m = u(¥), entences de acuerde cen el lema 1

(%,7) s un punte silla de{ sebre X x Y y



o nE = w(i) = V&GN, g

Palta demestrar gque el teerema de minimax es védlide en el
case dende w es estrictamente cenvexa- céneava.

Elegimes (X,y)€ X x Y, tal que:

M EH(x) = Max P(x,3) = ¥ (%,5)
y €Y

(ﬂ(i, .) es estrictamente cénevavae, entences

P (x,5) < UTF), FyeY, vy £y
Per censiguiente se cumple

(F,3)€ = { (x3) / Px0)< P &)y #ye Y =1 F)-n.
Mestraremes que (x,y)d . L , V x€X -{')Ef
Entences se cumplird

(/(Tc,y)s Sﬂ(i,'&)éw (x,y), ¥ x€X, yeY y (%X,7) se-
rd un punte silla de Sﬂ sebre X x Y, cen este quedard de—

restrade el teerema de minimsx,

Supengames gque existe x*;é % cen (X,§)eSl, coeme sﬂ es centi
nua entences existe una vecindad abkierta U de ¥ cen
{x*?x U ¢«
Para tede y€ U la funcién P (eyy) es estrictamente cenvexm
en el segmente [(x*,y), (ioy)]-
Entences ¥ ye€ U, A€ [0,1) se cumple
Yoz + -2, PGy + (1-0F S V&P ...
PR ¢ 18 - )
Entences (i,x*];-x UCc .
15} x(Y - U) es compacte y per (1.7) centenide en N .En-
tences existe £ ) 0, tal que

Max W(i,y) = ?ﬂ(i’,?) - £

Y - U
Come Ves unifermemente centinua en X x Y entences existe
d, 0¢d ¢|x* - %, tal que --.

io



cese FYEY - Uy, ¥ x con |x - (¢ se cumple
Py @ (Foy) + 8/2(P(XT) = &/200ininninnns(109)
5i X =%+ J(x* «X), entences %6(%, x*]
[ x* - 7|
y de (1.8), (1.9) ebtencmes X x YC R
Como Y es cempacte, ebtenemes de este
uE) = Max P(Fy (P (%,5) = 1
yéY
Le que centradice a la definicién de M. Entences
(5,7 ¥ x€X, x £ % g
Neta. Bl teerema precedente ne selo es cierte en espacies
de dimensién finita, ya que también es v4lide en espacies

nermades generales,

Recerdemes que (Sin restriccienes mara X, Y, ) (%,7) es

un punte silla de ysi y sele a M(XDE m(F)eseoosa(1.10)

(1.1€) es suficiente para que X sea una selucién de P e -

¥ una selucién de ¥,

Pedemes escribir (1.10) ceme M(X) € ?(x,'y'), ¥ XE€EXeeveoo

I G RS R § |

Llamames a (1l.11) la cendicién generaligada de Kuhn -

Tucker,

Si ne existe YEY cen =m(¥) = Sup m(y) entences se cumpla
yeY

el siguiente criterie de eptimidad.

Si M(X) = sslé—’y.(y} { #8).0ercecccccocccccersecea(lel?)

gntences X es una selucién de P.

Se cumple: m(y)< Sﬂ(x,y)gm(x), ¥ x€X, ye¥

(1.12) implica M(X) = Sup m(y) ¢ M(x), ¥ xeX

yeY

i



Si F: X—95R, f: X—> R‘ sen funcienes dadas, considere

mes ahera el pregrama

I s Min { F(x) / f(x) £ 9, xex}
Sea Y = R: sy fﬂ(:x,y) = F(x) + ?t, f(x) la funcién de la -

grange de 1.
Bs fécil ver, que I es equivalente a P: Min{ M{x) / x€ “}‘I}

Demestracién.
Sea x€ X. De las definicienes de 50 ¢t X xY>RYM se ob-
tiene: M(x){ +e0 & f(x)S 0 ey M(x) = F(x). Per le tante
P es equivalente a I.
Recerdemes:
l. Bn (X,y)€E X x Y se cumplen las cendicienes de Kuhn -
Tuck er para I, si:
a) P (%,5) <P(x7), ¥xex
») Y (%,7) = F(X)
c) £(%)§ 0
2. Teerema. Si en (X,y) se cumplen las cendicienes de Kuhn
- Tucker para I, entences X es selucién de I.
Demestracién,
Sea x es un punte admisible cualguiera de I. Entences
de »), a) , Y20, se ebtiene
r(%) =¥ (57 ¢ P(x,3) = F(x) + F° £(x) < F(x)
Per censiguiente X es selucién de I. g
3. Teorema. Sea (X,7)€ X x Y, entences en (X,y) se cumplen
las cendicienes de Kuhn - Tucker para I si y sele si -

(X,¥) es un punts silla de]ﬂ.

Demestracién.
(= ) Per (a) se cumple Sﬂ P <Y (x,7), F x€X.
Ceme f(X)£ 0. Se cumple

D(z,7) = F() + y° £(%) { F() = P(%,7)y ¥ yeEY

12



Per censiguiente Sﬂ(i,y)g W (%,7) ¢ (p(x,:';r), V¥ x€eX
Fyev,

(& ) Evidentemente se cumple (a).

Demestraremes srimere que £(x)< 0

Suponmos que £ {x)7® para algdn j.

y s i f =¥+ 1,

H

Elegimes: y> 0 tal que yi

)

Entences W(:’c,’}) NTERD) (§ - §)tf(i) = (ej)tf(i) -

= f (x)? 0.
Este contradlce a Y(%,7)
£(x) €0,

Falta demestrar gue Qﬂ (x,¥) = P(X) 6 que §tf(§) =

L

}0(3,?)5 ®, per le tante ~

Ceme ¥ 70, f(X) €0 se cumple:
t - _
7R =08 yjfj(x) =0, 1S j¢{
Supengames que para un j se tenga 3}3.7 0, :fj(i) < 03
Elegimes: ? tal que /3}3 = 0, §k = S':k’ Fk £l
N — /\ -~ t -
Entences ¥ (X,y) - W(x,y) =(y -y =
A -
=y.-7I).X)==-73.f.(x)y 0
V5 = 9y j( ) y T
Este centradice a %(i,?) - V(’i,})s 0., Por le tante

Consecuencia. Si (X,7)€ X x Y es un punte sille de }ﬂ, en-

tonces X es éptime para I[P] e 7 es éptime para P¥ y OB-

servames que 2i I es un pregrama cenvexe. Entences —————-

(ﬂ : X x Y R es cenvexa ~ céncava y (P, P*) es un par

de pregramas cenvexes,

Recerdemes también el siguiente criterie de éptimidad

4. Toerems., Sea I un pregrams cenvexe y X una selucién de

de I ., Si existe un x%¢ IntRal(C), tal gque
fi(x.)< 0, para tede i cen ﬁi(f) = O} eesel(2.13)

i3



entences existe un y¢Y, talque (X,§) es un punte si--
silla de?ﬂsobre XIxY.

Neta. (1.13) se llama cendicién de SLATER,

Si fi(i‘) = 0, decimes que la funcién restriccién fi(x)\< 0

es activa en X,

Observacién,

1, S5i sﬂes cenvexa - céncava en X X Y, pere X x ¥ ne es —
compacte, entences puede suceder que
+60 > Inf{m(x) / xeX} =(7Sup{n(y) / yex) =p>_ e,
en este case decimes aque se presenta un " salte de dus-
lidad " (en ingles:"Duality Gap") de tamafie 4 —f .
Presentames un e jemple para el case dende P y P*tienen
2l menes una selucién, pere dende

Min{M(x) / xex} >Max{n(y) / er(’}

este ejemple fue dade por Steer [9]

Elegimes X = Rf 9 ¥ = Rl y

P(xy7) = &(x)x,) + yx
dende ¢(xl,x2) = Max(-«, -Vx, %, ), A>0.

g es cenvexa y centinua en Bf + Por censiguiente, }” es

cenvexa - céncava en foRl.

Se cumple evidentemente:
+ oo y81 JL_L).

H(Hvxz) = SUP(E(xlaxz) + Yxl) =
ve R* &(0,%,)=0 51 x =0

.0.0...O..O....O.....‘O00..0.0.0'CQ.0.0IOO....(1014)

51y 0, se tiene en censecuencia:

sﬂ(an)?‘(xl’xz)b -%. 81 xl = 4 I2>9 )

X

N

N



2

.se entences

Lin[g(ﬁ,xz) + yxlj = Lim (-4 + yg(_a ) = - .
Xz—" oo x‘-oag X2
Per censiguiente se cumple
~ oo y 81 ¥(O
a(y) = Inffc(xl.xz) + yﬁ] =
%30 %230 ~ X y 81 y20

P & % L))

De (1.14) y (1.15) se deduce que {O}x R es el cenjunte
de selucienes de Py R es el conjunte de selucienes de
Py aue Min{N(x) / xenf}= 0y -d= Max{m(y) / yeR} .
Si L(x,y) es la funcién de Lagrange de un pregrama ma-
tematice, se presentan tambien les cases

Inf Sup L(x,y) = Sup Inf L(X;¥) = = €8 eveeee..(2.16)

x€X yey yeY’ xeX

Inf Sup L(x,y) = +ee, Sup Inf L(X,y) = ~e® ....(1.17)
xeX yeY YEY xeX

Ejemples

(a) Si et= (1,1,1....)6Rn censidersmes el siguiente —-

par (I,I ) de pregramas duales.

I: Min{etx / Otxbo}

*

I: Max{Oy/yO::e ’ y;O}

Se tiene que Inf(I) = -eo y Sup(I*) = -9 ,
pueste que el deminie admisidle de 1* es vacfe.

La funcién de Lagrange de I ez L(x,y) = etx 4 y(o-otx)=

s o'x
se cumple
M(x) = Sup L(x,y) = eti ’ ¥ xer®
y30
Inf M(x) = - e
x¢R"
a(y) = Inf L(x,y) = Inf etx =~ 00 , ¥7Tc R+
x€R™ fon

Per censiguiente se presenta el case (1.16).

15



(») Censideremes ahera el par de pregramas lineales —-
duales
I : Min{e'x / 0'x31}
¥ Max{ y/50=e, yzO}
Se cumple Inf(I) = + ee, Sup(I*) = -00
pueste gque les deminies admisibles de ambes pregramas
sen vacfes.
La funcién de Lagrange de I es:
L(x,y) = etx + y(1 - Otx) = etx +y
Se cumple:
M(x) = Sup L(x,y) = +ee, N XER"
Y90
Inf M(x) = +ee,
x &€ R®

m(y) = Inf L(x,y)
n

Inf(etx +y) = ~e0, ¥y>0

X€éR
Sup m(y) = -oe
yy 0
Per censiguiente se presenta agquf el case (1.17). En -

éate case tenemes un salte infinite de dualidad.

Velviende al case general. Surge de manera natural la pre
gunta bajoe que hipétesis es 1la cendicién generalizada de
Eubn - Tucker un criterie necesarie de eptimidad?.
Basandenes en el teerema precedente, exigiremes de te—
das maneras que X e Y sean cenvexes, F’sea cenvexs — cén-
cava y cent{nua en X x Y.

Si X e Y sen adicienalmente cempactes, entences la res——-
puesta a 1la pregunta precedente es afirmgtiva.

Sea X éptima para P, m es centfnua y ceme Y es cempacte,
P* tiene al menes una selucién Y. Por el teerema de Mini-
max de Kakutani se cumple:

M(%) = n(F) = suw u(y) € ¥ (x,7), ¥xec
ye7

16



1.4,

Sin embarge, el teerema de Minimax de Kakutani tiene un
un alcance limitade perque en la mayerfia de les cases —
X eY ne sen cempactes.

En le que sigue, asumiremes que X e Y sen cenvexes y ce--

rrades y que Yes cenvexa - céncava y centinua.
LA CONDICION DE DOMINANCIA.

Definiciéns

a) Decimes aue en X €X es cumplidai la cendicién de demi-
nancia,si existe un cenjunte cenvexe y cempacte DCY
y un cenjunte C = xﬂ{x / |lx - 'ik&} y€ > 0, eon la -
prepiedad siguiente:
¥'x€C, existe un ye D, tal que W(x,y)) M(X).

®) En Y €Y es cumplidad la cendieién de deminancia, si --
existe un cenjunte cenvexe y cempacte CCX y
D = Yﬂ{y /|y - FI$E } s+ & >0, con la prepiedad gi-——-
guiente:
XN y€D existe uh xeC, tal que S"(x,y)S-(?)

Neta. Steer llama a la cendicién de deminancia (Bn uma fer

ma un pece distinta) "B - Preperty".

Cemparacién de la cendicién generalizada de Kuhn - Tucker
cen la csndicién de deminanacia.

Kuhn - Tucker: Bxiste <Y, tal que }ﬂ(x,}') > M(Xx), ¥VxeXa

Cendicién de deminancia: Para X€C, existe un ye D cen -
W(x,y) > M(%).

Es evidente, aue es més fécil cemprebar = 1la cendicién

de deminancia que averiguar que la cendicién generalizada

de Kukn - Tucker es satisfecha.

Sin embarge en el case Sﬂ cenvexe — céncave las des cendicie

nes sen equivalentes,
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1. Teerema (Steer). Sean X, Y cenvexes y cerrades,
W : X x Y R cenvexa - céncava y centinua, X€X, en—
tences (;t) v (®) sen equivalentes.
(a) Bn X es cumplida 1a cendicién de deminancia
(v) Existe YeY, tal que en (X,¥) se cumple la cendi--
cién generalizada de Kubn -~ Tucker.

Demestracién.
(2)=>(®b): Definimes en C(D] ¥y las funcienes M.f-.] por

M,(x) = S P(x,y) = (3) = Inf Px,y)
y€D X€C

[M.(x) y n.(y) sen evidentemente continuasJ.

Usande la cendicién de deminancia, la cempacidad de D
¥ el teerema de minimax de Kakutani, ebtenemez para un
x*€C e un F€ D:

Mg(x)2 M(X) Z M (%), ¥'xec

n, (F) = Max my(y) = Min Mg(x) = Mg(x®)2 M(Z) ¥ M, (R)

yéDh X€EC
Per censiguiente, (X,y) es un punte silla de ¥ sewre
C x Dy se cumple:
H(R) = My () = my(7) = P (%,7) = #in P(x,3)

xeC

En censecuencia, X es un minime lecal de W(. 'y ¥)y -
pueste que C ={xex / lx -« ¢ 8}, €ye
pere sp(. » 7) es cenvexs en X. Per censiguiente X es -
minime glebal de Sp(. y ¥) sebre X.

M(%) = MinP (x,F)

x€X

()= 6Ca). Ses C = {xEX /lx= 'ilSE} sy D = {?} y oNn—-—
tences C y D sen cenvexes, cempactes y se cumple evi--
dentemente M(X) § (x,7), ¥ x€C. Por censiguiente en

X se cumple la cendicién de deminancia. g
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2.

Observames que la cendicién de deminsncia en X implica
que X es éptime para P.

Serfa deseable, dispener de una hipétesis més &éhil —
que la cendicién de deminancia, que junte cen la epti-
midad de X para P, implique la cendicién de deminmncia
y cen este la cendicién generalizada de Kuhn - Tucker.
En censecuencia, buscames una cendicién andléga a la -
cendicién de regularidad de Slater.

Un paso en ésta direccién es el siguiente teorema
Teorema., Sean X, Y convexos y cezrados, ?9: XxY—R
convexa -~ céncava y sea X éptimo para P. Sea el conjun
to-A c{:y / W(i}y).z M(i)} no vaeio y acotado. Enton-

ces en X es satisfecha la condicién de dominaneid ..

Demostracién.
Para un €)> 0 dado, consideramos el conjunto
B=[y/ ¥ (EyruE -6}
Como A(X) ={y / Y(X,y) 2M(X), er} es compacto,
Vp(i, .) es cénecava y cont{nua en Y. De acuerdo con el
teoremg de Fenchél, B es compacto.
Sea C = {xe X/ Ix - 'ilfd'} para und)0, entonces Pes
uniformemente contfnua en C x B, entonces existe Qﬁ,
0 (0'—1$(ftal gue
[#(x3) - P& € &2, ¥ xeTix / [x -3¢} =,
FJEBeeieestoseoeosiosssctonsvocssccssssssoce(lelB)
Sean JEY - B, TEA(R)C B, como Ves cont{nua existe -
A€(0,1), tal que
P, 27 + A -0F) =n@ -€=7(%, -€,
AF + (1 =2 )Y E€Beverosssesssecorssssssssssnses(1s19)
Por (1.18), (1.19) y la concgvidad de ¢)(§, .) se cum-
ple J¥x EC:
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V53 PE5) - €2 =8(z05 + 1-0F) + €72
7 P(x, 27 + =092 2P(x,5) + A 0P (T
entonces ¥ (x,7)2 P (x,57)y FxeC, FTEA(T),
/V'Sr"f B.

Como B es compacto, se obtiene de esto.

M(x) = Sup Y(x,y) = Max ¥ (x,y)

Como X es Sptimo pars P, se cumple:
M(X) S H(x) = Maxgﬂ(x,y) , ¥ xeC
yEB
Por consiguiente, para todo x€ C, existe un y€ B, tal
que ¥ (x,y) 2 M(X).
Bn consecuencia, en X es satisfecha la condieién de do

minancia. gy

20



CAPITULO I1I

ALGUNAS APLICACIONES DE LA TEORIA DE DUALIDAD DE STOER.

2¢1¢ Teoremg de Minimax de Von Neumann,

El teorema de minimax de Von neumann & sido motivado
por la teor{a de juegos, y es un resultado clave de ésta
teor{a.

La teorfa de juegos es un instrumento muy {til para mode-
lar y analigar situaciones de eonflicto, y en partieular
la competencia de mercados.

Esta teor{a se inicié con el estudio de los as{ llamsdos
Juegos matriciales.

Un juego matricial es caracterizado por una matris

A€ M(myn) y dos jugadores, un jugador de fila y un gugador
de columna.

Las reglas del juego son las siguientes:

El jugador de fila elige una fila y el jugador de columna
elige una columna de A,

En el momento cuahdo los dos jugadores hacen su eleceidn,
no tienen ninguna informacién acerca de la seleccién del
Jugador opuesto.

Supongamos que el ;jugador de fila elige la fila "r" y el

jugador de columna elige la columne "s", Entonces a se-~
rs

rd "la suma en juego", que el jugador de columna deberd -
entregar al jugador de fila. Por tanto, el jugador de fi-

la estard{ interesado en un valor més alto posible de L.

mientras que el jugador de columna prefiere los valores -
nés bajos posibles de a e

De este modo surge el problema de establecer estrategias
de Jjuego.



Si el jugador &e fila es cauteloso, entonces elegiré la -
fila con la mayor componente minima, porque con ésta es—-
trategia se asegurard una ganancia de

€ = Max Min aij

1£4i¢m 1<¢j§én
Cualgquiers gque sea la eleccién del jugador de columnsa. U-
sando una estrategia cautelosa andloga, el jugador de eo-
lusina, en todos los casos podrd evitar que su pérdida sea

mayor que

O®servamos que ¢ ¢ C.

Demostracién.

Sea ¢ = a_ . Como Min a_, ., $a, » ¥ i, se cumple:
rs j i1j is

¢ = Max Min aij\ axa  =a =¢,

i J i

La estrategia cautelosa de ambos jugadores se basa en reg
lidad en su suposicidédn, gque el jugador opuesto tenga la -
tendencia de no aplicar la estrategia precedente,

Si 95(6, entonces la estrategia cautelosa no es satisfac-
toria por que no induce al oponente aplicar la estrategia
cautelosa. En este caso ambos jugadores tendrdn la tenden
cia de abandonar la estrategia cautelosa, para asumentar -
su ganancia 6 reducir su pérdida.

Si el migmo juego se repite sucdsivamente, entonces ambos
jugadores, alin en el caso, donde c = C, abandonarén oce-
cionalmente la estrategia cautelosa, para advertir al ju-
gador opuesto, que no trate de sacar vehtaja de la dispo-

siecidn csutelosa de su oponente.



t
Sea A = (al, 32, veey, an) YA = (0(1, mzp evey d.)

Las consideraciones srecedentes, y otros similares, nos -
llevan al concepto de unu estrategia mixts, donde el juge

dor de fila elige las filas Okf de A con probabilidades -

fijas xi'>,0 Yy el jugador de columna elige las columnas aL:I

con probkabilidades fijas y_ %, 0.

J
En consecuencia, para el jugador de fila, une estrategia
xixta es una variable aleatoria X con valores en

{14 2, o0e, .} con la distridkueidn

™
P(X = 1) = x,% 0, 1§i¢m, i[':xi =1
=4
Una estrategia mixta para el jugador de colusna es una va

riable aleatoria Y,con vealeres en 1, 2, ..oy n con la

distrisucién

n
P(Y = §) = 3,70, 1€ j <, Z‘ij = 1.
3=

Definimos shora una variable aleatoria, a., cuyos valores

XY

son las entradas a.,, de A, con la distribucién

ij
P(-aXY;'aij):xiyj' 1{(ifm, 1§j{n.

Interpretamos a a_,, como la ganancia del juego en et ecaso,

XY
donde el jugador de fila [colunna] aplica la estrategia
mixta X[Y}.

En éste caso, la ganancia esperada serd

mooon
t
E[aXY]= Z jZ‘aij xiy;j = X Ay
':1 =

m n
SiSn{XGR:/ Z:)ti:l} ,Ts{yERil/Zy:l:l}
% !:'-‘-‘1 J=1

v ¥ (y,x) = x“ay,

Definimos M § TR, m 1 S— R yor:

M(y) = Max {P (3,0 / x€ 5] , w0 V(5,0 / yen}
y considersmos el par de programss duales (P, P*)

P Mi.n{lﬁ(y) / ye'l‘}, P* : Max{n(x) / xé€ S}
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M(y) fepresenta la mdxima pérdida esperads del jugador de
eolumna, frente a todas las estrategias posibles del jugs
dor de fila, cuando aplica la estrategia ¥ con distridu—
eibén y.

Similarmente, m(x) es 1la mfnima genaneia del jugador de ~
fila, frente a todas las estrategias del jugador opuesto,

cuando aplica la estrategia X eon la distribuicién x.

Definicién. Una estrategia mixta ¥ [ Respectivamente %1
del Jugador de columnas [Res”ctivanente de filas] es 6p~
timg, si su distribuicién 7 [Respactivmente J“c] es una -
solucién de P [ReSpectivanente de P* ] .

Owservacién. En ésta definicién de estrategias Sptimas, ~

se asume gue ambos jugadores son extremsdamente prudentes.
El jugsdor de fila se limits 2 maximizar la ganancia mi~
nima esperada, wientiras que el jugador de columna sélo de
gea minimizar la pérdida mdxima espersds.

Demostraremos ghora un resultado suxiliar.
Lema. Para todo (y,x) € T x S se cumple

(a) M(y) = Maxo(;y,

1{k{m
(») m(x) = Min agx

1{j¥¢n
Demostracidn,

(a) Bea x€ S cualquiera, Max (X;y =0(;y
1ékém

Entonces X = e S, y se cumple

T
m "
3 t
P(y,x) = x'ay = v A’ =§1yt0(kxk\<y dr%}ﬁ =y Kp=

t t
= = dv
eI:Ax Max 17

1€{k{m



Esto implica gque M(y) = Max O(;y.
1¢{k¢m

(b) Sea Min agx
Entonces J = esé T, y se culple

= a:x, YE€ T cuslquiera

(P(y,X)=xAy-—Z:yxa any =ax=xtAe
J J:l 8 8

t
(p (es, xX) = Min aa.x .

1{ jén
Esto implicg gue m(x) = Min agx - O
1€ 3¢n

Ia funcién ¥ : T x S—»R es evidentemente convexa - cénea
va y contfnua, ademds T y S son compactos. BEn consecuencia
podemos aplicar el teorema de minimax de Kakutani.Por con
siguiente existe al menos un punto silla (Sr',;:) de }'0 sobre
T xS, y se cumple:

My = ¥F5 = n@
El par de estrategias (i, i), que corresponde a un punto
silla (¥,X) de se llama un equilibrio del juego matri -
cial, porgque X ['Respectivanente "f] es wng estrategia mix-
ta Sptima para el jugador de fila fResPeetivanente de co-
lumna ] . Ademds la ganancia mdxima esperada del jugador -
de fila es igual a la pérdida minima del jugader de colum
na.

Resumimos los resultados obtenidos en el siguiente teorema

Teoremn. Para toda matriz real A€ M(m,n), el juego matri-
cial correspondiente tiene al menos un equilibrio (‘?, 'i),
y para la éistribuiciébn (7,%) de (Y, X) se cumple

Haxd'F = M(5) = X°AF = m(2) = Min agi.

1$kém 1<



2.2. Interpretacién de los Multiplicadores de Lagrange.

Consideremos el programa convexo

(P) : min {F(x) / £(x)€ 0, x€c},

Donde £ : C—» R

Sea R(d) ={xec / f(x)s}

Befinimos: Q() = Inf{P(x) / x€R(()} , Si R(X) £ £
U X) = +00 y S1iR(¢ ) =¢

Sea 5 = {LER™/ Q(o¢)< +oo}

Lema, Q(® ) es convexa en S.

Dembstracidn.
sean « %, a’es, xte rR(oet), xPe r(%?), %€ [0,1],
x3 =Ax:L + (1 —A)xz entonces x3é: c,

f(x3)\(/\f(xl) + (1 —A)f(xQ)\(Xo(l + (1 -A )z><2
Puesto que C es convexo y la funcién f es convexa en C en
tonces xS€ R()dl+ (1 -1 )0(2) 6 ,\o(l + (1 -A)xA2€s.

Como F es convexa, se obtiene de esto:

At + @ M)A P ARG + (1 -A)F(xD),

¥ xte R(a ), € r(x?)

Esto implica que ot + (1 ~A)0(2)\()\Q(0<l) + (1—A)QQX2).¢7

Sea L(x,u) = F(x) + titf(x) la funcién de Lagraidge de (P)
l. Teorems. Si (X,0%) es un punto silla de L sobre C x R:
entonces -u € 0Q(0).

Demostracién.

Sea o{ €S cualguiera.

si (%,3) es un punto silla de L, entonces 43 O,

L(%,%) = P(®) {F(x) + 4°2(x), ¥ xec.

como F(%) = Q(0), se obtiene de esto, para todo x€R(X)a
CC. 8(0)<P(x) + ﬁtf(xf) SP(x) + ’Gto( .Bsto implica -

que Q(0)< Q(ol) + A% & Q)Y Q0) - AN , ¥des
Por consiguiente € aQ(O). o



2. Teorema. Sea X &ptimo para (P) y -~ %€ DQ(0). Entonces

(%X,%) es un punto silla de L(x,u).
Demostracidn,

Para todo Ol ER se cumple Q(X ) + ﬁtoD, A0) = F(R)...
S PP €% B
Elegimos xEC y ponemos f(x) = .

Como x €R(ot) se cumple Q( o) {+o0

Si fuera Q(X ) = -o00, entonces (2.1) no fuera cierto -
Por consiguiente Q(«¢ )€ R.

De (2.1) se deduce:

F(x) + A0f(x) = F(x) + 8% Q) + BHIF(R), ¥ x€ Cuus
PP €29
Supongamos que 2.¢0 para 2lgin j
Elegimos a°

o
djz

J
, Si Gj(o

0 » En otro caso

N 2 0
como X es mdmisible para P . Se cumple XER(X'), y se

t
obtiene de (2.1) P(X)7 F(R) + ato(c.)/Q(OCo) N
)/ F(®), lo que es absurdo. Entonces 37,0.

Se cumple evidentemente th(§)$ 0, de (2.2) se obtiene

28£(2) 7 0. Entonces 2£(R) = o.
Entonces L(%,8) = F(}) {P(x) + B°f(x), ¥ x €C. Por con
siguiente (2,?1) es un punto silla de L(x,u).p

Nota. Q(({ ) es convexa en S.entonces ¥H€ S con Q(X )> -oo

existen las derivadas unilaterales
(Bgsou.) » [0 ).
(RN 0K 1]~
Corolario.

(a) Sea (/J;,ﬁ) un punto silla de L(x,u) sobxe C x D, Enton

ces se cumple:



(b) Si 0€Int(S) y 2 es determinado de manera dnica, en-=
tonces Q(d ) es diferenciable en d = 0 y

09(0) .- -’x}j, ¥ j
0d g
Demostracién.

(a) 6&115 ol? implica que Q(of 1)), Q( 2), por consiguiente

('Oggo))\(o
aaj +

Se cumple:
Q(d)y o(0) - &' . Entonces Qre,) ~ Q(0), ~ T,y ¥Ar0, ¥
A
* N
Para} O obtenemos de esto (0 0 7 - mj

aotj

+
También se cunple
(-el)-Q(O)>/ ,,V’/'l)Q,JV"J

Q(- °1) - Q(0) < 2 y A0, ]
-A

Paraf\“ 0 obtenemos de esto aggo; ): -uj
v adj

(») Si Q es Sptimo y existe una dnics a , tal que (},%) -

J

es un punto silla de I(x,u), entonces por los teoremas -~
precedentes Q(o{) es diferenciable enX = 0 y

09(0) = » ¥ J. p

0 o 3



2.3. Algunas Aplicaciones en la Economia.
231, Teorf{a Microeeonémica ée la Empresa de Produccién.

Consideremos ung empresa de produccién en el cuél para
todo x€ R‘, denominamos
% al vector con componentes, x; = Max {xi, 0} y

X al vector con componentes, x, = -Min{ Xy O}

De manera que X = X - X
La empresa estd caracterizada por su conjunto de mrodu
ccibn Y C R
YEY significa:
Que la empresa estd en posicién de producir bienes y+
mientras consume bienes y .
Hacemos las siguientes
Hipbtesis.,
a) Y:es un conjunto convexo y cerrado con YD R:.
Esto significa que es posible aniguilar toda canti-
dad de bienes,
») TU: es un vector de precios, donde Il ER"

c) @ : es un vector de recursos iniciales, donde c€ R-

El Problema.

La empresa desea obtensr la produccién y €Y, que permi
ta maximizar su beneficio, sin exceder sus recursos i-
niciales.

Esto nos conduce al siguiente programa matemdtico (P)
(P) : Hin{- nty / yeY, y?-c}

Consideremos la funcién de Lagrange asociado al proges
ma matemdtico (P)

L(yw) = - 1y - ub(y + o)

Se cumple:

? es Sptimo para P si y solo si existe QéR:, tal que



(7, 2) es un punto silla de L(y,u).
Interpretacién de Qe
Para 0(€R',_ sea R(A ) ={yéY /¥y~c —*}
W) = Inr -l / yer(e)!
- Q es un subgradiente de Q(L) en & = O
Para la interpretacién econémica, asumimos gue Q¢ )
es diferenciakle en & = 0,
Supongamos que ¢ es sustituido por o + A °j’ AYO,enton
ces 0Q0)) = - {;J
(ou |

Entonces Q(A ej) = Q(0) -AQJ + 0A)= Qo) -2 QJ =

= "nt? —Aﬁj.Por consiguiente - Q(I\ej):‘, Rt§ + 22

J
Ponsecuencin ¥ Si el recurso j es aumentado enA) 0, en
tonces para/\ 0 suficientemente pequefio la ganancia cre
ce en aproximacién lineal en A% 5

Supongamos que a la empresa se le ofrece en el mexcado

el recurso J al w»recio (fj + pj.

Tiene 1la empresa interés en adquirir la cantidadx‘)() de

este recurso sl precio T[j + pj?
K1l beneficio realizable es entonces - Q(Aej) -APJ.

Por la desigupldad de soporte obtenemos:
Ak e,) Y (0) -AGJ-- -1t -;\GJ
- Q(/\ej) § Wt§+)t33-
Condicidén: - Q(/\OJ) ~A pj>/0(0) -"-‘Tft.;"
- Qey) - Aw 2 TF 4+ (8 ~ 0 )AY T
Entonces la empresas comprard el artfculo solamente, si
N
N
u

Consecuencia : Tfj + i repregenta la cota del precio



2.32.

debajo de la cudl la empress estd dispuesta a comprar
el bhien j.

Si'?})-— cj, entonces se quedan en el mercado algunas

cantidades no usaias del bien j al precio K’ Enton—-

ces IT > ft + u « Por consiguiente '1'1‘ = 0O,

J J J

Si u Y 0, entonces el precio de mercado IU, es menor -

J J

que el precio de intervencidén ﬂ% +‘Gj ¥ la compafifa -

desea comprar el articulo j al precio de mercado T%,

Si no hace esto, esto es, si'?‘es éptimo, esto signi-
fica que el art{iculo j se agota. Em consecuencia

m - C .,
Y )
Nota. Si es Sptimo y (y,u) es punto silla de L(y;u),
entonces a (y + ¢c) = 0.

-)sif 7 ®, entonces /y\:i C,e

N
s entonces u, = 6,

-) Siy:j}-c 3

J

Conductdion Descentralizada de TUna Empresa.

Consideremos una empresa, que es dividida en N centros
de produccién.
Hablaremos de las empresas n, n = 1, 2, ..., N,

Sea YanR. el conjunto de produccién de la empresa n,

y(n) su plan de produccién para un perfodo dado, y -
un(y(n)) el beneficio, que la empresa obtiene de la -

sroduccién y(n)éﬁYn.

Sea ¢ = (c coey c-) el vector de los recursos i-

1’ 02’
niciales del ¢onjunto de las N empresas.

Hacemos las siguientes

Hipbtesis.,
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Hipétesis,
a) Ynes cerrado y convexo, ¥ YnD R"'_l y ' n

b) u Yn—arR es céncava y superiormente continua,

n’=1’ 2, s e ,NO
c) ¢70.

E1l Problema.

La empresa desea establecer un plan de produccién
T = (3, ?(2), ...,‘?(N)), que es tecnolégicamente -

realizable, [‘Q(n) € Yn, V-n] , de modo que los recur-

sos disponibles alcancen, y que su beneficio total sea
mdximo.
Este problema conduce al siguiente programa matemdtieo
(p). N
(P) : Min -Z:u (y(n))

n=y B

y(n)é Yn’ n = 1, 2, eooy N

né;yi(n)» —Oi, i=1, 2, .oo,‘
(P) es un programa no lineal convexo.
Su funcién de Lagrange es:

L(y,v) L(y(1),y(2)yeeey y(N), v) =

N N
= —Zu (yn) - vt(Z: y(n) + ¢)

naj B Nz}
Por las hipbtesis a) y c), el programa (P) satisfacé -

las condiciones de Slater. Por consiguiente se cumple:
N A A N

¥y = (y(1), ¥(2)y eee, T(N)) es Sptimo para (P) si y so
lo si existe un/w}G:R‘, tal que (’y\,/\;) es un punto silla

n
de L(y,v) sobre Yl X Y2 X eee X YN ; R+.

Si (9{9) es un puntd silla de L(y,vj; entonces se cum~

ple en particular



- -Zu (y(n))¢ -Zu (y(n)) =% (Zy(n) + c),

¥ y(n)e Y , =1, 2, eesy N, "
Aquf podemos omitir el término aditivo - ch, porque -
no influye en las soluciones de
(Q) : min L(7,%) / ¥ = (3(1), ¥#(2), «ovy y(n))élhr
Evidentemente, el programa (Q) se descompone en prog
granas parciales (Q ), esto es:

= (¥(1), (2)9 veey F(N)) es solucién de (Q).si y 80
lo si para n = 1, 2,...,N, (n) es solucién de (Q )
(@) + Wind - w (3(n)) - §%5(n) / y(we ¥, |

Si m(v) = Inf {L(y,v) /¥ =(¥(1), y(2)y.ee, y(N»eTTy },

Bntonces el programa dual de (P) es h=1

(P*) : Max {n(v) / veE R:}

Para simplificar el andlisisy asumimos que el programes
(Q) y, con esto tambien, los programes (Qn) tiene una -
dnica solucién. Este caso se presenta si las funciones

un son todas estrictamente céncavas en Yn.

Asumimos también, que el programa dual (P*) tiene una
dnica solucién,
La empresa tiene dos posibles actitudes:
l. Puede resolver de manera directa el programa (P), e
obteniendo asf{ un plan Sptimo de produccién:

= (F(1)y F(2)y eeey FN)).
2. Puede restringirse a celcular v, resolviendo el »ro
grama dual (P¥), y dejar a las subempresas n la respon
sabilidad, para determinar su propio plan de produce—~—
cién Sptimo §(n) como solucién ie(é&ﬁ).
En el segundo caso, la decisién es descentralizada, ga

da subempresa toma su propia decisién., Sin tener en ~--



cuenta, las otras subempresas ni los recursos inieia—
les de 1la empresa global.

La empresa logra §sta deacentralizacidén por un artifi-
cio contable:

A
Impone "precios sombra" vi para los diferentes art{cu-

los i,

La produccién (Respectivamente el consumo] de una uni-
dad del artfculo i crea un ingreso {Respectivamente gag
to) sonhra‘@i adicional al weneficio [ Reapectivamente
gasto] real.

Bl objetivo de la empresa n es: maximizar la suma del
beneficio real y del "heneficio sombra"

u (y(n)) + Qty(n),en su conjunto de produccidn Y .

Bajo nuestras asunciones
/\
(£,%) = (F(1), F(2)s voes $(N), ¥), donde F(n) es la -

Ynica solucién de QQ ) ¥ es el Sttico punto silla de —
N

L(y,v) sobkre (TFY ) x R‘ Por consiguiente se cumple:
N n=4
2{: (n) + ¢% 0
n:f
(Zy(n) ¥+ e) 00-0..'00000.0\..0.000(2 3)

Esto siznifica,que las deecisiones descentraliszadas tie
nen, de manera automatica, en cuenta los recursos dis-
ponikbles de la empresa glokal, Ademds, de acuerdo con

(2.3) se cumple:

Si Q') O entonces %1?1(11) +cy = 0

SiZ v.(n) + ¢ ) 9] entonees/v\ =0
=i i i
Es decir si el precio sombra es Sptimo, entonces al fi

nal del perfodo, el articulo i no es disponibdle.
Si al final del periodo el art{feulo i es disponibkle, -

LN
entonces su precio Vi eés8 Cero.

%



Ia dificultad del enfoque descentralizado Feside en la
dificultad de resolver el programa dual (P*). Sin em—
bargo, ésta dificultad excede los alcances del presen-

te trabajo, que no son algoritmos. @



CAPITULO ITITI

UN TBOREMA GENERAL Y FLEXIBLE DE MINIMAX

3,1. INTRODUCCION,

El teorema de minimagx, que vamos a demostrar incluye
Y generaliza t0do una game de teoremas de minimex, que se
basan en conceptos generales de conexidad de un lado, y -
en condiciones algebraicas de otro lado.
Este teorems incluye en particulsr ¢l famoso teorema de
Sion y un teoremsa de minimax de Fan,
El rol importante de argumentos de conexidad, en teoremss
de minimax, se puede observar en los trabajos de Wu [183 ’
Tuy [16,17) y Kindler - Prost [7] .
Teoremas de minimax, que usan condiciones algebraicsas,
fueron demostrados por Fan (2] , K¥nig [8-) ’ Neumann[l&] »
Kindler(6 ] y Simons[11].
Tecremas de minimax, que usan condicionesg de conexidad y
condiciones algebraicas juntas, fueron considerados por -
Terkelsen(15], Kindler[7) y Simona(i2].
El teorema que vamos a snalizar cuyo sutor es Simons, uni

fica todas esas ideas.

Sean X, Y conjuntos no vacfos,
f:XxY >R, para YéR definimos
ﬁ:X::’fv’, /?:Y;’I’,Xpor:
He=lyer / 2 ¢}

[¥y = {xex%/ 02,305 8 )
Notacién: LE(W,¥) =w, 1&(4,¥) = Y
wew

Decimos que los conjuntos HO s H, son unidos por

1



El conjunto H, s8i
HC H
o

Una familia K de conjuntos es pseudoconexa, si Ho, Hl’ HE
€K, Ho’ Hl son unidos por H, entonces Ho(] Hl £d

Toda femilia ¥ de conjuntos conexos y éerrados en un espg

cio topoldgico es pseudoconexa.

Demostracidn,

Sean H , Hy, He P, HCH U H, HNH #§, HOH ##
Supongamos que Hoﬂ Hy = a,

Entonces H = HI] (HlU Ho) = (HnHl) U (HN Ho) £d

HO Hy 1=0, 1 son cerrados

HN Hoﬂ Hy = 7, entonces H no es conexo(-—>< ).
Por consiguiente toda familia ‘/ es mseudoconexa. p

Teorems. 1. Sea Y un espacio topolégico @ ¥ BC R con
Inf(8 ) = Sup Inf £(%y)

X VeY
Supongamos que .¥ BE B y ¥ los subconjuntos finitos W de X
se cumple :
¥ xeX, Bl x es cerrado Y COMPACEO cevecoossescevesel3el)
La t‘anilia{_fyanE(W,ﬁ) / X€ X}es PseloconeMa.eeeee(3.2)
€ X existe xe X, tal que

X xo, xl

ﬂxo y ﬂxl son unidos por
rg—jxnLE(w,ﬁ)."...‘.....'.00..00...00000..00.0000‘(303)
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Entonces Min Sup ny): Sup Inf f£(xv)

veY xeX
Nota. Deffinimos:
M(y) = Sup f(x,y) , m(x) = Inf £(x,y)
x€X yey
La tesis significa: Min M(y) = Sup m(x)
Ve Y x€X
Demostracidn.

a) Se cumple:
m(x) £ £(x,y) $ M(y), ¥ (x,y)e X x Y
Entonces Sup M(X) L INf M(F)eeeeceocecccccocccas eee(3.4)
xeX yeY
b) Mostraremos: Sup m(x) > Min M(y)
xeX yey
Sea @ £ V<X un conjunto finito arbitrario. Podemos eg-——

crivir V={x_, x } UW

(W es finito, W= g y X, = X, son posibles]

1
De (3.3) entonces existe x€X, tal que
f_]xo U Z_lxl’:) ﬁ]x [l LE(W,B)eenes cevescccsccsccae(3:5)
ﬂxoﬂ Plx NLEMW,A) £ Bueeeriinenienniierenesnnns (3.6)
!i/xln ./_’i_/x[]LE(W,ﬁ) #ﬁ ooooooooooooooooooooo 00000(307)

De (3.5) se obtiene
(8] xN LW, B (B x N1 1E(W,E)) U (£]x ALEW,P)) .....

...0.0....0.0..0.0..l..................0.0....0.0..0(3.8)

De (3.6) se owtiene

(Blx01R(W,8)) N (Elx N LEW,$)) £ Fuerennnnn.n. ces(3.9)
y de (3.7) se obtiene
(B x01EW,8)) () (8] x 1LR(WP)) £ Boer.nen.. eeese(3410)

De (3.8), (3.9) y (3. 10) entonces f__/x (] LE(W,f) ¥
f__(xlﬂ LE(W,8) son unidos por ﬁ} anE(w,ﬁ).



De (3.2) entonces

(A x 0 12,80 (Hx N 1EWL) £F 6
Blx, NEB)x (1 15(w,8) £ # 6

LE(V,p) £ g, ¥ xeX, W V<X finito.
Por eonsiguiente ¥ABEB, {Plx / x€ X{ es una familia de -
conjuntos cerrados y compactos con la propiedad de la in-
terseccibén finita. Entonces
Aﬁ = ﬁjx % g, JVipeB
x€X
Aﬂ es compacto y cerrado, ¥B¢C B.
Sea | B n | < B, ﬁn‘ Inf(B) eon jgn+1‘( lgn, x€ X en el

gue entonces Bn-b!tlc n,x

Entonces A A CA., A, #¢ NneN
ﬁn-rl ﬁn ﬂl ﬂn

Entonees {A / neN] tiene la propiedad de lg intersec-
n

eién finita. Entonces ﬂ A, =A£H
neN’®

gr\eA, entonces f(x,/s\'){ )Bn y ¥ xE€X, ¥nelN

Entonces f(x,,/s\')\( Inf(B) = Sup m(x), ¥ x€ X

x€X
Entonces M(F)< Sup M(X)eeeeeereeoeeoroooccccossoss§3a1l)

x€X
De (3.4) y (3.11) se obtiene:
Inf M(y) S M(F) € Sup m(x)€ Inf M(y)
yeY x X ye Y
Por consiguiente se obtiene Min M(y) = Sup m(x).
yeY o

En el siguiente lema W no es necesariamente finito.
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Lema 1. Sea W< X, f€ R, sean cumplidas las siguientes hipé
tesis:

P x LE(W,) es cerrado y conpactoXb")p y X€EXeoo(3.12)
y para d > ¥ existe Ny 1 y{xo, yl,...,rN}cR,

donde X‘o =dJ, Z“N =¥ , con las siguientes

propiedades:
/V‘yo, yle Y existe ye Y, tal que

¥ née {1, 2, ...,N} se cumple

\/xnyc/—yj_l yoU[_{;—yl............(3.1311) (3.13)
/}; vy [P Y, U /7‘;_1 Yyevoeesensa(3:13.2)

By /B Yo U [B yyeeeurenennnn(3.13.3)
Eyc /EFyo U /0—”;1............(3.15.4)

Entonces {_@J x(\ LE(W,8) / x€ Xj es pseudoconexo.

Demostracidén.
Supongamos que la tesis del lema no sea cierta, entonces

existen x& X ﬁe X, tal que
T = & x()LE(W,f) une 7 =fjxlﬂ LE(W,B) ¥
T = f/x NLE(W,P) ¥y T T, =@

Entonces ze cumple:
TCTOUTlcﬂxo IJY ﬂxloo.'.Q.Q0.0..00...0...0.0.(3.14)

...'l.'.........0.0....'.....'..'.'..............‘.(3.15)

uié_ﬁlxi n T # ﬂ, i = O, loooooooo000000000000..00(3016)

De (3.12) y (3.15) se deduce que existe un X' YB , tal —
que _Xj/ xoﬂ ﬂx'ln T = ﬂ oooooooo.00000000000000000(3017)

ho



Demostracién.de (3.17).
Supongamos gue:

S(¥) = xonzﬂxln TAF, VIS

Sea 'K‘nép . Se cumple, entonces

g £ S(X‘r”l)c S(X‘n), ¥ n€N. Bntonces {S(a‘n) / ne N}
tiene la wropiedad de la interseccién finita, como S(l{‘n)

es cerrado y compacto, ¥ née N, se obtiene de esto gque
S(p) = S(X‘n) # % lo que contradice a (3.15).

De (3.16) y (3.17) se deduce que uotf Z‘Jxl.
(¥ = u € fjxoﬂT, (3.16) =5 uoef.‘ﬂxl ]

Sea = f(xl,uo, V' f(xo,ul) Y

—
Definimos: > ¥

{IO =.»_3Jxon deln Tauo
Hl =é_}xon£_1xln TgtL‘
Elegimos N)1 y X‘o, ?J”l,...,X‘N de gacuerdo con (3.13) se

cumple entonces {IOC 4 lxl = Xéjxl

De (3.17) se obtiene: ¥ (| X‘lel = ‘Io“é"l"ﬁ’ g
[ﬁof\ ﬂxl =_@Jxoﬂ _‘dxlﬂ Tcﬁxoﬂ fjxlﬂ‘r = %]
Consecuencia: ¥ t eu , extste un dnico go(t) € {1,....,Nf'

P$al que
t)¢ n¥N ces t R
go( )¢ n¥ N enton ¢ a‘nl X+ ¥

- Y
n = gp‘(t) entonces t € n—l]xl

De msnera similar se cumple:
¥ t€U,, existe un tinico gl(t)é {l,...,N} tal gue

..0......'..00‘(3'18)

1
{n¢
&, (t) ¢ n{ N entonces tf X‘n !xo y



n = gl(t) entonces t & -l %o

Determinamos yie Ui’ tal que gi(yi) sea médximo y elegimos

ye Y de acuerdo con (3.13).
De (3.13.3) obtenemos: y€ Teeo.. Ceccooescccccccccocs ¢(3.19)

Demostracién de (3.19),

Bscribimos (3.13.3) como }g (Eiﬁyo Uﬁyl)c g(/}; y)

esto significa :
f(x,yo)ép ’ f(x,yl)\<P¢é f(x,y){p

como y _, ¥, €T, se cumsle ¥ ueW u{ x}
f(uyyo)SP ’ f(u,y1)$f3 Por consiguiente f(u,y)Xp ,

Fuewu{x} 6 ycp|x(] LE(W,p) = T.
Por 1lo tanto obtenemos que y& T.
De acuerdo con (3.14): TC ﬂxo u B X

entonces podemos asumir que ye_ﬁjxo................(3.20)
De (301304), yiQ d}xi = Z‘O/xi, i= 0,100000000000(3021)

Deducimos que y €& J]xl.............................(3.22)
Demostracién de (3.22)

Escribimos (3.13.4) como ‘%(/Gr'yo v/d ¥ )& %(/C—FJ’)
esto significa:

f(x,yo)\<d ’ f(x,yl)SJ@ F(X, 7)€ teireninnnenna(3.23)

1’y1)$°rJ...................(3.24)

como y € U_ entonces f(x_l,yo)M

por (3.23) se cumple f(x

De (3.24) se cumple que f(xl,y)\((f .Por consiguiente

ve dix,.
(3.19),(3.20) y(3.22) implica que yeg_{xon _(fJxln- T=U,

Sea n = gl(yo). Por (3.18)

yle Ul entonces yle ﬂxl



BEscribimos (3.13.1) caomof([b”n_l Y, Ul—ﬁ—‘yl)c'f(/b" n y)
esto significa:
f(x,y,) € x‘n_l, :t‘(xyyl)\({3 entonces f(x,y) < Z(‘n
de (3.25) se cumple que
< C
f(x.i,yo) S bAn-—l’ f(xl,yl)~jg . Por consiguiente

< .
f(xl,ygsf 6 Y€ BAanl, pero de (3.18) obtenemos:
go(yo) = n(go(Y), entonces go(yo) no es maximal, 1o que

es absurdo. f]
Observaciones 1.
Las siguientes condickones (1l.l1l.) - (1l.4.), varios autores
las han introducido que implican la condicién (3.13)
(1.1.) (Kvnig(8], Fan(2] )

Pl Yoo yle Y existe ye Y, tal que

x € ¥ entonces f(x,y)§ %— [f(x,yo) + f(x,yl)7

(1.2.) (Geraghty-Lin[3,4,5] y Lin-Qusn[9] )
J3s€<0,17 , tal que, Ay, y,€Y existe y€Y con
x EX entonces f(x,y)§ (1 - 8) [f(x,yo) v f(x,yl)7 +
+ S[f(x’yo)Af(x,yl)]o

(1.3.) (Simons(7]) )

'—3 una funcién no decreciente U : R+—) R+

con T(\)» 0, ¥A> 0 y tal que)c”yo,' yle Y, existe
YEY tal que,
x € X entonces f(x,y) 5(f(x,yo) v f(X’,yl)]-

- T0( lf(x,yo) - f(X,yl)[ )

(1.4.) (Simons(7) )
XN "€y 0, existe Y{) 0 tal que, ¥y _, y,€Y, existe

y €Y con x€EX y !f(x,yo) - f(x,yl){}g



entonces f(x,y)\Qf(x,yo) v f(x,yl) -Y( y
x € X entonces f(x,y)§ f(x,yo) ' f(x,yl) .

Veamos que (l.l.) implica (1.2.):
Asumamos que f(x,yl) = Max {f(x,yo), f(x,yl)}

entonces (1.2.) signifieca:
f(x'y)\( (l - 8) f(x’yl) + éf(xpyo).........(lol.l)

(1.1.) implica (1.1.1) para s = 1/2 :
£(x,y) € (1 - 1/2) £(x,y,) + (1/2) f(x,y.) 6

£(x,y)§ 1[f(x.y0) + £(x,37)] o p
2

Veamos que (l.2.) impliea (1.3.) :
Sea cumplida (1.2.)
para s€ 0,1 elegimos TU(X) = s\

podemos asumir, que f(x,yo)s f(x,yl) entonces
|£(x,5,) - £(x,3))| = £(x,5,) - £(x,7,)

y (1.2.) toma 1ls forma:

x€ Xy f(x,y)€ (1 = 8) f(x,yl) + 8 f(x,yo) =
= f(x,y,) - 8 [f(x,yl) - f(x.yo)]

= £(x,y ) V £(xy)) - T£(x,y) - £(xy ).

Por consiguiente para M(A) = s\ se cumple (1.3.).0

Nota. Es posible, elegir funciones mds pequefias

(por ejemplo IT(A) = e-l/lz ).

Veamos que (1l.3.) implica (1.4.):
Elegimos Il = T(£)) O
Sea cumplida (1.3.), Xx€X ¢ y lf(x,yo) - f(x,yl)l)é

gntonces T[(lf(x,yo) - f(x,yl)[ )2 TU(E) =?& ’



entonces

£(x,y)€ £(x,5,) V £(x,y) =T(£(x,5.) = £(x,5.)])
$£(x,y.) V £(x,y;) -Y( 6

-:E‘(er)S f(xyyo) v f(xryl) ""z .

Por otro lado se obtiene de (1.3.)

x €X = £(x,y)¢ f(x,yo) v f(x,yl) -

- I lf(x,yo) - f(x’yl), ) £ f(X,yo) v f(xyyl) é
f(X’Y)\< f(x,yo) \4 f(x’yl) -

Afirmacién.
Sip<#<d , entonces (1.4.) implica (3.13)
Hacemos € =¥ -§ y elegimos | como en (1l.4.) y -

5‘0’ 3&19-00, a‘NG.[x‘,J‘] con 8‘0 =J, X‘N =X"

X‘n_l - xngq ,/Vne{l,2,..o,N}

Sean y , y,€ Y, elegimos y€Y como en (1.4.)
Xy

Supongamos que f(x,yo){ ey Y f(x,yl)éﬁ é

xeé([b"n:l Yo Uy )eeeennnn. vereresecesa(1.4.1)

Distinguimos dos casos:

Caso 1 : f(x,yo)S Y

de (1.4.) obtenemos:
f(x,y)§ f(x,yo) ' f(x,yl)é £ vp =%¢ fn‘ 1

xeﬁ(ﬁ‘—n ¥)eeeoooeeocsocossssocsscsscoccas(lede?)
Caso 2 : f(x,yo)>¥‘ entonces

£(x,y.) - £(x,5,)> ¥ -p =€, de (1.4.) entonces
£(x,y) { £(x,5) V £(x,y;) -1 < rn_l v -l =

=J‘n—1 —Ytgx\n.o.oooooooo.oooo ooooooo 00000(10403)



(1.4.1), (1.4.2) y (1.4,3) implica gue

BUP pa Y VB y)<p ([, 7 6

/—fn‘yc [¥_ . Y, U/?‘yl, con 1o cdal hemos obte-
nido (3.13.1).

De manera similar se demuestra que (3,13:2) se cum-

Pleo
De (1.4.) entonces f(.,y)§ f(.,yo) \'s f(-,yl)

Sea f(x,yo)\<ﬁ ’ f(x,yl)g)g é
x € vg(fé—yo U[ﬂTyl), entonces f(x,y)¢p 6

> =4 ﬁ(ﬁ— y). Por consiguiente se obtiene
/?yc/’;-yo U/'[T ¥, lo que es (3.13,3).
De manera similar se demuestra que (3.13.4) se cum-

ple.
Condiciones @uficientes para (3.3)

¥ x,, X, X existe x€X, tal que ﬂxo y B x, :son unidos

por ﬂanE(W,ﬁ) (3.3)

En ésta seccidén se cumplird siempre que 2C Y.

Lema 2, Sean X un espacio topolégico, P € R, x, x,eX ¥

CCX conexo, tales que

Xy xlec y X x€C, ﬂxcﬂxo Uéjxlo-..........(;'».%)

Adicionalmente asumimos que

¥ y€7%Z, el conjunto {xé c/ f(x,y)<ﬂ} es abierto en C...
Y 4 13-4 B
Y que ¥ x€ C, existe un ye 2 con f(x,¥)<{B +eveeees(3.28)

Entonces existe un x€ X, tal que

_.E_lxo yﬂxl son unidos porﬂxﬂ Beeeerneavnonneea(3.29)



Demostraciéne.

Podemos asumir que:
’F_'xon_ﬁlxlnz = ﬁooooouooooooooooooooooono000000(3030)

En otro caso,se deducird ‘de (3.26) que (3.29) es cumpli-

do para x = xo.

Para i = 0, 1, definimos
ci -_-{xeC/ﬂxﬂZC_Elxi}Qxi oooooooooooo 00000000(3031)

De (3,26) y (3.30) se dedude que
C = {xec/ﬂx[\_ﬂx}nz =¢} = Do

L = {xcc/8)xntlx Nz = p} = 2,

P T 7-) |
D

Q
]

]

Explicacién. Mostraremos que Co = D0

COC Do: De x€ Co y (3.30) obtenemos:

x€C, ﬂx()zc ﬂxoc Y - (ﬂxln Z2) esto implica que
xe(},_ﬂxﬂﬂ xan =% 6 x€D_.

DOCCO: De (3.26) obtenemos:

Elxlzc(£lx N2) v (B x,12), #'xeCerirninsa(3.33)
Si xeDo, entonces

x€C, Exa zcy -8 X, &Y - (ﬂ xlﬂz)

de esto y de (3,33) se obtiene que
x€C, ﬂxﬂzc__ﬂlxoﬂ Zc ﬂxo é que x€ Cs

de (3,28), (3.30) y (3.31) se deduce que

Con Clzﬁ.. .................... Seeeeeres 0000000060(3.34)
Explicacién. Hostraremos gque coﬂcl =g

Supongamos que x€ Con cl A,

De (3.31) y (3.30) oktenemos:
xEO, ﬂXﬂZCH xonﬂxlﬂ 2 = ﬁoooocoootsooo.oo..(3.35)



Sin embargo, de acuerdo con (3.28) se cumple:

E_an 2 £¢g, X xeC, lo que contradice a (3.35). Por con-
siguiente se cumple (3.34).

Consideramos primero el caso, donde ¢ - (Co U Cl) £ 8

Si x€eC -~ (co U Cl), entonces de acuerdo con (3.32) se —
cumple:

ﬂxﬂzﬂ,ﬂxi Z Py 1 =0, leeeeeeeeoseoocesseenose(3.36)

De (3.26) obtenemos

ﬂanCﬂxC ﬂ x, U ,ﬁjxl.....................(3.37)

(3.36) y (3.37) significan que
¥ X€C ~ (Co U Cl), ,f’_lxo y _ﬁ_’xl son unidos porﬂxﬂ Ze
Palta considerar el caso donde

c=co Ucl...‘..'.’..'..'.............'.............(3.38)

Ahora vamos a demostrar que (3,38) no es posible
Sea X€ C cualguiera.
Tesise.

xeco@ gyeﬁ xoﬂ Z con f(x,y)(ﬁ O o 7 3°)

Demostracién.

(=) Sea x¢ Co. Entonces, de acuerdo con (3.28) existe un

yE,Z con f(x,y)(ﬁ .
Por consiguiente yé.ﬁ.‘ x[12. De esto y de (3.31), obtene-
mos que y¢g ﬂxon Z.

(&) Sea yeﬂxon Z, f(x,y)(ﬁ . Entonces

y € ﬂx ( ,E’xon 2 £ f. De esto y de (3.3R) se deduce gue
x#cl. De (3.38) se obtiene que xéco.

De (3.27) y (3.39) se deduce que 00 es abierto en C.

Explicacién. Mostraremos que Co es abierto en C.

De (3.27) se tiene que:



X ye€ 2, el conjunto {xec / f(x,y){ﬂ} es abierto en C.
Para xé€ Co, (3.39) implica que J ye¢ 21N ﬂxo con

f(x,y)(ﬂ , entonces existe una vecindad U de X, tal que
f(z.y)(ﬁ y X2 UfIC. entonces U/ Ccco. Por consi -—

guiente Co es abierto en C,

Del mismo modo se demuestra que Cl es abierto en C,
Por consiguiente se cumple:

Co’ C. son no vacfos y abiertos en C, tal que

1

con c) = g, C= G, UCye

En consecuencia, C no es conexo, lo que es absurdo. Por -

consiguiente (3.38) no es posible. g

eX y -

Lema 3. Sea X un espacio topolégico, f€ R, X s Xy

CCX un conjunto conexo, tales que

X s xle ¢, Blxc _Ej x<l fJxo U ﬂxl, ¥ x€C (3.26) .

Sea Y un espacio topolégico compacto y 8ea

{(x,y) /x€cC, y€ Z, f(x,y)Sﬁ,l cerrgdo en C X Y.e.o(3.40)
Sea finalmente

B2 £ By W XECeeuerueseseesencenoeesnsessossas(3e4l)

entonces existe un x€ C, tal que
_ﬁlxo y ﬂxl son unidos por B xM]2 (3.29)

Demostracién.
A pesar que la condicién (3.41) es mds débil que (3.28)
se puedé repetir la demostracién del lema 2 hasta el punto

(3.38): C = 06 m-cl

En lugar de (3.39) se cumple, ¥ x€C:
xéco@ gyéﬂxonz con f(x,y)é% o.ooooo.ooo.oo(3o42)

Vamos a demostrar que Co es cerrado en C,
Sea x € 'éé(co), entonces existe una red (4 una sucesién

generalizada) x, con X, € Cyy FA , tal que x, — X.

A9



Por (3.42) existe para todo A un y;\é _E_}xoﬂ Z con

f(xp9,04 8

Como Y es compacto, podemos asumir que a_, YeY entoneces
(259 )= (x¥)y  (x 43 )= (x,7) ¥ wor (3.40) se cum-
ple:

YEZ, £(x,3)p f(xo,y)éﬁ .

De esto y de (3.42) se obtiene gque x¢€ ¢ + Por consiguiente
co es cerrado en C,

Del mismo modo se demuestra que Cl es cerrado en C. De -
(3.31), (3.34) y (3.38) se deduce que C no es conexo, 1o

que es absurdo. Por consiguiente C = Oo U C, no es posible

)

1
:y para todo x€C - ((!o U Cl), ,ﬁlxo y ﬂlxl son unidos pof

BlxNz.o

Lema 4. Sean®,8 € R, X<(S ., Supongamos que para todoT<K
exista un N€ IN y nimeros feales olo,oll,...,o(Nsﬁ ’

donde 0(0 =T y A =0, que tienen 1las siguientes

N
propiedades:
«V‘to, tle X existe un x€ X, tal que)fn€{l,...,N}
se cumple
o000 cv"0 0000000 [ ] 01 ]
dnlxc in_l t U B [tl (3.43.1) (3.43)

Q/njxc_—ﬁJto-U dn—l'['tl cececessssed(3.43.2)
ﬂxcg_[to vt ceerenonsees(3.43.3)
T Jxc s, v, ceeeaneesana(3.43.4)

Sean ademds cumplidas las siguientes condiciones:
‘Qd_xnz # ﬁ,)f’xéx.......‘ '..0.000.000000000.00000(3044)

Bxisten X » X, € X con Inf f(zo,Z)> -00,

1
Inf f(xl,Z)> "'OO....oooooooooooooooooooooo-ooooo-.(3‘45)



Entonces existe un x€ X, tal que ﬁlx yﬂxl son unidos

por _f_lxﬂ 2.

Demostracidn;

Por (3.45) podemos elegir ¢ € R, tal que

:ﬂxoﬂz =g, ‘:C_Jxlﬂ Z =

De esto y de (3.44) se obtiene que t< o .

Sean NEN y o , o100+, Nimeros, que satisfacen las econ

diciones (3.43).
Sea t¢ X, tal que Z__lt N2 = & entonces, de acuerdo con -
(3.43) y (3.44) se cumple

oﬂtnz=_'c_’_]t(32=¢ y izgjtnzﬂzjtnz,w.

Por consigariente existe exactamente un mimero
g(t)é {l, 2,000, N} tal gque
g(t)$n¢~N ==?§1_Jtﬂz A8y

ooooo-oooooooocoocoo¢‘3o46)

Para i = O, 1 definimos:
U = {te)t/_’_?.’_lt Nz = ¥; ﬂtnzcﬂxi}axi

elegimosg tie Ui de modo que z(ti) es médximo y elegimos

x €X, tal que: (3.43.1) — (3.43.4) se cumplen.
tjel, v (3.43.4) implican que

gxnz = LI R R BRI S I I B I ®e vte 000000 00000000000000(3047)
De t G.U ,i =0, 1y (3.43.3) obtenemos

_ﬁ_lxﬂzc(__Jt z) v (_ﬁJt 0 z)c__]x U_J;Ll.....(3 48)

Demostramos ahora que

fjxn_ﬁ_lxlﬂzgﬁ........... ..... Ceeeenen cieeeones(3.49)

Si x¢Uo, se deduce de (3.47), que

_ﬁjxnz¢ _E_lxo ............. ceecesee ceccccsecccne eee(3.50)
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Gonoﬁ)d , Se cumple por (3.44): ﬂxﬂz £ g
De esto, (3.50) y (3.48) se deduce (3.49).
Sea x€ Uy n = g(to). Entonces, por la definicibén de to’

Q(t)\< ne

De acuerdo con (3.46) se cumple:

o&kl\z,éﬁ, @%nz:fé'

De esto y de (3.43.1) se obtiene:

g4 o [xhac 6,02 v (Aly0a) = A0z,
o [N BL6 18 £ Beveniniiiii i (3050)

Como O(n$p » t,€ ¥y, se cumple:

Erilxc_g{x, _ﬁjtlnzcﬂxln 2
De esto y de (3.51) se obtiene:

_ﬂ_Jxﬂ_ﬂ_lxan #~ 2.

Por consiguiente se cumple (3.49).

Del mismo modo se demuestra que

Bl Blx 12 £ Bueeeneinreiieiiiiiieiiceen e e(3052)

De (3.48), (3.49) y (3.52) se deduce que_lxo Yf_Jxl

son unidos por g‘xn 2. B

Observaciones 2,

Vamos ahora a demostrar que para las siguientes condicio=
nes (2.1.)—(2.4.) que son anflogas a las condiciones
(1.1.) — (1.4.) se cumple:

(2.1.) =(2.2.) =5 (2.3.) =5 (2.4.) => (3.43) para K« .
(2.1,) ¢ t s t,€ X, existe un x€ X, tal que
ve Y= £(x,y)y -]-é- [f(to,y) + f(tl,y)]

(2.2,) Existe s€ {0, 1) , tal que para todo t st

existe un x€ X de modo gue

1& X,"‘



yeY=sfx,y)y (1 ~'a) [ £+ ,5) v £(t,3)] +
+ 5 (25,3 A £(5,) ]

(2.3.,) Existe una funcién no decreciente

It: R+—-—>R+ con [C(A)S0, ) ) 0, tal que para to
do to’ tlé: X existe un x€ X de modo que

yEY D f(x’Y)} f(t°1}’) N f(tlyY) +T ((f(t09Y)

- £(t,3) ).

(2.4,) Para todo & > 0, existe un 7} 0 de modo que para
todo to, tlé X existé un x€X, tal que se cumple:

ye Y, [f(to,}’) - f(ﬁl,y)l?ﬂE entonces
£(x,5)y T(5,7) A £(8,¥) + I @
yEY entonces f(x,y) f(to,Y)/\ f(t]_’Y)

Veamos que (2.1.) implica (2.2.):
Sea cumplida (2.1.). Podemos asumir que

f(%,b’)( f(t,,y), entonces

2031 £(5) + 1 £(6y,y) = (1 - v/2)

o) v 2,0)] + 1 (2, A 200

Por consiguiente (2.2.) se cumple para s = 1/2,.g
Veamos que (2.2.) implica (2.3.)¢

Sea cumplida (2.2.). Elegimos T (L) = (1 - s)A .
Sea y€ Y cualquiera. Podemos asumir que

£(t »sy) = £(%»y) A £(t ,¥). De (2.2.) obtenemos
entonces:

f(x,5)% (1 - 8) f(tl,y) + 8 f(to.y) =

£(t,,5) + (1 - 8)(E(t,¥) - £(¢ ,3)]

£(6_,3) A £(t,¥) +TL([£(5,7) - £(5,3)])

]



Por consiguiente, para lafuncién

[TA) = (1 - s)X , donde s {0, 1) se cumple (2.3.).0
Veamos que (2.3,) implica (2.4.):

Sea cumplida (2.3.). Evidentemente (2.3.) implica
que f(x,y)> f(to,y) N f(tl,y), X yeY.

Si £ O es dado, elegimos m = 1T (&)>o,

sea Y€E€Y tal que If(to,y) - f(tl,y)‘z E

de (2.3.) obtenemos:

£(x,3) Y £(5_,3) A £(t,3) + ([ £(5,5) = £(t,9)])

)f(ﬁod’)/\ f(tJ_yY) +TC(E) = f(toyY)/\ f(t19Y) +IZ .
Por consiguiente se cumple: (2.4.).m

Afirmacién.
SiT<RXR{P , entonces (2.4,) implice (3.43).
Hacemos £ =§ -¢ y elegimos ?z como en (2.4.) y

dO’dl,...’dNe[/t ’d] con d0=r’ dN=dy
of

Sean to' tle X. Mostraremos primero que (3.43.1)

a-d &, onefl, 2,..., N},

es cumplida.
Elegimos x€ X como. en (2.4.)

Supongamos que f(to, y)> o‘n—-l y f(tl,y) )fl; 6

ye 4 Oln_l‘to Uﬂtl) R -2 1. B

Tenemos que demostrar que y¢ o(n x.>
Distinguimos dos casos:

caso 13 f(t ,¥y))>d

de (2.4.) obtenemos:

£(x,3)) £(5 A E(6,7) 34 AP =dyo 6

n

yevé(o(nlx).. ........ PP -1 93

Caso 2: f(toyy)So( entonces . N
£(t),y) - £(t,y)¥4 -oA =€ 6



(£(6,,3) - £(t,,3)| Y€+

(2.4.) implica que £(x,y) ) £(t »¥)AL(4,¥) + )()
>dn_1/\ﬂ +N = C(n—l +?Z p o 6

yED( oZan)................................(2.4.3)

(2.4.1), (2.4.2) y (2.4.3) implican que

f(OCn_l t Uﬂ tl)cg(ozn,x} con lo cudl hemos
obtenido (3.43.1).

De manera similar se demuestra que (3.43.2) se cum
Pleo

(2.4.) implica que f(x,.)) f(to..)/\ f(tl,.).

Sea £(t_,y)B , £(t,7)>p 6 ye L (Bls, vB]e))

Entonces f(x,y))[b 6 ye *g(ﬂx).Por consiguiente
_ﬁlxc}__{to U flt, lo que es (3.43.3).

De manera similar se demuestra que (3.43.4) se oum

ple.ﬂ

Aplicaciones del Teorema 1

Usando el teorema 1, y los lemas precedentes, vamos ahora
a demostrar los teoremas 2 y 3, gue son dos teoremas més
espec{ficos de minimax.

Estos teoremas tienen las siguientes hipétesis comunes.

l. Y es un espacio topolégico, B es un subconjunto no va
c{o de R con Inf(B) = Sup Inf f(x,y)
x€X yeY
2. _ﬁlx es no vacio, compacto y cerrado, ¥ xeX, B € B....
3. Se cumple (a) 6 (b):
(a) LE(V,}) es conexXxo para todos los subconjuntos no -

VB.CiOB \'A finitos V de Xcovoo.oooooooooooooooc000(3054)
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(b) Para todos los mimeros realesc‘n’)ﬁ
y todos los x€ X, _ﬂ X es cerrado y

. e 00000 O o 3. 5
existen NEWN, y X‘O, Tl,...,xNé R, (3.55)

tales que (3.13) se cumple.

[ ILa eleccidn entre las dos hipbtesis (a) y (k) puede de-
pender de p }

Observacién 3.

En (3.53), __@Jx es automdticamente no vacf{o para todo x€ X,
SiB> Sup Inf f(x,y) = Sup m(x), ¥ fBecB, 6
x€X y€Y x€X

Si Min f(x,¥) existe para todo x€& X:
En el primer caso se obtiene de
g > Sup m(x)p)m(x), ¥ x€X, pE B,

x€X
Tenemos que ¥ x&X, PE B existe un y(x)€Y con f(x,y(x))(ﬁ
En el segundo caso, para todo x€ X, existe un y(x)€ Y, tal
que m(x) = f(x,y(x))
Por consiguiente
B2 S_xuéoxf(x,y(x))} f(x,y(x)), ¥ xeX, g€ B,

En consecuencia, en ambos casos se cumple:

_&Jx # 8 , ¥ xeX, feB .

Teorema 2. Sea Y compacto, para todopeB‘ ¥y todo par de pun

tos xe,xlé X , existe un conjunto conexo C<X, tal que X

xléc,ﬂxc_glxo U_ﬁ_]xl , ¥ xX€C (3.26)

Sea finalmente el conjunto

{(x,y) 4 XECy yE Y, f(x,y)\(ﬁ} es cerrado en C x Y.
Entonces

Min Sup f(x,y) = Sup Inf f(x,y)

ye¥ x€X x€X yeY



Demostracién.

Vamos a demostrar que las hipétesis del teorema 1 son cum
plidas.

La hipdtesis (3.53) implica la condicién (3.1)

Sea cumplida (3.54).

Sea Wc X finito, x€X cualquiera y V =] x[v U W. Entonees
LE(V,p) = Blx ALE(W,p) es conexo, ¥ x€X. Esto implica, -
que la familia {ﬂanE(w,ﬂ) / x€ X_} es pseudoconexa. Por
consiguiente, la hipdtesis (3.2) es cumplida.

Si la hipétesis (3.55) es satisfecha, entonces se obtiene
(3.2) del lema 1

Sea 2 =Y, W= @. Entonces las hipdtesis del lema 3 son

cumplidas., Por consiguiente existe un x€ X, tal que

ﬂxo y _Hxl son unidos por _EJx =f_.lxﬂY =.€an LE(W,B)

Bor consiguiente (3.3) se cumple para W = g.

Si n) 1, asumimos ahora que (3.3) es cierto para todo

WC X con card(W)$n - 1l

Como en la demostracién del teorema 1, se obtiene de esto
que LE(V,P) £g, N vex con card(V)<n + 1.

Si WcX con card(W)¢{n, y 2 = LE(Wyf), entonces se cum
ple(3.41):

Blx0z =,P_lxﬂ LEW,B) £ 8, ¥ xecq,

En consecuencia, podemos aplicar el lema 3 con

2 = LE(W,ﬁ). Por consiguiente (3.3) es satisfecha, para
todo WC X con card(W)< n, con esto queda demostrado que
(3.3) se cumple para todos los conjuntos finitose.

En consecuencia, podemos aplicar el teorema 1 y se cumple

la tesis del teorema.j

Teorema 3. Sea cumplida (3.56) & (3.57).
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ﬁ> Sup Inf £(x,y), ¥PE B. YA K, X6 X,
x€X yeéY
exista un conjunto conexo CC X tal que, se (3.56)
cumpla (3.26) y que para todo ye Y, el
conjunto {x /XECQC, f(x,y)(b} es abierto

en C,

B>sup Inf £(x,y), XpEB. Para todo T4ALP,
xeX yeY
existen Ne[N y 0(0, Aqyreeer o(N4@ tales que ...(3.57)

se cumple:(3.43). Finalmente se cumple:
Inf f(x,y)) 00, ¥ x €X,

yey

Bntonces se cumple:

Min Sup f(x,y) = Sup Inf f(x,y)

YeY x€X x€X yex

Demostracién.

Por la demostracién del teorema 2, sabemos que (3.1l) y

(3.2) son cumplidas.

Sea W=@ y Z =Y. Asumimos primero, que (3.56) sea satis

ftecha.

Entonces para todo x€C, B € B existe un y€Z con f(x,y)(‘.‘.s

Por consiguiente, las hipdtesis del lema 2 son satisfe—-

chas. En consecuencia (3.3) es cierto para W = § y para -

todo p € B,

Sea ahora cumplida (3.57) y ﬁeB cualquiera.

Como Inf(B) = Sup Inf f(x,y) = Xty ﬁ?X‘ y existen T'o(em
xex yeY

con ¥ <LULWLP v se cumplegl_] x(12 £ &, ¥ xeX.

En consecuencia, podemos aplicar el teorema 1 y se cumple

la tesis del teorema.
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Del lema 4 por consiguiente (3.3) es cierto para W =@ y
para todo f€ B,

Si nj 1, hacemos shora la siguiente hip6tesis de induc---
cidn:

(3.3) es cierto para todope B y para todo WCX con
card(W)€n - 1,

Para cualquier A€ B elegimos ol€ B con q’(ﬁ . Como em 1la
demostracién del teorema 1, obtenemos entonces que
LE(V,d) # &, ¥ VCX con card(V){n + 1.

Si g€ By WCX con card(W)&<n y ZsLE(W,§ ), entonces se cum
ple ( 3.28) y (3.44). Por consiguiente podemos aplicar el
lema 4,

[ para (3.56)] 6 el lema 4l:para (3.57)] . En consecuene
cia, se cumple (3.3) para todo WC X con card(W) £n. Con -
esto queda demostrado que (3.3) es cierto para todo ﬁé B
y todo conjunto finito WCX,

Por consiguiente, podemos gplicar el teorema 1, y se cum—

ple la tesis del teorema.4y

Como consecuencia del teorema 3, demostraremos sahora el fa_

moso teorema de Sion y el teorema de Fan,

Teorema de Minimax de Sion,
Hipdtesis:
1l.- Sea X e Y subconjuntos no vacfos, cerrados y compactos

de espacios topoldgicos lineales
2.-f ¢: X x Y—5 R una funcién cénecava ~ convexa

3.- f(.,y) es superiormente continua en X, ¥ yecY e

f(x,.) es inferiormene continua en ¥, ¥ x¢gX.

Tesis,
Max Min f(x,y) = Min Max f(x,y)
x€X yey yeY x€X

Afirmacién. Este teorema es consecuencia del teorema 3.



Demostracién.
Vamos a demostrar que se cumplen (3.53), (3.54) ¥ (3.56)
Sea & = Sup Inf f(x,y)
xeX yeY
(o) @3mo f(x,.) es inferiormente contfnua e Y es cerrado
¥y compacto. Por consiguiente
Ax ={er / f(x,y)sp} es cerrado y compacto.
(b) Veamos aque Bl x £ 8, ¥ xeX, Bra.
Sea x& X cualgqulera, como f(x,.) es inferiormente cont{i—-
nua e Y es compacto, entonces existe yeY, tal que
m(x) = Min f(x,y) = £(x,¥)
yeY
m(x) es superiormente contfnua en X, como Infimo de la fa
milia{f(.,y) / y6 Y} de funciones superiormente conti-—
nuas. Como X es compacto, entonces existe X€X tal que
od=m(X) = Max m(x) = Max Min f(x,y)
xeX x€EX yeY
Entonces f(x,¥7) = m(x)¢ m(X) =4£$ . Por consiguiente
ﬁlx £ By ¥x€X, ¥pzo o
Lo que demuestra (3.53)
(ec) _g__l x es convexo, ¥ x€& X, entonces L(V,B) =nﬂx es
xéX
es convexo, A VC X,
Lo que demuestra (3.54)
(d) Para todo par xo,xle X elegimos C - [ xo,xlj

Tegisg: ﬂxC ﬂxo Uﬂxl, ¥ x€C,

Demostraremos que g(ﬁxo U,ﬁlxl)c:g(_ﬁ]x)
sea yeB(flx U Bx) 6

$(x_¥Np » $EHYE 5 v xelx ,x]

Como f(,,y) es cuasi-cédncava, entonces



f(x,y)% Min {f(xo,y), f(xi;y)} )f . Entonces ye 'é( _ﬁ.lx).
Por consiguiente se obtiene ﬂxc .é.]xo U,ﬂjxl, M x€eC,
(e) ¥'yeY, el conjunto {x / xefxo,xlj ’ f(x,y)<P} es

abierto en [xo,xl—] , puesto gque f(.,y) es superiormente
continua.
Lo que demuestra (3,56)
Ahora demostraremos la existencia de: Min Max f(x,y)
yeY xeX

Sea yé Y cualguiera. Como f(.,y) es superiormente cont{—
nua y X es compacto, entonces existe X €X, tal que
M(y) = sus f(x,y) = Max f(x,y) = £(X,y)

x€X x€X
M(y) es inferiormente contfinua en Y, como supremo de la &
familia {f(x,.) / xeX }de funciones inferiormente conti-
nuas.
Como Y es compacto, entonces existe ¥¢ Y tal que
M(¥) = Inf M(y) = Min M(y) = Min Max f(x,y)

yeY yeY yeY xeX
Por lo tanto hemos demostrado la existencia de
Min Max f(=x,y)
yeY x€X
De esto y de las demostraciones de las hipdtesis del teo-
rema 3 se concluye que
Max Min f(x,y) = Min Max f(x,y). &
X€X yeY yE€Y x€X
Definiciéne. La funcién f § X x Y-> R se llama similar a
una funcién céncava - convexa, si se cumple (2) y (b).
(a) ¥ %, x,€ x, A¢ (0,1) existe un x€ X, tal que

£(x,¥7)3 A £(xp,¥) + (1 =4) £(x,5), ¥ ye¥.



(b) 4 yy» T, ¥, A€ (0,1] existe un y€Y tal que

2
f(x,y) 4 A £(x,y,) + (1 =)) f(x,yz), XN xeX,

Recordemos las propiedades (1.2.) ¥y (2.2.)
Jse (0,1} , tal que, ¥y y y& Y existe un ye Y con
x€X=) £(x,y)§ (1 - 8) [f(x,yo) v f(x,yl)]+

4+ 8 [f(X,yo) A f(x’yl)\; (1.20)

3 56(0,1> y tal que, ¥ X,r X € X existe un X€ X tal que

1
f(x,y)% (1 - 8) {f(xo,y) v f(xl,y)] +

+ s[f(xo,y)/\ f(xl,y)] , ¥yeY. (2.2.).

Probaremos que si £ ¢+ X x Y—>R es similar a wa funcién
céncava - convexa, entonces se cumplen (1l.2.) ¥y (2.2.) ¥y
por consiguiente también se cumplen (3.,13) y (3.43) res~—
pectivamente,

Sean/'\é((l,l) fijo, Yo? yle Y, x€ X cualesquiersa.
Podemos asumir gue f(x,yl) = [f(x,yo) v f(x,yl)] .

(B) iwmplica que existe y€Y, tal que
£(x,y) § (1 ~A) £(x,y;) +A£(x,y ) =

= -2 [26x,y) v 2Gxy)0] + A2y ) A £05,5,))

Por consiguiente se cumple (1.2,),

Similarmente se puede demostrar que (2.2.) es cumplida.

Teorems de Minimax de Fan

Sean X, Y subconjuntos compactos de espacios topolégicos
lineales separados y f : X x Y- R una funcién similar
a una .funcién cdéncava -~ convexa, que es superiormente con
tfnua en el primer argumento e inferiormente continua en
el segundo argumento, entonces

Min Max f(x,y) = Max Min f(x,y)
yEY x€X x€X yey



Afirmacidén. Este teorema es una consecuencia del teorema 3
Como en el caso del teorema de Sion se muestra que
Min Max f(x,y) ¥y Max Min f(x,y) =d existen y que _élx
yeY x6X x¢X yeY
es no vacio, cerrado y compacto, ¥ x€X,
Evidentemente se cumple que Min f(x,y) = m(x)) -oo.

yeYy
Ya hemos visto que para f se cumplen las condiciones (3.13)
y (3.43). Por consiguiente, todas las hipétesis del teore

ma 3 son cumplidas.



(1]

(6]
(7]
[8)

(9)

BIBLIOGRAFTIA

Ekeland, Ivar

Temam, Roger

Fan, K.

Geraghty, M.A.
Lin, B. Lo

Geraghty sy M.A,
Lin, B. L.

Geraghty, M.A.
Lin, B. L.

Kindler, J.
Kindler, J.
Trost, R.

K¥nig, H.

Lin’ B. L.
Quan, X. C.

[10] Neumann, M.

[ll] Simons, S.

ConveX Analysis and varational
problems . American Elsevier Pu-
blishing company. Inc-New York -
1976

Minimax theorems.

Proc, Nat. Acad. Sci U.S.A. 1953
On a minimax theorem of Terkel—
sen, Bull. Inst. Math. Acad.
Sinica 1983.

Minimax theorems without Linear
structure, linear and multili--
near algebra 1985,

Minimax theorems without convexi
ty, Contemporary Mathematics
1986,

On a minimax theorems of Terkel -
sen's, Arch Math. In press.
Minimax theorems for interval -
space. Acta Math Hung, 1989,
Uber das von Neumannsche, Mini-—-
max theorem, Arch Math. 1968,

A symetric: minimax theorem with-
out linear structure, Arch. Math
1989.

Bemerkungen zum von Neumannschrn
Minimax theorem, Arch Math. 1977
An upward-downward Minimax theo-=

rem. Arch Math. In press



(13]

[14)

[15)
(16]
(17]

(18)

Simons, S.

Stoer, Josef
Witzgall,Cs\

Stoer, Josef

Terkelsen, F.

Tuy, H.

Tuy, He

Wu Wen-~Tslin

On Terkelson's minimax theorem
Bull Inst. Math., Acad., Sinica -
1990,

Convexity and Optimization in =
Finite Dimensions I.
Springer-Verlag Berlin 1970,
Duality In Nonlinear Programing
and the Minimax Theorem. Math -~
Scand, 1963,

Some Minimax Theorems, Math, =~
Scand, 1972.

On @& General Minimax Theorem So
viet Math. Doki. 1974,

On the General Minimax Theorem,
Colloquium Math. 1975.

A Remark on the Fundamental Theo
rem in the Theory of Games.
Sci. R#c. Nem. Ser 1959,



	caratula
	contenido
	introduccion
	introduccion1
	introduccion2
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12
	13
	14
	15
	16
	17
	18
	19
	20
	21
	22
	23
	24
	25
	26
	27
	28
	29
	30
	31
	32
	33
	34
	35
	36
	37
	38
	39
	40
	41
	42
	43
	44
	45
	46
	47
	48
	49
	50
	51
	52
	53
	54
	55
	56
	57
	58
	59
	60
	61
	62
	63
	bibliografia1
	bibliografia2



