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CAPITULO I

1.1, ExrosicidN DE MoTIVOS QUE ORIGINAN LA TESIS,

La investigacidén en el pais es uno de los tantos pro
blemas que tenemos, ya que no se ha llegado a incidir en és
ta como deberia de ser, la investigacidn es algo tan funda-
mental y que va marcando el desarrollo integral de un pais,
pensamos en una serie de razones que no ha permitido su de-
sarrollo y mencionaremos a nuestro criterio las razones por
las cuales todavia no se ha llegado a un estudio detallado
y concienzudo de la moderna experimentacidn en la ciencia

metalGrgica.

La primera razdén seria a que en el Perl estamos alin
tratando minerales con unas leyes de cabeza muy altas o re-
lativamente altas comparadas con las leyes de minerales ap-
tas de tratamiento en otros paises, las cuales son aptas de

tratamiento debido a su avanzada tecnologia y a las directi
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vas que se siguen a una severa y concienzuda investigacidn
y a la utilizacidn de todas las técnicas estadisticas las

que le permiten optimizaciones de sus paradmetros de traba-
jo, y que estos deben de girar alrededor de una mejora en

lo técnico - econdmico del tratamiento.

Con el transcurso de los aflos llegaremos a situacio
nes en que los minerales que tengamos que tratar metallGrgi

camente serdan los que ahora son considerados marginales.

Es mentalidad de nuestros mineros que cuando tene -
mos minerales con leyes bajas o con problemas en el trata-
miento deja el mineral y busca otros que tenga mejores le

yes y sin problemas de indole técnico.

También otra de las razones es cuestidn de costum -
bre y que la mayoria de pequefios y medianos mineros estan
acostumbrados a la improvisacidn y son reticentes a un tra
bajo serio y planificado; pero es tarea de los técnicos en
ir cambiando esa arraigada costumbre que tanto dafio hace -

al pais.

Finalmente tocaré lo que considero de primer orden,
la cuestidn politica, que en las direcciones de nuestras -
organizaciones que deberian estar abocadas a la promocibn,
desarrollo y apoyo a nuestra pequefia y mediana mineria, no
lo hacen porque consideran que estar apoyando la investiga
cidn es estar invirtiendo en cuestiones insustanciales sin
percatarse que si tuvieramos laboratorios bien implementa-

dos y con profesionales dedicados a solucionar problemas



tendriamos menos de lo que tenemos.

Esperamos que con el tiempo €stos aspectos vayan cam
biando y que cargos directrices vayan siendo copados por
personas con ideas que vayan en favor de la investigacidn y

el desarrollo.

Todos los puntos tratados con anterioridad creo que
han permitido hacer de la investigacidn y de las técnicas u
tilizadas para ser desarrolladas, esta un privilegio de muy
pocas personas para lo cual queriendo colaborar con las per
sonas que quisieran hacer investigacidn fue el motivo que

me 1llevd a realizar este trabajo DISENO EXPERIMENTAL.

En el cual trato de mostrar esta herramienta, el DI-
SENO EXPERIMENTAL como una técnica de alternativa que nos a

yudard en la solucidn de muchos de nuestros problemas.



1.2. INTRODUCCION,

E1 objeto de esta tésis es mostrarnos la base del dise
fio y andlisis de experimentos, herramienta fundamental en la investiga
cion, E1 disefio y el andlisis de experimentos no es sino la planifica-
cion racional de las experiencias a realizar, de manera que podemos ob
tener de sus resultados el maximo de informacidn y con un ndmero mini-
mo de experiencias. Lo que indudablemente tiene incidencia en el costo
y el tiempo de una investigacidn y ademds se obtiene certeza estadisti
ca en cuanto a sus resultados y conclusiones, se concede asi mismo un
mayor grado de libertad al ingeniero o investigador para seleccionar a

quella teoria que mejor se adapte a sus resultados.

En el estudio analitico de sus resultados se hace por métodos
estadisticos, y desde el momento que usamos la Estadistica se tendrd -
como algo intrinseco el estar sujeto a un error experimental, cuyo va-
lor nos 1levarda a analizar la influencia real de los parametros (efeg
tos) e interacciones y la influencia que pueden tener en los resulta -
dos, es decir nos permitira ver la influencia que puede tener una va -
riable dentro del contexto general del experimento y por ende en los -
resultados siempre que se produzcan variaciones en ella, significativa

mente diferentes al error experimental.

También nos dedicaremos a los métodos experimentales de optimi
zacion de resultados y otra de nuestras finalidades serda la obtencidn
de modelos matematicos en zonas de interés que nos daran finalmente la
informacion maxima y 1o que indudablemente constituira una gran ayuda

para el ingeniero o investigador,

La Estadistica basa sus conclusiones en ndmeros y por lo tanto
los nlameros son de importancia fundamental para cualquier investiga.

cidn, sin embargo mucho mas importante que 1os mismos nimeros es el
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problema de cuan significativos son, o del grado de confiabilidad de -
que puede tener el investigador o sus colaboradores de su trabajo. Es

implicito que el investigador tiende a creer en sus propias conclusio-
nes, conclusiones fundamentadas principalmente en los resultados la -
significatividad y 1a confiabilidad en un experimento debe de indicar-
se incluso mas, exigirse explicitamente en toda y cada una de las in -

vestigaciones tecnoldgicas.

Sin embargo la ausencia de estos datos es una tendencia que es
td adoptdndose, en la mayoria de los trabajos de investigacidn tecnold
gica, por considerarse una complejidad innecesaria para el experimento
a 1o que es peor todavia, como una regla general al publicar los traba

jos, salvandose de estos escasos trabajos publicados.

Se mostrard que la obtencidn de tales datos indispensables pa
ra el andlisis de los resultados obtenidos, representa un proceso fa -

cil utilizando técnicas estadisticas simples.

Sin embargo en nuestro pafs solamente se utilizan aquellos de
acceso inmediato, considerdndose con recelo por la mayoria de los in -
vestigadores, que tienden a considerar la Estadistica como una especia
1idad demasiada nebulosa, para que cualquier aventura en sus dominios

valga la pena.

De este modo, el método clasico de investigar las variables wu
na a una es utilizada aln en nuestros dias en trabajos de investiga -
cidn, los cuales muchas veces restringen el campo de las conclusiones,
o yerran al proponer inferencias falsas ya sean cualitativas o cuanti-

tativas, totalmente de acuerdo con los resultados numéricos obtenidos.

He ahi una de las finalidades de este trabajo, el mostrarnos -

los disefios experimentales que nos evitard cometer cualquier error o



subjetivismo existente en el método clasico.

E1 uso de la Estadistica al planificar y evaluar los resultados
de una investigacidn es una herramienta valiosisima porque proporciona
al investigador o ingeniero una precisa interpretacion del fendmeno in-
vestigado, investigar siguiendo estos criterios nos permite obtener no
solo la influencia individual de cada variable estudiada, sino también

toda la gama de interacciones entre las variables consideradas.

Todos los trabajadores de la investigacidn planifican su traba-
jo y disefian sus experimentos de una manera, la cual estd basada sobre
sus experiencias, las cuales le parecen mas racionales, el investigader
confia que producird la informacidon esencial para la resolucidn del pro

blema.

Si los resultados obtenidos son abiertos a mdltiples interpreta-
ciones y no son de una definitiva formalidad, el fracaso del diseno del
experimento a producir la deseada informacidn puede ser debido a diver-

Sdas causas.

Eso incluye juicios defectuosos en la seleccidn de factores a -
ser probados, ignorando la importancia de las interacciones entre facto

res.

Un experimentado investigador probablemente deduciria de la na-
turaleza de los datos obtenidos que el disefio es defectuoso y puede por
prueba y error llegar a la concreta solucion del problema. Los métodos
estadisticos de planeamiento de investigacidon minimiza la oportunidad -
de defecto del experimento disefiado, abarca procedimientos concretos -
para probar ta validez y la integridad de los datos de la prueba y para
indicaciones mandadas cambiar en el diseno y hace al investigador obte-

ner significativa informacidn con el menor nimero de pruebas.
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E1 método cldsico o "Edisonian" disefio un programa de investi-
gacion en la esencia de simplicidad, cada factor considerado a tener u
na significativa influencia sobre los resultados es separadamente in'-
vestigados. Los efectos de cada factor son estimados por una serie de
pruebas el cual varia un factor sobre un rango seleccionado de valores,
mientras tenemos todos los otros factores constantes , cuando como es
comi@in, la investigacion involucra complejas interelaciones entre mu -
chas diversos factores, definitivas tendencias y conclusiones pueden -
ser hechos solamente de datos, estos pueden ser analizados y probados

como vdlidos y significantes.

Un disefio experimental basado en el método cldsico sin embargo
no podria detectar o rendir, estimados de significativos efectos de in
teraccion entre los factores importantes, ni pueden los datos ser obje
tivamente analizados a condicidn de que la informacidn .sea considerada

como integra.

E1 prop6sito del disefio estadistico es planificar experimentos
por 1o tanto esos resultados rendirian significativa informacidn acer-

ca de los fundamentales relaciones empiricas.

Los métodos estadisticos abarca disefios codificados por varios
tipos de condiciones experimentales y también posee formas a determinar
los méritos de tales disefos para proveer informacidn en la investiga-
cidn. Sobredisefios y subdisefos son inevitables a menos que se utilice
un adecuado criterio de juzgar el correcto nimero y tipo de observacio

nes a hacer.
Los disenos estudiados en esta tésis son para :

1, Estimar el efecto de una o mas variables independientes sobre una o

mas variables dependientes.
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2. Definir una ecuacidn para la cual la variable dependiente puede

ser estimada de valores de las variables independientes.

En Ta Estadistica la investigacién y la postulacion de varia
bles dependientes e independientes determina un hipotético espacio -
matemdtico, provee el escenario tedrico para el desarrollo de expre-
siones matematicos que vienen a ser relaciones empiricas y fundamen-

tales.

Cuando los efectos principales no son lineales sobre la re -
gion de interés y los efectos de interaccidn son relativamente gran-
des, mas de dos niveles para los factores son necesarios para un com

pleto estudio de las respuestas.

Cuando un experimento es disefiado por métodos estadisticos -
los errores experimentales son asociados con cada observacidon son a-
sumidas a ser variables randomizadas, esas son no correlativas entre

replicaciones y entre niveles de factor.

La correlacion debido a factores no pueden ser controlados -
pero pueden ser minimizadas por randomizacidon en la ejecucion de el
experimento, la correlacidn entre errores puede causar tendencia en

los resultados eso contribuye a los estimados de efectos importantes.

La precisa formulacidn de objetivos del experimento y un ade
cuado diseno de experimentos, seguido por especificos analisis de -

datos son caracteristicas de investigaciones bien ejecutadas.

Una de las ventajas mas preciadas que resultan del uso de -
los métodos estadisticos es una analitica disciplina de considera
cidn guiando a la precisa formulacion de investigar problemas y obje
tivos experimentales. Este es el fundamento sobre el cual estd basa-

do el disefio de experimentos.
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También se puede hablar de l1a posibilidad de extender para el
campo industrial los modelos estadisticos obtenidos, 1o cual nos per-
mitiria que un ingeniero de procesos puede tener a su disposicidon un
modelo representado por medio de una ecuacidn, que proporciones la in

formacidn buscada y en funcidon de las variables operacionales.

Y para acabar con la presentacion de las finalidades de este

trabajo podemos resumir las normas que tendrd nuestra sistematizacion.

1. La obtencidn del valor real de la informacidn buscada, tan proxi
mo como sea posible el valor verdadero.

2. Toda y cualquier insuficiencia en la expresidn propuesta podrd -
ser detectada e identificada.

3. E1 error del proceso podrd ser estimada durante la ejecucidén de
los ensayos.

4, Minimizar el nlimero de ensayos a ser efectuados para obtener 1la
informacidn necesaria y todo esto es muy importante porque repre
senta una reduccidon de los costos.

5. Otra de las finalidades es incrementar la EXACTITUD de los expe-

rimentos.

1.3, ALCANCES Y OBJETIVOS DE LA TESIS,

Los estudios reportados en es-
ta tésis fueron emprendidos como una parte del amplio programa sobre
la aplicacion de los métodos estadisticos a planificar y evaluar in -
vestigaciones en la Metalldrgia extractiva y en el beneficio de minera

les,

Investigar tiene como conviniencia, que cada vez mas cuenta -
con los servicios de técnicos expertos y semiexpertos guiados por un

limitado staff de profesionales, Por eso tiene como imperativo la uti
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lizacion de todos los medios posibles de incrementar la eficiencia y -
la efectividad en la planificacidn, direccidn, conduccidn y evaluacion

del programa de investigacion.

La sobresaliente utilidad de los métodos estadisticos son los
controles, los cuales pueden ser ejercidos sobre 1os experimentos y de

ducidos con un especifico grado de probabilidad.

E1 investigador debe ejercer su propio juicio en la seleccidn
del método estadistico mejor adaptado al problema particular y la in -

terpretacidon de los resultados obtenidos por analisis estadistico.

Las decisiones y conclusiones basadas sobre el andalisis esta -
distico debe ser propiamente integrado por el reconocimiento técnico -

peculiar a cada investigacion,

Presentar una coherente discucidn de una materia tan compleja
como es la aplicacidon de los métodos estadisticos al disefio de la in -
vestigacidn metaldrgica ha sido necesaria una considerable simplifica-
cidn, tratando de ilustrar por intermedio de ejemplos concretos de pro
blemas metaldrgicos, cuando y como diferentes métodos estadisticos pue
den ser usados a disenar de manera mas sencilla y mas eficiente el pro
grama de esxperimentos, el cual nos darda como resultados datos comple-
tamente significativos y los cuales a su vez nos llevardn a conclusio-

nes con un especifico grado de confiabilidad.
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DiseNo DE EXPERIMENTOS

Un buen diseno experimental es el que tiene 3 requisitos:

Una correcta formulacion de la informacidn requerida.

Una correcta seleccion del método experimental, y de las conside
raciones de presicidn y exactitud experimental.

Una correcta seleccidon del ndmero a interrelaciones de pruebas -
individuales, las cuales caracterizan el diseno del experimento

en total.

E1 tercer requisito que es el diseno, este debe de permitir -

nos obtener maximo resultados de un minimo de trabajo experimental.

Los métodos estadisticos tienen como condiciones:

1)

Disefios bien codificados para varios tipos de condiciones experi
mentales.

Recursos para determinar el mérito relativo a tales disenos.
Bajo ciertas condiciones estimadas con respecto al necesario ni-
mero de observaciones que han de ser hechas en un experimento, -
un-experimento subdisefado, con pocas observaciones puede guiar
a falsas conclusiones y un experimento sobredisefiado también con
muchas observaciones resulta inservible. Experimentos subdisena-
dos y sobredisenados son inevitables a menos que un criterio ade
cuado sea usado en la seleccion del ndmero correcto de observa -

ciones a realizar.

La economia de un diseho correcto y un apropiado nimero de ob

servaciones exceden en valor el tiempo extra y las ideas requeridas -

en el planeamiento del experimento.



-12-

Las variables independientes los cuales afectan la respuesta

son 1lamadas "factores". Usualmente muchos factores influyen en la

respuesta que se estd investigando, y es esencial darle a todos e

11os las debidas consideraciones.

Cada factor uno a otro serian investigados para estos efec

tos sobre la respuesta o deberian ser controlados, entonces 1a in

fluencia de estos factores que son investigados pueden ser indepen

dientemente estudiados. Debido a las limitaciones prdcticas, esos
factores que son considerados a tener los efectos mas importantes so
bre la respuesta usualmente son seleccionados para el estudio. Facto
res tales como tiempo, temperaturatura y concentracidon son 1lamados

factores cuantitativos porque ellos pueden ser clasificados de acuer
do a una escala. Factores tales como operadores, mdquinas, tipo de
reactivo etc. que no pueden ser definidos por una escala son 1lamados

factores cualitativos.

E1 mejor disefno para un experimento requiere un previo recono
cimiento de Tos errores involucrados y el tamafio del efecto que es ne

cesario detectar.

Los disefios que son discutidos, deben ser con el propdsito de
estimacién de efectos de una o mas variables independientes sobre una
variable dependiente y en muchos casos a determinar una ecuacidn esti
mada por promedios, de la cual la variable dependiente puede ser de -

terminada de valores de las variables independientes.

Hay otras clases de problemas en el cual el interés principal
estd en determinar la existencia de una relacidn entre dos o mas va -
riables sobre un rango especifico con un grado especifico de certeza
estadistica. E1 procedimiento estadistico para determinar estas rela-

ciones es conocida como "Correlacion'.



CAPITULO I1

PrincIP1IOS EsTADiSTICOS DE LOS DiSENoS EXPERIMENTALES

2.1, ETAPAS EN UNA INVESTIGACION.

En general se puede dividir en tres

partes en cualquier trabajo de investigacidn experimental,

a) E1 Experimento
b) E1 Disefio

c) E1 Andlisis

a) EL EXPERIMENTO.-

Es la accidn de probar y examinar practicamente un
problema a estudiar, constituye el punto de partida, y es tan im -
portante que el éxito de la investigacidn estd fundamentalmente en
éste.

En esta etapa es necesario considerar.
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Una comprensidn profunda del problema a estudiar, es decir con
siderar todos los antecedentes tedricos y bibliogrdficos que nos a
claren perfectamente 1o que queremos obtener, y los elementos que

entran en juego,

La seleccidn de las variables dependientes (respuestas) a ser
estudiadas deben ser factibles de medicidn y debemos de tener dis-
ponibilidad de aparatos con los que vamos a hacer, y de una mane-

ra controlada y precisa.

También deben definirse las variables independientes a facto -

res que pueden afectar la respuesta o variables dependientes.

Los niveles que le daremos a estos factores cuando estos sean
cuantitativos tales como: temperatura, pH, etc. o algunas desicio-
nes si estos son de tipo cualitativo, por ejemplo diferentes opera

dores,

Todas estas consideraciones y otras que son posibles de intuir
nos llevan a cumplir con esta etapa y que no es otra cosa que la -
exposicidn de finalidades. Estas pueden hacerse en forma de pregun
tas y respuestas, las hipdtesis sujetas a pruebas o los efectos -

por estimar,

EL DISENO.

Consiste en delinear todas las experiencias a ser reali-
zadas, no solamente en cuanto a su ndmero, sino a las condiciones
de operacidn para cada una de ellas.

Hay varios tipos de disenos, pero indudablemente uno de los
mas importantes son los disenos factoriales y que estudiaremos en-

detalle.



c)

-15-

Un buen diseno debe darnos una informacidn total acerca de la
influencia cuantitativa que tiene las variables independientes so
bre las dependientes y también la influencia en la respuesta de -
las interacciones entre las variables independientes. Los disenos
fraccionados (screening experiments) por otra parte son disefos -
especiales en los cuales sin hacer un gran nidmero de experiencias
nos permite definir las variables independientes que realmente in

fluyen en la respuesta.

La influencia real solo puede ser decidida en forma estadisti
ca a través de tests y andlisis de varianzas.

Este tipo de disenos nos permite postular modelos matematicos
de primer orden que describen el experimento y por lo tanto nos
da informacidn para optimizar la respuesta (maximizar, minimizar)
por medio de experiencias adicionales que nos llevan a una zona -
donde finalmente podemos ajustar un modelo matematico que nos de

informacién total.

ANALISIS.

Es el paso final, éste consiste en el recogimiento de re
sultados, la reduccidn de datos, y la computacidén de ciertos
tests estadisticos, que seran usados para la toma de decisiones a

cerca de los diferentes aspectos del experimento.

E1 andlisis incluye el cdlculo del test "t" y "F" principal -

mente en nuestro estudio.

En Ta figura N° 2.1 se muestra el procedimiento iterativo que
se requiere para optimizar un proceso. Como podemos ver esto in-

cluye 2 pasos fundamentales.
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1.~ La diyisidn de los experimentos de acuerdo a los objetivos de
el estudio, Esto estd basado en la experiencia del investiga-
dor (formulacidn del problema, disefio y ejecucidn del experi-

mento).

2.- La evaluacidn de los resultados, es la base para reformular -
el problema y continuar con el préximo ciclo iterativo hasta

que la optimizacidn del proceso se logra alcanzar.

Un procedimiento mas detallado que se sigue durante un traba-
jo experimental podemos encontrarlos en la figura 2.2, esta es la
secuencia que se usa durante un ciclo iterativo completo de expe-

rimentacidn, para cada uno de los procesos estudiados.

La optimizacidn de un proceso involucra diversas maneras de -

encarar el problema ¥ que pueden ser logradas por el uso de dife-
rentes disefios experimentales (Fig. 2,3). Sin embargo no todos e-
11os son factibles cuando queremos optimizar un proceso con el mT
nimo costo y con la mayor rapidez posible, por ejemplo si utiliza
mos un disefio factorial completo para estudiar 5 variables reales
esto nos demandard la ejecucidn de 32 pruebas y si queremos estu-
diar 8 variables reales el nimero de pruebas, serda 28 pruebas, de
tal manera que esos casos de usar el diseno factorial para mas de

4 variables es ineficiente desde el punto de vista econdmico.

2,2, VARIABLES DE UN PROCESO,
En general, en un sistema multivariable -
disponemos de 2 tipos de variables, de cuyo conocimiento depende el -

control que sobre el proceso podemos ejercer.
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a) VARIABLES DE ENTRADA.-

Son las variables independientes del proceso

y estas definen las caracteristicas del experimento y segin Tlos va

lores que estas tengan determinan los valores de las otras varia -

bles dependientes del sistema.

b) VARIABLES DE SALIDA.-
Son las variables dependientes del proceso y

pueden considerarse como efectos o respuestas a las variables de -

entrada.
CLASIFICACION DE VARIABLES
I.- Variables Independientes II.- Variables Dependientes
A, CONTROLABLES A. DE RENDIMIENTO
1. Basdicas o Primarias 1. Econdmicas
2. Thans gormadas 2. Constrenidas
B. INCONTROLABLES B. a) FISICAS
b) OPERACIONALES
1. Materias Primas 1. Cualitativas
2. Condiciones ambientales 2. Cuantitativas
3. Conddiciones de Opera

cLon.
4. Factores Econldmicas
A continuacion clasificaremos las variables de un proceso to
mando en cuenta la tabla mostrada en la parte superior y 1o que -
nos darad pautas para clasificaciones de variables en distintos pro
cesos metaldrgicos Fig, 2.4 Tomaremos para esto las variables de

un proceso de flotacidn.

I.A, Variables Incontrolables de Entrada.
Por ejemplo tendremos:

1, Ley del Mineral (% fino)
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ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO
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DISCRIMINACION DEL MODELO
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SELECCION DEL MODELO

Fig, 2.2, Pasos Basicos en el Planteo de un Problema

Metaldrgico.
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Fig. 2.4.- Variables de un Proceso.



2. Impurezas
3. Ganga

4., Grado de Oxidacion -

B. Pardmetros de Tamaino

C. Grado de Liberacioén

[.B. Variables Controlables de Entrada.
D. Tonelaje de Alimentacidn
E. Dosificacidon de Reactivos.
1. Tiempo
2. pH
3. Colector
4. Espumante

5. Diversos modificadores

F. Agua de Alimentacidn
G. Recirculacidn de pulpas

H. Aireaciodn

II, Variables de Salida.
1. Cantidad de concentrado producido
2. Contenido fino del concentrado
3. Granulometria del concentrado
4. Cantidad de relaves producidos
5. Contenido fino en los relaves
6. Granulometria de los relaves

7. Concentracién de reactivos residuales
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III. Yariables de Rendimiento.

1, Constantes dindmicas de flotacion

2. Recuperacion de minerales Gtiles

3. Recuperacidn de minerales initiles (impurezas)
4, Ley de Concentrados

5. Pérdidas en colas

6. Valor de Concentrado producido

7. Consumo por tonelada beneficiada

8. Consumo por dia.’

2.2.1. YARIABLES DE UN DISENO EXPERIMENTAL.
En una investigacion pode -
mos controlar algunas variables y si ellas en una manera delibe
rada son controlables se denominan "factores" y su acci6n combi

nada entre ellos se denomina "interaccion".
Los factores pueden ser:

a) Cuantitativos: como temperatura, presidn, dosificacion de
reactivos etc.
b) Cualitativos: como diferentes maquinarias, operadores, ca-

lidades de reactivos etc.

2.3 CONCEPTOS ELEMENTALES EN LA ESTADISTICA,
En un experimento induda
blemente tratamos de hacer nuestras experiencias con la mayor exactitud
y precision posibles. Sin embargo toda medicidon 1leva asociada un error
experimental, que en trabajos de investigacidon metalirgica y en cual

quier otro se encuentran de una manera intrinseca, estos estan sujetos
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a variaciones que muchas veces son casi imposibles de aislar o elimi -
nar, y asi solo podemos usar métodos estadisticos para evaluar debida-

mente nuestros resultados.

Los resultados de los experimentos estan afectados no solamen
te por la accidn de Tos tratamientos sino también por las variaciones

extranas que tienden a encubrir sus efectos.

E1 término error experimental se aplica frecuentemente a es -
tas variaciones, donde la palabra "error" no es sin6nimo de "equivoca-

cion", sino que incluye a todos los tipos de variacidon extrafna.

Se distinguen 2 fuentes de error ecperimental, los primeros
que son inherentes a la unidad experimental que viene a ser la porcidn
de mineral sobre Ta cual se va hacer el experimento, y la segunda fuen
te de variabilidad es 1a falta de uniformidad en la conduccidn fisica

del experimento.

Los errores experimentales se pueden clasificar en tres tipos

generales:

a) ERRORES RELATIVOS.
Estan caracterizados por la distribucidon gaussiana
de frecuencias mostrada en la fig. N° 2.5. Estos errores tienden a
tomar valores cercanos a un valor medio, teniendo igual probabilidad
de ser mayores o menores que el valor promedio. Al hacer determina -
ciones repetidas del error, la frecuencia conque se presentan desvia
ciones pequefias respecto al promedio, es mayor que la frecuencia de

las desviaciones grandes.

Se presentan frecuentemente en experimentos en los cuales se -

repiten ensayos tales como: pesajes, adiciones de reactivos, tiempos



Frecuencia

Fig. 2.5,- Distribucidon Gaussiana de Frecuencia.
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de reaccidn, temperaturas etc. En todos estos tipos de mediciones el
investigador tiene la igual probabilidad de cometer un error en cual
quiera de las direcciones del valor deseado. Este tipo de errores se
pueden corregir usando algin método para incrementar la exactitud, -

entre Tos cuales podemos mencionar.

1. Aumentar la magnitud del experimento, por medio de mas repeticio-
nes o por la adicidon de mas tratamientos.

2. Refinar la técnica experimental.

3. Manejar el material experimental de tal manera que los efectos de
variabilidad se reduzcan, seleccionando cuidadosamente el mate -
rial tomando medidas adicionales que den informacidn respecto al
material o finalmente por un agrupamiento habil de unidades expe-
rimentales en tal forma que las unidades tratadas queden estrecha
mente comparables con aquellas a las que se les aplica otro trata
miento.

E1 médulo de variaciones de los ensayos repetidos mide la
presicidn del sistema y es corriente presentar algin indice de -

presicidon cuando se informa de un valor medido.

b) ERRORES SISTEMATICOS.

Se diferencian de los errores relativos porque
estos siempre tienen el mismo signo algebraico, estos errores no va-
rian con el tiempo y no se pueden someter a un andlisis estadistico.
Este tipo de errores se detectan generalmente en referencia a un es-
tandar. Algunos de estos errores son tales como: uso de una balanza
no estandarizada, uso de un estandar incorrecto, errores en todo ti
po de medidas con aparatos no estandarizados o calibrados con erro -
res. Este tipo de errores son particularmente peligrosas, puesto que

un investigador puede obtener resultados reproducibles pero completa
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mente incorrectas,

ERRORES.

Este tipo 1lamado propiamente errores abarca a los realiza
dos al intercambio de muestras, lecturas y anotaciones mal hechas
etc. Estos errores pueden ser facilmente detectados haciendo Tectu-
ras repetidas. Tal vez el error menos obvio es el uso de un disefo
experimental inapropiado. Por ejemplo un error comin debido a la i-
nexperiencia del investigador es la incorrecta determinacidn de un
Optimo en el estudio de variables que afectan un proceso determina-
do, estudiando una variable cada vez, supongamos que la recupera -
cion de un mineral en un sistema depende del tiempo de acondiciora-
miento y temperatura, supongamos ademas que la dependencia entre el
porcentaje de recuperacidon y los factores tiempo de acondicionamien
to y temperatura estan dados por las lineas de contorno en la figu-
ra N° 2.6.

Usando el método de variar un factor cada vez, concluimos que
la respuesta optima corresponde al punto A2, 1o cual se demuestra -
bajando primero a temperatura constante, variando el tiempo de un a

condicionamiento y viciversa.

En el caso presentado se ven que aln cuando 10s resultados
son reproducibles y cuidadosos se han determinado un 6ptimo que no
corresponde al verdadero, segin se puede apreciar analizando la fi-

gura N° 2.6.

ESTIMACION DEL ERROR EXPERIMENTAL.
Cualquiera que sea la fuente del
error experimental una forma de minimizar el error experimental aso

ciado a 1a medicidon es la repeticion del experimento, siempre y
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Fig. 2.6.- Determinacidn incorrecta de un Gptimo,



-29-

cuando se tomen ciertas precauciones como por ejemplo la aleatoriza
cidn, Esto asegura que un tratamiento ("el conjunto de niveles de -
los diferentes factores estudiados que componen un ensayo 0 expe -
riencia") no estd siendo mds favorecido en una repeticidn que en o-
tra, de este modo los errores que afecten a cualquier tratamiento -

tienden a anularse cuando el ndmero de repeticiones aumenta.

Lo mas 16gico es disefiar un experimento y obtener una estima-
cién del error experimental haciendo distintas mediciones en las

mismas condiciones,

Consideremos el caso de una prueba de flotacidn 6 experien

cias repetidas cuyos datos estdn indicados por la tabla siguiente:

N° de Experiencia Ley del Concentrado
1 32.2
2 33.4
3 31.6
4 34.2
5 30.6
6 31.8

En estas pruebas vemos que la ley del concentrado no es el -
mismo para las 6 experiencias, a pesar de haber sido trabajadas en
las mismas condiciones entre las 6 experiencias, a variaciones en
las técnicas usadas por el experimentador o a otras causas que no
estan bajo control del experimentador, En consecuencia vemos que -
el repetir experiencias no conduce a resultados que podrian mejo

rar respecto al valor medio.
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La experiencia nos dice que las variaciones, estas de las que
hablamos son generalmente errores relativos y que la distribucidn -
de frecuencia de un nimero grande de experiencias tiene la forma -

gaussiana de la figura N° 2.5

De todo 1o anterior deducimos que la forma mas sencilla de de
terminar el error experimental es realizando cierto nimero de expe-
riencias repetidas ya que la variabilidad en ellas representa nues-

tro error experimental,

2.4, ESTIMACION DE PARAMETROS ESTADISTICOS.
En el andlisis de los di-
sefios experimentales recurrimos a la estadistica la cual nos da las he
rramientas para un andlisis de una forma 16gica y ordenada.

Entre estas herramientas tenemos:

2,4.1. LA MEDIA MUESTRAL.
Que es el estadigrafo mas eficiente para carac
terizar el valor central de datos experimentales, es decir se -

requieren menos datos para alcanzar el mismo grado de certidum-

bre,

Sea X una variable aleatoria, de la cual se toma una -
muestra de n observaciones, cuyos valores son Xl’ X2, X3, ceees
X, de tal modo que la media muestra esta definida por:;

N

g - 1
n

Il ™3

; X‘. 2.1)

La media muestral es un estimativo de px y es a menu-

do designado fix
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2,4,2. LA YARIANZA MUESTRAL,

De una variable aleatoria la varianza mues

tral es también una variable aleatoria que a su vez es el mejor
. . 2 . . .

estimativo de 9y (varianza del conjunto a universo) y se denota

2 ).

_ 2 e -

por el simbolo S (también o |
Para una muestra de n observaciones de la variable aleato

ria X con media muestral X, el mejor estimador para la varianza

asociada es:

(2.2)

En forma equivalente a la ecuacidn anterior es la siguien

te ecuacion:

n 2
ST = z X; -~ —— (2.3)

E1 término entre paréntesis de la relacidn (2.3) se deno-
mina suma total de cuadrados (STC); el denominador (n - 1) co -

rresponde a los grados de libertad.

Frecuentemente se debe determinar cualitativamente y se -

gln sea posible, cuantitatizamente si existe correlacidn entre

dos variables, por ejemplo, si el aumento de la presidn en un

reactor aumenta el rendimiento.

Una medida de la dependencia lineal entre dos variables

es el denominado "coeficiente de correlacidon" (p), el cual se
calcula en funcidn de la covarianza (Cov) y las desviaciones ti

picas respectivas.



X
Correlacidn lineal positiva

(Cov > 0)
(a)

Fig.

Correlacion lineal negativa

2,7

X
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X
No hay correlacion

(Cov = 0)
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Sean X e Y dos variables aleatorias cualquiera entonces

Cov (X,Y) = % r (Xi - X)(vi - 9) (2.4)
o = Cov(X,Y) (2.5)
Sx Sy
nooo
z Xi - %)
donde: Sx = 1=1 . (2.6)
n i
$ (Vi - 7)2
I
Sy = L = (2.7)

De este modo, el coeficiente de correlacién (p), se expresa

0 0, I | 4 ) (2.8)
2 2

z (Xi - X) z(Yi - V)

E1 coeficiente de correlacion varia entre -1 y +1 y de
una medida del grado de ajuste entre las dos variables. Sip= o0
no existe correlacion entre las variables como 1o muestra la -

fig. N° 2.7 (c).

Si X e Y no estan correlacionadas o son independientes,
entonices Cov(X,Y) = 0y p = 0. Sin embargo si Cov(X,Y) = 0 no -

necesariamente X,Y son independientes.

Una correlacidn positiva (p > 0) significa que -
Cov(X,Y) > 0 mientras que un valar de Cov(X,Y)< O significa que

valores grandes de una variable estdn asociados con valores pe -

quenos de la otra.

DISTRIBUCIOMNES ESTABISTICAS,

Debido a que las distribuciones mues

trales de la mayoria de las estadisticas utilizadas son aproxima

damente normales, nombraremos las mas utilizadas y de ellas deta
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1laremos la distribucidon de razdn de varianzas F, y estas son:
i) Distribucidn normal N
ii)  Distribuci6n chi-cuadrado x2
iii) Distribucién t - student

jv)  Distribucién de razén de varianzas F

DISTRIBUCION DE RAZON DE VARIANZAS F,

Una distribucién muy Gtil
para el andlisis de varianza y en construcci6n de modelos, es
la distribucidon de razon de varianzas. Si se toma dos muestras,
una consistente en n, mediciones independientes de una varia -
ble aleatoria Xl cuya media y varianza son Hy Y 022 , respecti
vamente, y la otra muestra consistente en n, mediciones inde -
pendientes de una variable aleatoria normal X2 cuya media y va
rianza por Wy Y 022 ; entonces la variable aleatoria F estd -
definida por:

2 2
517 91

52 / 9,

Con 01 = ny- 1l vy 02 =n, - 1 grados de libertad

Los grados de libertad asociados con el numerador y
denominador son aquellos asociados con Si y Sg respectivamente,
y pueden ser diferentes de n - 1 si la varianza muestral es de-

terminada por alguna expresidn distinta d las relaciones sigui-

guientes:

n
52 = = t (2.10)
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k
2 1 2
y S, =" z (x; = x) n, (2.11)
i=1
Si o= o2 = o  ysiusala definicion de X% (chi -
cuadrado) entonces:
sf xi / 4,
F( ¢, 5 ¢,) = —5— = —— (2.12)
1°% ¥ 2
2 2 1 %

La funcidn densidad de probabilidad F estd dada por la ecua -

cidn siguiente:

Lt
_ g
p (x) = ¢1 5
r (T)Y(T)
! (%1 - 1) (2.13)
b, + doh '
) C1 OB

y es la que se encuentra en la tabla F para ¢1 y 45 grados

de libertad y cuyo grédfico es el siguiente:

1.0 == T T

0.8t A4 N\ v vy =

AL

0.4

1]
o

B
3
1
o
<
N
I
o
L

0.2 - 1

10 20 30



CAPITULC III

D1SENOS FACTORIALES

3.1 INTRODUCCION,
En el campo aplicado a la Metalurgia, se estudian los -

disefios factoriales uno de los disefios experimentales mds Gtiles y prac

ticos para analizar un gran namero de variables, todas ellas variando

al mismo tiempo, y que permite determinar el efecto de cada una de e

11as por separado, ademds del efecto combinado de dos o mds variables

el cual es 1lamado (efecto de interaccidn),

Este tipo de disefios permite determinar el efecto de ca
da uno de los factores involucrados con la misma seguridad, como si so-
1o un factor estuviera variando a la vez, asi como también permite de -

terminar el grado de influencia de un factor sobre otro.

Experimentos 1levados a cabo por ingenieros metallrgis-

tas, ya sea en el laboratorin o en la planta estdn en general encamina-
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cos a determinar los efectos de uno o mas factores sobre:

L) la calidad de un producto.

L) EL rendimiento de un phoceso.

L) ER compontamiento de una mdquina,

Lu]  La nesistencia de un maternial al ataque quimico.

vl EL consumo de enengfa o combustible de un proceso y asi sucesiva

mente.

Los disefios factoriales permiten obtener el mdximo de

informacidon, con el nimero minimo de experiencias.

Una manera de alcanzar este objetivo es determinar un
conjunto de valeres o niveles para cada una de las variables a ser es
tudiadas y llevar a cabo uno o mds ensayos o experiencias del proceso,
con todas y cada una de las posibles combinaciones de los niveles del

factor,

Lno ce los mas importantes disenos estadisticos es el
disefio factorial por intermedio del cual diversos factores y sus in -

teracciones son estudiadas,

E1 disefic factorial de 2 niveles son particularmente
aplicables en investigaciones preliminares y en la determinacién de -

condiciones O6ptimas de operacion.

E1 disefio factorial en el que se tienen mds de dos ni
les para algunos o todos de los factores a estudiar, son utilizados -
cuando se desea una mas completa investigacidon de las relaciones en -

tre factores y respuestas.

Cuando los efectos principales no son lineales sobre

la regib6n de interés y los efectos de interaccidn son relativamnete -
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grandes es necesario utilizar mas de dos niveles en los factores pa

ra un completo estudio de la respuesta.

La seleccidn de un nidmero suficiente de niveles de

factor para lainvestigacidon en un experimento es muy importante.

a) DEFINICIONES Y TERMINOLOGIA.

Definiremos algunos términos usados

en los disefios experimentales.

L] Factor. Denota cualquier caracteristica de las condiciones ex
perimentales (variables controlables de un proceso) la cual se
rd asignada de un ensayo a otro.

Los factores pueden ser de dos tipos: Cualitativo vy

Cuantitativo.

LL) Facton Cualitativo. Se caracteriza porque sus niveles no -
pueden ser arreglados en orden de magnitud (tipos de productos,

caracteristicas de una o mas mdquinas).

L) Facton Cuantitativo. Por el contrario si pueden ser arregla
dos por orden de magnitud (temperatura, presidn, PH, etc.).
{v) Niveles de un Factor. Se refiere a los diferentes valores de

un factor estudiado en un experimento.
v] Efecto de un Factor. Es el cambio promedio producido en la -

respuesta medida, debido a un cambio en los niveles del factor.

vd{) Respuesta, Es el resultado numérico de un ensayo basado sobre
un tratamiento o combinacidn experimental,
vil] Thatamiento o Comb.inacifn Experimental. Se denomina al efec-

to promedio de un factor, para distinguirlo del efecto promedio
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de una interaccidon (efecto combinado de factores).

Si solamente el efecto principal de diversos factores
son importantes y no existen interacciones significantes, luego -
puede ser usado el método cldsico, en el cual el efecto de un fac-
tor es estimado por una serie de pruebas en el cual un factor es -
variado y los otros se mantienen constantes, pero si existe una po
sibilidad de efecto de interaccidn entre dos factores el método -
cldsico no podria detectar ni estimar el rendimiento de ambos efec

tos,

E1 disefio factorial, uno de los mds importantes dise-
nos estadisticos es aquel en el cual los diversos factores pueden
ser estudiados en un especifico ndmero de niveles con todas las po

sibles combinaciones de los niveles del factor incluidos.

Semejante a un disefo puede ser usado a investigar -
los efectos de ambos factores cualitativos y cuantitativos, pueden
ser analizados por componentes lineal, cuadrdticos y cidbicos y mas
grandes ordenes, dependiendo del nimero de niveles seleccionados -

para estos factores,

Con el diseno factorial es posible obtener estimacio-
nes independientes de efectos principales y todos los posibles e -

fectos de interaccidon de los factores existentes estudiados.

Los efectos de interaccidn son comunes entre los fac-
tores fisicos y quimicos por ejemplo el tiempo al alcanzar la mdxi
ma reduccion del metal puede decrecer como la temperatura de tosta
cion es incrementado, o la mejor temperatura de lixiviacidn en un

valor de pH puede no por la mejor temperatura de lixiviacidn a o-
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tro valor de pH,

También podemos ver que algunos factores no interac-
tdan y semejante experiencia podria ser usada en el planeamiento
de un programa de investigacidn. Sin embargo en la ausencia de e=
videncias previas es imprudente asumir que los factores no inter-

actdan.

La siguiente notacidn es usada a representar las
pruebas individuales en un disefio en orden a facilitar la explica

de las propiedades del diseno factorial.

Cuando un solo factor cuantitativo Xa estd a ser pro
bado en diversos niveles, la prueba hecha en el mas bajo nivel es
representado por 8,y las pruebas hechas sucesivamente en el ni -

vel mds alto son representados por a,, a,, a., etc.
1> 722 "2

También puede decirse que las respuestas Y1 corres ~

ponde a la prueba 2, Y2 a la prueba ay y asi sucesivamente.

En general el subscrito para el simbolo de la prueba

€S Uno menor que Ssu respuesta correspondiente.

E1 nivel de un factor cualitativo puede ser arregla=
do en cualquier orden conveniente para usar esta notacidn cuando

nos referimos a las pruebas hechas.

La notacidn es extendida a experimentos involucrando

mds de un factor en el experimento, por ejemplo:

Xa tiempo de acondicionamiento

Xb temperatura

Las letras a y b con apropiados subscritos identifi-

ca los niveles de los factores Xa y Xb.
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Asi la prueba hecha en el segundo nivel de tiempo = 2y
y en el tercer nivel de temperatura = b2

y la prueba se podria nombrar 2, b2 .

Una ventaja adicional de la notaci6n simple es aprove-
chada si la letra correspondiente a un factor particular es omitido
cuando ese factor en su mas bajo nivel asf la prueba para el tercer
nivel en el tiempo y el primer nivel de la temperatura la simbolo -

gia de la prueba sera b2.

La prueba hecha en €1 mas tajo nivel de todos los fac-
tores es representada por 1. Este Gltimo signo es seleccionado por
su correspondiente con el concepto de una identidad en teoria de -
grupos y ademas simplifica les procedimientcs para determinar las -

pruebas a ser incluidas en el disefio factorial fraccionado.

Con un ejemplo ilustraremos un disefio factorial de mds

de 2 niveles,

Xa = tiempo de acondiclonamiento
Xa = 3, 4y 5 minutos
Xb = Temperatura de Flotacidn

Xb

30, 40, 50 y 60 °C
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TABLA N° 3,1: Prueba de un Experimento Factorial a 3 y 4

Niveles de Acondicionamiento,

Ndmero de Simbolo de Tiempo de Acon Temperatura
Experiencia la Prueba dicionamiento” °C
1 1 3 30
2 ay 4 30
3 a, 5 30
4 bl 3 40
5 a; by 4 40
6 a, bl 5 40
7 b2 3 50
8 3 b2 4 50
9 a, b2 5 50
10 by 3 60
1 a, b, 4 60
12 b 5 60
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DISENO FACTORIAL A 2 NIVELES.

Es el diseno en el cual han sido -
seleccionados 2 niveles para cada factor y son muy aplicados en la -
conducta de investigaciones preliminares y en la determinacidn de las
condiciones O6ptimas de la operacidon osea llegar a un procedimiento es
tandar,

Ejemplo Tenemos un mineral por lixiviar.

Xa = % de 46€Lidos
Xb = tlempo de Lixiviacibn
Xe = Zfemperatuna de £ixiviacidn

Xa = 15y 45 % de s6&idos
Xb = 10 a 60 wmLnutos

Xe 15 a 90 °C

Las 8 pruebas establecidas en los disefios factoriales
de 2 niveles puede ser el primer paso en una exploracidn de una gran
region, La evaluacidon de los resultados mostrarda como uno o varios -
de Tos factores influyen en encontrar las condiciones Gptimas de la
lixiviacion. La relativa localizacidn de las varias pruebas en Ins -
tres factores del diseno factorial a 2 niveles son mostrados geomé -
tricamente en la fig. N° 3,1. En esta figura el nivel mas bajo -~ 1/2
representa el 25% de sd6lidos para Xa, 30 minutos para Xb y 25 °C pa-

ra Xc temperatura de lixiviacidn.

Los niveles mas grandes, + 1/2 representado por 35% -
s6lidos; 40 minutos y 35°C respectivamente para Xa , Xb y Xc; cada -
punto disenado es identificado por el simbolo de la prueba, las coor
denadas del punto en las unidades de diseno, y la respuesta obtenida

de la prueba en el punto.
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Fig. 3.1.- Diagrama de un disefio factorial de 2 niveles y tres

Factores.
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En la discusion e ilustracion de 2 niveles en un di-
seno factorial, los subscritos son omitidos de l1os simbolos de la -
prueba.

En Tos disenos a 2 niveles se puede encontrar el coe
ficiente estimado A de un efecto lineal principal de % de s6lidos
como la diferencia entre las respuestas promedio para las cuatro -
pruebas a 35% s6lidos y las respuestas promedio para las cuatro prue

bas a 25% esto es:

A= 178 (pyq + Yo00 * Yopp * Yopp) = 1/8(Y 00 + Yqqp * Ypq * Yyp0)
(3.1)

Similarmente combinaciones lineales de las respuestas

podran rendir calculos de los coeficientes B, C, AC y BC.

La teorTa de un disefio factorial de dos niveles puede
ser desarrollada por enfoque de la atencidn sobre los signos asocia-
dos con cada una de las respuestas en la combinacidn lineal usada a

calcular los coeficientes.

Las funciones de respuesta transformadas puede ser u-
sada a encontrar la apropiada combinacidn lineal. Sin embargo hay un
procedimiento mas simple el cual puede ser usado para diseno de 2 ni

veles.

E1 procedimiento es algebraico e involucra sustitu -
cidon de simbolos de la prueba mostrados en la fig, N° 2.5 para 1las

respuestas correspondientes en los cdlculos para los coeficientes.

Si la fraccidon 1/4 es omitida los miembros de la mano

derecha de la ecuacién (3.1) se convierte en:
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a + ac + ab + abc 1+ c+b+ bc (3.2)
y de alli a

(@a-1) (b+1) (c+1) (3.3)

Los signos menos en la expresidon del arreglo II corres
ponde a los factores involucrados en el coeficiente a ser estimados e

so es (a - 1) corresponde al factor Xa % de s6lidos.

Expresiones similares para los coeficientes B, C, AC y

BC respectivamente son:

(@+1) (b-1) (c+1) (3.4)
(a+1) (b+1) (¢c -1) (3.5)
(a-1) (b+1) (c-1) (3.6)
(a+ 1) (b-1) (c-1) (3.7)

Por eso en el caso general expresiones similares a es-

tos en los arreglos (3.2) y (3.3) pueden ser puestos con el signo me-

nos correspondiente a los factores involucrados en el coeficiente a

ser estimado y luego estas expresiones desarrolladas a obtener 1los

propios signos para las pruebas como muestra en las expresiones del a

rreglo (3.1). Los signos semejantes Tuego son usados en la combina
ci6n lineal de las respuestas correspondientes el cual son usados a

calcular los coeficientes,

A continuacidn presentaremos una tabla las cuales son
Gtiles en el diseno factorial fraccionado de 2 niveles y por esta ra-
z6n la columna para el efecto promedio del coeficiente, I es incluido,
“la esquina superior de la mano izquierda de la tabla puede ser usada
para el experimento de dos factores y esta tabla puede ser extendida

para el uso con cuatro o mas factores,



-47-

TABLA N° 3,2: Signos a ser asociados con las respuestas
para las pruebas en tres factores a 2 ni-

veles de un experimento factorial, calcu-

lando los coeficientes de los efectos =
principales y de interacci6én por los fac-
tores Xa, Xb y Xc.

Coeficiente

Prueba N°

I A B AB C AC BC ABC

(1) + - - + = + + -

a + + - & - - + +

b + = + = - + = +
ab + + + + - - - -
C + i« - + + = - +

ac + + o = + + - -
bc + - +* - + # + =
abc + + + + + + + +

Para entender como la tabla es extendida para mas fac
tores prestaremos atencidon a los signos en las columnas A, By C los
signos menos de la columna A corresponde a las pruebas en los cuales
el factor Xa esta en su nivel mas bajo y el signo mas corresponde a
las pruebas en las cuales el factor Xa estd en su nivel mas alto, lo
mismo es cierto para las columnas B y C osea los factores Xb y Xc -

respectivamente.

Para cada una de las pruebas 1os signos en las colum-
nas A,B y C estdn de acuerdo con los signos de las coordenadas de -

los puntos de las pruebas en la fig. N° 3.1 E1 signo en la columna
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AB para cualquier fila es el producto de los signos para esos de igual
fila en las columnas A y B. Los signos en las columnas AC, BC y ABC -

son obtenidos en 1a misma forma.

Al desarrollar la tabla para un cuarto factor Xd, los -
simbolos de las pruebas del disefio factorial a tres factores en la co-
lumna de la izquierda cada uno es multiplicada por la letra d estos, d,
ad, bd, abd, cd, acd, bcd, y abcd, ocho filas adicionales son agregadas
a la tabla anterior de tres factores estos simbolos son adicionados en
el orden dado. Similarmente los simbolos de los coeficientes en la cabe
za de las columnas restantes son cada una multiplicadas por la letra D
es decir D, AD, BD, ABD, CD, ACD, BCD y ABCD, signos menos son coloca -
dos en las primeras 8 filas de 1a columna D de la tabla que se esta ex-
tendiendo, y signos mas son colocados en las ocho Gltimas filas de esta
columna. Los signos de las siete restantes columnas adicionales son ob-
tenidas como productos de 1os signos correspondientes de las columnas -

A, B, Cy D como se explicd previamente para la tabla N° 3.3

La tabla puede ser sucesivamente extendida en forma simi

lar para un ndmero cualquiera de factores.

Si tuvieramos factores cualitativos en lugar de cuantita
tivos uno G otro de los niveles puede ser seleccionado como el mds bajo

nivel.

1 efecto del factor cualitativo tiene un componente 1i-
neal artificial para el cual el coeficiente correspondiente puede ser -

calculado de los resultados de un experimento factorial a 2 niveles.
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Generalizando para un diseno factorial de 2 niveles ,

para n factores A, B, C, D, ..., Q se tendra:

A= (1)t (a-1)(b+ 1)(ce+ 1)(d+ 1) ....(q+ 1) (3.8)

B = (z " @b -+ D@D @r D) (3.9)
ABC ... Q = (% "1 @ - 1) - 1)(c-1)d-1) ...(¢-1) (3.10)

Es de principal importancia recordar que estas formu -
las deben expandirse a desarrollarse totalmente para obtener el valor

de los efectos e interacciones deseadas.

Otro método para calcular los efectos principales e in

. . ~ . n . .
teracciones de un disefio factorial 2 es el siguiente:

a) Si tiene una matriz disefio, una matriz de variables independien -
tes y un vector observacidn. A la lista de los puntos experimenta
les se le denomina matriz diseno y denomina D, para un factorial

2" 1a matriz del disefo contiene n columnas y 2" = N filas.

Hay una columna para cada una de las n variables y ca-
da fila de la combinacion de niveles de cada experiencia. Suponga
mos el caso de un diseno factorial 23 factores A, B, y C y un con

junto de respuestas,



-50-

TABLA N° 3,3.

MATRIZ DISERO MATRIZ DE VARIABLES VECTOR OBSERV.
D INDEPENDIENTES X W
A B C I A B C AB AC BC ABC
- e + @  ® o= + + + - 2
+ - - + + - - - - + + 12
- 4+ = + = + = - + = + 8
+ + - + + + - + - - - 10
- - % + - - 4 + - - * 6
+ -+ + + - ¢ - + - - 7
-+ O+ + - + o+ - - + - 5
+ + + + + + 4+ + + & + 3

La matriz de variables independientes se obtiene agre
gando un sector columna I, que consiste de signos (+), el cual es usa-
do para estimar la media; los otros vectores columna se generan a par-
tir de la matriz diseno. Asi el vector AB se obtiene tomando los pro -

ductos interiores de los vectores A y B.

) )=+ 5 () ()= - , etc

b) Los efectos se obtienen tomando los productos interiores de los ele
mentos del vector observacidon con los correspondientes elementos -
del efecto deseado en la matriz de variables independientes y divi-
diendo el resultado por "1

Asi para el efecto A se tendrd :

Efecto A = — E—A§ﬁ¥§f
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A= = 2+ 12 -8+10-~6+7 -5+ 3
53-1

A= 2.75

Este método tiene la ventaja de que se puede progra-
mar facilmente en un computador para calcular las estimaciones de
los efectos principales en disefios factoriales con varios factores
se desea estudiar la influencia de la temperatura y el tiempo de

acondicionamiento en un experimento de flotacidn.

Su variable respuesta Yi es el % de recuperacion del

mineral,
Factores Niveles
A = Temperatura °C 20 30
B = itiempo de acondiclonamiento (minutos) 1 3

Como tenemos dos variables, el ndmero de experien -

. 2 L -
cias es 2 y el diseno sera:

[ X2 = Temperatura (°C)

(=) (+,+)

X, = tiempo de
acondicionamiento

-,-) (+,-)

Fig. N° 3,2, DISERO DE UN DISENO FACTORIAL DE 2
VARIABLES Y 2 NIVELES.
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TABLA N° 3.4,

Experiencia N° Diseno Nivel de A Niv?] de B Respuesta
(°C) (minutos) (%)
1 1 20 1 65
2 a 80 1 80
3 b 20 3 70
4 ab 80 3 85

E1 efecto principal del factor A es simplemente la di
ferencia entre el promedio de la respuesta cuando A estd en su nivel
superior menos el promedio de la respuesta cuando A esta en su nivel

inferior,

P
1

1/2 (a + ab) - 1/2 (b + 1) (3.11)

p=J
1

1/2 (80 + 85) - 1/2 (70 + 65) = 15.0

Esto significa que el efecto de aumentar la temperatu

ra de 20°C a 80°C se produce un aumento en la recuperacidn de 15%

B=1/2 (b+ ab) -1/2 (a +1) = 5%

3.2.1. ANALISIS DE UN DISENO FACTORIAL.,
Realizado el diseno experimen -
tal y determinados los efectos e interacciones de los factores,
es necesario hacer un andlisis de significacion de estos en

nuestro experimento.

Para ello se realiza una estimacion de las varianzas -

de los efectos e interacciones y posteriormente se aplica una -
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décima de significacion en nuestros casos aplicamos un test F.

(1) Algoritmo de Yates.

La técnica de cuantificar efectos prin

cipales e interacciones en la forma sefalada anteriormente es

especialmente prdctica, cuando el disefio es pequeiio (menos de

cuatro factores) o cuando interesan algunos de los efectos; pe

ro para el caso de disefos mayores o la necesidad de cuantifi-

car el maximo de efectos es mucho mds rapido emplear el método

tabular sistematico desarrollado por Frank Yates el que utili-

zaremos en este diseno

En la tabla 3.5 se muestran valores de una respuesta

. .o 3. .
medida en un diseno 2~ indicados en la segunda columna.

En Ta tercera columna se ha restado el valor promedio

de estas respuestas, para facilitar el calculo.

Las columnas (4) , (5) y (6) se construyen de la si -

guiente manera:

<

LLL)

La primerna mitad de La columa se comstruye a partir de

La columna (3], sumando Los valores de pares: 7 = 11 +(-4)
- 19 = - 15+ (- 4) y asl sucesivamente,

La mitad Linfenion se construye restando algebraicamente

el ndmero superniorn del inferion : 15 =11 - (- 4) ;

11 = - 4 - (- 15) Yy asd sucesfvamente.

La columna (5) se fomma a partin de La (4), en Lgual forma

y La (6) de La (5) y asl sucestvamente 54 el diseno fuera

mayon. En genenal para un diseno 2" se tienen n -

columnas que se fomwman de La manera descrnita, y que son

Las columnas (4), (5) y (6) para este diseno 23
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TABLA 3.5, Algoritmo de Yates para Cdlculos de Efectos y

Varianzas,
(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8)
Comb. Exp.  Yi Yi-27 Efecto total E.P.(6)/2"1 s.T.C.
(6)2/2"
1 23 -4 7 -12 0
a 38 11 -19 12 -2 -0.5 0.5
b 12 -15 18 26 -50 -12.5 12.5
ab 23 -4 -6 -28 32 8 128.0
total -12 0 -2 - 20
C 52 25 15 ~26 24 6 72.0
ac 20 -7 11 -24 -54 -13.5 364.5
bc 22 -5 -32 -4 2 0.5 0.5
abc 26 -1 4 36 40 10.0 200.0
Impares +1 8 - 16
Pares -1 -10 - 4
Total 0 -2 - 20 1078

E,P, = Efecto Promedio



-55-

A1 confeccionar esta tabla en forma manual, se pue-
den cometer errores de cdlculo 1o cual es facilmente comproba -

ble, haciendo las siguientes comparaciones,

4] La suma de La mitad superior de cualquien columna debe de
sen Lguakl a La suma total de La colwma anterion.

L] La diferencia entre Las sumas de Las mitades superiores de
be de sen Lgual a La diferencia entre pares e Ampares.,

L) La suma total de cuadrados debe de sern Lgual a:

yi¢? - - = (3.12)

o™ >

.i

En este caso n = 3

Estas formas de comphobacién se puede generalizat.

3.2.2, ANALISIS DE VARIANZA DE UN DISENO FACTORIAL DE 2 NIVELES.
Para -
realizar el andlisis estadistico de los resultados obtenidos y
poder cuantificar el grado de significacién de un efecto dados,
se debe realizar un andlisis de varianza, para 1o cual se debe
determinar la varianza asociada a la cuantificacidn de un efec
to principal y de enteraccifn, asi como también una estimacidn

del error experimental.

Para estimar la vartanza del error experimental e -

Xisten varias formas:

i)  Se puede comsdderar que no existen Lnteracciones enthe -
factones, Esto sdignifica que Los factones son Lndependien
tes entne 44, ObLiga a conocer muy bien el proceso y Las

canactenisticas en Las varniables del mcsmo. En este caso
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LL] Repetin dos o mds experiencias que merezcan duda y estiman
La magnitud del erron pon digferencia en mediciones, o hacen
varias experlencias o ensayos en el nivel centul del dise-

0.

LLL] Repetin el expernimento completo dos o mds veces.

De todas estas formas, la mds prdctica es la re-
ferente a Ta repeticidon de experiencias.
La forma de cuantificar la varianza del error ex

perimental en experiencias repetidas es:

Seel = avil 2.k (3.13)

H ™M >

i=1

donde k es el ndmero de repeticiones.

AY1 es la diferencia entre 2 respuestas
En el caso de hacer varias determinaciones en el nivel
central o estandar del disefio, se puede cuantificar la

varianza del error en la forma usual es decir;

(3.14)

Para el andlisis de varianza de los resultados ob
tenidos en un experimento se debe hacer uso de un test estadisti-

co apropiado. Este test apropiado es la distribucidn F 6 razén de

varianzas,
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Realizando un test de hipGtesis obtendremos infor

macidon dtil que permita obtener conclusiones validas y razo-

nables,
Se pueden plantear las siguientes hipdtesis nulas:

i) H : Se2 = See2

(3.15)
1 3 Se2 # See2

o : representa la probabilidad de rechazar la hipltesis Ho’
siendo esta verdadera.
. . 2
En este caso no interesa si es mayor o menor que See -

solo interesa probar que son iguales.

P(F)

Fig. 3.3

Si Ta hipétesis Hy es verdadera la regidn de aceptacion

para colas de areas iguales se determina como sigue:

Pr = Pr Fx Fl—a/Z

Pr = 1l -a (3.15)
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Considerando el argumento

FG/Z S F < Fl_a/z > dOnde F = — r— (3.16)

y que Fa/2 (vi s v,) = 1 <1 por

Fl—a/zgvz > V)

definicidn (3.17)

Y como Si / Sg =1 (planteamiento de hipétesis) enton -
ces la desigualdad de la izquierda siempre se satisface

y solo resta demostrar que:

2 2
H, 57 #55 (3.18)
_ 2 2
Hy @ ST <S5 (3.19)
P(F)
E
F F

FIG. N° 3,4, DISTRIBUCION F PARA TEST DE UNA COLA
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La probabilidad de encontrar un valor de F mayor que F* se

designe P(F*) y se expresa

P(F*) = Pr F » F*

P(F) dfF

= Pr F > Fl-a =a (3.20)

Entonces la regidon de aceptacidn para Ho es.

FJ. > FJ. - (Vl s Vz) (3-21)
o 2 2
iii) H0 51 < 52
) 2 2
Hl : S_1 > 52

Para este planteamiento tenemos la siguiente regidn de a-

ceptacion:
P(F*) = Pr F < F* = P(F)dF = Pr F < Fl-a = l-a
(3.23)
Entonces 1a regidn de aceptacidn de H0 es
FS Fl—a(vl’\)z)
I
F* F

FIG. N° 3.5, DISTRIBUCION F PARA TEST DE UNA COLA.
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En esta tabla veremos el andlisis de varianza de las respuestas obte

nidas anteriormente;

TABLA 3.6.
Fuente de Grado de Varianza G. S.
. . Efectos S.T,C. . Fc
Variacién Libertad 5e? @ = 0,10 0.05
Efectos
Principales
Xl - 0,50 0.50 1 0.50 0.20 - -
Xz -12.,50 312.50 1 312.50 31.3 ks fald
X3 6.00 72.00 1 72.00 7.2 - -
Interacciones
X1X2 8.00 128.00 1 128.00 12.8 * -
X1X3 -13.50 364,50 1 364.50 36.4 * Lt
X2X3 0.50 0.50 1 0.50 0.20 - -
X1X2X3 10,00 200.00 1 200.00 20.0 * *k
Error exp, 30.00 3 10.00

Analizando efextos principales e interacciones para planteamiento de hipote
sis

i) Un efecto serd significativo si se cumple que:

0 1o que es lo mismo; Fc > F, _ /2 (v 5 Vp)
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Para los niveles de significaci6én o dados, se

tiene :
F 0,95 (1;3) = 10.1 F 0.95 (3;1) = 215.,7
F 0.975(13;3) = 17.4 F 0.975(3;1) = 864.2

*

* %

Efecto significativo

Efecto muy significativo

Este andlisis de varianza entrega la siguiente informacion:

L1

AL)

L)

Lv)

Tanto el facton XJ como X3 no son sLgnigicativos para
Los niveles de significaciln elegldos y en sus niveles
estuddiados, y ademds Tienen diferentes efectos.

Adn cuando Los factores X] Yy X3 no son sLgnigicativos
su Lnteraceldn 4L Lo es. Convendrd analizarn su natura-
Leza.

EL gacton X, es muy negativo con un efecto negativo.

2
Conviene considerar La Lnteracclidn de terncer orden.
Las nazones por Las cuales un efecto reswlta no signi-

fLecativo puede deberse a:

i) E1 factor se encuentra en la vecindad de su valor -
Sptimo.

ii) E1 nivel elegido para tal factor es desproporcio -
nalmente pequefio.

iii) El sistema es independiente de los niveles de es-
te factor

Cuando una interaccidn es grande, los correspon

dientes efectos principales dejan de tener muchos significa-

dos, la presencia de un gran efecto de interaccidn significa

que el efecto de un factor es marcadamente dependiente de
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los niveles del otro, y cuando se considera el efecto de u-

no, es necesario especificar el nivel del otro.

Si la interacci6n entre factores resulta ser -
despreciable, se puede inferir la independencia de los fac-
tores involucrados, y por 1o tanto con conclusiones validas
pueden ser obtenidas a partir de la significancia o no de -
1es efectos principales. Por otro lado si una interaccidn -
AB resulta significativa; pero el efecto principal no lo es
no se puede concluir la despreciabilidad de A, Ta existen -
cia de AB significa que tanto A como B afectan a Ta respues
ta; pero no en forma independiente.

La no existencia del efecto de A puede deberse
a que este afecta a la respuesta en diferentes sentidos pa-
ra los distintos niveles del factor B, y cuando su efecto -
es promediado, sobre los diferentes niveles de B usados, su

efecto promedio resulta pequeno.

Por 1o tanto, en estas situaciones en la consi
deracion del efecto de A es necesario establecer 10s nive -

les de B y visceversa.

Los disenos factoriales de dos niveles pueden
ser usados para explorar una regidn solamente cuando 10s e-
fectos principales de los factores son lineales o aproxima-
damente lineales sobre la regidn, y los efectos de las in -
teracciones son relativamente pequenos comparados con los e

fectos principales.
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Sin embargo, cuando los efectos principales -
son no lineales sobre la region de interés y los efectos -
de interaccion son relativamente grandes, mas de dos nive-
les para los factores son necesarios para un estudio com -

pleto de la superficie respuesta.

E1 procedimiento para la obtencidn de los e -
fectos y por tanto de la significancia o no de los efectos
es el mismo que para los disefos factoriales de dos nive -

les con la diferencia que las tablas de signos que son aso

ciados con las respuestas para las diferentes pruebas no

pueden ser preparadas para disefios que involucran tres o

mas niveles por factor. Hay solamente dos signos algebrai

cos por 1o tanto la conveniencia de asociar un signo con

cada nivel de un factor se pierde.

Después de haber analizado los disenos facto-
riales a 2 y 3 variables y 2 niveles vamos a generalizar -

los disefos factoriales a 2 niveles pero para k variables.

Si k variables van a ser controlados en 2 ni-

veles pogemos llamarlo diseno 2k

Los niveles son las fronteras del darea a ser

inyestigada para un proceso dado de variables,

Cuando se trabaja a 2 niveles se tiene un ni-

vel maximo y uno 1lamado nivel minimo y podemos determinar

a partir de esto.

7 = Liomax ; £y min 52123, ..,k (3.24)
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£Zj = Zj max - Zj min

- 2 (3.25)
E1 punto con coordenadas (Zi, ZE s e Zi) es

1lamada el punto central del disefio o también se le 1lama ni
vel base 4Azj es el intervalo.

Es usual pasar de Zl’ ZZ’ ....,Zk coordenadas a
un nuyevo sistema dimensional de coordenadas Xl’ X2,,..,..Xk

por la ecuacion :

xj = ZJTZ?_ i=1,2,3,.....k (3.26)

En este sistema dimensional el nivel superior -
es + 1y el minimo - 1 y el nivel central es 0 y coincide -

con el origen de coordenadas.

Después de haber introducido la variable falsa

X0 = 1 se puede generalizar una matriz diseno que tiene las

siguientes propiedades:

N

£ Xui X.. =0 uzyJj u,j=20,1,...., k (3.27)
. J1

i=1

N

r Xji =0 Jg=1,2,...-., k j#o0 (3.28)
§=1

N 2

v Xji = N jg= 0,1,2,..... k (3.29)
i=1

Donde K es el minimo de factores y .N es el ni-

mero de experimento en la matriz diseno.

La primera propiedad Eq (3.27) representa la -

propiedad de ortogonalidad, este es la igualdad de los pro-
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Esta propiedad reduce las dificultades en
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la

estimacidon de coeficientes para la ecuacidn de regresion -

porque el coeficiente matriz (X*X) de las ecuaciones norma

les viene a ser la diagonal y esta diagonal sus elementos

son iguales al ndmero de experimentos, N, en la matriz di-

seno, los elementos de la diagonal de la matriz inversa -

(x*x) 1
As1i
bo
B =
bk
|

son:

xx x)73 xx oy =

z Xoi

T X1i

z

Xki

(Ji =

vid

Yi

Yi

1/N

1/N

(3.28)

1/N

(3.29)

1/N
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. . .
Xo1N Yi bo
z X1i Yi
B VE— bl
= ) (3,30)
% Xki Yi bk
N

Como consecuencia, cualquier coeficiente bj de 1la
ecuacidn de regresidn es definido por el producto escalar -
de una columna Y por su respectiva columna Xj dividido en -

tre el nimero de experimentos N:en la matriz disefio.

bj = % I Xii Yi (3.31)

En el caso de una ecuacidn que contiene todas Tlas
interacciones y sus respectivas coeficientes por ejemplo

a

donde tenemos b12’ bl3’ b23 son términos de interaccion de

segundo-orden y b123 es un término interaccion de tercera -
orden ,

Por ejemplo:

S (3.32)
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También podemos determinar:

Sbj = Se/ W (3.33)

-0 . .
Para calcular y~ , se deben de hacer observaciones replica

das o repetidas en el nivel base y con &O podemos obtener

Se.
N
rovid
-0 =
e T — (3.34)
N
19 - 79)2
2 i=1
Se® = T (3.35)
Sbj = Se/ YN (3.36)
luego podemos calcular:
b.
tj = —— (3.37)
Sbj

Tuego buscaremos un nivel de significacion p , y f, los gra
dos de libertad y buscaremos tp(f) en la tabla t de student
y comparamos tp(f) con tj considerando en el modelo solo -
los tj > tp(f) como coeficientes en el modelo.

Srz
Se2
es calculado de la siguiente manera:

Luego tendremos F = F es la prueba de Fisher y Srz
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N
2 iy (ri- )8
1= = T (3.38)

Luego el valor F es comparado con Fp (fl , f2)

Si F < Fp (fl,fz) el modelo expresa bien el experimento

TRABAJO PRACTICO DE APLICACION.

La utilidad de Tos disenos
factoriales sera visto con el siguiente trabajo realizado
en unos polvos de chimenea que es obtenido de Tos hornos
de fundicidon de Zinc y cobre. La finalidad es la disolu -
cion selectiva del Bi Eon las minimas disoluciones de Ag,
y Pb y esto puede realizado con una adecuada manipulacion
de temperatura, adicidon de acido sulflrico, y adicidn de
cloruro de sodio. Los niveles Optimos para esas variables
fueron determinados cuando la técnica de las superficies

respuestas que maximize la funcidn objetivo ;

Y= %8/ (1+4%Ag) (3.39)

Las tres variables fueron manipuladas en estos
experimentos; temperatura, adicidon de acido sulfirico y
adicion de cloruro de sodio,

Las condiciones que se buscan obtener son los -
resultados con la maxima recuperacién de Ag y plomo en el
residuo y maxima remocion del Bi.

Los resultados de experimentos preliminares a -

70°C indic6 que una adicion minima de cloruro de sodio a
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0.1 M es requerida para lograr una remocion del 75% de Bi. -
También se mostrd que resultados satisfactorios son logrados

a 50°C , H2504 R

0.5 My Nacl 1.0 M.

Condiciones practicas obligadas desde el punto de
vista operacional requiere que las temperaturas no exedan -
70°C, que el H2504 debe de ser adicionado en concentraciones
menores que 1.0 M y que la adicion de Nacl debe de ser menor
que 2.0 M.

Para identificar los niveles de las tres variables
las cuales resultarian en una separacidn Optima, se emplea -
rdan el método de 1a‘§EEgrfigie respuesta, para planificar y
analizar todo experimento adicional. Este método involucra -
disefar un grupo de experimentos los cuales permiten la cons
truccidn de un modelo empirico que representa en forma cuan-
titativa los efectos de cada una de las variables y sus in -
teracciones sobre el porcentaje de extraccion.

3

En este caso utilizaremos un disefo factorial 2~ -

con el punto central de replicacion.

Y = % Bi -
1+ % Ag
Donde:
X1 = temperatura de reaccidn en °C
X2 = adicién de acido sulfirico (M)
X, = adicién de cloruro de sodio (M)
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B B B B B B, son constantes de ajuste.

o 81> Bp» B2 By» Bgs Bl By

La respuesta Y fue seleccionada en tal forma que
mida la selectividad del bismuto extraido con respecto a la
plata.

Una extraccidon completa del bismuto con toda la -
plata presente en 10s residuos rinde un valor de Y = 100 -
mientras que una disolucidon de la plata con la no extrac -

cién del bismuto nos da un valor de Y =0

E1 disefio experimental empleado fue centrado alre

dedor del punto (Xl, X = (50°C, 0.505 M , 1.05 M) con

2’ X3)
puntos periféricos como la muestra la figura N° 3.6



Jxl(Temp. °C)

Fig. 3.6 Diseno factorial con punto de replicacidn en el centro.
Los circulos sélidos representa la posicion de los expe
rimentos X1 - Temp (°C);X
farico (M); X

5 - concentracidon de acido sul

3 concnetracidn del cloruro de sodio (M).
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La Fig. 3.7 muestra pruebas realizadas por el método " Edosinian".

/ .
o IM H2504 0.1 M Nacl
o 1M H2504 2.0 M Nacl
© 0.01°M H,50, 2.0MNacl
s 0,01 M H,S0, 0,1MNacl
- 2774
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/__;i Ly
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Fig.
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A30°C 2.0 M Nacl

070°C 0,1 M Nacl
o30°C 0,1 M Nacl /

3,7.-

0 0.5 1.0

Adicion dcido sulfirico (M)
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20

] L] I

O IM H,S0,  70°C
oIM HyS0,  30°C
0 0.01M H,S0,70°C
A 0.01M H250430°C

0 1 2

Adicién de Cloruro de Sodio (M)

Lixiviacidon con cambios de temperatura, adicidn de acido,

y adicidn de Cloruro de Sodio.
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Los circulos sGlidos representa la posicion de Tos experi
mentos Xl - temp (°C) X2 - Concentracidn de acido su]fﬁri

co (M) X3 - concentracidn del cloruro de sodio (M)

Los resultados experimentales obtenidos para cada
una de las combinaciones del disefio factorial de tres varia
bles después de 16 horas de lixiviacion son mostrados en la
tabla N°® 3.7 y también los valores ajustados de Bo’ B

1, - s .
., B, obtenidos por regresion Tineal de estos datos.

7
ET modelo:
y = _%Bi Bo + ByXy *+ ByX, + BoXy + ByX X, + BX X, +
1+ % Ag 13

(1) Y = 15,6773 + 3.54375 X1 +12.71 375 X2 - 10.85875 X3 + 2.78375 XlXZ

- 2.40875 XlXZ - 12.55875 X1X3 - 3.19875 X1X2X3

(1) Y en funcién de los niveles del disefio Xl’ XZ’ X3 de valores entre

-1ly+1
(2) Y = 1.145 - 0.01192 X1 + 21.81 X2 - 0.1869 X3 + 0.6382 Xlx2 +
0.04484 X1X3 - 9.704 X2X3 - 0.34 X1X2X3

(2) Y En funcién de los niveles de los factores.

La tabla N° 3.8 muestra el andlisis de varianza usado a pro -
bar la "bondad del ajuste" del modelo empirico a los datos experimen
tales y a la significancia de los efectos de las tres variables y -

sus interacciones sobre la variable dependiente.



TABLA N° 3,7

PRUEBA N°

10
11

ANALISIS ESTADISTICO

DISUELTO

Ag

0.04

10.52
6.0

11.69

14.22
4.48
4.67

FACTORES
X, = temperatura °C
X, = Conc de acido sulfdrico en moles
X, = Conc de cloruro de sodio en moles
DISENO NIVELES DEL DISERNO %
X1 X2 X3 Bi
1 30 0.01 0.1 1.56
a 70 0.01 0.1 1.95
b 30, 1.0 0.1 46,09
ab 70. 1.0 0.1 86,33
C 30 0.01 2.0 38.28
ac 70 0.01 2.0 44.92
bc 30 1.0 2.0 56,64
abc 70 1.0 2.0 89.84
- 50 0.505 1.05 82.03
- 50 0.505 1.05 82.03
- 50 0.505 1.05 78.13

3.90

-Pb

0.07

0.07
0.06
0.09
7.85
7.95

Zn

18.

23.
35.

21.
25.
31.
80.
48.
48,
53.

78

53

.75

56
38
97
19
72
21
80

RESPUESTA
EXPERIMENTAL

(V)

1.

40,
63.

14,
14,
15,

50

.44

08
95

.32
.42
.46
.90

97
97
94

RESPUESTA
PREDICHA
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La tabla N° 3.8 muestra el andlisis de varianza usado a probar la “bon
dad del ajuste" del modelo empirico a los datos experimentales y a la
significancia de los efectos de las tres variables y sus interacciones

sobre la variable dependiente.

TABLA N° 3.8 ANALISIS DE VARIANZA PARA EL DISENO 23

FUENTE DE
VAR IAC I ON SUMA  DE GRADOS DE  CUADRADOS EEECTOS CUADRADDS
EFECTO DE CUADRADOS ~ LIBERTAD MEDIOS '~ RESIDUOS CUADRADOS
EXTRACC ION MED10S

X, 100, 4 1 100. 4 125. 5%
X, 1293.1 ] 1293.1 1616, b+
X 943.2 1 943.2 1179.0%
X%, 62,0 1 62.0 77.5%
X 1% 46.5 i 46.5 58, 1%
X,%s 1261. 4 1 1261, 4 1576. 8+
. 81.8 102. 3%
X1X2X3 81.8 1 3
SUB-TOTAL
(REGRESION) 3988.4 7 541.2

DESVIACION ACERCA

DE LA REGRESION

LINEAL 1.3 1 1.3

ERROR EXPERIMENTAL 1.1 2 0.6

RESIDUO SUB-TOTAL 2.4 3 0.8

TOTAL AJUSTADO 3790.8 10 379.1
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* Significante en un nivel de confianza de 99.5%

F0.995 (1,3) = 55.6

Por el gran ndmero de pardmetros en el modelo empirico la
capacidad del modelo no es muy alto. Posteriores tentati-
vas para verificar el modelo para comparar la respuesta -
experimental a (70, 05, 0.1) con las respuestas predichas
sugiere que este simple modelo puede ser inadecuado para

predicciones exactas,

Estos resultados sugiere que la introduccidn de
términos cuadrdticos en la ecuacidn (1) puede mejorar su
capacidad de prediccidon. Experimentos adicionales se re -
queriran para expandir el modelo y que incluye términos -
cuadraticos, pero que no fue considerado adecuado en el -

presente estudio.



4,1.

CAPITULO IV

TECNICA DEL CONFUNDIDO,

No es siempre practico o necesario ha-
cer todas las pruebas en un diseno factorial completo, Como el ni-
mero de factores a ser probados en un experimento crece, el nimero
de pruebas en un disenofactorial completo crece rapidamente. Si al
guno de los factores son insignificantes puede ser posible reducir
el ndmero de pruebas en un disefio combinando los estimados de 1los
diversos efectos de modo que solamente los efectos importantes ne-

cesitan ser estudiados en un experimento.

Cuando las estimaciones de los efectos asi son -

combinados, ellos son 1lamados a ser confundidos.

Para determinar este problema que introduce un e-
rror mas en las observaciones, existe una técnica que consiste en-
dividir el conjunto de tratamientos experimentales en pequenos blo
ques de una manera particular, tal que los efectos principales y -

los efectos de las interacciones mas importantes son investigados
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bajo condiciones uniformes.

Por otro lado, la heterogeneidad introducida co-
mo consecuencia de la divisidon en bloques del disefo experimental,
se deja afectar solamente a interacciones que se consideren, por

alguna razon fundamentada, poco importantes.

Las situaciones que requiere el uso del princi -

pio del confundido puedea ser algunas de estas:

£] Cuando existe escasez de material de Las mismas caracteristi -
cas, para LLevar a cabo un experdimento completo (porn ejemplo -
maternial de una misma secclbn de La mina, material phreparado -

de un mismo molino y condiciones de mofienda etc. )

ALl Cuando pon phoblemas de napidez, se hace necesario emplear di
ferentes unidades experimentales (por ejemplo experiencias de
glotaciin en difernentes celdas de flLotacibn; diferentes heacto

nes quimicos, etel.

L] Necesdidad de utilizarn diferentes experimentadores para LLe -

van a cabo Las mediciones,

Lv] Cuando se nequierne una mayor precisibn en Las medidas asegu -
réndose de obZenen Los efectos mds Amporntantes bajo condiclo -

nes Lo mds homogéneas posLbles.

v] Es nequerdida en Los disencs factoriales, en Los cuales el ndme
ho de observaciones capaces de sern LLevados a cabo, bajo condd
clones estrnlictamente comparables, es menor que el wdmero hreque

rido para el diseino completo.
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ILUSTRACION SIMPLE DEL CONFUNDIDO.
Supongamos que se desea -
estudiar el efecto de los factores A, By C.

Sobre una determinada respuesta. E1 material base
se encuentra esparcido en varias porciones, 1os cuales es
necesario mezclar para obtener lotes mds homogéneos. Se re-
quieren dos lotes de este material, cada uno suficiente pa-

ra realizar cuatro experiencias a 10 menos.

- 3 . .
En un disefio 2° completo se obtienen 8 observacio
nes, cuyas combinaciones experimentales puestas en orden -

estandar son:
(1) a, b, ab, a, ac, bc, abc.

E1 problema es determinar el mejor arreglo para -
un experimento, es decir cuales van a par las combinaciones

experimentales que integraran el lote 1 y cuales lote 2.

Si se eligen las combinaciones experimentales (1)
a, ¢, ac (nivel inferior de B) en un lote y los tratamien -
tos b, ab, bc, abc (nivel superior de B en el otro, enton-
ces el efecto del factor B medido como la diferencia entre
los promedios de las respuestas de ambos lotes, estara con-
fundido con la diferencia entre lotes. En otras palabras si
ambos lotes difieren en calidad, al punto de producir una -
diferencia apreciable en la respuesta, esta diferencia serd

incluida en el efecto de B, tal como se indica:
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Lote (1) Lote (2)
1 b+ X
a ab + X
c bc + X
ac abc + X

Donde X denota la contribucidn debida a la dife -
rencia entre lotes (efecto de bloque).

Por 1o tanto al medir el efecto de bloque que se
estda midiendo EB + X. Todos los demas efectos se determi -
nan en forma clara sin ser afectados por ese efecto. Por e-
jemplo, A esta dado por la diferencia entre el promedio de

las observaciones que contienen a y el promedio de las que

no contienen a osea:
EA =1/4 (ab + X) + (abc + X) + a + ac -

1/4 (b+ X) + (bc+ X) +1+ ¢ (4.1)

Donde puede verse que las X se cancelan y el efec

to de A queda, tal cual se conoce para un disefio 2%,

Igual cosa ocurre para los efectos e interaccio -

nes, por ejemplo, el efecto de AB.

=1/4 (abc + X) + (ab+ x) + (1) + (c) - (b + x) -
- (ac) - (a) (4.2)

Eng

Donde 1a X otra vez se cancelan y la expresidn de

AB se transforma en la usual para un diseno 23.
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Al experimentador,a] elegir los efectos a confundir
siempre deseara hacerlo con aquel menos importante, 1o cual

11evara a elegir las interacciones de orden superior.

En este caso (3 factores) conviene elegir la in -
teraccidn, de tener orden ABC, por lo tanto se debe dividir
los 8 tratamientos experimentales en 2 lotes de 4 tratamien
tos cada uno, de tal modo que las combinaciones experimenta
les correspondientes al nivel superior de la interaccidn -
ABC (a, b, c, abc) formen un lote y las restantes ((1), ab,
ac, bc) formen el segundo Tote, de este modo, la diferencia

entre lotes corresponde al efecto de Ta interaccidn de ter-

cer orden.
Entonces:
Lote (1) Lote 2
a + x 1
b + x ab
c + X ac
abc + x bc

Todos 1o0s restantes efectos A, B, C, AC, AB, BC -
se obtienen en forma clara, y no afectos al efecto de blo -
que.

Una suposicidn importante considerada en este ti-
po de diseno es que no existe interacciones apreciables en-
tre lTos efectos y los Totes (o bloques) de material base es

to significa.
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"S4 una combinacién experimental produce un mejforamiento da
do con un Lote en auwsencla def errnor experimental, producd-

hd un mejoramiento equivalente con el otro",

Si el efecto de la interaccidn puede ser supuesto
despreciable, la diferencia registrada entre los bloques, -
mide, mide el efecto de la diferencia en calidad entre los

dos lotes de material, 10 cual puede ser muy importante.

4.1.1, METODO DE EFECTOS CONFUNDIDOS POR TABLA DE SIGNOS.

E1 proce-
dimiento para efectos confundidos en el diseno factorial
fraccionado estan basados en los principios de la teoria ma
temdtica de grupo, el método por tabla de signos puede ser
usado para un disefio de 2 niveles porque un signo menos pue
de ser asociado con el mas bajo nivel y un signo mas con el
nivel mas alto de cada factor. E1 método basado sobre una -
tabla de signos no puede ser usado si algunos factores es -

tan a ser probados en mas de dos niveles.

E1 método del confundido por el uso de signos es
ilustrado por un experimento con tres factores con un dise-
no de dos niveles en el cual es necesario a estimar los e
fectos principales de los factores Xa’ Xb y XC en el cual -
todas las interacciones entre los tres factores son inexis-

tentes o sin cuidado.

En una tipica ocasidon el factor XC puede ser el -
necesario resultado de investigacion del factor Xa y Xb en
2 bloques de pruebas debido a limitaciones de equipos, tiem

po y personal.
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E1 primer paso es construir una tebta de signos a
ser asociada con las respuestas para pruebas. Cuando al cal
cular los coeficientes de los diversos efectos componentes.

Se hace una tabla ilustrada como la tabla 3.3. EI
segundo paso es seleccionar 4 de las 8 pruebas de la tabla
3.3 de modo que al efecto principal del bloque factor XC es
confundido con el efecto interaccidn entre el tiempo Xa’ y
la temperatura Xb’ este es completado por seleccidn de esas
pruebas de la tabla 3.3 por el cual el signo en la columna

AB es el mismo como el signo en la columna C.

Estas pruebas y sus signos luego son incorporados

a una segunda tabla como muestra la tabla 4.1.

Las primeras 2 pruebas son hechas en 1os niveles
mas bajos del factor XC y las 2 Gltimas pruebas son hechas
en al mas alto nivel esto es, pruebas en a y b son hechas -
en el primer bloque y las pruebas c y abc son hechas en el

segundo bloque.

TABLA 4.1. Pruebas seleccionadas de las ocho prue
bas de un experimento factorial de 3
factores y 2 niveles, en tal forma 1la
interaccib6n del coeficiente AB es con-

fundida con el efecto principal,
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SIMBOLO DE COEFICIENTES
LA PRUEBA I A B AB  C AC BC ABC
a + + - S~ - + +
b + - + - = + - +
c + - - + o+ - - +
abc + + + + o+ + + +

Siempre que las pruebas de un diseno factorial eom
pleto son seleccionadas para confundir 2 efectos particula -

res, todos los efectos seran confundidos en pares.

La tabla 4.1 muestra la confunsidon de los efectos

cuyos coeficientes son AB y C.

Un estudio de la tabla muestra que los efectos cu-
yos coeficientes son B y AC también son confundidos. Lo mis-
mo ocurre con los efectos cuyos coeficientes son Ay BC y de
esos cuyos coeficientes son I y ABC.

La naturaleza de los factores menores los cuales -
causan los efectos de bloque es tal que solamente los efec -

tos principales son considerados importantes.

E1 metalurgista debe ser cuidadoso en conducir ex-
perimentos para minimizar tales efectos, y el principio de
confundido puede ser usado como una precaucidn contra varia-

ciones imprevistas en las condiciones de las pruebas.

En este caso los efectos de interaccidn entre blo-
ques y los factores mayores de experimentacion, tiempo y tem

peratura y los correspondientes coeficientes AC, BC, ABC no
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son de cuidado. Sin embargo en el caso mds general es nece
sario estudiar el sistema completo de confundido, el cual -
resulta cuando dos efectos o sus coeficientes son seleccio-
nados a ser confundidos. Al mostrar como los efectos y sus

correspondientes coeficientes son confundidos para seleccio
nar las cuatro pruebas en la tabla 4.1, permiten niveles pa
ra los factores Xa, Xb y Xc ser identificados por las letras
i, J» ¥y k respectivamente. La respuesta para un experimento

de tres factores a dos niveles luego seran;

= .. £\t ..
Visk = Zoo(ijk) * AZ100(ijk) ¥ BZo10(ijk)* “Zoo1(ijk)

+

ABZ ) + BCZ

P 011 (i jk)

110(ijk 101(ijk

(4.3)

+

ABCZ114 (43k)

= I £1/2A+1/28B=+1/2C+1/4 AB £ 1/4 AC £ 1/4 BC

1+

1/8 ABC (4.4)

Si cada prueba en la tabla 4.1 fueron hechos una -
vez, la respuesta promedio 91jk para cada prueba seria la -
respuesta simple Yijk obtenida. Los términos en la ecuacidn
(4.4) puede ser arreglada para las cuatro pruebas a, b, ¢ y

abc respectivamente a dar las siguientes sumas algebraicas:

Y,y = 1+ 1/8ABC +1/2 A+ 1/4 BC - (1/2 B + 1/4 AC) -
- (172 C + 1/4 AB)
Yip0 = 1+ 1/8 ABC - (1/2 A+ 1/4 BC) + (1/2 B + 1/4 AC) -
- (1/2 C + 1/4 AB)
Y4, = 1+ 1/8 ABC - (1/2 A+ 1/4 BC) - (1/2 B + 1/4 AC) +

+ (1/2 C + 1/4 AB)
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I +1/8ABC + (1/2 A+ 1/4 BC) + (1/2 B + 1/4 AC) +

+ (1/2 C + 1/4 AC)

(4.5)

Ahora las cuatro respuestas y sus igualdades en 1a

ecuacion del grupo 4.%2 puede ser combinado algebraicamente a
calcular

C+1/2 AB = Y Y

Y (4.6)

1
5 ¥o11 = Yiop - Yigp + Yoo

Desde que los datos de las cuatro pruebas no pueden
ser usados a calcular C y AB separadamente, pero solamente la
suma C + 1/2 AB, Tlos dos coeficientes pueden ser confundidos

con cada otra.

Las otras tres sumas de coeficientes confundidos, -

los cuales pueden ser calculados de los datos son:

I + (1/8) ABC, A+ 1/2 BCy B+ 1/2 AC (4.7)

E1 otro bloque, el cual puede ser usado para el ex-
perimento da el mismo sistema de confundido, es el medio re -
plicado que consta de las cuatro pruebas permanentes de las -
tablas, esto es, prueba:(1), ab, ac y bc. Estas pueden haber
sido encontradas primero por seleccidn de esas pruebas en Tla
tabla el cual tiene signos opuestos en las columnas AB y C.
En este caso, cuatro combinaciones algebraicas de las respues

tas puedenser obtenidos los cuales son iguales a
C-1/2 AB, I - (1/8)ABC, A - (1/2) BC , y B - (1/2)AC (4.8)

Cuando estas asunciones son validas, ambas de las -
cuatro pruebas en la tabla 4.1 6 este segundo block de.cuatro
pruebas puede ser hecho para obtener cdlculos de los coefi

cientes deseados.
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Los coeficientes que son confundidos con cada o -

tro en un diseno factorial confundido son 1lamados ALIASES.

Por tanto, en ambos de estos disefios constan de cuatro prue
bas, 1os coeficientes C y AB son aliases, 1os coeficientes

I and ABC son aliases y asi sucesivamente.

En general un diseno factorial a dos niveles con
n factores a investigar contiene 2" pruebas, y que las res-
puestas obtenidas pueden ser usadas a calcular el efecto -
promedio.

Estos 2" coeficientes todos pueden ser confundi -
dos en pares de aliases siempre y cuando un medio replica
do de dicho experimento sea disefiado. E1 valor de tales di-
senos depende de la habilidad para seleccionar las pruebas
en tal caso o forma que dos no importantes coeficientes se-

rdn confundidos con cada otro.

Cuando tenemos sistemas mas complejos de confundi
dos pueden ser usados a reducir el nimero de pruebas necesa
rias para una investigacidon si los efectos de interaccidn -
de factores mayores son de poco cuidado. Por ejemplo, si
cinco factores quieren ser probados y todos los efectos de
interaccidn son conocidos como de poco cuidado, solamente -
los efectos principales de cada factor necesita ser estima-
do. Un disefio factorial a dos niveles completos para cinco
factores contiene 32 pruebas. Las ocho pruebas en el disefio
un cuarto replicado puede ser seleccionado en tal forma que
las combinaciones algebraicas de respuestas puede ser usado

a calcular las siguientes sumas de aliases,
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I + (1/8) ABD + (1/8) ACE + (1/16) BCDE

>
+

(1/2) BD + (1/2) CE + (1/8) ABCBE~

[o9)
+

(1/2) AD + (1/8) ABCE + (1/4) CDE

C + (1/8) ABCD + (1/2) AE + (1/4) BDE

o
+

(1/2) AB + 1/8 ACDE + (1/4) BCE

(172) AC + (1/8) ABDE + (1/4) BCD

m
+

DE + BC + (1/2) ABE + 1/2 ACD

BE + CD + (1/2) ABC + 1/2 ADE

Los seis coeficientes I, A, B, C, Dy E son calcu
lados de las respuestas de las ocho pruebas seleccionadas

También desde que todos los efectos de interaccio
nes son de poco cuidado, las combinaciones algebraicas de -
las respuestas que dan las dos dltimas sumas de aliases pue

den ser usadas para un estimado del error experimental.

METODO GENERAL PARA CONFUNDIR EFECTOS,

E1 método de confun -
dir por intermedio de una tabla de signos es relativamente
simple; pero es limitado a dos niveles por factor. También
el método se convierte engorroso como el nimero de factores

se incrementa y como el confundido se hace mas complejo.

E1 procedimiento general para determinar las prue
bas a ser realizadas confundiendo efectos en un diseno fac-
torial fraccionado.puede aparecer altamente abstracto por -

la poca familiaridad con la teoria matemdtica de grupo y -



-89-

trataremos de dar una ligera revision de los conceptos de

feoria de grupo antes de tratar de entender el procedimien

to.

a) TEORIA DE GRUPO,

b)

Un grupo es definido matemdticamente co
mo un conjunto de elementos todos con una operacidon de-
finida en tal forma que cualquier operacidn realizada -
con dos elementos en el conjunto el resultado es otro e
lemento del conjunto, tal que cuando la operacidn es -
realizada con el elemento identidad y cualquier otro e-
lemento el resultado obtenido es el segundo elemento. -
Finalmente, para cada elemento en el conjunto, habra un
segundo elemento tal que cuando la operacidn es realiza
da con esos dos elementos el resultado es el elemento -
identidad. Estos dos elementos son 1lamados inversos de

cada otro.

Por ejemplo, el grupo de nidmeros enteros positi-
vos y negativos y la operacion de suma, constituyen un
grupo. Los ndmeros 5 y 19 son enteros y 5 + 19 = 24,

también es entero.

E1l elemento identidad en este caso es 0, por e -
jemplo 0 + 7 = 7. La inversa de un entero, por ejemplo
5, es - 5, esto es 5+ (- 5) = 0. Hay un infinito nime-

ro de elementos en este grupo.

TEORIA DE GRUPO DE MULTIPLICACION,

Es una operacidn usa-
da a obtener productos de coeficientes y de este modo -

determinar cuales coeficientes son aliases, en un disefo
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factorial fraccionado.
En este caso el producto de 2 o mds coeficientes -
son puramente simb6licos y no se refiere a los valores nu

méricos de los coeficientes involucrados.

Cuando dos coeficientes diferentes son estableci -
dos igual a cada otro el signo igual representa la expre-
sion "es confundido con"

En un experimento de cuatro niveles el coeficiente
A4 es confundido con I por eso el simbolo indica A4 =1
En este caso define las propiedades del grupo multiplica-
cion para este experimento. Con esta definicidn, el pro -
ducto de cualquier coeficiente podria ser uno de los cua-

tro coeficientes I, A, A2 y A3.

E1 coeficiente I sirve como elemento identidad en
el grupo. Por eso A(AZ) = A , A(AY) =1 A%A% = 1A =A
y asi etc.

. . i 4-1
La inversa es cualquier elemento Al es A donde

ies 1, 2, 3 para ejemplo A(A3) = I. Los cuatro coeficien
tes y el grupo operacidon multiplicacion consiste en un -

grupo finito con la siguiente tabla.

TABLA 4.2.
1 A A% A°
I 1A A2 A3

A AoA% A

P A S
L S S
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c) TEORTIA DE GRUPO EN DISENO.

Los principios de teoria de -
grupo forma las bases para un procedimiento general pa
ra efectos del confundido en el diseno factorial frac-

cionado.

Los grupos de mayor interés son esos el cual
consta de grupos de coeficientes 1os cuales son calcu-
lados de un experimento factorial completo y de la teo
ria de grupo de la operacion de multiplicacion desarro
1Tada para el uso en experimentos teniendo mas de un -

factor.

Experimentos factoriales de 2 niveles estan dise
fnados a la estimacidon de componentes lineales de los e
fectos principales de los factores y 1os componentes -
correspondientes de los efectos de interaccion, tales
disenos no pueden ser usados en estimaciones de compo-

nentes cuadraticos de los efectos principales.

Una aplicacidn del método del confundido basado
sobre una tabla de signos, podria mostrar que todo el
efecto principal de coeficientes de componentes cuadra
ticos son confundidos con cada otro factor y con el e-
fecto promedio del coeficiente I en un diseno de dos -
niveles. Esto es expresado en la notacidn simbdlica de

la teoria de grupo como sigue.

= 1 (4.9)
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Un experimento con 4 factores a dos niveles podria

ser usado como ejemplo si confundimos D = ABC y multipli-

2

camos a ambos miembros por D entonces tendremos D~ = ABCD

y por lo anteriormente detallado D2 = I = ABCD de ahi ob

tendremos;
D = ABC C = ABD
I = ABCD AB = CD
(4.10)
A= BCD AC = BD
B = ACD AD = BC

4.1.3, DEFINIR CONTRASTES Y EL BLOCK PRINCIPAL.

E1 proximo paso para
disenar experimentos factoriales fraccionados por métodos de
teoria de grupo es determinar cual prueba debe de ser hecha
a obtener 1los coeficientes confundidos deseados. Esto es au-
tomatico en el método de confundido por seleccidon de prueba
de una tabla de signos para dos niveles en un diseno facto--

rial.

Sin embargo cuando usamos el método de la teoria -
de grupos es necesario hacer uso de 1os conceptos de DEFINI-

CION DE CONTRASTES Y EL BLOCK PRINCIPAL.

En cualquier sistema de confundido, el grupo de de
finicion de constrastes es el grupo de aliases el cual con -
tiene el coeficiente I este grupo es asi llamado por que sir
ve para definir el sistema completo de confundido y es usado

también a determinar las pruebas los cuales van a ser hechos.
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E1 sistema completo de confundido es definido por
el grupo de definicidn de contrastes, porque este grupo de

aliases y grupos de multiplicacidon son usados para encon

trar todos los otros grupos de aliases, Las pruebas a ser

realizadas son seleccionadas primero por uso de la defini

cion de contrastes para encontrar las pruebas del bloque
principal. Al bloque principal y el grupo de operacidon de
multiplicacion definido, para los simbolos de las pruebas -

son usados en encontrar las pruebas en otros bloques.

Inicialmente uno de los bloques de pruebas es se-
leccionado para un experimento,

]
E1 coeficiente ACD es también escrito asi A‘“BOCJD1

y la prueba ab también es escrito alblcodO . Cada coeficien-
t

te puede ser escrito en la forma AP 89 ¢" p , y cada prueba

puede ser escrita a, b ¢, d_ , donde, p, g, r, t, v, w, X-.y
V W Xy
pueden ser iguales a cero o0 uno.

La prueba a b c_d es comparado con el coefieiente
VW Xy

AP g9 ¢" Dt para obtener la suma pv + qw + rx + ty .

Una prueba esta en el bloque principal si la compa
racion entre la prueba y cada uno de los contrastes defini
dos da una suma igual a cero o multiplo de R; esto es si

pv + qw + rx + ty =2n 3 n =0, 1, 2, ..., (4.11)
para AP g% ¢" p*

En este caso p =1 q=0, r=1, y t=1

Estas comparaciones son mostrados como sigue en la tabla

4.3.
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TABLA 4,3,
SIMBOLO DE
LA PRUEBA pv qw mx ty sum
(1) 0 0 0 0 0
a 1 0 0 0 1
b 0 0 0 0 0
c 0 0 1 0
d 0 0 0 1 1
ab 1 0 0 0 1
ac 1 0 1 0 2
ad 1 0 0 1 2
bc 0 0 1 0 1
bd 0 0 0 1 1
cd 0 0 1 1 2
abc 1 0 1 0 2
abd 1 0 0 1 2
acd 1 0 1 1 3
bed 0 0 1 1 2
abcd 1 0 1 1 3

Las pruebas en el bloque principal son esas para -

las cuales la suma es cero o 2 esto es (1), b, se, ad, cd, -

abc, abd y bcd (4.12)

E1 otro bloque consta de las pruebas remanentes eso es:

a, c, d, ab, cd, bd, acd, y abcd (4.13)
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Uno d otro de los dos bloques de pruebas (4.12) y -
(4.13) pueden ser usadas a obtener el sistema de confundido
dado por los pares de aliases en el arreglo (4.10). En un -
experimento de dos niveles con cualquier nimero de factores
X5 Xps X aeees Xy las pruebas en el bloque principal son
establecidas por cdlculos de sumas de productos a sus co -
rrespondientes superescritos, similar a la suma en el lado
jzquierdo de la ecuacidn (4,11). La prueba a_ b c d ...

vV W X Yy

a2y estd en el bloque principal si para cada coeficiente

AP BAc" ... kY en e grupo de definicidon de contrastes la
suma

py + qw + rx + .,.. + uz =2n n =0,1,2,3,4,...
Donde:

Ps Qsls sgegs Us Vs Wy X, s 2 = 0061 (4.14)

Cuando se va a confundir se debe tener cuidado al -
escoger los efectos de interaccidn con los que se van a con

fundir con un efecto principal mayor.

Una vez determinada las interacciones a ser confun-
didas se determina el grupo de contrastes definidos en las
cuales todos son iguales a I partiendo de los efectos con -

fundidos.

Luego se encuentran los aliases de coeficientes mul

tiplicando cada coeficiente por el grupo de aliases.

E1 proximo paso es disenar un disefo con el nimero

de pruebas el cual puede ser 1/2 replicado 6 1/4 replicado

etc,
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Para encontrar las pruebas en el bloque principal en
este caso cada prueba puede ser comparada con 1, 2 6 3 6 mds

coeficiente de acuerdo a 1/2, 1/3 6 1/4 replicado.

La prueba a, bv c fz es comparada con los -

d_e
) W X Yy
coeficientes A" 81 ¢4 D" E° Ft por obtencidn de la suma -
nu+ pv+qgw+ rx +sy+ tz, siuna suma es igual a cero o
multiplo de 2.

& Ahora mostraremos la técnica del confundido en

un ejemplo practico, nuestras variables respuestas seran:
—

Yl Porcentaje de recuperacidn de cobre total.

Yo = Porcentaje de eficiencia de la recuperacidn,

parametro definido por

(c - h)
(o= X Yq
2 (Cm _ h) 1
C = 1ley del concentrado obtenido
h = 1ley de cabeza
Cm = ley maxima de concentrado obtenible

Consideremos a priori que estas variables respuestas depen -
den de los siguientes factores que definiremos a continua -

cion:
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Niveles
0 +
A = tiempo de acondicionamiento en minutos 1.0 2.0 3.0
B = Dosificacidn de colector (1b/Ton) 0.05 0.10 0.15
C = Dosificaci6n de espumante (1b/Ton) 0.05 0.10 0.15
D = PH 8.5 9.5 10.5
E = Agitacidon (r,p.m.) 1400 1600 1800
F = Porcentaje de sélidos 22 30 38
Postularemos un modelo de primer orden.,- Supondremos que nues

tras variables respuestas son funciones lineales de los facto-

res definidos anteriormente por lo tanto.

a) Efeccibn del Diseiio,- Eligiremos el disefio fraccional del

6-2 _ 4

tipo ( % )2 s 26 =2 2 en el que confundiremos 1os

siguientes factores e interacciones.

E

ABC
F = BCD

En la tabla N° 4.4 puede apreciarse el conjunto de efectos
confundidos. Se observa que en este disefio obtenemos infor-
macidn clara sobre los efectos principales ni se considera
que las interacciones de tercer orden y superiores son in -
significantes,

Respecto de las interacciones de segundo orden ob-
servames que estan confundidas entre si y con interacciones
de cuarto orden, su andlisis permitird comprobar el compor-

tamiento lineal de nuestras variables respuestas en la re -
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gion experimental estudiada.

Experimentacifn, - Los resultados experimentales se presen
tan en las tablas ndmeros 4.6 y 4.7 el cdlculo de los e -
fectos y suma de cuadrados correspondientes se hizo utili

zando el método de YATES.

Andlisdis del Expernimento.- Para decidir si una variable

es 0 no es significativa en el rango experimental estudia
do. tomaremos un nivel de significacion o = 0.01, que co
rresponde a un nivel de confianza del 99% el cual nos pro
porciona alta seguridad en el andlisis. E1 andlisis de va
rianza (ANAVA) para ambas respuestas Y1 e Y2 Tablas Nos.
4,7 y 4.8 ; indica que las variables A, C y E no son sig-
nificativos en Tos niveles elegidos y podemos suponer que
estamos en el rango Optimo para estas variables. En efec-
to, el factor A representa el tiempo necesario para que u
na particula de calcopirita esté en condiciones de flotar
y estando estas liberadas o parcialmente liberadas y sin

oxidacidn superficial que impida o demore la adhesidn del
colector, no hay razdn para suponer que sea necesario un

tiempo mayor de acondicionamiento que el nivel superior -

de la variable A.

E1 factor €, cantidad de espumante incide fun
damentalmente en la estabilidad y tamano de la espuma y -
la observacidon cualitativa, de tipo de espuma generada en
las experiencias indicd que ésta era buena cuando C esta-
ba en su nivel superior. En cuanto al factor E, agitacion,
hemos elegido niveles que comprenden 1os usados en prue -

bas estandar de flotacidn y del disefo no hace sino con -
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firmar 1o que la prdctica dice.

Tanto Yl como para Y2 vemos que los modelos 1i
neales postulados describen aproximadamente el proceso
en los niveles elegidos, ya que en ambos casos no se tie
nen interacciones significativas para « = 0.01 y en con-
secuencia la superficie respuesta puede aproximarse por
un plano en la regidn experimental. Aln tomando en cuen-
ta que los efectos de los factores descartados con el a-

ndlisis de varianza l1os modelos estimados resultan ser:

Yl = 92.60 + 0.06 Xl - 0.43 X2 + 0.005 X3 + 0.51 X4
+ 0.36 X5 + 0.36 X6
Y2 = 36.38 + 0.72 Xl - 0.98 X2 + 0.75 X3 + 2.88 X4

- 0.25 X5 - 1.79 X6
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TABLA 4.4 Efectos confundidos mostrando los aliases.

a A BCE ABCDF DEF

b B ACE CDF ABDEF
ab AB CE ACDF BDEF

o C ABE BDF ACDEF
ac AC BE ABDF CDEF
bc BC AE DF ABCDEF
abc E ABC E ADF BCDEF
d D ABCDE BCF AEF
ad AD BCDE ABCF EF
bd BD ACDE CF ABEF
abd ABD CDE ACF BEF
cd CD ABDE BF ACF
acd ACD BDE ABF CEF
bcd F BCD ADE F ABCEF

abcd ABCD DE AF BCEF
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COMBINACIONES FACTORES RESPUESTAS
EXPERIMENTALES A B C D F Y] Y2

1 = = = o o 92.00 31.80

aé + - - - o 90.00 35.84
bef - + - - + 91.00 29.10
abf + + - - + 91.20 |36.18
cef - - + - + 90.30 [29.35
acf + - + - + 92.00 | 36.10

bc - + + - - 90.20 | 34.80
abce + + + - = 89.50 34.35
df - - - + + 92.30 |38.20
adef + - - + + 92.80 |36.60
bde - + - + - 90,70 37.60
abd + + - + - 90.40 ]39.60
cde - - + + - 91.60 | 44,50
acd + - + + - 92.60 | L46.60
bedf - + + + + 91.60 |38.10
abcdef + + + + + 92.00 31.55

EXPERIENCIAS REPETIDAS

bef - + - - 5 90.30 |29.35

bc = + + - = 90.50 35.50
bedf - + + + + 92.10 | 41.00
- 0 0 0 90.40 [ 39.80

S 0 0 0 91.20 37.80




TABLA N° 4.6,

ESTA TABLA MUESTRA LOS ANALISIS QUIMICOS POR Cu DE LOS CONCENTRADOS
Y COLAS, RECUPERACIONES Y EFICIENCIA DE RECUPERACION,

CONCENTRADO

COLA

COMBINACIONES %2 R % Er
SIS 3 % CuT % Cu NS ZCu T % Cu NS (Yl) (YZ)
1 13,50 0.20 0.23 0,07 92.00 31.80
ae 15,20 0,24 0.27 0,02 90.00 35.84
bef 12,70 0.16 0.25 0,04 91.00 29,10
abf 14,00 0.48 0.24 0.04 91.20 36.18
cef 12,90 0.36 0.27 0,08 90.30 29.35
acf 14,00 0,20 0,22 0,03 92.00 36,10
bc 14,80 0.20 0.27 0.03 90, 20 34,80
abce 15,00 0,20 0.26 0,07 89.50 34,35
df 15.70 0,24 0.21 0.04 92.30 38.20
adef 15,10 0.24 0.24 0,04 92.80 36.60
bde 15,70 0.40 0.25 0.06 90.70 37.60
abd 16,70 0,20 0.24 0,03 90. 40 39.60
cde 18,00 0,22 0.23 0.04 91.60 L4, 50
acd 18,60 0.24 0.19 0,03 92.60 L6.60
bcdf 14,90 0.20 0,21 0.06 91,60 38.10
abcde 13.40 0.40 0.22 0.04 92.00 31.55
EXP. REPETIDAS
bef 12.90 0,20 0.27 0,04 90,30 29.35
bc 15,00 0,20 0.26 0.07 90.50 35.50
bcdf 15.50 0.20 0.21 0.06 92.10 41,00
CENTRO DEL 15.40 0.24 0,26 0.04 90.40 39.80
DISERO 14,50 0.24 0.24 0.04 91.20 37.80

=201~
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TABLA N° 4,7 ANALISIS DE VARIANZA DE (Yl)
SUMA DE GRADOS DE CUADRADO
FAABU 2 AZBULE CUADRADOS LI BERTAD MEDIO F
A 0.12 0.060 1 0.060
B -0,87 3.060 1 3.060
o 0.01 0.000 1 0.000
D 1.02 4.200 1 L.,200 | %
E 0.66 1,760 1 1.760
F 0.73 2.180 1 2.180
INTERACC IONES
AB-CE 0,17 0.123 1 0.123
AC-BE- 0.43 0.760 1 0.760
BC-AE-BF 0.16 0.105 1 0.105
AD-EF 0.27 0.302 1 0.302
BD-CF - 0.22 0.202 1 0.202
CD-BF 0.43 0.760 1 0.760
AF-DE 0.66 1.760 1 1.760 *
ABD-CED 0.17 0.123 1 0.123
ACD-ABF 0.14 0.070 1 0.070
ERROR EXPERIMENTAL 0.735 L 0.184
Significativo para a 0.05
Muy significativo para a 0.01

Calculo del error experimental usamos la férmula para

experiencias duplicadas.

(0.70

)2

+ (0.30

)2

+ (0.50

)2

+ (0.80)2 _

1.470

0.184

2 x 4

3




TABLA N° 4.8

ANALISIS DE VARIANZA DE (YZ)
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......

Muy significativo para

= 0.01

SUMA DE GRADOS DE | CUADRADO F
FACTORES EFECTOS CUADRADOS L IBERTAD MEDIO
A 1.43 8.230 1 8.230
B - 1.97 15.560 1 15.560
c 1.51 9.130 1 9.130
D 5.96 134,000 1 134,000
E - 0.50 1.034 1 1.034
F - 3.58 51.600 1 51.600
INTERACCIONES
AB-CE 1,13 5.150 1 5.150
AC-BE - 1.42 8.050 1 8.050
AC-BC-BF - 2,01 16.250 1 16.250
AD-EF - 2.80 31,560 1 31.560
BC-CF - 2.43 23.500 1 23.500
CD-BF 1.03 4,320 1 4,320
AF-DE 2.11 17.750 1 17.750
ABD-CDE 2.29 21.000 1 21.000
ACD-ABF 0.10 0.936 1 0.936
. ERROR EXPERIMENTAL 6.461 4 6.461
* Significativo para o 0.05

Cidlculo del error experimental: Usamos la formula para experiencias du -

plicadas.

2—

7]
I

(0.15)2 + (0.70)

2

+ (2.90

)2

+ (2.00

12,925

1.625

2 x 4




CAPITULO V

DisefNos RoTABLES Y COMPUESTOS

GENERALIDADES.

Un diseno experimental rotable, es aquel en el cual
se tiene igual facultad de prediccidn en todas las direcciones a par
tir de un punto experimental central y donde los otros puntos experi
mentales estan a una distancia del punto central. De acuerdo a esta
definicidn todos los disefos de primer orden son rotables, es decir
los factoriales 2"y 2"7°

Nosotros nos dedicaremos a los disenos rotables que -
son especialmente Gtiles en el ajuste de modelos de segundo orden en

los cuales es necesario disponer de datos suficientes para poder es-

timar los coeficientes del modelo propuesto.

Cuando los factores e interacciones son probadas a un
grado de significacidon y algunas interacciones son significativas es

que un modelo Tineal no es satisfactorio, para hacer mas exacto y a-
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justar a un modelo cuadratico o de segundo orden se debe utilizar -

los disenos rotables de segundo orden.

Un diseno rotable es también cercanamente ortogonal y

por eso los efectos e interacciones pueden ser independientemente -

estimadas sin ninguna dificultad.

DISENOS ROTABLES DE DOS VARIABLES,

a) DISENO TRIGONAL.

Es un diseno de primer orden en el cual los pun-
tos experimentales corresponden a las coordenadas de un triangu-
lo equilatero, en el plano Xl - X2. Para proporcionar una estima
cidn del error experimental, se puede agregar dos o mas puntos -

experimentales en el centro del diseho.

bl DISENO PENTAGONAL.

Es el mads simple de los disenos de segundo or-
den y en el 1los puntos experimentales corresponden a las coorde-
nadas de los vértices de un pentdgono regular en el plano X1 —X2
incluyendose puntos experimentales en el centro del diseno, para

determinar el error experimental.

c] DISENO HEXAGONAL.

d)

Es un diseno de segundo orden y como sSu nombre
1o indica 1los puntos experimentales corresponden a las coordena-
das de los vértices de un hexdgono regular y considera 3 puntos

experimentales en el centro del diseno.

DISENO OCTOGONAL.
Lo mismo que los casos anteriores, es un disefno

de segundo orden tratdndose ahora de un octagono regular con cua



-107-

tro puntos experimentales en el centro,

En su uso es muy frecuente, junto con el disefio hexa
gonal son los mas usados, mas el hexagonal pero como la manera
de utilizar ‘estas herramientas es el mismo, hacemos la utiliza

cidon y desarrollo en un trabajo completo.

Para un mejor entendimiento del uso de
esta importante herramienta en la investigacidn, retomaremos los -
modelos y las conclusiones a las que se llegaron, para seguir ajus

tando las condiciones dptimas de trabajo.

La ecuaciones:

Y1 = 92.60 + 0.06 Xl - 0.43 X2 + 0.005 X3 + 0.51 X4 + 0.33 X5 +
+ 0.36 X6
Y2 = 36.38 + 0,72 Xl - 0.98 X2 + 0.75 X3 + 2.88 X4 - 0,25 X5 - 1.79 X6

nos permitiran aplicar el método de la' pendiente ascendente y pro-

gresar en la bisqueda de las condiciones dptimas Tablas Nos.5.1 y 5.2

Del anadlisis de las tablas anteriores concluimos que

la direccidn en que se maximizan las respuestas Yl e Y, es la misma,

2
excepto en el caso de las variables E y F.

Se obserya que el paso correspondiente a los factores
A,C y E es proporcionalmente pequeno, 1o que hace que estos facto
res permanezcan en el nivel central o cerca de é1. Puesto que, se -

gin hemos visto estos factores estdn en las cercanias de sus condi-
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ciones dptimas y permanecerdn constantes en el prdéximo experimento,
debemos elegir sus valores en su nivel central o seglin lo aconseje
el andTisis de algunas interacciones significativas a su nivel in

ferior de seguridad que el tomado como base.

TABLA 5.1, Paso de la Pendiente Ascendente.

(v,)
FACTORES Xq X2 X3 X, X5 X6
Nivel base 2.00 0.10 0.10 9.50 1600 30,0
Unidad u, 1.00 0.05 0.05 1.00 200 8.0
pend est. b. 0,06 - 0,43 0.005 0.51 0.33 0.36
u; - bi 0.06 - 0.023 0.003 0.51 66,00 2.88
AX 0.03 - 0.011 0.0001 0.25 32.20 1.40
Experiencias
Posibles
(1) 2.00 0.10 0.10 9.5 1600 30.00
(2) 2,03 0.089 0.10 9.75 1632 31.40
(3) 2.06 0.078 0.10 10.00 1664 32.80
(4) 2.09 0.067 0.10 10.25 1696 34.20
(5) 2.12 0.056 0.10 10.50 1728 35.60
(6) 2.15 0.045 0.10 10.75 1760 37.00
(7) 2.18 0,034 0.10 11.00 1792 38.40
(8) 2.21 0.028 0.10 11.25 1824 39.80
(9) 2,24 0.012 0.10 11.50 1856 41.20

E1 incremento & X, elegido para formar la secuencia anterior co -

rrespondid al factor de mayor pendiente es decir X4.

AX4 = 0.25
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TABLA N° 5.2. Paso de la Pendiente Ascendente.

(v,)
Factores X1 X2 X3 X4 X5 X6
Nivel Base  2.00 0.10 0,10 9.50 1600 30.0
Unidad u, 1.00 0,05  0.05 1.00 200 8.0
Pend, est bi 0.72 0.98  0.75 2.88  -0.28 1.79
U b, 0.72 0,049 0.04 2.88  -50.00 14.32
ox, 0.06 0.004 0.003 0.75 - 4.50 1.25
Expeiriencias
Posibles
(1) 2.00 0.100 0.10 9.50 1600 30.0
(2) 2,06 0.096 0.103  9.75 1596 28.7
(3) 2.12 0.092 0,106 10.00 1592 27.5
(4) 2.18 0.088 0.109 10,25 1588 26.7
(5) 2.24 0.084 0.112 10.50 1584 25.0
(6) 2.30 0.080 0.115 10.75 1580 23.7
(7) 2,36 0.076 0.118 11.00 1576 22,5
(8) 2.42 0.072 0.121 11.25 1572 21.2
(9) 2,48 0.068 0.124 11.50 1568 20.0
(10) 2.54 0,064 0.127 11.75 1564 18.7
(11) 2.60 0.060 0.130 12.00 1560 17.5

- E1 factor A, tiempo de acondicionamiento, conviene fijarlo en su -

nivel superior, pues produce mejores recuperaciones y mejores efi-

ciencias de la recuperacion en dicho nivel.
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- Para C cantidad de espumante, el andlisis de interacciones aconse-
Ja mantenerlo constante en su nivel superior puesto que da mejores
Y pero como cualitativamente produce también una buena espuma en -
su nivel central y es mds econdémico usar 0.10 1ibras por tonelada

que 0.15, 1o fijaremos en su nivel central.

- Para el factor E, agitacidn, vemos que desde el punto de vista de
la recuperacidn conviene fijarlo en su nivel superior, pero para -
Y2 en su nivel inferior. Tomaremos en consecuencia un nivel cen -

tral, como 6ptimo para ambas variables respuestas.

En cuanto a los factores significativos no cabe duda
en que direccidn debemos elegir Tos nuevos niveles. Sin embargo, -
observamos que el factor F, porcentaje de s6lidos, influye en for-
ma distinta en ambas respuestas como nuestro objetivo es obtener -

maxima respuesta para Yl e Y, se tendrd que tomar niveles interme-

2
dio para esta variable.

Después del andlisis tendremos que realizar un nuevo
grupo de pruebas en el cual mantendremos constantes los factores -

considerados ya en sus condiciones dptimas.

Tiempo de acondicionamiento 3.0 Minutos
Dosificacidon de espumante 0.10 Lbs/Ton
Agitacion 1600 R.P.M.

Los factores y niveles que definen el prdoximo disefio son

Factores Niveles
0 +
A = Dosificacién de Colector 1b/ton 0.02 0.04 0.06
B = PH (unidades de PH) 10.0 10.5 11.0
C= % de solidos 27.5 30.5 33.5
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Postulacidén de Modelos.
Igual que en el caso anterior supondremos
comportamiento lineal de nuestras variables respuestas en el ran-

go de estudio.

EL disedo.- En estas pruebas consideramos como variables aque -
1los factores altamente significativos en el disefio anterior, uti
lizaremos un diseno factorial 23, el cual nos proporciona informa
ci6n completa sobre los efectos e interacciones en el experimento

en cuestiodn.

Experimentacibn,- Las tablas Nos. 5.3 y 5.4 resumen los resulta

dos obtenidos en este experimento.

TABLA 5.3. Resultados Experimentales.

Combinaciones Matriz diseno D Respuesta
Experimentales A B C Yl Y2
(1) - - - 94.00 53,20
a + - - 94.00 44.70
b - + - 94.60 55.30
ab + + - 92.60 48.40
o - - + 92.40 48.40
ac + - + 92.50 36.90
be - + + 93.20 48.60
abc + + + 92.20 35.80

0 0 0 0 92.60 45.00
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TABLA N° 5.4, Resultados experimentales.

Combinaciones Concentrado Colas % R % Er
Experimentales % Cu T % CuNS % CuT% CuNS (Yl) (Y2)

(1) 20.60 0.16 0.16 0.03 94.00 53.20
a 17.70 0.18 0.16 0.03 94.00 44.70
b 21.20 0.27 0.14 0.05 94,60 55.30
ab 19.25 0,27 0.20 0.03 92.20 48.40
c 19.20 0.22 0.19 0.04 92.50 48.40
ac 15.20 0.15 0.20 0.02 92.50 36.90
bc 14.40 0.16 0.18 0.03 93.20 48.60
abc 14.85 0.15 0.21 0.03 92.10 35.80
0 18.00 0.17 0.19 0.08 92.60 45.00
TABLA N° 5.5. ANAYA (Y])
roRes oeos GMSDE SOnsDe comoos
A - 0.87 1.53 1 1.53 *
B - 0.22 0.11 1 0.11
C -1.12 2.56 1 2.56 **
Interacciones
AB - 0.87 1,53 1 1.53 *
BC 0.37 0.28 1 0.28
AC 0.30 0.21 1 0.21
ABC 0.32 0.21 1 0.21

Error Experimental 0.735 4 0.184
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TABLA N° 5.6. ANAVA (XZ)

SUMAS DE GRADOS DE  CUADRADO

FACTORES EFECTOS CUADRADOS ~ LIBERTAD  MEDIO F
A - 9.92 197.50 1 197,50  **
B 1.22 3.00 1 3.00
C - 7.97 127,50 1 127.50  **
Interacciones
AB 0.07 0.01 1 0.01
BC 1.67 5.62 1 5.62
AC -~ 2,22 9.80 1 9.80 *
ABC 0.72 1.05 1 1.05
Error Experimental 6.461 4 1.625
Nota * Significativo a = 0.05
**  Muy significativo o = 0.01

c]l Andeisis,- Las tablas 5,5. y 5.6 resumen el andlisis estadistico
del experimento. En el andlisis de varianza correspondiente hemos
tomado el error experimental determinado en el primer experimento.

Si para Yl’ escribimos los efectos unitarios corres

pondientes de los factores, tendremos:

bl = - 0.43 b12 = 0.43
b2 = - 0.11 b13 = 0.15
b3 = - 0.56 b23 = 0.18

Se puede observar que las interacciones tienen valo

res mas o menos de la misma magnitud que los efectos principales.
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Ademds, si hacemos la diferencia entre los promedios
de las experiencias perifericas y del centro del disefo, obtene-
mos:

Y—Y_, = 93.23 - 92.60 = 0.63
p C

La existencia de esta diferencia nos dice que los e-
fectos cuadraticos ya no se pueden despreciar. Todo 1o anterior
significa que hemos 1legado a una regidn experimental de respues
ta estacionaria y que un modelo lineal ya no explica en forma sa
tisfactoria la variable respuesta en funcidn de los factores es-
tudiados. E1 ANAVA tabla N° 5.5, indica que el factor B, pH no -
es significativo y puesto que su efecto ha cambiado de signo en
relacion al disefio anterior podemos concluir con toda seguridad
que el nivel elegido para este factor encierra sus condiciones -
Optimas. Resultan significativas, en cambio, los factores A,C y
la interaccidon AB, la cual nos ayuda a confirmar las conclusio -

nes anteriores.

En cuanto a la respuesta Y2, si bien la comparacidn
de los efectos e interacciones no nos indican que hemos 1legado
a una regidon experimental de respuesta estacionaria, la diferen-
cia entre el promedio de las respuestas periféricas y del centro

nos demuestran que existen efectos de tipo cuadratico ya que:

Yp—-YC = 1.64

Ademds de esto, el ANAVA correspondiente dice que -
los factores A 'y C son altamente significativos y que la inter -

accion AC es importante,
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Las consideraciones anteriores permiten concluir que
la superficie respuesta tiene una cierta curvatura en la region
experimental estudiada y probablemente estamos cerca de las con-

diciones optimas para Y Sin embargo, a fin de construir el -

2
paso de la pendiente ascendente. Tablas N° 5.7 y 5,8 aproximare

mos las respuestas a un plano las cuales resultan ser:

"

93.23 - 0.435 X, - 0.110 X, - 0.560 X

1 2 3

I}

Yo 46.41 - 4.960 X, + 0.610 X, - 3.985 X

1 2 3
Posteriormente se han hecho algunas de las experien-
cias posibles, cuyos resultados se pueden apreciar en las tablas
mencionadas. La experiencia (4) de la tabla N° 5.7 dié las mejo
res respuestas, como tratdndose que la recuperacidon disminuye en
ambos sentidos, pues la experiencia (1) y (6) dan recuperaciones

y eficiencias menores.

Estas experiencias permiten comprobar que efectiva -
mente la regidon experimental estudiada encierra las condiciones

Optimas para Y. y que es necesario estudiar en forma detallada -

1
esta region experimental ia forma verdadera de la superficie res

puesta,



TABLA N° 5,7,

Factores

Nivel base

Unidad Ui

Pend, Estim. bi -0.

Ui, bi

AXi

Experiencias
posibles

(1)
(2]
(3)
4)
(5)
(6)
(7)

Experiencias

(1)
(3)
(4)
(6)

0

0.

-0

-0.

o O o o o o

Paso de la Pendiente Ascendente

X X

1 2 3

.040 10.50 30.50

020 0.05 3.0

435 - 0.11 - 0.56

.0087 - 0.055 - 1.68

005 ~ 0.0316 - 0.955

| ) 3

.040 10.50 30.50

.035 10.47 29.55

.030 10.43 28.60

.025 10.40 27 .65

.020 10.37 26.70

.015 10.33 25.75

.010 10.30 24.80
DATOS ANEXOS
Concentrados

% Cu T % Cu NS % Cu

18,00 0.17 0.19

22.40 0.20 0.16

24.60 0.19 0.16

21,90 0.18 0.22

92.60

94.00
94.00

91.30

Cola
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(Y,)

45.00

60.50
63.20

55.20

T % Cu NS % R % Evr

0.08
0.04
0.03
0.05

92.60 45.00
94.00 60.50
94.00 63.20
91.30 55.20
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Para Y2 también se realizaron algunas de las expe -
riencias posibles comprobdndose que también la regidon experimen
tal estudiada encierra su Optima, como se puede concluir al ver

los resultados de las experiencias (3), (4) y (5), Tabla N° 5.8

Como hemos dicho, el factor B no resulta significa-
tivo para ninguna de las variables respuestas y se puede obser-
var que su efecto tiene signos opuestos, segin sea el Y despla-
zandose practicamente poco de su valor central - 10.5 - al ha -
cer el paso respectivo. En consecuencia mantendremos fijo el PH
en 10.5 en el disefo detallado prdximo y con seguridad no come-
teremos error al afirmar que este pH es el optimo en la flota -

cidn del compdsito mineral problema.

TABLA 5,8 Paso de la Pendiente Ascendente
(v,)

Factores Xl X2 X3

Nivel base 0.040 10.5 30.50

Unidad Ui 0.020 0.5 3.00

Pend. estim bi-4.960 - 0.61 - 3.985

Ui bi -0.099 0.305 -11.955

A Xi -0,005 0.015 - 0.601

Experiencias

Posibles A 47 X3 L Y2
(1) 0.040 10.50 30.50 - ‘-
(2) 0,035 10,51 29.90 . =
(3) 0.030 10.52 29.30 93,00 65.40
(4) 0.025 10.53 28.70 92.50 70.70
{15)) 0.020 10.54 28.10 92.60 59.40
(6) 0.015 10.55 27.50 - -

(7) 0.010 10,56 26.90 - -
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DATOS ANEXOS

Experiencias o (1O o TN uns R Er
(3) 24.00  0.20 0.18  0.05 93,00 65.40
(4) 26,20  0.23 0.17  0.05  92.00 70.70
(5) 23.00  0.24 0.19  0.06  92.60 59.40

E1 experimento realizado anteriormente timne el ob
jetivo de mostrarnos, como en algunos experiementos no pueden
dejarse de lado los efectos cuadrdticos y solamente se 1lega a
determinar 1o Optimo para el pH, teniéndose que continuar el -

trabajo para optimizar las dos variables restantes.

Utilizaremos un disefio octogonal que nos permitird
conocer la verdadera naturaleza de las superficies respuestas

respectivas.

E1 experimento estard definido por las siguientes condiciones -

experimentales

Tiempo de Acondicionamiento 3.0 min
Dosificacidon de espumante 0.10 1b/Ton
Agitacion 1600 r.p,m.
PH 10.5
Factores Niveles
= 0 +
A = Dosificacion colector (1b/Ton) 0.0150 0.0250 0.0350
B= % solidos 25.0 27.5 30.0



Fig.

5.1.

DISENO OCTOGONAL

OCTOGOMNO INDICANDO LAS PRUEBAS A
REALIZAR.
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TABLA 5.9. Disefio Octogonal

Factores i Niv%}es N
A = Dosificacidn del Colector 0.3015 0.025 0.035
B = % de s6lidos 25 27.5 30.0
A = 6,005 X1 + 0.025
B =2.00 X2 + 27.50
Experiencia Matriz diseno D Respuestas
N° X1 X2 Yl Y2
1 - 1.0 0.0 90.90 69.70
2 1.0 0.0 92.20 57.50
3 0.0 - 1.0 92,80 51.10
4 0.0 1.0 93.60 53.30
5 - 0.707 - 0.707 92.20 55,00
6 - 0.707 0.707 93.50 60.60
7 0.707 - 0.707 93.30 51.60
8 0.707 0.707 94.00 64.70
9 0.0 0.0 94.10 67.80
10 0.0 0.0 94.30 70.00
11 0.0 0.0 93.90 69.50

12 0.0 0.0 94.00 65.60



Resultados Experimentales

TABLA 5.10
N° Exp. Concentrados
% Cu T Cu NS
1 27.10 0.17
2 22.50 0.20
3 20.10 0.17
4 20.70 0.17
5 21.60 0.15
6 23.30 0.15
7 20.20 0.17
8 24.40 0.18
9 25,60 0.17
10 26.30 0.16
11 26.20 0.16
12 24.90 0.20
TABLA 5.11.

Experiencias
NO

1
2

10

11
12

Colas
% Cu T Cu NS
0.23 0.03
0.20 0.03
0.19 0.03
0.17 0.03
0.20 0.04
0.17 0.03
0.18 0.03
0.15 0.04
0.15 0.08
0.15 0.03
0.16 0.03
0.16 0.03

% R
Y

90.
92,
92
93.
92.
93.
93
94.
94
94.
93.
94,

1
90

20

.80

60
20
50

.30

00

.10

30
90
00

Disefio Octogonal y Variables

-1.0

1.0

0.
0.

o O
o O

0
0

.707
.707
.707
.707

o O
oo

.707
.707
.707
.207

0.02
0.03
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02
0.02

0.02

0
0
5
5
1
1
8
8
5
5
5

0.025

27.
27.
25.
29.

26

28.

26

28.
27.

27.

27.
27.

-121-

50
50
50
50

.10

91

.10

91
50

50

50
50
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Luego plantearemos las ecuaciones que nos serviran para la determina

cidén de los coeficientes.

2

N ZXl ZX2 ZXl
2 3

zXl zXlX2 zXl

2 2

ZX2 'ZX_1

4

ZXl
N = Namero de observaciones

>
~nN

2
ZX2 ZXlX2
2
2
ZXIX2 ZXIX2
3 2
ZX2 ZX1X2
2.2 3
ZXlX2 ZX1X2
4 3
ZX2 ZXlX2
2,2

7Y
zXqY

zX,Y

~nN

XY

XY

NN =N

ZXIXZY

Luego de 1a tabla 5,12 y con las ecuaciones arriba mostradas 1lega-

mos al planteamiento de las siguientes ecuaciones, para Y

b, by b,
12 0 0
0 4 0
0 0 i
4 0 0
4 0 0
0 0 0

by

4

0

1

bsy b2
4 0
0 0
0 0
] 0
3 0
0 1

1118.800

2.430

2.214

369.600

372.900

- 0.300

La matriz arriba mostrada en forma normal es una matriz simétrica,

esto es que los elementos que no estan en la diagonal son una ima-

gen de cada uno de 1o0s otros.
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En esta tabla tabularemos todos los datos que nos serviran para determi -

nar cada una de los coeficientes del modelo.

TABLA N° 5.12 Tabulaci6én de Datos
Pptiencia oy, Y, X X %5 Xi K3 KK
1 90.90 69,70 1 -1,0 0.0 1.0 0.0 0.0
2 92,20 57.50 1 1.0 0.0 1.0 0.0 0.0
3 92,80 51.10 1 0.0 1.0 0,0 1.0 0.0
4 93.60 53.30 1 0.0 1.0 0.0 1.0 0.0
5 92.20 56,00 1 - 0.707 - 0.707 0.5 0.5 0.5
6 93.50 60,60 1 - 0,707 0.707 0.5 0.5 - 0.5
7 93,30 51.60 1 0,707 - 0.707 0.5 0.5 - 0.5
8 94.00 64.30 1 0.707 0.707 0.5 0.5 0.5
9 94,10 67.80 1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
10 94.30 70.00 1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
11 93.90 69.50 1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
12 94.00 65.60 1 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

e Total 1118.80 736.00 12 0.0 0.0 4.0 4.0 0.0
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Las ecuaciones normales quedardn escritas de la siguiente manera:

b b b b b b

0 1 2 11 22 12
12b0 4b11 4b22 = 1118.800
4bl = 2.430
4b2 = 2.214
4b0 3bll lb22 = 369.600
4b0 lb11 3b22 = 372.900
lb_12 = 0.300

Estas ecuaciones se pueden resolver muy facilmente de la solucidn

de las ecuaciones arriba mostradas obtenemos el modelo para

Y, = 94,075 + 0.607X, + 0.553X, - 2.088X] - 0.438X5 + 0.300X X,
TABLA N° 5,13 Respuestas Tebricas y Pridcticas (V)
Exp. N° v, 7 v,o- Y, (v, - ¥))°
1 91.38 90.90 0.48 0.23
2 92.59 92.20 0.39 0.15
3 93,08 92.80 0.28 0.08
4 94.19 93.60 0.59 0.35
5 91.84 92.20 - 0.36 0.13
6 92,93 93,50 - 0.57 0.32
7 93,00 93.30 - 0.30 0.09
8 93.49 94.00 - 0.51 0.26
9 94.075  94.10 - 0.025 0.00
10 94,075 94,30 - 0.225 0.05
11 94,075  93.90 0.175 0.03
12 94,075  94.00 0.75 0.00
18.73  1118.8 - 0.02 1.6975
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Se realizaron 12 pruebas, 6 grados de libertad se han perdido en la

estimacidon de los coeficientes.

FUENTE DE VARIACION GRADO DE LIBERTAD VARIANZA
Suma residual de cuadrados = 1.6975 6 0.2829
Error Experimental = (0.0880 3 0.0293
Reajuste 1.6095 3 0.5365

De la tabla F para (3,3) grados libertad al 99% de confianza = 29.46

Del cdlculo:,

Varianza del reajuste = 0.5365 _ 45 33
Varianza del error experimental 0.0293

Esto nos indica que el modelo empirico es un excelente ajuste en rango
investigado.

Del mismo modo como encontramos los coeficientes para Y_1 encontraremos

= 68.275 - 2.997X, + 3,785X, - 4.688X2 - 16.088X2 + 3.551X.X

Y5 1 2 1 2 1%2



TABLA N°
Exp. N°

1

10
11
12

¢ TOTAL

5.14

66.
60.
48.
55.
59
60.
51.
60.
68.
63.
68.
68.

736.

58
59
40
97

.10

91
34
22
28
28
28
28

23
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Respuestas Tebéricas y Practicas (yz)

T,

69.
57.

51

53.
55.
60.
51.
64.
67.
70.
69.
65.

736.

70
70

.10

30
00
60
60
30
80
00
50
60

3

(Y,

_‘YZ)

3.12

2.
2.

81
70

.67
.10
.31
.26
.08
.48
72
.22
.68

.01

(1, - 1,)°
9.74
7.90
7.30
7.10

16.81
0.10
0.07

16.64
0.23
2.96
1.49
7.18

77.52
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ANAVA (YZ)
Fuente de Yariacion Grado de Libertad Varianza
Suma residual de cuadrados = 77.52 6 12.920
Error Experimental = 11.85 3 3.950
Reajuste = 65.67 3 21.89

De la tabla F para 3.3 grados de libertad al 99% de confianza = 29.46

Del Calculo

Varianza del reajuste _ 21.89

= 5.54
Varianza del error Exp, 3.95

Por 29.46 % 5.54

Esto nos indica que el modelo empirico es un excelente ajuste en el ran
go investigado.

Determinaremos la recuperacidén maxima y también la eficien -
cia de recuperacidn maxima por el método de las derivadas parciales de

donde obtenemos:

Xl = 0.1025 de donde A = 0.0255 1b/Ton
X2 = 0.5962 de donde B = 28.70 % so61idos
para Yl
0.2871 de donde A = 0.024 1b/Ton
0.08595 de donde B =27.68 % soOlidos
para Y2

De todo 1o anterior se ve confirmado en las figuras 5.2 y 5.3 en las -
cuales se han graficado las lineas de contorno de ambas superficies -

respuestas. Si se superponen ambos graficos se obtiene en panorama glo



1
-
-3
Fig. 5.2,- Lineas de contorno de la superficie respuesta de Y,

(recuperacidn).



Fig. 5.3.- Lineas de Contorno de la Superficie de Y2

(eficiencia de R).
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bal del comportamiento de las variables respuestas frente a cualquier
variacion en los factores Xl y X2. Estas graficas, ademds no hacen ne
cesario disponer de las ecuaciones que definen los nuevos ejes Z en -

funcion de los ejes X.

Si bien el 6ptimo no coincide en ambas superficies,
estos estan bastantecercanos entre si y definen una regidn experimen-
tal en la cual se obtiene madxima recuperacidn y maxima eficiencia. Se
ha observado que al calcular Y2 el factor que mas influye en este pa-
rametro es la ley del concentrado, pero como en la flotacidn, intere-
sa mas obtener una alta recuperacidn que una ley alta de concentrado,
Y1 es mads importante en este estudio que Y2 » en consecuencia elegire
mos como Optimo las condiciones experimentales correspondientes al
punto de Y, maximo.

1
La recuperacidn maxima serd de 94.27 %



CAPITULO VI

TeEoRIA DE LA OPTIMIZACION

OPTIMIZACION. -

En l1a mayorfa de los procesos de Ingenieria Metallr
gica, es necesario determinar las condiciones Gptimas por experimen
tacion, Optimizar significa determinar el conjunto de valores de -
las variables independientes, considerando las restricciones pro -
pias del proceso en estudio, tales que estas nos permitan lograr un
rendimiento 6ptimo, es decir maximicen o minimicen la funcidn res -

puesta o funcidn objetivo.

. METODOS DE OPTIMIZACION USADOS EN INGENIERIA

6.2.1. METODOS ANALITICOS. -

Método Aplicaciodn

Optimizacibn por Lnvestiga
cifn directa de un extremo.



Método de Los Multipli

cadores de Lagrange.

Principlo de maximiza-

cibn de Ponthyagin.
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Detervnina phocesos deschitos por
gunciones diferenciables con Lni

gual nmero hestricclones.

Realiza detemminaciones en La -
gorma de funciones.

Soluclén de Las ecuaciones de Eu
Len, Reactornes adiabdticos de -
muwlticapa. Condiciones Gptimas -
de temperaturna para heacciones -
revernsibles exotéromicas del tipo

flujo pLston,

Para un rango ampfio de problemas
especialmente en conthol auwtomdtd

co.

PROGRAMACTION

MATEMATICA

Proghamacibn Geométni

ca.

Progrnamacién Lineal.

Proghamacidn Dindmica,

Optimizaciin de funciones alge

braicas,

Hanugactura de productos de maxi-
mo netorno de diferentes materias
pruimas . Utdizacidn dptima de e -

quipos. Problemas de. trhansporte.

Procesos de multiestados; destila

clbn, extracceibn, absorcidn, etc.
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6.2,2, METODOS DE LA GRADIENTE. -

Todas sus §omas Optimizacion de funciones Lineales
y no Lineales con 0 Ain restricedlo
nes Lineales procesos complefos en

ingenienia.

6.2,3. METODOS DE OPTIMIZACION POR CONTROL DE COMPUTADORAS.

Sistemas complejos de Lngenieria.

6.2.4. METODOS DE OPTIMIZACION ESTADISTICA.-

Analisdis de regresdibn
Analis4is de cornrela -
cifn método de Bran -
don, método de Box- Experndimentos de optimizacion y di-

wWilson ete, AROA .

En nuestro caso nos abocamos al estudio de los métg
dos de optimizacidn estadistica que es el que mejor se acomoda a -

nuestro tipo de trabajo de optimizaciones a nivel de laboratorio.

Los analisis de regresidn, cuando son usados conve -
nientemente, pueden dar indicaciones correctas de como son las rela
ciones entre las variables del proceso y las condiciones Optimas. -
En ambos casos el modelo matematico es una funcidn respuesta el =
cual relaciona los parametros a optimizar el cual describe el resul
tado de un experimento con las variables que el investigador manipu

la en el desarrollo del experimento

6.1
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Las variables independientes Xl’ X2, cee Xk son -
normalmente 1lamadas "factores" el espacio con cordenadas Xl, X2,..
- Xk es 1lamado "el espacio factorial" y un cuadro geométrico de
funciones respuesta en el espacio factorial es 1lamada "Superficie

respuesta".

La superficie respuesta puede ser descrita como en
las figuras 5.2 y 5.3. Los experimentos fueron realizados y sus re
sultados fueron analizados por métodos convencionales, esto es, va
riando solamente una variable en un tiempo mientras se mantiene -

las otras constantes.

Usando los modelos estadisticos, un modelo mateméti

co es un modelo truncado de la serie de Taylor de una relacidn des

conocida.
k k k 5
Y=B_+ £ B.X.+ I B .X X.+ 1 B..x%+ .... (6.2)
0 4o I yjjm1 WU 5o 3T
uzd
Donde:
Sy 62 Y 62 U
Bj= — X=7 i * ek, x203 855 X e
J 6xj X = uj .xu axj X = JJj 5x3

Desde que en un proceso real hay siempre variables
incontrolables y otras inobservables, cambia en "y" y son de carac
teristica fortuita o aleatoria. Esto es porque en un proceso expe-

rimental se usa los coeficientes de regresion bo’ bj’ buj y bjj -

los cuales son estimados de los coeficientes tedricos Bo’ Bj’ Buj

y BjJ" La ecuacion de regresion estimada desarrollada sobre las -

bases de un experimento tomard la forma:

. k k k ( ;
Y= b + I b, X.+ T b  XX.,+ £ b..X;+ ....... 6.3
0 =1 J J uj=1 uj u g j=1 JJ

(SR N}
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E1 coeficiente b0 es el término libre de la ecuacion
de regresion, los coeficientes b‘j son los términos lineales, los -
coeficientes bjj son los términos cuadraticos, y los coeficientes -

buj son los términos de interaccion.

Los términos de la ecuacidn (6.3) son estimados por

el método de minimos cuadrados de la condicion.

A 2
o= ¢ (Yery.)" = minimo (6.4)

Donde N es el nimero de pruebas, la diferencia entre
el ndmero de pruebas y el ndmero de ajustes o de coeficientes esti-

mados 4, es el ndmero de grado de libertad f,
f= N-2 (6.5)

6.3. ANALISIS DE REGRESION Y CORRELACION,
Regresidn lineal con una variable.- Busca estimar por medio del méto
do de los minimos cuadrados los coeficientes en una ecuacidon lineal -

de regresion de la forma:

(6.6)

de un nGmero de pruebas N
E1 grupo de ecuaciones normales para este caso sera:

N N

T Yi- oz (b B X)) = 0 (6.7)

i=1 i=1

N
Y, X, = Z (6.8)
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0
N N
Nb +b r X. = I Y.
0 1 i=1 i i=1 i
(6.9)
N N N
b £ X. +b : XS = T X.Y
0 4y F 01 4ol oy T
de donde:
N N, N N
Y. D XS - DX, o©o XY
i=1 ' =1 i= ji=1 '
b = (6.10)
0
N o N 2
N oz xi.-(z x].)
i=1 i+l
N N N
N £ X.Y.- I X 5y
ji=1 ' i=1 ' 4=1
by = \ T (6.11)
N & xi - (z X.)°
i=1 i=1 "

Para estimar la fuerza de la correlacidon lineal encontraremos «y*

11amado el "coeficiente de correlacion"

N - -

151 (X, = ), - 1)

- (6.12)
(N- 1) Sx Sy

Donde SX y Sy son las desviaciones estandar de las pruebas. De las

ecuaciones (6.11) y (6.12) tenemos :

N
g z .
i=1 i=1
N
z
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Después de la estimacidon de la ecuacidn de regresi6n, estd dado de es
tar sujeto a un andlisis estadistico. E1 andnisis consiste en 1o si -
guiente:
Todo coeficiente son probados por significancia en comparacidn con el
error de replicacién, y la ecuacidon misma es probada por adecuacidn
Esto es andlisis de regresion.
Para que sea posible el andlisis de regresidon se debe de cumplir 1las
siguientes condiciones:
1.- Las variables X de entrada deben de ser medidas con bastante cui-
dado. Cualquier error en la determinacidn de X es debido al hecho
que el proceso tiene variables inobservables que no estdin incluf-

dos en la ecuacidn de regresidn.

PYRRE

ser normalmente independientes distribuidos en ura forma aleato -

2.— Las medidas de las variables de salida Yl’ Y YN debertan de

ria.

3.— En la realizacidén de un experimento con un nimero de pruebas N Yy

2 2

. . . 2
con m replicaciones, las varianzas de las pruebas S]’ 52, ....,32

debe de ser la misma, o deben de ser homogeneas.

Las varianzas son probadas por homogeneidad como sigue:

1) Encontrar el promedio de las observaciones de replicacién:

N
r Yiu
=5 u=1

Yi = —— i=1,2, ...., N (6.14)
m

Si~ = i=1,2, ..., N (6.15)
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3) Encontrar la suma de las varianzas
N

_zl 5 (6.16)
1:

4) Forma del radio

g2
max
N 5 (6.17)
T S;
i=1
Donde Siax es el maximo valor de la varianza de las pruebas

Si las varianzas son homogeneas, luego

Donde Gp (N, m - 1) el valor del criterio de Cochran para un nivel

de significacidn p

Si la varianza de las pruebas son homogeneas, el error promedio cua

drado es calculado de la siguente manera

=

o sP
2 - =1 i (6.18)
€ N
E1 error promedio cuadrado tiene un ndmero f de grados de libertad,
dado por:

f=N(m-1) (6.19)

Conocer el error promedio cuadrado es esencial en la prueba de sig-
nificancia de la estimacion de coeficientes de la ecuacidn de regre

sion (6.6) (Esto es hecho usando la t de student.
h.

tj = §%‘.‘ (6.20)
j

Donde bj es el j-esimo coeficiente estimado de la ecuacidn de regre
sidn y Sbj es la desviacidn estandar de la prueba del j - esimo coe

ficiente.
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Si tj excede los valores tabulados de tp(f) para el nivel de significa
cia'p y el nimero f de grados de libertad, el coeficiente estimado bi

es sustancialmente non-zero; S, . es encontrado por la ley de acumula -

bJ

l//’ (6.21)
S, . =

cién del error.

2
S, . =L//// se N (6.23)

Los coeficientes estimados no significativos son retirados de la e-
cuacion de regresidn. Los coeficientes estimados que quedan son re-
calculados, porque ellos estan interrelacionados. Luego la ecuacion
es probada es probada por el uso de las tablas estadisticas de ra -

dio de varianza de Fisher.
F = == = (6.24)

Donde Se es el error promedio cuadrado y Sr2 es el residuo promedio

cuadrado definido por:

Sr© = (6.25)
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Donde & es el nimero de coeficientes en la ecuacidn de regresion si el
radio (6.25) es mds pequefio que Tos valores tabulados de Ip (fl, f2) la

ecuacion es la adecuada.

En la ausencia de observaciones replicadas y de un error promedio cua -
drado Ta adecuacidn de la ecuacidon de regresidn estimada puede ser pro-

bado por comparacidn Si y la varianza estimada promedio, Sy2.

N -
(Y. - Y)
2 i=1 ]

5, = T (6.26)

Usando las tablas F de Fisher

F=—X (6,27)

En este caso F - radio es el factor por el cual la dispersidn alrededor
de Ta 17nea de regresidon es relativamente reducido a la dispersidon pro
medio. E1 mds grande valor de F en comparacion-con el valor tabulado.
Fp (fl.fz) para el valor de significancia seleccionado (p) y el nimero

de grados de libertad

6.3.1. REGRESION PARABOLICA.

Si la estimacidon de una ecuacidon de regre-
sion es un polinomio. Los coeficientes por el método de minimos
cuadrados son hallados resolviendo un sistema lineal de ecuacio
nes, por ejemplo si deseamos estimar los coeficientes de una -
funcidon cuadrdatica, la cual es una parabola de segundo orden de

finida por:
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(6.28)

Por el método de los minimos cuadrados
luego

sf(_x)/s.bo =1 (sf(x)/db11 = 2x

y el sistema de ecuaciones normales tiene la forma

. .2 .3
b0 I Xi + b, I xi™ + bll ¥ Xi

£ Xi yi (6.29)

b_ I NI L A by, ® xit =z xi% v

Los coeficientes para una pardbola de cualquier otro orden se

rdn estimados de la misma estructura.

6.3.2. ESTIMACION DEL PODER DE CORRELACION.
Si asumimos que una ecua -
cid6n de regresidn ha sido determinada con suficiente presiciodn,
el residuo de minimos cuadrados se debera.solamente al error

de minimos cuadrado, esto es:

Sr2 = Se2

La mds pequefa contribucidn de Sr2 = Se2 a la varianza estimada
de todo el grupo Syz, el mas fuerte poder de correlacidon entre
X e y, por que la aleatoriedad es esta correlacion es reducida

proporcionalmente.

Asi el poder de correlacidn puede ser calculado o defini

do como:



6.3.3.
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(N = 2) srl

(N - 1) Sy

£ = (6.30)

2
E1 valor de £ decrece con el incremento del poder de corre
lacidn

0 =y 1-¢ (6.31)

este término es 1lamado el indice de correlacidn y tie

ne la siguiente propiedad

Os6s1

Si 8 =1, existe una relacidn entre las 2 variables y cuando -
8 = 0, sin embargo las variables x & y no pueden ser considera -
das independientes, Sin afectar el respectivo promedio de cuadra
dos y varianzas, la dependencia entre ellas pueden manifestarse

en un mas alto orden.

Pero as? mismo en otros casos de una normal distribu-
cidn que una correlacidon de indice cero puede ser considerado co

mo una indicacidon de que no hay una relacidn entre las variables.

Igual que los coeficientes de correlacidon en una re -
gresion lineal, el indice de correlacion da una medida del grado

de relacidn entre las variables aleatorias.

E1 analisis del poder de correlacidn sobre los valo -

res de 8 constituye el analisis de correlacion.

METODO DE CORRELACION MULTIPLE.
E1 andlisis de correlacidon entre
varias variables, se usa una ecuacidon de regresion miltiple de

la forma:
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(6.32)

Para construir una superficie respuesta, los valores independien
tes de las variables o factores son colocados en 1os ejes de un
factor espacio. Los datos usados para este propdsito son tabula-

dos en la tabla 6.1,

TABLA 6.1.

Observacidn N° X, X5 X< Xy y
L X1 X5 Xz Xy1 Y1
2 %12 %22 X32 Xk2 g,
3 X413 X3 Xz3 X3 Y3
N XN XN XN X Iy

El primer paso a seguir es transformar los datos originales a
una nueva escala. Esto se hace normalizando todos los varia -

bles por el uso de las ecuaciones.

(o]
cntf
l.
-
1
-
-

Donde y? y X?i son los valores normalizados de los respectivos
i
factores, X e y son los factores, Sy y Sij son las desviaciones

standar de los factores definidos como:

Sy = (6.34
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SXj = N - 1 (6.35)

Después de normalizar tendremos la tabla 6.2

TABLA 6.2.
Observacién N° Xi X5 X3 Xk y
[e] o o
1 Xll X21 X31 ..... Xkl ¥i
2 Xiz XZZ X32 e sz Y5
[e] o] (o]
3 X13 X§3 X33 e Xk3 3
N XN Xon X3n Xen Y
En Ta nueva escala nosotros tenemos
X2 =0 y, =0
i Yy
= S o =1
SX°J 1 y
Luego el coeficiente de correlacion es
N
1 o yo
* - A 5o
r y°x° N -1 151 Y1 XJ]
: (6.36)
N
o o — 1 z o ]
rexe X T NS 1 i1 Mei “mi
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Los coeficientes de correlacidon encontrados de las ecuaciones
(6.36) es igual a los coeficientes de correlacidn para las va

riables tomadas sobre la escala natural

r*yx (6.13)

La ecuacidon de regresidon estimada para las variables normali-

zadas no tiene término libre y toma la forma

(6.37)

Los coeficientes de las ecuaciones (6.37) son hallados de la

condiciodn

=2

S (ye - v°)% = minimo (6.38)
j=1 11

Las condiciones para determinar un nimero de la funcidn S son

definidos en 1a misma manera como en el caso de una funcidon -

de una variable simple,

N 5 N N N
a- = (X°.)"+a, © X° Xo.+ ... +a, ¢ X°X°.=1 X°Y¢
1= T 2 4=1 17 ° kj=1 19 K42 1
N N )2 N N
as £ XS. X°. + a, I (X5.)" + +a I X2.X°. =71 X2.Y®
142, 211 2 .42 ko 52q 217ki 42721
(6'39) 9 9 6 ¢ o ® g 6 8 8 8 8 o v o 0 e s s o s s s s 0 e e 6 s e s s e e e 6 s 6 s s e s e e s s e s e s e e e e e e e e e e e
N N N ( )2 NX
a; £ Xo. X3.+ta, r X2.XJ. +a, r (X_. X2,V
1 i=1 ki 711 2 521 K 2i k 521 ki =1 ki i
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A estas ecuaciones si dividimos ambos lados por (N - 1) encon
traremos los coeficientes de correlacidon r*, de acuerdo a las
ecuaciones arriba mostradas (6.39), para cada coeficiente aj.

Notando que:

1

2
N -1 )

e =2

i=1

y reemplazando tendremos un sistema de ecuaciones de la forma

(6.40)

Se debe de recordar que rizxm = r;mxz . Los
coeficientes de correlacidn pueden ser encontrados multipli-
cando juntos las respectivas columnas en la tabla 6,2 para
procesos multivariables ecuacidn (6.40) tiene un grado mas -
alto y puede ser solucionado solamente en una computadora.

Solucionando las ecuaciones (6.40) encontraremos los coefi -

cientes de correlacion multiple, R

R = (6.41)

Los coeficientes de correlacién multiple es una medida del

poder de correlacion y en el caso de regresion multiple.



6.3.4.
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E1 valor de R debe de ser corregido por el error sistemdtico

La formula corregida es definida como:

R! = /1 a-r% = (6.42)

N - 2

Donde R es el coeficiente de correlacidn miltiple corregido, 2
es el ndmero de coeficientes en la ec4acidn de regresidn (6.32)

L=k +1

Se puede usar para casos practicos el volver a la escala natu -

ral usando las ecuaciones.

b, = i
j aJ J -1,23 sk
X
j#o0 (6.43)
k
b, = y~-~ I b. x

ANALISIS DE REGRESION EN FORMA DE MATRIZ.

Esta forma de andlisis
de regresion es adaptable a una solucidn por computadora. E1 -
primer paso es estimar los coeficientes de la ecuacidn de regre
sidn por el procedimiento de nlmeros cuadrados sobre las bases

de la tabla (6.2)
(6.44)
Donde X0 es una variable falsa y toma el valor de 1

Los datos estadisticos son presentados en la forma de matriz.



La matriz,
Xo1
X02
X =
Xon

11

12

IN

2N

kN

-148-

(6.45)

La matriz X es 1lamada matriz de variables independientes

Y

Y

Yo

N

(6.46)

La matriz Y es 1lamado vector de observacidon. También podemos

introducir un coeficiente matriz de la forma

La transpuesta de la matriz X es X*

(6.47)



XOl X02 ST XON
X11 X12 Ceee e XlN
X* =
X1 sz ....... XN
Un grupo para estimar bo, bl’ .

b = X2 + b,z X . Xy, + . +b, X . X .=
0 01 1" "oi "1i k "oi "ki
by T Xys Xoi * by £ XS+ L b XL X
bo = Xoi Xoi ¥ b1 2 KXoy Xpp e ¥ DA

En forma de matriz esta se reduce a:
X* XB = X*Y
Multiplicando la matriz

2

z z )3
XOi 01 Xl_l 9 e e e Py X
z X . X . z XZ, ....... z X
11 " oi 1i

X*X =

z X

z X

X* por la matriz X da:

z

0i

1i

~149-

(6.48)

s bk tiene la forma

Yi

Y.
:

214

s

(6.50)

(6.51)

(6.49)
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Multiplicando la matriz X*X por la columna B da un sector colum

na;
b0 ) Xg + blz Xoi Xli + ...+ bkz Xo in
by Xpq Xgj * Dy T Koy 4 4 by B XL K
X*XB = (6.52)
b X,: X.. + by X, Xy, + +b I X?.
0 ki “oi il ki "14 k K1

Multiplicando la matriz X por el vector observacidon Y obtendre-

mos

Tt (6.53)

X*Y =

De la ecuacidn ( 6.50 ) . E1 vector B de coeficientes es obte-

nido como

B = (x*x)’1 X*Y (6.54)

Donde (X*X)-'1 es la inversa de la matriz (X*X)

(6.55)

....................
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Los elementos de la matriz inversa son definidos por la rela -

B N
ci1on

(151 Xii X54)
Cip = . (6.56)

Donde A es la determinante de matriz X*X, ( Ein in)' es el
cofactor del elemento (_Zin in) en la matriz X*X

La matriz (X*X)-1

es 1lamada matriz error o matriz correlacion.
Desde que la matriz correlacidn es non-diagonal, como una con-
secuencia todos los coeficientes de regresidon son interrelacio

nados, cada coeficiente puede ser probado por un grado de sig-

nificancia separadamente.

Por 1o tanto la relacion tj = (6.57)

puede solamente ser considerado como un promedio para un rango

de factores.

6,4, OPTIMIZACION POR LA MAXIMA PENDIENTE ASCENDENTE SOBRE UNA
SUPERFICIE RESPUESTA.
E1 objetivo de la optimizacidon es determinar
las coordenadas de un punto XOpt, XOpt, 25 i XOpt sobre la superfi -

1 2 k

cie respuesta

Y = f(Xl, Kos wovn s Xk) (6.58)
La gradiente de la funcidn serd definida como:
grad f = L + %;“ (6.59)
6X k

Donde i, j, ...... k son los vectores unidad en la direccion de los



Maximo

.

Fig. 6.1. Visualizacion del método de la pendiente
ascendente,
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ejes de coordenadas.

Box y Wilson han propuesto un procedimiento "Step by Step" para
avanzar sobre la superficie respuesta. El1 experimentador empieza selec
cionando una regidn a un punto conocido de observaciones previas y de§
cribe la respuesta superficie por una ecuacidon de regresidn lineal es-

timada de 1a forma

(6.60)

Luego se calcula los componentes de la gradiente de Y

1 b2 $ CEE bk (6.61)

y se mueve sobre la superficie respuesta en la direccion de la gradien
te.

E1 tamafo del paso o del incremento deberia ser proporcional al
producto de los coeficientes bj por el incremento del tamafo Azj 6 -
bj azj . Si una aproximacidn lineal es insuficiente, el experimenta -
dor selecciona una nueva regidn para experimentar alrededor del punto
donde Y es mdximo y averigua la direccidon de la maxima pendiente otra
vez.

Este procedimiento "step by step" es realizado hasta que el ex-
perimentador se encuentra en las cercanias del extremo o cerca a la re

gion estacionaria.

Una aplicacidn practica de esto se muestra en las tablas 5.7 vy

5.8 y en el apéndice (A.3.2).

En T1a figura 6.1 mostramos una visualizacidn del método.
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ANALISIS CANONICO DE MODELOS DE SEGUNDO ORDEN.

En la mayoria
de los casos es suficiente ajustar modelos de segundo orden en la re
gion experimental que encierra el optimo y por simple inspeccidon de
los coeficientes de estos modelos, usualmente no podemos percibir el
tipo de superficie respuesta que representan. Esta es la razdn del -
empleo del andlisis candnico, que consiste esencialmente en tomar la
informacidn contenida en los coeficientes de la ecuacidn origina vy

darle una forma mas manejable y entendible.

Estudiaremos el andlisis candnico de los casos en que dispone-
mos de dos o tres variables independientes. En forma general cuando
se optimiza un sistema multivariable, casi siempre es posible redu -
cir el namero de factores a dos o tres mds importantes, lo cual faci
1ita enormemente el control de las condiciones optimas y la predic -

cion del comportamiento del sistema.
En el andlisis de un modelo de dos variables el modelo de se -
gundo orden es:
(6.62)
A1 reducir la ecuacidon anterior a un nuevo sistema de coordenadas -
queda:

Y - Ys = B zi + B 7 (6.63),

11 2272

DONDE Ys = respuesta en s coordenadas X15 y X25

N
|

F(X,)

N
|

2 = Ty
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S corresponde al mdximo o al minimo de la ecuacidén (6.4) para obtener

la respuesta en S es necesario derivar la ecuacidn anterior respecto

de cada varijable independiente y hace las derivadas igual a cero. Pos

teriormente se resuelve al sistema formado y se determinan las coorde

nadas XJS Yy XZS que son reemplazadas en (6.62) y dan Y

g

6.5.1. ANALISIS DE LOS COEFICIENTES.

1) Si B11 Y By) tienen el mismo signo, se tiene una superficie

respuesta de contornos elipticos como la figura (6a). En es
ta figura Bll y 822 son negativos y el centro del sistema -
es un maximo. Si Bll Y By, sOn positivos, se tiene un mini-

mo.

Si Bll y 522 son de signos opuestos, tenemos una superficie
respuesta de contornos semejantes a la figura (6b). En tres

dimensiones seria una figura parecida a una silla de montar.

Si uno de los coeficientes es pequeno comparado con el otro,
la superficie es atenuado a lo largo del eje correspondien-

te. En la figura (6a), 822 es menor que Bll'

- Si B2 fuera cero, tendriamos una superficie cuyos contor -

nos los muestra la figura (6c), que puede considerarse seme
jante a la figura (6b), pero infinitamente atenuada a lo -
largo del eje 22. No existe un centro dnico, puntual, sino
una 1inea de centros a 1o largo de Z,. La ecuacidn candnica

es de la forma

Y - Ys (6.63)

Donde Ys es la respuesta en cualquier punto del eje 22



Maximo Interseccion Estacionaria

Fig. 6,2 (a) Fig. 6.2 (c)

_—

Interseccion Creciente Minimaximo
Fig. 6.2 (d) Fig. 6.2 (b)

Fig. 6.2.- Superficies O6ptimas tipicas.
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5) Si 822 fuera cero y el centro del sistema estuviese en el in

finito, se tendria una superficie respuesta de contornos pa-

rdbolicos, segin se muestra en la figura (6d).

Generalizando podemos decir que si uno de los coefi -
cientes es pequeio comparado con el otro, y el centro esta muy
lTejos del centro del diseno, no podemos sacar conclusiones acer

ca de la naturaleza de la superficie respuesta.

Podemos usar sin embargo el centro calculado, el cual
solo con la informacidn relativa a la direccion de los ejes, -
nos permita determinar aproximadamente la naturaleza de la su -
perficie local tomando como origen cualquier punto conveniente

del eje 22, la ecuacion candnica queda:

(6.64)

E1 coeficiente 822 mide el incremento de la respuesta
a lo largo de 22.
En el trabajo experimental es poco probable que la e -
cuacion ajustada represente superficies del tipo (c) con valo -
res de B iguales a cero y por el contrario tenga valores positi
VoS 0 negativos pequenos. Sin embargo, haciendo las considera -

ciones correspondientes podemos analizar los casos particulares

comparandoles con las superficies tipos presentadas.

E1 andalisis de un modelo de tres variables partiendo -

de un modelo que involucra Xl’ X2, y X3 es:

(6.65)
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La ecuacién canbnica serd de la forma:

Y - ¥s (6.66)

En la fig. mostramos algunas de las superficies tipos

para las ecuaciones de segundo orden en tres dimensiones.

Generalizando para k variables, tendremos las n coor-

3 |
denadas del nuevocentro del sistema XlS’ XZS e st, y el
valor de Ys de la respuesta en ese punto.
La forma candnica de la ecuacidn sera:;
Y - Ys (6.67)

Para explicar la secuencia de cdlculos necesarios en
el procedimiento descrito anteriormente, tomaremos un sistema

de tres variables ecuacidn (6.65).

Posicidon de S, el centro del disefo. Una vez obtenida
la ecuacidn ajustada , la derivamos parcialmente respecto cada

variable dependiente segin

()

) = O (6.68)

Con 1o cual se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

=~ B (6.69)



Al resolyer el sistema anterior, se obtiene las coor
denadas del centro del disefio Xls’ XZS’ X3S .  Reemplzando es

tos valores en la ecuacidn (6.8) se obtiene el valor Ys.

La determinacion de la forma candnica. Utilizamos -
los coeficientes del sistema anterior para construir la si -

guiente determinante,

|
w
"

0 (6.70)

Resolyiendo el determinante anterior, se obtiene una
ecuacion de tercer grado, cuyas raices son los coeficientes -

de la ecuacidn canbnica.

ag> + bl + c8+d = O (6.71)

Las raices asociadas a los coeficientes deben ser tales que:

Aplicando los métodos de determinacidn de la ecuacidn

canonica tendremos,

Para Yl se obtiene;

La ecuacion cuadratica ajustada.

) 2 2
Y, = 94.075 + 0.607X, + 0.553%, - 4688X] - 16.088Y, + 3.551XX,
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Encontramos que las coordenadas del nuevo centro S

del sistema y la respuesta Ys predicha en dicho punto.

XJS = 0.1025 X25 = 0.5962

De donde Ys = 94.27
Entonces la ecuacidn candnica sera

- _ 2 2
Y, - 94.27 2.07 1¢ 0.45 7,

Para Y2 se obtuvo;

La ecuacion cuadrdatica ajustada

Yo = 68.275 - 2.997 X, + 3.785 X, - 4.688X

1 2

2
1

+ 16.088X

2
2

+ 3.551X1X2

Encontramos que las coordenadas del nuevo centro S del siste

ma y la respuesta Ys predicha en dicho punto

X;. = - 0.2871 X,c = 0.08595

1s 2S
De donde Ys = 69.34

Entonces la ecuacidn candnica sera

2

Y, - 69.34 = - 4,97 77 - 15.80 Z

2 1

2
2

Una vez que hemos determinado la regidn experimental

optima y la superficie respuesta a escala de laboratorio, de-

bemos de continuar la investigacidn a escala de planta piloto

utilizamos las condiciones Optimas en laboratorio, como punto

de partida de la experimentacidon a escala de planta piloto. -

Luego deberia continuarse la investigacidon a planta

industrial, usando las condiciones Optimas determinadas en

planta piloto, 1o cual conducird finalmente a determinar

la

superficie respuesta real y las condiciones Optimas correctas
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Esto como consecuencia de las condiciones Optimas de experi

mentacidn a escala de operacion.

Otra alternativa es experimentar directamente en -
la planta, partiendo de las condiciones Optimas de laborato
rio, sin determinar previamente la naturaleza de la superfi

cie respuesta.

Sin embargo, siempre es conveniente determinar la
superficie respuesta en el laboratorio, informacidon que nos
ayudara en la determinacidn de Tas condiciones Optimas en 1la
planta, pues la superficie respuesta se desplazarda o si dis-
torsionara; pero no cambiardn sus caracteristicas fundamenta
les,

Para la optimizacidon de un proceso industrial este

pasa por muchos estados de desarrollo.

Asi en la evolucidon de un proceso metaldrgico empie
za por un trabajo en Tlaboratorio para explorar sus posibili-
dades. E1 resultado del trabajo de laboratorio nos da una es
timacidon preliminar de factibilidad, nos permite encuadrar -
nos dentro de los objetivos o ser obtenidos y nos orienta a

una tentativa en un proceso industrial.

Box y Wilson describieron una simple pero poderosa
técnica la cual nos permite optimizar un proceso a nivel in-
dustrial, Esta técnica es 1lamada "Evolutionary Operation" o
simplemente EVOP. Esta técnica ha sido mas amplia y exitosa-
mente aplicado en la industria metalirgica.

EVOP es una importante herramienta en el cual una -
rutina de investigacion continua es el modo de operacidn de

una planta industrial.



ARPENDICE A

A.1, DISENOS DE PLACKETT - BURMAN.

En la investigacidn dirigida hacia la
optimizacidn de los procesos industriales, muchas veces se requiere es-
tudiar un gran ndmero de variables, 1o cual no es siempre conveniente -
hacerlo con un disefio factorial (completo, fraccional o confundido), en
la primera etapa destinada a distinguir las variables mas significati -
vas de este proceso un método eficiente para escoger estas variables y
seleccionar las mas importantes es el de la programacidn estadistica de
Plackett - Burman.

Este método estd basado en el disefio de modelos de bloques
de balance incompleto, se puede considerar como un disefio factorial al
tamente fraccionado (gran cantidad de efectos confundidos). Cada modelo
permite estudiar N-1 varijables en un total de N experiencias realizadas.

Existen modelos para 8, 12, 16, 20, 24, ,,,, 100, en multi
plos de 4, experiencias de estos arreglos se define la primera fila y a
partir de esta se construye el conjunto de arreglos experimentales de

niveles, rotando en forma ciclica cada columna anterior,

Ejemplo Si N =28
FACTORES RESPUESTA
A B "C" D L3 F g Yi

la. fila + o+ + - + = =
2a. fila + 4 - & - = +
3a. fila + - + - - + +
4a. fila - + - - o + +
5a. fila + = - + + + “
ga. fila - - h Sh + = +
7a. fila - 4 + + - i -

8a. fila - - - - = = =
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Las variables C E y F son ficticias y sus efectos se cal
culan de la misma forma que las variables reales.
La fila N se completa con signos (-)

La primera fila de signos (niveles) para otros disefos.

N = 12 ++ -+ ++ - - =+ -
N = 16 I T S S T
N = 20 I I I T T
+ 4+ -
N= 24 +++++ -+ -+ + - -+t - =+ =+ - - -
N = 32 LTI T S S S S e T T T ST S

E1 efecto de un factor o variable se determina como la di-
ferencia entre el promedio de respuestas en el nivel superior y el pro-

medio de respuestas en el nivel inferior osea:

i
Z_ Ri(+) z Ri(-)
Ep = =1 S S (A.1.1)
r r
Siendo:
r = N/2
EA = efecto de un factor A cualquiera
R = respuesta o resultado

Bajo el supuesto de que no hay interacciones y no existe
error experimental, el efecto de una variable ficticia debe de ser ce
ro, de lo contrario indicard presencia de interacciones o error expe-
rimental. E1 efecto de una variable ficticia se determina de la misma

forma que (A.1.1).

La varijanza de un efecto (Vef) se determina a travéz de

los efectos de las variables ficticias tal como:
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n
z (Ef)2
_ i=1
Vef = ———— (A.1.2)
n

Donde:

Ef = efecto mostrado por una variable ficticia

n = n0mero de variables ficticias

E1 grado de significancia de cada efecto puede ser determinado mediante

el uso del teest - t de student de la siguiente manera.

tc = _Efecto del factor - _Ei (A.1.3)

Desviacion standar del efecto Net

Asociados a n grados de libertad (igual al nimero de varia
bles ficticias).
Entonces el efecto Ei es significativo para o dado y ¢ grados de liber-

tad si solo si.

tc > t1 - @ s b (A, 1.4)

A.2. ESTUDIO PIROMETALURGICO USANDO LOS DISENOS DE PLACKETT -

BURMAN,

La recuperacibén de cobre a partir de un material que con -
tiene cobre y otras impurezas tales como arsénico va a ser optimizada -
por el tratamiento con cal recuperando el cobre y tratando de que perma

nezca la mayor cantidad de impurezas en el residuo.

Las variables seleccionadas para el estudio en las prue-
bas de segregacién con cal y sus niveles a ser estudiados fueron escogi

dos de pruebas o de investigacidn previa.
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5 VALORES DE LAS VARIABLES

VARIABLE Xi NIVEL SUPERIOR NIVEL INFERIOR
(+) (-)
Adicidn cal, % Peso estequiom* 90 25
Tiempo tostado, minutos 90 30
Temperatura tostado, °C 800 400
Adicibn sal, % Peso 0.75 0.25
Cantidad coque % Peso 15 5
Tamafio coque, malla -20 +28 -35 +48
Tiempo segregacion, minuto 90 30
Temperatura segregacidn, °C 850 650

E1 modelo de primer orden de Plackett - Burman para m va

riables pueden ser representados por la siguiente ecuacion:

(A.2.1)
donde:
? =  respuesta esperada
BO =  Promedio de respuestas experimentales
Bi =  parametros del modelo
X. = Valor codificado de la variable i

* Cantidad estequiométrica de CaO necesaria para ligar al arsénico y

azufre presente en el material como Ca3 (AsO4)2 y Ca SO4 .

La matriz del disefio experimental.

En este caso la matriz experimental viene a ser:

(N)(N- 1)
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Para este caso particular, las ocho variables reales tie-
nen que ser incluidas en nuestra matriz del disefio y ademas se inclui-
ra 3 variables ficticias que sirven para calcular la significancia de
los efectos de las variables reales es muy conveniente usar al menos 3
variables ficticias de otra manera el cdlculo de las significancias es

no confiable.

En la tabla (A.2.1) se presenta la matriz del disefio para
las 12 pruebas en este caso. Las respuestas medidas fueron recupera -
cidn de cobre por segregacidn retensidon de arsénico durante el tostado
y retencidn de arsénico durante la segregacidn. Sin embargo solamente

la recuperacidén del cobre se reporta en la tabla (A.2.1).

Para calcular los pardmetros del médelo (efectos principa
les) de esas variables, es necesario un programa de regresidn lineal

multiple (MLR) para pruebas no replicadas,

Usando un programa de regresion lineal multiple se calcu-
lan los efectos y sus significancias relativas para cada una de las va
riables estudiadas.

En la tabla (A.2.2) se presentan los resultados y se evaluaran con una

significancia mayor que el 80%



VARIABLES NIVELES
ESTUDIADAS INFERIOR  SUPERIOR
(-1) (+1)
X1 Adicional 23.9 85.9
% Peso esteq.
X2 Tiempo tost 30 90
min
X3 Temp, Tost 400 800
°C
X4 Variable ficticia
X5 Adicidn sal
o 0.25 0.75
% Peso
X6 Cantidad coque 5 15
%Peso
X7 Tamano coque 3544 .20 +28
malla
X8 Variable ficticia
X9 Tiempo segrg, 30 90
min
X10 Temp segreg. 650 850

TABLA (A,2.1) MATRIZ DEL DISENO. DE PLACKETT - BURMAN PARA UN PROCESO DE SEGREGACION;

X,, Variable ficticia

11

Recup cobre (resultados )

29.9

10.3

3 4
-1 1
1 1
1 1
1 -1
-1 -1
-1 -1
-1 1
1 -1
-1 1
1 1
1 -1
29.9 7.8

NUMERO DE PRUEBAS

10.8

59.7

67.0

10

11

12



TABLA (A.2.2). EFECTOS DE LA RECUPERACION DE COBRE,

VARIABLES
ESTUDIADAS

1, Adici6n cal
% Peso esteq.

2. Tiempo tost
min
3. Temp. tost
°C
4, Variable ficticia

5. Adicibn sal
% Peso

6. Cantidad coque
% Peso

7. Tamafo coque
malla

8. Variable ficticia

9, Tiempo segreg.
min

10. Temp,.segreg.
°C

11. Variable ficticia

E1 modelo planteado en

bre serq:

—<»
I

NIVELES
BAJO ALTO
23.9 85.9
30 90.0
400 800

0.25 0.75

5 15
-35+48  -20+28

30 90
650 850

Los pardmetros B,, B

1’ 72

EFECTO
% Cu

-20.13

-11.03

- 0.23
8.53

5.77

13.63

- 7.47
7.00

13.53

28.63
1.67
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SIGNIFICANCIA
RELATIVA

> 95 %

> 80%

> 90%

> 95%

este caso para la recuperacidn de co

. 88 se calculan dividiendo 1los

e

fectos de las variables principales y B0 es el promedio de las respuestas

experimentales.
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19.87

En este caso B0

E1 modelo quedard de la siguiente manera:

Y = 19.87 - 10.065 Xl - 5.513 X2 - 0.115 X3 + 5,770 X4 + 6.815 X5
- 7.470 X6 + 6.765 X7 + 14,315 X8 + €
; = respuesta esperada o calculada.

para encontrar el grado de significancia en este caso > 80% busca -
mos en la tabla de t-student al 80% y 3 grados de libertad que coin
cide con el ndmero de variables ficticias encontrando que :

tt = 1.638

Ahora para ver el grado de significancia debemos comparar: si tC > tt

la variables es significativa tC = Lt
n 5 Nef
r (Ef) 2 2 2
v _ =1 _ (8.53)° + (7.0)° + (- 1.67)
ef = =
n 3
Vef = 41,51
y Vef = 6.44

Si conocemos Ei, Nef podemos conocer tC para cada efecto princi-

pal.

por ejemplo para el primer factor (tomando valor absoluto)

_20.13 _
tc= Te.ag T 1%
3.126 > 1.638 .'. el factor es significativo y si compara

mos 3.126 en la tabla t student podemos ver su grado de sig

nificancia en este caso 95%.
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La recuperacion madxima de cobre obtenida en las pruebas realizadas
fué de 67%, indicando que nosotros estamos muy lejos de la regidn
optima que es nuestro objetivo entonces necesitaremos mas experi -

mentacion

La tabla N° (A.2.2) nos muestra que 5 variables pasan 1la
primera evaluacidn, para los prdximos experimentos mantendremos
constante el tiempo de tostado porque tiene el efecto mds pequeiio,
la reformulacidn del problema incluye revisiones tedricas y prdcti
cas del proceso a optimizar. Por supuesto la comprensidon de estas

consideraciones no estan al alcance de este trabajo.

Los disefios de Plackett y Burman miden solamente el efecto
lineal sin considerar los efectos de curvatura Estos efectos si -
pueden ser notados cuando la superficie respuesta es no-lineal, pa
ra que pueda ser notado por la variacidn de una variable dada se -
trabaja su nivel central hasta su mds alto nivel (+ 1) y de esta -
manera se obtendrd una mejor determinacidn de los efectos porque -
los efectos cuadrdticos no pueden ser calculados usando los dise =
fos de Plackett y Burman en este caso los métodos de la pendiente
ascendente y descendente nos permite detectar la presencia de 1la

curvatura o ver si no existe efectos de curvatura,

METODO DE LA PENDIENTE ASCENDENTE.

Para el presente estudio,
las variables solamente muestran un efecto de la recuperacidon del
cobre con un nivel de significancia mayor del 80%, las variables -
seleccionadas a optimizar la recuperacidn de cobre como funcidn de
esas variables.

Esto serd hecho siguiendo la direccién del cambio -

indicados por los efectos principales de los disefios de Plackett y
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Burman, E1 tamano de la pendiente para cada variable fue calculado
en forma relativa a una de ellas, un tamafio seleccionado de 50 °C -
para la variable con el efecto mas grande que en nuestro caso es la
temperatura de segregacidn, Los tamanos de las pendientes unitarias

se calculd usando la siguiente expresidn:

Variacion de pendiente unitaria = 100 * 1437 x Ui

Ui = Unidad de cambio

Los resultados de las varijaciones de pendiente unita-

rio para cada variable fueron estimados como sigue:

TABLA (A.3.1)

UNIDADES DE VARIACION DE

EFECTO

VARIABLES CéMBéO : DE PRINCIPAL EE??;E?;E
1, Temp Segreg 100°C + 14,32 50°C *
2, Adicidn cal 32.5% - 10.07 -11.0%
3. Cantidad coke 5.0% + 6.82 1.2%
4, Tiempo Segreg. 30 min + 6.77 7.5 min

La temperatura de 50°C fué escogida como base de acuerdo a las expe -

riencias anteriores,

Basado en los pardmetros anteriores se programa -
ran 5 pruebas usando la técnica de optimizacidn de la pendiente ascen

te y las pruebas programadas se presentan en la tabla (A.3.2).

Se empezd a investigar en el nivel central de los
disefos de Plackett y Burman para determinar la presencia de la curva
tura (mdxima o minima) en este regidn. Sin embargo solamente se co -

rrieron las pruebas 1,3,5. La razdn para esto fue alejarse 1o mds ra-
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pido posible de la regidn experimental de los disefos de Plackett y Bur
man en la direccidn indicada, por los efectos y asi determinar mds rapi
do una regidn cercana al 6ptimo.

Se hicieron solamente 3 pruebas de las programadas por -

cuestiones de tiempo y material.

TABLA (A.3.2) PRUEBAS DE OPTIMIZACION POR LA MAXIMA PENDIENTE ASCEN-

DENTE.

PRUEBA ADICION CANTIDAD TIEMPO TEMP % Cu

N° CAL COQUE SEGREG SEGREG RECUP
% STEQ. % min °C

1 54.9 10.0 60 750 87.6
2 43.9 11.2 67.5 800 --
3 32.9 12.4 75.0 850 67.0
4 21.9 13.6 82.5 900 --
5 11.5 14.8 90.0 950 40.6

Los otros pardmetros experimentales fueron:

- Temp. Tostado 400°C

- Tiempo tostado 30 min

- Adicidn N.el 0.75 wt

- Adicidn Coque - 35 + 48 malla

En este caso evaluamos solamente la recuperacidn de Cu que se reporta en
la tabla (A.3.2).

Como se observa en la tabla (A.3.2) la midxima cantidad de
cobre recuperado es de 87.6 que se obtiene en la regidn central de los -
disefios de Plackett y Burman lo cual nos explica porque el cobre se recu
pera menos cuando se investiga a lo largo de la pendiente en lugar de in

crementar como lo predice el efecto de la variable.

En este sentido la figura (A.3.1) nos ayuda a entender
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Fig, (A.3.1).- Comparacidn del efecto lineal y el efecto de
Curvatura.
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el efecto de curvatura en el nivel central de los disefios de P & B y cu

ya presencia no puede ser notada por estos disefos.

Una vez que se detecta un punto cercano al optimo se uti-
lizard un disefio experimental de segundo orden el cual se planificara -

para un posterior estado de optimizacion.

DISENO HEXAGONAL.

E1 disefio hexagonal es un disefio rotable compuesto
de segundo orden que usa 6 niveles distintos 1o cual nos permite ver -

los efectos de curvatura de las dos variables estudiados,

donde
Y = Respuesta predicnha o calculada
BO = promedio de las respuestas observadas

B.,B, = Efectos de primer orden o efectos principales

1°72

811,822 = Efectos de segundo orden

812 = Efectos de interaccion,

Xl,X2 = Valores de los variables codificados.

E1 objetivo del estudio en esta etapa, fue de explorar -
la regidn experimental en la que se obtiene la mds alta recuperacion
con la realizacidn de las pruebas programadas por el método de la pen-
diente ascendente. Como podemos ver las varaibles, adicidn de cal y la
temperatura de segregacidn fueron las dos variables estudiadas, ellas-
tienen los mds grandes efectos en la recuperacidn de cobre,

En la tabla (A.4.1) se dan los niveles del disefio y los

niveles experimentales de las dos variables del disefio hexagonal.
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Las recuperaciones de Cu también se presentan en la ta

bla (A.4.1).

TABLA (A.4.1) MATRIZ DEL DISENO EXPERIMENTAL HEXAGONAL

NIVELES DE LAS VARIABLES RESPUESTAS
DEL DISERNO EXPERIMENTALES EXPERIMENTALES
PRUEBA X, X, "(1 ‘ X,
Adigién SZSng Ad;g?on Temp % Cu Recuperado
: Segreg
1 1.0 0. 85.9 750 64.1
2 0.5 0.866 70.4 837 61.8
3 -0.5 0.866 39.4 837 65.3
4 -1.0 0.00 23.9 750 77.3
5 -0.5 - 0.866 39.4 663 63.2
6 0.5 - 0.866 70.4 663 69.1
7 0. 0 54.9 750 87.9
8 0 0 54.9 750 89.9
9 0 0 54.9 750 88.3
Los demds pardmetros experimentales:
Tostado Segregacion
Temperatura = 400 °C Adicidon Nacl = 0.75 % wt
Tiempo = 30 min Cantidad Coque = 10 % wt
Tamafio Coque = - 35 + 48 m

Tiempo reaccidén = 60 min

Se calculard los pardmetros y su significancia y luego
se comparardn las recuperaciones calculadas y las experimentales con
1o cual evaluaremos la bondad de ajuste del modelo de regresidn. Es-

to es medido por la distribucidn F en el error experimental en la -



TABLA (A.4.2),

Modelo del disefio hexagonal

X

1
Modelo del Disefio
X2 =
X1 =
Modelo del Experimen
to, X2 =

Datos Experimentales

Y

% Recuperacidn

Predicciones del modelo

Y estimado = % recup,
[eh)
s
> (]
= +
@) v
— (@] =3
o — o
-] (o} <C
[ge] g
— (@] 3
© = w
-
L

MODELO MATEMATICO PARA RECUPERACION DE COBRE POR SEGREGACION

2 2
Vo= Byt ByXp H BK, Bkt Bk BXiky
Adicidn de cal
Temp, de Segregaciodn Yy = 88.700 -~ 7.333 X1 + 4,273 X2 - 18,000 X?
Adicidn de cal
% Cantidad esteq. 5
Y = 1953,558 - 2,454X1 + 5.6OOX2 - 0.01837X1
Temp. segregacidn
°C
1 2 3 4 5 7
de cobre 64.10 61.80 55.30 77.30 63,20
de cobre 63.37 62.53 54,57 78.03  62.47
Fuente Suma de Ndmero de grados Promedio de Varianza F
Cuadrados de Libertad 6 Promedio Cuad. (Ms)
total 5.466 3 1.822 -
* Error Experim, 2.240 2 1.120 *
** Falta de ajuste  3.226 1 S it =

Si el F del modelo < F tabla : Modelo Aceptado SI

Si el F del modelo > F tabla : Modelo rechazado

- 39.136 xg + 17.667 X.X

- O.OO3914X2 + 0.0057X, X

172

2
172

8 9

39.10 87.90 89.90 88.30

39.83 88.70 88.70 88.70

F Tabla

modelo (1,2) (1,2)95

18.5
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falta de ajuste de la varianza promedio como lo muestra la tabla (A.4.2)

La comparacidn del valor F del modelo de recuperacidn con
el valor F de las tablas, para un 95% de significancia nos indica que -
la discrepancia observada entre la recuperacidn predicha y la experimen
tal pueden ser atribuidas al error experimental.

Ademds el modelo puede considerarse como un buen ajuste -

del experimento.

Un racional andlisis de la varianza puede ser facilmente
aplicado para el caso de un modelo lineal con una variable independien-
te como 1o muestra la figura (A.4.1) y (A.4.2). Normalmente los disefios
de primer orden no incluye replicaciones en su matriz diseno. En este -
caso puede conocerse la variacidn debido a la regresidon y la variacion
acerca de la regresidn sin ser capaz de distinguir la variacidn debido
al error experimental y la falta de ajuste del modelo (ver figura
(A.4.1). Por otro lado los disefios de segundo orden incluye replicacio-
nes en su matriz del disefio con la finalidad de poder distinguir la va-
riacidn debido a la falta de ajuste del error experimental (fig. A.4.2).
Esto es 1o que nos permite realizar el andlisis de discriminacidn del -

modelo.

Una confirmaci6n de la significancia del modelo de recu-
peracidon de cobre estd dada por la magnitud de los efectos de las varia
bles en relacidon a su intervalo de confianza. Por ejemplo una magnitud
mds grande en los efectos de segundo orden con respecto a los de primer
orden nos indica que una regidn con curvatura o cerca a una regidn esta

cionaria ha sido lograda.

Finalmente aceptar un modelo que pueda predecir una res -
puesta con suficiente confiabilidad, es decir adecuadamente discrimina-

da estd mostrado en la figura (A.4.3).
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Fig. A. 4.1.- Andlisis de varianza sin replicaciones



Variacién debido al i
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Fig. A.4.2,- Andlisis de Varianza con replicaciones.
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- ANALISIS CANONICO.

Desde que el modelo matemdtico he gonal no nos da
informacidon con respeto a la forma geométrica de la superficie de re-
cuperacidn en una regidn estacionaria, es necesario dibujar o deli
near la superficie respuesta o los contornos, usando la ecuacidn mode

"lo, para averiguar si el punto estacionario es madximo, un punto supe-

rior o un punto en la parte inferior,

Esto puede ser determinado usando el andlisis candnico -
que transforma la ecuaci6n de regresidn estimada en una mds simple -

que puede ser interpretada en términos de concepto geométrico.

Una vez que la superficie respuesta ploteada se obtiene
por el uso del modelo seleccionado se puede visualizar mejor la pers-
pectiva de los efectos y sus interacciones de las interacciones del -
proceso. Este ploteo hace mas facil predecir el resultado para cual -
quier cambjo en 1os niveles de la variable, siempre y cuando ellos es

ten comprendidos en la regidn experimental.

Para nuestro caso los contornos ploteados para la recupe
racidon de cobre como una funcidn de la temperatura de segregacidn es
presentada en la fig.(A.4.4). Esta superficie respuesta corresponde a
una superficie eliptica en forma de cerro en su punto mas alto con un
6ptimo de 89.7 % de recuperacidn de cobre, predicho por el andlisis -
candnico en las siguientes condiciones:

49% de adicidn de cal y 751 °C de temperatura de segregacidn. Este -
- punto maximo se relaciona muy bien con los resultados experimentales
en las pruebas 7, 8 y 9 en la tabla (A.4.2). Esto nos muestra que pa-
ra la regidn experimental comprendido en el disefio 89.7% de recupera-

cion, es la mds alta que puede ser obtenida en el proceso.

Otras recuperaciones pueden ser facilmente predichas u -

sando las superficies respuestas ploteadas.
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Temperatura de Segregacidn

850

800
80
88
750
88
80
700
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23.9 33.9 13.9 53.9 63.9 73.9 83.9

Fig., A 4.4.- Efecto de la adicidn de cal y temperatura de Eg
gregacion sobre la recuperacion de cobre.
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La determinacidon de la recuperacidn madxima en forma mate
médtica se realiza derivando en forma parcial respecto a Xl y X2 deter-
minando estos valores de Xl y X2 por la igualacidn de estas derivadas
a cero, en donde encontraremos un maximo que en este caso es de 89.7 %
de recuperacidon de Cu, los valores X1 y X2 serdn nuestro nuevo centro

de un posterior disefio experimental, hasta la optimizacidon de nuestro

proceso por escalamiento.



APENDTICE B

ALGORITMO PARA DETERMINAR UN PROGRAMA
COMPUTACIONAL DE REGRESION LIMNEAL MULTIPLE

CASO 1, Regresidn lineal multiple sin replicaciones,
Medir el efecto de diversas variables independientes (Xl, X2, X3,
I Xm) sobre mas respuestas dadas (Y) es una prdctica comin cuando se u-
san disenos experimentales.
E1 modelo usualmente postulado para ajustar los datos ex-

perimentales en los modelos lineales (pardmetros) en forma general es el si-

guiente:
Y=8 +B3x + B, x5 + B X2+ B XX, + B XX +
I 1171 "t mm’ m 12 "1°2 Im1™m
) B(m - 1)m "m-1"m
Donde:
Y = Respuesta predicha o esperada
BO = Promedio de 1os valores de la respuesta experimental
Bi = Efectos de las variables principales o parametros de primer orden.
Bii= Efecto de curvatura o pardmetros de segundo orden.
Bijz Efectos de interaccidon de dos variables o parametros de interac -
cidn .
X. = Valor de la variable codificada 1.

E1 mdximo nimero de variables que pueden ser evaluadas
con n pruebas es (n - 1). Solamente efectos principales pueden ser estima -
das cuando se usa disefios experimentales de primer orden, ya que sus dise -
nos solamente incluye dos niveles experimentales de estudio para cada varia
ble. Para estimar efectos o interacciones de segundo orden, deben de usarse
disenos experimentales con mds de dos niveles de estudio para cada variable

requerida.



-185-

ESTIMACION DE LOS PARAMETROS DEL MODELO.

Los coeficientes o parametros
del modelo postulado son estimados usando la estrategia de los minimos
cuadrados. E1 objetivo de esta funcidn ¢ es minimizar la suma total de
cuadrados de Tos residuos entre la respuesta experimental y las res -

.3

puesta estimadas Y

n
2
o= T RZ = m (Vg - (B o+ BiXyy+ BXoy ¥ ¥ Bryky))

R,

En forma de matrices y vectores la funcidén puede ser escrita como:

TRANSPUESTA RT R
¢ = Rl’ R2, R3, « 00y Rn e Rl
R,
VALOR ESCALAR
R3
)
Rn
Donde R es definido como sigue:
|
B
Y 1 X117 Xpp weees Xl S
Yy 1 Xip Kop weees X2 By
R = Y 1 X
30 . 13 X,q wpees X3 | o B,
|
B
Yn 1 X1n X2n mn m
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Consideraremos la notacién : Vector

Matriz
Finalmente, la expresidn para el R puede ser escrita en matriz y vec-

tor con la notacidn siguiente:

Los elementos del vector B corresponden a los pardme -
tros del modeloo los efectos de las variables y ellos pueden ser cal-
culados usando la siguiente expresidn, derivada por diferenciacidn de

la funcidn objetivo con respecto a cada pardmetro del modelo

Algoritmo para los minimos
cuadrados.

Donde :
B = Vector que contiene los pardmetros desconocidos del mode
lo.
X = Matriz del disefio experimental.
§T= Transpuesta de X
Y = Vector que contiene las respuestas experimentales.
CASO 2, Regresidon lineal multiple con replicaciones.

Una practica normal para encontrar el error experimental de un -
grupo de pruebas experimentales es la replicacidon o repetici6n de una de -
las pruebas al menos tres veces,

En este caso el algoritmo que calcula los pardmetros del

modelo toma la siguiente forma:

B= (X' . Q ) )"1 X T 0.y Algoritmo para un programa
computarizado.

<l

donde:

[ = Diagonal de la matriz que contiene el nimero de replicaciones
para cada prueba experimental.
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Y = vector que contiene el promedio ;i de la respuesta experimen
tal Yi ;
Esto es:

" 0 O B ¢ Yl
0 rs o ....... ¢ Y2
W = 0O O r3 eeeeen 0 Y = Y3

0

; 0

: 0
0 00 g Yn

Intervalos de confianza de los parametros del modelo.
La varianza promedio S§ , de la respuesta Y es definida por:

- Cuando las replicaciones no son disponibles o sin replicaciones.

n -
S = z (Y, - Yi) / d.f,

- Cuando se tienen replicaciones:

n
s - 3
j=

Y., -
1 (‘J

In ™ =s

1 J

donde d.f. = son los grados de libertad definido, como el nimero de
experimentos menos el nimero de parametros del modelo.

Los intervalos de confianza de los parametros son estimados como sigue:

v/Varianza de B;

Varianza de Bi = Sy2 (Diagonal de la matriz C)

y donde matriz C es:
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Cuando el experimento no tiene replicaciones:

Cuando el experimento tiene replicaciones:

Intervalos de confianza de la respuesta Y

Intervalo de confianza de :

_ 2 . .
Yo=Yy -t gy v Sy (diagonal matriz D)

donde:

al
I
—
>
Oll
>N



APENDICE C

PROGRAMA PARA DESARROLLAR DISENO HEXAGONAL

REM HEXDISPM

— -
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« NEXT I

NEXT J
RETURN

A6 = P(6,7)/P(6,6)
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b

4
4 - P(2,3) * A3
4 - P(1,3) * A3 - P(1,2) * A2

: Al:
: A2;:LPRINT "*X1";:GO0TO 220

A2::LPRINT "*x1":

: A3;:LPRINT "*Xx2":; GOTO 230

¢ A3;:LPRINT "*X2":

: A4 :LPRINT "*X1~2";: GOTO 240

: A4;:LPRINT "*Xx1~2";

1 A5;:LPRINT "*X2~2";: GOTO 250

1 A5 :LPRINT "*x2*2";

: A6;:LPRINT "*(X1)(Xx2)", GOTO 256
: A6;:LPRINT "*(X1)(x2)";

LPRINT: " o mmm oo s mm oo mm oo e oo oo e e m e mm e e

LR R INT I o o

A5 = P(5,7) - P(5,6) * A6

A4 = P(4,7) - P(4,6) * A6 - P(4,5) *
A3 = P(3,7) - P(3,6) * A6 - P(3,5) *
A2 = P(2,7) - P(2,6) * A6 - P(2,5) *
Al = P(1,7) - P(1,6) * A6 -P(1,5) *
*LPRINT "Ecuacidn Polinomica Ajustada"
LPRINT M ccc e e e e "
LPRINT "Y =";: LPRINT USING "##. ####"
IF A2<0 THEN  LPRINT USING "##. ####"
LPRINT "+"3: LPRINT USING  "##. ####" .
IF A3 <0 THEN LPRINT USING "##.####"
LPRINT "+" :; LPRINT USIGN "##. ####"
IF A4<Q THEN LPRINT USING  "##.####"
LPRINT "+";: LPRINT USING  "##. ####"
IF A5<0 THEN LPRINT USING  "##. ###4"
LPRINT "+" :; LPRINT USING "##. ####"
IF A6<O THEN LPRINT USING "##. ####"
LPRINT "+"3: LPRINT USING  "##.####"
LPRINT "

LPRINT * REC EXP. REC CALC,
FOR I=1 TO 9

Z(1) = Al + A2*X1(1I

D(I) = (Y(I) - Z(I))/Y(I) * 100
D=0D+ D(I)*2

NEXT I

IND. SELECT EXP. IND.SELECT CALC. % ERROR

) + A3*X2(I) + AG*(X1(1)*2) + A5*(X2(I)~2) + A6*(X1(I))*(x2(I))

LPRINT " cmmmmm e e e e cmcmmmmmmmmmmmmmmmmmmmemeeoo-

FOR I=1 TO 9

LPRINT USING "########### 4" X1(1); X2(I); Y(I); Z(I); D(I)

NEXT I

13 € I
LPRINT " SUMA DE LOS ERRORES AL CUADRADO" ; D

DATA
DATA

* LENGUAJE FORTRAN



APENDTITCE D
DISTRIBUCION DE FISHER

Supongamos que tenemos dos sitemas de observaciones inde

pendientes de la magnitud aleatoria X.

con nimero de mediciones ngyn,y dispersiones muestrales Si y Sg res -

pectivamente : Si las dispersiones generales oi y og correspondientes
a las dispersiones muestrales Si y Sg satisfacen una misma dispersidn ge-

neral, es decir, se produce la igualdad,

es una magnitud aleatoria, que obedece a la ley de distribucidn.

La funcidon de la densidad de probabilidad se determina por la férmula:

£2
(F) = r(fl+ =) 2 f2/2 pfl/e - 1
T T £ ! 2 (£, + £, F)(fL+ f2)72
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2.51 2.45 2.39 2.35
2.49 2.82 2.37 i2.32
2.46 2.40 2.3¢ 12.30
2.46  2.37 2.3 %2.27
242 2.36 2.30 ;2.25
2.40 2.3¢ 2.8 2.24
233 2,27 2.21 2.16
2.25 2.18 2.12 2.08
2.17  2.10 2.04 1.99
2.09 2.02 1.9 1.91
2.00 1.94 1.8 1.83
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.70
.27
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.45
.34
.25
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.06
.01
.97
.93
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.87
.84
.81
.70
.77

.68
.58
.47
.35
.22

C.M. Thompson, "Tables of percentage points of the inverted beta (F)

permission of the Biometrika trustecs.
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VALUES of F *

01
v, = GRADOS DE LIBERTAD v, = GRADOS DE LIBERTAD PARA EL NUMERADOR
PARA EL DENOMINADOR

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 12 15 20 24 30 40 60 120
1 4,052 5,000 5,403 5,625 5,764 5,859 5,928 5,982 6,023 6,056 6,106 6,157 6,209 6,235 6,261 6,287 6,313 6,339 6,366
2 98.50 99.00 99.20  99.20 99.30 99.30 99.40 99.40 99.40  99.40 99.40 99.40  99.40  99.50  99.50  99.50  99.50  99.50  99.50
3 38,10 30.80 29.50 28.70 28.20 27.90 27.70 27.50 27.30  27.20 27.10 26,90  26.70  26.60  26.50  26.40  26.30  26.20 26.10
4 21.20 18.00 16.70  16.00 15.50 15.20 15.00 14.80 11.70  14.50 14.40 14.20 14.00  13.90  13.80 13.70  13.70  13.60 13.50
5 16.30 13.30 12.10 11.40 11.00 10.70 10.50 10.30 10.20  10.10 9.89 9.72 9.55 9.47 9.33  9.29  9.20  9.11 9.0
6 13.70 10.90 9.78  9.15 8.75 8.47 8.6 8.10 7.98  7.87 7.72 7.56 7.40 7.31 7.23  7.14  7.06  6.97 6.88
7 12.20  9.55 8.45  7.85 7.46 7.19 6.99 6.8 6.72  6.62 6.47 6.31 6.16 6.07 5.99 591  5.82  5.74 5.65
8 11.30 8.65 7.59  7.01 6.63 6.37 6.18 6.03 591 5.8l 5.67 5.52 5.36 5.28 5.20 5.2 503  4.95 4.83
9 10.60 8.02 6.99  6.42 6.06 5.80 5.61 5.47 5.35  5.26 5.11 4.96 4.81 4.73 4.65  4.57  4.48  4.40 4.31
10 10.00 7.56 6.55  5.99 5.64 5.3 520 5.06 4.94  4.85 4.71 4.56 4.41 4.33 4.25  4.17  4.08  4.00 3.91
11 9.65 7.21 6.22  5.67 5.3 5.07 4.89 4.74 4.63 4.5 4.40 4.25 4.10 4.02 3.94  3.86  3.78  3.69 3.60
12 9.33  6.93 5.95 541 5.06 4.82 4.6 4.50 4.39  4.30 4.16 4.01 3.86 3.78 3.70  3.62 3.5  3.45  3.36
13 9.07 670 5.74 521 4.86 4.62 4.44 430 419  4.10 3.96 3.82 3.66 3.59 3.51 3.43  3.3¢ 3.5 3.17
14 8.86 6.51 5.56  5.04 4.70 4.46 4.28 4.14 4.03 3.0 3.80 3.66 3.51 3.43 3.35  3.27  3.18  3.09  3.00
15 8.68 6.36 5.42  4.89 4.56 4.32 4.14 4.00 3.8  3.80 3.67 3.52 3.37 3.29 3.21  3.13  3.05  2.96  2.87
16 8.53 6.23 5.29  4.77 4.44 4.20 4.03 3.89 3.78  3.69 3.55 3.41 3.26 3.18 310  3.02 293 2.8 2.75
17 8.40 6.11 5.19  4.67 4.3 4.10 3.93 3.79 3.68  3.59 3.46 3.31 3.16 3.08 3.00 2.92  2.83  2.75  2.65
18 8.29 6.01 5.09 4.58 4.25 4.0 3.8¢ 3.71 3.60 3.5 3.37 3.23 3.08 3.00 2.92 2.88  2.75  2.66 2.57
19 8.19 593 5.01  4.50 4.17 3.94 3.77 3.63 3.52  3.43 3.30 3.15 3.00 2.92 2.8 276 2.67  2.58  2.49
20 8.10 5.85 4.94  4.43 4.10 3.87 3.70 3.56 3.46  3.37 3.23 3.09 2.94 2.86 278 2.69  2.61  2.52 2.42
21 8.02 578 4.87  4.37 4.04 3.81 3.64 3.51 .3.40 3,31 3.17 3.03 2.88 2.80 2.72  2.64  2.55  2.46  2.36
22 7.95 5.72 4.82 4.3 3.99 3.76 3.59 3.45 3.35 3.6 3.12 2.98 2.83 2.75 2.67 2.5  2.50  2.40 2.31
23 7.88 5.66 4.76  4.26 3.9 3.71 3.54 3.41 330 3.2 3.07 2.93 2.78 2.70 2.62  2.54  2.85  2.35  2.26
24 7.82  5.61 4.72  4.22 3.90 3.67 3.50 3.36 3.26  3.17 3.03 2.89 2.74 2.66 2.8 2.49  2.40  2.31 2.21
25 7.77  5.57 4.68  4.18 3.86 3.63 3.46 3.32 3.22  3.13 2.99 2.85 2.70 2.62 2.53 2.5  2.36  2.21 2.17
30 756 5.39  4.51  4.02 3.70 3.47 3.30 3.17 3.07 2.98 2.84 2.70 2.55 2.47 239 2,30 2.21 2.1 2.0l -
40 731 5.18  4.31  3.83  3.51 3.29 312 2.99 2.89  2.80 2.66 2.52 2.37 2.29 2200 2.11  2.02  1.92 1.80
60 7.08  4.98  4.13  3.65 3.3 3:.12 2.95 2.82 2.72  2.63 2.50 2.35 2.20 2.12 2.03 1.9 1.8  1.73  1.60
120 6.85 4.79 3.95  3.48 3.17 2.96 2.79 2.66 2.5  2.47 2.34 2.19 2.03 1.95 1.86 1.76  1.66  1.53 1.38

6.63 4.6 3.78  3.32 3.02 2.80 2.64 2.51 2.41 2.3 2.18 2.0 1.88 © 1.73 .70 1.59  1.47  1.32 1.0

% Esta tabla es reproducida de M. Merrington and C.M. Thompson, ''Tables of percentage points of the inierted beta (F)
distribuion., '"Biometrika, Vol. 23 (1943), by permission of the Biometrika trustecs.



APENDTICE E

DISTRIBUCION DE LA t-STUDENT

La distribuci6n de una magnitud aleatoria, andloga a:

v = Sy (1)

donde en lugar de la desviacidn cuadrdtica media general se encuentra la

correspondiente desviacidon muestral.
_ X -U
t = T(;T (II)
Fue deducida por primera vez por student (seudénimo del matemdtico y qui-
mico inglés Gosset) y 1leva su nombre la funcién de la densidad de proba-
bilidad de la magnitud t de student (distribucién t) depende solo de un -

parametro, es decir, del ndmero de grado de libertad f de la dispersidn -

muestral Sz(x) y se determina por la férmula

E1 simbolo T de la ecuacidn (III) denota la conocida funcidn Gamma de -

Euler, representada por la integral

- z-1
r (z) = o © Y y dy



TABLA DE DISTRIBUCION t-STUDENT
VALORES DE t *

v a = 0.10 a = 0.05 a = 0.025 a = 0.01 a = 0.005 v
1 3.078 6.314 12.70C 31.821 63.657 1
2 1,886 2.920 4.303 6.965 9.925 2
3 1.638 2.353 3.182 4,541 5.811 3
4 1,533 2.132 2.776 3.747 4,004 4
5 1.476 2,015 2,571 3.365 4.032 5
6 1,440 1.943 2.447 3.143 3.707 6
7 1,415 1,895 2.365 2.998 3.499 7
8 1.397 1.860 2.306 2.896 3.355 8
9 1.383 1,833 2.262 2.821 3.250 9
10 1.372 1,812 2,228 2.764 3.169 10
11 1.363 1.796 2,201 2.718 3.106 11
12 1.356 1.782 2.179 2.681 3.055 12
13 1.350 1.771 2.160 2.650 3.012 13
14 1.345 1,761 2.145 2.624 2.977 14
15 1,341 1.753 2.131 2.602 2.917 15
16 1.337 1.746 2.120 2.583 2.921 16
17 1.333 1.740 2,110 2.567 2.898 17
18 1.330 1.734 2.101 2.552 2.878 18
19 1.328 1,729 2.093 2.539 2.861 19
20 1.325 1.725 2.086 2,528 2.845 20
21 1.323 1.721 2.080 2.518 2.831 21
22 1.321 1.717 2.074 2.508 2.819 22
23 1.319 1.714 2.069 2.500 2.807 23
24 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 24
25 1.316 1.708 2.060 2.485 2.787 25
26 1,315 1.706 2.056 2.479 2.779 26
27 1.314 1.703 2.052 2.473 2.771 27
28 1,313 1.701 2.048 2.467 2,763 28
29 1,311 1.699 2,045 2.462 2.756 29
inf, 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 inf.

Esta tabla es reproducida de R.A. Fisher "Statiscal Methods for Research Workers"
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