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Sea A = R/I un anillo regular de funciones de una variedad algebraica con una singularidad
aislada en el punto racional 77; donde (R,7) es un anillo r.l.e.t.f de dimensi6én e [ es un ideal
de interseccién completa. El teorema de HKR para el 4lgebra diferencial graduada R ® AV nos
lleva a expresar homologia ciclica y de Hochschild del 4lgebra R/I en funcién de la
‘cohomologia de los complejos L; y D;. En el primer capitulo desarrollamos las herramientas

necesarias para poder llegar a este resultado.

En este trabajo suponenmos que el anillo R/ tiene sélo una singularidad aislada en 77. En
caso que el ideal I = < f ) sea principal, los médulos de cohomologia de los complejos L; y
D; fueron calculados por Hiilb en “Divided Powers and Hochschild Homology of Complete
Intersections” y por Michler en “Torsion of diferentials of hypersurfaces with isolated
singularities” cuando R es el anillo de polinomios. La férmula H (L ;)=Tor.(R/I,R/J;)

para valores j=m se debe a que ht(J )= dim(R) = m. Nuestro estudio se centra en calcular

los médulos de cohomologia de los complejos L; y D;, cuando el ideal [ =< Siseers f,) es
generado por una interseccién completa con una singularidad aislada en 7]. Los célculos que se
presentan no se encuentran en la literatura. En este caso se tiene que h#(J.)=m—r+1 para
una icis I = ( Siseees f,) . Notemos que en el caso particular que r = 1 obtenemos ht(J;) =m.
Uno de los principales resultados del trabajo es el Teorema de Clasificacién de Singularidades
Aisladas. A grandes rasgos este teorema nos dice que toda icis [ =< Siseers f,) puede ser

generado por elementos g,,...,g,,donde cada uno de los g; tiene una singularidad aislada en

71 . Este teorema permite generalizar los métodos de célculos para un solo polinomio, al caso de
un ideal que sea una icis generado por r polinomios.
En el caso que el ideal este generado por una secuencia regular de longitud dos llegamos a los

siguientes resultados: Hi(Lj) =0, para todo i<m—1, e i# j. Cuando j=m+k>m-1
presentamos la secuencia espectral E. . que converge a la cohomologia del complejo L, ,,, y
colapsa en g2. Calculamos los médulos de cohomologia de los complejos L,,,, en nivel my
m — 2, para el término en grado m—1 hallamos su dimensi6n. Cuandg L,,;l llegamos a la

siguiente igualdad H (L, =Tor.(J s1J;4-R/T). Moswamos que la cohomologia de



los complejos L; para j<m=—1 esexacta. Enla Seccién 2.3 generalizamos los resultados de

la seccién anterior al caso de r polinomios. En el tercer capitulo, debido a que los complejos L;
tienen cohomologia cero para todo término menor que m — r , y al saber la imagen de la
aplicacién S en la secuencia SBI expresamos los médulos de cohomologia de los complejos D j
, para grados menores que m — r — 1, en funcién de la cohomologia de Rham del 4lgebraR/[°,

para algin s adecuado. Los demé4s términos se encuentran en secuencia exacta corta, y pueden
ser calculados de manera recurrente. Cuando S =0 expresamos los médulos de cohomologia

de los complejos D;en funcién de los médulos de cohomologia de los complejos L;. Los

complejos que proporcionan la homologia ciclica negativa (327 para p >0 se descompone en
casi un producto tensorial de compelejos. En el caso y =2 esto permite tomar un subcomplejo

Q7". El complejo cociente Q" /Q7" es isomorfo a Q7". Mostramos una secuencia

espectral que se genera a partir de este subcomplejo. Este estudio permite presentar una
secuencia espectral que converge a la cohomologia de (™.
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Introduccion

En la presente tesis cdesarrollaremos herramientas para calcular la ho-
mologfa cfclica y la homologfa. de Hochschild para A = R/ {(f,g); asquf R
es el anillo local de un punto racional regular de un esquema de tipo finito
gobre un cuerpo k de caracterfstica cero. s decir R = (k[z1,...,@s)/I")y ¥y
n=(xy—ay,...,T,—a,). Elideal I = (f, g) es de tipo intersecciéon completa
con una singularidad aislacda en (RR,7). Este anillo es un caso particular de
un anillo regular local esencialmente de tipo finito (r.l.e.t.f). Los cdlculos que
aquf se obtiecnen generalizan los resultados de Michler, Hiilb, Bach, [Michl],
[BKH], [BACH].

Como R c¢s proyectivo como k—mddulo, podemos escribir la hotnologfa
de Hochschild como HH,.(R) = Torl"" (R, R). En particular, si el ideal J =
ker(R® R — R) es localmente generado por una secuencia regular, tenemos
una descripcién concreta de la homologfa de Hochschild : HH,.(R) =
(Teorema de Hochschild Kostant Rosenberg). Lag dlgebras con esta propiedacd
se llamardn suaves. En esta direccién, podemos indicar que la homologfa de
Hochschild caracteriza la suavidad de un anillo regular local e.t.[ : Por un
lado si A es suave entonces la homologfa de Hochschild en grado n se anula
para todo n > m := dim(R), por otro lado tenemos el siguiente resultado de
Avramov-Vigué [AV] y de BACH [BACH]] :

Sea A un dlgebra f.g. sobre un cuerpo k tal que la homologfa de Hochschild
se anule en grados i y j para algin ¢ par y j impar entonces A es suave.

En el cago suave podemos describir a la homologfa cfclica por medio de la
cohomologfa de deRham

ﬂ

Q""‘ @ (D1 HBi (A)),

HC,(A) =
segin [LQ, Teorema. 2.9).



Sea A un algebra de la forma A = k[z1,...,Z,)/] donde I es un ideal
de tipo interseccién completa. En [BV] se define la homologia ciclica y de
Hochschild para &algebras diferenciales graduadas. Sea V' un espacio vectorial
graduado concentrado en grado uno. Identificando el dlgebra graduada AV
con el médulo graduado del complejo Koszul se proporciona un diferencial a
AV. Esto convierte a (AV,d) en un algebra diferencial graduada. Mostrando
una versién graduada del teorema de Hochschild Kostant Rosenberg para
el dlgebra (AV,d) hallan una férmula explicita, HH,(AV,d) = ®p>0H HP,
HCL(AV,d) = HC, (k) ® ®p>oH C¥® | que cslcula la homologia de Hochschild
y ciclica de A (ver [BV]). En [CGG] se usa un método similar para hallar
una férmula que calcula la homologia ciclica y de Hochschild para algebras
de la forma R/I, donde R es homoldgicamente regular e I es localmente una
interseccién completa. Estas férmulas (ver Corolariol.107), que en el caso
R regular fueron obtenidas por [FT], expresan la homologia de Hochschild
y ciclica en funcién de los complejos L; y D; para j > 0 respectivamente,
definidos de la siguiente manera

Basados en la férmula del Corolario 1.107 en adelante nos dedicaremos a
calcular la cohomologia de los complejos L; y de los D;.

En el caso que el ideal I es principal, para el cdlculo de los médulos
de cohomologia de los complejos L; se usa el siguiente método: Primero se
prueba que L; es quasiisomorfo a K(fz,,:** , fz..) ®r R/I. Si la singularidad

de I en 7 es aislada y (R,7n) es r.l.e.t.f, entonces K(f;,, -, fz,.) €s una
resolucién de R/Js. Aqui Js es el ideal jacobiano de f, y en general Jg
representa. el ideal jacobiano de F' = (f1,:-- , f,).

Esto nos permite describir la cohomologia de L; mediante la siguiente
férmula
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para valores j mayores que la dimension de Krull del anillos R, ademés se
tiene que Tory(R/I,R/Js) = I'/Js donde I' = (J : f). Este resultado se

encuentra en (BKH] cuando R = k[zy,...,%,), y en [LM] en el caso de un
lgebra r.l.e.t.f. Todos ellos se limitan al caso en que I = (f).
Nosotros generalizamos estos cdlculos al caso en que I = (f,..., f,) sea

una interseccién completa. La generalizacion natural directa de las férmulas
anteriores al caso de dos polinomios seria

Sin embargo, esta nueva férmula no se cumple en general, como se ve en
el Ejemplo 2.34. Alli presentamos un ideal I = (f,g), donde f y g es una
secuencia regular con una singularidad aislada en 77 que cumple

Aqui L;- es un complejo de R—moddulos libres que se define de modo que
L; = L; ®r R/I (ver Observacion en la Pégina 70).

La Ecuacién (1) se obtuvo gracias al hecho que ht(Jy) = dim(R) = m.
En el caso que I = (f, g) se tiene que ht(Jr) = m — 1. Cuando el ideal I es
generado por una secuencia regular de r elementos obtenemos que ht(Jz) =
m — 7 + 1. Esta es la principal obstruccién para seguir el método empleado
para el caso de un solo polinomio. Sin embargo el calculo de la altura del
ideal jacobiano nos permite brindar informacién sobre los ideales de tipo
interseccién completa con una singularidad aislada (icis por sus siglas en
inglés). Estas propiedades permitirdn calcular la homologia de Hochschild
y serén descritas més adelante. A continuacién describimos los resultados
obtenidos sobre la cohomologia de los complejos L; y L.

Para el caso en que el ideal esté generado por una secuencia regular de
longitud dos, I = (f, g), obtenemos :

Los complejos H(L}) = 0 para todo i # j.

La prueba se presenta en la Proposicion 2.49 y Corolario 2.52 de la tesis.

El significado de esta afirmacién cuando 7 = m—1 se refleja en poder escribir
J |

H*(Lm-1) = TO'”m—H(jf—,R/I);

9

donde H™Y(L!,_,) = .T‘;L Otra conclusién que se desprende del corolario
g .
anterior es el hecho de tener que los complejos L; satisfacen que H*(L;) =0

\"



para todo @ # j para j < m — 2. El hecho que H*(L}) = 0 para todo i # j
para j < m nos permite escribir

Como los complejos L; para j < m — 1 son exactos salvo en el tltimo nivel,
Tor,(Hi (L), R/I)) = O para todo ¢ > 0. Esto significa que f, g forman una
secuencia H7 (L})—regular.

Luego demostramos que los complejos L; para valores de j mayores o
iguales que la dimension del anillo R sélo tienen tres términos no nulos en
cohomologia. También describimos su 1ultimo término de cohomologia como
una generalizacién de (1) :

Para todo j > m se cumple : los mdédulos de cohomologia de los complejos
L; son cero para todo grado menor m — 2. Los términos en grado m — 2 se

erpresan como
Torl(Hm-l(L;.S"'—l), R/I).

Aqui L'<"' ! es el complejo truncado en nivel m — 1. Las pruebas se encuen-
tran en el Teorema 2.54 y Corolario 2.59 . Con respecto a la cohomologia
de los complejos L,,+x en grados m y m — 1 mostramos que existe una se-
cuencia espectral E7 ; que converge a la cohomologia de los complejos Lo, 4k
y colapsa en el segundo término (Teorema 2.62).

Esta informacion se puede resumir en el siguiente cuadro

(0. si ¢ < min{j,m — 2}.
df AV C
. R/I = < m.
<df/\dg/\QJ—1® / Slt=JyJjzm @
Torm-1-i(=—, R/I) sij=m—1.
Jf

(Tori(H™ Y (Ck+1), R/I) sij>m—1lei=m-—2,

- 1 <m_1 o sy e . .
donde Cy 1 = (L], x)= (ver Prop_osmlon 2.55). Para los términos en nivel
m — 1 y m presentamos una secuencia espectral
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(3)

E}o = Tory(Mx, %) <*— B}, = Tor: (M, &)

Ejo = Toro(Mk, §)) <*— E}; = Toro(5%, §),

donde Gr(M,) = ®f R/ J; (ver Teorema 2.62) y d! es el producto exterior
con dg.

En el caso que J, este contenido en el ideal Jy, se cumple E! = E*, lo cual
se demuestra en el Corolario 2.65. Aunque la condicién J, C J; simplifica
significativamente los cédlculos, esta se da en muchos ejemplos conocidos.
Ello nos permite calcular los médulos de cohomologia de los complejos Ly, «
para el caso en que R/I es de dimensién cero y la singularidad es simple
(clasificacién de Guisti [G]) [Looj, 7.19], a exepcién de H, para pu > 7, y
las singularidades simples de curvas inmersas en dimensién tres
(ver Ejemplo 2.67). El célculo de estos grupos de cohomologia fue una de las
motivaciones originales de este trabajo.

En general, cuando el ideal I = (fj, ..., fr) es una interseccién completa y
tiene una singularidad aislada en 7 encontramos una secuencia espectral F, .
que converge hacia la cohomologia del complejos L,,4+k. El primer término
E! de la secuencia espectral se expresa en funcién de ciertos Tor (Teorema
2.76).

Usando el mismo argumento dado para el caso de dos polinomios probamos
que H*(Ly4k) =0 paratodo s <m —r — 1.

Este 1ltimo resultado significa que los complejos L,, . tienen a lo mas
7 + 1 términos de cohomologia no nulos.

Para poder establecer las propiedades mencionadas anteriormente, en el
camino probamos los siguientes resultados algebraicos, que no se encuentran
en la literatura. Una de las piedras angulares en el trabajo es el Corolario
2.19 que dice que

ht(Jp) =m —r +1,

cuando- I = (f;,---, fr) es una icis en un anillo r.l.e.t.f. (R,7). Notemos
que en el caso r = 1, obtenemos ht(Jy) = m.
En general en una icis I = (f;, - -, fr) pueden existir elementos f; tales
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que la hipersuperficie { f; = 0} sea regular, esto significa que el anillo R/ (f;)
es regular. Por ejemplo los polinomios f = 22 +zy + 2, g = 72 + ¥? + 2,
y h = z en el anillo R = k[z,y, 2(z,5,-) NOs proporcionan una icis (f, g, h).
Es evidente que R/ (h) ~ k[z,y)zy) es un anillo r.l.e.t.f. Para evitar estos
casos triviales ponemos como condicién que ninguna de las hipersuperficies
{fi = 0} sea regular. Esto equivale a pedir que el ideal J, esté contenido
en el maximal 7; notemos que esta condicién significa, en el caso particular
que R = k[z1,...,Zm](z,...zm), qQue €l jacobiano evaluado en 0 = (0, ...,0)
tiene rango cero. En estos casos puede suceder que el lugar singular de f;
sea més grande que un punto, es decir ht(Jy,) < m = dim(R). Notemos que
ht(Jf) = m si sélo si la singularidad de f; es aislada. Si embargo nosotros
tenemos el siguiente resultado :

Sea una icis I = (f1,- - , fr) de modo que ninguno de sus generadores es
regular. Entonces se pueden escoger generadores gy, ,gr de I de manera
que cada g; tenga una singularidad aislada. (Teorema 2.25)

Esta propiedad nos permite reducir el lugar singular de cada uno de los
generadores de I a un punto. En el Ejemplo 2.27 se muestra un ideal [
generado por una secuencia regular de dos elementos en k[z, y)(z,), que tiene
una singularidad aislada en 7, y no podemos hallar un representante que sea
regular. Esto significa que, bajo las hipétesis planteadas anteriormente, no
podemos reducir mas el lugar singular de los generadores de una icis.

El resultado anterior también se puede interpretar como un teorema de
clasificacion local de las singularidades aisladas de tipo interseccién
completa; y nos garantiza que todas ellas se pueden formar a partir de
polinomios con singularidades aisladas. Esta propiedad de clasificacién es
uno de los principales resultados de la tesis.

El Teorema 2.25 es consecuencia inmediata de la Proposicién 2.24 :

Sea I = (fi1,--- , fr) una icis. Entonces podemos modificar los generadores
para que los primeros r — 1 generadores formen una icis.

Una versién topolégica, en el caso &k = C, del Corolario 2.19 y de la
Proposicién 2.24 se encuentran en [Looj] y [AGV, Teorema 5.4, pagina 157).
Las demostraciones se basan en propiedades topolégicas del cuerpo C. Esta.
version topoldgica se sigue inmediatamente de nuestros resultados.
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En relacién a la homologia ciclica, en el caso quasihomogéneo, expresamos
los k—espacios vectoriales de cohomologia de los complejos D; en funcién de
los médulos de cohomologia de los complejos L;. Para las singularidades
clasificadas en el Ejemplo 2.67 mencionadas lineas atras hallamos todos los
k—espacios vectoriales de cohomologia de los complejos D;.

En general obtenemos que H*(D;) = Hpr(R/I) para todo k < m—r—2,
y HI(D;) = Q,/d(§¥,). Los términos restantes se encuentran envueltos en
secuencias exactas, donde los elementos involucrados son conocidos.

Los complejos §22? definidos en 1.78 proporcionan la homologia ciclica
negativa (ver Proposicién 1.80). Estos complejos tienen a lo més r+1 términos
de cohomologia no nulos. En el caso de dos polinomios presentamos una
secuencia espectral que converge hacia la homologia ciclica negativa de R/I
(Proposicién 3.34).

A continuacién presentamos los resultados principales del trabajo dividi-
dos en capitulos :

En el Primer Capitulo presentamos la definicién y principales propiedades
de la homologia de Hochschild. Ponemos de manifiesto la estrecha relacién
entre esta homologia y los diferenciales de Kéhler. Esta relacién nos permite
describir la suavidad del dlgebra R en funcién de sus diferenciales de Kahler.
Basados en el Corolario 2.2 de [HS| vemos que en un anillo regular local
(R,7) todo elemento f en n cumple que f € /J; (ver Corolario 1.38).

Luego demostramos un resultado clave para el desarrollo del segundo
capitulo, el Corolario 1.41 :

Sea (R,n) un anillo r.letf y {fi,...,fr} C R, P un ideal primo con
Jr C P. Supongamos que fi ¢ P para todo j = 1,...,r. Entonces en
T = Q(%) (el cuerpo de fracciones de R/P) los elementos {fi,...,f+} no
son algebraicamente independientes sobre k.

La principal informacién que tomamos del enunciado anterior es la exis-

tencia de un polinomio p(z1,:--,Z,) no nulo para el cual se cumple que
p(f1,-.., fr) = Oenel anillo R/P. Esta relacién algebraica entre los elementos
fi,..., fr resulta crucial para demostrar los principales resultados de la tesis.

Luego presentamos la definicién y propiedades de la homologia ciclica.
A modo de ejemplo calculamos la homologia ciclica del algebra graduada

klz]/(z™*1).
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En la iltima seccién del primer Capitulo presentamos un bosquejo de la
demostraciéon de la descomposicién de Hodge de la homologia ciclica y de
Hochschild. Para ello desarrollamos la teoria de homologia ciclica y Hoch-
schild para dlgebra diferenciales graduadas. Entre los principales ejemplos de

estas élgebras se encuentran el complejo de Koszul K (ag, - - - ,a,). Conocer su
homologia es importante en el trabajo. Se sabe que si la secuencia ay,:-- ,a,
es regular el complejo K(ay,:-- ,a,) es exacto salvo en el Gtimo nivel.

Un hecho fundamental, que hacemos notar en el primer Capitulo y que
usamos en repetidas ocasiones, es el siguiente :

Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. Para todo ideal I propio se cumple que la
altura del ideal I es igual que la proundidad de I. Para presentar el resultado
anterior introducimos la principales definiciones del dlgebra conmutativa que
se emplean en esta seccién. Un pilar importante introducido en este capitulo
se refiere a la definicion de ideal jacobiano. Presentamos un interpretacion
geométrica de esta definicién en el &mbito de la geometria algebraica.

En el Segundo Capitulo con ayuda de las propiedades descritas ante-
riormente probamos un resultado fundamental en el trabajo :

ht(Jp)=m‘—'r‘+1

para una icis I = (f,---, f,) . Esta propiedad, junto al hecho de que f €
v/Js nos permiten demostrar el teorema de clasificacién de singularidades
aisladas. Este resultado también se puede obtener usando directamente la
Proposicién 2.24. El dnico requisito que se pide en esta segunda prueba es
que el cuerpo k sea infinito. Este teorema permite generalizar los métodos de
célculos para un sélo polinomio, al caso de un ideal que sea una icis generado
por r polinomios. Otro item importante que presentamos es el Corolario 2.70:

Sea (R,n) un anillo r.le.t.f., I = (f1,..., f.) una icis entonces para todo
primo P tal que Jr € P el complejo L}, localizado en P, (L;)p, para todo
1 < j < m satisface que H'(L;) = O para todo @ # j y ezacto para todo
j>m. -

Este corolario nos dice que los médulos de cohomologia de los complejos L
para j > 0 estidn soportados en los ideales primos que contienen al ideal
jacobiano Jr. En la Seccién 2.2 estudiamos el caso que el ideal este generado
por una secuencia regular de longitud dos. El resultado enunciado lineas
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atras nos permiten establecer el calculo de los médulos de cohomologia de
los complejos L;, que mencionamos anteriormente. También nos permiten
presentar la secuencia espectral (2.15).

Calculamos los médulos de cohomologia de los complejos Ly« en nivel m
y m—2, para el término en grado m—1 hallamos su dimensién. Expresamos los
médulos de cohomologia del complejo Lpy—1 como Torm_1-.(Js/ g, R/I).
Mostramos que la cohomologia de los complejos L; para j < m—1 es exacta.
En la Seccién 2.3 generalizamos los resultados de la seccién anterior al caso
de r polinomios. Presentamos una secuencia espectral E, . que converge a la
cohomologia de los complejos L, +x y colapsa en E7. Demostramos también
que los complejos L,k sélo tienen 7 + 1 términos de cohomologia no nulos.

El Tercer Capitulo esta reservado para presentar los calculos de los
médulos de cohomologia de los complejos D;. Como sabemos, estos complejos
calculan la homologia ciclica. El calculo de estos médulos de cohomologia
se basa en el hecho que los complejos L; tienen homologia nula en grados
menores a m —r; y mas aun, cuando j < m —r — 1, el complejo L; satisface
que H*(L;) = 0 para todo ¢ diferente de j. Otra informacién que usamos
es el conocimiento de la imagen del morfismo proyeccién 7* : H~"(D;) —
HI=7(D;_;) (ver Lema 6 de [BACH]). En la seccién 3.1 probamos el Teorema
3.1:

Para j € N, se tiene que

br(R/T) si i <min{m —r —1,j}.
. HP"YR/P™F 1) sit=m—-r—-1,j>m—r—1
oy = e @)
R/I L
5 sii=j
d¥%/;

Sij>m—r,param—r+1<t<m-—1 existe una secuencia exacta

En la Seccién 3.2 vemos el caso quasihomogéneo, donde expresamos los
moédulos de cohomologia de los complejos D; en funcién de los médulos de
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cohomologia de L;. El Teorema 3.9 nos da la cohomologia de los D; en este
caso :

Sea 7 € N entonces

0 sit<min{j—1,m-r—1}

) 822=]y]<m—r
{ K (5)

stj=m-—-71; yt=m-—r

stj>m—71; yt=m—r.
Sim —r <t <m entonces eriste una secuencia exacta
0 — H*}(D;j-) — HY(L;) —= HY(D;) —=0.

cont < j. Sij > m entonces H™(D;) =0, y H™ '(D;) = H™(L;) para todo
jzm-—1.

Notemos que este caso abarca todas las curvas inmersas en dimensién tres
en el cuerpo C de la lista que se presenta en [Looj, 7.22].

En la dltima seccién describimos la homologia ciclica negativa que se
calcula a partir de los complejos Q2P para p > 0 (ver Definicién 1.78). Para
poder emplear los resultados que se plantean en [LM] descomponemos el
complejo Q2™ en dos complejos; el complejo Q%"' y Q?”‘y. Ambos complejos
son isomorfos y dependen de f, df y dg. En particular se tiene la secuencia
exacta corta

0 Qy Qzm Q[-1]—0

Del subcomplejo Q%’" tomamos cierto subcomplejo M(f,g). La coho-

>m

. . Q .
mologia del complejo cociente 'ﬁ{j_g)' se calcula en el Lema 3.35. Finalmente
descomponemos M (f,g) en dos copias de un complejo I', obteniendo una
secuencia exacta '

0— I — M(f,g) —=T[-1]—0.

Aqui las columnas de I" son los complejos Ej, ;. (Definicién 2.60 ) satisfacen
H*(E!,..) =0 para todo 7 # m. Su cohomologia se calcula en el Lema 3.34
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Otra forma de abordar el estudio de la cohomologia del complejo M( f, g)
es la siguiente : Tomamos un subcomplejo F' de M(f, g) (ver Definicién 3.42).
En el complejo cociente M%g) presentamos una filtracién

M(f, 9)
IpC"'C11=T',
y calculamos el E! de esta filtracién. Para el complejo F' presentamos una
filtracién

RKRCcFkKcC...CF.

Esta filtracién proporciona una secuencia espectral que colapsa en E!, sin
embargo, en general no se sabe si converge.

El Apéndice se divide en cuatro partes. En la primera de ellas se pre-
sentan las definiciones y propiedades bésicas del dlgebra conmutativa. En la
segunda seccién presentamos la propiedades que usamos en el trabajo so-
bre el complejo de Koszul. En la seccién del ideal jacobiano se establece la
definicién del ideal jacobiano para ideales en anillos r.l.e.t.f. Esta definicién
también generaliza la definicién de icis para polinomios. En la 1ltima seccién
se presenta algunas propiedades bésicas del anillo de polinomios k[zy, - - - , T
cuando el cuerpo k es infinito.
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Capitulo 1

Homologia de Hochschild y
Ciclica

El objetivo serd presentar un bosquejo de la demostracién de la descom-
pocién de Hodge de la homologia Ciclica y de Hochschild para el caso de
intersecciones completas. Esto nos servird de pretexto para proporcionar las
definiciones y propiedades a emplearse en el trabajo. Los anillos que aqui pre-
sentamos son algebras sobre un cuerpo k de caracteristica cero

La homologia de Hochschild y su conocida relacién con los diferenciales
de Kahler nos sirve para exportar un pilar fundamental en el trabajo : Si
(R,7) es un anillo local de un punto racional regular, f es un elemento en
su ideal maximal y df € J - §2}, entonces f se encuentra en la clausura
algebraica de J (Proposicién 1.36). Este resultado nos permite probar un
hecho importante: Sean (R,7), f como antes, entonces f pertenece a \/J_ ,
el radical de su ideal jacobiano (ver Corolario 1.38). En el transcurso del
capitulo ponemos de manifiesto la estrecha relacién entre el ideal jacobiano
Jr de F = (f1,---, fr) y la dependencia algebraica de los f; (ver Corolario
1.41). Estos dos Corolarios son las principales propiedades que se usan en el
transcurso del trabajo.

En la segunda seccién desarrollamos las principales propiedades de la
homologia ciclica. Calculamos la homologia ciclica del 4lgebra k[z]/(z™*).

En la dltima seccién presentamos los elementos necesarios para demostrar
el principal teorema de [CGG]. Este se refiere a la descomposicién de la ho-
mologia ciclica y Hochschild para algebras diferenciales graduadas homologi-
camente regulares.



1.1. Homologia de Hochschild

En esta parte presentamos las definiciones del complejo y homologia de
Hochschild. La homologia de Hochschild y los diferenciales de Kéhler tienen
una estrecha y conocida relaciéon. Este hecho nos faculta a desarrollar una
teoria con amplia base con respecto a las propiedades de los diferenciales
de Kéhler. Presentamos las secuencias exactas cotangente y conormal. Tam-
bién ponemos de manifiesto las relaciones que guardan los diferenciales de
Kahler y las propiedades de regularidad del anillo. Un ejemplo de ello es la
caracterizacién de un anillo regular local en funcién del primer médulo de
los diferenciales de Kéhler (ver Teorema 1.28). Un resultado importante de
la teoria de diferenciales que presentamos se encuentra en el Corolario 1.41.
De esta relacién depende la mayoria de los resultados de la tesis.

Definicién 1.1. Sean A una k—4&lgebra y M un A—bimddulo. Definamos
los médulos Cp,(A, M) = M ® A®™ y b: Cp(A, M) — Cr_1(A, M) como

t=n—1

B(m®ac®...an) = Y (-1))(m®ar®...®ati1 ®... @ an)

=0

+(-1)*(@nm ® ... an_1).

Se verifica que bo b =0y por lo tanto C(A4, M) :
0<—Co(A, M) <—2 - <L C (A, M) ~2—Cpy1 (A, M) e—-..

es un complejo. Su Homologia HH,.(A, M) := H(C(A, M)) es la homologia
de Hochschild de A con coeficientes en M.

Cuando M = A denotaremos C(A4, A) = C(A) y HH,(A, A) = HH,(A).
Ejemplo 1.2. Sea A = M =k,

1

Ck): 0—k="— <t — "=
Con ello vemos
k si n=0.
HH,(k) = 1.1
(k) {0 sin # 0. (1.1)
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Teorema 1.3. Si A es una k—dlgebra unital, proyectiva como k—mddulo,
entonces para todo A—bimddulo M se cumple

H(A, M) = Tord*(M, A)
Prueba. [Lod, Proposicién 1.1.13]. [ ]

Ejemplo 1.4. Sea k un cuerpo de caracteristica ceroy A = -(;’ll*f]q Conside-
remos el complejo

C:0 A <"— Ae <~

conu=rR1-1Qzyv=2"®1+z" 1®z+...1®z". Bajo el isomorfismo

A€ ~ ‘(;u—ﬂﬂ'lﬁy tenemos que u = z—y, v = Y ., " *y. Es decir, el complejo

C se escribe

C : 0+ gy < gttty <
Es claro que u - v = v - u = 0. Ahora si p(z, y)u € (z"+1,y"*1), entonces
p(x,y)u = ax’”’l + ﬁyn+l = ax""’l E ayn+1 + (,3 — a)yn+1.

Como u divide a a(z"*! —y™*!) y no a y"*+! entonces u divide 8 — a, es decir,
existe é tal que u -6 = 8 — o y por lo tanto

p(z,y) =a-v+8-y"* € (v) + (y"*).

Esto nos permite afirmar que p € (v) en A® y garantiza la exactitud de C
en grados impares. La exactitud de C en grados pares se verifica de manera
similar.

Con esto queda claro que C es una resolucién de A como A°® médulo. Si
aplicamos el functor A® 4., obtenemos

0=—A<3 A(n+1)z"' o A(r?+1)x"A =

Un célculo directo muestra que HH;(A) = Torf* (A, A) = '<fo=) si ¢ es impar y
que HH;(A) = (0: z™) = Ker(-z™) si i es par. En grado cero HHy(A) = A.
Se sigue que si n > 1 entonces dim(H H,(A)) = dimy(HHpy1).



Definicién 1.5. Sean A una k-4lgebra unital y A = %. Definimos el complejo

C(A, M) : 0 M — MeA

MeA" - M @A —

Proposicién 1.6. Sea (D, b) el complejo

D:0-= DO‘b Dl‘b ""b Dn‘b Dn+1<b—-~-

Donde D, = {(m,ay,...,a,):3i cona; € k}. Entonces (D,b) es aciclico.
Mds atin Ci(aﬂl = Cph(A, M) y por lo tanto © : C(A, M) — C(A, M) es un
quasi-isomorfismo.

Prueba. [Lod, Proposicién 1.1.15]. [

Definicién 1.7. Una k—derivacién de A en M es una aplicaciéon k—lineal
D:A— M,

que cumple la regla de Leibniz D(ab) = eD(b) + D(a)b.

Ejemplo 1.8. Sea A = k[zy, ... zn,] entonces 5%; es una derivacién para todo
1=1,...,m.

Definicién 1.9. Sea A una k—4ilgebra unital y A = A/k. Definamos

A®A
Qy, =~
donde N es el A—mdédulo generado por {apa; ® @2 — ap ® @185 + aza0 ® @1},
con la estructura de A—médulo obviay d: A — Q) , d(a) = [l ®7].

Lema 1.10. La derivacidn d : A — Q) es universal : para toda derivacion
D : A— M existe un unico morfismo f : Q}“lk — M de A—mddulos tal que
el diagrama

A D M
DN
QL

conmuta.



Prueba. Si definimos f([a ® b]) = aD(b) se prueba que f esta bien definida,
fod(a) = D(a) y ademés que f es unica. [

Corolario 1.11. Si I = Ker(A® A — A) entonces % ~ QL.
Prueba.|Eis, Teorema 16.24].

Corolario 1.12. §i S C A es un subconjunto multiplicativamente cerrado
entonces Q%_1, ~ S1A®a QL

Prueba. [Eis, Proposicién 16.9]. [
Entre las secuencias que emplearemos se encuentran las siguientes :

Proposicién 1.13. Si A — B — C es una secuencia de anillos entonces
eriste una secuencia exacta de B—mddulos

C®s QlBIA - Qé'la - Q}J'lls —0
donde la aplicacion del lado derecho envia dc a la clase de dc, y la aplicacion
del lado izquierdo envia ¢ ® db a cdb.
Prueba. [Eis, Proposicién 16.2]. ‘ |

Proposicién 1.14. Si ™ : A — B es un epimorfismo de k—dlgebras con
ker(m) = I, entonces eriste una secuencia ezacta de B—mddulos

d 1 1
TIE—_>B®AQAIJ¢ ’QBlk '0,

donde la aplicacion del lado derecho es dado por b ® da — bda y la del lado
izquierdo envia la clase de f a 1 ® df.

Prueba. [Eis, Proposicién 16.3]. [

Definicién 1.15. Sea k£ un anillo conmutativo y A una k—4&lgebra. Un
A—moédulo finito universal con derivada finita es un A-médulo finitamente
generado (f.g) Q}‘llk y una k—derivadad : A — thk, con la siguiente propiedad
universal : Si M es un A—médulo f.g y D : A — M es una k—derivada en-
tonces existe un tinico homomorfismo de A—maédulos

tal que D = fod.



Observacién. Notemos que todas las dlgebras con las que trabajamos tienen
derivada universal finita.

Notacién. Sea (R, 7) un dominio local con derivada universal finita, ponga-
mos

Qg
(L) = e
BT T(),)
donde T(Q}ﬂ .) es el médulo torsién y definamos d* : A — (Qk)* por medio
ded*=mod.

Observacion. Usaremos las definiciones de dimension de Krull, altura, se-
cuencia regular, profundida, anillo Cohen Macaulay, segin se presentan en
[Eis] o [Mats] y se detallan a continuacién.

Definicién 1.16. Sea R un anillo. La dimensién de Krull o simplemente
la dimensién de un anillo R, denotada como dim(R), es el supremo de las
longitudes de las cadenas de ideales primos en R. Es decir, dim(R) = n si
existe una cadena de ideales primos

RCPAGC - CP,

y ninguna cadena es de longitud es mayor. Una Cadena de ideales de longitud
n se define como una secuencia

Lch&---&l,
de ideales dos a dos disjuntos.

Definicién 1.17. Sea P un ideal primo de R. Definimos la altura ht(P)
como el supremo de la longitud de las cadenas de primos

RhchC---CP,=P.

Si el ideal I no es primo definimos la altura del ideal I como el minimo de
las alturas de los primos P que contienen a I.

Observacién. Cabe resaltar que algunos autores (ej. [Eis]) a la altura del
ideal I la llaman codimensién. '
Si el anillo (R, n) es local entonces

dim(R) = ht(n).

Teorema 1.18. Sea z1,...,Z. € R y P ideal primo minimal entre los primos
que contienen a x1,...,T.. Entonces ht(P) < c.
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Prueba. [Eis, Teorema 10.2]. [ ]

Definicién 1.19. Sea (R,n) un anillo local. La sucesién zi,...,z, se de-
nomina una secuencia de parametros si sélo si

n* C(z1,...,Za) C 7,

y dim(R) = n. Si ademés (z,,...,Z,) = n la secuencia se llama secuencia
regular de pardmetros -Ver | Eis., Corolario 10.7, pig 242]-.

Definicién 1.20. Sea (R, 7) un anillo local. Una sucesién {z1, ...,z,} se de-
nomina secuencia regular (o secuencia R-regular) si s6lo si la aplicacién

T;: R/ (:Dl, 00 C ,:lfi._l) — R/ <1‘1, 50¢C ,IL‘,;_I)

definida por @ — Z; - @, es inyectiva para todo ¢ = 1,...,n, y ademaés

(21,...,531;) #R

Definicién 1.21. Sea (R,7) un anillo local, por definicién la méxima longi-
tud de secuencias regulares del anillo (R,n) se denomina profundidad del
anillo R y se denota como depth(R).

Definicién 1.22. Sea (R,7) un anillo, I un ideal. La méixima longitud de
secuencias regulares de R contenidas en I se define como profundidad(I).

Definicién 1.23. Un anillo (R, 7) local es llamado Cohen Macaulay si
s6lo si profundidad(R) = dim(R). Ver [Mats.,16.A., Pag 103].

Proposicién 1.24. Sea (R,n) un anillo local Cohen Macaulay. Entonces
para todo ideal I tenemos

ht(I) + dim(R/I) = dim(R). (1.2)
Prueba. [Mats, Teorema 29, parte (i)]. |

Definicién 1.25. Sea k un cuerpo de caracteristica cero. Sea (R, n) un anillo
local de un punto cerrado suave y tal que R/n = k. Es decir

con 7 = (1 —ay,...,Zn — ap). Este anillo es un ejemplo de un anillo regular
loca esencialmente de tipo finito. (r.l.e.t.f.) Nosotros lo llamaremos r.l.e.t.f.
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Observacién. En esta tesis trabajaremos exclusivamente con los anillos
r.l.e.t.f, y sus cocientes. Notemos la forma especial que exigimos sobre el
maximal 7,. En el caso que k sea algebraicamente cerrado esta condicién
se da autométicamente. Como sus elementos son iméagenes de polinomios
entonces abusando del lenguaje también los llamaremos polinomios.

Ejemplo 1.26. El anillo (R,n) = (k[z1, - , Zm](z1,....em),T) €S I.l.e.t.f.

Observacién. Una manera de caracterizar los anillos r.l.e.t.f. es la que pre-
sentamos a continuacion :

Teorema 1.27. Sea S = k[z1,...,z,] el anillo de polinomios sobre un cuerpo
k, seal C S unidealy R = S/I. Sea P un ideal primo de S que contiene a I
cuyo cuerpo residual k(P) = K(S/P) es separable sobre k y sea ¢ = ht(Ip) C
Sp. Rp es regular local si y sdlo si Qp, es localmente libre en P de rango
r—C.

Prueba.(Eis, Corolario 16.21] [

Nosotros requerimos la siguiente versién.

Teorema 1.28. Sea (R,n) un anillo local e.t.f. El anillo (R,n) es regular
local sit ), es libre de rango igual a la dimension de Krull del anillo R.

Prueba. Se sigue del Teorema 1.27.
[

Observacién. Como el médulo 2}, es libre, usando una base de 2} definire-
mos en primer lugar la matriz jacobiana de F = (f,..., f) y luego su ideal
jacobiano. La independencia de la definicién del ideal jacobiano de la base
elegida se demuestra en el Apéndice. La definicién de ideal jacobiano que
presentamos en el anillo R depende de los representantes, y del nimero de
representantes del ideal I (ver Apéndice). '

También demostramos que los elementos dz,, .. .,dz,, generan una base
de O} si z,,. .., %, forman una secuencia regular de pardmetros.

Definicién 1.29. Sea Run anillor.l.e.t.f. Seal = (f1,..., fr), F = (f1,..., fr)
conr > 0y c = ht(I). Sea ey,...,en una base de Q% donde m = dim(R).
Definamos la matriz jacobiana de F en la base ey, ..., e, como Jac(F') =
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(fi;), donde df; = 2, f; ;e;. Por definicién el ideal jacobiano Jr es el ideal
generado por los menores c x ¢ de Jac(F') = (f;;)- En particular, si F' = f,

y R=k[z1,...,Zm](z,..z.) €ntonces Jp= <g~zf—

i=1,...,m

Observacién. Notemos que de la definicién del ideal jacobiano se tiene que
si f€ Rydf =), fie; entonces Jy = (f1,..., frm) . Més atin df € J; - Q}.

Observacion. Una propiedad que usaremos mdas adelante es el hecho que
todo menor M de orden 7 x r de la matriz Jac(F') esta contenido en el ideal
Jr (ver Corolario 1.40). Para demostrar esta afirmacién es suficiente notar
que ¢ < r (ver Teorema 1.18), y que los menores de orden 7 son combinacién
lineal de los menores de orden c de (f; ;).

Observacién En el caso particular que R = k[z1,...,Tm)(z1,..am)y I =
(f1,--., ft) y la base elegida sea dz;, . . . , dz,, tenemos que la matriz jacobiana
de I coincide con la matriz jacobiana que se define en [Hart.,Cap 1, & 5]. Més
aun, si definimos I(Y) := {f € k[z1,...,2a) : f(z) = 0 para todo z € Y},
como el ideal de Y, donde Y = Z(a), entonces podemos definir :

Definicién 1.30. Sea Y una variedad afiny {fi, ..., f:} generadores de ideal
de Y. La variedad Y es no singular en P € Y si el rango de la matriz (8%%)

en P es m —r, donde 7 es la dimensién de Y. (ver [Hart., & 5]).

Podemos asumir que P es el origen. La condicién que la matriz (gf'%)
. J
tenga rango c := m — r equivale a que al menos un menor de orden c x c sea

unidad en k[z1, .. ., Tm](z,,..zm)-

Por lo anterior el punto P = 0 es singular si Jp C 7 = (z1,...,Zn). Es
decir todo menor de orden ¢ x ¢ de Jr al ser evaluado en P = (0,...,0) es
cero.

Ejemplo 1.31. Sea f =22 +y3+2y g = 'z +y en k[z,y, 2)(z,y,z), entonces
(k[z,y, 2]/ {f, 9))(z,y,2) €S regular local.

Observacién. Los ejemplos anteriores se pueden deducir de un hecho cono-
cido en geometria algebraica : Sea Y = Z(a) una variedad e I(Y) el ideal
de esta. Se prueba que I{Y) = v/a. Sea F = (f1,..., fi), donde I(Y) =



(fi,..., ft). El jacobiano de F' no se anula en un punto p de Y si sélo si el
anillo de gérmenes de funciones requlares de Y en p

O,y :={(U, f) : U es un abierto en Y, f es una funcién regular}

es un anillo regular local. A continuacién presentamos brevemente los e-
lementos que intervienen en esta afirmacién. Por definicién una aplicacién
f + X — k es regular si para todo punto p € Y existe un abierto U con
p € U C Y, y polinomios g,h € k[z;,...,z,] tal que h es no nulo en U y
f = £. Aqui interpretamos los polinomios como funciones de k™ a k. Diremos
que f es regular en Y si es regular en todo punto de Y. El elemento (U, f) es
una clase de equivalencia, donde dos pares (U, f) y (V, g) son equivalentes si
s6lo si f = g en U N V. Gracias a [Hart, Teorema 1.3.2] se puede identificar
O,y con (k[zy,...,zn]/I(Y))p. Por otro lado se prueba que en el anillo
(k[z1,-..,zn])p se cumple que ¢ = ht(I(Y)), donde dim(O,y) = n — c.
Finalmente presentamos formalmente la afirmacién que realizamos al inicio
de la observacién : '

Teorema 1.32. Sea Y C k™ una variedad afin. Sea p € Y un punto de Y.
Entonces Y es no singular en p si sélo st el anillo local O,y es un anillo
regular local.

Prueba. [Hart, Teorema 5.1]. L

Ejemplo 1.33. Usaremos el teorema para verificar que el punto (0,0) es
singular para f(z,y) = z? + 3° en el anillo (k[z,¥](z,4),n)- El polinomio f
es irreducible. A partir de aqui se prueba que \/m = (f) . Por lo tanto si
tomamos Y = Z(f) entonces I(Y) = I(Z(f)) = /{f) = (f).

La dimensién del anillo (k[z,y]/ (f))(z,y) €5 uno. Si evaluamos la matriz
jacobiana de f en el punto (0,0) obtenemos que el rango de esta es cero.

Por lo tanto usando el Teorema 1.32 obtenemos que (k[z,y]/ (f))(zy) DO €s
regular local.

Ejemplo 1.34. Si (R,7) es un anillo r.l.e.t.f. Entonces R es un dominio -ver
Lema A.6 o Corolario 10.14 de [Eis.]- y 2} es un R-médulo libre finitamente
generado por el Teorema 1.28. Entonces Q}tlk es un R-moédulo finito universal
con derivada finita, es decir
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Como 0} es libre, si z € T(2}) (el médulo torsién de Q}) entonces

z = (z1,...,Zm,m) donde zi, ...,T,m € R, y existe un A € R no nulo tal que
A-z=0.
Esta tltima igualdad equivale a tener A-x; = 0 para todoi =1, ...,m. Como
R es un dominio y A es no nulo entonces z; = 0 para todo i =1,...,m y
entonces
(Q}t)* = Q}%’

y d* = d. Notemos también que d cumple la propiedad universal para todo
moédulo, en particular la cumple para los médulos finitamente generados.

Observacién. A continuacién presentaremos una relacién entre la clausura
integral de un ideal I, denotada por I, y la derivada universal finita.

Definicién 1.35. Un elemento z esta en la clausura integral de un ideal
I si satisface una ecuacién z" + a1z" ' + ... +a, = 0 con a; € I' para
l=1,...,n (ver [H-S, & 2.]).

Es obvi_cl de la definicién de clausura integral de un ideal que T C V1. En
particular Jy C \/Jy.

Proposicién 1.36. Sea (R,n) y k como antes y J C R un ideal propio de
R. Sir € n verifica que dr € J - Qk, entonces r € J.

Prueba. [HS, Corolario 2.2). [

Corolario 1.37. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, r € . Si d(r) es un elemento
en J - Q% entonces r € J.

Prueba. En efecto, del Ejemplo 1.34 obtenemos que (Q})* = Q', y d* = d.
La Proposicién anterior nos da r € J. [}

Corolario 1.38. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. y f € n. Entonces f € |/ Js.

Prueba. Notemos que

dfle'Q}{:-:{Z)\'w:WGQ}z;AGJf}.

finita

11



En efecto, como df = £, . fidz; en la base dz; coni =1,...,my el ideal
jacobiano Jy es generado por f;, entonces fii € Jy - Qk.
Del Corolario 1.37 obtenemos que f € Jy C /Js. [

Proposicién 1.39. Sean K C L cuerpos de caracteristica cero y {Ta},cp C
L una coleccion de elementos. Entonces {dZ},c, s una base de Q como

un espacio vectorial sobre L si sdlo si {z,} acA €S una base de transcendencia
de L sobre K.

Prueba. [Eis, Proposicién 16.14]. |

Una aplicacién de la Proposicién anterior se manifiesta en el siguiente
Corolario.

Corolario 1.40. Sea (R,n) = (k[z1,.--,Tm)(z,,. 2.y M Y {f1,---, r} CR,
P un ideal primo con Jp C P. Supongamos que f; ¢ P para todo i. Entonces
en T = Q(£) (el cuerpo de fracciones de R/P) los elementos {f1, ..., f;} no
son algebraicamente independientes sobre k.

Prueba. El grado de transcendencia de R es m. Si r > m entonces los
elementos {fi,..., f,} en Q(R) no son algebraicamente independientes sobre
k. Por lo tanto los elementos f, ..., fr en Q( %) tampoco son algebraicamente
independientes sobre k.

Supongamos que 1 < m. Sea W =T™ y L : W — QL definido por
L(ej) = dz;. Si ponemos

v; = (ij/azl,. 5q ,ij/ascm)

entonces L(v;) = df;. También notemos que los v; para j = 1,...,7 no son
Li, pues el jacobiano de la matriz de los vectores v; en la base candnica es
siempre cero ya que todo menor M de orden r X r de la matriz (0f;/0z;) (de
orden m X r) es un elemento de Jr y Jr C P. Es decir M =0 en R/P C T.
Por lo tanto existen A; € T tal que ) Ajv; = 0. Si aplicamos L tenemos que

Z:j Ajdf; = 0.
Por la Proposicién 1.39 ello significa que los {fi,:.., f,} no son alge-
braicamente independientes sobre k. _ [

Observacién. Una generalizacién del Corolario anterior para dlgebrasr.l.e.t.f.
se presenta a continuacion :
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Corolario 1.41. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f. y {f1,..., fr} C R, P un ideal
primo con Jp C P. Supongamos que f; ¢ P para todo j =1,...,r. Entonces
enT = Q(%) (el cuerpo de fracciones de R/P) los elementos {fi,. .., fr} no
son algebraicamente independientes sobre k.

Prueba. Sea dz,...,dz,, una base con la que se definié el ideal jacobiano
y

m

: i=1
la representacién de df; en esta base. Si ponemos v; = (fij,--.,fmj) ¥
definimos L : W — Q. como L(e;) = dz; la demostracién del Corolario 1.40
permanece valida. |

A continuacién mostraremos un ejemplo donde la situacién planteada
anteriormente sucede.

Ejemplo 1.42. Sea (R,n) = (k[z,Y]y m) ¥y f = z2 + 2, g = 2% — 32
Entonces Jsg = (zy) C P = (z) y el ideal primo P no contiene a f ni a g.
Ma4s aiin si tomamos el polinomio Q(w, 2) = w + 2 entonces Q(f,g) =0 en
T = Q(R/P) el cuerpo de fracciones de R/P.

Observacién. Bajo las hipétesis del Corolario 1.41 hemos obtenido un poli-
nomio no nulo Q(z,...,z,) € k[zi,...,z,] tal que Q(f1,...,fr) = 0 en el
cuerpo T. Como Q(f1,..., fr) € R/P de la inclusién natural R/P < T es
claro que P(fy,..., fr) =0 en el anillo R/P. Esta relacién, P(f;,...,f,) =0
en el anillo R/P, serd una de las mas importantes en la que se basaré la
mayoria de los resultados que presentaremos en los demas capitulos.

Entre otras estructuras que se le proporcionan al complejo de Hochschild
se encuentra el producto barajado que definimos a continuacién.

Definicién 1.43. Sea S, el grupo simétrico. Una (p,q) baraja es 0 € Spy,
talque o(1) < ... < o(p); o(p+1)<...<o(p+4q)

Definicién 1.44. Definamos el producto barajado
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donde o recorre sobre las (p, g) barajas, y |o| es el signo de la permutacién,
ver [Lod, Definicién 4.2.1].

Definicién 1.45. Una k—4&lgebra se denomina no negativamente graduada si
A=0R,Aiyzy € Aiyjparaz € A;ey € A;. Siademss z-y = (—=1)kIvly. ¢
entonces A se denomina conmutativa graduada.

Proposicion 1.46. El borde de Hochschild cumple
H((X*Y)=bX)*xY + (=1 X % b(Y)
Prueba. [Lod, Proposicién 4.2.2]. [ |

Definicién 1.47. Una k—4lgebra diferencial graduada (A.D.G) se define
como un algebra graduada con un morfismo 9 : A, — A,-1 que cumple la

regla de Leibniz .
d(ab) = 8(a)b+ (—1)"°lad(b)

y es un diferencial, es decir 30 9 = 0.

De la definicién anterior tenemos la siguiente proposicién

Proposicién 1.48. Si A es una dlgebra conmutativa entonces (C(A), *,b)
es un ADG y HH(A) es un dlgebra conmutativa en el sentido graduado, es
decir oy = (—1)l=llvlyg

Prueba. [Wei, Proposicién 9.4.2]. |
Corolario 1.49. Eziste un morfismo de anillos graduados
P : A*Q' — HH,(A),

dado por P(rodri A ... Adr) =[(To® 1) *... % (1 ®1,)]. St Q C k entonces
la aplicacion es inyectiva.
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Prueba. [Wei, Corolario 9.4.4]. [ |

La siguiente definicién nos indica bajo que condiciones el morfismo 1 es
un isomorfismo. '

Definicién 1.50. Diremos que un algebra conmutativa unital A es suave si
el ideal I = Ker(u: A® A — A) es generado por una secuencia regular en
el anillo local (A ® A)(u)-1(y), Para todo ideal maximal 7 en A.

Observacién. Como el dlgebra A es proyectiva como k—médulo tenemos
que HH,(A) = Tor®A"(A, A). Si ademss el algebra es suave entonces I
es generado localmente por una secuencia regular. El complejo de Koszul de
esta secuencia es una resoluciéon de A como A ® A —médulo. Si usamos esto
dos hechos obtenemos que HH,(A) = 2%.

La formalizacién del comentario anterior se refleja en siguiente teorema.

Teorema 1.51. (Teorema de Hochschild-Konstant-Rosenberg.) Sea
A una dlgebra conmutativa e.t.f. sobre un cuerpo k. Si A es suave entonces

W : QU — HH.(4)
es un isomorfismo de dlgebras graduadas.

Prueba. Ver [HKR). =

Proposicién 1.52. Si (R,n) es un anillo r.l.e.t.f entonces R es suave
Prueba. Ver [Apéndice, Proposicién A.58]. [ |

Corolario 1.53. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. entonces

Prueba. Se sigue del Teorema 1.51 y Proposicién 1.52 a

Proposicién 1.54. Sea R un anillo local noetheriano conteniendo un cuerpo
k. Si R es suave sobre k entonces R es un anillo regular local.

Prueba. Ver [Wei, Teorema 9.3.11]. L
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1.2. Homologia Ciclica.

Presentamos la definicién asi como las propiedades bésicas de la ho-
mologia ciclica. Un hecho que queremos destacar es el cilculo de la homologia
ciclica del dlgebra graduada k[z]/(z™*!). En los dos libros bésicos [Lod] y
[Wei] que citamos asi como en [Vi] se encuentra planteado solamente.

Existen diferentes maneras de definir la homologia Ciclica, nosotros par-
tiremos de un complejo simplificado.

Definicién 1.55. Sea A una k algebra unital. Definimos
B: A® A®" — A® A®"H!

por medio de B(ao, .. .,as) = Y(D)"(1®ai®...Qa,®ar® ... ®a;—1) —
(—1)6D0, 110 e®...0. RN ®...® ai_y).

Se verifica que BoB=0y Bob+bo B =0.

Definicién 1.56. Sea el bicomplejo B(A)

Definimos la homologia Ciclica de A como HC,,(A) = H,(Tot(B(A), B+Yb)).

Observacién. Es claro que la homologia de las columnas de B(A) calculan
la homologia de Hochschild de A. Si reemplazamos las columnas del complejo
B(A) por el complejo de Hochschild reducido obtenemos que la homologia
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ciclica es isomorfa a la homologia del bicomplejo B(A)

b lb b
'
ARA 5 ARA—A
b lb
'
AR A~z A,
y
A

donde A = A/ky B(ag,...,8) =3 (-1)"(1Q€%®...0, QT ® ...Ti-1)
De manera mas precisa tenemos el siguiente Teorema.

Teorema 1.57. Sea A una k—dlgebra unital entonces
HCn(A) = Ha(Tot(B(A))).

Prueba. Como el morfismo de slgebras m : A — A se extiende a un mor-
fismo de bicomplejos 7 : B(A) — B(A) y las columnas de B(A) y B(A) son
quasi isomorfas entonces las homologias de los complejos B(A) y B(A) son
isomorfas. [

Ejemplo 1.58. Si A = k obtenemos HC,(k) es k en grado par y cero en
grado impar. De manera general tenemos

Proposicion 1.59. Para toda k— dlgebra conmutativa con unidad se cumple
1

dA _

Prueba. [Lod, Proposicién 2.1.14]. ]

Teorema 1.60. Dado una k— a’lge‘bm A eziste una secuencia ezacta larga

++ —= HCp_1(A) —> HHp(A) —1> HCo(4) —%> HCp3(4) 5>
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Prueba. Es suficiente tomar la secuencia exacta larga en homologia de

0 —= (C,(A),b) —= (CC.(A),b+ B) —= (CCs—3(A),b+ B) —=0
[
Observacion. Es claro que si f : A — A’ es un morfismo de k—4&lgebras en-
tonces este induce un morfismo de complejos CCr(f) : CCr(A) — CC,(A").

A continuacién veremos la homologia ciclica en el caso suave

Lema 1.61. Sea A una k— dlgebra conmutativa con unidad. Entonces el dia-
grama

0 —2> HH,(A)
AR
it —2 HH,11(A),
donde Y(rodri A ... Adr) = [(To ®71) * ... * (1 ®T4)], es conmutativo.
Prueba. [Wei, Lema 9.8.10]. [ |

Observacién. La aplicacién (1/n!)w de Loday Quillen induce un morfismo
de bicomplejos.

(1.3)

(1/n)w
—

A
En el caso suave usando el hecho de que % en cada.columna induce un
isomorfismo Q% ~ HH,(A) (ver Teorema 1.51) tenemos :

Teorema 1.62. Si A es un dlgebra e.t.f suave sobre k entonces
Q‘n
HCh(A)=-=2s 0o HiFZA®...
a2’y
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Prueba. Basta tomar las homologias de los complejos totales en 1.3. |

Observacion. Para ver algunos ejemplos mas analizaremos la definicién de
la homologia ciclica en el caso graduado.

De la definicién vemos que C(A) y CC(A) se descomponen en C(A) =
@D; C(A); y CC(A) = @, CC(A);, donde

(A@A")i= P A ®A, ®...®@ A,
Zij=i

Lo que si es menos obvio es el Teorema que enunciamos a continuacion.

Teorema 1.63. Sea A un dlgebra graduada unital sobre k O Q. Entonces la
secuencia SBI se descompone en

Vi > 1.

Prueba. [Wei, Teorema 9.9.1]. ‘ |
Continuemos con nuestro ejemplo.

Ejemplo 1.64. Sea A = (—I’f,..q_)—@—-, entonces por definicién tenemos

T e _
A d(xm+1) + gmHl. Qlt[z]

Como d(z™*!) = (m + 1)z™dz, usando el isomorfismo Q4 ~ k2], la igual-
dad anterior es equivalente a

y la aplicacién d : A — QY quedaria definida como Z* . kz*~1. Para todo Z*
en Q4 con k < m podemos tomar (1/(k+ 1))z**! € A no nulo, y tenemos que
d((1/(k+1))z**1) = z*. Entonces d(A) = 4. Por lo tanto de la Proposicién
1.59 obtenemos
HC,(A) = 2 =0
1(4) = 773 =0.
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Definamos los médulos HH,(A) := —f[g"{ﬂl 2)- y HC,(A) = I}{{c::,( :0)-. De las
secuencias exactas

0— HCy(A) —= HH,(A)— HC,(A) —=0

como HC)(A) = 0 se sigue que

Debido que Ag = k entonces HH,(Ap) = 0 para todo n > 0. Esto significa
que HH,(A) = HH,(A) para todo n > 0. Por lo tanto

HCo(A) ~ HCy(A)r ~ HHy(A) ~ HH,(A).

El isomorfismo HCy(A) ~ HH;(A) prueba que HCy(A) = HC(Ao)®HH:(A).
Debido a que HCy(Ay) ® HH,(A) y A = HHy(A) son espacios vectoriales
de igual dimensién entonces HCp(A) ~ H Hy(A).

De la secuencia

0 —> HC,(A) —=> HH3(A) —>> HC3(A)r —> 0,

como dimk(Ifcg(A)) = dimi(HH,(A)) = dimy(HH,(A)) para todon > 0
entonces HC3(A) = 0.

Admitamos como hipétesis inductiva que HC,(A) ~ HH,(A) para n par
y H C’n+1 = 0. De la secuencia exacta

como HCp 1 (A) = 0, por hipétesis inductiva, entonces HC'py2(A) ~ HH,2(A).
Finalmente de la secuencia

0 — HCpy2(A) —=> HHyy3(A) —>> HC,,3(A) —= 0

como dimy(HCp42(A)) = dimi(H Hpy2(A)) = dimi(HH,3) entonces HCr43(A) =

0. Esto finaliza la prueba de induccién. Como H Co(A) = HHy(A) de la
ecuacién
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para n 2 1 y el hecho que Ag = k se prueba que

HHo(A) si n=0
HC,(A)=({ HH,(A)® k sin es par (1.4)
0 si n es impar

Definicién 1.85. Dada la k—élgebra A, definamos el complejo periédico

CP(A):
o,
T AQAT— AR A+—A
lm l
e A@AE—A
Lk
ARA+2E— A
16

y la homologfa ciclica periédica HP,(A) = H,(CP(A)).

Definicién 1.66. Definamos el complejo periédico negativo, al cual deno-
taremos como C'N(A), de la siguiente forma

CN(A):

y la homologfa ciclica negativa como HN,(A) = H,(CN(A)).
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Observacién. De las definiciones anteriores tenemos las secuencias exactas
cortas

0 —> CN.(A) — CP.(A) — CC._5(A) —= 0,

0 —= CN,42(A) —= CN,(A) —(C(4),) —=0,

las cuales proporcionan una secuencia exacta larga que relacionas sus ho-
mologias.

1.3. Meétodo de Calculo

Desarrollamos la teoria de la homologia de Hochschild y ciclica para dlge-
bras diferenciales graduadas. Este estudio nos lleva a conocer la homologia
ciclica y Hochschild para dlgebras de la forma R/I, donde R es un anillo
r.l.e.t.f. e I es un ideal de tipo intersecion completa. Presentamos la definicién
de un &lgebra diferencial graduada, y calculamos el primer médulo de difer-
enciales de Kéhler graduado para algebras de la forma AV, y R ® AV donde
V es un espacio vectorial graduado. Finalmente desarrollamos las herramien-
tas necesarias para poder demostrar una versiéon graduada del Teorema de
Hochschild Kostant Rosenberg, presentamos un bosquejo de la demostracién
de la descomposicién de Hodge de la homologia de Hochschild y ciclica. Esta
decomposicién se realiza de la siguiente manera : El complejo ciclico de R/I
se reemplaza por el complejo ciclico de R ® A(V), que es el complejo ciclico
de (T(R® A(V));0,b, B). Este es quasiisomorfo a un complejo de la forma
(¢,6,0,3). El complejo ciclico y de Hochschild de este se descomponen en
ciertos complejos §}+k y & que son quasiisomorfos a L; y D;. De aqui se
sigue que estos complejos calculan la homologia ciclica y de hochschild del
lgebra R/I.

Observacién. Recordemos que una k—3&lgebra diferencial graduada (A.D.G)
se define como un élgebra graduada con un morfismo 0 : 4, — A,_; que
cumple la regla de Leibniz '

d(ab) = d(a)b + (—1)!*ad(b)

y es un diferencial, es decir 80 @ = 0. Entre los ejemplos que nos interesa se
encuentra el siguiente
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Ejemplo 1.67. Sea (R,7n) un anillo r.le.t.f., I = (fi,..., f;) un ideal. Defi-
namos N = @]_, R - e; y el complejo

K(f1,.-.,fr) =AN =P AN,
p=0
donde d(ei, A ... Aey) = 37 (—1) td(es)ei A ... A& A ... Ae, con
d(e;;) = fj. El producto en K(f, .., f;) se define como w-n := wA7. También
se prueba que el diferencial d cumple d(w A 1) = d(w) An + (=1)*lw A d(n).

Observaciéon. Notemos que si V = @]_;k -e; entonces N = RQV y K =
R ® AV como élgebras graduadas. Mas ain K(fi,...,fr) = ®_, K(fi)- A
continuacién presentaremos un teorema que serd pieza fundamental en las
propiedades que presentamos en el segundo Capitulo. Este Teorema se llama
criterio de ezactitud y es enunciado a continuacién

Teorema 1.68. Sea A un anillo noetheriano. Un complejo de longitud finita
de mddulos libres (de tipo finito)
M:0—My<—M<—~=" -<—M, 0

es ezacto ezxcepto posiblemente en el nivel 0 si al localizar en cada primo P
de profundidad(P) < n— 1, Mp es ezacto salvo el nivel cero.

Prueba. Corolario 1.4.14 de [BH]. |
Corolario 1.69. Sea

M:0 MO Ml > 00 > [ —— - .

un complejos de mddulos libres f.g. y H*(Mp) = 0 para todo P con ht(P) <
m, entonces H'(M) = 0 para todo i < m

Prueba. Se sigue del teorema anterior. |
Para ilustrar su uso presentamos la demostracién del siguiente lema.

Lema 1.70. Sea (R;n) es un anillo r.le.t.f. Sea I = (f1,...,f.) donde
{fi,---, fr} es una secuencia regular entonces H*(K(fi,..., f.),d) =0 para

tOdOi#m yHr(K(fl)vfr)) =R/<f1)"'7f1'>'
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Prueba. La demostracién se basa en el Criterio de Exactitud.

Como K(fi,-..,fr) es un complejo de médulos libres f.g de longitud
aplicamos el Teorema 1.68 cuandon =7.

Sea P un primo tal que profundidad(P) < r—1. Como profundidad(I) =
r, entonces P 2 I. Es decir algin f; no esta en P,. Sin perdida de gen-
eralidad podemos asumir que el elemento f,. es unidad en el anillo Rp.
Como K(fi,...,fr) = @i-, K(f;) entonces podemos escribir el complejo
K(fi,..., fr) de la siguiente manera

(K (f1,--- ,fr—l))z‘T (K (fa,- ' y fr=1))2

(K(f1,-- -5 frm) ~— (K(f1s---s fr=1)n

(K(fur- s Frea)o 5 (K (fur- s Frto.

Debido a que el elemento f, es unidad, al calcular los médulos de homologia
de las filas del complejo anterior obtenemos cero en todo nivel. Es decir el

complejo K(fi,..., fr)p €s exacto en Rp. Por lo tanto, usando el criterio de
exactitud obtenemos que el complejo H*(K(f1, ..., fr)) = 0 para todo i # .
[

A continuacién_definimos la homologia de Hochschild y la ciclica para
algebras diferenciales graduadas.

Definicién 1.71. Sea (A, 8) una k—élgebra diferencial graduada. Definamos

en
Cra(A) =(A® _A®p)q =QA;,® zil ®...Q Z,-p,

donde la suma recorre las (p + 1)—tuplas (i, ...,%) tal que io+...+1ip, =g,

los morfismos

8(ai, ®Ti, ®...®8;,) = »_(—1)THi1g, ®...®0(a;,) ®...0T;,,

7=0

p
b(a,-o ®a; ... ®Eip) = E (-1)a, Ra;, Q... ®a,-,.6,-,.+1 ®...0a,+
Jj=0
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(—l)ip(i°+"'+ip_l)+paipaio ®...0a,_,.
Observacién. Se verifica que 909 =0,bob=0,90b—bo 0.

Definicién 1.72. Definamos el complejo de Hochschild del A.D.G (A, 9)
como el complejo total de

]
T(A): Coo = 5 Co; = ) Cop <
b lb b
4
Cro 5 Cn 5 Cra =
¢ l" ‘v
Coo <5— Co1 =5~ Coz.

Acé Cpq := Cp 4(A). La homologia de Hochschild del A.D.G (A, 3) se define
como HH,(A,d) := H,(Tot(T(A))).

Definicién 1.73. Definamos B : Cp 4(A) — Cpy1,4(A) como

p
B(a:p ®8:, ®...08,) = > (-1)P108;,®...5, ®8;, ®...®T;,_,,
j=0

P
donde e(j) = jp+ X (D %)

h=j  k#h
Observacién. Se verifica que bo B+ Bob=Bod—00oB=0;y BoB =0.

Definicién 1.74. Definamos el complejo ciclico del A.D.G (A, 8) como

TOt(TL(A))z <~ Tot(T(A))1 <2—Tot(T(A))o
b+d ’ '
Tot(T(A))1 <2— Tot(T(A))o

bt+d

Tot(T(A))e.
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La homologia ciclica del A.D.G (A, 8) es por definicién
HC,(A,d) := H,(Tot(Tot(T(A),b+ d), B)).
Observacion. Generalizar la estructura anterior nos lleva a la siguiente
definicién.
Definicién 1.75. Dado el bicomplejo (Mp q; b, d)

M :

Definimos H H,(M) = H,(Tot(M),b + d).

Definicién 1.76. Sean (Mpq,b,d) y B : M,y — Mpiy4, con Bo B =
Bod+doB=Bob+ bo B = 0. Definamos el bicomplejo D

| 1

M, —— M, <2— M,

Joe |

M1<—B—M0

|+

My
donde M, = @, ,—p, Mp,q, B : Mp — Mpy1 y HCR(M) = H,(Tot(D)).

Observacion. Veamos lo que sucede si b = 0. Para dimensiones bajas, el
complejo D se expresa como
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l B
M3 © Mz @ M2 @ Moz <—— Mz © M1y @ Moz — -+ -
| | l
Mo & My, & Mo
J |
Mo & Mo, = z Moo
d

Moo

Analizando los morfismos vemos que D se descompone en los complejos E?,
E! y E2, ... los cuales son

yEIEN

Moy, Mg <—Mpyz Moy <~— M= Mo2

R A R O

My Mpy<—Mon My ~— M = Mo,

S TN O R S

Moo  Myo<2— Mo My < B Mo =— Moo

respectivamente. De aqui obtenemos que HCy(D) es la homologia en nivel
cero del primer complejo, HC) (D) resulta la suma de la homologia de grado
uno del primer complejo y cero del segundo complejo. Finalmente HC,(D)
resulta la suma de la homologia en grado dos del primer complejo, en grado
uno del segundo y cero del tercer complejo. En general tenemos:

Tot(D)n = @izo M2 = @izo {@n—zi Mp.q} » Y como
My, : Mo ® Mp_1,® Mp22®0.. 0 Mopno® Myfn1® Mon
Mn—2 : O @ Mn_2,0 @ M‘n—‘3,1 @ LRI @ M],,n,—3 @ Mo'n_z @ O
Mg 0000 My_g0®...® Mons®0D0
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entonces Tot(D)n, = @, 4pn {Dizo Mp—i,q—i}- Por lo tanto, si definimos
E? = D;>0 Mp—iq-i tenemos que (E?, B + b) es un bicomplejo. En efec-
to si (@pg+1,8p-1,9s - - - » Cn—k—ijkt1—is Qn—k—(i+1)k+1—(i+1)s - - -) € Ef,’+1 entonces

(B +d)(@pg+1, Bp—1,g5 - - - 5 Cn—k—ikt1—is QAn—k—(i+1),k+1—(i+1)) - - )=

(dapg+1+ Bap1,g;- -+, d0n_k—iks1-i + Ban_k—_(i+1)k+1-(i+1)s - - -) € EE.
Mas atn Tot(D)n = @,y gup EE y HCr(M) = ;=0 H,_,(E?).
La afirmacién anterior se refleja en el siguiente diagrama
Totni1 = ES..® El® E2_, ®...0 Ep+l
| I ]
Tot, = Elo El & E2_, D...0 0
Tot, 1= ES_ & E! , E2 , D...0 0

el cual en cada sumando se escribe como

-k .

My gy ~———— Mp_ k1

l

My g1 k-1 <— Mp_k_2k-1

l

My gk 2k 2 <—

Con ello vemos en la definicién anterior que si b = 0, la homologia ciclica
se descompone en suma de la homologia de ciertos complejos (E?,d+ B). La
homologia de Hochschild tiene una descomposicién similar.

Definicién 1.77. Dado (Mpq,0,d) y B : Mpq — My, ,, donde Bo B =
Bod+doB=Bob+bo B = 0. Definamos el bicomplejo negativo CN
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||

5 Mz <5— M,

1d+b 1d+b
e My ~— Mo
| 7 e
M, <2— M,
1d+b
My

y la homologia como HN,(M) := H,(Tot(CN)) como la homologia ciclica
negativa.

Definicién 1.78. Dado el bicomplejo (Mp,4,b,d) y B como en la Definicién
1.76 definamos los complejos L; de la siguiente manera

d N
Mj’o*d_MjJ‘i_Mﬂ(._...‘_d_Mj’*,d_...

y el bicomplejo (M, 4,d, B) como

Finalmente definamos el complejo M2P como
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Proposicién 1.79. Sea (Mpq,b) y B : Mpq — My, 4 como en la Defini-
cion 1.76. Si b =0 entonces

HHn.(M) = é Hn—p(Lp)’
=0

HCn(M) = €D Hn—p(EX)-
p=0
Prueba. Se sigue del andlisis anterior. |

Proposicién 1.80. Sea (M4, b,d) y B : Mpq — Mpy1,, como en la Defini-
cion 1.76. Si b= 0 entonces

HNi(M) = H Hi_2p(M>P)

PEZ
Prueba. Similar a la prueba anterior. i [

Para grados bajos basta analizar la descomposicién de la homologia del
siguiente complejo

" v v
. - ;= M3o ® M1 & Mi2 & Moz <—— Moo ® M1 & Mo2
d
y y y
-+ <—— M30 & Ma1 & M1z & Moz =—— Moo ® M11 ® Moz Mo ® Moy
d d d
y y B A
Mo ® M1 & Moz = M0 & Mo, - Moo
J _
y B y
% Mo ® Moy = Moo

4

R MOO
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La definicién de la homologfa ciclica nos permite apreciar de manera inmediata
la siguiente proposicién :

Proposicién 1.81. Dada (A,8) una k—dlgebra diferencial graduada entonces
eziste una secuencia ezacta larga

<+ —= HHp(A,8) —1> HCn(A,8) —~ HC,,_5(A, 8) —2> ..
Prueba. Es suficiente tomar homologia en la secuencia exacta corta
0 ——=Tot(T(A))« —= Tot(Tot(T'(A)), B)x — Tot(Tot(T(A)), B)x—2 —=0
|

Observacién. En el teorema que viene a continuacién usamos la siguiente pro-
piedad : si f es un morfismo de bicomplejos el cual restricto a cada columna o fila
es un quasitsomorfismo entonces f induce un quasiisomorfismo de bicomplejos.

Teorema 1.82. Sea f : (A,0) — (B,0) un quasiisomorfismo y k un cuerpo
entonces f induce un isomorfismo en la homologia de Hochschild y por lo tanto en
la Ciclica.

Prueba. En los complejos de Hochschild T'(A), T'(B) las filas resultan ser (A; 8)®,
(B;9)®,y f:(A,8) — (B,08) es un quasi isomorfismo. Entonces las férmulas de
Kiinneth indican que f : T(A) — T(B) establece un quasiisomorfismo a nivel de
cada fila de los complejos T'(A) y T'(B). Esto significa que tenemos un quasiisomor-
fismo entre los bicomplejos T'(A) y T (B) - de acuerdo a la observacién anterior-.
De aqui, del mismo modo, se prueba también que f establece un quasiisomorfismo
entre la homologia ciclica de A y B. ||

A continuacién desarrollaremos los conceptos necesarios para presentar una
generalizacion del Teorema de H.K.R (Teorema 1.51) para el caso graduado.

Definicién 1.83. Sea (A,9) una k—4élgebra diferencial graduada. Definamos el
(A, 8)—mdbdulo graduado

(A9 N :
donde N = (1® ab — (-1)l*la ® b — (-1)Ftlp ® @), a,b homogéneos, A[—1] =
EB"'A[_]-]‘" y A[_I]n = Ap-1.
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Definicién 1.84. Sea (A,8) una k—A.D.G y M un (A,8)—médulo graduado.
Diremos que una aplicacién k—lineal

D:(A0) - M
es una derivacién graduada si
D(a-b) = (=1)ela. D(b) + (-1)1a%p . D(q).
Ejemplo 1.85. Sea (A,9) una k—A.D.G. La aplicacién
d: (4,0) = Qa

definida como d(a) = 1 ® @ cumple la definicién anterior. La relacién que guarda
0 y d es la siguiente : Si en A ® A[—1] definimos el diferencial

daga(a®b) = 8(a) @b — (—1)a @ 5(3),

y denotamos por J la aplicacién 0 en el £ A,9)- Entonces

dod(a)+éo0da) =1®9(a)+6(1®a) =180(a) —1® d(a) = 0.

Nota. Existen diferentes maneras de definir un derivada para el caso graduado;
una que se encuentra en [Vi] y otra la de [Lod]. En esta parte se analiza la relacién
entre ellas; la que presentamos a continuacién.

Definicién 1.86. Definamos la aplicacién u: A® A — A como p(a ®b) =a - b,
el =Ker(u).

Lema 1.87. Con la estructura de dlgebra (a ® b) - (z®y) = (-1)Plzlaz @ by,
definida en A® A el ideal I es generado pora® 1 —1Q®a.

Prueba. En efecto si u(3>_; ai ® b;) = > _; a; - b; = 0, entonces

ARA I
Lema 1.88. Sea A un A.D.G., entonces ®, =~ 13 donde N se define de la

siguiente manera N := (1®ab—a ®b— (—1)°lblp ® a).
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Prueba. Seaac: A A — Ilz' definida como a(a®b) = a® b— ab® 1, de las
igualdades

alc-(a®b)) =a(ca®b)=ca®b—cab®1 =c-ala®b)

a(l®ab—a®b— (-1)Pp®a) =
1®ab—ab®1—(a®b—ab®1)— (1) b@a—ba®1) =
1ab—a®b— (- @a+ab®1=(10a—a®1)1®b—-—bR®1),

tenemos que a induce una aplicacién « : A;;,A — i-"rz* a la cual también denom-
A®A

inaremos a. Ahora tomemos 8: A® A — — definida como B(a ®b) = a ® b.

Del hecho

NI
—a®1=1®a-1-a®1-(-1)ll1 g,

tenemos que B(1 ® a —a® 1) = 1® a. Por otro lado notemos que todo elemento
z € I? se escribe como

z =) ri(1®e;i—a;:@1)ri(18b;—b;®1) = ) _(—1)*rirj(1®a;—a;®1) (10bi—b;®1),
i i )

(ver Lema 1.87), pues
(1®a;—ai)ri(l1®b—b;®1) =
: (_1)Iaillfil,-; ® ab; — (_l)la.-l(lr£|+lbil),.;bi ®a; —air, ®b; +airlbi ® 1=
(_‘l)laellrﬁlrg(l Ra;—ai®1)(1®a;i—ai® 1),

y como

B((1®a—a®1)(1®b-0®1)=1Qab—a®b— (—1)lllb@a+ab® 1€ N’

g égﬁ Ahora

y B es A lineal. Entonces hemos definido una aplicacién 3 : 7N

como
Boa(a®b)=PF(a®b—ab®1) =a®b,
y R ——
aof(1®a—a®l)=a(l®a)=1Qa—-a®1
concluimos la prueba del lema. |
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Una de las propiedades que se preservan del caso no graduado es la siguiente

Lema 1.89. El A—mddulo Q) tiene la propiedad- universal : Dado cualquier
derivacion D : A — M existe un tnico f : Q4 — M morfismo de A mddulos

que hace que el diagrama
A = M
N A
Q4

conmute.

Prueba. Es suficiente definir f(a ® b) = aD(b) [

Observacién. notemos que el morfismo d; : A — ‘11?,4 definido como dj(a) =
1 ® a verifica la siguiente igualdad

d1(ab) = ady (b) + (—1)allblpd, (q).

Definamos la aplicacién

" De la definicién tenemos que
d'(ab) = (~1)I°*ld; (ab) = (— 1)+l (ady (b) + (—1)/!lbd, (a)) =
(~Dela(=1)%1 (b) + (~1)PHHelllp(— 1)l ay (a) =
(=1)lelad’ (b) + (—1)lel+lallblpg(q)
= (=1)Plad'(b) + (-1)"Mbd'(a),
es decir d’ es una deriwlracién.

Lema 1.90. La derivadad' : A — éﬁ;ﬁ cumple la propiedad universal : Para toda

dertvacion graduada
D:A—-M

eziste un unico morfismo f : —4-516.,4 — M, tal que el diagrama

A D - M
SN
ARA
NI

conmute.
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Prueba. Definamos la aplicacién f; : A® A — M como fi(a ® b) = (—1)%aD(b).
Sea 1® ab—a ®b — (—1)!%¥p ® a un generador de N’, entonces

fil®ab—a®b- (—1)4¥p a)
= (=1)le+P¥ D(ab) — (-1)PlaD(b) — (~1)lalblHalpD(a) =
(~1)leH#l((—1)elaD(B) + (~1)IHDPbD (@) - (~1)MaD(b) - (~1)P+elbD(a)
= (-1)¥aD(b) + (—1)lalbI*lalpD(a) — (—1)PblaD(b) — (—1)ellbl+elpD(a) = 0.
Por lo tanto f; induce una aplicacién en el cociente

AR A
£

— M,

més ain notemos que f o d'(a) = D(a). Adems4s es claro que f es tnica. [
Corolario 1.91. El mddulo Q% A,9) €5 isomorfo al médulo graduado AJIS;,‘A.
Prueba. Se sigue directamente de la propiedad universal. |

Ejemplo 1.92. Sea V un espacio vectorial graduado y AV el dlgebra simétrica
libre en el sentido graduado, entonces 4, = AV ® V[—1]. En efecto, definamos
la aplicacién

d: AV — AV @ V[-1]
como

n
d(vl r 'Un) = E (_1)|1'1|+---+|vi—1|-i-|vi|(|v.'.¢-1|+---+|v,‘)|),u1 Ty U @ T
i=1

Sean z, y elementos en AV. Sin perdida de generalidad los podemos suponer que
son de la forma £ =v;---v, y ¥y = w;p - - - wy,. Entonces

d(vl"'v‘n'wl"'wn)=

m
Z(_l)avl 5 ..6‘:. ©cUn .y@ﬁi +Z:(_1)bx -wq - ..ﬁj...wm®"w_'i’
i=1 =1

donde a = |v1| + - - - + |vi—1| + [Til(Jvisa| + - -+ |vn| + y]) y b = |z| + |wr]| + - - +
|lwi-1| + [@;|(|wit1| + - - - + |wm]|). Como

vy - 'ﬁi ceeUp Y= (—l)lwl(lvl—lv‘ll)y cvp - .'ﬁi -+ Un,
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entonces la igualdad anterior se escribe
(~DWIFly - d(z) + (-1)lz - d(y).

Esto indica que la aplicacién d es una derivada.
Por otro lado, para toda derivada D: A - M y z = v; - - - v, elemento en AV
se cumple que

T
D(z) = Z(_].)|"1|'|""+|vi—1|+|5:'|(|v-'+1['i"'-+lvn)|)1,1 Ty Uy - D(;);
i=1

por lo tanto si definimos
FiANVRV[-1] > M

como f(z ® ¥) = zD(v) obtenemos que f od = D. Esto significa que

Entre los ejemplos que nos interesa se encuentra el ADG (A ® AV, 3), en un
caso particular, cuando A es un anillo r.l.e.t.f. En general tenemos el siguiente
Lema.

.Lema 1.93. Sea Ap ® AV un A.D.G., entonces
d: Ap® AV — QL = Q4 AV ® Ao ® Ly
dado por d(a ® v) :=da ® v+ a ® dv es la derivada universal.

Prueba. Notemos que ) tiene una estructura de A médulo, pues Q) vy Q)
tienen estructura de ‘Ag y AV moddulos respectivamente, donde Q},O tiene grado
uno. Ahora definamos la siguiente aplicacién d : A — QL como d(a ® v) =
da ® v + a ® dv.Veamos que d sea una derivacion. En efecto, de las igualdades

dla®v-b®w) =dpgr(ab) ® vw + ab ® dpr(vw) =
d(a)b ® vw + ad(b) ® vw + ab @ d(v)w + (—1)lab ® vd(w) =
d(a)®v-b®w+a®d(v)-b®w+(—1)|"|a®'v-d(b)®'w+(—1)|"|a®v-b®d(w) =
da®v)-b@w+ (-1)Ma®@v - d(b® w);

tenemos que d es una derivacién segin se define en [Vi]. A continuacién veremos
que d cumple la propiedad universal. En el diagrama
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claramente Ag — A y Q}io — QL (pues k es un cuerpo). Es decir D induce
una derivacién d; = D o (:d ® 1) sobre Ag y por la propiedad universal existe
una vnica aplicacién fj : 9}4 o — M. El mismo anélisis para AV nos proporciona
f2 : Q4 — M. Definamos f : QY — M como f(adb®v) = f1(bda)v, f(a®dv) =
afz(v),y como f(d(a)®v+a®d(v)) = fid(a)v+af2d(v) = D(a®1)v+aD(1®v) =
D(a ® v), el diagrama

A D M
N
Q)

conmuta. La unicidad se sigue del hecho que f restricto a cada uno de los sumandos
es unico por la propiedad universal de Q4, y Q}\V respectivamente.

Lema 1.94. En AV ® AV ® AV eziste un diferencial
§:A VRNV RIAV — AV R APV Q AV,

con d|aveav = m tal que el complejo

donde m(z ® y) = zy, es ezacto salvo posiblemente en el dltimo nivel.

Prueba. Sea (AV,0) y (AV ® AV, D) donde D(¥) = v y D? = 0. Veamos que
este ultimo complejo es exacto. Si V' = 0 no hay nada que probar. Por lo tanto
podemos asumir que V' # 0 y tomar una base (B, <) totalmente ordenada de V;
entonces en elementos de A(k - @W1) ® A(k - wy) definimos :

Si |w| es impar h(@WP @ w) = WP+ /(p+1), y h(wP) = 0. Si |w| es par h(WRQWP) = 0
y h(wP) = W ® wP~1. De la definicién anterior tenemos : Si |w| es impar,

(hD + Dh)(w? ® w) = Dh(w? @ w) = D(WP*'/(p+ 1)) = WP @ w
pues hD(wP @ w) = WP @ w? = 0 (pues w2 =0) y

(hD + Dh)(@WP) = hD(@WP) = h(po? ! @ w) = w*.
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En el caso cuando |w| es par el andlisis es similar. Si definimos
A(wy, - ,wr) = Ak - W) QA(k-w1)® - RA(k -Wr) ® A(k - wr),
para una secuencia estrictamente creciente w; < --- < w,, h se extiende a una

aplicacién
h: AV @ AV — A*TIV ® AV

definida como h(zy,: - ,z,) = (=1)F+Holz; ® - .. ® £,_1 ® h(z,), pues
A#V@ ANV = U ( U A('LU]_’-.. ,w,-))
r>1 \wi<—-<wr

De aqui obtenemos
(hD+Dh)(z:® - ®z7) =hD(z1 ® -+ ® z,) + Dh(71® - - - @ z;) =

(3 ()t Henln . . @D(2,)®- - ®z,)+D((=1) 1+ Her-ilr . - @h(zr)) =

r—1
(_l)ar-l"l Z(_l)ai—lxl ® - ®D(z;)®--Qh(zr)+T1® - - QT: D~ -®hD(zr)+

i=1

,.
(-1 (-1)% 11 @ ®D(2:) @ - ®h(zr) =11® - ®2i ® - - - @ hD(z,)+
i=1
z1® - QTi® - ®Dh(zr) =2,® - ®Z;® -+ - ® Tr;
es decir el complejo (AV ® AV, D) es exacto. Ahora tomando el producto tensorial
con (AV,0) obtenemos que (AV ® AV ® AV, D) es una resolucién de AV como
AV ® AV médulo; aqui denotamos el diferencial del producto tensorial como D.

[ Definamos la aplicacién (1 ® h)(z ® ¥) = (—1)*lz ® h(y). De la definicién
obtenemos :

(D1 ®h)+ (1® h)D) = D((-1)®lz @ h(y)) + 1 @ h)((-1)*lz @ D(y)) =z ® y)

Definamos f : AVOAV AV - AVRAV AV por f(1®TR1) =171,
Ff1®1®v) =vR181-1R1®v,y f(v®1®1) =v®1®1; como fo f = Id entonces
f establece un isomorfismo. Esto indica que § = f~! o Do f es una derivada. Esta
derivada cumple

(1®T®1)=floD(f1®7Q®1)=floD1®T®1) =

FFll®l®v)=13101-101Qv
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yoi(v®1®1)=561®1v)=0
[ notemos también que todo elemento z®F®z = (z®1®1)(197R®1)(101® 2)]
’ ]

Usando este tultimo resultado podemos demostrar una versién graduada del
teorema H.K.R para el dlgebra AV. Para la definicién del bicomplejo (£(AV), 6, B)
nos remitimos al Ejemplo 2 de [BV].

Teorema 1.95. Sea (AV, 8) una k—dlgebra diferencial graduada y k un cuerpo de
caracteristica cero entonces

definida como
(_1)i1+i3+--~
bpq(a0® - ®ap) = Taoﬂ(al) -+ - B(ap),

donde £pq = (AV ® APV)p 44 verifica :
1)0ob=0,000=600,y0oB=p086.

2)H(0) : Hi(Tot(Tp,q), b + 8) — H.(Tot(£(A)), d) es un isomorfismos.
3)H(0) : Ho(Tot(Tp4),0+ 0,8) — H.(Tot(£(A)),d,8) es un isomorfismo.

Prueba. Para el caso 8o b =0:
foblay®ay- - ®ap) =

-1
0(2(—1)’:(00 ® - ®a0i+1Q - @ ap) + (—1)”+°‘Papao a1 QR ap—l) =

i=0

p—1 h
z_])‘T(Z(_l)i+i1+i3+-..a0 ®B8(a1)® - ® B(aiait1) ® -+ ® ,B(ap)+
T i=0

(—1)p+°"’apaov® B(a1) ® --- ® B(ap-1))

donde ap = iy(%0 + - - - +%p—1). Sin perdida de generalidad podemos suponer que %
es par, entonces

((=1)G- Dot ittt 0,0 8(a1)®- - @(B(ai—1)ai+(—1)1a;_18(a:))®- - -®B(ap))+

((—1)itisttiitinetg,@8(a1)® - -®(8(a:)air1+(—1)*aiB(ai+1))®: - -©B(ap))

De aqui se sigue que el primer término de la primera igualdad con el dltimo término
se cancelan consecutivamente. Analizando el caso i = p — 1 e ¢ = p, obtenemos :
Si p es par
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cov 4 (1) POtk tipo1tip 0 8(q,) - - - (B(ap-1)ap + ap—18(ap))+

(—1)PHaptittist+ip-1 apaoﬂ(a1) .- B(ap—1) =0,

la razén de esta afirmacién es que al permutar a, para tener apaoB(a1) - - - B(ap-1)
en el primer sumando generamos el signo a, +%,(p — 1) el cual permite eliminar el
signo de i, (pues p — 1 es impar) y tener un signo opuesto al del 1ltimo sumando.
El caso cuando p es impar es similar.

Para 6 o @ = § o 6 obtenemos

600(a® - ®ap) = (D _(-1)°* 1o @ ®ar) @ -+ ® ap) =
k

aqui analizaremos dos casos (obviando el término 1/p!) : Si k es par obtenemos la
expresion :

(—1yfettie-i(—1)+et g B(ar) - - - B(8(ax)) - - - Blap)
como k—1 es impar y 8(8(ax)) = —8(B(ak)), la Gltima expresién se puede escribir
(= 1)fo+irH D+ +ie1+1) ()i +ist g B(a)) ... 8(B(ax)) - - - Blap)-
Si k es impar obtenemos
(—1)yfottikr (— )it te=Igo8(ay) - - - B(8(ak)) - - - Blap)
como ((8(ak)) = —9(B(ak)) y k — 1 es par
(—1)io+tr+D++iem+1) (_pyiatiatHie=—D+lg0 8001 ... 8(B(ax)) - - - Blap).

Del anilisis anterior es claro que 8 o @ = 8 o 8. La 1ltima igualdad se demuestra
de manera similar.

A continuacién abordamos la segunda parte de la demostracién. Establecemos
un quasiisomorfismo entre los bicomplejos (Tp,q,0 + 8) y (£(A)p,q,0 + §). Para
ello sera suficiente demostrar que 6 establece un quasiisomorfismo entre (T}, 4, b) y
(£(A)p,q,0). Aqui nuevamente estamos usando el mismo argumento que se usé en
el Teorema 1.82. Tomando homologia en estos tltimos complejos obtenemos el
morfismo

61 : H1(Tpq, b) — &1,

como & = AV ® V definamos

¢, : AV®V — Hi(Tpq,b)
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como 0](z ® ) = z ® v. Notemos que

6106 (r®7) =61(zRv) = (-1)Vz®7T

de lo que se concluye que € es inyectiva. Para sobreyectividad es suficiente observar

el cociente -
AV @ AV

ab®c— a® bc+ (—1)ldlal+theq @ b’
€l nos indica que todo elemento r ® y = £ ® v; - - - v; se puede escribir como

> (-Dimwew,

indicando con ello que 6] es sobreyg:tiva. Del hecho que AV ® AV es un &lgebra
graduada libre generada por AV ® V, tenemos que 6] se extiende a

H (Tp.qs b) =

6, : AV @ AV — Hy(Tot(Tp,q), b)

Como 6] es un isomorfismo si probamos que Hi(T'0t(Tp,q),b) es una dlgebra libre
generada por Hi(Tot(Tp,q),b) tendriamos que 65 es un isomorfismo. Para probar
esta ltima afirmacién nos basamos en el cdlculo de la homologia del dlgebra gradu-
ada AV como Tor*V®AY (AV, AV), (Proposicién 2.5 [V.B)].) Tomando la resolucién

(AV ® AV ® AV, D)
y efectuando el producto tensorial como AV ® AV médulos, obtenemos que
(Hi(Tot(Tp), b)) = (AV @ AFV),
que prueba la afirmacién. [

Observacién. La generalizacién del teorema anterior para ciertas dlgebras de la
forma Ag ® AV donde V := @;>1V;, es un espacio vectorial graduado, se presenta
a continuacién.

Definiciéon 1.96. Una k—adlgebra A es llamada homolégicamente regular si y sélo
si la aplicacién € : (A®A",b) — (%, 0) definida en [LQ] es un isomorfismo y QL
es flat.

Ejemplo 1.97. Del Teorema 1.28 y Corolario 1.52 tenemos que si el anillo (R, n)
es r.l.e.t.f. entonces Q% es flat y HH.(R) ~ QY respectivamente. Es decir (R, n)
es un algebra homolégicamente regular.

Definicién 1.98. Una k—4&lgebra diferencial graduada (A, d) se llama homolégi-
camente regular si A = Ag ® AV donde Ay es homolégicamente regular y V =
Vi® Va®--- es un espacio vectorial graduado.
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Ejemplo 1.99. Sea (R,7) un anillo r.l.e.t.f. Del Ejemplo 1.67 tenemos que el
complejo de Koszul K(fi,..., fr), de una secuencia de elementos fi,..., fr en el
anillo R, es un A.D.G de la forma R® AV, donde V = V; = @1k - e;. Por otro
lado del ejemplo anterior tenemos que el anillo R es un algebra homolégicamente
regular. Por lo tanto el dlgebra K(f1,..., fr) (descrita en el Ejemplo 1.67) es una
k—A.D.G. homolégicamente regular.

Definicién 1.100. (Ver definicién 2.3 y Definicién 2.4 de [CGG].) Sea el complejo
Koszul (Ag® AV, d). Definamos el bicomplejo (como se indica en la Definicién 1.76)

E = (EP»Q’ Jg,qs 01 :BP,‘I)

donde &p 4 = @f=09f40 ® (AV A Vp_i)pﬂ_,- sip>0yq2=>0,y cero en otro caso.
Ponemos 6p q(w ® ) = (—1)*w ® é(z), 6|, = d, B como la derivada que definimos
en el Lema 1.93 y sujeta a la condicién o 8+ B06 =0.

Observacién. En algunas ocasiones (ver Seccién 3.3) usaremos la siguiente no-
tacién

Con esta definicién tenemos :

Teorema 1.101. La homologia ciclica, (respectivamente la homologia de Hochschild),
del A.D.G. Ay ® AV es la homologia ciclica, (respectivamente de Hochschild), del
bicomplejo &.

Prueba. [CGG, Teorema 2.6). [ ]

Notemos que aqui estamos haciendo referencia a la Definicién 1.72 y Definicién
1.74 que se dio para A.D.G. Recordemos también que en caso que b = 0, como este,
las homologias antes mencionadas tienen cierta descomposicién. Esto se manifiesta
en el siguiente Corolario.

Corolario 1.102. La homologia ciclica y Hochschild de (A® AV, b) se descompone
en la suma de las homologias de los complejos (¢7,6,5) y (E;+k’ 8)k>0
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i_h . . —i—h—i
donde &7, = £={; W ® AV ® AV Y o

Prueba. [CGG, Corolario 2.7]. [ |

Notemos que

Observacién. A continuacién justificaremos, sin demostracién, por que la necesi-
dad de calcular HH (Ao ® AV,8) y HC(Ap ® AV, 9). Primero debemos de recor-
dar que el dlgebra (Ag ® AV,0), si V = V; = ®I_,ei, es el complejo de Koszul
(ver Ejemplo 1.67). Cuando 9(e;) = f; con ¢ = 1,...,r forman una secuencia
regular se prueba que el dlgebra (Ag ® AV, 9) es una resolucién de Ap/I, donde
I=(fi:i=1,...,7) (ver Lema 1.70.) De la definicién del bicomplejo T'(Ao @ AV)
se observa que las filas de este complejo son dadas por el producto tensorial del
complejo (A ® AV, 9), sobre el cuerpo k. Por lo tanto usando las férmulas de
Kunnet se prueba que la filas (4g ® AV, 8)®* son quasisomorfas a (Ag/I)®* y que
por lo tanto el bicomplejo T'(Ag ® AV') es quasisomorfo al complejo de Hochschild
(C(Ao/I),b). Siguiendo los mismos lineamientos se demuestra que la homologia
ciclica del 4lgebra (Ao ® AV, J) proporciona la homologia ciclica del 4lgebra Ao/I.
A continuacion describimos los complejos £ y proporcionamos de manera infor-
mal cierto quasiisomorfismo entre el complejo &;, y cierto complejo L; que luego
formalizamos. En efecto, sea

i j 6 43 I - R | )
E‘Z :0 fj €j+1 - - J+x

donde .§£ = @-Z:o Qf% ® AV e® /\Vj_i)k_,-. Usando el isomorfismo
3 b J . —j—‘i
7~ @(quo ® V' ") ®4ap (Ao ® AV)kti—2j,
i=0
si definimos ¢ := 2j — ¢ se prueba que

2j ) '
&~ POtV ) @4y (Ao ® AV)i—s.
t=j)

Definicién 1.103. Definamos el complejo (L;, é) como

(L;-,6):QJ®/\VO<—6——QJ—1®/\V1‘ Q0 @ AV? <—0.
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Lema 1.104. Sea j en los naturales entonces ¢~ (L;-,J) ®a, K(f1,-..,fr) con
I=(fi,eor fr)-

Prueba. Basta formalizar el anilisis anterior. [ |

Como lo indicamos lineas atrds bajo de la hipStesis que el ideal I sea inter-
seccién completa tenemos que & ~ (L_f,-,&) ® A, %. Notemos que aqui estamos
proporcionando el quasiisomorfismo entre 51 y cierto complejo L;. Este quasiiso-
morfismo sera fundamental en la prueba de la descomposicién de la homologia de
Hochschild y ciclica. Para continuar daremos algunas definiciones.

Definicién 1.105. Sea Ag ® AV el complejo de Koszul con 8(V1) = (f1,---,fr)
una secuencia regular, definamos los complejos

D;:0 Q% dpr Q}z dpr dpr QJ}.z_l dDR _ QJR
7 T NQY T ok . ot I,

Teorema 1.106. Sea (Ao ® AV, 0) el complejo de Koszul e I = (f1,..., fr) una
interseccion completa local. Entonces los complejos (£7,5,8) y (E; +k2 9)k>0. son

. j — 2j—%
guasisomorfos a L?’ * y D

Prueba. Formalicemos el quasi isomorfismo que dimos anteriormente de la sigu-
iente manera : Definamos

e Q2i-m
como
ol (w21 Ty_ps) = 0 si grado(z) > 1
m\W V1 j—h—i (_l)j—h—iw .- 6(v1) . .3(vj_h_i) en otro caso
(1.5)
’ [m-iqQ2i-m

P & — TmirigEi-m
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como la restriccion. Notemos que esta iltima aplicacidén es en esencia el quasiiso-
morfismo L;- ®a, K(f1,---, f?.) =~ Lj, que dimos anteriormente. En nuestro caso
grado(v;) = 1. Veamos que @7, es un morfismo de complejos. Es decir, veamos que
el diagrama :
. T meiQu-m
g—
Jm—ij+1Q2j—m
ja s
, - 2 [m—1-iQ2i—(m—1)
g
- Im—1-j+10)2j—(m—1)

conmute. Para ello evaluemos

g 1t
Po1 (8w T+ T5)) = (~1)F,_y(w- 3 8@k)T B Tys) =
k=1

como §(Tx) = —dfi, y w € ¥ tenemos

j—i ' R
(=1 B (), Aw Ty - T+ Tjy) =
k=1

)t - )
Z(_1)1+j_i-1fll N | A flj-idflk Aw=d@h(w-v1-- 'ﬁj—i))-
k=1

Una de las razones de la ultima igualdad se debe a que dpr(w)fi, ... fi,_; =0 en
Im—l—jQZj—(m—l)
Tm—1-3+1Q2j—(m—-1)°
Sienw-x-7;---Uj_p—; grado(z) > 1 entonces

el médulo

pues j —t=m — j.

P 1(6(w-z -y - -5j—h_i)_) =d(@,_(w-T Ty Tj_p_;)) =0
y
por lo tanto

Pr_108=800_;
El caso Tot(¢7, 6, 3) es similar. Del diagrama
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00— (£;+k1 6)]&:20 I TOt(&’, 61 ﬂ) I TOt(ng 61 ﬂ) —0.

W e

0o——L¥™ D¥™* D¥*

0

al tomar homologia y ver que <p’m es un isomorfismo entre las homologias de los
complejos (§J +ks k0 y L] 23=* (ver Teorema 3.3 [CGG)) tenemos que @i, es un iso-

morfismo entre las homologla de los complejos Tot(¢7, 4, B) y Df’ ~*. El argumento
es el mismo que demuestra que un isomorfismo en homologia de Hochschild pro-
duce un isomorfismo en ciclica. La demostracién que @, es un quasi isomorfismo
se presenta en el Teorema 3.3 de [CGG]. [

Corolario 1.107. Bajo las hipdtesis del Teorema anterior, tenemos

(n/2]
1) HCn(Ao/I) = @ H™*(D;_))

t—O
2) HHn(Ao/I) = GB HY% (L)

donde (3] representa el ma:mmo entero de s y la secuencia ezacta larga de Gysin-
Connes es la suma de las secuencias ezactas largas de homologia asociadas con la
secuencia ezxacta corta

0 L3 D; D}, —=o.

Prueba. [CGG, Corolario 3.4]. [ ]

Observacién. A continuacién describiremos la aplicacién 0 : T(A) — £ de [CGG,
Teorema 2.6]. Esta nos permitird apreciar mejor la descomposicién de la secuencia
S.B.1. Que es el motivo por el cual presentamos esta observacién.

El primer hecho a tener en cuenta es que 8 : T, 4 — §£+q. En efecto un elemento
z € Tp 4 es de la forma z = aozZo ® 2171 ® ... ® apZp; donde a; € Ag, i € AV, y
3P i lzi| = q. Entonces se prueba usando la definicién de B que 6(z) esta formado
por sumas de elementos de la forma

Q8 ANV ® AV ) piq—s C €D, ;- Entonces tenemos que 8 a dem4s de establecer
un quasi isomorfismo entre el bicomplejo T'(A) y (£, §,0) (Teorema 1.101) preserva
el orden, en el sentido que 8 : Tp o(A) — §£ +¢- De la Definicién 1.100 se prueba que

donde 1 < s < p y |Zj.| = |zj.| + 1. De esta descripcién se prueba que 6(z) €
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€D+ 4 = £p.q- Esta descripcién nos permite definir el complejo (£p,4,6,0) ¥ (£,6+B)
segun se presentan en la Definicién 1.75 y Definicién 1.76.

Por otro lado de la observacién anterior tenemos un quasi isomorfismo 7 entre
T(A) y (Ag/I,b). Entonces tenemos el siguiente diagrama conmutativo

(C(Ao/I))s —=(CC(Ao/D))s = CC(Ao/I)x—2

| | |

(T(A))« (Tot(T(A), b+ 8, B)))s—s> (Tot(T(A), b + 8, B))u_2

10 10 19
(£,6,0). € 6+ D) (€,6+ B)u—z

donde los morfismos verticales son el quasi isomorfismo 6 del Teorema 1.101 y
el quasi isomorfismo 7 : (Ap ® AV,8) — Ag/I. Para probar que 7w es un quasi
isomorfismo se usa el mismo argumento que prueba que un quasi isomorfismo en
homologia de Hochschild produce un quasi isomorfismo en Ciclica.

Del diagrama anterior observamos que el bicomplejo (£,9d,3) proporciona la
homologia ciclica del dlgebra Ag/I. De la Definicién 1.76 y el anilisis que se hace
de su homologia tenemos que la homologia ciclica se descompone en la cohomologia
de los complejos (£7,5 + ) :

Un hecho importante a tener en cuenta, de la descripcién anterior, es que las colum-
nas de complejo ciclico (€, 5 + 3) (es decir el complejo (£, 8,0)) se descomponen en
las primeras columnas de los complejos (£7, 8 + 8), (ver Definicién 1.76) y el co-
ciente (67,6 + 8)/(¢7,8) = ((6~1,5 + B)) descomponen al complejo (£7, 5+ 8)[—2).
Por lo tanto del diagrama conmutativo establecido anteriormente se prueba que la
secuencia S.B.I se parte en las cohomologias de los complejos

0 —> (&%, 6,0) —> (&,6 + ) —= (71,6 + B) —= 0.
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Usando el hecho que §£+q = £p,q tenemos que la secuencia S.B.I se descompone en
las secuencias exactas de cohomologia de los complejos

0—> (§44,6,0) —= (¢7,8 + B) —= (&71,6 + B) —= 0.
Finalmente, de la prueba Teorema 1.106 se tiene el diagrama conmutativo

00— (£;+k’ 6)’620 S Tot({j, 5,8) — TOt(é.j—l’ ,8) —=o0.

| 1 1

_ 2j—x* 2j—% 2j —*
0— L] D? DY

0,

donde los morfismos verticales son quasisomorfismos. De aqui tenemos que la se-
cuencia S.B.I se descompone en las sumas de las secuencias exactas largas

Recordemos que si el 4lgebra A = Ap/I es graduada del Teorema 1.63 tenemos
que la aplicacién S = 0. La situacién més relevante, en nuestro caso, se presenta
cuando el ideal I es generado por polinomios fi,..., fr quasihomogéneos. Esta
conclusién se enuncia en el siguiente Corolario :

Corolario 1.108. Sea (R,7n) = (k[T1,.--,Zn](zy,...2n)> M) I = (f1,..., fr) un ideal
generado por polinomios quasihomogéneos. Entonces la aplicacion «* : H*(D;) —
H*(Dj-1) es nula. '

Prueba. Como los generadores del ideal I son qusihomogéneos de grado d entonces
por definicién podemos proporcionar pesos a las variables z,, ..., z, para convertir
a los polinomios fi,..., fr en homogéneos de grado d. También esta graduacién
convierte al anillo R en graduado. Por lo tanto el 4lgebra R/I es un &lgebra
graduada. Una aplicacién del Teorema 1.63 demuestra el Corolario. ]
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Capitulo 2

Homologia de Hochschild para
icis

El punto neuralgico en la primera seccién es el célculo de la altura del ide-
al jacobiano de un ideal I de interseccion completa con una singularidad aislada.
El Corolario 2.19 nos permite develar los médulos de cohomologia de los comple-
jos Lj, presentados en la Definicién 1.105. Otro resultado importante del trabajo
es el Teorema de Clasificacién de Singularidades Aisladas de Intersecién Comple-
ta. En la segunda secciéon revisamos el caso en que el ideal I este generado por
un sélo polinomio y tenga una singularidad aislada. En este caso demostramos
que H*(Lj) = Torm—+(R/Js, R/I), este resultado fue demostrado por Michler en
[Mich]. Cuando el ideal esté generado por dos polinomios damos un ejemplo (ver
Ejemplo 2.34) que muestra que la afirmacién anterior no se puede generalizar.
Cuando el ideal I es generado por dos polinomios, para cada j > m, presentamos
una secuencia espectral E,, que converge a la cohomologia de los complejos L; y
colapsa en E2. Cuando j = m—1 demostramos que H*(L;) = Torm_1_.(R/I, 7'?;)
¥ que en los demés casos los L; satisfacen que H*(L;) = 0 para todo i # j. En
el caso particular que J; D Jy demostramos que E! = E®. Las curvas comple-
jas inmersas en dimensién tres de la Tabla 2.1 cumplen con esta condicién. Este
célculo de estos grupos de cohomologia fue una de las motivaciones originales de
este trabajo.

En la tltima seccién se generaliza los resultados para r polinomios. Presenta-
mos una secuencia espectral E,, que colapsa en E” (Teorema 2.76). Finalmente
demostramos que los complejos L; para j = m sélo tienen r+1 términos de coho-
mologia no nulos. Para cada m —r < j < m el complejo L; sélo tiene j —m —7+1
términos en cohomologia no nulos. En los demés casos los complejos L; son exactos
salvo en el iltimo nivel. Estas dos iltimas afirmaciones son el punto de partida
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del Capitulo tres.

2.1. Singularidades Aisladas.

Nuestro objetivo serd presentar propiedades técnicas de las singularidades ais-
ladas. Especificamente calculamos la altura del ideal jacobiano de los generadores
de un ideal I de interseccién completa con una singularidad aislada.

Definicién 2.1. Sea (R,7) un anillor.l.e.t.f., e I = (f1,..., fr) y F = (f1,.-., fr)-
Diremos que el ideal I = (fy,..., fr) C 7 tiene una singularidad aislada en 7 si

ht({I, Jr)) = m = dim(%),'

donde F = (f1,.--, fr)-

Observacion. La definicién anterior nace de la siguiente situacién : Sea R =
k[z1,...,Zm]y, € I un ideal propio de R. La condicién impuesta en la definicién
anterior significa que la tdnica componente irreducible que pasa por el punto P
-que representa el maximal 7- de los ceros del ideal (J;+I), Z(Jr+I), es el punto
P.Sipe C c Z(Jy+ I) y C es una componente irreducible, entonces C = P. En
lenguaje algebraico la afirmacién anterior se escribe de la siguiente manera: Sean
7'y Pc un ideal maximal y primo respectivamente (que representa el punto P y
la componente irreducible C). Si n D P¢ D (JF, I) entonces Pc = 1.

Observemos que la singularidad de I es aislada si v/(Z, Jr) = 7.

Lema 2.2. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. Entonces I = (f1,..., fr) Cn es un ideal
con una singularidad aislada en 1 si y sélo st n* C (I, Jr) para algin i.

Prueba. Se sigue de la definicién.

Lema 2.3. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. El ideal I = (f1,..., fr) es una icis si
solo si para todo primo P diferente del mazimal el anillo (R/I)p es el un anillo
regular local.

Prueba. Seri suficiente demostrar que en el anillo Rp la secuencia fi,.-.,/fr
es parte de una secuencia regular de pardmetros. Esto 1ltimo es claro pues los
elementos dfy, ..., df. tienen como ideal jacobiano la unidad. [ |

Observacion. Cuando el anillo R es r.l.e.t.f. se tiene una propiedad importante
: Para todo ideal propio I de R se cumple ht(I) = profundidad(I) (ver Teorema
A.20 del Apéndice). Esta propiedad se debe al hecho que un anillo r.l.e.t.f. es Cohen
Macaulay (ver Proposicién A.19). Por ello en adelante no distinguiremos las dos
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definiciones altura y profundidad de un ideal; teniendo en cuenta -claro estd- que
el anillo donde se hace esta identificacién sea Cohen Macaulay.

Cuando el ideal I = (f) tiene una singularidad aislada y es generado por un
sélo polinomio tenemos la siguiente caracterizacién (en el caso particular que k sea
" el cuerpo de los nimeros complejos obtenemos la Proposicién 1.2 de [Looj)).

Proposicién 2.4. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f e I = (f) C n un ideal. Entonces
las siguientes afirmaciones son equivalentes

1. {f,Jf) D 7’ para algin j.

2. J; D 1Y para algin j.

3. dz'mk(;%) < oo.

; R_
4. d‘tmk(z"hf;') < oo.
Observacion. Las dimensiones de R/Js y R/ (J¢, f) -en las equivalencias 3 y 4-
se llaman Nimero de Milnor y Tjurina respectivamente

Prueba. La equivalencia de 1 y 2 se debe a que f € {/Js ( Corolario 1.38.)
Para demostrar que 2 implica 3, si usamos el epimorfismo

R/W — R/J;,

(que proviene de la hipétesis J; D n7), serd suficiente notar que R/’ es un espacio
vectorial de dimensién finita.
Sea R/Js es un espacio vectorial de dimensién finita. Del epimorfismo

R/Jf — R/(Js, f)

se sigue que R/ (J¢, f) es un espacio vectorial de dimensién finita. Es decir, 3
implica 4.

Finalmente para demostrar que 4 implica 1 usaremos el hecho que si M es
un R—médulo de k—dimensién finita, entonces existe j en los naturales tal que
7°-M = 0. En el caso que M = R/ (J t, f) esto significa que existe algin j tal que
P C{Js, f)-

|

Corolario 2.5. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. El ideal I = (f) tiene una singulari-
dad aislada en n si sélo si ht(Jy) = ht((Jy, f)) = m = dim(R).

Prueba. Del Lema 2.2, las equivalencias 1 y 2 de la Proposicién anterior y la
aplicacién directa de la definicién de altura de un ideal obtenemos que I = (f)
tiene una singularidad aislada en 7 si sélo si ht(Jf) = ht((Jy, f)) = m = dim(R).

[
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Corolario 2.6. Si I = (f) tiene una singularidad aislada entonces el complejo
de Koszul K(fzy,..., fom) cumple H (K (fz,,---» fz,,)) = O para todo i < m, y
H™K(fz1)---1 fzm)) #0. |

.Prueba. Del Corolario anterior se tiene que profundidaed(Jf) = m. Esto sig-
nifica que J;y contiene a alguna secuencia regular de longitud m. Como Jy =
(fz1s-++» fzm) donde df = 3, f;.e;, la Proposicién A.38 nos dice que los elemen-
tos fz,,..., fz, forman una secuencia regular. [ |

La propiedad del corolario anterior sélo se cumple en el caso local (ver Ejemplo
2.7). Esta propiedad se usa en [Mich], cuando R = k[z1,...,Tm](z,,...zm)» PaTa
calcular de manera eficiente la homologia de Hochschild para algebras de la forma

R/{f)-

Veamos el siguiente ejemplo de Michler :

Ejemplo 2.7. El polinomio f = g'i?gﬁ + “"72 % en (k [:z:,y](z,y) ,m), donde ¢
es un elemento no nulo del cuerpo, tiene una singularidad aislada en el origen.
Sus derivadas parciales {gf, gﬁ} = {(c + z)(z + ¥?), (c + )%y}, no forman una
secuencia regular en k[z,y], [Mich, Ejemplo 2]. Sin embargo, en el anillo local
(k [z, 9] (z,y)+71) Si es una secuencia regular.

Interesados en el caso cuando el ideal I este geherado por una secuencia regular,
daremos la siguiente definicién.

Definicién 2.8. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. Si fy,..., fr forman una secuencia
regular entonces diremos que el ideal I = (fi,..., fr) es interseccién completa.

Definicién 2.9. Sea (R, n) un anillo r.l.e.t.f. Si el ideal I es una interseccién com-
pleta y tiene una singularidad aislada en 7, diremos que I tiene una singularidad
aislada de interseccién completa (icis, por sus siglas en inglés).

Observacién. Cuando el ideal I es generado por una secuencia regular fi,-..,fr
se cumple ht(I) = r. Entonces el ideal jacobiano Jr estd generado por los menores
M de orden r x r de la matriz jacobiana Jac(F') = (f;;), donde F = (f1,---, fr)-
En adelante trataremos solamente con icis, y cuando escribamos I = (f1,- -+ , fr)
suponemos que ht(I) = r y que por lo tanto de la Proposicién A.38 f,--- , f- es
una secuencia regular.

Ejemplo 2.10. Sea (R,7) = ([, Y]z, .M el = (22,y3) . Como el ideal (J¢ g, f, g)
contiene una potencia de 7 entonces I tiene una singularidad aislada en 7. Més
atn, como {z2%,33} es una secuencia regular, entonces I es una icis.
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Observacién. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. Si I = (f) tiene una singularidad
aislada en 7 se cumple que ht(Js) = m por Corolario 2.5. Esta propiedad permite
expresar los médulos de cohomologia de los complejos L; de manera simple (ver
Corolario 2.32.) Esta es la razén de nuestro interés en esta seccién de calcular
‘la altura del ideal Jr cuando F' tiene una singularidad aislada de interseccién
completa. En el siguiente ejemplo mostramos que la propiedad ht(Jg) = m, que se
cumple para un polinomio (F = f) ya no se satisface para el caso en que el ideal
I este generado por més de un polinomio.

Ejemplo 2.11. Es claro que f = z2 + 32 € (k [:t,y](z’y) ,7M) presenta una singu-
laridad aislada en 7. Ahora sea f’'(z,¥,2) = f(z,¥y), y g = z entonces Jr = (z,y)
en (k[z,y, 2] Gy n). El ideal I = (f’, g) tiene una singularidad aislada en 7 pero
ht(Jr) < m = 3. En general siempre se puede agregar una variable z a una icis y
se obtiene ht(Jr) < m. Lo mismo sucede si en el ideal I uno de los generadores es
parte de una secuencia regular de parametros.

Observacién. En adelante sélo trataremos con icis I = (fi, ..., fr) donde ninguno
de sus generadores es regular.

En el siguiente ejemplo también tenemos que ht(Jr) < m, y no se puede
eliminar ninguno de los generadores pues no son regulares.

Ejemplo 2.12. Sea I = (z2,3?), entonces el ideal jacobiano Jr = (zy?) cumple
ht(Jr) = 1 < 2. El ideal I tiene una singularidad aislada en 7. Mds alin tenemos
que I = (f — g, f + g) . Estos nuevos generadores de I, cada uno de ellos, tiene
una singularidad aislada en n = (z,y) ; sin embargo ht(Jg/) = ht(Jr) < 2 donde

F'=(—-9f+9)-

Observacion. Cuando el ideal I es generado por mas de un polinomio tenemos
ht(Jr) < m. Esta es la principal obstruccién para seguir el camino trazado en el
caso de un polinomio. Para superar esta dificultad calculamos ht(Jg) (Corolario
2.19). A continuacién demostramos tres lemas bésicos que nos ayudarin en la
demostracién del Lema 2.16.

Lema 2.13. Sean (R,7n) un anillo local, z € R, e I un ideal con (I,z) # R. Si
eziste polinomio P € k[z] no nulo tal que P(z) € I entonces z € V1.

Prueba. Sea P(z) = ap2™ + ...+ a1z + ap € I. Afirmamos que ap = 0. En efecto
si ap # 0, se prueba que 1 € (I, z) = R, una contradiccién con la hipétesis. Por lo
tanto
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y ax # 0. Como ai + ...+ anz™* es unidad en R, se tiene z* € I. Esto significa

que z € V1. |
Lema 2.14. Sean J, (J, fi1,..., fr) ideales propios de (R,n) un anillo r.l.e.t.f. Sea
. P ideal primo con J C P, y Q(z1,...,Zr) € k[z1,...,Z;] un polinomio no nulo tal

que Q(f1,--., fr) € J. Entonces existen dos posibilidades

1) f1 se encuentra en el ideal (P, f2,...,fr), 0

2) Fziste Q1(z2,...,Tr) € k[z2,...,T,] polinomio no nulo, tal que Q1(f2,..., fr) €
(P7 fl) -

Prueba. Sea Q(z1,...,zr) = E;=1 Tj el polinomio no nulo de la hipétesis, donde
T; son las formas homogéneas de grado j. Para la prueba del Lema analizaremos
dos casos.

Primer caso : Existe algiin j tal que x; no divide a T;. Entonces el polinomio
Q(z1,...,z,) se puede escribir como

Q(zxi1,...,zr) = Qi(z2,...,z7) + 71 - a(z1,...,T,), (2.1)
donde Q;(z2,...,z;) = 3. 7j es un polinomio no nulo. De la ecuacién (2.1) y
J:zutT;

el hecho que Q(f1,..., fr) € J podemos concluir que
Q1(f2,---» fr) € (J, 1) C (P, f1) .

El segundo caso sucede si z; divide Tj para todo j. Entonces
Q(z1,...,z;) = z¥Q(z1,- . ., z,),

donde Q(z1,...,z,) = >.Tj, y existe algtin T, tal que z; t 7 ;. Esta tltima
condicién significa que.

Q(z1,---,Tr) = Qi(z2,...,T7) + 71 - a(zy, ..., T,).
Es decir Q(f1,-..,fr) = fF-Q(f1,---, fr)y ¥y
Qft,-- - fr)=@Qi1(f2,-. -, fr) + i -alfr,---, fr). (2-2)
Sea P el ideal primo de la hipétesis. Como J C P entonces
f£-Qfr,-.., fr) €P.

Si fF € P entonces f1 € P, por lo tanto f1 € (P, fa,..., fr).
Si fF ¢ P entonces Q(f1,--.,fr) € P. De la ecuacién (2.2) tenemos que

Qfr,-- s fr)=@Qilfes-. ., i)+ fi-a(fr,..., fr) e P
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donde Q;(z2,...,z,) es un polinomio no nulo. Por lo tanto

Ql(.f27°°°1f1‘) € (P)fl)-
]

Lema 2.15. Sea (R,n) un anillo r.le.t.f., I = (f1,...,fr) un ideal propio, r >
1. Sea P ideal primo tal que ht((P,I)) = m = dim(R). Si eziste un polinomio
Q(z1,...,zr) € k[z1,-..,zr] no nulo tal que Q(f1,-..,fr) € P entonces ht(P) >
m—r+1.

Prueba. La prueba sera por inducién sobre r > 1.

Si r =1 del Lema 2.13 tenemos que f; € VP = P. Por lo tanto (P, f;) C P.
Esto significa que ht(P) = ht(vP) = ht({P, f1)) = m. Es decir ht(P) > m.

Supongamos que el Lema se cumple para r = s. Veamos que se satisface para
r=s+1.

Sea r = s + 1. Sea P un ideal primo propio, I = (f1,..., fs, fs+1) un ideal
propio tal que ht(P,I) = m. Sea Q(z1,...,Zs,Ts+1) polinomio no nulo tal que
Q(f1,---, fs» fs+1) € P. Del Lema 2.14 con J = P,7 = s + 1 tenemos dos posibili-
dades :

f1 € (P, fa,..., fs, fs+1), o existe Qi(z2,...,Ts,Ts+1) polinomio no nulo tal
que Q1(f2,-.., fs fs+1) €(P, f1). '

En el primer caso tenemos que (P,I) C (P, fa,..., fs, fs+1) - De la hipétesis
ht({P,I)) = m tenemos que ht({P, f2,..-, fs, fs+1)) = m. De la férmula ht(I,a) <
ht(I) + 1 se tiene que ht(P) + s = ht(P, fo,..., fs+1) = m. Entonces ht(P) >
m—(s+1)+1.

En el segundo caso existe un polinomio Q(z2,...,Ts, Ts+1) no nulo tal que
Qi1(f2y--- fs, fs+1) € (P, f1) . Sea Pj ideal primo tal que P, D (P, f1), y ht(P,) =
ht({P, f1)). Notemos que Q1(f2,..., fs; fs+1) € P1, y ht({(P1,)) = m, donde
I = (f2,..., fs, fo+1) - Aplicamos el lema parar =s, =1}, P=P;,Q=Q;1 y
obtenemos ht(P;) > m — s + 1. Como ht(P) = ht({P, f1)) < ht(P) + 1 entonces

ht(P)>m—(s+1) +1.

Esto finaliza la prueba por induccién y demuestra el Lema.
[ ]

Lema 2.16. Sea (R,n) un anillo r.l.et.f., I = (f1,...,fr) un ideal con una icis
en 7. Entonces ht(Jg) > m —r + 1.

Prueba. Sea P D Jr un ideal primo.
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Si f; € P, para algiin ¢ = 1,...,r, sin pérdida de generalidad podemos asumir
que f; € P. Sea Q(z1,...,Zr) = 1 polinomio no nulo entonces Q(f1,...,fr) =
f1 € P. Como ht(P,I) = m = dim(R), del Lema 2.15 se tiene que

ht(P)>m —r+1.

Si f; ¢ P para todo i = 1,...,7 debemos probar que ht(P) > m — r + 1. Del
Corolario 1.41 tenemos que en K = Q(D), el cuerpo de fracciones de D = R/ P, los
elementos fi,..., f no forman un conjunto algebraicamente independiente sobre
k -el cuerpo base- (f; denota también a la clase f; en R/P). Es decir, existe un
polinomio S(zi,...,zr) € k[z1,...,Z,] no nulo tal que S(f1,...,f,) = 0 en el
cuerpo K. Como D es un dominio y D «— K entonces S(f1,...,fr) = 0 en el
anillo (D, n). Esta tdltima condicién significa que S(f1,..., fr) € P. Finalmente,
como ht((I,Jr)) = m y P DO Jr se tiene que ht((P,I)) = m. Del Lema 2.15 se
sigue que ht(P) > m —7 + 1. |

Ejemplo 2.17. En este ejemplo mostramos que sin la hipétesis de singularidad
aislada el lema anterior no se satisface. Sean f = 52% + 1; + %, yg= %2 +
3§ + % polinomios en el anillo (k[z,¥, 2](zy,z),7)- Como (f,g,z) es un ideal que
contiene una potencia del maximal entonces (f,g) forman una secuencia regular
(ver Proposicién A.38 del Apéndice). M4s atin, cada ideal (f) y (g) tiene una
singularidad aislada en 7. Sin embargo debido a que Jg,4 C (2) entonces ht(Jysg) <
1. Como ht(Jg,g4) > 1 obtenemos ht(Jsg) =1<m—-7r+1=3-2+1=2. Por
lo tanto I = (f, g) no puede tener una icis, pues de lo contrario se contradice al
lema.

Observacién. La desigualdad contraria se presenta en el siguiente Teorema el cual
se llama La generalizacién del P.I.T de Macaulay. Aqui usaremos la notacién
I;(A) (segin se presenta en [Eisl]) para indicar el ideal generado por los menores
t x t de una matriz A de orden p X gq.

Teorema 2.18. Si A es una p X g matriz con elementos en un anillo noetheriano
R e I;(A) # R entonces

ht(I;(A) < (p—t+1)(g—t+1)
Prueba. [Eisl, Teorema A.2.54]. |
Corolario 2.19. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. eI = (f1,..., fr) una icis. Entonces

ht(Jp) =m —r + 1.
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Prueba. Del Lema 2.16 tenemos la siguiente desigualdad
ht(JF) Z2m—7r+1.
Por otro lado notemos que
Jrp = I (Jac(F))

(segiin la notacién establecida lineas atris), donde Jac(F') es una matriz de orden
m X 7. De la generalizacién del P.1.T de Macaulay tenemos que

ht(JF) < (m—r+1)(r—r+1)=m—7+1.
De aqui se tiene que ht(Jrp) =m — 7+ 1. [ |

Observacion. El siguiente Lema serd uno de los pilares de la demostracién del
Corolario 2.23, que es un caso particular del Teorema 2.25 de clasificacion de
singularidades aisladas.

Lema 2.20. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, I = (f,g) una icis. Definamos hy :=
f+a-gyJa:=Jp para a € k. Si ht(J,) = m — 1, entonces eziste un primo
p; que pertenece a la descomposicion primaria del ideal Jg g tal que Jo C p; ¥
ht(pi) = ht(Jo) = m — 1. Mds aun, st existe un primo p tal que (Jo, Jg) C p, con
a # 3 entonces ht(p) dim(R) =

Prueba. Notemos que para a # (3 tenemos
(2.3)

Sea
i=t j=t'

Jrg = (n gi) n( n qJ

=1

la descomposicién primaria del ideal jacobiano, con /i = p;, 1/q; = P, ¥ ht(p:) =
m—1, ht(p)) = m. Notemos que aqui hemos usado el hecho que ht(Jy,g) = m—2+1
segin el Corolario 2.19.

Sea p un ideal primo tal que p O J, y ht(p) = ht(Jo) = m—1. Como Jo D Jyq
(ver ecuacién (2.3)) entonces

i=t j=t'

P2 Jre=(a) ) &)

i=1 j=1

Por lo tanto existe algin ¢ tal que g; € p, lo cual significa que p; ¢ p. Como
ht(pi) = ht(p) entonces p = p;. Por lo tanto J, C p;.
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Finalmente sean o« # 3 € k y p primo tal que (Ja, Jg) C p. Como hy € VJa ¥y
hg € /Jg (Corolario 1.38) entonces

P D (ha, b, Jhgha) -
Como (ha,hg) = (f,9) ¥ Jhans = J5,g, Se tiene que
PO (fyg’ Jf,g) .

Por hipétesis ht((f, g, J,g)) = m entonces se tiene que
ht(p) = m.

Corolario 2.21. Conservamos la notaciéon del Lema anterior. Sea

Jre= () () %)
i=1 j=1

la descomposicion primaria del ideal jacobiano, con |/g; = pi, q;- = p;-, y ht(p:) =

m — 1, ht(pl) = m. Entonces el nimero de elementos del conjunto
W :={) € k : ht(J)) < m.}
es menor o tgual at.

Prueba. De la definicién del determinante tenemos que Jsg = Jp, g. De la in-
clusién Jp,,g C Jx tenemos que Jsg C Ji. Esta tltima conclusién implica la de-
sigualdad ht(J5,4) < ht(Jr). Como ht(Jsg) = m — 1 (ver Lema 2.16) entonces
ht(Jy) = m — 1. Por lo tanto suponer que ht(Jy) < m equivale asumir que
ht(Jx) = m — 1. Esto significa que

W ={A:ht(Jr) =m—1}.

Del Lema anterior se desprende que cada J) con A € W esta contenido en el primo
pi paraalgini=1,...,¢t.

Como cada p; contiene a lo méds un Jy (por que sino ht(p;) = m por el Lema
2.20), el niimero de elementos de W es menor igual a ¢. [ ]

Proposicién 2.22. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f, I = (f,g) una icis. Entonces
eziste h € I tal que ht(Jp) =m
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Prueba. Como el conjunto W tiene a lo mas ¢ elementos y k es un cuerpo infinito
entonces basta tomar h = h, con o ¢ W. [

Nota. Del Corolario 2.21 se desprende que la mayoria (salvo tal vez un nimero
finito) de representantes de la forma f + Ag cumple la tesis anterior. Mds atn, la
Proposicién 2.22 se puede optimizar de la siguiente manera:

Corolario 2.23. Sea (R,n) anillo r.l.e.t.f., I = (f, g) ideal de interseccién comple-
ta con una singularidad aislada en 1. Entonces eziste hq, hg € I tal que ht(Jp,) =
ht(Jny) = m e I = (ha, hg) .

Prueba. Nuevamente como W tiene a lo més ¢ elementos y k es infinito entonces
basta tomar hy y hg con a y 3 diferentes en k \ W. La igualdad (hq, hg) = (f,9)
finaliza la prueba. [ |

Observacién. El Corolario 2.23 también se puede interpretar como un Teorema
de Clasificacion de las singularidades aisladas de interseccién completa
para dos polinomios. Nos indica que las icis son sélo aquellas que se pueden formar
con las hipersuperficies que tengan una singularidad aislada de modo que sus
respectivos generadores formen una secuencia regular y una singularidad aislada.

Notemos también que la 1inica hipétesis que se usa respecto al cuerpo k
es que este sea de caracteristica cero. '

Este resultado se extiende para icis que estén generadas por r elementos en el
Teorema 2.25.

A continuacién veremos que podemos modificar el ideal de interseccién com-
pleta generado por r elementos para tener que los primeros r — 1 generan una
icis.

Proposicién 2.24. Sea (R,7n) un anillo r.let.fel = (fi,i=1,...,7) una icis
entonces podemos modificar los generadores fi,...,fr de I para tener que los
primeros © — 1 sean una icis.

Prueba. Sea Jr = (Ni_;¢i) N (ﬂg-;lq;-), la descomposicién primaria del ideal jaco-
biano con /g; = p;, ,/q;- = pf,-, donde los p; no contienen a ningin f; para todo

k=1,...,7,ylos pg contienen al menos un fx. Sea p; un ideal primo en la descom-
posicién primaria de Jr. Entonces existe P; polinomio no nulo en k[z1,--- ,zr],

R . o
tal que Pi(fi,-+-,fr) =0en 7 (ver Corolario 1.41). Sea P = Hf=1 P; entonces

(]

P(f1,--+, fr) =0 (2.4)
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en — para todo i = 1,...,t. Por otro lado sabemos que para P(z,,--- ,Zr) existen

Ai € kparai = 1,...,r—1 todos diferentes de cero, tal que P(A\1Z,, - , Ar—1ZTr, Ty) 7#
0 (ver Corolario A.62). A partir de las constantes Aj,--- ,\.—1 definamos g; =
fi — Aifr, ¥y Jg como el jacobiano de los g; parai=1,...,7r— 1.

Los ideales Jg y Jr guardan la siguiente relacién de inclusién : Jg 2 Jr. En
efecto es claro que Jy, ... g._,,5- = JFr. Por lo tanto la definicién del determinante
y del ideal jacobiano prueban la afirmacién.

Sea p un ideal primo tal que

p 2 (JG7gi7i = 1,...,1‘— 1)
y ht(p) = ht({Jg,9i,i =1,...,7 —1)). De la relacién Jg 2 Jr tenemos que
p 2 Jg 2 Jr = (Ni=1@) N (Ni=14)), (2.5)

entonces p 2 ¢} o p 2 gj.

Primer caso: Si p 2 ¢}, entonces al menos un fx € p pues p 2 \/q_; = pl. Si
fr € p, como para todo i = 1,...,7 — 1 se cumple que f; = g; + \; - fr entonces
fi € p para todo i. Si k # r como fr = (fx — gk)/ Mk tenemos que f, € p y por lo

tanto f; € p para todo j = 1,...,r. Recapitulando, por hipétesis
pD(Jg 9ii=1,...,r—1),

sabemos que Jg O Jr y hemos probadop D (fi,-.., fr) . Entonces p D (JF, fi,.--, fr) -
De la hipétesis ht({JF, fi1,---, fr)) = m se sigue que ht(p) = m.

Segundo caso : Si p D ¢, tomemos P(z1,---,Z,), el polinomio que definimos
anteriormente. Notemos que en el anillo R/p tenemos f; = \;fr y P(f1, -, fr) =0

(ver Ecuacién (2.4)). Entonces P(A1fr, -+, Ar=1fr, fr) = 0 en el anillo g (fi de-
nota la clase de f; en R/p.) Es decir, si definimos Q(f;) := P(A1fr, - s Ar—1fr, fr)

tenemos que Q(fr) € p, y el polinomio Q(z;) = P(M\iZr, - ,A\r—1Zr,Zr) €S NO
nulo. Por lo tanto del Lema 2.13 tenemos que fr € \/p = p. Como f; = X\if, =0
en el anillo R/p y las constantes \; son diferentes de cero para todoi=1,...,7r—1
entonces p D (f1,---, fr) . Como por hipétesis p O Jr entonces

P2 <JF1f11"' 1fr>-

Por lo tanto ht(p) = m.

Si t = 0 no necesitamos definir el polinomio P. Simplemente tomamos ele-
mentos no nulos \; para¢i = 1,---,7 — 1 en el cuerpo k. Con ellos formamos los
elementos g; = f; — \; - fr y estamos en el primer caso.

60



En ambos casos obtenemos ht((Jg,91,---,9r—1)) = m. Para demostrar que
(91,-..,9r-1) tiene una icis, sélo resta probar que los elementos g; para i =
1,...,7 — 1 forman una secuencia regular. Para demostrar esta afirmacién
ser4 suficiente probar que

profundidad((g1,...,9r-1)) = ht((91,...,9r-1)) =7 —1

(ver Proposicién A.38 del Apéndice). En efecto, como

(gl’-'-vgf—ls.fr) == (.flr---rfr)

y ht((f1,..., fr)) = r, entonces ht((g1,...,9r-1, fr)) = 7. Por lo tanto de la de-
sigualdad

ht((9i:i=1,...,7r—=1;f) < ht((g: :i=1,...,7r—1)) +1

tenemos que ht({(g; :i=1,...,7—1)) > r — 1. Por otro lado, el P.I.T (Teorema
1.18 del Apéndice) nos indica que ht({g; :i=1,...,7—1)) <7 —1.
[

Observacién. A continuacién generalizamos el Corolario 2.23. Mostramos la sigu-
iente propiedad : Si I = (fi;i=1,...,7) es una licis, podemos elegir generadores
{gi;i=1,...,7} de I de tal forma que cada (g;) tiene una singularidad aislada.

Teorema 2.25. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. I = (f1,..., fr) una icis. Entonces
eristen generadores g1,- -+ ,gr tal que I = (g1, -+ ,9r) ¥y cada g; tiene una singu-
laridad aislada en 7.

Prueba. El proceso se desarrollard de manera inductiva sobre 7 > 2 el nimero de
polinomios. Para dos polinomios es claro que se pueden elegir representantes con
estas caracteristicas usando el Corolario 2.23.

Supongamos que el teorema se cumple para toda I, = (f;;i =1,...,r) icis. Sea
I.yy = (fi;i=1,...,7 + 1) una icis. De la Proposicién 2.3 podemos fijar fr4+1 y
hallar elementos g; con¢ =1,...,r, generadores de Ir41 = (fi;i=1,...,7 + 1) de
tal forma que Ir+1 = (9i, fr+1,8 =1,...,7) yelideal I, = (g; : i = 1,...,7) sea una
icis. De la hipétesis inductiva podemos asumir que cada g;;2 = 1,...,r tiene una
singularidad aislada. Nuevamente para no cargar la notacién denotemos los g; por
fi- Este andlisis previo nos permite afirmar que para I, 4; = (fi;;¢=1,...,7+ 1), al

menos un generador tiene una singularidad aislada en 7; que sin perdida de gener-
alidad podemos suponer que es fr+1. Si fijamos este ltimo y usamos la Proposicién
2.24 podemos hallar nuevos generadores g1, -..,9- talesque I. = (g;;i=1,...,7),
sea una icis e Ir4+1 = (I., fr+1). De la hipétesis inductiva los generadores de
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Il = (g9i;i=1,...,7), se pueden cambiar, sin cambiar el ideal, por gener-
adores g! para ¢ = 1,...,r tales que cada uno tenga una singularidad aislada
en 7; a estos los denotaremos nuevamente por {f;;¢ =1,...,7}. Con ellos tenemos
que I-4) tiene generadores {fi;i =1,...,7 + 1}, para los cuales cada (f;) tiene
‘una singularidad aislada en 7. Mds ailn, como los nuevos f; hallados cumplen
que Iry; = (fi;i=1,...,7+1) entonces 7 + 1 = ht((fi;i=1,...,7+1)) =
profundidad((fi;i=1,...,7+ 1)) lo que nos permite afirmar (del Corolario 17.7
de Eisembud) que los nuevos elementos { fi;i = 1,...,r+ 1} forman una secuencia
regular.

[ |

Observacidn. A continuacién mostramos un ejemplo de como aplicar la Proposi-
cién 2.24 de manera algoritmica en un ideal I que sea una icis.

Ejemplo 2.26. Los polinomios f = z? y g = ? en el anillo (R, 1) = (k[z, ¥](z,y), ")
generan una icis. El ideal jacobiano Js g4 = (xy) tiene la siguiente descomposicién
primaria

Jsgg=PiNP
donde P, = (z) y P» = (y). Como f € P, y g € P, de la Proposicién 2.24 es
suficiente tomar A no nulo en el cuerpo base k,

g1=f—-A-g=z% ")y

y tener que g; tiene una singularidad aislada en 7. Es claro que f := 32,9 :=
z2 — \y? generan el ideal I, y g tiene una singularidad aislada.

Si aplicamos nuevamente el proceso a los nuevos generadores f, g, (ver Proposi-
cién 2.24) obtenemos que Jsg = (zy). La descomposicién primaria de este ideal

nuevamente es
J f.9 = PNP;,

donde P; = (z) y P> = (y). Notemos que en este caso ni f ni g se encuentran en el
primo P;. En el cuerpo K := Q(R/P) los elementos f, g no son k algebraicamente
independientes. En efecto, para Q(21,22) = A - 21 + 22 € k[21, 22] tenemos que

Q=27 -1y =0.
Sea z; = t - 23 entonces
Qi1(tz2) = Q(t - 22,22) = (M-t + 1)z3 € k[t, 29]

es un polinomio no nulo (ver Lema A.60). Sea t = 8 € k — {0} tal que Q1(8, 22)
es no nulo. Es decir, sea 8 no nulo tal que 8 # —1/A. Entonces de la Proposicién
2.24

g1:i=f—-B-9=9y"—B@*—A-y?) = -z + (1 + BA)y®
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tiene una singularidad aislada en 7. Notemos que en el caso que 8 = —1/) entonces
g1 := —fz2 no tiene una singularidad aislada.

Por lo tanto, g1 = —8z2 + (14 BA\)y? y g2 = 22 — A\y? generan al ideal I y cada
una de ellas tiene una singularidad aislada. La constante A es no nula y 8 es no
nula y diferente de —1/A.

Observacién. Hemos demostrado que un elemento f tiene una singularidad ais-
lada en 7 sf sélo si ht(Jg) = m. Es decir si ht(Js) < m, el lugar singular de f
tiene dimensién mayor que cero (més complicada). En el &mbito de la geometria
el lugar singular de f representa el conjunto Z((f, Js)). En el dlgebra representan
los ideales primos P que contienen a (f, Js). Sea I = (f1,:-- , fr) una icis donde
ninguno de sus generadores sea regular. Es decir ht(Jy;) < m y puede suceder que
ht(Js,) < m para todo i. Esta iltima condicién significa que para cada f; el lugar
singular es de dimensién mayor o igual a cero. En el Teorema 2.25 hemos demostra-
do que podemos hallar generadores g;,...,g9- donde cada uno de ellos tiene una
singularidad aislada. Este resultado se puede interpretar como una reduccion de la
singularidad de los representantes fi,..., fr. Es decir, los generadores f; tienen
un lugar singular de dimension mayor que un punto (ht(Jy,) < m), ahora para los
generadores g, - - - , gr sus respectivos lugares singulares son solo puntos.

Es licito pensar que podemos hallar generadores hi,-- - , h, donde al menos uno
de ellos sea regular. Es decir proporcionar una reduccién total de la singularidad
de por lo menos un generador. En el siguiente ejemplo veremos que esto no es
posible. La hipétesis que el ideal I no tenga generadores regulares nos indica que
I c n2. Esto significa que no podemos hallar en el ideal I un elemento regular.

Ejemplo 2.27. Sea (R,7n) = (k [z, ¥](,y) ), €l anillo regular local y f = z? + 92,
g = zy +y2 entonces Jp. = (z(2y + ) — ¥?) . Se prueba que I = (£, g) es una icis.
Se cumple que I C 72. Si I = (f’.g’) donde al menos f’ es regular entonces del
Lema A.57 se desprende que Jy» = R. Esto significa que f' = P + ax + by, donde
P € n? y a 0 b es diferente de cero. Esto significa que f’ € n? y por lo tanto I ¢ 7?2,
una contradiccion.

2.2. Homologia de Hochschild para I = (f, g)

Describiremos los complejos L; de tal manera que nos permita develar su co-
homologia. En un primer momento abordamos el caso I = (f). Calculamos la
cohomologia de los complejos L; para todo j > m. Finalmente en el caso I = (f, g)
presentamos un ejemplo que nos demuestra que no podemos seguir el camino que
se plante6 para el caso en que I = (f), donde H*(L;) = Torm—.(R/(f),R/Js)
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(ver [BKH]). En nuestro caso esto sélo sucede cuando j < m donde se pueden em-
plear las mismas técnicas. Para j > m mostramos que los complejos L; sélo tienen
tres términos de cohomologia no nulos. En este caso proporcionamos una secuencia
espectral E* que converge a la cohomologia de L; y colapsa en el segundo térmi-
no. Calculamos de manera conveniente el término E},*. En el caso particular en
que Jy C Jy demostramos que E>® = El. La mayoria de ejemplos que conocemos
cumplen esta condicién, por ejemplo las curvas sobre C inmersas en dimensién 3
clasificadas por ejemplo en [Looj]. En estos ejemplos podemos calcular entonces
los médulos de cohomologia de los complejos L; para j > m.

En el caso general demostramos que los complejos L; para j < m — 1 cumplen
que H%(L;) = 0 para todo t < j, y HI(L;) # 0. En general, para los complejos L;
con j > m — 1 calculamos los médulo de cohomologia en los grados m — 2 y m.
El término en grado m — 1 se encuentra en una secuencia exacta larga donde los
términos son conocidos.

.2.2.1. EIl Complejo L;.

Describimos de manera conveniente el complejo L;. Bajo la hipétesis de sin-
gularidad aislada calculamos la cohomologia de los complejos L; para j = m en el
caso I = (f). Mostramos que en el caso I = (f;..., fr) no se puede generalizar
los calculos que presentamos cuando I = (f).

Sea I un ideal generado por una secuencia regular. Del Corolario 1.107 se
desprende que la homologia de Hochschild del 4lgebras R/I se descompone en los
moédulos de cohomolgia de los complejos

sij<m:=dim(R)y

si j > m. Vamos a describir a estos complejos L; de una manera conveniente en
la Proposicién. 2.28. Cuando el anillo R es r.l.e.t.f. se tiene que

Ist—s Is

Ist1QJi—s & Is+

; ®RQY°
pues ° es libre (Teorema 1.28).
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Debigo a que el ideal I es de interseccién completa, el R/I—médulo graduado

Ds>o0 o+t ©8 isomorfo al anillo de polinomios £y, ..., yr] (ver Proposicién A.29)
donde ht(I) = r. Denotemos al espacio vectorial de los polinomios homogéneos
de k[v1,...,¥r] de grado s por @q =" - - -y, donde a = (ai,...,ar) y la| =
ay + ...+ a,. Con esta notacién se prueba que

Is R
T = @yfl"'yf'®k—f-

|lal=s

Usando estos isomorfismos veremos que el 'morfismo borde resulta ser casi la mul-
tiplicacién por los df;. En efecto definamos Q2 := Q ® R/I, el siguiente diagrama
conmutativo define §

g d S 1
Is+l§2-7R_3 ISQ_;%—S‘FI
Dyt v 8 D oy e,
la|=s la|=s—1

donde z = y7* - - - Y2 QW € ®|a|—s ey ®k§}.{-s corresponde az = ff! -- - ffw

en el médulo II—_f;:_, De la definicién del morfismo d se sigue que
d(z) Z .. fi—l... #"ai'dfi/\w"'ff'l"' grd(w)___
i=1
Z 50% f,. a; - df, Nw.
=1
Por lo tanto d(z) corresponde al elemento > ;_; 7! - ey 1l yr@a;- dfi A\wen

el médulo Dq=s—1 41"+ Ur" Bk QJ **1, Entonces podemos escr1b1r

8'(2) = Zy Yyt ®ai - dfi Aw

=1

Notemos que a; puede ser cero.

Como k O Q podemos reemplazar las potencias fj por f(’) = —1— entonces el
morfismo se define sélo con la multiplicacién por df;, parai=1,... ,r Es decir el
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siguiente diagrama

B v YT @ ¢y e

lel=s |la|=s-1
es conmutativo, donde

5(y£al) oy @w) = Z ygal) ... y§a‘-l) .y @ df A w.

i=1
Por convencién yfb) =0sib<0,paratodoi=1,...,r.
Proposiciéon 2.28. El complejo L; es isomorfo a

™ roy4 r raY
o——->|6|3 y£°1)°--y$°)®kﬂa_i.l l@ .y e Qs
a|=j3 a|=7-1

r i1 r =9
_.IGIB yioer) .yl o, O __.Ielaoy{‘")--'yﬁ")@k%,
a=1 al=

donde
6(y§“‘) ) @w) = Zy{al) .- y§a‘-l) oyl @ df; A w,

y Q= Q3 ®@r R/I.
Prueba. Se sigue del anilisis anterior. [ |

Observacién. Veamos rapidamente el caso en el cual I = (f) para valores de
J = m = dim(R). En este caso se prueba que el complejo L; es isomorfo a

df - df df
o —L-gp Lo Lo

(usar Proposicién 2.28 y notar que k[z]s ®x« o~ ﬁi.) Esto se puede escribir como

@Yl Y. . Lo err/(f).
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Es decir L; = K(fz,,---, fzm) ®r 1 , donde df = X7, fz.dz; para cierta base
dzi,...,dxrs, del médulo QR

Observacién. Basados en la descripcién anterior podemos demostrar, en el caso
particular que I = (f), lo siguiente : Sea el anillo R = k[z1,...,ZTn](s,..,z,)- Si
f es regular (es decir J; = R, ver Lema A.57) entonces HH.(R/I) = QF, /1- La
demostracién de esta afirmacién se esboza en el siguiente ejemplo. :

Ejemplo 2.29. Sea A = ((k[z1,- -, Zm]/ (f))(z1,- zm)» M) un anillo donde f es
un polinomio regular en el punto (0,---,0). Esto significa que la matriz Jac(f)
evaluada en el punto (0,---,0) tiene rango uno. Es claro observar que esto equi-
vale a tener que el ideal jacobiano Jy es unidad en el anillo k[z1, - , Zm](z;, - ,zm)-
Entonces algin f;; se encuentra fuera del maximal 7. Por lo tanto se prueba que

T:ﬁ};—»ﬁ};

_definido por T'(dzj) = dz; para j # 4; y T(dz;) = df es un isomorfismo. Este
isomorfismo prueba que el diagrama

es conmutativo. Esto significa que el complejo

4 ,
QR_f’QRi»...i)ﬁ;—»O,
es quasi isomorfo al comblejo exacto
dz, —1 dz dz
QR 1 QR 1 Tt = ﬁ'}g > (0.

Del Corolario 1.107 se desprende que

HHn(R/(f)) = H*(La) = Q" /(dz1 AQ" ) = RENOY

si n < m. Esto nos indica que HHy,(A) = Q7, para todo valor de n < m y cero
para valores mayores o iguales a m, donde A = R/ (f).

Observacion. El Propésito del ejemplo anterior es ilustrar la técnica que en él
se emplea. Una manera directa de calcular HH,(A) cuando A = R/(f) y f es
regular, es usar el Teorema 1.51 (ver Lema A.57).
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Observacién. Si a la hipétesis de interseccién completa impuesta al ideal I
(recordemos que esta hipétesis es la que nos permite usar el Corolario 1.107) le
agregamos la hipétesis de singularidad aislada, es decir

he((J, £)) = dim(R) = m
tenemos la siguiente Proposicion.

Proposiciéon 2.30. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f) un ideal con una
singularidad aislada. La cohomologia de los complejos Lj para j > m cumple

para todo s < m.

Prueba. En efecto, sea

donde df = Y, dfz,dz;. Como I = (f) tiene una singularidad aislada en 7

i=1
entonces {fz,,--.,fzn} forman una secuencia regular. Por lo tanto el complejo

Koszul K(fzy,-- - fzm) de fz;,- .-, fr, es una resolucién de R/Jy ~ Q™ /df, donde
df denota la imagen de df A— : Q™~! — Q™ (ver Lema 1.70). Es decir H*(L;) =
TU"m—t('IIz, %) u

Ejemplo 2.31. Sea f = z2+y?+ 2% en (k[z, y, 2(z,4,z)» M), entonces Jy = 7. Como
H*(Lj) = Tarm_.(¥, %), si usamos la resolucién

K(f) :R—f>R

de R/I tenemos que
K(f)®r R/n:k—2—>k.

Por lo tanto
. k si*=m

H*(Lj)=qk si*=m-1 (2.6)
0 en otro caso.
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Para el caso de un polinomio el cédlculo de los médulos de cohomologia de los
complejos L; fueron realizados por Michler. Presentamos una leve generalizacién
de su resultado. '

Corolario 2.32. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, I = (f) un ideal con una singular-
idad aislada en n entonces

st *=m-1
si *=m (27)

para j > m = dimR.

Prueba. Sera suficiente hallar una resolucién de R/ (f) (ver Proposicién 2.30).
Como R es un dominio, el complejo

K(f):RL >R

" es una resolucién de R/ (f) . Por lo tanto el complejo K(f) ® R/Js se escribe como
f
K(f)® R/(Jf) : 0 — R/ (Js) — R/ (Jy) .
De aqui se sigue que H™"1(L;) = (—‘{,1;—"1, y H™(L;) = R/ (f, Js) . [ |

Observacién. Notemos que la dimensién de H™(L;) (para j > m) es el nimero
de Tjurina de la singularidad (ver Observacién en la Proposicién 2.4)

De ahora en adelante, hasta finalizar la seccién, veremos solamente el caso en el
que I = (f, g) sea interseccién completa y tenga una singularidad aislada. Es decir
trabajaremos bajo la hipétesis que el ideal I sea interseccién completa y cumpla
la siguiente propiedad : .

ht((f) 9, Jf,g)) =m.
Nuestro estudio se centrard en la cohomologia de los complejos L; para valores
j 2 dim(R). En adelante para no cargar la notacién escribiremos y¢ por yga).
La Proposicién 2.28 prueba que los complejos L, se expresan de la siguiente
manera

a1, a2qxm—1 ay,.a20™m
s - @ TR 9%, @ y113.1229 ’
la|=p+1 lal=p
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donde Q° = Q°* ®p R/I. A partir de aqui usaremos la siguiente notacién

especmlmente cuando escribamos L/, m+p como un bicomplejo. Cuando no halla lu-
gar a duda en que complejo L; estemos trabajando sélo pondremos Qz, . Notemos

que YyiQ° ~ yiyi 10 ~ 7.

Definicién 2.33. Definamos los complejos L, +p de la siguiente manera :

m+4p—1
) é
m+p @ le 8 ﬁ.% Qm_ A i ’ l@)g ’0,

1

y el morfismo borde se define como &(y¢ydw) = y§ 'y3df /\w+y"1‘yg_1dg/\w, donde

y=9v3=0sia<0.

Observacién. Notemos que Lmip = L7 ,®rR/I y que 62 = 0. Una idea natural
para generalizar la Proposicién 2.30 en el caso de mas un polinomio es intentar
probar que H*(Lp) = Torm_.(& 7> R/ (Jf,Jg)) donde L), es una resolucién de
R/ (Jg, Jg) = H™(L},). El siguiente ejemplo muestra que esto no es posible :

Ejemplo 2.34. Sea f = z? +y2+ 22y g =zy+ 2% en (R,7) = (k[z,v, 2)(z,y,2), M)-
Se prueba que f, g forman una secuencia regular. Un célculo muestra que Jsg =
(2?2 — y?,2(2z — y), 2(2y — z)) , ht((Jt,g, f,9)) = 3. Es decir el ideal I = (f,g)
tiene una singularidad aislada de interseccién completa en 7. Mas atin como Jy =
Jg = n entonces ht(Js) = ht(Jy) = 3 = dimKrull(R). Del Corolario 2.5 la tltima
conclusién significa que. f y g tienen una singularidad aislada en 7. Esto a su
vez equivale a tener que los complejos K(fzy,--3fzm) ¥ K(9z15--->9zm), tienen
cohomologia cero para todo i # m, donde df = 3", fz.dzi y dg = > v, 9z, dTi.
Debido a que el complejo L., se puede escribir como

Lm : -l | | l | | l |
=m—1 Sm—2 =m-3
Q1,1 fdg Q2,1 vdg Q3,1 T
1# ldf ldf
=|m am—1 afm—2
QO,O dg Mo dg Q2 0 ’

tenemos la secuencia exacta corta
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0—_’K(f:t17""fzm)®RR/I_>Lm_>Lm—l_')01

donde, en L,,, identificamos la primera columna de la izquierda con el complejo
K(fzys--+) fon)®rR/I, y €l cociente con L,,—; (notemos que z7y*)° =~ ziyi~100°).
Como f tiene una singularidad aislada entonces

H*(K(for, -+ for) ® R/I) = Torm_,.(?, %).

Por lo tanto si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia tenemos

Tor1 (4, $£) — H™ (L) e
Toro(§, ££) —— ..

Sin dificultad se prueba que dp = 0 pues J; C Jy y entonces do([@]) = [dg Aw] =
0€ HY(K(fzyy--+»s fzm) ® R/I) = R/Jf = R/J4. Veamos qué sucede con J;. Sea
[(Wo, w1)] un elemento en el médulo H™ 2(L,—;). Entonces para representantes
(wo,w1) en la clase (Wo,w1) de (Lm—1)m—2 se cumple

df ANwi+dgAwo=f-m+g-n2.
Si efectuamos el product-(; dgA en la igualdad anterior tenemos
dg A (df Awr +dgAwo) =dg A (f-m~+g-m) (2.8)
Como Jy = J, se tiene dg A m1,dg A 72 € dg/\Q’}’z"l ~ Jy = Jf ~ df/\Q’}'{'l.

Entonces existen 7], 75 € Q’]{"l_tal que dg Am =df Anj y dg An2 = df A nj. Por
lo tanto podemos escribir

De aqui se sigue que la ecuacién 2.8 se escribe como |

dgndf Awi—(f-df Amp+9g-df Anz) =0.
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Si factorizamos df A obtenemos
df A(dgAwr+ f-m1+9g-m3) =0.

Como dfA es el diferencial del complejo K(fz,,---,frm) que tiene cohomologia
cero en todos los grados salvo en nivel m (pues ht(Jf) = m), tenemos que dg A

w1+ (f -7y +9-15) = df Ang, para algin 7;. Es decir dg Awy, = df A2 en Q77! y

61([(W1, W2)]) = [dg Awn] = [df Am2] =0
en H™ Y (K(f1,-..,fm)). Por lo tanto tenemos la secuencia exacta corta
o

—s (. 2.
df + dg 0 (29)

0—>T01'1(}—;, %) ——>Hm—1(Lm) —_—

A continuacién calculamos el médulo Torl(% _,%) Si Usamos la hipé6tesis que
el ideal I = (f, g) es interseccién completa tenemos que el complejo

es una resolucién de -‘}3. Si efectuamos el producto tensorial ® R% = ®Rk en el

complejo anterior obtenemos
0 0
0—k—kPk—k——0

Esto significa que Tor1(§, % = k & k. Antes de continuar un lema que nos
-1

permitird demostrar que, Qm!f——l iz € un médulo no nulo.

Lema 2.35. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f, y (f) un ideal con una singularidad

aislada. La aplicacion

] Qm-1 . JgQm - Jr
T df AQ™—2 + dg A QM2 Jf g™ - Js.g

df

definida por W — df A w es un isomorfismo.

Prueba. Sélo la inyectividad no es clara. Si df A w = 0 entonces df A w = df A

dg A w, por lo tanto df A (w —dg Aw1) = 0. Como H(K(fzy,- -, fz.)) = O para
todo i # m entonces existe we € Q™2 tal que w = dg A wy + df A we, es decir
w=0. n
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Notemos que, gf—!—dg o~ T‘i-% Rr % # 0 por que si no M = J;‘]'I; cumpliria que

% = 0 y por el Lema de Nakayama se tendria M = 0. Pero J f'= ny Jgg C 7>
nos dice que M # 0. Por (2.9), dim(H™ !(L,,)) > 2 y no puede ser isomorfo a

Tor1(R/I,R/(Jf,Jq)) = Tor1(R/I,R/Jy).
Esto finaliza el Ejemplo 2.34.
Corolario 2.36. E! complejo L, no es ezacto en general.
Prueba. Si no L/, serfa una resolucién de R/ (Js, Jg) y
H™ Y(Lp) = Tor1(R/1, R/ (Jg, Jy)).
]

Observacién. Con respecto a la cohomologia de los complejos L; podemos decir es
‘'que esta corresponde al Hipertor de L; y R/I; tal como enunciamos a continuacién.

Definicién 2.37. Una resolucién de Cartan-Eilenberg P.. de un complejo (C., d)
es un complejo doble en el semiplano superior de médulos proyectivos (Ppq = 0 si
g < 0), con una aplicacién

tal que para todo p se cumple :
Si Cp = 0 la columna B, es cero. La aplicaciones

Y h H(e) : Hyp(P,d") — H,(C)

son resoluciones proyectivas. El médulo Bp(P, d") es el borde horizontal.

Observacién. Toda cadena compleja (C, d) tiene una resolucién de Cartan-Eilenberg
P,. (ver [Wei, Lema 5.7.2)).

Definicién 2.38. Sean (C.,d) una cadena, B un médulo, y P — (C.,d) una
resolucién de Cartan-Eilenberg. Definimos el Hipertor ( TOR ) de (C.,d) y B

como
TOR;(C,, B) = H;(Tot(P ® B)).
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Observacién. En el caso que C sea un médulo A concentrado en grado cero
obtenemos la definicién de Tor;(A, B).
Si el complejo (C,d) es finito entonces

TOR;(C.,B) = H;(C«® B)
para todo % (ver [Wei, Aplicacién 5.7.8]). Como L; = L ® R/I entonces

H*(Lj) = TORm—-«(L};, R/I).

Observacion. A continuacién veremos cuantos médulos de cohomologia nulos
existen en los complejos L; para todo j > 1 donde I = (fy,..., fr) es una icis.

Lema 2.39. Sean (R,7n) un anillo r.le.t.f., e I = (f1,..., fr) una icis entonces
para todo primo P en al anillo R/I se tiene H*((Lj)p) = O es ezacto para todo
j>m—-r+1lei=0.

para todoi sij>m-—r
sitj<m-—-rei#j (2.10)
sitt=j<m-—r,

donde N = @ 1""'Rp - &

Prueba. Sea P un ideal primo diferente que el maximal en el anillo A := R/I.

Del Lema 2.3 se sigue que el anillo Ap es regular local. Esto significa que R es
suave. Por lo tanto, del Teorema de Hochschild Konstant Rosenberg tenemos que

Por otro lado sabemos que

(n/2]
HHn(Ap) = @ H* *((La-i)P)s

i=0

para todon < m—r+1. De aqui se sigue que H™((Ly)p) = Qap ¥y H*((Ln-i)p) =0
paratodoi>0,yn<m—r+1. Como HH,(Ap) =0 paratodon >m —r +1
obtenemos que H*((Lj)p) = 0 para todo j > m —r + 1.

|

Corolario 2.40. Sean (R,7n) un a.r.l.e.t.fe I = {(f1,...,fr) una icis entonces
H'((Lj)) =0

paratodoi<m-—rei>msij>m—r;ysij<m-—reiFj.
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Prueba. Notemos que el anillo A = R/I tiene dimensién m — r. Los complejos
L; son complejos de A—médulos libres. Sea j > m — r entonces del lema anterior
tenemos que H*((L;)p) = 0 para todo i. Del Corolario 1.69 se sigue que H*(L;) = 0
para todo ¢ < m —r — 1. La longitud del complejo L; es a lo més igual a m. Por
lo tanto H*(L;) = 0 para todo i > m.

Sea j < m —r, del lema anterior se tiene que H*((Lj)p) = 0 para todoi < j y
para todo primo P de altura menor que m — 7. El criterio de exactitud nos indica
que H*(L;) = 0 para todo i < j. [

Observacién. Interesados en conocer la cohomologia de los complejos Ly,p pre-
sentaremos el cdlculo de la cohomologfa de ciertos complejos Lj(zy,. .., Z,) isomor-
fos a L; en cierta localizacién Rp. Ellos se pueden asumir como una generalizacién
del complejo de Koszul. Por esta razén presentamos la siguiente subseccién :

2.2.2. TUna Generalizacion del Complejo de Koszul

En este item trabajaremos en A una k—aélgebra local e.t.f. Entre los principales
ejemplos de estas 4lgebras se encuentran los anillos (R,7) r.l.e.t.f., sus localiza-
ciones y los anillos R/I, donde I es un ideal de interseccién completa con una
singularidad aislada.

En base a los complejos L; para j > 0 daremos la siguiente definicién :

Definicién 2.41. Sea (A,7n) un anillo local con una estructura de k—4&lgebra,
N = ®™,A-dz; un A—médulo libre. Denotemos N* := AN, y N° = A. Definamos

i=1
los complejos Lj(dzy,...,dz,, N) con 7 < m de la siguiente manera

D o ar @ N5, @ oo N :

— 4
lal=3 . lal=g—1

) L|Q|9 -2l @ NI _§ lTeoa:‘l’l---x$'®kNj,
a|=1 a|=

sij<m,y

a a1 ... gor
Dz ®A_5, D 2z N
lal=3 la|=5-1
5 @ Pzl N™ls | @ otz @ N
la|=j—m+1 la|=5—m

si j > m. Donde 6(z3! -+ -z%w) = Szl zlrdr Aw, y z? =0, si

b < 0. Donde a = (a1,...,ar),y la|=a1+...+a, =35 —s.
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Observacién. Cuando no haya lugar a confusién escribiremos L(z,...,Z,) por

L;(dzy,...,dz,, N). Cuando dfy,---,dfr es parte de una base en Q}%P es obvio
que L(dfy,--- ,dfy, Q}Qp) es isomorfo a L(z,...,Z,;) sobre un Rp—mddulo libre de

rango m.
Lema 2.42. El complejo Lj(zy,...,z,) esta bien definido
Prueba. Sers suficiente demostrar que 62 = 0. Sea z = z{! - - - %~ w entonces

T
6(z) =Z:L“1‘1 ezl gdrdr Aw,

i=1

T T
8(6(x)) = Z(Z .- a:?_l coeg®Tlo o z3dz i AdTi A w). (2.11)

i=1 j=1

Sea | < s € {1,...,7} dos indices arbitrarios. Sin perdida de generalidad
podemos asumir que a¢;,as > 0. En efecto si a; = 0 0 as = 0 entonces el término
z ---x‘;’_l---x;"_l coozlrdri ANdr Aw = 0.

Si en la ecuacién 2.11 ponemos ¢ = y j = s obtenemos

z =z ---:c‘,”_l~-'x?‘-1-~~:l:f."d;rsAd:tl/\w.

Si ponemos ¢t = s y j = | obtenemos

Como z + 2/ = 0 entonces § 0 § = 0. [ ]

Proposiciéon 2.43. Sea j € N, entonces eziste una secuencia exacta corta de
complejos

0—— Lj(z1,--. yTr—1) — Lj(z1,...,z;) —%, Lj_1(z1,...,27) —=0.

Prueba. Supongamos que j > m, es decir j = m + p. Definamos la aplicacién
Pt @ ¥ ...z Nj — @ z ... g2 NI
lal=m+p—t lal=m+p—t-1

de la siguiente manera : Sea z =z7' .-z -we€ @ zP .-z N,
la|l=m+p—t

— ay «o ar—l .
pe(z) = T T, w. (2.12)
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Por linealidad ¢ se extiende a todo el médulo @  z§'...z% N*. Notemos que

|a|=m+p—t
¢ define una aplicacién ¢ : Lyyp(Zy,...,2r) — Lmyp-1(1,...,2,) de médulos
graduados. Veamos que el siguiente diagrama
@  afiarNTlem, @ ofteapNt
|a|l=m+p—t+1 ||=m+p—t

| l

a1 t
e, @ afar
|al=m+p—t—1
conmute. Como ya sabemos que ¢ : Lm4p(Z1,...,2r) — Lmip-1(1,...,2,). Sea

z un elemento de @)|4j=m4p-t+1 27" + - 22" N~1. Debemos demostrar que

d 0 pt-1(z) = pt 0 6(z).

En efecto sin perdida de generalidad podemos asumir que z
entonces

@t 0 6(z) = pe(d(a}* - - 27TW)) = Z%(-’Ba‘ gt alrde Aw) =

i=1

Zx‘" ¥l g8 ldr A w.
=1
Por otro lado tenemos

dopi—1(z) = 5(:!:‘;1 ¥ e ~ly Zx cos ---w;‘.‘"‘d:z:.- Aw.

i=1

Notemos que puede ocurrir que a; — 1 < 0. De las dos iltimas ecuaciones se
desprende que w0 = § o p. Es decir ¢ es un morfismo de complejos.

Es claro que ker(y¢) = Lm4p(Z1,...,Zr-1) esta incluido de manera natural en
Lm+p($l’-'-amr)- .
El caso j < m es similar con un caso particular para ;. |

Observacién. En esta parte abordaremos el célculo de los médulos de cohomologfa
de los complejos Lj(zy,...,Zr) donde A es un élgebra como en la Definicién 2.41.
Sean A una k—élgebra, y y1,...,ym variables. La A—4lgebra B := A[y;,...,ym] es
suave sobre A. Por lo tanto del teorema de Hochschild-Kostant-Rosenberg tenemos
que

HHA(B) = 2y, = NED B - dui

=1
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si n < m y cero en otro término (ver [Wei, Ejercicio 9.1.3]). Es decir, HH,(B) es
un modulo B-libre, mds atin la dlgebra B es homolégicamente regular. El ideal
I = (y1,...,¥,) es interseccién completa, y C := B/I = A(Yr+1,---,Ym] €s suave
sobre A. Por lo tanto tenemos que

HHZ(C) =g =\ D C-dyi,
i=r+1

sin < m—r+1y cero en los demas casos. Por otro lado, dado que I es interseccién
completa, tenemos que

(n/2] )
HH}(C) = @ H* *(Ln-i),
i=0
donde el complejo L; es de la forma
PPN _5_ P Pz N 5
lal=3 la|=j—1
s , @ 2z @k NI _5 @ zi -zl @ NY,
" Jal=1 la]=0

y N =ﬁlB|A = QIB|A ®p C. Notemos que VN =0sij >my A™N = B.

Lema 2.44. Sean enlos naturales. St

| (n/2] .
HH2(C) = Q¢ = @ H *(Ln-),
i=0

entoncesH*(L;) = 0 para todoi # j < m —r, HI(L;) = QLsij<m-ry
H*(Lj) =0 para todoi sij > m—r.

Prueba. Se sigue de la descomposicién de Hogde de la homologia de Hochschild

y homologia Ciclica [ |
Observacién. En el anillo C la secuencia yr41,...,¥m €s una secuencia regular,
entonces el complejo Koszul K(yr+1,...,Ym) €s exacto.

Ahora la cohomologia que nos interesa es la de los complejos

Lj ®c C/<y7‘+1’ s ’ym> = L] Rc A.
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Como K (Yr41,---,Ym) es una resolucién de A de C—médulos libre entonces

H‘(Lj ®c K(y,-+1, ceyYm)) = H*ﬁj(Hj(Lj) ®c K(y1-+1, cee1Ym))s

ycerosi j > m—r+1 (ver Lema 2.44). El médulo Hj(LJ-) = % es un C—médulo
libre. Como yr41,...,Ym €s una secuencia regular en C entonces K(Yr+1;.--,Ym)
es una resolucién de A, entonces

H*(Lj ®c K(Yr41,---,ym)) = H* 7 (H(L;) ®c K(Yr+1,- -, ym)) =
HI(L;) ®c A.
Corolario 2.45. Sea j > m — r entonces
H(Lj®A)=0

para todo i > 0. Sea j < m —r entonces

. 0 sii#j
HY(L,® A) = ) ; 2.13
(L@ 4) {H:(L,-) ®CcA=QL®cA sii=j. e

Prueba. Se sigue de la observacién anterior. _ [

2.2.3. Caélculo de la Homologia de Hochschild

En esta parte nos encaminamos en direccién al cilculo de los médulos de co-

homologia de los complejos Lj. Como sabemos el complejo L], no es exacto en
general. En relacién a sus médulos de cohomologia podemos precisar lo siguiente :
Los médulos de cohomologia del complejo L;n_,_p estan soportados en los primos P
que contienen al ideal Jyg 4.
El es pieza fundamental para demostrar que los complejos Ly, para k > 0 sélo
tienen tres términos de cohomologia no nulos. Este Teorema serd uno de los pilares
donde se sentara las bases de la siguiente seccién. La igualdad ht(Jg) = m—7+1
conjuntamente con el resultado anterior nos permitirain demostrar :

Los complejos L; para j < m—2 tienen cohomologia cero para todo i # j. Para
j =m — 1 llegamos a que H*(Lm-1) = Torm_1-s(Js/Js,g, R/I). Finalmente para
J = m presentamos una secuencia espectral Epq4 que converge a la cohomologia de
los complejos Lm+p y E?2 = E*.

Los célculos mencionados lineas atrds se sintetizan en el siguiente Teorema

Teorema 2.46. Sea j € N entonces
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(0 si i < min{j,m — 2}.
df AV
— Q@ R/I sit=jyj<m.
1
) df/\dg/\QfI (2.14)
Torm—1 _,( ,R/I) stj=m-—1.
Jrg
| Tor (H™ Y (Cp1), R/I) sij>m—1ei=m-—2,

donde Cpr1 = (L,,,_HD)<"“1 (ver Proposicién 2.55). Para los términos en nivel
— 1 y m presentamos una secuencia espectral

(2.15)
1
Elo=Tori(My, %) S El, =Tori(Mp, &)

E§ o = Toro(Mp, §)) <2— Ej; = Toro(7%, §),

donde Gr(Mp) = &F_yR/J; (ver Teorema 2.62) yd' es el producto exterior con
dg.

En el caso que J, este contenido en el ideal Jy, se cumple E! = E*, lo cual se
demuestra en el Corolario 2.65. Aunque la condicién J; C Jy simplifica significa-
tivamente los célculos, esta se da en muchos ejemplos conocidos. Ello nos permite
calcular los médulos de cohomologia de los complejos Ly +p para el caso en que
R/I es de dimensién cero y la singularidad es simple (clasificacién de Guisti [G])
[Looj, 7.19)], a exepcién de H, para p > 7, y las singularidades simples de
curvas inmersas en dimensién tres (ver Ejemplo 2.67). El célculo de estos
grupos de cohomologia fue una de las motivaciones originales de este trabajo.
Formalmente tenemos :

Teorema 2.47. Sea P un ideal primo con P 2 Jsq. Entonces (L) p =~ Lj(z1, )
(con N = Q » YA =Rp ). En particular los complejos L' loca.lzzados en todo
primo P Jf,g son ezactos en (Rp,np) para todo j > m — 1. Para j <m —1 los
complejos (L;) p son ezactos excepto posiblemente en grado j.

Prueba. Sea dry,...,dTs una base del médulo libre QL, y df = >y fzdzi,
dg = Y_, 9s,dz; la representationes de los diferenciales de f y g en dicha base.
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Entonces el ideal Js, es generado por los elementos fz:9z; — fz;9z;- Con estos
lineamientos establecidos iniciemos la prueba del Teorema :
Sea P ideal primo tal que P 2 Jg, entonces algin

fz:9z; — f:tjga:i &P

para indices %, j diferentes. Es decir fz,gz ; — fz;9z, es unidad en Rp.
Afirmacién. Sin perdida de generalidad podemos suponer (por un isomorfismo
del médulo libre Q}, que reordene la base) que

f:t1g:tz - fzzgzl ¢ 2

Por otro lado como Q}z, = EB:';I Rpdz;, definamos N := Q}z,- Esta notacién
es sélo para indicar que T establece un isomorfismo entre los complejos (L;-) Py
L;(z1,x2). Definamos la aplicacién R, lineal

T:N——»Q}{’p

como T'dry; = df, Tdzs = dg y Tdz; = dz; para i > 3. De la representacién
matricial de T en la base dz3, . .., dTm tenemos que |T'| = fz, 9z, — fz29z, €s unidad
en Rp. Por lo tanto 71 = iT'ZJ'SP esta bien definido. Esto significa que dfi, ..., dfr
forman parte de una base de Q}, . Entonces (L})p'= L;(df1, - .., dfr, Q%)

El hecho que L;- sea exacto para j > m — 1 se sigue del Corolario 2.45. La
conclusién que los L; para j < m — 1 sean exactos excepto en el ultimo nivel se
sigue también del Corolario 2.45.

[ |

Observacién. Si repetimos la demostracién anterior ahora para el médulo _ﬁ;,_
obtenemos B

Teorema 2.48. Los complejos Lj localizados en todo primo P 2 Js 4 son ezactos
en ((R/I)p,7p) para todo j > m — 1. Para j < m — 1 los complejos (Lj)p son
exactos salvo posiblemente en grado j.

Prueba. Es la misma que la demostracién anterior con A = (R/I)p y N =
@?;].Adxi.. .

Proposicién 2.49. El complejo L, _, es ezacto salvo en nivel m — 1.

Prueba. Es claro que el complejo L/, _; tiene longitud m — 1. Entonces demostrar
que H*(L!, ;) = 0 para todo i # m — 1 -usando el criterio de exactitud- equivale
a probar que :
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(L?,_1) p tiene cohomologia cero para todo ¢ # m — 1 para todo primo P tal que
profundidad(P) = ht(P) <m — 1.
En efecto sea P primo tal que ht(P) < m — 1. Del Corolario 2.19 tenemos

ht(Jrp) =m —r+1.

En el caso particular que r = 2 obtenemos ht(Jsg) =m — 2+ 1, es decir Js,g  P.
Entonces en Rp el complejo (L), _,)p es exacto. (ver Teorema 2.47). Esto finaliza
la prueba.

Corolario 2.50. La cohomologia del complejo L,,—1 cumple

= ),

H*(Lm—l) = Tarm_l_,..(R/I, 7
f.9

donde I = (f,g) y el generador (f) tiene una singularidad aislada en 7.

Prueba. Por la proposicién, reindexando, L!,_; es una resolucién de

(Lema 2.35) y L;m—1 = L!,_; ® R/I. Entonces
J

L R/D).
5

H*(Lm-1) = Torm—l—t('J
. 9

Observacién. El corolario anterior es una generalizacién del Corolario 2.30.

Observacién. Hemos expresado los médulos de cohomologia del complejo Ly, -1
en funcién de Tor.(R/I,Js/Jsg). A continuacién veremos cuantos de ellos son
nulos.

Corolario 2.51. Sii # m —1,m — 2 entonces H(Ly,—1) = 0.

Prueba. Se sigue del corolario 2.40.

Observacién. A continuacién veremos que la cohomologia de los complejos L;-

cumple que H"(L;-) = 0si i # j < m — 1. Existen diferentes maneras de de-
mostrar esta afirmacién (ver Corolario 2.40), nosotros nos basaremos en el criterio
de exactitud.

Corolario 2.52. Los complejos L;- son ezactos Vj < m — 1 salvo en grado j.
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Prueba. Sea L;- con j < m — 1 entonces el complejo tienen longitud j. Sea P un
ideal primo tal que ht(P) < j. Como ht(Jsg) > m — 1 entonces P 2 Jf,g Del
Teorema 2.47 se sigue que (L’ )p es exacto salvo posiblemente en grado j.- Una
aphca.mén directa del criterio de exactitud finaliza la prueba.

[

Observacién. Del argumento del Corolario 2.40 obtenemos que H*(L;) = O si
i # j < m — 2. A continuacién nosotros presentaremos otra demostracién.

Proposicién 2.53. Sea j < m — 2 entonces para todo t # j tenemos H*(L;) = 0.

Prueba. Sea P un ideal primo en el anillo R/I diferente del maximal. Como
siempre obviaremos la notacién de clase de equivalencia en el anillo R/I. Como
ht(Js,g) = m — 2 entonces P 2 Js 4. Por lo tanto del Teorema 2.48 se tiene que
H ‘((LJ)P) = 0 para todo 7 # j. Una aplicacién directa del Criterio de exactitud
en el anillo R/I concluye la prueba. ]

Observacion. A continuacién demostraremos que los generadores f, g del ideal I
forman una secuencia H j(L;-)—regula.r para j < m — 2. Esta propiedad no se usa
en el trabajo pero afianza el manejo de las propiedades del complejo de Koszul.
Como los complejos L; para j < m — 2 tienen cohomologla cero para todo ¢ # j
(Corolario 2.52) y L;j = L; ® R/I entonces

H(L;) = Tor;_,(HI(L}), R/T).

De la proposicién anterior tenemos que T'or;j_s(H? (L}), R/I) = H*(Lj) = 0, para
todo s < j. De aqui (siguiendo el mismo procedimiento que se presenta en el Teo-
rema A.33 del Apéndice) se prueba que f, g forman un secuencia H j(L;)—regular
para todo j < m — 2. -

Observacion. Una de las principales propiedades que usamos en las demostra-
ciones anteriores y que se manifiesta en el Teorema 2.47 es que los médulos de
cohomologia de los complejos L:n,,_p estdn soportados en los primos P O Jgg4. La
otra propiedad que hemos usado es que los médulos de cohomologia de los com-
plejos Ly, 1p estdn soportados sélo en el ideal maximal (Proposicién 2.53.)

A continuacién demostraremos que los complejos L4p sélo tienen tres térmi-
nos de cohomologia no nulos.

Teorema 2.54. Se cumple que H°(Lj) =0, para todo s <m—3,s>m yj > m.

Prueba. Se sigue del Corolario 2.40 para j > m — 2.
[ |
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Observacién. A continuacién presentamos el cédlculo del médulo de cohomologia
H™=%(L.,4p) para todo p > 0. La primera parte de la prueba se basa en el Teorema
2.47 y el hecho que ht(Jf4) = m—1. A continuacién usaremos la siguiente notacién

m—i _ a1, a2 m—i
|et|=i+p;az=l

establecida lineas atrés

Proposicién 2.55. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f entonces el complejo

m+p 0 s mte-1 o 5 sPH1 S
CP+1: li.% Qm,l,m+p g Qm—l,l,m-(—p s 1,{,m+p >0,

es ezacto salvo en grado m — 1.

Prueba. Notemos que Cp+1 es un complejos de médulos libres de longitud m — 1
tal que (Cp4+1)s = (Lip4p)s Para todo s < m — 1. A continuacién aplicamos el
criterio de exactitud al complejo Cpy 1 :

En efecto, sea P primo con ht(P) < m — 1. Como ht(Jysg) = m — 1 entonces
P 2 Jsg. Del Teorema 2.47 tenemos que H*((Lj34p)P) = 0 para todo s < m.
Es decir H*((Cp+1)p) = 0 en Rp para todo primo P C 7, con ht(P) <m -1,y
s < m — 2. Esto significa, si empleamos el criterio de exactitud, que H*(Cp+1) =0
para todo i # m — 1 en el anillo local (R, 7). [

Observacidén. El siguiente lema tiene como fin calcular el dltimo médulo de co-
homologia del complejo Cpi1.

Lema 2.56. Sea (R,7) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f,g) una icis. El complejo

tiene a lo mds los dos ltimos mddulos de cohomologia no nulos.

Prueba. Como Jy = (fzy,--+» fzm) D Jfg ¥ ht(Jsg) = m — 1 (Corolario 2.19)
entonces ht(Jf) = m — 1. Por lo tanto una aplicacién del Corolario A.37 del

Apéndice concluye la demostracién del Corolario. |
Observacién. Si en el complejo L7, , usamos la notacién
—1 m—i __ a,l —1
m—zt — Qi,l = 7% Qm ,

i,l,m+p
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entonces el complejo Cpy1 se escribe de la siguiente manera

Cp+1 :

Qm—l P— m—2 -—.
1,0 2,0

dg

y podemos identificar la primera columna de la izquierda con el complejo K’

Qo _df_, Q! __,df e _>df Qm—2 _>df Qm—l.

Del Lema anterior se sigue que K’ es exacto excepto en el iiltimo nivel.
Si describimos el complejo Cp, como un bicomplejo se tiene que

Cp = C;?jl (2.16)

identificando Qﬁ,t en Cpy1con Qi,t_l en C,. Notemos que por definicién el complejo

Cp es el complejo Ly, , ; cortado en grado m—1. Por lo tanto tenemos la siguiente

secuencia exacta corta de complejos.
0— K'—>Cpt1 —=Cp——0. (2.17)

Si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia obtenemos la secuencia ex-
acta

Notemos que
Co=1Lj 1 (2.18)
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Lema 2.57. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. y K' el complejo

daf df af

Q0 ——=Ql —>...Qm—2 ——» Om—1

Si f tiene una singularidad aislada en n entonces

y H(K') =0 sii#m— 1.

Prueba. Definamos la aplicacién

W L

de la siguiente manera @ — df A w. La buena definicién se sigue del hecho que
df Adf = 0. Si identificamos Q™ con el anillo R entonces df A Q™1 = J t. Por lo
tanto la aplicacion w — df Aw es sobre. Sea df Aw = df Aw = 0. La hipétesis que f
tiene una singularidad aislada en 7 es equivalente a que H*(K (fz;,---, fz,)) =0
para todo ¢ # m. Por lo tanto si df Aw = 0 entonces w = df A wg. Es decir @ = 0.

[ |

Observacién. A continuacién calculamos los médulos de cohomologia de los com-
plejos Cp41. Dicho célculo se basa en la filtracién por columnas del complejo Ly p,
secuencia exacta 2.17 y en el isomorfismo 2.18.

Lema 2.58. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f,g) una icis. Si f y g tienen
una singularidad aislada en n entonces

7 p+1
Gr(H™ }(Cp+1)) = Tff; D [@(Jf)z] ,

i=1

Prueba. La prueba sera por induccién sobre k para valores de k = 0.
Sea k = 0. Si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia en la secuencia

0 > K’ > C Co 0

obtenemos
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Por lo tanto
(2.19)

Como Cp = L}, _, entonces H™ 1(Cp) = H™ (L},_,). Del Lema 2.35 se sigue
que H™1(Cp) = %g—. Si reemplazamos los calculos obtenidos en el isomorfismo

(2.19) obtenemos
er(H™ () = - @ Iy
Jr.9

Supongamos que el lema se cumple para p = s. Entonces

Sea p = s + 1. Sea la secuencia exacta corta

0 K'—=Csy1 —=C; > 0.

Si tomamos las secuencia exacta larga en cohomologfa tenemos

Por lo tanto
Gr(H™ Y(Cs41)) = H™ Y(Cs41) @Hﬂ_l(K')

El caso p = s y Lema 2.57 finaliza la prueba. [

Observacién. El médulo graduado del lema anterior anterior se obtiene filtrando
el complejo por columnas. Si filtramos el complejo Cp41 por filas obtenemos el
siguiente médulo graduado

donde (Jf); = Jy. Develado el médulo H™~1(Cp41) presentamos uno de los célcu-
los al cual se hizo alusién al inicio de la seccién.

Corolario 2.59. H™ 2(Lm4p) = Tor (H™ }(Cpy1), ?)
Prueba. Como H*(Cp+1) =0 paratodoi#m—1y

(Lm+p)s = (Cp+1 ®r R/I),
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para todo s £ m — 1 entonces

Observacién. Esto es lo més lejos que podemos llegar siguiendo la idea de la
Proposicién 2.30 (ver Ejemplo 2.34).

A continuacién veremos de que forma podemos calcular H™ (Lo +p), ¥ H™ 1 (Lm+p)-
De manera precisa presentamos una secuencia espectral tal que E2 = E® y con-
verge a la cohomologfa de Ly, +p. Se calcula H™ 2(Lm4p) como H™(Lmyp)-

Observacion. En estas lineas describiremos brevemente lo que maés adelante for-
malizaremos. El complejo L;n_,_p se puede escribir de la siguiente manera

idf

LI

- (2.20)

m—1 >
leP+1 ﬁ'dg dg
ldf af df
v \ .
Qm m—1 = _
0P = ag % dg dg
df df df
4 4 v
Qm 1 an—2
dg 1,1 dg 2,1 dg
ldf df 1df
m m—1 m—2
Q0,0 = dg Q1,0 < dg Q2,0 !dg e

Notacién. A continuaciéon usaremos la siguiente notacién
— *
By = Q.

Con esta notacién el bicomplejo L;n_,_p se escribe

88



dg d dg
| «
Bll-i<——Bio -
d g dg
|
B0,0 T .

De este complejo vamos a tomar el subcomplejo E{,

l""
B .
p+1,—p 75—1_ .. "TL
ldf 1#
B,

dg ...i .F

—P _61 ". 61

Boo

Demostraremos que este complejo es exacto salvo en el nivel m. Esta construc-
cién y la prueba de la afirmacién se presentan a continuacién.

89



Definicién 2.60. Dado el complejo L7, , definamos el subcomplejo (Ej, 5), de la
siguiente manera :
(B Pi= P By

s+t=i;t<0
donde i +j+s=m+p.

Observacién. Notemos que (Ej, §) esta formado por las primeras p + 1 columnas

de la izquierda del complejo Ly, (ver 2.20).

Lema 2.61. Si ht(Jg) = m entonces el complejo E, es ezacto salvo en el nivel
cero. Sea My := H™(E,) entonces Gr(Mp) = &)_o(R/Js);.

Prueba. La prueba sera por induccién sobre p el niimero de columnas del complejo
Ezlr Para el caso p = 0 tenemos que Ej = K(df) el cual tiene cohomologia cero
para todo i # m. Més ain H™(Ey) = H™(K(df)) = R/Jy.

De un proceso de induccién y la secuencia exacta corta

0 — K (df) — Epy1 —= B —0

se prueba que H(Ep,y;) = 0 para todo i # m. Si tomamos homologfa en la
secuencia anterior nos queda la secuencia exacta

0 —= R/Jy —= H™(Eps1) —= H™(Ep) —0.

Esto significa que Gr(M,) = ®_(R/J¢)i. Notemos que la filtracién por columnas
es la que que da origen al médulo graduado Gr(M,).
[

Observacion. El Lema anterior nos indica que el médulo H™(E,) es isomorfo a
@®F_o(R/J¢)i sélo como k—espacios vectoriales. Esto es debido a que no se encon-
tré un split de R—mddulos en la secuencia anterior. En el siguiente teorema vemos
los complejos de cocadenas Ep y Lm—1 como complejos de cadenas de la siguiente
manera (Ep)* = (Bp)m—s ¥ (Lm-1)* = (Lm—1)m—1-+

Teorema 2.62. Eriste una secuencia espectral Ej, que converge a H*(Lm4p),
E2=FE>® yel E! es
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1 J,
Tory(Mp, §) =——Tor (7%, §)

dl J.
Toro(Mp, §)) < Toro(7%, P),
donde d! es el producto exterior por dg.

Prueba. La demostracién se basa en escribir el complejo L, como

(E£)3 — (Lml_l)a

L

(Ep)2 2 (Lm-1)2

L

(Ep)1 <= (Lm-1h

Lo,

(Ep)o =2 (Lm-1)o

donde Ep = E, ® R/I. Como E, = E, ® R/I entonces del Lema 2.61 se prueba
que )

Por lo tanto si calculamos el primer término de la secuencia espectral al complejo
anterior tenemos

d
Tory (M, §) «<=— Tori (7%, &)

d J,
Toro(Mp, §)) <=— Toro(5%, )
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2 _
Y Epq=Epy n

Corolario 2.63. El mdédulo de cohomologia H™ (Lm+p) es isomorfo a ( ’—’?47—)

Prueba. Del Lema 2.61 se prueba que
Toro(Mp, 7)) =M, ®r R/I.

Por otro lado como

R

R Jg)_(Jg)®_

TO'ro(

tenemos

Jg
Aqui J; representa la imagen de la aplicacién Adg en la secuencia espectral del
Teorema 2.62.

Eoo

Observacién. Debido al Corolario 2.23 podemos asumir que el generador g tiene
una singularidad aislada en 7. Por lo tanto podemos establecer la existencia de
otra secuencia espectral E’ tal que E' —> Lpnp y E' = E". Para la prueba
basta notar que I = (g, f). Un hecho que consideramos m4ds interesante es propor-
cionar un ejemplo donde los términos E! y E’! son diferentes. Es decir estamos
proporcionando informacién nueva sobre la cohomologia de los complejos Ly 4p.

Observacién. Existe una secuencia espectral E, , que converge a la cohomologia
del complejo L, p y colapsa en E"”, La secuencia se obtiene al intercambiar el rol
de f por el de g. A continuacién presentaremos el término EN

0
df J
Tory(Np, &) ~—— Tor (7%, )

Toro(Np, 7)) L T‘”'O(J,, F
En el siguiente ejemplo demostramos que E! y E'! son diferentes.

Ejemplo 2.64. Sea (R,7) = (k[z, v, z](,yz) n), f=23+y%+22y g = zy+22. Un
célculo demuestra que Jy = (3z? — 29?6222 — 2yz,4yz — 2z2) y que I = (f, g)
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tiene una singularidad aislada en 7. Més ain, f y g tiene una singularidad aislada
en 7. Para demostrar que E! y E'! son diferentes es suficiente mostrar que la
cohomologia de K(fz,,..., fe )@ R/I y K(g1=1 y++19z,.)® R/I son diferentes. En
efecto como f y g tiene una singularidad aislada en 7.entonces

H*(K(f,l, ey fo )®R/I) = Tarm_,..(R/Jf, R/I)
y
H*(K(g,l,...,gzm) ® R/I) = Torm—«(R/Jg, R/I).
Sea
0 i) (f'g)REBé 9.f) 0

una resolucién de R/I. Como los elementos f, g pertenecen a los ideales Jy¢, y J,
respectivamente entonces se prueba que K(f,g) ® R/Js :

Kzl _o k@ kgl o klEle
(z?) (@2) ~ (z?) (%)

y que K(f,g)® R/Jy:

0 0

0—k——=k®k——=k——0.
Esto finaliza el ejemplo.

A continuaciéon veremos un ejemplo donde la secuencia espectral E7, del Teo-
rema 2.62 colapsa en E!

Corolario 2.65. Si J, C J; entonces la secuencia espectral del Teorema 2.62
cumple que E! = E™,

Prueba. Una propiedad que usaremos en repetidas ocasiones en la prueba del
corolario es la que pasamos a demostrar :

Recordemos que en la Seccién 2.1 asumimos que ninguno de los generadores
del ideal I es regular, es decir Jy # R. Si Jg3 C Js entonces ht(Js) = m. En efecto,
como f € \/J7, g € /Tg se tiene que ht(Js) = ht(\/JT7) 2 ht((f,9, J5g)) = m.
Esto a su vez significa que H*(K(fz,- - -, fzr..)) = 0 para todo i # m (ver Corolario
2.6). Es decir si w € Q* y df Aw = 0 entonces existe w’ € Q*~! tal que w = df Aw'.

Por otro lado para demostrar el Corolario serd suficiente probar que los mor-
fismos de conexién, dados por Adg, de la secuencia exacta larga en cohomologia
de la secuencia exacta corta

0 E, Lypyp —>Lp1 ——=0
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son nulos. En efecto, si tomamos la secuencia exacta larga en cohomologia a la
secuencia anterior obtenemos la secuencia

o
Hm_l(Ep) I Hm_l(Lm+p) -_— Hm—l(Lm—l) —

H™(E,) H™(Lomtp) 0.

La condicién J; C Jy implica que dg = 0, y d1 = 0. Verificaremos sélo que é; = 0,
pues el otro caso es similar.

En efecto sea [(W1,Wo)] una clase en el médulo H™ 2(L,,-1) con (wy,wp) €
Q™2 @ O™~2, Entonces

df Awy +dg Awo=f-ni+g-mi € Q™.
Si multiplicamos por dgA a la igualdad anterior obtenemos
dgAdf Awy = f-dgAnt +g-dgAn. (2.21)

Como dg An},dg An? € QF ~ Ry Jy C Js se tiene que existe 73,72 en Q™! tal
que dg A n} = —df An} y dg An} = —df An2. Por lo tanto la ecuacién (2.21) se
escribe de la siguiente forma

dg Adf Awy = —f-df An} —g-df Am3-
Si factorizamos df A tenemos
df A (dg A w1 — fn} — gn2) = 0.
Como H*(K(fzy,---,fzm)) = 0 para todo i # m, existe a; € Q™! tal que
dgAwy=f-n3+g-n3 +df Aar.

Si k = 0 la prueba terminé pues [dg Aw;] = 0 € H™ !(Ep). De lo contrario
definamos ag := w; y continuamos la demostracién por un proceso inductivo.
Admitamos como hipétesis inductiva que

—dgAas—2="ns+df Nas_; (2.22)

con 7, € IN™"!. Es decir 7, = 1} - f + n2 - g. Por el método de la escalera en el
diagrama
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a’enm—2

dgAa,_lenm—l - -

Qm

tenemos que existe as tal que 7541 = dg A as—1 + df A as € IQ™ L. En efecto de
hipé6tesis inductiva si tiene

—dgAas-2 =15 +df Nas—1 (2.23)
con 7, € IN™"L, Es decir s =7} - f +72 - g . Si aplicamos dgA a (2.23) tenemos
_ dg A (ns +df Aas—1) =0. (2.24)

Como 7, € IQ™ ! entonces ns = f -1l + g - n2. Como J, C Jj, se tiene que
dg A ns = df A 7ns41, para alglin 7,41 € IQ™~L. Por lo tanto la ecuacién (2.24) se
escribe como

df A (Ms+1 — dg A as;—1) =0.
Como H*(K (fzy,---»fzm)) = 0 para todo i # m, existe a, tal que

Ns+1 =dg Aas—1 +df Aas, € IQ™ L,

Esto finaliza la induccién y demuestra que

dghai2+df Nay_y =m € IO !
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para todo l = 1,...,p. Esto significa que

[0,...,dg Aw1)] = [(df Aapt+1+dgAap...,df ANaz +dgAay,df Aay)] =0.
|

Observacién. A continuacién, bajo la hipétesis J, C J¢, describiremos los médu-
los de cohomologia del complejo E,,.

Lema 2.66. Si J; C Js entonces

) 4
Gr(H"(Ep)) = D (Torm—«(R/1, R/ Jy))i

=0
Prueba. Demostraremos que los morfismos coneccién de la secuencia exacta corta

(ﬁ*, df) -_—> Ep+1 —_— Ep

son cero, para todo p > 1. En efecto si tomamos cohomologia a la secuencia anterior
obtenemos la secuencia exacta larga

De la hipétesis J; C Jy obtenemos que dp = 0. Veamos que 4; = 0. En efecto, con
el mismo argumento que el Corolario 2.65, sea £ = [(np, 7p—1, -+ ,71)] un elemento
en H™~2(E,) entonces

df Np+dgAnp_1=f-a+g-b

donde los elementos a, b se encuentran en el médulo Q™~1, Sj aplicamos dgA a la
igualdad anterior podemos escribir

dgANdf Np = f-dgAha+g-dgAb.
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Como Jy C Jy se tiene que dgAa=df Aa’ y dgAb=df AV para algin a’ y b’ en
el médulo Q™~1. Més atin como dg A df = —df A dg, la igualdad anterior se puede
escribir

—df ANdgAnp=f-df Aa' +g-df AV

Ademss H*(Q,df) = H*(K(fzy,- -+ fz)) = 0 para todo i 7 m, entonces

dgAnp=—(f-d' +g-V +df Aw),

para algin w € Q™ 1. Como §1(z) = [dgAny| = [-(f-a' +g -V + df Aw)] en-
tonces 6;,(z) = 0.
Abhora, la secuencia

0— (@', df) —= Epta E,—0

nos da el isomorfismo de espacios vectoriales

H*(Epy1) ~ H*(Q, df) ® H*(E,).

Como
H*(Eo) = H*(Q, df) ~ Torm—.(R/I,R/Js)
pues . )
(Q’df) = K(f:tu"'afi'm) ®R/I
tenemos que Gr(H*(Ept1)) = @f___o(Tor_m_,(R/I, R/Jg))i. [ |

Observacién. Notemos que la condicién Jg C Jy es natural. En efecto, si tomamos
un generador f € I con una singularidad aislada entonces para algin s € N
tenemos J; C Jy. Ademds, todas las icis clasificadas en [Looj] salvo H,, con
p = 7, cumplen esta condicién.

Ejemplo 2.67. En este ejemplo presentaremos las variedades de interseccién com-
pleta que cumplen y también las que no satisfacen la propiedad anterior. Los ejem-
plos que aqui se presentan son de dimensién cero y dimensién uno inmersas en el
espacio C3, segiin se presentan en [Looj].
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Simbolo Férmula Numero de Tjurina
P12 SP<g (zy, 2P +yP) p+gq
Gs («%,y%) = (2> + ¥°, v°) ' 7
Gq (z%,y*) = (z> + v*,4%) 10
H,; 6 <p (z* + v*~°, =) p+2
L,7<pu (2 +9°,y")siu=2k—1 n+2
I, T<p (2 +9°, 2y 1) si p =2k p+ 2

Simbolo. Férmula.

S5 < u (z% + % + z#*°,y2)

T,;u=1,89]| (z*2+y>+ 2 ,yz)

U, (z* + yz,zy + 2°)

Us (z? + yz,zy + z2°)

Us (=% + yz,zy + 2*)

Ws (z* + yz,y° + 2°)

W (2® + yz,y* + z2?)

Z ANCET LTSN

Zo (z* + y2*,y° + 2°)

Tabla 2.1: Singularidades
2.3. Homologia de Hochschild para I = (f1,--- , f;)

Generalizaremos los resultados de la seccién anterior para r polinomios. De-
mostramos que para j > rie-los complejos L; tiene sélo los iltimos r + 1 términos
de cohomologia no nulos. Presentamos una secuencia espectral que converge a
la cohomologia de los complejos L; y colapsa en E”. Para los complejos L; con
Jj < m demostramos que sus médulos de cohomologia H?(L;) son cero para todo
s < min{j,m — r}. Nuevamente el punto clave para este anilisis es el cdlculo de
la altura ht(Jg) = m — r + 1 y la generalizacién del Teorema 2.47.

Recordemos la estructura de los complejos Ly 4p. Sea

98



Sea a = (ay,...,ar) y y = (¥1,.-.,%r), como I es interseccién completa entonces

Il
T = @ v - R/I= Py R/

lal=1 |lal=t

Por lo tanto el complejo L,,+s se escribe como

e B v Opt_s D v* % Qr,
|al=p+1 |e|=p

donde Qr = Qr ®r R/I. El morfismo borde ¢ se escribe como

.
Syt -y @w) =D oyt -y Ty @ dfi Aw,

i=1
por definicién ¥ = 0 si a; < 0. También obviamos poner y* ® @ y sélo colocamos
y°w. Para @ y° ®k (g sélo ponemos @ y*x

|a|=5—s |at|=5—s
Definicion 2.68. Bajo la notaciéon anterior definarios
a0 a1l
L la|=m+p la|=m+p—1 la|=p
donde el morfismo borde se define como

T
6(y°w) = 8(y3t - yfrw) = Dyt -yl dfi Aw

i=1

Nota. De esta iltima definicién es claro que Lyn+p = L;,,, ®r R/I.

Observacion. De manera similar podemos definir el complejo L;- para j < m de
la siguiente manera :

ry:0—- @ yaﬂ%__“_,l D v Qh_s ..

lal=3 al=j—1

j—1
W 1 lélBly“Q’R s,
al=

El complejo L; cumple L; = L’; ®r R/I.
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2.3.1. Homologia de Hochschild

Esta seccién es dirigida a presentar una secuencia espectral E, , que converge
a la cohomologia de los complejos L; y colapsa en el término 7. Cuando j > m
mostramos que los complejos L; sélo tienen r+1 términos en cohomologia no nulos.
Si m —r < j < m entonces los complejos L; tienen j — m + 7 + 1 términos de
cohomologia no nulos. En los dem4s casos H*(L;) = 0 para todo i # m.

Teorema 2.69. Sea (R,7n) un anillo local, I = (f1,-.., fr) una variedad de in-
terseccion completa, f1,...,fr una secuencia regular. Entonces para todo primo
P tal que Jp € P el complejo L;- localizado en P, (L;-) P, es quasi isomorfo a
Lj(dzy,--- ,dz,,N), donde N = @]_, Rpdz;.

Prueba. Sea P 2 Jr entonces el determinante de algtin menor r x r de la ma-
triz Jac(F’), al cual denotaremos por M(z;,,...,Z;.), no esta contenido en P.
Nuevamente por un reordenamiento de indices podemos suponer que se trata de
M(zy,...,z,) el determinante del menor de las primeras r filas de la matriz jaco-
biana. Por lo tanto, si definimos la aplicacién

T :Qp, — Rk,

por T'(e;) =df; parai=1,...,7y T(e;) = e; para i > r + 1 tenemos que T es un
isomorfismo. En efecto, basta notar que T~! = adj(T) - |T'|~! esta bien definida.
Entonces df, ..., dfr es parte de una base de Q}%P y (Ly)p = Lj(df1,...,dfr, Q}ap)-

' [

Corolario 2.70. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f., I = (f1,..., fr) una icis entonces
para todo primo P tal que Jp € P el complejo L localizado en P, (L;)p, para todo
1 < j < m tiene cohomologia cero para todo i # j y es exacto para todo j = m.

Prueba. Del teorema anterior se sigue que L_’,- es quasi isomorfo a Lj(z1,...,Tr).
El Corolario 2.45 finaliza la prueba del corolario. [ |

Observacion. A continuacién presentaremos los ingredientes para poder demostrar
una generalizacién del Teorema 2.62. Si usamos la notacién

Bl,i—l = Q:,z

el complejo Ly, .,
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se escribe como un bicomplejo (Bst, 1 + df;)

|

BP+1»—P <61_ T
o e

‘BP,

-p o1 E: ., &1

.. <— By,

- -

dfr

v

dfr

3

m—2

_14—82,0 -—.

o1 o1

|-

m
1,-1 5

Bl,o -

|

2

Bo’oq——-..

3

Lema 2.71. El complejo (Bst, 01 + dfr) estd bien definido.
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a —_——
Prueba. Sea z € y{'...y%w € Bst = Qs4ts = B\aj=s+t+piar=s. YU, en-
tonces

r—1
é(z) = Z it eys T ytrdf, Aw + YR Ly e T N A w,

v=1

a1+ +(@—1)+-+a,=8+(t—1)+pydfy Awe Qs (t-D+ry g — 5
Esto significa, por definicién, que

r—1
= —s—(t—1
01(z) := Zytlu eyl aBrdf Aw E ;7:-(:—1(3,3 ) — Bs-1.

v=1
El término
a Ar—1 -1
Yty Y T Aw
se encuentra en el médulo

am—(s—1)—t _ om—(s—1)—t __
@ f Q ( —Qs—'1+t,s-—1 = Ds—-1,t-
|al=(s—1)+t+p;ar=s—1

Lema 2.72. Los complejo Tot(B) y L;,, son iguales.

Prueba. Se sigue de la definicién de (B, ¢, 81, dfr).
[ ]

Observacién. Del complejo doble (B¢, d1,dfr) tomamos el sub-complejo doble
E;, = B parat < 0.

L
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61 . . 61 61

ldfr ldfr dfr df"'_
B - . B .\!. - \ /
Pt+1l,—p o1 iy o
ldf" ldfr dfy dfy
B y \
P,—p ‘6]_ * i 1 * - 51 .
| e e
\J 2
-.- QTB2,_1 TB;:’O

ldfr 1dfr
Bi?—l T— Bl,o
[

Bo

Observacién. De la definicién del bicomplejos (E;yt, 41, df;) tenemos que las colum-
nas son dadas por los complejos

' dfr dfyr v dfr y
0—— Em+p.—P > > Lp+1,-p > EP,—P’

donde el morfismo borde df: : E; _, — Ej_; _, es definido de la siguiente manera

dfy @ __.yan—i+p N @ yan—i+1+p

|a|=i—p+p;ar=i le|=i—1—p+p;ar=i—1

dfr(yft .. Yfrw) = Yt .y Tl Aw.

De aqui se desprende que las columnas del bicomplejo (E;,t, 41, df;) son dadas por
los complejos

P - -yrK(df),

la’|=i+p—p

donde a = (a1, ,@r-1).
A continuacién trabajamos con el graduado a la filtracién por columnas del

comepiejo anterior.
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Lema 2.73. Sea (R,7n) un anillo r.le.t.f. e I = (f1,---, fr) una icis. Si f, tiene
una singularidad aislada entonces Hi(E;,t, 61,dfr) =0 para todoi #m y

p N
Gr(H™(Tot(E,,))) = P { D vt v (R/Jfr)} :
|

s=0 | |/|=s

donde el graduado se toma con respecto a la filtracion por columnas del complejo
doble anterior.

Prueba. De la Observacion anterior las columnas del complejo doble (Ej ¢, 01, dfr)
son sumas directas del complejo de Koszul K(df,). Del Corolario 2.6 se sigue que

HY(K(df,)) = 0

para todo i # m. Por lo tanto las columnas de (E%,, é1,dfr) son exactas salvo en
el \ltimo nivel. Un argumento rutinario de filtraciones por columnas nos indican
que

s=0 | |a/|=s

P
Gr(H™(Epts—p)61,dfr—1)) = @ { @ uit e yf"lH"‘(K(df,-))} )

notemos que H™(K (dfrr)) = R/ Jj,.

Observacién. Del bicomplejo (Bs,, 01, dfr) :

& &

l dfr
v
m—2

-_.4——32’__14—— 20

df- lazfr

&

Bog=— -
61
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vamos a tomar el subcomplejo (D5, 61, dfr) :

l

Byt pe—.
1>+1,p51 o

ldfr 1dfr

pr_PJJI ‘. WETT 1] e T 11 ST () 1 S]]

Si denotamos al complejo ,

52 9)

como (M, ,,0) entonces el complejo Ly, , se escribe como :

Tal como se presentd en el caso de dos polinomios debemos de probar que cada
columna en el bicomplejo anterior es exacta salvo en el 1ltimo nivel. En este caso
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al tomar cohomologia a las columnas de L, m+p ® R/I podemos calcular el primer
término en la secuencia espectral E que proporciona el bicomplejo L;,,, ® R/I.

Lema 2.74. Si f, tiene una singularidad aislada en n entonces H*(Bus, dfr) =0
conl<t<r—1paratodoi#m—t,y '

D v uytdf A QY
lo’|=m+p—t

Prueba. El complejo (B, dfr) se define de la siguiente manera

00— Bt L Br_t—1, Lo > By ¢ s Bo,.
El morfismo borde

df, : Bs,t — Bs—l,t
se define de la siguiente manera

dfr . @ a1 Qm—a—t @ ygl_ .. yg.,-—lnm—s—t+1

|a|=p+t+s;ar=s la|=p+t+s—1;ar=s—-1

Qy—1

Y9 ydrw — Yt -y ye " Ldfr Aw. De aqui se desprende que
(Bupdfe) = € o -y K(dfr)S™
la|=p-+t

Como f, tiene una singularidad aislada entonces H*(K(dfr)) = 0O para todo
i 7% m. De la definicién del complejo de Koszul se sigue que

H’""(K(df,.)) = _ﬂ—t_
df, A QT
Por lo tanto ser4 suficiente demostrar que
t
Ef}%ﬁq ~ df, A Q.
En efecto, definamos el morfismo
Qt
dfr : W —Pdf,-/\Qt.

como w — df, A w. Es claro que la aplicacién es sobre. Veamos la inyectividad.
Si df Aw = 0, como fr tiene una singularidad alsla.da., entonces w = df A w; (ver
Corolario 2.6). Por lo tanto w = 0 en el m6dulo - AQt—T ]

Lema 2.75. El complejo (M', ) tiene cohomologia cero en todo nivel excepto en
gradom —r + 1.
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Prueba. Es claro que M’ es un complejos de médulos libres de longitud m —r +1.

Si empleamos el criterio de exactitud debemos demostrar que : para todo primo P

tal que ht(P) < m —r + 1 se tiene que H*(Mp) =0 para todo i # m —r + 1. En

efecto sea P un primo con tales caracteristicas. Como ht(Jr) = m —r+1 entonces

P no contiene al ideal jacobiano Jr. Por lo tanto el complejo (Ly,,,)p es exacto.
Por otro lado como el complejo M’ se escribe como

(2.25)

Bl,r - Y ) Bl,m—l
Ja [df, |4
By SRR Bo,m—1 <— Bo,m

Como sabemos las columnas de este complejos son sumas directas de complejos
Koszul K (df,) truncados
En el anillo Rp se cumple que

-

(L;n+p)P = L;,H_p(:z:l’, goo g :L',-).

Es decir la aplicacién w — df.Aw y el complejo K ((fr)zy, - - - » (fr)z..) S€ transforma
en w — dz, Aw, y K(dz,). Se prueba que este ltimo complejo es exacto. Como los
complejos E’, y (Bugs,dfr) parat € {0,1,...,m} son sumas directas del complejo
de Koszul K(dz,), y de complejos que se obtienen de truncar el complejo de Koszul
entonces E’ es exacto y U{ es exacto excepto posiblemente en el dltimo nivel.

Si tomamos cohomologia a las columnas del complejo L;n_,_p obtenemos el sigu-
iente complejo C :

Hm(El) Hm_l (B*,lr dfr) - — Hm—r—l (B:,r+17 dff)

H™ 7 (Ba,r, dfr) do HY(U1) Qo

El complejo C es quasi isomorfo al complejo L;n_,_p. Por lo tanto C es exacto. Esto
significa que el complejo M” definido como
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BO,m

- H?(B.,m-2, dfr)

H? (B*,m—la dfr)

tiene cohomologia cero para todo grado diferente de m — r. Como el complejo M”
se obtiene al tomar cohomologia a las columnas del complejo Mp (ver Complejo
2.25) entonces Mp y M” son quasi isomorfos. Por lo tanto Mp es exacto salvo en
el iltimo nivel.

[

Observacién. Notemos Ly4p = L7, , ®r R/I. Como el complejo L+p se puede
escribir como un bicomplejo (ver Pdgina 109), tenemos una secuencia espectral
E7 . que converge a la cohomologia del complejo Ly 4p.

Teorema 2.76. Sea (R,7n) un anillo r.Le.t.f., I = (fi,..., fr) una icis. Si f; tiene
una singularidad aislada en n entonces eziste una secuencia espectral Eg , tal que
E* = E7, y converge a la cohomologia del complejo Ly p.

Prueba. La prueba se basa en escribir el complejo
Lyip= L:,H_p ®r R/I

de la siguiente manera

donde E, = E, ®gr R/I, B.. = B..® R/I y M. = M, ®g R/I. Las columnas de
;,H,p son exactas excepto en el iiltimo nivel. Entonces podemos tomar cohomologia
a las columnas del bicomplejo L7, ., ® R/I y tener
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| l
-+ «— Tora(H™ ™+2((Bu,r_2, df,), R/I) <— Tory(H™ "} (M}, ), R/I)
ldf, E
-+« Tory (H™ ™2(Byr—2, dfs), R/T) <—5— Tora(H™ ™1 (Mny), R/T)
ldfr | E
++ <—5 Toro(H™™+2((B. r—2, df,)), R/I) ~5— Toro(H™ "1 (M}, ), R/I)

el primer término de la secuencia espectral. De la definicién de secuencia espectral

se sigue que E® = E".
|

A continuacién damos otra demostracién del Corolario 2.40, donde se refleja
la relacién que existe entre que un anillo sea regular R/I y que su ideal jacobiano
de I sea unidad.

Proposicién 2.77. Sean (R,n) un a.r.le.t.fe I =(f1,...,[fr) una icis entonces

paratodoi<m-—rei>msij>m—r;,ystj<m—retFj

Prueba. Sea P un ideal primo en al anillo R/I diferente del maximal. Entonces
P 2 Jp, por lo tanto el complejo (Lj)p es exacto para todo j > m — r y tiene
cohomologia cero para todo grado 7 # j si j < m — r + 1. Del Corolario 1.69 se
sigue la prueba de la Proposicién. |

109



2.3.2. El Algoritmo

Como sabemos los médulos de cohomologia de los complejos L; de una icis
I = {f1,...,fr) generado por una secuencia regular de r elementos son espacios
vectoriales de dimensién finita. A continuacién presentamos un algoritmo para
calcular la dimensién de los médulos de cohomologia de los complejos L;, para
todo 7 > 2,y j > m —r + 1. Dejamos en libertad al lector para que pueda
implementar este algoritmo en algiin programa de mateméticas, como por ejemplo
el programa Singular.

En el caso que el ideal I = (f, g) este generado por una secuencia regular de
longitud dos sabemos que

J
H*(Lm-1) = Torm_l_,.,(-J—f—,R/I).
f.9
Con este resultado podemos calcular la dimensién de los médulos de cohomologia
del complejo L,,—3; pues estos pueden ser calculados por ejemplo por el programa
Singular. También tenemos la secuencia exacta corta de complejos

0—>K(f,,1,...,...f,,m)®R/I—7Lm+s—>Lm+8_1—>0,

De la ecuacién anterior podemos suponer por induccién que hemos calculado
la dimensién de los médulos de cohomologia del complejo L,,4+s. Notemos que
H™(Lm+s) es un espacio vectorial de dimensién finita; m4s ain es el coker de una
aplicacién entre R—médulos libres donde el morfismo entre estos se conoce. Para
el término en nivel m — 2 sabemos que

y su dimension es finita. Del teorema de clasificacién podemos suponer que K :=
K(fz1s--+» fzm) €s una resolucién de R/Jy. Nuevamente de esta informacién ten-

emos que
H*(K ® R/I) = Torm_.(R/Js, R/I).

La dimensién de todos los médulos anteriormente mencionados pueden ser calcu-
lados por el programa Singular; debido a los resultados precisados lineas atris. Del

analisis anterior es claro que la dimensién que nos falta calcular es la del modulo
H™ 1 (Lm+8) C

Proposicién 2.78. Sea I = (f, g) una icis, entonces
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+dim(Tor(H™ 2((Linys)<™ "1, R/I))) — dim(H™ ?(Lm+s—1))
+dim(H™ ' (K ® R/I)) + dim(H™  (Lm+s-1))
—dim(H™(K ® R/I)) + dim(H™(Lm+s)) — dim(H™(Lm+s—1))-
Prueba. De la secuencia exacta corta
00— K(foyseees--- fon) ® R/ —> Limps —>= Lmys—1 —> 0

obtenemos la secuencia exacta larga

Sabemos que la suma y resta alternada de las dimensiones en la secuencia anterior
es cero, es decir tenemos

dim(H™ 2(KQR/I))—dim(Tor(H™ *((Lins)<™ ", R/1)))+dim(H™ *(Lm+s-1))
—dim(H™ Y (K ® R/I)) + dim(H™ Y (Lm+s)) — dim(H™ ! (Lm+s-1))
+dim(H™(K ® R/I)) — dim(H™(Lm+s)) + dim(H™(Lm+s-1)) = 0.

De aqui es simple hallar la dimensién de H™1((L., +s))-
-

Ma4s atin recordemos que los complejos L; para j < m — 7 + 1 son exactos (ver
Corolario 2.40), en el caso que j = m — r + 1 tenemos el siguiente resultado.
Lema 2.79. Sea I = (fi,..., fr) una icis entonces

H* (Lm—r+1) = T‘”"m—r—l—*(I{m_ﬂ-1 (L:n—r-}-l)’ R/I)

Prueba. Notemos que la longitud del complejo L}, .., esm —7+1,y ht(Jr) =
m —71 + 1. Sea P un primo de altura menor que m — 7 + 1 entonces P no contiene
a Jr, el ideal jacobiano de F'. De la Corolario 2.70 se sigue que
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para todo i # m —r+ 1. Del criterio de exactitud tenemos que el complejo L7, _, .,
es una resolucién de H™~"+1(L! __..). De aqui se sigue directamente que

H*(Lm—r+1) = Torm—r+1—+ (Hm_ﬂ_l (L;n—r+1)’ R/I).
|

Observacién. El resultado anterior es una generalizacién del célculo obtenido
por [Mich|. Supongamos que en I = (f,g) el generador f tenga una singularidad
aislada. Cuando r = 2 obtenemos

* — J
H*(Lm-1) = Torm-1—«(H™ Y(Lin_1), R/I) = Torm_l_*(-j;i—, R/I).
9

Lema 2.80. Sea I = (f1,..., fr) una icis y s > m —r + 1 un entero entonces

Prueba. El complejo (L,)S™~"+! tiene longitud m — r + 1. Sea P un ideal primo

de altura menor que m — r + 1. Cor_no ht(JrF) = m —r + 1 entonces P 2 Jp. Del
Corolario 2.70 esto significa que H*((L))p) = 0 para todo i # s < m,si s > m
entonces L es exacto. Como

HY(((L,)S™™+1)p) = HY((L,)p) =0

para todo ¢ < m — r + 1 entonces el complejo H*(((L,)S™~"+1)p) = 0 para todo
i # m—r+1. Por lo tanto (L,)<™~"*! es una resolucién de H™ "+1((L,)Sm—7+1).
Como L; = L, ® R/I, entonces

“H™ (L) = Tory ((L,)S™"1, R/I).
[ |

Observacion. A continuacién presentamos un algoritmo para calcular la dimen-
sién de los médulos de cohomologfa de una icis cuando el ideal I = (f1,..., fr)
este generado por una secuencia regular de longitud 7. De manera precisa tenemos
el siguiente teorema.

Teorema 2.81. Sea I = (f1,...,fr) una icis, j >m —r +1 yt < j. entonces
dzm(Ht(LJ(fla ceey fr))) = :h(dzm(Hm_r(L](flv 000 ’f‘r—l)))—

dim(H™ " (Lij(f1,- -, fr))) + dim(H™ " (Lj—1(f1,. .., fr)))—
o0 + 500
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dim(Ht—l(Lj(fh e f'l‘—l))) - dim(Ht—l(Lj(fla vy fr)))
dim(H* ' (Lj-1(f1, - -, fr))) — dim(ker(i%)),

donde i* : HY((Lj(f1,--., fr=1)))=t+Y) — H(L;((f1,-- -, fr))StHY), las dimensiones
del lado derecho se conocen, y el signo + depende con el signo que se comience la
suma y resta alternada.

Prueba. Del Lema anterior conocemos la dimensién de los médulos de coho-
mologia de los complejos L; cuando I = (f,g) es generado por una secuencia
regular de longitud dos. Por lo tanto por induccién podemos suponer que hemos
calculado la dimensién de los médulos de cohomologia de los complejos L; cuan-
do I = (f1,...,fr) es generado por una secuencia regular de longitud r. Sea
I = (f,...,fr, fr+1) una icis generada por una secuencia regular de longitud
r + 1. Sin perdida de generalidad podemos suponer que I' = (f1,..., fr) genera
una icis (ver Proposicién 2.24). Del Lema 2.80 tenemos ya calculado el médulo

Hm——r(Lj) = Torl(Hm-—r+1(L-lf)_<_m—r+1’ R/I),
para toda icis. Como
H*(Ly—(r+1)+1) = Torm—(r41)41=e(H (L (r41)4+1), B/T)

podemos admitir que hemos calculado la dimensién de los médulos de L;_, para
laicis I = (f1,.-., fr, fr+1), Paraj>m—(r+1) — 1.
De la Proposicién 2.43 tenemos la secuencia exacta de complejo

00— Lj(flv 00 ’f"‘) e Lj(fla ceey f1‘+1) e Lj—l(fla ey fr+1) —0.

Si cortamos la secuencia anterior en nivel n —r 42 tenemos la secuencia exacta
corta de complejos

L (Li(f1,. .., f))Sm—r+2

(Li(f1,- -+ fra1))STT+2

(Lj—1(z1,. . ., fre1)S™TH2 - 0.
En general los médulos de cohomologia en nivel m — r 4+ 2 de los complejos

en la secuencia anterior son espacios vectoriales de dimensién infinita. Si tomamos
cohomologia obtenemos la secuencia exacta

113



Hm—r((Lj—l(fly 5000 fr+1)5m—r+2) — Hm—r+1((Lj(f1, e, fr))sm_r+2)

Hm—r+1((LJ'(f11 000 fr+1))sm_r+2) : Hm_r+1((Lj—1(f11 < f1‘+1)sm_r+2)

Los médulos de cohomologia de nivel menor que m — 7 + 1 son espacio vectoriales
de dimension finita, pues son los médulos de cohomologia de los complejos L; y
Lj_1 de una icis generado por una secuencia regular de longitud 7 y 7 + 1. Por lo
tanto ker(¢*) es un espacio vectorial de dimensién finita. El cual es sélo el cociente
de la aplicacién inclucién #; y puede ser calculado por el programa Singular. Por
lo tanto tenemos la siguiente secuencia exacta

H™ " (Li(f1, - .1 f))SPT+2) e HT(Lj(fur .., fra1)) S™742)

H™TY((Li(f1y - -0y fr+1))S™TH2) —— H™ " ((Lio1(f1s - - -, fr1)S™TTH2)

ker(z*) — 0.
(
En la secuencia anterior la tinica dimensién que nos falta calcular es
dim(H™ Y ((Lj(f1, - -5 Jr1))STTF2)) = dim(H™ (L (fr - - -, fri1)))-

En la secuencia anterior sabemos que la suma y resta alternada de las dimensiones
de los médulos nos debe dar cero. De aqui es sencillo calcular

dim(H™ " ((Lj(fr, - - -2 fr1))) = —dim(H™ " ((Li(f1, - -5 £r)))
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H™ " (Lj(f1,- -0 fr41)) = HP (L1 (frs -, fra) S77H2)
dim(H™ (L (f1s -, f))S™TTH) + dim(BE™ T Ly (f1y - frtn)
—dim(ker(:*)).

Un proceso de induccién finaliza la prueba.
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Capitulo 3

Homologia Ciclica.

Los complejos L; tienen cohomologia cero para todo término menor que m —r.
Debido a este hecho y al Lema 3.3 podemos calcular los médulos de cohomologia
de los complejos D; para grados menores que m — r — 1. Los demds términos
se encuentran en una secuencia exacta corta, y pueden ser calculados de manera
recurrente. En el caso que § = 0 expresamos los médulos de cohomologia de los
complejos D; en funcién de los médulos de cohomologia de los complejos L;. El
complejo que proporciona la homologia ciclica negativa Q=™ se descompone en
casi un producto tensorial de complejos. En el caso r = 2 esto permite tomar un
subcomplejo Q?"‘. El complejo cociente Q=™ /Q%’" es isomorfo a Q%m. Mostramos
una secuencia espectral que se genera a partir de este subcomplejo. Este estudio
permite presentar una secuencia espectral que converge a la cohomologia de Q™.

3.1. Homologia Ciclica

En esta Seccién calculamos los médulos de cohomologia de los complejos D;
para todo j. Vamos a demostrar el siguiente teorema :

Teorema 3.1. Sea A; = R/(I), y A; = R/I'. Para j € N se tiene que

sit <min{m—r—2,j}.
stti=m-—-r-1,3>m—7r—1. (3.1)

sii=3j
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Sij>m—rparam —1+1<t<m—1 eziste una secuencia exacta

Prueba. En lo que sigue de la seccién demostraremos los distintos casos del teo-
rema. |

Los resultados se basan en el Corolario 2.40 y Lema 4 de [BACH] que pasamos
a enunciar.
Notacion. En este Capitulo usaremos la siguiente notacién

. Q%
AT ITQT +dITQ,

Lema 3.2. La imagen del morfismo m : HI~"(D;) — HI~"(D,-1) inducido por
la proyeccion candnica n* : Dj — Dj_y para todo 1 < T < j es dado por

*(H77(D;)) = Hpg (Ar)
Prueba. Lema 4 de [BACH]. |
Observacion. A continuacién describimos los médulos de cohomologia de los com-
plejos D; para grados menores que m —r. El primer paso es demostrar la siguiente
proposicién :

Proposicién 3.3. Si j < m —r entonces

para todo t < j — 2.

Prueba. Sea j <m —ryt<j—2<j En lasecuencia

el complejo L; tiene cohomologia cero para todo 7 # j (Corolario 2.40). Tomemos

117



la secuencia exacta larga asociada

(3.2)

Como H*(L;) = 0 para todo i # j y t < j — 2, se sigue que H*(D;) = H(Dj;-1)
para todo 2 < j — 2.
Un proceso inductivo concluye la prueba.

[
Proposicién 3.4. Sea Ay =R/I yj<m -1: entonces
para todot < j — 1.
Prueba. Sea t = j — 1. En la secuencia 3.2, H~!(L;) = 0 implica que
U mi HITY(D;) — BN (Dy_1)
es inyectivo. Por el Lema 3.2
(3.3)

En el caso general, por la Proposicién 3.3

La férmula 3.3 con j =t + 1 nos da
HY(Dyy1) = 7*(H*(Dt+1)) = Hpr(A1).
Es decir H*(Dj) ~ H5g(A1)-
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Proposicion 3.5. Sea j > m — r entonces para todot <m —r — 2
HY(Dj) = HY(Dy¢41)-

Prueba. Sea j > m — r y la secuencia

O—-»Lj —-»Dj Dj_l > ().

La secuencia exacta larga asociada es

Hj(Lj) Hj(Dj) 0.

Como H*(L;) = 0 para todo i < m—r—1 por el Corolario 2.40 entonces H*(Dj;) =~
H?*(Dj_,) para todo s < m — r — 2. De la hipétesis t < m — r — 2, entonces

HY(D;) = H(Dj-1).

Si t + 2 = j la prueba terminé. Notemos que estecaso j=m —r,t =m —r — 2.

Un proceso inductivo concluye la prueba.
i

Proposicién 3.6. Sea j > m — r entonces

para todot <m —r —2. Sit =m —r — 1 entonces

H™ " Y(Dy) = n*(H™ YD) = Hpr" H(Aj-m+r+1)
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Prueba. Sea j > m — r, del Corolario 2.40 se sigue que H*(L;) = 0 para todo
t <m —r — 1. Por lo tanto de la secuencia 3.2 tenemos que

w : H"1(Dj) — H*"Y(Dj-1)

es un isomorfismo.
Un proceso de induccién finaliza la prueba. Si ¢t = m — r — 1, #* es inyectivo.
Del Lema 3.2 se sigue

H‘m—"'—l(Dj) =7 (Hm—r—l(Dj)) = HEET_I(Aj—m+r+1)
| =

Observacion. Presentamos una secuencia exacta que relaciona los médulos de
cohomologia de los complejos D; para grados mayores o iguales que m — r. y
menores que m — 1.

Proposicién 3.7. Sea j > m—r param—r+1 <t <m—1 eziste una secuencia
exacta

Prueba. Para la secuencia exacta corta

0——=L;—— D, T Dj_ >0

tenemos la'secuencia exacta larga
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Del Lema 3.2 se sigue que

y
7 (H*(Dj)) = Hpp(Aj-t)-

Por lo tanto tenemos la secuencia exacta larga

. Q)
Lema 3.8. Si j < m entonces H)(D;) = ——.A—l donde A = R/I.
A

Prueba. De la definicién del complejo D; tenemos

3.2. El Caso Quasihomogéneo

En esta parte trabajamos sobre el anillo de polinomios k[z1, ..., Tm]. El ideal
I = (fi,---,fr) es generado por polinomios quasihomogéneos. Por lo tanto el
dlgebra R/I es graduada.

Si el ideal I = (f1,---, fr) es generado por polinomios quasihomogéneos en-
tonces la tnica singularidad aislada aislada que pueden tener es el cero. Si existiese
otro punto:z = (z1,...,Zm) qQue fuese singular para los generadores entonces los
puntos X - z también pertenecen al conjunto de puntos singulares de f1,-*- ) fre
En efecto es suficiente notar que fi(A-z) = X - fi(z), donde d es el grado de
quasihomogeneidad.

Sean A = R/I,y HC(A) = HC(A)/HC(k), en el caso quasihomogéneo sabe-
mos que

HC(A) = HC(k) ® HC(A)
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Mai4s atin, en la secuencia SBI el morfismo S = 0 es nulo. Debido a esto tenemos
la secuencia exacta corta de k—espacios vectoriales

Int1

0 —> HCn(A) —> HHp1(A) =5 HCpyr(4) —= 0.
De esta secuencia se sigue que
HCn(A) = ker(Bns1Ins1 : HHpy1(A) = HH,2(A)).
La homologia de Hochschild localiza, es decir

para todo n, donde T es un conjunto multiplicativamente cerrado conteniendo al
uno (ver [Lod, Proposicién 1.1.7]). Sea ¢ un maximal en el anillo de polinomios
k[z1,...,Zm] diferente de 7 el punto singular entonces A¢ es regular y la homologia
de Hochschild es conocida para términos mayores que dim(A¢) es cero. Si ( =9
entonces La homologia de Hochschild es no nula para todo n > 0. Por lo tanto es
suficiente analizar la secuencia anterior en el anillo local

An = k[xl, sy xm]n/In.
Los resultados se resumen en el siguiente teorema

Teorema 3.9. Sea j € N entonces

(0 sit<min{j—1,m—r—1}

stit=jyj<m-—r
¢ (3.4)
stj=m-—r

L stj>m-—r.
Sim —r <t <m entonces eriste una secuencia exacta

0 — H* }(Dj-1) —= H*(L;) — H*(Dj) —0.
cont < j. Si j > m entonces H™(Dj) = 0, y H™1(D;) = H™(L;) para todo
j=2zm-—1.

Observaciéon. A continuacién veremos para que términos la homologia de los
complejos D; se anula. La herramienta bésica sera usar el hecho que 7* = 0.
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Proposicién 3.10. Sea j € N entonces

para todo t < min{j —1,m —r — 1}.

Prueba. Del Corolario 1.108 se tiene que n* = 0. La afirmacién para j < m —r se
sigue directamente de la Proposicién 3.4. La afirmacién para j > m — r se obtiene
de la Proposicién 3.6.

[

Proposicién 3.11. Se cumple H™ "(Dj) = H™ "(L;) para todo j > m — r. Si
j =m —r entonces

.o
H™(Dm—r) = Jom=r=1
Prueba. Para la secuencia
0 Lj—s Dj —%> D1 —0.

tomamos la secuencia exacta larga

Sij > m — 17 entonces j —1 > m — r. De la Proposicién 3.10 se sigue que
H™~™"1(D;_;) = 0. Sabemos que 7* = 0, entonces
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Si j = m — T entonces
_ Qe
an "'(Dm_.r) = Mm

Proposicién 3.12. Si m —r <t < m entonces eziste una secuencia exacta
0 —= H*"Y(D;_;) — HY(L;) — H*(D;) —= 0.

cont < j. Si j > m entonces H™(D;) = 0, y H™"}(D;) = H™(L;) para todo
j=2m-—1.
Prueba. Sea la secuencia exacta corta

0 L; Dj —s D;_, — 0. (3.5)

En la secuencia exacta larga asociada

HY(L;) —— HY(D;) — s HY(Dj_1) ——=++-

tenemos que 7* = 0 (Corolario 1.108). De aqui se desprende la secuencia exacta

De la secuencia exacta larga asociada a la secuencia (3.5) para los iltimos niveles
obtenemos

Como 7n* = 0 entonces H™(D;_;) = 0 para todo j > m — 1. Esto significa que
H™(Dj) =0 para j > m — 2. Por lo tanto

H™(D;_1) ~ H™(L;).
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3.3. Ejemplos.

Esta seccién esta orientada a presentar la cohomologia de los complejos D;
para el caso de curvas complejas inmersas en dimensién 3. Como se observa en el
Ejemplo 2.67 todas ellas son quasihomogéneas. Por lo tanto podemos aplicar los
cédlculos de la seccién anterior.

Ejemplo 3.13. Este ejemplo recopila los cdlculos del capitulo anterior para el
caso r = 2.

Si j < m — 2 entonces H*(D;) = 0 para todo t < j — 1 (Proposicién 3.10). Un
célculo directo muestra que HI(D;) = Q{( / dQ’;l.

Si j > m—2 entonces H*(D;) = 0 para todo t < m—2—1 (ver Proposicién 3.10).
Un célculo muestra que H™ 2(Dp_2) = Q3 2/dQ% 3, y que H™ }(Dm_1) =
Qp/dag 2.

De la Proposicién 3.11 tenemos que H™ 2?(D;) = H™ %(L;) para todo j >
m — 2,y H"2(Dp_2) = Q32 /dO7 3.

Notemos que hemos calculado todos los médulos de cohomologia de los com-
plejos D; para t < m — 2, y todo j.

Sea j >m —1. Si m — 2 <t <m entonces t = m — 1. De la Proposicién 3.12
se sigue que

H™Y(D;) = H™(Ljs1).

De la Proposicién 3.12 con ¢ = m — 1 obtenemos

Sabemos que H™2(D;) = H™ ?(L;) para todo j > m — 2 ( ver Proposicién
3.11). Por lo tanto tenemos las siguiente secuencia exacta corta

Como espacio vectorial tenemos

TR STy

Si usamos la Proposicién 3.12 tenemos que
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Como sabemos (Proposicién 3.12)

para todo j. Por lo tanto si j < m

sit<y
s (36)
sii=j.
Si j > m — 1 podemos escribir
(0 sii<m-—2,
H™2%(L;) . sii=m—2,
dQE~1l/dan—2 sii=m—-1yj=m-—1, (3.7)
H™-1(L .. .
ET—T%Zﬁsz(Lj) sit=m—-1yj>m-—1,
~0 sit>2myj>m-—1.

Ejemplo 3.14. Sea (R,7) un anillo r.le.t.f., I = (f,g) una icis quasihomogénia
donde Jg = 7. Del Corolario 2.65 se desprende que para j > m — 1

0 ‘ sii<m-—2

Tory(n/Js.g, RIT) D{DIZTH k - 74} sit=m—2, (3.8)

Toro(n/Jsg, RID DD k@ k) -2} sii=m—-1,
{;;nﬂk'@'t siz=m.

Observacién. A continuacién proporcionamos informacién sobre los médulos
Toro(n/Js,9, R/I) y Tor1(n/Js,9, R/I). Especificamente demostramos que si

g = dzm(?_k—J—F-
entonces
dim(Toro(n/Js,9, R/I)) = dim(Tor1(n/Js g, R/I)) = o.

La primera igualdad se sigue de la ecuacién

1 a\w;)

y de (3.8).
En el caso, trivial, que f sea regular obtenemos el resultado dado por Michler.
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Para demostrar la caracterizacién de la cohomologia del complejo L,,—1 pre-
sentamos el siguiente andlisis.

Observacién. Del Capitulo anterior tenemos que los elementos f + a - g que
cumplen la condicién ht(J,) < m son un nimero finito. Entonces definamos, como
en el Capitulo 2,

W :={a/ht(Ja) < m}.

Lema 3.15. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. I = (f,g) un ideal de interseccion com-
pleta con una singularidad aislada en 7. Sea h = f + ap- g generador de I con una
singularidad aislada en 1. Entonces existe h' generador del ideal I el cual cumplen
las siguientes condiciones :
1) El generador h' tienen una singularidad aislada en n, e I = (h,h’).
2) La aplicacion
’ Jn Jr
h: — — ——
Jhp Jhn

definida como a — a - b’ es inyectiva.

Prueba. Sea M = Jh; donde h = f + ap - g tiene una singularidad aislada en 7.

Definamos hy:=f+A:-g€ Rcon A € k — {W Uap}, y asumamos que para todo
A € k — W se cumple que la aplicacién

Ih |, In

h
At Ji h,g Ji h,g

definida como a — a - h) no es inyectiva. Entonces para cada A € k — W existe
Tx € M tal que hy) € Ann(z)).

De la Proposicién A.26 podemos decir que cada Ann(z,) esta contenido en al
menos un ideal primo p € Ass(M). De la Proposicién A.27 se sigue que Ass(M)
son un conjunto finito. Los elementos f+ A-g con A € k— {W U ag} son infinitos.
Por lo tanto podemos afirmar que existe un primo p € Ass(M) y elementos a #
talque f+a-g,f+B-g € p=ann(z) y T € M es no nulo (ver Definicién [Mats]).
Como «a # (3 se prueba que f -z = g-z = 0. Es decir

T - h)‘ =0 (3.9)

para todo A € k.

Por otro lado hemos probado que :
Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.fy I = (f,g) una variedad con una singularidad aislada
en 7 entonces el complejo Ly—1 cumple H*(Lym—1) = O para todo i < m — 3 (ver
Corolario 2.51)
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Msés aiin, como el complejo L/ . _, tiene cohomologia cero para todo grado
i # m — 1 (ver Proposicién 2.49) y L,,—1 =L, _, @ R/I,

(3.10)

Como por hipétesis la secuencia f, g es regular y (h,g) = (f, g) se prueba que h y
g también forman una secuencia regular. Esto significa que el complejo

(h.9) ( g,h)

K(z,y):0—= R—> R@PR— R——0

es una resolucién de R/I, ver Apéndice.
Por otro lado, como h tiene una singularidad aislada en 7 entonces

(ver Lema 2.35). Més aiin la cohomologia del complejo L,,—; es isomorfa a la
homologia del complejo K(h,g) ®r _,—‘i“g— (ver Ecuacién (3.10)). Por lo tanto, del
Corolario 2.51, el complejo '

Jy (h9) (-9,
K(z,y)® M : 0 77;""; 7""@7;“; oh j,ll'g — 0

tiene sélo dos termmos de homologia no nulos. De la Ecuacién (3.9) se sigue que
exister € M = Tb' nonulotalquez-h =x-9g=0.EsdecirT € H™ 3(Lp-1) =0,
una contra.dlcc1on )
Por lo tanto existe hy = f +A-g donde A € k— {W U ap} tal que la aplicacién
Jn Jn

hy: — — —.
A Jh,g Jh,g

es inyectiva.
Para finalizar la demostracién es suficiente notar que Ji g = Js g = Jpn,- Esto

significa que

es una aplicacién inyectiva y tanto A como hj tienen una singularidad aislada en
n. a

Lema 3.16. El complejo L, , ® K(f) tiene cohomologia cero para todo grado
i # m , donde f satisface las propiedades del Lema 3.15.
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Prueba. El Lema 3.15 nos permite asumir sin perdida de generalidad que la
aplicacién
fode L J
Jf.g Jtg
definida como z +— z f es inyectiva, y f asi como g tiene una singularidad aislada
en 7. :
Por otro lado, como L], ; es un complejo exacto excepto en el 1ltimo nivel
tenemos que
H*(Lp—y ® K(f)) = Torm—1-«(H™ *(Lin_1), R/ (f))-
Cuando g tiene una singularidad aislada en 7 se probé que
H™Y(L! 1) = —-JL
Jr.g
(ver Lema 2.35). Es claro que
K(f):0—=R—1-R

es una resolucién de R/ (f) . Entonces el complejo K(f) ® -}—IL es dado por
. f.9

. Jg f . Jg )
Jsig Jtg

0

J
De Lema anterior tenemos que H™~2(L! _, ® K(f)) = Hi(K(f) ® ,_];L) =0.
9
|

Corolario 3.17. Existen generadores f, g del ideal I tal que
J,
H™ %(Lm-1) = Torl(f ® R/(f),R/(9))-
_ 9
Prueba. Como L/, ; es un complejo exacto excepto en el iltimo nivel entonces

H*(Lyy) = Torm_l_,.(y‘f—, R/ {f,9)).

g

Por lo tanto, para calcular la cohomologia del complejo L,,—; podemos usar la
resolucién K(f, g) de R/ (f,g) . Como

K(f,9)® Ji;; ~ K(g) @ K(f) ® J—%
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y como K(g) es una resolucién libre de R/(g) y C := K(f)® 7‘;’; es una resolucién
de Hy(C) = _,;% ® R/(f), entonces

Jo

Jt.g

calcula tor(R/(g), Ho(C)) [ ]

K(f,9)®

Observacion. La conclucién anterior también se puede obtener asumiendo que
el ideal (Jsg, f) cumplen ht({Jsg4, f)) = m = dim(R). Tal como sucede en el
siguiente ejemplo :

Ejemplo 3.18. Sea (R,7) = (k[Z, y)(z),7) €l anillo local y g = z2+33, f = z%—3>

una variedad de interseccién completa con una singularidad aislada en 7. Entonces
es claro que ht({Jsg, f)) = dim(R) = 2.

Observacion. Notemos que la condicién establecida en la observacién anterior no
siempre se cumple. Veamos el siguiente ejemplo :

Ejemplo 3.19. Sea (R,7) = (K[Z,Y)(z,4),7), f = % y g = y°. Entonces Jy, =
(zy?) y ht((f, J1,6)) = ht({g, J5g)) =1 <2

Observacion. El Lema 3.15 se interpreta de la siguiente manera : siempre se
puede elegir un representante f el cual cumpla que ht((Js4, f)) = m.

3.3.1. EIl Niimero de Milnor.

A continuacién estudiamos la dimensién de H™~1(L,,_1), cuando I = (f,g)
es una icis y Jy = . También ponemos de manifiesto la relacién de la dimensién
de este espacio con el nimero de Milnor, segiin se define en [Looj). Trabajaremos
sélo bajo las hipétesis que aqui se presentan.

Definicién 3.20. Sea I = (f1,..., fy) una icis tal que Iy = (f1,..., fs) sea una
icis para todo 1 < s < 7. Sea

_ R
- (JFgﬂfl""7f$—1).

Definamos el nimero de Milnor de la singularidad R/I en n como

As

u=3(-1""4,,

s=1

siempre que los sumandos As sean de dimensién finita.
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Observacién. Sea I = (f1;..., fr) una icis; sin perdida de generalidad podemos
suponer que para todo s el ideal Iy = (f1,..., fs) es una icis y que I;—; es una icis
(ver Proposicién 2.24). Es decir los elementos f; son los hallados en la Proposicién
2.24. Denotemos al jacobiano de F,; = (fi,...,fs) como Jg,.

Lema 3.21. Sea I = (f1,-..., fr) una icis como en la observacién anterior. En-
tonces el anillo R/(JF,, Is—1) tiene dimensidn finita para todo 1 < s < r.

Prueba. Sera suficiente demostrar que el anillo
es de dimensién finita. Esta afirmacién es equivalente a demostrar que

Esta dltima demostracién es similar a la prueba de la Proposicién 2.24.
-}

Observacion. El lema anterior nos dice que los representantes hallados en la
observacién anterior sirven para calcular el nimero de Milnor segin se define en
5.11.c de [Looj].

Lema 3.22. Sea (R,n) un anillo regular local, I = (f, g) donde J r =n. Entonces
eTiste una secuencia ezxacta

P ./ E— _ R
Jrg+g-n Jt.g + (9)

el morfismo ¢ se define como p(1) =g

00—k —k—0,

Prueba. Se sigue de la definicién de ¢.
[

Observacién. En el caso que Jy = 7 se tiene que R/Jy = k. Si ademds ht(Jyq, f) =
m del lema anterior se sigue que

u = dim(R/(Jpg, f)) — dim(R/n) = dim(Toro(H™ " (Lin_y), R/(f))) — dim(k).

Lema 3.23. Bajo las hipdtesis del lema anterior la secuencia
k—=0.
es ezacta.
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Prueba. Notemos que la secuencia anterior surge al efectuar el producto tensorial
de la secuencia

® n R
Jgg+g-n Jfg+(9)

con R/(f). Sera suficiente demostrar que la aplicacién

#®1:k®R/(f) — 7 ——®R/(f)

es inyectiva. Sea I = (f, g), entonces

n n
— __®R PR —
Jrg+g-m /() Jrg+1-1m

Al tensorizar la secuencia anterior por R/(f) tenemos

p@l v R
0 N k Jrg+I-7 Tra+ 1

k 0,

donde N es el niicleo de ¢ ® 1. Notemos que en el médulo TroiTm los elementos f

y g son no nulos a la vez (a lo més uno puede ser nulo) . Pues si f = g = 0 entonces
en el anillo R/Jg 4 tendriamos que I = I -7, es decir I = 0. Para demostrar esto
basta usar la inclucién

n/Jfg — R/Jsg.

Notemos que f,g € ker(3), y al menos uno de ellos es no nulo. Como dim(k) =

1 concluimos que
: ker(y) = k.

Por lo tanto ¢ ® 1 es inyectiva. [ ]

Corolario 3.24. Sean (R,n) un anillo r.l.e.t.f. e I = (f,g) una icis donde Jy =7,

sea
n

X = dzmk.]_f,g_-f'_[-'—ﬁ.

Entonces

X = dimg(Toro(H™ Y (L!,_,), R/I)) = dimi(Toro(R/Js 4, R/I))
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Prueba. Sabemos que

Hrn—l(Ll )= i,-
Jf,g
entonces J J
Toro(H™ Y(L!._,),R/I) = L j O S
oro( (Lm-1), R/1) 7 ® R/ Jrg+1-J;
Del lema anterior tenemos la secuencia
Pp®1 n P R
0—_>k—>Jfg+I"’7 " Tra+ 1 -k > 0.

Sabemos que la suma alternada de las dimensiones en la secuencia anterior nos

debe dar cero. De aqui se sigue que

dim(Toro(R/Js,9, R/I)) = X-

Observacién. La unica condicién que imponemos sobre al menos un represen-
tante f es que Jy = 7. Notemos que en el caso que Jf = (1) entonces obtenemos

R/(Jq)-

A continuacién presentamos algunos ejemplos que cumplen esta condicién y

aparecen en la tabla de la Seccién 2.2.

Simbolo. Férmula.

Su,5 S p (2% + 9% + 23, y2)
Tu;n=17,89| (z2+y3+ 2#,y2)
U; (=% + yz, Ty + 2°)
Us (22 + yz,zy + 29)
Uy (2% + yz,zy + 2%)
Ws 1 (=% +yz,y% + 23)
Wo (=% + yz, 9% + z22?)
Zyo (z° + y2%,y% + 2°%)

3.4. La Homologia Ciclica Negativa.

Segin lo establecido en la Proposicién 1.80 el complejo ciclico negativo se

descompone como
CN =] o>
pEZ
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y por lo tanto
HNy = [ He-2p(Q27),
PEZ

donde Q2™ y Q se definen como

I B §
. 92,1‘2 QI,I‘B Q0,1

o

..<B Qg,o < B Q1,o = Qo,o.

respectivamente (ver Proposicién 1.80).
Observacién. Dado el complejo 227° definamos los complejos

D; := Ker(Dj — Dp,)

para todo j = po. El complejo Dp, es
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y el complejo D; para j > po se define como

De aqui se observa que ker(D; — Dp,) consiste del complejo

Por lo tanto Q2Po+1 = lim D;.

Por otro lado, como la proyeccién D; — Dj_; es sobre, donde D;j = Ker(Dj —
Dy,) para j > po entonces se satisface la condicién de Mitaff-Leffler. Debido a que
dimi(H(Dj;)) < oo, el sistema inverso (H(Dj), 1) donde p : H(D — H(D i—1)
cumple la condicién de Mittag-Leffler. Por lo tanto se tiene que lim! H.(D,) =0.
Del Teorema 3.5.8 de [Wei] se tiene una secuencia
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Como lfm! H(D;) = 0 entonces
H(lim Dj) ~ lim H, (Dy)
Proposiciéon 3.25. Para todo pp > 0 se tiene gque
H*(Q2P0) ~ lim H*(D;).
Prueba. Se sigue del desarrollo anterior. |

Corolario 3.26. Los complejos QZP° con py > m sdlo tienen tres términos de
cohomologia no nulos.

Prueba. Los complejos L; para j = m sélo tienen los ultimos tres términos de
cohomologia no nulos. Entonces D; tienen a lo mds los tres tltimos términos de
cohomogia no nulos. Por lo tanto

H*(Q3P) ~ lim H*(D;) =0

para todo s < m—2. Es decir el complejo 2P con p > m sélo tienen posiblemente
los tltimos tres términos de cohomologia no nulos. ]

Interesados en emplear los resultados que se plantean en [ML] descomponemos
el complejo Q2™ en dos complejos; el complejo Q?m y Q?’"y. Ambos complejos

son isomorfos y dependen de f, df, y dg. Esto nos proporciona una secuencia exacta

0 —= QF™ —= Q2™(f, ) —= QF"[-1] —=0.

Del subcomplejo Q}Z-m tomamos cierto subcomplejo M(f, g). La cohomologia
.
de M{m se calcula en el Lema 3.35. Finalmente descomponemos M (f, g) en dos

copias de un complejo I'y obteniendo una secuencia exacta
0—T —> M(f,9) —T[-1]—0

Aquf las columnas de I son los complejos E;, ., (Definicién 2.60 ) y son exacto
salvo en el iltimo nivel. Su cohomologia se calcula en el Lema 3.34

Observaciéon. Otra forma de abordar el estudio de la cohomologia del complejo
M(f,g) es la siguiente : Tomamos un subcomplejo F' de M(f,g) (ver Definicién
3.42). En el complejo cociente Mpéﬂ presentamos una filtracién

Ipc...cj1=£(?fl;9_)’
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y que calculamos en el Lema 3.48. Para el complejo F' presentamos una filtracién
Fy,CcF,C...CPF.

Esta filtracién proporciona una secuencia espectral que colapsa en E!. No se sabe
si E! = H*(F).

Observacién. A continuacién presentamos el complejo 22™, primero para el caso
de un polinomio, y luego para el caso de dos polinomios.
Cuando el ideal I es generado por un sélo polinomio de la definicién

Qpg=6&,9= @Qz ® (A(V) @ (NP7*V))prg—is (3.11)

i=0

(ver Ob_serva.cién después de la Definicién 1.100) tenemos que el complejo Q2™ se
expresa como

y una columna en general se representa como
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(3.12)

Q™. P -— .

donde 3 y é se presentan en la Definicién 1.100 del primer Capitulo. Las variables
z y T tienen grado uno y dos respectivamente. En nuestro caso, cuando el ideal es
generado por dos polinomios, el complejo Q2™ quedaria de la siguiente forma :

Q™. .
(3.13)
En general, de la ecuacién 3.11 tenemos que las columnas del complejos Q2™ son
el complejo total del producto tensorial de los complejos (L, 4p,0) ¥ K(f,9) (ver

Lema 1.104). La p—ésima columna se puede presentar como el complejo total del
bicomplejo
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| | |

619{’_*;29 [@f_jfﬂ 1]?1@[@?:,29 1]1.(_[@?_4;29 2]$y
PRI «—— [@PHLOT |y D[OFHIOT |z «—— [@7K10T oy

J | |

De manera similar al segundo Capitulo (ver Definicién 1.103) definimos

-0 § ™ir-1 1 é ) me
m+p _—’639 A @ Qm—1,z zore '9) 0,

donde 6 se presenta en la Definicién 1.100. Notemos que estos iltimos comple-
jos varian salvo signo la definicién del morfismo borde de los complejos L;- que
se presentarén en el primer capitulo. Sin embargo estos son evidentemente quasi-
isomorfos. Para no introducir otra notacién simplemente también los llamamos
L’,8). En [CGG, Teorema 3.3] se prueba que las columnas del complejo Qzm
son quasisomorfas a Lmip = (L7 4p, df + dg) ®r R/I. El complejo Q3™ se puede
escribir como :

- i 1 ) lﬁ e (314)
o —0 (L"rn+p+1 ® K(f, 9))m—1 <~—— (L;n+p ® K(f, 9))m—2 ‘_ﬁ o
(Lintp+1 ® K(f,9))m +—ﬂ— (Lintp ® K(f,9))m-1 ——5— - -

|s
(L +p®K(fvg))m<—‘—ﬁ—‘“
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El complejo L/, +p Se escribe como

/

mtp: B (3.15)
|
m—1 _ <race g
ldf af
v
m . Om—1_ _
Qoyp'* dg Ql,p ‘dg * dg
af ldf
4
-1 -2
Ui U T
ldf 1df
m—1 Qm_2 . A

Q) ——— O -—

donde el morfismo horizontal se define de la siguiente manera

y el vertical como

Usando el hecho que § o § = 0 se prueba que df A dg + dg A df = 0.

3.4.1. El Complejo Q™.

En esta primera parte definiremos un subcomplejo Q?m de Q2™ y demostraremos
que esta bien definido.

Definicién 3.27. Definamos el complejo Q?’" como

140



Observacion. Notemos que las columnas de Q,—?m son subcomplejos de las colum-
nas del complejo Q2™. También es claro que el complejo

esta bien definido. Finalmente, se observa que el complejo Cp,+p definido como el
complejo total del bicomplejo

donde 6*(wy) = (—1) fw, y 6 (wZ*Fby) = 6(wZ*F®)y esta bien definido.

A continuacién veremos que el complejo Q%m esta bien definido. También note-
mos que la definicién de Q2™ depende de f pues existe una construccién similar
para el generador g.
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Lema 3.28. El morfismo B restricto a (L}, 1p)sy ® (Li,1p)s—1 cumple
B((Lintp)«¥ ® (Linyp)s—1) C (Linyp+1)s+1Y ® (Lingps1)ss
yBod+dop=0.

Prueba. Sea z € (L}, 1,)s¥® (L} 4p)s—1.Siz = wz°Fly € (Lrnip)sy = @5 °Q
entonces

fn—s,l,m+py
B(2) = dpr(w)Z*F'y + (-1)WIz°g 0.
Por definicién
1+m—s—1 ——
(Linypi1)sr1y = @0 o7lQet Ly = @bt izegiaetly

tal que a+Il+s+1 = m+p+1. De aqui se sigue que dpr(w)T3T'y € (Lontp+1)s+1Y-
De igual modo por definicién tenemos que

1+m—s +l+m—s_a—!
(Limtp+1)s = S0 Qs mipt1 = G2 Ty’

tal que a +/+s = m+p+1. Por lo tanto (~1)Iz°%!*+1w € (L], ,,,)s. De manera

similar se prueba que 8(z) € (Lynyp+1)s+1¥ ® (Linipt1)s si 2 € (Lipyp)s—1-
Finalmente la ecuacién 806 + 6 o 8 = 0 se cumple debido al hecho que esta
igualdad se cumple en el complejo 2™, ver Definicién 2.3 de [CGG]. [ |

Por lo tanto existe una secuencia exacta corta

Observacién. Notemos que como médulos graduados los complejos Crtp ¥ Ly, 4+ p®
K(f) son iguales. Sus morfismos borde son iguales salvo signo. Es decir las co-
homologifa de ambos son iguales. Por este motivo a Crnqp lo denotaremos como

L:n+p ® K(f)

3.4.2. El Complejo M(f,g)

Esta parte esta dedicada a demostrar la buena definicién de cierto subcomplejo
M(f,g) de Q™. :

A partir de los complejos L;,H_p daremos la siguiente definicién :

Definicién 3.29. Definamos los complejos E,’n_,_p(O), con p en los niimeros natu-
rales, como
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donde (Ef,,(0))m—-s = @pi': QT,,—,,‘L,, = @f:: Bis_im+p = et_+q—s q=0Bt,q.m+p-

Cuando sea claro en que complejo Ly, estemos trabajando sélo pondremos By q.
Notemos que K ( f) ® E;, ., es un subcomplejo de L7, , ® K(f). Para ello basta
usar que 6(y) =

Observacion. Los complejos E;.+5(0) son subcomplejos de los complejo L, .
Notemos que los complejos E: +p(0) coinciden con los complejos E’ de la Definicién
2.60.

Lema 3.30. E! complejo (E;,,(0),0) esta bien definido.

Prueba. Se sigue del hecho que Lmﬂ, se puede escribir como un bicomplejo.
|

Posteriormente generalizaremos esta definicién para ciertos complejos E;n_,_p(l)
donde ! es un nmimero natural con ciertas restricciones.

Lema 3.31. E! morfismo B restricto al médulo (K(f) ® Ef4,(0)): cumple

B(K(f) ® Efnp(0))e) C (K(f) ® Efyipr1(0))e1

Prueba. En efecto, sea z € (E,,(0)): ® (E,'n+p(0))t+1y. Analizaremos dos casos

Primer caso, sea z = WY € (Ep;,(0)): = &F. tm-tn

=m—t
Q¢ im+p Para algin [ = 4. Por lo tanto

—tl,m+p CHtONCES z €

1 —t—1
.B(Z) d(w):c’y € Qm—(t+1),1,,m+p+1 c ( m+p+1 (0))t+1 @f:—mtT lt Q:r-:-—lt—l,l,m+p+1'

Es decir o
B(z) = d(W)TY € (Emip+1(0))t+1 ® (B pt1(0))e+29-
Si z = WFPY € (Bhpnyp(0))e+1y = O P 1) | mipy entonces z =
wEYly € Qm_(tﬂ),]mﬂy paraalgin m—t—1<Il=3<m—-t—1+py

B(z) = d(W)FFy + (—1)lwzigitt,

m—t—2+p+1
Entonces d(w)Z'y € Qm_(t +2).jm+p+1¥ C GB,_,,f S +" + Q‘+2(t +2)mipt1¥ = (Emtp+1(0))e+2y.
Por otro lado wZ'H+! € Qpm—(e41),5+1 C (& +p+1(0))t+1 = 637:,:_::'{’ Qe (t41) limtpLs

pues en el tltimo sumando ! puede tomar el valor de j =m — ¢t —1 + p.
-]
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Del Lema anterior podemos presentar la siguiente definicién

Definicién 3.32. Definamos el bicomplejo M(f, g) como

| |

= (Em+2(0))m-1 = (Em+1(0))m—2 <—— (Em(0))m-3

R (Em+2(0))m “‘T (Em+1 (0))m—1 e (Em(o))m—2
. 51
(Em+1(0))m “"‘ﬁ_ (Em(o))m—-l
5
(Em(0))m,
y Ho(M(f,9)) = Hi(Tot(M(f,9g))), donde (Em+p(0))s = (E:n+p(0) ® K(f))s-

Observacién. Cada columna E,;5(0) del complejo M(f,g) esta formada por el
complejo E7,,(0) ® K(f). De este 1iltimo complejo vamos a tomar el subcomplejo
E;7,+5(0). Con él definamos el subcomplejo I'(f, g) :

| ]

e (Em+2(0))m—1 =— (Ep,41(0))m—2 <—— (E7,(0))m-3

| | l

<0+ = (Bm42(0)m =—5— (Em41(0))m—1 <— (Er(0))m—2
| 1
(Em41(0))m <5 (Em(0))m—1
6
A continuacién demostramos que este complejo esta bien definido.

Lema 3.33. El morfismo B cumple
ﬁ(E:n+p(0)8) C E:71+p+1(0)s+1-
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Prueba. Por definicién

y ,
/ _ mptl+m—s—1~s+1
Em+p+1 (0)8+1 - @l=m—s—1 Qm.—.sr—l,l,m+p+1
. ’ _ =1 p+1+m—s—1ns+1
Si z € E7,,,(0)s entonces 3(2) = dpr(w)T°Y € &), 1 . 1 mipi1-

Observacién. De la definicién del complejo I'( f, g) tenemos la secuencia exacta
corta de complejos

Lema 3.34. Si f tiene una singularidad aislada en 1) entonces eriste una secuencia
exacta

H™Y(M(f,g)) — H™((f,9)y —=

H™{T(f,9)) — H™(M(f,9)) —
Gr(H™(T'(f,9))) = ®p20H™(Em+p(0)), ¥ Gr(H™(Em4p(0))) = &F_o(R/Jy):.

Prueba. Notemos que las columnas del complejo Ey,,,(0) estan formadas por el
complejo K(df). Como por hipétesis f tiene una singularidad aislada, K(df) es
exacto excepto en el ltimo nivel. Por lo tanto H*(I'(f,g)) = O para todo s < m.
De la secuencia exacta larga en cohomologia de la secuencia

0,

0—I(f,9) — M(f,9) —=TI'(f,9)[-1]] —=0
obtenemos la secuencia

H™1Y(M(f,9)) —= H™(T(f,9)y —>

0

H™((f,9)) —— H™(M(f, g))

Como los complejos (Ey,,(0), d) son exactos salvo en el iltimo nivel un argumento
rutinario de filtraciones nos llevan a la igualdad

Gr(H™(T(£,9))) = D H™ (Em+5(0)).

p20

El hecho que Gr(H™(Em+p(0))) = @2_o(R/Js)i se sigue del Lema 2.61. a

0.
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3.4.3. El Complejo Fﬂé—mgj.

Brindamos informacién sobre los médulos de cohomologia del complejo A%%.
Para ello nos basamos en el Lema 3.15.

Lema 3.35. El complejo

Qzm
M(f,9)
es ezacto excepto en el ultimo nivel, y
Gr{Ha( g =) = Gr(H™ (52 =5)) = D) @ R/ 1
Prueba. En efecto, para ello debemos notar primero que las columnas del complejo
Qzm
M(f,9)
son isomorfas a L!, ; ® K(f). Estas son exactas excepto en el dltimo nivel por el
Lema 3.15. Por lo tanto el primer término de la secuencia espectral del — i (;:n )

quedaria de la siguiente manera

| | |

0- 0- 0

| l |

- —(FL) ® R/ (f) < I 0
(7%) ® R/ (f) 0

(F5) ® R/(f),
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Es decir E! = E>. Esto significa que

>m

M(f,9

EB[( )® R/ ()i

1.>0 f,

Gr(Ho(3rFgy)) =Cr (H™

M(f, 9)

3.4.4. La Cohomologia del Complejo M(f,g)

El siguiente paso es estudiar la cohomologia del complejo M(f, g). Para ellos
definiremos ciertos complejos E;,H_p(*) que serdn subcomplejos de las columnas de
M(f, g). Basados en estos complejos definiremos un subcomplejo F' y una filtracién
del mismo. Del complejo L7, ,

m—2
dg 91,2 dg 92,2 dg
df ldf
m—1 N
Q014—"——dg Q1,1 ‘__dg
QT .
B~

tomamos el subcompejo E’(1)
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m—1
QI’P"’I dg ' iy
o o

N
|

donde los morfismo borde df y dg tienen un signo establecido. A continuacién
definimos estos complejos.

Definicién 3.36. Dado el complejo L;,,, definamos el subcomplejo (Ey, (1), 9),
paral=0,...,p, de la siguiente manera :

(Emip(®)s = OF5 0 Qs s
Definicién 3.37. El complejo E;,,,(!) ® K(f) es por definicién
(Bt p (D) ® K(£))s = (Binyp(1)s ® (Bl 4p(1)s419, 6)
Lema 3.38. El complejo (E7, (1) ® K(f),0) esta bien definido.
Prueba. Similar a las pruebas anteriores. | |
Lema 3.39. Dado

m m—1
‘QO,I- df Q71

Q

S
m—s,l+m—s o e df m,l+m
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la columna l—ésima de Ly, ., vy

lel m—-1 _ - 00 .
+1 df 1,i+2 df

s+1
df Qm—.<3--1,l+1+m.—.~1—1 df

la (I + 1)—ésima columna de L, . . Entonces

1
B(an—a,l+m—s) Cc Q'1’1-:-—.9—1,l+1+m—s—1
Prueba. Sabemos que

QS

m—s,l4+m—s anl+m—393.
dondee+!+m=m+py

s+1 — =a—+1+m—s—-1s+1
Qm—s—1,l+1+‘m—.~3—1 =Yy Q

ya+!l+1+4+m=m+ p+ 1. Entonces claramente el lema se satisface. |

Lema 3.40. E! morfismo 3 restricto al médulo (Efm4p()) ® K(f))s cumple

B((Em+p()) ® K(£))s) C (Epmipt1(l +1) @ K(£))ss1

Prueba. Por definicién
Del lema anterior se sigue que

Por definicién
p+m—s—1

EmipWerriv= P o, 1w (3.16)
t=l4+m—s—1

Sea z € Em4p(l)s+1y entonces z = T°5* wy para algiin ¢’ tal que

l+m—s—-1<t/<p+m—-—s-1
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Por un lado tenemos

7°7° d(W)y € B(Em+p(1)s+1)¥ € Emtpr1(l+1)s12y C (Brmppir(1+1) ® K(f))st1-
De igual forma tenemos que |

— +1+m—s—1 1
(‘l)lwljayt +1w € (E;n+p+1(l + 1))s+1 = €=l+11:mts—19:r;’-—s—1,t

ver ecuacién 3.16.

Lema 3.41. El complejo

Enip(l+1)® K(f)

,6)
es isomorfo al complejo Lj(f) ® K(f).

Prueba. De la definicién de Ej,(I) tenemos que

Enip(l) ® K(f)
(E;n-::(-;,'*' 1) ® K(f) )s = an—s,l+m—s @ Q::-}s—l,l+m—s—ly'

Como §(Z) = 0 podemos eliminar el término Z*. Por lo tanto el complejo quedaria

el cual es isomorfo a la columna !/—ésima del complejo Q2™ del polinomio f (ver
(3.12)). Este complejo lo denotaremos como Q2™(f). |

Observacidén. A partir de la definicién de los complejos E}, +p(l) definiremos una
filtracién del complejo M(f,g) y por lo tanto una secuencia espectral. El primer
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término de esta secuencia estard conformada por la homologia de los complejos
Q2™(f) para un polinomio.

Observacién. Notemos que de la definicién de los complejos
(Emip(D)s-
tenemos que Ej,,,(!) C Er, (I —1).

Nota. En la siguiente definicién como en adelante usaremos la siguiente conven-
cién : Epyp(l) := Ep, 1 ,(1) ® K(f). El complejo

| | |

B (Bet2(l +2))m =—— (Bet1(l + 1))m—1 I (Be(l))m—2

I l

(E*+1 (l + 1))m *ﬁ— (E*(l))m_l

|

(Ex(D))m,

se denotarid como

o e <—ﬁ E,.+3(l + 3) <ﬁ— E‘+2(l + 2) <ﬁ— E,..+1(l + 1) -— E*(l)
donde sélo se incﬁcan las columnas que conforman el bicomplejo.

Definicién 3.42. Sea p > un nimero natural. Definamos el complejos F' como

Observacién. De la definicién de los complejos

(Em4p(1), )

tenemos que E7,, (') C Ej, (I’ — 1). Como

B((Emip())s) C (Erip+1(l+1))s+1 C (Epipr1(141))s41 @ (B pr1 (14 1)) 5429,
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de la relacién de inclusién Ej, . (') C Ej, ., (! — 1), tenemos

B((Emip(1)s) C Epypr1(Ds+1 © Epyy 5y 1(D)st2y

y por lo tanto la buena definicién del complejo F.

Observacién. Cada columna E,,,.(p) esta conformada por un bicomplejo de
* + 1 columnas. Cada columna es isomorfa a L; ® K(f) para algiin ¢ adecuado.

Definicién 3.43. Para cada i en los niimeros naturales definamos los complejos
F; de la siguiente forma

Fp:...<— Emipr2(p+1) <5— Emips1(p) <5— Em4p(p)

y en general

Fi: Emipti-1(p) = SR Emtp+1(P) <—— Em+p(p)
B B
Emipti(p +1) > Emiptiv1(p +2)
Fit1: Emypri(p) =5 ee Emtp+1(P) <— Em4p(p)

|

Emipti+1(p+ 1) —> Epypriv2(p + 2) B s

Observacién. De la definicién de los complejos F; se sigue que
0OcFhRCc..CcF,c...CF.

Ma4s atin tenemos que

Fir1 Emiptive(p+2) Emipti+i(p+1) Em+p+i(p)
F; Emtpt+iv2(p +3) Emiptit1(p+2) Emiptilp+1)

Del Lema 3.41 y la notacién que se refirio anteriormente el complejo fﬁ,l se puede
escribir como
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Este es isomorfo al complejo 22™+P(f). Al emplear la notacién L 4+.(f) nos refe-
rimos al complejo (L), .(f) @ K(f),d). Este médulo quasisomorfismos es igual al
complejo 2Z™+P del primer Capitulo para un s6lo polinomio.

De [LM, Teorema 3.4.7] tenemos que los complejos 22™+P(f) son exactos
excepto en el iltimo nivel cuando p + m > m + ¢-4+1, para cierto c,+1. El andlisis
anterior es la prueba del siguiente Lema:

Lema 3.44. La secuencia espectral E* asociada a la filtracién
OCFC...CF;CF;1C...
colapsa en E1.

Prueba. Se sigue del desarrollo anterior. [ |

Lema 3.45. Los complejos F; para todo i > 0 son exactos excepto en el ultimo
nivel.

Prueba. La demostracién serd por induccién. Para Fj tenemos que F; = Q2™+P(f).
Este por hip6tesis es exacto excepto en el iiltimo nivel pues segiin [LM] existe un
P para el cual el complejo es exacto excepto en el iltimo nivel.

Supongamos por hipétesis inductiva que F; es exacto excepto en el iltimo
nivel. Sea F;;1, de la observacién anterior tenemos la siguiente secuencia exacta
corta )

0 — Fy —= Fs41 — Q2™HP(f) — 0.

De la secuencia exacta larga en cohomologia

Observacion. A continuacién estudiamos la cohomologia del complejo MLFL“’).
Este se puede escribir como
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<~ Emip-1(0) < i3 = Em+1(0) ~— Enm(0)

Em4p+2(0)  Emipy1(0)  Emyp(0)
Em+p+2 (p) Em+p+ 1 (P) Em+p (P)
Definicién 3.46. Definamos los complejos I,_; para i = 1,...,p de la siguiente
manera :
Ip : Emip-2(p — 2) ree Em1(1) Er(0)
l Emip(—1) __ Emipri(p—1)
Emip1(p—1 -
m+p-1( ) Em+p(p) Epnip+1 (»)
y de manera general
Ip—i: Em+i—1(0) wi Em+1(0) - Em(0)
Em+i(0) Em+;'+1(l) — e > m+p—2(P —1 — 2)
Emipt1(p—i—1) Emip(p—i—1) l

- —FEpip1(p—i—1
Erpr1(?) Eoto(®) -1 )

De la definicién tenemos que I, C ... C I, = MFLQ

I .
Lema 3.47. El complejo —E2=—— es isomorfo al complejo

Ip—H—l
B B
oo <—ﬁl Lm+p—i—l 43; Lm+p—i—l < e = Lm+1 - Lm,

donde los complejos Ly yp ~ K(df) ® K(f) y 51 = 0.

I, ; -
Prueba. De la convencién de la notacién el complejo 7 P—_ se puede escribir

p—i+l
como
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Em+i(0) Ermyi-1(0) . Em(0)

Em-l-i ( 1) . Emti (0) - o En (0)
Em+i+1(1) . [ . Emip(p—(i+1)) 62 _Emiprilp—(i+1))
Emyit1(2) _ " Emip(p—1) Emyp1(p —1i)

donde B2 = 0 pues B(Emip(@ — (i + 1))) C Epyp(p — i). Por lo tanto del Lema
3.41 obtenemos que el complejo anterior se escribe como

oL i 1(f) <% Longpici(f) <2 - L L1 (f) L — Len(f) =—0

Observacién. De la notacién de [LM] el complejo anterior se escribe como

Calculamos la. cohomologia de los complejos

Ip_iv1

Lema 3.48. FEziste dos secuencias exactas cortas

0 — @ HI (Lnsp-i£); ) —= HI(EZEL) o prs@mssmio=io3()) —=0

para j = m,m — 1. La Cohomologia en los demds casos es cero.

Prueba. Tomando la secuencia exacta larga de cohomologia de la secuencia exacta
corta

tenemos
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Hm(ﬂmﬁ-ﬁﬂﬁ-p—i—l(f)) 0.

Del hecho que el morfismo coneccién es cero tenemos la prueba del lema.
(K

Observacion. De la filtracién ﬁ%ﬂ =1I) D I2 D ... D Ip, tenemos una secuencia
espectral E* convergente cuyo término E! es dado por el Lema anterior.

Proposiciéon 3.49. Exziste una secuencia ezacta

que relaciona los mddulos de cohomologia del complejo M(f,g).

Prueba. De la se_(_:uencia. exacta corta
00— F— M(f,9) — M(f,9)/F —=0

tomando cohomologia tenemos la secuencia :

H™(F) ——= H™ "} (M(f,9)) —= H™1 (22

|

Observacién. De la definicién del complejo L}, ,, el complejo Q2™ ( f, g) se escribe
como:
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- _ Q2™ (f,9)
Como [(x) = Z, entonces el morfismo B(z) = 0 en el médulo —===. Esto

sz(f ) g) > !
significa que e = Qf"‘[—l]. Por lo tanto, tenemos la siguiente secuencia

exacta corta de complejos

Proposicion 3.50. Eziste una secuencia exacta

que relaciona los médulos de cohomologia del complejo Q2™(f, g).

Prueba. De la secuencia exacta corta
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tenemos la secuencia
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Apéndice A
Algebra Conmutativa

Este dpendice esta destinado a presentar las principales definiciones y propiedades
de la teoria de anillos. También ser4 el sustento de las demostracién de propiedades
que se usan en el cuerpo de la tesis y son parte fundamental en el trabajo. Nos
referimos en especial a la seccién titulada El Ideal Jacobiano. Aqui se presenta
la prueba que la definiciéon de los dos principales cimientos de la tesis : El Ideal
Jacobiano y las singularidades aisladas de tipo interseccion completa no depende
de los generadores del ideal I.

A.1l. Definiciones y Propiedades

Todos los anillos tratados son noetherianos. Entre las principales definiciones
que usaremos se encuentra la dimensién de Krull

Definicién A.l. Sea R un anillo. La djmensién de Krull o simplemente la
dimensién del anillo R, denotada como dim(R), es el supremo de las longitudes de
las cadenas de ideales primos en R. Es decir, dim(R) = n si existe una cadena de
ideales primos

y ninguna cadena es mas grande.

Definicién A.2. Sea I un ideal primo de R. Definimos la altura ht(I) del ideal
I como el supremo de la longitud de las cadenas de primos

Peh G - -GI=PF,

que finalizan en I.
Si el ideal I no es primo definimos la altura del ideal I como el minimo de las
alturas de los primos P que contienen a I.
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Observacién. Cabe resaltar que algunos autores (ej [Eis]) a la altura del ideal I
la llaman codimensidn.
Si el anillo (R, 7) es local entonces

dim(R) = ht(n).

Teorema A.3. Sea z1,...,z. € R y P ideal primo minimal entre los primos que
contienen a T1,...,ZT.. Entonces ht(P) < c.

Prueba. [Eis, Teorema 10.2]. [ ]

El teorema anterior se llama P.I.T. (segiin sus siglas en inglés de Principal Ideal
Theorem.)

Corolario A.4. Para todo primo P con ht(P) = c eziste un ideal I generado por
c elementos de modo que P sea minimal entre los primos que contienen al ideal I.

Prueba. [Eis, Corolario 10.5). ]

Definicién A.5. Diremos que un anillo local (R, 7) es regular si y sélo si

donde k = R/7.
Lema A.6. Si (R,n) es un anillo regular local entonces R es un dominio.
Prueba. [Eis, Corolario 10.14]. ]

Definicién A.7. Sea (R,n) un anillo local. El conjunto zi,...,z, se denomina
una secuencia de parametros si sélo si

ﬂc(zl,...,xn)cn,

para algin j € Ny dim(R) = n. Si ademis (z1,...,Zn) = 1 la secuencia se llama
secuencia regular de parametros -Ver [Eis, Corolario 10.7], pig 242-.

Lema A.8. (R,n) es un anillo regular local si sélo sin posee una secuencia regular
de pardmetros.

Prueba. Sea

160



y {Z1,...,Tn} una base del espacio vectorial 7/7?. Tomemos I = (z1,...,Zan) C 7N
2
y n/I. Como (n/I)? = -} entonces

n/I _ n
(/12 #2+1I

Por otro lado como I = (Z1,...,%,) = 1/7? entonces

2
ﬂ:o
I

= 2 . .
donde I = L";'?—-. Por lo tanto si usamos los isomorfismos

o/’ _n/n* 7
I~ (I+n)/n* " n?+1

tenemos que
n/I

(n/1)?
y del Lema de Nakayama ([Eis, Corolario 4.8]) obtenemos que n = I. Es decir
dim(R) = ny n = (z1,...,Za) . Por definicién esto significa que (z1,...,zn) es
una secuencia regular de paramétros.
Para el retorno supondremos que (zi,...,Zn) = 7 €s una secuencia regular de
parametros. Entonces por definicién dim(R) = ht(n) = n.
Notemos también que

0;

dim(n/n?) < n,
pues {Z1,...,Tn} generan n/n?. Si dim(n/n?) < n a decir
/7 = G-+ Im)

con m < n, usando el Lema de Nakayama (de la misma forma que se uso lineas
atrds) tenemos que 17 = (¥1,...,¥m) . Esto significarfa usando el P.I.T que ht(n) <
m < n, lo cual es una contradiccién y prueba el Lema. |

Definicién A.9. Sea (R, 7n) un anillo local. La coleccién (zy,...,z,) se denomina
secuencia regular (o secuencia R-regular) si sélo si la aplicacién

Z; : R/ (z1,...,Ti-1) — R/ (z1,...,Ti-1)
definida por @ — T; - @ es inyectiva para todo i = 1,...,n, y ademés (z1,...,Zn) #

R.
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Corolario A.10. Siz;,...,Z, es un secuencia regular de pardmetros en un anillos
regular local entonces x1,...,T, €s una secuencia regular.

Prueba. [Eis, Corolario 10.15.] ]

Nota. Del hecho que :
Divcero(R) = U P;
i

donde P; son los primos minimales; se prueba que la definicién anterior significa
que Z; no se encuentra en ningtn primo minimal del anillo R/ (z1,. .., Zi-1) -

Definicién A.11. Sea (R,n) un anillo local. Definamos la filtracién I-adica

como la cadena
R=I>1'>r?2>...,

y su anillo graduado como
I‘n

I =
gr (R) = Iﬂ_‘f"i"

Para una definicién m4s general ver [Mats.,10.c].

Observaciodn. El anillo graduado definido anteriormente caracteriza las secuencias
regulares de la siguiente manera :

Teorema A.12. Sea (R,7n) un anillo local y a3,...,as elementos en 7. Definamos
J = (a1,...,as). Entonces a1, ...,as es una secuencia regular si y sdlo si
Prueba. [Mats, Teorema 33|. [ ]

Definicién A.13. Sea (R,7n) un anillo local, por definicién la longitud méxima
de las cadena de secuencias regulares del anillo (R, 7n) se denomina profundidad
del anillo R y se escribe como profundidad(R).

Definicién A.14. Sea (R, n) un anillo, I un ideal. La longitud de la méxima cade-
nas de secuencias regulares de R contenidas en I se define como profundidad(I).

Observacion. Si en la Definicién A.9 en lugar de R tomamos cualquier R—mddulo
M, la secuencia {zj,...,Zn} se denomina M — regular. La maxima longitud de
cadena de secuencias M —regulares contenidas en I se denomina profundidad de
M en I y se denota como depht(M,I) (ver [Eis,Cap. 17,18]). Si M = R tenemos
que profundidad(R, I) = profundidad(I).
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Observacion. Notemos que bajo esta definicién tenemos que
profundidad(R) = profundidad(n)
Proposicién A.15. Sea R un anillo, I un ideal. Entonces
profundidad(I) < ht(I)
Prueba. Si usamos la Proposicién 18.2 de [Eis] tenemos
profundidad(l, R) < codim(I).

Como se indico lineas atréas codim(I) = ht(I) y profundidad(I, R) = profundidad(I)
segin (Eis, pag 429]. Entonces

profundidad(I) < ht(I).

Lema A.16. Sea (R,7n) un anillo local. I un ideal de R e y € n. Entonces
profundidad({I,y)) < profundidad(I) + 1.
Prueba. Del Lema 18.3 de [Eis] con M = R obtenemos
profundidad({I,y); R) < brofundidad([ ,R) + 1.

Por definicién sabemos que profundidad((I,y) ; R) = profundidad((I,y)) y profundidad(l, R) =
profundidad(I). Entonces '

profundidad({I,y)) < profundidad(I) + 1.
|

Definicién A.17. Un anillo local (R, n) es llamado Cohen Macaulay (C.M) si sélo
s{ profundidad(R) = dim(R) (ver [Mats, 16.A, Pag 103]).

Observacién. Notemos que esta definicién coincide con la que se presenta en [Eis.]

Un anillo para el cual profundidad(P) = codim(P), para todo ideal mazimal
P de R es llamado anillo Cohen Macaulay.
En efecto, profundidad(R) = dim(R) si sblo si profundidad(n) = ht(n). Como 7
es el tnico ideal maximal de R tenemos que las definiciones coinciden en al caso
que R sea un anillo local.

Proposicién A.18. Sea (R,n) un anillo regular local. Entonces (R,n) es Cohen-
Macaulay.
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Prueba. Sea {z),...,Z,} una secuencia regular de pardmetros. Del Corolario
A.10 tenemos que zi,...,Z, €s una secuencia regular. Esto significa, a partir de
la definicién, que

profundidad(R) > n.

Si usamos la Proposicién A.15 tenemos que
profundidad(n) < ht(n) = dim(R) = n.
Por lo tanto dim(R) = profundidad(R.) [

Observacién. Un hecho importante que se obtiene del 1iltimo teorema es el que
para todo ideal I de un anillo regular local esencialmente de tipo finito (r.l.e.t.f)
se cumple

ht(I) = profundidad(I).

Esta propiedad se presenta a continuacién :

Teorema A.19. Sea R un anillo tal que profundidad(P) = ht(P) para todo ideal
mazimal P de R. Si I C R es un ideal propio, entonces profundidad(I) = ht(I).

Prueba. [Eis, Teorema 18.7].
Para anillos r.l.e.t.f se tiene la siguienté versién :
Teorema A.20. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. SiI C R es un ideal propio, entonces
profundidad(I) = ht(I).
Prueba. De la definicién de anillo Cohen Macaulay tenemos que
profundidad(R) = dim(R).

Esto significa que
profundidad(n) = ht(n).

Como 7) el tinico ideal maximal de R, del Teorema A.19 se desprende que

ht(I) = profundidad(I)
para todo ideal I propio de R .
Corolario A.21. Sea (R,7n) un anillo r.le.t.f., y € n. Entonces

ht((1,)) < ht(D) + 1.
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Prueba. Del Lema A.16 obtenemos
profundidad((I,y)) < profundidad(I) + 1. (A.1)

Por otro lado del Teorema anterior se sigue que profundidad({I,y)) = ht({I,y)) y
profundidad(I) = ht(I). Entonces de A.l se sigue

ht((I,y)) < ht(I) + 1.
=

Proposicién A.22. Sea (R,n) un anillo local Cohen Macaulay. Entonces para
todo ideal I tenemos
ht(I) + dim(R/I) = dim(R).

Prueba. [Mats, Teorema 29, parte (i)] (por esto ht(I) se llama también codimen-
sién.) [

Teorema A.23. Sea R un anillo regular local y {z1, ..., Tm} una secuencia regular
de pardmetros. Entonces

1) R es un dominio que es integralmente cerrado en su cuerpo de fracciones.

2) x1,...,Zm es una secuencia regular y por tanto R es un anillo Cohen
Macaulay. \

3)zq,...,zi) = P; es un ideal primo de altura i para cada 1 <i < m y A/F;
es un anillo regular local de dimension d — 1.

4)Reciprocamente, V 0 < i < m si P es un ideal primo de R y si R/P es
regular y tiene dimension d — © entonces eriste un sistema regular de pardmetros
Yi,---,Ym tal que P = (y1,..., %) .

Prueba. [Mats, Teorema 36]. .

Definicién A.24. Sea M un R—médulo. Diremos que P es un primo asociado si
existe £ € M tal que ann(z) = P. Aqui

ann(z) :=={A€ R: -z =0}
El conjunto de los primos asociados de M se denota como Ass(M).

Proposiciéon A.25. Sea P un elemento mazimal del conjunto de ideales Ann =
{Ann(z) : z € M,z # 0.} entonces P € Ass(M)

Prueba. [Mats, Proposicién 7.B]. .

Proposicién A.26. Sea M un R—mddulo f.g., todo elemento Ann(z) esta con-
tenido en un elemento de Ass(M).
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Prueba. En efecto, sea
A(z) := {Ann(y) : Ann(z) C Ann(y);y € M}.
El conjunto A(z) es no vacio pues Ann(z) € A(z). Sea
Ann(z) = Ann(z,) C Ann(z2) C .

una cadena de elementos en A(z). Como el anillo R es noetheriano satisface
la condicién de cadena ascendente. Es decir existe s en los naturales tal que
Ann(z;) = Ann(z;) para todo i > s. Por lo tanto basta tomar Ann(z;) como
elemento maximal de la cadena. El Lema de Zorn nos indica entonces que A(z)
tiene elementos maximales. Se prueba también que si Ann(z’) es un elemento max-
imal de A(z) entonces también lo es de Ann. En efecto si Ann(z’) no fuera un
elemento maximal en Ann entonces existe y € M tal que Ann(z’) & Ann(y).
Como Ann(z) C Ann(z’) y Ann(z’) C Ann(y). Entonces Ann(y) € A(z) y
Ann(z') & Ann(y), una contradiccién con la hipétesis de elemento maximal de
Ann(z'). Por tanto Ann(z’) € Ass(M) y Ann(z) C Ann(z’). Esto finaliza la
prueba de la proposicién. [ |

Proposicién A.27. Sea R un anillo noetheriano y M un mddulo finito. Entonces
Ass(M) es un congunto finito.

Prueba. [Mats, Proposicién 7.G]. ]

Definicién A.28. Sea R un anillo e I un ideal. Sea Ass(R/I) = {P1,-..,FPs}-
Diremos que I es Unmixed si ht(P;) = ht(I) para todo 3.

Proposicién A.29. Sea (R,n) un anillo local de dimension m. Entonces las sigu-
ientes afirmaciones son equivalentes :

1)(R,n) es Cohen Macaulay, es decir, profundidad(R) = m.

2) Si J = (ai,...,ar) es un ideal de altura v generado por r elementos entonces
JV es unmized para todo entero v.

3) Siay,...,ar yJ cumplen las hipétesis de (2) entonces

gri(R) = (R/J)[z1, ..., zr]
4) Existe un sistema de pardmetros ay,...,an tal que
gri(R) ~ (R/I)[z1,...,zn],

donde I = (a1,...,an) -
Nota. En 3 y 4 los isomorfismos son naturales. Ellos son definidos como a;
mod J? — z;.
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Prueba. [Mats, Teorema 32]. ]

Corolario A.30. Sea (R,7n) un anillo r.le. tf I={f1,...,fr) un ideal generado
por una secuencia regular entonces
I3
: =~ (R/D)[z1,---,27])°

donde ((R/I)[z1,.-.,z,))° representa en R/I—mddulo de los polinomios de grado
s con coeficientes en R/I.

Prueba. Como fi,..., fr forman una secuencia regular entonces h¢(I) = r. De la
Proposicién A.29 tenemos que

gr!(R) ~ R/I[z:,...,z,].

Donde el isomorfismo es definido como f,- — ;. Denotemos a este isomorfismo

como . Un elemento generador de I°® es de la forma z = af;*... f, donde

a1+ ---+a = s,y a € R. De la definicién del isomorﬁsmo ¢ obtenemos
8

p(Z) = az{'...z%. De aqui se prueba que el R/I—médulo representan

Tor1
los polinomios de grado s sobre R/I. [ |

A.2. Complejo Koszul

Nuestro principal interés se centra en presentar dos maneras distintas de con-
struir el complejo de Koszul K(z,,...,Z5) (ver Definicién A.35 y Corolario A.40).
Esta descripcién nos permite aprovechar el estrecho lazo que existe entre la propiedad
que el complejo de Koszul sea exacto excepto en el iiltimo nivel y que la secuencia
Z1,...,Tn sea regular (ver Proposicién A.36).

Definicién A.31. Sea (R, 7) anillo local, £ € R. Definamos el complejo de coca-

denas
K(z):0—= R—=>R,

el cual llamaremos complejo de Koszul.

Notemos que si el elemento z es regular entonces H°(K(z)) = 0.

Definicién A.32. Sean z,y € R. Definamos el complejo

(5)
(—=z,9)

K(z,y):0— R—+ RORTZL p— 0
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Observacién. De la definicién obtenemos que K(z,y) ~ K(z) ® K(y).

Notemos también que (a,b) € ker(—z, y) si s6lo si —az + by = 0. A su vez esto
equivale a que az = by. Si z no es divisor de cero, estas equivalencias nos permiten
establecer un isomorfismo de médulos

@ :ker(—z,y) — (z: y)
definido de la siguiente manera ¢(a,b) = b. Es claro que la aplicacién esta bien
definida. La igualdad
©(a,b) = p(a’,d)
equivale a que z(a — a’) = 0, y como z no es divisor de cero entonces a = a’. Esto
significa que ¢ es inyectiva. La sobreyectividad de ¢ se sigue de la definicién de

(z : y). La linealidad de ¢ también es clara.
Un célculo muestra que

o(2)-R=@,

esto significa que
ker(—z, T:
HY(K(x,y)) = ( ) o~ ( y)'

(3)= ©

De esta ecuacién se ve directamente que si {z,y} es una secuencia regular entonces
HO(K(z,y)) = H(K(z,y)) =0, pues a € (z : y) entonces a-y = 0 en R/ (z).

Por otro lado supongamos que H!(K(z,y)) = 0. Si usamos el isomorfismo
K(z,y) ~ K(z) ® K(y) tenemos la secuencia exacta corta de complejos

0 — K(z)[-1] — K (z,y) —= K(z) —=0.

La secuencia exacta larga en cohomologia nos da

0 HO(K(z,y)) — HO(K(z)) ——

HO(K (z)) —= HY(K(z,y)) —> H(K(z)) >

H'(K(z)) —> H*(K(z,y)) ———0.
Como H!(K(z,y)) = 0 entonces

HYK(@) _,
y HO(K(z)
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pues §; es la multiplicacién por y. Esto significa que H°(K (7)) = y - H*(K (z)).
Del Lema de Nakayama se sigue que H°(K(z)) = 0. Es decir z es un elemento
regular. El hecho que

¥ : R/ (z) — R/ (z)
sea una aplicacion inyectiva se obtiene de la hipétesis

_(=z:y) _

El anélisis anterior es un bosquejo de la prueba del siguiente  Teorema

Teorema A.33. Sea (R,n) anillo local noetheriano y {z,y} C 7, entonces {z,y}
es una secuencia regular si y solo st H'(K(z,y)) = 0.

Prueba. [Eis, Teorema 17.1] .
Corolario A.34. Sea (R,n) es un anillo local noetheriano y {z1,...,z,} una
secuencia regular de elementos en 1 entonces toda permutacion {:1:,,(1), 0000 :z:a(,.)}
es una secuencia regular.

Prueba. [Eis, Corolario 17.2]. [

Definicién A.35. Sea R un anillo y £ = (z1,...,Zn) € N ~ R". Definimos el
complejo de Koszul de £ como '

0 —+R—E > N—E 2y — -

dr

"‘_’/\"_IN_>/\1'N_‘>0,
donde dz(w) = T A w.

Observacién. Si N no es libre simplemente habremos definido el complejo de
Koszul de un elemento z € N (ver [Eis, Seccién 17.2]).
Si £ = z; entonces

K(z1):0—> R.e 2R,

donde 9(e) = z. Es claro que este complejo coincide con el que se presenté en la
Definicién A.31.

Proposiciéon A.36. Si )
H)(K(z1,-..,Z0)) =0

para todo j <rT vy
H (K(z1,...,z5)) # 0,

entonces todo R—secuencia mazimal en I = (z1,...,%,) C R tiene longitud r.
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Prueba. La demostracién se sigue de [Eis, Teorema 17.4] si tomamos M = R.

]
Corolario A.37. Si profundidad((z1,...,Zn)) = T entonces
HY(K(z1,..-,ZTn)) =0
para todo t < T.
Prueba. Admitamos que la tesis no se cumple. Es decir H*(K(z1,...,Zn)) = 0

para todo ¢t < 7 y "1 < r. Entonces del Teorema anterior tenemos que la maxima
cadena de R—secuencias tiene longitud menor igual a 7). Lo cual significa que
profundidad(zy,...,Tn) < 1 < r. La tltima desigualdad es una contradiccién con
la hipétesis y prueba el Corolario. |

Proposicién A.38. Si (R,n) es local y (z1,...,Zn) es un ideal propio conteniendo
una secuencia regular de longitud n entonces z1,...,T, es una secuencia regular.

Prueba. De la definicién de secuencia regular y el Corolario 17.7 de [Eis| ser4 su-
ficiente tomar M = R. |

Proposicién A.39. Si N = N’ @ N” entonces AN = AN’ ® AN" como dlgebra
conmutativa graduada. Sea ' € N’ y z” € N” tal que = = (2',z") € N entonces

K(z) = K(z') ® K(z")
como complejos.
Prueba. [Eis, Proposicién 17.9]. |
Nota. Un hecho-.-c.lue usaremos repetidas ocasiones en la tesis es el siguiente
Corolario A.40. Sea R un anillo y z = (z1,...,T,) € N ~ R™ entonces
K(z1,...,Zn) = K(21) ® - - - ® K(zn)

Prueba. La demostracién serd por induccién sobre n, para valores mayores que
uno.

Si n = 2 entonces £ = (z;,z2) € N. De la proposicién anterior con z’ = z; y
z” = z2, N' = R, N” = R se tiene que

Si n = r, supongamos que K(z1, - ,z,) = K(1) ® - - - ® K(z).
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Sea ¢ = (z1,...,Zr+1) = (¢/,2") donde =’ = (z1,...,77) ¥y 2" = Z,41. De la
proposicién anterior tenemos que

K(zi,...,Tr41) = K(z') ® K(z").
De la hipétesis inductiva se sigue que

K(z1,...,Tr+1) =K(71) ® --- ® K(Tr+1)

[ |
Lema A.41. Sea K(zy,...,Z,) el complejo de Koszul, N = ®_R-e; y

donde d(e;; A -:- A ei; Neiy) = Z_,-(—l)ja(e,-,.)e,-1 A--- A€ A---Aej. Entonces
K(z1,...,zp) ~C.

Prueba. Del corolario anterior tenemos K(z1,...,z,) = K(21)®::-® K(z5). Ve-
mos ahora a K(z,,...,Z,) como complejo de cadenas poniendo K (z); = K(z)'™*

Y Bi<..<ijein N Nei; — Bijc.<i;10---Qe€;; @---Qei; @+
la aplicacién definida como
Pey, A+ A Ci,-) = (_1)t1+"'+tn—31 ®--®e; ® - Vei; @+

donde {%1,...,%j,t1,...,¢n—j} = {1,...,n} y 3 = 1,...,n. De la definicién de 9;
se prueba que el diagrama

conmuta. Es decir los complejos K(z1,...,Z5,) y C son isomorfos. [ |

Nota. A continuacién damos una homotopia del complejo de Koszul bajo las
siguientes condiciones :

Sea {z1,* ,Zn} C R, N = ®i=1,..nR-€i y ¢ : N — R un morfismo. A partir
de ¢ definamos 9(e;,) := p(e;,) y el complejo (K (z1,: -+ ,Zn),8,), donde J, = d.
Lema A.42. Siz € N y ¢ : N — R. Entonces las aplicaciones 0, y dr satisfacen
la identidad

dz0,p + Bpdz = p(z) - 1

donde 1 es la identidad en AN.
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Prueba. [Eis, Lema 17.13]. [ |

Corolario A.43. Si algin z; es unidad en el anillo (R,n) entonces

K*(Z1,...,Zn) : R—> N —=> \2N 2w ... — B pn-1y = o pnpy
donde N = ®Te; - R es contrdctil.
Prueba. Si z; es unidad en R, definamos
p:N—R

como p(e;) = 51-1-, y ¢(e;) = 0 para todo © mayor que uno.
De la definicién de ¢ tenemos que ¢(z) = 1. Del lema anterior se sigue que

dy -8y + 8y ds = p(z) =1—0.

A.3. El Ideal Jacobiano.

La definicién que presentaremos del ideal jacobiano sera sélo para anillos reg-
ulares locales. Esta se basé en el hecho que 0} es libre.

Definicién A.44. Sea R un anillo r.l.e.t.f. Sea F = (f;,..., f;) con r > 1 tal que
ht(I)=ceI={f1,...,fr). Sea e1,...,en una base de Q} donde m = dim(R).
Definamos la matriz jacobiana de F' en la base ey, . . ., e, como Jac(F) = (fi ),
donde df; = Z2, f; jei. Por definicién el ideal jacobiano Jr(ey,...,en) es el ideal
generado por los menores ¢ x ¢ de Jac(F) = (f;,;)-

Observacién. La definicién de ideal jacobiano Jr que presentamos depende de
los generadores y del nimero de estos en el ideal I. Para probar esta afirmacién
basta ver el siguiente ejemplo.

Ejemplo A.45. Sea (R;n) = k[z,Y](zy) € I = (f =22+ y%,g = 22 — y?), es claro
que I representa una icis. Un cédlculo nos hace ver Jrgy = (zy). Los polinomios
f' = 1+ zy)(z?2 +y%) y g’ = y? generan el ideal I. De la definicién de ideal
jacobiano tenemos que Jy o = (y2z2 + y* + 2zy + 222y2).

Por otro lado si h = (1 —zy)z?, es claro que I = (f, g, k) y un célculo nos lleva
a que Jrgp = (zy,z* + y*, o4 — y*), aquf estamos tomando todos los menores de
orden 2 x 2 de la matriz jacobiana de F' = (f, g, h). Es claro que ht(Js,gn) = m = 2.
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Observacién. Notemos también que en la definicién del ideal jacobiano hacemos
uso de una base del médulo Q}g. De aqui la razén de denotar el ideal jacobiano
de F = (f1,...,fr) como Jr(e1,...,em). Aqui si veremos que si cambiemos la
base del médulo libre Q}z el ideal jacobiano sigue siendo el mismo. La prueba de
esta afirmacién sigue a continuacion. Para iniciar presentamos algunos propiedades
conocidas.

Lema A.46. Sea Asxm, Bmxs ¥ Csxs matrices con entradas en un anillo R con
s<m. Si
A-B=C

entonces det(C) es combinacidn lineal de menores s x s de la matriz A. Si s > m
entonces det(C) = 0.

Prueba.Sea C=(C, C2 ... C; ), y A=( A Az ... Ay ), donde
A;, C; representan los vectores columnas de Ay C respectivamente. De la h1potes1s

C = A - B se prueba que Cj = Z: b, kA, . Por lo tanto

‘lk—

det(C)=det(C1 Cz ... Cs)=

.
Z bil,lbig,z"‘bi,,s'det(Ai1 e Ay .l A%)

‘i), ,n.,i3=1

Si s > m entonces en la ecuacién
m
det(C) = D bibi2---bie-det( A ... Ay ... Ai)
‘-il,...,i,=1
alguna columnna A;, se repite en (A;, ... Aj, ... A;,). Es decir
det(fl,;1 eee Aik ces Ai,) =0.

Por lo tanto det(C) = 0.
]

Corolario A.47. Sean A, B, y C matrices de rangom Xn, n X s y m X s respec-
tivamente yc € N tal quec<m, c < s. Si

A-B=C

entonces todo menor C; de orden ¢ de C es combinacidn lineal de menores de
orden c de A.
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Prueba. Sea C; = (c;,,i,) una submatriz de orden c de C. Entonces existen A1 =
(@i;1) y B1 = (bt,i,) matrices de orden ¢ x n y n x c respectivamente tal que

A-B, =Ci.

Una aplicacién directa del Lema anterior finaliza la prueba. Notemos que atin en
el caso ¢ > n se cumple el corolario. En efecto, si ¢ > n entonces del lema anterior
tenemos que det(C;) = 0.

[

Observacion. Notemos que para n puede suceder quen > mon < m y lo mismo
para s. Este comentario tiene su asidero en el Corolario A.50 y Proposicién A.51

Corolario A.48. Con las hipdtesis del Lema anterior si
“ A-B=C

entonces todo menor de orden ¢ X ¢ de C es combinacion lineal de. menores de
orden c de la matriz B.

Prueba. Si tomamos transpuesta a la ecuacién anterior tenemos
Ct — Bt . At

Si M es un menor de orden ¢ de C entonces M es un menor de orden ¢ de Ct. Por
lo tanto M se escribe como combinacién lineal de menores de orden ¢ de Bt. Esto
significa, que M es combinacién lineal de menores de orden ¢ de la matriz B. B

Corolario A.49. Sea A una matriz m X m tnvertible, B, C matrices de orden
m X n yc en los naturales tal gquec<m yc<n. Si

A-B=C

entonces el ideal C generado por los menores de orden c de la matriz C es igual al
ideal B generado por los menores de orden ¢ de la matriz B.

Prueba. Del Corolario anterior tenemos que todo menor de orden ¢ de la matriz
C se escribe como combinacién lineal de menores de orden c¢ de la matriz B por lo
tanto C C B. Como A es invertible de igual forma se prueba que B C C. [ |

A continiacién veremos que el ideal jacobiano no depende de la base del médulo
Q} que se elija.

Corolario A.50. La definicién anterior del ideal jacobiano de I = (f1,..., fr) no
depende de la base de }, que se tome. Es decir, si {€},...,el,} es otra base del
mddulo Q) donde la matriz Jac(F) = (f! i), entonces Jp = Jg, donde J es el

ideal generados por los menores de orden c de la matriz (f] 3):
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Prueba. Sea A : Q! — Q! la matriz de cambio de la base {ey,..., em} a la base
{e},...,€en}, es decir A-e; = e}. Notemos que A es invertible pues si definimos
A Qf — Q) como A'(e]) =e; tenemos que A- A’ =1Id, y A'- A= Id.

Por otro lado si

m
A(ej) =€ =) aije;

i=1
entonces m m m
dfj =3 fijei=D f;00 arzer) = -
i=1 i=1 k=1
m m m
DO arifler = fujex
k=1 i=1 k=1

En lengua.je.ma.tricia.l esto significa tener la siguiente igualdad

fla - fir fir fig - fir

fax iex For frt fmz oo fmr

Donde A = (a;;) es invertible y A(ej) = > -, aijei. Por lo tanto el Corolario
A.49 con n = 7 prueba que ;

A

Notemos que no existe restriccién sobre el nimero 7 con respecto a m. Es decir
puede suceder que r sea igual, mayor o menor que m = dim(R) (ver Corolario
A.47).

[

Observacién. A continuaciéon veremos que la definicién de una icis no depende del
numero de generadores ni de los generadores del ideal I. En un primer momento
demostramos lo siguiente :

Proposicién A.51. Sea (R,7n) un anillo r.le.t.f. el = (fi,..., f.) tal que ht(I) =
c. il =(q,...,9s) entonces se cumple

en el anillo R/I, donde F = (f1,--. Ir) yG =(g1,.--,9s)-
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Prueba. Como f; € I = (g1,...,9s) para todo j = 1,...,7 entonces
S
fi=D_ Xijg-
i=1

Si aplicamos la derivada universal d : R — Q}, obtenemos

dfj = Z(/\i,jdgi + g:d(Ni 5))-

i=1

La igualdad anterior en el médulo Q}Z ®Rr R/I se escribe como

S
df; = Xi;dg; (A.2)
i=1
De ahora en adelante trabajaremos en el anillo R/I, y obviaremos la notacién de
clase de equivalencia. Tenemos que

m
dfi = frjer
k=1

m
dgj =D _ grjex,
k=1

entonces la ecuacién A.2 se escribe como

D frier =D 2O griex) = DO Aijgr)ex-
k=1

k=1 =1 k=1 i=1
S
Por lo tanto fij = > gki)\ij, es decir
i=1

Jac(F) = Jac(G) - A,

donde A = (\; ;).

Del Corolario A.47 se sigue que los menores de orden ¢ de jac(F') son combi-
nacién lineal de menores de Jac(G) de orden ¢, es decir Jr C Jg. De la misma
manera se prueba que Jg. C Jp.

Notemos que no existe restriccién sobre los nimero de generadores 7 y s del

ideal I. Es decir puede suceder que 7 > m o r < m, lo mismo para s.
|

Corolario A.52. La definicidon de singularidad aislada de tipo interseccion com-
pleta de I = (f1,..., fr) no depende de los representantes del ideal I ni del ideal
Jacobiano.
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Prueba. De la Proposicién anterior tenemos que para generadores fi,.--,fr ¥
91,...,9: se cumple Jr = Jg en el anillo R/I. Esto significa que

(Jp, I) = (Jg, I).
Es decir ht({(JFr, I)) = ht({Jg, I)). Por lo tanto la definicién de una icis no depende

de los representantes de I ni del ideal jacobiano de estos representantes. |

Observacién. A continuaciéon presentaremos los ingredientes que nos permitirdn
probar lo siguiente : los elementos dz; forman una base de Q} si {z1,...,Zm}
forman una secuencia regular de parimetros de R.

Lema A.53. Sea (R,7n) un anillo r.l.et.f. y z1,...,Tm un sistema regular de
pardmetros. Entonces no eziste polinomio no nulo P(z1,...,2zm) € k[21,...,2m]
tal que P(z1,..-,zm) =0.

Prueba. Supongamos que existe un polinomio P(z1,...,2m) € k[21,...,2m] DO
nulo tal que P(zi,...,Zm) = 0. El polinomio P(z,..., zx) se puede escribir como

N
P= Z Pn(zl,---,z'm)a

n=ng

donde P, es un polinomio homogénio de grado n, y Pp,(21,.-.,2m) €s un polinomio

homogénio no nulo. Como P(z,,...,Zm) = 0 entonces
N
Pﬂo(zh 000 1$m) =—- Z Pn(zh &g azm)
n=ng+1
Notemos que Py (z1,...,Zm) = 0 en ™ /5™0*! para todo n > ng. Por lo tanto de

la ecuacién anterior tenemos que
Poo(z1,...,Zm) =0

en n" /ot C gr(n) ~ k[z1,...,2zm). Esto significa que P,,(21,...,2m) es el
polinomio nulo, una contradiccién. Por lo tanto P(zi,...,2m) =0. [ |

Proposicién A.54. Sean S C T cuerpos de caracteristica cero y {Tr} ep C T una
coleccion de elementos. Entonces {dz,} AeA €S una base de Q%‘Is como un espacio

vectorial sobre T si s6lo si {Tr}xca €s una base de transcendencia de T sobre S.

Prueba. [Eis, Proposicién 16.14]. ]
Proposicién A.55. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. yx1,...,Tm un sistema regular
de pardmetros. Entonces dz,...,dTs es una base de Q}z.
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Prueba. Para el epimorfismo de anillos

de la secuencia conormal (ver Proposicién 16.3 [Eis]), tenemos la secuencia exacta

donde Q} ® R/n es un k-espacio vectorial de dimensién m (Teorema 1.28). Como
Qllclk =0y 5’} = (Z1,-...,Zm) es k—espacio vectorial de dimensién m entonces d es

. un isomorfismo de e.v. Es decir, los elementos dz; ® 1 generan Q} ® R/7.
Sea N = (dz1,...,dTm)g y M = Q} entonces N ® R/n = M ® R/n. Por lo

tanto M M®R/
n
NORM=NeRm ="
Como M/N M
7 M/N - N B FE/Mm

entonces M/N = 5(M/N). El lema de Nakayama (ver Corolario 4.8 [Eis]) nos indi-
ca que M/N =0, es decir M = N. Por lo tanto dzy,. .., dz, generan Q}. Supong-
amos por contradiccién que los generadores dzy,...,dT,; no son R—linealmente
independientes entonces tampoco son Q(R)—linealmente independientes (Q(R) es
por definicién el cuerpo de fracciones de R). Si usamos la Proposicién A.54 ten-
driamos que los elementos z,, ..., Z,;, no son algebraicamente independiente. Esto
significa que existe un polinomio no nulo P(zy,..., 2;) tal que P(z;,...,Zm) =0,
lo cual contradice al Lema A.53.

|

Definicién A.56. Sea (R,7n) un anillo r.l.e.t.f. y f € n. Diremos que f es regular
si R/ (f) es un anillo regular local.

Lema A.57. Sea (R,n) un anillo r.l.e.t.f. f € n es regular si y sélo si Jp = (1).

Prueba. Sea m = dim(R). Notemos que R/ (f) es esencialmente de tipo finito.
Por definicién f es regular si R/ (f) es un anillo regular local. Por lo tanto del
Teorema A.23 afirmacién 4) el elemento f es parte de una secuencia regular de
pardmetros z; := f,--- ,xn. De la proposicién anterior tenemos que dz,,-- - ,dz,
es una base de Q}. Por lo tanto en esta base J; = R.

Por otro la,do si Jy = R entonces f € n\ n?. En efecto si f € n? entonces
f= Z,_l z;y; donde z;,y; € 7. Si aplicamos la derivada universal tenemos df =
21—1 (dziy; + zidy;). Como x;,y; € 1) entonces se prueba que J¢ € 7. Por lo tanto
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f € n\n?. Esto significa que f € ,-_"’5 es no nulo. Entonces f es parte de una base del
espacio vectorial ;;% Sean vy := f,v2 := fa, "+ ,Um = fm, una base de ;;5 Sean
f, f2,- -+, fm representantes de las clases vy, ,vm e I := (f, f2,..., fm). Como
T .= 48 = ;;E, entonces I + 72 = 7. Es decir en el anillo R/I tenemos 7 = 7>.
Una al;iicacién del Lema de Nakayama prueba que I = 7. Es decir f, f2,..., fm s
un sistema regular de pardmetros. Del Teorema A.23 afirmacién 3) tenemos que

R/ (f) es una anillo regular local.
B

Observacién. A continuacién presentaremos una demostracién del hecho que los
anillos r.l.e.t.f. son suaves segiin se definen en 3.4.1 de Loday. Como un anillo (R, 7)
r.l.e.t.f. es una k—4algebra conmutativa donde k es un cuerpo de caracteristica cero,
entonces R es k—{flat.

Proposicién A.58. Si (R,n) es un anillo r.l.e.t.f, entonces es suave.

Prueba. Como (R, 7) es un dlgebra k—flat entonces serd suficiente demostrar que
R cumple con las condiciones establecidas en el enunciado e de la Proposicién 3.4.2
de Loday : :

_Para cualguier par (C,J), donde C es una k—dlgebra y J es un ideal tal
que J2 = 0, la aplicacion Homagy(R,C) — Homagy(R,C/J) es sobreyectiva.
(Aqui Homgyg significa morfismo de k— dlgebras.)

Sea (C,J) un par donde C es una k—ilgebra y J es un ideal tal que J? = 0.
Sea f : R — C/J un morfismo de k—élgebras. Debemos demostrar la existencia
de un morfismo de k—4lgebras g: R — C talquecog = f dondee:C — C/J es
el morfismo proyeccién.

Por definicién de anillo r.l.e.t.f. tenemos que

R = (k[Z1, .I.. ,zn])ﬂ_.

Mais aiin es claro que existe un epimorfismo de k—4élgebras
m: P:=k[z1,...,Zn]y — R.

Es decir tenemos el siguiente diagrama
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Como P es suave (del enunciado c¢ de la Proposicién 3.4.2 de Loday presentado
lineas atrds) tenemos que para el morfismo f o 7 existe f; : P — C morfismo de
k—4algebras tal que eo fi = fon.

Como €0 f1(I) = f ow(I) = 0 entonces f1(I) C J. Por lo tanto la aplicacién

h:T—>J

esta bien definida. Més aiin si £ € I? entonces = 5 z;y; donde z;,y; € I. Como
fi(z:) fi(y:) € J? = 0 entonces f; induce una aplicacién

— 4

frigg—
Notemos que f, es sélo un morfismo k lineal y que f;(Z) = fi(z). Dotemos a J
de una estructura de R—moddulo. Definamos la siguiente accién

X' a= fl(A)aa

donde X es un representante de la clase X en el anillo R = P/I, y a € J. Veamos
que la definicién no depende del representante elejido : En efecto sea A\ + ,3 otro
representante de la clase X (es decir 3 € I'). Entonces

X-a= fi(A+ B)a = (fi(A) + f1(B))a = fi(N)a + f1i(B)a.

Como f1(8) y a son elementos de J, entonces f1(8)a € J2 = 0. Es decir la accién
que convierte a J en un R—mddulo esta bien deﬁnidg.
Por otro lado tomemos la secuencia conormal (ver Proposicién 1.14)

%—d>ﬂ}>®}>R—>Q}2—>0.

Como Q}z es un R—mdédulo libre, la secuencia conormal se parte. Para todo ele-
mento T € % y [\] € R se cumple que

d(A-z) =d(\- 1) =zd(N) + Ad(x),

pues d es una derivada. Como z € I la iltima igualdad, en el médulo Q}, ®p R, se
escribe como

d(Z-7) = [Nd(@).

Esto significa que d es un morfismo R lineal.
Otro hecho que se desprende, esta vez, de la propiedad que la secuencia conor-
mal se parte es que nos permite probar la existencia de un morfismo de R—mdédulos
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h:QL®p R — Jtalque hod = 1. (Para probar esta afirmacién es suficiente
usar el isomorfismo 2} ®p R ~ 712- ® Q. ) Es decir tenemos el siguiente diagrama

é—"»n},@o}z QL ——0

7

Donde el triangulo inferior es conmutativo.
Luego definamos la aplicacién

g:R—C

como g(%) = fi(z) — h(d(z)). La buena definicién se prueba usando el hecho que
hod= 71.

Veamos que g es un morfismo de k—4&lgebras. En efecto es claro que g es
k—lineal. Veamos que g(Zy) = 9(T)g(y).

Por un lado tenemos

9(Zg) = fi(zy) — h(d(zy)) = f1(2) f1(y) — h(zd(y) + yd(z))
pues d es una derivada. Si continuamos tenemos
fi(2) fi(y) — h(zd(y)) — h(yd(z)) =
A@) fily) —h(EZ - d(y)) — k(T - d(z)) =

(@) fi(y) — Z - h(d(y)) — 7 - h(d(z)).
Como h(dz), h(d(y)) € J, si recordamos la estructura de R—médulo de J :

- h(d(®)) = f(x)R(d(Y)),
7- h(d(2)) = fH(¥)R([EAW)),

8|

tenemos que

9(77) = f1(2) f1(y) — fr(=)h(dy) — f1(y)h(d=).

Por otro lado tenemos
9@)9(®) = (f1(z) — h(d(2)))(f1(y) — h(d(y)) =

h(@)f1y) — f@)A(dy) — fL(y)h(dz) + h(dz)h(dy).
Como h(dz), h(dy) € J y J2 = 0 (por hipétesis) entonces h(dzx)h(dy) = 0. Es decir
9(z7) = 9(z)9(v)-
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Finalmente veamos que € o g = f. En efecto
e o g(T) = e(fi(z) — h(d(z))) =

e(fi(2)) — e(h(d@)
como h(@) € J (es decir e(h(_c-iz;)—) =0) y e(fi(z)) = f o w(z) entonces

eog(T) = £(7).

|
A.4. El] Anillo de Polinomios.
_En esta seccién demostramos la siguiente propiedad

Sea k un cuerpo de caracteristica cero y k[z1,...,z,] el anillo de polinomios.
Para todo polinomio P(z,...,x,;) no nulo existen elementos Ay, ..., A\r—1 todos no
nulos en el cuerpo k tal que el polinomio P(A\1Zy, ..., A\r—1Zr,Zy) €s no nulo.
Lema A.359. Si k es un dominio entonces el anillo k[zy, ...,Z,] es un dominio.
Prueba. Trivial. ]
Lema A.60. Sea Q(z1,...,z,) polinomio no nulo con coeficientes en k un cuerpo
infinito. Entonces ezisten constantes ¢; € k — {0} para i = 1,...,7 — 1 tal que
Q(c1,-..,¢r—1,Zr) es un polinomio no nulo de k[z,).

Prueba. La prueba se desarrollard por induccién sobre r el nimero de variables
parar > 2.
Si 7 = 2 el polinomio Q(z1,z2) se puede escribir como

!
Q(z1,22) = ) _ Qi(z1)7h.

i=0

Sea P(z1) = (Qo - Q1---Qi)(z1) y s el grado de P. Entonces P tiene a lo més s
raices. Como k es infinito, existe ¢; € k no nulo tal que P(c;) es no nulo. Entonces
Qi(c1) parai = 0,...,l es un elemento no nulo en el cuerpo k. Por lo tanto el
polinomio Q(c1, z2) es no nulo.

Por hipétesis inductiva tenemos lo siguiente : Si Q(z, ..., Z,) es un polinomio
no nulo entonces existen constantes ci,...,c,—1 todas ellas no nulas tal que
Q(c1,---,Cn—1,Zy) es un polinomio no nulo.
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Sea Q(z1,...,Zn+1) polinomio no nulo. Entonces Q se puede escribir como

l .
Q(T1,- -+, Tn41) = Z Qi(Z1,- -+ Tn)Thi1,

=0

donde los polinomios Q; son no nulos. Sea P(x1,...,Zn) = Qo - Q1---Q;, en-
tonces P es un polinomio no nulo pues k[z1,...,Zx] es un dominio. De la hipétesis
inductiva tenemos que existen constantes cj,...,ch—1 todas no nulas tales que
P(c1,...,¢n-1,%x) €s un polinomio no nulo. Como k [z,] es un dominio entonces
Qi(c1,. .., Cn~1,Txn) €s un polinomio no nulo para todo¢ =0, ...,l. Como Q(c1,...,Cn—1,Tn,Tn+1) €
(k[zn))[Tn+1] ¥ sus coeficientes Q;(c1, - . ., cn—1, Tx) son elementos no nulos de k(z,)
entonces Q(cy, - . .,Cn—1, Tn,Tn+1) €8 polinomio no nulo en dos variables. Del caso
r = 2 tenemos que existe ¢, € k no nulo tal que Q(c1,---,¢r—1,Cn)Tn+1) €S UN
polinomio no nulo de k[zp41].. [ |

Lema A.61. Sea P(z1,--- ,Z,;) un polinomio no nulo. Entonces
Qv »yr—1,%r) = P(N1.Tr, -+ , Yr-1Tr, Tr)
es un polinomio no nulo en las variables (y1," - y Yr—1,Zr).

Prueba. Como P es un polinomio no nulo entonces el grado de P respecto a
alguna variable zx es no nulo. Si el grado de P respecto de zx para k < r es
positivo entonces el grado de Q respecto a yx es también positivo. Por lo tanto
Q(v1,** ,¥r—1,Tr) €s un polinomio no nulo. Si el grado de Q es cero con respecto
a las variables z; para todo k < r entonces P = P(z,) = Q(zr) es un polinomio
no nulo. |

Corolario A.62. Sea P(z1,...,z,) polinomio no nulo. Entonces existen con-
stantes \; parai = 1,...,7 — 1 todas no nulas tal que el polinomio

P(\z,,..., ,\r;lazr, z,) € k[z,]
es no nulo.
Prueba. Del Lema A.61 tenemos que
Q- yr—1,2r) = P(yr- 2r, -, Yr—1 - Zr, Tr)

es un polinomio no nulo. Entonces del Lema A.60 tenemos que existen constantes

Ai para ¢ = 1,...,7 — 1 todas no nulas tal que Q(\;,---,Ar—1,Z,) es polinomio
no nulo. Por lo tanto P(A1Zr, ..., Ar—1Zr, Tr) €s un polinomio no nulo, donde las
constantes \; € k son todas no nulas. .
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