UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE CIENCIAS

ESCUELA PROFESIONAL DE FISICA

TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL
DE LICENCIATURA, ESPECIALIDAD: FISICA

TITULADA:

MODELO DE SUPERCONDUCTOR

PRESENTADA POR:

RAFAEL DIEGO PEREZ COLLANTES

LIMA - PERU

2001



INDICE

INTRODUCCION

CAPITULO 1.- LAS ECUACIONES ELECTROMAGNETICAS
DE UN SUPERCONDUCTOR.

1.1

1.2
1.3
14

INTRODUCCION

PREDICCIONES DEL MODELO DE DRUDDE
LAS ECUACIONES DE MAXWELL-LONDON
CONCLUSIONES

CAPITULO 2.- MODELO SIMPLE DEL PROCESO DE
CONDENSACION DE UN GAS DE ELECTRONES

2.1
2.2

2.3

24

2.5

26

2.7
2.8

GAS DE ELECTRONES
FUNCION DE ONDA DE UN PAR DE ELECTRONES EN
INTERACCION BAJO UN POTENCIAL EFECTIVO

DESARROLLO DE FOURIER DE LA FUNCION DE ONDA DE UN
PAR DE ELECTRONES

SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER ESTACIONARIA
EN COORDENADAS RELATIVAS

POTENCIAL EFECTIVO DE TIPO ATRACTIVO

ENERGIA DE LIGADURA

MOMENTO ANGULAR INTRINSECO

CONCLUSIONES

CAPITULO 3.- EL HAMILTONIANO BCS-GORKOV

3.1
3.2

33

INTRODUCCION
PROCESO DE CUANTIFICACION
POTENCIAL DE INTERACCION

10

11

11

13

16

18
20
21
22
22

23

23

23
26



3.4
3.5
3.6

PROMEDIO ESTADISTICO DE UN OPERADOR
DIAGONALIZACION DE Hg
CONCLUSIONES

CAPITULO 4.- CALCULO DE ALGUNAS MAGNITUDES
MEDIBLES

4.1
4.2
4.3
4.4

ENERGIA LIBRE DE HELMHOLTZ
TEMPERATURA CRITICA
CAPACIDAD CALORIFICA
CONCLUSIONES

APENDICE A
APENDICE B
APENDICE C
APENDICE D

BIBLIOGRAFIA

28
30
31

33

33
42
44
45

46
47
47
48

49



RESUMEN

En el capitulo I analizamos las propiedades electromédgneticas de un material
superconductor: Conductividad infinita y efecto Meissner. Mostramos que la
propiedad de conductividad infinita no da cuenta del efecto Meissner, por tltimo
agregamos a las ecuaciones de Maxwell dos nuevas ecuaciones que caracterizan a
las propiedades antes mencionadas.

En el capitulo II elaboramos un modelo cudntico sencillo para explicar el pro-
ceso de “condensacién” de los electrones en el estado superconductor.

En el capitulo III y parte del capitulo IV, en donde mds que claborar un
modelo cudntico para explicar la superconductividad en metales, analizamos la
consistencia del modelo BCS-Gorkov planteado por G. Eilenberger.

En el capitulo IV calculamos algunas magnitudes medibles tales como la tem-
peratura critica, y la diferencia entre las capacidades calorificas de los cstados
superconductor y normal de los materiales metdlicos (asociado s6lo a los elec-
trones), basdndonos en los resultados obtenidos en el capitulo III.



CAPITULO 1

LAS ECUACIONES
ELECTROMAGNETICAS DE UN

SUPERCONDUCTOR

1.1 INTRODUCCION

A continuacién citaremos las dos propiedades electromagnéticas fundamentales en un ma-

terial superconductor.
(1) La alta conductividad eléctrica

Kamerlingh Onnes[1], en 1911, experimentando con Hg, descubrié que al descender la tem-
peratura hasta el orden de unos cuantos kelvin, la resistencia eléctrica del Hg (sélido) disminuia

considerablemente de acuerdo a los valores de la siguiente tabla

Temperatura (en K) Resistencia (en ohm)

273 39.7

4,3 0.084
3 3x 1076
1.3 3x 107

Asf como el Hg, otros materiales (metales y aleaciones)manifestarén cambios muy signi-

ficativos en la resistencia a una temperatura lo suficientemente baja. La temperatura a la

cual la muestra sufrc un cambio de estado de resistencia eléctrica normal a un estado de muy



INTRODUCCION

En la actualidad se estudian las propiedades de los materiales superconductores de “alta

tcmperatura” (por ejemplo los cerdmicos), cn el rango aproximado de 10 K a 120 K de

temperatura critica, siendo el avance experimental muy amplio. En cambio en la parte teérica,
hasta ahora, no hay un modelo que explique de manera global el problema. En el caso de los
materiales metdlicos se ha conseguido explicar de una manera satisfactoria a través de la Teorfa
BCS y variantes el fenomeno de la superconductividad, cabe sefialar que los materiales metélicos
son buenos conductores pero malos superconductores a temperaturas alejadas de 0 K, ya que
su temperatura critica se encuentra por lo general por debajo de T < 5 K (superconductividad
a bajas temperaturas).

Las propiedades fundamentales de los materiales superconductores no son tan faciles de en-
tender, ya que necesitan de un conocimiento integral de la ffsica (mecénica cudntica,
electromagnetismo, termodindmica y fisica del estado s6lido). La Teoria BCS explica la
superconductividad en los metales, pero lo hace recurriendo a elementos sofisticados; por ello
resulta interesante presentar otro modelo o variante dec la Teoria BCS, como el de la presente

Tesis, que permita analizar y reforzar la consistencia de dicho modelo.



baja resistencia “superconductor” se llama temperatura critica (T.). En la actualidad existen
materiales ceramicos con un T, alrededor de 100 K.

(2) El efecto Meissner

No sélo existen cambios significativos en las propiedades eléctricas, sino también en las
propiedades magnéticas del material. Cuando un material masivo (no pelicula delgada) se
coloca en un campo magnético y se enfria por debajo de la temperatura de transicién, el flujo
magnético originalmente presente en el interior del material, es expulsado y concentrado en una
capa superficial del mismo, a esta propiedad se le da el nombre de efecto Meissner|2].

‘En algunos materiales (no metdlicos) el efecto Meissner puede producirse parcialmente, es
decir el campo magnético penetra mas de lo que se esperarfa. Los materiales que presentan un
efecto Meissner total reciben el nombre de tipo I, y en los que el efecto es parcial se les llama
de tipo II.

1.2 PREDICCIONES DEL MODELO DE DRUDE(3]

A continuacién veamos si las propiedades (1) y (2) se encuentran relacionadas’. La propiedad
(1) la podemos representar teniendo en cuenta las propiedades eléctricas de un material con-
ductor perfecto, las cuales se pueden obtener segiin el modelo de Drude que establece que la

ecuacién clésica del movimiento de los electrones en un material conductor sometido a un campo

eléctrico E es

(1.1)

donde f = —72 V esta asociado a la resistencia eléctrica del medio, V es la velocidad
de arrastre o desplazamiento de los electrones y 1/7 es una constante que caracteriza a las
colisiones de los electrones con las vibraciones de la red, imperfecciones e impurezas (7 es el
llamado tiempo de relajacién , y es muy grande cerca de T = 0 K ).

Sea ¢(T') el camino libre medio de los electrones, en el caso de los metales se sabe que tanto
{T) y 7(T) decrecen al aumentar la temperatura T. Si analizamos el movimiento promedio
de los electrones durante un intervalo de tiempo préximo a 7(T), para T &~ 0K , entonces

7(1T) =~ 0, esto permite escribir (1.1) como

1S6lo consideraremos materiales de tipo I, en donde el efecto Meissner es total.



(1.2)

Ahora asumiremos que el campo eléctrico £ varfa muy poco espacialmente (V.V =0 ), lo

cual nos permite escribir ‘2—‘: = OV = %%, entonces (1.2) toma la forma

(1.3)

Como sabemos, la expresién correspondiente a la densidac de corriente esta dado por
J=ngV (1.4)

donde n es la concentracion de portadores de carga ( L periadores )
Deriveros (1.4) parcialmente respecto al tiempo, y combinemos con (1.3), lo cual nos da
—6J = E. (1.5]

Sea la constante I'= =%, con lo cual (1.5) toma la forma

q

(1.6)

La expresion (1.6} serfa una expresién candidata a reperesentar la propiedad de alta con-
ductividad eléctrica en los superconductores metélicos.

Veamos si (1.6) da cuenta del efecto Meissner; para esto consideremos las ecuaciones de

Maxwell[3]:

(L.7)

va=7+6¢D (1.8)

(19)



v.B =0

(1.10)

Donde D =ggE+P=¢F y H= FloB - M= ‘%B. Consideremos un material metélico

homogéneo e isotrépico, entonces € y p son cantidades escalares constantes espacial y tempo-

ralmente. De (1.6) y (1.9) obtenemos

(1.11)

de (1.8) y (1.9) encontramos que V x J =7 x (V x H) =y x8D =y x (V x H) -8,y xD =

7 % (¥ x H) + epdy H, entonces

v xJ=vx (v x H) +epduH

recordemos la siguiente identidad vectorial

tomemos F = H en (1.13) y de acuerdo a (1.10) obtenemos

(1.14) en (1.12) nos da
v X J=- v2ﬁ+eu3¢¢ﬁ

si derivamos parcialmente (1.15) respecto al tiempo y usamos (1.11) encontramos

sea G = 0, H, con lo cual (1.16) toma la forma

(1.12)

(1.13)

(1.14)

(1.15)

(1.16)

(1.17)

de (1.17) no podemos observar directamente el comportamiento de G, debemos proceder a



resolver dicha ecuacién.

Busquemos una posible solucién de (1.17) en la forma de una onda avanzando segun g, es

decir
G - GO e(‘iﬁf—iwt) (118)
entonces
(1.19)
(1.20)
(1.19) y (1.20) en (1.17) nos da
(1.21)

entonces (—¢* +epw? - )G =0=

¢ = epw? — L (1.22)
r
si¢ € R entonces
1
2 —
ew” > 5, (1.23)
si ¢g € R entonces
1
ew? < = (1.24)

o
reemplazando (1.23) en (1.18) obtenemos la ecuacién de una onda viajera, lo cual corresponde
aew? > % . Si consideramos (1.24) en (1.18) obtenemos la ecuacién de una onda que se atenta
(descartando la solucién que crece) espacialmente, lo cual corresponde a ew? < %" es decir
para una frecuencia @ < (slr) 2 ]a onda se atenta espacialmente en el interior del material. Lo
mencionado anteriormente se puede apreciar facilmente si tomamos 7 = zk yq= qE, donde

g=%i(k - euw2)§ , lo cual debemos reemplazar en (1.18) para obtener lo siguiente

(1.25)

debemos tomar el signo (-) para que G no aumente indefinidamente cuando z sea grande?.

2Notemos que z es medido a partir de la superficie del material. Las soluciones de las ecuaciones de Maxwell



Entonces
G = Goel-a®z-imt), (1.26)

Tengamos en cuenta que la expresién (1.26) corresponde al comportamiento de G = 8,H y

no de H, que es lo que nos interesa.
1.3 LAS ECUACIONES DE MAXWELL - LONDON
De acuerdo al modelo de Drude hemos obtenido que la propiedad de conduccién eléctrica

no explica el efecto Meissner; sin embargo el procedimiento efectuado sugiere cual deberfa ser

la expresién que dé cuenta de dicho efecto. De (1.11) tenemos

& (v x(TJ)+uH)=0 (1.27)

v x (TJ) + pH = s(7) (1.28)

si tomamos s(7) = 0 en (1.28) obtenemos

v x(0J)+pH=0 (1.29)

partiendo de (1.29) y siguiendo un procedimiento similar al efectuado para encontrar la ecuacién
(1.17), obtenemos

LH=v'H i

f =V — E[J,(?u (130)

como ya sabemos esta expresién tiene como posible solucién

(1.31)

lo cual significa que H se atenda espacialmente, es decir solo tiene un valor significativo cerca
a la superficie del conductor, por lo tanto la eleccién de s(¥) = 0 no ha sido arbitraria; sino
que tal asuncién estd estrechamente relacionada con la evidencia experimental existente (efecto

Meissner). Para poder cuantificar hasta que distancia el valor de H es significativo vamos a

deben considerarse a partir de las condiciones de contorno.



definir la longitud de onda de penetracién (y). Se define ¥ como la distancia para el cual el

valor de H se ha reducido hasta 1/e de su valor en la superficie del conductor,

N

1= = (8 —ewm?)” (1.32)

1
, para cuantificar el valor de -y consideremos w < ( 51?) 2, entonces

Ol

de (1.31) tenemos @ < ()

w? =0,y

o (-‘f‘)_% (1.33)

reemplacemos ['= nL"_!.qu en (1.33), obtenemos

m, |} 1.34
——m (1.34)

consideremos valores tipicos, en un metal, para las cantidades involucradas en (1.34), tenemos

Ao

g electrones

n =8 x 102 s
m

mg = me = 9.1091 x 1073 g

g =e=—-1.6021 x 107

I =044 x 1072 kg.m=3.Cc~2

si

p=po =41 x 10~ "kg.m.C~2
= A =18 x 107%m =188 A

Ndétese que Ag es muy pequeiio comparado con las dimensiones geométricas de un conductor
masivo, por lo tanto H se concentra en una capa superficial del conductor. De acuerdo a la
expresién (1.32) podemos encontrar un valor critico para @, el cual es @y = (Ell—)'l’ , para este
valor o un valor superior, H ha penetrado totalmente la muestra conductora (ver 1.23); éste

resultado también estd de acuerdo con el hecho experimental de que a partir de cierta frecuencia



, de H, el campo magnético penetra totalmente en los materiales de tipo I.
Por otra parte si adicionamos a la expresién (1.6) el termino — 7 f vemos que no afecta
en nada la deduccién de (1.29), ya que en la deduccién de dicha expresion aparece el termino

¥ x (Vf) = 0. La expresi6n representativa de la alta conductividad de un superconductor seria

entonces

r <0J - V?f) -F (1.35)

En el Apéndice A mostramos como f esta relacionado con la densidad de carga p de acuerdo a

las ecuaciones de Maxwell, dicha relacién es

(1.36)

reemplazando (1.36) en (1.35) obtenemos

(1.37)

Las ecuaciones de Maxwell, m4s las ecuaciones (1.37) y (1.29), son las llamadas ecuaciones

de Maxwell - London[d], las cuales son:

v-D=p (1.38)

YxH=J+D (1.39)

(1.43)

Como podemos apreciar en las ecuaciones (1.42) y (1.43) hemos colocado un sub-indice en J



para especificar que estas expresiones sélo corresponden al estado superconductor. En cambio
(1.39) vale en todos los casos; por ejemplo, en el estado superconductor J = J.

1.4 CONCLUSIONES

1. Las propiedades magnéticas de un material en el estado superconductor no pueden
basarse en la hip6tesis de que el estado superconductor estd caracterizado por las propiedades
de un conductor ideal, como se ve de (1.26).

2. Las ecuaciones de Maxuwell no predicen las propiedades electromagnéticas de los supercon-
ductores. Son las ecuaciones de Maxwell - London las que ademads de explicar las propiedades
de un material en el estado superconductor dan cuenta de todas las otras propiedades electro-

magnéticas conocidas de cualquier material.
3. No s6lo el campo eléctrico, la densidad de carga y la densidad de corriente en un material

conductor masivo en el estado superconductor manifiestan un comportamiento superficial sino

también el campo magnético.
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Chapter 2

MODELO SIMPLE DEL PROCESO
DE CONDENSACION DE UN GAS
DE ELECTRONES

2.1 GAS DE ELECTRONES

INTRODUCCION

Muchas de las propiedades de los metales (conductividad eléctrica, capacidad calorffica,
etc) se pueden explicar teniendo en cuenta el modelo cudntico de un gas de “electrones libres”
(GEL)."2

Veamos ahora el problema de la superconductividad. Consideremos un metal en estado
normal; al descender la temperatura hasta un valor igual o menor que cierta temperatura
crftica, éste pasa a un estado especial llamado estado superconductor.® Este nuevo estado se

puede explicar teniendo en cuenta una interaccién efectiva de tipo atractivo entre cada par de

'Para explicar la conductividad eléctrica en los metales sélo se necesita considerar el modelo cldsico del gas

de clectrones libres.

?Debemos recordar que estos electrones no son totalmente libres, ya que cstan sujetos a un potencial periédico
debido a los iones de la red.

*La superconductividad no es una propiedad de una nueva clase de materiales como es el caso de los aislantes

2 electrones : e 12 electronesy ., y 22 elcctromesy . .:
(102 electranes ) semiconductores (107 £5225222) y buenos conductores (107 S£EIE¢R22), sino un nuevo estado de

la materia como lo es, por ejemplo el gas, liquido o sélido.

11



Figura 2-1: En la parte (a) de este grafico hemos representado al estado fundamental del gas
de Fermi. En la parte (b) tenemos una posible representacién del estado fundamental de un
gas de electrones en interaccién, donde los pares de electrones son ahora bosones, no sometidos

al principio de exclusién de Pauli.

electrones.

El estado fundamental del gas de “electrones libres” corresponde al mar de Fermi lleno,
lo cual corresponde a una energia minima.® Es posible cambiar este estado fundamental a
otro, que estaria representado por otra energia minima, si consideramos la interaccién atractiva
entre los electrones mencionada lineas arriba; en este caso nuestro sistema estaria formado por
electrones corrientes y pares de electrones acoplados (véase la fig. 2.1).

Los electrones que se acoplan son aquellos que tienen un momentum lineal total y momentum
angular intrinseco total iguales a cero, sin que coincidan espacialmente. Esto no significa que el
momentum lineal (o angular) de cada particula sea igual a cero.” Ademés debemos mencionar

que los electrones mas energéticos en el GEL, los que estdn cerca al nivel de Fermi, son sélo

‘Esta interaccién se encuentra mediada por la red de iones de la forma siguiente: Un electrén interactia con
la red, el otro siente la perturbacién de la red, dando lugar a una interaccién atractiva entre ambos electrones.

®Debemos tener en cuenta que esta interaccién esta representada por un potencial que es funcién de la
temperatura critica. Por ejemplo: El paso de gas a liquido en una sustancia es también controlado por la
temperatura de condensacién de la sustancia considerada.

Este estado es estable bajo excitaciones en dicho gas; pero bajo una perturbacién causada por la temperatura,
cercana a la temperatura critica, se vuelve inestable.

Se produce un cambio en la estructura de los niveles debido a la interaccién atractiva entre los electrones, en
consccuencia cambia el estado fundamental.

"Recuerde por ejemplo que la fuerza magnética sobre un circuito cerrado inmerso en un campo magnético
uniforme es cero; pero esto no significa que la fuerza magnética sobre cada parte del circuito sea cero.



aquellos que se aparean.d

Lo que vamos a desarrollar a continuacién servird para mostrar un modelo simplificado del
proceso de condensacién en el espacio momentum de un gas de electrones.

2.2 FUNCION DE ONDA DE UN PAR DE ELECTRONES EN INTERAC-
CION BAJO UN POTENCIAL EFECTIVO.

Empecemos nuestro estudio considerando la funcién de onda de un par arbitrario de elec-

trones del GEL, ¢(7,72), donde 7; y T2 son las variables espaciales correspondientes a un

par.

Es conveniente expresar ¢(71,72) en coordenadas relativas. Para lograr ésto hagamos la

siguiente transformacién

T = T} —To (2.1)
™mT) + M7y T +72
R =
2m

donde R es la variable correspondiente al centro de masa.

De acuerdo a lo expresado anteriormente

para poder expresar ¢ en coordenadas separables es necesario conocer la forma del potencial
efectivo de interaccién. Es conocido que el potencial de interaccién entre dos cuerpos, en este

caso tomaremos el potencial efectivo (V.r), depende sélo del modulo de 7, — 75,9
e =V(T1-72]) (2.2)

Por lo tanto podemos ensayar

®Son los electrones de mayor energia los que primero se ven afectaclos por los cambios. Podemos mencionar
por ejemplo en el proceso de ebullicién de un liquido, son las moléculas mas energéticas las que se vaporizan.
%Recucrde que estamos considerando hasta ahora una interaccién arbitraria (no necesariammente la de

Coulomb).

13



¢(T, R) = ¥(T)9(R) (2.3)

La ecuacién de Schodringer estacionaria en coordenadas 7,79 es:
(24)

La expresion anterior bajo la transformacion (2.1) es

2 2 l2 2 —_— ~ —_—
(—"— v - G v |>) 5, F) = 37, B) (25)

m 7 4m "R
Reemplazando (2.3) en (2.5), obtenemos

W LUr) B2 VRd(R)

m TG "1 mem TVITD=E (26)

Podemos observar en (2.6) dos expresiones que dependen de las variables independientes T y R,

es decir

(2.7)
2
7? V-9(R)
T m ;(R) =E — Era = Ecu (2.8)
Una solucién de (2.8) es
9(R) = AER A = cte (2.9)
donde

(2.10)

Debemos recordar que una particula queda representada por un paquete de ondas, y no
solamente por la funcién (2.9) que no es de cuadrado integrable.'® Sin embargo con (2.9)

podemos formar el paquete de ondas que si es normalizable, es decir

(2.11)

"®Tener presente que estamos analizando el centro de masa.

14



Reescribamos la expresion (2.7):

2
I Q29) + V(7 )U() = Brav(r) (2.12)

Debido a que el potencial solo depende de | 7 |, la funcion de onda ¥(7) de la expresion (2.12)

lo podemos expresar en variables esféricas separables, es decir
U(F) = U(r)2 (0, 0) (2.13)

Escribamos (2.12) en coordenadas esféricas, obtenemos

7?1 92 I’
R (PUE) + S U(E) = (B~ V(7)) ¥(F) (214)
donde
L Yim (6.6) = €€+ 1) WY (6,9) (2.15)

Y¢m corresponde a los arménicos csféricos. De acuerdo a la expresién (2.13), podemos identificar
que 2(6,4) = Yem (6,¢) M
Si nos limitamos al anélisis del estado fundamental, entonces podemos tomar ¢ =0, m = 0.

La ecuacién (2.14) se transforma en

L W) = = (B = V(I 1) 2 (2.16)

Como Yy9 = 731—", entonces
P(7) = —T(7) (2.17)

Lamentablemente desconocemos la forma del potencial V(| 7 |) para poder hallar una solu-
cién de (2.16); sin embargo ahora sabemos que la funcién de onda del estado fundamental de

dos electrones en interaccién bajo un potencial efectivo V(| 7|) sélo depende de | 7 |= 7.

tl1,a parte angular corresponde a los armoénicos esféricos, ya que estamos suponiendo un potencial central
(prob. de dos cucrpos).

15



2.3 DESARROLLO DE FOURIER DE LA FUNCION DE ONDA DE UN PAR
DE ELECTRONES (7, 7,)

El desarrollo de Fourier de ¢(71,72) en un volumen L3 es!?

(19 T 1 :7 2 L3 Z Z }"1 ) {El 'Fl +iE2'F2 (218)

kL k2
Recordemos que en el caso continuo (en 7) tenemos

ﬁ Cik'F(lsT = 0%
y en el caso discreto (en k) tenemos

% Z ei-l;.? — (51—

podemos “despejar” a (k1,kz) de (2.18)

(2.19)
De (2.1), obtenemos

m o= R+ (2.20)

7 = T—T

Ty = R 9

La expresién (2.19) en las nuevas variables 7 y R es!3

- = . (Fy=F9) _

a (ki ka) = — / /d3vd3'R o(T.R)e —ikat+ke) R—i 152 7 (2.21)

Reemplacemos (2.3) v (2.9) en (2.21), obtenemos

12Esto no es otra cosa que desarrollar la funcion ¥ como una combinacion lineal de e**t-71+ik2.72

13F] jacobiano de esta transformacion es igual a uno.

16



(2.22)

En la expresién anterior podemos notar que

(2.23)

Esta nueva expresién nos muestra la conservacién del momentum del par. Ahora, si nos situamos

en el centro de masa tenemos

(2.24)
entonces la expresién (2.22) toma la forma
a (_1\—.1) = Z(} (El,zg) = / &7 \I/(F) Ze_i(kl%kﬂf(s F2,—F
EQ ’ Ez
& (k) = / &°F U(F)e~ T (2.25)
Reemplazando (2.17) en (2.25), obtenemos
(2.26)

De la expresién (2.26) podemos notar que c (EI) depende sélo del modulo de ki, ya que
podemos integrar las variables angulares (véase el Apéndice B). Esto representa la amplitud
de probabilidad de encontrar un electrén de momenturn #k; y el otro con momentum — hk;.
Es decir hemos agrupado los electrones en el espacio momentum en parejas interactuantes con

momentum angular total casi igual a cero'(véase el grafico 2.2) .

MEstos electrones todavia no estan ligados.
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Figura 2-2: En el espacio momentum, los distintos k est4n distribuidos de manera aleatoria de
manera que para cada k£ dentro de un pequeno dngulo sélido, siempre se puede encontrar un -k
en otro pequeno dngulo sélido.

Despejando ¥ (| 7 |) de (2.26), obtenemos

B 7= S E(F)e (227

Lo cual representa la funcién de onda del par de electrones!®; que como se ve, sélo depende de

la distancia entre dichos electrones. En la figura 2.3 damos una representacién clésica de este
agrupamiento de los electrones en 7.

2.4 SOLUCION DE LA ECUACION DE SCHRODINGER ESTACIONARIA
EN COORDENADAS RELATIVAS

Escribamos otra vez (2.12)

(2.28)

donde E,¢; tiene una contribucién debido a las energias cinéticas del par de electrones y otra

debido a la interacion entre los electrones del par(Epq).

15Gi nosotros distinguiésemos los electrones del par complementario veriamos que éstos estarfan cambiando de
clectrones; pero no lo podriamos distinguir porque son particulas idénticas.
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Figura 2-3: Representacién clésica en ¥ de dos parejas de electrones con momentums opuestos

en cierto instante. Las curvas representan las trayectorias de los electrones.

Debido a que las excitaciones en un gas de electrones ocurren en la vecindad del nivel de

Fermi, debemos considerar al par de electrones - representado por la funcién de onda (2.27)-

cercano al nivel de Fermi. Entonces podemos considerar

Reemplacemos (2.27), (2.29) en (2.28):

R, ~ o~ hlk2
m VEU(r) + V(7 )E(r) = (Bpar + —E

Reemplazando (2.27) en (2.30) obtenemos
2erd(| k) + D g (I 3 l) = (Bpar + 265, )0 (| k),
g

donde

19

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)



Trw €s el coeficiente del desarrollo de Fourier de V(| 7 |), es decir,

(2.33)
2.5 POTENCIAL EFECTIVO DE TIPO ATRACTIVO
Sea Vs el potencial efectivo de interaccién para un par de electrones,
V;zf = Ve—red—e + Ve—e (2.34)

donde V._,eq— es el potencial de interaccién electrén-red-electrén y V,_. es el potencial de
repulsion de Coulomb.

Para que V. sea de tipo atractivo, el potencial Ve_req_. debe ser de tipo atractivo ya
que Vi_. es de naturaleza repulsival®. Es la interacién electrén-red-electrén la que crea las
condiciones para el acoplamiento entre los electrones!’.

Ahora vamos a considerar un potencial efectivo Ve s de manera que sus coeficientes de Fourier
Yk cambien muy poco con & y E‘l, y que su valor sea no positivo, es decir

W% W2

o’ 9y <€, TRED (2.35)

g
Tkt = _L3 para 6‘51., <

Yk = 0 en otro caso (2.36)

Esta interaccién es atractiva y constante en una banda de energfa cuyo ancho es hwp (5], wp

es la frecuencia de Debye [6], sobre el nivel de Fermi. Reemplazando (2.35) en (2.31) obtenemos

(2.37)

donde

(2.38)

61,05 electrones que forman pares ligados estdn muy separados en comparacién a la longitud de penetracion

de London. Esto nos permite entender que la repusién culombiana sea despreciable.
'"E)l resultado experimental, en superconductividad, conocido como el efecto isotépico nos permite entender el
rol importante que juega la red de iones en la formacion de pares de Cooper.



De (2.37) y (2.38), obtenemos

2.6 ENERGIA DE LIGADURA
Analicemos si existen valores propios E<0 (pares ligados) en (2.40). Para esto, por como-
didad, consideremos los valores de k continuos, entonces podemos escribir

1 1
L3 Z (2m)®
3

NE) de o) (2.42)

donde N(e) es el niimero de estados en ¢l intervalo de energia € y € + de

Considerando (2.42) en (2.40) obtenemos

(2.43)

Como estamos considerando pares de electrones cuyos valores de energias no difieren mucho de
la energia de Fermi, es razonable suponer que D <« €x,» entonces como N(e) es una funcién
continua podemos usar el teorema del punto intemedio; es decir podemos reemplazar N(e) por
N(eh), donde €kp puede ser considerado como el punto intermedio.

Hagamos el siguiente cambio de variable u = 2¢f — E — 2ez, > 0, entonces (2.43) se

2D—-L
du
2= (ek,>/

2= gA’(EEF) Inu ‘9% E@

transforma en

ZD—Ezewég
~E

Si suponemos que la interaccién atractiva entre los pares de electrones es bastante débil,
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podemos escribir giV(0) < 1 [7];entonces
~2
E=-2D es"® <0 (2.44)

seria ei valor de la energfa de ligadura del par.

2.7 MOMENTO ANGULAR INTRINSECO

Hasta ahora no hemos tomado en cuenta las variables de espin. La funcién de onda del
par, teniendo en cuenta dichas variables, serfa ® (7,79, 0),02), donde 01,02 son las variables

de espin. Recordemos que los electrones son fermiones, eso significa que ¥

(2.45)

8. como W (T1,72) debe ser simétrica, entonces la funcién de espin

es una funcién antisimétrica'
© (01,0,) debe ser antisimétrica. Por lo tanto los pares de Cooper tienen un momentum angular

intrinseco igual a cero.

2.8 CONCLUSIONES

1. Considerando la existencia de un potencial atractivo, mediado por la red, entre los
electrones con momentum lineal ceroy momentum angular intrinseco igual a cero se ha mostrado
el proceso de condensacién. de los electrones cercanos al nivel de Fermi.

2. Sélo los electrones cercanos al nivel de Fermi son los que forman pares de Cooper.

3. Se ha mostrado que el proceso de condensacién de un gas de electrones en interaccién
ocurre en el espacio momentum. Ademds se ha encontrado un nuevo estado fundamental para

el gas de electrones en interaccién cuya energfa es menor que la energia del estado fundamental

del “Gas de Fermi”.

¥Esta funcién se puede expresar como el producto de dos funciones debido a que el potencial considerado
solo depende de las variables espaciales, ademds no existe un potencial que conecte las variables de espin con las
variables espaciales.
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Chapter 3

EL HAMILTONIANO
BCS-GORKOV

3.1 INTRODUCCI®N

En este capitulo y en el siguiente, en donde mds que elaborar un modelo cudntico para
explicar la superconductividad en metales, analizaremos la consistencia del modelo cuéntico
BCS-Gorkov planteado por G. Eilenberger (8]. En resumen podemos decir que ¢l modelo BCS-
Gorkov parte de un hamiltoniano, expresado en segunda cuantificacién, que da cuenta de las
interacciones entre los electrones via la red (formacién de pares de Cooper), después de plantear
una serie asunciones se consigue simplificar el hamiltoniano inicial y se procede a elegir una
base adecuada para diagonizarlo con la finalidad de encontrar los estados propios y las energias
correspondientes.

3.2 PROCESO DE CUANTIFICACI®N

Consideremos un sistema “continuo” de electrones en interaccion.

La energia de interaccién entre las “partcs componentes” del sistema, desde el punto de

vista clésico esta dado por:

donde :

p(r) es la densidad electrénica
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Figura 3-1:

V (71 —T2) es el potencial de interaccién entre los “diferenciales” de carga centradas en 7

Por otra parte tenemos, para obtener la expresién cudntica debemos considerar lo siguiente:

Expresion cldsica — Expresién cudntica

V(7 =7) = V (7, —T2)

Donde ¥ (71 — T2) es un operador multiplicativo.

Para obtener la correspondiente densidad de carga p (r), veamos las dos leyes de conservacién
siguientes:

(a) VY +0| ¥ |2=0 (Ley de conservacién de la probabilidad)

(b) Vye - Ope = 0 (Ley de conservacion de la carga)

Y : densidad de corriente de probabilidad.

Ye : densidad de corriente, p: densidad de carga



Entonces se define

Pe = CI‘I’|2

Y = eY

Con lo cual tenemos la coneccién entre la densidad electrénica p, y la densidad de proba-

bilidad | ¥ |?, respetando las dos leyes de conservacion [9].

Ahora, la expresién ﬁint serd:

Donde debe notarse que no importa el orden en que se escriban las funciones ¥’y ¥, pero a la

derecha de V.

Usemos ahora el método de segunda cuantificacién, entonces:

Funcion de onda — @perador

mientras que el operador V (¥) — ;) regresa a ser una simple funcién V (7 —75)

La expresion Hyy es:

Donde ahora si importa el orden en que deben ser escritos los operadores ¥ y ¥*, aunque puede

establecerse algiin otro orden de acuerdo a las reglas de anticonmutacién. Nétese que ademds

~

it es un operador debido a ¥ (7, )¥(F,) T (7o) U(F,) y no a V(T —T2).

Hasta aqui hemos considerado los componentes espacialés, anora teniento &n cuema la '-s

N
(3]



componentes de espin, tenemos:

Hine = » . / ET ATV (71— T2) UF, (1) Uy (1) UF, (r2) T, (r2) (3.2)

No6tese que hemos omitido el simbolo de operador (circunflejo) para hacer més ficil la
escritura.

T, (F), U7 (F) : Representan operadores de aniquilacién y creacién respectivamente de una
particula en ¥ y de componente ¢ de espin.

Podemos explicar el fenémeno de superconductividad suponiendo una interaccién de tipo

atractivo entre los electrones, basdndonos en lo siguiente: El movimiento de los electrones, en

la banda de conduccién de un metal, a bajas temperaturas origina una polarizacién de la red
cristalina la cual interactia a su vez con los electrones, esta interaccién es mas fuerte que la
interaccién coulombiana entre los electrones, que se encuentran “alejados” (ver Fig. 2.3). Dicho
de otra manera, es la interaccién electrén-fonén a bajas temperaturas lo que conduce a dicha
interaccion atractiva.

3.3 POTENCIAL DE INTERACCION

Una de las principales asunciones del modelo BCS - Gorkov es considerar que el potencial

de intcraccién tiene la siguiente forma

(3.3)

Esta expresién considera que las particulas interactuantes coinciden espacialmente; sin embargo
es bien conocido que las particulas interactuantes (las que se acoplan para formar los llamados
pares de Cooper) no coinciden espacialmente, estdn més alejadas que las particulas que no
se acoplan; y la distancia media entre pares es relativamente mds pequeiia que el tamafio de
un tnico par (10]. A pesar que la expresién (3.3) es aparentemente “contradictoria” permite
encontrar resultados (temperatura critica, capacidad calorifica, etc) muy similares a lo obtenido
por el modelo BCS (original) (11], el cual permite explicar de una manera satisfactoria la
superconductividad en los metales. Por ello lo aceptamos.

Como la expresion (3.3) obliga que las particulas en interaccién coincidan espacialmente,
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tenemos que aplicar el principio de Pauli, es decir las particulas que se acoplan deben tener
espines opuestos.

Trataremos un sistema de N electrones, los cuales interactiian de a dos mediante (3.3).

Reemplazando (3.3) en (3.2) y teniendo en cuenta el principio de Pauli, obtenemos

Teniendo en cuenta las reglas de anticonmutacién de los fermiones:

{TF(F), 9@} = 0 (3.5)
(U (), U (7)) = 0

aplicando (3.5) en (3.4), obtenemos

(3.6)

El hamiltoniano # del sistema de N electrones con interaccién es:

H=Y" / BFUEFVRE)Y o(F) + Hint (3.7)
2

donde
h(F) = P?/2m + U(F)

Tomemos una base de ondas planas:
U, (7) = ZCEa exp(ik.7) = Vot (7) = Z foo exp(—ik.T) (3.8)
2 E

Donde & € R3
Lo primero que debe considerarse para obtener la expresién (3.8) es expresar la funcion de

onda o (7) en una base y luego pasar a la correspondiente expresion en segunda cuantificacién.

27



Ahora Cga y Cg,, son operadores de creacién y aniquilacién de una particula de momentum %

y componente ¢ de espin.

Reemplacemos (3.8) en (3.7), obtenemos

> CECr, / d37 exp(—ik7)h(F) exp(ik 7)

k.k o

~g Z C'+ C-, CL,,lc’ka BFexpik +F" - % -E’).F) (3.9)

kk &k,

2 . .
Sabemos que h(r) = é—’,; + U(r), donde U(r) representa la interaccién de un electrén con
los nticleos. Como los electrones que interesan son los electrones de valencia, o sea los que se

encuentran débilmente ligados al niicleo es justificable suponer U(r) = -u = cte < 0.

Entonces (3.9) toma la forma:
H= Zegc;acz.a -9 CLCE Co Gy b s e (3.10)

donde e = 2 —u= %. , donde m* representa a una masa efectiva de los electrones. Es

m
decir podemos seguir considerando a nuestro sistema de electrones como un “gas de electrones”

con masa efectiva m*, en interaccién mutua.

El segundo sumando de (3.10) nos muestra la conservacién del momentum a través de la

“funcién” delta:
6k+ Y

3.4 PROMEDIO CUANTICO - ESTADISTICO DE UN OPERADOR

El segundo sumando de (3.10) es el producto de cuatro operadores cuyos dos subindices
k y k" son libres ya que k" y k" estarfan determinados por la conservacién del momentum
y energia. Resulta sumamente complicado poder trabajar con este hamiltoniano por ser un
hamiltoniano de muchas particulas, es preferible usar un método de aproximacién con el cual

podamos trabajar.



Consideraciones para justificar la aproximacién:

- El sistema considerado se encuentra en equilibrio termodindmico.

- Estamos trabajando cerca de T = 0K, es decir el sistema de electrones se encuentra
ensu estado fundamental. Esto significa que las particulas que constituyen el sistema
estan condensados en su estado fundamental, entonces las fluctuaciones cuénticas
en dicho estado son pequenas y se puede reemplazar los operadores de creacién o
de aniquilacién por su valor promedio (por ejemplo, si se reemplazan los operadores
cudnticos de la luz por su valor promedio se obtienen las intensidades de campo de

las ecuaciones de Maxwell).

Hagamos la siguiente aproximacion:

donde:

AYF) =g < T (PP} (F) >

2
'A(—g'-)' es una medida del error cometido al hacer la

A(F) es un promedio estadistico.
aproximacién. Nétese que si tomamos el promedio a (3.11) obtenemos una relacién consistente,

lo cual nos permite confiar en nuestra aproximacién.

Reemplazando (3.11) en (3.7), obtenemos:



”

Considerando ¥ en funcién de “ondas planas ”, como lo hemos hecho anteriormente y

suponiendo en una primera aproximacién A(T) = A = cte.,entonces:

A2
H=V—g—+ZH§
%

donde

Como H es un operador hermiteco, entonces H; debe ser hermiteco.

3.5 DIAGONALIZACION DE Hz

Encontremos los estados propios de Hg, para esto tomemos la siguiente base ortonormal:
1. — Ot

(a) k1> = leo >

() |k 1> = CjELIO >
79~ = OF OF

(c) k2 > = CETC-EllO >

(d) [0 > =0 >

HE en esta base es:

e O 0 0 (a)

0 e O 0 b
I ®
0 e -A | (o)

00 -A 0 | (@

Los valores propios y correspondientes vectores propios son:

_ — (T
EET—_— oyt P}cTIO >= CEI|O >
g =€~~~ - - -~ PELIO >= Cj}—;llo >
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€r_=cp — (2 +2?) P o= (ke +1CECH, ) 0 >

Cp, =g + (e%+A2>1/2—“PE+]0 >= ( —[LKC ct )IO >

-1/2\ /2

1/2
&g -1/2
Uk=(%-é(62+é2) ")
Como los operadores H; estdn definidos en subespacios diferentes, entonces un estado

cualquiera de H estard dado por la suma directa de todos los estados.

Un estado propio |Z > del hamiltoniano H es

IZ > = Htodos los k PE’ulo >

donde para cada k se escoge un v =T, |, —, +

La energia correspondiente al estado propio |Z > es
H|Z) =V(— + Yy E €)1 2) = Ez|Z >

3.6 CONCLUSIONES

1) Se ha mostrado, bajo la suposicién de una interaccién atractiva de corto alcance entre
los electrones, el desdoblamiento de los niveles de energfa en cada subespacio k cercano al nivel
de Fermi.

2) Los electrones que se acoplan tienen las siguientes caracteristicas:

Momentum total = 0 y componente Z de espin = 0. A estos electrones acoplados se les
llama pares de Cooper.

3) Como sabemos en un sistema formado por electrones , en el estado fundamental sélo
puede haber un par de electrones de componente 7 de espin opuestos de acuerdo al principio de
exclusién de Pauli; sin embargo en nuestro sistema de electrones con una interaccion de alcance
muy corto tenemos que en el estado fundamental pueden existir muchas parejas de electrones,

formando cada par un par de Cooper debilmente ligado como se vé de acuerdo a los valores
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propios de Hy, es decir ya no existe limitacién en el nimero de particulas que pueden ocupar

el estado fundamental, pudiendo producirse la “condensacién”.
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CAPITULO 4

CALCULO DE ALGUNAS
MAGNITUDES MEDIBLES

En este capitulo encontraremos la temperatura critica y la capacidad calorifica del sistema de
electrones en el estado superconductor basdndonos en el modelo planteado en el capitulo 3.
Con tal objeto, en primer lugar, debemos calcular la energia libre de Helmholtz.

4.1 ENERGIA LIBRE DE HELMHOLTZ

La energfa libre de Helmholtz de un sistema cuéntico de muchas particulas, caracterizado

por su hamiltoniano H, estd dado por:

(4.1)

Para el sistema de electrones estudiado en el capitulo 3 tenemos que H=H)\((A) (véase

(3.12)), entonces

(42)

Como Hj; depende de A, vedmos si imponiendo la condicién de punto estacionario, es decir

06—15. = 0,! obtenemos una expresién igual o parecida a la que habfamos supuesto para A.

T depende de una variable compleja A o A"; es decir, de dos variables reales.

F(A™ +5) = F(A™) + s':T\F, + % BQAE.I% + 0(s%), también se puede hacer el desarrollo con respecto a A.



oF
Calculemos Fa+

OF _ -1 | -sH, 3= A(7)
ans Tr[e‘ﬁ”‘"]T7 [e w/dr(\h%— g )]=

NG 1 6t [ 3=
/ d°F P T‘,‘[e_BHM]Tv‘[e B”M./ a7 \I/L\I/;] (4.3)

»*

Usando el Teorema del punto intermedio, (4.3) se transforma en

OF
oA

donde 7g; v To2 son puntos intermedios correspondientes al volumen de integracién V.

Apliquemos la condicién % = 0 a la expresién anterior, obtenemos
(4.4)

(4.4) representa el promedio, usando el teorema del punto intermedio, de la funcién A(F)

que habramos supuesto en el capitulo 3.

AF) =0 < (M) >= o7, 1 Loy o [0 (103%) ()]

Esto confirma que la suposicién hecha en el capitulo 3 de representar el producto de dos
operadores (¥;¥7) (7) por su valor promedio cudntico - estadistico < (¥;¥;) (F) >, ha sido
acertada.

Dediquémonos ahora a encontrar la expresién correspondiente a la energia libre del sistema

que estamos estudiando. La funcién de particién es
(4.5)

Si
orden.

=06 gg = 0 — F es estacionaria porque no cambia su valor en primer orden, sino recién en 2%

Ble
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londe

AP
ES—_—I/_q +z eEv> 'UZTw -1«7 —'.+ (46)
) k

epresenta la energia correspondiente del estado | s).

Reemplazando (4.6) en (4.5), obtenemos

2
= VS [ e [2 1+ e B(EFHOR) | (R +iar) 1/2]

[omemos ¢; relativo al potencial quimico . Recordemos que a la temperatura T = 0 K,
L=c¢cp = EE%.

W
2m*

€ = —p

La funcién de particién de los electrones libres (A = 0) estd dado por

k

2(0) = H (1 +2 e B 4 e-256k>

antonces
(4.7)
entonces
Z(A A2 2
F(A)-F(0) = —% In Z((O)) = V| gl ~3 Z [ln coshg (2+1 A |2)l/2 — In cosh gekf (4.8)
k

Pasemos ahora del caso discreto k al caso continuo k, y luego cambiemos la variable k por

) i 252
la variable de energia eg = %— - 1.



Figurc 4-1: Densidad de estados disponibles versus la energfa

:LZ - (ELTF | /}132 - / de N(e) (4.9)

Sea N(e) la densidad de estados de los electrones normales (véase la fig. 4.1). La variable
de integracién que debemos usar en (4.9) corresponde de —p a 0o. Como el fenomeno ocurre
cerca al nivel de Fermi, basta considerar los lfmites de integracién de -D a D, donde D = hwp.2

Usemos el teorema del punto intermedio en la expresién integral (4.9), es decir

/' de N(€) = N(e1) / de (4.10)

donde £7 es punto intermedio de € en la zona correspondiente a —D < ¢ < D. Del gréfico
podemos notar que dicho punto intermedio es ep = 0.

Consideremos la expresién (4.10) en (4.8), obtenemos

La parte encerrada entre corchetes en (4.11), a la cual llamaremos I, se transforma en

’Esta es una de las principales suposiciones de este modelo.
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2 ' .
I — —=N(0) [/ deg lncoshg (e2+| A |2)1/2 — Incosh ge]

5
-D D
= ‘%N(O) ./_Dde In cosh'g (e2+ | A |2)1/2 _ %N(O) ./-Dde Incosh ge (4.12)
donde | € |< D = twp.
sea
2 7 J5}
L{A) = BN(O) / de In cosh§ 2+ A |2)1/2 (4.13)
n
I=1(3) -0 (4.14)
— (4.11) se transforma en
A2
F(A)-F0)=V -1 (4.15)

9

Integremos por partes (4.13), obtenemos

n4a) = %N(O) / de Incosh b (€®+] A |2)1/2 -

2
p
Py (4.16)
D 5
r € 1/2
~-N(0 /de tanh = (24 | A |?
'] @ apye 2 AT

entonces

(4.17)
Calculemos la expresién integral de la expresién anterior, para esto recurramos al plano

complejo, sea
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-D D X

Figura 4-2: Regidén de integracién en el plano complejo

(4.18)
donde z € C.
La figura 4.2 muestra el camino de integracién en el plano complejo.
Hagamos la siguiente transformacion
(4.19)

De acuerdo a la figura 4.3, tenemos que z = z +1y, y>0, se encuentra definido de acuerdo a las
siguientes expresiones
si

y>0—-|z|=D
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si

y=0— |z|<D

Considerando la transformacién (4.19), la variable s debe cumplir las siguientes relaciones

si

—1 Im(z) >0—

sl

Im(z2) =0 —

(4.20)

(4.21)

Recordemos que D = hwp = Kpgf, donde 0 es la temperatura de Debye, y | A | es proporcional

a T, siendo la constante de proporcionalidad 3.5K g(véase [12]). Como § >> T., entonces

D> |A|

Bajo la condicién (4.22). (4.20) y (4.21) se transforman en

si —ilm(z) >0—|s|=D

st Im(z)=0-|s|<D

De (4.19) tenemos

sds = zdz
_ sds
(s2— | AR

Bajo la transformacion (4.19), (4.18) es

L(A) = N(o)§£ (s>~ | A1) tanh O ds — N(O),7( (s>~ 1 A )" tanh

2

como

g

=s
2

ds

(4.22)

(4.23)

(4.24)

(4.25)



J6] ePs — 1

tanh 55 = B 41
Sea
2 C AR (-
)= efs +1
Entonces, (4.25) se transforma en
I(A) = N(0) /ds f(s)—N(0) /ds f(s) (4.26)

calculemos

Los polos de f(s) estdn dados por la sgte. ecuacion:

e’ +1=0
20+ 1 )
s = (—ﬂ) T2 = (4.27)

donde 7 : unidad imaginaria.

De acuerdo al teorema de residuos, obtenemos

eh £(5)ds 4”2 NN

donde ! =0,1,2,..n.

(4.28)
Reemplazando (4.28) en (4.26), obtenemos

bA) = - TN (0l A2V2 _ 2 _ A2\1/2 B

2(A) = 31 0 (wf+ 4}~ N©) A ds (52— A2) tanh 75 (4.29)

=0
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donde I = 0,1,2,..n.

De (4.23) v (4.27)

op + 1 D 1 D
r=Don=lp= L
g TTETnRED [QWA:BT 2] [27rk:BTJ (4.30)

Reemplazando (4.29) en (4.17), obtenemos

Reemplazando (4.31) en (4.14), obtenemos:

(4.32)
como | A| € D —la [ y el dltimo termino de la expresién anterior son iguales a cero.
Reemplazando (4.32) en (4.15) obtenemos
conwy =7KgT (20+1);1=0,1,2,..n..
Encontremos A de acuerdo a la condicién de punto estacionario
or
i .34
T (4.34)
A * A
—— =271KgT — 4.35)
gN(0) ; (w? + A2)'/2 (

(4.35) en (4.33):
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2
n 1U2+A2 1/2—"10
=-N(0) 2T S (0 + 22)" = )
1=0 (wf + A2) 12

7<0

es decir el estado superconductor es estable (véase el Apéndice C).

4.2 TEMPERATURA CRITICA

La expresion integral (4.14) representa a una integral convergente, lo cual se puede aprec
facilmente para pequeiios valores de A. Recordemos que la deduccion de (4.14) se hace en b
a la aproximacién D >> A, entonces sélo vamos a poder considerar algunos polos dentro
nuestro camino de integracion en el plano complejo de radio D (véase la figura 4-2). Enton
para una temperatura T, los valores de [ que debemos considerar son los que cumplen la siguies

relacién

D
0<ign=1Ip(T) = [zw K,,T] (4

De (4.35) vemos que A = 0 representa una solucién.

Si A # 0y teniendo en cuenta (4.37). (4.35) se puede expresar en la forma

1p(T) 2 21-1/2
1 1 A
= I+-) + 4.
9n(0) 20: ( 2) (27"K13T> (

Elevando la temperatura T hasta T, llegamos al estado normal, en donde, A — 0, entonc

(4.38) toma la forma

a2

1
gN(O)= ; 1+ 1 (4.

Se puede despejar T, s6lo en caso de que exista acoplamiento débil, es decitr gN (0) << 1,

cual también significa ”KgTﬂ << 1, encontrdndose

def | —o— -
KgT, = 2_7rDe SN = 1,14De” 9 N (4.4

donde ¢ es la constante de Euler igual 0.5772. (4.40) se obtuvo con el programa Maple ¢
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Tomando valores tipicos para D y Wp de algunos materiales superconductores, tenemos
D =Wp =~ 100Kz K (Kg es la constante de Boltzman), N (0)g= § = T. <10 K.
Podriamos obtener un T = 80K, si tomamos N (0) ¢ = 1/3 y D = 1000Kp K; pero esto
no seria correcto, ya que g varia con la temperatura.
Tomando un valor limite cuando T = T¢, entonces el valor de g estd condicionado al valor
T., el cual estd sujeto a la condicién de acoplamiento débil.

Veamos cual es la relacién de g con T, de (4.35) para el caso A # 0 se obtiene

ip(T) 1 1
27 KpT ZO: (324022 " 9N O =0 (4.41)
reemplazando (4.39) en (4.41), obtenemos:
ip(T) 1 1 ip(T) 1
2nK T zo: (07 1) w[J +:§rz (4.42)

Imponiendo la condicién de acoplamiento débil, tenemos que I{p — ©0,® entonces (4.42)

toma la forma

(=]
KT )

1 1 T.
9——] +ln==0 (4.43)
=0 ¢

Esta expresién nos garantiza la consistencia de obtener T, a través de (4.39).

Teniendo en cuenta (4.33) y (4.43), obtenemos:

[o¢)
1 T
= N(0) ('27.-1(,3T Y =~ —) (4.44)
1=0 ! T

Calculemos la variacién de la energia libre de Helmholtz teniendo en cuenta la condicién (4.43),

Q| =

obtenemos:

2
771\37‘2( 1l2—'2w;—i)+/_\21n;
(4

T=—IV(

3Esto significa que en la region de integracién mostrada en la figura 4.2 estamos considerando todos los polos.
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0 ((u,f -+ A2)1/2 — wl>2

7=-N(0) 2nKzT
% s

<0, (4.45)

4.3 CAPACIDAD CALORIFICA

Ya hemos calculado la magnitud medible 7. Una posterior e interesante magnitud es la
capacidad calorffica. Sea Cep, la capacidad calorifica de los electrones normales y Ces la capacidad

calorifica de los electrones en cl estado superconductor. De la Termodindmica sabemos

(4.46)

donde 7 es la densidad de energia libre de Helmboltz dada en (4.45) y T es la temperatura.

Sabemos que la capacidad calorifica para un gas de Fermi estd dado por:

(4.47)
sea
T
t = 7 y 6(T)=4(T) [/mKpT (4.48)
[
Discutamos C, en las cercanfas de T, entonces:
T A(T)
t=—=~1 ) = ’ .
i y 6(7) KT <<1 (4.49)
Desarrollando 7 en funcion de § y 1 — £, resulta:
(4-50)
donde
= 1
b= =1.05 4.51
; (20 +1)° (451)
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c—gi b o3 (4.52)
i< @1 ©

En el menor orden obtenemos para A2 (T)

1-t=08 (4.53)

(4.53) en (4.50), obtenemos:

1 ) T\
~17(T)==-(xKpT)"N(0)(1- = (4.54)
b T,
Para T=T,, (4.54) y (4.46), obtenemos
Ces - Cen _ E _ .
Cow 2 % (4.55)

Este resultado no esta muy alejado del valor obtenido en el modelo BCS, el cual reporta un
valor igual a 1.52. El valor experimental se encuentra entre 1.52 y 2.00.

4.4 CONCLUSIONES

Dc (4.45) podemos afirmar que el estado superconductor es estable comparado con el estado
normal, entonces la existencia de una pequena interaccién de tipo atractiva entre los electrones,
cuando la muestra se encuentra por debajo de la temperatura critica, origina una nueva estruc-
tura de niveles, con el consiguiente nuevo estado fundamental con energfa menor que el estado
inicial.

El resultado obtenido en (4.55) nos permite confiar en el modelo BCS-Gorkov, ya que dicho
resultado no esta muy alejado del valor experimental ni del valor obtenido por la teoria BCS.
Ademds debemos mencionar que el salto en la capacidad calorifica es una caracteristica de una

transicién de fase de segundo orden.

NOTA: Los capitulos 2, 3 y 4 se han hecho en base al articulo Modclo “BCS - Gorkov” de
G. Eilenberger. Cabe senalar que hemos encontrado algunos errores en dicho articulo. Errores

que han sido corregidos, y que los menciono en el apéndice D.



e APENDICE A

Veamos a que debe ser igual f para que la expresién (1.35) sea consistente con las ecuaciones
de Maxwell, para lograr esto juntemos las ecuaciones (1.29) y (1.35) en forma de un tensor

antisimétrico:

(A1)

Representaremos E;, Ey, E;, By, By, B; por iF14, iFaq, iI'34, 553, Eﬂ I—’h Las coordenadas
Z,Y, 2,tct las reemplazaremos por =, T2, 23, T4. La componente j4 = ;& = i¢p, como podemos

observar relaciona f con p.

—~

Verifiquemos que (1.35 ) se puede expresar por (Al). De (Al) tenemos que:

93 93 _1 Jj 1)@ _1E
P(Z-8 =lR-T(f-E) %) =15
dj 8ja _ 1pm 9j 1\0f) _ 15y
P(§2-88 =1m - (8- (&) %) =12
da _ Bja _ 1 9j; 1\3f\ _ LE;
P8 -g =1m-T (8- (5 4) =12
Lo cual nos da
- 1 9 —
r ath—fv(——cl"p) =F (A2)
De la relacién de la componente J4 tenemos que f = —c?I'p, entonces en (A2), obtenemos:

Veriﬁquemos que (1.29 ) se puede e\cpresar por (Al). De (Al) tenemos que:

8

=D
o
B

lo cual representa (1.29).
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» APENDICE B

B V() e=*7 = [ BF Y(r) emikrest = / 12 (d¢ sin@ df)dr U(r) e=ikreos0
=27 /(17' 20 (r) / mdf sin@ e~treosd = 2% /(17' r U(r) / mdf a% gikrcos0
. Jo . Jo

=& [arey I(r) (emthreest) |m = = /dr r ¥(r) sinkr = F(k).

» APENDICE C

De la primera ley de la termodindmica, tenemos:

dE = dQ + dW (C1)

Teniendo en cuenta que
dS >dQ/T (C2)

donde la igualdad corresponde a procesos reversibles y la desigualdad a procesos irreversibles.

—dW corresponde al trabajo realizado sobre el sistema debido a una accién cxterna.
dW = PdV +YdX (C3)

"Y?” corresponde a alguna accién externa aparte de la presion.
(C2),(C3) en (C1):
dE < TdS + PdV +YdX (C4)

Sumando y restando SdT en el lado derecho de (C4), obtenemos:
dE < TdS + SdT + PdV + YdX - SdT
dE <d(ST) + PdV +YdX - SdT
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d(E - S8T) < PdV +YdX - SdT

definamos F = F - ST —

dF < PdV +YdX - SdT (C5)

En el equilibrio:

dF = PdV - SdT +YdX = F _ F(V\T,X) = P = - (0F/0V)px y S =
~ (OF/OT),,

SiY =0= (9F/0X)yr=

De (C5), si V,T, X son constantes = dF < 0 =>un estado de equilibrio a V,T, X con-

stantes corresponde a un estado de minima energia libre de Hemholtz.

e APENDICE D

1. En el articulo original[8] la expresién (2.27) se usa directamente; pero esta funcién de
»nda para dos particulas no es tan evidente. En el presente trabajo hacemos la deduccién de
:2.27) en forma clara y convincente.

2. Para encontrar la expresién (4.4), en el articulo original se usa la condicién de
minimizacién de F(A); sin embargo esa condicién no puede ser usada ya que no se especi-
fica que A sea real. En el presente trabajo se usa la condicién de punto estacionario.

4. La expresién integral en (4.11) es presentada en el articulo original como una integral
convergente, en general no lo es. En el presente trabajo se encontré que la condicién de
convergencia se cumplesi D> | A|.

3. La condicién 4.22 (D > | A |) no esté especificada claramente en el articulo original. En

el presente trabajo se hace una fundamentacién adecuada.
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D TO KNOW:

The high-temperature
superconductor mercury-
barium-calcium copper oxide
superconducts below 164
kelvins—but only wheniitis
ected to tremendous pressure,
aterthan 10,000 atmospheres.
ordinary atmospheric pressure
therecordtemperature is held
bythe same substance, but at
138kelvins. Hints of room-
perature superconductivity
e often emerged over the years,
one of the claimedresults has
been successfully reproduced.
ently some press reports have
dsuchclaimsby a group at the
Universityof Zagreb in Croatia,
but superconductivity experts
haveconcludedthat those
results have no merit.

g researchers, such sightings
eproducible, anomalously high
rconducting temperatures are
nown as USOs, for unidentified
superconducting objects.

[euys cs

New Trick from Oid Dog

A MAGNESIUM COMPOUNO IS A STARTLING SUPERCONDUCTOR BY GRAHAM P. COLLINS

ou can buy magnesium boride ready-

made from chemical suppliers as a

black powder. The compound has been
known since the 1950s and has typically been
used as a reagent in chemical reactions. But
until this year no one knew that at 39 degrees
above absolute zero it conducts electric current
perfectly—it is a superconductor. Although its
superconducting temperature is far below that
of the copper oxide high-temperature super-
conductors, the compound has set off a flur-
ry of excited activity among researchers. Mag-
nesium boride overturned theorists’ expecta-
tions and promises technological applications.

Jun Akimitsu of Aoyama-Gakuin Univer-
sity in Tokyo announced the surprising dis-
covery at a conference in Japan on January
10, after he and his co-workers stumbled on
magnesium boride’s properties while trying to
make more complicated materials involving
magnesium and boron.
Word of the discovery sped
around the world by e-
mail, and in three weeks
the first research papers by
other groups were posted
on the Internet. In early
March a special session on
magnesium boride was
hastily put together in Seat-
tle at the American Physi-
cal Society’s largest annual
conference: from 8 P.M.
until long after midnight,
nearly 80 researchers pre-
sented ultrabrief summa-
ries of their results.

Until January standard wisdom ruled out
the possibility of a conventional supercon-
ductor operating above about 30 kelvins.
Conventional superconductors are under-
stood by the so-called BCS theory, formulat-
ed in 1957. The magnesium boride result
scemed toimply thateither a new supercon-
ducting mechanism had been discovered or
that the BCS theory needed to be revised.

Almost all the experimentalevidence so far
supports the idea that magnesium boride is a
standard BCS superconductor, unlike the cop-
per oxides. For example, when researchers use
the isotope boron 10 in place of boron 11, the

MAGNEYIC FLUX atlow levels, seen here
penetrating a film of magnesium boride,
destroys the material's superconductivity.

material’s critical temperature rises slightly, as
expected, because the lighter isotope alters vi-
brations of the material’s lattice of atoms, a
keycomponent of BCS theory. How, then, has
the magic 30 kelvins been exceeded? “Those
predictions were premature,” says Robert
Cava of Princeton University, with 20/20 hind-
sight. Magnesium boride has a combination
of low-mass atoms and favorable electron
states that was overlooked as a possibility.

Physicists are trying to push the BCS limit
even further to produce higher critical tem-
peratures by doping the material with care-
fully selected impurities. Groups have added
aluminum or carbon (neighbors of boron in
the periodic table), but these both decrease the
critical temperature. Calcium is expected to
work better, but no one has succeeded in pro-
ducing calcium-doped magnesium boride.
“It’s like Murphy’s Law,” Cava gripes.

Even undoped, magne-
sium boride has several at-
tractive features for appli-
cations. First, the high-
er operating temperature
wouldallow cooling of the
superconductor by refrig-
eration instead of by ex-
pensive liquid helium, as is
needed for the most wide-
ly used superconductors.
The high-temperature cop-
per oxide superconductors
beat magnesium boride
hands-down on that count,
but they have proved dif-
ficult to manufacture into
convenient wires. Also, the supercurrent does
not flow well across the boundaries of mi-
croscopic grains in copper oxides.

Magnesium boride, in contrast, has al-
rcady been fashioned into wires using simple
techniques, and the supercurrent flows effort-
lessly between grains. One drawback, how-
ever, is that magnesium boride loses its su-
perconductivity in relatively weak magnetic
fields, fields that are inescapable in applica-
tions. But with the progress seen already in a
scant few months, and with many tricks still
up their sleeves, researchers are confident they
can overcome such problems.
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