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RESUMEN

El presente trabajo es una muestra de aplicacion de los conceptos de medida y dimension de
geometria fractal en la simulacion del proceso de fragmentacion aplicado al estudio del
comportamiento sismolégico en el Peru. En esta investigacion se busca relacionar los
conceptos de distribucion estadistica y dimension fractal; en la finalidad de poder expresar
Jjustificadamente de modo mds real el comportamiento de magnitud frecuencia y latitud de
ocurrencia sismica.
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ABSTRACT
The present work is a sample of application of the measure concepts and dimension of geometry
fractal in the simulation of the process of fragmentation applied to the study of the
seismological behavior in Peru. In this investigation it is looked for to relate the concepts of
statistical distribution and fractal dimension, in the purpose of being able to express justifiably
in a realler way, the behavior of magnitude frequency and latitude of seismic occurrence.
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INTRODUCCION

El término “fractal” que significa romper o
fraccionar fue concebido por Benoit Mandelbrot en
la década de los afios 70 y la constituyé la moderna
Geometria Fractal [5].

Un concepto importante en el marco de esta
geometria es el de dimension [7]. Este concepto se
puede entender de una manera sencilla, por
ejemplo en la geometria usual analitica o
Euclideana, para describir una linea curva,
necesitamos de una sola variable o un parametro
que identifica a una medida como es la longitud,
para describir un drea o medida de una regién en el
plano necesitamos dos variables independientes o

pardmetros y para el volumen de un sélido son
necesarias tres, en este sentido al numero de
pardmetros independientes que se necesitan para
establecer una medida de determinado conjunto se
le conoce como Dimension Topolégica [7].

En la geometria fractal [8], el concepto de
dimension estd referido a una estimacion de
formas y procesos aleatorios que generan una
estructura fractal a la que se denomina Dimension
Fractal [3 y 4], geométricamente significa el
numero real que determina el grado de ocupacién o
recubrimiento por un objeto a un espacio o lo que
se conoce como rugosidad del conjunto fractal
generado.
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GENERACION ITERATIVA DE
CONJUNTOS FRACTALES: COPO DE
NIEVE

Tomemos un tridngulo equilatero como el
mostrado en la Fig. 1, al que llamaremos iniciador.

Fig. I Figura inicial.

Dividimos cada lado en tres partes iguales. En las
partes intermedias de cada lado se afiaden dos
lados de un tridngulo equilatero cuyo lado sea
igual a la tercera parte del lado original. Se obtiene
asi, lo que se muestra en la Fig. 2.

Fig. 2 Iteracion 2 de la construccion.

Luego se dividen una vez mas cada uno de los
lados de la figura asi formada en tres partes
iguales, y en cada una de ellas se afiaden dos lados
de un tridngulo equilatero cuyo lado sea igual a la
longitud resultante. Se encuentra asi la forma
mostrada en la Fig. 3.

Fig. 3 Iteracion 3 de la construccion.
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Si se continua indefinidamente este procedimiento
obtendremos el comportamiento de la curva de
Koch [8] que se muestra en la Fig. 4.

Fig. 4 Curva de Koch.

BEsta figura es un fractal (curva de Koch), su
perimetro tiene longitud infinita, tiene dimension
topoldgica igual a 1, pues, es un conjunto de lineas,
pero tiene dimension fractal igual a 1.2618.

EL AZAR EN LA CONSTRUCCION
GEOMETRICA FRACTAL: TRIANGULO DE
SIERPINSKY

Es posible generar un fractal de modo aleatorio o
al azar, de la siguiente manera:

Comenzamos con tres puntos en vértices de un
tridngulo equilatero, rojo, azul y verde.

Fig. 5 Puntos iniciales.

Luego empezamos con un punto al interior del
tridngulo y tiramos un dado que solo esté
numerado del 1 al 3, tomamos el punto medio de
nuestra localizacion y el vértice correspondiente y
lo pintamos del color de tal vértice, ese punto sera
nuestra nueva localizacién y repetimos el proceso.
Después de 10 000 iteraciones el triangulo tiene la
siguiente estructura de color que se muestra en la
Fig. 6.
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Fig. 6 Tridngulo de Sierpinsky.

DIMENSION FRACTAL

Supongamos que se tiene un conjunto fractal, que
satisface la siguiente relacion de generacion [4].

N =— )

Donde: N; es el nimero de objetos a los que en
adelante ~ denominaremos  fragmentos, con
magnitud r, C es una constante de
proporcionalidad y sea D la Dimension fractal.
Esta dimensién fractal como hemos dicho
anteriormente es el nimero real que usualmente es
de tipo fraccionario de ahi su nombre, existen
distintas tipos de dimensiones fractales [4] y entre
las que se pueden utilizar son la de Hausdorff [7]
y la de Box Counting o de recuento por cajas [4].

Para el experimento se ha considerado la de Box
Counting. Para ello tomemos un segmento de
longitud unitaria y dividémoslo en tres partes, es

_ 1
decir 1, = —3— y descartamos el segmento central

Este proceso es repetido N veces. Por ejemplo:

/ NF1

Etapa 0 Ir J

1/3 N=2
Etapa 1 l ‘ l J
2 N4
e I i

Fig. 7 Determinacion de la dimension fractal.
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De la ecuacion (1) podemos deducir que para las
etapas i e i+ se satisface la siguiente relacion.

D lOg i+]
Ni+l:(ij 3D= i (2)
N, Ti log <L
ri+l
Aplicado a este caso resulta:
log 4
D = 2 =log 2/log 3 ®)
1/3
log ——
1/9

El objeto matematico que permite la generacion
fractal que satisface la relacion (2) es conocido
como conjunto de Cantor. D es la Dimensién de
Box Counting. La relacion (2) nos da la siguiente
informacién adicional: permite ver que el fractal es
invariante frente a los escalamientos, es decir
existe una constante de proporcionalidad que
relaciona dos etapas sucesivas en la construccion
del conjunto fractal.

Veamos otro ejemplo, comencemos con un
tridngulo equilétero con lados de longitud unitaria
(No=3, ry=I) y coloquemos tridngulos equilateros
con lados de longitud 1/3, centrados en cada lado
del tridngulo de la etapa inicial (NV,=12, r;=1/3).

Fig. 8 Etapa inicial: Ny=3, rp=1.

Fig. 9 Segunda etapa: N,=12, r/=1/3.
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Fig. 10 Tercera etapa: N,=48, r,;=1/9.

Aplicando en la relacién (2) se obtiene:

10g£

D=—3 = log 4/log 3 )
log ——
£ 173

UN MODELO DE FRAGMENTACI()N Y
GENERACION FRACTAL
PROBABILISTICA

Definimos la funcién de distribucién acumulativa
como F(x), que significa la probabilidad de que x
tenga una valor mayor que x,.

F(x,)=Pr(x> X,), —w<x<w (5

La funcién de distribuciéon acumulativa [6] estd
relacionada con la funcién de distribucion de
probabilidad £ (x) por

f(x)=—d1;(cx) (©)
de modo que
F(x)= ff(u)du (7)

Y la probabilidad de que x este entre x; y x; estd
dada por

Pr(x, <x<x,)= J:Zf(u)du
= Pr(x>x1)—P1‘(x> xz)

®)

Distribucién pareto

Consideremos la distribucién Pareto [6] dada por:
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f(x)=-3-c-‘;:'l_’ x2>b )

Entonces

F@)= [ 92 du=ab [

u u (10)
= _bau—a °° — bax—a
Es decir
b(l
PrlX >x]=—, x2b (11)
X

Esta relacion expresa la probabilidad de que
encontrar un valor mayor que x.

Distribucion weibull

Consideremos la distribuciéon Weibull [6].

f(x)=.§_[%jk'le‘(ﬂk, 120 (12)

Entonces

I
®

Si recordamos la expansion de la funcion
exponencial en serie de potencias entonces:

e—(-}J =1—(ﬁ)k +... (14)

A

Y si (x/A)* es pequefio podemos considerar sélo
hasta el segundo término, de modo que:

1-F(x)=1- e"(;ﬂk - G]/ (15)

Comencemos con N, cubos de lado /4 a los que
llamaremos  celdas base. El proceso de
fragmentacién [1] implica que si una celda base se
subdivide lo hard en 8 celdas base de lado 4/2. Sea
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f la probabilidad de que una celda base se
subdivida, entonces el numero de fragmentos que
se genera es N;=8fN,

Y el numero de celdas base que no se
fragmentaron es NFyp=(I - f) Ny,

El volumen de cada fragmento [1] serd: V;=V,/ 8,
donde V) es el volumen de la celda base.

En una segunda etapa del proceso:

—  El volumen de la celda base
Vy=V,/8=Vy8 (16)

—  Elntmero de fragmentos
N=8f N, =(8/)’N, (17

—  El ntmero de celdas que no se fragmenta
NF=(1-f)N/=8(1 - f) fNe=8 fNFp  (18)

—  El volumen de la celda base sea
Vi=1/8"V, (19)

—  El ntimero de fragmentos
N=(8)"Ny (20)

—  El nimero de celdas que no se fragmenta
NF=(8p)" NF, 1)

Asi podemos esperar que en la etapa k de la

fragmentacion tenga un comportamiento fractal

que satisface la relacion (21)

De las ecuaciones (19 y 21), se obtiene:
InV,=-kIné+InV, (22)
In NFy=kIn 8f+1In N, (23)

Que conducen a In NF/NF), In 8=In Vy/V; In &f
entonces

NF/ NFy = (Vy/Vy )y n87in8 (24)

Si suponemos que el volumen es proporcional a 1’
entonces

NF, 1
Lo —mer (25)
NF,

7 In8
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Pues NF) es el numero de celdas que no se
fragmentaron, es decir las que tienen dimensiones
mayores que r, y por tanto

D=31n & /In 8 (26)

La siguiente grafica muestra la construccion
anterior con d=2, N,=8, 2 celdas que no se
fragmentan en cada etapa, 6 celdas que se
fragmentan en cada etapa y razén de
fragmentacion f=0.75.

Finalmente.

D=31n 6 /In 8=2.585 (27)

AN

y=-2.585x-04771
Ri=1

L/

Fig. 11 Relacion entre NF y .
COMPORTAMIENTO SISMOLOGICO

Nuestro objetivo en esta investigacion es visualizar
graficamente cual es la distribucidén espacial del
comportamiento sismico que se tienc en el Pert,
con magnitud entre 3 y 8 grados en la escala de
Richter. Existe una ley empirica que relaciona la
frecuencia de ocurrencia de los terremotos [2] y la
magnitud, ésta es una relacion logaritmica lineal
conocida como Ley de Gutenberg-Richter (1958)
que permite estimar cuantitativamente la
frecuencia y magnitud sismica en una regién, esta
es:

logN =-bm+loga (28)

Donde b y a son constantes, N e¢s el numero de
terremotos por unidad de tiempo con magnitud
mayor o igual que m que ocurren en un area
especifica.
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Entonces considerando lo visto anteriormente para
dimensién fractal [3 y 4], considerando una
proporcionalidad de ¢=1/2 [8] y a proporcional a ¥
se obtiene que la dimension fractal es 2b.

En nuestro caso seria D =2b= 1.8328.
RESULTADOS NUMERICOS

Es importante mencionar que para la ejecucion del
algoritmo de generacion fractal se ha utilizado una
muestra real que se obtuvo de la base de datos
Unite States Geological Survey, constituida por
todos los terremotos a partir del afio 1970.

Entonces considerando:

N = B4 ¢ (29)

y los datos sobre la ocurrencia de terremotos en un
radio de 500km de la ciudad de Lima, los mismos
que se encuentran en el archivo adjunto NEICB
work.xks. Se trabajo sobre una muestra de 1505
eventos sismicos entre magnitudes 3 y 8, como
resultado se pudo establecer la siguiente relacion:

log N =—0.7591m +4.5696 (30)

Que establece el numero de terremotos por afio, N,
con magnitud mayor que m.

hAZZIITI A TYY
15 AN

.
" y=-0.7591x+4.5696
5 R =09468

+
¢ * Seret
— Linea Serit)
0

Fig. 12 Relacion entre Ny m>3 y b=0.7591.
Es posible obtener una mejor aproximacion i

consideramos solamente magnitudes mayores a 4,
en ese caso la ecuacion es la siguiente, ver Fig. 14.
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log N =-0.9164m +5.5715 31)

Entonces los coeficientes en la ley de Gutenber-
Richter son

b=0.9164

(32)
a=3.728x10°%/afio

. y=-0.9164x+ 55715
. R®=0.9679

log(N)
o
.
.

magnitud

Fig. 13 Relacion entre N, m (m>4)y b=0.9164.

Fig. 14 Comportamiento de la distribucién fractal
(puntos azules) de terremotos ocurridos en
el Perii con magnitud mayor a 4.

CONCLUSIONES

Para ilustrar el concepto de dimensién se obtuvo
una construccion geométrica y calculamos la
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dimension fractal en base a una relacién entre dos
pasos consecutivos de la construccion; esto permite
definir el problema inverso: Dada la dimension
fractal D encontrar una construccion para un
fractal de dimension D. Si el fendmeno depende
solamente de un pardmetro entonces con esta
construccion podemos hallar dicho fractal, pero el
caso de la dependencia multivariable atin continua
abierta para una proxima investigacion.

El fractal puede necesitarse cuando se necesita
trabajar con formas altamente irregulares y
complejas, especialmente si no se dispone de una
ley fisica de tipo determinista y solo se dispone de
mediciones empiricas o experimentales.

Es una alternativa de disefio y simulacion de
estructuras muy complejas a través de procesos
muy simples (en su mayoria geometria irregular y
comportamiento caotico) lo que hace posible que
los fractales puedan - modelizar fendmenos
naturales, ademas tales procesos generadores
requieren ‘de poca informacion para obtener el
objetivo, lo cual es accesible al uso de
computadoras de uso personal, ya que ellas
trabajan eficiente con procesos repetitivos, que no
requieran mucha informacién bajo un sistema
operativo manejable de cualquier usuario que
cuenta con una PC .
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