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Introduccion

En este trabajo se estudia la distribucion asintética de las preimagenes de una curva alge-

braica en el espacio proyectivo complejo CP* bajo la accién de {f™ }mez+, donde f es un mapa
holomorfo en CP*.
En general, si consideramos las iteraciones de pre-imagenes sabemos que no es posible hablar
de é6rbitas univocamente determinadas sino de un nimero de pre-imagenes que en cada paso
de la iteracién se multiplica a lo mas por d (el grado de polinomio f). En este contexto, uno
de los problemas de naturaleza ergédica mas simple que se puede plantear es el de estudiar la
frecuencia con la cual dichas pre-imagenes aparecen en un subconjunto dado E del espacio en
consideraciéon. Tomemos para especificar una funcién holomorfa en C y sea w € E C C, donde
E es un boreliano, se tiene entonces que la frecuencia con la cual las pre-iméigenes de f~™(w)
estan en E esta dada por:

1
= 3 sum), (1)
fr(z)=w

donde 4. es la medida atémica de Dirac en el punto z . Si pasamos dicha secuencia de medidas
al limite (m — o0), se establece que converge débilmente a una medida g que no depende del
punto w. Este hecho, por tanto, puede ser interpretado en el sentido que, en todo el plano
complejo (salvo quizd un punto) las pre-imigenes de f™ se equidistribuyen asintéticamente
en cierta regién del plano. Brolin {11] establecié en 1965 esta propiedad de las iteraciones. Su
trabajo continué la direccién tedrica iniciada por Schroeder, Fatou, y Julia en el estudio de las
iteraciones polinomios en C (véase [12, 25, 60]), enfocando sus esfuerzos en aclarar la relacién
entre las iteraciones de pre-imagenes y el conjunto de Julia de dicha iteracién. Brolin introdujo
el uso de la teoria del potencial en el plano complejo C. Hay que recordar que la importancia del
problema de la distribucién de pre-imagenes se remonta a los primeros pasos dados por la teoria
de iteraciones, cuando Fatou demuestra que la cerradura del conjunto de pre-imagenes de un
punto del plano (bajo ciertas condiciones) genera el conjunto de puntos caéticos de la iteracién
conocido como el conjunto de Julia. En [11] se encontré por primera vez una serie de relaciones
muy importantes de naturaleza ergddica relativas al comportamiento de las pre-imagenes aunque
quedé implicita la definicién de la funcién dindmica de Green gy__, la cual constituye el nexo entre
los objetos analiticos, ergédicos y geométrico-topolégicos (tales como la cuenca de atraccién del
infinito F, correspondiente a una iteracién (véase [12, 92])). La forma explicita de dicha funcién
fue introducida luego por Carleson [12] y Tortrat [113]. Para un polinomio f de grado d en C la
funcién dindmica de Green en el plano tiene la siguiente expresion:

1
9f = Jm_—Tlog|f™(2)]. (2)

Dichos autores describieron propiedades tedrico-potenciales de g5 y J (el conjunto de Ju-



lia)(véase [11, 12, 113]).

De este modo p (tal como se describié mdés arriba) es la distribucién de equilibrio de J (en el
sentido de la teoria del potencial [92]), y también la medida arménica de J donde p = Agy_ (en
el sentido distribucional).

El trabajo de Brolin tuvo como aporte fundamental la incorporacién de una herramienta tipi-
camente analitica como la de la teoria del potencial al estudio de la dinamica de iteraciones.
Ms4ds adelante, Sibony probé en [102] que los aspectos basicos de la teoria de Fatou-Julia podian
desarrollarse independientemente del Teorema de Montel reemplazando éste por un Teorema de
Compacidad para funciones sub-arménicas que admiten un mayorante local (para las definiciones
véase [92, 112]. Este hecho, que equivale a reconstruir los fundamentos de la teoria Fatou-Julia a
partir de ciertos hechos de la teoria del potencial en C, ha tenido gran influencia en las construc-
ciones subsecuentes especialmente para la teoria multidimensional de iteraciones en el espacio
proyectivo CP* , mapas de Henon, etc.

*kk

El siguiente paso en el problema de la distribucién de pre-imdgenes fue dado casi simultanea-
mente por Lyubich [77] y por Mané [81, 82] los que extendieron el Teorema de Equidistribucién
de Pre-imégenes a las funciones racionales en CP!. Mds precisamente, dado f = [fo, f1], un
mapa racional en CPP!, la sucesién de medidas que expresa la distribucién de preimagenes de un
punto w € CP! tiene la misma forma que para C, es decir:

1
Hm = a_; fm(z):— 6za (3)

y ésta converge a la medida invariante g a excepcion de los puntos del conjunto Expf =
CP! \ Umez f™(Uz), x € J, el cual a lo sumo estd formado por dos puntos. Esta medida,
sin embargo, carece de las propiedades tedrico-potenciales de su anilogo en C pero si preserva
todas las propiedades de naturaleza ergédica (f—invariancia, ergodicidad y mixing) Mané car-
acterizé p (véase [81, 82]) en el sentido que es la tinica medida que hace maxima la entropia del
sistema.

El problema de la distribucién de preimagenes en CP! resulté teniendo una naturaleza distinta
al problema analogo en el plano. En primer lugar, la naturaleza tedérico potencial del problema
en el plano C no se repite en CP! en donde no existe tal teoria de la ecuacién de Laplace y del
potencial. En segundo lugar, la mayoria de desarrollos en la teoria de funciones en CP! habiendo
seguido un enfoque geométrico (véase [1]) dieron un impulso a la teoria de iteraciones distinto
al que ésta adquirié en el plano.!En [77], Lyubich construyé una medida invariante basindose
en argumentos geométricos que luego serian utilizados por Jean Yves Briend y Julian Duval
para una construcciéon aniloga en el caso multidimensional. Por otro lado, la aproximacién de
Mané basada en una construccién sutil que combina argumentos topoldgicos y de medida, no
ha encontrado una generalizacién adecuada en el caso multidimensional. Es importante, sin em-
bargo, senalar que a pesar de la diferencia esencial en la construccién de Lyubich y Mané ambas
hacen uso critico del Teorema de Distorsién de Koebe (véase [85]). Este hecho muestra que el
problema de distribucién en CPP! tiene un fundamento esencialmente geométrico que lo diferen-
cia de su analogo en C el cual presenta una naturaleza tedrico-potencial.

1Ya en los afios 80 siguiendo esta linea fecunda de pensamiento a la Ahlfors, D. Sullivan hizo descubrimientos
fundamentales en la teoria de iteracciones racionales en CP' (véase [85, 107]).
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Las generalizaciones del problema de distribucion de preimagenes en el caso multidimen-
sional, incluso en el caso mas ”simple”de iteracién de polinomios de C* en C¥, tropieza con una
serie de dificultades cuando se intenta desarrollar un esquema tedrico andlogo al caso C. Por
otro lado, si procedemos escribiendo un anélogo a la funcién de Green dindmica en el plano

S I
G = lim —log|f™(2)l, (4)

resulta que, como veremos més adelante (Capitulo [4]), en el caso holomorfo (con las componentes
de f homogéneas del mismo grado) la masa de Monge-Ampere de G : dd°G, se relaciona con
la estructura geométrica de CIP*. Esta circunstancia ha sido uno de los hechos que ha inclinado
el desarrollo de la dindmica de los mapas holomorfos hacia CP*. Fueron Hubbard y Papadopol
los que definieron tal medida de probabilidad invariante como la masa de Monge-Ampere de
una funcién de Green dindmica en el transcurso de su estudio de los mapas de Henon (58, 59.
Fornaess y Sibony usando métodos de la teoria del pluripotencial para el caso mas general de
un mapa racional probaron que dicha masa p = (ddc)kG’ refleja la distribucién asintética de los
preimégenes de {f™}necz en CP* a excepcion de cierto conjunto pluripolar, y que ademas es
invariante y mixing. Este resultado situé la teoria de distribuciones de preimagenes en CP* en
la direccién de los resultados obtenidos en CP!.

En (6, 39, 104], Fornaess, Sibony y otros autores estudiaron la corriente dd°G y establecieron
que

(5)

donde [w] es la corriente positiva cerrada de bigrado (1, 1) que se asocia a la geometria de CP*,
puesto que w es la forma métrica de Fubini-Study-Ké&hler (véase (88, 119]).Ademds f*™ son las
iteraciones del pull-back de [w]. Este resultado establece una relacién profunda entre la corriente
dd°G y las propiedades geométricas de CPP*. La corriente T' = dd°G fue denominada Corriente
de Green asociada al mapa holomorfo f.

Hay que sehalar que en €l caso de la teoria multidimensional, estos resultados no han aparecido
sélo en relacién a los problemas de las preimagenes de f™ sino en intima relacién con el desarrollo
de una teoria Fatou-Julia para mapas holomorfos y racionales en CIP*. Fornaess-Sibony [38, 40]
haciendo uso de la hiperbolicidad de Kobayashi (como herramienta tedrica capaz de sustituir a la
teoria de familias normales en dimensién compleja 1) desarrollaron una teoria Fatou-Julia para
mapas holomorfos y racionales en CP*, y establecieron entre otros hechos que supp7T = J. La
nueva teoria multidimensional en CP* puso de manifiesto fenémenos inexistentes en dimensién
1. En particular la convergencia de los pull-backs de [w] a la Corriente de Green llevé a diversos
autores [41, 94] a plantear el problema acerca de que clase de corrientes positivas y cerradas
son tales que la sucesién de sus pull-backs converge a T. Mas precisamente, el Problema de la
Convergencia hacia T' quedé formulado del siguiente modo:

i Para que corriente S de bigrado (1,1) positiva y cerrada en CPP* se cumple que:
1

lim —f*™S — T2

im f

m—0o0

Este problema, como veremos pronto, en el caso particular que S es la corriente de integracion
de una curva algebraica con ciertas condiciones, nos lleva al problema de la distribucién de

3



preiméagenes de una curva algebraica en CP*.

Ademas de los nuevos problemas planteados, Briend y Duval trabajando en la direccion clasica
del problema de las preimdgenes y la medida de equilibrio asociada demostraron en [9] para

1
un mapa holomorfo f en CP* que la secuencia de medidas 6., = pro Z 6, converge a la
fm(2)

medida g de equilibrio de Hubbard-Papadopol. Briend-Duval, ademas generalizaron el Teorema
de Maiié en CP' y probaron que g es la tinica medida invariante asociada al sistema dindmico
que alcanza la entropia maxima (esto en relacion al principio variacional de la entropia).

%k %k k%

El esquema descrito de la dinamica de polinomios en CP* y del problema de la distribucién
de preimagenes condujo, como ya se observé mas arriba, al descubrimiento de un objeto con
propiedades analiticas y ergddicas importantes llamada la Corriente de Green. Ya se ha men-
cionado, que esta corriente esta relacionada a las propiedades geométricas de CP* pero también
lo esta de manera sutil con la estructuras de las preimagenes de f. Esto es el punto mas impor-
tante cuando pasamos del estudio de preimagenes de puntos al de objetos tales como curvas e
hiperplanos.

Varios autores han estudiado el problema, descrito mas arriba, de la convergencia de la Co-
rriente de Green. El principal ingrediente de la mayoria de estos estudios ha sido el uso de las
asi llamadas “Estimaciones de Volimenes”. La idea basica de este método es la de estudiar el
comportamiento del volumen de una bola B C P* bajo interacciones de f relacionando esto
con propiedades analiticas de mos mapas o con propiedades geométrico-topoldgicas de ciertos
conjuntos invariantes asociados a la iteracion. Como se vera mas adelante las Estimaciones de
Volumen depende del punto z € B o bien del conjunto A (tal que B C A) que se estd analizan-
do, asi como también de la circunstancia que se quiere establecer (cota superior o inferior del
volumen de f™(B)).2

En el trabajo [31], Favre y Jonsson estudiaron el Problema de la Convergencia de una corriente
positiva cerrada S de bigrado (1, 1) bajo la iteracién del pull-backs hacia la Corriente de Green.
Ellos probaron el siguiente importante teorema.

Teorema(Favre-Jonsson) Sea f : P* — P" (holomorfa de grado d > 2). Existe
E;: conjunto algebraico, totalmente invariante, formado a lo mas partes rectas complejas.
Es5: finito, totalmente invariante,
tal que para todo S (cerrada, positiva y bigrado (1, 1) y masa unitaria)
- S no carga ninguna componente irreducible de F,

- S tiene un potencial local acotado para todo p € E»

y %ﬁ — T cuando (m — 00).

2En esencia las estimaciones de voliimenes como técnica de anilisis en el Problema de Convergencia, tiene
su origen en la existencia de potenciales locales para corrientes positivas cerradas de bigrado (1,1) y al hecho
conectado a esto que se obtiene del Teorema de Lelong [71] que establece que la corriente de integracién de un
conjunto analitico es positiva y cerrada.



El enunciado del Teorema de Favre-Jonsson no contiene suposiciones sobre la dindmica de f lo
que permite obtener los conjuntos F;, E2 como objetos que caracterizan en general la dindmica
de f: Si S (corriente positiva, cerrada) posee las propiedades arriba mencionadas entonces se
n®

puede afirmar que la secuencia de corrientes =——— tiende a la Corriente de Green. Un caso
particular es entonces aquel en él que S es la corriente de integracién de una curva algebraica.
En estas condiciones se puede verificar que S cumple las condiciones respecto a F; y FE5. Por
otro lado aquellas curvas cuyas corrientes no satisfacen la condicién de convergencia forman un
conjunto algebraico propio en el espacio proyectivo de curvas algebraicas en CP*.

Este trabajo estd organizado del siguiente modo:

El primer capitulo estd dedicado fundamentalmente a las funciones holomorfas definidas en
espacios proyectivos junto con algunas cuestiones locales de interés para la dinamica de itera-
ciones. El segundo capitulo estudia fundamentalmente las corrientes de De Rham y en particular
las corrientes positivas definidas por Lelong. asi como las propiedades més importantes de las
funciones pluri-subarmoénicas. Se hace incidencia en el enfoque distribucional de las funciones
plurisub-armdnicas puesto que este aspecto es fundamental para los desarrollos posteriores. El
Capitulo (3] es desde el punto de vista de la demostracién del teorema principal de este trabajo
el de mas importancia. Aqui el centro de atencidon es el estudio de los niimeros de Lelong como
medida de las singularidades de una funcién pluri-subarménica. Ademas de demostrar algunos
teoremas importantes un objetivo importante es el de extender los nmimeros de Lelong a las
corrientes y conjuntos analiticos. En el Capitulo [4] se presenta la teoria estdndar de la corriente
de Green en CP¥; en relacién a esto se formula el Problema de la Convergencia y en particular
el teorema fundamental de este trabajo (Teorema de Favre-Jonsson). El Capitulo [5] presenta
las magnitudes asintéticas (multiplicidad del jacobiano, grado topolégico y didmetro local) las
cuales nos llevan al concepto de co-ciclo multiplicativo. El comportamiento asintético de este
objeto esta definido por el llamado Teorema Fuerte de Birkhoff formulado y probado por Favre.
A partir de las propiedades de las magnitudes asint6ticas se define los conjuntos excepcionales y
se caracteriza algunas de sus propiedades geométricas y dinamicas. La estimacién de volimenes
dentro y fuera de los conjuntos excepcionales es el punto concluyente de estos desarrollos. Es
la ultima seccidon de este capitulo se prueba finalmente el Teorema de Favre-Jonsson y también
algunos corolarios que generalizan ciertas aproximaciones previas del Problema de Convergencia.



Capitulo 1

Mapas Holomorfos en CP+

El capitulo empieza con una revision breve de dos objetos geométricos fundamentales: el espacio
proyectivo y los sub-espacios lineales que se definen en él. Para la teoria de iteraciones estos ob-
jetos han resultado de importancia tanto para describir las propiedades de los mapas definidos
en dichos espacios como también para el estudio de los conjuntos invariantes correspondientes
a la dindmica de dichas iteraciones. Luego de definir el espacio proyectivo y sus propiedades
mas importantes, procedemos a estudiar los llamados sub-espacios lineales que en cierto senti-
do recuerdan los sub-espacios de un espacio afin. Para mas detalles referentes a estos tdpicos
tanto como a las definiciones fundamentales de mapas racionales y variedades algebraicas se
puede consultar [22],[52],[70]. La siguiente seccién tiene como objetivo principal presentar los
conceptos de mapa holomorfo y meromorfo en CPF asi como la relacién de estos conceptos con
algunos entes conocidos de la geometria algebraica. Este enfoque lleva a la definiciéon de espacios
proyectivos que contienen como puntos de dichos espacios todos los mapas ya sea holomorfos
como meromorfos (para mas detalles sobre este punto, se puede consultar [38], [39]). Al final
de esta seccién se hace una revisién de los operadores diferenciales ([48],(69])). La siguiente sec-
cién repasa brevemente algunos puntos referentes al comportamiento de las pre-imégenes (véase
(69], [100]) para luego establecer una propiedad sencilla pero importante entre los jacobianos
de un mapa holomorfo en CP* y el de su correspondiente levantamiento en CF — {0}. En la
Sub-secciones [1.3.3] y [1.3.4] se introduce los conjuntos analiticos como lugares geométricos de
las funciones holomorfas asi como algunas de las profundas relaciones que tienen estos conjuntos
con las variedades algebraicas dentro de un espacio proyectivo ([14),[75],(86]). La siguiente sub-
secciones continiian estos desarrollos locales por lo que se introduce el germen de funciones y de
conjuntos analiticos citandose algunas de sus propiedades algebraicas de interés para el anilisis
(véase [17],(45],[75]). La siguiente sub-seccién se ocupa de la representacién local de un mapa
holomorfo en CP* dada alguna condicién geométrica adicional sobre la vecindad en la cual se
necesita expresar el mapa localmente. Para concluir, en la iltima seccidon se enuncian algunas
definiciones y propiedades correspondientes a los conjuntos de Fatou y Julia. La inclusion de esta
sub-seccién se da con el propdsito de completar la exposicidon y no sera usada en los desarrollos
mas importantes de este trabajo.



1.1. To6picos de Geometria Algebraica

1.1.1. Espacio Proyectivo CP*

Definicién algebraica del espacio proyectivo. Sobre el campo C se define el espacio afin C*
tal como se le conoce en el andlisis. En principio definimos el espacio CIP*¥ de forma algebraica
como: C¥*1 —0/C* (C* como grupo multiplicativo). Esto equivale a afirmar que CP* tiene como
elementos las clases de equivalencias de elementos de C*¥*! definidas de modo que para :

z,w e Ck+1, zeweSINEC — {0} : Az =w, (1.1)

dicho de otro modo, CP* tiene como elementos los subespacios de Ck+! de dimensién 1 los cuales
son rectas complejas que pasan por el origen.

La relacién de equivalencia (1.1) induce la aplicacién: 7 : C¥+1 — {0} — CP* llamada proyeccién
candnica.

Para z € Ck*! representante de una clase, [z] = [z0 : z1 : --- : 2;) € CP* y los 2; se llaman
coordenadas homogéneas de |z].

Una caracterizacién ttil del espacio proyectivo proviene de la aplicacién biunivoca de CP¥ (como
conjunto de rectas en Ck¥*1 que pasa por el origen) con el conjunto de circunferencias maximas
de la esfera S2k+1 c R2?+2 Esta aplicacién biunivoca existe pues para una de dichas rectas la
interseccién I N S2¥*1 es una circunferencia maxima definida univocamente, por tanto:

CP* = {c: ¢ es la circunferencia maxima de S2¢*+! c CF}. (1.2)

En la Sub-seccién [2.2.1] veremos el uso de esta caracterizacién para obtener una métrica en
CP*.

Estructura compleja de CP*— En el punto anterior se introdujo las coordenadas homogéneas
para los puntos de CPP*¥ como [z : 21 : - - - : 2x), siendo en ese caso el punto (29,21, - - , zx) € CF
un elemento de la recta compleja que pasa por el origen.

Probemos que CP* posee de forma natural una estructura de variedad compleja. En efecto,
definamos primero una regla de correspondencia que relacione localmente las coordenadas ho-
mogéneas de CP* con las coordenadas afines de C* y viceversa (para la definicién de variedad
compleja y mapa holomorfo véase [100]).

El conjunto CP* posee de forma natural la topologia cociente C¥*! — {0}/C* de tal modo
que U c CP* es abierto si y sélo si #~1(U) es abierto en C**!. En particular CP* here-
da la propiedad de Hausdorff del espacio C¥. Consideremos entonces los abiertos U; c CP*,

k
Ui={lz0:21:--: 2], 2z # 0} de modo que CPF = U U; y las cartas (U, f;) se definen como:
=1
fi: Ui — C*
[ZO R zk] = (ZO/Zi," * azi—l/ziazi-i-l/zia' . ,Zk)-

De aqui,los mapas inversos estan dados por:
¢k -y

(CIPREE Ll CRREERD PEEEER

Asi pues CPF como espacio de Hausdorff y con el atlas {(U;, f,-)}f:l definido arriba, sélo bas-
ta comprobar que las relaciones de compa.tibilidad_ se cumplen. Esto es: Vi,j (i # j) fio



fj—1 es un biholomorfismo de f;(U; NUj) C C* sobre f;(U; NU;) c Ck.
En efecto, para z € f;(U; NUj) (7 <1)

&2 zj—1 1 zjp Zi—1 Zit1 2k
=(=,... LT, =8 .. Z), (1.3)
2 S T z oz £
(2: # 0 puestoque (21 -+ 251 : 1, zj41 1+, 25 -+ z) € U; NUj).
Anélogamente cuando 7 < j se tiene:
—1/.\ _ -1 21 Zi—1 Zitl zj—11 zj4 2
f'iofj (z)_fiofj (Zl,“‘,Zk)=(—,"', ) ’_."J__’J_’__.’_ ) (1-4)
z2; z; Z; 2; 243 23 z;

los cuales son biholomorfos, puésto que z; # 0.

El espacio proyectivo CP* como compactificacién de C* .- Sea el siguiente mapa biholo-
morfo (A € C — {0}):
I, : Ck — CP*
(z1,°+ y2k) = (AN Azg o002 Az

Bajo I, C* esta inmerso en CIP¥. Los otros elementos de CPP* son de la forma [0:wy -+ wy.
Evidentemente {[0 : w; : --- : wg]} es biyectivo a CP¥~!, de donde CP* puede entenderse
como C¥ U CP*~!. Demos una interpretacién del conjunto {[0 : w; : --- : wy]}. Tomemos
cualquier elemento (w;,ws,--- ,wg) € Ck fijo y analicemos un elemento arbitrario de la forma
z=(z1,"*+,2z) = (Awy, -+ ,wx) A € C — {0}. Luego I,,x(z) = [1/A : wy,--- : wi]. Pero para
A — 00, z es un elemento del infinito en C¥, ademss /\hrgo Il/,\(z) =[0:w; :--- ,wk] con lo que

queda establecido que el conjunto {[0,w; : --- : wi|} representa los elementos del infinito para

C*k.

Definicién 1 Un mapa f : CP* — CP*, es tal que asocia a [z : - - : zx) € CP* el elemento
(fo(2) : -+ : fu(2)], donde todos los fi(z) son polinomios C¥+! — C homogéneos y del mismo
grado.

La definicién se repite si introducimos la aplicacién CP* — CP* con n # k.

Ejemplo 1 (Espacio CP!) Para una dimensién compleja CP! tiene el siguiente sistema de co-
ordenadas locales:

Uy={1:2],z€ C},Uz = {[w: 1],w € C}.

Definamos los f; como: f; : [1, 2] — z. Ahora antes de escribir la expresién para fo demos una
forma mas conveniente a Us:

Uy ={[w:1],weC}={1: z],_zGC—{O}}U{[O: 1]}.

Entonces: fo[1: 2] = L y f2[0:1] = 0, y como U, UU; contiene una copia de C = {[1 : z]} ademas
de un punto [0 : 1] este tltimo representa el infinito:

CP!'={[1:2],z € C}IU{[O : 1]}



De esta forma abstracta de CP! se puede pasar a una realizacién més concreta como superficie
de Riemann (X, .A4) donde X = C U {oo} junto con su atlas A:

Uy =(C—-{0})U{oo} ,fo : Up—C

zr—»lzséoo (1.5)

Otra realizacién de CP! es la conocida esfera de Riemann. Esta realizacién sin embargo no puede
extenderse a dimensiones mayores.

Topologia de CP*. Primero recordemos la definicién del espacio cociente S2k+1 /S!, donde
S§2k+1 y S1 50on las esferas de dimensién 2k + 1 y 1 respectivamente.

Definicién 2 El espacio topoldgico cociente S**1/S! es el conjunto formado por las clases de

elementos de S?**+1 (con coordenadas complejas z = (1,--- ,Tk) ey = (Y1, ,Yk))
definidas como:

T,y € S *1s0n equivalentes si existe un A € C, |A| = 1, tal quez = My,

dotado ademds de la topologia cociente heredada de S2k+1,

Pasemos a probar que los espacios Ck*1 — {0} /C* y S?¢*1/S! son equivalentes en las topologias
cocientes definidas en ellos. Para éste propdsito y sin entrar en complicados razonamientos
topoldgicos usaremos el siguiente lema:

Lema 1 Si A es abierto en S%f*! entonces g4 = U,ea l- es abierto en Ck*+1 donde l, son las
Tectas complejas que unen z y el origen de coordenadas.

Demostracion: De la definicion A C 4. Tomemos primeramente w € A C l4. Como A es
abierto en S2¥+1 existe B(w,€) C Ck+1:

Q = B(w,e) N S%F+1 c A,

Sea ahora lg = U,eql,. De esta definicién B(w, €)\ lq no es necesariamente vacio (de lo contrario
no habria necesidad de probar nada). Sea ademas A* = B(w,¢€) \ lq y calculemos la distancia
d(w, A*):

d(w, A*) = inf.coa-d(w, z),

y puesto que AA* contiene solamente componentes desconexas tanto en §2k+1 y en las rectas
complejas OM (donde O es el origen de Ck*! y M € 0Q) entonces:

d(ws A*) = inszOMﬂSZ“+1d(wa z)'

Ahora basta tomar ¢ = d(w,OM)/2 < d(w, A*) para que la bola B(w, €) sea tal que B(w,€') C
la C 14, lo cual implica que w es punto interior de /4.



Sea ahora w € l4 \ A. Como w € l,, para algiin z9 en A, entonces existe A € C tal que \w € A.
De lo anterior eso implica que Aw es un punto interior de !4, por lo que:

B(A\w, €) C lgo bien, |z — Aw| < €, paraz € l4.

z
De ahi: ‘X - w’ < I_f\f pero en cuanto z/\ € l4 se tiene que B(w, €/\) C l4, con lo cual se prueba
que w e3 un punto interior de I 4. a

Proposicion 1 Se verifica la siguiente equivalencia de espacios topoldgicos:
Ck+1 _ {0}/@: o S2k+1/Sl
estando ambos espacios dotados de la topologia cociente.

Demostracién: Denotemos primero las clases de equivalencia en Ck+! — {0}/C* por []c y las
de S%+1 /S por []s. Tomemos la aplicacién:

f: Ck+1 _ {0}/C* SN S2k+1/51
[2lc — [2/lzl]s -

En particular, si se toma el representante w = [2/|z|] de la clase [z]c € C*+! — {0}/C*, entonces
la aplicacion f se puede escribir como:

f . Ck+1 _ {0}/(:* BN 52k+1/51
[w)c — [w]s,

lo cual es una aplicacién biunivoca entre estos dos espacios, puesto que en Ck*+1 — {0}/C* el
elemento [w]c representa una recta compleja que pasa por w mientras que [w]s en S%k+1 /g1
representa L, N S?*1. De aqui:

f—l . S2k+1/Sl — Ck+1 _ {0}/(:*

[wls +— [w]c,

y s6lo basta establecer que estas dos aplicaciones son abiertas. Tomaremos A abierio en C++1 —
{0}/C* y probaremos que f(A) es abierto en §2*+1/S1. Por definicién de topologia cociente
w~1(A) es abierto en C*+1 — {0} (7 es la aplicacién proyeccién de Ck+! — {0} a C¥*1 - {0}/C*)y
por lo tanto basta establecer que 7! f(A) (m es la proyeccién de S%¢+1 a §2k+1/G1) es también
abierto. Puesto que 77 f(A) = {z € §?¢*1 /1, C 71 A} se tiene que:

ﬂ,i-lf(A) =7n"1A N S2k+l,

y como 771 A es abierto entonces 7] f(A) es abierta en S2k+1,

Probaremos ahora que f~! es también una aplicacién abierta. Tomemos B (abierto) en S2k+1 /51
entonces 7~ 1B es abierto en S%*1, Del lema anterior y puesto que n~!f~}(B) = {l,/z €
77 1(B)} se tiene que 7~ f~!(B) también es un conjunto abierto. m]

La equivalencia topoldgica establecida nos permite dar una definicién adicional de CP* como el
cociente SZk+1/S1,

Esto induce la proyeccién mg : S2+1 —, CP*. En lo ulterior no haremos distincién entre las

proyecciones w y mgp denotandolas por w. Tampoco habra distincién entre las clases de equiva-
lencia de ambos espacios topolégicos denotandolas simplemente‘por |].
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Establezcamos ahora que 7 es abierta. Para esto basta probar que 7 ~!(7(A)) es abierto en S2++!
(siendo A abierto en S%**1). Puesto que n(A) = {[z]/z € A} entonces n~!(n(A)) = U AA.

A€S!
Como A es abierto entonces AA es también abierta por lo que finalmente 7~ !(7(A4)) también lo

es en S2k+1

Comentario 1 La propiedad que m es abierta nos permite establecer una serie de hechos
topolégicos para CP*, en particular que CP* es un espacio 7. En efecto, tomemos [w], [v] € CP*
y de acuerdo a lo establecido en la proposicién anterior, tomemos w € 1r_1[w] C S§%+1
v € 7~ 1[v] € S?+1 donde los puntos w y v no estdn en un mismo circulo maximo. Sea ademés

B(w,€) y B(v,€) tal que € < §d(Sw, Sy) (donde S, Sy son circulos maximos que pasan por w y
v respectivamente). Probaremos que para todo w’ € B(w,¢€) y para todo v’ € B(v, €) se cumple
que (w'] # [v']. Supongamos lo contrario, es decir, existe A € S', tal que w’ = Av'. De |[v—v'| < €

se tiene |\v — w'| < e. Pero |A\v — w| < |A\v — w'| + |w’ — w| < 2¢ lo que contradice el hecho que
[Av — w'| > 3e. Esto prueba que w(B(v,€)) N w(B(w,¢€)) = 0.

Comentario 2 Como 7 es continua en la topologia cociente entonces 7(S%¥+1) = CP¥ implica
que CP* es compacto. Mds adelante se probaréa que CP* hereda una métrica hermitiana de
S2k+1 m4s precisamente una métrica kihleriana (véase la Seccién [2.2]).

1.1.2. Subespacios lineales y rectas en CP*

Estructuras lineales inducidas en CP*- El espacio proyectivo no es un espacio lineal en el
sentido de C* sino la coleccién de rectas complejas que pasan por el origen de C¥*!, Sin embargo,
es posible definir sub-conjuntos de CP* que tienen en cierto sentido una definicién analoga a
la de los espacios lineales convencionales; de ahi que convendremos en llamarlos sub-espacios
lineales en CIP*. Empecemos definiendo la nocién de hiperplano:

Definicién 3 Un hiperplano H en CP* es un subconjunto de CPP* definido como:

k
H= {[zoz---:zk]/Za,:z,~=0},

=0

donde los o “s no son nulos simulténeamente. Ademds a todo hiperplano en CP* se le asocia un
nimero al que se le llamard la dimension del hiperplano: dimH = k — 1.

La definicién anterior de dimensién proviene del hecho que un hiperplano de CP* cualquiera
k

tiene una correspondencia biunivoca con CP*~!. En efecto, de la ecuacién E a;z; = 0, se tiene
i=0

k-1

que: 2 = — E @ z; siendo ay # 0. Luego las coordenadas del hiperplano H se pueden escribir
— oy
=0

como: '

k—1
Z 1
[20:21'°':zk-—la _Z‘i:|1
Q.

=0

lo cual implica que la aplicacién ¢ : CP* — H definida por z; =w;,t=1,--- ,k — 1 junto con
k

la relacién z a;z; = 0 (z € CP* y w € H)es biyectiva.
i=0
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Otra forma 1itil para expresar el subespacio H de dimensién k — 1 en CP* consiste en considerar
la inclusién inyectiva i : C¥ — {0} — C**! — {0} para asi obtener el mapa inducido de CP¥—!
a CP* via la proyeccién .

donde roi =Z oxw. Y ademais la inclusién ¢:

(ZO, 21y ,Zk—l) - (ZO’ 21, azk—lao)a

induce una nueva inclusién Z:

[z0:21:++-:2k—1] = [20:21:°- : 2k—1 : O].

Luego se puede decir que Z (CIP"_I) en CP* es un subespacio lineal de dimensién k — 1 (siendo
el término lineal tomado en el sentido de la definicién anterior).

Definicién 4 (Espacio dual de CP*) El conjunto:

k
{a =lag: - :an]/La: CP* — CP!, aplicacidn, tal que Lo = Z a;zi, (20, ,2k] € CIP’"} ,
=0

Se llama el espacio dual de CPF.

Es sencillo comprobar que el espacio dual es también un espacio proyectivo de dimensién k. En
efecto considerando los a como k-uplas de un espacio C¥*! : @ = (ag,--- ,ax) y teniendo en
cuenta que:

Lo ~ Lg, siy sélo si existe un A € C* tal que a = Af,

define una relacién de equivalencia tal como en la expresién (1.1), por lo que el conjunto de las
aplicaciones L constituye un espacio proyectivo de dimensién k. Este espacio se denotara como
(CP*)*.

De la definicién anterior de los hiperplanos se puede por tanto establecer una relacion biyectiva
entre el conjunto de hiperplanos de dimensién k — 1 (los cuales nuevamente forman un espacio
proyectivo) y el espacio dual (CPP¥)*. M3s aiin, estos dos espacios coinciden puesto que se puede
establecer con bastante facilidad que el conjunto de hiperplanos de dimensién k — 1 es un espacio
k-dimensional con elementos a = [a; : - - : k).

Procedamos a generalizar la definicién de hiperplano:

Definicién 5 (Subespacio lineal de dimension k —1 (1 <1 < k — 1)) El conjunto:
k o
S = {[Zo:..- :zk]/ Za'zzi =0,J = 1’ ’l},
1=0

es un sub-espacio lineal de CP*. Se dice ademds que la dimension de este espacio es igual a
k — . El sub-espacio lineal con dimS = 1 se denomina recta en CP*.
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Expresemos los subespacios de dimensiéon k& — I en funcién de los mapas inducidos por la in-
clusién: Ck—i+1 a Ck+1,

Ck-+1 _ {0} Sk {0}

,ri l,r

Clpk—l ___?_———> CPk ,

T (CP**) es el subespacio lineal de dimensién k — I en CP*.
Demostremos un par de proposiciones de utilidad en lo posterior:

Proposicion 2 Por dos puntos en CP* pasa una sola recta.

Demostracién: Sean zg, z; puntos de CPF y tomemos una recta L que pasa por ellos. Como L
es un sub-espacio de dimensién 1 escribamos explicitamente la aplicacién CP! — CP*. A fin de
obtener dicha aplicacion empecemos considerando las ecuaciones lineales que definen una recta
en la siguiente forma:

k—2

Zafz,- = —aizk —ai_lzk_l, 1=12,---,k—1

i=0
Entonces en particular zg y z; deben satisfacer dichas ecuaciones. Por otro lado, considerando
que no todos los a7, ai_l son nulos (de lo contrario siempre se puede cambiar de coordenadas) y
que det(crz Jk—1,k—1 #0, 3,7 =0,--- ,k — 1 (ya que si tal determinante fuera cero entonces en el
sistema de k — 1 ecuaciones podria eliminarse al menos una ecuacién lo que haria que el sistema
de ecuaciones que define la recta L se reduzca al menos en una ecuacion, lo cual contradice
que L es una recta), se obtiene que un punto arbitrario z de la recta L puede ser expresado
como: z; = Bizk + Vizk—1;t=0,--- ,k — 2 donde 3;, ¥ € C son determinados por el sistema de
k — 1 ecuaciones lineales. De este modo, las coordenadas de los puntos de la recta pueden ser
expresados como funcién lineal de dos pardmetros. Esto a su vez puede conduce a que la recta
L pueda considerarse como la imagen de una aplicacion:

CP! — CP*
[wo : w1] +— [Bowo + Yow: : Prwo + Mws : - -+ : Br—2Wo + Yk—2w1] ,

pero como los puntos zy y z; € CP* estdn en la imagen de dicha aplicacién, entonces dados

dos puntos aquellos pardmetros pueden ser determinados univocamente. De ahi se deduce lo
buscado. O

Proposicion 3 Dado un subespacio l—lineal, CP' c CP*, los subespacios | + 1-lineales que
contienen a dicho subespacio l—lineal conforman un espacio proyectivo CP¥—1-1,

Demostracién: Consideremos el diagrama:

Ci+l _ {0} _f,(ck+l — {0}

,,l l,,

CcP ———= CP*.
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Nétese que aqui consideramos a f en lugar de la aplicacion inclusién i. Esta nueva aplicacién
inserta el espacio C*! dentro de C¥*! de modo que f = T o %, donde i es la aplicacién in-
clusién previamente considerada y T es una transformacién invertible cualquiera de C**+1 en
Ck+1, Puesto que:

It 141
t= y T =(0ij)k+1,k+1, 63 =0,--- &k
0 k+1,141
entonces se tiene la expresién matricial: f = (e;;) con ¢ =0,1,--- ,ky j =0,1,--- ,! y como

F = 7o fon~! se concluye que:

! ! !
Flzo, - : 2] = [Z @0,i2; : Eou,,-z,- e ,Eak,iz,] . (1.6)

i=0 i=0 i=0

la cual es una expresion general para un sub-espacio lineal en CP* en funcién de [20:---:2] €
CP'. Denotemos dicho sub-espacio como S y sea ahora un punto cualquiera [wg : - - - wy] € CPF
que no pertenece a dicho subespacio lineal. Construyamos a continuacién un subespacio lineal
que contienea Ly a [wq : - - - : wi] de dimensién I + 1.
Puesto que [wg : --- : wi] ¢ L, consideremos la aplicacién G : CP**+! —, CP*:

I+1 I+1 I+1

G([Zo HE ZH-I]) = [Z Q0,325 : Zal_iz,- IR Zak,iz,-]

i=0 i=0 i=0

tal que G([0,0:---:0:1]) = [wg : --- : wi] y ademéds
{G([zo 12y :---:2,0)) /(20,21 ,2,0] € C]P’l“} =1L,

por lo que en particular:

@141 = Wj, (1.7)
donde j =0,1,--- k.
Apliquemos esto para determinar el conjunto de subespacios lineales de dimension I+ 1 que pasa

por L. Tomemos para simplificar, y sin pérdida de generalidad, el subespacio L de dimensién [
de la forma:

L={[z0:---:2z:0:0:---0]} c CP~.
Considerando W (subespacio lineal) contenido en C¥*! tal que m(W) = L se deduce que w(C*+1\
W)={0:0:---:0: 241 : - : 2k} (donde no todos los z; son nulos simultineamente).

Tomemos ahora el punto w € n(C¥*! \ L) junto con L y consideremos la aplicacién G arriba
introducida. Demos una condicién mas fuerte para construir G:

G(lzo:z1:--+,21:0])=[20:21:+--:2:0:---:0 € L c CP*

Teniendo en cuenta esto, se tjene las siguientes relaciones adicionales para los coeficientes de la
aplicacion G que define el sub-espacio de dimensién ! + 1 que pasa por L:

aij=206;; para: 0 <4, j <!l Y ademds: ¢;,; =0, cuandol+1<i<k, y 0<j<lI,
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(6s, es el delta de Kronecker). Tomando ahora la relacién (1.7):

a; 141 =0,0<73< 1.
Se tiene finalmente, por tanto, que el sub-espacio que pasa por L y un punto exterior w
esta definido solamente por las k — [l — 1 coordenadas simultdneamente no nulas de w = [0: -+ - :
0: w4 - wg). Esto implica que k — | — 1 pardmetros pueden definir dicho sub-espacio, lo
cual finalmente implica la proposiciéon buscada. O

Ejemplo 2 En particular, si consideramos un punto p € CP*, el conjunto de subespacios
1—dimensionales (rectas) que pasan por z es un espacio proyectivo CP*—!. Este conjunto de
rectas es llamado el pencil de rectas que pasa por p

Definicién 6 El conjunto {v* € CPr:i=1,---, l}, | < k+ 1, son independientes si los corre-
spondientes vectores en C**1 lo son, o equivalentemente, si su cdpsula lineal es un subespacio

lineal de dimensién | en CK*1 o bien si su proyeccién es un sub-espacio lineal de dimensidn
! —1 en CP*.

De esta definicién se concluye que k + 2 puntos en CP* son siempre dependientes.

Definicion 7 Un conjunto finito T" de puntos estdn en posicion general en CP* si ningin sub-
conjunto de puntos A CT', (|A| £ k+ 1) es dependiente.

Esta definicidon nos lleva de manera natural el concepto de rectas en posiciéon general.

Definicién 8 El conjunto de rectas {l; C CPr:i=1,--- ,T} son independientes si su cdpsula
lineal (formada por vectores direccionales en C¥*1) es un subespacio de dimension r en CF+1 o
bien de dimensién r — 1 en CP*,

Definicion 9 un conjunto I" de rectas estdn en posicion general en CP* si cualgquier subconjunto
ACT, (JA| £ k) es independiente.

Dadas las definiciones anteriores, la siguiente proposicion se puede obtener sin complicaciones:

Proposicion 4 Un conjunto de | puntos independientes genera un conjunto de ! — 1 rectas
independientes y viceversa.

Ejemplo 3 Sea el hiperplano H : agzo + @121 = 0, ag # 0, a; # 0 en CPP'donde (zo, z1) € C2.
En este caso trivial el hiperplano se reduce a un punto. En efecto, 29 = —%0121, de donde en C?
los puntos que satisfacen la ecuacion seran de la forma (—%{1;21, z1) para cualquier 2; € C, los

cuales constituyen un punto en CP!.

Ejemplo 4 Sea el hiperplano M : aozg + a1z + a2z2 = 0 en CP? donde (29, 21, 22) € C3.
Mostremos que H es un sub-espacio lineal de dimensién 1. En efecto: zg = %0121 - %%22 de donde:

a a a a
(__121 - _222a 23, 22) =2 <_1’ ]-s 0) + 22 (—z, 0, 1) (S CS.
agp ap ap ao

Este es el conjunto formado por las combinaciones lineales de vectores complejos (%{1), 1,0) y
(%02,0, 1). Ademads para cualquier punto z definido de este modo, toda la recta compleja que

pasa por el origen y por z queda definida por la misma expresién. De este modo, en CP? la
proyeccion sera los puntos de la forma:

[—a121 — a222 : ap21 : apz2].
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1.2. Holomorfia en CP* y operadores diferenciales asociados

1.2.1. Mapas holomorfos en CP*
Demos la definicion general de un mapa holomorfo entre dos variedades complejas.

Definicién 10 Sean X1, X2 dos variedades complejas con atlas U' y U? respectivamente. Sea
Q) C X1, Q2 C X2 dos dominios. Un mapa f : 2y — Q2 es holomorfo si para todo (U, p) € U,
(U,o) €eU? con VN f(UNKQ) #0 el mapa

(1.8)

es holomorfo.

En particular si X; = X2 = CP* (con el sistema usual de abiertos) se tiene un mapa holomorfo
en CP*.

La siguiente caracterizacion muy importante es vilida para dichos mapas.

Teorema 1 Sea f : CP* — CP* un mapa holomorfo (no constante). Si f es dado en forma
de coordenadas homogéneas f = [fo : f1, -+ ,: fx] entonces fi(i = 0,--- ,k) es un polinomio
homogéneo de grado fijo d y los f; no tienen mds que un cero comin (el origen).

Para la prueba de este teorema véase [40).
Introduzcamos la nocién de mapa levantado para f : CP* — CP*. Del diagrama:

Definimos F = 7~} o fo7 y a fin que esto tenga sentido uniformizamos 7~ del siguiente modo:
7 1z] = z € CFHL.
Se tiene entonces que:
F(zo, -+ ,zk) =7 Yo fom(z0, -+ ,2t) =7 Yo flzg: -+, 2],

F(zo, -+ zk) =7 fo: fr:-: fi) = (Jo, f1-+ , f)-

El concepto de mapa levantado no presenta ninguna restriccién respecto a la naturaleza de f
por lo que puede ser aplicado a otro tipo de mapa. En determinadas circunstancias sera 1til
referirnos al jacobiano J(f) del mapa levantado F'.

Pasemos a estudiar el mapa inducido por f (holomorfo) en C¥ por accién de los biholomorfismos
locales kh; i =0, -- - , k del atlas correspondientes a CP*. Del diagrama:

16



se tiene que f. = h; o fo hi_1 y de las propiedades de f y h;, f. es holomorfa. Ademas
f« : Rangh; — h;[Rang f N Domh;] por lo que f y f. serdn llamadas conjugadas en es-
tas circunstancias también. Como f' = h; o0 f®o h‘._1 entonces las iteraciones de ambos mapas
son también conjugados.

Para mas concrecién, sea f = [fo : fi: -+ : fi] y tomemos ho tal que hg'(z1,---2x) = [1: 2 :
-+« : 2k|. De donde:

h0°f°hal(21,"‘ ,2k) = (%,%)

[1:1z1:e-22,])

Ejemplo 5 Sea f : CP2 — CP? tal que

entonces:
f*(zla 22) =ho f o) ho_l(zla 22) = (Z% + 22, Z? + 222)‘

Inversamente f = hgy 1o f. 0 hg.

Ejemplo 6 Sea un mapa g(z1, z2) = (23 + 23, 22 + 22) holomorfo en C2. Obtengamos un mapa
local en el entorno U; C CP2. Tomemos un punto [wg : w; : we| € CIP? se tiene que:

y ademas:
w3 wd w? w?
gohifwo:wy :wo] = (—3+—2,—2+-2).
wy wy wy W

Finalmente tomando g* conjugado de g en CP?
g'[wo : wy :w2] = hil ogo hifwy : wy : w2] = [w + wd : w3 : wiw; + wiw).
Maés adelante analizaremos algunas propiedades topolégicas de los mapas conjugados.

Comentario 3 Sea f : Ck — CF y f, =h;o foh] ! el conjugado de f en el entorno de U;.
Surge la pregunta natural si fiy f,- (i # j) son conjugados holomorfos en U; N U;. La respuesta
es afirmativa por cuanto h; ' 0 hj como mapa de CP* en CP* es un biholomorfismo y entonces
basta observar que:

Para terminar esta subseccion, definamos algunos conceptos relacionados a las iteraciones de un
mapa racional. Empecemos por el concepto de conjunto de indeterminacién de un mapa racional
f : CP* — CP*.

Definicién 11 Sea el levantamiento F de f. El conjunto I(f) de indeterminacion de f se define
como:
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Ejemplo 7 Sea f: CP? — CP? (holomorfa)

flzo:z1: 20 = [28 : 22 — 23 : 2% + 22,

aqui I(f) = 0 (por el teorema que caracteriza los mapas holomorfos).

Ejemplo 8 Sea f : CP> — CIP? (racional)

flzo:21:22) = [2§ — 27 : 22 — 22 : 22 — 2212, + Z2).

Luego: I(f) = {|w: w: w] € CP*,w € C}.

En general 7(f), donde f es racional, es de dimensién mayor que 2 puesto que las componentes
de f no tienen factores comunes.

Seguidamente introduzcamos la nocién de mapa dominante:

Definicién 12 f : CP* — CP* (racional) es dominante si el jacobiano J(f)! no es identica-
mente nulo.

Mais adelante (Capitulo [3]) usaremos este concepto.

1.2.2. Mapas meromorfos en CP*

De acuerdo a las definiciones esténdard sobre mapas racionales en variedades proyectivas (véase
[52]) se tiene la siguiente proposicién que enunciaremos como definicién.

Definicién 13 f : CP* — CP* es un mapa racional de grado d si las componentes coordenadas
de f; tal que f = (fo: fi---: fxl son polinomios homogéneos de grado d sin factores comunes.

Recordemos que de acuerdo a un teorema de Remmert (véase [88]) un mapa de una variedad M
a otra N es holomorfo si y sélo si G(f) = {(z, f(z));z € M} C M x N es un conjunto analitico
de dimensién pura en M x N igual a la dimensién de M.

Este teorema da la posibilidad de definir un mapa meromorfo entre variedades complejas M y N,
para lo cual hay que modificar la circunstancia que G(f) es un conjunto analitico de dimensién
pura.

Tomemos las proyecciones canénicas 71 : M X N — N, w2 : M x N — N y sea W un abierto
denso en M. Consideremos fyy : W — N (mapa holomorfo).

Definicién 14 Elmapa fw tal como se ha definido arriba se dice que es meromorfo con respecto
a M si:

- G(fw) € M x N es un conjunto analitico.
. Wllf(f_wf :G(fw) — M es propia.

Considerando todo esto definamos:

mer(M,N)={fw : W — N/(fw es holomorfa y meromorfa respecto a M). (1.9)

Sea ahora fw, gy € mer(M, N) tal que G(fw) = G(gv). Esto define por lo tanto, una relacién
de equivalencia.

1El jacobiano aqui se entiende como jacobiano complejo (véase la Sub-seccién [1.3.1]).
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Definicién 15 Sea f € Mer(M,N) = mer(M,N)/ ~ se denomina mapa meromorfo de M a
N. Si f = [fw], donde fw € mer(M, N) entonces definimos G(f) = G(fw).

Sea M’ C M un abierto y fwnar = fwlwnae de ahi G(fwanmr) = G(f) N w7 (M’) por lo que
fwnm es meromorfa respecto a M’. De ahi tenemos f|pr = [fwname] la cual es la restriccién del
mapa meromorfo a f sobre M’.

De lo obtenido se puede concluir (véase[88]) que G(f), para f : M — N meromorfa, es irre-
ducible y dimG(f) = dimM.

Esta nocién nos permite deducir que un mapa meromorfo es una extension de un mapa holo-
morfo.

Teorema 2 Sea f : M — N un mapa meromorfo, f se representa como un mapa holomorfo
g: M — N si y solamente si f(x) es un punto univoco para cualquier x € M.

Demostraciéon: Si f = g entonces evidentemente la imagen de cualquier punto £ € M es
univoca. Definamos un mapa fas tal que fys : £ € M — f(x) € N (asumiendo que f(zx) sea
univoco) entonces G(fapr) = G(f).

Pero G(f) es irreducible y de dimensién m por lo que por la caracterizaciéon de Remmert, g = fas
es holomorfa. O

Evidentemente, si un mapa f : M — N (meromorfo) no es holomorfo entonces existe € M
donde f(z) no es un punto univoco. Para otros detalles de los mapas meromorfos, véase (49, 88|,

sélo ainadiremos que se puede establecer que todo mapa meromorfo en CP* es racional (véase
[49, 101]).

1.2.3. Espacios proyectivos de mapas holomorfos y meromorfos. Algunos as-
pectos relativos a las iteraciones.

Pasemos a definir espacio proyectivos cuyos elementos son los mapas meromorfos dominantes
de CP*. Denotemos a este espacio por Mg. Por otro lado si Hg representa el espacio proyectivo
cuyos puntos son mapas holomorfos de grado d en CPP* se tiene que:

(1.10)

donde CPV es el espacio proyectivo que contiene todos los mapas homogéneos de grado d.
Un célculo combinatorio sencillo establece que:

y se prueba (véase [40] que:
Proposicién 5 Los espacios Hq y Mg son abiertos Zariski de CPV.
Corolario 1 Si f € Mgy, el grado de J(f,z) es (k+1)(d — 1).

Como es usual a menos que se diga lo contrario, el jacobiano es aqui el jacobiano complejo.
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Conjunto critico.- Sea f € Mgq. Para f racional en CP* el conjunto {z: J(F)(z) = 0} (F es
el levantamiento de f en C*¥*1) define el conjunto critico asociado a f. lo denotaremos por C f.2
Puesto que p € I es una singularidad para f € My o en otras palabras un cero de los polinomios

fo, f1,-++ , fx, introduzcamos el blow-up B(p) de f en p(para las definiciones precisas véase
[45, 52]). Sea entonces un entorno B(p,¢) C CP*, definamos:

B, =) f(B(p,e) \ 1), (1.11)

>0
(I: es el conjunto de indeterminacién para f).
Expresemos B, con ayuda del grafo:

T; = {(2 f(2)) : z € CP*\ I},

el cual es un conjunto analitico en (CP* \ I) x CP*.
I'y es también un conjunto analitico, de este modo B, es el subconjunto analitico obtenido por

la proyeccion de I‘_f sobre p. Se observa que B, es conexo pues B(p,¢€) \ I es conexo también.
Ademss si B, es de dimensién 0 entonces f se prolonga holomorficamente en p, y p & I.

En el caso de un mapa birracional f denotemos ‘B;,‘" el blow-up en el punto p (singularidad de
f) y B el blow-up en el punto ¢ (singularidad de f1). Ademés I, y I_ son los conjuntos de
indeterminacién de f y f~! en estas circunstancias se tiene que:

Proposicién 6 f : CP* — CP* (birracional). Sip € B, , entonces g € By . En particular
F®B;\ 1) =gq.
Demostracién: Sea p € B, tomemos {z,} tal que z, ¢ I_ y nl_l’rgozn = gq, ﬂlm(;o f Y zn)=p

y ademas f~!(z,) ¢ I puesto que f(f~!(zn)) = 2n es tal que z, — g, porloque g € B}. O

A continuacién extendamos algunas cuestiones referentes al conjunto critico de f € Hy(d > 2).
Definicién 16 La adherencia de la érbita del conjunto critico Cy se define como:
¢ = J £ cy). (1.12)
n>0
Este conjunto serda denominado el conjunto post-critico.

Definicién 17 El mapa holomorfo f € Hq(d > 2) es criticamente finito si €5 resulta ser una
variedad algebraica.

Ejemplo 9 Demos un ejemplo de un mapa f € Hq(d > 2) criticamente finito:
Sea flz:w:t] = [(z — 2w)? : (z — 2t)? : 2?] entonces
Jf = =32(z — 2w)(z — 2t)z,
por lo que C5 = {z =2w}U{z =2t} U{z =0}, y f({z = 2w}) = [0 : 4(w — t)? : 4w?] equivale a

{z = 0}. ' :
Luego f({z = 0}) = [4w? : 4t2 : 0] lo que equivale a {t = 0}. De ahi:

f{t=0}) =[(z —2w)?: 22 : 2% = {w = ¢}

?M4s adelante en el Capitulo [5], esto serd nuevamente tratado desde el punto de vista de la teoria de las
magnitudes asintéticas. :
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fw=1}) =[(z - 2w)*: (z - 2w)* : %] = {z = w}
f{z=w}) =[w?: (w-2t)0 :w?) = {z =t}
fHz=t]) = [(z —2w)?: 22 : 2% = {w =1},
y la generacion de variedades algebraicas se hace periddica:
{z=2w} -5 {2=0}>{t=0} > {t=w} > {z=w} - {z=t} - {t = w}.
Anélogamente para {z = 2t}:
{z=2t} > {w=0} > {z=t} - {t =w},

esto implica que € es una variedad algebraica en CP2.

Anéilogamente definamos la adherencia del conjunto de indeterminacién 7.

Definiciéon 18 Sea f € My y sea F el levantamiento de f. El conjunto J = (J,,cy F™(0) se
denomina la adherencia del conjunto de indeterminacion I.

Definamos un concepto adicional de utilidad en la dindmica:

Definicién 19 Sea el mapa f € Mg algebraicamente estable. Un punto p se dice que es normal
st eziste una vecindad U de p tal que para alguna vecindad V5 del conjunto de indeterminacion
J se verifica que: f*(U) N Vy =0 para todon € N.

Se puede comprobar que el conjunto de Fatou F es disjunto con J y ademés el conjunto de puntos
normales de un mapa f € Mgy es un abierto en CP* \ 3. Enunciemos finalmente el concepto de
mapa meromorfo normal. Esta definicion serd usada en el Capitulo 4 para estudiar la corriente
de Green.

Definicién 20 Un mapa f € My se denomina normal si el conjunto de puntos normales Ny
de dicho mapa es tal que:

1.2.4. Operadores diferenciales complejos

Sea Z = (z1,--- , z) € C¥ puesto que z; = z; + iy;, consideremos:
(1.13)
Estas relaciones pueden interpretarse como cambio de base en el espacio (Ck )* desde la base
(dzy,--- ,dzg,dyy, -+ ,dyi) ala la base (dz1,--- ,d2x,dZ1, - ,dZ).
Dada las relaciones bésicas
al‘j
= =4 1.14
BZx ik ( )
requerimos que se cumpla las siguientes relaciones para los operadores 5‘2—’, 8%,-:
623' 6Zj
— =1, —==1, 1.15
627' 62]' ( )
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F{w=1t}) = [(z — 2w)? : (z — 2w)? : 2] = {z = w}
flz=w}) =[w?: (w—-2t)2:w? = {z=1¢}
f{z=1t}) =[(z — 2w)? : 22 : 2%) = {w = t},
y la generacién de variedades algebraicas se hace periédica:
{z=2w} -5 {z=0} > {t=0} - {t=w} - {z=w} = {z =t} - {t = w}.
Anélogamente para {z = 2t}:
{z=2t} - {w =0} - {z=1t} - {t = w},

esto implica que €y es una variedad algebraica en CP2.

Anédlogamente definamos la adherencia del conjunto de indeterminacién 1.

Definicién 18 Sea f € My y sea F el levantamiento de f. El conjunto J = (J,,eny F~™(0) se
denomina la adherencia del conjunto de indeterminacion I.

Definamos un concepto adicional de utilidad en la dindmica:

Definicién 19 Sea el mapa f € Mg algebraicamente estable. Un punto p se dice que es normal
st existe una vecindad U de p tal que para alguna vecindad V5 del conjunto de indeterminacion
J se verifica que: f*(U)N V5 =0 para todon € N.

Se puede comprobar que el conjunto de Fatou F es disjunto con J y ademas el conjunto de puntos
normales de un mapa f € My es un abierto en CP* \ 3. Enunciemos finalmente el concepto de
mapa meromorfo normal. Esta definicién serd usada en el Capitulo 4 para estudiar la corriente
de Green.

Definicién 20 Un mapa f € My se denomina normal si el conjunto de puntos normales Ny
de dicho mapa es tal que:

1.2.4. Operadores diferenciales complejos

Sea Z = (21, - ,2k) € C* puesto que 2; = x; + iy;, consideremos:

dz; = dz; +idy;, dz; = dz; —idy;. (1.13)

Estas relaciones pueden interpretarse como cambio de base en el espacio (Ck)* desde la base
(dzy,- -+ ,dzi,dy1,- -+ ,dyx) ala la base (dz1,--- ,d2z,dZy, - ,dZy).
Dada las relaciones basicas

ox; Oy;
b’ R o 2 = .k, 1.14
Oz O3k Oy gk ( )

requerimos que se cumpla las siguientes relaciones para los operadores %, %:

0z; 0z;
9% — 9% 1, 1.15
0z; L 0z; ( )
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Para ello se definen dichos operadores del siguiente modo:

ﬁ_=l[_a__,-_6_] o _1[o .9

De lo anterior se obtienen las siguientes relaciones reciprocas:

(1.17)

y también:

(1.18)

Tomemos una funcién f : Q (dominio abierto) € C¥ — C donde f € C! (C¥, C). Interpretada
como una funcién de R?* a C se tiene el diferencial total como:

(1.19)
usando las equivalencias (1.17,1.18):
k
df(a Of(a
df(a) =) 32.1‘1% gE )az,, (1.20)
—1 ]
de aqui definimos los operadores:
k
= 0
0= —_d?_
L4
ademas:
d=0+20. (1.21)

Estas relaciones son evidentemente védlidas en general para cualquier mapa complejo de clase C'!
que actiia de C* en C™(r > 1).
La relacién (1.21) en un punto donde el mapa es diferenciable, puede ser escrito como:

(1.22)

Estrictamente hablando, los operadores 8, mapean elementos del espacio C1(C¥, C!) sobre el
espacio de k—formas diferenciables de grado 1.

A continuacién aclaremos como actian estos operadores para la composicion de mapas. Veamos
primero el caso f : C- — C. Entonces:

of of . of,

a:f’_’(a 322.”’62

Anslogamente para 8.

22



Sea ahora f : C¥ — C". Entonces:

i (frreee s ) —s -

of
on .. o i3

Anslogamente para 0.

Esta relacién indica que los operadores aplican el vector 1 x r (con elemento en C1(C¥, C)) sobre
el espacio de matrices r x k (con elemento en C!(C*, C)).
Denominaremos a esta matriz, la matriz jacobiana compleja J f.

Como un ejemplo de aplicacién de estas ideas, demos la expresién para O(f o g), donde f €

C(C*,C) y g € CY(C*,C). Puesto que los operadores 3‘% satisfacen la regla de la cadena, es
decir:

De aqui

of ag] of agJ
afog_gjz:l(ag]azz 69 6 )d Zi,

of 0 o
y andlogamente para Of o g = ZZ( 6; &Z: + a_f g‘q" )dz;. Interpretando estas relaciones,
K]

=1 j=1
como productos escalares de vectores de vectores de la forma 9, f = ( %, %, SR d N D7) etc. Se
tiene entonces que:
O0f og = 0yf0g + 65103, (1.23)
y
df 0og = 8yfBg + d5f97. (1.24)

Comentario 4 Recordando las definiciones de operadores C—lineal y C-antilineal
L:Ck—Cr
L(Az) = AL(2) VA € C (C — lineal),
L(Az) = XL(z) VA € C (C — antilineal).

De la definicién de O y 0 se deduce que son C—lineal y C—antilineal respectivamente. El operador
d es por tanto, la suma de un operador C—lineal y otro C—antilineal (este es un hecho general
para todo operador lineal que actiia en un espacio lineal sobre los complejos).

Ejemplo 10 (Ecuaciones diferenciales del anilisis complejo)
Con ayuda de los operadores 8 y 8 podemos definir otros operadores. De d = 8 + 8 definimos el

o _ 2
operador conjugado de d como d¢ = £(8— 9).3 Puesto que 89 = Z

] az;0z;

dz; AdZz; en el sentido

3Para otras formas de definir d°, véase [48).
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de producto exterior (para detalles véase la Seccién [2.1]) es una forma diferencial compleja de
bigrado (1, 1), se tiene que:

(1.25)
queda también expresado en términos del operador 93.

Empecemos tomando una funcién f : C¢ — C, como es conocido la condicién de Cauchy-
k

Riemann da una condicién suficiente y necesaria de holomorfia 8f = 0 o bien Z g—fdz1 =0,
Zi
de donde se obtiene el sistema sobre determinado de ecuaciones diferenciales:
0 0
Sf = ——RYS, 1.26
5SS =~ 5] (1.26)

para todoi=1,2,--- k.
Examinemos la forma de la ecuaciéon de Cauchy-Riemann para formas diferenciales f de bigrado
(0,1). Sea « una funcién compleja tal que:

Ou = f.

Resulta de la propiedad 00 = 0 que para la que la ecuacién anterior sea soluble es necesario que
Of = 0. Llamaremos entonces a esta forma diferencial "holomorfa”.

Si f= Z fidZ; en CF, entonces:

i=1

af = Z(af’ g—{")da/\dzj =0,

A
lo cual nos da el sistema de ecuaciones de Cauchy-Riemann para una forma diferencial f de
bigrado (0, 1):
ofi _ 9J;
aij az;’

(1.27)

para todo i, =1,--- ,k.

Tomemos ahora f una forma diferencial de bigrado (1, 1) ; si ddu = f, u se denomina el poten-
cial de la forma diferencial.

En una variable compleja dd® = 4(5;: + a—:g)d:c A dy por lo que dd° generaliza en cierto sentido
al operador de Laplace en el plano.

Consideremos el producto exterior de dd‘. k veces por si mismo: (dd)* = dd¢ A dd¢ A - -- A dd°
de donde
O0“u
(dd°)* = k!det = ,a,.,J H ’dz, A dz;. (1.28)
koo ‘
Ademas se verifica que H %dz,- A dz; = dV (forma volumétrica en R?¥) (véase la Sub-seccion

i=1
[2.2.2]). La ecuacién obtenida es llamada de Monge-Ampere y sera de importancia esencial en

la teoria de funciones pluri-subarmdnicas y la teoria del pluripotencial (véase la Seccién [3.1]).
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1.3. Propiedades locales de mapas holomorfos.

1.3.1. Comportamiento local

Un mapa f : C¥ — C* se puede considerar como un mapa de R?* a R2?*. Siendo z = =i + j¥
ademas de f;(z) = wui(z) + jvi(z) para todo i = 1,2,--- , k se tiene:

f . R2k S R2k

La matriz jacobiana asociada al mapa real seri denominada matriz jacobiana Jg f para distin-
guirla de la matriz jacobiana compleja Jc f (o simplemente J f asociada al mapa de C* en CF.
En estas condiciones Jrf y Jc f son matrices cuadradas y sus determinantes son los valores del
jacobiano en un punto dado. Se verifica que

| eS| = IIJcflI? > 0. (1.29)

Sea A, B matrices cuadradas del mismo orden, entonces:

En efecto, escribamos ademaés el determinante |Jg f| como:

Ouj | Ou;
IJRf | = det -g_% 6“ ‘- )
ozx; | Oyi

y usando la identidad previa ademas de las ecuaciones de Cauchy-Riemann para f se tiene el
resultado.

Conjuntos de nivel de mapas holomorfos Sea f : Cf — CF holomorfa. Aclaremos la

naturaleza del conjunto {z : f(z) = a} cuando |Jf| # 0 en un entorno de z. Del Teorema de la
Funcién Implicita g = f~! existe en un entorno de z. Entonces:

_6_z(f_l o f) = gf(z)f_l o 6zf + 6f(z)f—1 ong,

Puesto que f es holomorfa 8.f =0y ademés f~! o f es el mapa identidad (holomorfo) por lo
que 0,(f~! o f) = 0; se tiene: _
Bafto0,f=0.

Por la condicién del jacobiano se tiene entonces que
daf" ' =0.

Lo que establece que f es un biholomorfismo local bajo la condicién del jacobiano no nulo en
un entorno de un punto dado.
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Probemos ahora que {z : f(z) = a} es un conjunto discreto. Sea z € {z : f(z) = a} usando el
desarrollo de Taylor en torno de 2q:

fi(2) — fi(z0) = dfila = 0,
para todo ¢ = 1,2,--- |k, de donde se obtiene el sistema de ecuaciones lineales
dfla = Oa

con solucién tnica (de la condicién |J f|.,| = 0). Esto prueba que zp es un punto aislado.

1.3.2. Ceros de jacobianos en C* y Ck*!

De la Sub-seccién [1.2.1] consideremos nuevamente la conjugacién local:

g = h;ofoh; ! donde h; es un biholomorfismo local. En la Sub-seccién [1.2.1] se ha tratado acerca
de la conjugacion local en los entornos U; de CP*. Consideremos entonces el mapa levantado
F : Ck*t! —, Ck+! y tomemos para simplificar el entorno Uy y hagamos la siguiente pregunta:

;Siendo [zo: z1 : - - : 2] € CP¥, se cumple que [JF (29,2, ,z) = 0 81 y 5610 8i [T F) (s, ) = 0
para w; = %,i =1,2,--- ,k?.

Tomemos primero €} caso cuando f : CP* — CP* es tal que f(z) = [28 : f1(2) : ---fk(z)];
entonces el mapa levantado:

F(2) = (28, f1(2), -+ , fx(2)),

y el jacobiano:

dzd™! 0
af (z af
JF = 5120 —a‘;@
de donde:
(fr,---
IJF|(2() 21,0 ,2zk) — dl d— 1|_(f1—fk).,
12100, 6(21, . ’Zk)

y finalmente de la homogeneidad de los jacobianos se tiene:

|JF|(1,%,...‘§0&) = dljfl(%, (1.30)

130)

La igualdad obtenida establece por tanto que un jacobiano se anula si y sélo si se anula €l otro.

Ejemplo 11 Sea f : CIP2 — CP? holomorfa definida como:
f=[28: 2022 — 2§ : 23 +2232] , entonces |JF)(z,... »,) = 328(823 2122 + 92%22)
o bien:

|JF|(1'-%“"‘fzﬁ) = 3|Jf|(.%'...,;%)-
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Resolvamos ahora el caso general cuando fo # zg en f =[fo:---, fx]- De la homogeneidad de
los jacobianos se tiene, luego de efectuar calculos, que:

d— ~
WPl = f DN fla . o).

]

Donde zg # 0 y fo # 0. De aqui se tiene que un jacobiano se anula si y sélo si el otro también
se anula.

Ejemplo 12 Sea f = [zg +22:22-2%: zg + 2z§] , entonces;

y usando la férmula J f = —166"—;:%%3.

1.3.3. Conjuntos analiticos

Puntos regulares. Irreducibilidad.- Sea M una variedad compleja. Un conjunto analitico
sobre M se define como:

V(fi,---  fr)={zeM: fi(z) =---,= fr(2) = 0},

V es cerrado y si M es conexo, V es nunca denso en M.

Si f : M — N es un mapa holomorfo de una variedad compleja a otra entonces para V C N un
conjunto analitico, f~1(V) C M es también un conjunto analitico. En efecto, Sea z € f~1(V)
luego f(z) € N pero en N: existe ¢g; holomorfa para i = 1,--- ,7 tal que g;(f(z)) = 0. Esto
prueba dicho aserto.

Calculemos en un entorno de zp (en coordenadas locales) el jacobiano J(f1,--- , fr)(20). Si el
rango de dicha matriz es r, entonces a se llama punto regular del conjunto V. Ademas la
dimensién compleja de V en el punto 29: dim,,V = k — r. El conjunto de puntos regulares se
denotara RegV; el conjunto V' \ RegV es el conjunto de puntos criticos.

Para RegV se tiene las siguientes propiedades (véase [14] para las demostraciones):

Teorema 3 RegV C M, donde V es un conjunto analitico, es abierto en V y sus componentes
conezas son subvariedades complejas en M.

Del mismo modo:

Teorema 4 Fl conjunto V=V \ RegV de puntos criticos es un conjunto analitico distinto de
V.

Teorema 5 RegV es siempre denso en V. V¢ es nunca denso en V.

Se tiene del hecho que V\ RegV es un conjunto analitico que se puede obtener una descomposicién
de V en términos de variedades complejas de dimension decreciente.

V = RegV, U Reg(V \ Reg)n—1 U .

n = dim V. Andlogo al concepto de irreducibilidad para variedades algebraicas, introduzcamos
el concepto de irreducibilidad para conjuntos analiticos.
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Definicién 21 Sea V (conjunto analitico), D dominio contenido en M (variedad compleja)
V' es irreducible en D sino puede representarse como la unién de conjuntos analiticos en D
distintos de V. Ademds V es irreducible en a € V si en una vecindad suficientemente pequetia
U, el conjunto U NV es irreducible.

La siguiente caracterizacién de un conjunto analitico es importante:

Proposicion T Un conjunto V es irreducible si y solo si el conjunto RegV es coneco.

Demostracién: Asumamos V' cerrado en D. Sea S una componente conexa en RegV entonces
S =V;, Vo = RegV \ S. Son conjuntos analiticos en D: V = V; UV, (puesto que RegV es denso
en V).Puesto que V es irreducible: V; =V o Vo, = V. Como V,N S es vacio entonces V; = V por
lo que S es denso en V' y por tanto en RegV. De ahi S es cerrado en RegV pero de la condicién
inicial es también abierto en V lo que implica que RegV = S. Esto asu vez significa que RegV
es conexo. ;

Ahora supongamos que RegV = S es conexo y Vi, V2 son conjuntos analiticosen D: V = VUV,
entonces S; = SNV, (z = 1,2) son subconjuntos analiticos de la variedad compleja conexa S,
mas aiin S = S; U Sy por lo tanto algunos de los S;, sea éste Sy, es denso en S. Del Teorema de
la Unicidad para Funciones Holomorfas (véase [100] S = Si, por loque V =8 = §; c V;. Con
lo que se concluye finalmente que V = V; y eso implica la conexidad de V. D

De aqui se deduce el importante:

Teorema 6 Todo conjunto analitico V C D se puede representar como una union de conjuntos
analiticos irreducibles en este dominio.

Demostracién: Tomando la clausura de las componentes conexas de RegV ellas son por el
teorema anterior, irreducibles en D. O

Conjuntos analiticos y algebraicos. Como ya se ha examinado, un conjunto analitico de la
forma {z : fi(z) = --- = f+(z) = 0}, donde f;(z) son polinomios en C¥, se denomina variedad
algebraica o conjunto algebraico afin. Si los polinomios son homogéneos, como ya se vié antes,
el conjunto analitico se denomina conjunto algebraico proyectivo.

La caracterizacion mas importante de los conjuntos analiticos en el espacio proyectivo pertenece
a Chow (para detalles véase [49])

Teorema 7 (Chow) Todo conjunto analitico en CP* es un conjunto algebraico proyectivo (var-
iedad proyectiva).

Un corolario directo de este hecho es:

Corolario 2 La clausura en CP* de un conjunto algebraico (variedad algebraica) A C C¥ es un
conjunto algebraico proyectivo.

Demostracion: Sea A de dimension p tal que
fi(z)=---=f(2) =0 (z € A).

Sea A* el conjunto de ceros comunes en CP* de los polinomios homogéneos f}*(z) que proyec-
tivizan f;(z) parai = 1,---,7 en el entorno Up. Puesto que en C¥ = CP* \ Uj los ceros de J
y fi coinciden se tiene que A = A* \ (A* N Up) pero entonces la clausura de A en CP* es un
conjunto analitico en CPP*. Del Teorema de Chow se deduce que A es algebraico. O
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1.3.4. Germen analitico e ideales

Introduzcamos el concepto de germen analitico.

Definicion 22 Sea M una variedad compleja. Se denomina clase de gérmenes de conjuntos en
el punto a € M a la clase de conjuntos E, tal que E‘' NU, = E”" NU, para alguna vecindad de a.

Definicién 23 Sea M una variedad compleja, la clase [V] de gérmenes en el punto a € M,
donde V es un conjunto analitico V C M, se llama germen analitico ena € M.

Describamos la relaciénes que existe entre el germen de un conjunto analitico y los ideales que
se pueden definir sobre él:

Definicién 24 Sea V el germen de un conjunto analitico en a € C¥. El ideal I d(V) C O, es
el conjunto de gérmenes de funciones tal que para un conjunto aenalitico V representante de V
eziste una funcién holomorfa f € f con f€ Id(V), de modo que f = 0 en el conjunto analitico

V.

Estrictamente el anillo local de gérmenes esti definido en V c (C¥,a). Donde (C¥,a) es el
germen de conjuntos analiticos en a € C*.

Reciprocamente para cualquier ideal Z C O (nos limitaremos para simplificar al punto z = 0)
se le puede asociar, locus(Z), el germen de un conjunto analitico llamado el lugar geométrico
del ideal Z.

Definicién 25 Sea Z un anillo local de gérmenes holomorfos.Se dice que locus(Z) es el ger-
men analitico asociado a T de tal modo que existe un conjunto finito de funciones holomorfas
f1, f2,-+- cuyos gérmenes f1, f2,--- € O son tales que

V={z€eU: fi(2) = fao(2) =--- =0}
donde V C Uy C CF es un representante de V.

Puesto que 1O es un anillo Noetheriano, entonces él contiene el lugar geométrico de cualquier
ideal en O por lo que locus(Z) esta bien definido independiente de la eleccién de los represen-
tantes.

Ejemplo 13 Si V es el germen del conjunto vacio ¢ entonces id(V) = O, por otro lado, si V
es el germen de C* entonces id(V) = 0. Reciprocamente locus{z = 0} = C¥, locus,O = ¢.

Una serie de relaciones reciprocas entre el ideal de un germen analitico y el lugar geométrico de
un ideal tiene lugar por lo que el lector debe remitirse a las fuentes [49],[75].

Ejemplo 14 Tomemos Vi = {z € C2? : 21(2¥ — 22) = 0}, V2 = {2z € C? : 22(2% — 22) = 0}
representantes de sus respectivos gérmenes. Luego: z122(22 — 23) € id(V1) Nid(V2) C2 O pero
2123(22 — z3) ¢ id(V1) - id(V2) C2 O esto muestra que id(V1) +id(Vz) = id(V1 N Va) no se
cumple en general.

Pasemos a enunciar algunas propiedades de los gérmenes de conjuntos analiticos que pueden ser
caracterizadas algebraicamente

Definicion 26 Un germen V de un conjunto analitico es reducible si V = V, UVg (V,;, Vo
son gérmenes también) y ademds V; =V (i = 1,2). Un germen que no es reducible se llama
irreducible. -
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La caracterizacion topolégico-analitica para un conjunto analitico irreducible tiene su analogo
algebraico para gérmenes analiticos irreducibles:

Teorema 8 Un germen analitico V es irreducible si y sélo si id(V) es primo.
Anilogamente al caso de conjuntos analiticos se tiene:

Teorema 9 Un germen analitico V puede representarse como una unidon finita de gérmenes
V = V3 UVa---UV,, donde dichos gérmenes son irreducibles: Vi # V; V5 € Vi (j # k).
Ademds la descomposicion de V es unica.

Ejemplo 15 Sea V = {z € C2,(2; — 22)(21 + 2z2) = 0} un conjunto analitico reducible, sin
embargo en z = 0, V = {z; = zo = 0} es irreducible. Esto muestra que no existe una relacién
simple entre la irreducibilidad de un conjunto analitico y la de su germen en un punto dado.

Algunas cuestiones puramente analiticas de la teoria de mapas de varias variables complejas
pueden ser totalmente o parcialmente reducidas a cuestiones algebraicas. Algunas de estas cues-
tiones son de interés para la dinamica. Primeramente introduzcamos la siguiente:

Definicién 27 La funcion f : V — C (V es un conjunto analitico) es una holomorfa en V si
para todo z € V, eziste V, C C¥ y una funcion holomorfa f, en V, tal que flv.nv = f:lv.nv-
Ademds, un mapa F : V — W (V, W son conjuntos analiticos ) es holomorfo si entre cualquier
abierto de V: Uy C CF y cualquier abierto de W: Uy C C” eziste un mapa cuyas coordenadas
son funciones holomorfas de V. El mapa F se llama biholomorfo si es holomorfo y tiene inversa
holomorfa.

Las funciones holomorfas en V forman un anillo que se denotara como yO. Puesto que este anillo
contiene a C entonces y (O puede tener estructura de un &algebra sobre los mimeros complejos.
Definamos ahora el germen de una funcién holomorfa en z € V.

Definicién 28 Sean Uy, U, abiertos en V (compacto analitico), f1 €y, O, f2 €y, O si filw =
folw donde W C Uy NUsz se dice que son equivalentes entonces una clase de equivalencia se llama
germen de una funcion holomorfa en z € V. El anillo de gérmenes de funciones holomorfas en
el punto z € V se llama anillo local de V en el punto z y se denota vO,, lo mismo gue su lugar
geométrico se denota como V.

Se verifica 1a importante propiedad algebraica:

Teorema 10 V (conjunto analitico) contenido en C¥, z € V, entonces yO, = k0. /id(Vz).
Ademds, el anillo yO, es un anillo local noetheriano.

Demostracién: Sea el germen fv € yO, entonces fy = f|y donde f € O, de este modo el
mapa f — f|y es un homomorfismo de dlgebras y su micleo es id(Vz) C O, de ahi se tiene
vO, = 1 0./id(V3z). Puesto que xO, es Noetheriano y del isomorfismo se tiene que y O, es un
anillo local Noetheriano, siendo los elementos distintos de la unidad en yO, los gérmenes nulos
de funciones holomorfas en z. O

Las propiedades algebraicas de los anillos locales reflejan propiedades globales:

Teorema 11 Sea V el germen de un conjunto analitico V C CF. El anillo local y©O es un
dominio integral si y solo st V es wrreducible.
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Demostracién: Si V es un germen en el origen y V' un representante, entonces v O = O/id(V)
entonces v O es el dominio integral si y sélo si el ideal id(V) C xO es un ideal primo. Eso, sin
embargo, es equivalente a afirmar que el representante arbitrario V es irreducible lo cual implica
el resultado esperado. O

Para mas detalles acerca de los gérmenes de conjuntos analiticos y los gérmenes de funciones
holomorfas véase [14], [45], [49], [75], etc.

1.3.5. Mapas holomorfos en coordenadas locales

Grupos de transformaciéon GLC, PGLiC— Se define el grupo GLiC en el espacio afin
C*¥ como el conjunto de matrices n X n con determinante no nulo. Este conjunto es en si, un
abierto en el sentido de Zariski en dicho espacio(el complemento de la variedad determinada por
det A = 0). Por otro lado GL;C esta dotado con la operacién usual de multiplicacién de matrices
y es por tanto un grupo algebraico. El grupo de transformaciones proyectivas PGL;C se define
como el cociente GLxC/ ~ donde la relaciéon de equivalencia estd dada por:

A,B € GL;C son equivalentes si existe r € C, tal que: A= 1rB.

De este modo PGL;C C CP+* -1 representa también un grupo algebraico.

Acciones de grupo.- La acciéon de un grupo algebraico G sobre una variedad algebraica X C
CN se define como el mapa ¢ : G x X — X el cual satisface las reglas de composicién de
mapas, es decir: sea f, g elementos de G entonces ¢(f, (g, P)) = ¢(fg, P) donde P € X. Una
accién proyectiva sobre una variedad X ¢ CPV se define como la accién del grupo algebraico
PGL;C sobre X. Adicionalmente, si se exige que la accion del grupo PGL;C sobre X tenga un
levantamiento sobre el anillo coordenado homogéneo S(X) = K [Zy, - , Zx] /I(X), es decir para
o existe el mapa ® : G x S(X) — S(X) , se tiene entonces que la accién del grupo proyectivo
es lineal (véase [52]).

Estrictamente G L1 C es el grupo de automorfismos biholomorfos para CP*. Veamos esto més de
cerca: Sea A € GLi+;C definida como A = {a;; € C: 0 <14,j < n} y definamos la accién sobre

un elemento Z = [zp:---: 2,] como p(A,Z) = |Xj_gaojzj: - " E};oanjzj]. Evidentemente
esta aplicacion es un automorfismo biholomorfo en CP*. Sin perder generalidad tomemos el

biholomorfismo hg : Uy — CP* tanto en la pre-imagen como en la imidgen de ¢(A, Z) donde se
toma un Z y un W en los respectivos entornos Uy . De este modo:

donde z;- = 2zj/zp para 1 < j < k . Queda definido entonces para C* una familia de transforma-
ciones similar a la de Mobius para C la cual resulta ser la familia de automorfismos biholomorfos
en C* . Al igual que en la dindmica unidimensional, las transformaciones proyectivas acarrean
el concepto de conjugacion:

Definicién 29 Sean dos sistemas dindmicos (M, f) y (N,g) donde M y N son va-

riedades proyectivas de CP* y f,g son mapas holomorfos en CP*¥. Entonces dichos sistemas
se denominan conjugados si eziste un mapa biholomorfo h : CP* — CP* tal que se cumple la
relacion de conjugacién f = h togoh .
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Sea h una transformacién proyectiva lineal sobre CP* tal que h(M) C N y (M, f) y (N, g) dos
sistemas dindamicos.

Si tomamos las copias biholomorfas locales en C¥ via los biholomorfismos locales tenemos que
la conjugacion en CP* induce una conjugacién por mapas de Mobius multidimensio-

nales en C*. Es una tarea inmediata comprobar que cualquier concepto de dindmica local en
(M, f) tiene su correlato en su conjugado (N, g) por lo que ambas dindmicas pueden considerarse
idénticas localmente. En efecto tomemos por ejemplo § no-errante en CP* | si z € U entonces
para un ng dado : f*°(U;) N U, # 0 pero entonces si w = h~1(z) se tiene que h~1(U,) C U,
de donde f™ o h~1(Uy,) C f™(U.;) C U, de donde se obtiene que para cierto entorno de w se
cumple g™ (Uy,)NU,, # 0.

Comentario 5 Otra manera de ver el grupo de transformaciones proyectivas consiste en tomar
el sub-grupo H de G L4+ C consistente en los elementos que dejan invariante larecta [29 : 0 : - - : 0]
entonces:

Ejemplo 16 Sea p un punto homogéneo respecto al mapa holomorfo f :
entonces localmente conjugada en p al mapa de la forma

(z,w) — (P(2,w),Q(z2,w)),

donde P y @ son polinomios homogéneos de grado d.
Para probar esto primero asumamos que p = [0 : 0 : 1], con esto no perdemos generalidad. Ahora
bien, en coordenadas homogéneas f puede ser escrita como

flz:w:t] =[P(z,w) : Q(z,w) : R(z,w,1)]

para polinomios homogéneos P, Q@ y R de grado d con R(0,0,1) = 1. Por tanto, se tiene en
coordenadas locales de C2 que:f(z,w) = (P(z,w)(1+ ), Q(z,w)(1 + 1)) siendo 7 algin germen
que cumple 7(0,0) = 1.Puesto que f termina siendo un mapa que se contrae en (0,0) entonces
podemos definir:

¢=JJa+no )"
=0

Con el cual, el mapa (2,w) — (2¢,w¢) es el mapa que conjuga f con (P, Q), que es lo que se
queria probar.

1.3.6. Conjuntos de Fatou y Julia

La discusién acerca de la estabilidad (en el sentido de Liapunov) de una érbita bajo la familia
{f"}ncz+ lleva en la teoria clisica de CPP! a los conceptos de conjunto de Fatou, Julia. La defini-
cién de estos conjuntos esta intimamente asociado al concepto de familia normal. En particular
el conjunto de Fatou para un mapa racional en CP! se define como el conjunto en el que para un
elemento arbitrario z se tiene un entorno U, en el cual la familia { f"},cz+ es normal (véase [3]).
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En este contexto la equivalencia entre normalidad y equicontinuidad en CP! establecida por el
Teorema de Arzels-Ascoli es vital para la estabilidad. En C* o CP* (k > 1) esta equivalencia
entre normalidad y equicontinuidad no subsiste por lo que es necesario establecer los conceptos
relativos a la estabilidad de 6rbitas directamente a través de la equicontinuidad de {f"},cz+:
En el caso de CP* (k > 1) se tiene los siguientes enunciados:

Definicién 30 Sea f un mapa racional, f € Mgy, el cual es algebraicamente estable. Se define
entonces los siguientes conjuntos asociados a f:

- p € F(f) (conjunto de Fatou) si existe una vecindad U, tal que la familia es equicontinua
en U,. ’

- El conjunto de Julia Jf es tal que Jf = CP* \ F(f).

A continuacién nos limitaremos a comentar algunos resultados y definiciones cuando f € Mg4.
Introduzcamos los conjuntos de Fatou de indice {. En particular quedara claro que Fy(f) y Jo(f)
son los conjuntos de Fatou y de Julia usuales.

Definicién 31 Sea f un mapa holomorfo, f € Hq, f : CP* — CP*. Sea ademds 0 <1< k—1.
El punto p pertenece al conjunto de Fatou de indice l, Fi(f), si existe U, tal que para cualquier
q € Uy eziste una variedad compleja V,; de codimension l que pasa por q y f™ es equicontinua
en Vo NUp.

De la definicidn se tiene:
Fo cFkhcC---C Fg_1,

correspondientemente J;(f) = CPF \ Fi(f) son los conjuntos de Julia de indice {. El conjunto
Jo(f) corresponde al conjunto de Julia J(f) definido previamente.

Teorema 12 Sea f un mapa holomorfo, f € Hq, d > 2. Jo(f) # 0.

Demostracién: Supongamos lo contrario: Fo(f) = CP*. La equicontinuidad de la familia {f n}
en todo el espacio implica que el limite de la sub-secuencia {f™} hacia una funcién holomorfa
de grado finito F. Esto contradice que grad(f™) es ilimitado. La contradiccién muestra que

Jf#0. )

En lo anterior es de interés conocer el nimero de 6rbitas periédicas para f € Hq (d > 2).
Teorema 13 Sea f € Hy (d > 2). Ezisten infinitas érbitas periédicas.

Para la prueba consiiltese: [38).
Pasemos a definir las componentes de Fatou para f € Hy (d > 2).
Definicién 32 Una componente de Fatou Q) para f es una componente coneza de CP* \ J.

Recordando la definiciones de periodicidad (véase [61]) se dice que Q C CP* es periddico si
f(Q) = Q para algiin n > 1, y ademés teniendo en ¢uenta la definicién de conjunto errante, se
puede senalar que cuestiones tales como la periodicidad y la existencia de componentes errantes
para el conjunto de Fatou no se encuentran resueltas para k > 1 (para k = 1, por otro lado. se
prueba que no existen componentes errantes, véase [107].
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La nocién de hiperbolicidad de Kobayashi resulta ser la herramienta tedrica que sustituye al
Teorema de Montel en CP!.

Si M es una variedad compleja, consideremos la familia de aplicaciones holomorfas

¢ : D(disco unitario) — M

tal que p(0) = p, ' (0) = cf dondep € M y £ € Tp(M). En estas circunstancias, la pseudométrica
Kobayashi-Royden se define como:

Definicién 33 Sea N (subvariedad) C M (variedad compleja). N es hiperbélicamente inmersa
st existe una constante C > 0 tal que:

para todo (p,£) € Ty y |€| es la norma hermitiana de £.
Se verifica la siguiente relevante propiedad para una componente de Fatou:

Teorema 14 Sea f € Hq (d > 2). Una componente de Fatou Q2 de f es hiperbdlicamente
nmersa.

Para la prueba véase [103].
Aqui no desarrollaremos mas la teoria de los conjuntos de Fatou-Julia en CP* ni sus implicaciones
dindmicas. Para detalles véase [38, 103].
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Capitulo 2

Corrientes positivas cerradas y
funciones pluri-subarmonicas en CPF

En este capitulo se exponen algunas herramientas del analisis complejo a ser usadas mas ade-
lante. En la primera seccién se repasa las definiciones fundamentales acerca de las formas dife-
renciales, las operaciones que se pueden definir en el espacio de formas y las propiedades mas
importantes. Para mayores detalles sobre esta seccién se puede consultar [17], [35], y [119]. La
siguiente seccién introduce las formas métricas y de volumen lo cual en cierta forma adelanta la
introduccion de las formas diferenciales positivas. Aqui ademas de introducir las formas métricas
fundamentales tanto para C*¥ como para CP* se introducen las respectivas formas volumétricas
en dichos espacios considerandose algunas propiedades importantes tales como el Teorema de
Wirtinger y otros ademads de la definicién de otras formas diferenciales auxiliares asociadas a la
geometria de dichos espacios. En la iltima parte de dicha seccién se estudian las formas difer-
enciales positivas partiendo del concepto de positividad para formas diferenciales introducido
por Lelong (véase también [14], [17], [69], [74] y [101]).La Seccién [2.3] es un repaso breve de la
teoria de distribuciones. En este tratamiento se enfatiza el papel que juegan los diversos espacios
funcionales dotados de la 7-topologia definida por semi-normas. Las distribuciones son definidas
entonces como los espacios duales de funcionales lineales. Algunas propiedades son estudiadas
como introduccién a la teoria de corrientes que se expone en la siguiente seccién (para mas
detalles de la teoria de distribuciones véase [57], [97] , [99]). La teoria de corrientes es expuesta
en su forma mas general sin apelar a ninguna estructura compleja tal como fueron definidas
por De Rham partiendo de los diversos espacios de formas diferenciales reales [19]. Muchas de
las propiedades expuestas en esta seccién para las corrientes guarda estrecha analogia con la
teoria de distribuciones (para otras referencias véase ademds, [34], [85], [88]). En la siguiente
seccidn, y en analogia a las distribuciones positivas introducidas en la Seccién [2.3] se definen las
corrientes positivas y cerradas las cuales resultan tener soporte compacto y otras propiedades
intimamente relacionadas al andlisis complejo y la geometria [14],[17],[55],(101]. Hasta este punto
el material cubre una exposicién general de los fundamentos de la teoria de formas diferenciales
y corrientes, por lo que en la iiltima seccion se cambia un poco la tematica para estudiar diversas
propiedades de las funciones pluri-subarmoénicas (PSA) las cuales, como se vera en el Capitulo
(3] tienen intima relacién con las corrientes y otros abjetos analiticos (para mas detalles véase

(18], [48], [55], etc).
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2.1. Formas diferenciales en variedades complejas

En esta seccién, se expone brevemente algunos aspectos de la teoria de formas diferenciales en
variedades complejas. Se ha considerado las formas diferenciales en variedades complejas como
secciones continuas (o diferenciables) del fibrado cotangente de la variedad compleja en la cual
ellas se definen. Esta nocién es conveniente pues permite considerar dichos objetos independiente
del sistema de coordenadas locales a usar. En el caso de formas diferenciales de grado superior,
dicha definicién de formas nos permite construir rapidamente las secciones correspondientes
a fibrados méas complejos. Esta manera de ver a las formas diferenciales, naturalmente puede
repetirse en el caso que aquellas se definan en una variedad suave arbitraria con coordenadas
locales en R™.

2.1.1. Formas diferenciales de bigrado

Sea M una variedad C*®, 2k—dimensional y con coordenadas locales en R?*. Para esta variedad
podemos introducir en un punto z = (z1,¥%1, - ,Tk,yk) de su representacién coordenada, sus
espacios tangente y cotangente: T M , T M respectivamente. Estos espacios son como es sabido
espacios lineales 2k—dimensionales en R. Si procedemos a complexificar dichos espacios (véase
[35], pag 66) bajo la hipétesis adicional que M es también una variedad compleja k-dimensional,
entonces los espacios tangente y co-tangente resultantes en z = (21, -+ ,2x), 2i = T;i + y; son
los espacios vectoriales complejos k—dimensionales a los que denotaremos como T, M€ y T M€
respectivamente. Es también conocido [35] que una base del espacio T, M€ es:

o o o
{6_2:‘,6_2;}, 7"‘1,2,' k. (2.1)

Llamamos también a T, M€ el espacio vectorial k-dimensional de vectores tangentes.
Tomemos el espacio vectorial dual Ty M€ y denotemos la base como:

{dz,,di,} i=1321"' aka (2'2)

T; M€ sera denominado espacio vectorial k—dimensional de vectores cotangentes (covectores).
Como es sabido, por dimension se entiende la dimensién compleja del espacio lineal complejo
(véase [45]).

Recordemos que un campo vectorial asigna de forma continua a un punto z € M un elemento
del espacio vectorial. En caso de definirse un campo vectorial en M la continuidad se establece
por medio de la topologizacién del fibrado tangente J ¢, T M€ (véase [100]).

Concretamente, en el caso que el espacio vectorial sea T M€ y siendo la base:

{Bizi’ 562—!}, i = 1,2,---k se tiene que un campo vectorial con elementos de T, M es una
expresion de la forma:

donde a;, b; € C®(M); el campo vectorial se dice que es de clase C. 1
De esta representacién se establece la siguiente descomposicion del espacio tangente en el punto

zeM:

'En la Seccién [2.4] se definira otros espacios vectoriales de formas diferenciales definidos por la clase de
funciones a las que pertenecen sus coeficientes.
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T_M°=T,M®T.;M.

Por otro lado, en el caso de las formas diferenciales expresadas con elementos de T; M€ se tiene:

k
u(z) = Zui(z)dz,: +vi(2)dz; z € M.

=1

La cual es una forma diferencial de bigrado del tipo mas simple, a saber, la suma de una forma
de tipo (1,0) y de una de tipo (0, 1) . De aqui también se deduce la descomposicién del espacio
co-tangente:

;M =T;M&T:M.
En lo ulterior nos restringiremos al espacio co-tangente y a las estructuras de fibrado que se
obtienen de él (para mayores detalles sobre los fibrados véase [17],(45]).
Recordemos sélo de manera breve como se construye para un fibrado tal como el co-tangente
T; M un nuevo fibrado el cual es formalmente una potencia del producto exterior A aplicado
sobre este espacio. Como es conocido la p—ésima potencia AP V de un espacio vectorial V es el
cociente del espacio de tensores V ®- --® E de rango p con el sub-espacio cuyos elementos son de
la forma v1 ® - - - ® vp — 8gN(0) V(1)@ - - ® Uy (p) donde el simbolo o se refiere en este caso al signo
de la permutacién del conjunto {1,--- ,p} (véase también [34]). Se sabe entonces que si V tiene
dimensién k entonces la dimensién de APV serd (f) ). Visto esto de una forma m4s constructiva
se tiene a partir de las proyecciones del fibrado T M sobre M tenemos para un punto z € M el
conjunto de las fibras a las que denotaremos por 7~1(z). Tomando ahora el producto AP 7 ~!(z)
tal como se acaba de definir entonces se tiene las secciones del fibrado AP T M. Esta construccién
se puede repetir en otros casos, por ejemplo cuando consideramos los fibrados obtenidos después
de la complexificacién de T; M. En tal caso, al repetir el procedimiento en relaciéon a la p-ésima
potencia exterior del espacio de fibras se obtienen las secciones que definen los fibrados A?*Y T* M
Yy sus secciones.
Demos entonces una definicién general de una forma diferencial de bigrado (p, q):

Definicién 34 Una forma diferencial de clase C*® en una variedad compleja M es una aplicacion
de un punto z € M a una seccion C* del fibrado AP T; M€. Donde T; M€ es el complezificado
del fibrado co-tangente en el punto z.

En lo que sigue, no habréa distincién en denotar el conjunto de formas diferenciales (secciones)
con el mismo simbolo usado para denotar el respectivo fibrado.

Consideremos entonces el espacio vectorial de formas diferenciales A”? T M€ para z € M (véase
[69], es decir el espacio vectorial de las formas diferenciales de bi-grado (p, q), y escribamos la
base de este espacio:

{dzla dfj}, I= {7:1’"' vip}’ J= {.71 sjq}-

Donde 7, J son multi-indices definidos como:

De esto se tiene entonces que, una forma diferencial de bigrado (p, q) en z € M se define como:

u(z) = Z‘U.]‘J(Z)dZ] /\dz,] I= {ila"‘ ’iq}s J= {.71 e -.jr}'
1,J '
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Los I,J expresan en este caso un elemento de la base cuya cardinalidad también es (l;) X (’;)
para z fijo.

Comentario 6 Como se vera en la Seccién [2.4) podemos imponer diversas condiciones sobre
las secciones de los fibrados para asi obtener diversos espacios topoldgicos lineales de formas
diferenciales. La definicién de las formas por medio de fibrados nos permite la representacién de
una forma sobre una carta independiente de las coordenadas (véase [35, 69]).

Comentario 7 De las relaciones conocidas entre la bases {dz;,dZ;} con:

{dz1,dy1, - ,dzTy,dyr} se tiene que, reciprocamente, las formas complejas de bigrado pueden
escribirse como formas diferenciales de grado simple con coeficientes que son en general funciones
complejas. Veamos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 17 Sea u € /\1’1 T:M¢donde z€ M CC2?2yu(z) = fdzy Adz2 y f € C>®(M).
Luego de efectuar las transformaciones:

u(z1,y1,x2,y2) = fdz1 Adza + fdy1 A dyz + gdy1 Adz2 — gdz1 A dye,

donde f = f(z1,y1,z2,y2) € C®°(M,C) y ademés g =if € C°(M,C), M esta ahora expresada
como una variedad en R? y C*°(M,C) representa los mapas de M C R* a el conjunto de
nimeros complejos. ;Es la forma v un elemento de A?T*M?. Si nos atenemos a la definicién
de un espacio lineal real entonces esta R—forma diferencial no pertenece a /\2 T:M y sélo en su
forma compleja de bigrado es admisible en el espacio /\1’1 TyMc.

Este ejemplo nos advierte acerca de la cautela que hay que tener al hacer cambios de bases en
el espacio vectorial recipiente de las formas diferenciales.

2.1.2. Operaciones en el espacio de formas diferenciales

Producto cuna- Las propiedades iniciales del producto cuiia para formas diferenciales obede-
cen a las leyes generales del algebra multilineal (véase [34], Cap.1) Partiendo de esas propiedades
pasemos a definir algunas cuestiones relativas al producto cuna para formas diferenciales com-
plejas.

Empecemos por el caso de formas diferenciales de grado simple definidas en una variedad C.
Sea u € NPT:M, v € N9T2M (M variedad C* , dimM = m) ), se define el producto cuiia
como la forma uAv € APTITaM p+g<m

u = ZUI(I')dxl
v = ZvJ(x)de

uAv = Y u(z)vy(z)dey Adzy 1,0 C{l,---,m}.
I,J

Veamos ahora el caso de las formas de bigrado. Sea u € A" Ty M€, v € N>t T*M¢ donde M
variedad compleja , dimM =m '

u= Zu;ﬂ;(z)dz; ANdZy, v= IZ]: vy g (2)dzp A dzy
1,J ' J’
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y se tiene que

uAv= Y upj(2)vp g (2)dzr Adzg Adzp Adzg.
1,1'J,J’
Maodificando el orden de los factores y teniendo en cuenta la relacién fundamental:

dx A dy = —dy Adz,

tenemos:
uNv= Z a]”,‘]lle]” N dEJII,
III,J,,
donde [I"| = g+ s < m,|J"| =7+t < m. Ademés am g = (I, I')(J, J')(—1)%u; ;(2)vp 5(2)
donde (7, I’), (J, J') son las paridad de las permutaciones {3, ig, - - - 1 lgy 87,00, 15} € {1,2,--- ,k}
y {jl’j2" . ajr’jis' o ’Jé} g {112’ e ’k} ademas I” = {i,ll" . ’i:]’-i-s} con 1',1, < Zg <---< illll-f-s’
y también: J* = {j7,---,j/,,} con j{ < j¥ <--- < j",,.
En el caso particular:
u= ury(2)dey Adzg,v = Y upg(2)dzp Adzy || =|J|=q, |I|=|]|=s,
I I.J
se tiene que: uAN\v = ZaIII,JIIdZIII N dlel donde |I"| = IJ"' =q + s S m . Ademés

ap g (z) = (-1)Pur g(2)vr, g (2).

Derivada exterior- Formalmente d es el operador lineal:

p+1

p
d: C{\T*(M) — CY( N\ T* (M)
donde M es una variedad C® y C(AP T*(M)) es el espacio lineal de formas diferenciales con

coeficientes en C!(M, C) (véase Seccién [2.4] para més detalles). En estas condiciones y tomando
en cuenta la forma del operador diferencial d:

9
d= Z a—xidl'i,
i=1

se tiene la siguiente férmula en coordenadas locales: u € AP T: M

du=Y»_ " OUs s A dz;, (2.3)
7 I

B:c,-

donde I € {k;p} de donde se verifica:
-d*>=0
- d(u Av) = du A v+ (—1)%9%y A dv (Regla de Leibnitz).
Recordemos ademas que una forma u es cerrada si du = 0 y se llama exacta si © puede ser

escrita como u = dv, para algin v. . _
En el caso que M sea una variedad compleja introduzcamos los operadores fundamentales J.

(véase la Sub-seccién [1.2.4]):

r+1,s

d: C‘(K T*M) - C'7'( \ T*M),
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donde Ou = z 8u1

i

Del mismo modo para ]

; ANdzy NdZj.

r+1,s

3:CY /\T*M)—»Cl N M),

o
donde du = ZZ ur ANdzy ANdZj.

Comentario 8 Las formas con coeficientes holomorfos pueden denominarse de manera natural
como formas holomorfas de donde si w es una forma holomorfa dw = 0.

En el caso del operador dd® = %35

r+1,s+1

dd° C‘/\T*M)—»C"‘2( N\ T*M),

0%u —
donde dd®(u) = ZZ I dz,- A dzj A dzr A dzy puesto que d = O + 0 y ambos operadores
,J I,J
complejos operan sobre sub-espacios complementarios entonces ellos deben de satisfacer inde-
pendientemente la regla de Leibnitz.
Para dd° se tiene entonces:

dd®(u Av) = %65(u Av) = %B[Eu Av+ (—1)%9%y A ] = %[aéu A v+

+(—=1)%e94+18y A Gv + (—1)%9%Gu A v + (—1)2%9%u A HBv).

Finalmente:

dd®(u A v) = dd°u A v+ u Addv + (—1)%%9%[u A Dv — Bu A ). (2.4)

Aplicacién directa (pull-forward). Aplicacién inversa (pull-back)- Consideremos las
aplicaciones entre espacios de formas diferenciales que son inducidas por mapas entre variedades
diferenciables o complejas.

Sea F : M — M un mapa entre dos variedades C* (o complejas). Sea F un difeomorfismo

C® 0 un biholomorfismo.
Primero consideremos la aplicacién inversa inducida sobre las clases C*(M), C“’(M ) (s = 1):

F: C(M) — C*(M)
f = [foF

Consideremos ahora la aplicaciéon directa que se induce entre espacios tangentes.

F.: T:M — TpyM
16 _— ‘F*a.

Tomemos ¥ € CY(M) y F.a(y) se define como:

F.a(y) = a(Fp) = a(po F).
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Esto se puede extender directamente a los campos definidos por multi-indices:

o o
FY a;(x)a—xl(w) => a’(x)a_@(d’ oF).
Consideremos ahora la aplicacién inversa sobre el espacio cotangente
F*: Tp,M — T:M

w —s F*w,

donde (F*w)(z) = > ;wr o F(z) - det(g—g-)d:c] donde F; son las componentes de F segiin el
multi-indice 1.

Enumeremos algunas propiedades que satisface el pull-back de formas diferenciales.
Se verifican las siguientes relaciones:

a) F*(wy + w2) = F*w; + F*we; wy,ws € /\pTz*JF\Z.
b) F*(w; A w2) = F*w) A F*we; (pull-back preserva el producto cuna).
) F{(F3(w)) = (F1 0 F2)*(w).
d) dF*w = F*(dw); w es de clase C'.
En particular si w es cerrada, F*w también lo es.

Integracion de formas diferenciales- Consideremos una variedad M suficientemente dife-
renciable. Primeramente establezcamos la siguiente:

Proposicion 8 Sea U C M Si F : U — F(U) es un difeomorfismo que preserva la orientaciéon
P

(en particular un biholomorfismo); ademds w € U /\ Tp(;)¥(U), donde dimU = p, entonces
z€U

Demostraciéon: Tomando en fw(U) w el cambio de coordenadas z = ¥~ !(¢) y usando la defini-
cién de pull-back se deduce el resultado. O

La integral de la forma w sobre M (de clase C*°) es definida primeramente para k—células, esto
es mapas suaves de cubos k—dimensionales. Supongamos que la imagen del cubo Q¥ esta en los
limites de la carta entonces, la integral

UJ=/ ZwJO'ya(zjl,.”’xjk)dtll\-”,/\dtk.
v Qk 7 a(tla'.' ,tk)

Si 7(Q¥) esta fuera de una carta es necesario usar una particién de la unidad en {U,}. De donde

El concepto de integral puede luego ser expresado a cadenas k—dimensionales. El conjunto de
cadenas k—dimensionales puede ser considerado como un grupo abeliano con la operacion de

adicion de coeficientes.
Usando coordenadas locales y particion de la unidad se puede introducir el concepto de integral

sobre un dominio con borde orientable, de ello se tiene el importante:
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Teorema 15 (Stokes) Para la forma w de grado k — 1 en M (variedad k-dimensional, ori-
entable), D C M :
/ w = / dw.
oD D

Comentario 9 Si tomamos w como forma compleja entonces w es de bigrado (k — 1,k — 1). Si
se cambia el operador d por d o O entonces el bigrado de w sera (k,k —1). (k — 1, k).

Para la prueba véase [119].

Comentario 10 La férmula de Stokes es véalida para los conjuntos analiticos (véase (14]).

Ejemplo 18 Generalicemos la férmula integral de Cauchy para f € C*°(A), donde A es un

disco en C.
Consideremos la forma diferencial

_ 1@,

2tz —w

diferenciando
_ Of(2)dzndzZ

0z z—w

dn

Sea A, = A(w,€). Aplicando el Teorema de Stokes:
L/ f(2) de — 1 f(2) dz+ 1 / ﬂdz/\df
a A

27t Jon, z—w  2mi Jop z—w 27t Ja_n, O0Z z—w

Haciendo z — w = re®:

dz AdzZ = —2irdr A d6.

Ademas o
1 .
L @ gy L7 fw + ee®)do.
27t Jop, 2 —w 27 Jo
. .. .. . OfdzANdz
Pasando al limite la expresién principal y teniendo en cuenta que [ B s o es absolutamente
integrable sobre A, se tiene:
1 z 1 0fdzANdz
pwym k[ S g L[ Ordznds
27t Jgp 2 —w 27t Jp 0Z z —w

2.1.3. Grupos de cohomologia

Citemos sin demostracién una serie de resultados que corresponden a Is teoria cohomoldgica de
variable compleja. Para una exposicién exhaustiva véase (17, 45], etc.

Cohomologia de Dolbeault y De Rham. Sea M una variedad compleja de dimensién k
ademas sea z € M. Denotemos por

‘ (g+r=Dp)

las formas cerradas por el operador 0 y 0 respectivamente de bigrado (g, 7). Definamos ademas:
g _ q.r
S(N\T:M) = {Bw Jwe /\T;M} :
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analogamente:
q,r 9,7
N\ T: M) = {6w Jwe /\T;M} .

Teniendo en cuenta que 82 =0 y

q,r

A(NT; M) c zZ™'T; M,

obtenemos los grupos de cohomologia de Dolbeault:

q,r—1
HE™ (M) = 29"T;M/3( [\ T:M). (2.5)
Notemos que si f es un mapa holomorfo de M a N entonces se induce un mapa f* : Ha‘i"r(N ) —

H g" (M).
Enunciemos el importante:

Teorema 16 (Dolbeault) En un policilindro A de C*: H 5 (A) =0 con r > 1. En particular
si una forma diferencial es O— cerrada entonces es localmente ezacta.

Consideremos ahora los grupos de cohomologia De Rham. Tomemos ahora una variedad difer-
enciable M y el espacio de formas diferenciales AP T* M. Sea ademds ZPT*M el sub-espacio de
p—formas cerradas con z € M y definamos:

P P
d(\T*"M) = {dw Jw € /\T*M} .
Ahora, del hecho que d(AP “LT*M) C ZPT*M, se define:
ZPT*M

HOp(M) = 2.6
el cual es un grupo de cohomologia de De Rham.
En estas condiciones se verifica el siguiente
Teorema 17 (De Rham)Para los grupos de cohomologia:
HYR(R™) =R, n>1,
Hpr(R™) = 0. (2.7)

FEn particular en un entorno de un punto de R™ una forma cerrada es localmente eracta.

2.2. Formas métricas y de volumen

2.2.1. Formas de Fubini-Study-Kahler

Definicién 35 Sea M una uariedad compleja y sea 2] coordenadas locales. Tomemos una sec-

cion C*, g;’ﬁ(z) de T*M° ® T*MF¢ tal que: gjo.’ﬂ(z) = g;"ﬁ(z) y ademds:

> g7 2 0. (2.8)

a,f=1
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Aqui la igualdad se realiza st y solo si ( = 0. Una métrica hermitiana en M se define como:

n
2= ) ¢f(2)de @z, (2.9)
a,f=1

o bien, considerando las coordenadas locales y la definicién del producto tensorial (véase (35])
la forma hermitiana se puede expresar simplemente como:

n
- > P asgad
a,f=1

Teorema 18 Para toda variedad compleja M eziste al menos una métrica hermitiana en M.

Demostracion: Tomemos Y = {U;} una cobertura localmente finita de M. En U; tomemos
las coordenadas locales (zl, ceey, z;‘)
Hacemos previamente un cambio de notacién conveniente usando el delta de Kronecker:

n n
D dz)dz) = z 6aﬂdz;.*dz§’
A=1

a,f=1

y tomemos una particién de la unidad subordinada a U {p;} donde {z/p;(2) > 0} C U;. Defi-

namaos: =
= S oY dzaz)]
j A=1

una forma cuadréatica y probemos que cumple las condiciones para ser una métrica de Hermite.

A
Usando un cambio de coordenadas: dz]’-\ = Z a;i:dz,‘:. Luego:
a
n
ds? = z gkag(z)dz,‘:dif, (2.10)
a,f=1
—A
donde gkap = Z p;( z) J. ——3 entonces gxad = gkBa- Falta probar la positividad de la forma
1A
(2.10). En efecto:
=B
D graplC =

a,B

O

Pasemos ahora a definir una métrica de Kihler, denominada en la literatura como métrica de
Fubini-Study-Kahler. Hay que recordar que existe una corespondencia biunivoca entre las formas
hermitianas y las formas diferenciales positivas por lo que se usard de aqui en adelante estas
ultimas en los cdlculos. -
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Definicién 36 La métrica hermitiana w sobre M (variedad compleja)

(2.11)
es de Kdhler si dw = 0.

Demos una caracterizacién de las formas de Kahler.

Teorema 19 Sea w una forma hermitiana. w es una forma de Kahler si y solo si existe una
funcion diferenciable K; sobre cada Uj; tal que w = 00K sobre Uj.

Demostracién: Probemos que w = ) wagdz® A dzP satisface dw = 0 en un abierto U si y solo
si existe f € C*™ tal que w = 90f.

En efecto: sea w = 89 f luego dw = 0. Sea ahora dw = dw + Ow = 0 luego puesto que Sw es de
bigrado (2,1) y 0w es de bigrado (1,2) se tiene w = 0 y 8w = 0. Usando el Lema de Dolbeault:
existe (10 tal que Y10 = w en U de ahi (10 = 3" 9,dz, y ademss se tiene las siguientes
expresiones:

89y10) = fw =0 (2.12)

(2.13)

Puesto que w es holomorfa, de la primera expresion: dw = 65'([)(1'_0) = 0 entonces —39v(1,0) = 0.
Por lo que 9v(1, 0) es también holomorfa. Tomando el operador 0 en la expresiéon (2.12), tenemos
que:

5 O _ Oy _
0z* 0z, 025’

Por lo que en U existe la (1, 0) forma 7 tal que

Y0 = gy,

de donde 8(y19 — 5) = 0. Ello implica que existe una funcién C* tal que Y0 — 5 = 3f por
lo que:

w =0y =3(n +df) = 88f = 89(-f)

y —f aun pertenece a C*°. Tomando U = U; obtenemos que w es Kahler en M bajo las condi-
ciones ya enunciadas. O

Probemos ahora que CPP™ es una variedad Kahler.

Teorema 20 CP" es una variedad de Kahler.

Demostracién: Como se sabe CP" = U}_,U; donde U; = {¢/¢ = (o, +Cn), G # 0} yla

.. . . _ 0 d—-1 _d+1 n n i _ &
relacién con las coordenadas afines: z; = (25, .25 +Z; ' 0, z}) en C™ donde 2} =

J Cj'

Tomemos
aj a
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Y también U; N Uy :

K; — K = log|Gl? —logl¢,f
= log |z;‘ 2 = og z;-“ + log 2;-‘.

Luego 89(K; — Ki) = 0 sobre U; N Uy.
Definimos ahora
w = 100K j
sobre U;. Ahora para aplicar el teorema anterior falta sélo establecer que w es hermitiana.
Para simplificar tomemos j = 0, 2* = Zg. Entonces ko = log(1 + 3 a_; |2%|?) ¥

1

n
00Ky = Sap(1 ) — 2%2P)d2> A dZP.
0= T e, e et + 2 lal) - #det n s
Inmediatamente se tiene que
Gaf = 9ap-

Analicemos ahora la expresion:

D (Bap(1+ D 12%2) = 2229)¢°T° = Y dap(1+ D 12210 — Y z22P¢oc”

a=1 a=1
= (GO +(2,2)%] - (¢, 2)*.
De la igualdad de Schwartz:
(¢ 2)I? < (¢, €)*(2, 2)%

Luego:
(€, 0?1+ (2,2)*] = (¢, 2)% > 0.

Daremos una interpretacion de esta métrica.

Sea w € CP* el cual se corresponde con un circulo unitario en Ck+! (univocamente), luego la
distancia entre [w] y [w’] € CP* es:

@([w][w]) = min |we?® — w'e?|?
0,0’ w,w’
(el segundo miembro expresa la distancia euclidiana).
IweiG _ w:eia" — |(w06i0a . ,wneiG) _ (wéeia’, . ,w;eie’)‘
n
= z:(u)je"‘9 - w;-eia')(mje'ia — wje” ")

7=0

n
= Z(lwﬂ2 + |'w;-|2 — ﬂjjw;e_’(a_o') — wjzb_;e‘(o_e'))
=0

= 2-2 Z ERw,-'(D;-ei(e—ol)
=0 '

— 2[1 _ ei(O—G') Z §Rw_7'lfl_;]
—~
= 91 — eI R(w,w")] -
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y el minimo de la expresién se alcanza cuando 6 = ¢ y w,w’ son tales que
R(w,w') = |(w, w')|.

Luego:

@ ([w], [w']) = 2(1 — |(w,w")])
para |w| = |w'| = 1. en el caso de niimeros de médulo arbitrario.
(w w')|

il
Ahora tomando w’ = w + dw obtenemos la forma diferencial de la distancia (despreciando los
términos de orden superior)

@2 ([, [w]) = 2(1 — 1)l

(dw, dw) y — (dw, w)(w, dw)

d*([w}, (') = (w.w) (w0, w)?

Ahora, teniendo en cuenta dw = Y %-dz,- + %dz,- se tiene finalmente:
dd°lw|?  d|w|? A d°|z|?

|w|? Ed
= dd°In|w|?.

Teorema 21 Una subvariedad de una variedad de Kdhler es también de Kdahler.

Demostracién: Sea N C M donde w es de Kahler sobre M. Probemos que w|y es también de
Kahler.

Definamos la restriccién U; N N, donde U; es un entorno de M con la coordenadas locales

(23,---, z7, wjl, --wj) donde m = dimM, n = dimN y r = m — n de modo que: NUU; =
{(2j,+++,2},0,---0)} sea
Zgag(zl, cee z'-‘,w}, cewi)dzg A dff
+Zg°'ﬂ'(z v 2 wh, e wh)dzS /\dE_,f3
+Zga,,5u(z 5900 Z w;, ;)dZJG /\dz_:? 5
Entonces:
]

2.2.2. Formas métricas y volumétricas en C* y CP*

Métrica hermitiana en C*- La métrica usual en R?* viene dada por
3
> dxi A dys. (2.14)
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Es natural extender esta métrica a C*; de acuerdo a la relacién:

dl‘i A dy,- = %dZi A dff,‘.

Queda de este modo definida la métrica en C¥:

.k
1 -
Yo =5 E dz; ANdz;, (2.15)
1=0

y se verifica que ¢ = dd°||z||?, ademas dypg = O lo cual implica que g es cerrada.
Consideremos ahora la (k, k) forma diferencial de volumen en C*. La forma volumétrica estandar
en R2?* es

dV =dzy ANdyy A -+ - Adxp A dyg,

.\ k k

i
de donde: dV = (§> /_\1 dz A dz;.
Calculando pf = A¥pg se tiene:

.\ k k
ob = k! (%) N\ dzi A dz; = kldV. (2.16)

i=1
Esta ecuacion establece la relacion entre la forma métrica euclidiana y la forma volumétrica.
Sea M una variedad compleja de dimensiéon m entonces se define:

Definicién 37 El volumen complejo para M (variedad compleja de dimension m) se define

como: 1
m
oy / $o -

Establezcamos algunas propiedades para el volumen complejo:

Teorema 22 (Wirtinger) El drea de una vecindad I" (no necesariamente compleja) dimI" = 2
es tal que:

VoIl > / ®o, (2.17)
r

donde la igualdad es alcanzada si I' es compleja de dimension 1.

Demostraciéon: Puesto que basta establecer la prueba para elementos de area se puede tomar
I' como un plano. Sea I' dado por la ecuacién paramétrica z = aw + bw donde a, b € CF,
w=§+in.

El elemento de area dado por la ecuacién z = z(&, ) es:

ds = VEG — F2d¢dn,

0z 0Oz 0z Oz 0z Oz
oy T~ F= s a =\ 75"

hermitianos. Efectuando operaciones:

donde E = ( ) estan dados por los respectivos productos
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de la desigualdad de Cauchy-Bunyakovski se tiene EG — F2 > |a|? — |b|? y la igualdad se alcanza
cuando b = Aa, (A € C), es decir cuando I" es una linea compleja.

Por otro lado, haciendo los célculos resulta que yo|r = (|a|?> — |b|?)dédn. Este tltimo hecho
establece lo que queriamos probar. O

Corolario 3 El drea de una variedad compleja uni-dimensional T' C C* es igual a la suma de
sus proyecciones en los ejes coordenados.

Demostracion: Ello se deduce de la igualdad

.k k
(]
= = — d iAd—i = dz;.
VolI' /r' ®o L 2 iél z z /r iél T;

O

Para la generalizaciéon del Teorema de Wirtinger a variedades de dimensién mayor es necesario
recurrir a una desigualdad sobre las formas hermitianas de C*.

Consideremos una forma hermitiana ¢(u,v) que implica Ck x C¥ en C tal que ¢(u, v) es C—lineal
y o(u,v) = p(u,v).

Sea {C;} una base compleja en Ck y sea {¢:} la base dual, luego ¢ se puede expresar como:

p(u,v) = Z aijpi(u)e;(v),
4,3

donde ¢(e;, €j) = aj; = @;i. Supongamos que h(u,v) es una forma positiva, ello implica (véase
[79]) que la forma ¢(u,u) = Rp(u,u) es definida positiva ademas ¢(u,v) define un producto in-
terno hermitiano en C* < u,v >= ¢(u,v) mientras Ry(u,v) es el producto interno riemmaniano
en R?* ma&s precisamente:

k
< u,v >= p(u,v) = Zdz,-(u)dzg(v),

i=1

de donde: Rp(u,v) = ZLI (dz? + dy?)(u,v) y la parte imaginaria estd asociada a la forma
diferencial g por las reglas de accién de dicha forma sobre vectores:

k
f(u,v) = Sp(u,v) = Z[dyi(u)dzi(v) — dz;(u)dy; (v)),

=1
se tiene entonces:

Lema 2 Para los vectores ul,--- ,u?" € L (sub-espacio lineal en C¥)

donde ) es el volumen del paralelipedo formado por u.1, -+« ,u? en la métrica p. La igualdad se
alcanza st y solo si L es un plano complejo.

Para los detalles complementarios véase [79, 101].
Con ayuda de esta desigualdad podemos establecer la siguiente generalizacion del Teorema de
Wirtinger:
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Teorema 23 Sea M C C* una variedad de clase C?, real de dimension 2r (r < k), entonces
su volumen (en la métrica euclidiana) satisface:

1
VolM > —'/ Pos (2.18)
™M
alcanzandose la igualdad cuando M es una variedad compleja.

Demostracion: Nuevamente basta tomar un pequeno elemento de volumen. En efecto, para
z € M en la métrica dada el valor del elemento del volumen es igual al valor de la forma 2 sobre
27 vectores independientes en el espacio tangente real T, M. Pero (2 satisface la desigualdad que
acaba de ser probada, entonces integrando se obtiene la desigualdad buscada. Del mismo lema
si T M es compleja r—dimensional para todo z € M, eso implica sin embargo (véase [100]) que
M es una variedad compleja de dimensién r. O

Ejemplo 19 La bola B(0,R) = {z € C*,||z|| < R} es una variedad compleja k—dimensional.
Del teorema anterior:

.n.k R2k

1
06 = —— = MR, (2.19)

k! JBo,R)

A2k: volumen de la bola unitaria 2k-dimensional.

Ejemplo 20 Del Teorema de Wirtinger se deduce que las variedades complejas minimizan el
volumen. En efecto, sea v C CF un ciclo real dim~y = 2r — 1 que limita a una variedad compleja
M y a una variedad real M; dimc M = r, dimgr M = 27 con r < k — 1. Ahora bien, puesto que
05 = po A 5 1=d(d°| z||? A p5 ") se tiene de acuerdo al Teorema de Stokes:

r'VolM =/ po = /d°||z||2/\np6_1 =/ o < r'VolM'.
M vy M’

Forma métrica homogénea en CP*— De la Seccién [2.2.1] se sabe que CP*¥ es una variedad
Kahleriana cuya métrica en coordenadas locales (zq,: - ,2j—1,2j, " ,2k) € C* tiene la forma:

wo = ddlog(1 + ||z]|?). (2.20)

Estrictamente, wqg definido asi en coordenadas locales es el pull-back h;‘w de la forma métrica w

en CPF (h; : Ck — CF es un biholomorfismo canénico local).
Introduzcamos la siguiente:

Definicién 38 Sea w la forma de Fubini-Study-Kdihler, w* es la forma diferencial volumétrica
en CP*.

k

En coordenadas locales w* asume la forma w§. Calculemos esta forma diferencial: (véase la

Seccién (2.2.1])

N (z‘)k ( (dz,d2)*  k(dz,dz)*1 A (dz,2) A (2,d2),
N i _
0 2) '+ z)* (1+ [[z[B)*+! g
.\ k k _ k k
i K[z, dzi A dZ; k! (3) = )
(3) O~ e 2 s A 3 s A}

i=1 i
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El simbolo /\g-i)dzjdzj indica el producto cuna de todas las parejas dz;dz; paraj = 1,--- ,k j # 1.
El sustraendo se cancela por lo que finalmente:

(L™ ey e

o bien

k!
5-
(1+ ||z]]2)*+1

wh = (2.21)

Esta 1ltima ecuacion expresa la relacion entre w(']‘ y <,06c en CF.
El siguiente teorema justifica la eleccién de w* como forma volumétrica en CP*.

Teorema 24 fcnpk w* = 7% para la forma Fubini-Study-Kahler. Esto implica en particular que
Vol(CP*) = =k /k!.

Demostracion: Para k = 1 esto se comprueba directamente. Llevando a coordenadas locales:

fClP‘ w = %’fVo % donde Vo = {{z0,21] € P! : z9 # 0} llevando dz A dZ a coordenadas

27 oo
/ u,:/ dG/ _rdr __
cp! 0 o (1+72)2

Sea ahora, para k > 1 e integrando para la iltima variable:

polares:

O

Comentario 11 Para la proyeccién 7 de C¥+1\ {0} a CP* se puede definir el pull-back 7*[w]
en Ck+1
_ dllz|® Ad°llz]|
llz]14 ’

po _ dllzl|®> A dcllz|)?

ERER
ha sido estudiada en la Seccién [2.2].

para z € Ck+1 y o en C ™. El sentido de esta métrica

o bien 7*{w] =

Pasemos a definir la métrica que generaliza la forma diferencial 1d°log ||z||2 = %, z € C, la cual
representa el indice de un camino alrededor de z = 0.
Para Ck+1(k > 0) fijemos la condicién ||z|| # O de tal manera que zp # 0 y definamos la forma
de Poincaré como '

(2.22)
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donde d°, dd° son los operadores diferenciales en C**1. Puesto que zg # 0 se tiene que log | 20|
es arménica, por lo que: dd®log ||z|| se transforma en dd€log ||z||? tal que dd° actia en C* y
z = (z1,--- ,2k). De esta circunstancia se obtiene:

(2.23)

donde wy es la forma volumétrica en coordenadas locales de C¥ puesto que wg""l = 0 se tiene
do = 0, es decir o es cerrada.

Probemos que fav(o,r) = 1. En efecto, de las relaciones en 9V (0,r): dlog||z||? = icg;ﬂf y
k
e Yo .
ademss: w§ = 5 se tiene:
0 ™ ,2k

1 / de|lz||? = ok 1 /
o= . — T e—— dc z 2 A k.
.Lv(o,r) T+ Jovory T2 r2k T mkFIpkRZ o0 lzI1* A g

Usando el Teorema de Stokes:

1
0= —F——5—5 dd®||z||2 A ok = 1.
/<'3V(0,r) L av(o,r) =] e

2.2.3. Formas diferenciales positivas

La nocién de formas positivas fué introducido por Lelong para dar respuesta a la cuestion si era
posible considerar algin tipo de positividad en el espacio de formas diferenciales. Resulta que
la nocién de positividad esta intimamente asociada a la orientacidon del espacio que se escoge
para la forma volimetrica. Puesto que para un mapa holomorfo f de C* en C* se tiene que
Jrf = 0, entonces la positividad deberia ser una propiedad invariante de transformaciones de
CF por mapas holomorfos. Esto a su vez hace natural definir las formas positivas como formas
de bigrado (p,p) donde p < k y asociarlas a la forma volimetrica del espacio.

Definicién 39 La forma diferencial a(2) = Z ajy.jdzy AN dzZjy se llama positiva de bigrado
1,Je{k,p}
(p,p) (o abreviadamente, de grado p) si para toda coleccién de formas {ai}f;lp donde a; =

k k—p .
Za;dzi el producto o -;-a,- A a; = YP(z)V(z) donde la funcion ¥ > 0 y V(2) es la forma
j=1 i=1
volumétrica de C*.
Introduzcamos una nocién mas fuerte de positividad:

Definicién 40 Una forma diferencial se llama fuertemente positiva de bigrado (p,p)si es la
P

. : : _ 1 _ .
combinacidn convexa de formas diferenciales de tipo: Ya A& = 1P /\ §a,~ ANa; (Y es una funcion

=1

k
compleja). Donde a; = Za;dzj.
i=1
Definamos la magnitud o, en T, M como: (M es una variedad compleja de dimensién k)

P P P
/\ %dzj,/\d?j, =ap/\d2j,/\ /\ dz;, = opdzy Ndz,

r=1 r=1 r=1
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donde ji < j2--- < jp; J = {j1,72, - ,Jp} C {k;p}. Efectuando los calculos:

2

iP
de donde o, = 27P (p = par); op = 127 P (p = impar).
Ademaés:
ip+m)? . ;—2pm
= = G (1P,
o bien:
Op+m = OpOm(—1)P™. (2.25)

Sea ahora a; = Zf;l aldz;. Probemos la siguiente expresién:
p. 5 P 14

/\ 5% N aj, = 0p /\ aj, A\ /\ aj,.
r=1 r=1 r=1

En efecto, para p = 1, la relacién es inmediata ya que o7 = 5 Supongamos que la relacion es
valida para p > 1, entonces:
p+1 . p+1 . :
1 _ 2 _ 1 —_
/\ Eaj" Naj, = /\ §aj' A aj, N Eaj”“ ANe7 S
r=1 r=1
p+1 P

— 2 —
= Up A ajr A A ajr A §ajp+1 A ajP+l
r=1 r=1
p+1 p+1

= ap%(—l)p /\ aj, N\ /\ ay,
r=1 r=1

PP g 2P

pero o, 3(—1)? = o

- = 0p4+1 con lo que queda probada la igualdad.

Otra forma de ver esta igualdad es teniendo en cuenta la relacién:

k . k . k .
E af‘dzl A E a{zdzl Ao A E a{”dzl
=1 =1 =1

= 2: J1g92 ... oIP
= ay, a, a’ dzi, Ndzi, N Adzy,,

Il

r=1

considerando {l} tal que:
dzj, Ndziy A -+ Ndzi, = {L}dzy ANdzyy A--- Ndz,

P
. J . —
con l} < Iy < .-+ < Ui, se tiene: /\aj, = Za dp con: dzy, = dzyy ANdzy N--- Ndzp y
L

r=1

at = a’'a?® - .. a’?. De ahi se tiene que:
L 1, %1, I

P P ‘ _
— J qJ
Op /\ aj, N\ /\ aj. = Op Z{L}aLdL_dZL A Z{L}ailﬁL
r=1 r=1 L L
= 0op Z aiaidz[, Ndzy
L1 '
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P .
y usando la relacién opdzy A dzZ; = /\ %dzl,_ A dz;, (la cual es sélo otra forma de definicién o,):
r=1

P P I
Op /\ aj, A /\ aj, = Za‘{;?/\ %dzlr AdzZ;,,
r=1 L, r=1

r=1
por lo que usando la definicién de ai se tiene nuevamente la relacion deseada.

Denotaremos el espacio de formas positivas de grado p por ¥ APPT*M y el espacio de formas
fuertemente positivas de grado p por *+ APPT* M.

La igualdad demostrada nos permite por lo tanto escribir una forma fuertemente positiva en
una forma conveniente para los-caculos.

Sea u fuertemente positiva de bigrado (p, p), entonces u puede ser escrita como: u = oy, Z myar A\

T

P
@,, donde o, es de la forma a, = /\ aj, (aj, es de bigrado (1,0))y > -m, = 1.
=1
De este hecho se obtiene la siguiente proposicién

Proposicion 9 Una forma fuertemente positiva es positiva.

Demostraciéon: Primero observemos que para a y  de bigrado (p, 0) y (m, 0) respectivamente,
descomponibles en forma de bigrado (1, 0) se verifica que:

opoma A ((=1)P"BAQ) A B
= OprmaABAaAPp.

Una vez establecido esto, tenemos que: si v = Y, m,o0p0ar AG; es fuertemente positiva de bigrado

m .
(p, p), luego multiplicando por 6,,8A B = /\ %,8; A B, donde (m + p = k, dimensién de M) :
=1

U/\Umﬂ/\3=zmr0pamar/\ar/\ﬁ/\§

T

= 3 meorar ABAG AP, (2.26)
pero la forma a;, A 3 es de bigrado (k, 0) por lo que:

a,./\ﬁ/\ar/\3=Iar|2dzl/\---/\dzk/\dfl---/\dfk;

reemplazando en la ecuaciéon (2.26) y teniendo en cuenta que oj /\f=1 dz; N /\f=l dz; = dV,
tenemos que:

uAomBAB =D mA2dV > 0,

lo cual implica que u es positiva. =
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Comentario 12 En todo este paragrafo, en lo que respecta a la topologia de espacios tales
como APPT*M, nos restringiremos a la topologia ordinaria que hereda este espacio (cuando
se considera las correspondientes secciones del fibrado). Es de notar que estructuras tales co-
mo K(APPT*M) o D(APP T*M) que se definirdn en la Seccién [2.4] corresponden a espacios
cuya topologia de naturaleza teorico-funcional se define sobre ciertos subconjuntos del espacio
NPT*M.

A continuacién probemos que los conjuntos de formas positivas y fuertemente positivas son conos
convexos cerrados.

Proposicién 10 En la topologia de \PP T* M los conjuntos

p.p 4
{fue* ANT*M iupy € K(M)}, {ue ¥ \T*M :upy € K(M)}

son conos convexos cerrados.

En el enunciado de la proposicién anterior:

u(z) = opz ur j(2)dzrdzy, z€ M
1,J

y ademds K (M) representa la clase de funciones complejas continuas y de soporte compacto.
Recordemos ademss la definicién de como convexo (véase [55, 93]). Un conjunto C' C L (espacio
vectorial) se denomina cono si para todo x € C' y para todo a > 0: Ax € C.

Demostracion: La condicion de ser conos convexos se obtiene directamente. Probemos que di-
chos conos son cerrados en la topologiia del espacio AP? T*M: Sea u,, € * AP T*M que cumple
la condicién sobre los coeficientes (la prueba cuando u € *+ APPT*M sera completamente
aniloga) y supongamos que u, — u en la topologia de AP T*M, entonces usando la hipétesis
de uy,; € K(M), se tiene para 8 € N™°T*M (8 = NiL, Bj, Bj € ACT*M, m+p=k)

Un N OmBAB > uNoBAS

uniformemente en K C supp u,. De ahi, tomando en cuenta la dimensién:

donde dV es la forma volumétrica en C* y puesto que A, > 0 se tiene que A > 0 en K. Esto
implica que u es positiva y pertenece al cono en cuestion. O

Denotaremos a los conos K(*APPT*M) y K("*APPT*M) y tenemos u € K(*APPT*M),
v € K(**A\PPT*M) entonces u A v tiene la forma Z m; | A\j |2 dV, donde: Z m; = 1. Este

Jj J
iltimo hecho induce la aplicacién:

2y 4 p.p 3
Kt A\T*M) x K(** AT*M) — R*
uANAv
(u,v) — v
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vAu

o bien la aplicacién (v,u) — T (puesto que uAv=v Au = Z m; | A, 12 av).

Las aplicaciones anteriores pueden ser vistas como la accién de urf cono de funciones positivas
sobre otro cono. Llamemos a los conos que cumplen dicha relacién, conos duales. Se puede probar
que el dual de un cono convexo es su cerradura (véase [93]).

Cambiando este hecho con la proposicién anterior se tiene las relaciones:

p,p PP
K*(* NT*M) = K(** \T*M), (2.27)

Y 4 pP,p
K*(** NT*M) =K(* \T*M) (2.28)

y ademaés el dual del dual de cualquiera de estos conos es él mismo.
Intimamente conectado al hecho que acabamos de exponer es la siguiente:

Proposicién 11 u €t APPT*M si y sélosi para todov € ¥+ APP T* M se cumple que uAv > 0.
Del mismo modo v € *+ APPT*M) si y sdlosi para todo u € * A\PPT*M) se cumple que
uAv=vAu>0.

Demostracion: La primera parte de la proposicion es inmediata. Para probar la segunda

parte sélo hay que recordar que v A u = ij | Aj |2 dV siendo v € ** APP T* M) de donde
J

uAv =vAu. Sea ahora u Av =v Au > 0 (para cualquier u € * APPT*M). Entonces por las

relaciones de dualidad op

ve K(** \T*M) c++ /\T"‘

O

Corolario 4 FEl producto de dos formas positivas puede no ser positivo; por otro lado, el pro-
ducto de dos formas fuertemente positivas es fuertemente positiva. Este segqundo hecho, se puede
establecer fdcilmente:

Op Zm,a, ATy Aoy Zmﬂ[ A B = 0pog(—1)P Zm_,nla_, ABiAaj A aj A B
J gl

La siguiente proposicion establece una descomposicién de formas positivas en términos de formas
fuertemente positivas.

Proposicién 12 El espacio vectorial AP T*M admite una base que consiste de formas fuerte-

mente positivas del tipo o, donde as = N8, 1<s< ( ) ; siendo B} de la forma dz, *+ dz,
o bien dz, + idz, para 1 < 1,9 < k.

Demostraciéon: Tomemos una base cualquiera {opdzr, A dzQ,}, Rs, Qs son multi-indices tal

que opdzr, A dzQ, = /\ %dz,-, A dZz,, consideremos la igualdad:

dz, A dZg = Z i%(dz, + i°dzg) A (d2r + i7dzg), (2.29)
:z:=0
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y evaluemos el producto:

P . 3 P 3
) 1 2 —
1A\ 47" AdZg = (5P A D = (d +*mdZ) A dz + iEmd2).

m=1 m=1 z,,=0

haciendo los célculos:
1.4 4 il
= FGPEVEIRY 0@, =0, ) o, A,
=1 =1

donde a; tiene forma esperada. O

Probemos, a continuacion, que una forma positiva o fuertemente positiva es invariante a cambios
de coordenadas C — lineal.

Teorema 25 Sea Q C Ck, Q! c Ck; f: Q — Q! un cambio de coordenadas C-lineal (definido
por z; = Zf Cijzi). Entonces, si u(z) es positiva, u(z') también lo es.

Demostracién: De la férmula del jacobiano para la forma volumétrica, sélo es necesario
analizar el caso J # 0. En las nuevas coordenadas, la forma volumétrica dV’ es tal que dV' = JdV
donde J > 0. Por otro lado de la inversibilidad de J > 0 se tiene que la aplicacién finducida del
espacio de formas fuertemente positivas del tipo Y m; A\ a; A @; (donde a; es de bigrado (p,0)
sobre el espacio de formas fuertemente positivas en f(CF)) es biyectiva.

Sea u € * A™™(T*Q) luego para cualquier forma fuertemente positiva v: © A v = 7dV, donde
7 > 0. Al cambiar las coordenadas se tiene entonces u’ A v = 7/dV’; pero v’ es fuertemente
positiva, 7 =7 > 0y dV’ = JdV (J > 0). De todo esto se deduce finalmente lo que se quiere
probar. O

Caractericemos ahora las formas diferenciales positivas:

Teorema 26 Una forma diferencial u € AP'P T*M es positiva en U(zg,7) st y sdlo si para todo
subespacio p-dimensional S C T;M (z € U(z,1)) se tiene que u|s = ¥sdV, (s > 0).

Demostraciéon: Sea u positiva. Para smplificar tomemos simplemente un entorno en C*¥ puesto
que el resultado es local. Sea u = o, Z ajjdzrAdzy y tomemos el sub-espacio lineal S definido

1,J€k;p
por 1 = T3 = --- = = 0 donde 7 = k — p. Entonces del teorema anterior se tiene que la
restriccion u|g es positiva. El reciproco se obtiene tomando S igual a todo el espacio. O

Corolario 5 El pull-back de una forma positiva es positiva.

Demostraciéon: Sea u = op Z arjdzy A dZj positiva, y f : M — N un mapa holomorfo.

I1,J€k;p
Como para cualquier sub-espacio S se tiene que u|s =%dV; cony > 0y f*ruls = (f(z))|J|2dVs,
entonces nuevamente por el teorema anterior, el pull-back es una forma positiva. C
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Corolario 6 Una formau € * A" T «x M, donde
1
u= Z UjkEde A dzy,
Jk
es positiva si y sélo si Z ujkéjﬁ-k es una forma semi-positiva de Hermite.

jk

Demostracién: Es suficiente examinar el caso M = C* (ya que el resultado es local). Si S
es una linea compleja definida por la transformacién t — t£ (donde £ € C es fijo) entonces

3 - . _
u|lg = Z ujkfjfkidt A dt es positiva por lo que siendo 3dt A dt la forma de volumenen en S se
3k
concluye que la forma cuadratica Z u,—kfjfk es semi-positiva. O
jk

Proposicién 13 Las formas positivas y fuertemente positivas son reales.

Demostracién: Seau € T APPT«xM yu = Z'yj /\ %BTAB, entonces & = Z'yj /\ _715,/\,6;
T T

Como S, es de bigrado (1,0) entonces :
1 -
@=2 15 /\3hNB =u
r

Por otro lado, sea v € ¥ AP T x M; entonces se sabe que v Au = 7dV (parau € ** A™™ T+ M
con m + p = k ademds 7 > 0. Luego 9 A & = ¥ A u (por lo que ya se probado para u) Luego:
(v—0)Au =0y como u es arbitraria v = ¥ y ademaés v;; = 9y;. ]

Comentario 13 Existe una correspondencia uno a uno entre las formas hermitianas y las for-
mas reales (1,1) en C*. En efecto, la correspondencia puede ser dada por:

h= Z hji(2)dz; ® dzy — u = Z hji(2)dz; A dz.
1<5.1<k 1<5,0<k

Esta aplicacién no depende de la eleccién del sistema de coordenadas; en efecto: p(€,7m) =
% > s hi(&7m — ni&) = —2Sh(&,n) para cualquier &,7 en el espacio tangente. Esto establece la
independencia respecto al sistema de coordenadas. Mas atln se tiene que h > 0 es una forma
hermitiana si y sélo si u > 0 como una (1, 1)-forma.

O
Probemos a continuacién que:

Proposicién 14 Toda forma positiva (1,1) es fuertemente positiva.

Demostracién: Diagonalizando v € * A" T * M se obtiene:

T -
i
u= E -2—’y,-"y,~, r es el rango de h.
j=1 '
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Lo cual puede escribirse como:
,
11 _
u = z ;5\/7"Yjﬁ’7j-
J=l1
Lo cual representa una forma fuertemente positiva. O

Corolario 7 Toda forma positiva de bigrado (k — 1,k — 1) en C* es fuertemente positiva.

Demostracién: El cono * A¥~1%~1 T« M es dual del cono *+ A T« M , pero como es sabido:

1.1 1,1
+/\T*M=++/\T*M,

y teniendo en cuenta ademas que el dual del dual de un cono cerrado es el mismo (es decir:
(FAFVEIT M) o = AF1E1T & M) se tiene que (FAVT « Mysx = ++ AVIT 4 M.

Finalmente:
k—1,k—1 k—1,k—1

1,1
CAT*Mx=* A TsM=* A Ts+M.

Probemos el siguiente enunciado que sera de utilidad luego:

Proposicién 15 Sea M una variedad compleja de dimension k. Sea ahora a € ¥ APP T*M con
soporte compacto en Q2 C M. Luego

/ a = [M](@) > 0. (2.30)
M

Demostraciéon: Puesto que M admite una particién de la unidad {¢;} asociada a un cubri-
miento de M (en particular el sistema de entornos {U;}) del atlas M:

/Ma N ;Al¢ia - Z;[M](@a) < +00

donde la acotacion superior se desprende del soporte compacto de ¢;.
Tomemos los entornos {V;} C Ck correspondientes a Uy y sea h; los homeomorfismos holomorfos
del atlas de M

donde h *; (¢;a) es positiva (en virtud de ser el pull-back de una forma positiva). De aqui se
deduce el resultado. O

En particular [M](da) = Y, [y, #ido; = 3ok [y, d(i#;) —3; Jy, do; A a. Del Teorema de Stokes
el primer sumando del segundo miembro de la dltima igualdad es cero (supp ¢} es compacto en
V;). Ademas, Puesto que ) _ ¢; = 1 se tiene que

Z/Vidtbi/\ai=/M(Zd¢,—)/\a=0.

Comentario 14 Con esta simbologia, el drea de una variedad compleja M C C* definida por
f =0 (f holomorfa en C¥) se puede escribir como

s=/. % = (M] (g) . (2.31)
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2.3. Distribuciones

En esta seccién se introduce el espacio topolégico dual a un espacio topolégico de funciones con
topologia inducida por las semi-normas. Esto nos conduce al concepto de distribucién cuando
consideremos las funcionales continuas. Como se vera mas adelante, una distribucién puede verse
como una restriccién del objeto mas general denominado corriente, atin cuando histéricamente
la teoria de corrientes fué construida por De Rham siguiendo el trabajo de Schwartz [99]. Aqui y
en la seccién siguiente se toma dicho camino conceptual construyéndose primero la teoria de
distribuciones para luego construir por analogia la teoria general de corrientes.

2.3.1. Espacios topolégicos vectoriales de funciones y duales

Primero procedemos a la descripcién de ciertos conjuntos de funciones como espacios topdlogicos
vectoriales y sus duales. En toda -esta seccién consideraremos a M como una variedad C* con
coordenadas locales en R™. Se define las siguientes familias: (siendo f : M — C)

C(M) = {f:f escontinuaen M}

C>®(M) = {f: es infinitamente diferenciable en M}
C°*(M) = {f:f es s veces diferenciable en M}
K(M) = {f:suppf escompactoen M} NC(M)
Lioc(M) = {f:VK (compacto)C M y / |fldx < oo}. (2.32)
K

Ademias D(M) = K(M) N C®°(M).
Son todos espacios vectoriales con la siguiente jerarquia:

D(M) c C®(M) C C(M) C Lioe(M),

D(M) Cc K(M) C C(M) C Lipc(M).

Es necesario equipar estos espacios con topologias que los conviertan en espacios topoldgicos
vectoriales. En particular estamos interesados en topologias para D(M),C>*(M) y K(M) .
Definamos las siguientes seminormas para f : M — C:

Il f ||(1)< = Sullz{lf(x)l,-’r € K (compacto) C M}, (f € K(M))
€
"f”lK = S“Ig{fn{i)fﬂDaf(x)l,x € K (compacto) C M,a € (ZY)™}}, (f € C™°(M)).
€ S

(2.33)

Como D(M) = C*®(M) N K(M) entonces la correspondiente semi-norma para f € D(M) se
define igual que en C°°(M) y la denotamos como: || f [I(})(’l . Se tiene ademas la siguiente notacién:

o = (2 yar( 0 e (0 jam
D% = GG ()

a = (alaGZa"' 1a1n) lal - Zai-
7
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Comentario 15 De la semi-norma para el espacio de funciones C°° (M) podemos establecer una
semi-norma para C*(M) donde ! cumple la restriccion adicional: | < s. De ahi, més adelante,
usando estas seminormas se define la topologia para dichos espacios (llamada C*®—topologia).

Tomemos ahora la familia de compactos {K,}32,, Kn C M que cubren a M y: int(K;) # 0,
K, C int(Knp+1) y definamos (véase (34|, y la Seccion [4.1]) la topologia por medio del siguiente
sistema de abiertos:

Ue(f,e) = {9€K(Kn):| f—gl%.<e, n€ECN}
Ue(f.e) = {9eC®(Ky) | f—glk. <e n€e ECN,leN}.
Ue(f.e) = {9€ D(Kyn):|l f—glk.<e mne ECN,leN}. (2.34)

Comentario 16 Observemos que la norma usada para el espacio D(M) es el mismo a usar
para C°°(M) puesto que el primero es un subconjunto del segundo.

Introduzcamos las siguientes definiciones:

Definicién 41 El conjunto KK(M) N Ug(f,€) es un abierto en la topologia de K(M) Andloga-
mente para C®°(M): C*°NUg(f,€) es un abierto en dicha topologia. Estas topologias se denomi-
nan inductivas y se representan con la letra 7.

Comentario 17 Se puede probar que las 7-topologias son localmente convexas, invariantes
por traslacién y de Hausdorff (véase [97]). Adems&s para estos espacios se puede establecer que
para un compacto K C M el espacio (7,C*°(K)) es de Frechet (es decir un espacio completo,
metrizable y localmente convexo). Més ain, si definimos (7, D(K)) de manera andiloga se tiene
que es un espacio de Banach, es decir un caso especial de un espacio de Frechet (véase [36], [99]).

La definicién de continuidad para una funcional lineal cominmente se introduce por “aproxi-
maciones” en espacios de funciones definidas en compactos. Veamos esto:

Definicién 42 Una funcional lineal T : D(M) — C (T : C*®°(M) — C) es continua si sus
restricciones T'|p(k) ( T|ce(k) ) son continuas para todo K (compacto) C M.

Para M C R™ se tiene las siguientes equivalencias para la continuidad (véase [99]):

Teorema 27 (Continuidad secuencial) Sea M C R™. Una funcional lineal T en D(M)
(C*°(M)) es continua si y sélo si para cada sucesién p, — p en D(M) (en C*°(M) respectiva-
mente) la sucesion T'(yp,) — T(p) en C.

Demostracién: Sea 7" una funcional continua en cualquiera de los espacios de funciones men-
cionados, entonces de la definicién de continuidad T'|g es continua, donde K es un compacto en
M. Usando ahora la propiedad enunciada en el comentario 17 se tiene que el espacio D(M) (o
bien C°°(M)) es metrizable lo cual implica que la continuidad es equivalente a la continuidad se-
cuencial. Reciprocamente, tomando un compacto K C M se tiene que al cumplirse la condicién
de continuidad secuencial para D(M) (o bien C°®°(M)) entonces eso implica que la funcional

T|k es continua. Con ello concluye la prueba. O

Antes de enunciar el siguiente teorema recordemos que la continuidad de una funcional es equiva-
lente a su continuidad en el origen. Denominaremos también a la propiedad a demostrar “con-

tinuidad en el origen™.
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Teorema 28 (Continuidad en el origen)Una funcional lineal T en D(M) (C°(M)) es
continua si y solo si para todo compacto K C M ezxiste C > 0 (existel € N y C > 0) tal que
para todo f € D(M) (f € C°°(M)) con supp f C K se tiene que:

ITHN<C fI%-

Demostracion: Puesto que para una funcional lineal la continuidad es equivalente a la con-
tinuidad en el origen de coordenadas, se tiene entonces que si aplicamos la continuidad en el
punto O se tiene que en una vecindad del origen Vj si tomamos un elemento ¢ € V; se tiene
que T(p) < €. En particular, si tomamos ¢/||¢||% entonces obtenemos el enunciado buscado.
Reciprocamente, si ahora suponemos que se cumple el enunciado del teorema entonces tomando
una sucesién de funciones p; en D(K) (o bien en C*°(K)) de tal modo que ¢; — 0 entonces se
tiene que la funcional es continua en el origen ya que T'(y;) — 0, pero en virtud de la equivalencia
entre la continuidad en el origen y la continuidad para una funcional se tiene que la funcional
es continua. O

Esta 1ltima proposicion sugiere la nocién de orden:

Definicién 43 SeaT una funcional lineal y sea ||T(p)|| < Cll@ll% donde C > 0 es una constante
real , ademds ¢ pertenece a algun espacio topologico de funciones yl > 0 es el minimo valor
posible que satisface la desigualdad. Entonces el orden de T se define como ord(T) = 1.

De este modo, si una distribucién es continua en C°(M) eso equivale a que para cualquier
sucesién de funciones {f;}2;, C C°°(M) donde existe f € C®°(M): f; — f se cumple que
T(f;) — T(f)- En el caso que T € K'(M) es continua, se tiene que: [|[T(f)|| < C| f||2 de donde
se concluye que para todo T € K'(M), el orden es siempre nulo, | = 0.

Comentario 18 La nocién de orden para las funcionales lineales se deriva de la continuidad
de estas en los respectivos espacios de formas diferenciales. En particular si una distribucién en
D’'(M) es de orden ! > 0 entonces sin condiciones suplementarias no se puede afirmar que es
de orden ! — 1, en particular no se puede afirmar que es continua en K'(M). Sin embargo mas
adelante se establecera una condiciéon que garantiza que una funcional tenga soporte compacto,
es decir sea un elemento de X(M).

Introduzcamos el concepto de distribucién:

Definicién 44 Una distribucion en M es una funcional lineal continua sobre el espacio de
funciones D(M) con topologia limite inducida.

Ejemplo 21 Sea ¢ € L;,c(M) y definamos :
To(5) = [ fods

Comprobemos que T, es continua:

Sea f, — f en D(U), K (compacto) tal que supp f C K(n € N). De la condicién f, — f, para
e>0yn>N: |fa(z) — f(z)] < /C para todo z € K (C es una constante a fijar). Luego

T TN < [ le@Ilfa@ = feldz < [ lo(a)lde,
fijando C = [ |¢(x)|dx se obtiene el resultado.
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Ejemplo 22 Para zo € U definamos 6, : D(U) — C definida como 6z,(f) = f(zo). Probare-
mos que es continua:

Sea fn(z) — f(z) uniformemente en K, luego |0z,(fn) — 0z0(f)| = |fn(z0) — f(z0)| < €.

Pasemos a definir topologias en los espacios vectoriales duales. Primero definamos semi-normas
en D'(M) . Tomemos ¢ € D(M) y consideremos la aplicacién 7, : D'(U) — C definida co-
mo: 7,(T) = ||T(p)|| para T € D'(U) . Definida asi, la aplicacién 7, es una funcional lineal
perteneciente al dual del dual de D(M) . Por otro lado se puede comprobar que 7, define una
seminorma en D'(M) .

La topologia generada por las seminormas {7,},ep() constituye la llamada topologia débil
sobre D(M).
Maés precisamente, el sistema de abiertos se define como:

Ug(To, €)= {t : Tpo(t — To) < € ,p € E C D(M)}. (2.35)

Puesto que para cualquier funcional lineal continua 7" actuando en espacios de funciones “mas
grandes” se cumple que T|pp) € D(M) se tiene entonces que tanto X'(M) y C*'(M) son
sub-conjuntos de D'(M) , en particular, el sistema de entornos para X’'(M) como para C*'(M))
se definen como:

K'(M) : Ug(To) = {t : 1ot — To) <€, ¢ € ECK(M)} (2.36)
C®'(M): Ug(To) = {t : 7,(t —To) <€, @€ ECC®(M)}.

De esta discusién se deduce entonces las siguientes relaciones de inclusién entre los espacios de
funcionales lineales continuas duales a los espacios funcionales.

loc(M) C C'(M) C C='(M) C D'(M),

y ademas

toc(M) C C'(M) C K'(M) C D'(M).
De manera reciproca, sea dada una funcional definida en el espacio D'(M) se establece que ella
puede extenderse a los espacios los espacios C*°(M) o bien a K(M). para las demostraciones
véase [36].
Definamos la nocién de derivada para una distribucién: T € D'(M)

Definicién 45 La derivada de grado a de una distribucion (@ = (a1, - ,am) € N™)es una
funcional lineal D*T : D(M) — C definida como

DT (p) = (—1)!*T(Dp).

De la definicién se tiene que DT € D'(M) si T € D'(M). Ademas, si lim T; = T entonces

Jj—oo
lim D*T; = D*T (véase [99] para mas detalles).
j€oo e . . . A 4
Definamos ademas el producto de una funcién infinitamente diferenciable y una distribucion:
Definicién 46 Sean la distribucion T € D'(M) y f € C®(M) entonces se define el producto

fT € D'(M):
IT(p) = T(fp), ¢ € D(M).

Destaquemos ahora el concepto de soporte de una distribucién T':
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Definicion 47 Sea el conjunto:
W = {z € M : existe un entorno coordenado U (x) tal que T\U(x) =0}

entonces el soporte de la distribucion T se define como: supp(T) = M\ W.

Hay que observar que de la definicién de W éste es un abierto por lo que supp 7" es cerrado.

2.3.2. Regularizacion de distribuciones

En la literatura D(M) también es denominada espacio de funciones de prueba; destacaremos
una subclase de dichas funciones

{x € D(M)/ x >0, suppx C B(0,1)}, (2.37)

donde ademss x(z) = x(z') para todo z,z’ € R™: || z ||=|| =’ ||
Introduzcamos ahora los nicleos regularizantes definidos como:

1 =z
Xe = ;E_’_"X(;), supp xe C B(0,¢), /l; Xedz =1, € >0

Recordemos la convolucién de una funcién f € L;,.(M) con un nicleo regularizante:

f*xe(z) = /M F@)xe(y — x)dy = /Rm f(z +y)xe(y)dy.

De acuerdo a la definicién de convolucién, su dominio U, es:

U ={xeU, inf |z — > 2.
. ={z €U, inf |z-yl>e) (2.38)
Enunciemos algunas propiedades de la convolucién (para las demostraciones, consiltese [36]):

Teorema 29 Se verifican los siguientes enunciados:

a. Sea f € Ly entonces f * x(z) € C®°(Ue) y en particualar podemos definir una sucesion
regularizante fm = f* X1/m

b. f * xe(x) —> f en la topologia de Lio. cuando € — 0 de donde se deduce que C>®(U) es
denso en Lioc(U).

c. El espacio D(U) es denso en C*°(U) por lo que resulta que D(U) es denso en Lioc(U).

d. Si f € C(U) C Lioe(U) entonces f * xe — [ uniformemente en compactos. Ademds si
feC®U),a(Z*+)™ : D*(f * xe) = D*f * Xe.

Basandonos en la regularizacién de funciones por medio de la convolucién procedamos a definir
la regularizacion de distribuciones:

Definicién 48 Sea la distribucion T € D’(U), U C M. Se define la regularizacion T, € D'(U)

€ > 0 como:

Te(p) = T(p * Xe) = [Ty(Xe(z — y))]z0(x)
donde ¢ € D(Uc) y T, es la distribucion aplicada sobre funciones definidas en el argumento y,
mientras que [Ty(xe(z — y)))z es la distribucion sobre funciones de argumento x.
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Pasemos a enunciar y probar el teorema de regularizacién para distribuciones:

Teorema 30 Una distribucion T puede ser aprozimada por medio de su reqularizacion T,. Dicho
de otro modo lime—0 T = T en la topologia débil de D'(M).

Demostraciéon: Analicemos en un compacto K C M la diferencia |T},,(f) — T'(f)| donde f es
una funcién en D(M) y ademés € = 1/n. Usando la definicién de convolucién de una distribucién
y la condiciéon de continuidad:

IT1/n(f) — T(F)| = 1T (fiyn — H) < Cllfijn — Fl%

Donde C es una constante (véase el Teorema 28). Ahora teniendo en cuenta que f; = f
uniformemente en compactos entonces || f; /n— f II’ < é donde 4 puede ser tan pequeno como se
quiera. Reemplazando esta relacion en la iltima expresion se concluye que:

IT1/n)(f) = T < T (fryn — HI < C6

Pero esto significa que T3 /,(f) — T'(f) en C para una funcién arbitraria f € D(M), De acuerdo
al Teorema 27 se tiene entonces que: lime—.g 7e = limp—00 77/, = T'. Con esto concluye la prueba.
O

Respecto a la regularizaciéon se puede citar algunas propiedades cuya prueba la remitimos a [99:

Teorema 31 Se verifica los siguientes enunciados:
- Para todo a € (Z2+)™: DT = (DT ) (e > 0)
- Para f € Lioc(U): [fle = [f * x| (e > 0).

Otras propiedades que merecen ser citadas se refieren a las relaciones que existen entre los
espacios de funcionales definidos m&s arriba (véase [99] para las demostraciones). Para terminar
esta sub-seccion citemos sin demostracion el siguiente:

Teorema 32 FEl espacio C™'(M) es el espacio de todas las distribuciones de soporte compacto.

Ademés de este teorema es importante remarcar otros resultados como aquel que establece la
densidad de C°*°/(M) en D'(M) y que el sub-espacio de distribuciones {T,, = [¢p]/p € D(M)} es
a su vez denso en C°'(M) para los detalles véase [36], [99].

2.3.3. Propiedades globales y locales

En el anslisis es conocido que un espacio topolégico de Hausdorff paracompacto M admite
una particién de la unidad: Es decir, dado un cubrimiento {U;} de V, existe una coleccién de

funciones {¢;} tal que:
1) ¢: >0, ;¢i =1
2) ¢; € C°(U;), supp ¢; C U;
3) todo punto de M posee una vecindad que interseca un niimero finito de soportes en ¢;.

Citemos las siguientes propiedades que son a la vez locales y globales (véase [19).
Sea U un subconjunto abierto de M (paracompacto de Hausdorff)
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a) {T;} C D(U)’ converge a T € D(UY si y solo si para todo z € U, existe V; C U tal que
{Tjlv.} € D(V;)’ converge a T|v, € D(V;)

b) Se(a 7;,’.5' € D(U)". T = S si y sélosi para todo z € U existe V, C U tal que Ty, = S|y, €
D Vz z T

c) T € D(U)' tiene orden I < L si y sélosi para todo punto = € U existe una vecindad V, c U
tal que Ty, tiene orden ! < L.

Como un ejemplo del uso de la particion de la unidad probemos la primera afirmacion:

La necesidad es trivial. Pasemos a probar la suficiencia por medio de un argumento de particién
de la unidad: Sea {V;} un cubrimiento de U y sea limj_o Tj|v; — T'|v;. puesto que existe la
familia de funciones {¢;} asociadas a {V;} se tiene que ¢ = > ¢¢; para ¢ € D(U) y ademis
¢@i € D(V;). Por tanto:

i 1 i

= ;jlj{glew(Mi) = jl_i{goTjiw(Z bb:)
= lim T;(¢),
J—o00

con lo que se concluye la prueba. Las otras afirmaciones se prueban siguiendo exactamente el
mismo método.

2.3.4. Distribuciones positivas y medidas asociadas

Sea T € K/(M) definamos [IT|(f) = sup{[T(n)|,n € D(M),|n| < f} para f € K(M) y f = 0.
Llamaremos a esta distribucion, variacién total de T siendo ésta postiva para f positiva. Si
tomamos f € (M) arbitraria, se puede extender la definicién de | T’|| usando el hecho que

f(z) = méx{f(z),0] — méx{—f(z),0] = f* — f~
es decir, que una funcién arbitraria es la diferencia de dos funciones positivas. Se tiene entonces
que:

NI = NTHCS) = NTH)

Y |IT|| queda definida para cualquier f € KC(M).
La magnitud ||T|| se denomina variacién total de T y se muestra que ||T| € K'(M). En
efecto, tomemos f > 0, f € K(M), ||l < f y un compacto K C M arbitrario entonces
puesto que n € D(M) C K(M) se tiene que: |n|lo < | fllo, ademds existe Cx > 0 tal que
[T(n)| < Cklnllo < Ck |l fllo; tomando el supremo de esta desigualdad [|7|(f) < Ckl|fllo-

A partir de ||T’)| introducimos la siguiente definicién:

Definicién 49 Una distribucion T € D'(M), que satisface T(f) > 0 para todo f > 0, se
denomina distribucion positiva.

El resultado cldsico de la teoria de la medida conocido como el Teorema de Representaciéon de
Riesz establece que toda funcional positiva tiene un representacion en términos de una tnica
medida positiva(véase [97]). Enunciemos una extensién importante de este teorema en términos
de las asi llamadas medida de Radon.

Definamos primero esta medida (véase [50))
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Definicion 50 Sea X un espacio topoldgico localmente compacto de Hausdorff: Una medida de
Radon p es aquella que cumple las siguientes condiciones:

- K (compacto) C X entonces u(K) < oo
- V (abierto) C X entonces u(V) = sup{u(K), K (compacto) C V'}
- A C X entonces p(A) = inf{u(V), A C V(abierto)}.

Teorema 33 Sea T' € D'(M) de orden cero, U (abierto) C M entonces, eziste una medida
inica de Radon p tal que:

- T(f) = Jy fdu, f € D(M)

- ITICS) = [y fallull, f € D(M), ademds ||u|| es la medida positiva asociada a la medida
de Radon p definida por:

oo
le||(B) = sup{z |n(Bj)|; Bj son conjuntos de Borel en B : B;N\ B =0 (j # k),
i=1

ademds B = |Jj2, B;}.

Ademds

ITN(f) = sup |T(n)].
Inl<l7|

Probemos que una distribucién positiva puede ser extendida a K'(M):

Proposicién 16 Sea T € D'(M) , tal que: T > 0 entonces T € K'(M).

Demostraciéon: Sea K (compacto)C M y tomemos xx € D(M) la cual es la funcién carac-
teristica de K. Para cualquier f € D(M) tal que supp f C K definamos xk || f||% — f la cual es
evidentemente positiva; se tiene entonces que:

0 < T(xkllfI% — f). De ahi sigue que: T(f) = |T(f)| < T(xk | f||%). Esto establece que T
es de orden cero. Del Teorema de Representacion de Riesz, se tiene que: T'(f) = [;; fdu para
f € D(M). Extendamos T para ¢ € K(M). En efecto , puesto que p. = ¢ * xe € D(M), defini-
mos T'(¢) = lim._,0 T(p¢), la cual esta bien definida de acuerdo al Teorema de la Convergencia
Monétona y al hecho que siendo K(M) C Lj,c(M), al aplicar el Teorema de Regularizacién de
Funciones se obtiene que p, también tiene soporte compacto lo cual implica que T' extendida
a dichos elementos también tiene soporte compacto. La positividad se mantiene al extender la
funcional, puesto que si ¢ > 0 entonces ¢, > 0. a

Comentario 19 La cuestién referente al orden cero de una distribucién por el Teorema 33
queda aclarada como la cuestion acerca de la existencia de una medida de Radon asociada.

Comentario 20 La denominacién de variacién total para |T|| proviene de la terminologia de
la teoria de la medida donde ||p|| se denomina variacién total de p.

Comentario 21 Sefialemos que reciprocamente una medida de Radon compleja pu, puede in-
ducir una funcional en (M) por:

7. = [ sau

para f € X(M) entonces T,, € K'(M).
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Se puede demostrar que de la positividad global de una distribucién se deduce su positividad
local y viceversa siempre que M sea para-compacta. Asimismo una distribucién T es positiva si
y s6losi T * x. lo es. Este ltimo hecho se deduce de la definicién de T * x¢(f) = T(fe) donde f
es un elemento positivo arbitrario. Enunciemos esto como un teorema:

Teorema 34 Para T € D'(U), U subconjunto de M (variedad paracompacta)
i) T >0.
1) Para todo z € U existe Vy C U tal que T'|y, = 0.

#41) Para todo € > 0, T > 0.

Consideremos algunos ejemplos en donde el concepto de distribucién positiva es relevante. Estos
ejemplos estan relacionados con-tépicos de la teoria del potencial. Para mas detalles de esta
teoria se puede consultar [2]).

Ejemplo 23 (Teoria del potencial y distribuciones)
Definamos para y € R™ la funcién:

—log|lz —yll (z#y,m=2)
Uy(z) = Iz —yl™ 2 (z#y,m>2)
00 (z=y)

que es super-armoénica en R™ (o bien —Uy(z) es sub-armoénica) y arménica en R™ \ {y}.

Consideremos aquellos conjuntos abiertos 2 C R™ tal que para todo y € Q la funcién U, tiene
un minorante sub-armoénico en 2 (a estos dominios se les denomina de Green). En 2 (de Green)
definamos Gq : 2 x Q@ — [0, +00] como Gq(.,y) = Uy — hy donde hy es el mds grande minorante
sub-arménico de Uy. La funcién positiva Gq se llama funcién de Green para el dominio de Green
2. Sea una medida p en 2 y la distribucién 7T, inducida por p. La funcién

T#(y)(GQ)r-/s:ZGQ(x’y)dﬂ(y)

(z € Q) se llama potencial si en cada componente existe al menos un punto en donde la funcién
(denotémosla Gqu(z)) es finita. Para m > 3 la funcién de Green de R™ es G(z,y) = Uy(z) donde
z,y € R™. En efecto, G(z,y) = Uy(x) — hy(z), tomemos h cualquier minorante sub-armdnico
de U, entonces h < r2-N en U(y,r), haciendo r grande se tiene que h < 0 en R™ de donde
hy = 0. Este 1ltimo hecho establece que el potencial de todo el espacio R™ (m > 3) es de la
forma T,y (|lz— y||2~") al cual también se le llama potencial Newtoniano. Finalmente, para que
T,y (Gq) sea un potencial es suficiente que p tenga soporte compacto en 2. En efecto, tomemos
una componente de 2 (el andlisis es el mismo para las otras componentes), sea K = supp u,
Yo € K y elijamos W (abierto, acotado y conexo) tal que K ¢ W Cc W C Q. La funcién
Ga(z,.), T € Q\ W es positiva y arménica en W y de la desigualdad de Harnack aplicada a la
bola U(yo,€) C K se tiene que: Ga(z,y) < CGa(z,yo) para un C > 0 dado e y € U(yo, €) C K.
Integrando la desigualdad respecto a du(y) tenemos Gaou(z) < Cu(K)Ga(z, yo).

Esto significa que al menos para los puntos € Q\W, Gqu(z) < oo con lo que queda establecido
que es un potencial.
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Ejemplo 24 Sea p una medida en R? que satisface / log [lylldu(y) < +oco entonces
R2\ B(0,¢)

definimos T),(,)(log ||z — y||) = Uu(x) = — [log ||z — y||du(y) para z € R2. La funcién U,(z) se

denomina potencial logaritmico.

Ejemplo 25 Sea p € L1oc(S2), % € Dc(U) entonces T,,(Av) (A es el laplaciano de %) se llama
Laplaciano Distribucional y lo denotaremos L,(1). Sea p € C?(Q2), probemos que L,(¥) =

/ PApdX (X es la medida de Legesgue) ademas si o € S(2) (£ es sub-arménica) 7}, es una

distribucién positiva en D.Q. En efecto, tomemos W (abierto, acotado) tal que suppy C W C
W C Q, ademas consideremos la bola abierta By D W; de la férmula de Green

fB {exw AY — Y A(pxw)}dA = /aB xw VY — YA (pxw)dv,

pero xw = 0 en OBy de donde: fQ pAYd = fQ PYApd .

Consideremos ahora p € S(Q2) entonces usando una secuencia decreciente {s,,} C S(W)NC*®(W)
(W del mismo modo como fue definido arriba): s, — s puntualmente en W, ademéas As,, > 0
de donde [ s,A®dA > 0 para ¥ > 0 (lo que se deduce de L,(¥) = [, ®#Aud)). Usando la
convergencia monétona se obtiene el resultado. Finalmente hay que indicar que usando este
ultimo resultado y el Teorema de Riesz se obtiene que existe una tnica medida pg: Lg(y) =
fQ Ydps. A la medida o, max{1,m — 2}, = p% se conoce como la medida de Riesz z (m es
la dimensién del espacio, om es area de la bola S™~!) asociada a la funcién sub-arménica S.
Esta nocién de una funcién asociada a una funcién positiva y una medida se usard en muchas
circunstancias.

Ejemplo 26 Un caso interesante de la medida de Riesz, es dicha medida asociada a la funcién
log |f| donde f es una funcién holomorfa en el plano con ceros zj,--- ,z con multiplicidades

my, -+ ,m; . Resulta que la medida de Riesz es “{2 = Z m; &, (véase la Seccion [3.2] para los
i=1
célculos relacionados a este ejemplo o bien consultese [2]).

2.4. Corrientes de De Rham

El primer paso en la construcciéon de la teoria de corrientes es la introduccién de ciertos espacios
topolégico-vectoriales de formas diferenciales andlogos a los espacios de funciones. En la sub-
seccién siguiente se introduce la definicién de corriente aséomo la estructura topolégica del
espacio de corrientes ademaés de las operaciones maés notables que se definen en estos espacios.
En esta seccidon no se considera ninguna estructura compleja, por lo que se estudia las corrientes
definidas en variedades suaves y orientables con coordenadas locales en R™.

2.4.1. Espacios topolégicos vectoriales de formas diferenciales

Sea M una variedad diferenciable C*°, m = dimg M. De aqui en adelante asumimos que M es
orientable y T». En concordancia con la Seccién [2.3] definimos diversos espacios vectoriales de
formas diferenciales de acuerdo a la naturaleza de sus coeficientes:
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p
C(/\T*M) = {u:u=Zu1d$1 ur € C(M)},
[Il=p

P
CO(NT'M) = {u:u= ) wdz; uyeC®(M)}, (2.39)
[|=p

li

P
CAATM) = {u:u= ) wdzrs ueC* (M)},

[Il=p

P
KINT'M) = {u:u= Y wdz; ueK(M)nC(M)},

[l=p
R .
L;oc(/\T*M) = {u:u= Z urdz; uy € Lioc(M)}.
i1=p
Consideremos también, en analogia con la seccién anterior: D(APT*M) = C®(APT*M) N

KC(A\P T*M) adem3as podemos definir *D(APT*M) = C*5(APT*M)NK(AP T*M). Por otro lado,
si en vez de M usamos M*° (cuando eso sea posible) entonces podremos también definir todos
estos espacios vectoriales para las formas de bigrado (7, s).

Comentario 22 Los espacios vectoriales definidos arriba estdn bien definidos de acuerdo a las
siguientes operaciones:

p
u+v|g =%/ u(z) + v(z) donde wu(z),v(z) e /\T;M, TeM (2.40)

P
Aulz =%/ \u(z) donde u(z)e AT:M, zeM, xreC. (2.41)

Pasemos a introducir topologias en los espacios de formas diferenciales, basta para ello seguir el
procedimiento para introducir semi-normas expuesto en la seccién anterior: Tomando K (compacto)
C M se define las siguientes semi-normas:

ue’C(/p\T*M): lul% = fglg{mﬁX{lluI(z)ll}} (2.42)
wec(ATM): Tl = sp{mex(IDCw@I) ec@)n. (249

Parau € D(/AP T+M) se introduce la misma semi-norma que en el caso del espacio C*( AP T+ M).
Definiendo el sistema de entornos para la topologia de la misma forma que se hizo para funciones
se tiene el siguiente sistema de abiertos:

Us(f.e) = {9€K(Kn):ll f—gllk,<e ne€ECN}
Us(fie) = {9€C®(Kn):ll f—glk,<e mne ECN,leN}
Us(f.e) = {9€D(Kn):ll f—gllk,<e me ECN,leN}. (2.44)

Estos sistemas de abiertos definen entonces las 7-topologias para los espacios de corrientes.
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Comentario 23 Puesto que M se asume de Hausdorff, entonces al igual que para los espacios
de funciones se tiene que C'°( /\p ™M)y C3( /\p T* M) tienen una topologia que se puede definir
por un conjunto contable de normas, lo que implica que es un espacio de Frechet. En el caso
de D(A? T*M) y *D(/A\? T*M) se prueba que la topologia es inducida por un conjunto finito de
normas por lo que los espacios son de Banach aunque no de Frechet. Se puede probar ademas
que D(AP T™ M) es denso en C®(AP T* M) (véase(97}).

2.4.2. Corrientes de De Rham como funcionales lineales conti-
nuas

Siguiendo lo hecho en la seccién anterior, onsideremos los espacios vectoriales duales a los espacios
de formas diferenciales ya definidos.

Definicién 51 Una funcional lineal continua definida en el espacio de formas D(A\P T*M) se
denomina corriente de dimension p (o grado m — p) sobre M si todas las restricciones TIDP( K)
sobre un compacto cualquiera K C M son también funcionales lineales. El espacio lineal formado
por todas las corrientes definidas de esta manera se denomina por D,(M).

Del mismo modo podemos introducir los otros espacios vectoriales de funcionales lineales conti-
nuas a los que denotaremos como *D,(M) , C°°;,(M ) IC;,(M ) ¥ que se definen como los espacios
duales a SD(A?PT*M) , C®(APT*M) y K(AP T*M) respectivamente.

Comentario 24 Sea M una variedad C* con dimM = m. Establezcamos la siguiente notacién:
D'™~P(M) = D, (M) entonces p se denomina la dimensién de la corriente T' € D,(M) y m —p
se denomina el grado de T € D™ P(M) = Dy(M) . Ademés < T,u > denota la accién de
una corriente (funcién lineal continua) sobre una forma diferencial. Sea ahora M una variedad
compleja de dimensién m , entonces, en el caso de una corriente de bigrado actuando en un
espacio de formas diferenciales de bigrado (p,p), también se puede hablar de una corriente de
bi-dimensién (p, p) y bigrado (m — p, m — p).

Comentario 25 En lo que sigue el concepto de corriente, el cual ha sido definido restringido
al espacio D(AP T*M), sera entendido como sinénimo de “funcional lineal” en cierto espacio
de formas diferenciales. En realidad esto tiene justificacién en el hecho que una funcional de
D(APT*M) puede extenderse bajo ciertas condiciones a otros espacios méas generales, o en
otras palabras, de acuerdo a las relaciones de dualidad: C*°(A? T*M) c D(AP T*M), etc.

Ejemplo 27 a) Sea M una variedad suave de dimensién m. La corriente de integracién sobre
M: m
< [M),¢ >= /M ¢, ¢ €D(\T"M)
P
<M)¢p>=0 .¢eDAT'M) (p<m)

b) Sea M una variedad suave de dimensién m, w € Lioc(A” T*M). La corriente [w] de di-
mensiéon m — p se define por la regla ’

<[w],¢>>=/Mw/\¢ ¢eD(/\T“M).
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c) Sea la corriente T' p-dimensional sobre M, o € D(A’T*M) ¢ < p. La nueva corriente
T A o esta definida por:

<TAa,p>>=<T,aNyp>,

entonces ¢ € D(AP9T*M) y por consiguiente T A a es una corriente de dimensién p — q.

Del mismo modo que para las distribuciones, podemos sefnalar dos formas equivalentes para la
continuidad cuando M C R" (véase [19]):

Proposicién 17 (Continuidad secuencial) Sea M C R™. Una funcional linealT en D(\? T*M))

es continua si y sélo si para cada sucesion p, — ¢ en D(NP T*M), la sucesién T(p,,) — T(p)
en C.

Proposicién 18 (Continuidad en el origen)Una funcional lineal T en D(A\P T*M) es con-
tinua si y sélo si para todo compacto K C M eziste C > 0 (eziste l € N y C > 0) tal que para
todo ¢ € D(AN\P T*M)) con suppy C K se tiene que:

IT@I <C el .

Pasemos a introducir dos conceptos de importancia:

Definicién 52 Sea T una funcional lineal. El orden | de T se define como | = mins donde s:
IT(p)] < Cllellx, C>0.
Aqui ¢ pertenece al espacio donde se aplica la funcional.

Definiciéon 53 FEl soporte de una corriente suppT es tal que:

suppl” = AC M.
Donde T|pna = 0.

Probemos ahora la siguiente proposicion:

Proposiciéon 19 FEl dual topoldgico C°°;,(M ) es el espacio de funcionales continuas de soporte
compacto.

Demostracién: En efecto, Sea T € C®,(M) entonces | < T,u > | < Cméx{|u|k,},C >0 la
cual es vilida para un ntimero finito de conjuntos compactos {Kj;}. De ahi supp T C U, K.
Reciprocamente sea T' € D;,(M ), tomemos K; entornos compactos de coordenadas locales tal
que K C (UK;)°y % € D(M) tal que ¢y = 1 en K y 9 es nula fuera de K entonces supp % C UKj.
Sea u € C®(A\? T*M) y definamos < T,u >=< T, du > (lo cual es independiente de ), T es
por lo tanto continua en C°°;,(M ) que es lo que se queria probar. D

Ejemplo 28 Sea la corriente [w] de grado p donde w € Lioc(/\P T* M) definida en el ejemplo
anterior. La aplicacion Ljoc(AP T*M) — Dy,_,(M) definida por la correspondencia w — T, €s
inyectiva. Luego de topologizar Lis: (véase [99]) se puede probar que dicha aplicacién es continua

en la topologia débil.
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Comentario 26 En realidad el concepto de orden de una corriente introducido aqui no coincide
con el concepto de orden introducido originalmente por De Rham (véase [19]). En su trabajo el
concepto de orden queda definido de tal modo que la clase de corrientes de orden cero abarca
las demas clases de corrientes de ordenes ¢ > 0.

Comentario 27 Para corrientes definidas en una variedad paracompacta M se puede estable-
cer, de manera completamente analoga al caso de las distribuciones, que propiedades tales como
el orden y la nulidad de una corriente son tanto propiedades locales como globales (véase [88]).

Definamos el complemento de los multi-indices, a usarse més adelante.

Definicién 54 Sea el multi-indice I € {k p} definido en la variedad de dimension k. Su com-
plemento I se ezpresa como I = {1,2,--- ,k}\I.

De esta definicién, dada una base {d:v,} —g en T" M se tiene que dry Adz; = (— 1)% T4V donde
I,Tesla paridad de la permutacion de I con 1.

Para concluir esta sub-seccion establezcamos el siguiente hecho de importancia:

Proposicién 20 Sea la funcional T = 3, {m,p) Trdz; una forma diferencial que tiene coefi-
cientes distribucionales T1 € D'(M) ezpresados localmente entonces T € D,(M). Reciproca-
mente, para T € D,,(M) la corriente puede representarse localmente como una forma diferencial
con coeficientes dzstrzbuczonales

Demostracién: Para probar el resultado debe tenerse en cuenta que los espacios Dj(M) y

D(M)’ son isomorfos, esto es, debido a la aplicacién biyectiva natural entre estos espacios.

Sea T € D., (M) (siendo dimM = m), tomando entonces una funcién test ¢ se tiene que

< T,¢dV >= adV ademds, puesto que se puede considerar que T' € D’(M) entonces < T, ¢ >=

a €C.

Probemos ahora que T' = Z Trdzy es una funcional lineal en el espacio de formas diferen-
Ie{m;p}

ciales D(N™"PT*M).

Consideremos ¢ = Z ¢ jdz; donde T} son distribuciones.
fe{m,m-p} X

Entonces: T'(¢) = Z Ti(¢5)dzy Ndzj = Z{I, I}Ti(¢;)dV lo cual nos lleva a afirmar que T es
1,i

una funcional lineal continua, ya que los coeficientes son distribuciones.
Pasemos al enunciado reciproco:
Definamos la coleccion de indices:

{m;p}r = {I :<T,dz; ># 0}, donde I € {m,p}.
Sea ahora < T, ¢rd&; >= aj = aydv, VI € {m;p}r entonces T definida tal que T'|az,=0, JI =

Trdzy con I,J € {m,p} Tr € D'(M) es una distribucién donde Trdz; A ¢jdzj = T(¢p;)dv.
Luego en el espacio de funcionales usando la suma directa de sub-espacios tenemos que:

T= ) Tz
Ie{m,p}
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y 77 son distribuciones. o

De este hecho se desprende la representacion de una corriente definida en una variedad compleja
en coordenadas locales. En efecto, sea U en M (variedad compleja de dimensién m) un entorno

con coordenadas locales z1,--- ,Tx . Tomemos ademés T de dimensién p luego:
Tly= > TidXydonde I = (i1, " ,im—p), i1 <i2 < <imp
[|=m—p

si TUJ #{1,---,m}

0
1, ¢sdX; (-1)°UN <Tpé;> si TUT={1,--- ,m}

2.4.3. Operaciones en el espacio de corrientes

Derivada exterior-Es posible extender o inducir ciertas operaciones en espacios de formas
diferenciales a sus duales. '

SeaT € "’D;,(M) entonces se define dT € **'D!_,(M) , < dT,u >= (—1)9*! < T,du > donde
u €%t DP~1(M), p+ q = m = dim M. Ademss usando la representacién de T' como forma
diferencial se tiene la férmula explicita para la derivada exterior de T :

T son distribuciones en D'(M).

El operador d en el espacio °*D, (M) es un operador lineal continuo. Verificar la linealidad es
trivial. Probemos la continuidad: sean 7;, —» T y < dT,,¢ >= (—1)9"! < T,,,do >. Donde
¢ € D¥(N'T*M) y g=m —p.

Pasando al limite:

lim < dTn,¢ >= (-1)7*! lim <T,d¢ >= (1) < T,dp >=< dT, 0 > .

n—00

Lo que prueba que d7,, — dT

Ejemplo 29 De la Férmula de Stokes se tiene que Ty = dTy, para w € C°(A?T*M). En
efecto, sea Ty, € D;n_q_l(M ) y tomemos u € D™~9-1(M) ,entonces, usando dicho teorema :

=—_/Md(w/\u)=/deAu+(—1)q/MwAdu,

de donde se deduce la igualdad buscada.
Otra aplicacién de la férmula de Stokes establece que [z du = [3;u es decir:
< [2],du >=< [0Z),u > donde Z C M (subvariedad de M cerrada y orientada, dim Z = p)

u € DINPT*M) de : < d[Z],u >= (—=1)9*! < [Z],du > de donde: d[Z] = (—1)™"P+1[5Z].
Introduzcamos la importante definicién:

Definicién 55 Una corriente T € D,(M) se llama cerrada si dT = 0. Aqui el operador dife-
rencial estd definido en coordenadas candnicas.

Nuevamente si M es un espacio de Hausdorff paracompacto se tiene que la propiedad de ce-
rradura es una propiedad global y local. Mas precisamente:
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Proposicién 21 Sea T € D,(M) donde M es paracompacta. T es cerrada en M si y sélo
st para todo punto T € M eziste un abierto U tal que T|y es cerrada.

Demostracion: Es s6lo necesario establecer que de la cerradura local se deduce la cerradura
global. Usando una particién de la unidad {a;} subordinada al cubrimiento {U;} se tiene que:

<dt, ¢ >=<dT,) aip >=» < dT|y,,0i¢ >=0.
1 1

O

Residuos-Volvamos a la relacién dT,, = Td,, para w € C®°(A?T*M) . En general, para un w
dado pueden existir puntos donde esta igualdad no se cumple. Es de interés en ciertas aplicaciones
conocer la diferencia entre estas dos magnitudes cuando no se cumple la igualdad. Introduzcamos
la siguiente:

Definicién 56 Seaw € C®° (AP T*(M\S)). La cantidad R(w) en dT,, = Ty,+ R(w) se denomina
residuo en S C M.

Evidentemente para £ € M \ S, R(f) = 0 para algin entorno Uy, entonces supp R(f) C S.

1d
Ejemplo 30 Tomemos w(z) = 2—7”-; el micleo de Cauchy en C. En este caso S = {0} C C se

tiene ademas dw = 8w = 0. ~
De aqui considerando que Ty, = T3, = 0 para z # 0 Entonces, dT,, = 9T, implica que

d
1dz ) 9,

T.,,0p >= .
<To 0 c2ni z 0z

Por otro lado, de la version en términos de formas diferenciales de la férmula de Cauchy (véase
la Seccién [2.1]), se tiene que para ¢ € D(C)

‘p(O)z/C 1 dz/\dfacp(z)_'_/aciﬁdz,

2712 z oz 27t 2z

y el segundo miembro se hace cero debido al soporte compacto de ¢
De aqui se concluye que:

5(Tw) = 6o = R(w),

lo cual puede considerarse una expresion en términos de corriente de la férmula de Cauchy. Del

mismo modo pueden considerarse expresiones anslogas en C*¥ que se expresan en términos del
nicleo de Bochner-Martinelli (véase [69)).

Producto cuna- El producto cuna de una corriente con una forma diferencial se define como
una nueva corriente de grado mayor que la corriente inicial.

Definicién 57 (Producto cuiia) Sea T €* D,(M) y v €* C(N\"T*M) donde r < p.
El producto curia T Av €* D,,_,(M): '

<TAv,u>=<T,vANu>,

donde u €° D'(AP""T*M).
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La definicién tiene sentido pues v A u es continuo en la topologia C?. De ahi se establece que
la aplicacién D, (M) — °Dj,_,.(M) definida como T + T A v donde v es una forma diferencial
pre-fijada en S*C(A" T*M) . En efecto: Sea T Av € Ug(Tp A v,€) entonces para ¢ € E se tiene:
(T Av—To Av)(p)||= (T — To,v A p)||de ahi T € Ug'(To, €) donde E’ = {p'/p’' = v A p}.
Se verifica ademaés que:

d(T Av) =dT Av + (—1)%9TT A dv.

Del mismo modo se puede establecer que:
vAT =(-1)9"TAv, (g+p=m).

Imagen directa (push-forward)- Sea M, M variedades diferenciales orientadas; k = dim M,
k = dimM. Ademés F : M — M es un mapa C*®. Como es sabido la aplicacién imégen
inversa * D(A\P T* M) —° D(\? T*M es continua en la topologia C* y supp F*u C F~!(suppu)
(donde u € *D(AP T*M)) aiin cuando en general F*u no tiene soporte compacto. Sea entonces
T €° D! (M) y sea F |suppT Propia, de tal modo que para todo compacto K C M la aplicacién
lineal u —< T, F*u > esta bien definida en supp TNF~! K y es continua en * D? (M ), denotémosla
por F,.Te *D. (M ) y denominémosla como la imagen directa (push-forward) de T por F'.
Probemos que la aplicacién directa * D,,(M) —* D, (M ) es continua en la topologia de ° D, (M).
En efecto, sea F.T € Ug(F.T,¢€) donde Ty To €® D, (M) entonces para ¢ € E: ||(F T —
F.To, o) ll= T — To, F*p) |< € de ahi T € Uva(To,e) donde F*E = {u/u = F*v,v € E}
De la continuidad del pull-back de formas diferenciales se tiene que Ug-g(Tp, €) es un entorno
de Tp.

Las siguientes propiedades son facilmente demostrables:

Proposicién 22 Para todo T €* D! (M ) tal que F|syppT €s propia, F. T es tal que:
e) supp F, T C F(suppT)
b) d(F.T)= F.(dT)
¢) F.(TA F*g) = (F.T)A g para todo g €* C(A\? T*M)

d) SiG: M — N es un mapa de clase C® tal que Go F| supp T €5 propia, entonces Gy (F.T) =
(GoF), T

Ejemplo 31 Sea T, la corriente asociada a u € D(A?T*M), donde dimM = k > p. Sea
F : M — M propia en supp T, esto equivale a que sea propia en supp u. Puesto que la imagen
directa verifica: < F,T,,,v >=< T,, F*v > entonces:

F*[u](v)=F,./ u/\v=/_ F,,u/\vz/ u A F*v.
M M M

Sea ahora F : M — M una submersién, y sea d-F : TaM — TrayM también suryectiva.
Sea u una p—forma diferenciable en M con coeficientes en Lj,. y sea F|supp propia, entonces
F.T, € D}, (M) (dimM =k, dimM = k). Ademas el grado de F\Ty es k — (k— p)

Probemos ]a siguiente férmula:

Fou(z) = /eF—l( )u(w).
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En efecto, de la definicién de F, T, basta establecer: / u\F*v = / (/ u(w)) Av(z)
. . M zeM JweF-1(z

para todo v € D(APT*M).

Usemos el Teorema del Rango para la submersién de M en M: M = A x M donde 4= F~1(z),

F' = proy, y también las fibras se orientan de tal modo que la orientacién de M es el producto

de la orientacién de A y M. Sea dim A = k—k. Sea ademas (¢, z) € A x M entonces la aplicacién
pull-back estéd inducida por F' = proys:

./M u(w) A F*u(z) = -/AxM u(t, z) Av(z).

Del Teorema de Fubini:

/AW;‘(t, 2) Ao(z) = /zm[/m w(t, 2)] A (2).

donde la imagen directa de u(w) se obtiene al integrar la forma equivalente

u(t,z) = Z ur,y(t, z)dt;r Adzy
1,J

y lI[+ [J| = p, con la férmula: Fou(w) = [, o u(t, 2).

De aqui se obtiene que el grado de F, T, es p— (k— I::),a.demés de la expresion anterior se observa
que F.u tiene coeficientes Lj . en M si u los tiene en M y el mapa v — F,u es continuo en la
topologia C*°.

Imagen inversa (pull back)- Pasemos ahora a discutir el pull-back de corrientes. Sea al igual
que arriba dos variedades diferenciables M, M y una aplicacién F' diferenciable entre ellas. Si
intentamos dar la definiciéon general de pull-back de corrientes F*T para T € D;,(M ) de modo
que:

(F*T,v) = (T, Fyv), ve D( /,,\ T*M).

Se tiene que esta definicién tropieza con serias dificultades puesto que no existe una defini-
cion general de aplicacion directa para formas diferenciales. Veamos, sin embargo, algunos casos
donde se define el pull-back de una corriente:

- Sea T = [Z], donde Z es una sub-variedad de M de clase C*. Luego F~1(Z) es una subvariedad
de M y tiene una orientacion natural dada por el isomorfismo:

inducido por d,F en cada punto z € Z. Probemos que [F~!(Z)] es una corriente en M cuando
F es una submersién. En efecto, tomando la expresion de F,u(z) se tiene que:

< F*[z],u >=< 2], Fou >= F.u(z) = / u(t, z) = / u,
z€Z (t,z)EAXZ F—1(z)

(usando una particién de la unidad en M y tomando nuevamente M = A x M y F =m2 ) de
donde se deduce que [, Fuu = fF—l(Z) u =< [F~1(2)},u >, y luego F*[z] = [F~1(2)].
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En general sea F : M — M una submersién. Podemos definir F*T' €° D9 (M) de una corriente
T € DY (M) como < F*T,u >=< T, Fou>,u€’® Dq'”‘_é(M) (dim M = k, dim M = k). Bajo
esta definicién dim F*T = dimT + k — k y ademds: d(F*T) = F*(dT), F*(T Au) = F*T A F*u,
u €* D(M).

- Sea Ty, donde u € *D(APT*M*€) ,ysea F : M — M un mapa holomorfo (o complejo C*). El
pull-back esta definido como Ty,oF = f F-1(1) ¥ © F donde F~1M es una subvariedad compleja
orientable, tal como se discutié en el ejemplo previo.

- En la Seccién [??] estableceremos que para una funcién plurisub-arménica u : M — C se tiene
que la corriente T = dd°u es cerrada y positiva (para el concepto de positividad véase la Seccién
[2.5]). Sea f : M — M un mapa holomorfo entre dichas variedades entonces el pull-back se
define como: F*T = dd°(u o F).

Esta aplicacién esta bien definida pues u o f es también una funcién plurisub-arménica (véase
la Seccién [2.6]), por lo que ddu o f tiene las mismas propiedades que la corriente inicial.

2.4.4. Regularizacién de corrientes

Puesto que una corriente tiene una representacién local tinica en términos de una forma diferen-
cial con coeficientes distribucionales, se tiene que la regularizacién de corrientes tiene localmente
un enfoque analogo al empleado para las distribuciones.

Sea una corriente T € D,(M), M una variedad C°(s > 0). Constriyamos la sucesién de
corrientes suaves {T,}neN C D;,M tal que T,, — T en la topologia débil.

Definamos ahora, con ayuda de las formas diferenciales regularrizantes, la corriente T, puede
definirse como:

P
T(p) = T(pe), ¢ € D(\NT*M)) y pc = ¢ * Xe,

¥ Xe es una funcién regularizante tal como se definié en la Sub-seccién [2.3.2]. Con ayuda de la

representacion local de una corriente T' € D;,(M ) como una p—forma diferencial con coeficientes
distribucionales se tiene que:

Te =T *xe = »_(T1 * xe)dzr, (2.45)
I

la cual estd definida en Q. = {z € R™;d(x, 2°) > €} (S es abierto).
Enunciemos el teorema de regularizacién:
Teorema 35 La sucesion de corrientes T, (e > 0), converge a T € D,(M) en la topologia
débil del espacio de corrientes cuando € — 0. En particular, la sucesion T,, = T * X1/, converge
débilmente a T'.
Para efectuar la demostracién basta seguir punto por punto la demostracién efectuada para el

teorema de regularizacién de distribuciones, véase la Sub-seccién [2.3.2].
Este teorema establece que la clase de corrientes regularizantes en D;,(Q) es denso.
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2.5. Corrientes positivas y cerradas

2.5.1. Positividad en el espacio de corrientes

Definicién 58 Una corriente T € Dy, ,(M) se dice que es positiva (respectivamente fuertemente
positiva) si < T,u >> 0 para todas las formas test (es decir elementos de D(A\PPT*M)) que
son fuertemente positivas (respectivamente positivas) en cada punto. El conjunto de corrientes
positivas (respectivamente fuertemente positivas) de bidimension (p,p) se denotard: * Dy, (M)
(respectivamente *+D;, (M)).

Comentario 28 De su definicién se tiene que la positividad fuerte es una propiedad local y
que los conjuntos ‘H'D;,’p(M ) C "'D;,,p(M ). Ambos conjuntos son conos convexos cerrados con
respecto a la topologia débil. Por otro lado la positividad tomada como propiedad local puede
ser extendida en un espacio que admita la propiedad de para-compacidad:

Proposicién 23 Sea M una variedad paracompacta. T € D;,’p(M ) es positiva si y solo si para
todo T € M, eziste V;: Ty, es positiva.

Demostracién: Sea z € M tal que T'|y, es positiva, donde U, es un entorno de z. Sea {U,}
un cubrimiento localmente finito de M y sea {¢,} la particién de la unidad subordinada a
{Ua}. Consideremos una forma test positiva 9 , luego: (T, ) = (T, >, da¥) = I (T, o) =
S AT ltra Bt > 0. 0

Equivalentemente, es posible definir una corriente positiva basandonos en el concepto de dis-
tribucién positiva:

Definicién 59 T € D, (M) es positiva (fuertemente positiva) si y sélo si T Au € D o(M) es
una distribucion positiva para todas las formas fuertemente positivas (positivas) u € D(A\PP T*M).

Proposiciéon 24 Las dos definiciones de positividad para corrientes son equivalentes.

Demostracién: Establezcamos el resultado para las formas positivas; en el caso de las formas
fuertemente positivas el resultado se establece en forma completamente analoga. Sea una cor-
riente T € D;,,p(M ) que cumple la primera definicién. Tomemos ahora el producto cuna T A u
y también una funcién test a positiva, entonces (T' A u,a) = (T, au). Pero au es una forma
fuertemente positiva tipo test por lo que (T A u,a) = (T,au) > 0 de lo cual se tiene que
T A u es una distribuciéon positiva. Tomemos ahora T que satisface la segunda definicién y sea
u una forma fuertemente positiva. De la condicién: (T' A u,a) > 0 (o forma test) se tiene que:
(T A u,a) = (T,au) y puesto que u es una forma fuertemente positiva arbitraria se tiene la
primera definicién de positividad. O

Escribamos las corrientes positivas de la siguiente forma cémoda para los céalculos:

(2.46)

si T € *Dpp(M) (dim M = k).
Sea u =0, 1 pup ydzr Adzy donde I, J' € {k; p} y efectiemos los célculos para (T, u):

(T, u) = apak_p(—l)p(k—p) Z Z Trg(up,pr)dzr Adzp ANdzZy A dzy =
1,0 r.Js
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= > {IIYJ, YTy 5(uz 5)dV = Y {1, 1H{J, I}T1 5(u; 5)dV
11,30 1.J

donde {I, T}, {J, J} representa la signatura de las permutaciones y dV es el elemento de volumen
en C*.

Si « es una forma fuertemente positiva, entonces tomando un I, J fijo perteneciente a la coleccién
de multi-indices de T para I J que pertenece a la coleccién de indices de u se tiene:

donde 77,5 > 0 . Finalmente, para T positiva y u fuertemente positiva, se obtiene la férmula:

(T,u) =Y _ Ty (rr,5)dV.
7

De donde para las distribuciones T7,; y los coeficientes tipo test 77,5 = {1, I HJ, J}u j j asociados
a cualquier forma fuertemente positiva, se cumple que:

> T1y(r1,5) 2 0.
rJ

Ya que 775 es arbitraria se tiene que Z,,J Try=20.

Definicién 60 Una corriente se denomina real siT = T.

Proposicion 25 Una corriente positiva es real.

Demostracién: Sea T € *Dj, ,(M) y tomemos una forma test u fuertemente positiva con coe-

ficientes 777. Como < T,u >= 3" Ty j(717)dv > 0 . De la misma forma < T, %@ >= 5_ Ty _;(115)dv
pero como # = u entonces

<T,u>=<T,u>.
Siendo u arbitrario se concluye que T = T.. O

Introduzcamos la nocién maés importante de esta seccion:

Definicién 61 Una corriente T € D}, ,(M) se denomina cerrada positiva si ademds de satis-
facer la condicidon de positividad se verifica que dT = 0.

De la representaciéon de una corriente cerrada positiva como forma diferencial de coeficientes
distribucionales se tiene que:

oTry, _ Ty, ,_ —
dT = ok—p IXJ: Z—azfdzm Ndzy ANdZy + ak_pIZJ: Z "3z dz, Ndzy NdzZy,
S m A 5 n

de donde para m,n € (I U J)€ se tiene que

oTry  OTi,y _ 0
Oz az, . ’
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Ejemplo 32 En la Seccién (2.6] se ha probado que para v € PSA(M) N L;, (M) (M variedad
compleja), T' = dd°u es una corriente positiva de bigrado (1,1). Mas aiin es inmediato que

dT = 0. Mas adelante (véase la Seccién [3.3]) se probara el resultado reciproco.

Ejemplo 33 En la Seccién [3.3] estableceremos el siguiente resultado: Sea Z C M una sub-
variedad compleja orientada de dimensién p. y ademas T' = [Z], entonces T €+ D! p(M). Con
ayuda del Teorema de Stokes se probé que d[Z] = £[0Z] = 0 por lo que [Z] es una corriente
cerrada y positiva de bigrado (k — p,k — p).

2.5.2. Caracterizaciones y propiedades de las corrientes positivas

Usaremos la siguiente notacién: {I} denotara el conjunto de multi-indices de la forma diferencial
u = ) ; urdzxy, siempre y cuando esté claro que se estd hablando de los multi-indices de dicha
forma; si es que hay ambiguedad se escribira: {I},. Por otro lado, {I} denotars el conjunto de
multi-indices complementarios a los de la forma u. Todo lo dichho se repite para los multi-indices
I, J para la forma de bigrado Y ujjdz; A dz;.

Proposicion 26 T € "'D;,‘p(M ) es de orden 0, esto es, sus coeficientes Ty, j son medidas com-
plejas. Ademds sus coeficientes satisfacen:

Trg=Ts; (I|=|J|=n—p).
Mads ain Ty p 0 y ademds:

ArAg| Tl < ZA%TL,L,
L
donde {I} N {J} C {L}, A son coeficientes arbitrarios y A\ = [[,¢; Ai-
Demostracion: Apliquemos la corriente 7' a una forma test fuertemente positiva del tipo
opdz; A dZ; (f > 0) donde I es fijo. Luego T7,1dV =T A opdz; A dZj > 0 por lo que T} ; es una
distribucién positiva o equivalentemente una medida positiva.

Por otro lado,apliquemos la corriente 7" a una forma de tipo o,dz; A dzj, donde I, J son multi-
indices fijos. Efectuando operaciones:

Tr,ydV = xT A opdzj A dZj.
Transformemos opdz; A dZ; adecuadamente:

opdzl- N dfj = /\ dz;s N dii's'
1<s<p

Usando el lema de descomposicién en formas del tipo —;—a A @& se obtiene:

= Y en= 3 ;,1? N 5(dz, +i%dz,) A dz, +odz).
a€(Z/4Z)p a€(Z/4Z)p 1<s<p

Entonces: 1
TrsdV==% 3 ZTA%.
a€(Z/4Z)P

De la hipétesis, cada T' A v, es una medida positiva, por lo tanto 77 ; es una medida compleja
y:
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= 5157’ A N\ Gdz, Adz; +idz;, Adz;)).

1<s<p
El udltimo producto cuna es una suma de a lo mas 2P términos, cada uno de los cuales es de la
forma o,dz; A dz; con |L| = p, L € {I} U{J}. Puesto que TA opdz; NdZ; = Ty 1dV y ademas
{L} D {I} n{J} se tiene que:

Trsl< Y. Tor

INnJcLcruJ

Es decir T esta acotada por medidas positivas las cuales son a su vez de orden cero. Si tomamos
un cambio de coordenadas z = Aw, (21,22, ::2k) = (M1w1,- - Akwk); Ai > 0. En el nuevo
sistema de coordenadas la corriente T se transforma en A,.T y sus coeficientes se convierten en
A1AJTr, y(Aw). Por lo que se verifica la desigualdad buscada para A; > 0. El caso A\; = 0 se puede
obtener pasando al limite. O

Comentario 29 Puesto que de lo anterior se tiene que T es de orden 0, se define la medida de
masa T como ||T|| = 3, ;|T1,4| (donde ||T’|| depende del sistema de coordenadas elegido). Del
Teorema de Radon-Nikodym se puede escribir Ty jy = t1 j||T|| donde ¢, ; es una funcién de Borel
tal que ) |tr sl = 1.

Por lo tanto se tiene: T = ||T'||t donde t = ok_p ) t1,5dz1 A dZk.

Definida de esta forma T es positiva (fuertemente positiva) si la forma t € /\k_p kP TN es
positiva (fuertemente positiva) en |T||—ctp de M. La suficiencia es trivial; para la necesidad
se tiene que si T es positiva (fuertemente positiva) y {u;} es una secuencia de formas con
coeficientes constantes en APPT*M la cual es densa en el conjunto de formas fuertemente
positiva (positivas), luego T'Au; = ||T||t Au; por lo que ¢t Au; tiene que ser una forma de bigrado
(k, k) positiva a excepcién quiza de un conjunto de medida nula. De la densidad, obtenemos que
t es positiva (fuertemente positiva) a excepcién de un conjunto de medida nula.

En particular, del ultimo teorema se desprende que si T es positiva (fuertemente positiva) en
una carta entonces la convolucién T * X, es positiva (fuertemente positiva) en 2. De la misma
forma establezcamos el siguiente corolario:

Corolario 8 Si T € * D), ,(M) yv € CO(A**T*M) son positivas, una de ellas (o bien ambas)
son fuertemente positivas, entonces el producto cufia T Av es una corriente positiva (fuertemente
positiva).

Aprovechemos el concepto de medida de masa ||T'|| para dar una definicién que sera usada
constantemente luego:

Definicién 62 Se dice que una corriente T definida en una variedad compleja M carga un
conjunto U C M si ||T||(U) # 0. En caso contrario se dice que la corriente no carga U.

Introduzcamos una nocién asociada al orden cero de una corriente positiva.

Definicién 63 Una corriente se denomina normal si tanto T como dT' son de orden cero.
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Puesto que para una corriente positiva cerrada dT" = 0 entonces ésta es normal.
Establezcamos otra caracterizacion de una corriente positiva:

Teorema 36 Una corriente T € +D,’M,(M ) es positiva si y solo si
-Tyg =Ty
- para todo £ € CP: Y Ty, JEIEJ es una distribucion positiva.

Demostracién: La primera condicién es suficiente y necesaria para que T sea real. Sea ahora
T una corriente positiva y tomemos el vector £7, pongamos:

n=>_ €(J N,

JEk;p

J,J)esel signo de la permutacidén. Como 0,71 A 1 A 7 es positiva por hipdtesis:
P

Efectuando operaciones:
— =J
opTANATT = Ty €€ dV.

Lo cual prueba la segunda condicién.

Reciprocamente, supongamos que una corriente real T satisface la segunda condicion. De ella
se deriva que Ty + Tyr y i(Try + Ty1) son distribuciones positivas, esto hace que T sea una
medida compleja (orden 0). Tomemos € AP°T*M, f € D(M) : f > 0, supp f C K (compacto)
contenido en M. Teniendo en cuenta que n = Y _.73dz’ y ademss considerando la sucesién de
formas 7y — 71 y la de funciones 75, — 7 se tiene la siguiente descomposicién:ny = > T]J'\dz‘]
tal que a su vez las funciones 7;, pueden ser aproximadas con una secuencia de la forma 7, =

Z(,\ JaXB,,) donde {B);,} es una familia disjunta de borelianos en K y las funciones x son

o
las funciones caracteristicas.De este modo:

T(opfn A7)
= lim T(opfnx ATy
A—00

Es entonces suficiente mostrar que 0,7 A xp7na A 7, = 0 para B (boreliano) contenido en K.
Haciendo los calculos:

El pull-back (en las situaciones donde pueda ser definido) y el push-forward son operadores que
mantienen la positividad invariante bajo ciertas condiciones minimas adicionales:

Proposicién 27 Sea F: M — M un mapa holomorfo entre variedades complejas. Entonces:

a) siT € * Dy, ,(M) y FlsuppT €s propia entonces F,T € +D;,'p(1\7).
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b) SiT € +D;,p(ﬁ ), ¥ F es una submersién con fibras m—dimensionales, entonces F*T €
+D;>+m,p+m(M)'

Demostracién: El resultado se desprende de la definicién de pull-back y de push-forward de
corrientes junto con la la definicién de forma positiva. O

Ejemplo 34 Definamos para T € "'D;,,p(C]P’k ) (k > p) la medida traza de T con respecto a la
1
forma de Fubini-Study-Kahler: Q1 = FT A w?. Probemos que Q7 es positiva.

En efecto, si (¢1, -+ ,(x) son coordenadas para T*CP* en relacién a la métrica w, se puede
escribir localmente: _
7 - : -
w = QZCJ'/\CJ' w? = app! Y (L AL,
J

|k|=p

ademéas T = 0, T71,5¢1 A (s, haciendo cdlculos Q7 = >_; 77 1dV lo cual prueba que Qr es
positiva.

Establezcamos ahora el significado geométrico de la medida de traza de una corriente de inte-
gracién T de una sub-variedad compleja X p-dimensional en M (variedad compleja)c CP* . De
la expresién para Qr = ), T1,1dV y siendo (T, w?/p!) igual al volumen complejo de X se tiene
finalmente que:

> Tri(X) = VolcX.
I

Ejemplo 35 Examinemos la corriente T' = dd°log|f| donde f es una funcién analitica en un
entorno U C C*. Esta corriente es tal que suppT C Zero(f). En efecto, sea f # 0 entonces se
puede escribir f = e9 donde g es también analitica; de este modo log|f| = Rg = 9—;3 la cual se
hace cero bajo la accién de dd°. Tomemos 2y € Zero(f) y un entorno V;, , ademss sea 9f;, # 0
. Es posible entonces encontrar nuevas coordenadas (wi,- -+ ,wy) tal que en particular wg = f .
Luego para T :
i _ 8% log ||wi| _
T = dd10g £ = dd o k| = T, s A d = 22BN gy, 5

Donde T, es una distribucién positiva. Tomemos una forma de bigrado (k — 1,k — 1) u =
Ok—1 ZI,J dzr A dZy con soporte en V,, , entonces:

Donde los I, J’ son los I, J iniciales tal que k£ no pertenece a I U J.

Este resultado obtenido para un punto regular 2y (para la definicién de punto regular véase la
Sub-seccién [2.6.3]) del conjunto Zero(f) puede extenderse por medio de una particién de la
unidad a todo el conjunto Zero(f) por lo que T constituye de manera natural la corriente de
integracion en la parte regular de dicho conjunto analitico.

2.6. Funciones PSA
2.6.1. Funciones PSA

Recordemos la definicién de funcién sub-arménica.
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Definicién 64 Sea Q (abierto) C R™, u : Q — [—o0,+0o[ (semi-continua superior (SCS)),
u # —oo en una componente conera de (). u es sub-armonica si para cualquier G C Q) relativa-
mente compacto y abierto y para cualquier h continua y armonica que satisface u < h en 0G se
cumple que u< h en G.

Denotaremos al conjunto de las funciones sub-arménicas en Q2 como SA(Q?). El teorema que se

enuncia a continuacion provee definiciones equivalentes para una funcién sub-arménica (véase
(65])).

Teorema 37 Sea u : @ — [—o00,+0o[, u € SA(RN) y N abierto. Los siguientes enunciados son
equivalentes:

a) ue SA(Q)

b) Si B(a,r) C Q entonces u(a) < L(u;a,r) = or_'r_'%m u(z)do(z).
™ 0B(a,r)

c) Si B(a,r) C Q entonces u(a) < A(u;a,r) = /\_rlmff / u(z)dA(z).
™ Blam

d) Si B(a,r) C Q entonces u(z) < r™ 2L(P(y — a,t — a)u(y); a,r) para todo T € B(a,r)

el = Dzl
(P(y’ )= Te=o

(Am, om son el volumen y la superficie de la esfera n-dimensional unitaria).

Una funcién sub-arménica es localmente integrable, para probar ello primero establezcamos que:

Proposicion 28 Q (abierto) C R™, u : @ — [—00,0] (SCS) entonces u € SA(Q) si y sdlo si
m
para todoa € Q, 7 > 0, S > 0 tal que B(a,r + 2S5) C Q se tiene que u(z) < A(u;a, 1)y

T
para z € {||z — a| < S}.

Demostracién: Sea u € SA(f2), entonces para z € B(a, S) se tiene que B(a,r) C B(z,7+S) C
B(z,r +2S) C Q. En efecto, sea y € B(a,r) o bien ||y —a|| < r entonces |ly —z|| — [z —a|] <7
de donde

ly —z|| <r+ S (o bien y € B(z,r + S)).
Finalmente: ||y — a|l — ||z — a|l < r + S por lo que:

ly —z|| < 7+ 2S.

Aplicando la propiedad de la desigualdad de la media aritmética en el punto X y para el entorno
B(z,r+ S):
< r A(y;z, 7+ S) = L / u(y)dA(y):
B e V)
0B(z,r+S)
como |y — z|| £ r + S hagamos el cambio de variable:

r
r+ S

(y—z) =2z —a luego: ||z —a| <,
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reemplazando en la integral y usando la expresion del jacobiano de esta transformacién:
r™ rm

u(z) < WS—)Q;,;a (/ )u(z)dA(z) = (TI_S_FA(U;G’T)'
B(a,r

Por lo que integrando en el compacto K:

/udA < 00.
K

O

Como es conocido, las funciones sub-arménicas representan una extensién natural de las fun-
ciones armonicas. Los dos siguientes teoremas representan en efecto una generalizacién de las
propiedades de dichas funciones.

Teorema 38 (Principio del mdzimo) Sea 2 (acotado, conexo, abierto) C R™, u € SA(N). Se
tiene entonces que u o bien es constante, o bien para todo x € Q se tiene que:

u(z) < sup [limsup u(y)].
z€EAN  y—z
yeN
La prueba de este hecho depende en gran parte de las propiedades de la semicontinuidad superior.

Demostracion: Tomemos:

u(z) ze
¥(2) =  1im supu(y) z€ 00"
y—z

La cual es por definicién SCS por lo cual alcanza su maximo en el compacto K C Q. Definamos
A = {z € Q/u(z) = M} donde M es el maximo en dicho compacto. Supongamos que A es

vacio para K = Q y puesto que M = sup [limsupu(y)] se tiene el resultado buscado. Sea ahora
zedQd y—z
yeN

A # &, mostremos que en este caso A = 2 con lo cual quedara establecido que © = M. En

efecto, {u(z) < M} es abierto (de la semicontinuidad de u) entonces {u(z) > M} = {u(z) =
M}u{u(z) > M} = AUD = A es cerrado. Por otro lado probemos ahora que A es abierto en Q.
Tomemos a € A y sea b € U(a,r) tal que u(b) # M. De la definicién de v, u(b) # M equivale a
u(b) < M. Ahora bien, de la semicontinuidad existe un entorno U (b, ') donde para z € U(b,7'):
u(z) < M (ademas U(b,r') NU(a,r) # &). Usando la desigualdad de la media aritmética para
u(z) en z = a:

u(a) < A(uy;a,1) < A(M;a,r) = M = u(a),

la contradiccién demuestra que el conjunto A es también abierto y con ello se concluye la prueba.
a

Probemos ahora la propiedad que relaciona las funciones sub-arménicas suaves con el laplaciano.

Teorema 39 Sea Q (abierto) C R™, u € C?(Q). Entonces u € SA(Q) si y sélo si Au > 0 en
Q. :
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Demostracién: Sea Au > 0 (abierto y compacto relativo en ), G C 2. Tomemos ahora
h € H(G) N C(G) (H(G) es el conjunto de funciones arménicas en G) tal que v < h en 9G.
Para que u sea sub-armdénica debemos probar que v < h en G. Tomemos para ellos la funcién

auxiliar:
v(z) = u(z) — &b||z||?

donde 6R < € y R = sup{||z|?, = € 8G}.
De la construccién v(z) < u(z), por lo que si probamos que v < h en G entonces haciendo ¢
arbitrariamente pequefio se obtendria que © < h en G. Probemos entonces ese hecho: Tomando
w = v — h, supongamos que existe un a € G tal que w(a) > 0; ahora por otro lado de la semi-
continuidad existe b € G en donde w alcanza el maximo. Tomemos la funcién f(t) = w(b + te;)
({€15--.,em} es la base candnica de R™) la cual de las consideraciones anteriores tienen un
minimo local en ¢t = 0. Eso implica que

& _ w

dt2w(b + te]) 8.7:2 =3 (b) <0 (para todo j = 1,...m).
De ahi: Aw(b) < 0.
Pero, por otro lado Aw(b) = A(v — h)(b) = Au(b) + 26 > 0. La contradiccién establece lo
buscado.

Reciprocamente, sea u sub-armdnica y supongamos para un a € 2 : A(u) < 0 eso implica
A(—u) > 0 en una vecindad de a. Pero de lo obtenido en la primera parte de la demostracién
—u es sub-armonica lo cual implica que A(u) = 0. m)

Adicionalmente, adelantemos la introduccién de la funcién de valor medio asociada a una funcién
SA

My(z,7) = /|§|=1 u(z + r€)dw(€) o2k (2.47)

En el siguiente ejemplo daremos una caracterizacion adicional para una funcién sub-arménica
que sera usada mas adelante:

Ejemplo 36 La funcion de valor medio asociada a una funcion diferenciable da lugar a una
serie de relaciones interesantes. Probemos que si u € C%(Q2) donde 2 es un conjunto abierto en
R™ entonces:

l%(Mu(Z,T) —u(2))/r? = Au(z)/2n, z€Q

donde en particular se desprende nuevamente que u es sub-arménica en §2 si y sélo si Au > 0.
En efecto, basta probar esto para z = 0. Usando la férmula de Taylor 2

u(z) = u(0) + Z z0;u(0) + = Z zizk0;00u(0) + R(z), R(z) = o(|2|?).
j=1 J,k 1

Por lo tanto para el término residual se tiene: f | R(ry)dA(y) /r2 — 0. Por otro lado las
integrales sobre el contorno 0B, de los términos de a ultlma suma son nulos a excepcion de:

/' 2(793)262’"-(0) d/\(y) —7‘2Au(0)an/n
yl=1

2 Aqui y en lo ulterior cuando usemos el simbolo 8; nos referiremos a la derivada parcial 8 /8z;i o bien la derivada
0/0z; dependiendo del tipo de variables que estemos usando.
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donde o, representa el area de una esfera en R" y por otro lado la igualdad en cuestién se
obtiene haciendo uso de la relacién elemental |, lyl=1 yJ 2d\(y) = on/n. De la igualdad obtenida se
tiene ahora, que si u es sub-armdnica entonces Au > 0. Por otro lado, si A > 0 se puede concluir
que u(z) + e|z|2 es sub-arménica para cualquier € y por lo tanto cuando € | 0 tenemos que u es
armonica.

Introduzcamos ahora la definicién de funcién plurisub-arménica.

Definicién 65 Sea Q (abierto) C C¥; u : Q — [—o0, +00[ semicontinua superior, u se llama
plurisub-armdnica en a € Q si A — u(a + A\b) es sub-armdnica.

Aqui dejaremos de lado la menciéon de las propiedades mas elementales de las funciones pluri-
subarménicas. Para detalles véase [55, 65].
A continuacién definimos la forma de Levi:

Definicién 66 Sea u:Q C C¥ — R una funcidn con valores reales. La forma de Levi asociada
au en el punto a € Q es:

62
< Lu(a)b,c >= u—(a)b,-c—j, (2.48)
“— 02;07;
1,)=1
para b= (by,...,b;) yc=(cy,...,ck) vectores complejos.

La forma de Levi es una generalizacién del hessiano el cual estd asociado a la segunda diferencial
de una funcién en varias variables.

52
Si consideramos la matriz (—-—ﬂ) la forma de Levi se puede escribir como:
02,025 ) i,
u  9fr 9fs
< Lu(a)b,c>= 5 mu 6{: ai—, (f =(f1,-- -, fi)),

de donde:

k

02 Ofr, 0fs
< ‘Cu(a)b ¢ >= Z Z ajun(Ff(‘i(iaZi;)) 6.21 ai—.? 7

i,j=1r,5=1

82u(f(a)) o= Ofr, o Ofs_
Z Ow, 0w, Zaz,b'.zgz—j

r,s=1 1= 9=1 J

y denotando:
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se tiene finalmente

< Lu(a)b,c >=< Lu(f(a))8af(b),8af(c) > . (2.49)
Tomemos ahora u € PSA(2) N C°(N) y consideremos u|; donde L es una recta compleja en
C*k.
u|, = uo f donde f(2) = a+ z o bien f(A) = a + Ab, siendo b € C* — {0}, A € C* y ademas
a € Q C Ck. Calculamos A(u o f):

9? &uo 8%(uo 0%(u o
Zwen =13 Fuot e 5 (il o e N

8f:0f; 7 \ 0f:0f; df:0f;
3 6uof 62(u0f) . 8*(uof)
2(“ U zzaf,afJ i3 Z( afdf; "t o, of; ”)’

de donde para A = 0 se tiene:

A(uo f)(0) = A(ula + Ab))|r—0 = 4 < Lu(a)b,c > . (2-50)
Esta importante igualdad implica la siguiente proposicion:
Proposicién 29 Sean un abierto Q C C¥ y u € C(Q), entonces:

u € PSA(Q) si y sélo si < Lu(a)b,c>>0 (a€N).

De aqui se deduce en particular que para u € PSA(Q) N C>®°(Q)

la cual es una forma de bigrado (1,1). Restringidos a una recta compleja (dzi,...,dzx) =
(b1,...,br)dt

ddu|;, =< Lu(a)b,c > %dt A dt,
la cual es positiva. Pero por el Teorema [30]se puede enunciar el siguiente corolario.

Corolario 9 Sea u € C*=(Q) (Q (abierto) C C¥) entonces u € PSA(Q) si y sélo si dd°u es
una forma positiva en Q.

Se ha comentado acerca de la relacién que existe entre la forma de Levi y el hessiano d2u. La
siguiente proposicién (cuya prueba se reduce a realizar los calculos) nos dice que:

Proposicién 30 Sea u € C®(Q) (Q (abierto) C C*) entonces
< Lu(a)b,c >= % [d2u(b, c) + d2u(ib, ic)]
+% [dzu(b‘, ic) — d2u(ib, )],

2k 62

donde d?u(b,c) = 92:0%;

VJ_

b iC; es el hessiano de la “funcién real” u : R2F  R.
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En particular de aqui se desprende el siguiente importante corolario.
Corolario 10 Siu € C?(Q) es conveza entonces u € PSA(R).

En el siguiente ejemplo investigaremos las condiciones para las cuales una funcién u(z,t) €
C?2QAxI)NSA(Q xI),dondet e I CRyz € Q CR", es tal que U(T) = minges u(z,t) resulta
ser sub-armoénica en 2. Este problema tiene tiene una aplicacién directa en la Seccién [3.2].

Ejemplo 37 Dada la funcién u(z, t) se afirma que las tres condiciones siguientes son suficientes
y necesarias para que U (z) sea sub-arménica :

- La derivada u/(z,t) en £ € Q no depende de ¢ en los puntos en donde se alcanza el minimo
respecto a t: J(z) = {t/ u(z,t) = U(z)}.
Para cualquier z € Q y t € J(z) se tiene que Az(z,t) > 0.

- Para cualquier £ € Q y t € J(z) \ 91 se tiene que:

Azu+ 2 Z AiO;Oru + Z /\?6?14 >0, \eR™

=1 =1

Probemos esto. Asumamos primero que U es sub-arménica, entonces para x € Q y r pequeno:
[ W@+ - U@ldo) 2 0.
lyl=1

Tomando ahora dos elementos s,t del conjunto J(z) se tiene estimando la diferencia dentro de
la integral con la ayuda de la Férmula de Taylor?:

U(z + ry) — U(z) < rmin(< u(z,t),y >, < u,(z,8),y >) + o(r?) =

- _I/ | < uh(z,t) — ui(z,8),y > |do(y) + O(r?),
2 Jiyi=1

Dividiendo por r y pasando al limite 7 — 0 obtenemos la primera condicién.
Tomemos ahora ¢ € J(z) entonces por el Ejemplo 36:

Azu(z,t)/2n = ll_If(l) r—2 /l | l('u.(:c + ry,t) —u(z,t))do(y)/on
yl=

r—0

> lim r‘2/ (U(z + ry) — U(z))do(y)/on > 0.
lyl=1

Esto prueba la segunda condicién.
Si ahora se toma t € J(z) \ I usando el mismo argumento para s+ < z,A > (en la segunda
variable de u) se tiene que Azu(z, s+ < z, A >> 0). Expandiendo esta expresién obtenemos la
tercera condicion.
Si suponemos ahora que las tres condiciones se cumplen, entonces haciendo los célculos tenemos
la relacidn:

3 Aqui para abreviar los cdlculos usaremos la notacién del producto escalar ordinario en R™ :<:,:>. Usualmente

esta notacion se refiere al producto cuna usado a lo largo de este trabajo, por lo que si no se menciona nada, se
entendera que el simbolo en cuestién corresponde al producto cuna.
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(2.51)

la cual al ser usada para calcular el laplaciano de U en el sentido distribucional nos d4 la siguiente
expresion:

AU(z) = Azu(z,t) — Y i = 1"8;8eu(z, t)|* /O] u(z, t),

paraz € ', donde ¥ = {x € Q/ t ¢ A1 y 8%u(z,t) # 0 cuando ¢t € J(z)}. Usando entonces
la tercera condicién y tomando \; = —8;8,u(z,t)/0u(x,t) se tiene que AU(z) > 0 para los
t € J(z) \ 0I. En el caso de los puntos z € Q \ ' se tiene que para casi todo punto de
Q\Y: AU(z) = Azu(z,t) siendo los puntos t € J(z) por lo que usando la segunda condicién
se tiene que AU(z) > 0 en el sentido distribucional. Con esto queda establecido que U es
sub-armoénica.

Regularizaciéon  Siguiendo las técnicas de regularizacién estandar se puede establecer teore-
mas de regularizacién para funciones sub-arménicas y plurisub-armdnicas. A pesar de su simili-
tud exterior los teoremas de regularizacion para funciones sub-armoénicas y plurisub-arménicas
son esencialmente distintos puesto que en el primer caso se afirma que la sucesion u * x. es
sub-armoénica (para las definiciones estindar de la teoria de la regularizacién, véase [55, 57])
mientras que en el segundo caso u * x. es plurisub-arménica.

Enunciemos los teoremas de regularizacién.

Teorema 40 (Regularizacidn de funciones sub-armdnicas) Sea Q2 (abierto) C R™, u € SA(Q).
Sie > 0 tal que Qe # T entonces u * xe € C®(Q) N SA(N) y la secuencia {u * x.} decrece con
€. Ademds se verifica la siguiente convergencia puntual:

lim u * xe = u(x).
e—0

Teorema 41 (Regularizacion de funciones plurisub-armdnicas) Sea Q2 (abierto) C R™, u €
SA(Q). Sie > 0 tal que Qe # O entonces u*x xe € C®(N) N SA(N) y la secuencia {u * xe}
decrece con € tendiendo mondtonamente a u (puntualmente) entonces:

Iim u * xe = u(zx).

e—0
Un ingrediente fundamental para la prueba de estos teoremas es el siguiente.
Lema 3 Seau € L} () y Q (abierto) C R™. Se verifica que:

loc

[L(w; . 7) * Xe] (z) = L(u * Xe5 7, 7)
yux*xe(x) = /01 X(r)omr™ L(u; z,er)dr (B(z,r) C Q).

Demostracion:
Procedemos a hacer manipulaciones en el primer miembro de la igualdad a probar:

(L -, ) * Xe] * xe() = / — 1 w@+a-ydo(@)| xe@)dMy).

Omrm—1
R™ 8B(0.r)
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De supp xe = B(0,€) y tomemos la propiedad radial de x (véase [57]): supp x(e(y)) = B(0,1).
De ahi se tiene que:

[L(u; -, 7) * Xe] * xe(z) = / Gmrlm_l / u(z +w — ey)do(w) | x(y)dA(y),

B(0,1) 8B(0,r)

al hacer el cambio de la variable en la integral a través de la superficie de B(0, ) se tiene:

_ / L / u(z + w — ey) x(y)dAW) | do(w) = L(u % xei , 1),

Om
B(0,1) 8B(0,r)

con lo que se concluye la prueba de la primera igualdad. Para probar la segunda expresién
hagamos el cambio de la integral de volumen a la de superficie y usamos la radialidad de x:

u* Xe(T) = / u(z — ey)x(y)dA(y)
B(0,1)

= /01 x(r) / u(z — ey)o(y) | dr.

8B(0,1)

En donde usando la definicién de L(u;z,er) se obtiene la segunda igualdad. O

Probemos otro lema de importancia para los teoremas de regularizacion.

Lema 4 Siu € SA(B(a, Ry)) (a € R™, Ry > 0) entonces la funcion R — L(u;a, R) es creciente
en 0, Ro|.

Demostracion: Esta propiedad depende de las propiedades de semi-continuidad superior de
u. En efecto (véase [92, 112]) en un conjunto compacto K situado en un espacio métrico se
tiene que para u : K —| — 00, +00[ (SCS) existe una secuencia decreciente {u;} de funciones
continuas tal que jlir{.louj(x) = u(z) para € K. De acuerdo a esto para 0 < 7 < 72 < R

tomemos una secuencia decreciente {u;} continuas en B(a,r2), entonces u; — u en dB(a,r?2).
De la unicidad de la solucién del Problema de Dirichlet, existe h; € H(B(a,r2)) N C(B(a,r2))
tal que Ajlap(g.rg) = Ui (7 €N).
Ahora se tiene:

L(u;a,r1) < L(hj;a,r1) = hj(a).

La 1dltima parte de la igualdad es debida a que h; es arménica, la primera parte es debida a que
h; mayora a u en la frontera y por tanto dentro de B(a, r2).

Del mismo modo: h; : L(hj;a,r2) = L(uj;a,72) — L(u;a,r1). El tltimo limite tomado cuando
Jj — oo. O

Pasemos a probar el Teorema de Regularizacién de Funciones Pluri-sub-arménicas (para la
prueba correspondiente a las funciones sub-arménicas véase [55]). Probemos primero una carac-
terizacién importante de una funcién plurisub-arménica.

92



Teorema 42 Sea u : @ — [—o00,+o0o[ SCS, u # —oo en cualquier componente conexa de
Q (abierto) C C*. Entonces u € PSA(Q) si y sdlo si para cada a € Q y b e C* tal que:
{a+Xb: A€C, |[A|| £ 1} C Q se tiene que:

1 2 )
u(a) < 5/0 u(a + €9b)do.

Demostracién: Si u € PSA(QQ) entonces u es sub-arménica en cualquier recta que para
por un a € 2. De ahi se obtiene inmediatamente la desigualdad. Sea ahora que se cumple dicha

2n 27
desigualdad y sea v(A) = u(a+ Ab). Como u(a) = v(0) y ZL‘/ u(a+e“b)do = ZL/ v(e?)do
™ ™ Jo

se deduce que v es sub-armdnica, eso implica que u(a + Ab) también lo es, lo cual por definicién
lleva a concluir que u € PSA(Q). O

Sea u € PSA(R), puesto que para a € 2, b € C*; u es sub-arménica en {a + A\b: A € C, ||\|| <
27 )
1} C Q. Entonces denotando I(u;a,b) = —21— / u(a + €°b)do se tiene:
T Jo

(I(u; a,b) * xe)(a) = l(u * xe; a, b). (2.52)

Demostracién: (Del Teorema de Regularizacion de Funciones Pluri-sub-armdénicas) Primero
establezcamos que u * X estd bien definida:

u* Xe(z) = / u(y)xe(T — y)dr(y).
R™
En efecto, la integracion se efectiia en el soporte de x. el cual es compacto, pero de la semi-
continuidad de u, ésta alcanza su méaximo valor en dicho compacto, luego u(y)xe es acotado y
por tanto integrable. Antes de continuar hagamos las siguientes modificaciones a la integral:

wexe(@) = [ ulp)xe(s - 9)arw) = [utz - vxewar).

R™ R™

y haciendo el cambio de variable de y por —ew (con jacobiano €™) se obtiene:

u* xe(x) = /u(m + ew) x(w)dA(w).
R™

De la definicién de u * x. se sabe que es C™® asi que hay que probar que u * x € PSA(f).), en
efecto:

u* xe(z) = /u(:L‘ + ew)x(w)dA\(w) < / [—1— /021r u(T + ew + eieb)de] X (w)dA(w)
R™

27
Rm
= I(u; -, b) * xe = lu* Xe; T, b),
con lo cual queda probado que u * x € PSA(S).

Mostremos que la sucesién u * x. es mondtona (creciente cuando € — 0. Fijemos w tal que
lwl = 1:

U* Xe = /u(z + g1w)x(w)dA(w) = / [/u(zl +E1W1,. .., 2k + elwk)x(w)d/\(w)J dr-1A(w),

Ck Ck-1 C
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donde di_; A\w representa la medida k— 1-dimensional en la integral iterada. Usando la propiedad
dei soporte de x ademas de la dependencia radial se tiene:

1 2
= / [/ / u(z; + e1wi,---, 2k + Elwk)x(w)rdrdH] dr—1A\{(w)
o Jo

4
Cck-1

1 27
- / [/ {/ u(z1 + e1wi, .. -, 2k + E1wk)d0} x(w)rdrd] di_1\(w).
Ck-1 L L

Usando la propiedad de monotonia, para £, > €3:

1 2m
> / [/ / u(z1 + €awr, ..., 2k + €1wk)x(w)rd'rd0:l dr_1 2 (w)
cer 0 70
= /’u.(Z1 + 2w, . . -, 2k + E1wWk)AA(w).

Ck

Lo hecho hasta aqui para la funcién sub-armdénica vi1(21) = u(z1,-) se puede repetir en k — 1
pasos para las demas coordenadas. Por lo que:

/u(zl + €2w1, - . ., 2k + 2wk )dA(W) = U * X, -
Ck
En particular: u * x¢; = u* xe, > u (€1 = €2 > 0).

Finalmente, observando que para una funcién SCS en el punto 2 (u(z) = limsupu(y), y €
y—z

U (z,€)) se tiene que en dicho entorno u < u(¢) + 7 (donde 17 > 0 es un nimero que depende de

€ y se hace nulo cuando € — 0)

sexe@) = [ ue —Px@BE) S @E) 1) [ xe@)dr@) = u@) +
B(0,¢) B(0,€)

(esto pues ||y|| = € o bien ||z — (z — y)|| < € lo que significa que z —y € U(z,¢€)).
La iltima condiciéon mas la de monotonia implican el resultado buscado. O

El Teorema de Regularizacién que se acaba de probar es uno de los mas importantes para las

funciones plurisub-armdnicas y acarrea varios corolarios importantes.

Corolario 11 Sea 2 (abierto) C C*, entonces PSA(2) C SA(Q) C L}, ().

Demostracién: Tomemos la regularizaciéon {u.} C PSA(R?), usando la relacién de la forma
de Levi: < Lu.(a)b,b >= %A(ue(a)) y teniendo en cuenta que el primer miembro es positivo
entonces se tiene que A (a) > 0, Va € ., eso implica que u. € SA(N2). Usando el Teorema de
Regularizacién para Funciones Sub-arménicas se tiene que u, — u € SA(f), cuandoe — 0. O

Corolario 12 Sean Q;,Qy (abiertos) Cc C¥, f:Q; — Qa (holomorfa), u € PSA(;) entonces
wof € PSA(Q,).
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Demostraciéon: Tomemos nuevamente: ue € PSA(2) N C(S22). De:
< L(ue o f)(a)b, b >=< Lu(f(a))af(b),8af(b) >2 0

se tiene que ue o f es plurisub-armdnica. Pasando al limite se obtiene el resultado.
O

En ciertas cuestiones sera util determnar cuando el mineju(z,t) de una funcién plurisub-
arménica u(z,t)C3(Q x I), Q € C*¥, I C R es plurisub-arménica en Q. Veamos el siguiente
ejemplo en el cual usaremos el material acumulado hasta aqui:

Ejemplo 38 Probemos que las tres condiciones siguientes son necesarias y suficientes para que
U(z) = mingey u(z,t) sea plurisub-arménica en 2. Antes, recordemos la forma de Levi 2.48:

- La derivada u/,(z,t) en z € Q no depende de t en los puntos en donde se alcanza el minimo
respecto a t: J(z) = {t/ u(z,t) = U(2)}.

- Para cualquier z € Q y t € J(z) se tiene que < Lu(z,t)w,w >> 0. Donde, a = b =w =
('ll)l,’lUQ, e awk) € Ck-

- Para cualquier z € Q y t € J(2) \ 91 se tiene que:

< Lu(z,t)w,w > +2R Z w;80u + |w|26%u > 0.

1=1

Para n = 1 esta afirmacién coincide con el Ejemplo 37. Tomemos ahora u € C3(Q2 x I) y
asumiendo que se cumplen las condiciones arriba mencionadas. Tomemos una recta compleja,
de lo asumido se deduce que U(z) es sub-arménica en dicha recta compleja. Eso implica que U(z)
es plurisub-armdnica. Sea ahora U(z) una funcién plurisub-armoénica. entonces de su definicién
al tomar una recta compleja arbitraria se verifican las condiciones del Ejemplo 37 para la funcién
sub-arménica definida en dicha recta pero esto implica a su vez que se cumplen las condiciones
indicadas al principio de este ejemplo. Con esto concluye la demostracién de esta equivalencia.

Introduzcamos los conceptos de conjunto polar y pluripolar.

Definicién 67 Un conjunto E C R™ (E C C¥) es polar (pluripolar) si para cada punto z € E
hay un abierto U y una funcidon sub-armdnica (plurisub-armdnica) denotado por usz, tal que
ENU C {w/uz;(w) = —o0o}.

Un problema que se plantea inmediatamente sobre los conjuntos polares y pluripolares es si la
medida de Lebesgue de estos conjuntos es no nula. Este problema esta ligado directamente con
la integrabilidad local de una funcién sub-arménica. En efecto, si F, = {z/u(z) = —oo} tiene

[«
E.NK

compacto K. Se tiene entonces el siguiente corolario.

medida no nula, entonces es no convergente, por lo que © no seria integrable en el

Corolario 13 FEl conjunto polar E, asociado a la funcion sub-armdnica u en
Q (abierto) C R™ es tal que m(FE,) = 0.
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Inmediatamente si u € PSA() (2 C C*) entonces el conjunto pluripolar E, asociado también
tiene medida nula. Generalizando esto:

Corolario 14 E! conjunto polar E C R™ (pluripolar E C CF) es tal que m(E) = 0.

La estructura y propiedades de los conjuntos pluripolares no se agotan describiendo la estructura
de los conjunto polares sino que presentan propiedades muy complicadas. En la Sub-seccion
[3.1.1] nos referiremos a algunas cuestiones adicionales de estos conjuntos.

2.6.2. Caracterizacion distribucional de una funcién plurisub-armdénica

Como se sabe si u € PSA(R2) N C>=(N) entonces la forma de Levi de dicha funcién es no nula.
Generalizaremos esa propiedad para funciones que carecen de la condicién de suavidad.
Empecemos con la caracterizaciéon de las funciones sub-armdnicas en términos del laplaciano
distribucional.

Teorema 43 Sea 2 C R™, u € SA(Q); entonces Au > 0 en el sentido distribucional. Esto es

/ u(z)Ap(z)dA(z) = 0 para cualquier funcion test ¢ € D(Q) no negativa. Reciprocamente si

Q
v € L} () y Av > 0 en el sentido distribucional entonces u = lirr(l)v * Xe € SA(RN) y ademds
€—>

v=u c.t.p. (m) (m: medida de Lebesgue).

Antes de acometer la pruebas de éste y del siguiente teorema demostremos el lema que a veces
es referido como “la formula de integracion por partes” aiin cuando se trata de una férmula de
conmutacion de ciertos operadores diferenciales.

Lema 5 Sea u,v € C%(Q), Q (abierto) C CF. Al menos una de las funciones tiene soporte
compacto. Entonces:

- /u(z)Av(z)d/\(z) = /v(z)Au(z)d/\(z)
Q Q
- /u(z) < Ly(2)b,b > dA\(z) = /v(z) < Lu(z)b,b > dA(2).
Q Q
Demostracién: Analicemos los operadores 0, 0 cuando k = 1 (la dimensién del espacio).
Tomemos udv, vOu las cuales tiene soporte compacto (de acuerdo a la hipdtesis del lema),

luego: / uOv = 0 entonces usando el Teorema de Stokes
a0

/ (8 + B) (udv) = 0.
Q v

Pero: — - = —
O(udv) = Ou A Ov + uddv =0
O(udv) = du A 8v + uddv = 0.
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entonces la integral queda como:

/8u/\5v+/u85v=0.
Q Q

Del mismo modo:

O(vOu) = Ov A Ou + v00u =0
8(vOu) = Ov A Ou + v08u = —Ou A Ov — v8Ou = 0
o bien Ou A dv+ v08u =0,

la integral queda como

/6u/\5v+/v6§u=0.
Q Q

De las dos iltimas integrales

/ udfov = / vO0u.
Q Q
_ 2
Para n > 1. En cada componente coordenada los operadores (99); : : ‘dz,- A dzZ; son tales
que:
/u(ag),v = /v(ag)ﬂt
Q; Q;
donde ; = QNI (Li={(z1,---52i,.--,2k) : 2j = Cte., j # i}).
8? o2 8?2
Como = + — Ai

ko
evaluemos por medio de la integral iterada: (dA = /\ %dzj A dz3)
=1

7 7
=/{[—2—/uAivdzi/\dz_i} A‘z‘de/\dZ_j}

Q; J#

=/{% [/vA,-udzi/\dZ_i] /\%dzj/\dz_j}

Q; J#i

= /‘UAiudA.
Q

Por lo que
k

i=1

k
/uAivd/\ = /uAvdA = Z /’uA,-ud/\ = /vAud)\,
Q Q =1°q Q

de ahi probamos la primera relacién.

Sea ahora b arbitrario en la forma de Levi y consideremos M € GL(n,C) tal que M~1b =
(1,0,...,0).
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Usemos ademas la siguiente transformacion de coordenadas z = Mw en la integral que contiene
la forma de Levi:

/u(z) < Lu(2)b,b > dA(2) = / vo F(w) < Lvo F(w)M ™16, M~ 1b > |M|2dA\(w)

Q F-1(Q)

= / vo F(w) < Luo F(w)M™ b, M~ 1b > |M|?d\(w) = /v(z) < u(2)b,b > dA(2).
F-1(Q)

O

Demostracion: (del teorema) Sea ue = u * x¢ (€ > 0) y tomemos ¢ € D(2) (positiva), usando
el Teorema de Convergencia Dominada:

> 0 (usando la condicién que u. es tal que

Del lema anterior: h'r% uAp = ll'r% / pAu,
E— E—
Q

Q
Au, > 0). Esto prueba que el laplaciano distribucional de u es positivo. Reciprocamente, sea

v € L, () tal que Av > 0 en 2 pero en el sentido distribucional. Tomemos ve) = v * X, (tal
que Q. # & de /vAcp > 0 (por hipétesis) y /vAcp = h’rrll) -/cpA'vc > 0 se tiene que Av. > 0;
£E—
Q Q Q
entonces, del Teorema [30], v. € SA(S). Consideremos las funciones v¢ = v * x5 para 6§ > 0.
Se tiene entonces que:

Del Teorema de Fubini: (v* xe,)* X5 = (V*Xs) * Xe, Yy del hecho que para la funcién sub-arménica
v * Xxg Se tiene que (v * x5)e decrece segun &:

para €2 = €3.
Usando estas consideraciones:

La secuencia de funciones sub-arménicas {v.} es decreciente por lo que h'n(l) ve = u (puntual-
E—

mente) es sub-arménica (véase (112]). Sin embargo, de la regularizaciéon de una funcién local-
1

mente integrable (tal como v) se tiene que ve Ly y v = u en casi todo punto de 2. Con esto

e —0

culmina la prueba. _ D

La segunda parte del teorema afirma que dadas dichas condiciones para una funcion ella es
sub-arménica en c.t.p. La version analoga del teorema anterior es una caracterizaciéon general
para una funcién plurisub-arménica.
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Teorema 44 Sea ) (abierto) C C*, v € PSA(Q) entonces < Lu(z)b,b >> 0 (en sentido
distribucional) para cualquier z € Q, b € C*. Reciprocamente, siv € L}OC(Q) es tal que para todo
be CF

< Lu(a)b,b>>0 (a € )

en el sentido distribucional, entonces la funcion u = h’rr(l)(v * Xe) estd bien definida, es plurisub-
£ —!

armonica en ) y ademds u = v c.t.p.

El enunciado de este teorema es completamente analogo al teorema anterior aunque la prueba
se vera bastante simplificada gracias a los resultados previos.
Demostraciéon: Sea u € PSA(Q); tomemos ue = u * xe con € > 0. Tomando una funcién test

positiva cualquiera y b € C* se tiene por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue,
ademas del lema previo y del teorema de aproximacion que:

/ u(z) < Lp(2)b,b > dA(2) ll'm/ ue(2) < Lp(2)b,b > dA(2)
N e—0 Q.

€E—>

lin(l) pe(z) < Lp(2)b,b > dA(2z) >0,
Q.
con lo que se concluye la primera parte de la prueba.

Tomemos ahora v € Ly, q) tal que satisface la condicién de forma de Levi positiva. Témese
Ve = v * X (para € > 0), ademas tomando el vector b* = (0,0,--- ,a;,0,---,0) € C* (a; = 1) se
tiene < Lv(a)b®,b* >= A;v(a) > 0, de ahi Av(a) > 0 (en el sentido distribucional) por lo que
el teorema anterior existe u € SA(Q) tal que u = !1_13(1) ve (puntualmente). Por otro lado por el
Teorema de Fubini se tiene:

< Lv * xe(a)b,b >> 0,

por lo que ve = v * X es plurisubarmédnica; ademas de la prueba del teorema anterior ve; < ve,
(61 < €2) por lo que el limite puntual es plurisub-arménico (véase [55]) eso implica que u €
PSA(Q); ademds u = v c.t.p. a

Un corolario inmediato es:
Corolario 15 Seau € PSA(Q), entonces dd° es una corriente positiva de bigrado (1,1).

Enunciemos y probemos aqui un lema de regularizacién de corrientes positivas que sera usa-
do mas adelante. Las ideas de la demostraciéon provienen de lo expuesto hasta aqui para la
regularizacion de funciones plurisub-armdénicas.

Teorema 45 (Sobre regularizacion de corrientes positivas en CP* )Toda corriente po-

sitiva, cerrada de bigrado (p,p) es el limite de una sucesion de corrientes positivas de bigrado
(p, p) de clase C*.

Demostraciéon: Sea S una corriente arbitraria de bigrado (p, p). Tomemos p. una aproximacién
suave de la identidad del grupo de rotaciones U(k) del espacio CP* (véase [50]). Tomando la
medida de Haar dv(g) sobre U(k) entonces la regularizacién:

Se = / pe(g) * SdVg
U(k)
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(9 € U(k)) y Se es una corriente de clase C°. O

De acuerdo a los resultados anteriores introduzcamos la nocién de funcién estrictamente plurisub-
armonica.

Definicién 68 Seau € PSA(?), Q C Ck. Se dice que u es estrictamente plurisub-arménica si
u € LLoo(R2) y para todo z € Q, existe V, (vecindad de z) y ¢ > 0 tal que:

2
3 om0 2

(en el sentido distribucional).

Asi mismo, positividad de la forma de Levi para u € PSA(f2) nos lleva a introducir una funcién
que generaliza las funciones arménicas:

Definicién 69 Una funcién u : Q C C¥ — C se dice que es pluri-armdnica si las funciones u
y —u son plurisub-armonicas.

De la positividad de la forma de Levi para una funcién plurisub-arménica se tiene que para una
2

funcién pluri-armdénica u: dd°u = 0 o bien =0 paratodoi,j=1,---,k.

u
02,0%;
De las ecuaciones de Cauchy-Riemanm para una funcién holomorfa f se deduce directamente
que Sf y Ref son pluri-arménicas.

El siguiente resultado importante se deduce directamente a partir de lo expuesto:

Teorema 46 Si el grupo de cohomologia de De Rham Hpp(X,R) es cero entonces la funcion
pluri-armdnica en X C C* puede ser escrita como u = Ref donde f es una funcidn holomorfa
en X.

Demostracién: Tomando la funcién u € C*°(X) donde dd°u = $80u = £dOu = 0 se tiene de
la hipétesis sobre el grupo de cohomologia que existe g € C*°(X) tal que dg = du. De ello se
deduce que g es del tipo (1,0) y que ademds del hecho que dg es una forma holomorfa se deduce
que ¢ también es holomorfa. Usando estas consideraciones, tenemos por tanto que:

dlu —2Reg) =d(u— g — g) = (Bu — dg) + (Ou — dg) =0

Y ambos sumandos son nulos puesto que son formas de grado (1,0) y (0, 1). Integrando se tiene
finalmente que u = Re (29 + C), donde C es una constante. Con esto concluye la demostracién.
a

Conjuntos pseudo-convexos Para terminar esta sub-seccion referente a las funciones plurisub-
armodnicas , introduzcamos la nocién de conjunto pseudo-convexo. Para ello introducimos la fun-
cién distancia para un dominio en C¥. Si el negativo del logaritmo de dicha funcién distancia
es una funcién plurisub-arménica se dice que el dominio en cuestion es pseudo-convexo (de este
hecho proviene dicha terminologia, puesto que ello generaliza la

positividad del hessiano de la funcién que define el borde de un dominio convexo de frontera
suave). La cuestion planteada por mucho tiempo acerca que si un dominio pseudo-convexo es un
dominio de holomorfia y viceversa (y resuelta positivamente en los trabajos de Cartan, Lelong y
Bremmerman) ha venido a aclarar y generalizar los descubrimientos tempranos acerca del com-
portamiento de las funciones de varias variables hechos por Hartogs (Para una discusién detallada
de estos véase [69]) y acentuar la intima relacién entre holomorfia y pluri-subarmonicidad.
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Definicién 70 Sea § una funcion de distancia homogénea en C" tal que 6(tz) = |t|0(2), t € C,
z € Q C C" (z #0). Definamos la distancia—frontera como dq(z) = infcecqc 8(z—(), con z € Q.
En caso que 2 = C™ entonces dg = 0.

Definicién 71 Las siguientes condiciones sobre Q C C™ (abierto), son equivalentes:
i. Eziste u € PSA(Q), u # —oo tal que {z € Q;u(z) <t} € Q. para todo t € R.
2. K C Q compacto, entonces: K = {z € Q;u(z) < sup, u, para todou € PSA(NQ)} € N 4
3. z+— —logdq(z) € PSA(Q), para toda funcion distancia d que satisface la homogeneidad
4. z+— —logdq(z) € PSA(S), para alguna funcidn distancia dq,.

Aqui no se discutird la equivalencia de estos enunciados (véase (55, 56, 69]) para los detalles.
Pasemos a la siguiente '

Definicién 72 Sea Q C C™ (abierto), que satisface alguna de las condiciones del teorema an-
terior, entonces ) se denomina pseudo-convezo.

2.6.3. Sub-niveles de funciones plurisub-arménicas.
Teorema de Kiselman-Skoda

En esta sub-seccién se probara el importante Teorema de Acotacién de Voliimenes de Sub-niveles
de Funciones Plurisub-arménicas. En el Capitulo [5] se verd que este teorema es un elemento
fundamental para la estimacién de volumenes de las bolas asociadas a las iteraciones de un
potencial plurisub-arménico correspondiente a una corriente positiva y cerrada dada.

Definicién 73 (Conjunto de sub-niveles) Sea u € PSA(Q), Q C C* abierto. El conjunto
de sub-niveles de u se define como:

A,t)={ze Qu(z) <t}),teR.

Antes de probar que el volumen de A,(t) decrece exponencialmente en cuanto t tiende a —oo
daremos algunos ejemplos

Ejemplo 39 Sea u(z) = alog||z|| + b, z € C*, ||z|| < R. Entonces tomando ¢ = logr + b se
tiene:
Mu(Au(t)) = MrB) = r**A(B) = A(B)e* ™,

donde a = 2k/a = 2k/V,,(0).

Un caso mas general que el ilustrado por el ejemplo anterior se obtiene si se toma una funcién G
convexa y estrictamente creciente en ] — 0o, ). Si tomamos f(z) = G(log ||z|]) (con ||z|| < e*®)
se puede probar usando la forma distribucional de Levi que f es plurisubarmoénica. Ademas

t t
glo8r) _ 1, 90 _

Vu(o) = lim = LU ng(—t')'

r—0 logr t——oo

De la expresién del volumen en el ejemplo anterior se obtiene entonces que:

t < to = g(ao).

4Hay que senalar que en la notacién tomada aqui de Hérmander, A € B significa que la clausura de A es un
subconjunto compacto de B. ;
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El siguiente teorema de acotacién superior del volumen de un conjunto de sub-niveles se basa en
un trabajo previo de Skoda del cual enunciaremos el teorema en cuestién (véase para detalles

[106)).

Teorema 47 Sea la funcion u € PSA(Q?) en el dominio Q C C* abierto. Si en el punto z € Q
se cumple que vy(z) < 2 entonces e™® € L} (U,) donde U, es un entorno de z.

Pasemoa a probar el teorema fundamental de este apartado.
Teorema 48 (Kiselman-Skoda) Sea la funcion u € PSA(Q) en el dominio Q C C* abierto,
-1
K C Q compacto. Entonces para cualquier o < 2 [sup uu(z)] eziste una constante Cy, tal que
K
(t € R).

Demostracién: Usando el teorema de Skoda para la funcién pluri-subarménica h = owu, se

tiene que la hipétesis concerniente al niimero de Lelong implica que e™® = e 2* ¢ L}OC(UZ)

(siendo U, un entorno de z € K). Ademaés, siendo K compacto, entonces e~ € L} (K). Como
ex(t-u(2)) > 1 para todo z € Ay,(2) se concluye que:

Vol (K N Ay(t)) < / et=F@gA(2) < et / e~ %2 dA(2) = Che™. (2.53)
K K

O
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Capitulo 3

Singularidades

La Seccién [3.1] trata sobre algunos conceptos de la teoria del pluripotencial. La extensién del
producto cuna para dos corrientes positivas es un elemento importante para el estudio del ope-
rador de Monge -Ampere el cual generaliza al operador de Laplace y presenta una serie de
propiedades interesantes en relacion a las funciones plurisub-armonicas. Ademas de la introduc-
cién del producto cuna, en esta seccion se presenta la desigualdad de Chern-Levine-Niremberg de
importancia en el andlisis y geometria. Se revisa ademas brevemente ciertos conceptos relativos
al Problema de Dirichlet para la ecuacion de Monge Ampere los cuales proporcionan concep-
tos ttiles para el estudio de las funciones plurisub-armdénicas y otros objetos (véase para maés
detalles [2],[18],[65],(72]). En la siguiente seccién se define el concepto més importante de este
capitulo: el nimero de Lelong , el cual es una medida del tipo de singularidad de una funcién
plurisub-armoénica. Se estudian en esta seccidén las miiltiples definiciones equivalentes que posee
el mimero de Lelong empezando de aquella que fija de manera directa el grado de la singularidad
logaritmica de una funcién plurisub-armdnica. El siguiente punto consiste en tratar los conjun-
tos de sub-niveles definidos por el niimero de Lelong. Esta cuestién proviene en principio de la
pregunta si el nimero de Lelong visto como una funcién real es semicontinua superior (SCS) en
un espacio proyectivo complejo. La respuesta positiva a esta cuestién fue dada por Siu ([105])y
ha significado el punto de partida de una serie de desarrollos interesantes([14],[17],(]). La Seccién
[3.3] representa una extensién de los niimeros de Lelong a otros ob jetos analiticos tales como las
corrientes. En el caso general de las corrientes, la idea de singularidad es mucho méas compleja
que en el caso de una funcién plurisub-arménica abarcando una variedad de objetos geométri-
cos y topoldgicos alin no bien estudiados. En esta seccién se d4 una definicién satisfactoria del
mimero de Lelong para cualquier tipo de corriente positiva cerrada de bigrado (p, p) lo cual nos
permite extender el Teorema de Siu para dichas corrientes ([55],(65][(101]). La ltima parte de
esta seccion extiende los niimeros de Lelong para los conjuntos analiticos y se d4 ademas la inter-
pretacion geométrica y analica para dicho nimero en dicho caso. La iltima seccién introduce el
tratamiento de Demailly de los mimeros de Lelong generalizados. Este tratamiento nos permite
introducir en particular los nimeros de Lelong direccionales conocidos como los mimeros de
Kiselman los cuales definen el grado de la singularidad de una funcién plurisub-arménica en una
recta compleja dada ([17],[64]). Una aplicacién del mimero de Kiselman se estudia en la iltima
parte lo cual se usara en el Capitulo 5.
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3.1. Topicos de Teoria del Pluri-Potencial

3.1.1. Producto cuna de Bedford-Taylor. Desigualdad CLN

Producto cuna para corrientes positivas.- El problema de definir el producto cuna dd‘u A
T radica en que ambos factores tienen coeficientes que son medidas las cuales no se pueden
multiplicar. Si © es una funcién PSA entonces la corriente uT estd bien definido puesto que
u es una funcién localmente acotada de Borel (véase la Seccidn [2.6]) y T tiene coeficientes de
medida.

Definicién 74 El producto cuna de Bedford-Taylor se define como

(3.1)

(en el sentido distribucional).
Probemos que:

Proposicion 31 El producto cuna dd°u AT es una corriente positiva si T es corriente positiva.

Demostracién: En un abierto U € C* definamos una secuencia decreciente de funciones PSA
suaves ur = u * Xk. Del Teorema de Convergencia Dominada uxT — uT (débilmente); de este
modo por la continuidad débil de la diferenciacion: dd°(uxT) — dd°(uT). Puesto que u; es suave:
dd®(urT) = dd°ur AT > 0. Esto prueba que dd®(uT) > 0. m]

Generalizando el producto Bedford-Taylor, se tiene por induccién: Sea u;,u2, - -u, € PSA(Q),
Q un abierto contenido en C*

(3.2)

el producto también es una corriente positiva.

Tomemos ahora u € PSA(Q?) y ademds u es localmente acotada, en este caso la corriente de
bigrado (k, k) de la forma (dd°u)* est4 bien definida y es una medida positiva. Cuando u € C?(f2)
después de efectuar cédlculos tenemos la expresion diferencial ya obtenida para el operador de
Monge-Ampere

820z,

Desigualdad Chern-Levigne-Niremberg (CLN) Definamos primero una norma especial,
util en lo que sigue.

2 J .
(dd°)*u = k! det [ 6_ ke 7} I1 %dzi A dz;. (3.3)
i=1

Definicién 75 Sea T una corriente de orden 0 definida en M (variedad compleja). Sea K un
subconjunto compacto de M. La seminorma de masa se define como:

1Tk = ij /K it (3.4)

iIJ

Tr1.5 son los coeficientes de la corriente T y K; son conjuntos tal que K = U; K; es una particion
de K de tal modo que K; estd contenida en un mismo entorno de coordenadas locales.
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La seminorma no depende de la eleccion del sistema de coordenadas. En efecto, dados dos sis-
temas de coordenadas locales y el sistema de compactos {K;}, {K ;}, entonces en la interseccién
de estos dos sistemas locales se puede tomar el sistema de compactos { K; N K ;} de este modo.

para el nuevo sistema de coordenadas la norma respecto al compacto K sera E / E VNIR
J

i I,J
donde K; € {K;N K}. Dicho valor de la norma es igual a ambos valores de la norma respecto a

los dos sistemas de coordenadas considerados al principio y esto prueba que la norma no depende
del sistema de coordenadas.

Si K esta contenido en un entorno de coordenadas locales se tiene para T' > 0 existen Cy, C2 > 0
tal que

CulITIk < / T AL < Co|I Tk
3 K

Para comprobar esto sélo hay que aplicar la Proposicién [29]. Denotemos ademas T' € LP(K),
p € Z*, po = dd|z|?. Enunciemos y probemos la importante desigualdad de Chern-Levine-
Niremberg:

Teorema 49 (Desigualdad CLN) Sean K, K' compactos contenidos en M, K' C K°. Ezis-
ten constantes Ck g > 0 tal que:

(3.5)

Demostracion: Por induccién basta probar el resultado para ¢ = 1 y u; = u. Procedamos a
cubrir K’ con una familia de bolas B; CC B; C K contenidos en las cartas de M. Definamos
x(z) € D(Bj) tal que x|gr = 1, luego se tiene:

7

Tomando en cuenta que T' y ¢ son cerradas e integrando por partes de acuerdo al lema [5):

(donde C’ queda como el producto de C por una constante que acota los coeficientes de la
corriente (dd°x A <,a8_1)). O

Corolario 16 Sean ui,...,uq € PSA(Q)NC%Q); QC C* abierto y sea

{uf}, {ug} ... {ug}

sucesiones, tales que {u¥} C PSA(Q) (i = 1,...,q) los cuales convergen uniformemente local-
mente a uy,...,uy. St Ty es una secuencia de corrientes positivas y cerradas tal que se cumple
Tr — T en el sentido débil. Entonces se tiene los siguientes enunciados:

1. u¥ddul n--- A ddc'u.f,c ATy — urddug A - - - Add°ugq AT (débilmente).

2. dd°ufub A - Addub ATy — dd®uy A -~ Add®uq AT (débilmente).
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Demostracion: El segundo enunciado se obtiene del primero debido a la continuidad débil de
ddc. Usando la induccién es suficiente probar el primer enunciado cuando q = 1. Si u* converge
uniformemente localmente a u € PSA(S), se tienen las regularizacion u¢ * p. y podemos escribir:

uF Ty, — uT = (u* — w) Tk + (v — u) Tk + ue(Tx — T) + (we — u)T.
Como la secuencia T} es convergente débilmente es también localmente y uniformemente acotada
en masa, por tanto, de la desigualdad CLN:
le*Th — uTillx < Jlu* = )|l poo iy | Ticll 2

converge a cero sobre cualgier compacto K.

El mismo argumento muestra que ||(uz — u¢)7Tk|| xk puede ser hecho arbitrariamente pequeno al
escoger epsilon suficientemente cercano a cero. Como u, es suave, entonces u¢(Tx —T') converge
débilmente a cero. Para el dltimo miembro para finalizar también es suficiente sélo aplicar la
misma desigualdad CLN. : a

El siguiente resultado establece una férmula multiplicativa para el producto cuna de corrientes:

Teorema 50 (Producto de masas) Sean las funciones uy,...,uqs € PSA(2), Q C Ck+1\{0}
localmente acotadas y que satisfacen la condicion:

u;(Az) = ¢jlog |A| + u(z), para z € Ck1l, xecC.

Sean ademds T corrientes de bigrado (1,1) en CP¥, j = 1,--- ,q donde m * T; = dd°u;. Se
verifica entonces que:

Demostracion:
Primero establezcamos la siguiente igualdad:

ITIATA--- ATyl = T AS|

donde S = UETIE)'!T 2N ANTHg A wg_q y ademas wq es la forma métrica de CP*. En efecto, de la
definicién de ||T°||:

1 - 1 -
ITi A--- ATl =m/(T1/\"'Tq)/\wg q=m/ddcu1 /\Tz/\“-Tq/\wg =

Usando la diferenciabilidad de u; y teniendo en cuenta que S es de bigrado (k — 1,k — 1):

1 1
(k—q)! (k—gq)!
Tomemos ahora v, — u; (la sucesién estandar suave de plurisubarménicas), sea ademas 7 = || T} ||
y tomemos T, — 7w Puesto que las corrientes son ambas postivas, cerradas de bi-grado (1,1)
entonces pueden ser expresadas localmente como dd¢v,, donde v, € PSA(CP¥) N C°(CP*). En

la igualdad 7; — Twg = ddv. integrando en todo el espacio y pasando al limite € — 0 se tiene
que ||ddv,|| = 0. De este modo, se tiene que:

/ddc(ul /\TQ/\"'/\Tq/\UJ(l]c_q) = /ddcul /\(Tg/\'--Tq/\u)g—q) = ||T1 AS||.

= |71 A S| = lim |IT: A S|

=ll’n(1) (Two+dd°ve)/\5=lin;n)r/S/\wo-i-/S/\ddcve=T/S/\W0
£— E—
= | Ty IS,

la cual establece el teorema. . C

106



3.1.2. Otras cuestiones asociadas al operador de Monge-Ampere

Medida plurisub-armaénica.- Para generalizar la medida arménica en C tomemos un dominio
D c CP*, k > 1, y definamos (E C D)

wp(z, E) = sup{u(z) : u € PSA(D),u<0,u|lg < —1}, (3.6)

para tomar seguidamente su regularizacion superior:

wp(z, E) = limsupwp(Z/, E). (3.7)

z/—>z
Esta funcién es PSA y se denomina la medida plurisub-armdnica relativa al dominio D. Si bhien
wp = —1 sobre E, la regularizacién superior puede no cumplir esta propiedad; si wp, = —1 sobre
E entonces E se denomina pluriregular. Se prueba que si el dominio D es fuertemente convexo y

E cc D entonces E es pluriregular. La funcién w}, es continua y satisface la ecuacién compleja
de MA.

Método de Perron-Bremermann para el Problema de Dirichlet de la ecuacién

MA El Problema de Dirichlet para la ecuaciéon de Monge-Ampere se enuncia de modo total-
mente similar a su andlogo unidimensional para la ecuacién de Laplace:

Encuéntrese una solucién ¢ en D C C* para la ecuacién de Monge-Ampere la cual tiene valores
prefijados continuos en 0D.

Consideremos un enfoque del problema en cuestién que extiende el método cldsico de Perron
para el Problema de Dirichlet en C.

Definamos para cada funcién continua f : 8D — R la familia de funciones plurisubarmonicas:

Pp.s = {u € PSA(D); ulap< f}.

Tomemos la funcién de envoltura superior w(z) definida como w({) = sup{u({) : v € Pp s}
Hay que notar que en el caso particula en el que f = —1 la funcion de envoltura superior
coincide con la medida plurisub-arménica del dominio D. La regularizaciéon superior w*(z) =
limsup,_,, - w(2’) es plurisubarménica y se le conoce como la funcién de Perron-Bremermann.
Este 1ltimo autor probé que cuando D es estrictamente (o fuertemente) pseudoconvexo y f €
C(8D) se verifica que w* es una solucién distribucional del Problema de Dirichlet (véase [7]). En
particular w* es un elemento de la familia Perron-Bremermann. La unicidad de dicha solucién
viene determinada por la propiedad de maximalidad de Bedford-Taylor (véase [4]):

Teorema 51 Sea D pseudoconvezo, ademds consideremos u € C(D) una solucion de la ecuacion
de Monge-Ampere y v € PSA(D) N C(D), entonces u|ap > v|ap implica u(z) > v(z),z € D.

En realidad de lo expuesto se desprende el principio que cualquier funcién plurisub-arménica
y continua que posee la propiedad de maximalidad en subdominios G CC D resulta ser una
solucién distribucional de la ecuacién de Monge-Ampere en D.

Conjuntos pluripolares.- En la teoria unidimensional del potencial (y en su generalizacion en
R™) los llamados conjuntos polares juegan un rol importante en diversos problemas. Pascmos a
definir un concepto andlogo para varias dimensiones complejas.

Definicién 76 Un conjunto E C C* es pluripolar si para cada punto z € E hay un abicrto U
y una funcion PSA u, tal que ENU C {us = —oc}.
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Un conjunto pluripolar es siempre de medida Lebesgue nula (véase la Sub-seccién [?7].
Establezcamos la relacién entre los conjuntos pluripolares y la propiedad de extensién de las
funciones PSA.

Teorema 52 Sea X un conjunto pluripolaren una variedad compleja Y. Entonces, si una fun-
cion u € PSA(Y \ X) es localmente acotada alrededor de X se eztiende unicamente a una
funcion @« € PSA(Y).

En forma suscinta este teorema de extension de una funcién plurisub-arménica en un conjunto
pluripolar nos dice que dicho conjunto X particiona el conjunto PSA(Y \ X en dos conjuntos
de funciones: uno en el cual las funciones se pueden extender en todo el espacio y el otro en
el cual las funciones tienen una singularidad esencial en X. Un teorema probado por Josefson
establece ademads las condicones por las cuales un conjunto pluripolar puede ser definido por
una séla funcién plurisub-arménica (véase [55]).

Demostraciéon: La unicidad de la extensién (en caso de existir) estd garantizada a través del
conjunto X por el hecho que dicho conjunto tiene medida de Lebesque cero. Por otro lado, todo
punto z € X es tal que para una vecindad U se tiene que X NU C {z € U; v(z) = —o0o}
donde v es una plurisub-arménica que no es idéntica al —oo. Tomando U convenientemente
mas pequeno y sustrayendo una constante para hacer v < Ose tiene que para € > 0, la funcién
ue = u+ev € PSA(U \ X) puede ser extendida como una funcién SCS sobre U al hacer u¢ = —o0
sobre X NU.

Mais si tomamos una recta compleja que pasa por el origen se puede comprobar de la definicién
de u. que la desigualdad del valor medio se satisface en el punto z € U \ X: u.(2) < L(ue, 2,7)
donde r < d(z, X U U€) como también si z € X con r < d(z,U€). De ahi se tiene por lo tanto
que: ue € PSA(U) y méas aiin la asi llamada Regularizacién superior ¢ = lim sup.s0ue donde
z € B(z,€) también serd un elemento de PSA(U). Precisamente es esta funcién la que extiende
u ya que ellas coinciden en U \ X. O

Corolario 17 Sea X un conjunto pluripolar en D C C¥. Toda funcion holomorfa f € O(D\ X)
que estd localmente acotada en X se ectiende a una funcién holomorfa f € O(D).

Demostracién: Si aplicamos el teorema a Rf y 3f se sigue que ambas tienen extensiones
pluri-arménicas en todo D tal que f € C°°(D). Usando un criterio de densidad en D \ X se
tiene que Of = 0 en D. O

Corolario 18 Sea X C D un conjunto pluripolar cerrado. Si D es conezo entonces D \ X es
también conezo.

Demostraciéon: Si D\ X es una unién disjunta 2; U 2 de subconjuntos no vacios, la funcién
de f definida como f = 0 en Q3, f = 1 en Q9 tendrian extensiones holomorfas en X lo cual
contradice la unicidad de la extension. O

La siguiente importante caracterizacién de los conjuntos pluripolares pertenece a Sadullaev
(véase [98]) :

Teorema 53 Si D es un dominio fuertemente pseudoconvezo, entonces X C D es pluripolar si
y solo si wh(z,X) = 0.

Capacidad de Bedford-Taylor
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Definicién 77 Para E (boreliano) contenido en D se define:
C(X,D) = sup{/ (dd°u)*;u € PSA(D),0 < u < 1}. (3.8)
v JX

de la desigualdad Chern-Levine-Niremberg se tiene que C(X,D) < oo si X CC D; ademss
C(X,D) = 0 para X pluripolar (esto de manera ansloga a la capacidad de un conjunto polar
en R™).

Sefnialemos una desigualdad bastante simple que se deriva de la nocién de capacidad de Bedford-
Taylor:

Proposicién 32 (Desigualdad de Alexzander-Taylor) Sea K C B(0,7) compacto (r < 1).
Entonces eziste una constante A, tal que se verifica:

LA )
donde C(K, B) es la capacidad de Bedford- Taylor y m(K) es la medida de Lebesque de K.

Demostracién: Basta aplicar la desigualdad CLN a las corrientes dd°u y (dd°u)¥—!, para

luego usar el hecho que C(K, B) = / (dd°u)*. Véase la definicién [110] acerca de la capacidad
B

de Bedford-Taylor. O

Para el estudio de las propiedades mas importantes de la capacidad de Bedford-Taylor: (véase
[4, 5]. Para mas detalle sobre la teoria de capacidades en C* véase ademas [18, 65, 98].

3.2. Indices de singularidades para funciones PSA

3.2.1. Numeros de Lelong para funciones PSA

El nimero de Lelong mide cuan ”grande”las singularidades de una funcién plurisub-armdnica
son. Es en si una generalizacion de la multiplicidad de un cero de una funcién holomorfa.
Examinemos a continuacion el siguiente ejemplo para ver esto con mas detalle:

Ejemplo 40 Sea f € H(C) ,p = %—Alog | f |- En el sentido distribucional £ = 0 en todo punto
s

donde f # 0. Calculemos el valor de dicha funcional en f = 0. Tomemos para ello ¢ € D(C) y
notemos que es suficiente examinar la funcional:

%Alog | z |,
(esto debido a la descomposicién f(z) = (z — 2;)7ig(z) alrededor del cero z; de multiplicidad ;).

/ log | z | A¢(2)dA(z) = lim - log | z | Ag(z)dA(2).
C

r—0 Jc—B(0,r)
Expresando el elemento de area y el laplaciano en coordenadas polares, se tiene:

1

<
27

_ 1. i 9, i
Alog|z|,¢>—ﬂ1l.1_x’r(1)/0 (&(re )—r]ograr(re )]dé,
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1
pasando al limite 7 — 0 e integrando: < ,-Alog | z |,¢ >= ¢(0). Esto prueba que Q—Alog [
n
z |= g y para el caso de m polos de f € H(Q):

1 m
o Alog| f|= D b,
i=1

donde 7; es la multiplicidad del polo z;.
Tomando ahora la masa de p = 21;A10g | £ | alrededor de un entorno de radio r de una raiz
(digamos zp) entonces se tiene que la masa sera igual a la multiplicidad de zg.

Este mismo resultado se extiende a funciones holomorfas f : C¥ — C. es decir, si tomamos la
medida p = 21;A log |f| donde A es el laplaciano en 2k variables reales Rz;, Sz, se tiene que p
es la suma de masas puntuales en cada cero y con coeficientes iguales a la multiplicidad de cada
cero (donde la multiplicidad est4 definida como el grado del primer término en la expansién de
Taylor en polinomios homogéneos de la funcién f). Esto es:

(r; es la multiplicidad del cero z;).
De acuerdo a esto, si tomamos la masa de ¢ en un entorno arbitrario de una raiz de f = 0
(digamos alrededor de 2zp) y lo dividimos por el volumen de la bola B(0,r) en C*~! se verifica
que:

lim dp(€)/ Apk—2m?* 2 = rq.

=0 J|g—z0l<r
Ndétese que la magnitud obtenida es la densidad de la medida p en el punto zy y la comparacién
con la medida de Lebesgue en R2¥~2 tjene sentido pues de la definicién de g aquella es una
medida 2k — 2-dimensional.
Ahora bien, puesto que u = log | f| es plurisub-arménica procedamos a generalizar dichas ideas.
Introduzcamos el concepto de nimero de Lelong para una funcién plurisub-armdnica arbitraria.

Definicién 78 Sea Q un abierto contenido en C¥, u € PSA(Q), z € Q. El nimero de Lelong
para u en z, v,(z), se define como:

vu(z) = lim dp(€)/ Agk_or2F2, (3.9)
220 Jje—z|<r

donde dp = %, la cual es una medida positiva.

Antes de estudiar las formas equivalentes que adquiere el nimero de Lelong demos un teorema
acerca del comportamiento de la funcién de valor medio para u € PSA(S2):

M,(z,7) = /l£I=1 u(z + r€)dw(§)/o2k. (3.10)

Este teorema a enunciarse es analogo en cierto sentido a un resultado similar para funciones
sub-armdnicas (véase (2, 71])
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Teorema 54 Sea Q = Qi +iQ2, donde Q1, Q2 dos abiertos en € R¥ para k > 2. Siu € PSA(Q)
tal que sdlo depende de Rz, entonces para = € 2, la funcion T — u(x) es conveza.

Demostracién: Tomemos primero u € C? N PSA(), entonces:

8%u 8%u

Esto implica de la positividad de la forma de Levi para u, que el Hessiano de u(z) es positiva lo
cual implica que u es convexa en 2;.
En el caso general, la regularizacion

es decir depende sélo de € ,; esto implica de lo anterior que u.(z) es convexa y puesto que
el limite u = ll'né uc(x) existe, podemos afirmar que u es convexa. O
€—>

Corolario 19 Sea u € PSA(D(a, R)), donde D(a,R) = [] D(a;,R;) C C* es un polidisco.
Entonces:

1 27 ) )
(W1, ,Tk) = ok u(a1 + rle'ol, ces,Qn + rne’“’ﬂ)d@1 e Oy,
(2m)* Jo
es una funcion convexra no decreciente de (logry,--- ,logry).

Demostracion: Que 7 es no decreciente proviene de la propiedad de crecimiento de la funcién
promedio de una funcién sub-arménica (véase([2]) y del hecho que u es subarménica en cada eje.
Tomemos la funcién 7:

1

'F(zl,...,zk)z (—2—1;)—,;

27 .
/ u(a; + e ... ap + e**ei%* )d6 - - - dbk.
0

Entonces, puesto que:

y haciendo el cambio de variable se concluye que 7 depende sélo de Rz; y ademéas si tomamos
Rz; = logr; se tiene 7 = 7.

Falta probar entonces que 7 es plurisubarménica con lo cual aplicando el teorema anterior se
concluira la demostracién del corolario.

Para probar que 7 sea plurisubarmoénica establezcamos que es semicontinua superior. En efecto.
introduciento el limite dentro del simbolo de integracién se tiene:

1 i i0
1 7 = — limsup u(a + e¥e® )d ©
lmoup7(u) = (e [ limawputa +eve?)
1 27 )
Z (_27r—)k / u(a + ezelo)d )
0 :
= 7(2),
donde d& = d6,d0Os - - - , Ox.. Efectuando los cdlculos se obtiene finalmente la desigualdad del valor
medio con lo cual concluye la prueba. O
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Corolario 20 M,(z,7) es una funcién convezra y no decreciente de logr.

Demostracién: Basta considerar que My (z,7) = 7(u;r,--- , 7). O

Puesto que M, (z,7) es una funcién de log r la cual es infinitamente derivable entonces podemos
afirmar que My(z,7) es también infinitamente derivable. Esto nos conduce a la primera forma
equivalente del nimero de Lelong. Antes de dar dicha definicién demos un ejemplo de como la
funcién M(z,r) se usa en diversas cuestiones que conciernen a la convexidad y a las medidas
asociadas a ciertas funciones plurisub-armoénicas.

Formulemos y probemos ahora la siguiente condicién equivalente del nimero de Lelong;

Teorema 55 Sea u € PSA(Q) y Q abierto contenido en C*. Entonces el nimero de Lelong
eziste y:

yu(z) = lim TM-.

lim r=——> (3.11)

Demostracién: Tomemos u; — u, {u; C C*°(2)}, podemos entonces afirmar que Au; —
Au en el sentido distribucional. En efecto, de las propiedades de la forma de Levi(véase las
secciones [2.2] y [2.6]) se deduce que para v € C*°(2):

/ vAu; = / u; Av;
B(z,r) B(z,r)

puesto que ujAv — uAv, entonces se deduce la convergencia en el sentido débil buscada.
Usando esto tomemos u € PSA(2) N C*°. Del Teorema de Gauss:

B(z9,7) 8B(z0,7) 877

donde 6_'u, indica la derivada en direccién de la normal. De la definicion de M, (2o, ) y usando

el Teorema de Leibnitz y luego el cambio de coordenadas de la bola B(0,1) a la bola B(zo, r)
se tiene:

0 o
= 2 [ e+ r0do(@)/om = [ srulzo+rE)do(€)/on
67- l€l=1 = or
= [ 2wa@ron=[  Zudoer o
l£1=1 on 8B(za,r) on
= / Aud,\/r2k'102k = 27r/ Ap/r%‘lazk.
B(zo,7) B(zp,7)
Pero i ~ g
. _p2k-1  dgg—or?F 2
(k-1
De donde se obtiene la igualdad postulada. La existencia del nimero de Lelong se deduce de la
igualdad anterior y de las propiedades de monotonia y convexidad de M,(z, ). G

Del resultado anterior se deduce directamente que:
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Teorema 56 Dada las condiciones del teorema anterior. El nimero de Lelong satisface:

M
VU(ZO) = lfm _uLz,_’r_).

r—0 logr (3.12)

Demostraciéon: Es suficiente probar el siguiente enunciado: Para M (z) convexa, creciente en
todo el eje real, C%(R) se cumple que

M
lim My M@

z——00 dI T——00 T

9 : M(x) — M(c) .

En efecto, como se sabe para una funcién convexa se tiene que —— es creciente para
todo x € R con x — ¢ diferente de cero,esto es: ‘
d M(z)— M M(z)- M
E[ (:c; - (c)] > 0 de donde M'(z) > (:r,x) - (c) Ahora, como M'(z) es creciente, se

puede encontrar un z* < x tal que

M’(l‘*) < M(IE) — M(C) < M'(.’L‘),
T—c
de donde, pasando el limite, para £ — —oo se obtiene el resultado. O

Mostremos otra forma equivalente del niimero de Lelong para una funcién plurisub-arménica.

Teorema 57 Sea u € PSA(Q2), Q abierto contenido en Ck, 2o € Q. En una vecindad pequeiia
de zp son equivalentes:

a. Vu(z9) =supr

b. u(z) <rlog|z— 2| +0(1), z — 2.

Demostraciéon: Sea para simplificar 2o = 0. Probemos que (b) implica (a). Integrando la
desigualdad:

M(0,7) <vlog|r|+0(Q)/o2-

Luego para r > 1
M(0,7) O(1)
log|r| ~ oolog | 7|

De la monotonia de M (0,7)/log | r | se tiene para 0 < r* < 1 que:

M(0,r) _ M(0,r) _

— +

logr* — logr

de donde v¢(0) < supv.
Nuevamente, en la desigualdad para M (0,r) dividiendo por logr (0 < r < 1) se tiene:

M(0
©r,, . _om
logr o2r logT

de donde v¢(0) > supv.

Probemos ahora que (a) implica (b). Se tiene de las propiedades de M(zg, r):

M(z9,7) = 1n,(20) log T + O(1).
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Expresando como una integral:

. lutz0 +€r) = wuzo) o | 2 = z0 | +O(W)ldo() =0

Luego: u(z) = vu(z0)log | z— z0 | +O(1), z = 29 + &7 y por tanto:
u(z) < vlog | z — 20| +O(1),

donde sup v = v,(z29). ]

Un corolario directo es:

Corolario 21 FEn las condiciones del teorema anterior se tiene que:

vu(20) = lim SUPA()

r—0 log |7 |~ )

Donde A(r) es el polidisco de radio .
Tlustremos el calculo del nimero de Lelong on un ejemplo sencillo:

Ejemplo 41 Sea u(z) = Clog | z |, z € C¥. Entonces
M(O,r)=/ Clog | re® | do/ogr = Clog | 7 | .
B(0,1)

De donde v,(0) = C.

Pasemos a probar la invariancia del nimero de Lelong, respecto a las transformaciones biholo-
morfas.

Teorema 58 El nimero de Lelong es invariante bajo biholomorfismos, es decir: v,(z0) =

Vyoh-1(h(20)), donde h : Ck — C* (biholomorfismo), f € PSA(), Q abierto contenido en
Ck.

Demostracién: Basta tomar u € PSA(Q2) N C*°(Q2). Entonces la medida :

_Af(©)] _ [Af] _ [Af oh (A(£))]
du(§) = or 2 27 '
por lo que es valida para cualquier f € PSA(Q). O

3.2.2. Teorema de Siu

Demostremos el importante hecho que los sub-niveles del nimero de Lelong de una funcién
plurisub-armaénica son conjuntos analiticos.

Probemos antes algunos hechos auxiliares:
Lema 6 Seau € PSA(Q), Q(abierto) C C*. Si e es integrable en una vecindad de z entonces

vu(2) < 2k.
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Demostracién: Usemos la propiedad de la convexidad de M, (z,r) (Corolario [20]):

M, (z,7) — My,(z,70)

<
vu(2) < logr — log rq

para 7,19 < d(z,9Q°). por tanto My(z,7) < vu(z)logr +csi 0 < r < 7.
Y considerando la desigualdad entre la media geométrica y la aritmética (caso particular del
Teorema de Jensen, véase [97]):

d
/ e~ u(z+Tw) _M > exp(—/ u(z + rw) do(w))
jwi=1 S2n lwj=1 San

= exp(—My(z,1))
> ,r—uu(z)e—c’

de ahi, considerando que la funcién u(z) | z | ~2* (z € C*¥) no es integrable en el origen. Tenemos
que e~ * no es integrable en ninguna vecindad de z si v, > 2k. con ello concluye la prueba. O

Antes de enunciar los siguientes lemas previos al teorema principal,hagamos la siguiente disgre-
sién. Tomemos Q pseudo-convexo y abierto de C* y construyamos

Q= {(z,w) € A xC; |w| < d(z,Q}.
dw(§)

Ahora teniendo en cuenta que My(z, |w|) = f|§|=1 u(z + wé)leT y que (z,w) — u(z +wé) es

plurisub-arménica en € para un £ fijo, se tiene que la funcién (z,w) — F(z,w) = My(z, |w|)
es PSA para (z,w) € Q.

Ademis siendo |z|? — logd(z,Q°) y —

~

— log d(z, Q2°) plurisub-arménicas en  podemos

log w
entonces podemos escoger una funcién de agotamiento estrictamente pseudoconvexa (véase

27 .
Apéndice B.1) g € C®°(Q?) y puesto que g(z,w) se puede reemplazar por / o(z, e®®w)dd pode-
0

mos asumir que @ es una funcion de z y |w|.
Consideremos ademas el siguiente lema técnico:

Lema 7 Sea Q un abierto en CF*! tal que:
Q= {(z,w) € Q x C;r(z) <| w|< R(2)},
donde Q es un abierto contenido en CF y 0 < r(z) < R(z), z € Q. Sea u € PSA(Q) tal que:

{(z,w) € Q/ u(z,w) <t, z€ K} € Q.

Para cualquier compacto K C Q y t € R. Ademds la funcion u es tal que: u(z,e*w) = u(z, w)
cuando (z,w) € 2, 0 € R. En estas condiciones se tiene que la funcion:

U(z) =

inf ’ 'U.(Z, 'U))
r(2)<|w|<R(2)

es una funcion plurisub-armonica en Q.
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Demostracion: De la definicién de U se tiene que es SCS. Sea ahora zg € 2 y tomemos un M
tal que U(29) < M entonces de la semi-continuidad superior se tiene que U < M en un entorno
Vo(zo, €). Usando ahora la condicion del lema:

{(z,w) € ﬁ/ u(z,w) < M, ze W} € Q,

se puede encontrar una vecindad abierta V{J de zoy r < Rtal que K =V x {w € C;r < |w| <
R} C Q y por tanto:
U(z)= inf wu(z,w), z€ V).
(2) i (z,w) 0

Usando el Teorema de Regularizacién de Funciones Plurisub-arménicas se puede escoger una
secuencia de funciones plurisub-arménicas C'*° en una vecindad del compacto K. Ademas, puesto
que u es invariante por rotaciones segun la Gltima coordenada entonces los términos de la sucesién
u. también pueden escogerse invariantes por rotaciones segin la ultima coordenada. Asi pues:

U(z) = inf wue(z,w)|U(2), z€Vy
r<|lw|<R

Tomando z fijo se tiene que la funcién u¢(z, w) es una funcién convexa de log |w| (véase Ejemplo
38). Analizando la expresion:

k k

> 0%uc/02:0Ztit; + AR D 0%uc(z, w)/02:0Wt; + 48%uc(2, w) /WD,

i,j=1 i=1
se tiene en el punto w € [r, R] donde Ou./8w = 0, que el Gltimo término de dicha expresién es
el Laplaciano en w, es decir la segunda derivada en la direccién radial. Por otro lado la derivada
radial de Ouc(z,w)/0z; resulta ser depués de efectuar los calculos 20%uc/02;0w. Esto implica
entonces que dicha expresion es positiva y por tanto usando el Ejemplo 38 se concluye que U es
plurisub-armoénica.

O

Apliquemos este lema y las consideraciones previas acerca de la funcién de agotamiento para
probar el siguiente:

Lema 8 Sea la funcién u € PSA(Q) donde Q es pseudo-convezo, conezo y abierto en C* u #
—00. Sea p una funcion de agotamiento en Q c Ck+! del tipo definido arriba. Entonces la
funcion:

ua(z) = inf  (My(z, w]) + e(z,w) — alog [wl).

(z,w)ENw#0

a > 0 es plurisub-armdnica. en z € Q.
Por otro lado se tiene que el nimero de Lelong: v,, = max(v, —a,0), a > 0; y cuando v,(2) < a
se concluye que uq(z) > —oo.

Demostraciéon: Usando la disgresién previa definamos la funcién plurisub-arménica:

ul(z,w) = My(z,| w|) +o(z,w) +€e}lw |2 -——-l— —alog | wl},
| w |
log(—— )

entonces del lema previo (7), la funcidén:

116



()=  mf  ui(zw)

(z,w)EN,|w|>€
es plurisub-armdnica cuando € > 0 en el subconjunto 2. Ahora bien, puesto que u{, | u, (cuando
€ | 0) de ahi se tiene (usando el Teorema de Aproximacién de Funciones PSA) que u, es también
plurisub-arménica.
Considerando que cuando v, (2) < a, g(z,w) + My(z,w) — alog | w | es una funcién decreciente
de | w | (para | w | pequefio) puesto que g(z,w) — € log |w| es decreciente para cualquier € > 0 se
tiene por tanto que vo(z) > —oo lo que implica vy, (2) = 0.
Por otro lado, v, es concava respecto de a lo cual por el teorema 56 y de las relaciones elementales
entre convexidad y concavidad nos lleva a concluir que vy, es una funcién convexa de a; ademas
Vuo (2) < vu(2) (lo cual se obtiene del hecho que ugp > u + min g).
De lo expuesto entonces: vy, (2) < max(v,(z) — a,0), lo cual es cierto cuando a = 0 y también
cuando a > v,(z). De este modo, se obtiene la primera parte de la prueba.
Para probar la desigualdad opuesta, usemos la definicién:

ua(z) < Mu(z,7) + o(2,7) — alogr

cuando 0 < r < d(z,Q°). El valor medio de M,(z + ¢,r) cuando | { |= ' < d(2,Qf) —r es el
valor medio de Z — u(z, Z) en la bola, donde | z |[< ' + 7 e invariante bajo transformaciones
ortogonales de Z. Estimando tales valores:

M, (z,7") < My(z,7+7') + o(z,7'¢, r)da_(() —alogr.
I¢)=1 Sak

Si se toma r = r’ y se divide por logr para luego pasar al limite para 7 — 0 se tiene: v, (2) <
log(27)

logr
opuesta, con lo cual culmina la prueba. O

Vy(2) — a. Pero para valores pequefios logr < 0 y — 1 entonces se obtiene la desigualdad

Enunciemos ahora un lema més cuya prueba usando la L2-teoria de Hérmander se posterga
hasta el Apéndice B.1 de este trabajo. Para més detalles consiltese [55, 64].

Lema 9 Sea u € PSA(X), donde X es pseudoconvezo y u # —oo, entonces e~ es localmente
integrable en un subconjunto abierto G denso en Q el cual contiene {z : u(z) > —oo}. Ademds

para cada a > 0, el complemento de G es la interseccion de todos los conjuntos analiticos
{z : f(2) =0} en X, tal que f € H(X) satisface:

/Q | £(2) P e=D (14 | 2 [2)~"=9dA(2) < +o0.

Formulemos finalmente y probemos el teorema principal de este apartado:

Teorema 59 (Siu) Sea u € PSA(R), distinto de —o0), donde Q C C* (pseudo convero, conezo
y abierto), y sea a > 0. Entonces: O(u,a) = {z € Q : vu(2) > a es un conjunto analitico.

Demostraciéon: Del lema 6 se tiene para un n € N:
O, 2n)C Z(u)={z€Q:e ¢ L.}
Por otro lado, del Lema 9 tenemos que:

Z(u) Cc{z€N:u(z) = —o0}.
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Usemos la funcién plurisubarménica uq construida en el lema anterior. Entonces, paraa >0y
dadas las propiedades de Z(n)

O(u,a + 2n) = O(ua,2n) C Z(uq) C {2 € Q, : ue(z) = —c0} C O(u, a).
Reemplacemos u y a por su y sa respectivamente (para s suficientemente grande). Esto da:
O(u,a+2n/s) C Z((su)sa) C O(u, ).

Pero ahora, reemplazando a por a — 2n/s, se obtiene por un argumento conjuntista elemental
que:
O(u,a) = ﬂ Z((su)sa—2n).
s>2n/a

Del lema anterior, se tiene que el lado derecho de la igualdad es una interseccién de conjuntos
analiticos en (2. Esto prueba el teorema. O

3.3. Extensiones de los indices de singularidad a co-
rrientes y a conjuntos analiticos

3.3.1. Potenciales de corrientes de bigrado (1,1). Corrientes de integracién
en conjuntos analiticos.

Potencial local plurisub-arménico de una corriente positiva cerrada de bigrado (1,1)
La existencia del potencial plurisub-arménico para una corriente positiva, es conocido también
en la literatura como el “ dd°-lema de corrientes positivas y cerradas”. Esta propiedad puede ser
tratada desde distintos enfoques (véase por ejemplo [45, 55]): en lo siguiente haremos uso del
llamado nicleo de Cauchy-Fantappie (véase [69]).

Sea el dominio Q = {z € C¥, h(z) < 0} c C* definido por la funcién estrictamente convexa h(z).
En estas condiciones (debido a la convexidad de la funcién que define el dominio) es posible
orientar la frontera de 2 para que pueda usarse el Teorema de Stokes. Sea (t) una funcién C'>®
tal que ¥(t) =0 cuando t < 1/2 y 9(t) = 1 cuando t > 3/4.

Por otro lado definamos las funciones ¢(z,£) = ¥ (%%) y ademaés:

0i(2,6) = (€ — Z)p(z,€) + (1 — w(z,e))g—g(s)

Para £ fijo, el conjunto K¢ = {z : h(z) < h(§))} es estrictamente convexo y contiene en
particular el supp ¢. Teniendo esto en cuenta consideremos el plano tangente al contorno de
Ke: R Zf=1 (&9 — zi)g%(fo) = 0 para cualquier £° € OQ y por tanto R Zf=1(£? - z,-)g—g_(ﬁo) >0
cuando z € K¢ (lo cual se deduce de la definicién de K¢ asi como de la convexidad de h(z). De

esto concluimos que R Zf___l (& — zi)gi(2,€) > 0 para cualquier z € supp ¢.
Introduzcamos el niicleo de Cauchy-Fantappie en C¥:

SN (=135 Ay i Oegi NIy A
: k
[Zf=1 (& — Zi)gi]

k(k—1)
donde Cy = Qi——ln(%k— Se verifica directamente que 551( (2,€) = 0 siempre que el de-
nominador no sea nulo. M4as atin si damos una condicién extra sobre el conjunto K¢ tal como

K(va) = Ck
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Koo ={z: %h(z) < h(€)} (en particular esto es valido cuando £ se encuentra en una pequena
bola con centro en z) tenemos que la expresién del micleo de Cauchy-Fantappie se hace inde-
pendiente de la funcién definidora h(z). En estas condiciones:

1

k—
Bellz — £k A 20 __ =

(k—2)l
(k—1)! L= 1gn

K(6) = —

Demostremos el siguiente:

Teorema 60 (Férmula de Cauchy-Fantappie) Sea h(z) € C%(CF) una funcion estrictamente
convera y consideremos Q = {z € CF,h(z) < 0} . Para g(z) € C' en una vecindad de Q se
verifica la siguiente formula:

o) = - | a©K@&) + [ 200 AK(0) (3.14)
donde K(z,£) es el nicleo de Cauchy-Fantappie.

Demostracion: Fijemos z y apliquemos el Teorema de Stokes (de acuerdo a la orientacién
previamente definida):

[ 8oty n K (2,0) = iy Bo(€) A K (2,€) = lim oK (2.)

—VJQ—-B(z,€) =0 Jq_B(z,

= [ oK@ +Im [ g@KEo = [ o©KEE +o(2)

Y el ultimo paso se justifica por:
lim K(z,6) =1
€0 J3B(z,¢)

Con esto concluye la prueba.
a

Corolario 22 Sea u una forma (0,1) en Vy con coeficientes C>® tal que Ou = 0 , entonces si
existe un v(z) tal que:

v(z) = /B ) u(€) A K(z,£). (3.15)

entonces se cumple que: Ov = u.

Demostracién: Tomemos una funcién definidora de la bola h(z) = |lz]l2 — 1 la cual es estric-
tamente convexa). Sea v € C*°(B(0,1)) tal que 99 = u (su existencia estd garantizada por el
Teorema de Doulbeault). Usemos ahora la férmula de Cauchy-Fantappie para la funcién v:

5(z) = — /a _HOK(6) + /B w(€) A K(2,€).

Aplicando el operador 0 a ambos miembros e introduciendo el operador dentro de la primera
integral se tiene que éste se anula puesto que el nucleo K (z, &) es holomorfo (véase también [69])
en z € B para £ € OB entonces 89(z) = Ov(z) = u y el corolario estd probado. O

Pasemos a probar el Teorema del Potencial PSA Local para corrientes positivas cerradas:
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Teorema 61 Sea T una corriente positiva cerrada de bigrado (1,1) definida en B(0,1) c CP*
entonces eziste una funcion u(z) € PSA(B(0,1)) tal que dd°u =T.

Demostracién: Sea T = ok_1)_; ;T;,;dz; A dZ; escrita en coordenadas locales y tomemos
las e-regularizaciones para T;; : T5; = T;; * X en B(0,1), de donde se obtiene la siguiente
regularizacién para T: T, = T * X, la cual también es cerrada y positiva (véase Seccién [2.5]).
Ahora, como T, es regular entonces se tiene una forma diferencial suave tal que T = [v] y de la
cerradura de T, tenemos que dve = 0. Usando entonces los Teoremas de Doulbealt y De Rham
se puede encontrar t. = [u¢] tal que dt. = T.. Expresemos ahora ¢, por conveniencia como la
diferencia de dos corrientes (1,0) y (0,1) : te = t/ —t.. Como t' = [u/] de bigrado (1,0) y t"" = [u"]
de bigrado (0, 1) se tiene al igualar los coeficientes de ambas formas diferenciales que:

(3.16)

donde para economizar notacion, los coeficientes T;; son las funciones C*° que generan los coe-

ficientes distribucionales. Por otro lado, por la consideracién del grado 9t” = dt. = 0, de donde
CAS YO

Introduzcamos la funcién V, = fB(O,l) t'(E)NK(2,€)+ fB(O,l) () NK(2,6) =2R fB(0,1) t{(E) A
K (z,€) la cual satisface dd°V, = id(ul — ul) = T..

€

Usando el Teorema de Stokes para evaluar V,(z):

Ve = —iCllz — €IP~%*ul A k1 = iC}, f Oul A (—llz — EIIP~2) A o1+
8B(0,1) B(0.1)

#iCh [ wl ABllz— P A,
B(0,1)

Aqui @ Tepresenta Yx = %‘l siendo g la forma métrica para C*. Ademas Cj, = Q;_;_;’:;l’
Introduciendo ahora la expresién 3.16 para Ju.:

n:@/
B(0,1)

~lls = P *doc+iCh [ ul A0z - EIPH Ak,
B(0,1)

donde o, se introduce de manera natural al agrupar términos de modo que:

k
oe =Y TEdA
i=1
De este modo se tiene que:
Ve=2R [ ul() ALK(2,6) + iCiollz — EIF* Aproa] + 2C [ e =gl do.
B(0,1) B(0,1)

+2R iCillz — 17" u? A pr_y.
8B(0,1)

120



Puesto que |, B(0,1) 0 €s acotado para cualquier € entonces los u! estan acotados en L' (8B(0, 1)).

En estas condiciones existe e, — 0 tal que u converge débilmente a una medida. Definamos

ahora V(z) de tal modo que V(z) = — fB(O,l) %Hz — £]12~%*do(€£) donde o es el limite en el

sentido débil de las medidas o cuando € — 0, ademés de ello la funcién V(z) es sub-arménica y
por tanto se puede introducir su regularizacion V.. Con esta notacién tenemos que en un entorno
de z:

C’,’C/ —|lz — &||* **do. > V. — C, para una constante C < 400

Esta ultima acotacion aplicada a la iltima igualdad nos permite afirmar que existe al menos una
sub-secuencia €, tal que V,,, — V de manera puntual. Mas aiin, de la misma igualdad anterior

€m

para V, se tiene que para z en un compacto K C B(0,1):

Tomando una forma diferencial suave ¢ de bigrado (k — 1,k — 1) , y usando el Teorema de la
Convergencia Dominada:

dd°V (p) = / Vdd°p = lim dd°Ve A ¢ = lim(Te, o) = (T, ¢).
B(0,1) €0 Jp(0,1) e—0

O

Podemos dar ahora una extensién global de este teoremas:

Corolario 23 Sea T positiva, cerrada y de bigrado (1,1) en C¥ |, entonces eziste u € PSA(CF)
tal que dd°u =T.

Demostracién: Del teorema, en un entorno de B(0,m) se puede encontrar u,, tal que dd“u,, =
T . Luego u,;p+1 — U, es pluri-arménica en B(0, m) debido a que dd°(um, — um—1 = 0. De ahi ex-
iste una funcién holomorfa h,,(2) € H(B(0,m)) tal que R h,, = upmy1 — um - Puesto que las
funciones enteras son densas en H(B(0,m)) (véase [74]) se puede encontrar una funcién entera
gm(2) tal que |hp,(2) — gm(2)] < 27™ en B(0,m — 1).

Pongamos %y = 0 y @m = 0 en B(0,m)° mientras que # = u en B(0, m). Evidentemente las
funciones 1i,, son plurisub-armoénicas. Tomando ahora la funcién:

[0 o]
U(z) = RD_[(@m(2) — tim-1(2)) — Rgm(2)]

i=0
la cual est4 bien definida por cuanto U(2z) < > 50,27¢ = 2.
Escribiendo esta funcién de forma distinta: U(z) = um(2) + R D o, n41(hi — 9:)(2) — D%, Rai(z)
y teniendo en cuenta que los dos ultimos miembros son pluri-armoénicos se tiene que U(z) es
plurisub-arménica en todo el espacio C*. Finalmente dd° = T en B(0,m) para m € Z* y con
esto hemos concluido. O

Corriente de integracién de un conjunto analitico
Sea V' un conjunto analitico p-dimensional el cual es un sub-conjunto de una variedad compleja
M . Consideremos la corriente de integracién [V]:

p.p

([V],u) = / u, donde u € D(/\T'M). (3-i7)
RegV

121



El resultado correspondiente que establece que [V] es una corriente positiva y cerrada pertenece
a P. Lelong. Antes de enunciar y probar dicho resultado formulemos el importante Teorema de
Extensién de una Corriente Cerrada y Positiva que pertenece a El Mir (véase [17]).

Teorema 62 (El Mir)Sea E C M un conjunto pluripolar cerrado y T € "'D;,p una corriente
positiva y cerrada definida en M \l:? . Si T tiene masa finita en una vecindad de cada punto de
E entonces la extension trivial de T €+ D;,’p(M ) (haciendo Ty, ; = 0 en E) es cerrada.

Para la prueba necesitamos un lema de importancia por si mismo:

Lema 10 Sea E C M un conjunto pluripolar cerrado. Si zo € M y U,, es una vecindad pequena
de zg. Entonces:

a. Eziste una funcién v € PSA(U,,) N C*®(Uy,) tal que v = —o00 en E NU,,.

b. Eziste una secuencia creciente vy € PSA(U,) N C®(Ug); 0 < v < 1 que converge
uniformemente a 1 sobre cada subconjunto compacto de U,, — E y tal que v = 0 en una
vecindad de E N Uy,,.

Demostracién: Sea Up C M un entorno de una carta: 29 € Upy ENUp{z € U : u(z) = —oo};
u € PSA(Up). Tomemos u < 0 haciendo Up suficientemente pequerio y/o restando una constante.
Témese ademas una funcién convexa creciente infinitamente derivable definida de la siguiente
manera: 7(z) = 0 cuando 0 < z < 1/2 y 7(1) = 1. Con estos elementos introduzcamos la
sucesién ux = 7(exp(u/k)). De la convexidad de 7 se tiene que {u} es una sucesién de funciones
plurisubarménicas en Uy y ademas ux = O en una vecindad Uy € ENUp y limur = 1 en
Uop — E. Sea U CcC Up otra vecindad de z3. Témese dg = d(U,CUp) y € €]0,d0[ tal que
er < d(ENT),U — Uy; entonces la sucesién rjngi’zc(uJ * Xe;) € PSA(U) N C%U) y ademas

0 < wg <1; wg = 0 en una vecindad de ENU ,— por lo que hemos construido una secuencia
creciente que converge a 1 en U — F (ademds wyg > ug). De ahi, y de acuerdo al Teorema de
Dini la convergencia es uniforme sobre compactos en U — E.

Eligiendo una subsecuencia wyg, tal que wg,(z) > 1 — 27° sobre una secuencia creciente de
conjuntos abiertos U con |J U, = U — FE se tiene por tanto que la funcién

w(z) =l z |2 + 3 (wr,(2) — 1)

s=0

es estrictamente purisubarménica en U y continua en U — F, adem$ w = —oo en ENU. Usando el
Teorema de Richberg (véase [17], pag 48) en U — E se obtiene v € PSA(U — E)NC*(U — E) tal
que w < v < w+1. Se define v = —oo en UN FE entonces se puede extender v a todo U verificando
(a). Ahora si restamos una constante a v tal que v < 0 en U entonces vy = 7(exp(v/k)) sera la
sucesion requerida en (b). ]

Pasemos a la demostracion del Teorema de El Mir:

Demostracién: El resultado es local, tomemos entonces €2 un abierto pequeno tal que existe
una secuencia v; € PSA(Q) N C(RN) . Sea § € C*°[0, 1] tal que § = 0 para [0,1/3] y 0 = 1
para [2/3,1] , ademas 6 € [0, 1] para los otros valores. Con esta definicién 6 o v; = 0 en una
vecindad de ENQ y ademas fov; =1 para j > N en todo compacto fijo de 2 E . De este modo:
T = limj_0(6 o v;)T y también 8T = lim;_.oo T' A 3(6 o v;) en la topologia débil de corrientes.

Basta entonces demostrar que T° A 9(6 o v;) tiende a cero débilmente en D_; ,(£2) -
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Probemos primero para p = 1 . Se tiene que T A 9(8 o v;) € Dj,(Q?) Ademds puesto que
A — (T,iAA ) es una forma hermitiana no negativa en D(A! 0 T*Q) , se tiene de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz:

IKT, 38 A N2 < (T, iB A BY(T,iA A ),

dondeay g € D(/\l’0 T*Q). Tomemos ¥ € D(2),0 <% < 1,%|r =1 donde U es una vecindad
de suppa , a € D(A'°T*Q) ; se tiene entonces que:

I (T, 0’(v,-)d’v,~ A a) "2 < (T, ’I/)ia’vj A 5‘0,‘)(7', 0’(vj)2ia A a),

donde 9(0 o v;) = 6'(v;)0v; .

De la hipdtesis fﬂ\ gT NaAa < +oo ademds 6'(v;) converge a 0 en todo el conjunto Q por lo
tanto usando el Teorema de la Convergencia Dominada : (T, 8'(v;)%ia A & — 0 . Por otro lado
se tiene derivando que: i08v? = 2v;i8%v; + 2i0v; A Ov; > 2i0v; ABv; y ademés 2(T, idv; A Bv;) >
(T, 4id0v2) .

Como % € D(R) , v; = 0 en una vecindad de E y ademés 8T = 8T = 0 en Q \ E. Ahora,
integrando por partes:

(T, %i08v2) = (T, 2piddv?) < C IT| < +oc.
Q\E

De este modo (T, 1i0v;0v;) es acotada lo cual asegura el resultado para p =1 .
En el caso general , tomemos B; = i35, A ﬂ;l N NBs, 1 N\ ﬂs;_l una forma positiva de bigrado
(p—1,p— 1) con coeficientes constantes. Luego T'AB; €+ D] ,(Q2\ E) tiene masa finita alrededor
de E y es cerrada en (2 E . Entonces : d(f’ ABs) = dT A B, = 0 sobre Q para todo s , por lo que
dT = 0. m]

Antes de enunciar el Teorema de Lelong, probemos el siguiente:

Lema 11 La corriente [RegV]| € * Dy, ,(M \ Vying) tiene masa finita en una vecindad de cada
punto 20 € Ving.

Demostracion: Sea T = [RegV], z90 € Q (entorno de una carta), si se escribe dz;y A dz; en
términos de la base con términos B; = i35, A le A---Nifg, A Bs,, se tiene que las medidas T},
JdV son combinaciones lineales de las medidas positivas T" A 3;.

Es suficiente probar que T' A B, tiene masa finita alrededor de V;ing. Sin pérdida de generalidad
asumamos que el germen (V, z9) es irreducible. Hagamos el siguiente cambio de coordenadas
w; = ij(z — zg), donde ﬁ‘:j para j =1,2,--- ,p es el vector de coeficientes de la forma ﬁsj . Para
una variacién pequefia A( de [3;; se puede asumir que cada proyeccién:

ms:w €VN(A x A”) — v = (w1, ,wp),

define un cubrimiento ramificado de V' (véase [100], y {8s; + AB};-, permanece siendo una base
para APPT*Q. Sea S el lugar geométrico de ramificaciénde gy V; = VN((A’=S) x A”) C RegV .
La restriccién de 7y : V; — A’ — S es entonces un cubrimiento con un nimero gs finito de
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hojas; por tanto:

/ [RegV| A Bs = / tdwy Adw; A - - - idwp A diT,
A A" RegVN(A'xA')

= / tdwy A diy /\---idwp/\dﬁ)p
Vs
= QS/ idwl/\d'tf)l/\---idwp/\dﬂ)p<+oo.
A-S

Esto, pues Vg es el complemento de Reg VN (A’ x A”) de un subconjunto analitico (tal conjunto
es de medida de Lebesgue cero en RegV). O

Formulemos y probemos el Teorema de Lelong:

Teorema 63 Sea V un conjunto analitico p— dimensional V C M (variedad compleja) entonces
[V] €* D, (M), ademds d[V] = 0.

Demostracién: Del lema anterior [RegV'] tiene masa finita alrededor de Vg por lo que usando
el Teorema de El Mir esta corriente se puede extender a todo [V]. 0O

Férmula de Lelong-Poincaré La prueba de la férmula de Lelong-Poincaré se basara en los
Teoremas de Soporte de una Corriente definida en la variedad de Cauchy-Riemann (CR). El
concepto de variedad C'R se refiere a aquellas variedades complejas que mantienen la dimensién
del subespacio que se extiende en la parte holomorfa del espacio tangente holomorfo de una
variedad compleja M.

Definicién 79 Sea el punto z € M (Variedad compleja). El espacio tangente holomorfo en z

se define como el subespacio C (3%;) C T, M y es denotado por TiM.
T

Por las ecuaciones de Cauchy-Riemann es facil advertir que las derivadas de las funciones an-
tiholomorfas definidas en M se anulan en T; M (independientente del sistema de coordenadas
elegido). Andlogamente se puede definir el sub-espacio C(%) como el espacio tangente antiholo-
morfo T7'M, siendo T,M = T:M & T)'M.

Sea ahora f : M — N un mapa de tipo C* entre variedades complejas, entonces se induce un
mapa entre espacios tangentes f« : T:M — Tj(,) N aunque no necesariamente se induce un mapa
entre sus respectivos sub-espacios holomorfos. Mas atin si f es holomorfa. de las ecuaciones de

Cauchy-Riemann se puede afirmar que los vectores de 7o M no tienen imagen con componente

en T}(Z)N , es decir f,(TiM) C T}’(Z)N .

Definicion 80 Sea M una variedad compleja. La dimension de Cauchy-Riemann de M se define
tal que dimcr, M = dimT,M. Si M tiene dimension CR constante para todo z € M entonces
M se denomina variedad Cauchy- Riemann.

Enunciemos sin demostracion los Teoremas de Soporte (véase [15]). El primero de ellos se usa-
ra directamente en la demostracién de la férmula de Lelong-Poincaré mientras que el segundo se
enuncia aqui sélo para completar la exposiciéon de las propiedades de las corrientes que actuan
en variedades CR. Para mas detalles se puede consultar [15].

Teorema 64 (Primer Teorema de soporte) Sea T € D, ,(M) con suppT C N donde N es
una variedad compleja dimcrN < p. Entonces T = 0.
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Antes de enunciar el segundo teorema del soporte , introduzcamos alguna terminologia acerca de
los campos holomorfos definidos en variedades complejas y recordemos algunos resultados (para
los detalles puede consultarse [108]). Sea una variedad M de tipo CR de dimensién p y clase C*
tal que dos campos vectoriales complejos en 7 M el Corchete de Lie también estd en 7'M (es
decir de acuerdo a la terminologia en uso 7'M es un subfifrado integrable de T'M). En estas
cirscunstancias se puede inferir del teorema de Frobenius ([108])que si si existe una submersién
de M en otra variedad de clase C! es decir n : M — Y entonces las fibras 7 !(¢); t € Y, tiene
como espacio tangente 7M. M4s aiin, en estas cirscunstancias se tiene que dichas fibras son
sub-variedades complejas y reciben el nombre de variedades integrales.

Teorema 65 (Segundo Teorema de soporte) Sea M (variedad compleja)de tipo CR y di-
mensién p tal que eriste una submersion n: M — Y de clase C! cuyas fibras F; = 171 (w)
son conezas y son las variedades integrales del espacio tangente holomorfo T'M . Entonces, para
todo T € D;,,p(M ) de orden 0 y con suppT C M, ezxiste u(t) medida compleja inica en Y tal
que para todo v € D(A\PP T*M) se tiene

<T,v>= / < [Fi],v > du(t).
Y
Mads aun T es fuertemente positiva si y sélo si la medida p(t) es positiva.

Luego de enunciar los teoremas procedamos a mencionar algunas consecuencias directas de ellos.
Para empezar, del primer teorema se desprende:

Corolario 24 Sea T € D,, (M) una corriente normal. Si suppT C V (conjunto analitico),
dimV < p, entonces T' = 0.

Demostracién: Como RegV es tal que dimcr Reg V < p entonces T'= 0 en M — V4. Pero
por el Teorema de El Mir T"=0 en M. O

Ejemplo 42 Sea T € D, ,(C) con p > 1, donde C es una curva algebraica en Ck (k > 1).
Entonces T = 0. Basta para ello aplicar el corolario anterior. Este hecho es analogo al hecho
conocido que la medida multidimensional de un conjunto unidimensional es cero.

Del segundo teorema se deduce el importante:

Corolario 25 Sea V un conjunto analitico contenido en M, donde M es una variedad compleja
con componentes irreducibles V; de dimensién pura p. Entonces toda corriente T € Dy (M) de

orden cero con soporte en V es de la forma T = S \;[Vi], donde \; € C. Mas aun, T es
fuertemente positiva si y sélo si \; > 0.

Demostracién: Tomemos una submersién 7 : M — Vg — {0} € C entonces ella cumple
las condiciones del teorema. Por tanto, para cualquier T € D;,,p(M ) se tiene que T = >_ \;[A;]
en M — Vging. Puesto que dimViing < p y ademds o = T — ) \i[A;] € D, ,(M) es cerrada, de
orden cero y ademas supp o C Vsing. Por lo anterior y teniendo en cuenta el Corolario 24 0 = 0
de donde se sigue T = 3 \;[A;] en M. ' 0

Formulemos y probemos la férmula de Lelong-Poincaré en su forma mas amplia haciendo uso
del concepto de divisor (para las definiciones véase [45]).
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Teorema 66 (Fdérmula de Lelong-Poincaré) Sea una funcion meromorfa f en M (variedad
compleja de dimension k), la cual no se hace nula en ninguna componente de M, sea ademds
> m;Z; el divisor de f. Entonces log || f || es localmente integrable sobre X y ademds satisface
la ecuacion:

ddlog || f I|=D_IZ4), (3.18)

en el espacio Dj_, ,_1(M). Si los nimeros m; son positivos enteros, entonces y_,m;[Z;] €*
/
k—1k—1(M)-

Demostracién: Sea Z = UZ; el soporte de div(f). De este modo 891log || f|| tiene soporte en

Z puesto que dlog || flI2 = 0(ff) = 3_ff = % (siendo f es holomorfa) en M — Z.

Sea z € ZjNRegZ y tomemos una de sus vecindades (2 con sistema de coordenadas (wy, - - - wy) tal
que Z; N esta dado por la ecuacién w; = 0. En estas coordenadas, del Teorema de Factorizacién
de Weirstrass f se puede escribir como f(w) = v(w)w* (donde Jv # cero) en Q' C Q. Entonces:

dd®log || f|| = dd°(log | v | +m;log |wi|) = m;dd° log ||w, ]|

Como se sabe dd°log ||z||2 = wéodz A dZ donde z € C. Ademis, si ¢ : C* — C es la proyeccién
z — z1 se tiene (teniendo en cuenta que ¢ es una submersion:

dd®log | 21 |= dd®log || ¢(2) ||= ¢™(dd"log | z |) = w¢*(8odz A dZ) = = [H],

donde H C C¥ es el hiperplano {z1 = 0}. Se obtiene por tanto dd°log | f ||= m,[z;] en
Q' C Q. Esto implica que la férmula de Lelong-Poincaré es vélida al menos en M \ Z;;n,. Como
dimZsing < k — 1 entonces usando el Corolario 24 para la corriente o = ddlog || f || — il Zi)
se tiene que o = 0 con lo cual la féormula es valida en todo M. a

Un corolario inmediato, el cual es la formulacién del teorema en su forma ma&s usual, se expresa
como:

Comentario 30 Si f es holomorfa en particular entonces log || f |€ PSA(M) y los m; son
positivos enteros, entonces Zmi[Z,-] €* Di_y r_1(M).
i

3.3.2. Numeros de Lelong para corrientes positivas cerradas

Enunciemos primero la propiedad que fundamenta la existencia de los niimeros de Lelong para
corrientes positivas:

Teorema 67 Sea T €t D, ,(| z |< R) con dT =0

I(r) = T/\ﬁc;’. (3.19)
|zl<r ‘ p:
I(r) g .
donde 0 < r < R. Entonces % es una funcion creciente de r.
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Demostracién: Basta tomar T de clase C*°. En efecto, si T arbitrario se aproxima por corrien-
tes de clase C*, {T;} tal que T; — T en | z |< R, entonces se tiene:

1 1
5 T/\ﬂ(;)<hmmf T T/\(PO,
TP Jlz1<r pl ™ im0 TP 1o p!
pero parat < 1] < T2
1 1 1
ll’minf—-§; T/\f;<hmsup—55/ TA‘pp_ — / T/\(po,
j—oo TP Jiz1<r p! i—oo TP Jiz1<ry P! 7 P Jiz<ry p!

de donde I(r) es creciente para T arbitrario.

Tomando ahora T de clase C*°. Escribamos ahora I(r) usando la funcién de Heaviside H:

‘p,,_

I(r) = /H('r |z|2)dd°|z|2

<pp

- -1
= /d(H(r |z|)a| |2 AT A 22— )+/6(’r |z|)a|z|2Aa|z|2ATA%.

Del Teorema de Stokes:

= |
I(r) = /6(7‘2— | z |?)ddc | z |2 ATAﬁpw.

Ademas

I'(r)= ‘2r/6(r2— [z )T A ﬁ‘}
Evaluando | z [2 @9 — 28 | z |2 Ad | z |2, tomando la potencia de p se concluye (de la positividad
de T') que:

i _ B
T A(l 2| 5 — peh 1/\§6|2|2/\3|z|2)|z|” 1> 0.

Entonces, usando esta expresién y la derivada I'(r):

1) < L far-1201:PTAR =T [562-2pT A DD
7
_ 0
2p
d ’ —
De ——¢ I('z:)) il (7221, +21pj(r) > 0 se obtiene el resultado. O

Introduzcamos ahora la nociéon del nimero de Lelong para una corriente cerrada y positiva.

Definicion 81 Sea T una corriente cerrada y positiva de bigrado (k — p, k — p) definida en una
variedad compleja M (dimM = k). El nimero de Lelong vr(2) en z € M se define como:

1 : P
=1 TAN— 3.20
VT(Z) rl_{% /\2p,’.2p '/V(z ) p' ( )
En el caso general V(z,7) C C* es un entorno adjunto a la carta de M. Recordemos que Az

. o . P
representa el volumen de una esfera 2p—dimensional de radio 1: Ay, = :—_f.
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Teorema 68 El nimero de Lelong vr(z) de una corriente positiva cerrada de bigrado (k—p, k —
p) definida en M (dimM = k) existe.

I
(Tl— > 0 y usando el teorema anterior, se tiene que v (z) existe.

Demostracion: Puesto que

O

Extension del Teorema de Siu para corrientes Lo que queda de esta sub-seccion sera em-
pleado en la demostracion del teorema de Siu en el caso de corrientes positivas y cerradas. Si
consideramos el teorema del potencial para corrientes de bi-grado (1, 1) entonces la extensién del
teorema de Siu a esas corrientes es mas o menos inmediata. Empecemos probando un teorema
en el cual estableceremos que el niimero de Lelong para una corriente en C* es una funcién
semi-continua superior. Mas adelante estableceremos como consecuencia del Teorema de Siu la
semi-continuidad superior del niimero de Lelong en CP*.

Teorema 69 E!l nimero de Lelong de una corriente definida en un abierto U C CF es una
funcidn semicontinua superior (SCS).

Demostracion: Sea 0 < xy € C*°(R) una funcién test decreciente en R y tomemos la con-

volucién de la corriente T° A 5—?:

T.(2) = [ xiz = /oA ‘;—f’;.

Definamos ademas:

I(z) = A
]
B(z,r) D:

Integrando por partes:

r.dr
)_
€

ar, = [xGane =- [10x(
- —/Ir(er)x'(r)dr.

€

Como Q7. /€?? es una funcién decreciente y acotado cuando € — 0, entonces
- —ur(2)zp / r2/(r)dr
= vr(z)Ap / r2P(2p — 1)x(r)dr.

De aqui se deduce que vr(z) es SCS. o

Procedamos entre tanto a probar algunos resultados que permitiran reducir la demostracién del
Teorema de Siu para corrientes al teorema ya probado para funciones plurisub-arménicas.

Lema 12 Sea la corriente S € C'(c’:’;)(Ck) donde 1 < p <k —1 y sea ademds la convolucion
U(z)=—p!/ |z —¢|7?PS A —‘p—a:.
Cc ’ D'
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Entonces tomando o = i00L y L = log |z — (|? se tiene que:

(3.21)

Ademads:
(3.22)

(Rj1 son formas en ( de grado 2p — 1 con coeficientes que son funciones homogéneas de z — ¢
de grado —2p — 1 y suaves para z # (). Las formulas anteriores dan las expresiones para la
convolucion de la distribucion S A %’?.

Demostracion: Usando las relaciones de la teoria de distribuciones basta analizar el caso
cuando S es suave. Puesto que los niicleos de las integrales en cuestiéon son homogéneos en z — {
de grado —2(p + 1) > —2(n — 1) entonces las expresiones dentro de la integral son localmente
integrables y por lo tanto convergentes en el sentido usual.

De la expresién AL = |z — ¢|7232,(¢ — z)d{, se tiene entonces que AL = |z — ¢|~25,d¢ A
d¢; — OL N OL. Introduzcamos ahora o definido como:
a=2|z—C|"2%pg —iOL AL,
(siéndo Yo = >_;d¢ A (. De ahi:
(o +i0L ADLY = 2P|z — {|7%Ppf = o® + piOL AOL A &P 1.

y la integral puede ser re-escrita como:

2”U(z)=—/(a+i3L/\5L)”/\S=—/(a”+pi6L/\5L/\ap‘l)/\S

= —/a”As—p/iaLl\éL/\a”_l AS.
Puesto que o? A S = d(i0L A aP~! A ) + iOL A o1 A 3S y usando el Teorema de Stokes
U'(z) = —i/éL/\ a1 A DS,

también se tiene
UR(z) = — /(w,-/\ oP !+ (p— DwAarAaP2)AS,

donde definimos w = 4L A 8L y wy = i(dLf AOL + OL ADL}); ax = i00Ly.
Usando nuevamente el Teorema de Stokes:

U,2(z)=—(p+1)/i6Ll-/\5L/\a”—1/\s+i/Lp6L/\ap_1/\55

!Consideremos para abreviar los cdlculos voluminosos de esta sub-seccién, que los sub-indices j, { representan
las derivadas 9/8zj, 8/, etc.

129



-l-z'/Ll-a_L/\oz”‘l/\BS—(p—1)/6L/\5L/\6L,—/\a”‘2/\55.

La derivada de los tres altimos términos pueden ser incluidos en el termino residual, por lo que
sOlo se examinara la derivada del primer término

i(OL;; AOL + 8Ly A OL;) = id(Lj; AOL) — Lz + iOLr A OL;

ysip>1,

Ahora usando el Teorema de Stokes se obtiene la expresién 3.21. Respecto a la expresion 3.22
puede ser obtenida al diferenciar bajo el signo de la integral (teniendo en cuenta que: A|z|~2P =
+(2k — 1)r~12)r=% = ap(p + 1 — k)r—2P-2, m)

Comentario 31 La férmula 3.21 implica el cdlculo de una forma de Levi. Examinemos dicha

forma maés de cerca:
Para z # (:

k
Z AML =z — (|7 Z X1 =1z = ¢T84 D X — 2)P
=1 Jj=1

es positiva a menos que A contenga como factor a ( — z. Luego,

k k X
(3 MNLe? — pi 3 ANOL ABL; AaP ) AS - (3 MNL)P
3,l=1 4i=1 Py

k k

Z AMLjjo—i D> AMOLyAOL;)P A S.
Ji=1 gi=1

Donde la forma hermitiana del primer factor del dltimo producto cuiia es positiva. Esto hace

que para S suave (y por tanto en general) se tenga que:

k k
O MMLge? —pi Y MNOLFABL; AaP~t) A S > 0.
3,1=1 al=1

Comentario 32 Siendo du una medida o 7" una distribucién positiva (y por tanto asociada a
una medida de Radon), la notacién T' € C*(2) o bien du € C*°(2) se refiere a que T = [f],
donde f € C*°(Q) o bien dp = fdm, donde f € C°(f2) (dm es la medida de Lebesgue en C").
Hay que indicar esta notacion es comin en la teoria de la distribuciones y en la de ecuaciones
parciales, por tanto no debe haber confusién cuando se use aqui.

Examinemos ahora el teorema que establece la existencia de una funcién plurisubarmonica que
“regulariza” en cierto sentido una corriente positiva y cerrada cualquiera en un abierto pseudo-
convexo. Para dicha prueba recuerdese que A|z| = 27ép, de donde se prueba siguiendo el mismo

método que —A|z|?~%F = 2,560 Msis atn (—A)P|z|?P—2k = 4P7r’°-(—(2:—115-60, paral <p< k.
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Teorema 70 Sea Q C C* abierto pseudo convexo S € D}, () positiva y cerrada (0 < p < k—1).
Existe una funcidon f € PSA(Q) tal que

(=AY Pf 4 4k Prkp(k — 1 - p)ISA % € C>®(Q).

Demostracion: Tomando la colecciéon creciente de compactos K; C Q y las funciones regular-
izadoras x; asociadas a K; definidas como: x; € D(K;4+1) tal que x; = 1 en una vecindad de
K;.

Sea ademds ¥(2z) = 32, (xi(2) — xi-1(2)) [ I¢ — 2|7 A xi41S.

Entonces se tiene que ¥(z) + [|¢ — z|_2p<p8 A Xi+18 € C* en una vecindad de K;. Usando el

lema 12 para calcular las derivadas 7‘?—‘2_521?_— y puesto que d(xi;+15) = 0 en una vecindad de Kj; se
tiene que los términos R, son suaves y por tanto se tiene que:

Y1 —27Pp(p + 1) /(Lﬂ-/\ a? —pidLy AOL; AoP ) A xiy1S € C%,

y usando el signo de la forma hermitiana (véase Comentario 31) se obtiene que:

k
D walz)Aihi > —Co(2)M% 2 € €™,z € Q,Co € CO(Q).
gl=1

Ahora, de la condicién de pseudo-convexidad para 2 se tiene que se puede escoger una funcién es-
trictamente pluri-subarménica s € C°(Q2) tal que {z € Q, s(z) < t} es compacto para cualquier
valor de ¢ (véase [55) para los detalles). De ahi se deduce que existe una funcién f € C(Q) tal
que f = ¢ + x(s) . Usando la equivalencia 3.21 se tiene entonces que

1 —2p— ©o
22¢(2) —plk —1 - P)P!/K —2|7® x5 A ?0 € C*(Q)
y usando la expresién para (—A)p|z|2”_2k se obtiene el enunciado del teorema. O

Lema 13 Sea la funcidn f integrable en un entorno de cero en C* y supongamos que se cumple
la siguiente condicidon:
—(A)k—pf +du e C®, donde 0 < p< k —1 ,y du es una medida tal que:

/ du(z)/r?? — A
|zl<r

cuandor — 0 y
/ Ad\(z)/r*k-1) — B
cuando r — 0. Entonces:

A=4FP- 1Bk —p—1)Y(k—1)!/p!

Demostracién: Témese x € D(R) y sea M(r) = f| du(z). Para r pequerio se tiene entonces:

z|<r
[xtz1 i) = /0 ” x(t/r)aM(t) = — /0 " M(6)x (t/r)dt/r
= — /0 ~ M(rt)x'(t)dt.
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puesto que M (rt)/t?? — At? (r — 0) y adem3s localmente acotada se sigue que:

/X(l z | /r)du(z) /TP — —A /00 t%y/(t)dt = 2pA /00 t?~1y(t)dt.
0 0
Usando
(=P x(| z | /r) = %(| z | /r)r*P*27%* ¢ € D(R)

entonces:
[xUz1 /(20771 & Fax(e) = r722 [#z1/m 8 f@ax),
pasando a dividir 7% y luego pasando al limite cuando r — O:
[xz1mEotri@ane) = o [ wa1z1/m 8 f@ax@)
— —(2k—-2)B = k-3 dt.
(2k — 2) /0 263y (t)dt

Por lo que -
2pA t2P=1y(t)dt = (2k — 2)B 12534 (¢)dt,
p /0 x(t)dt = (2K — 2) /0 (t)
donde
¥(t) = (—1)*P~1B82/0t% + (2k — 1)t710/0t)* P~ 1x(¢).

Usando el argumento de induccién para p :
(=)FP~1(82/8t% — (2k — 1)t~10/8t)F—P~142k—3 = gk—P=1;22=1(k _ p _ 1)I(k — 2)!/(p — 1).

Reemplazando las expresiones de A y B en esta ultima relacién nos lleva a obtener finalmente
el enunciado del lema. (]

Teorema 71 Sea S corriente positiva y cerrada en Q2 (pseudo-convezo) contenido en Ck, a>0.
Entonces:

{z € X,vg(z) > a}

es un conjunto analitico.

Demostracion: Sea la forma positiva cerrada S € D;,’p(Q) y tomemos segtin el Teorema 70 la
funcién plurisubarménica f € PSA(2) con la que cumplen la relacion:

Noétese que du = 45 Pxkp(k —1—p)ISA %";1, entonces aplicando el Lema 13 se tiene que es posible
relacionar los dos ntimeros de Lelong de f y S. En efecto, teniendo en cuenta que, de acuerdo a
la definicién de A y B: A = 4* Prkp(k — 1 — p)!\gpvs y B = v;(2nA2k—2). Entonces por el lema
en cuestion: '

vy = 27Ppus,

para 1 < p < k — 1. Aplicando finalmente el Teorema de Siu para funciones pluri-subarménicas
59 se obtiene el resultado esperado. -
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3.3.3. Numeros de Lelong para conjuntos analiticos

Al igual que en la seccidon anterior empecemos estableciendo un teorema de monotonia:

Lema 14 (Lelong) Sea un conjunto analitico V de dimension p en C* tal que 0 € V, y sea
ademds Vol(V) su medida de Lebesgue. Consideremos por otro lado que V \ V estd fuera de la
bola B(rg)de radio 1.

Entonces 6(r) = Vol(V N B(r))/A2pr?P, es una funcion creciente de r.

Demostracién: Usando el Teorema de Stokes (r < R < rg y para abreviar la notacién consid-
eremos V, =V N B(r)):

1 1 1
o(R)—o<r>=A—2p[ﬁ/VR¢p—m/er1

O

De acuerdo a la férmula para el volumen complejo la expresién 6(r)/ 7* nos da el cociente entre
la porcién del volumen del conjunto analitico comprendido entre B(0,7) y B(0, R).

Definicién 82 El cociente expresado por 6(r)/ 7* es el nimero de Lelong en z = 0 del conjunto
analitico V.

Del lema anterior es evidente que el lfmite: 1im,_,o68(r)/7* existe y se denota como vy (0). Es
evidente que dada las condiciones ya descritas es posible definir el nimero de Lelong vy (zg) para
un punto arbitrario zg € V.

El niimero de Lelong se puede también expresar en términos del niimero de Lelong de la corriente
de integracién de V:

vy (0) = vy)(0).

Lo cual se desprende directamente de la definicion.
Procedamos a interpretar geométricamente al nimero de Lelong para un conjunto analitico.

Para ello introduzcamos el concepto de cono tangente al conjunto analitico V. C CP* en el punto
z=0:

Definicién 83 El cono tangente Co(V) en z = 0 es la coleccién de vectores v € C* para los
cuales ezisten los nimeros z; € V \ {0} que tienden a cero, y ademds ezisten los nimeros
complejos a; tal que a;z; — v para cada v € Co.

En particular para todo v € Cp y todo mimero complejo \ se tiene que A\v € Cp .

Empecemos aclarando el significado del nimero de Lelong para las hipersuperficies. Tomemos
la expansién de Taylor de la funcién f(z) definidora de la hipersuperficie: f(z) = > o, Pi(2) (2
es el grado del polinomio P;(z) (homogéneo). Luego se tiene

1 1.
0= f(zé) = E_Ps(ajzé) + FPS'H'(GJ.Z(S) P 0000
J J
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Multiplicando por a;? y pasando al limite a.; — +00 se tiene de la definicién de v € Co(V') que
Py(v) = 0.

Reciprocamente, sea Ps(v) = 0. Rotando las coordenadas podemos asumir que v = (v’, 0) donde
v’ € C*k~1, luego se verifica:

S
Py(v,2m) = Y _ gr(v)zF,
r=1

donde g, (') # 0,7, > 1.
De aqui:

S
|Ps(v', zm)| > |zm|™ {Iqro(vl) - Z |Qr(v,)”2mlr_m} )
r=ro+1
y para |z;,| < 1 y ¢’ fijo:
N Ps(V, zm)| = alzm|™ > alzm|®,

con a > 0.Por otro lado g5(v', zmm) = Y. o2 .., Pr(v, 2,,) satisface para cualquier niimero complejo
r=s+1

A (I £1) ¥y zm (con |zp,| < 1);

(o @)
gAY Azm) = D XNepi(v', zm)| < BIAJPH,
t=s+1

(b es una constante b > 0).
Tomando z,, en el circulo |z,,| = p y haciendo p° = 2b|%l < 1 se tiene que:

Pero, puesto que Ps(\v’, 0) = 0y teniendo en cuenta que f(A\v', Azy,) = Ps(AV/, Azp)+95(AV', Az,,)
(como funcién de z,, € C) se concluye del Teorema de Rouché que f(A\v', Azp,) tiene un cero en
el disco {|zmm| < p}. Tomemos ahora la secuencia A\; — 0 y sea 28, un cero de f(\v', Az,,) para
{lzm|® < 2b|As|/a}. Los puntos 2% = (Asv’, Aszm) € A — {0} por lo que asz® = (v',25,) — v,
(aj = Ad~! y para A\s — 0). Esto implica que v € Co(V).

Apliquemos estas consideraciones al calculo del nimero de Lelong para una hipersuperficie
analitica en C*. Sea para simplificar z = 0, usando el Teorema de Stokes:

1 2 P60 -
vw(0) = Ilim d(d®| z |* A-——)
© =0 Xo(k-1yr?*=1) Jynp, 2| (k —1)!
_ ‘. 1 c 2 k—2
= Jm e /vnas, G ARG
1
= 1i c 2 k—2.
lim —— VOB, d®log | z |* Awyg

Pasemos a examinar esta tltima integral. De f(z) = ps(2) + 9s(2), sea fi(z) = ps(2) + gs(2) ¥
denotemos o; = {z € S, t €[0,1] : fi(z) = 0}.

/ &z Agk? = / | dc{zl2A<p§_2+/ d€ | 2 |2 Apk?
VNdB(0,r) {2€8B(0,7):p,(z)=0} Aot
= / d°|z 12 Ak~ 2+ | b7,
CoNndB(0,r) ot
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(denotando Co N B(0,7) = {z € OB(0,7) : ps(z) = 0} en la primera integral y usando el
Teorema de Stokes en la segunda integral). Usando ahora el Teorema de Wi irtinger:

/ de | z |? A(pg—2 —/ d°| z|? /\(,,og"2 < Vol g;.
VNaB(0,r) Von8B(0,r)

Puesto que:
Volo; = o(r*=3)o(r) = o(r?¢~2),

2k—2

se tiene entonces que Volo/r — 0 cuando r — 0 y por tanto la integral de|z|?

vnaB(0,r)

ApE~2 puede ser remplazado por la integral / d° | z | Apg~? , en términos del cono
CondB(0,r)
tangente a V. De este modo:

1
vy (0) = l / d°| z | ApE—2,
—0 wk~Tr2k=2 CondB(0,r) =] 0
o bien: ]
k—1 P c 2
7" vy (0) = lim i dlog | z AwE
( =0T CondB(0,r) gl o

Usando el Teorema de Fubini se tiene:

k- W(O)—llm/ / d°log | z |2 AwE™2,
r—=0JCs JS'NCo(V)

donde Cy = p(Cy(V)) es la proyeccién de Ay (Esto es posible por el hecho que Co(V) es una
reunién de rectas complejas, lo cual se deduce del hecho que p,(z) es homogéneo). Ademas

Co={z= (21,22 ,2m) :Ps(21,22,--* ,2m) = 0 (21,22, - , zm) € C™}.

Por otro lado, en la linea compleja I, = {w = Az} se tiene que el factor d°log | z |*= i—%—a log |

A 2= %, donde 6 = arg\. Por lo que

1 k—2/ c 2 1 k—2
w(0) = = w d°log |z = 4= [ w
( ™ 60 1.NS; U Co

Pero la iltima integral representa el volumen proyectivo de una variedad en CP*~! la cual es
igual al grado S (véase [86]). Esto muestra el que él nimero de Lelong de una hipersuperficie
compleja {f(z) = 0} en un punto 2 es igual al grado del término no nulo de menor grado en la
expresion de f en polinomios homogéneos de z — a.

Resumamos esta discusion en las siguientes proposiciones:

Proposiciéon 33 Sea V una hiper-superficie compleja determinada por f(z) = 0, donde f es
una funcion holomorfa. Entonces:

Co(A) = {z € CP* :.Ps(z) =0},

donde P; es el polinomio homogéneo formado por los términos de menor orden diferentes de
cero en la erpansion de Taylor de f en el punto z = 0.
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Proposicién 34 El nimero de Lelong de un conjunto analitico V = {z/f(z) = 0} en un punto
cualquiera zyg € V es igual al grado del término no nulo de grado minimo que se obtiene en la
ezpansion de f en polinomios homogéneos.

Antes de enunciar un teorema que generaliza en cierto sentido nuestros hallazgos para un con-
junto analitico p—dimensional, recordemos el concepto de multiplicidad de un conjunto analitico
en un punto.

Definicién 84 Sea V un conjunto analitico de dimension p en todos sus puntos V C C*. Sea L
un plano (k — p)—dimensional que pasa por cero tal que V N(zg+ L) es un punto aislado zy € V.
Sea ademds mult,,(w) donde w : V — L. Entonces:

H2(V) = min{mult,,(x) : L € G(k —p,k)}.

Hay que notar que mult,,(«) es un niimero finito para cualquier zg € V. En particular si zg € V
es regular se puede probar que ello equivale a mult,,(V) =1 (véase [14]).

Introduzcamos ademas el concepto de cadena holomorfa el cual es 1itil en muchos problemas de
andlisis y geometria.

Definiciéon 85 (Cadena holomorfa)Una cadena holomorfa sobre una variedad compleja M es
una suma formal, localmente finita Ej m;Vj, donde V; son subconjuntos analiticos distintos en
M y m; # 0, m; € Z denominados componentes de la cadena. Si los V; son p—dimensionales
puros, entonces T se llama p—cadena holomorfa.

Una cadena se llama positiva si todos los m; son positivos.

Un ejemplo importante de cadena holomorfa la proporciona el cono tangente en un punto z € V
de un conjunto analitico.

Antes de enunciar la relacion que nos interesa aqui entre una cadena holomorfa y un cono
tangente demos la siguiente:

Definicion 86 La multiplicidad de la cadena holomorfa en el punto 29, p., es tal que

Bzo(T) = Z Pz (V5)-
J

Pasemos a enunciar el teorema que relaciona las cadenas p—holomorfas con los conos convexos.

Teorema 72 Sea T una p—cadena holomorfa en una vecindad de 0 € C*. Entonces wo(T) =
degCo(V).

Aqui no se desarrollara mas la teoria de cadenas holomorfas. Para més informacién, véase [53, 54].
Pasemos a demostrar el teorema que establece de forma general el significado geométrico del
nimero de Lelong para un conjunto analitico V C C* (p-dimensional).

Teorema 73 El mimero de Lelong de un conjunto analitico V C C* de dimension pura p-
dimensional en el punto a €.V es igual a la multiplicidad de V en ese punto.

Demostraciéon: El caso p = k — 1 ya ha sido establecido, pasemos a analizar el caso general
cuando 1 < p < k — 2. Consideremos la familia de dilataciones ¢, : z — z/r. 7 > 0 se tiene
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entonces que la imagen de V; = VN {| z |< r} bajo ¢, es V;./r y ademis el pull-back de la forma
Fubini-Study-Kahler sera ¢} (w) = w(z/r) = w(z)/r2. Por lo tanto

y puesto que para r — 0 la cadena holomorfa [V, /7] tiende a Co(V) N {| z |< 1} (donde Cp(V)
es el cono tangente en zg).

Tomemos a su vez la representacién canénica de esta cadena Co(V) = > ;™4 S;, si ahora elegimos

las coordenadas tal que k — p planos coordenados {z; = 0} se intersectan con Cy(A) solamente
en el 0, entonces, del Teorema de Wirtinger:

1 1
= 1im — p_ L : p
VV(O).—ll_I'I(l) — Vr/rw — ;m] Sjw )

Pero de la expresion del volumen proyectivo se tiene que:

vy (0) = zmjdegSj = degCo(V') = po(V).
J

O

Ejemplo 43 Usando la formula del producto de corrientes se obtiene la siguiente propiedad
multiplicativa del nimero de Lelong:

(3.23)

Donde f y g son mapas holomorfos con las dimensiones adecuadas. En particular

3.4. Numeros de Lelong generalizados

Sea X una variedad Stein, esto es, X tiene una funcion de agotamiento estrictamente plurisub-
armoénica (véase Apéndice B.1).

Consideremos las pseudo-esferas y pseudo-bolas asociadas con ¢ € PSA(X)NC(X) (¢p: X —
[_OO’ +OOD

(§(r) = {zx € X;9(z) =},
B(r) = {z € X;¢(z) <7}, (3.24)
B(X)={z € X;p(z) <r}.

Definicién 87 ¢ € PSA(X) N C(X) es semi-ezaustiva si eziste rg € R tal que B(rg) CC X.

Similarmente ¢ es semi-ezaustiva en un subconjunto cerrado A C X si eriste ro € R tal que
AN B(rg) CC X.
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Es de interés para el andlisis el conjunto de polos S(—o0) y el comportamiento de ¢ cerca a este
conjunto.

Sea T una corriente positiva y cerrada de bidimension (p,p) sobre X y supongamos que ¢ es
semi-exaustiva sobre supp T y que B(rg) NsuppT CC X. Luego S(—o0) Nsupp 7T es compacto
y por tanto se tiene que la medida T" A (ddp)?P esta bien definida.

Establezcamos la definicién generalizada de un nimero de Lelong

Definicion 88 Sea X una variedad de Stein, T' corriente positiva y cerrada, y ¢ semi-ezaustiva
sobre suppT'. Sea rg € R : B(rg) NsuppT CC X. Para r €] — 0o, o[ definimos

WTopr)= [ T Ay, (3.25)
: B(r)
(T, p) = /S( ) T A (dd°p)P = rEr_noo v(T, p,T). (3.26)

El niimero v(T, ¢) se llama el niimero de Lelong generalizado con respecto el peso ¢ y representa
en cierto sentido una generalizacién directa de la definicién del niimero de Lelong de una corriente
al sustituir el valor de la forma métrica o = dd€ log ||22|| por ddp, siendo ¢ una funcién plurisub-
armoénica arbitraria. Con respecto a la integracion esta se efectia alrededor del conjunto singular
de estas formas diferenciales. La siguiente poposicion sera de utilidad para lo que sigue.

Proposicion 35 Para toda funcion creciente conveza x : R — R se tiene

T A (dd®x o p)* = X/(r — 0)Pv(t, p,7),
B(r)

donde x'(r — 0)denota la derivada izquierda de x en .

Demostracién: Tomemos x. una funcién convexa igual a x en [r — ¢, +00o[ y a la funcién lineal
de pendiente x'(r — € — 0) sobre | — 00,7 — €]. Por lo tanto dd®(xe o ¢) = x/(r — € — 0)dd®yp sobre
B(r — €), por lo que usando el Teorema de Stokes

T/\(ddcxeo<p)p2/ T A (dd®xe o p)P
B(r) B(r—e¢)

= X'(r—e—=0Pv(T,p, T —é¢).

De la misma forma, tomando X, igual a x sobre | — oo, — €] y lineal sobre [r — ¢, 7] se tiene:
/ T A (dd°x 0 )P < T A (dd°)Xe 0 )P = X'(r — € — 0)Pv((T', p, 7).
B(r—¢) B(r)
pasando al limite € — O se tiene el resultado. u
: 2t
De la férmula obtenida, se tiene tomando x(t) = ? que:

T A (lddcew)p = e y(T, p, 7).
B(r) Z
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Tomemos ahora ¢(z) = log | z — 29 | para z9 € X, entonces:

v(T,p,r) = e 2P" TA (lddc | z |)P.
B(r) :

Haciendo el cambio de r a logr:

— 2P _ %‘T A vo
v(T,p,logr) =1 /Iz—zo|<r TAph = — %
p!
Lo cual coincide con la versién clasica del nimero de Lelong.
Del mismo modo, tomemos ¢(z) = log(méx; | z; |*3), donde A; > 0 y (z1,22,--- ,2) € C*.
Remplazando en {p(z) < r} se tiene que B(r) es el polidisco de radios: (e™/*1,...  e™/?*) y

evaluando la expresién del nimero de Lelong generalizado (para detalles véase [17], en particular

su discusién masas de los nimeros de Lelong en relacién a la masa de Monge-Ampere) para
T = dd°u (p € PSA(X)) se tiene:

v(ddp, p,logr) = lim A Ak sup p(ri/re®r ... 1/ ki) (3.27)
r—0 logr g, ..,
lo que se denotard v(0,(A1,---,Ax)). La expresién en el segundo miembro fue introducida
por Kiselman (véase [64]) como un indice asociado a una funcién plurisubarménica p y se le
denominara nimero de Kiselman v(x,0, (A1 -+, An)).
A continuacién formularemos y demostraremos un teorema referente a la comparaciéon de dos

numeros de Lelong generalizados, en particular, el niimero de Lelong con el niimero de Kiselman.

Teorema 74 Sip,9 : X — [—00,+00[ tal que p,%p € PSANCO(X) (X es variedad de Stein).
Y(2)

Sean ¢, Y semi-exhaustivos sobre suppT y que | = lim supm < 400 (z, 20 € suppT, 20 es
z2—2p

el punto de donde se hallan los respectivos nimeros de Lelong). Entonces se concluye que:
v(T, ) < Pu(T, p),

y ademds la igualdad se verifica sil = lim Y(2)/y(z).
zZ—20

Demostracién: De la definiciéon v (T, A\p) = MPu(T, ¢) para todo escalar A > 0. De esto es
suficiente demostrar que v(T, ¥) < v(T, ) bajo la hipétesis lim sup /¢ < 1. Tomemos ahora la
funcién p. = max(¥ —c, ¢) y sean r,, ry tal que B,(r,) Nsupp T lo mismo que By(ry) Nsupp T
estan en un compacto relativo de X. Paraun r < r, y a < r fijo, ademds ¢ > 0 (suficientemente
grande), se tiene que p. = ¢ (sobre ¢~ 1([a,7])) y la férmula de Stokes d4:

V(Ta 2 7') = V(T’ Hecs T) 2 V(Ta IJ‘C)'

Por otro lado, la hipétesis limsup ¥/p < 1 implica que existe ¢y < 0 tal que g, = % — c sobre
{pec < to} NsuppT de lo cual se infiere que:

V(T1II‘C) = V(T,d)—C) = V(Tad)) < V(T,(P)
En el caso que se verifique la igualdad basta revertir los papeles de ¢ y ¥ y notar que z]irrzlo oY =
1/l de donde I = lim ¥ /. a

Z—20

De este teorema se deduce en particular el siguiente: -
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Corolario 26 En Q abierto contenido en C*. los nimeros de Lelong y de Kiselman verifican
que:
VT(ZO) = VT(Z(), (1$ 1,--. ) 1))

Demostraciéon: Los nimeros clasicos de Lelong estan asociados con el peso ¢(2) = log | 2— 2 |

mientras que los nimeros de Kiselman estdn asociados al peso ¥(z) = log max(z; — 2o,). Pero

de z]mzl p(2)/#(z) = 1 se tiene la desigualdad en un sentido e invertiendo los roles de ¢ y ¥ se
—*20

obtiene la desigualdad en el otro sentido. Esto prueba la desigualdad esperada. a

En particular, si tomamos T' = dd®u, donde © € PSA(X) se tiene que:

v(u, 20, (1, , 1)) = vu(20)-

Del mismo se puede probar con ayuda del mismo teorema que

y ademas:
v(u,z0, (A1, y Ak)) = min(Ay, -+, Ag)vy(20).

Para concluir esta seccién, demostraremos una propiedad de los nimeros de Kiselman en C?2

que sera de gran importancia para estudiar el nimero de Lelong en ciertas corrientes (véase el
Capitulo [5]).

Teorema 75 Sea u € PSA(U), U abierto contenido en C2, u < 0. Sea ademds la corriente

cerrada y positiva S = ddu, que que no carga en la curva {z = 0}. Entonces:

lim sup V(uapa ((1, 1)) = Os
A—0 (z=0}

donde p € {z = 0}.

Demostraciéon: Hagamos uso del método de aproximacion de funciones pluri-subarménicas
perteneciente a Demailly (véase Apéndice B.2). Para ello definamos el siguiente espacio de
Hilbert (U c C?):

H(su) = {he H{U):| h|%,= / | h|? e™?"* < +00}
U

con el producto interno < f,g >= [, fge=2*; f, g € H(U) (véase también el Apéndice B.2).

Definamos ahora u; = s~! sup log | h | donde | h |€ PSA(U). De las propiedades del supremo
lhlsu<l

de funciones plurisubarménicas se tiene que us € PSA(U). Sea o; una base ortonormal de H(su)

[hlau<1

entonces sup log | h |=log \/ Z | o; |2. Por lo que ug = :}—s log 3", | 0; |?. Procedamos a probar
i
un par de relaciones de los nimeros de Kiselman y Lelong correspondientes a us v u:

(3.28)
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(3.29)

para zg € U y A1, 2 > 0.
Probemos la primera relacién. Sea h € H(su) normalizado tal que |h|sw = 1. Usando la propiedad
del valor medio para |h| junto con el Teorema de Fubini: (zo = (2%, w9))

L1 S TREVEUN) /
lz—¢1<rl/e1
lw—¢l<rl/a2

—su

Multiplicando por e * e** y usando la condicién de la norma |h|s, = 1 se tiene:

1
0, 0\ su
W= WO = e e**  ((2%w°) e V).

z—¢l<rl/el
lw—¢l<rl/o2

Usando la definicién de u; se tienes entonces que:

pero de la definicion de los nimeros de Kiselman:

SUI?/ u < (’\11’\2)_11/(”’ ZO’(AlsA2))logr+CO$
lz—¢lsrl/e1
lw—¢j<rl/a2

luego:

sup us < sup u < (A1, A2) 7! log(2_1/mé"{'\1"\’}r)u(u, 20, (A1, A2)
lz—¢i<rl/® lz—¢l<rl/o1
lw—¢l<rt/o2 lw—¢l<rt/e2

1 1
~5los (w—mm) + Co.

Dividiendo entonces por logr y pasando al limite se tiene la desigualdad esperada.

La prueba del segundo enunciado la remitimos a [17], sin embargo en el Apéndice B.2 situaremos
esta desigualdad en el marco de la teoria de aproximacién de Demailly [109]construida a partir
del Teorema de Extensiéon de Ohsawa-Takegoshi [108].

Concluyamos la prueba del teorema con ayuda de las dos desigualdades anteriores: en efecto,
puesto que dd®u no carga sobre {z = 0} entonces, del Teorema de Siu, existe z’ = (0, ') tal que
vy (0,w’) = 0, pero usando la desigualdad 3.29 se deduce entonces que ddu;s no carga tampoco a
{z = 0}. Esto implica (de la definicién de us) que debe existir una funcién holomorfa f € H(su)
que no se anula idénticamente en {z = 0} (de lo contrario v,s(20) 7 0) en {z = 0}).

Usando ahora la desigualdad de Lojasiewicz (véase [75],[76]) se tiene que:

|h(z,w)| + |z| = C dist((z,w), K)2,

donde C, a > 0 son constantes y K = h~}(0) N {z = 0}. Teniendo entonces A < 1/a tenemos:

sup log |h| > C'alog para cualquier w € C.
AT/ 2) x(w+A(T)) :
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de ahi para 0 < r < 1 y pasando al limite » — 0 se tiene que:

]in}) sup v(log |hl, (a,%)) =0,
a—

2=0

pero como u#g < ilog |h| entonces se infiere que:

lim sup v(us, 20, (@, 1)) < ll’r% sup s~ 'v(log|hl, 29, (a, 1)) = 0;
a—

a=0 {z=0} {z=0}

pasando al limite en la primera de las desigualdadades ya probadas:

| =

lim sup v(log|hl, zo, (i) <

a—0 {z=0}

Esto implica el resultado esperado. O
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Capitulo 4

Corriente de Green. Formulacion del
Teorema de Favre-Jonsson

El capitulo empieza con la definicién de la Corriente de Green. La funcién de Green definida
para iteraciones complejas en espacios proyectivos nos proporciona un parametro analitico util
para estudiar el comportamiento asintético de las iteraciones de pre-imagenes. Se estudian las
propiedades mas importantes de esta corriente. Para mas referencias acerca de la Corriente
de Green véase [8],[7],(41],[103]. El planteamiento del problema general de convergencia de la
sucesién de pull-backs en CP* precede al planteamiento del problema de convergencia planteado
por Favre-Jonsson. En la siguiente seccién procedemos a reducir el problema en cuestién a un
problema de Estimacion de Volimenes donde en particular para una de las cotas de los voliimenes
de bolas se hace necesario usar un teorema importante de Kiselman el cual se expone al final de
la Seccién [2.6], para detalles suplementarios se puede consultar [31],[46],[64].

4.1. Corriente de Green y el Problema de la Convergencia

4.1.1. Definicién y caracterizaciones

Sea f € Mg una aplicacién meromorfa dominante en CP*. Procedemos a asociar a f una
corriente positiva cerrada de bigrado (1,1), la que se denominara Corriente de Green T'.

Definicién 89 La Corriente de Green dindmica T es una corriente en CPF de modo que:

7T = di lim f™ [w], (4.1)

n—oo

donde w es la forma de Fubini-Study-Kdihler en CP.

De la definicién de pull-back y de las propiedades de la forma de Fubini-Study-Kahler:

1 1

il = —dd€1 7, 4.2

™l = - ddlog | F7| (42)
donde F = (fo,--- , fx) es el levantamiento de f. De acuerdo a todo esto, introduzcamos la

siguiente:

Definicién 90 El 11m G,,(z) , donde G,(z) = g log||F"| , se denomina funcion de Green
dindmica G(z) oczada a la funcion f € Mgy.
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De acuerdo a esta definicion se tiene entonces que:

T € * D!, (CP*) se define tal que ©*T = dd°G.

La existencia de G queda garantizada por el siguiente:

Teorema 76 La funcién de Green dindmica G asociada a f € Mgy siempre eziste. Ademds G
verifica G(\z) = log ||\|| + G(2) y G(F(2)) = dG(z).

Demostracién: La funcién F se define salvo una constante multiplicativa. Sea B(0,1) c CP*
y tomemos supg| F|| = 1 . De la homogeneidad: ||F(2)|l < [|A|||lz]|¢ donde ||A|l < 1. De ahi se
obtiene que ||[F(z)|l < ||z||¢ . Iterando esta desigualdad: ||F"+1(2)|| < |[F™(z)||¢ . Definiendo
Gn = 2 log [ F™| se tiene que: Gny1(2) = gkt log | F**1(2)|| < gk log | F(2)]| = Ga(2) -

De este modo, la sucesiéon Grn(2) es una sucesioén decreciente de funciones PSA y por el Teorema
de Aproximacion de una funcién PSA se tiene que su limite G es también una funcién PSA.
Mostremos entonces que G # oo . En efecto, tomemos la secuencia de pull-backs:

1 &1
on = > 2"l (4.3)
n=0
De la Seccién [2.5] se tiene, por la relacién para la masa de una corriente: ||f™"[w]|| = d™. Por

lo que oy = 1 . Es posible entonces encontrar una sub-secuencia opy; tal que oy, — o (en el
sentido de la topologia débil) de donde usando:

d Y on = on + 07N (@) W] - A7),
se deduce que f™ = do . Sea ahora h el potencial de la corriente o, entonces de la relacién de
invariancia 3dd°(h o f) = dd°h, se tiene que ho F = d(h + ¢) (c € C).
Tomemos ahora:

H=h+cd/d—-1

otro potencial de o que satisface H o F = dH entonces, usando H(\z) = log||\|| + H(z) se
deduce que H(z) < log ||z|| + C1 (C1 € C). Adems4s, de H o F = dH se tiene que H o F" = d"H
por lo que:

H(z) = 5:H o F* < —(og [F"]| + C1). (4.4)

De aqui se obtiene que H < G. Una vez establecida la existencia de G se tiene inmediatamente
que lim, .o 2 log||[F*(Az)|| = log ||\l + G(z) . Ademds d~!G(F(2)) = limn_00 Gn(F(2)) =
G(2). O

Corolario 27 Sea H otra funcién que verifica las relaciones para G del teorema anterior en-
tonces H < G. Es decir., en cierto modo G tiene un cardcter mazimal.

La prueba se deduce inmediatamente de (4.4). Del mismo modo se puede establecer las siguientes
propiedades adicionales de la corriente de Green:

Corolario 28 La Corriente de Green T verifica :

- fNT) =dT
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- ||| = 1.
A continuacion estableceremos otra caracterizacion de T 1util en las aplicaciones:

Teorema 77 Sea el mapa f € Mg y T la Corriente de Green asociada a f. Eziste una funcion
H continua tal que:

T = w + dd°H. (4.5)

Donde w es la corriente de integracion correspondiente a la forma de Fubini-Study-Kdhler

Demostracion: De la representacion de una corriente positiva por medio de un potencial u
(plurisub-arménico), se tiene que f*(w) y dw son dd°-cohomdlogos. Esto es, f*(w) = wd +
dd°u , donde u es una funcién continua. Iterando esta igualdad se tiene que: d~"f"" (w) =
w + dd°(3"_)d *u o fi~! . Puesto que el primer miembro converge débilmente entonces lo
mismo sucedera con el segundo miembro, esto implica a su vez que Z;;l d*uo f-1 - H
(uniformemente). O

Un resultado analogo al teorema anterior valido para cualquier corriente cerrada y positiva se

establecera en la Sub-eccién [4.1.3].

4.1.2. Propiedades fundamentales

Proposicién 36 Propiedad extremal de la Corriente de Green Sea D el conjunto de
corrientes positivas cerradas S de bigrado (1,1) tal que f*(S) = dS y masa |S|| = 1. Entonces
D es un convero compacto y la Corriente de Green es extremal en D.

Demostraciéon: Por la dualidad se tiene que D es compacto mientras que para 71,72 € D
entonces T' = A\T] + (1 — A\)T2 donde 0 < A < 1 es cerrada, positivay ||T|| = 1.

Sea ahora t;,t; € D tal que f*(t; = dt;) (i = 1,2). Sea t = (t; + t2)/2 y consideremos los
potenciales G; para t; entonces se tiene que G;(F(z)) = dG;(z) por lo que G; < G de donde se
deduce que el potencial H de t: H < G . Pero G — H satisface (G — H) o F(z) = d(G — H)(=2)
entonces G = H y finalmente G; = G2 = G, lo que prueba que T es extremal. O

Probemos a continuacion la relacién fundamental entre la corriente de Green T y el conjunto de
Julia de f

Teorema 78 Sea f € My una aplicacion algebraicamente estable. Sea ademds Jo el conjunto
de Julia asociado a f. Entonces:

1) suppT C Jo

2) N: conjunto de puntos normales, entonces para todo compacto K de N :
Para j>1:

y ademds N C Fg(conjunto de Fatou). En particular la funcién de Green G es continua
sobre 1 L1(N).
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Demostracién: Demostremos la primera afirmacion:

Sea z € U y U un abierto del conjunto de Fatou. Sin perder generalidad podemos considerar
a U conteniendo una sub-sucesién {f™ }que converge al mapa holomorfo h tal que f™(U) C
{z0 =1, I2]| < 2} Escribamos ahora la secuencia de los {G},;} generada por los levantamientos
Fro=[F? -t )

nj 1
an = log ||F61 J|| + Elog ”(LA]’»" : »A_’;)”

1

d%
Este tultimo término converge uniformemente a cero y el primer término es pluri-arménico, de
ello se deduce que T' = dd°G = 0 y U no intersecta al soporte de T .
Pasemos a probar el segundo aserto: Tomemos la bola U tal que U C K C N. Mostremos que
si dd°G = 0 en 7~}(U) la sucesién {f"|y} es equicontinua. Puesto que f es algebraicamente
estable, existe una constante Ck tal que la distancia d(f™(z),I) > Ck. (I es el conjunto de
indeterminacién). Por tanto:

£ (2)
| F™(2)]

De ahi se tiene 1—033,12 < Gn+1 — Gn <0 . Entonces para todo j : ||Gnyj — Gr|l < C1/d™ .
Pasando al limite j — oo : ||G — Gy|| < C1/d™.

De la hipétesis que establece que G es pluri-arménica en 71 (U) se tiene que existe una funcién
holomorfa h tal que G =log ||h|| , entonces:

£
” In log n
a2 ||hl|?

I F (G |)II > C  entonces|[F""!(2)|| > C|IF™(2)||“

1 1 :
= llo5 log [l 7]l — ;logl\hlld I < C/d”,

y: e €1 < #,ﬁ—;ﬂ < e©1 . Como F™/|h||¥" es un levantamiento de f* , la familia {f"} es
equicontinua en U. O

Corolario 29 Sea f € My (algebraicamente estable) y tomemos U (abierto) C N . Si una
sub-sucesién {f™i} es equicontinua en U entonces U C Fg(conjunto de Fatou).

Demostracion: Bajo la hipétesis del corolario en el teorema anterior se establecié6 que G; —
G(pluri-arménica) en U . Esto implica que U C Fy. a

Corolario 30 Si f es normal entonces el soporte de T es igual a J. El soporte de T es siempre
conezo y el conjunto de Fatou es una variedad de Stein.

Demostracion: Si f es normal, es inmediato que supp7T = Jp. Probemos primero que Fg es
una variedad de Stein. Del Teorema del Potencial PSA de una Corriente Positiva Cerrada de
Bigrado (1,1) se tiene que el complemento de su soporte es un conjunto pseudo-convexo. Por
otro lado, en CIP* el problema de Levi tiene una solucién positiva la cual afirma en particular que
U (pseudo-cénvexo)C CP* es también una variedad de Stein (véase [56]). Con esto concluimos
que Fo es de Stein. Finalmente pasemos a probar que supp T es conexo. Para establecer ello
basta probar que Jgy lo es. En efecto, sea Jy = K7 U K2 donde K; y K5 son dos compactos
disjuntos no vacios. Es posible encontrar una corriente 77 = T'|g, cerrada positiva de bigrado
(1,1) tal que K; = supp 71, entonces por lo que se acaba de establecer acerca del complemento
del soporte de una corriente podemos decir que CP* \ K, es una variedad de Stein lo mismo que
CP* \ (K1 U K3) esto sin embargo no es posible por la conocida propiedad de las variedades de
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Stein que afirma que el complemento de un compacto dentro de una variedad de Stein no puede
ser de Stein (véase [69] para un tratamiento exhaustvo de las variedades de Stein). O

Hasta aqui estudiaremos las propiedades mas elementales de la Corriente de Green asociada a
f € M(CP¥). Para mas detalles véase [21, 39, 40] etc.

4.1.3. El Problema de la Convergencia

De lo expuesto y considerando la definicién de la corriente de Green en forma de la convergencia
de una sucesién de pull-backs de la corriente [w] asociada a la geometria de CP* se plantea el
problema de determinar las condiciones en las cuales una corriente S o una familia de corrientes
positiva y cerrada {S} verifican el siguiente limite en sentido débil.

¢ 1 L%
w5 =T
para f € M, (algebraicamente estable). El teorema fundamental de este trabajo es un resultado
de convergencia a la corriente de Green, por lo cual esta sub-seccion es s6lo una breve intro-
duccién a dicho problema. Las primeras aproximnciones al Problema de la Convergencia o bien
imponian condiciones sobre la clase de corrientes a iterar con ayuda del pull-back, o bien sobre la
clase de mapas holomorfos o meromorfos a ser usados. Uno de los primeros resultados de conver-
gencia de la sucesién de pull-backs pertenece a Shiffman y Russakovski [94]. En este trabajo se
demuestra la convergencia a la corriente de Green de toda corriente de integracion de una recta
campleja [L] : d~"f™[L] — T a excepcién de un conjunto de rectas que forma un conjunto
pluripolar en el espacio CP?*. En realidad la formulacién inicial de aquel teorema en términos
de medidas invariantes tiene aplicacién a la equidistribucion de pre-imégenes de diversos ob jetos
que pueden ser representados a través de dichas medidas. En otro estudio importante, Fornaess
y Sibony probaron un teorema que se aproximaba al Problema de Convergencia [39] en el sentido
que se establecia la convergencia lim,_,o dl—,, f™S =T para aquellas f fuera de un conjunto de
‘Hga el cual es una unién contable (tal vez infinita) de conjuntos algebraicos.

En articulos posteriores, Fornaess y Sibony (véase [41, 42]) plantearon otra aproximacién que
imponia una fuerte restriccién sobre la multiplicidad local de f.

Teorema 79 f € Hg en CP? (d > 3) y la multiplicidad local de f es a lo mas (d — 1) ezcepto
en un conjunto finito que no contiene puntos periddicos. S una corriente positiva cerrada (1,1).
||S|| = 1. Luego:

Otra solucién parcial fue propuesta por Sibony [103] para una familia de corrientes dependientes
de un punto. Introduzcamos primero la siguiente:

Definicién 91 Sea B C C* y w € B(0,1) € C y definamos U : Ck*! x B(0,1) — [—00, +00]
una funcion medible. S,, se llama familia admisible de corrientes si para todo w € B, S, es tal
que TSy, = ddSU (z,w) con U que satisface:

1) UMz, w) =log A + U(z,w)
2) z— U(z,w) es p.s.h para todo w

3) wr—— U(z,w) es p.s.h para todo z
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4) UE,w) <0 silg] =1
5) / U, w)dm(w) < C m: medida de Lebesgue sobre || = 1.
B

Y el teorema establece la convergencia de la familia de corrientes asociadas a esta familia de
funciones PSA excepto un conjunto pluri-polar dentro de la bola donde se definen dichos sub-
indices.

Teorema 80 Sea f € My una aplicacién algebraicamente estable. Sea S,,, w € B una famil-
ia admisible de corrientes de bigrado (1,1) positivas y cerradas. Entonces eziste un conjunto
pluripolar E C B tal que:

para todo w € B\E.

Otros resultados parciales del Problema de la Convergencia hacen restricciones mixtas (multi-
plicidad, propiedades de los conjuntos excepcionales etc). Para més detalles véase por ejemplo
[21, 39], etc. En este trabajo se probara como resultado central un teorema de convergencia para
un tipo de corriente cerrada y positiva la cual en un caso particular comprende la corriente de
integracion de un conjunto analitico de co-dimension uno. El mérito de este resultado es que no
hace uso de las restricciones ya vistas hasta ahora, sino tan sélo impone ciertas condiciones nat-
urales para la corriente al actuar en los conjuntos invariantes segin f. En este sentido hay que
senalar que existen algunos teoremas cercanos al que probaremos aqui para mapas holomorfos
eri CP* establecidos previamente para mapas de Henon y mapas birracionales [21],[30].

El teorema de Favre-Jonsson que se enuncia en la siguiente sub-seccién y se demuestra en el
capitulo 5 dd una condicién suficiente de convergencia que es bastante general y tiene como
caso particular la convergencia hacia la corriente de Green de la corriente asociada a una curva
algebraica. Este enunciado lleva a conjeturar un teorema que establece condiciones suficientes
y necesarias para la convergencia de una corriente cerrada y positiva de bi-grado (1, 1) hacia la
corriente de Green. Aqui no expondremos tal conjetura (véase para los detalles [31]) sin embar-
go destacaremos el hecho que ya se ha hehco progreso en este sentido gracias a los trabajos de
Vincent Guedj (véase [46, 47]).

4.2. Formulacién del Teorema de Favre-Jonsson

Teorema de Favre-Jonsson El problema fundamental que se plantea en esta monografia es
una extension del Problema de la Convergencia hacia la Corriente de Green enunciado en la
Sub-seccién [4.1.3]. Puesto que una curva algebraica o en general cualquier conjunto analitico
se asocia a cualquier corriente positiva cerrada entonces es natural plantear el problema de
convergencia de sus pull-backs, jcomo se comportan asintéticamente las preimagenes de curvas
algebraicas bajo {f™},cz-?

En la introduccién se ha mencionado de forma general los antecedentes de este problema, es-
pecialmente el trabajo seminal de Brolin. La formulaciéon del problema de Favre-Jonsson sobre
una corriente S impone sobre ella ciertas condiciones generales, veamos esto en detalle:

Teorema 81 Sea f : CPP? OO un mapa holomorfo de grado d > 2. f tiene asociada, entonces. un

conjunto algebraico E; que consiste a lo sumo de tres lineas complejas, y un conjunto totalmente
invariante Eq.
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Sea ahora S una corriente positiva y cerrada en CP? de bigrado (1,1) con masa total unitaria
tal que:

- S no carga ninguna componente irreducible de E;;
- S tiene un potencial local acotado en cada punto de Es.

Entonces se tiene la siguiente convergencia en el sentido de la topologia débil de corrientes:

1 .
o "S—>T (n— oo),

para T Corriente de Green.

De este teorema se deriva el siguiente corolario que responde la pregunta acerca de la conver-
gencia de las corrientes asociada a curvas algebraicas. Recuérdese que el espacio de curvas en
CP? coincide con el espacio de polinomios homogéneos de grado r: CP" donde N = N (r, k).

Corolario 31 Sea f como en el teorema principal, sea ademds r > 1 el grado de la curva
algebraica C en CPV.

1 .
Si =* c CPV tal que =* = {C/ﬁf" [C] & T,n — oo} entonces £* es un subconjunto propio
algebraico de CPN .

Este resultado establece que las curvas cuyos pull-backs de corrientes no convergen a la Corriente
de Green son un subconjunto propio de la clase de curvas algebraicas y pueden en principio ser
descritos con ayuda de las expresiones que describen el conjunto algebraico *.

También es posible caracterizar el tipo de mapas holomorfos que para una corriente positiva
cerrada S de bigrado (1,1) y masa unitaria inducen una sucesién de pull-backs que tiende a la
Corriente de Green.

Corolario 32 En H,4 eziste un subconjunto propio algebraico H C Hq tal que f ¢ H:
1 .
SIS =T (= o0)

para esta corriente S cerrada, positiva, de bigrado (1,1) y de masa unitaria.

Es de notar que el Teorema de Favre-Jonsson es un resultado de gran alcance que en cierto
sentido supera cualquiera de las aproximaciones al problema de la convergencia que se dieron en
la Sub-seccién [4.1.3]) en donde se imponian condiciones a los mapas holomorfos o a la dinamica
del sistema. En el Teorema de Favre-Jonsson se logra levantar estas condiciones restrictivas. Méas
aln el corolario caracteriza H como un conjunto algebraico en H,. Seria interesante encontrar
una descripciéon mas detallada de este conjunto.

La prueba de estos corolarios se diferira hasta la Seccién [5.3].

Comentario 33 (Acerca de notacién y terminologia) En el siguiente punto asi como en
las siguientes sub-secciones de este capitulo y del Capitulo [5) se tomara la convencién de hablar
de f en CP* indistintamente de su copia biholomorfa en C* (asi como también se evitara hacer
distincién del espacio de “origen” para cualquier objeto generado por f y aquel correspondiente
a su representacién local f ), esto en las situaciones donde debiera uno referirse estrictamente
a f o a su copia biholomorfa. En realidad este criterio de “ahorro de notacién” ya ha sido
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usado antes cuando se ignoré la distincion entre f definida en el proyectivo y su levantamiento
F definido en CPF*! (por ejemplo en aquellas situaciones en donde se ha hecho uso de las
estructuras diferenciables). Naturalmente en todos esos casos nosotros sabemos que estamos
tratando estructuras formales distintas que sélo en el nivel de la terminologia y la notacién
pueden ser “confundidas” por mera comodidad. Ejemplo de esto es la Corriente de Green T cuya
definicién se completa en base a la accién del operador diferencial dd® sobre la funcién de Green
dindmica asociada a f. Aqui T es legitimamente un objeto de CP* definido univocamente a través
de su pull-back en C* . Una situacién similar se suscitara cuando en la Seccién [5.2.1] se definan
las magnitudes asintéticas asociadas a la dinamica de f™ . Debido a su caracter topoldgico-
analitico y local ellas son definidas de manera natural en C* es decir en coordenadas locales
de f. De este modo, los objetos de cardcter geométrico y/o analitico definidos a partir de estas
magnitudes son objetos en CP*. Es claro que, en cuanto es necesario transitar repetidamente
entre las representaciones locales a las estructuras en el proyectivo, una notacién y terminologia
Unica es de extrema necesidad.

Reduccion del Teorema de Favre-Jonsson a un problema de Estimacion de Voliimenes
En este punto reduciremos el Problema de la Convergencia de las corrientes S a un problema
de Estimacién de Volimenes se C¥. Empecemos introduciendo la siguiente definicién:

Definicién 92 u : C* — R es una funcién quasi-plurisub-arménica si u = v — ¢ donde ¢ es
diferenciable y v es PSA.

Lema 15 Sea S una corriente positiva, cerrada, de masa unitaria entonces S se puede repre-
sentar como:
S = w + ddu,

donde u < 0 es una funcién quasi-plurisub-arménica en CP2.

Demostracién: S y w son cohomolégicos en un entorno de zg € CP2. En efecto, S = dd‘ug,
w = dd°In ||z — z||? donde ug es una funcién plurisub-arménica en un entorno U, C CP2. Luego

tomando us en CP* tal que ug — In(1 + ||z — 20]|2) = u(z). Con lo que se establece lo buscado.
O

Antes de enunciar el corolario que prepara el camino para la Estimaciéon Superior de Volimenes
enunciaremos el Lema de Hartog.

Lema 16 Sea la familia de funciones u, : Q@ — R (Q C C*) una sucesion de funciones
plurisub-armdnicas en Q tal que up, — u € C() en el sentido L. (), luego, para todo K
compacto contenido en 2 se puede fijar € > 0 tal que supg(un, —u) < € (cuando n > Np).

Comentario 34 Si se cambia de condicién de plurisub-armonicidad por la de quasi-plurisub-
armonicidad, el Lema de Hartog continua siendo valido.

1 . .
Corolario 33 S - f*'S -» T entonces existe una bola B ¢ CP?, una constante a > 0 y una

secuencia nj — oo tal que f"B C {u < —ad™}.
Demostracién: De S = w + ddu se tiene d """ S = d~ " f*" w + d~"dd°(u o f") entonces de

la condicién se tiene d~"dd®(u o f™) — 0, de la integrabilidad de u o f™ se tiene d""u o f* = 0.
Puesto que d™™u o f™ es quasi-plurisub-arménica, del Lema de Hartog y de la negatividad de u
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se tiene al menos una subsucesion d ™ u o f* < —a con a > 0 lo cual equivale para una bola
B en CP2:
fMB C {u < —ad™},

donde el segundo miembro se define a los puntos en coordenadas locales de la imagen de f

CP? 0. )

. . . . (e
Si se supone, en el teorema principal que — f™ S - T entonces la demostracién del teorema se

reduce a probar que la inclusion anterior no es posible. El trabajo ulterior consistira en establecer
ello.
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Capitulo 5

Prueba del Teorema de
Favre-Jonsson

La primera seccion esta dedicada al comportamiento asintético de los co-ciclos multiplicativos los
cuales son los objetos que resumen las propiedades mas importantes de las llamadas Magnitudes
Asintéticas que constituyen la sucesion de ciertos indices de singularidad asociados a la iteracidn.
El Teorema Fuerte de Birkhoff es el principal teorema de esta seccidon el cual se basa en previos
desarrollos en Combinatoria y Teoria Ergédica ([28],(44],[91]). En la siguiente seccién es donde
se introducen las Magnitudes Asintéticas de Favre-Jonsson para luego definir ciertos objetos
geométricos relacionados con el comportamiento “limite” de dichas magnitudes. El conjunto
obtenido se le denomina excepcional y resulta ser un sub-conjunto del Conjunto Invariante
([10],[38]). Las propiedades mas trascendentales de estos conjuntos asi como de las Magnitudes
Asintéticas se estudian en esta seccién como antesala a los teoremas acerca de las Estimaciones
de Volumenes dentro de los conjuntos excepcionales [31],(28]. Em la Seccién [5.3] se demuestra
finalmente el Teorema de Favre-Jonsson después de juntar todos los resultados previos acerca
de la Estimacion de Volimenes dentro y fuera del conjunto excepcional ademéas del Teorema
de Kiselman-Skoda ([31],(64]. La tltima seccién es una breve mencién de la conjetura acerca
de la estructura del conjunto excepcional discreto definido en la Seccién [5.2]. La estructura
aparentemente “misteriosa” de este conjunto tiene varias consecuencias importantes para la
caracterizacién de la dindmica en CPP* por lo que al final de esta seccién se utiliza esta conjetura
para caracterizar las posibles configuraciones del conjunto excepcional [31].

5.1. Teorema Ergddico Fuerte de Birkhoff

5.1.1. Planteamiento del problema

Pasemos a introducir la nocién de cociclo:

Definicién 98 Una funcién K,, : A — R, ((A, 1) espacio probabilistico) se denomina cociclo
st satisface la propiedad

donde n,m € Z, f : A — A es una transformacion invariante de medidas.

Recordemos el enunciado del Teorema Ergddico de Birkhoff para cociclos tal como se enuncia
en [61].
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Teorema 82 Sea K,(z) un cociclo tal que la funciéon K1(z) : A — R, es p-integrable, entonces
existe el limite:
nh’rrgo Kp(z2) — Koo(2), p-c.t.p.,

donde Ko (2) es un funcién que preserva la medida p.

Para las cuestiones que nos interesan obtendremos un teorema analogo que tenga un contenido
mas analitico que de medida. Asi mismo se plantea modificar el concepto de cociclo para estudiar
las asi llamadas multiplicidades asintéticas asociadas a una iteracion holomorfa en CP*. Sobre
el primer punto, es necesario sustituir la condicién de existencia de una medida invariante
por una condicién analitica sobre K, el cual a su vez debe estar definido sobre una variedad
algebraica tal como CPP2. Dicha condicién resulta ser la de semicontinuidad superior en el sentido
de Zariski para K, : CP2 — [1,4+00[ , respecto al segundo punto en la siguiente sub-seccién se
introducira el concepto que resume las propiedades de las multiplicidades asintéticas.

5.1.2. Cociclos analiticamente rigidos

La introduccién de las multiplicidades asintéticas, tal como seran definidas en la préxima seccién,
plantea la necesidad de estudiar el concepto de Cociclo Analiticamente Rigido (CAR). Este
objeto resume las propiedades comunes de dichas multiplicidades y permite estudiar el Problema
de la Convergencia de

lim Kn(:z:)l/", donde, K,(z), es un CAR

n—00

como Problema General de Convergencia de las multiplicidades asintéticas.

Como serid examinado en la préxima seccién, el limite de K,(x)!/™ es un elemento de vital
importancia para el estudio de ciertos aspectos topolégico-geométricos, pero también ergédicos
de las iteraciones.

Enunciamos el concepto de cociclo analiticamente rigido. De la definicién se vera que un CAR
esta asociado a un mapa holomorfo en CP? y a sus iteraciones.

Definicién 94 Sea f : CP* O holomorfo de grado d > 2. Sea K, : CP?2 — [1, +00[ una
secuencia de funciones tal que:

- K1 es semicontinua superior (scs) con respecto a la topologia de Zariski.

- Paran,m >0 yzGCII”2.-

- Para todo n > 0 se tiene ml'glK =1.
CP

Se dice que K, define un cociclo analiticamente rigido (CAR).

Comentario 35 Como se vera en la siguiente seccion la tercera condicion es tipica de las
multiplicidades asintéticas y puede ser levantada sin perjuicio del resultado fundamental de
convergencia.

Establezcamos algunas propiedades para los cociclos analiticamente rigidos:

Proposicién 37 Sea K, un cociclo analiticamente rigido K, : CIP> — [1, +0o[. Entonces

153



- Sea Y C CP? un subespacio irreducible entonces eziste Y' C Y el cual es una unién a lo
mds contable de subespacios complejos propios de Y tal que

Ki(2)ly\y' = min{K;,z € Y}.
- Ki(2) es acotada superiormente.

- Para todo n € N, K,(z) es semicontinua superior respecto a la topologia de Zariski.

Demostracién: Para la primera afirmacién sea @ = inf{K;(2),z2 € Y} yseaY' = {z €
Y,K1(2z) > a} = U {z €Y,K; > a+n"1}. Y’ es una funcién creciente de subespacios propios
n>0

de Y .Para todo z € Y \ Y’ se tiene debido a la propiedad de la semicontinuidad superior que
K;(z) < a lo que implica K;(z) = a.

Para la segunda afirmacion basta considerar que la funcién K (z) es semicontinua superior por
lo que toma su méaximo en un conjunto compacto en CP*.

La tercera afirmacion se deduce de la propiedad multiplicativa de funciones SCS. O

Antes de enunciar el teorema més importante de esta seccion introduzcamos algunas definiciones
auxiliares:
Definicién 95 Sea dado un cociclo Kn(2) y una variedad irreducible V. C CP*. Se define:

- Kp(V) := min{K,(2),z € V} es el valor genérico de el cociclo sobre V.

- deg(K) := méx{K1(z), z € CP*}.

Para un nimero real a tal que a > K;(V) se definen los siguientes conjuntos analiticos:

t

Cv(K,a):={z€ V,Ki(2) > a > Ki(V)}.

C(K,a) :=Cgpr (K, a)

Para z € CPF definimos su macro érbita GO(z) := Uim>o0 flfma.

Teorema 83 (Teorema fuerte de Birkhoff) Sea K,(z) un cociclo multiplicativo en CP*
entonces se tiene que:

Para todo z € CP* : limp_,00 Kn(z)ll"‘ = Koo(2) eziste.

Si Koo (2) > K1 (CPF) , entonces eziste una variedad proyectiva irreducible V y dos enteros
1, m tal que f'(2) € V y f™(V) = V. Mds ain V C C(K,a) para todo a : K;1(CPF) <
a < Ko(2)

Para todo z € CP* : K. (2) € [K1(CP¥), deg(k)]

La funcién Ko (2) es constante sobre cualquier macro érbita GO(z).

Para cualquier variedad proyectiva irreducible V| la funcion K..(z) es constante sobre V
ezcepto los puntos que pertenecen a una unién contable de variedades proyectivas propias,
y es igual a su minimo valor en CP*. A este valor se le denotard por Keo(V).

154



La prueba del teorema (la existencia del limite) se basa en el Teorema de Szemeredi sobre
conjuntos de nimeros enteros con densidad superior positiva (véase [Poll-Yu])!

Definicién 96 Un conjunto N' C Z tiene densidad positiva si:

1
S§(N) := lim sup z—ﬁCard{—N <n<N:neN}>0.

N—oo
Enunciemos el Teorema de Szemeredi:

Teorema 84 Si N tiene densidad positiva entonces para todos los r > 1 erxiste una progresion
aritmética de longitud r en N'.

Comentario 36 El Teorema de Szemeredi establece que un conjunto discreto de densidad su-
perior positiva es “suficientemente grande” como para admitir dentro de si sucesiones aritméticas
de cualquier longitud.

Enunciemos dos lemas necesarios para la prueba del Teorema Fuerte de Birkhoft.

Lema 17 Sea V C CP* una variedad proyectiva irreducible y ademds | > dimV y m enteros.
Si el conjunto {n € N, f*(2) e VN f~™(V)N f2™(V)---N f~™(V)} es infinito entonces eziste
una variedad compleja irreducible en V tal que

- fm(W)=W ’
- Orb(2) NW # ¢.

Demostracion: Probemos por induccién sobre la dimension de V. Si dimV = 0 entonces sea
V = {p} y por lo tanto z € V N f~1(V) implica que z = p = f(p). Ahora en el caso general,
se tiene ya sea que V C f~!}(V) entonces V = f(V) o bien Vi = V N f~™(V) tiene dimensién
estrictamente menor que V. Pero de f*(V) € VN f~™(V) N f~24(V) ... n f~I™(V) sigue que
HWyevn fW)n f~2wWw)...n f-m+4V) , por lo que podemos elegir una componente
irreducible Vo, C Vj tal que {n € N, f*(z) € VaNf~™ (V)N f~2™(V,) - - -N f~™(V4)} no es finito.
Aplicando entonces la hipdtesis de induccién, se tiene el resultado buscado. O

Lema 18 Para todo z € CP*, si limsup,,_,., K,l,/"(z) > a > K(CP*) ezistel ym € N* y V
una variedad compleja irreducible de C(K,a) tal que f'(z) € V y fM(V) = V.

'La prueba original de Szemeredi aparecié en el marco de la Combinatoria (véase el articulo original de
Szemeredi [110] ademas de la primera aproximacién lograda por éste para determinar que existen series aritméticas
de cuatro términos [109]). Furstemberg descubrié luego que el Teorema de Szemeredi junto con otros teoremas
combinatorios tenian un fundamento ergédico basado en un nuevo Principio de Recurrencia que generaliza el
conocido Teorema de Recurrencia de Poincaré (véase [44]) haciendo uso de ello la prueba de Furstenberg representa
una simplificacién considerable del teorema ademéds de fundamentar la conexién entre la Combinatoria y los
Sistemas Dindmicos. En [111]y numerosos articulos mas, Terence Tao ha estudiado la conexién que existe entre
los diferentes enfoques de demostracién del Teorema de Szemeredi y la relacion de estos desarrollos con la extension
debida a él y Ben Green del Teorema de Szemeredi a los niimeros primos. Para més detalles véase el sitio de internet
de Terence Tao: http://www.math.ucla.edu/~tao/. Para una exposicién concisa del Teorema de Szemeredi véase
el libro de Pollicot y Yuri [91]
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Demostracién: Primero se tiene que para z € CP* : K;(CPF) < Ki(z) < deg(K) . Fijemos
1/"(z) > a > K;(CP*) y definamos el conjunto:

a > 0 tal que limsup,,_,
E:={le N,Ki(f'(z)) > a > K1(CPF)} = {l e N, f(2) € C(K, a)}.
Usando la propiedad multiplicativa del CAR:
n—1
K@ =[N e [I K™D < ol + deg(R)) =25,

r=0 r€BEN{0,---,n—1}

donde {1,--- ,n—1} es el conjunto de niimeros naturales de 1 hasta n— 1. Tomando el logaritmo
y el limite superior se tiene:

lim sup n{0,--- ,n—1} > logK (z) — loga
n—00 n log(1 + deg(K))

> 0,

donde Koo(2z) > limsup,_, o K,I,/ "(z). Lo cual prueba que la densidad superior de E es estricta-
mente positiva. Del Teorema de Szemeredi para cualquier r existen n; y [l tal que: f™i(z2),
friti(z), -+, fr*t7(z) € C(K, ), pero del lema previo aplicado a V := C(K, «) se concluye la
prueba. O

Pasemos a la prueba del Teorema Fuerte de Birkhoft:
Demostracién: (C. Favre) Probemos el enunciado de la existencia de Ko (z). En efecto,

tomemos z tal que Koo(z) > K;(CPF) = 1 (por la definicién de cociclo en CPF). Del lema anterior
se tiene que los iterados de z tienen que estar en una variedad C(K,a) para a > K 1(C]P’k) y
ademds para [ y m enteros : f!(z) € V y f™(V) = V donde V c C(K, a). Antes de continuar
probemos que si Ko, (29) existe para un zg entonces para cualquier z € GO(z) existe Ko(2) y
ademds Ko(20) = Koo(2). En efecto, para cierto N y M se tiene que fV(z) = fM(2;) entonces
paran > N :

KY7(z) = KY™(2) x KM (fV (2)) = K™ (2) x Ko (f (20))s

l/n. P
() x o {j:(“‘)") Koo(20).

Es necesario ahora usar la hipétesis de induccién sobre la dimensién k del espacio. Si CP* fuera
sélo un punto la existencia del limite seria trivial. Tomemos ahora los sub-espacios f7(V) C V
para todor =1,2,--- ;. — 1 y apliquemos la hipé6tesis de induccién. De ello por tanto existe el
limite Koo(f7(2)) para z € CP* (k > 0). Ahora bien, puesto que z € GO(f7(z)) se tiene que el
limite Koo (2) existe.

La demostracién de la segunda proposicion se sigue inmediatamente de la definicién de C(K, a).
El tercer enunciado se deduce directamente una vez asumida la existencia de Koo(2)

El cuarto aserto se deduce de K (z) = Koo(w) donde w € GO(2).

Pasemos a probar el iltimo enunciado: Tomemos V C CP* alguna variedad irreducible. Defi-
namos V; := {z € VK (f"(z)) > K1(f"(V))}, entonces de la semi-continuidad de K (z) se tiene
que V. es una unién contable de sub-variedades propias de V . Tomando ahora z € V U, 5o Vr
y para cualquier n € N se tiene que:
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Por tanto, limy, 00 K,i/"(V) = Koo(V') existe y ademés Koo(V) = min,ey Ko(2) , y, para todo

z €V U, V se tiene que K(V) = Ko(z) Lo cual demuestra que el limite es constante en V'
menos una unién contable de sub-variedades propias de V ., siendo ese valor costante el menor
valor en el dominio de definicidn. 0

Una variante especialmente 1til para el estudio de las multiplicidades asintéticas y que se deduce
directamente del teorema es el siguiente:

Corolario 34 Sea un cociclo analiticamente rigido en CP? con limite K.(z) en z € CP? .
Entonces Koo(2) = Koo(f(2)) y ademds si Koo(2) > 1 se tiene una de las dos posibilidades:

- z es pre-periodico

- z € V donde V es una curva algebraica tal que miny Koo = Kx(2) y V contiene una
componente irreducible del conjunto analitico {K1(z) > 1} .

5.2. Conjuntos excepcionales y su estructura
geomeétrica

5.2.1. Multiplicidades asintéticas

Pasemos a definir aquellas magnitudes que se relacionan con el conjunto de indeterminacién Z( f)
y con el conjunto critico Cy. Estas magnitudes seran de utilidad en la estimacién de volimenes.

Introduzcamos primero algunas definiciones:

Definicién 97 Sea el mapa holomorfo f : CP* — CP*. El grado local de f en el punto z € CP*
se define como el nimero de pre-imdgenes distintas de un punto genérico w cercano a f(z). Las
pre-imdgenes estdn situadas en la cercania de z. En otros términos:

_ ; -1 5.1
deg, f weg;%),e){Cardf (w) N B(z,€)}, (5.1)

(para € suficientemente pequenio).

Esta definicién da una estratificacién natural en sub-niveles A; = {z, deg, f > s}
A; = CP¥, Ay = C¢ (el conjunto critico), etc.

Definamos ademas:

dega(f) = min{deg,(f), z € A} (5.2)

si z es genérico en A: deg(f) = deg,(f)-
Recordemos ademas el concepto de cubrimiento:

Definiciéon 98 Sean los espacios topolégicos X, M de Hausdorff y conexos por caminos. Sea
ademds el mapa continuo w : X — M. El trio (X, M, ) define un cubrimiento si:

- Para cada punto p € M eziste una vecindad U, C M tal que n~'(U,) es homeomorfo al
producto U, x E donde E es un conjunto discreto.
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- El homeomorfismo h : m~Y(U) — U x E y la proyeccion usual n' (p,e) — p poseen la
propiedad de conmutacion, esto es:

n’ o h(x) = n(x), para todo xz € =~ (U).

El espacio X es llamado el espacio cobertor o simplemente el cubrimiento. El esapcio M es la
base (en otras palabras, el espacio que es “‘cubierto”) y el mapa n es la proyeccion.

Apoyandonos en esta definicién, pasemos a definir el importante concepto de cubrimiento rami-
ficado.

Definicién 99 Sean los espacios topolégicos X, M tal como en la definicion anterior y «
X — M es una aplicacion continua, finita 2, propia y suryectiva. En estas condiciones, el trio
(X, M, n) es un cubrimiento ramificado si existen conjuntos siempre densos Xo C X y Mg C M
tal que Xo = 7~ (Mp) y ademds (Xo, Mo, = |v,) es un cubrimiento.

Si generalizamos la Definicién 97 para un mapa continuo de un espacio topolégico a otro, pode-
mos entonces usar aquella definicién para introducir el grado local de un cubrimiento (X, M, 7)
como:

deg,m = max {Cardn !(w)N B(z,¢)}.
wEB(2,€)

En el caso del grado del cubrimiento ramificado podemos entonces aplicar la misma definicion.

Demos finalmente una definiciéon equivalente de la multiplicidad de un conjunto analitico basada

en el grado de un cubrimiento ramificado:

Definicién 100 Sea V € CF un conjunto analitico (dim(V) = p). El nimero e(V,z) es el
grado del cubrimiento ramificado inducido por la proyeccion de una vecindad de z € V' sobre un
polidisco lineal genérico arbitrariamente pequerio de dimensiéon p que pasa por z.

Grado topolégico asintético Sea V un conjunto analitico en C* de dimensién p y sea z € V.
Definamos el grado topoldgico local e(z, f) de una funcién holomorfa f en el punto 2z € C*.

Definicién 101 Sea un germen de funciones f con representante f : CP¥* — C. El nimero
e(z, f) es el grado topolégico local del gérmen en el punto z.

Hay que recordar que el grado local del gérmen de funciones en el punto z € C* se define como
el niimero de pre-imigenes f~1(q) donde f es un representante del gérmen f y q € U(z, €) para
€ > 0 arbitrariamente pequenio. Se puede comprobar que el concepto de grado local del gérmen
esta bien definido, es decir que para cualquier g € U(z,¢€), Card{f~1(q)} = constante.

En efecto, usando una transformaciéon de coordenadas estudiemos el problema del grado local
del germen alrededor del cero. Sea Card{f~!(0)} = r > 0 y un punto ¢ € U(0,¢€) tal que
Card{f~1(qg)} # r usando el Teorema de Preparacién de Weierstrass para z0 € {f~1(0)} y
tomemos un 2 tal que f(’z°, 2x) # O se tiene para z € U(0, €):

(5.3)

donde c;('2°) = 0 parai =0,1,--- ,7 y en general 'z = (z1, ..., 2k—1)-
Consideremos que w € f~1(q) y de la continuidad, tomemos e suficientemente pequeriio tal que

2Un mapa finito se refiere a un mapa en el cual la imagen inversa de un punto es un conjunto finito.
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w € U(0,€) ; tomemos ademds una conveniente transformacién de coordenadas tal que ‘w =’ 29

. Entonces la expresiéon proveniente del Teorema de Preparacion queda como:

flw) = (5.4)
Esta tltima expresién contradice el hecho que Card{f~1(q)} # r.

Comentario 37 La definicién anterior dada para el germen de funciones puede ser extendida
directamente para el caso de mapas holomorfos. De aqui en adelante usaremos indistintamente
la notacion e(z, f) para referirnos al grado topolégico ya sea de una funcién o un mapa.

Comentario 38 Si para un mapa racional f : CP2 — CIP? de grado d (en particular una
funcién holomorfa) se define el grado topolégico (global) como d? se tiene que e(z, f) < d? es
decir e(z, f): z € C* — {1,2,...,d%}. Ademsis e(z, f) > 1 si y solo si z € C;

Comentario 39 Se puede Iiroba.r que la funcién e(z, f) actiia multiplicativamente bajo una
iteraccién. Esto es:

e(z, fho f™) = e(z, fMe(f*(2), f™). (5.5)

En efecto, analicemos el conjunto (f™ o f™)~!(q) donde q¢ € U(f™ o f™(2),€), (f"o f™) ' (q) =
f~™o f7™(q)-

El nimero de elementos de {f™(q)} esta dado por definicién como e(z, f™) para cada p €
{f1(q)} el nimero de preimagenes en f~™(p) es igual a e(f™(z), f™) por lo que el niimero total
de preimagenes es e(z, f™*)e(f™(z), f™). Se puede estblecer una relacién entre la multiplicidad
de un conjunto analitico y el grado topolégico local:

Proposicién 38 Para f holomorfa en CF eziste un conjunto analitico V C B x B, donde B es
una bola en CF | V = {(z,w) C B x B : F(z,w) = 0} y ademds F(z,w) = f(z) — f(w), tal que:

e(V,(z,2z)) = e(zf). (5.6)

Demostracién: Tomemos el polidisco que pasa por el punto (0,0) € V. Entonces de acuerdo
a la definicién de V = {(z,w)/ f(z) — f(w) = 0} el cubrimiento ramificado que se induce tiene
grado equivalente a Card{ f(z) = 0} lo cual es suficiente para establecer el resultado. O

Probemos ahora una relacién entre e(z, f) y el niimero de Lelong de cierta corriente:

Teorema 85 Sea f : CIP2 O holomorfa de grado p entonces:

e(z,f) = vjs, (5.7)
donde §, = ddS log|w — z| A ddg, log|w — z|. (5.8)

Demostracion: Es suficiente probar el teorema para z = 0. De la propiedad que establece que
la multiplicidad de un conjunto analitico es igual al mimero de Lelong de dicho conjunto en el
punto dado (véase Sub-seccién [3.3.3]) se tiene que el pull-back de ddg, log |w — z|? equivale a
e(V, (z, z)). Aplicando entonces la Proposicién 38 se tiene el resultado. (]

En lo que sigue estudiaremos el comportamiento de lims_.o e(z, f*)!/™ al que denominaremos
Grado Topoldgico Asintotico. La existencia de dicho limite se deducira del Teorema Fuerte de
Birkhoff. Para ello primero probemos el siguiente:
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Teorema 86 La funcién e(z, f) es SCS en la topologia de Zariski.

Demostracién: Asumamos que f esta definido en la bola B C C™ con valores en B esto es
admisible pues el analisis es local. De acuerdo a la Proposiciéon 38:

e(V,(z,2)) =e(z, f)-

De alli también, para cualquier n € Z el conjunto {z € V,e(V,z) > n} es analitico (vesse
[14],[118]). Entonces usando la inyeccién I : B — B x B, donde I(z) = (z, z) es en particular
propia, se tiene:

{z € B,e(V,(2,2)) >n} = I YzeV,eV,z)>n}. (5.9)

Con lo que concluye la prueba. m]

El teorema anterior establece en particular que e(z, f™) es un cociclo multiplicativo k,(z)
e(z, f™) . Aplicando entonces el Teorema Fuerte de Birkhoff se tiene directamente:

Teorema 87 Sea f : CP? () un mapa holomorfo de grado d > 2 . Para z € CP? la secuencia
e(z, f*)/™ converge a un nimero real ex(z) > 1 donde €o, 0 f = €oo.
Ademds si ex(z) > 1 una de las dos posibilidades se cumple:

1. fN(2) es un punto critico periédico para algin N > 0.
2. Eriste una curva fija V tal que fN(2) € V para algin N > 0 y miny s = €00(2)
Pasemos a probar algunas propiedades de la funcién ey (2):
Teorema 88 Sea f : CP? O (mapa holomorfo de grado d > 2), entonces se cumple que:
i.) {z:e(z, f) > d} es un conjunto finito con cardinalidad acotada en terminos de d.

ii. 1 < ex(z) < d? para todo z € CP? y el conjunto {z : ex(z) = d?} es finito,totalmente
invariante y contenido en {e(z, f) = d?}.

Demostracién: i) De {e(z, f) > 1} = Cy se cumple {e(z, f) > d} C Cs. Estudiemos el conjunto
Cs con la ayuda de la corriente [C¢]. Como se sabe C; es un conjunto analitico y [C¢] es una
corriente positiva. De los resultados de la Sub-seccién [1.3.5], se tiene que f puede escribirse en
coordenadas locales como f(z,w) = (z,w®). Entonces:

fulCsl = elfCyl, (5.10)

f*[fCs] = elCyl, (5.11)

donde fCy es la imagen de Cy bajo f . Esta imagen es un subconjunto analitico propio de Cy. en
efecto: si f(z) € C; donde z € Cy , entonces |J f2| = |J f|?> = 0 lo cual implica lo afirmado (para
d > 2 el mapa f no es inyectivo por lo que fCy es necesariamente propio). Ademas:

deg(f,.[Cf]) = d'deg[cf]’ (5~12)

deg(f*[Cy]) = d - deg|Cy]. (5.13)
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Las relaciones (5.12 y (5.13) se cumplen si z estd en el complemento de C faing-
Del mismo modo las relaciones (5.10) y (5.11 exigen que z no pertenezca a D flc,=0 N fCfsing-
Ahora bien, los conjuntos Cgsing, fCfsing ¥ {Dflc, = 0} son finitos por lo que z € C ¢ fuera del

conjunto finito Cgsing U fCfsing U {Dflcf = 0} se tiene:
[ 1Csl = frelfCsl = ef*[fCy] = €2(Cy],

y usando la monotonicidad de la funcién grado para corrientes respecto al pull-back y las ex-
presiones (5.12 y (5.13):

deg[f*f.[Csl] > degle®(Cy]]
d-deg[f.[Cs]] = €*-deg[Cy]
d® - deg[C;] > €*-deg[Cy]. (5.14)

Finalmente d > e., de donde {p: d < e(p, f)} es finito.
ii) Usando 1 < e(p, f) < d? luego 1 < e(p, f*) < d®" ya que el grado topolégico de f" es d2*. de
ahi se obtiene directamente:

(5.15)

Probemos la invariancia de {p : ex(p) = d?}, sea p = f(q) (o bien ¢ € f~1(p) C {ex = d?}),
luego e (f(q)) = d? de donde ey (q) = d? es decir q € {ex = d?}.
Probemos ahora que

(5.16)

p € {ex = d?} significa que a partir de un N, f™*(p) € {e = d?} para ng > N. Por el Teorema
Fuerte de Birkhoff. existen dos posibilidades para p. La segunda se descarta debido a la finitud
de {e = d2} (de lo probado en la parte (2) de esta prueba) por tanto p es un punto pre-periédico.
De ahi se desprende que para m € N:

donde q = f™(p) tiene periédo minimo n € N: f*(q) = q y ademas de:
e(fi(q), f)=d> i=0,1,---n—1 (5.17)
Tenemos ademas usando la propiedad del cociclo submultiplicativo:

e(q. /") = e(q e(f(a), ") = e(a, Ne(f(@), Ne(f*(a), /")

= ---=-e(q, fe(f(a) ) --e(f* (@), f)
(d2)n — d2n‘

de donde e(g, f™)!/™ = d? y entonces ex(q) = d2. Asimismo e (f*(q)) = d?, i =0,1,---n—1
(lo cual también puede deducirse directamente de e, o f = ex).- O

Multiplicidad asintética del jacobiano En este punto estudiaremos el orden en el cual se
anula el jacobiano Jf* (n € N) del mapa f™ : U — V donde U, V C C? son entornos de una
carta correspondiente a CP2.
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Definiciéon 102 El orden del anulamiento de J f* en el punto z se denota por pu(z,Jf™) y se
define como:

(5.18)

Esta definicion se justifica por cuanto el niimero de Lelong de dd®log |J f*| “mide” el orden en
que la funcién |J f"| : C2 — R se anula. Por otro lado, de las propiedades del niimero de Lelong
se sabe que esta definicion es independiente de la carta que se elija.

Proposicién 39 p(p,Jf) > 1 siy sélo si z € Cy.

Demostracién: En efecto, si z € |Cy entonces eso equivale a que |J f(2)] = 0 lo cual a su vez
equivale a v44c10g 7£(2) = 1. El enunciado reciproco se desprende directamente de la definicién
del niimero de Lelong. O

Definiciéon 103 La multiplicidad del jacobiano de f en el punto z se define como el limite:
lim up(p,J fMY™ y se denota como peo(z) siempre que esté claro que la multiplicidad es del
n—00

jacobiano de f, de lo contrario se puede usar la notacion poo(z, f).

Para establecer que la multiplicidad esta bien definida debemos probar que aquel limite existe
para cuyo efecto basta verificar que se cumplen las condiciones del Teorema Fuerte de Birkhoff
para la funcién p,(2) = pu(z, Jf™) :

pn : Cf C CP?2 — [1, +0c] donde %l‘glzu"" ="

Por otro lado, del Teorema de Siu {z : vgqc)j5=|(2) > k} es un conjunto analitico o equivalente-
mente en CP? dicho conjunto es un cerrado Zariski. Esto prueba el teorema:

Teorema 89 La funciéon un(z) es SCS en la topologia de Zariski.
Falta probar que p,(z) es un cociclo multiplicativo:

(5.19)

Usando |J f?*™| = |Jf™ o f™||J f™| en la expresion anterior se tiene:

w(p, Jf*™) = Vaderog|afrofm|(2) + Vdderog 17 fm(2)
= wlz,Jf"o f™) + w(z, Jf™).

Esto establece que la secuencia {x(z, J f™)}n>0 no es un cociclo multiplicativo. Para superar esta

dificultad construyamos una nueva secuencia: i, = ap,+b (a,b > 0) de tal modo que se cumplan

las condiciones que garanticen la existencia de lim El/” (esto porque po, existe siy s6lo si fioo
n—00

existe y ademds [io, = poo). De la relacién entre [i, y p, se desprende inmediatamente que e
es también SCS en la topologia de Zariski. Para construir tal secuencia probemos la siguiente:

Proposicién 40 La siguiente desigualdad se satisface, z € CP?;n,k > 0
(5.20)
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Demostracién: Usando el Teorema de Favre-Kiselman (véase [27],(64])3 que establece una
desigualdad de los niimeros de Lelong de una corriente cerrada positiva T" y su pull-back:

u(T,0) < p(f*T,0) < Cu(T,0), (5.21)
donde C para dimensién 2 es:
C =3+2u(0,Jf).

Hay que recordar que en el teorema, f se toma como germen holomorfo f : (C2,0) — (C2,0)
donde se han tomado coordenadas locales de tal modo que p = f(p) = 0.
Tomemos el lado derecho de la desigualdad (20) y reemplacemos f™ por f, T = dd€log |J f"|:

Volviendo a las coordenadas iniciales se obtiene el resultado O

De la Proposicion 40 se tiene:

I

3 +2u(p, Jf™ o f*) +2u(p, J f*)

3+ 2u(p, Jf*) + 23+ 2u(p, J f))u(f™(p), Jf™)
3(3 + 2u(p, J ™) + 2(3 + 2u(p, J ™)) (™ (P), I f™)
(8 + 2u(f™(p), JF™)][3 + 2u(p, J )]

Entonces 5, = 3 + 24, es un cociclo multiplicativo. Por el Teorema Fuerte de Birkhoff aplicado
a [t se tiene:

3+ 2#(17’ me+n)

A A

Teorema 90 Sea f : CP? O (mapa de grado d > 2) la secuencia fin = [i(p, Jf™)/™ converge a
Boo(P) = 1 y ademds poo © f = foo- St Poo(P) > 1 se tiene una de las siguientes posibilidades:

1. p es un punto critico (totalmente invariante) pre-periddico
2. Eriste una curva V tal que para alginn, ff(p) €V y m‘}’npoo = poo(p)-
Comentario 40 Como se sabe, para f : CP? (5 el grado del conjunto critico es 3(d — 1) por lo

que se infiere que la multiplicidad de Jf en un punto p es menor que 3(d — 1).
En general:

(5.22)
o bien:
0 <ulp,Jf*) <3(d*-1)peP (5.23)
Usando estas expresiones:
1 < pp, JfHY™ < B - )"
1 < pe(p) <d (5.24)

3El teorema en cuestién fue probado independientemente por Favre y Kiselman usando métodos distintos pero
en cierto modo complementarios. La exposicién de esos métodos rebasaria el alcance de este trabajo por lo que
remitimos al lector a las fuentes indicadas.
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Diametro asintético

Definicién 104 Sea el mapa f : CP? O (holomorfo de grado d > 2). El orden del primer
término no nulo en el desarrollo de Taylor de la funcion f en el punto z se denomina didmetro
local ¢(p, f).

El nombre de didmetro local proviene del hecho que si fijamos coordenadas locales tal que
z = f(z) = 0 entonces ((z, f) es el entero positivo més grande tal que:

|f(w)| < Alw|*®H) cuando w — 0. (5.25)
Para A constante positiva.

Proposicién 41 Para el mapa holomorfo f : CP* O se tiene:
C(Z, f) = Vddcloglfl(z)'

Demostraciéon: Basta usar la propiedad del ntimero de Lelong para el conjunto analitico
f(z)=0. o

Usando la proposicién anterior se tiene:

C(Z,fm+n) = Uddcddc]og |fru+n|(2),

luego usando la equivalencia del niimero de Lelong en un conjunto analitico:

o bien

(5.26)

Esto significa que ¢(p, f) es un cociclo multiplicativo.
Usando nuevamente el Teorema Fuerte de Birkhoff se tiene:

Teorema 91 Sea f : CP? O (holomorfa de gradod > 2). La secuencia c, = c(p, f*)/™ converge
a un nimero real coo(p) > 1. Ademds co © f = Coo Y St Coo(P) > 1 una de las siguientes
posibilidades se cumple.

1. p es un punto critico pre-periddico
2. eziste una curva fija V tal que f"(p) eV (n>0) y m‘}'n Coo = Coo(P)-
Probemos una propiedad sencilla para c(p, f):
Proposicién 42 Sea f : CP? OO (holomorfa de grado d > 2) luego
1 <c(p,f) <d paratodop € CP2.

Se tiene:
1 < cxo(p) < d.

Aqui tal como en el caso de e (p, f) , too(P, f) hemos simplicado la notacion de coo(p, f) escri-
biendo simplemente coo(p).

Mads ain, c(p, f) = d si y sdlo si p es homogéneo.
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Demostraci?)n:g Fijemos p = f(p) = 0 en C2, entonces en coordenadas locales de CP2: f =
[I;(g,}g] = [g+ % 1], donde R(0) = 1, P(E)) = Q(0) = 0 se tiene el mapa f en C2: f(¢) =
(R(C)’ -ﬁ% puesto que P,Q, R son a lo mas de grado d entonces 1 < c(p, f) < d. (de ahi se
deduce como se hizo para p.,) que:

1 < coo(p) < d.

Por otro lado la igualdad c(p, f) = d es equivalente a que las coordenadas de f en C? son
polinomios homogéneos de grado d, pero esto implica a su vez que el punto p es homogéneo. T

Desigualdades entre multiplicidades

Teorema 92 Sea el mapa f : CP? 9 (holomorfa de grado d > 2). Para cualquier p € CP? se
tiene:

2[c(p, f) — 1] < u(p,Jf) < 2[e(p, f) — 1], A(p, f) < e(p, f).

Ademds, de estas desigualdades se deduce inmediatamente (tomando el limite) que:

(5.27)

(5.28)

Demostraciéon: Probemos la primera expresion. Por simplicidad en la notacién durante esta
demostracion:

. f)=nr cp,f)=c, e f)=e.

Por ser un resultado local tomemos coordenadas tal que f(p) = p = 0, f = (f1, f2) entonces
fi(z) = fE(2) + O(|z|°*Y) (¢ =1,2) donde ff(z) es la parte homogénea de grado c. El jacobiano
9(f1.f2) tiene entonces una parte principal J f¢ de grado 2(c — 1) (o bien idénticamente nula ) de

9(21,22)
donde:

Jf(z) = Jfe(z) + O(23(c~1)+1),
Usando la definicién de p(p, Jf) en el punto z = p

w(p, J f) > 2[c(p, f) — 1]

Para probar la otra parte de la desigualdad; tenemos nuevamente coordenadas locales p = f(p) =
0.

Usamos el hecho que en un entorno del cero |f(2z)| > B|z|® para alguna constante B. Para
establecer esta desigualdad notemos que la funcién g(z) = #%'z—cﬁ es holomorfa en la bola U(0, €)
excepto z = 0. Usando una consecuencia del Teorema de Divisién de Weierstrass (véase [100])
se tiene que |f(z)| = |z||h(z)| donde h es holomorfa en U(0,€), de ahi g(z) = %I%% y |h(2)|
se anula en e — 1 puntos. Si h(0) = 0 y repetimos el mismo procedimiento se tiene por tanto
que g(z) es acotada en z = 0 (en particular g(0) = 0). De ahi, por el Teorema de Extensién de
Riemann (véase por ejemplo [100, 119]) g(z) es holomorfa en A(0, €). Tomemos la bola cerrada
A(0,€') C §(0,¢€). En esta bola g(z) alcanza su maximo y minimo valor. Sea 1/c # 0 el maximo
valor, entonces |f(z)|] > c|z|® en A(0, €') (véase también [38]).

Por otro lado, usando la desigualdad |Jf(z)| < D|z|* en un entorno de 0 y para una constante
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D > 0 (lo cual se deduce por un procedimiento similar al anterior), tomemos una bola B(r) que
satisfaga dicha condicién lo mismo que:

Vol f[B(r)] 2 Vol B(er®) = m&irte = Crrte,

(5.29)

y ademas se tiene al integrar:

Vol f[B(r)] = / )|Jf|2dV < D|z|*#dV

B(r)

(r
2 .

< DTZp/ dV = W_D,r2;l.+4 — DIT2”+4,

B(r) 16

donde B’, D’ > 0 son nuevas constantes. De las tltimas dos expresiones
1, 2p+4 ’, 4
D'r#7% > B'r?¢,

o bien . B
pde—a—zm 2 i = k>0
Haciendo r — 0 la desigualdad anterior se mantiene solo si: 4¢ —4 — 2y > 0 luego ¢ < 2(e — 1).

Probaremos finalmente que ¢ < /e. Usando para ello la definicién de ¢ en términos de corrientes:

e=v(0, f*%) = v(0,f*dd°log|z| A f*dd°log |z|)
> (0, f*dd°log|z|)? = v(0,dd"|f(2)[?) = 2.

Con lo que concluye la prueba. O

Corolario 35 El conjunto {co = d} esta incluido en {ex = d?} es finito y totalmente invari-
ante.

Demostracién: De c < /e se tiene que {Coo = d} C {€0o = d?} y como {ex = d?} es finito,
idem para {co, = d}. La invariancia se obtiene de co, 0 f = Coo. En efecto, sea g € f~!({coo = d})
eso implica que existe p € {coo = d} tal que f(g) = p. De coo(p) = d se tiene coo (f(q)) = coo(q) =
d. D

5.2.2. Conjuntos excepcionales

Sea un mapa f : CP? () (holomorfo de grado d). Definamos los conjuntos:

E, = U Vi, Vi es una curva algebraica irreductible para la cual, todo punto p € V; : po(p) = d.

]

E3 = {p/ cxo(p) = d}.

E, y Es se denominan el primer y segundo conjunto excepcional respectivamente, ademéas E, U
E> = £ es el conjunto excepcional total.

De los resultados obtenidos mas arriba se sabe que E; es finito y totalmente invariante. En esta
seccién estudiaremos otras propiedades geomeétricas y dinamicas de estos conjuntos.

Podemos interpretar intuitivamente la definicién de los conjuntos excepcionales. Para p € E; la
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bola con centro en p decrece mas rdpidamente (bajo iteraciones de f™) que en cualquier otro
punto fuera de E;. Para p € Fs el didmetro en una bola con centro en p decrece mas rapidamente
(bajo iteraciones de f™) que en otra parte (y por ende también el volumen) fuera de E2. De estas
consideraciones es posible intuir que £ es el conjunto de todos los puntos en cuyos entornos el
volumen y/o el didmetro de las bolas decrece més rapidamente que en otros puntos. Este hecho
sera de utilidad para la estimacién de volimenes, dicha estimacién se hara dentro y fuera del
conjunto excepcional.

El primer conjunto excepcional E;. De los resultados anteriores se sabe que coo < poo < d
en particular serd de interés estudiar el conjunto {coo < Moo = d}. Intuitivamente dado p €
{Ceo < Moo = d}, un entorno U(p) se contrae volumétricamente mas rapido que diamU (p) (bajo
iteraciones de f").

Esto implica que f"U(p) tiende a un conjunto unidimensional. Esto en términos dindmicos
significa que {coo < Moo = d} es "muy recurrente”.

Probemos el siguiente teorema auxiliar de interés por si mismo.

Teorema 93 Sea f : (C2,U) O un germen holomorfo. Sean Vi, Vs, --- , Vi las componentes i-
rreducibles de Cg. St coo(0) < p100(0) luego ezxisten ay,--- ,ax > 0 tal que :

(5.30)

i i

Demostracion: El operador f* estd definido sobre el espacio lineal generado por las corrientes
[Vi], donde [Vj] es la corriente correspondiente al conjunto analitico irreducible correspondiente
a los factores irreducibles ¢; de ¢ = J f los cuales son ademas mapas holomorfos y:

k
¢i°f=$i*n¢?j-

J=1

Para ciertos enteros t;; y ciertos mapas holomorfos 8,- teniendo que a: Yo)ync f = 0. de la
desigualdad de Lojasiewicz (véase [75]), existen constantes C,a > 0 tal que:

13O + 16(Q)] = CKI*

en una vecindad del origen. Tomando las multiplicidades en el punto 0: g, y ¢,, para un n fijo

se tiene que: f* = f,. + O([¢|"*!) y ¢ o f™ = ¢, + O(J¢|*»+!) donde f., es un polinomio
homogéneo de grado c,.

De las propiedades de las multiplicidades asintéticas se tiene que existen c, 4 que cumplen
Coo < €< 1 < oo tal que

Para n > 0 y para las constantes A, B > 0. De aqui se tiene entonces que para ( << 1
(definiendo |¢n| = |f™()]):

Ademas para constantes 7,,, n € N:

Sea ahora M la matriz de entradas t;; y sea p el radio espectral de M, sea ademas M™ denotada

como tg’). Se sabe entonces que para un cierto K se tiene que tf.;-‘) /p" < K. Ademas para
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n suficientemente grande tal que Ac™ < Bu" se tiene la siguiente estimacién para |<5,~(cn)|;

|$j(Cn)| > Cl¢nl® — |@(¢n)| = CCEIC1A"| > C"|¢|A<™ Para ciertas constantes Cl, >0.
De ahi tenemos:

(C"H—l) = : (Cn)'

Asi mismo se tiene una expresién matricial andloga para |¢(¢)| Usando entonces la induccién
para 1 <t < k se tiene las siguientes expresiones andlogas para |¢| y |¢s]:

Afc it i1
CICIM T < |p(Cns1)| < Tasa|C]BETT

Como ( es arbitrario y haciendo tender n al infinito se obtiene que p > p y por tanto p > poo(0)
Para finalizar s6lo hay que usar el Teorema de Perron-Frobenius que establece la existencia de
un vector propio de componentes positivas (a1, - - - ax) asociado a p por lo que se tiene finalmente
que:

El teorema principal de esta seccién es:

Teorema 94 Sea un mapa f : CP? OO (holomorfa de grado d > 2), se tiene que E; consiste de
la union de todas las curvas totalmente invariantes (no necesariamente irreducibles) mds aun
E; es la cerradura Zariski de {Coo < poo = d}.

Demostracion: Sea V una curva totalmente invariante. Mostraremos que V C FE,. Para ello,
empecemos tomando p € V'\ En donde En es un conjunto finito que depende de n > 1. Tomemos
en un entorno de p coordenadas locales tal que p = (z,w) f*(p) = (2%",w). De tal forma local
de f™(p) se deduce que p(p,Jf*) =d™ —1en V \ E(n). Como pu(p,Jf") es SCS en la topologia
de Zariski se tiene que pu(p, Jf™) > d™ — 1 se verifica en cualquier entorno p € V' \ E(n) de donde
para p € V: py = d es decir p € E;.

Reciprocamente probemos que E; sélo puede contener curvas totalmente invariantes. Para ello
tomemos una componente irreducible V' C E; y probemos que V pertenece a una curva total-
mente invariante (en particular V misma). Procedamos de la siguiente forma:

Supongamos por un instante que se prueba la siguiente inclusién: {co, < poo = d} C E; (esta
inclusién no es trivial pues {coo < oo = d} podria contener puntos aislados fuera de curvas
invariantes) de ello se deduciria que E1 — {€Coo < Hoo = d} C {Coo < Poo = d}¢ = {Coo = d}.
pero {co = d} es finito lo que implica que la clausura de {ceo < poo = d} es E;. De este modo
V C {ceo < oo = d} es decir V estd incluida en una curva algebraica la cual por la discusién
previa es invariante (si f(¢g) = p € E1 — {€oo < oo = d} luego coo(f(q)) < Loo(f(q)) = d).
Tomando cerraduras se obtiene lo afirmado en el teorema.

La prueba se reduce a establecerr la inclusion:
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Sea p € {coo < Boo = d}, entonces por el Teorema Ergédico Fuerte, p tiene dos posibilidades.
Analicemos la primera:

i) p es pre-periédico, luego paraunm >0 m € N: f™(p) = g€ Cy; y ¢ = fN(q) (N es el tamano
de la 6rbita de g). Basta mostrar que p € {cxo < Hoo = d} pertenece a alguna curva invariante
pues por lo probado en la primera parte del teorema p € F,;. Para esto consideremos la union
W de las componentes criticas irreducibles que pasan por p (la cual es una unién finita por
cuanto el mimero de componentes irreducibles de un conjunto anilitico es finito (véase [14])).
Supongamos que W es invariante bajo fV luego la curva Wl = WU fW ... U fN-1W es total-
mente invariante respecto a f y ¢ = f™(p) € W'. Entonces de f™(p) € W’ mas la invariancia
de W' se deduce que p € W’ lo cual es el resultado buscado. Falta entonces sélo probar que
W es totalmente invariante segiin fV. Para ello, de acuerdo al teorema anterior es suficiente

que exista ai,asg, - - ,ar > 0 tal que fN° Zai[Vi] > dV Z ai[V;] donde V; son las componentes

e 2
irreducibles de C;. En efecto se verifica si coo(g, fV) < poo(g, fV).
Comprobemos ahora que se cumple la condicién ¢ (q) < oo(q) para fN. En efecto:

= Mim (g, (FY)Y)Y" = (Mim (g, FNVNN
= (oo NV = oS ™D = [Hoo (PN = aV. (5.31)

Analogamente para Coo:

(5.32)

ii) Examinemos a continuacién la segunda posibilidad para p: para una curva W C Cy, f™(p) €
W donde mul:_n Moo = Moo(p) = d. Puesto que f*[W] > I[W] para Il maximo (2 < ! < d). Puesto

que | = d entonces W es invariante por lo que, de f™(p) € W se infiere que p € W y de
ahipe W. m

El siguiente corolario es una consecuencia inmediata de lo expuesto:
Corolario 36 E; es la unién de a lo mds tres lineas en posiciéon genérica.

El segundo conjunto excepcional Es. El conjunto E> resulta ser mas complicado de analizar
que el conjunto F; , el teorema siguiente es un resultado parcial 1itil para el trabajo posterior.

Teorema 95 El sequndo conjunto excepcional E2 estd formado por los puntos:
i) p € E{ con peo(p) = d, o bien
it) de orbitas periddicas totalmente invariantes de f en E;.

Mds atin E; es finito, totalmente invariante y superatractivo.

Demostraciéon: Se ha establecido que F2 es finito y totalmente invariante.Si consideramos
ahora un punto cualquiera p € E; se tiene de f"p = p que cualquier punto es super-atractor va
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que la expansion de f™ se anula para c(p, f) > 2.

Probemos ahora que un punto p € E; es tal que la multiplicidad asintética del jacobiano es
igual a d. En efecto: sea primero p € Ef; de acuerdo a ello si p € E; se tiene que de coo(p) = d
se deduce que g (p) = d. Reciprocamente, sea po(p) = d, luego por el Teorema 94 se tiene que
si p € E entonces p € {Coo < Poo = d} por lo que p € {coo = d} = E;.

A continuacién sea p € E; Debemos probar que coo(p) = d si y sélo si p es periédico y su
orbita es totalmente invariante. Asumamos que p € E; estid en una de las lineas totalmente
invariantes. Supongamos ademds que esta linea es {W = 0} (lo cual se puede obtener por una
rotaciéon de coordenadas) y analicemos el comportamiento de las iteraciones de f en esta linea
(en particular para p € E1): sea R = f|w=0, entonces R es un mapa racional de grado d y al
anularse algunos términos para W = 0 se tiene ¢(p, f*) < ¢(p, R"*). Como R depende sélo de una
variable ¢(p, R") = e(p, R™) < d, pasando al limite coo(p) = €co(p, R) = d. Este iltimo hecho
implica que p pertenece a una drbita totalmente invariante.

Reciprocamente, sea p € F1 que pertenece a una drbita periédica totalmente invariante para f.
Después de reemplazar f por f2? se puede asumir que p = (0,0) es un punto fijo para R y debido
a esto podemos escribir:

f(z,w) = (22 + wQ)(1 + n), w(1 + 7))

en coordenadas locales ( = (z,w), para @ holomorfa y también 7(0,0) = 0. De ahi por tanto
c(p, f*) > d™" 1, y finalmente c, = d. Con esto culmina la prueba. m]

5.2.3. Estimaciones de volumen fuera del conjunto excepcional

Sea E un boreliano en CP?. Estudiaremos una cota inferior para f*(E) tal que para todo n € N
se tiene que f*(F)N = @. Donde 2 es una vecindad del conjunto excepcional £. Esto es siempre
posible ya que basta tomar F fuera de la base de atraccién de £.

Teorema 96 Sea el mapa holomorfo f : CIP? O de grado d > 2, y sea fijada una vecindad abierta
Q D & del conjunto ezcepcional entonces existe una constante A < d y constantes c;,c2 > 0 tal
que:

(5.33)

Para cualquier conjunto de Borel E C CP? y cualquier enteron > 0 que verifique E,--- , f*(E) C
CP? — Q.

Antes de hacer la prueba estableceremos una cota inferior para Vol f(FE) en términos de Vol (E)
y una cota superior para las multiplicidades del jacobiano.

Proposicién 43 Sea f : CP? () (mapa holomorfo de grado d) , K compacto en CP?, E C K
boreliano y definamos la mdrima multiplicidad en dicho compacto: 75(K) = max{u(p,Jf),p €
K}. Luego para € > 0 eziste una constante ce > 0 tal que:

Vol f(E) > ce(Vol E)1+7s(K)+e, (5.34)

Demostracién: Aplicando el Teorema de Kiselman-Skoda a la funcién log |J f| en cada carta
de un atlas de CP? se tiene que: Vol (K N {|Jf|? < t}) = Vol (K N {|Jf| £ Vt}) < cae®Vl
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donde a < 2[sup v(z,log|Jf|)]™!, pero de v(z,log|Jf|) = v(z,dd®log|Jf|) = u(z,Jf) se tiene
zEK

que a < ;%K—) o bien para un € > 0 adecuado a < m%;; < 331?5' Escribamos 7. = 74(K) + €
y por tanto tenemos finalmente:

Vol (K {|Jf]2 <t}) <cctl/™, ¥Yt>0.
Teniendo en cuenta la desigualdad de Chebyshev para una funcién positiva f(véase [51]):
/ f2t(VolE — Vol {f < t}), para todot > 0,
E

se tiene:

1 t
Vol 1(B) 2 35 [ 171 = FIVol E- Vol {lf7 <)),

tomando t: c.tY/™ = %Vol FE obtenemos:
¢ / 147
Vol f(E) 2 §E§VOZE >cl(VolE)
, donde ¢, = WI%?EZF‘ m

Proposicion 44 Para las condiciones del teorema anterior eziste p < d y ¢ > 0 tal que:

(5.35)

para z € E° y cualquier entero n > 0.

Demostracién: Basta analizar para z € Cy — E; (puesto que p(z,Jf) se define en Cy) esto
equivale a analizar el cumplimiento de la desigualdad en las componentes irreducibles de Cy que
no estdn en FE, (en FEj la desigualdad se cumple ya que suponiendo lo contrario tendriamos que
u(z,J f™*) > cp™ por lo que pasando al limite po, = d > p lo cual contradice la suposicién p < d).
Sean las componentes de C¢: V1, -+ ,V, y tomemos z; € V;, entonces 100 (2;) < d. Fijemos A € R,
A < d tal que mfix Loo(2i) < A (en particular si mzjcix Loo(zi) =d — 1 entonces d — 1 < A\ < d).

Bajo estas condiciones es posible encontrar una constante ¢ > 0 tal que
(5.36)

(De lo contrario peo(2;) > A lo que contradeciria las condiciones en las que se eligié \.) Consi-
deremos ademas el conjunto Fn = {z € CP?\ &, pu(z, JfV) > cAV} es decir el conjunto de los
z fuera del conjunto excepcional £ que no satisface la desigualdad en cuestién para un N que
serd elegido convenientemente luego. De la definicién de F) se tiene que es a lo sumo finito.

Examinemos el comportamiento de p(z,Jf") en la érbita {z, fz,---, f*z}: Para ello primero
supongamos que {z, fz,---, f*z} N Fny =0. Tomandon > N, ,n=kN +1l, 0<I< N -1se
tiene '

wz, I = w2, IV = u(z, I + p(z, TN o f1)

< w(z, JfY + [2u(z, IOz, TFEN). (5.37)
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Pero 3 + 2u(z, Jf!) = fi(z, J f*) es un cociclo multiplicativo, de ahi se infiere que:

k—1

3+ 2u(f'2, ) < [TB + 26772, 7 5M)) < (3 + 2eAM)E.
7=0

Usando esta expresion y tomando cy = mé.x2 w(z,J V) se obtiene que:
zeCP

p(z, Jf*) < en + (Ben +2)p(flz, JFNF)
< on + (Ben + 2)(u(flz, TFVF) 4+ 2/3) — 2/3(3en +2) < (v + 2/3)(3 + 2cAM)%,

Tomando ahora A < p < d y para N suficientemente grande 3+ 2cAN < pV. Sea ademis n = Nk
y ¢ = 3cn + 2 se tiene lo buscado.

Supongamos ahora que {2, fz,---,f*(2)} N Fn # 0. Paran > N y puesto que FyNE = 0 se
tiene que para todo p € Fp:

p, Jf") <A™
Sea ahora f°z € Far con s el mas pequeno niimero posible, entonces:
p(z, J ") < p(z,Jf°) + pu(fz, T %) (3 + 2u(z, J £*))
< eX®+ (34 2eA%)(eA™7®).

Para A\ < p < d y n suficientemente grande se obtiene el resultado. O

Comentario 41 Los puntos del conjunto Fy para N € N no influencian en el comportamiento
de p(p, Jf™).

Procedamos a la demostracion del teorema:

Demostracion: Para p y c definido en la proposicion anterior consideremos un N adecuado
tal que para dicha constante ¢ > O:

cp” < dVN fijemos B < d tal que cpV < BN < dV. Apliquemos la cota inferior de vol(fN E) con
K = CP?\ Q:
Vol (fNE) > ce(Vol (E))!* 1 (K) + €.

Pero de la proposicién para la cota superior de p(z,Jf") se tiene que 7y~ (K) < cp¥ < AN,
Luego para un ¢ adecuado:

para un conjunto de Borel E C CP? \ Q.
Del mismo modo, para 0 < j < N — 1 podemos encontrar t, t/

Vol (f’E) > t'(Vol (E))t.

En efecto, basta tomar de cada desigualdad Vol (f'E) > k;(Vol (E)))‘d, donde ¢ = min{¢;},
t = min{\%} o bien k = max{\9}.
Probemos ahora que existe una acotacién para cualquier n. Sean = kN + 1, entonces: | < N — 1
Vol(f(E)) = Vol(f{(f*NE)) 2 t'(Vol (f*VE))*
4 t’[(vol (E))AkN CAN+A2N+"‘+A(k_1)N]t
d(Vol (E))>*".

Pero para n suficientemente grande tA*N ~ ¢; A", De donde finalmente Vol (f*(E)) > (c¢"Vol (E))1*".
O

b
>
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5.2.4. Comportamiento dinamico de un niimero de Lelong

Para la estimacion de volimenes sera necesario conocer el comportamiento de:

cuandon — oo y S es una corriente cerada y positiva. En el caso que S tenga un comportamiento
regular, es decir su potencial u es tal que u # 0o en una componente irreducible de F; v ademas
sea acotado en cualquier punto de E; N E», el nimero de Lelong del pull-back iterado de S tiende
a cero. En efecto, si V es una componente irreducible de E;, esto es, como ya se ha probado,
una linea compleja, entonces se puede entonces asumir que V esta fijado para f y por lo tanto
R = f|y induce un mapa racional de grado d. Introduzcamos una medida de probabilidad
mg = S|y a través de la curva V. Entonces se tiene usando la spropiedades del pull-back de una
medida de probabilidad:

Pero de la segunda condicién mg no carga a las Orbitas totalmente invariantes de R pues e lo
contrario la medida seria atémica en los puntos de Ej} N E; lo cual contradice la hipdtesis que el
potencial de S es acotado en dichos puntos. Por otro lado es posible encontrar un A < d tal que
para un n > 0 bastante grande y algin p € V' \ E; se tiene que e(p, R"*) < A™. De ahi se obtiene:
SUDe g, Yanje5(P) < (A/d)™ — 0 cuando n — 0o

Probemos este resultado ahora bajo condiciones mas generales:

Teorema 97 Sea f : CP? (9 un mapa holomorfo de grado d > 2 y sea S — w + dd°y una
corriente positiva en CP? tal que

- S no carga ninguna componente de E;
El nimero de Lelong en p € E1 N E; es tal que vg(p) = 0.

Luego supg, v(p,d™"f**s) — 0 cuando n — oco.

Comentario 42 La segunda condicién para S es satisfecha inmediatamente por una corriente
S que cumple las condiciones del teorema de Favre-Jonsson puesto que el potencial acotado en
una vecindad de E3 implica vs(p) = 0 donde p € Es.

Demostracién: Tomemos una de las rectas irreducibles V de F; y consideremos R = f|v.
Cubramos V con un numero finito de cartas coordenadas U; de tal modo que si (2;,w;) € Ui
entonces V NU; = {z; = 0}. De acuerdo a esto, localmente en el conjunto f~!(U; N Uj;) el mapa
f puede ser escrito como:

Usemos ahora coordenadas locales tal que p = f(p) = 0 entonces la funcién f(z,w) queda como:
f(z,w) = (2%(1 + O(|2])), w* (1 + O(jw]) + O(lz|)(1 + O(|z, w]))).

con k = e(p, R).
Con f expresado de este modo, podemos establecer directamente que existen constantes c.c’ > 0
tal que paraa: 0 < a <1

(5.38)

173



Esta dltima inclusién nos servira para inferir la siguiente desigualdad para los nimeros de
Kiselman de d~! f*s:

i d+1)
A7 s (d+ 1) = lim AT
v(p f*s, (a,d + )) ,-l_r,% dlogr A(,.l/a)iulf(rlldﬂ)MOf

d
< g 24H1D) sup
r—0 dlogr A(erd/a)x A(e'rk/(d+1))

= kv(f(p): s, (a/d,(d+1)/k))

Finalmente:

v(p,d”'f*S,(a,d +1)) < v(f(p),S,(ak/d,d+1)). (5.39)
Usando esta desigualdad para estimar el comportamiento asintético del nimero de Lelong de
d—nfn‘S ;
v(p,d™"f*S,) v(p,d™"f*S,(1,d + 1))
v(f"p, S, (e(p, R™)/d",d + 1))
sup ¥(p, S, (e(p, R")/d",d + 1))
peV

IANIN A

La primera desigualdad se deduce de la desigualdad v, (p, (@1, @2)) > min(a;, az)v,(p) (véase
el corolario 26). La segunda corresponde a la desigualdad 5.39. Por otro lado, si seguimos el
argumento que usamos para probar tal desigualdad, se puede fijar para un n suficientemente
grande \ < d o bien e(p, R") < A™. Continuando entonces se tiene que:

sup»(p, S, (e(p, R")/d",d + 1)) < supv(p, S, ((A/d)",d + 1).
peEV pEV

Usando ahora el teorema 75 se tiene finalmente el resultado esperado.

5.2.5. Estimaciones de Volumen dentro del conjunto excepcional

Teorema 98 Sea un mapa holomorfo f : CP? ) de grado d > 2 y sean Q; (i = 1,2) vecindades
abiertas de los conjuntos E1, E2. Luego ezisten ¢ > 0 y un entero N > 1 tal que

Vol (f™(E)) > (cVol (E))¥".
Para cualquier boreliano E C CP? tal que E, f*(E) C Q; \ Q2 y un enteron > N.

Demostracion: Usemos la desigualdad de Chebyshev para establecer la siguiente acotacidn:
1 1
VoL(™EN 2 i [ 1T 2 grta(Vol (B) = Vol (7 < ta)).

para un t, que sera precisado luego.

Ahora es necesario conocer el comportamiento de Vol {|Jf*|? < t,} cerca a E;. Como el resul-
tado es local tomemos p € E; p = (0,0) y E; sera ya sea w = 0 zw = 0 Tenemos entonces que
analizar la estructura del jacobiano, por lo que éste puede ser escrito como:

k
Jf(z,w) = w? ! H(z — ai(w)),

1=1"

174



donde 1 < k < d — 1 es la multiplicidad de z = 0 como punto critico de la funcién f|,=0 y
a,-(O) = 0.

Acotemos el volumen del conjunto Qs = A2%(0,1) N {p: |Jf(p)| < s} donde A2(0,1) = A(0,1) x
A(0,1) , para cualquier s > 0,ademés p = (z,w). Estimemos primero :

k
Area{z € A(0,1) : |H(z —ai(w))| <1} < EArea{l(z — ay(w))| < TV/F)
1=1 i

< Ccril*,

donde 7 < sups2(z—ai(w)) = M y C es una constante positiva. Integrando y usando el Teorema
de Fubini:

(s/M)/(4=1)
Vol () < 27r/ rdr+
- 0

! 1
Area{]| | |(z — as(w))| < ———}rdr < CsaT 4 c’sk/ PP C Vg
/<s/M)7‘T 1} ’ o

Ahora veamos todos los posibles casos para terminar el cdlculo de esta integral.
Empecemos con el caso k < d — 1:

(2— 2gd—1) y _
Se tiene que el segundo término es tal que: Cs* sT"f C’sdl 1, de donde

VolQ, < Cs®1.

Sea ahora k =d — 1. ) . )

Entonces el segundo término es acotado por C's3-T log(sd-1) = Csd-Tlogs. Y de ahi Vol Q; <
Csa1 log s.

De lo cual se deduce la acotacién:

Vol {p € Q, : |Jf(p)| < s} < Csaziloes

Ademas, para n > N (N prefijado) se tiene que todos los puntos criticos de f*|,—o a excepcién
de los puntos situados en E3 (los cuales poseen multiplicidad méaxima) tendran multiplicidad
menor que d® — 1, entonces repitiendo los calculos hechos arriba se tiene que existen constantes
C,. que verifican:

Vol{pe Q1 \Q2:|Jf*(p)| <s} < Cnsdn_z_llogs‘

Una vez obtenida esta estimaciéon retomemos la estimacién hecha al principio con ayuda de la
desigualdad de Chebyshev. Fijemos para N < n < 2N las magnitudes ¢,, de tal modo que sa-

tisfagan C, lt“'ﬁ:T = 1Vol E. Entonces:
Vol (f*(E)) 2 / |Jf? > ——-t,.(vOz(E) Vol {|Jf*|? < ta})

> _—’;-vOzE > Cp(Vol E)T",

para un C), que depende de Ch,. DO
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5.3. Prueba del Teorema Fundamental. Corolarios
Probaremos por contradiccién. Asumiendo la expresion

(5.40)

llegaremos a una contradiccion.
Fijemos vecindades abiertas §; para E; (i=1,2), ademas por la naturaleza super-atractiva de FE,
podemos considerar f(£2;) C ;. consideremos los tres casos para f"B

a) f"BC Qs
b) f*B C (2; UQg)°
c) f*BC O\ Q.

Procedamos con el caso (a). Por la suposicién del teorema, u estd acotado en Q3 y esto con-
tradice inmediatamente la expresién 5.40 puesto que para un n; dado se tendria que f™ B C 0.
Pasemos al caso (b) Del Teorema 96:

(A< ad).

Considerando el Teorema de Kiselman-Skoda, tomemos un compacto K C (; UQ2)¢ y teniendo
en cuenta que 3 < 2 [supy t4,(2)]! (es decir supy 1y, (2) < %) luego:

Vol (f"B) < Vol {u < —ad"} < cgexp(—Lad™),

y haciendo ¢;Vol(B) = e B (Ba > 0, k > 0) para algiin n. Pero esto es una contradiccién
puesto que A\ < d.
Finalmente el caso (c¢): de acuerdo al Teorema 98, siendo "B C €; \ Q2 se tiene que

Vol (f"B) > (cVol(B))¥. (5.41)

Necesitamos ahora una acotacién superior del Teorema de Kiselman-Skoda para Vol (f®B). Sin
embargo para hacer esto es necesario ante todo que tengamos una cota superior para 14,(z) en
Q; \ Q2. Para esto procedemos del siguiente modo:

fM™B < Vol{uo f™ < —ad"} (m fijo)

™ ™B < Vol{d ™uo fm™< —ad"™ ™}. (5.42)

La funcién d"™uo f™ es el potencial de la corriente d~™ f™" S por lo que de acuerdo al Teorema
97 existe B > 0 (arbitrariamente grande) y m prefijado, tal que:

supv(p,d"™ f™"s) < 2/,
Es
entonces usando nuevamente el Teorema de Kiselman-Skoda:

(cVol (B)YF ™ < Vol f* ™B < exp(—Bad™™ ™).

Tomemos ahora ¢ Vol B > exp(—a/3) para obtener una contradiccién.
a

Demostracién: (Del Corolario 1) (Equidistribucién de pre-imdgenes de curvas) Tome-
mos una curva C de grado k > 1 su corriente de integracién es k~![C]. Puesto que satisface
las hipdtesis generales del teorema para una corriente entonces solo se debe comprobar que se
cumplen las condiciones respecto a los conjuntos excepcionales:
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a) No contiene una componente irreducible de F;
b) No intersecta al conjunto Fs.

En efecto, la primera condicién se cumple debido a la estructura lineal de E; mientras que la
segunda condicién proviene del hecho que los puntos de E2 so super-atractores Luego el conjunto
de curvas que satisfacen (a) 6 (b) es un subconjunto propio algebraico del espacio curvas CPV.
ya que se puede definir un polinomio en dicho espacio que cumpla las condiciones anteriores. O

Demostraciéon: (Del Corolario 2) Primero definamos
H = {f holomorfa de gradod: & = E; U E; # 0},

el cual también es un conjunto algebraico en el sub-espacio Hq C CPV. Ahora es necesario
mostrar que existe al menos un elemento g € Hy \ H para el cual su conjunto £ es vacio.
Recordemos que un mapa que no contiene puntos criticos periédicos tiene automaticamente su
conjunto excepcional nulo, por ello para construir tal mapa tomemos el conocido mapa de Lattés
en CP! : R(z) = (z — 2/2z)? el cual no contiene puntos criticos periédicos. Construyamos ahora
el mapa h : CP! x CP! O definido como h(z,w) = (R(z), R(w)). Este no posee puntos periédicos
criticos y tiene grado topolégico d2. Considerando ahora que el espacio cociente de CP! x CPP por
la simetria (z,w) — (w, z) es isomorfo a CP? y ademas el mapa inducido por A en el cociente es

holomorfo y sin puntos periddicos criticos.Este es precisamente el mapa que estamos buscando.
O

5.4. Conjetura de Favre-Jonsson sobre la estructura de FE,

La conjetura de Favre-Jonsson sobre el conjunto FEs, establece que éste sdlo consiste de los
siguientes tipos del siguiente tipo de elementos:

a) Puntos totalmente invariantes en curvas totalmente invariantes (con lo cual en particular
estarian en E;)

b) Puntos homogéneos.

En esta seccion usaremos esta conjetura para mostrar que se puede obtener con ella una carac-
terizaciéon completa de la configuraciéon del conjunto excepcional.

Configuraciéon de conjuntos excepcionales.- Se ha visto que si se acepta la conjetura de
Favre-Jonsson sobre el conjunto E» se llega a una caracterizacién completa del Problema de la
Convergencia hacia la Corriente de Green en CIP2, mas atin, como se mostrard en esta seccién,
también se hace posible la caracterizacion sencilla de todos las posibles configuraciones de los
conjuntos E; y E5. En el trabajo conjunto de Briend, Shishikura y Cantat se probé el conjunto
excepcional E' tiene una estructura lineal en lo que respecta a sus componentes conexas, mientras
que la naturaleza de sus puntos discretos queda aiin desconocida. Enunciemos el teorema en
cuestion (para los detalles véase [10] o bien también puede consultarse [13]):

Teorema 99 (Briend-Shishikura-Cantat) Sea f : CP* — CP* holomorfa entonces cualquier

variedad irreductible completamente invariante es lineal. El conjunto excepcional es por tanto la
unidn finita de sub-espacios lineales de CP¥.
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De este modo, en el caso de las iteraciones complejas en CP? las variedades irreductibles comple-
jas pueden ser tanto rectas complejas como puntos. En dimensiones superiores £ > 2 se puede
establecer, en general, la configuracion del conjunto excepcional cuando f admite k + 1 hiper-
planos completamente invariantes. En este caso los hiperplanos esta en posicion general. En
caso que los subespacios lineales tengan dimensién inferior se desconoce su configuracién (una
manifestacion de esto es, sin embargo, la estructura F» conjeturada por Favre y Jonsson).
Estos hechos muestran la complejidad que tiene la caracterizacién completa del conjunto excep-
cional, aunque la caracterizacion completa del Problema de la Convergencia ha sido obtenida
recientemente por V. Guedj sin hacer uso de la hipétesis acerca de la estructura de Ey [46],[47].
Procedamos a usar la respuesta afirmativa de la conjetura de Favre-Jonsson y el Teorema de
Briend-Shishikura-Cantat para caracterizar ambos conjuntos excepcionales. Para simplificar de-
notemos: zg = [1:0:0,, wo=[0:1:0,t=[0:0:1y!l, ={z =0}, l, = {w = 0},
li = {t = 0}. Adems4s nos limitaremos a analizar aquellos mapas que mantienen invariante cada
elemento de E; y Es.

Primero es necesario establecer que la interseccion de dos componentes de F;, es un elemento
de E;. En efecto, puesto que cada componente es la cerradura (Zariski) de una componente de
{€x < Boo = d} entonces para un punto p interseccién de dos componentes debe verificarse que
Coo(p) = d lo cual prueba que p € E,.

Pasemos ahora a probar que si Fy tiene dos puntos homogéneos p, ¢ entonces E; contiene a
Lpq (la linea que pasa por p y q). En efecto, tomemos f_leq, como p, ¢ son homogéneos
entoces el conjunto de preimagenes contiene todas las lineas que pasan por p y ¢ y tomemos un
levantamiento de f para el cual F(Lpq) = L (F es el levantamiento de f). De acuerdo a este
ultimo hecho L, puede contraerse a un punto (para simplificar el analisis) y el mapa inducido
se puede representar como el mapa CP! x CP!. Si tomamos (p,9) = (20, wo) entonces el mapa
sera de la forma f = [P(z,t) : Q(w,t): tY] y I; C E.

Finalmente puesto que E; contiene a lo maés tres rectas invariantes en posicién general entonces
E5 contendra a los mas tres puntos.
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Apéndice A

Dinamica local

A.1. Descripcion topolégica

Convengamos denominar sistema dinamico al par formado por un conjunto y la familia o repre-
sentante de la familia de transformaciones que actiian sobre él. En este trabajo estamos intere-
sados en la accién de las iteraciones de un mapa holomorfo f sobre una variedad compleja M.
Denotemos este par por (M, f). Para definiciones bésicas de conceptos como 6rbitas, periodici-
dad, cuencas de atraccién y repulsién,conjuntos limites, etc., véase [61].

Puntos fijos atractivos y repulsivos.- Sea a un punto fijo de f : CP* — CP*, es decir
f(a) = a. Necesitamos una descripcién del comportamiento de los puntos en una vecindad del
punto a. Por medio de coordenadas locales (V;, h;), podemos considerar la copia local de f en
CF a la que denotaremos por f (véase las Sub-secciones [1 2.1] y [1.2. 3])

Es claro que un punto fijo para f induce un punto fijo de f, en efecto fh; = h;f luego fhi(a) =
hi(a) es decir f(a) = @. Reciprocamente un punto fijo de f induce uno en f.

En lo ulterior sin perder generalidad consideraremos la carta (U, hg), es claro que todo lo dicho
se extiende a cualquier otra carta sin ninguna restriccion.

Primero introduzcamos la nocién de punto fijo atractivo y repulsivo.

Definicién 105 Sea F' un mapa holomorfo en CP¥ y a un punto fijo. Se dice que a es un punto
fijo atractivo (repulsivo) si el médulo de todo los valores propios de la matriz jacobiano J f(a)
son menores (mayores) que 1. En caso que los valores propios sean nulos, el punto se denomina
super-atractivo.

Comentario 43 Asi dados los puntos fijos atractivos corresponden a el tipo de puntos hiperbdli-
cos. Un punto mixto con valores propios mayores y menores que la unidad denominado punto
silla en la bibliografia (véase por ejemplo [61]) no sera considerado en esta seccidn.

Comentario 44 En la teoria de iteraciones en CP! se define un polinomio f(z) hiperbélico
como aquel en el cual el conjunto post-critico es absorbido por el conjunto de drbitas atractivas.
De manera formal si JNUSZ, f*(Cp) = @ (donde Cy, es el conjunto critico de f y Jes el conjunto
de Julia). Esta nocién es equivalente en dimensién 1 a la de un mapa con caracter ya sea
expansivo o contractante lo cual equivale a su vez-a |f’(a)| # 1 (donde a es el punto fijo). En
la teoria multidimensional en CIP* no es claro que el conjunto post-critico se comporta de modo
que Cy C Ff (conjunto de Fatou de f), en particular la existencia de puntos sillas (en los cuales
el espacio tangente se parte en la suma de Whitney de dos sub-fibrados) presenta dificultades
no existentes en el caso unidimensional.
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Enunciemos el siguiente resultado en C¥:

Proposicion 45 Un mapa holomorfo f tiene un punto atractivo a si y sélo si existe una vecin-
dad V, con la siguiente propiedad: f(Vo) C V,, y f*: Vo — V, (n=1,2,--- ) es uniformemente
convergente a el mapa constante g(z) = a.

Para la prueba, véase [85].
De la equivalencia biholomorfa local entre C* y CP* es posible establecer que ambas dindmicas
son equivalentes localmente.

Corolario 37 Sia es un punto fijo atractivo del mapa f : CP? O entonces eriste una vecindad
de a tal que f(V,) C V, y ademds f™ : Vo, — V, converge uniformemente al mapa constante

J(z) = a.

Demostracién: Sea a un punto fijo de f en CP* entonces h;1(a) es un punto fijo para f en
CF. De la proposicién anterior, para un entorno V' de dicho punto se verifica que f (Vycv,
entonces de la conjugacion local f(V) C V donde V C hy vy y V es un entorno de a. Del
mismo modo, puesto que f™ o h; 1(z) € V donde V es un e-entorno de h;(a) y z € V entonces
f™(w) € V para un €;-entorno de a (weV). O

Si a es un punto fijo repulsivo, del Teorema de la Funcién Inversa podemos aplicar los resultado
anteriores a f~!. El siguiente corolario es valido:

Corolario 38 Sia es un punto fijo repulsivo de f entonces eziste una vecindad V,: f(Vo) € V,

Demostracién: Puesto que |Jf| # 0 (ya que de otro modo el punto seria super-atractivo)
entonces por el Teorema de la Funcién Inversa tomemos un entorno suficientemente V, donde
f —1 existe. Como f _1(a) = a entonces a es un punto atractivo para f —1, Del resultado anterior,
para un punto fijo atractivo existe V) C V, tal que f_;(V)/) C V.. De aqui se tiene que V, C f(V)
lo cual a su vez implica que f(V]) € V. O

Comentario 45 En el caso de una érbita periddica, todos los puntos de la trayectoria com-
parten las mismas propiedades descritas arriba (atractor, repulsor, etc). Esto se debe a que
todos los puntos comparten los mismos valores propios del jacobiano. Eso puede comprobarse
aplicando la regla de la cadena.

Invariancia y recurrencia Introduzcamos los siguientes conceptos:

Definicion 106 Sea A un abierto en un variedad compleja M. Sea ademds f : M — M una
aplicacion compleja suave. se dice que:

- A es invariante hacia adelante si f(A) C A.

A es invariante hacia atrds si f~1(A) C A.

- A es completamente invariante hacia atrds f~'(A) = A, A es completamente invari-
ante hacia adelante f(A) = A. A es completamente invariante si ambas invariancias se
cumplen.

- Un punto zp es no errante si para toda vecindad V,, eziste n € Z (n > 1) tal que V,, ™
™ (Va) # ¢ . Un conjunto es no errante si todos sus puntos son no errantes.
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- Un conjunto se denomina recurrente si para todo entorno V, de un punto arbitrario z € A
eriste n) < ng < --- < n; < .... tal que fP(V,)NV, # ¢ . St f*(V,) C V, entonces A se
denomina fuertemente recurrente.

- Un punto z € A es errante si eziste una vecindad V, tal que para todor € N : f7(V,)NV, =
0.

Comentario 46 Los conceptos de invariancia son en general conceptos globales. Si A ¢ CP*
esta dentro de uno de los entornos fundamentales U; C CP* entonces siendo A invariante (en
algiin sentido de los descritos arriba) implica que su copia holomorfa en C* es invariante en el
mismo sentido. Si A ¢ U; entonces no se puede afirmar que haya una copia de A en C* que sea
invariante.

Comentario 47 Si A es completamente invariante hacia atras entonces es completamente in-
variante hacia adelante. Esto implica que la invariancia hacia atras es equivalente a la invariancia
completa. No se puede afirmar lo mismo de la invariancia completa hacia adelante, en realidad

para que esta invariancia completa implique la otra es necesario anadir la hipétesis de suryec-
tividad a f.

Comentario 48 La condicién de ser no-errante puede formularse equivalentemente como V, N
f™(Va,) # ¢ . La condicién de recurrencia es mas fuerte que la de ser no-errante. En relacién a
esto, si consideramos el Teorema de Briend-Duval segin el cual existe una medida invariante u
asociada al sistema dinamico (CIP’k, f), se tiene como consecuencia del Teorema de la Recurrencia
de Poincaré que casi todo punto de J es recurrente. Por otro lado, la condicion de ser errante es
completamente equivalente a la condicién: para todo n1,ng2 (n1 # n2) f™ (Vo) N f™"2(Vyy) = @.
Ademas se puede afirmar que el conjunto W de todos los puntos errantes de un sistema dinamico
(M, f) es abierto. D. Sullivan mostré en CP! que el conjunto de puntos no errantes esta formado
por todo el espacio.

En relacion a la nocién de invariancia, introduzcamos el concepto importantisimo de conjunto
excepcional:

Definicion 107 Sea E un subconjunto de CP*. E se denomina ezcepcional st es una variedad
proyectiva invariante hacia atrds.

Introduzcamos para un conjunto una nocién mas débil que la de ser no-errante la cual es valida
si M tiene una métrica:

Definicién 108 Sea f : M — M donde M es una variedad compleja, M C C¥. Dado € > 0,
una e-cadena de longitud n > 1 desde x hasta y es la secuencia de puntos

{.’E =T0;T1, """ Y= zn}
que satisfacen la condicion d((z;), zi+1) < €.

Ademads, un punto z € M se denomina recurrente de cadena si existe una e-cadena de x a
si mismo para cada € > 0. .

Intuitivamente un punto es recurrente de cadena si puede ser convertido en recurrente por
perturbaciones arbitrarias de el mapa.

Los conceptos de transitividad y minimalidad son de utilidad en la descripcién de un sistema
caético el cual se discutira luego. Definamos estos conceptos de naturaleza topologica:
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Definicién 109 El sistema dindmico (M, f) es topoldgicamente transitivo si para cada par de
conjuntos abiertos U y V no vacios eciste un entero n > 0 tal que f*(U)NV # 0 (equivalente-
mente UNf™(V)NV #0).

En un espacio métrico como CF la nocién de transitividad adquiere la forma equivalente: (véase
[117))

Definicién 110 Sea f : M — M continua, (M, f) es topoldgicamente transitiva si eziste z € M
tal que la drbita Of(2) = {f™(z),n > 0} es densa en M.

Un concepto mas fuerte que el de transitividad topolégica es el dado por la siguiente:

Definicién 111 El sistema dindmico (M, f) es minimal si toda orbita es densa en M. Un
subconjunto A C M es minimal si, para todo z € A : Of(2) = A.

Ejemplo 44 En la dindmica de una funcién compleja f en CP!, el conjunto de Julia J asociado
a f es minimal (véase [12]).

Sistema cadético Las primeras ideas de dependencia sensible provienen de Poincaré quien in-
tuyé correctamente que en ciertos sistemas la proximidad es un concepto completamente in-
estable. S6lo después de los descubrimientos de Henon, Ueda y Lorenz se pudo comprender y
apreciar las intuiciones de Poincaré el cual en su tiempo no dispuso de un aparato teérico ade-
cuado para expresar sus ideas. En forma suscinta, la idea de dependencia sesnsible es opuesta a
la de estabilidad segin Liapunov:

“Un mapa f: M — M (M : métrico) es Liapunov estable en z € M si para todo € > 0 existe
una vecindad U, tal que d(f"(z), f*(w)) < € donde w es un punto cualquiera de U, , n > 0”.
La estabilidad segiin Liapunov equivale a la equicontinuidad de {f™},>0 en el punto z € M, esta
idea fue empleada por Fatou y Julia para definir la parte estable e inestable de una iteracion
holomorfa en C. Mas adelante las mismas ideas han sido usadas para definir la parte estable e
inestable de una iteracién holomorfa en CP¥.

Definamos a continuacién, la dependencia sensible:

Definicién 112 El sistema dindmico (M,f) tiene dependencia sensible en el punto z € M si
eziste un nimero € > 0 tal que para toda vecindad U, eziste w € U, y un n > 0 tal que

d(f(2), f*(w)) > e.

Hay acuerdo entre los autores que un sistema caético debe poseer la dependencia sensible. El
desacuerdo surge cuando se trata de imponer las condiciones de tipo topolégico y/o ergédi-
co que debe satisfacer un sistema cadtico. Aqui se enunciara algunas condiciones topologicas
aunque debe ser dicho que debido al comportamiento de dichos sistemas, es necesario imponer
condiciones ergddicas més precisas. Una definicién de un sistema caético como aquel que posee
entropia topoldgica positiva (esto es, un indice disgregador del sistema) (véase [78]) parece ser
insuficiente para caracterizar un sistema cadtico puesto de acuerdo al Teorema de Lyubich-
Maiié un mapa tal como f(z) = z2 en CPP! deberia ser considerado caético aiin cuando la mayor
parte de sus 6rbitas convergen a 0 o al co. Bajo estas consideraciones, adoptaremos aqui aquella
definicién de sistema caético que establezca entre otras cosas que todas las Srbitas del sistema
son cadticas.Esta definicion se debe a Devaney (véase [20]).

Definiciéon 113 Un sistema dindmico (M, f) es cadtico en el sentido de Devaney si M es un
conjunto infinito y ademds cumple las siguientes condiciones:
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- El conjunto de puntos periédicos es denso en M.
- f es topoldgicamente transitiva.

- Posee dependencia sensible respecto a los valores iniciales.

Comentario 49 En realidad respecto a esta iiltima definicién hay que decir que una objecion
bastante seria es que en muchos sistemas multidimensionales (incluso holomorfos) no hay necesi-
dad de la presencia de la periodicidad para observar muchas caracteristicas que empiricamente
se le atribuyen a un sistema caético. En realidad el problema de definir un sistema cadtico con
mas precisién es un problema abierto, especialmente en el caso de sistemas (CP" , f) donde la
comprension de el comportamiento de las orbitas es bastante pobre aun.
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Apéndice B

Teoria L2 y aproximacion de
funciones plurisub-armodnicas

B.1. Teoria L? de Hé6rmander

En esta secciéon se expondran los elementos mas importantes de la teoria desarrollada por
Hormander para resolver las ecuaciones de Cauchy-Riemann no homogéneas en dominios de
C™, el llamado 0—problema:

Au = v o bien g—; =v; (G=1,...,k),

0 mas abreviadamente Ou = vj.

La influencia de esta teoria se ha hecho presente en varias partes de este trabajo (Teoremas de
Siu, subniveles de funciones plurisubarménicas, etc) por lo que se hace necesario dar algunos
rudimentos de aquella aunque aqui no se dan demostraciones de los resultados. Para referencias
véase [55],[56], [57]. Hay que decir, antes de entrar en detalles, que existe otro enfoque para la
solucién del d—problema el cual pertenece a Joe Kohn y que, si bien méas complicado. conduce
a resultados de mayor alcance y precisién. Para detallles véase [37, 66), etc.

Para la solucién del 0—problema segiin Hérmander nos limitaremos aqui a tomar dominios con

funcién de agotamiento plurisubarménica. Definamos esto.

Definicién 114 Sea Q C CF abierto. Una funcién continua real u es llamada de agotamiento
st los conjuntos abiertos
;1 ={z€:u(z) <t} teR,

es decir los sub-niveles de u, tienen cerradura compacta en Q.

Recuérdese ademas que para un dominio convexo existe la siguiente caracterizacién equivalente
(véase [100], etc):

Teorema 100 Q € CF es pseudo-convezo si y sélo si eziste una funcién de agotamiento plurisub-
armonica.

Introduzcamos el concepto de soluciéon débil

Definicién 115 Una funcién u en Q € CF es una solucion débil de Ou = v si las derivadas
distribucionales Oju satisfacen Oju = v; en Q.
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k
Notese Ejvk = gjgiu = gigju — avj para t,J arbitrarios, esto implica que para v = Z v;idz;
i=1
5’0 = Z (5_,-1),- - givj) a'z_j/\ dz; =0,
1<i,j<k

Por lo cual, la condicién de integrabilidad local puede ser escrita como

ov = 0.
Definiendo ademaés el operador :
5* = Z (5_7' - 5,)@/\@
1<i,j<k

Suponiendo que exista una solucién débil (provista por el método de Hérmander) se verifica el
siguiente teorema.

Teorema 101 Sea Ou = v en Q C Ck, con v de clase C7, 1 < r < 00, tiene una solucién débil
ug en S). Entonces la ecuacion tendrd soluciones C™ en 2 tal que una de aquellas serd igual a
ug en cast todo punto.

Empecemos con el caso k = 1 para el 0—problema. En este caso la 0—ecuacién se convierte en

Ou 1 (Bu 1 Ou

Ju _ 9%\ o Q
52 iay) v en Q C C,

8z 2
donde v puede ser vista como una funcién en L2(Q2). Una solucién débil u en 2 satisface (para ¢
funcién test): (Ou, ¢) = —(v, @), o bien: (v,d) 2 = —(u,0¢) 2 (en términos del producto interno

de L?). Introduzcamos ahora la idea fundamental del Hormander la cual consiste en introducir

los espacios L2 con pesos: L?(€2,e~?) donde 8 € C*®(R2). El producto interno entonces se define
como:

(fuvo= [ faeParca).
De ahi obtenemos para la solucién débil la condicién
(v, ) = (u,60)3, donde 6 = -9 + 6.
Formulemos ahora el resultado fundamental para este caso

Teorema 102 La ecuacidn 8u = v (v € LZ _(Q)) tiene una solucion débil p en L3 = L?(Q, e P)
st y solo si existe A (constante no dependiente de ¢, la funcién test) tal que:

[{d,v)s| < All6gllg, V € D(Q).

Considerando las relaciones del conmutador 88 — 0 se tiene que (¢ € D(RQ))
(86 — 68)¢ = B(—0¢ + BOP) — (—O + dB)Dp = (8IB) -

Luego 06 — 80 = %AB =b
y ademss (bo, #)s = (960, ¢) — (8¢, ) = (5¢,8)5 — (09, 0¢)s,

de donde, tomando b > 0 (es decir 3 estrictamente subarmdnica):

V¢ € D(R).
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o bien usando la desigualdad de Schwartz:

por lo que, comparando con el teorema anterior, la constante A se expresa como A = ||v||g+10gb
(notemos que A no depende de la funcién test elegida). De aqui concluimos con el Teorema
Fundamental de Hérmander para k£ = 1

Teorema 103 Sea B € C°°(2) estrictamente subarmdnica (tal que b = %A,B >0)yv €
L2(Q, e Pb-1), luego existe p € L2(Q, e P) que satisface Ou = v en el sentido débil y ademds se
verifica la condicién de crecimiento:

y ademas puede ser modificada en un conjunto de medida nula tal que se convierta en una
solucion clasica.

k
Esbocemos ahora el método L? para el caso k > 2: En este caso sea v = Z v;dz; ((0,1)-forma)
=1
localmente integrable en L2?((2), satisfaciendo ademas la condicién de integrabilidad dv = 0.
Definiendo ahora, anilogamente al caso k = 1, el producto escalar en el espacio L2 con pesos:

k
(f,9)8 = _(fi9:)8,

=1
y tomemos ademas formas test del sub-espacio D(A@VT*Q) ¢ D(A@VT*CF).

k
Entonces, anilogamente al caso anterior (considerando 8; = —8; + (8;8)id y 6 = Z 4;) se tiene

i=1
que:

(’U, ¢)ﬂ = (5‘&, ¢)ﬁ = (u’ 645)5
Es decir 6 es la adjunta de 3.

De esta igualdad sigue que la ecuacién Ou = v tiene una solucién débil u en L%(Q) si y sodlo si
se cumple la siguiente desigualdad para todas las formas test ¢ en 2:

donde A es una constante independiente de ¢.
Ahora obtendremos una desigualdad similar a la anterior necesaria para la extension del teorema

de Hormander. Tomemos una funcién test i en 2 y los operadores 5]- junto con sus operadores
adjuntos d; en Lg. Considerando todo ello tenemos la siguiente relacién para el conmutador

Ox6j — 8;0k:

Aplicando dicha expresién a z;ﬁk=1(aj5kﬁ.¢,-, k) se tiene que:
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Reescribiendo el ultimo término y usando el operador 0,:

_ 1 _ - _ _ -
. Z(ak%',ajm) =3 Z(ak¢j — 0Pk, Ord; — Ojdr) — Z(6k¢j,6k¢j) =

Ik Jk Ik

Reemplazando todo esto en la expresion para z;'l,k=1 (0;0kB.95, dr):

M
> (8;0kB-05.8x) < 160113 + 10,83
J.k=1
Finalmente consideremos la forma de Levi distribucional para 8: < LB(2)¢;,#r >. Tomemos
el menor valor propio b(z) de la forma de Levi (vista como una forma cuadrética en el vector

formado por las componentes ¢;. Entonces, de la diagonalizacién para las formas cuadraticas se
tiene que:

< LB(2)d;, bk >> blo|?,

reemplazando esta expresién en la del producto escalar en el espacio Lg se tiene que:

En las aplicaciones la desigualdad tiene sentido al considerar b > 0, lo cual implica que todos los
valores propios de la forma cuadrética son positivos, lo cual a su vez considerando la diagonali-
zacion de una forma cuadrética significa que dicha forma es positiva, lo cual implica que G(z)
es pluri-subarmdnica en 2. Enunciemos todo esto en forma de un teorema:

Teorema 104 Sea la funcion 3(2) en Q estrictamente pluri-subarmdnica. Tomando b el menor

valor propio de la forma de Levi de B y teniendo en cuenta que 6 = &g se tiene la siguiente
desigualdad:

Para ¢; funciones test en 2.
El segundo sumando del lado derecho causa algunas dificultades técnicas (véase [56]) para ten-

er un andlogo al caso unidimensional. Finalmente llegamos a la desigualdad fundamental que
requeriamos:

(9, v) < ||v]lg+10g 5168l

lo cual nos conduce al Teorema de Existencia de Hérmander.
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Teorema 105 Sea ) C C* pseudoconvezo, b(z) € PSA(S), v una forma (0, 1) en L%(2,ePb—1)
tal que 8.v = 0 (distribucionalmente). Entonces existe u € L%(2,e=P) tal que Ou = v en sentido
débil y si satisface la condicion de crecimiento

Ademds si v € CP(AOIT*Q) (1 < p < ) la solucidn u puede ser ajustada a una solucién
cldsica de tipo CP.

Algunos corolarios inmediatos del Teorema de Existencia de Hormander son expuestos en [55].[56].
veamos algunos de ellos aqui.

Corolario 39 Sea Q) (pseudoconvezo) entonces la ecuacion Ou = v es globalmente CP—soluble
para cualquier forma v € CP(ACVT*Q) tal que §,v = 0.

Ademas puesto que un dominio en el cual el problema de Cousin I sea soluble es un dominio de
holomorfia y siendo dicha solucién alcanzable a través de la respuesta positiva de la solubilidad
de la O—ecuacién (véase [119]) se tiene entonces que:

Corolario 40 Todo dominio pseudoconvero es un 0—dominio y por tanto un dominio Cousin
I, esto es, un dominio de holomorfia.

Con el fin de eliminar la presencia de b lo cual incluye derivadas de la funciéon de peso 3 es posible
dar una segunda version del teorema de Hormander que incluye esimaciones de crecimiento.

Teorema 106 (Segunda version del Teorema de existencia de Hérmander con condi-
cion de crecimiento)Sea el dominio pseudo-convezo Q C C* y sea ademds v una (0,1) forma
de clase CP(R?), 1 < p < oo that que 8,v = 0. Tomemos B € PSA(Q) tal que v € L% y7T>0.
En estas condiciones se tiene que la ecuacion Ou = v tiene una solucion u de clase CP(Q) la
cual satisface la siguiente condicion de crecimiento:

Para la prueba de este teorema es necesario sustituir 8 por la funcién pluri-subarménica 8 +
7log(1 + |2|?) donde T > 0.

Una aplicacién al problema sobre la integrabilidad de e~ donde 3 es plurisubarménica conduce a
las siguiente proposiciones de utilidad en la demostraciéon del Teorema de Siu (véase Sub-seccién
3.2.2 en particular el Lema 9) y en el estudio de sub-niveles de funciones plurisubarménicas
(Teorema de Kiselman-Skoda, véase la Sub-secciéon [2.6.3]).

Teorema 107 Sea una funcién B € PSA(Q), donde Q C CF es pseudoconvezo. Sea ademds
e P € LY(B(z,7)NQ); entonces, se puede encontrar para todo 7 > 0 una funcion f € H(S) tal

que f(z0) =1y

[Q 1(2)PeBE(1 + |2 — z0/2)~""dx(2)

< [2 +(1+7r)%k+ 1)2a’1r_2k_2] / e P d)(2).
BN

188



En la segunda versién del Teorema de Hormander es necesario sustituir 8 por 8 + 2klog|z|,
donde k& es la dimensién del espacio y ademads es necesario construir para cada 7 una solucién
de la ecuacién Ou = v (para los detalles véase [[55]]).

El siguiente ejemplo es el ingrediente que necesitamos para establecer condiciones de integracién
para e, siendo u pluri-subarménica.

Ejemplo 45 La cuestion sobre la integrabilidad de e™ donde u € PSA(S2) es un problema
importante para el analisis. Sea Q = {z/|z] < 1} y u € PSA(Q) tal que u(z) < 1y u(0) = 0.
Probemos que existe C' > 0 tal que

] e~ *2)dr(z) < C.
|lz|]<1/2

Primero probemos esto para u € SA(QR) (Q C C). En efecto, de la férmula de representacién

de los hermanos Riesz para una funcién sub-armoénica (véase [55]) aplicada a u(z) —1 z € Q se
tiene:

27 [u(z) — 1] ]og
I¢l<1

27 _ 2
l u(C)+f l—lf‘!Pd (0),

donde dp = Au > 0 y do es la medida de superﬁcxe.

2T _ 2
Para z =0 / log —l-dp,(() + / 1—'2'2(10(0) = 27w De aqui tenemos las siguientes acota-
1K<y 1<l o |z—e®

ciones: o 122
1 1-—-|z
— ———|do(0)| < <1/2
3 | @< <12
y ademss tomando R: R € (1/2,e~'/2) donde R es tal que:

1
m = du(C)/2m < ——— < 2,
ICI<R 4 log R

z —
/ log
IKI<R 1

<C

y por la otra acotacion:

C_‘ du(¢)

para |z|] < 1/2 (C es una constante).
Usando la desigualdad entre medias aritmética y geométrica (|z| < 1/2) se tiene:

1—2Z

=22| " dp(¢) f2mm

exp [% fi<rlog | £ d”'(C)] < Jia<r
< C Jiq<rlog |z = |7 dp(C).

La dltima integral es acotada pues lo es la medida y ademéas |z — {|™™ es integrable ya que
m < 2. Esto prueba la integrabilidad de e*(2).

Para k£ > 1, introduciendo las coordenadas polares:

/ e*(Fda(z) = 2% ds(¢) |w|?* 2~ 4T dA(w),
|z|<1/2

IKl=1 lw|<1/2

y por tanto el caso k > 1 se reduce al ya analizado para k = 1.
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Ejemplo 46 A continuaciéon probemos el lema 9 de la Sub-seccién 3.2.2 con ayuda del aparato
expuesto hasta aqui. Tomemos un punto zg tal que 3(z9) > —oo entonces podemos encontrar
un entorno de zp tal que 3(z) — B(z9) < 1. Usando ahora los resultados del ejemplo anterior se
tiene que e~ 8 es integrable en un entorno de zg. De este modo, el conjunto de puntos zg es denso
en 2. Llamemos a este conjunto de puntos G. Con esto hemos demostrado la primera parte del
teorema. Fijemos ahora 7 y tomemos z ¢ G. Puesto que e~ 8 no es integrable en un entrono de z
se tiene que la desigualdad sélo puede cumplirse si z es un cero de la funcién analitica f. Pero,
puesto que el segundo miembro en la misma desigualdad es infinito se tiene entonces que:

/Q | £(2) P e (14 | 2 [2)"™%dA(2) < +oo.

Es evidente que todos los puntos del complemento de G serdn ceros comunes de todas las
funciones holomorfas que cumplan esta desigualdad.

B.2. Teorema de extensién L? de Osawa-Takegoshi y aproxi-
macion de funciones PSA segiin Demailly

Usando las técnicas de Hérmander y Kohn para el O-problema se obtiene un teorema de extension
de miiltiples aplicaciones en el analisis. Aqui daremos la versién mas sencilla de este teorema.

Teorema 108 (Ohsawa-Takegoshi)Sea el dominio pseudo-convezo Q C C¥, la funcién pluri-
subarmdnica u € PSA(RQ) y sea ademds la hipersuperficie definida por una funcién holomorfa
h:V ={h=0}tal que Oh # 0 en V y |h| < 1 en Q.En estas condiciones, dada una funcion
holomorfa f en V, eziste una extension de f a todo 2 tal que F|ly = f y ademds se cumple la
desiqualdad:

/ |F|2e~™d\ < C / |fI%e~*/|0R|%dA,
Q 1%

donde Ces una constante universal.

El siguiente resultado es necesario para completar el argumento de la demostracién para el
teorema 75. La idea del proceso de aproximacién en un espacio de Hilbert pertenece a Demailly
y esta fundamentado en el teorema de Ohsawa-Takegoshi (Para las demostraciones véase [16,
17, 90)).

Teorema 109 (Aprozimacion de Demailly) Sea ¢ una funcién plurisubarmdnica sobre un
conjunto abierto pseudoconvezo acotado 2 C C" para m > 0 definamos el espacio de Hilbert de
funciones holomorfas f sobre Q2 tal que:

Y sea P, = 2},—1 log 3%, |o1|? donde {0:} es una base ortonormal de Hao(myp). Entonces eristen
constantes c1,co > 0 que no dependen de m tal que:

1 ' .
a) p(z)— a < pm(2) £ sup ¢(¢)+—log C—i para todo z € Q yr < d(z,00Q). En particular
m [C—z|<r m r
©m — @ puntualmente y en la topologia L, sobre Q cuando m — +oc
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b) Se verifica la siguiente relacion para el numero de Lelong:

Y(p,2) = — < V(om, 2) < V(p, 2).

para todo z € Q.
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