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RESUMEN 

RESUMEN 

El estudio de la Mecánica de Fractura provee análisis y soluciones a la falla por 

fractura en estructuras y componentes. Las soluciones analíticas solo existen 

para unos pocos casos, así también son desarrollados métodos numéricos para 

su análisis y el análisis de fatiga en estructuras. Siendo un tema importante en 

estructuras que tienen un comportamiento gobernado por la fractura. El presente 

trabajo es una introducción a la mecánica de fractura, comenzando con los 

principios básicos. En el segundo capítulo se agrupó y c.lasificó los modelos 

encontrados en la literatura, indicando su aplicación, autor, programas, métodos 

computacionales y bibliografía recomendada, posteriormente se escogió el 

modelo distribuido fijo multidireccional en la realización de la parte aplicativa. Se 

describieron los conceptos teóricos del modelo y se modeló una viga 

simplemente apoyada con una carga en el centro de la luz y una muesca en el 

centro, con la ayuda del programa comercial de elementos finitos DIANA [37]. Se 

compararon los resultados con los experimentales obtenidos por Ting [119], 

observándose una buena correlación con los resultados numéricos obtenidos. 
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INTRODUCCIÓN 

INTRODUCCIÓN 

Actualmente el estudio de la Mecánica de Fractura en el Perú se encuentra en 

estado inicial. Por mucho tiempo se ha considerado la Mecánica de Fractura 

poco práctica por ser muy analítica, sin embargo hoy existen en el mercado 

muchos programas que han desarrollado el análisis por fractura. Entre los 

programas más comerciales están: ·DIANA [37], ABAQUS [1] y ANSYS [7], los 

cuales empleando los elementos finitos hacen posible su análisis. 

El presente informe de suficiencia es un aporte introductorio a la Mecánica de 

Fractura, en donde se han explicado los conceptos básicos y se ha recopilado 

los métodos, modelos matemáticos y computacionales sintetizados en una tabla 

que permite ahondar en cualquiera de ellos, siguiendo las referencias. 

En el segundo capítulo, se han desarrollado conceptos básicos generales que 

son comúnmente mencionados _en los trabajos sobre mecánica de fractura. 

También se ha sintetizado la información sobre los distintos modelos de la 

mecánica de fractura, referenciándose su autor, a'plicaciones, software que lo 

emplea, métodos computacionales y bibliografía recomendada. De dicho estado 

del arte, se ha escogido el modelo de fracturamiento distribuido fijo 

multidireccional, por ser uno de los más utilizados en la práctica. Es así que se 

ha implementado en la mayoría de los códigos comerciales de análisis de 

estructuras que abarcan la fractura. Finalmente en el cuarto capítulo, se realiza 

un ejemplo aplicativo utilizando los conceptos del tercer capítulo y con la ayuda 

del software DIANA [37]. Se modeló una viga simplemente apoyada con una 

carga en el medio, la cual es aumentada progresivamente hasta conseguir la 

fractura. Se observan los esfuerzos y deformaciones a lo largo de las etapas de 

fracturamiento y los patrones de fracturámiento. Los resultados numéricos 

obtenidos fueron validados con los datos experimentales del trabajo de Ting 

[119], los cuales mostraron una buena correlación. 
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CAPÍTULO 1: GENERALIDADES 

1.1 TEORÍA DE FRACTURA 

CAPITULO"/: GENERALIDADES 

La Mecánica de Fractura puede definirse como aquel conjunto de ideas o 

conceptos que describen la transición de comportamiento continuo a di_screto así 

también la separación que ocurre en el material [98], estudiando por ello la 

iniciación, propagación y detenimiento de la fractura. Es la parte de la mecánica 

de sólidos que relaciona el tamaño y forma de una grieta y las fuerzas o cargas 

que conducen a la fractura de un componente, de forma y dimensiones 

definidas. Se apoya en el cálculo de la distribución de esfuerzos, deformaciones 

y desplazamientos alrededor de una grieta y en el establecimiento de los 

balances de energía que tienen lugar durante la extensión de la grieta [48]. Con 

la mecánica de fractura lineal se .pueden estudiar materiales que cumplen la ley 

de Hooke, mientras que el campo se ha ampliado a materiales de 

comportamiento no lineal, a materiales con plasticidad, viscoplasticidad y 

viscoelasticidad. 

Usualmente para fracturar un material se requiere incrementar la carga 

progresivamente hasta que ocurra un proceso de nucleación y propagación de 

grietas. Para que se origine la fractura, no es necesario que todo el elemento se 

encuentre fracturado; la fractura puede alcanzarse en una pequeña zona y 

expandirse en et volumen. 

La mecánica de fractura a su vez se divide en sub-tareas: 

• Análisis de las cqndiciones mecánicas de carga, sobre la base de la

mecánica del continuo usando métodos analíticos y numéricos de la

mecánica estructural.

• Derivación de parámetros específicos de fractura en el material y criterios de

falla, en la iniciación, progreso y detenimiento de las1grietas.
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• Desarrollo de métodos experimentales de prueba, para la determinación de

parámetros, con características de resistencia del material en contra de la

propagación de la grieta.

• Aplicación del criterio de la mecánica de fractura en la construcción de

estructuras con resistencia a la fractura y vida de servicio.

El presente trabajo, se ha estructurado de la siguiente forma: en el segundo 

capítulo, en la parte de marco teórico, se han incluido los conceptos esenciales y 

las clasificaciones comúnmente utilizadas en la mecánica de fractura. Se 

comienza con los conceptos de la mecánica elástica y elastoplástica. En la parte 

d� estado del arte se ha recopilado y sintetizado en una tabla los modelos, 

autores, aplicaciones, métodos computacionales y software de la mecánica de 

fractura. Se incluyen también los últimos trabajos presentados en el área. En la 

tercera parte, de los modelos desarrollados en el estado del arte se ha escogido 

el Modelo Distribuido Fijo Multidireccional, el cual es descrito para poder utilizarlo 

en la cuarta parte, donde se ha� una aplicación del fracturamiento de una viga 

simplemente apoyada con muesca, con la aplicación de una carga en el medio, 

la cual es incrementada progresivamente hasta conseguir el inicio, propagación y 

falla a fractura de la viga. Estos resultados fueron comparados con resultados 

experimentales desarrollados por Ting [119), los cuales mostraron una buena 

correlación. 

1.2 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Los criterios de diseño basados en esfuerzos de tensión, de fluencia y pandeo, 

incluyendo factores de carga, pueden ser adecuados para muchas estructuras, 

pero insuficientes cuando existen defectos y probabilidad de fracturación y 

defectos. La inclusión de factores de seguridad durante el diseño es entonces 

inadecuada ya que debe usarse criterios de la mecánica de fractura. 
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1.3 OBJETIVOS 

Objetivo Principal: 

Revisión del estado del arte de la mecánica de fractura. 

Objetivos Específicos: 

CAPITULO I: GENERALIDADES 

� Síntesis y recopilación del estado del arte de la mecápica de fractura. 

� Identificación y determinación de los parámetros de fractura como: 

resistencia a tensión, energía de fractura, abertura de grieta. 

Lineamientos básicos para la aplicación de un modelo numérico con 

software relativo al tema. 

1.4 METODOLOGÍA Y ORGANIZACIÓN 

Recopilación de información básica: normas, manuales, libros, papers y toda 

aquella información relevante. 

Análisis y síntesis de la información obtenida, sistematizando de una manera 

cronológica la información, desde los primeros procedimientos semi

empirícos, hasta el análisis en la actualidad, llegando a sentar las bases 

para poder realizar los lineamientos para un modelamiento matemático con 

las técnicas matemáticas utilizadas en la actualidad. 

Conclusiones y recomendaciones. Luego del análisis se obtendrán las 

conclusiones y recomendaciones del informe. 
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CAPÍTULO 11: MARCO TEÓRICO Y ESTADO DEL ARTE 

2.1 MARCO TEÓRICO 

2.1.1 Modos de Falla de una estructura 

Una pieza de material o estructura, puede tener demandas de varios tipos: 

mecánica, química (corrosión), térmica, que pueden llevar a la falla. Las 

principales formas por las cuales puede fallar son: inestabilidad elástica o 

pandeo, inestabilidad plástica o excesiva deformación, daño o agrietamiento, 

requiriéndose un análisis por agrietamiento para el buen desempeño estructural. 

2.1.2 Escalas de Observación en la mecánica de fractura 

Desde el punto de vista de la escala de estudio de la fractura, la mecánica de 

fractura se encuentra dentro de las escalas mesoscópica (nos permite discutir el 

comportamiento del material sin discutir su estructura atómica) y macroscópica, 

es decir abarca sistemas visibles al ojo humano (más de 0.1 mm) [49). 

Para el concreto se puede establecer: 

TABLA N°2.1 .- Escala da aplicación de la mecánica de fractura 

ESCALAS En metros Descripción 

Nanométrica 10� Se puede distringuir la estructura atómica del 

cemento y agregados 

Micrométñca 10
.., 

Es posible identificar los granos individuales del 

concreto (antes del endurecimiento del concreto, 

pueden ser observados los granos del concreto 

no hidratado, mientras que en estado 

endurecido son visibles los granos de silicato de 

calcio e hidróxido de calcio) 

Milimétrica 10
"" Pueden ser distinguidas las partículas 

.. 

---

individuales de arena y agregado 

Métrica 10 Escala donde se hacen los ensayos de

laboratorio 

Escalas mayores 1cr--10� Se encuentran las estructuras comunes de 

construcción civil 
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Estructura Silicato 
de cristales · de Calcio

Hidratado 

Partículas 
del concreto 

Escala de 
laboratorio 

Estructuras 

FIGURA Nº2.1.- Diferentes escalas de observación 

2.1.3 Clasificación de los tipos de fractura 

Se pueden clasificar dos tipos de fractura, dependiendo de la cantidad de 

deformación plástica previa, en: 

TABLA Nº2.2 .- Clasificación de la fractura en distintos tipos de materiales 

Clasificación Definición Gráfico 

Fractura en 

materiales 

frágiles 

Es la que ocurre cliando la defonnación de la 

mayor parte del cuerpo es elástica (ZONA L). 

Así las defonnaciones son limitadas á una 

región pequena en frente de la grieta. Se 

demuestra experimentalmente que se origina 

una zona plástica junto a la punta de la grieta, 
Fractura Frágil 

de dimensiones despreciables. Ejemplos de 
Elástico-Linear 

este tipo son los metales con baja ductilidad y 
MFLE 

tenacidad y el vidrio, entre otros. Aunque 

metales nonnalmente dúctiles también fallan de 

manera frágil, cuando se les aplica gran 

velocidad de defonnación, como en los 

impactos. 

Gráfico esfuerzo

defonnación 

E 
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Clasificación Definición 

Fractura en Es aquella fractura que se encuentra entre una 

mateñales cuasi- fractura frágil y una fractura dúctil. Dado que 

frágiles estos mateñales no son homogéneos, están 

formados por un arreglo complejo de granos 

unidos. Aquí observamos que la zona de 

Gráfico 

fracturamiento F, es de dimensiones Fractura Cuasi-fragil No 

Fractura en 

mateñales 

dúctiles 

considerables, voMendo despreciables los lineal 

efectos que se originan en la zona no lineal de 

plastificación (Zona N). Ejemplo de este tipo son 

el concreto, el mortero, la roca, el ladrillo. 

Es la fractura que ocurre después de una 

apreciable deformación plástica del cuerpo, 

entendiendo que los esfuerzos en una región 

relativamente grande de la pieza rebasar-0n el 

límite elástico. La región donde se producen 

,, _

Gráfico esfuerzo

deformación 

procesos inelásticos (N+F) es significativa en Fractura Dúctil 

comparación a la región elástica L. Este tipo de Plástico-No lineal 

fractura se presenta en los metales con buena MFEP 

ductilidad y tenacidad. " --. ... .-

,_ 

Gráfico esfuerzo

deformación 

E 

Fuente: Adaptado de BAZANT, Z., Mechanics of Fracture and Progressive Cracking in Concrete 

Structures, 23 de febrero del 2014, 12:00 h 

http://www.civil.northwestern.edu/people/bazant/PDFs/Papers/S14.pdf

Existen otros tipos de fractura asociados a los materiales como el visco-elástico 

y el visco-plástico que escapan al alcance del presente trabajo. 
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La clasificación de frágil y dúctil es estrictamente ingenieril, ya que en algunas 

fracturas de aspecto·frágil pueden existir una intensa deformación plástica, sólo 

que ésta se localiza en una región pequeña alrededor de la grieta y el resto del 

material permanece sin deformación plástica. Ambos tipos de fractura pueden 

ocurrir en un mismo componente [48). 

En la mecánica de fractura se considera que el proceso de fractura inicia con 

una grieta que se propaga hasta la separación final de la pieza. Si en la 

propagación ésta puede detenerse al disminuir o desaparecer los esfuerzos, se 

dice que la propagación es estable y si la grieta se propaga de manera rápida, 

auto-acelerada y es prácticamente imposible de detener, entonces la grieta se 

denomina inestable. 

En función del tiempo, la fractura se clasifica en: 

TABLA Nº2.3.- Categorías de la fractura en función del tiempo 

CLASIFICACION DEFINICION 

Fractura estática 

Fractura lenta, retardada o estable 

Fractura dinámica 

Es la fractura bajo una sola aplicación de carga 

en un sólido, que contiene una grieta 

inicialmente estática que comienza a 

propagarse rápidamente en condiciones de 

inestabilidad. Aquí se induye la fractura frágil, 

la fractura dúctil y el colapso plástico 

Es la fractura que ocurre por la propagación 

lenta de una grieta a través del tiempo o por la 

acción de cargas repetitivas o fluctuantes. Es 

de carácter estable e induye la fatiga, la 

propagación de grietas por tenno-fluencia y el 

agrietamiento por corrosión. 

Se da cuando en los elementos se rompen bajo 

la acción de cargas impulsivas, muy súbitas, 

como el choque de dos vehículos, impacto de 

objetos desprendidos, impacto de proyectiles o 

de explosiones. 

Fuente: Adaptado de GONZALEZ, J., Mecánica de Fractura, Editorial Limusa, Ciudad de México, 

2004. 
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2.1.4 Modos básicos de desplazamiento de una grieta 

Para facilitar, el análisis de la propagación de una grieta, ésta se subdivide en 

tres modos básicos de desplazamiento, en el caso general se combinan los tres 

modos, que corresponden a los grados de libertad posibles de la grieta. 

TABLA Nº2.4.- Modos de superficies de fractura en un cuerpo agrietado 

MODOS DE DESCRIPCI N . G ICO 

DESPLAZAMIENTO 

Modo! 

Modo 11 

Modo 111 

Es la abertura de la gñeta en 

la dirección perpendicular al 

plano de fractura 

Es el desplazamiento de las 

superficies en sentidos 

opuestos pero en la dirección 

de avance de la grieta. Se 

presenta en grietas inclinadas 

Es el desplazamiento fuera del 

plano en dirección 

perpendicular a la dirección de 

avance. Se presenta en 

fracturas por torsión pura 

<T 

<T 

Fuente: Adaptado de GON LEZ, J. Mecánica de Fractura, Editorial Limusa, Ciudad de México, 

2004. 

2.1.5 Variables de la mecánica de fractura en el diseño 

Generalmente es posible obtener la solución analítica de problemas sencillos, 

relacionados con mec�nica de fractura, como la que presenta la Mecánica de 

Fractura Lineal (MFLE), mientras que para .la solución de problemas más 

complicados, con geometrías y cargas complejas, se hace necesaria la 

aplicación de técnicas computacionales. 
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En el diseño tradicional sólo se toman en cuenta tres variables: geometría 

(espesor, forma de la sección), resistencia del material (límite elástico, 

resistencia máxima) y las cargas, mientras que en diseño por mecánica de 

fractura, se agrega una variable adicional que es la grieta. 

GRIETA 

Fom1a, ubicaci6n, 
tam3Ji . (actual o 

tolerable) 

GEOMETRÍA 

E�or. forma de la 
sección mm ,,crsal 

'� :t. 
-------..:. 

Interrelaciones del 
diseiwpor 

mee níc:t de 
fractura 

IATERI L 

Propiedades mecánic.is, 
co�ponamiemo a la 

fraccura 

CARGAS 

Magnitud. punto de 
aplicación. mod d.:: c:irga 

FIGURA Nº2.2 - Variables de análisis estructural introduciendo la mecánica de fractura 

2.1.6 Resistencia Cohesiva 

Se denomina resistencia cohesiva aquella que presenta un cuerpo ante el 

esfuerzo de fractura necesario para separar y romper los enlaces atómicos en el 

plano de fractura. La resistencia cohesiva puede representarse también con la 

cantidad de energía necesaria para que ocurra la falla. 

ESFUERZO 

(1 

Deformación (•) 

a 

FIGURA Nº2.3 - Comparación de la fuerza cohesiva en dos materiales diferentes 
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Dado dos materiales a y b cuyas gráficas se muestran en la Figura Nº2.3, el

material a presenta ·mayor energía acumulada que el material b, por lo tanto 

presenta también mayor resistencia cohesiva. 

El modelo más simple (de lrwin [571), expresa que, siendo a0 la distancia 

interplanar, cuando la separación del plano de fractura es igual a ao/2, la 

resistencia cohesiva es alcanzada y ocurre la fractura cuando la la separación es 

a0 • La fuerza interatómica es casi nula. De acuerdo a este modelo el trabajo 

suministrado por las cargas se convierte en energía para la, creación de nuevas 

superficies de fractura. 

2.1. 7 Conceptos generales de la mecánica de fractura lineal elástica 

La mecánica de fractura lineal-elástica (MFLE), es aquella en que se estudia la 

fractura en los sólidos, considerando que en la totalidad del sólido se cumple la 

ley de Hooke. 

Los primeros trabajos fueron solamente aplicables a materiales lineales 

elásticos, bajo condiciones cuasi-estáticas, mientras que los trabajos siguientes 

incorporaron otros tipos de materiales. La fractura elasto-plástica considera la 

deformación plástica, mientras que las fracturas dinámica, viscoelástica y 

viscoplástica, incluyen al tiempo como variable [6]. 

Mecánica de 
Fractura 

Elastoplástica 

Mecánica de 
Fractura Lineal 

Elástica 

_ -Mecánica de 
Fractura 
Dinámica 

Mecánica de 
Fractura 

Vlscoelástica 

Mecánica de Fractura de 
mateñales cuasi-frágiles 

Mecánica de 
Fractura 

Viscoplástica 

} 
Mateñales lineales 

tiempo-independientes 

} Mateñales no lineales
tiempo-independientes 

} Mateñales 
tiempo-dependientes 

FIGURA Nº2.4 - Esquema de las ramas de la mecánica de fractura 

Fuente: Adaptado de ANDERSON, T., Fracture Mechanics, CRC Press, Miami, 2005. 
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Los primeros conceptos científicos de la mecánica de fractura lineal son 

expresados en la siguiente tabla Nº 2.6: 

TABLANº 2.5 .- Primeros Conceptos sobre Mecánica de Fractura 

lnglis (1913) [55] 

Griffith (1921) [53) 

lrwin (1958) (57] 

ªº 

t t.t t t t t t .t 
y 

t t_t t t t t t t 

2a 

Resuelve . una aproximación del campo 

de esfuerzos en la punta de una placa 

infinita con un hueco elíptico, llegando a la 

relación siguiente: 

6n = tTo (1 + 2.a/b) 

Donde a, b, son los semiejes de la elipse y 

muestra que los esfuerzos Oyy en la punta 

de la elipse van aumentando a medida que 

disminuye b. Cuando b tiende a cero, 

se aproxima a una grieta y se origina una 

singularidad en la punta. La demostración 

se encuentra en Sauoma [105] y Ramesh 

[96) 

En una placa infinita con una grieta en el 

medio, sometida a un esfuerzo uo, la grieta 

se propaga cuando es mayor o igual a un 

esfuerzo crítico: 

a =J2yE' 
.. 

7Tl1 

Formando en la placa nuevas superficies 

de fractura. Este resultado es obtenido con 

un criterio energético. 

donde E: módulo de Young, 

r = energia de superfice 

esfuerzo plano: E' = E

en deformación plana: 
E' _ _§_ 

-1-.J

Esta expresión es sólo válida en materiales 

frágiles. La demostración se encuentra en 

Ramesh [96) y (110). 

Al criterio de energia propuesto por Grifflh (1921), le adiciona la energía 

debida a la deformación de la zona plástica, modificando la expresión 
"\ 

a una más completa y general, ampliando su rango de utilización a los 

metales. 
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hwin ( 1958) [57) 

Uc =

j2E(y+ E.p) 
-n:a 

Donde, Ep, representa la energía plástica necesaria para deformar el 

material. 

También introduce un nuevo concepto de propagación, con el concepto de 

rapidez de liberación de energía potencial elástica (G), introducida como 

una fuerza guiadora de la fractura, representa el cambio de energía 

potencial por unidad de área fisurada, de la cual se desprende el concepto 

de las curvas de resistencia R. G se define como, Nogueira [82): 

G=-dII 
dA 

La demostración se encuentra en Ramesh [96) 

El criterio de Griffith plantea una enorme dificultad para evaluar 

experimentalmente la energía de superficie (y), por lo que nunca se pudo aplicar 

extensamente. Sin embargo, hizo dos aportes fundamentales: 

l. La ecuación de Griffith provee una relación entre el esfuerzo de la

fractura y el tamaño de la grieta del tipo cr directamente proporcional a

1 , la cual se ha comprobado repetidamente. 

2. La fractura resulta de un proceso de conversión de energía, que no

depende solamente del esfuerzo, sino también del tamaño de grieta.

Esta última aportación sentó las bases de la mecánica de fractura moderna y por 

ello Griffith se le llama: "el padre de la Mecánica de Fractura" González [48]. 

Entre los conceptos teóricos más importantes de la mecánica lineal elástica 

(MFLE) están: 

a) �I factor de intensidad de esfuerzos

Es un parámetro que define la magnitud de esfuerzos alrededor de la grieta. 

Determina por lo tanto el efecto de la introducción de una grieta en la estructura, 

ya que una vez conocido el factor de intensidad de esfuerzos, el campo de 

esfuerzos alrededor de la grieta queda definido por completo. 
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En el caso de una placa de una grieta central de longitud 2a, Westergaard [129], 

resolvió el planteamiento diferencial: 

(1 

FIGURA Nº2.5 .- Esquema de un punto en el campo de esfuerzos alrededor de la punta de la 

grieta 

TABLA Nº2.6 - Variables de análisis estructural introduciendo la mecánica de fractura 

Ecuación diferencial Condiciones Condiciones de Borde 

Ú.u: = U:xx - VU
_¡
:, • B esfuerzo aplicado en 

f-'11/'= o Ee_") = Uxr - vu =
infinito (X.Y) es igual a: 

Gy_,J, = •.,, 
Uxx = <T,:r = <Taplicado; T,ry 

= O 

• En la superficie de grieta se

cumple: 

0-
yy 

= T
:g

, = 0

Fuente: GONZALEZ, J. Mecánica de Fractura, Editorial Limusa, Ciudad de México, 2004. 

En condiciones de esfuerzo plano, los esfuerzos son los siguientes: 

(TL, = ; [{; 

U
yy 

=U[{; 

-r.=u[{; XJ· 2r 

0 
cos -

2 

o 
cos -

2 

0 
sen -

2 

l - sen - sen -
[ O 30) 

· 
2 2 

[1 + 0 

320] 
sen - sen 

2 

(} 1. 30
cos -,-

2 
cos-

2

el 

Igualmente existen soluciones para el modo II y el modo 111 (Véase Tabla Nº 2.5). 
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Las demostraciones se encuentran en Perez [90) y Ramesh [96). 

b) Zona plástica

Antes que el material alcance su esfuerzo máximo, se origina una zona plástica 

en la región de máximos esfuerzos cuando se alcanza el esfuerzo de fluencia. 

Su tamaño y forma depende del tipo de material, siendo en los metales, de 

menor tamaño que en concreto. Se ha podido corroborar experimentalmente y 

se ha dado una aproximación teórica. 

TABLA N°2.7 - Descripción de la zona plástica

SEGUN TRESCA SEGUN VON-MISES 

Defomlaclón 

Plapa 

e 

Esfueno 

Plano 

Deformación 

Plana 

Von Mises Esfuerzo

Phmo 

El aiterio de Tresca Establece que un material, inicia 

establece que un material la fluencia cuando absorbe una 

sometido a esfuerzo cantidad aitica de energía de 

v.Miscs tñaxial, entra en estado de defonnación distorsiona!.
"fresca fluencia, cuando el máximo

esfuerzo de corte se welve (o-i _ o-2)2 + (o-2 -o-3)2 + (u3 - o-1f = � 
igual al esfuerzo crítico de 

corte en una prueba de 

corte puro. 

fu¡ -CT3f 
= k

2 

O'¡ > 0'2 > 0'3 

k, es el esfuerzo de fluencia 

en una prueba a corte puro. 

Donde: 01, 02 y 03 son los 

esfuerzos principales y Oy, es el 

esfuerzo de fluencia en tensión 

uniaxial. 

Fuente Adaptado de PEREZ, N., Fracture Mechanics, Kluwer Academ(c Publishers, Boston, 2004. 
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Las demostraciones de las expresiones se encuentran en Perez [90]. 

c) Criterios de Fractura en la mecánica de fractura lineal elástica

Existen dos criterios: 

TABLA Nº2.8 - Criterios de fractura en mecánica lineal elástica 

TENACIDAD A LA FRACTURA RAPIDEZ DE LIBERACION DE ENERGIA 

Es un aiterio para el crecimiento de grieta, Se basa en la energía G, que es la rapidez de 

basado en la resistencia del material a la liberación de energía disponible por unidad de 

fractura, es decir: área, comparada con la. energía requerida para 

K, > K1c 
propagar la grieta (ésta es medida 

experimentalmente). 

Donde Ki es el factor de intensidad de 
G>Gc

esfuerzos y Kic. es una propiedad del material 

medida experimentalmente. 

2.1.8 Conceptos generales de 1� mecánica elastoplástica 

La mecánica elastoplástica, es una ampliación · de la mecánica elástica, 

incorporando el efecto de plasticidad, a medida que la curva de esfuerzo

deformación aumenta y entra en la zona plástica. También aumenta la demanda 

de ductilidad del material por lo que se requiere de técnicas adicionales para su 

análisis. 

ZONA El.ASTOPLÁSTICA 
ESFUERZO ZONA .:--------------. 

u ELÁSTICA ; 

Defonnoción (B) 

Duafüdad {BJ} 

FIGURA Nº2.6 .- Comportamiento típico esfuerzo-deformación de un material, bajo tensión 

uniaxial 
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Es así que se emplean las técnicas de la Integral J y el desplazamiento de 

abertura de punta de·grieta: "Crack Tip Opening Displacement". 

a) Métodos para abordar el análisis elastoplástico

TABLA Nº2.9 .- Métodos para abordar el análisis elasto-plástico 

INTEGRAL J CTOD 

Rice (1968) Well (1961) 

P=O 
'
.

[�=========--Í¡ croo = o 

: p o : At:b:uam.ienro 

¡,---> _____ _J:: / plásñro 

�L-------if• i croo

� p critlo 
i Extensión 

COD (r-------J>_¡! T�Dc

i
< 

Línea�cm:ga 

Criterio basado en Energía, viene a ser lo Depende de la magnitud de los esfuerzos en 
mismo que la rapidez de liberación de energía 
propuesto por Griffith en 1920 , en forma de 

integral de línea. 

En donde: 

J = wdy-1'¡-' ds
J( ou.) 
r � 

·w= J u
9

deif es la densidad de energía de 
deformación 

<Tij y 8;¡ son los tensores de esfuerzo y
deformación 

T; ;;,;· u;j n¡ : son los componentes del vector 
tracción, el cu�I actúa sobre el contorno 

u; : son los componentes del vector 
desplazamiento 

ds : es el incremento de longitud a lo largo del 
contorno r

la punta de grieta. Cuando se alcanza un valor 
de CTOC crítico, ocurre la fractura. 

En donde: 

4 K2 

CTOD = � -

1-· 
" Euo 

K, : Factor de Intensidad de esfuerzos 

E : Módulo de Young 

<Jo : Esfuerzo de fluencia 
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b) La curva R

Es definida por la relación de la rapidez de liberación de energía y la longitud del 

incremento de la grieta. La curva R representa la capacidad del material para 

resistir el crecimiento de una grieta. Ese aumento de resistencia indica que el 

material se vuelve más dúctil, con el crecimiento de la fisura. En el caso ideal de 

la placa completamente frágil, de dimensiones infinitas con una grieta en el 

medio, la capacidad del material para resistir el crecimiento de una fractura no 

puede ser constante, debido a mecanismos de retención en)a zona de procesos 

inelásticos (N+F), resultando que la curva es creciente, Nogueira [82]. 

La- obtención de la curva R, ha sido motivo de varios trabajos: Broek [20], 

Karihaloo [61] , entre otros. Es un criterio para analizar la estabilidad o 

inestabilidad de la propagación de las fracturas. 

G.8 G(a. �) 
/ /¿/ G(a. P2}

/ G ----------------------- ----e / 
/: R(Aa)

/ l 

/ :. 
P,<t2<P3 

. 

. 

�(MFEL) 

Aa 

FIGURANº 2.7 .- Curva R para un material frágil en azul y para un materia cuasi-frágil en rojo 

Del lado izquierdo se tiene que la grieta tiene una longitud ao, y del lado derecho 

están los aumentos de longitud de grieta (.óa). Las curvas R son _obtenidas y se 

trazan_Jas funciones G (que son la rapidez de liberación de energía elástica), 

para distintos valores de carga P1, P2, P3. La propagación de grieta se dará 

cuando G=R. Si: 
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iJG iJR 
-<

iJa - éJa ocurrirá. un crecimiento estable 

iJG iJR 
->
{}a {}a ocurrirá un crecimiento inestable 

2.2. ESTADO DEL ARTE 

La mecánica de fractura ha alcanzado un desarrollo a grandes pasos en poco 

tiempo, con la mejora de la capacidad de los ordenadores, cada vez se 

investigan nuevas formulaciones matemáticas y se analizan nuevos materiales, 

es así que aparecen formulaciones numéricas, con plasticidad, visco-plasticidad, 

viscoelasticidad, mecánica del daño, representaciones de meso-escala entre 

otros, que se muestran en la siguiente tabla resumen Nº2.21, que se encuentra 

en la parte final del presente capítulo. 

La escala y el tamaño gobierna casi todo en la fractura. Así la fractura en 

materiales frágiles, es decir aquellos que presentan Lina pequeña zona de 

fractura de proceso, puede ser modelada por la mecánica de fractura lineal 

elástica, mientras que las predicciones de la mecánica de fractura lineal elástica 

dan resultados erróneos cuando la zona en proceso de falla es del orden del 

tamaño de la estructura. 

Para la elección del tipo de modelo a usar en la evaluación, se hace necesario 

evaluar el tamaño relativo de la zona de proceso de fractura (FPZ), y la 

dimensión crítica más pequeña de la estructura (O), resultando que: para 

0/(FPZ) > 100 la Mecánica de Fractura Lineal Elástica es válida, mientras que si 

5 < 0/(FPZ) < 100 debería usarse una no-lineal o aproximación cuasi-frágil para 

0/(FPZl < 5 se recomienda evaluar los modelos de daño no locales [12). 

Si la escala de la estructura es pequeña, (es decir al discretizar la estructura, el 

tamaño de los elementos formados es del tamaño del agregado), no se presenta 

ningún problema en particular. Siempre que la estructura interna (tamaño del 
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agregado), sea de un tamaño comparable con la estructura, los factores de 

intensidad (parámetros fundamentales en la mecánica de fractura lineal elástica), 

pueden ser un método más eficiente, que el método distribuido y otros más 

complejos [12). 

2.2.1 Investigaciones actuales: 

a) Un modelo de zona cohesiva dependiente de la velocic;tad para grietas en

movimiento con fuerza de tracción no uniforme. 

Estudia el cambio de estado en movimiento de una grieta, bajo carga en modo 1, 

con un modelo modificado de zona cohesiva, el cual direcciona el rol de la 

velocidad dependiente del esfuerzo normal, paralelo al eje de la grieta y a la no 

uniformidad de la fuerza de tracción en la zona cohesiva, a diferencia del clásico 

modelo de Dugdale, el cual predice la independencia del tamaño de la zona 

cohesiva sobre la velocidad de grieta. Presenta un modelo que predice el 

tamaño de la zona cohesiva dependiente de. la velocidad de grieta. 

Comparaciones experimentales sugieren que el modelo captura el efecto de 

velocidad moviéndose en grietas de materiales dúctiles. 

TABLA N°2.10 .-Datos principales de la investigación actual a) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo de zona Modelamiento de fractura en materiales Whu y Rhu 2014 
cohesiva modificada dúctiles [133) 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Analítico 

b) Aproximación crítica del uso de modelos de daño locales y no locales

para predecir el crecimi_ento de la grieta dúctil y los patrones de grieta en 

varias condiciones de borde y carga 

Utiliza el modelo de daño de Rousselier [102), el cual es utilizado para el 

modelamiento del crecimiento dúctil de grietas. Considera varios puntos como: 

aproximación en la simulación del patrón de grieta, extensión y ancho de la 

región con daño, comportamiento de resistencia a la fractura en situaciones de 
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problemas de borde simétricos y no simétricos. Muestra que también los mismos 

problemas pueden ser resueltos por modelos de daño no locales. 

TABLA Nº2.11 .-Datos principales de la investigación actual b) 

MODELO DE 
uso AUTOR FRACTURA 

Modelo de daflo local Seindenfuss, 

y no local 
Modelamiento de materiales dúctiles Samal y Ross 2011 

[107) 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Implementado en el 
' 

ANSYS [7J 
Elementos Finitos 

e) Análisis Discreto de fracturamiento de presas de gravedad de concreto,

basado en el campo conocido de fuerzas de inercia del análisis de 

respuesta lineal. 

El trabajo presenta dos pasos de aproximación de grieta discreta de presas de 

gravedad de concreto bajo fuerza sísmica. La variación en el tiempo de las 

fuerzas de inercia es primero obtenida de la respuesta lineal elástica, luego para 

cada paso incrementa el análisis de fracturamiento discreto. La aproximación de 

dos pasos transforma la fuerza sísmica de un análisis dinámico a uno estático, 

basado en que los efectos de las grietas en la aceleración estructural son 

pequeños. Presenta una generalización matemática de la estrategia de solución. 

TABLA Nº2.12 .-Datos principales de la investigación actual c) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo Distribuido 
Agrietamiento en presas de concreto Ziai et al. 2013 

bajo fuerza sísmica [138] 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

DIANA[37] Elementos Finitos 

d) !'l)odelamiento no-lineal de vigas de concreto armado sujetas a torsión

usando el modelo de fracturamiento distribuido 

Examina la posibilidad de análisis no lineal de vigas de concreto armado sujetas 

a torsión, usando el modelo distribuido. Estudia 14 ejemplos experimentales 

empleando elementos finitos y los modela en el programa ANSYS [7]. Entre ellos 
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incluye secciones rectangulares, secciones cajón y secciones T, indicando que el 

modelo distribuido es· capaz de realizar estimaciones aceptables. 

TABLA Nº2.13 .-Datos principales de la investigación actual d) 

MODELO DE 
uso AUTOR FRACTURA 

Mostofinejad y 
Modelo Distribuido Torsión en vigas Talaeritaba 2011 

1731 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

ANSYS [7J Elementos Finitos ', 

e) Modelo probabilístico para el crecimiento de fisura por fatiga de juntas

soldadas en estructuras de ingeniería civil. 

El trabajo presenta un modelo aproximación probabilística para la mecánica de 

fractura lineal elástica. Permite la determinación de la probabilidad de falla de 

una estructura sujeta a carga por fatiga. Determina las variables aleatorias para 

la ingeniería civil. Analiza el caso las juntas soldadas sometidas a fatiga en un 

puente. 

TABLA Nº2.14 .-Datos principales de la investigación actual e) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo Probabilístico Análisis a fatiga de las juntas soldadas Maljaars et al. 
y Modelo de fatiga en un puente 2012 [69] 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Programado en Analítico y Elementos Finitos 
FORTRAN 

f) Modelo estocástico multi-escala para análisis de fractura en tres

dimensiones de materiales funcionalmente graduados. 

Presenta tres modelos multi-escala: modelo invasivo, secuencial y concurrente, 

en el -análisis de una fisura en dos fases, en compuestos funcionalmente 

graduadOs. Usa un algoritmo a dos escalas incluyendo análisis de microescala y 

macro escala en la determinación de las fuerzas condu.ctoras de la fractura, y 

dos métodos estocásticos para el análisis de rehabilitación de fractura. Las 

fracciones de volumen de partícula son definidas por definidos por un campo 
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aleatorio de Poisson no homogéneo, el cual describe estadísticamente l"a 

microestructura no homogénea de compuestos funcionalmente graduados. Dos 

métodos estocásticos son empleados: el método de la descomposición 

dimensional y el método de la simulación directa de Monte-Cario, Éstos son 

usados para obtener las características de la fuerza guiadora de fractura. 

TABLA Nº2.15 .-Datos principales de la investigación actual f) 

MODELO DE 
uso AUTOR FRACTURA 

Modelo Probabilístico Análisis de fractura en materiales 'Chakraborty y 
- Monte Cario funcionalmente graduados Rahman 2011 [27] 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

ABAQUS[1] Elementos Finitos 

g) Modelamiento de deformación finita elasto-plástica utilizando un método

adaptativo sin malla. 

En este estudio son usados los métodos sin malla como una posibilidad de 

procedimientos adaptativos simples, debido al no remallado y simple inserción o 

eliminación de nodos. Utiliza el método del elemento libre de Galerkin para la 

mecánica no lineal del sólido; así estudia problemas elasto-estáticos y extiende a 

problemas no lineales de deformación finita y elasto-plasticidad utilizando un 

proceso adaptativo nuevo, que es descrito y demostrado. 

TABLA Nº2.16 .-Datos principales de la investigación actual g) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo elasto- Estudio de problemas elasto-estáticos y Ullah y Augarde 
plástico materiales elásticos y elasto-plasticos 2013 [120] 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Meshless-Método del Bemento Libre 
Galerkins 

h) Un modelo de fractura embebido por un análisis de elementos finitos
para materiales cuasi-frágiles

Esta publicación presenta. una implementación numérica de un modelo de 

fractura cohesivo, para el análisis de materiales cuasi-frágiles, como el mortero, 

concreto y albañilería, basado en aproximaciones de discontinuidad fuerte en el 
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entorno de los elementos finitos, se usa un modelo de fuerza central para el 

esfuerzo vs la curva de abrimiento de grieta. Este modelo se implementa en una 

subrutina en un programa de elementos finitos comercial (ABAQUS_UMAT). 

Toma en cuenta la anisotropía del material y es contrastado con datos 

experimentales. 

TABLA Nº2.17 .-Datos principales de la investigación actual h) 

MODELO DE 
uso AUTOR FRACTURA 

Modelo de fisura En fracturamiento en materiales cuasi- Galvezet al. 2012 
cohesiva frágiles, en modo I y modo 11 [89) 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Programado en Método del Bementos Finitos 
ABAQUS-UMAT [1] Embebidos 

i) Un modelo de fractura viscoelástico para materiales funcionalmente

graduados con propiedades mecánicas generales 

Esta publicación desarrolla un modelo de fractura viscoelástico para investigar el 

problema de fractura, en materiales funcionalmente ,graduados. El problema de 

materiales funcionalmente graduados es cambiado a un problema elástico con 

propiedades mecánicas generales. Desarrolla un modelo multicapa donde las 

propiedades de cada capa son descritas por funciones exponenciales. Calcula 

los factores de intensidad de esfuerzo invirtiendo los factores de intensidad de 

esfuerzo transformado. Desarrolla ejemplos de varios materiales, parámetros 

geométricos y condiciones de carga. 

TABLA Nº2.18 . -Datos principales de la investigación actual i) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo víscoelástico 
En fracturamiento de materiales Wang et al. 2013 

funcionalmente graduados [128) 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Analítico 
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j) Modelo de daño gradiente acoplado con plasticidad: formulación

variacional y propiedades principales 

Propone una nueva formulación para la familia de modelos de daño elasto

plástico. Define la energía total que contiene un término de daño gradiente y un 

término que representa la disipación plástica, pero que depende también del 

daño. Deduce la ley de evolución de 'los principios de irreversialidad, estabilidad 

y balance de energía, de acuerdo al término de disipación plástica, el cual 

aparece en ambos criterios de daño y deformación plástica.\ Usa una versión de 

elemento finito discreto con condiciones mixtas de borde. Localiza bandas de 

deformación plástica volviendo al problema independiente del tamaño de la 

malla. 

TABLA Nº2.19 .-Datos principales de la investigación actual j) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo de daño 
En materiales elasto-plásticos 

Alessi et al. 2014 
gradiente [5] 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Elementos Finitos 

k) Modelamiento computacional de la fractura en concreto usando un

método meso-macro-multiescala 

Esta publicación modela un método multiescala para la fractura en el concreto, la 

zona de proceso de fractura es modelada por un modelo de material 

homogenizado mientras que en la zona de fractura de proceso se utiliza un 

modelo constitutivo mesoscópico no lineal, en la escala mesoscópica se modela 

los compuestos constituyentes del concreto (la matriz de cemento y agregados), 

se implementa un modelo de zona cohesiva en un contexto de método de malla 

libr� con partición de unidad enriquecida. Es validado por resultados 

experimentales. 
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TABLA Nº2.20 .-Datos principales de la investigación actual k) 

MODELO DE 
uso AUTOR 

FRACTURA 

Modelo meso-macro 
En el modelamiento de materiales Ghosh y Chaudhuri 

multiescala y modelo 
de zona cohesiva 

cuasifrágiles como el concreto 2013 [50) 

PROGRAMA MÉTODO COMPUTACIONAL 

Elemento Libre de Galerkin Extendido 
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CAPÍTULO 111: UN MODELO MATEMÁTICO EN EL ANÁLISIS DE LA 

FRACTURA 

Los modelos más utilizados en el modelamiento de la fractura son los modelos 

distribuidos. Entre ellos se pueden clasificar según la libertad de la grieta para 

girar en: 

a) Modelo Distribuido Fijo

Variables Leyes 
clnemátlc.is Constitutivas 

Deformación por tensión I Modelo de tensión 1 normal a la griela . . 

Deformación por compresión I Modelo de compresión 1 paralela II la grieta 

Variables 

Estiticas 

Esfuerzo de tensión
normal a la grieta 

Deíormaclón por corte II lo Modelo de transferencia Esfuerzo de corta II lo 
largo de la grieta de corta largo de la grieta 

b) Modelo Distribuido Rotado

c:::b,. -0-

$1 
de libertad 

n� Reducidos grados 

� 
r 

.o.� 
Variables Leyes 
clnemátlc.is Cons1itutlvas 

Deformación por tensión I Modelo de lenslón 1 
normal a la grlela . . 

Deformación por compresión I Modelo de cornpr&lón 1 paralela II la grieta 

Variables 

Estiticas 

Esfuerzo de lllnslón 
normal a la gri-

El esfuerzo de corta es dependienta de la transferenla del esfuerzo normal 

FIGURA Nº 3.1 .- Esquema del modelo de fractura distribuido 

Fu�nte: MAEKAWA, A., PIMANMAS, A., OKAMURA, H. Non Linear Mechanics of Reinforced 

Concrete, Spon Spress, New York, 2003 

Para el desarrollo de un modelo matemático en el análisis de la fractura, se ha 

escogido el Modelo Distribuido Multidireccional, que es básicamente un modelo 

distribuido fijo, con variaciones en la formulación, siendo un modelo intermedio 
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entre el modelo fijo y el modelo rotado. Presenta practicidad en el campo de la 

ingeniería y fácil implementación numérica, dado que· no precisa de remallado 

comparado con otros modelos. Es así, que la mayoría de los programas 

comerciales de elementos finitos que analizan el caso de fractura lo han 

implementado satisfactoriamente. 

3.1 MODELO DISTRIBUIDO DE FRACTURA FIJO MUL TIDIRECCIONAL 

La idea de los modelos distribuidos es propuesta por Rashid [97] en 1968, y 

desarrollada por Bazant [13] en 1983 y mejorada por Rots [100] en 1987 .. El 

modelo distribuido fijo ·multidireccional o "Multidirectional Fixed Crack Model", 

considera al cuerpo como continuo, el cual va degradando su rigidez, 

principalmente por causa de la progresiva micro-fisuración y crecimiento de 

vacíos es decir, la rigidez en la dirección del esfuerzo principal de tensión es 

gradualmente reducida a cero. 

Está basado principalmente en las relaciones existentes entre esfuerzo y 

deformación, idealizando la existencia de bandas, en las cuales ocurre la 

fisuración y considerándose como propiedad del material. 

= q_ 
, __ rat-�- --�r =r � :r-: --: -:-:, h

:::::..-i-----� =- -- -- ;_ . 

'---v---1 
FPZ 

FIGURA Nº3.2 .- Idealización de la grieta del modelo distribuido 

Fueflte: BAZANT, Z., JIRASEK, M. "Nonlocal Integral Formulations of Plasticity and Damage", 

Journal of Engineering Mechanics, vol. 128, pp. 1119-1149, 2002. 

El modelo distribuido considera que la grieta es en forma roma. A partir de la 

punta roma comienzan a aparecer las micro-fisuras las cuales aparecen en el 

ancho de banda h. El esfuerzo se considera que aumenta progresivamente en la 

zona de fisuración (FPZ). 
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Para observar el aumento progresivo del esfuerzo en la zona de fisuración, que 

es aquella que sigue a la punta roma de grieta, utilizamos un ejemplo sencillo, 

que consiste en modelar con elementos finitos una placa con un agujero en 

forma de elipse en el medio, 1.a cual es sometida a tracción. Para ello se usó el 

software libre ADINA de 900 nodos [3]. 

La elipse al inicio será un círculo de radio 5 mm, el cual va achatándose en 

forma de elipse, hasta formar una grieta, se observa el campo de esfuerzos 

alrededor de la elipse y los esfuerzos lle YY. 

Se aprovecha la simetría para modelar la cuarta parte, restringiendo 

convenientemente los desplazamientos 

56 

10 

t :=25.0Mpa 
en los ejes de simetría. 

Datos: 

Todas las dimensiones en mm 

Espesor = 1 mm 

E = 7 .O x 10
4 

Mpa

V = 0.25 

FIGURA Nº3.3 Placa con un agujero elíptico en el centro 

En el programa ADINA [3], se obtuvieron los siguientes resultados: 
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Máximo 
A 108.8 

Mínimo 
*-4.358 

N 

Esfuerzo-ZZ 

104.0 

88.0 

72-0

56-0 

40.0 

24.0 

a.o 

FIGURA N°3.4 .- Esfuerzo ZZ en la placa con un agujero circular de radio 5mm 

Cuando la elipse es un círculo de radio 5 mm, en la distribución de esfuerzos se 

puede observar que la máxima concentración de carga se da en A (que es la 

punta de la grieta), y luego continúa a un ritmo decreciente 

-

a 

•-F---====::;:::=--...,.::;;;__ _______________________ _ 

-------....----.----..--�-r---.------,---.....--.-�--...-----.---.-----.-.....--
u u u u u �  u u u u u u u u u u u u u - � � � � � � 

DISTANCII> 

FIGURA Nº3.5 .- Esfuerzo ZZ en el segmento MAN, en la placa con agujero circular de radio 5mm 

El gráfico muestra la variación de los esfuerzos en MAN, observando que la 

distribución se ajusta con la hipótesis del modelo (Fig. Nº 3.3) y la predicción de 

la mecánica de fractura lineal (propuesta por lnglis [55]}, en que el máximo 

esfuerzo se ubica en la punta de grieta A. 
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En el último paso (se simula una grieta}, después de achatar la elipse hasta casi 

la formación de una grieta, el esfuerzo ll., se observan los parámetros mas 

pronunciados a una grieta alrededor del segmento MAN: 

A 

1 

-2DO+-...-.--.--.---.................... -------.--.--.-----T""""-------............ ---.----.............. ------.--.-

• ·� 1� 1.5 2.0 

DISTANCIA 

FIGURA Nº3.6 .- Esfuerzo ZZ en el segmento MAN, en la placa con agujero elíptico con eje 
menor 0.125mm y eje mayor 5 mm 

Se va cerrando el agujero, disminuyendo un eje de la elipse hasta formar una 

grieta, siguiendo lo propuesto por Griffith, en donde se obtuvo: 

ESTADO DEL ARTE DE LA MECÁNICA DE FRACTURA Y LINEAMIENTOS BÁSICOS PARA SU MODELAMIENT.O 
NUMÉRICO EN ACERO Y CONCRETO 
Bach.Pandía Cayro, Evandro Esteban 39 

.. 



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA 
FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL CAPITULO 111: MODELOS MATEMATICOS EN EL ANAL/SÍS DE LA FRACTURA 

a) 

108.0 

84.0 

60,0 

J6,0 

12.0 

b) 

108(). 

90(). 

n.o. 
160.0 540. 
106-7 360. 

� ,. 

o.o o. 

b=0.25 b=0.125 
c) d} 

FIGURA N°3.7 .- Distribución de esfuerzos ZZ en 4 etapas del achatamiento de la elipse a) 

cuando el eje menor de la elipse es 5 mm, b) cuando el eje menor de la elipse es 4mm c) cuando 

el eje menor de la elipse es 0.25 mm d) cuando el eje menor de la elipse es 0.125 mm 

En la fig a) la elipse tiene ejes 4 mm y 5 mm, en la fig b)ejes 3mm y 5 mm, en la 

fig c) ejes 0.25 mm y 5 mm y d) ejes 0.125 mm y 5 mm. 

Se observa que a medida que se cierra la elipse, los esfuerzos en la cercanía de 

la punta aumentan y se localizan en la misma, en c) y d) ya no se observan 

gráficamente porque se encuentran muy localizados. 
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Ejes Elipse O Elipse 1 Elipse 2 Elipse 3 Elipse4 Elipse 5 Elipse 6 Elipse 7 

b 5 4 3 2 1 0.5 0.25 0.125 

a 5 5 5 5 5 5 5 5 

Elipse esfuerzoZZ 1400 -

o 108.8 ·1200 

1 166.9 11000 

2 243.8 800 

3 357.6 

4 535.6 
600 

5 750.1 
400 

... 

6 984.3 
200 

7 1217 o 

o 1 2 3 4 5 6 7 

EBpsa 

FIGURA Nº3_8 .- Esfuerzo ll en el punto A, a medida que decrece el eje menor de la elipse 

Elipse esfuerzoYY 

o 22.84

1 22.57 

2 45.6 

3 70.63 

4 138 

5 223.5 

6 296.2 

7 359.3 

400 

350 

f 300 
... 1 

� 250 . 

• 200 

E 150 ¡
'5 100 

50 

o 

o 1 2 3 4 5 6 7 

ERpse 

FIGURA Nº3_9 .- Esfuerzo YY en el punto A, a medida que decrece el eje menor de la elipse 

La formulación del Modelo Distribuido de Fractura Fijo Multidireccional y las 

formulas mencionadas en la Figura Nº 3.9, se encuentra en el anexo 111. 
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3.2 PROCESO DE ANÁLISIS DEL MÉTODO DE FRACTURA DISTRIBUIDO 

Se lee los parámetros requeridos para la fractura 

Se extrae informacion sobre el estado de las gñetas de los datos 
almacenados 

Se calcula los esfuerzos y deformaciones en los puntos de 
Gauss 

Se calcula los esfuerzos principales y los cosenos directores 

Se compara con los valores 
anteñores, con el criteño de 

iniciación, se inicia una 
nueva gñeta o se abre una 
gñeta cerrada o una gñeta 

abierta se cierra ? 

Se evalúa dependiendo de estado de gñeta: 
- Abñmiento o re-abñmiento. se usa la expresión (17)

- Cerramiento de la gñeta, se usa expresión (18)
-estado de carga y descarga

De acuerdo al estado de gñeta, definirnos la matríz 
DfR 

Se calculan los nuevos vectores de carga y se 
almacena en la memoña 

Se procesa un nuevo incremento del vector 
deformación 

o 

Se almacena 
en la memoña 

FIN 

FIGURA Nº 3.10 .- Proceso general de análisis por agrietamiento por el modelo de fractura 
\ 

distribuido 

Fuente: Adaptado de ROTS G., "Computacional Modeling of Concrete Fracture". Tesis presentada 

en Delf Universitiy of Technology, Delft, 1988. 
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CAPÍTULO IV: APLICACIONES 

4.1 VIGA DE TRES PUNTOS A FLEXIÓN 

Se presenta como aplicación, una viga de concreto primeramente modelada por 

Kaplan [59], porque permite observar indirectamente la viga en tensión y 

compresión. Además de ello presenta facilidad para ser estudiada en el 

laboratorio. Es un ejemplo simple que permitirá comprender el desarrollo 

complejo que ocurre en elementos estructurales sometido$ a diversas cargas 

que se observa cotidianamente. 

� 1 Concreto en el laboratorio �--- ,-------- -------------------------¡ 
,/ .. _ :!t. -... , 1 1 1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 lsolropia Inicial 
( híl·-�· ·. · lt� \- r -O 1 ! 
\ � 

. 

- . 
' . ··.. ,' 1 
, , _.. .... ,, 

, Viga de concreto en el laboratorio 1 

' ... ·: ___ ...(l. _ __ ,,
,, Muy pocos defectos iniciales : 

�---------------------------------------------------· 
-�-----___, ... -... 1 "'-----.:,y-----.--------------------.

�
1/ 

1 Patrones de defectos 
1 
1 Esl'iJerzos y 1 deformaciones
1 residuales 
1 

: Fracturamiento 
1 

1-· ------

Patrones de carga en 
vaños sentidos 

FIGURA Nº 4.1 .- Comparaciones entre el entorno del ensayo de una viga en el laboratorio y las 
estructuras en el mundo real. 

Fuente: MAEKAWA, A., PIMANMAS, A., OKAMURA, H. Non Linear Mechanics of Reinforced

Concrete, Spon Spress, New York, 2003. 

•' . 

Los parámetros de esta viga pueden ser obtenidos por pruebas de tensión 

directa, o· realizando un análisis inverso de los datos registrados de fuerza

deflexión en la misma viga con muesca de tres puntos. 
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FIGURA Nº 4.2 .- Viga modelada, de tres puntos a flexión 

Las dimensiones de la viga son: longitud L = 840 mm, ancho b= 100 mm, altura 

h= 200 mm, espesor de.la muesca t = 3.5 mm. 

Se utiliza el programa DIANA 9.4.4 [37]. El procedimiento consiste en someter a 

la viga a incrementos de carga o desplazamiento en la parte central, obteniendo, 

en cada punto del sólido, incrementos en la deformación. 

El manual detallado del proceso en el programa DIANA, se encuentra en el 

anexo l. 

El procedimiento general del análisis de elementos a fractur�miento se puede 

expresar como: 
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No diverge 

Modelo de Elementos Finitos: Geometría, 
propiedades de los materiales, matriz 

constituliva inicial oco , condiciones de 
borde, cargas, mallado, etc 

Análisis Estructural, calculo de los esfuerzos 
y deformaciones actuales, hacia un 

esquema de iteración {longitud de arco, 
newton Raphson) 

Cálculo de los esfuerzos en los puntos de 
Gauss 

Criterio de Iniciación de Grieta 

Concreto no fracturado: 
Matriz constitutiva en 

punto no fracturado: [)CO 

Concreto fracturado: 
Matriz constitutiva en 
punto fracturado: ocR 

Ensamble de la matriz de rigidez 

Análisis ínaemental de 
carga, cakulo de los 

esfuerzos y deformaciones 
actuales, hacia un 

esquema de itaación 

Alto 

I---P,on1tos Fractura.do 

CAPITULO IV: APLICACIONES 

Ingresar aiterio de 
iniciación de gñeta 

Ciclo-Completado 
Salida 

Comportamiento después de 
alcanzar el esfuerzo de rractura: 

direcciones de grieta y 

consecuente formación de grieta 

FIGURA Nº 4.3 .- Esquema General del proceso de análisis 

El análisis en el programa DIANA 9.4.4, se diyide en tres etapas: 

El pre-procesamiento: es la etapa donde se ingresan los datos, necesarios para 

el análisis 

El procesamiento: es donde se realiza el análisis propiamente. 

El post-procesamiento: es donde se muestran los resultados obtenidos en el 

procesamiento 
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4.1.1 Pre-procesamiento 

CAPÍTULO IV: APLICACIONES 

Pre-procesamiento 

Se define la geometría del modelo, con los comandos GEOMETRY POINTy GEOMETRY UNE 

Se realiza la generación automática de la malla de elementos finitos, utilizando el comando 
MESHING y PAVING. Se indíca que se utiliza los elementos Q8MEM y Q4, el primero es un 

elemento de esfuerzo plano de 4 nodos, el segundo es un elemen� genérico 

es 1s1cas 

ara e concreto 
Módulo de Young E = 34000 MPa. 

Razón de Poisson v = 0.14 
Resistencia a la tensión ft = 2.6 Mpa 

Se indican los apoyos y la carga 

Se selecciona como tipo de 
análisis no-linealidad estática 

Se selecciona la curva 
lineal de ablandamiento 

e ingresa a u tima 
deformación 

para la curva de 
ablandamiento 

E..,=0.0072 
Se ingresa el factor 

de retención 
de corte � = 0.001 

FIGURA Nº 4.4 .- Esquema básico de ingreso de datos en el pre-procesamiento 
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4.1.2 Procesamiento 

Procesamiento 

Se obtiene la solución del problema de elementos finitos, 
obteniendo como resultados, esfuerzos, desplazamientos, fuerzas 

•NONLIN Indica que se reaizaa un análisis no-�neal 

BEGIN EXECUT El comando EXECUT le pide a DIANA ejecutar pasos de carga e¡ tiempo 

BEGIN ITERAT El comando ITERAT, indica el proceso de iteración de equilibrio a ser aplicado, al no 
especificarlo el programa lo escoge automáticamente 

1 CONVER SIMULT t--+ 

MAXITE=30 

El comando CONVER, especifica el criterio de convergencia para el proceso de 
iteración mientras que SIMULT deja que DIANA asuma la convergencia, cuando 

todos los criterios son satisfechos simultáneamente 

Indica el número máximo de iteraciones 

E:ND ITERAT t------i .. �I Fin de las iteraciones ] 
-------

BEGIN LOAD t------i.,�, Comienza con las cargas 
______ __, 

BEGIN STEPS 

BEGIN AUTOMA 

1 END STEPS 

1 END LOAD ]t-------

El comando STEPS, especifica como aplicar el tarnaílo de pasos, se puede indicar 
un método o DIANA lo determina automáticamente 

El comando AUTOMA origina incrementos de carga adaptativos 

Cerrando procesos 

END EXECUT ]1-------.,.. 
--------� 

aeGIN OUTPUT t------..... ""¡ Indica la salida de datos _______ _, 

1 DISPLA TOTAL TRANSL 
� 

STRESS TOTAL CAUCHY 

FORCE REACT TRANSL 

1 STRAIN CRACK GREEN r-+ 

END OUTPUT 

*END 

El comando DISPLA, indica los desplazamientos, el comando TOTAL indica que 
los desplazamientos son medidos respecto a la geometría no deformanda, el 

comando TRANSL indica que son traslacionales 

El comando STRESS, muestra los esfuerzos, el comando CAUCHY indica que 
son los esfuerzos de Cauchy 

El comando FORCE indica las fuerzas el comando REACT indica que son en la 
reacciones 

El comando STRAIN indica las deformaciones, el comando CRACK, las 
deformaciones en la grieta y el comando GREEN, que son las deformaciones 

de Green-Lagrange 

FIGURA Nº 4.5 .- Esquema de procesamiento con los comandos del programa DIANA, para el 

análisis no lineal 
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Proceso Iterativo General utilizado por el programa DIANA 

Comienza 
Incremento 

Aumento de la 
fUet'za externa 

f.,.._ 

ól.r-0 

Calcula las fuerzas 
fuera de balance 

g=fl!llt • finu 

Predice el cambio en 
desplazamiento l>u 
&.t¡..1 = óu,+ l>ui+i 

Determina las nuevas 
tueuas internas fint 

Au, es adaptado iterativamente por incrementos 

óu, hasta que se alcanza el equilibrio es 

alcanzado, o se cumpla la tolerancia. 

Los incrementos iterativos son calculados 

usando la matriz de rigidez, t:1ue puede variar en 

cada iteración. 

Diana presenta los siguientes métodos de 

iteración: 

• Método de Newton-Raphson

• Método de Quasi Newton

• Método de Rigidez Constante

• Método de Longitud de Arco

La diferencia entre los procedimientos es como 

se calcula óu. 

FIGURA Nº 4.6 .- Esquema general del proceso de análisis iterativo 
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4.1.3 Post-procesamiento 

Diagrama de carga desplazamiento al centro de la luz 

CAPITULO 'IV: APLICACIONES 

TABLAN° 4.1 .- Resultados del Post-procesamiento 

Diagrama carga desplazamiento al medio de la luz 

RESULTS LOADCASE LCl 

RESULTS NODAL FBX ... G FBY 

PRESENT GRAPH NODE 68 

Se obtiene el diagrama carga-desplazamiento en el centro de la luz, mediante los siguientes 

comandos: 

En el eje x horizontal representa el factor de carga, el cual es equivalente al factor de 

multiplicación por la unidad vertical de desplazamiento 
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Esfuerzos principales en las etapas de cargamiento 

VIEWMESH 

VIEWEDGES 

EYE FRAME 

LABEL MESH NODES OFF 

RESULTS LOADCASE LCI I 

RESULTS ELEMEN EL.S:X:X.G SXX 

RESULTS CALCULATE P-STRESS PI 2DSORT 

PRESENT CONTOUR LEVELS 

RESULTS LOADCASE LCl 48 

DRA WING DISPLAY 

1 
• 

2.69
I 

2. 33

, 
1. 97

, 
1. 61

1
1.25

1. 89
1. 529
1 .169

• 
-.191

1 -
. 551

Se observan los esfuerzos principales para el paso 1: LOAD CASE 1 es el 

primer caso de carga 
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1 

•
3-82

,
3-21
2�6

1.
1.99

fl.38

1 - 768

1 _ 156

1 
- - 455

.-1.07

,
-1.68

Se observan los esfuerzos principales para el paso 1 O: LOAD CASE 

.,··· · 

1 
15 _29 

1 4
. 6

1 3 - 91 

13 .22

1
2 _ 54 

1
1.85

1
1.16

1 _ 468

.--221 

,
- . 91

Se .observa los esfuerzos principales para el paso 20: LOAD CASE 
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1 

• 
5.63 

• 
4. 81 

1 
3';_ 18

I 2. 36 
1

1.55 
1 - 731 

1
-. 852E-1 

1 
- - 902

.-1.72

Se observan los esfuerzos principales para el paso 30: LOAD CASE 1 

1 

19 - 86
1 8 -6 

7.33 

• 
6. 07

• 
4. 81

• 3. 
55

12 .29
11.03
.-.229
.-1.49

Se observa los esfuerzos principales para el paso 58: LOAD CASE 1 
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Patrones de grieta 

RESULTS GAUSSIAN EL.EKNNI EKNN 

PRESENT DISC 02 

VIEW OPTIONS DEFORM USING TOTX .. G RESTDT 

1 1 
1 r 

1 i 

� 1� "'\. � 
� / 

... 

LOAD CASE 1 PASO 1 

' 

..... ' -..... 

� 
,.X 

v 

-{.. 
-.... ..... --

-

1 

LOAD CASE 1 PASO 1 O 

- - � ..... 
H l/1( 

"-1. 
.['f..._ 
�/ 

..... 

LOAD CASE 1 PASO 20 

� /r 

� ., 

.. t - . 

LOAD CASE 1 PASO 30 
1 

CAPITULO ÍV: APLICACIONES 

1/ 

" 

' 
1 

�L 

1/} 

,,, }-

-
-

:J 
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I 
l 

1 J 1 

Patrones de gñeta 

LOAD CASE 1 PASO 39 

4.1.4. Validación experimental 

CAPITULO IV: APLICACIONES 

'.� 
L. 

El proceso de validación consiste en comparar los resultados numéricos 

obtenidos con los que se encuentran en la literatura. Se compara el diagrama 

carga desplazamiento al centro de la luz con los resultados experimentales 

obtenidos por Ting [119]. 

FIGURA Nº 4. 7 .. Comparación entre resultados numéricos y experimentales. 
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Los valores obtenidos en la simulación, se encuentran proxImos a los 

experimentales. La diferencia entre los valores pico es de 0.16 KN. El máximo 

error local es de 0.93 KN, mientras que el error total resultó 16%, lo que indica 

que existe una comparación satisfactoria con los resultados experimentales. Los 

errores se pueden deber a varios factores, como la variación en la posición de 

punto exacto donde se toma la medición, la calibración correcta del ancho de 

banda y errores de aproximación durante el proceso de análisis. Finalmente se 

puede concluir que el análisis reproduce correctamente el resultado 

experimental. 
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CAPÍTULO V: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

5.1 CONCLUSIONES 

El estudio de los conceptos de la mecánica de fractura, proporciona una manera 

global de analizar las estructuras considerando la presencia de grietas y 

defectos, los cuales no son considerados en los análisis c.otidianos y pueden 

ocasionar un análisis inadecuado por parte del diseñador estructural. 

Se presenta una tabla con todos los modelos encontrados, autores, años, 

fuentes, software, aplicaciones y bibliografía recomendada, dándose a conocer 

la amplia gama de aplicaciones y el carácter evolutivo de la mecánica de 

fractura. Dependiendo del tipo de material, el detalle de análisis, el tiempo y la 

capacidad de los micro-procesadores y la practicidad, se puede escoger el 

modelo más adecuado. Además sirve como punto de partida en el conocimiento 

de los mismos hacia una mayor comprensión, siguiendo las referencias. 

Cuando el comportamiento es gobernado por la fractura, los conceptos de la 

mecánica de fractura se hacen necesarios e imprescindibles. Actualmente se 

han desarrollado numerosos programas de cómputo que han implementado 

correctamente muchos de los modelos de la mecánica de fractura. Sólo si la 

estructura no es sensible a la fractura se debería usar los métodos 

convencionales. 

La simulación del fracturamiento, por el modelo de fracturamiento distribuido 

multidireccional fijo, utilizando la herramienta de los elementos finitos, con el 

mo�elo constitutivo de ablandamiento lineal, se ha mostrado eficiente para 

materiales cuasi-frágiles como el concreto, resultando que el programa DIANA

es un programa fiable en la modelación de estructuras de concreto que 

presentan fractura. 
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5.2 RECOMENDACIONES 

CAPITULO V: CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES 

El presente trabajo presenta conceptos básicos de la mecánica de fractura, los 

cuales han tomado aceptación en la enseñanza y práctica profesional mundial, 

siendo nuestra realidad ajena a la misma y al avance de mecánica de fractura. 

Se recomienda estudiar, investigar y desarrollar los modelos mencionados en el 

presente trabajo, para lo cual se sugiere comenzar con la bibliografía 

recomendada, ya que se amplía la forma de enfocar el análisis estructural dado 

que es un tema que influye en el sector industrial y académico. 

Se recomienda desarrollar también el desarrollo de técnicas de monitoreo a 

fractura, principalmente de estructuras esenciales, lo que ayudaría a evitar 

colapsos inesperados, los cuales pueden ser predecidos por la mecánica de 

fractura. 
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ANEXOS 

ANEXO/ 

ANEXO 1: PROCEDIMIENTO PARA EL MODELO DISTRIBUIDO 

MUL TIDIRECCIONAL EN UNA VIGA CON MUESCA EN EL PROGRAMA DE 

• CÓMPUTO DIANA 

1. MODELO DE ELEMENTOS FINITOS

1 50 

, 50 
i 
� 
1 

1 
1 

i ¡ l 

¡ __ .......::k::.:========45=º=======�-d:L' _ _J 

Para construir el modelo en elementos finitos, se comienza con iDIANA e 

ingresamos el entorno de diseño con el modelo denominado NOTCH. 

iDIANA 

FEMGEN NOTCH 

Anal:,r;:,is and Uni t:::. 

Analysis Selection 

Model Type: 111>Structural 20 

Units Definition 

Length: ... Millimeter 

Mass: 

Force: 

Time: 

... Kilogram 

... }Iewton 

111>Second 

Temperature: 111>Celsius 

En el cuadro de Analysis and Units, se especifica que el modelo es para un 

arialisis estructural bi-dimensional de esfuerzo plano. También se indica que 

adoptamos las unidades: mm, kg, s ,  ºC. 

A. DEFINICIÓN DE LA GEOMETRÍA
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Para definir la geometría se aplica seis puntos: de P1 a P6, como se muestra en 

la figura: 

P6 

}"" 

Pl 

Points (notch.fgc) 

GEOMETRY POINT COORD O 

GEOMETRY POINT COORD 222.5 

GEOMETRY POINT COORD 222.5 50 

GEOMETRY POINT COORD 225 50 

GEOMETRY POINT COORD 225 100 

GEOMETRY POINT COORD O 100 

EYE FRAME 

LABEL GEOMETRY POINTS 

P5 ¡ 

P3 P4 ¡ ·� i 

P2 

Se especifica las coordenadas de los puntos en el sistema XY, note que las 

coordenadas no especificadas son cero por defecto y que iDIANA

automáticamente llamará a los puntos secuencialmente: P1, P2, ... , P6. Se 

muestra los puntos etiquetados con sus nombres apropiados en la pantalla. 

Unes and suñace (notch.fgc) 

GEOMETRY UNE STRAIGHT L 1 P1 P2 

GEOMETRY UNE STRAIGHT L2 P2 P3 

GEOMETRY UNE STRAIGHT L3 P3 P4 

GEOMETRY UNE STRAIGHT L4 P4 P5 

GEOMETRY UNE STRAIGHT L5 P5 P6 

GEOMETRY UNE STRAIGHT L6 P6 P1 
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CONSTRUCT SET LEFT APPEND UNES ALL 

GEOMETRY SURFACE REGION S1 LEFT 

VIEW GEOMETRY CURRENT RED 

LABEL GEOMETRY UNES ALL RED 

ANEXO/ 

Construimos sucesivamente seis líneas. Luego se construye un conjunto llamado 

LEFT, que contiene todas las líneas del modelo de la parte de la mano izquierda. 

Se fija la geometría y etiqueta de líneas en rojo. 

�·--

4'Ull'fU•t � 

�-.. •J'Jl"..a-.-...J'-8 ... J-

L. 

t... 

a) Geometría

b) Malla

Mitad del modelo �parte izquierda) 
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B.MALLADO

Ahora se crea la malla de elementos finitos, con la geometría definida 

(notch.fgc) 

MESHING OPTIONS ALGORITHM PAVING S1 

MESHING DIVISION ELSIZE ALL 5 

MESHING TYPES ALL QU4 Q8MEM 

MESHING DIVISION AUTOMA TIC 

MESHING GENERA TE 

VIEWMESH 

ANEXO/ 

Se selecciona el elemento genérico de tipo QU4 y el Q8BEM. Son elementos de 

esfuerzo linear plano para el conjunto LEFT de el modelo. Con la opción ELSIZE, 

se require de elemento promedio de 5mm. El algoritmo de mallado PAVING 

puede crear una malla cuadrilateral sobre algún tipo de superficie y asi es 

adecuado para mallar la superficie izquierda del modelo. Se genera el mallado y 

se fija en el estilo de defecto de los alambres de la malla. 

C. TÉCNICA DE ESPEJO A TODO EL MODELO

Ahora se coloca el modelo con la opción espejo 

(notch.fgc) 

GEOMETRY COPY S1 MIRROR X 225 

VIEWGEOMETRY ALL-RED 

LABEL GEOMETRY POINTS ALL BLUE 

EYE FRAME 

MESHING GENERA TE 

VIEWMESH 
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Utilizamos el commando mirror, para la superficie con respecto a la linea vertical 

a X= 225 mm (por ejemplo el eje central del modelo), Se introduce una pequeña 

imperfección por modificar la localización del punto P3 para asegurar que el 

fracturamiento sea iniciado, en el lado izquierdo del modelo simétrico. La 

geometría ahora cubre el modelo completo (gráfica a)). Finalmente se regenera y 

fija la malla (gráfica b )). 

_[ _f_· ____..[ 
L. 

a) Geometría

", t•,, •• ••• 1,,.u tt·l • •• •••• ,. ........ , •• _,,,, ,_. 1 ,.,.,, ,-� • "t' 1•1-1•n ,,,,, ... •••u,, u 1r1•1" ,,, __ ,, 1••1 •• 
•·�•·• •• ••• •

:
• •r;n t

_
••• t •, .. ••

:
•

_
• ·••:�

11, •• ... , ��·-·'"'·' \-�,�
:. 

•;•:•: •• '*'""H .,,,,.,1 ••";•· • ,�_ ... • 

fül.f f !!Wf !f l!li!lf /¡1/I /¡W/tf;{i�f 1li lf 11¡�{;rff J\¡fülfülf lfüllltlil!!f l/,fütfüfü 
� •• ..: •• : ...... i!.! .. 7G ·,· ·!· ·�;., ;·� ·· '··•·•·· .... , "'""�. 1:·-·'.·.':.!-"!·.: o1.!·�.!t .. !!.· , .. -

b) Malla Final

2. PROPIEDADES FÍSICAS Y MATERIAL

Se abre el diálogo de Property Manager para definir el material y propiedades 

físicas del modelo. 
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(iDIANA) 

4View- ..,.Property Manager ... 

Property Manager 

Concreto (nonlineal) (iDIANA) 

Propertj· Ma.na.ger 

J.l'laterials Material Name: MACONCRE 

•Linear Elasticity•Isotropic

ANEXO/ 

•Static lfonlinearity •Concrete and Brittle Materials •Multi-d.irectional Fixed Crack

•Constant Stress Cut-off •Linear Tension Softening

.,.Ultimate Strain Based •Constant Shear Retention .,.No Plasticity

Se definen las propiedades del concreto por ejemplo MACONCRE. Para 

elasticidad lineal especificamos el módulo de Young E== 31000 MPa y módulo 

de Poisson V = 0.15 . Para las propiedades del material no lineal se llenan con 

parámetros para el esfuerzo de tensión ft = 2.4 MPa, la deformación última del 

diagrama Eu = 0.013 y un factor constante de corte de retensión P = 0.001 . 

Concrete (linear) (iDIANA) 

Pro pe rt y M.:-:tilager 

•Materials Material Name: MACONLIN

•Linear Elasticity �Isotropic

Desde que se sabe donde la grietas van a ir a aparecer, se va limitando el 

material no lineal a la región relevante de su utilización. Esto se hace para 

reducir el tiempo de cálculo, se necesita un segundo material con propiedades 

sólo lineales. Se define las propiedades del concreto en un material como 

MACONLIN. Para la elasticidad lineal se especifica un módulo de Young E =

31-00QJ111Pa y módulo de Poisson V = 0.15. 

Thickness (iDIANA) 

Property Manager 

•Physical Properties Phys ical Property Name: PHCONCRE

•Geometry �Plane Stress �Regular

ESTADO DEL ARTE DE LA MECÁNICA DE FRACTURA Y LINEAMIENTOS BÁSICOS PARA. SU MODELAMIENTO 
NUMÉRICO 
Bach.Pandia Cayro, Evandro Esteban 78 



U,NIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIER{A 
FACULTAD DE INGENIER{A CIVIL ANEXO/ 

Para el espesor del concreto, se define una propiedad física por ejemplo 

PHCONCRE, para el cual especificamos un valor de espesor t=100 mm. 

Assignment (notch.fgc) 

PROPERTY ATTACH ALL MACONLIN PHCONCRE 

CONSTRUCT PMODIFIER CENTROID CUBOID 214 49 -1 236 101 1 

PROPERTY ATTACH MO1 MACONCRE PHCONCRE 

Primero se asigna el material lineal y las propiedades de ejemplo a la geometría 

del modelo entero. Luego se modifica las propiedades las propiedades a la 

región no lineal relevante del modelo. Se nota que el comando PMODIFIER, 

también cambia las asignaciones de las propiedades físicas, las cuales no se 

desean cambiar, es por lo tanto especificado de nuevo en el segundo comando 

PROPERTY ATTACH. 

3. APOYOS Y CARGAS

Para definir los apoyos y cargas con respecto a las partes geométricas, se leen 

los puntos apropiados del grafico de geometría. 

Supports (notch.fgc) 

PROPERTY BOUNDARY CONSTRAINT CO1 P1 X Y 

PROPERTY BOUNDARY CONSTRAINT CO2 P7 Y 

LABEL MESH CONSTRNT 

Se apoya la esquina baja izquierda en dirección, X e Y y en la esquina baja 

derecha en dirección Y. Las restricciones· en los apoyos se muestran como 

barras rojas. 
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L.. 

--�-
...._...�a.l� 

_.,, �, .. .., ...... , ..

L. 

a) apoyos

b) Cargas

1 .. -,.ar-.:. a,._ ,,._,... 

, .. ---�! IM,1,1'1'" d--� 

Fig 3.1 Condiciones de Borde 

Load (notch.fgc) 

PROPERTY LOADS DISPLACE LO1 P5-1.0 Y 

LABEL MESH OFF 

LABEL MESH LOADS 

ANEXO/ 

Las carg·as definidas corresponden a una unidad de desplazamiento aplicado en 

la parte superior de la viga, justo encima de la muesca. 1 Esta carga se presenta 

como una flecha vertical violeta (Fig 3.1 b). 
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4. ANÁLISIS LINEAL PRELIMINAR

ANEXO/ 

l 
Primero, se ejecutará un análisis lineal a fin de revisar el modelo. Así, se escribe 

el recientemente creado modelo de elementos finitos a un archivo de datos de 

entrada en el formato batch de DIANA. 

(iDIANA) 

UTILITY WRITE DIANA 

yes 

FILE CLOSE 

yes 

Smeared cracking of a not ched beam. 

AN.A.LYSE NOTCH

Ana.ly,c-is Setup 

Mediante el diálogo de Analysis Setup, se activa el �iguiente comando batch 

(linsta.dcf) 

*FILOS

INITIA 

*INPUT

*LINSTA

*END

Por defecto DIANA escribirá los resultados del análisis a una base de datos para 

el entorno de resultados iDIANA. Tan pronto como el trabajo haya terminado, se 

ingresa el entorno con el nombre del modelo. 

(lfnsta:fvc) 

FEMVIEW LINSTA 

VIEWMESH 

VIEW OPTIONS EDGES OUTLINE 

EYE FRAME 
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Los comandos VIEW y EYE, muestran 

verde. 

delineada la malla no defoo 

4.1 DEFORMACIÓN 

Para obtener la malla deformada, se sigue los siguientes ca.mandos: 

(linsta.fvc) 

RESUL TS LOADCASE LC1 

RESUL TS NODAL DTX .... G RESDTX 

PRESENT SHAPE 

Se selecciona el caso de carga LC1 (el único). Se selecciona y al resultado se le 

atribuye RESDTX, el cual representa el desplazamiento nodal. Se fija la forma 

deformada de la malla (Fig 4.6ª). Note que iDIAN;A. escoge un color rojo y un 

apropiado factor de multiplicación en este caso, 22 x. 

-�� ... 
'-''"'�-" •I 

: .. . ....... . ....... .. , . ..... . 
·-· i • .,. • 
�" 

L. 

a) Deformación (x22)
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�l'a.l-
u.·.t.-.i�--,11 ,.. 

-.uu.n...a.,.,..._.-.�. 

_.,. __ ¡-.,.-·-'-

- '\- .... aJ.•'f ,,t,l 
r•u•• t � 

L... 

b) Esfuerzos principales

Figura 4.1: Resultados de Análisis Linear 

4.2 ESFUERZOS PRINCIPALES DE CAUCHY 

·- ·1
.. 

M < 

� lit a 
7-1 .... 
........ 

, ... M,tl 

ANEXO/ 

Los esfuerzos principales en la viga pueden dar un í!1ajor entendimiento del 

comportamiento del modelo. 

(linsta.fvc) 

RE;SULTS ELEMENT EL.SXX.G SXX 

RESUL TS CALCULA TE P-STRESS ALL 

PRESENT OPTIONS VECTORS MODULA TE 1 O 

PRESENT VECTORS 

Se selecciona el atributo SXX, el cual representa los esfuerzos de Cauchy en los 

nodos- de los elementos. Tan pronto los esfuerzos son almacenados, se 

pregunta a iDIANA para calcular los esfuerzos principales mediante la opción P

STRESS. Así iDIANA siempre fijará los esfuerzos con Ufl tamaño proporcional a 

su valor, los esfuerzos pico son más conviricentes cuando los vectores son 

modulados con colores de acuerdo a sus valores. Así se da la opción VECTORS 
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MODULATE y se pide una modulación de 10 colores. FinalmenP

vectores de esfuerzo (Fig. 4.1 b). Se nota que los vectores rojo: i�:i�:; ;::\
esfuerzos de tensión más altos y los vectores azul oscuro, los esfuerzos de
compresión mayores.

5. ANÁLISIS NO LINEAL

Para realizar el analizar el análisis no-lineal se ingresa al entorno iDIANA

(iDIANA)

I!iDEX 

.AlfALYSE NOTCH 

Analyci::::; Setup 

Mediante la ventana de Analysis Setup, se escoge para un análisis estructural no
lineal y se crean los siguientes comandos batch:

(nonlin.dcf)

*NONLIN 
BEGIN EXECUT
BEGIN ITERA T 

CONVER SIMUL T
MAXITE=30

END ITERAT 
BEGIN LOAD 

BEGIN STEPS 
BEGIN AUTOMA

SIZE=1.0 
MAXSIZ=0.1 
MINSIZ=0.001

END AUTOMA
END STEPS

END LOAD 
END EXECUT
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BEGIN OUTPUT 

DISPLA TOTAL TRANSL 

STRESS TOTAL CAUCHY 

FORCE REACTI TRANSL 

STRAIN CRACK GREEN 

END OUTPUT 

*END

NEXO/ 

Se puede también directamente correr el análisis en modo ':batch, con la entrada 

de datos y los archivos comando: 

diana notch.dat nonlin 

Cuando el análisis es completado, se puede ingresar los resultados del entorno 

iDIANA, con el modelo llamado NONLIN, con el nombre del modelo llamado 

NONLIN, para evaluar los resultados del análisis. 

(nonlin.fvc) 

FEMVIEW NONLIN 

UTILITY TABULA TE LOADCASES 

En el caso de tabulación de carga muestra los casos de carga disponible, con su 

factor de carga y los items con resultado disponible. Aquí solamente se muestra 

el primer y último paso de la tabulación 

(nllc.tb) 

; Model: NONLIN 

; ... LQADCASE DATA 

Name Details and results stored 

MODEL STATIC "Model Properties" 
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Element THICKNES* CRKBANDW*

LC1 1 LOAD= .25E-1 "Load case 1" 

Nodal : TDTX ... G FBX .... G 

Element : EL.SXX.G 

Gauss : EL.EKNN1 

. . . lines skipped 

Nodal : TDTX ... G FBX .... G 

Element : EL.SXX.G 

Gauss ELEKNN1 EL.EKNN2 

LC1 54 LOAD = 1 "Load case 1" 

Nodal : TDTX ... G FBX .... G 

Element : EL.SXX.G 

Gauss : EL.EKNN1 EL.EKNN2 

* lndicates loads data

ANEXO) 

En todos los pasos se ve los atributos de los elementos EL.SXX.G, representa 

el total de los esfuerzos en los elementos y los atributos Gausiano. EL.EKNN1 y 

EL.EKNN2, representan las deformaciones de grieta en los puntos de 

integración, es decir muestran la información de las grietas del modelo. 

5.1 DIAGRAMA CARGA-DESPLAZAMIENTO 

Se presenta primero el diagrama de carga-desplazamiento para la parte de 

arriba de la parte central de la viga, se requiere el número del nodo a esa 

localización 

(nonliri.fvc) 

\ 
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VIEWMESH 

EYE ZOOM /CURSOR 

LABEL MESH NODES 

ANEXO/ 

Se fija la malla y se arrastra una ventana zoom alrededor de la parte superior 

central del modelo (Fig 5.1 a) . 

L. 

a) Vista general y ventana zoom

,. , .. 

L.. 

b) En zoom

Fig 5.1 Malla con el número de nbdos 
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Luego se etiqueta la malla con los números de nodo y se ve que el nodo 

apropiado es el número 68 (Fig 5.1 b ). Se puede e pedir comando para dibujar el 

diagrama de carga-desplazamiento. 

(nonlin.fvc) 

RESUL TS LOADCASE LC1 

RESUL TS NODAL FBX .... G FBY 

PRESENT GRAPH NODE 68 

Primero se selecciona todos los casos de carga disponibles, es decir los pasos 

de carga. Luego se selecciona el atributo nodal resultante FBY, el cual 

representa la fuerza de reacción vertical. El .comando PRESENT fija el diagrama 

de carga desplazamiento (Fig 5.2). 

Fig 5.2. Diagrama de carga-desplazamiento al medio de la luz 

Se nota que el eje horizontal del gráfico representa el factor de carga, el cual es 

equivalente al factor de multiplicación por la unidad vertical del desplazamiento 

aplicado en la parte central superior. El diagrama muestra claramente que al final 

la· estructura siempre colapsa, es decir el análisis ha alcanzado el estado de 

límite último. 
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5.2 ESFUERZOS PRINCIPALES DE CAUCHY 

ANEXO/ 

Para evaluar los resultados en la malla, primery se hace fijación de toda la mala 

sin los números de nodo. 

(nonlin.fvc) 

VIEWMESH 

VIEWEDGES 

EYE FRAME 

LABEL MESH NODES OFF 

RESUL TS LOADCASE LC1 1 

RESUL TS ELEMEN EL.SXX.G SXX 

RESUL TS CALCULA TE P-STRESS P1 2DSORT 

PRESENT CONTOUR LEVELS 

RESUL TS LOADCASE LC1 48 

DRAWING DISPLAY 

Se selecciona el caso de carga LC1 1 , el cual representa los resultados del 

análisis del primer paso. Luego se selecciona los esfuerzos de Cauchy, son los 

cuales se deja que iDIANA, calcule los esfuerzos principales. Debido a la opción 

de ordenamiento 2DSORT, los primeros esfuerzos representan el máximo de los 

dos esfuerzos principales. Se fija los esfuerzos máximos en el contorno 

mostrado (Fig 5.3a). 
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a) Primer paso de carga
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L. 

b) Cerca al estado último de esfuerzo

Fig 5.3 Máximos esfuerzos principales 

ANEXO_/ 

Se selecciona también el paso 48, el cual representa la 
1
situación justo antes de

estado de límite último. Solo el comando DRAWING DISPLAY, hará la fijación de 

los resultados en el paso seleccionado (Fig 5.3 b). 
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5.3 PATRONES DE GRIETA 

ANEXO_/ 

Se muestra ahora los patrones de grieta para J,os pasos de carga corrientes, es 

decir cerca del estado de límite último. 

(nonlin.fvc) 

RESUL TS GAUSSIAN EL.EKNN1 EKNN 

PRESENT DISC 0.2 

VIEW OPTIONS DEFORM USING TDTX ... G RESTDT 

Se selecciona el atributo del resultado Gaussiano EKNN, el cual representa las 

deformaciones de grieta en los puntos de integración. Se muestra los bordes del 

modelo en su forma deformada y presenta las deformaciones mediante la opción 

DISC. Esta opción muestra las deformaciones como discos en el espacio 

tridimensional; en una vista bi-dimensional, sorí vistas perpendiculares al 

modelo. En estos discos aparecen como líneas las cuales claramente indican el 

patrón de grieta. (Fig 4.1 O). 

�.'.!.�·-1 
.,..,., ... -4 ....
------·
"'"'""' r1 . ...,l 

L. 

1 

Fig 5.4: Patrones de grieta cerca al estado límite de esfuerzos 
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5.3.1 Animación 

Es muy instructivo ver el contorno de las deform)i iones de grieta desarrollarse 
con el aumento de carga. Así se puede producir una secuencia de animación 
(video), con los siguientes comandos. 

(nonlin.fvc) 

RESUL TS LOADCASE LC1 
PRESENT CONTOUR FROM O TO 0.08 LEVELS 1 O 
DRAWING ANIMA TE LOADCASES PLOTFILE anecr 

Primero se selecciona los casos para los cuales la deformación de grieta ha 
desarrollado, es decir, sin la carga del caso 1. Estar pendiente que en una 
secuencia de contorno de animación se muestra los marcos de la animación. 
Todos usan el mismo color para representar un cierto valor. Por lo tanto 
explícitamente se especifica los valores del priméro y último contorno y los 
números de los niveles de contorno, El comando DRAWING, comienza la 
animación. Debido a la opción PLOTFILE, se puede mostrar los marcos de 
animación en un documento. La Figura 5.5, muestra un subconjunto de los 

marcos. 

íl " i 11 J 

L y 

f 11 t 11 t li 

1 11 ! 11 t 1 
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Fig 5.5: Desarrollo de las deformaciones de grieta (fracturamiento)-porticos de 

animación 
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ANEXO 11 

FORMULACIÓN MATEMÁTICA DEL MODELO DISTRIBUIDO 

MUL TIDIRECCIONAL FIJO 

Básicamente la formulación matemática del modelo distribuido multidireccional 

fijo es el del modelo distribuido fijo convencional, con la diferencia que se 

descomponen los esfuerzos de fracturarriiento en s�s componentes de 

fracturamiento por cada grieta, es decir cada grieta 'tiene su vector de 

deformación, su vector de esfuerzos y su matriz de transformación. 

FORMULAS DESCRIPCION 

Formulación Estándar del Método Distribuido 

AE.e: = [ &:"�&:A"' Ay; Ay:] T

&ª = [ � 111: 111:] J" 

¡2 
JC lx l, I

Z
I
JC 

"'xl 

111xm, '"'r"'r 

llzll_y nzllx 
N= 

21x"'x lx"', + 1,"'x lzm,, + lxmz 

'.Z"'znx 111zn
1 

+ m,nJt mzn1t + "':en, 

2niJx "xi, + n_,lx 

t' 
-

R�·-
nzlx + nitlz 

--- s 

,. __ , 

Vector incremento de deformación en 

coordenadas globales 

Vector incremento de deformación en 

coordenadas locales 

Matriz de transformación de refleja la 

orientación de la grieta 

Cosenos directores en el plano de fractura 

en 3 dimensiones 

1 
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Aa = Deo AE.
co 

(2) 

(1) 

Atcr 
= Dcr Aecr 

(3)

cr N a /!Je. = Ae (4)

,.. 

x, 

Esquema de grieta en dos dimensiones, 

desplazándose n el eje local t 

Se descompone el v.ector deformación 

incremental en dos componentes (Litton, 

1974): tutm, representa la deformación de 

la parte sólida (concreto), IJ.E
cr 

representa

la deformación de la parte fracturada 

Representa la relación entre esfuerzos 

incrementales-deformaciones 

incrementales 

Representa la relación esfuerzos 

incrementales-deformaciones 

incrementales de la parte fracturada, en 

coordenadas locales 

Representa la transformación de la 

deformación de coordenadas locales en 

globales 

Relación entre el incremento de esfuerzo 

local y global 

Se obtiene de reemplazar (1) y (4), en (2) 

Se obtiene al pre-multiplicar 

por N
T

, reemplazando (3),
luego (5) en (6) y ordenando. 

Aa==[D
co

-D
cº

N[D
ª

+N D
cº

Nr N D
co

]Ae (8) Se obtiene al 

reemplazar (7) 

en(6) 

ESTADO DEL ARTE DE LA MECÁNICA DE FRACTURA Y LINEAMIENTOS BÁSICOS PARA - SU MODELAMIENTO 
NUMÉRICO EN ACERO Y CONCRETO 
Bach.Pandia Cayro, Evandro Esteban 95 



UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA 
FACULTAD DE INGENIERIA CIVIL CAPITULO lll: MODELOSMATEMATICOS EN EL ANAL/SIS DE LA FRACTURA 

&J= D
cra,

.Ae (9) (8) se escribe jplificadamente 

Particularidades del modelo distribuido / 

&ª =AEf' +AEf + ... (10) Se sub-descompone la deformación por 

fractura, en deformaciones de cada grieta 

i, en los puntos de integración 

M3' =[&:f &C: ... ]
1 Ensamble de los incrementos de 

(11) 
deformaciones locales de cada grieta i 

if = [ &f Al'{ ·- ] "I 
Ensamble de los incrementos de esfuerzo 

(12) de cada grieta i en coordenadas locales

Ñ = [ N 1 N 2 .•. ] Ensamble de las matrices de 
(13) transformación en cada grieta i

AE.
ª

=NM°" (14) Se forma el vector !JE,
ª

, para las matrices 

ensambladas, al igual que ( 4) 

:D
"' 

M
._,. 

(15) Se relaciona la matrices ensambladas al

' igual que (3)

Aa=[DCO-Dt:OÑ[Dª +ÑT DCDÑr1,,¡T Deo]&
(16) 

Se obtiene con el mismo 

procedimiento de (8) 

o:: Estados de la grieta y proceso de 

1 carga/descarga 

Grieta en proceso de: 

2 
1. Iniciación 

2. Abrimiento 

3.Cerramiento 
4.Cerrada 

5.Re-abñmient.o 
6. Totalmente abierta 

.... 
--

3 6_ e: 

1 
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Aa = D'(co 

&
ª 

+ 15;C:: Ae.6 

(17)

11:ªco · a ,;creo .b 

M = ; Al?. + i-1 Ali. (18) 

Estado de cambio en la iniciación, de una 
nueva grieta¿ re-abrimiento de una grieta 

cerrada, d,0 de &.ª es la deformación en la 

pre-transición y �b , en la post-transición 

Estado de cambio en el cerramiento de 
una grieta 

. .  

TABLA .- Formulación matemática del modelo d1stnbu1do fiJo mult1direcc1onal 

Fuente: Adaptado de ROTS G., "Computacional Modeling of Concrete Fracture". Tesis presentada 

en D�lf Universitiy ofTechnology, Delft-Holanda, 1988 

3.3 ASPECTOS ADICIONALES 

3.3.1 Criterio de Iniciación de grieta 

Para la iniciación se utiliza el criterio de Rankine y el del máximo ángulo 
permitido es decir que si en algún punto de Gauss, es decir que sólo se permiten 
la formación de fisuras en los puntos de Gauss cuando estos sobrepasen el valor 
del ángulo permitido y a su vez hayan alcanzado el esfuerzo de tensión del 
material el cual generalmente el ángulo varía entre 30

º y 60
º

.

3.3.2 Formación de la matriz D 

Se supone la matriz D como una matriz banda, por lo que el acoplamiento entre 
cortante y normal es ignorado, basado en datos experimentales (Walt, 1980), 
donde su aporte no es significativo, dado que es un ensayo cuasi-estático, 
siendo diferente de los ensayos dinámicos. 
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ANEXO 111 

DEMOSTRACIONES DE LOS CONC PTOS BÁSICOS 

1. FÓRMULA DE INGLIS (1913)

Para considerar el problema de un agujero elíptico en una placa infinita, bajo 
esfuerzo uniforme, se adopta un sistema de coordenadas curvilíneas. Es decir 

que dada la variable compleja z = x1 + i x2, se expresa en el sistema curvilíneo 

como: p = a+ i p , la relación entre z y p está dada por: z =' e coshp , donde c es 

una constante. 

Sabiendo que: 

cosha 

sínha 

ei/3 - cos /3 + i sin /3

Reemplazando en z 

x1 + ix2 - i ( eº+i/3 + e-a-i{3) 

- sl 

� ( e°' cos /3 + ie°' sin/3 + e-a cos /3 - ie-a sin/3) 

cos /3 ( e°' 
+ e-°') +i sin /3 ( e°' - e-°') 

Resulta: 

� � 
2cosha 2sinha 

- e{ cosh a cos /3 + i sinh a sin /3)

e x1 = ccoshacos,B = 2cos,B(e0 +e-°') (1) 
x2 csinhasin,B = isin,B(eº - e-0

) (2) 
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Definimos a y b, como a el mayor semieje y b e menor. El agujero elíptico es 

definido a lo largo de a= ao, y la elipse p que v�na de O a 2n.

X, 

fJ = cs-t 

x, 

���: 

Evaluando en p = O y p = n/2 en (1) y (2), tenemos: 

-,-u,, 
o;, 

Tongen-t -to 
f3 = cst 

X, 

Tanc;ient to 
::--z- o<= cst

x1l.a::::o 
x21.a==rr /2 

a= ccoshacos,B = ccoshao � a =.c.coshao 
b = e sinh a sin f3 = e sinh ao � b = e sinh ao 

(3) 

(4) 

Ecuaciones de Airy 

(5) 

Se puede mostrar que la función de esfuerzos puede ser expresada como: 

<I>_= Re[(x1 - ix2)'1/J(z) + x(z)] (6) 

Donde 1/J y x son funciones armónicas es decir V2 ('1/J) = V2(x) = o

Si: 

f(z) =a+ i,B , con a y p reales, luego la función conjugada es definida como: 
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� = Re[z'lf,(z) + x(z)] 
(7) 

Substituyendo en las ecuaciones de (5), resulta: 

1711 + 1722

a-22 - 1711 + 2ío-12 
4Re1/J'(z) 
2[z1/J"(z) + x"(z)] 

En función de coordenadas curvilíneas 

<Taa + <Tf3f3 
<Tf3f3 - <Taa + 2i<Taf3 

Aplicando las condiciones de borde: 

2[1/i'(z) + �'(z)] = 4Re?J,'(z) 
2e2i8 [z?J," ( z) + ?J," ( z)] 

ANEXO.S 

(8) 

(9) 

1. _ En el infinito tenemos que a22 = ao , a11 y a12 = o , reemplazando en la
ecuaciones de Airy

<TU+ <T22 

0-22 - <TU + 2iu12
4Re?J,' ( z) = <TQ 
2[.zw" (z) + x" (z )] = <TQ 

2. Alrededor del agujero elíptico (a = ao), y se tiene que:

Uao. = O"af3 = O (11)

(10) 

lnglis encontró que las siguientes funciones satisfacen las condiciones de borde: 

47/,( z) <TQC [ ( 1 + e
200) sinh p - e

200 cosh p]

4x(z) - -<Toc2 [ccosh2ao- cosh1r)p+ ½e20'0 
- cosh2 (p- 00 - i;)]

Como aaa=O para a=ao

Se puede resolver app, de la ecuación (9) 

O'aa +a-13(3 = 2[1/J'(z) + -J;'(z)]
.._..., 

Derivando las ecuaciones de (12) 

( ) _ sinh 2a0 - 1 + e2o:0 cos 2/3 _
ª/3/3 o:=o:o -

h2 
2/3 ao cos ªº - cos (13) 

(12) 
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El máximo valor de app, ocurre cuando P=O o P=rr, pa a esos puntos cos 2P= 1 y la 

tangente a la elipse es paralelo a X2. 

f3=0,1r _ _ sinh 200 - 1 + e200

(u¡;¡;)a=oo - 0'22 - h2 1 <TO 
cos ºº - (14) 

Tenemos el esfuerzo en la punta de la elipse en coord�nadas curvilíneas, 

finalmente colocándolo en términos de a y b, se obtiene la �olución de lnglis

( ){3=Ü,7í 

- ( ª)CFf3(3 a=ao - ao 1 + 2
-¡; (15) 

2. FORMULA DE GRIFFITH (1921)

Establece que un cuerpo sometido a una condición arbitraria de carga, que se 

comporte de manera totalmente· elástica y que contenga una fisura, se da la 

propagación de la fisura cuando la disminución de energía potencial elástica que 

experimente el cuerpo por unidad de espesor y por unidad de longitud de avance 

del vértice de la fisura, sea igual o mayor al incremento de energía superficial por 

unidad de espesor y por unidad de longitud de avance de la fisura, que produce 

como consecuencia la creación de nuevas superficies. 

Para encontrar una expresión matemática de este criterio, se considera una 

placa de espesor unitario y dimensiones planares suficientemente grandes para 

que puedan ser consideradas infinitas 
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ANEXOS 

Se calcula el trabajo necesario para producir un elemento de longitud dx de la 

fisura. 

b 

y 

.... -. 

X dx 

" " 

Si llamamos, a
yy 

a la tensión que actúa sobre la superficie del elemento dx de la 

fisura en dirección vertical, el trabajo para la producción del elemento de fisura 

de altura y será: 

(16) 

Como se supone comportamiento elástico del material entre y= O y y=y, la 

ténsién aw variará linealmente entre ayy = O y ayy = ao. 
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La integral en la ecuación (16), está dada por: 

dU= dxqy 
2 (17)

y 

El trabajo necesario p�ra producir la semifisura superior está dada por: 

U=f
ª 

dU= a_f
ª ydx

= 

mrab 

-a o -a 2 4 {18) 
En la fisura completa: 

Es posible demostrar que: 

2U =
o¡rab 

2 (19) 

b = 2oa/E! (20)
Donde E es el módulo de Young 

Con ello la expresión (20) resulta: 

2U= 
iflía

2 

E (21) 

ANEXOS 

La reducción de energía potencial elástica, por unidad de longitud y por unidad 
de grieta: 

d2U dU d(u2Ka2 !2E) iflía
= = = 

. d(2a) da da E (22) 
De acuerdo con el criterio de Griffith la fisura comenzará cuando esta 
disminución de energía, sea igual al incremento requerido para la formación de 
nuevas superficies de fractura. 

d(4ya) 

d(2a) 

d(2ya ) _ 
2 = 

da - r (23) 
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Donde yes la energía superficial por unidad de áre de superficie, 4ay 

representa la energía superficial total de la fisura. 

La condición de propagación se da entonces cuando: 

a;-1ra 2 
--= r

E (24) 

ANEXOS 
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