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Resumen

Sea P(X)= X"+ A X" +... 4+ A,,_1X + A, un polinomio matricial con A;, X
matrices complejas de orden n xn (i =1,--- ,m).

En el presente trabajo de tesis implementaremos el método de Newton basado en
la descomposicién de Schur y la derivada de Fréchet para la resolucién nimerica de
la ecuacién polinomial matricial P (X) = 0, se da un teorema de existencia de la
solvente de dicha ecuacién y se prueba la convergencia del método cuando el punto
inicial es préximo a una solvente simple. Presentamos un algoritmo y el programa que
lo implementa, finalmente utilizaremos el método propuesto para resolver un problema

donde se presenta este tipo de ecuaciones



Abstract

Let P(X)=X"+ A X" +...+ A, 1X + A, a polynomial matrix with A;, X of
complex matricesn xn (i =1,---,m).

This thesis will implement the Newton method based on the decomposition Schur
and the derivative of Fréchet for the numerical resolution of equation polynomial matrix
P(X) = 0, we give an existence theorem that the solvent equation and proves the
convergence of especially when the point initial is close to a simple solvent. We present
an algorithm and program that implements it, finally we use the method proposed to

resolve an issue where this type of equations.

vi



Notacion

A* La conjugada transpuesta de A ...... ... 8
col; A Columna 7 — ésima de lamatriz A.... ... ... i 2
diag (u) matriz diagonal formado por los elementos del vector w.............. 29
DeT (x,h) Diferencial de Gateaux ...........ouiuiiniiiriiniiiiiinaan.. 13
Fmxn Espacio de matrices de orden m x nenel campoCO R ................. 2
G'(X)H Derivada de Frechet de G en X y la direccion H .................... 30
L (z,h) Diferencial de frechet de la funcién f................ ... ..., 20
L(X,)Y) Espacio de las transformaciones lineales del espacio X al espacio Y ..17
P (X) Polinomio con coeficientes matriciales con variable X .................. 24
P () Matriz en lambda asociada al polinomio de matrices P(X).............. 24
[q1, 92, @] Matriz cuyas columnas son los elementos de los vectores
i 0 0= L 25
Traz A Traza de lamatriz A . ... . 2
vec A Vector formado por las columnas de la matriz A......................... 2
® El producto de Kronecker . ....... ... 3
Il = Norma de Frobenius....... ... ..o 34

vii



Introduccion

En el presente trabajo estudiamos las ecuaciones polinomiales matriciales del tipo:
PX)=A X"+ A X" 4+ A, 1 X+ 4,=0

donde Ag, Ay, , A, X € CP™,

Este tipo de ecuaciones polinomiales aparece en la teoria de sistemas de ecuaciones
diferenciales, en el analisis dindmico de vibraciones [10], el estudio de los procesos casi
aleatorio de nacimiento-muerte [8], en el problema con ruidos de Wiener-Hopf de las
cadenas de Markov [3].

En el capitulo (1) y (2) introducimos los conceptos del producto de Kronecker y
la descomposicién de Schur, asi como la derivada deFrechet en la cudl estd basado
el algoritmo del método de Newton para el cdlculo de la solucién de las ecuaciones
polinomiales matriciales.

En el capitulo (3) desarrollamos la teoria de los polinomios matriciales y su relacién

con las ecuaciones matriciales del tipo
P(A) = AN + AN 4+ A A+ A, =0

en la cuédl se basa la aplicacién que presentamos en la iltima parte de este trabajo
En el capitulo (4) desarrollamos el Método de Newton para encontrar una solucién
de la ecuacién polinomial matricial y hacemos el estudio de su convergencia.
En el capitulo (5) se presenta un aporte del método propuesto para hallar el periodo

de vibracién de un edificio simple.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Producto de Kronecker

Una nocién que es bastante usado en el estudio de matrices y otras aplicaciones, es el
producto Kronecker, producto directo 6 producto tensor de matrices. Este producto
es definido para dos matrices de tamanos arbitrarios sobre cualquier anillo. Estamos

interesados en matrices sobre el campo de los escalares FF =R 6 C

Definicién 1.1 ([1]). Sea la matriz A € F'™*™ se define el operador vec como

col; A
vecA =

col,, A
que pertenece a ™™

Notamos que vecA es un vector columna de tamano nm obtenido por el apilamiento

de las columnas de la matriz A

Proposicién 1.1 ([1]). Sea A € F™*" y B € F"*™. Entonces,
Traz(AB) = (vecAT)TvecB = (vecBT)TvecA

Prueba. De la definicién de traza se tiene que

Traz (AB) = Zfili(A)coli(B)

Traz (AB) = Z [col; (AT)}T col; (B)

i=1



coly (B)
Traz (AB) = [COh (AT) ... col, (AT)] :
col,, (B)

Traz (AB) = (vecAT)T vecB [
Proposicién 1.2 ([1]). Sea A, B € F™*". Entonces,
vec (A + B) = vecA + vecB
Prueba. De la definicién
coly (A+ B)
vec(A+B) = :
col, (A+ B)
coly A+ coly B
vec(A+ B) = :
col, A+ coly B
col; A col; B
vec(A+ B) = : + :
col, A col; B
vec(A+ B) = wvecA + vecB [ |

Ahora definiremos el producto Kronecker

Definicién 1.2. Sea A € F™™ y B € F**_ Entonces, el producto Kronecker es
denotado por A® B y es definido por la matriz por bloques

CLHB CllgB s CleB
A® B = : .. :
anlB an2B T ant

a menudo denotaremos A ® B = (a;;B)

A diferencia del producto de matrices, el producto Kronecker A ® B no restringe

acerca del tamano de la matriz A o de la matriz B.

Observacion 1.1. En general AQ B# B® A



Proposicién 1.3 ([1]). Sea A, B € F™™ y C € F**. Entonces

(A+B)®C = AQB+B®C
CR(A+B) = CQA+C®B

Prueba. De la definicién

(A+ B)
(A+ B)
(A+ B)
(A+ B)

®C
®C
®C
®C

((ai; + bij) C)
= (aijC’ + bZ]C)

(a;;C) + (b;C)
= AQB+B®C

de manera andloga se prueba C ® (A+B)=C® A+C® B

Proposicién 1.4 ([1]). Sea A € F"™*™ B € F*k y C € FP*1. Entonces

A(B(C)=(A®B)®C

Prueba. De la definicién

buC bpC - b C
B®C = : :
bnC bpC -+ byC
luego t (B ® C') viene dado por
tan tblgc R tblkC
t(BeC) = : : :
tbllC thQC’ e tblkC
t(BelC) = (tB)eC
tambien tenemos que
ai1 (B X C) a12 (B X C) ce A1m (B (%9 C)
A (B®C)= : : P :

(1.1)



usando la ecuacién (1.1)

(anB)®C (a12B)®@C -+ (a1m,B)®C
AR (B®(C) = : : R :
I (amB)®C (4, 2B)®@C -+ (apmB)®C
[ annB apB -+ a1, B
Ao (Bal) = : S K:Te
amB apB - ap.B
A®(B2C) = (A®B)&C m

Proposicién 1.5 ([1]). Sea A € F"™*™ B € F*k y C € F™*4 y D € F*¥*P. Entonces
(A® B)(C® D) =AC ® BD
Prueba. De la definicién, tenemos

a1113 tet alnllB Clll) R Clpf3
(A® B)(C® D) = : : : - :
amB - apmB cmiD - cppD

entonces el bloque 7j de la matriz (A ® B) (C ® D) es

Cul)
(AeB)(CeD), = |awB - anb |
ijl)
(A®B)(C®D)),;, = Y axBeyD = ancy;BD
k=1 k=1

(A® B) (C® D))ij = (i aikck’j) BD = (Ac)ij BD

(A®B)(C® D)), = AC®BD

lo cual prueba este teorema. [ |

Proposicién 1.6. Si A € F"*" y B € F'™*™ son matrices no singulares. Entonces

(A By ' =A@ B!



Prueba. Usando la proposicién (1.5) tenemos

(A®B) (A @B™") = (AA™") @ (BB™)
(A®B)(A'@B™) = I®l=

[
Proposicién 1.7 ([1]). Sea x € F™! y y € F™*!. Entonces
' =2y’ =y @2
Y
vee (zy") =y @ (1.2)
T T
Prueba. Sea x = (z1,x2, -+ ,2s)" , ¥y = (Y1,%2," " , Ym)
entonces
1Yy T1Y2 o L1Ym
T €T PN ToYm,
:cyT _ 2.y1 2Y2 2?/ (1.3)
TnY1 TplY2 - TnlYm
r1y”
T
T2y
vy’ = . —z®@y"
Tay"
tambien de (1.3)
vy’ = ( YT YT Y ) =y @
aplicando la funcién vec a la tltima ecuacion
hx
x
vec (xyT) = y2 =y [ |
YmT

Proposicién 1.8 ([1]). Sea A € F"™*™ B € F™*! y C € F'*k. Entonces
vec (ABC) = (C" ® A) vecB

Prueba. Considerando e; € R>*! con 1 en la i — ésima componente y ceros en los



demas entonces

COliBezT: [ 0 --- col; B --- O] de orden m x [
luego
l
B = ZCOL' Bel (1.4)
i=1
por lo que

1 !
ABC = A (Z col; BeiT) C = (ZACO]Z' BeiT) C
i=1

i=1

I
ABC = Z Acol; Bel' ©

i=1
aplicando la funcién vec tenemos
l
vec (ABC') = vec <Z Acol; Be?C)
i=1

de la proposicién (1.2) tenemos

MN

vec (ABC) = vec (Acol; Be] C)

1

-.
Il

vec (ABC) =

M-

vee (Acol; B (CTe;)"
(Aot B ("))

1

7

usando la ecuacion (1.2)

vec (ABC) = (C"e;) ® (Acol; B)

M-

Il
—

7

usando la proposicién (1.5) tenemos

M-

vec (ABC) = (CT ® A) (e; @ col; B)

=1

vec(ABC) = (CT® A) Z (e; ® col; B)

=1



de (1.2)
I
vec (ABC) = (C" ® A) Zvec col; Be])
1=1
vec(ABC) = (CT® A) vecz col; Be!

i=1

usando la ecuacion (1.4) concluimos que

vec (ABC) = (C" ® A) vecB [

1.2 Diagonalizacion Por Transformaciones Similares

Escoger o cambiar a un sistema de coordenadas mas apropiado es siempre deseable en
el algebra lineal. Para un operador lineal L sobre un espacio de dimensién finita V, el
objetivo es encontrar una base B de V tal que la representacion de L con respecto de

la base B sea tan simple como sea posible.

Definicién 1.3 ([14]). Dos matrices A y B de orden n X n, se dice que son similares

siempre que exista una matriz no-singular P tal que P~*AP = B

El problema fundamental es dada una matriz A, reducirla a la forma mas simple

posible por medio de una transformacién de similaridad.

1.2.1 Descomposiciéon de Schur

La descomposicién de Schur usa una transformacién de similaridad unitaria para

transformar una matriz cuadrada arbitraria en una matriz triangular superior

Definicién 1.4 ([13]). Sea A una matriz de orden m X n. La transpuesta de la matriz

A es una matriz de orden n X m

@11 A21 -+ aml

Q12 Q22 -+ Am2
AT =

A1p A2n " Amn



la conjugada transpuesta de A es la matriz

aip Gy v Gy
A — AT — iz Q22 - Gm2
Qin Q2n - G
Definicién 1.5 ([13]). Sea wuj,ug,---,u, € C". entonces los vectores u; son
ortonormales st
. 0 sit#j
Uty = S
1 sii=
equivalentemente si U = [uy us --- ug| entonces
UU = I

donde I, es la matriz identidad de orden k x k. A la matriz U se le llama matriz

ortonormal.

Definicién 1.6 ([14]). Sea A wuna matriz de orden n x n y sea U una matriz
no-singular de orden n x n. Entonces las matrices A y B = U LAU se dicen que son

similares. También decimos que B es obtenido por una transformacion de similardad.

Teorema 1.9 ([14]). Sea A una matriz de ordenn y B = U AU similar a A. Entonces
los valores propios de A y B son los mismos y tienen las mismas multiplicidades. Si
A\, x son un valor propio y vector propio correspondiente de A, entonces \, U tx son

el valor propio y vector propio correspondiente de B.

Prueba. Tenemos que det (U~1) det (U) = det (U~'U) = det (I) = 1, luego

det (\] — A) = det (U™") det (\] — A) det (U)
det (\[ — A) = det (\[ — U'AU)
det (M — A) = det (\] — B)

Esto es, A y B tienen el mismo polinomio caracteristico, y por tanto tienen los mismos
valores propios y las mismas multiplicidades.

Si A,z son un valor propio y vector propio correspondiente de A, entonces
B(U'z) = (U'AU) (U ')

B(U'z) = U Az =U"\z
B(U'z) = AU ')



asi, de este modo A\, U 'z son el valor propio y vector propio correspondiente de B. W

Teorema 1.10 ([14]). Sea A € C™*". Entonces existe una matriz unitaria U € C**"

y una matriz triangular superior B € C"*" tal que
A=UBU* (1.5)

y los elementos de la diagonal de B son los valores propios de A

Prueba. Sea A1, Ag, -+, A, un ordenamiento de los valores propios de A. Sea z; el
vector propio correspondiente normalizado, esto es *z = 1. Podemos extender a una
base de C", y aplicando el proceso de Gram-Schmidt, obtener una matriz unitaria
X = (271 X3). Entonces

X*AX = f* )A<x1 X, )
2
2

XAX — riAr;  7AX,
X;AIL‘l X;AXQ

X*AX — )\11’?%1 iETAXQ
)\1X§I‘1 X;A.XQ

Dado que la matriz X es unitaria entonces zjz; = 1 y X5x; = 0, vector nulo de orden

(n — 1) x 1. Luego

N*AX — )\1 Jj)fAXQ
0 Ay
Por tanto los valores propios de A; son Mg, -+, \,, aplicando el mismo proceso a la

matriz A; € C*~D*(=1) podemos obtener una matriz unitaria U, tal que

A
uiAaU=| "2 "
0 A,

1
V, = 0
0 U,

tenemos que V5 es unitaria puesto que

1 0 1 0
ViV = — =1,
0 UzU, 0 I

10

y haciendo



también XV5 es unitaria, puesto que

(XV2)" X V5
(XV2)" X V3

por lo que V;'X*AXV, es de la forma

Vi X*AXV, =

Continuando con la reduccén obtenemos matrices unitarias V3, Vy, - - -

Vi X XV,
I
/\1 *
*
0 A
0 As

, V,,_1 donde

U:X‘/QVE"H 7Vn71

es la matriz unitaria buscada y

B =UAU"

Una versién estrictamente real del teorema (1.10) es enunciado en el siguiente

teorema

Teorema 1.11 ([14]). Si A € R™*", existe una matriz ortogonal @ € R™ ™ tal que

Ay

Q"AQ = A

eR™”™ 1<k<n

A

donde cada A; es una matriz real 1 X 1, o una matriz real 2 X 2 con un par de valores

propios complejos conjugados.

Prueba. Supongamos que la matriz A tiene un valor propio A € C, y su vector pro-

pio correspondiente € C”, por tanto A y Z son también valor y vector propio

correspondiente de A, puesto que A € R"*",

Sea A =«a+18, x=u-+iv. Entonces
T+
u =
2_
A+ A
a = —
2

11

(1.6)

(1.7)



luego

también

Au:A(

Au = —+ :é(u+iv)+—(u—z’v)

Au:u(

Au = au—Pv (de 1.7)

A (vi)
A (vi)
A (vi)

A (vi)
A (vi)

sy
g(u—kiv)—%(u—z’v)

() (1)

ufi+iva  (de 1.7)

de donde Av = uf 4+ va. Tenemos entonces

luego

donde

Au = au— fv

Av = uf +va

(Au Av)
— (au-po pu+av)
(u U)L

-5 2)

notamos que los valores propios de Lson A=a+ify A =a —if8

12



Capitulo 2

Calculo Diferencial en Espacios

Vectoriales Normados

2.1 Diferenciabilidad de Funcionales

En este capitulo, trataremos la generalizacién de los conceptos de diferenciales,
gradientes, para espacios normados, se introduce el diferencial de Gateaux de una

transformacién de un espacio vectorial a un espacio vectorial normado.

2.1.1 Diferencial de Gateaux

Sea X un espacio de Banach, Y un espacio normado y 7" : D — R una

transformacién definido sobre un dominio D C X con rango R C Y.

Definicién 2.1 ([7]). Si T es una transformacion de D hacia R, x € D C X y sea
h € X un elemento arbitrario, el diferencial de Gateaux DT de'l’ en x en la direccion

h € X se define como

DT (3. h) = lim T (x+eh)—T (x)

e—0 €

(2.1)

cuando el limite existe.

La existencia de la derivada Gateaux requiere la existencia de la diferencial de
Gateaux. Pero también requiere que la derivada defina un operador que sea lineal y

acotada en la direccién que se toma la derivada.

Definicién 2.2 ([7]). Sea T : X — Y wuna transformacion de un espacio vectorial X
hacia un espacio vectorial normado Y. Una funcion DT : X x X — Y es la derivada

Gateaux en x € X y en la direccion y € X si

13



1. El diferencial de Gateaux

DeT (z,h) = lim T(w+eh) =T ()

e—0 €

ezriste para todo h € X
2. DT (z,-) es lineal, y

3. La transformacion DT (z,-) es acotada

La transformaciéon 7" que usamos en el presente trabajo, actua desde un espacio

vectorial normado X hacia un espacio vectorial normado Y
T: X —-Y
y el diferencial de Gateaux D¢gT (-, -) transforma
DT (,): X x X =Y
para cualquier x € X, la transformacién
DeT (x,) : X =Y
es lineal y acotado. Frecuentemente usaremos la notacién
DeT (z,-) € L(X,Y)

Ejemplo 2.1. Seda X =R, Y =Ry f: X =Y, si f(zx) = f(x1,29,--- ,2,)
con x = (r1, T2, - ,%,) € X es una funcional sobre R™ que tiene derivadas parciales
continuas con respecto a cada variable x;.

Entonces

Dofe) = il OB =)

por lo tanto la diferencial de Gateaux de f es

Dof (r,m) = 32 X0y,

=1

14



2.1.2 Diferencial de Fréchet

El diferencial de Gateaux generaliza el concepto de derivada direccional de las funciones
reales en un espacio finito-dimensional. La existencia del diferencial de Gateaux es
un requerimento bastante débil dado que el diferencial de Gateaux puede existir y la
derivada de Gateaux no, mientras que para que exista la derivada de Gateaux tiene que
existir el diferencial de Gateaux, ademads el producto de dos funciones diferenciables
Gateaux no necesariamente es diferenciable Gateaux , sin embargo, debido a que su
definicién no requiere de ninguna norma sobre X, es por lo que las propiedades del
diferencial de Gateaux no son facilmente relacionados con la continuidad. Cuando X

es normado, una definicién mas apropiada es dada por la diferencial de Fréchet.

Definicién 2.3 ([7]). Sea T la transformacion definida sobre un dominio abierto
D C X en un espacio vectorial normado X hacia un espacio vectorial normado Y.
St para un x € D fijo y para cada h € X existe una transformacion lineal y acotada A

tal que
para todo € > 0 existe 6 >0 / ||h|| <d = ||T (x +h) —T (z) — Ah|| < €||h]| (2.2)

entonces se dice que T es diferenciable Fréchet en v y A se dice que es el diferencial

Fréchet en x con incremento h.

Esta definicién es equivalente a decir que

. IT (z+h) =T () — Ab|| _
11| —0 2]

0 (2.3)

Proposicién 2.1 ([9]). Si la transformacion T tiene una diferencial de Fréchet, esta

es unica.

Prueba. Supongamos que A; y As son dos diferenciales de Fréchet de T. Como A; y
A, son lineales y acotados entonces de la definicén (2.2) se tiene que para cada € > 0

existe un 6 > 0 tal que

1T (z+h) =T (x) = Ashl| < €]lhll
1T (x+h) =T (x) = Ahl < €]lhll

siempre que ||h| <

15



haciendo d (h) =T (z + h) — T (x) tenemos

|Ath — Ash|| = ||d(h) — Ash — (d (h) — A1h)|
|Arh — Ak < [[(d(h) — A + [|d (h) — Az
|A1h — Ash| < 2e|lh]|
entonces Ah— Ak
lim 1412 = Azhl_ g
h—0 Al

Siu e D C X, entonces tu — 0, cuando ¢t — 0, donde u # 0, entonces

A (fu) = A, (Bu)]

lim =0
t—0 ||tul|
por la linealidad de A; y Ag, A7 — Aj es lineal
0 o A () = 45 ()
t—0 ||twl]
0 — lim (A — Ag) (tu)|| g 1t (A1 — Az) (u)|
10 [ tul| =0 [[tul
o~ o G = A @] _ (4 = Ao) ()]
i—0 ] [lu =0 [l
0 (A1 = Ag) (u)|
[[ul

(A1 = Az) (u)]| =0

esto es para cualquier u € D C X

como T es acotado entonces 1" es continua ver [2] pag 25, entonces
A1 - A2 - 0

por tanto A; = As. [ |

Teorema 2.2 ([2]). Si T es una transformacion acotada en D una vecindad de x y si
una transformacion lineal A tiene la propiedad de la ecuacion (2.3),entonces A es una

transformacion lineal y acotada, esto es, A es la derivada de Fréchet.

Prueba. Como T es acotado existe un M > 0 tal que ||T (z)|| < M para todo x € D.

De la definicién (2.2) se tiene que para € = 1, existe un > 0 tal que

(T (z +h) =T (x) = A(R)|| <[]

16



entonces

[AR] = [T (x+h) =T (@)= (T(x+h) =T (x) - Ah))|
[AR] < (T (z + h)|| + [|T (@)|| + [[(T (z + h) =T (x) = A(h))]|
|AR| < 2M +||h|| <2M +§ (2.4)

ahora para ||u|| < 1, tenemos que ||0u|| < § entonces
A (6u) | = & || Aul) < 20 + 4

luego tenemos
2M 46

4w < 22 (25)
como
IA]l = HSI||1§1(||AIH) > [|Az|
tomando el supremo en la ecuacién (2.5) sobre ||ul| <1
2M +6
IA[l <
esto es, A es acotada. [ |

Teorema 2.3 ([2]). Si T es diferenciable en x, entonces es continua en x.

Prueba. Sea A =T"(x). entonces A € L (X,Y). Dado un € > 0, elegimos un ¢ > 0 tal

que 6 < de aqui tenemos

1+HAH’
I|Ih|| <& entonces ||(T (z+h)—T(x)—A(h))| <A

dado que T es diferenciable, luego

I T(x+h)—T(x)|| = [|[T(x+h)—T(x)— Ah+ Ah||
[T (z+h) =T @) < [[T(x+h)=T()— Ah| + [|Ah]
[T (z+h) =T @) < [All+ AR < [[2]] + [A[ 4]
[T (z+h) =T @) = [AlA+]A]) <o@+][A]) <e
por tanto 1" es continua en z. [ |

Teorema 2.4 ([2]). Sea f : R" — R Si cada derivada parcial D; f existe en un entorno
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de z y es continuo en x entonces f' (x) existe y una férmula para ello es

f/(m)h:Zle(m)hl h‘:(hl;hQa"'ahfn)eRn
=1

Prueba. Sea e; = (0,0,---,1,0,---0) el i-ésimo vector unitario y
W =z
vto= o4 he

de aqui tenemos que los vectores v* y v*~! difieren en una sola coordenada, entonces

flat+h)=fx) = f@")=f()
flath) =f@) = > [f )= f )]
por el teorema del valor medio para funciones de una variable
F@)=f) = F 7 +he) = f ()
F)=f(0) = WDif (v + 0;he;)

donde 0 < 6; < 1, entonces

n

fle+h)=f@) =Y Dif (x)h

=1

[/

[

i=1 i=1

fl@+h)=f@) =) Dif (x)h

=1

[

n

> " hi [Dif (v + Oihie;) — Dif ()]

=1

[
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usando la desigualdad triangular de Cauchy-Schwarz

<

1R | f (@ +R) = ZDf

[ hJZ [Dif (vi=1 + 0;hie;) — D, f ()]
=1

3

I1R) ™ f($+h)—f(x)—ZDif(I)hi < \ZDf (0L + Oshie;) = Dif ()]

n

Z [D;f (vi=! + O;hie; — x)]°

i=1

IN

_—

R | f (@ +h) = f () = ZDif () h

€como
Hvifl + O;hie; — CCH = |[(h1, -+, hi—1,0:hs, 0, 0)|| < |2

cuando ||| — 0 y por la continuidad de D;f en z tenemos

IRl |F (@ h) = ZDf
por tanto
lim HTln f(x+h) Z Dif (x ]
entonces ilDi f (z) es la derivada de Fréchet. |

Teorema 2.5 ([2]). Sea [ : R" — R™, y sea fi, fo, -, fn las componentes de la
funcion f. Si todas las derivadas parciales D;f existen en un entorno de x y son

continuas en x, entonces f'(x) existe, y
n
= Z D;f; (z)h; para todo h € R"

Prueba. Sea J la matriz derivada de Fréchet en z : J;; = D, f; (x)

Por la definicién de la norma tenemos

If (e +h) = f (@) = Jh|* _ 1 ST DF
Tk =T Z fi@+h) = fi () ;Dﬂz( by
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ahora como

filw +h) — fi(x) = 351 Difi () hy

T2 —0 parat=1,---,n
entonces )
h) — —Jh
If (= +h) fQ(x) [
17l
por tanto
o I @) = f @) = Jhl
h—0 il

esto es J es la derivada de Fréchet de f en x
La derivada de Fréchet para una matriz de funciones f : C"*" — C"*™ en el punto

X es una transformacién lineal L
crn L g
E— L(X,FE)
tal que para todo F € C"*"

F(X+E) = f(X) = L(X,E) = o(|| E]) (2.6)

que es la derivada de Fréchet en X en la direccion £

En adelante Ly denota la derivada de Frechet de la funcién f. [

A continuacién demostraremos dos teoremas para obtener la suma y el producto
de funciones f, g, h € C**"

Teorema 2.6 ([4]). Si g y h son diferenciable Fréchet en X entonces f = ag + Bh es
diferenciable Fréchet y

Ly (X,E) = aL, (X, E) + AL, (X, E)
Prueba. De la ecuacién (2.6)

f( )= f(X) = (ag+Bh) (X +E) = (ag+ Bh) (X)

I )= f(X) = ag(X+E)+ph(X+E)—ag(X)—Fh(X)
X+ E) - f(X) = alg(X+E)—g(X)+5(h(X + E)—h(X))
I )= F(X) = alo(E)+ Le (X, E) + B (o (| E]]) + Ln (X, E))
S )= (X)) = ao([[E]) + Bo(|E]]) + aLy (X, E) + BLn (X, E)
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entonces tenemos

F(X+E)—f(X)—(aly (X, E) + 5Ly (X, E)) = ao(||E])+ Bo(]|E]])
= o([lE]))

por tanto existe la derivada de Fréchet y
Ly (X,E)=aL,(X,E)+ BL, (X, E) [ |

Teorema 2.7 ([4]). Si g,h son diferenciables Fréchet en X entonces f = gh es
diferenciable Fréchet y

Ly (X,E) =L, (X, E) L (X) + g (X) Ln (X, E)
Prueba. Tenemos

f(X+E) = (gh)(X+E)
f(X+E) = g X+E)h(X+FE)

como g y h son diferenciable Fréchet entonces

FX+E) = (9(X)+ Ly (X, E) +o([[E])) (h(X) + Ln (X, E) + o (| E]]))
X+ E) = g(X)h(X)+g(X)Ln(X, E) + Ly (X, E) b (X) + o (| E]])
fX+E) = f(X)+9(X)Ln(X,E) + Ly (X, E) h (X) + o (|| E]))

por tanto
fFX+E) = f(X) = (9(X) L (X, E) + Ly (X, E) h (X)) = o (|| E]])
por lo tanto f es diferenciable Fréchet y
Ly (X,E) = Ly (X, E)h(X) + g (X) Ly (X, E) m

Proposicién 2.8 ([6]). Sea f(X) = Ao X™ + A1 X" 1+ ... A, donde A;, X € C™"

con 0 < i < m. Entonces el diferencial de Fréchet viene dado por

Ly(X,H) = i { (ni Aij(j“)> HXH} (2.7)

i=1 §=0

Prueba. Lo haremos por induccién sobre m
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para m = 1, de la ecuacién (2.7)
Ly (X, H) = AoH

por lo tanto es verdadero

Supongamos que se cumple para n = m, por tanto asumimos que

Ly (X,H)= i”: { (g Aij—(j+i)> HXi—l}

i=1 j=0

probaremos que es cierto para n = m + 1. Esto es para
FX)=AX™ 4+ AL X™ 4 A X + A

probaremos que
m—+1 m+1—1
Lf (X’ H) = Z { ( Z Aij+1—(j+i)> HXi—l}
i=1 j=0

de la ecuacién polinémica

f(X) = AX™ 4+ AX" 4 A X 4 Ay
f(X) = (AoXm + A4 X 'Am) X+ Ay

(2.8)

(2.9)

usando el teorema (2.6) con g = (A4 X™ + Ay X™ ' +--- A,) X y h = A,;1. Entonces

Ly (XvH) =
Ly(X,H) =

o (X, H) + Ly (X, H)

L
L,(X,H)

ahora sea r = (A4pX™ + A X™ 1+ ... A,) y s = X, usando el teorema (2.7) tenemos

Ly (X, H) =L, (X,H) s (X)+r(X) L, (X, H)

de la ecuacion (2.8)

L.(X,H)= Zm: { (nf Aij(j+i)> HXil}

i=1 §=0
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ademds L (X, H) = H. entonces

Li(X,H)

Ly (X, H)

{ (Z Aij—W)) HXH} X+ (ApX™+ A X™ 1+ A, H

J=0

J=0

= Y { (Z Aij—W)) HXZ} + (ApX™ + AL XM A H

haciendo un cambio de indice [ =7 + 1, tenemos

Ly(X,H)=

entonces

Li(X,H)=

m+1 m+1—1
Z {( Z Aij+1(j+l)) HXll} + (AoXm—l-Aleil + Am) H

1=2 j=0

m+1 m—+1—1
> { ( > Aij“W)) HX“} + (ApX™ + A XM 4 A H

i=2 =0
(2.10)

ahora de (2.9) tenemos que el primer término, esto es cuando i = 1, viene dado por

iAij—jHXO = f:Aij‘jH

J=0 J=0

Y AXTIHX? = AX"H+ AX"'H A+ ApH

J=0

S CAXTIHXY = (AXT 4+ A X" 4 Ay) H

j=0

entonces en la ecuacién (2.10) se tiene

m—+1 m—+1—1 m

Ly (X,H) = Z { Z Aij+1(j+i)> HXil} + AijfjHXO
i=2 §=0 j=0
m—+1 m—+1—1 m+1—1

Ly (X, H) = Z { Z Aij+l—(j+i)> HXi—l} + Z Aij“_(j“)HXl_l
i=2 §=0 §=0
m—+1 m—+1—1

Lf (X, H) _ Z { Z Aij+l—(j+i)> HXi—l}
i=1 §=0

con lo cual queda probado la proposicion. [ |
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Capitulo 3

Teoria de Polinomios Matriciales

En este capitulo se estudian los polinomios matriciales de la forma P (X) = Y 7" 0 A, X™"
y la ecuacién P (X) = 0, donde Ay, Ay, -+, Ay, X son matrices de orden n x n.
Aqui se estudia algunos aspectos de la solucién de la ecuacién P (X) = 0, asi como

su relacién con la matriz de polinomios P (\) = Y7  A,\™ "
Definicién 3.1 ([11]). Una ecuacion polinomial matricial se define como sigue
P(X)=A X"+ A X"+ 4+ A, 1 X+ A4, =0 (3.1)

donde Ay, Ay, , A,,, X € C™™,
Si Ag = I donde I es la matriz identidad de orden n X n, entonces diremos que P (X)

es monico.

Definicién 3.2 ([11]). Una matriz S que satisface la ecuacion (3.1) es llamado una

solvente, o mas precisamente solvente derecha de P (X).

En relacién con el polinomio P (X)) tenemos el polinomio matricial
P(A) = AN+ AN A A+ A (3.2)
el cudl nos lleva al problema de valores propios asociado a P ()
PN v=(AA"+ AN 4+ + A A+ Ay)v=0 (3.3)

Si P (Ag) es singular, \g es llamado valor propio polinomial y el vector propio v

correspondiente a A es llamado vector propio polinomial de P (), esto es

P ()\0) Vg = 0 (34)
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Teorema 3.1 ([11]). Si un problema de wvalores propios polinomial (3.3) tiene un

conjunto de n  vectores propios linealmente independientes vy, v, , U,
correspondientes a distintos valores propios Ai, Ay, -+, A\, entonces QAQ™' es una
solvente de la matriz polinomial (3.1), donde @Q = [v,v9,-- 0] ¥

A,::diag(Al,Ag,---,An)
Prueba. De la definicién de P (X)
P(QAQ™Y) = A (QAQ™Y)™ + A1 (QAQ™)™ 4+ + At (QAQTY) + A,

P(QAQ™) = AQA™Q + AQA™TIQT 4 + A1 QAQT + A,,QQ7
P(QAQ™Y) = (AQA™ +AiQA™ 4+ + A QA+ A,Q) Q71

Por otro lado tenemos que
A pQAP = (A Nv1, A pXNova, -+ L A p NP, ] para 0<p<m

entonces

i A pQAP = i A pNvg, i A pANovg, - - i A pN oy,
p=0 p=0 p=0 p=0

luego usando las ecuaciones (3.2) y (3.4) tenemos

S A QA7 = AQA™ + AQA™ -+ Ay QA+ A, Q =0

p=0

por lo tanto

P(QAQ™") =0 [
El siguiente teorema nos da informacién sobre el nimero de solventes de P (X)

Teorema 3.2 ([11]). Supongamos que P (\) en (3.3) tiene p wvalores propios
distintos {\}_,, con n < p < mn, y el correspondiente conjunto de vectores
propios {v;},_, satisface la condicion de Haar (cada conjunto de n wvectores es
linealmente independiente), entonces existe al menos (5 ) solventes diferentes de P (X),

y exactamente igual si p = mn, que vienen dados por

S = Qdiag (1;) Q, Q=lq,92, " qn)

donde el conjunto de wvalores y vectores propios {j;,q;}._, son elegidos de entre el

conjunto de valores y vectores propios {\;,v;},_, de P (\)
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Prueba. Como vy, vy, - - , v, satisfacen la condicién de Haar, entonces sean v;, , viy, - -+, v;

n

un subconjunto de n vectores propios asociados a los valores propios A;,, Aiy, -+, A

n

Definimos la matrices () y A como
Q:[,Uil’,ui27'.'7v7;n} A:diag(/\iu)‘izv"'?/\in)

entonces del teorema (3.1) se tiene que QAQ ™! es una solvente de P (X)
Ahora existen (Z) conjuntos distintos de valores propios por tanto el polinomio
P (X) tiene al menos (?) solventes. Si p = mn entonces P (X) tiene exactamente (")

solventes. [ |

Lema 3.1 ([11]). Sea el polinomio N (\) = > R,A""?, Si R, es una matriz triangular
p=0
supertor de orden n X n, para p=0,1,--- ,m entonces

det (N (V) = H fig (V)

I AL
33

donde f;; (t)

I
(]
&

Prueba. Como R, es una matriz triangular superior entonces N (A) es una matriz

triangular superior, luego el det (N ()\)) es el producto de los elementos de la diagonal,

es decir
det (v () = [TV (),
ademads .
[N (A)]” = Z [Rp]w AP (3.5)

para ¢ = j tenemos

por tanto
det (N (\)) =[] 55 ) u
j=1
Teorema 3.3 ([11]). Sea P (X) = AgX™ + A1 X™ 1+ + A, 1 X + A, una matriz

polinomial con A, = UR,U* para p = 0,2,---,m, donde U es una matriz unitaria y

las matrices R, son triangulares superiores. Entonces, st para i,j = 1,2,---,n, 8 ;
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es una solucion del polinomio de coeficientes escalares fi; (t) = 3 [Ry] ;"7 yi > j
0

p:
implica que f;;(s;;) # 0, entonces existe un solvente S de P (X)

0 de la forma

S = URU* para alguna matriz triangular superior R

Prueba. Definamos .
N(X)=> RX""
p=0

Si R es un solvente de N (X) =0, estoes N (R) =0

entonces

P(URU*) = Ay (URU)™ + Ay (URU")™ ' + -+ A, JURU* + A,,
P(URU*) = AUR™U* + A{UR™U* + -+ + Ay URU* + A,,UU*

por otro lado tenemos que A,U = UR,,, entonces

P(URU*) = URR™"U* +URR"'U*+---+UR,,_1RU* + UR,,U*

P(URU*) = U (Zm: R,,Rmp> U*=U(N(R)U* =0

por lo tanto U RU* es solucién de P (X) =0
Por tanto es suficiente demostrar que existe una solvente de N (X) =0

Para el problema de valores polinomial asociado N (A), del lema (3.1) tenemos
det (N (\)) =[] 55 )
=1

luego la matriz N (\) es singular si y solo si det (N (A)) =0
esto es, el conjunto de todas las soluciones de f;; (\) =0paraj=1,---,n estambien
un conjunto de los valores propios de N ().

Para cada valor propio elegido \; = s;; para ¢ = 1,2,--- ,n tenemos un vector
propio asociado x;, luego de la ecuacién (3.3) podemos encontrar un vector propio z;

resolviendo el sistema
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de la ecuacién (3.5), obtenemos

fia(N) fiz(N) - * s 20
0 fa2 (X)) - * ” xgi)
N ()i = : 0 e fa2n-1 (N) : : =
facin-r (M) %
0 e 0 Fam (N0) xg) 0

ahora como para ¢ > j implica que f;; (s;;) # 0 entonces

Como la matriz N ();) es triangular superior, podemos encontrar la solucién del sistema
usando el método de sustitucion hacia atras.
entonces
frm (M) Ig) =0
que xﬁf ) = 0 es una solucién trivial, continuando

Ja—1n-1(X) xff)_l + fo1n (N) x;") =0

por lo anterior se tiene que

fnfl,nfl (/\z) xnl),l =0

(4)
n—1

asf x,” ; = 0 es solucién trivial, continuando de esta manera, obtenemos
xﬁj’zo parak=i+1,---,n (3.6)
en la ecuacién ¢ — ésima tenemos

fii (\i) %(-i) + fiit1 (Ni) 15521 +o o fin (M) $,(f) =0

usando (3.6) se tiene
fia Q)2 =0

como J; es valor propio de N (\), se tiene que f;; (A;) = 0, luego

0-2% =0
luego JIZ@ es un escalar arbitrario, elegimos mz(»i) =1
para las ecuaciones k = i — 1,7 — 2,--- ;1 usando (3.6) y xl(i) = 1, obtenemos el
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sistema

Ty
f1,1 ()\z) f1,2 ()\z) ce * * * (:Z.)
. . T
0 .. : * * *
1 f—
: 0 . : : : 0
0 T 0 fi—l,z‘—l ()\z) T fi—l,n ()\z) 0
0

ahora como por hipétesis frx (A;) # 0, entonces el sistema tiene rango igual a (i — 1)
(4)

por lo que podemos obtener x;” para k =7 — 1,2 —2,--- ,1. Por lo tanto para cada
t=1,2,---,n el vector propio x;, tiene la forma
, : , T
v = ( O R O N O)
Ahora con el conjunto de vectores x1,xs,--- ,x, hallados por el método de arriba,

formamos la matriz ()

Q - [.1'1,582,"' 7$n]
x % *
0 1 =« *
Q = 1 *
0 O 0 1
el cual es no singular y por tanto los vectores {zi, 2, - ,x,} forman un conjunto

linealmente independiente.
Por el teorema (3.1), la matriz triangular superior R el cual es solvente de N (X) =0

puede ser obtenido por R = Qdiag(Ai, Ao, -+ , Ap)Q 7! u

Corolario 3.1 ([11]). Sea la ecuacion polinomial matricial el cual tiene todos sus
coeficientes matriciales triangulares superiores ( o triangulares inferiores) y se cumplen

las hipdtesis del teorema (3.3). Entonces existe una solvente.

Prueba. La prueba se induce directamente, pues en este caso A, = R, para
p=12--- m. |
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Capitulo 4

Calculo de la Solvente de la

Ecuacion Polinomial Matricial

Este capitulo trata de la resoluciéon nimerica de la ecuacién
PX)=A X"+ A X" 4+ A, 1 X+ 4,=0

El algoritmo utilizado es el método de Newton, el cdlculo estd basado en la derivada
de Frechet y la descomposiciéon de Schur, también trata acerca de la convergencia del

método.

4.1 Meétodo de Newton

El método de Newton para una funcién real f : R — R, es un proceso iterativo para
resolver la ecuacién f (z) = 0, basado en la existencia de la derivada de f en cada paso

y en la eleccién de un punto inicial préximo que garantice la convergencia, esto es

Dado zg

Tpt1 = T + Dy,

El método iterativo de Newton, es también utilizado para encontrar la solucién de

la ecuacién matricial no lineal

G(X)=0 (4.1)

donde G : C™*" — C™ ™. Definimos Hy, € C™*™ como la solucién de la ecuacién lineal

G (Xy) + G (X)) Hy, =0 (4.2)
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donde el operador lineal G’ (X) H : C"*"™ — C™*" es la derivada de Fréchet de G en X
y la direccion H. Entonces el método iterativo de Newton para la ecuaciéon matricial

no lineal (4.1) puede ser definido por

Dado X,
X1 = Xy + Hy,

Por lo tanto, cada paso del método de Newton implica encontrar la solucién H € C™*™

de la ecuacién lineal

G’ (Xy) Hy = =G (X&) (4-3)

Para la ecuacién polinomial matricial P (X)) = 0, usando la ecuacién (2.7), se tiene que

la ecuacién (4.2) puede ser reemplazada por
P(X)H =) { (Z Aij-U*”) HXH} = —P(X) (4.4)
i=1 | \j=0

Encontraremos las solventes de la matriz polinomial resolviendo la ecuacién lineal
(4.4). Usaremos el producto de Kronecker y la funcién vec.

Usando el operador vec, entonces vec (P’ (X) H) es representado por
vee (P (X) H) = vec (ByH + ByHX + -+ + B HX™ 1)
usando la proposicién (1.2)
vec (P (X) H) = vec(B1HI) +vec (BoHX) + - -+ 4+ vec (B, HX™ )
usando la proposicién (1.8)

vec(P'(X)H) =
(I®B1)U60(H)+(XT®B2)U60(H)+"‘+<(XT)m_1®Bm>'U€C<H)
vee (P (X)H) = (1 @B +XT @B+ + (X)) ' ® Bm> vee (H)

vec(P'(X)H) = (Z (XT)F1 ® Bi> vec (H)

=1

vee (P (X)H) = (Zm: ((XT)"‘1 ® fAijU“)» vee (H) (4.5)

i=1 j=0

donde
By = AgX™ 7P 4 A X" Pt) 4 oA p=1,2-,m (4.6)
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m

D=3 ((XT)H ® mZiAijU“))

i=1 j=0
entonces

Dwvec (H) = vec(—P (X))

el cual es un sistema lineal de n? x n?
En el siguiente paso reduciremos el tamano de la ecuacién (4.7) a n x n.

Dado X € C™*™ | calculamos la descomposicién de Schur de X
R XQ=R
donde () es una matriz unitaria y R es una matriz triangular superior. Entonces
QRFQ =X" keZ

sustituyendo esta ecuacién en (4.4) tenemos

P'(X)H = i { (gj Aij—W)) HQR"*Q*} = —P(X)

J=0

P'(X)H = i { (mz_ AijW)) H’R“Q*} = —P(X)

7=0

por tanto
BiH'Q" + ByH'RQ* + -+ -+ B, HR"'Q* = —P (X)

de donde obtenemos
BiH + ByH'R+ -+ B,HR" ' = -P(X)Q

esto es
P’ (R) H = BlH,‘f‘BgH,R—{— +BmH/Rm—1 —C

donde C = —-P(X)Q, B; = Z;"*l A],Xm—(j—‘rz')‘

=0
Ahora tomamos la funcién vec en la ecuacion (4.8)

vec(P'(R)H') = wvec(BiH'+ BsH'R+ -+ + B,,H'R" ")

m

vec(P'(R)H') = Z ((RT)F1 ® Bi> vec (H')

i=1
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haciendo

D= - <(RT)FI®BZ->

i=1

donde D es una matriz de orden n? x n?, tenemos

D=1®B +R' @B+ + (R")" " B,

luego
Dij = [;jB1 + [RT]ij ® By + -+ + [(RT)m_l] B
ij
Dij — IjiBl + [R]ﬂ ® BQ + ce + [Rmil}ji Bm
Dy = RyBi+[R|,®By+---+ [R"'] By

Dz‘j = Xm: ([Rk_l}ji ® Bk)

k=1

como R es triangular superior entonces D es una matriz triangular inferior por bloques,

luego

por tanto nos queda el sistema
Duvec (H') = vec (C)
usando la sustitucién por bloques hacia adelante

hll = D_llCl
h,2 = D2_21 <02_D2_11h//1>

h'/fl — D_l <C7’l — D;llhll e D;j.b_lh,n_l)
donde h! y ¢; son la i — ésima columna de la matriz H' y C' respectivamente.

Algoritmo 1. Dada las matrices R, By, Ba, - -+ , By, las cuales estan definidas en (4.6)

Y (4.8) y nimeros positivos i,j (i < j yi,j <n) el siguiente algoritmo calcula DZ‘]‘

forr=1:m
Dij — Dij + R (j,4) B,
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end

Algoritmo 2. (Solucion de la ecuacion P'(X)H = —P (X) por descomposicion de
Schur). Dado Ag,--- ,An, X € C™™ y usando la descomposicion de Schur de X,
X = QRQ*. El algoritmo encuentra H € C™™ el cual es solucion de
P (X)H =—-P(X) en (4.4)

B, «— Ay, Ry« 1
fori=1:m-1
B & Bpi1 X + A;
Ri1 +— RR
end
Ce——(BiX+A4,)Q
fori=1:n
d—0
for j=1:i—1
Use el algoritmo (1) y calcule D;;
ded+Dy;H(:, j)
end
Use el algoritmo (1) y calcule D;;
H(j) — D (C (1) - d)
end
H — HQ*

4.2 Convergencia del Método de Newton

En este seccién se muestra que el método de Newton converge cuadraticamente cuando
el punto inicial esta lo suficientemente cerca de una solvente simple.
Estableceremos primero que ||-|| es la norma de Frobenius si se trata de matrices y

la norma euclideana si se trata de vectores.

Definicién 4.1 ([6]). Diremos que P’ (X) es regular, si la transformacion P’ (X) es
biyectiva.
Proposicién 4.1. P’ (X) es regular si y solo st infjjg=1 ||P' (X) H|| > 0

Prueba. Dado que el operador P’ (X)) es regular si y solo es inyectivo, esto es si y solo
si existe el operador inversa de P’ (X) denotado por inv (P’ (X)) entonces
1P (X)H| _ 1

inf = inf ||P'(X)H| = — >0
a1 O = s o
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Lema 4.1 ([6]). Dada las matrices Aj, B;, A, B € C*™™ y la correspondiente matriz

polinomial definido en (3.1) tenemos

1. (a) [|A]} = [lvec (A)]]
(b) vec(aA + BB) = avec (A) + Pvec (B) para todo o, € C

(c) vecilAjXBj = (iBf@Aj) vec (X)
= =

(d) vec (P (X)H) = P*(X)wvec(H) donde la matriz P*(X) € C"*" y esta
dado por

P*(X) = zm: ((XT)“ ® %: Aij—U“))

i=1 Jj=0

(e) P'(X) es regular si y solo si P*(X) es una matriz no singular, y entonces

c= inf ||P'(X)H| = min ||P*(X)vec(H)|| >0
nE 1P OO I = pin 177 (X) wee (D)

Prueba. 1. (a) De la definicién de norma de frobenius tenemos

A= (S3)

i=1 j=1

por otro lado

col; A

vec (A) = :
col,, A

tomando la norma euclideana

lvec(A)]| = Z||Cole|l2)
j=1

=

n

lec(A)1 = (D > H%H2>

j=1 i=1

lec(A)1 = (D > H%H2>

i=1 j=1

[N

(b) Tenemos que vec (0A) = avec (A) y usando la proposicién (1.2)

vec(aA+ BB) = wvec(aA) + vec(B)
vec(aA+ B) = awec(A)+ puvec(B)
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(c¢) Usando la proposicién (1.2) tenemos que
vec Z A, XB; = Z vec (A; X B;)
j=1 j=1

por otro lado de la proposicién (1.8) se tiene que
vec (ABC) = (C" ® A) vecB

entonces

z”: vec (A; X B;) = (z”: BJT ® Aj> vec (X)

=1 =1

con lo que se prueba que

vecz A;XB; = (Z Bl ® Aj> vec (X)

j=1 j=1

(d) Este item ya fue probado, ver la ecuacién (4.5)

(e) De la definiciéon P’ (X) H es regular si y solo si la transformacién P'(X) es
biyectiva esto es si y solo si la transformaciéon P'(X) tiene inversa

si y solo si la ecuacién
vec (P (X)H) = P*(X)vec(H) = —P (X)

tiene una tinica solucién, esto es si y solo si P* (X ') es una matriz no-singular,
entonces

c= inf |[P"(X)H]| >0
[ HIl=1

de la proposicién (4.1).
Proposicién 4.2 ([6]). Sean m € N, y A, B,C € C"™ matrices. Entonces
m—1 . .
1. (a) |A" = B™|| < ¢||A = B| dondec =Y ||A]|B|""
j=0

(b) < |[|[A=B[[(c|[A= Bl + e [|A-C)

‘Am B3 (A B) O™
j=1

con

&1

m m—2
Z( ) A= B JAI™, ex=m Y [CIF A"
j=2 J j=0

36



Prueba. El primer item lo haremos por inducciéon matematica sobre m

para m = 1, tenemos que
JA™ — B = A~ B|| < A~ BJ| conc=1
Suponiendo que se cumple para m entonces debemos probar que se cumple para m + 1
[amst — et = 5 [lzamst — 257
sumando y restando los términos A™B, B™A y agrupando convenientemente

A - e

%HAerl_AmB_Berl_BmA+Am+1+AmB_Bm+1+BmAH

|A™+t — B+ = %||Am(A—B)—Bm(B+A)+Am(A+B)+Bm(A—B)||
A7t = B = AT + BT (A~ B) + (A"~ B™) (A + B)|
Jamt = B < ZIlAT + BYI(A - B + (A"~ BY) (A + B)|

usando la hipétesis de induccién

|AmH — B < % [(A™ + B™)[| (A= B)|| + c[|A = BJ/[[(A+ B)||
|AmHt =B < %H(A—B)H(||Am+Bm||+CHA+B||)
AT — B < %ll(A—B)H(HAHerHBH + ([[Al+ 1B]]) ¢)
m—1
A — B < %H(A—B)H <HAHm+HB|| (1Al +11B1) Z||A||jHB||m_1_j>
=0
Jam - 5| < J
%H(A— B (\AH +§)HAHJ 1BI™ +1B|™ +]ZOHAH]H 1B J)
= %H(A—B)H S IAIPIBI™ + |1 BI™ ﬂLZ_HAHJ+1 1B ]>
=0 =0

3

1 m— m
= 5 ItA=Bll A B+ (1B™ +Z||AIV\|B|! j)
7=0 Jj=1

NER

]' m— m—
= S IA=B) 1A 1B j+ZHAH]HBH ”)

7=0

S,
Il
o
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de donde
| A — B < (A= B)|| (Z 1AJ7 HBllm_j)
=0
con lo cudl queda establecido el item (a)
Ahora probaremos el item (b)

Sea F = B — A, entonces desarrollando el binomio de Newton

B™=(A+E)"
tenemos que
término 1 : A™
término 2 : Z términos que contienen a £
término 3 : Z términos que contienen a £, E

y todos los demds términos, entonces

m—1

B"=(A+E)"=A"+Y AEA"'4+ Y AEAEA +
1=0

I+it+j=m—2
luego
m—1
A™ _ B™ — _ Z AiEAm—l—i _ Z AZEAZEAJ e
i=0 IFitj=m=2
m m—1 m
Am_Bm_ch—l (A_B)C«m—j _ _ZAiEAm—l—i_ch—l (A—B)C’m_j

j=1 i=0 j=1

_ Z AEBAEA +......

I+itj=m—2

m m—1 m

A" =B =Y "N (A-B)C" = Y A(A-B)A"T =Y "N (A-B)Cm

j=1 i=0 j=1

_ Z ABAEAT +......

l4+i+j=m—2

tomando la norma de Frobenius

A" —B" =Y I (A-B)C™

j=1

<ry+re
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donde

T =

m—1 m
Y A(A-B)A™T =N N (A-B)C™
=0

Jj=1

haciendo j =17+ 1

ry=|> ATHA-B)A" - "I (A-B)C"

j=1 j=1
ry = Xm:Aj—l (A— B)A™ — Em; (CI71 — AT 4 AT (A - B) O™
. =
ry = 2141 L(A—B)A™ I — ZAJ Y(A-B)Ccm™
j
— i (Co=' — A1) (A - B)O™
p

To =

S ATHA-B) (A" —Cm ) =Y (GO = AT (A= B)C™
. —

entonces tenemos

Y AT (A= B)(A™ — ™)

J=1

ZCH AN (A-B)Ccmi

=1

IA

T

IN

T

1 i _ o . i
1A= B Y IAP T JA™7 —om | + | A= B Y |4 = ¢ | llo)™
=1 j=1
usando la parte (a) de esta proposicién convenientemente, tenemos que
m—j—1

Jam=i =il < ja=cl Y o) A
=0

j—2
|4t =i < a-on S liel A
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entonces

m m—j—1
r2 < A= BI[[IA=C|I Y lIAPT ( > lielr HAHm_j_l_l>
=0

j=1
m ' j—2 '
Fla=alia- a3 (Sier jar+)
J=1 1=0
- mijil j72 . .
< A= B HA—CHZ[Z Ol g2+ 3 e HAHJ‘2"]
j=1 L =0 =0

haciendo el cambio de variable t = [ + m — j, tenemos

m m—j—1
r, < |A-B| ||A—0||Z[Z ) Am2

7j=1 =0
m—2
+ > HC'WHAII’””]
t=m—j
m m—j—1
ra < [[A=B] IIA—CIIZ[Z lc) A==
j=1 =
m—2
+ [tells HAIIm_2_l]
l=m—j
m m—2
rp < ||A- B ||A—c||Z<Z ||0||l||A||’””>
7=1 =
m—2
ry < JA=B|A=C|m > |lC]" A"
=0

ry < A= B||A=Clle

m—2
donde ¢, =m Y ||C]" |4
=0
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tambien

ro= Z ABAEAT + ... ...
l+it+j=m—2
o< S HAIIENIAN B IAY + -
I+itj=m—2
i+J it
no< oy AR+ Y AT B 4
l+i+j=m—2 I+itj=m—3
- m m—j j—
j=2

rn < JJA=B|(allA-BJ)
donde ¢ = 37, (") | A" | A~ BJ? "

Teorema 4.3 ([6]). Dada la matriz polinomial P (X) = > A, X" y las matrices
i=0
XY, H e C™" y b =max{|X], Y], [H]}.

Si el maxi<j<m ||Ail] = a entonces

1P (X + H) = P(X) = P'(Y)H|| < 2" tab™ 2 | H|| (| H|| + |IX = Y) sib>1

P(X+H)=P(X)+P (Y)H+O(|H|*) cuando |H| — 0

Prueba. Tenemos que

P(X+H)—P(X)= Xm:Am_i ((X H)Y - Xi)
ademaés

= zm: A Z YISl HY
i=1 Jj=1

luego entonces

1P (X +H) = P(X)-P(Y)H| = zm:Am_i ((XJrH)i—Xi_i:yj—lHyi—j)
1P (X +H)-P(X)-P(Y)H| = iAm_i ((X+H)i—Xi—iYi—1HYi‘j)

i (X" (X + H)' ZYJ L Y"ﬂ')

41




IP(X+H)-P(X)-P(Y)H| <
D A
=2
aplicando la proposicién (4.2) con A=X, B=X+H, C=Y

l

entonces

' (Xi — (X + H)' — Z YTt (—H) Y”) H

j=1

X'— (X +H) ZY” )Y < H (e [H ]+ e |IX = Y)

IP(X+H)-P(X)-P¥)H| < a||H||Z

||H||Z( ) vy

1—2
XYY ) ||XH“"2]
=0
como || X, ||Y]|, ||H]| < b con b > 1 entonces
7—2
|P (X + H)— P(X)— P'(Y) H] <ar|H||Z [|H||Z( )bz R ]

7=0

ahora b2 < b" 2, luego

|P(X 4 H) — P(X)— P'(Y) H| < a|[H| b 2Z[HHHZ(>+HX v]i 21]

< allH| b 22 [anZ( ) X -Vl 1)

<a||H||b“[||H||ZZ()+||X Ynz - 1)

1=2 j=2

por propiedades de sumatorias

(Z,>zzi—1—¢
— \J

J

y que i (1 — 1) < 2" para todo 7 > 1 entonces

1P (X + H) = P(X) =P (Y)H| < alH[0" [HHHZ(T—l—i)+HX—YHZ2Z'

=2 =2
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Ccomo

izi < i? — gmtl _q < gmtl y
- i=2 i;O
2(21_1_0 < Z2i§2m+1
i=2 i=2

entonces

P (X +H)-P(X)=P (YV)H| < alH|"*[lH[ 2" +]|X — Y[ 2m"]
IP(X+H)—P(X)=PY)H| < ab" 2" H| (| H|| + |X - Y)

para la otra aseveracién hacemos Y = X, entonces
|P(X + H) = P(X) = P'(X) H| < ab" 22" ||H||?

con lo que queda probado el teorema. |

Teorema 4.4 ([6]). Supongase que S € C™™ es una solvente simple de la ecuacion
polinomial P(X) = 0 y P’ (S) es regqular. Entonces, si la matriz inicial X, esta

suficientemente cerca de S, el algoritmo

Xir1 = Xp—Q(Xy) con
P/<Xk)Q<Xk) = P(Xk)

converge cuadraticamente a S. Mas precisamente. Si

1Xo — || = 0 < € = min {5, C_O}

C

co = inf {||P" (X)) H|, || H|z = 1,[|X =S| <0} > 0 para 6 € (0,1] suficientemente

pequeno, entonces tenemos

1. (a) i klim X =S8
ii. | Xy — S| < eoq® con g = weo<1parak=0,1,2,...,
i, | Xeq — S| < £ 11X = S||” para k=0,1,2,...,

Prueba. Seab=1+ S|y X € C™" tal que || X — S|z <¢

Por propiedad de normas
| X = S[lp = [Jlvec (X = S)|| = [lvec (X) —vec(S)[| < e
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tambien
|[[vee (X)|| — vec||S||| < [lvec (X) —vec(S)|| < e

por lo tanto
|lvec (X)|| < wvecl|S|| + ¢

luego
IXNp <ISlp+e<1+[SIp=0

Como ¢y > 0, por la proposicién (4.1) la derivada de Fréchet es regular en
{X eC™"/||X — S|z <e}, luego la funcién ¢ (X) estd bien definido por

P(X)=X-Q(KX), PX)Q(X)=P(X)

para toda X tal que [|[X — S| <¢
Como S es solvente de P (X)), usando el lema (4.1) y el teorema (4.3)

lo(X) =5 = [[X-Q((X) -S|
= ||X—S—Q(X)||
= Jlvee(X =5 = Q (X))l
= vee(X — 5) vee (Q (X ))H
= |jvec(X = S) —vec (P' (X X))l
= |jvec(X - 8) - P*(X ) vec ( X))l
lox) =S| = P07 (P <X>vec<X—S>—vec<P<X>>>||

usando la proposicién (4.1)

lo (X) =S|I < %HP* (X)vee(X = 5) —vee (P (X))

[6(X) =S| < — fJvec (P (X) (X — §)) — vee (P (X))

Co

[6(X) =Sl < — [lvec (P (X) (X - §) — P(X))]|

Co

lo (X) =S|I < C—lollp’ (X) (X =5) = P(X)llp

1
lo(X) =Sl < ZIP (X)X = 8) = PX)+ P(S)llr
usando el teorema (4.3) con H = (X — 5) entonces

[P(X)=P(S)—P (X)X =9)p < c|X=5|(X-=5|+]X-X])
< ¢ X =S|
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por tanto
c
6 (X) = 5] < aHX—SH2 (4.9)

La prueba del item (ii) y (zii) se sigue por induccién sobre i.
Por hipétesis, || Xo — S||p = o < € y por lo tanto

X1 = Xo— Q(Xo)

. . C c
esta bien definido, sea ¢ = —&g, como por definicién
Co

Co C
50<——>—50<1—>q<1
C Co

de la ecuacién (4.9) se tiene que

C
16(Xo) = Sl = = 1Xo - S|*

c
X -8 < — )X -5
Co
y tambien tenemos que

c c
IX1 =8Il = —[1Xo=S|° = —¢}
Co Co
C

||X1 — SH < 806—80 =¢€0q < &g
0

Suponiendo que la afirmacién del item (ii) y (i) es valida para i probaremos que es
valida para 7 + 1
[ Xiva = Sllp = [l (Xi) = Sllp
ahora por la ecuacién (4.9)
c 2
[ Xiv1 = Sllp < — 1 X = S|
Co
como
C 2 C
— [ Xi = SII” < — [ X = S IX: = S|
Co Co
por hipotesis de induccion

C c i
— | Xi = S[X: =Sl < —|X; — Sleog
Co Co

IN

q||Xi — S| < geoq’ = eog'

entonces
1 X511 — S|lp < og™
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esto prueba los item (ii) y (7ii)

Ahora para la prueba del item (i), teniendo en cuenta que ¢ < 1
| Xi1 = Sllp < e0d™ <eg<e

lo cuél prueba que la sucesién de matrices {X;,1} es convergente y converge a S W

4.3 Ejemplos Numéricos

En esta seccién presentamos algunos resultados de la solucién de ecuaciones
polinomiales matriciales, los cuales fueron hechos con Matlab, las iteraciones para el

método de Newton son terminados cuando el error residual de P (X})

P (X
_IPCwl o
[ Aoll g Il + Tl I+ + Al

donde u = 1.1 (10716) y n es el orden de las matrices.

Ejemplo 4.1. Sea el polinomio matricial

P<X)—X2+<_21 ;g)m(_g g)

utilizando el punto inicial

11.6517 0
X0=+
0 11.6517

40 12
S = Sy =

respectivamente, ambos con 10 iteraciones.

se obtiene la solucion

Ejemplo 4.2. Sea el polinomio matricial

51.6 0 17500 —10000
P(X)= X? -
0 100 —10000 10000

utilizando el punto inicial

X0 — 193638.3089074608 0
B 0 193638.3089074608
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se obtiene la solucion

g 17.6255 —7.4304
| —3.8341 8.4564

la cual converge con 21 ileraciones.

Ejemplo 4.3. Sea el polinomio

0 01 1 10 —20 2 1
PX)=X'+[0o00 |X*+] 0 11 |X+| 2 -2 0
1 00 -1 0 1 1 0 —20
utilizando el punto inicial
38.6488 0 0
X0=+ 0 38.6488 0
0 0 38.6488
se obtiene la solucion
2.056 —0.113 —-0.149 —2.170 —0.004 0.142
Si =1 —0.057 2054 —0.063 y Sy = 0.048  —2.170 —0.049
—0.088 0.003  2.062 0.197 —0.00003 —2.169
respectivamente, ambos con 16 iteraciones.
Usando los puntos iniciales
38.6488 0 0 38.6488 0 0
X0 = 0 38.6488 0 X0 = 0 —38.6488 0
0 0 —38.6488 0 0 —38.6488
se obtiene la solucion
0.797 3.736 —2.170 0.545  0.065 —2.150
S3 = 0.067 1.673 0.137 ySy=1| —0.197 —-2.176 0.157
—1.616 4.674 —0.390 —1.941 —0.055 —0.365

respectivamente, ambos con 30 iteraciones.
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Ejemplo 4.4. Sea el polinomio

2 -1 0 O
) -1 2 -1 0
P(X)=X*-327.35
o -1 2 -1
0 0 -1 1
utilizando el punto inicial
108.841 0 0 0
0 108.841 0 0
X0=+
0 108.841 0
0 108.841

se obtiene la solucion

24.5502 —7.0714 —-1.2673 —0.6140

5, — —7.0714 23.2829 —-7.6853 —1.8813
—1.2673 —7.6853 22.6689 —8.9527

—0.6140 —1.8813 —8.9527 15.5976

—24.5502 7.0714 1.2673  0.6140

s, — 7.0714 —23.283 T7.6853 1.8813
1.2673  7.6853 —22.669 8.9527

0.6140 1.8813 8.9527 —15.598

respectivamente ambos con 10 iteraciones
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Capitulo 5

Aplicacion

5.1 Grados de Libertad

En dindmica estructural [10], el nimero de coordenadas independientes necesario para
especificar la configuracién o posicién de un sistema en cualquier instante de tiempo
se conoce como el nimero de grados de libertad. Toda estructura continua tiene
un numero infinito de grados de libertad. En la idealizacién mediante un modelo
matemadtico el nimero de grados de libertad es finito. A continuacién mostramos

algunas estructuras con diversos grados de libertad

Ejemplo 5.1. Estructuras que pueden ser representadas con un grado de libertad

At |

-
v VI
Y

Estructura con un grado de libertad

Ejemplo 5.2. Grdfico que representa a una estructura con dos grados de libertad

—
Y2

Y1

AT VY

Estructura con dos grados de libertad
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5.2 Vibracién Libre de un Edificio Simple

Cuando una estructura no estd sometida a excitacién externa (fuerza o desplazamiento
del soporte) y su movimiento esta gobernado solo por las condiciones iniciales, se
considera que esta en vibracién libre. Existen, ocasionalmente, circunstancias en la
que es necesario determinar el movimiento de la estructura en condiciones de vibracién
libre, pero son casos especiales. No obstante, el andlisis de la estructura en movimiento
libre proporciona las propiedades dindmicas mé&s importantes de la estructura que son

las frecuencias naturales y los correspondientes modos normales

5.2.1 Ecuacion de Rigidez para un Edificio Simple

Un edificio simple puede ser definido como un edificio en el cudl no se producen
rotaciones en los mienbros horizontales a la altura de los pisos. Para obtener la

deformacion horizontal en un edificio debemos suponer las siguientes condiciones

1. Toda la masa de la estructura esta concentrada al nivel de los pisos

2. Las viga en los pisos son infinitamente rigidas, con relaciéon a la rigidez de las

columnas

3. La deformacién de la estructura es independiente de las fuerzas axiales presentes

en las columnas.

La primera condicién transforma el problema, de un sistema de infinitos grados de
libertad (debido a la masa uniformemente distribuido) a un sistema que tiene solamente
tantos grados de libertad como niimeros de masas concentradas a nivel de los pisos

La segunda condicién introduce el requisito de que las uniones entre las vigas y las
columnas estén fijas sin rotacién

La tercera condicién establece que las vigas rigidas en los pisos permanezcan
horizontales durante el movimiento de la estructura

La figura representa el modelo de un edificio
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I/' II'
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1 Y21
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1
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Una alternativa para representar un edificio simple es adoptar un modelo de resortes

y masas como se muestra en el grafico (5.1)

g'—’m %—»yz §—>y3

F3()—p F2(t) —p F2(t)—f
m1 W my AN mg
k1 k2 k3

Griéfico 5.1: Modelo de masas concentradas y resortes para representar un edificio

TJ 2 R N

Fo()—>| moy” F3()—» mgy”
<—

Fi(t) —>

4— 4_
K1y1 <4 > ko(yo-yq) < — k3(y3-y2) €

Debe tenerse en cuenta que las representaciones que aparecen en las figuras son

equivalentes. En consecuencia, las ecuaciones del movimiento, se pueden obtener de

cualquiera de ellos, asi tenemos:

madh + kiyr — ko (ye —y1) — F1 (1) =

Malja + ko (Y2 — y1) — k3 (Y3 — 12) — I3
maijs + ks (ys — y2) — F3(t) =

este sistema de ecuaciones constituye la formulaciéon de rigidez de las ecuaciones del

movimiento de un edificio simple de tres pisos. Utilizando la forma matricial este

sistema puede escribirse como
Mij+ Ky = F(t)
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donde M y K son respectivamente las matrices de masas y de rigidez, dadas por

my 0 0 k1 + ko —ks 0
M = 0 myg O K = —ky kot ks —ks
0 0 ms 0 —ks3 ks

y donde vy, 4, F, son, respectivamente, los vectores de desplazamiento, aceleracién y

fuerzas dadas por

Y1 U1 F (t)
y=1 v |, y=1 92 |, F=1| F(t)
Y3 3 F3 (t)

5.2.2 Frecuencias Naturales

El problema de vibracién libre requiere que el vector fuerza [F| sea igual a cero en
cualquiera de las formulaciones de las ecuaciones del movimiento. La ecuaciéon que

modela este comportamiento es la siguiente
Myj+ Ky=F
entonces para la ecuacién de la rigidez tenemos la ecuacién
My+ Ky=20
Buscamos soluciones reales que representan la parte real de
p=qe
donde ¢ es independiente de t. Luego tenemos que
B = —gAZeiM
por lo tanto la ecuaciéon queda determinado por
_MgA2eN + Kqe™ = 0

luego
(—Mq)\2 + Kq) e =
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el cudl tiene solocién si y solo si
(MX - K)g=0

Proposicion 5.1. Sea S wuna solvente de la ecuacion polinomial matricial
P(X)= MX?— K entonces el par ()\,q) valor y vector propio de S es solucion de la
ecuacion (M>\2 — K) q=20

Prueba. Tenemos que Sv = Av entonces reemplazando

<
%
|

=

= MX\q—Kq

= MX(Aq) — Kq=MX(Sq) — Kq
MS (\q) — Kq= MS(Sq) — Kq
= MS*q—Kq=(MS*—K)q

5
|
=
R R R R
I

<
%
|

=

AAE/-\
>
[N}
~— ~— ~— ~—

como S es solvente de la ecuacién polinomial entonces
(MX —K)g=0

Por tanto proponemos resolver la ecuaciéon polinomica matricial, para encontrar el

par (A, q) que resuelve el problema de la ecuacién diferencial

Algoritmo 3. Dada la ecuacion diferencial My + Ky = F (t)
Paso 1. Resolver MX? — K =0
Paso 2. Calcular Xv = M\

Paso 3. Hacer y = Vu donde V' = [vy,vq, -+ ,v,] €s la matriz de vectores propios
de X

Paso 4 Resolver Dqii + Dyu = ¢ donde
D, =VT'MV, Dy=VTKV, c¢=V'F
Paso 6. La solucion viene dado por
y=uy (t) vy +ug (t)ve + -+ up () vy,

Los siguientes ejemplos determinan el célculo de los valores y vectores propios que

determinan la solucién

Ejemplo 5.3 ([10] pag 256). El grifico (5.2) muestra un edificio simple, de iguales

propiedades en todos sus pisos. Para esta estructura hallaremos sus frecuencias
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naturales

m

— kK — Y4
m
7777727777727 —>
—_ K — Y3
m
7772777777777772777777)—P>
Y2
— Kk —
m
7777777277777/
Y1

Gréfico 5.2: Edificio simple

donde

kp.seg?

m = 1 Y

cm

k
k = 327.25—p para todos los pisos
cm

para esta edificio la matriz de masa M y de rigidez K vienen dado por

1 000 2 -1 0 O

0100 — 2 -1 0
M = K =327.35

0010 -1 2 -1

0 001 0O 0 -1 1

de acuerdo a la ecuacién resolveremos el siguiente problema

MX?*—-K=0

el cual tiene como solucidn la matriz

24.5502 —7.0714 —1.2673 —0.6140
—7.0714 23.2829 —-7.6853 —1.8813
—1.2673 —7.6853 22.6689 —8.9527
—0.6140 —1.8813 —8.9527 15.5976
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hallando sus valores y vectores propios tenemos

—0.2280
—0.4285
—0.5774
—0.6565

6.2836
0
0
0

donde las frecuencias naturales vienen dado por

1

f27r

0.5774  0.6565 —0.4285
0.5774 —0.2280 0.6565
0.0000 —0.5774 —0.5774
—0.5774 0.4285  0.2280
0 0 0
18.0928 0 0

0 277198 0

0 0  34.0034
6.2836 1.0001
18.0928 | | 2.8796
27.7198 | | 4.4118
34.0034 5.4119
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Capitulo 6
Conclusiones

La principal ventaja de este método es que es de convergencia cuadritica cuando el
punto inicial es préoximo y la derivada de frechet es no-singular, sin embargo cada
iteracién es bastante extensa.

Uno de los aspectos sensibles del método de Newton es la eleccién del punto inicial,
la aproximacion inicial que se utiliza es empirica, se utilizé la regla establecida por [6]
la cudl establece iniciar como punto inicial la matriz kI, donde k es definida para el
caso cuadratico P (X) = AX? + BX + C como

1Bl + 1B + 4 Al €1l
2[[AT

y en el caso general

k=max{1,) || Aill}
i=1

sin embargo, muchas veces el punto inicial es dado por el investigador.

El método propuesto trabaja correctamente cuando la derivada de Frechet es no
singular, hay estudios para casos particulares cuando la derivada de frechet es singular,
como en el célculo de las solventes de la ecuacién polinomial matricial para una matriz

simétrica y centro-simétrica generalizada ver [15]
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