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Introduccion

La idea de equilibrio conlleva implicita una situacién en la que las fuerzas que ope-
ran sobre el mercado se compensen de manera que los agentes que intervienen no tienen
incentivos para desviarse de las desiciones que los han conducido a esta situacion. En
los anos cincuenta Arrow, Debreu y Mckenzie independientemente al principio y en
colaboracién mas tarde utilizaron el enfoque del teorema de punto fijo para demostrar
la existencia de un equilibrio econémico. El objetivo de este trabajo es establecer la
existencia del equilibrio en una economia de intercambio puro a partir de resultados

clasicos como el Teorema del Maximo y el Teorema de Punto Fijo de Kakutani.

En el primer capitulo recordamos los elemento necesarios del andlisis convexo. FEn el
segundo capitulo introducimos la teoria de correspondencias que es bastante 1util en el
analisis de problemas econdémicos, terminamos este capitulo estableciendo el Teorema
del Maximo. El tercer capitulo tiene por objetivo la prueba del Teorema de Punto Fijo
de Kakutani, en el contexto de espacio vectorial topoldgico, esto se logra estableciendo
el Teorema de K KM cuya prueba se da a travez del Lema de Sperner. En el lti-
mo capitulo damos la nocién de una economia de intercambio puro, establecemos las
condiciones para que una relacién de preferencias sea representado por una funcion de
utilidad continua, estudiamos el modelo de economia abstracta y probamos el teorema
de equilibrio social para esta economia, por iltimo estudiamos el equilibrio de una

economia de intercambio puro.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Elementos del Analisis Convexo

En esta seccién estableceremos resultados basicos del analisis convexo referentes a
conjuntos convexos, funciones convexas y funciones cuasiconvexas, que seran necesarios

para resultados posteriores.

En esta seccién (X, 7) denotard un espacio vectorial topolégico real (Apéndice), si no

hay lugar a confusién escribiremos simplemente X .

Definicién 1.1.1. Un conjunto C' en X es llamado convexo si para cualquier x,y en
C yael0,1], se tiene ax + (1 —a)y € C; es llamado afin si para cualquier z,y en C
ya€eR, setienear+ (1 —a)yeC

Definicién 1.1.2. Un conjunto finito {x;}icr es llamado affinmente independiente si

el congunto {x; — ;, }icr\s, €s linealmente independiente para todo i, € F fijo.

Dado {ziy,..,z,} C X, se denomina cédpsula convexa y se denota por
conv{zy, ...,x,} al menor conjunto convexo que contiene a {xy, ..., z,}.

Dado n € N, el conjunto {1, ...,n} serd denotado por [n].

Proposicién 1.1.1. Dado {z1,...,x,} C X, se tiene

conv{xy, ..., Ty} = {Xn:)\m : Zn:)\i =1, \>0Vic [n]}
i—1

=1



n n
Prueba. Definimos E = {Z NZi - Z Ni=1,\>0Vie [n]}, es facil ver que
—1 i—1
E es un conjunto convexo que contiene a {z1, ..., z,}. Sea F un conjunto convexo que

contiene a {x1,...,2,}. Como A\xq + Aaxe € F, para todo A, A2 > 0y Ap + Ay = 1,

se tiene que A\jxy + Aoxa + Azxz = (A + )\2)(/\ rswdl sl +A —L—x9) + Agz3 pertenece a F,

n—1

donde A\ + Ao + A3 = 1 v A1, Ao, A3 > 0. Prosiguiendo de esta manera si Z ANz € F

i=1
n—1

n—1 n —1
para todo A\; > 0, Z)‘i = 1, se tiene que Z)\imi = Z)\] Z A xl + A,

i=1 i=1 j=1 j=1 J
pertenece a F', donde Z Ai =1y A\ > 0. Luego F es un subconjunto de F'.
i=1

Por lo tanto F es el menor conjunto convexo que contiene a {xy,...,2,}, es decir

conv{zy,...,xo} = E. O

Proposicién 1.1.2. Dado {xy,...,z,} C X, se tiene que el conjunto conv{xy, ..., x,}

es compacto en X.

Prueba. Definimos f(\ Z i , donde A = (\y, .., \,,). Como la operacién adicion

i=1
es continua, entonces f es continua. Luego de f(A) = conv{xy, ..., z,} concluimos que

conv{zy,...,x,} es compacto, ya que A = {A € R : >" X\, = 1} es compacto en
R™. [

Dado {x1,...,z,} C X, se denomina cépsula afin y se denota por Af f{z1,...,z,}

al menor conjunto afin que contiene a {x1,...,x,}.

Proposicién 1.1.3. Dado {z1,...,x,} C X, el conjunto L = Aff{xy,...,x,} —x; es

un subespacio de X, donde i es algun elemento de [n]

Prueba. Dados © € Ly A € R Dezx =a—a; , A = da+ (1 —Nz; —z; ¥
Aa+ (1= Nxz; € Af f{xq,...,x,} se tiene que Az € L.

Sean x = a—x;yy = b—x;, donde a,b € Af f{xy,...,x,}; como %—i—% € Aff{x1, ..., xn}
y xTer =3+ g — x;, se tiene que x—;“y € L; de la primera parte x +y € L.

Por lo tanto, L es un subespacio vectorial.



El subespacio L es llamado subespacio paralelo a Af f{xy,...,z,} y si L tiene di-
mensién m, entonces se dice que el conjunto Af f{xy,...,z,} es de dimensién m.

Dado {x1,...,z,} C X, denotamos por span{zi,...,z,} al subespacio generado por

{z1,...;x,} en X.

Proposicién 1.1.4. Sea {xq, 1, ..., x,} un conjunto finito de R™, los siguientes enun-

ciados son equivalentes

1.) El conjunto {xg,x1,...,z,} es affinmente independiente.

2.) Sirg,ri,....,mn € R son tales que Zri:v,- =0y Zri = 0. Entonces r; = 0 para
i=0 =0
todo 1.

3.) Af f{zo,...,x,} tiene dimension n.
Prueba. Veamos que 1.) implica 2.) Sea Z rix; =0, Z r; = 0. Como {; — %o }icn]
=0 i=0

n
es linealmente indepiendente y Z ri(x; — x9) = 0 entonces r; = 0, para todo i € [n];

=1
también es claro que ry = 0. Por lo tanto r; = 0 para todo 0 < i <n.
Veamos que 2.) implica 3.) Dado 0 < i < n fijo, se puede probar facilmente que
{wo — xi, .., i1 — xj, Xis1 — T4, .., T, — x;} €8 linealmente independiente y ademés
span{xo — Ti, .., Tio1 — T, Tip1 — Tiy ., Ty — i} = Af f{zo, ..., 20} — 75
Luego, Af f{zo,...,z,} tiene dimensién n.
Veamos que 3.) implica 1.) Dado 0 < i < n fijo, de
span{xo = Ty oy Ti—1 — Ly Litpl — Ly ooy Ty — Iz} = Aff{iUm 71’n} — Zy-

se tiene que span{xg — x;,..,Ti 1 — Tj, Tiy1 — Ti, .., Ty — x;} tiene dimensién n, luego
{zog — @i, .., 51 — Tj, Tix1 — X4, .., Ty, — T; } €s linealmente independiente. Por lo tanto,

el conjunto {xg, z1, ..., z,} es affinmente independiente. O

Definicién 1.1.3. Sea C' C X convezo. Una funcion f: C — R se dice conveza
st

FOz+ (1 =Ny) < Af(z)+ Q=N F(y)

6



para todo x,y € K y todo X € [0, 1].

Dado A € R, el conjunto de nivel de f en A es definido como

S\(f) ={zeC : f(z) <A}

Tambien, definimos S’;( f)={z e C : f(z) < A}, que es llamado conjunto de nivel
estricto de f en A.

Una generalizacion del concepto de funcién convexa es la siguiente: f: ¢ — R

es cuasiconvexa Si
S\(f)={reC : f(z) <A}

es convexo para todo A € R. La funcién f es llamada cuasiconcava si —f es cuasicon-

vexa.

Proposicién 1.1.5. Sea C C X convero, f: C — R es cuasiconveza siy sélo
si g(f) es conveza, para todo A € R
Prueba. (—) Dado A € R, el resultado se sigue de SA,\(f) = U Sa(f).

A>a

(«<—) Sea X € R, el resultado se sigue de Sy(f) = ﬂ §a(f) []

a>\

La funcion f: C — R esllamada semicontinua in ferior (s.c.i.) con respec-

to a 7 en C' silos conjuntos

S\(f)={zeC : flz) <A}

son cerrados, para todo A € R. La funcién f es llamado semicontinua superior (s.c.s.)

con respecto a 7 en C' si —f es semicontinua inferior.

Proposiciéon 1.1.6. Sea X un ewvt. , C C Xy f: C — R, entonces f es

continua si y solo st f es s.c.i. y s.c.s.

Prueba. (—) Es inmediato.
(+)Se sigue de la igualdad f~'(Ja, B]) = f~1(] — oo, B]) N f (], +00[) que se verifica

para todo intervalo abierto |o, 3. O



Proposicién 1.1.7. Sea C' un subconjunto de un ev.t. X y{ fi: C — R }ier
una familia arbitraria de funciones semicontinua inferior, entonces la funcion
f: C — R, dada por

f(z) = sup{fi(x)}

el

st estd bien definida es semicontinua inferior

Prueba. El resultado se sigue inmediatamente de la igualdad

LD

el
que se verifica, para todo A € R. O

1.1.1. Interior algebraico

Sean x,y € R", se definen las siguientes notaciones.
[z,yl ={ar+(1—a)y : aeR, 0<a<1}
lz,y={arz+(1—a)y : aeR, 0<a<1}

Los conjuntos [x,y[, |z, y] se definen de manera similar.

Definicién 1.1.4. Sean S y T dos subconjuntos de R"™. El interior algebraico de S

relativo a T es el conjunto
Corp(S)={x €S : YyeT\{z}, 3z €]z,y] tal que [z,z] C S}

El interior algebraico de S es el conjunto Corgn(S) y se denotard como CorS; el
interior algebraico relativo de S es el conjunto Corasss)(S) y se denota por icrsS.

Observacion Sea {x;};cr un conjunto affinmente independiente, como

Af f(conv({x;}ier) {an’ Zri = 1}

el ’LeF

se tiene que icrconv({x;}icr) = {ZZeF T ¢ Y ep0; =10, >0V € F}



Teorema 1.1.1. Un conjunto convexo no vacio de R™ tiene interior algebraico relativo

no vacio.

Prueba. Sea C' no vacio y convexo. Escojamos un subconjunto finito affinmente inde-
pendiente {z; };,cr de C' que contenga la mas alta cardinalidad. Dado x € C entonces el
conjunto {x,x;};cr no es affinmente independiente. De la Proposicién 1.1.4 podemos
asumir, sin pérdida de generalidad, que existen {r;};cr tal que (=1)z + >, priz; =0

y =1+ ,cpri = 0. De esta manera x € Af f({#;}icr) y de

conv({x;}ier) C C C Aff({witier),

concluimos que Aff(C) = Aff({ziticr) = Aff(conv({z;}icr)). Esto muestra que

icrconv({x;}ier) C icr(C). Por lo tanto, de la observacién anterior, icr(C) # 0. O



Capitulo 2

Teorema del Maximo

Dado un conjunto compacto no vacio F, y una funcién continna f,: F, — R
sabemos que el problema de optimizacion P, : méx,ep, f.(y) tiene solucién, una pre-
gunta natural es: Como cambia el valor 6ptimo de P, cuando hacemos variar el parame-
tro = 7. En este capitulo estableceremos un resultado que responde a esta pregunta

denominado Teorema del Maximo.

2.1. Correspondencias

Dados X, Y dos conjuntos no vacios. Una correspondencia 7" de X a Y es una
funcion de X al conjunto potencia de Y, en este caso usaremos la siguiente notacion
T: X — Y .Elconjunto Gr(T) = {(z,y) € X xY : y € T(x)} se denomina
grafico de T.

Definicién 2.1.1. Sea una correspondenciaT de X aY y E C Y. La inversa superior

de E bajo T, denotada por TT(E), es definida como
THE)={re X : T(z) C E}.
La inversa inferior de E bajo T, denotada por T~ (E), es definida como

T (E)={zeX : T(x)NE #0}

10



Lema 2.1.1. Sea X, Y espacios métricos y'I' una correspondencia de X a'Y . Entonces

las siguientes tres condiciones son equivalentes
1. Para cada congunto abierto G de'Y, la inversa superior T (G) es abierto en X.
2. Para cada conjunto cerrado C' de Y, la inversa inferior T~ (C') es cerrado en X.

3. Para toda sucesion (zx)reny C X con xxy —> T y para cualquier vecindad G de

T(z) enY, existe kg € N tal que T'(xx) C G para todo k > ko

Prueba. 1. — 2. Se sigue de la igualdad T (C) = X \ {T(Y \ C)}, que se verifica
para todo conjunto C' de Y.
2. — 3. Sea (xy)ken con x; — T y un conjunto abierto G C Y tal que T(z) C G, se
tiene T'(z) N (Y \ G) = 0. Luego, T pertenece al conjunto abierto X \ T (Y \ G); de
esta manera kg € N tal que x, € X\ T~ (Y \ G), para todo k > ko; es decir T'(zy) C G
para todo k > k.
2. — 3. Sea G un conjunto abierto. Si T7(G) no es un conjunto abierto, existe T €
TH(GQ) y (zr)ken C X tal que 2, — Ty T'(xx) € G, lo que contradice 3.. Por lo tanto,
T*(G) es abierto.

0

Si cualquiera de las tres condiciones del Lema se satisfacen, entonces la correspon-
dencia T es llamado semicontinua superiormente (s.c.s.) en X.
La correspondencia T' es semicontinua superiormente en 7z si para cada vecindad G de
T'(z) existe una vecindad U de z tal que T'(z) C G, para todo z € U. No es dificil mos-
trar que 1" es semicontinua superiormente en X si solo si es semicontinua superiormente

en cada elemento z de X.

Ejemplo 2.1.1. La correspondencia T : [0,2] — [0,2] cuya grdfica se presenta

en la Figura 2.1 es semicontinua superiormente en todo punto de [0, 2] excepto en 1.

11



Figura 2.1: No es semicontinua superiormente en 1

Lema 2.1.2. Sea X, Y espacios métricos y'T' una correspondencia de X a'Y . Entonces

las siguientes tres condiciones son equivalentes
1. Para cada conjunto abierto G de Y, la inversa inferior T~ (G) es abierto en X.
2. Para cada conjunto cerrado C' de'Y, la inversa superior T*(C') es cerrado en X.

3. Dado una sucesion (xy)gen C X con x — T y un conjunto abierto G de Y tal

que T(Z) NG # 0, existe ko € N tal que T(x) NG # 0 para todo k > kg
Prueba. La prueba es completamente similar al del Lema 2.1.1. O

Si cualquiera de las tres condiciones del Lema 2.1.2 se satisfacen, entonces la co-
rrespondencia T' es llamada semicontinua inferiormente (s.c.i.) en X.
La correspondencia 7' es semicontinua inferiormente en Z si para cada abierto G con
T(z) NG # 0 existe una vecindad U de Z tal que T'(z) N G # 0, para todo z € U. No
es dificil mostrar que T es semicontinua inferiormente en X si solo si es semicontinua
inferiormente en cada elemento z de X.
Se dice que la correspondencia 7" es con valores no vacios (con valores cerrados) si T'(x)

es diferente al vacio (es cerrado), para todo z € X.

12



Proposicion 2.1.1. Sean X,Y dos espacios métricos y wuna correspondencia
T: X — Y conwvalores no vacios. Entonces T es semicontinua inferiormente en
x si solo si para cualquier (xy)gen con xx — x y cualquiery € T'(x), existe (yg)reny C Y

tal que yx — y y yx € T(xy) para cada k € N.

Prueba. Supongamos que T' es semicontinua inferiormente en z y sean (z,),eny con
z, — x y cualquier y € T'(x). Dado cualquier £ € N del Lema 2.1.2 (parte 3.), existe
ne € N tal que T'(z,) N B%(y) # (), para todo n > ng. Consideremos: n; < ng <
yoer <, ..y Definimos una sucesion (y,)nen de la siguiente manera: Si n < n; tomamos
Yn € T(x,), si ng < n < ny tomamos y, € T(x,) N B1(y), si no < n < ng tomamos
Yn € T(x,) N B%(y), prosiguiendo de esta manera es claro que y, — y v y, € T(x,)
para todo n € N.

Dado (xy)gen con xx — @y un conjunto abierto G tal que T'(z)NG # 0, seay € T'(z)NG
entonces existe (yx)reny C Y tal que yp — y v yx € T(z1), para cada k. Por otro lado,
existe ko tal que yx € G para todo k > kq. De esta manera T'(z;) NG # ), para todo
k > kqo. Por lo tanto, T' es semicontinua inferiormente.

]

Ejemplo 2.1.2. La correspondencia T : [0,1] — [0,1] cuya grdfica se presenta

en la Figura 2.2 es semicontinua inferiormente en todo punto excepto en %

[T
-

1

Figura 2.2: No es semicontinua inferiormente en 3
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Definicién 2.1.2. Dados tres espacios métricos X,Y,Z y dos correspondencias T :
X =Y yTy:Y — Z, la correspondencia compuesta Ty 0T, : X — Z es definida por
Ty 0 Ti(x) = Uyer () T2(y)-

Proposicion 2.1.2. Dados tres espacios métricos X,Y,Z y dos correspondencias
T X—>YyTly:Y — Z. 85T yTy son semicontinuas inferiormente (superiormen-

te),entonces la correspondencia Too Ty es semicontinua inferiormente (superiormente).

Prueba. Sean T; y T5 semicontinuas inferiormente. Sea un conjunto abierto G C 7'y
dado z € (T o T1)(G) tenemos que (Uyer @ T2(y)) NG # 0, luego existe y € T'(z)
tal que y € T, (G); como T, (G) es abierto tomemos una vecindad V,, de y tal que
V, C T, (G) y consideremos el conjunto abierto 77 (V},). No es dificil ver que z € T} (V)
y Ty (V,) C (Ta o T1)~(G), lo cual muestra que (T 0 T1)~(G) es abierto. Por lo tanto,
T5 o T} es semicontinua inferiormente.

Una prueba similar muestra que si T} y T, son semicontinuas superiormente, entonces

T5 o T} es semicontinua superiormente. ]

Definicién 2.1.3. Se dice que una correspondencia T es continua si es semicontinua

superior e inferiormente a la vez.

Una funcién f: X — Y puede ser considerado como una correspondencia 7'
cuyos valores son los conjuntos unitarios T'(x) = {f(z)}, en este caso no es dificil
observar que los conceptos: Continuidad de f, semicontinuidad superior de T" y semi-

continuidad inferior de T" son equivalentes.

2.1.1. Teorema del Maximo

Sean X, Y espacios métricos. Una correspondencia 7' de X a Y es llamada cerrada

si el grafico Gr(T) es cerrado en X X Y.

Teorema 2.1.1. Sean X, Y espacios métricos y T una correspondencia de X a'Y. St

T s.c.s. con valores cerrados, entonces T es cerrado.

14



Prueba. Sea (z,y) un punto arbitrario en el complemento de Gr(T'), es decir y ¢ T(z).
Como T'(x) es cerrado existen conjuntos abiertos V; y V5 tales que y € Vi, T'(x) C V4
y VinVy = 0. Desde que T es s.c.s., TT(V3) es una vecindad de z; luego T (V3) x V;
es una vecindad de (z,y) en el complemento de Gr(T'). Lo que muestra que Gr(T') es

cerrado. O

Lema 2.1.3. Sean X,Y dos espacios métricos y 11, Ty dos correspondencias de X a

Y. S§iTy es cerrado y Ty es s.c.s. con valores compactos, entonces la correspondencia

T definida como T(x) = Ti(z) N Ta(x) es s.c.s. en X.

Prueba. Sea z € X y cualquier G abierto tal que T(x) C G. Si Tz(xz) C G no hay
nada que probar. Supongamos que exista y € Ty(x) \ G, entonces (z,y) no pertenece
al conjunto cerrado Gr(T}). Luego, existe una vecindad Ny(x) de = y una vecindad
V(y) de y tal que [N,(z) x V(y)] N Gr(Ti) = 0, de donde T1(z) N V(y) = () para todo

z € Ny(z). Como T(z) \ G es compacto y Th(x) \ G C U V(y), existen {y1,....y2}

yET2(x)\G
tal que

Ta(x) \ G C U V().

Sea V = Ui, V(i) y N'(z) = Ny, (z) N....N Ny, (x); N'(z) es una vecindad de z y
verifica T1(z) NV = () para todo z € N'(z). Desde que GUV es una vecindad de Ty(x),
existe una vecindad N”(x) de z tal que T2(z) C G UV para todo z € N"(x). Luego
Ti(z)NV =0y Ty(z) C GUV para todo z € N'(z) N N”(z). Por lo tanto T'(z) C G,

para todo z € N'(x) N N”(x). De esta manera 7" es semicontinua superiormente. [

Teorema 2.1.2. Sean X un espacio métrico , Y un espacio métrico compacto y'T' una

correspondencia de X a'Y. Si T es cerrado, entonces T' es s.c.s. de valores cerrados.

Prueba. T tiene valores cerrados desde que T es cerrado. Definiendo 15 : X — Y
como Ty(x) =Y, vemos que T es s.c.s. y de valores compactos. La igualdad T'(x) =

T'(xz) NTy(x) junto con el Lema 2.1.3 nos asegura que 7' es s.c.s. O

Teorema 2.1.3. (Teorema del Mdximo) Sean XY espacios métricos, f : X XY — R
una funcion continua y T : X — Y una correspondencia de valores compactos, s.c.s. y

s.c.i. en X. Entonces

15



(1) La funcion ¢ : X — R, definida como p(x) = mzix)f(x,y) es continua en X.

yeT (z

(2) La correspondencia ¢ : X — Y definida por ¢(z) = {y eT(x) : flz,y) = go(x)}

es s.c.s. en X.

Prueba. (2) Del Lema 2.1.3 y la igualdad ¢(z) = ¢(x) N T(z), basta probar que

¢ es cerrada. Supongamos que ¢ no es cerrada, entonces existe una sucesion
(s Yn)nen C Gr(¢) que converge a (z,y), pero (Z,y) ¢ Gr(¢). De Gr(¢) C
Gr(T) y del Teorema 2.1.1 tenemos (z,y) € Gr(T), de esta manera existe y* €
T(z) tal que f(Z,y) < f(Z,y*). De la continuidad de f existe una vecindad U de
z, una vecindad de V' de y* y un nimero positivo € tal que f(Z,7) +¢€ < f(z,y)
para todo (z,y) € U x V.

Por otro lado, como T es s.c.i. existe kg € N, tal que T'(zx) NV # () para todo k >
ko. Tomando y; € T'(zx) NV para todo k > ko, tenemos (zg,y;) € Gr(T)NU xV

para k suficientemente grande, luego

f(f7g) +e< f(xkvy;;) < f(mkayk)

para k suficientemente grande. Cuando k£ — oo obtenemos € < 0, lo cual es una

contradiccion. Por lo tanto, ¢ es cerrada.

Definimos 77 : X — X x ¢(X) por T1(z) =z x ¢(x) y T : X x ¢(X) — R por
To(z,y) = {f(z,y)}. No es dificil mostrar que T y T» son semicontinuas supe-
riormente y ademés Ty o T} () = ¢(x), de la Proposicién 2.1.2 ¢ es semicontinua

superiormente, lo cual es suficiente para garantizar la continuidad de .
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Capitulo 3

Teorema de Kakutani

En este capitulo se establece el Teorema de Punto Fijo de Kakutani, la prueba
sigue una técnica clasica: primero establecemos el Lema de Sperner, luego usamos este
resultado para probar el Teorema de KKM, finalmente usamos este teorema, junto
con otros resultados, para probar el Teorema de Kakutani. En todo este capitulo X

denotara un espacio vectorial topoldgico (e.v.t.), salvo se diga lo contrario.

3.1. Lema de Sperner

En esta seccion se vera al detalle el Lema de Sperner del cual desprenderemos el

teorema de K KM en la siguiente seccion. Antes veamos algunas definiciones.

Definicién 3.1.1. Un n-simplex estandar A" es la cdpsula convexa de los vectores
unitarios de R", es decir A™ = conv{eg, ey, .., e,}

De manera similar un n-simplex S es al cdpsula convera de n + 1 puntos de R
afinmente independientes ; es decir S = conv{zg, x1,.., 2.}, donde Af f{xo,z1,..,2,}

tiene dimension n.

Los puntos x; son llamados vértices de S y estos seran denotados por Sy, es decir
So = {0, ..., xn }. El k-simplex conv{z;,, ..., z;, } es llamado k-cara de S. Vea la Figura

3.1 El soporte de un punto y € S denotado por d(y) es definido como la menor cara de
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S que contiene a y. Siy = Z \iz; tenemos §(y) = conv{x; € Sy : \; > 0}.
i=0

Definicién 3.1.2. Dado un n-simplex S = conv{xg, x1, .., x,} una subdivision de S es

una coleccion finita de n-simplex € ={o : o esn-simplez} tal que:

a)S:Ua.

e
b) Para todo o,p € £ se tiene que si o Np # () entonces o N p es una cara comin de

oy p.

Denotaremos por &, al conjunto de vértices de &, esto es

&={x€S : x€0y o€}

Z1

- vértice

Figura 3.1: 3-simplex

Ejemplo 3.1.1. Para el A" n-simplex estandar, una m-subdivision equildtera &,, es el

conjunto de todos n-simplex cuyos vértices son de la forma:

k ky
= (=, ..., 2

m m

donde, 0 < k; <m , k;eNy Zkl =m. Vea la Figura 3.2.
i=0
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€1

/\/\/\eo

Figura 3.2: 3-subdivisién equildtera de A?

V2

m

Observacién: Todos los n—simplex de esta subdivisién tienen didmetro

Lema 3.1.1. (Lema de Sperner) Sea (S,&) un n-simplex con una subdivision y una
funcion (Numeracion de Sperner) \: & — S, tal queVp €&, Ap) € §(p)o.

Entonces existe un nimero impar de n-simplex o en £ tal que A(og) = Sp.

En la Figura 3.3 se ilustra la Numeracion de Sperner para un 3—simplex, podemos

apreciar que en este caso existen tres elementos de £ que satisfacen A(og) = Sp.

To . Lo

Figura 3.3: Numeracién de Sperner
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Prueba. La prueba se dara por induccion sobre n
1) Sin =0, es obvio.

2) Supongamos que el resultado es valido para cualquier (n — 1)—simplex con una
subdivisién y cualquier funcién A verificando la hipétesis del lema.
Sea (S, ¢) un n-simplex con una subdivisién y una funcién verificando las condi-
ciones del lema. En adelante cada o € £ se denominard pieza, una (n — 1)—cara
de S se llamara borde y una (n — 1)—cara F' de un o en £ se denominard puerta

si A(Fo) = {x0, ..., zn—1}. Sea N definido por:

i=1

donde n; es el niimero de puertas de la pieza ¢ y p es el nimero total de piezas

de &. El valor de N se puede calcular de dos maneras:

i) Como cualquier ¢ en ¢ tiene a lo mas dos puertas entonces si 7 es el niimero
de piezas de una solo puerta y 7 es el nimero de piezas de dos puertas se
tiene:

N=2y+n (3.1)

ii) Observemos que una puerta en el borde de S es puerta de una sola pieza,
sea « el niumero de tales puertas. Ademas una puerta en el interior de S es
puerta de exactamante dos piezas, sea [ el numero de tales puertas. Luego
tenemos

N=a+25 (3.2)

Notemos que 7 representa el nimero de piezas ¢ en £ tal que (o) = S
Veamos que representa «:

Si S" = conv{zg,...,2p_1} vemos que & = {o NS : o € £} es una subdivisién
de S". Sea N = )‘\g(’) si p € & se tiene p € S, de donde X (p) € §(p)o = 0 (p)o-
Luego (S',¢) es un (n — 1)—simplex con una subdivisién y A’ es una funcién que

cumple con la condicién del lema.
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Por otro lado, sea F' en el borde de S como F estd en un (n — 1)—cara de Sy
AFo) = {xo, ..., xn—1} entonces F' C conv{xg,...tp_1} = S". De esta manera una
puerta I en el borde de S es un elemento de & tal que A (Fy) = S,. Luego a
representa la cantidad de o’ € ¢ tal que X (0,) = S, .

Asf, por hipétesis de induccién sobre (S',€') y X', a es impar.

De las Ecuaciones 3.1 y 3.2 vemos que 1 y « tienen la misma paridad, de esta

manera se tiene que 7 es impar.
Por lo tanto existe un nimero impar de o € £ tal que A(0g) = So. ]

Vea que el Lema de Sperner garantiza que existe al menos un o de £ tal que
Aog) = Sp, recurriremos a esta observaciéon para demostrar el Lema de KKM en la

siguiente seccién.

3.2. Teorema de KKM

El teorema de K KM en su forma general, se deriva del siguiente lema.

Lema 3.2.1. (Lema de KKM) Dados S = conv{ey,...,en} (S es (n — 1)—simplex
estandar) y los conjuntos {A;}1_y, A; C S tales que:

a) Cada A; es cerrado.
b) Para todo J C [n], convie; : j € J} CU;cs A,

Entonces ﬂ A; es diferente al vacio.

1€[n]

Prueba. Sea &, la m-subdivision equilatera de S. Dado p € S tenemos

k
p € d(p) = conv{e;,,...e;, } C U A,

j=1
entonces p € A;; para algin i;, luego podemos definir una aplicacién:

A (En)o — Sy como A(p) = e;;, cuando p € Ay, es claro que A(p) € (0(p))o.
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Del Lema de Sperner, existe o, € &, tal que A((0,,)0) = {e1, ..., en}. Luego para ca-
da i € [n] existe p!* € (o) tal que A(p") = e;. Dicho de otra manera, para todo
i € [n] existe pI" € (0y,)0 con p* € A;. De esta manera para i € [n] existe una sucesién

(P )men en A; tal que

V2

I = pl < L2 (33)

para todo 7,7 € [n].
Como S es compacto y A; cerrado podemos suponer que esta sucesion converge a un

p; € A;. De la Ecuacion 3.3 tenemos p; = ... = p, = p, de donde ﬂ A; es diferente al
i€[n]
vacio. O

Definicién 3.2.1. Sea C' un conjunto convexo en un e.v.t. X y D C C' no vacio.

1. Una familia de conjuntos {A;}zep con A, C C, se dice que es KKM si para todo
conjunto finito {x1,...,x,} C D se verifica conv{z1,...,xn} C Uicp Az

7

2. La funcion ¢: DxC — R se llama KKM si para todo conjunto fini-
to {x1,...,x,} C D y para todo x € conv{zy,...,x,} existe i € [n] tal que

o(z;,x) > 0.

Teorema 3.2.1. (Teorema de KKM) Sea C un conjunto convezo cerrado en un e.v.t.

X y D C C no vacio

a) St {As}zep es una familia KKM de conjuntos cerrados de C' donde uno de ellos

es compacto, entonces (\,cp As es diferente del vacio.

b) Si ¢o: DxC — R es KKM , p(x,%) es s.c.s. y existe T € D tal que
Ay = {y € C : ¢(Z,y) > 0} es compacto. Entonces existe j € C' tal que
o(x,y) >0, para todo x € D.

Prueba. a) Si suponemos que (,., A, es vacio podemos encontrar una subfami-
lia finita con interseccién vacia, luego basta ver que toda interseccién finita es

no vacia. Dado {z1,...,z,} C Dy S = conv{ey,...,e,} definimos la funcién
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f: S — C por f(A) = Nz;, donde A = (A, ..., A,). Claramente el con-
junto A; = f71(A,,) es cerrado, para todo i € [n].
Por otro lado, de f(conv{e; : j € J}) = conv{z; : j € J} CU,c; As;, tenemos
conv{e; : jeJ} C fﬁl(U Ay) = UAj’
jeJ jeJ
de donde conv{e; : j € J} CU,c; Aj para todo J C [n].
Del Lema 3.2.1, el conjunto (¢ 4 = jep) f7H(A,,) es diferente al vacio y
ademds (;cp,y f~ ' (Az;) = f7H(Njep As; ), concluimos que ();p, Ay # 0. Por lo

tanto, cualquier interseccién finita es diferente al vacio.

b) Resulta de la parte a) considerando la familia {A,},cp, donde A, = {y € C :
p(z,y) > 0}.

3.3. Teorema de Kakutani

En este seccion demostraremos el Teorema Fan-Browder y el Teorema de Kakutani
al detalle.
La definicién de semicontinuidad superior de una correspondencia en el contexto de

espacio vectorial topolégico es:

Definicién 3.3.1. Sean X e Y dos espacios topolégicos . Una correspondencia

T: X — Y sedice que es semicontinua superiormente (s.c.s.) en v € X si para
todo vecindad W de T'(x) en'Y existe una vecindad V de x en X tal que T'(z) C W,
para todo z € V. Se dice que T' es semicontinua superiormente en X si es semicontinua

superiormente en todo punto de X.

Definicién 3.3.2. Sea X un espacio topologico e Y un espacio vectorial. Se dice que
una correspondencia ¢ : X —» Y es abierta-convexa, si para todo y € Y el con-
Junto o' (y) ={z € X : y € o(x)} es abierto en X y para todo x € X el conjunto

o(x) es convexo en'Y .
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Ejemplo 3.3.1. La correspondencia o: R —» R definida como
o) =g,z +1[ Ve eR
es abierta-convezxa.

Definicién 3.3.3. Sea X un espacio topologico e Y un espacio vectorial topoldgico.
Se dice que una correspondencia ¢ : X —» Y es casi-abierta-convera (cac) si para
toda vecindad % de Gr(yp) en X XY y todo subconjunto paracompacto A de X existe

una correspondencia ' : A —» Y abiera-conveza tal que Gr(ypa) C Gr(p) C % .

Definicién 3.3.4. Sea X un espacio topolégico y wuna correspondencia

¢: X — X, sedice quex* € X es punto fijo de ¢ siz* € p(x*).

Teorema 3.3.1 (Fan-Browder). Sea X un conjunto compacto y convezro de un e.v.t.
Yy ¢: X —» X una correspondencia abierta-convexa. Entonces, existe v* € X tal

que p(x*) =0 o z* € p(x*).

Prueba. Supongamos que ¢(z) # (0 para todo x € X. Entonces, la familia
{© " (y)}yex es un cubrimiento abierto de X, luego existen {y;}ie en X tal que

X = U © ' (y;). Definimos A,, = X\¢~(y;) para todo i € [n]. Estos conjuntos son
1€[n]
compactos con interseccién vacia, de esta manera la familia {Ay,};cp,) no puede ser

KKM. Luego, existe J C [n] y 2* € conv{y; : j € J} tal que z* ¢ A; para todo j € J,
lo que implica z* € ¢(x*). O

Teorema 3.3.2 (Desigualdad de minimax de Ky Fan). Sea X un conjunto compacto

convexo en un e.v.t. y una funcion f: X x X — R tal que:
(1) La funcion f(x,y) es s.c.i. para todo y € X.
(2) La funcion f(x,*) es cuasicéncavo para todo x € X.
(3) f(x,z) <0 para todo x € X.

Entonces, existe v* € X tal que sup,cx f(7*,y) <0
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Prueba. Dado z € X, definimos ¢(z) = {y € X : f(z,y) > 0}. De las condiciones
sobre f tenemos que ¢ es una correspondencia abierta-convexa sin punto fijo, del

Teorema anterior existe * € X tal que ¢(z*) es vacio, es decir sup,cx f(7*,y) <0. O

Teorema 3.3.3. Sea X un espacio paracompacto, Y un ev.t.y o: X — Y una
correspondencia s.c.s. con valores convexos y compactos. Entonces, para toda vecindad
U de Gr(p) en X XY existe una correspondencia ' : X —» Y abierta-convera

tal que Gr(p) C Gr(y') C % . En particular, ¢ es cac.

Prueba. Dado % vecindad de Gr(p), sea x € X se tiene que {z} x p(z) C %. En-
tonces existen U, y V, vecindades de = y ¢(x) respectivamente tales que U, X V, C % .
Desde que ¢(x) es convexo y compacto podemos tomar V,, convexo, ademds como ¢ es
s.c.s. el conjunto U, puede elegirse de tal forma que ¢(U,) C V.

Como la familia {U,},cx es un cubrimiento de X, existe un cubrimiento cerrado lo-
calmente finito {W, },cx tal que W, C U,.

Por otro lado, sea el conjunto finito Z(z) = {z € X : x € W,} definimos la corres-

pondencia: ¢ : X — Y por gpl () = ﬂ V.. Veamos lo que ¢ satisface.
z€Z(x)

(a) Es claro que ¢ () es convexo y abierto, para todo = € X.

(b) La correspondencia ¢ es abierta. En efecto:

Dado y € Y, sea 2 € () (y) como U W, es cerrado (ya que la familia
2@Z(x)
{W.} es localmente finito) y = ¢ U W., existe U, vecindad de = tal que
2¢7Z(x)
U, NW, = 0, para todo z ¢ Z(z). De esta manera si £ € U, tenemos que

Z(x') € Z(x), de donde ﬂ V, C ﬂ V. que es equivalente a ¢ () C ¢ (z).
z€Z(x) zeZ(z')
Luego, #° € (¢')~(y). Por lo tanto (')~*(y) es abierto.

(¢) Se tiene Gr(p) C Gr(y'). En efecto, sea (x,y) € Gr(p) y z € Z(z) tenemos que
y € V., para todo z € Z(x), lo cual implica Gr(p) C Gr(p).

(d) Se tiene Gr(¢') C %. En efecto, sea (x,y) € Gr(¢) y z € Z(x) tenemos que
y € ¢ (x) C V., dedonde (z,y) €U, x V. C%.
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De los items anteriores se tiene que ¢ es la multifuncién deseada. Por lo tanto ¢ es

cac. 0
Un resultado similar al Teorema 3.3.1 para correspondencias cac es el siguiente.

Teorema 3.3.4. Sea X compacto y convewo en un ev.t. y ¢: X —» X cac. En-

tonces existe x* € X tal que p(a*) =0 o x* € p(x*)

Prueba. Supongamos que para todo x € X se tenga x ¢ @(z). Sea el conjunto
A = {(z,x)/z € X}, tenemos que Gr(¢) C A® = X x X\A. Luego, como ¢ es cac,

existe ()0/ - X —» X abierta-convexa tal que
Gr(p) C Gr(g) c A®

de aqui y del Teorema 3.3.1 existe z* € X tal que ¢ (2*) = 0, de donde p(z*) =0. O

Veamos el Teorema de Kakutani cuya prueba es un resultado inmediato de los

teoremas precedentes.

Teorema 3.3.5 (Kakutani-Fan-Glicksberg). Sea X compacto y convero en un e.v.t. y
p: X —» X s.c.s. con valores converos, compactos y no vacios. Entonces ¢ tiene

un punto fijo.
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Capitulo 4

Equilibrio Competitivo de una

Economia de Intercambio Puro

En este capitulo se estudia el modelo de la economia de intercambio puro y la

existencia de equilibrio competitivo para esta economia.

4.1. Economia de Intercambio Puro

En el modelo de una economia de intercambio puro con [ tipos de articulos y m

consumidores el i—ésimo consumidor es caracterizado por (X, <;, w;), donde:

1. El conjunto X; es un subconjunto de R’ y es el conjunto de canastas con el cual

puede sobrevivir el consumidor .

2. =; denominada relacion de preferencias es una relacion binaria en X; que satis-

face:

a) Dado z,y € X; se tiene x <X; y 6 y =; =, en este caso se dice que =; es

completa.

b) Para cualquier z,y y z en X; tal que x <; y y y =; z se tiene z <; z, en este

caso se dice que =; es transitiva.
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3. w; € R! representa la dotacién inicial del consumidor 4.

Dada una relacion de preferencias =;, definimos la relacién de indiferencia ~; y la

relacion de preferencia estricta <; como: Dados =,y € X,
Ty 2y AT =y

T =y ryANT oty

Una relacién de preferencias <; en X; es llamada cerrada si para cualquier z € X;
los conjuntos L<,(z) = {y € X; : y =X; x}, Uz, (x) :={y € X; : z =<; y} son
cerrados en X;; es llamada débilmente convezxa si para cualquier x € X; el conjunto
Ux,(z) es convexo. Dado S C X;, decimos que = € S es un elemento minimo (mdzimo)
de Ssix =<;y (y 2; ), para todo y € S. Decimos que la relacién de preferencias =;

es monontona si para cualquier z,y € X; tal que z < y (es decir,z; < y; para todo

j=1,...,lyz#y)implica z <; y.
Definiciéon 4.1.1. Una funcién v;: X; — R representa a la relacion de prefe-
rencias =; si para cualquier r,y € X;
r 2y e ui(r) < u(y)
En este caso la funcion u; es llamada funcion de utilidad.

El siguiente teorema muestra en que condiciones una relacion de preferencias admite

una funcion de utilidad continua.

Teorema 4.1.1. Sea X; el conjunto de consumo del consumidor i, cuya relacion de
preferencias es <;. Asumiendo que X; es conexo en R!, entonces existe una funcion

continua que representa =<; st solo st =; es cerrada.

Prueba. Para simplificar la notaciéon omitiremos el subindice i, es decir X; serd de-
notado por X y =<; por <. Por otro lado, definimos | <, z[:= {y € X : y < z}
lz,yi={z € X = < z < y}. Supongamos que < es cerrada y D un subconjunto denso

numerable de X, es decir X C D. Construiremos una funcién de utilidad continua en
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X en cuatro etapas. En la parte a) probamos un resultado previo para D, en la parte b)
definimos una funcién de utilidad en D, en la parte ¢) extendemos la definicién a todo

el conjunto X y por ltimo, en la parte ¢), probamos la continuidad de esta funcién.

a. Afirmacion 1: Si z,y € X son tales que = < y, entonces existe z € D tal que
r<z=<Y.
Prueba: Supongamos que para todo z € D se tiene que z < z 6 y <X z, entonces
D C L<(x) UU<(y), luego X = L<(z) U U<(y); lo cual es falso por que X es
conexo y no puede ser uniéon de dos conjuntos cerrados no vacios. Por lo tanto,

la afirmacién es valida.

b. Definamos una funcién de utilidad v’ en D. Sean a,b € D tal que a < b. Si x es
un elemento minimo de D, definimos u/(z) = a. Si yo es un elemento méximo
de D, definimos u'(yg) =b. Sea D' ={x € D : L xog ANz %y}
Afirmacion 2: D’ no tiene elemento minimo ni maximo.
Prueba: Supongamos que existe z € D’ tal que z < z, para todo =z € D'
Observemos que z no es un elemento minimo de D, entonces existe y € D tal
que y < z, de la Afirmacién 1. existe t € Dy < x < z,luego x € D'y = < z.
Por lo tanto, la afirmacién es vélida.
Definimos una funcién de utilidad de D" al conjunto " = QN]a, b[, consideremos
D' = {x1,29,....,} v Q@ = {ri,rs....,}. Sea x1, definimos u'(x1) = r® = ry.

Tomamos x5, tenemos tres posibilidades:

1 Si 29 ~ 21, definimos ' (25) = 1% = ry.
2 15 2 1

2 Si w9 < x; consideremos el intervalo ]a,r? [ y escojemos el primer racional

r? de acuerdo a la numeracién, que pertenece a |a, %[ y definimos u'(z5) =

T,

3 Six; < xs consideremos el intervalo |77, b] y escojemos el primer racional 7%,

de acuerdo a la numeracion, que pertenece a |r® b[ y definimos u'(x9) = r9.

Prosiguiendo de esta manera sea x,, el conjunto D’ es dividido en los siguientes

conjuntos: La clases de indiferencia de x1, s, ..., z,—1, en intervalos de la forma
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| = zp [ 2p, Tpuia [y oo J2p,, = [, donde z,,, <z, cuando m < n.

Tenemos dos casos:

1 Siz, ~ x; para algin j < p, definimos u/(x,) = r% = r%,

2 Si z,, pertenece a uno de los intervalos digamos |z, , ..., [ consideremos el
intervalo |u'(x,,, ), w'(2p,,+1)[ ¥ escojemos el primer racional 7%, de acuerdo

a la numeracion, que pertenece a este intervalo y definimos u'(x,) = r%.

Es claro que ¢ es una funcién de utilidad. Ademas, de acuerdo a la construccion

de v/, se puede observar que se toma cualquier elemento de ', es decir «/(D’) =
Q/

. Extensién de la funcién v’ a X. Sea z € X, definimos D, = {y € D : y <X x}

D*={ye D : x <y}. Dado x € X, definimos u de la siguiente manera:

1 Si z es un elemento minimo, definimos u(z) = a.
2 Si z es un elemento maximo, definimos u(z) = b.

3 Si z no es un elemento minimo ni méximo, definimos u(z) = supu’(D,) =
inf u'(D*)
Afirmacion: u esta bien definida.
Prueba Si x no es maximo ni minimo, existen y, z € X tales que z < = < v,
de la Afirmacion 1 existen z,,z, € D tales que z < z, <z <z, <y, luego
D, # 0y D* #0.
Dado y € D, se tiene que u'(y) < u/(2), para todo z € D%; luego u'(y) <
inf u/(D?), de donde sup v/(D,) < inf «'(D*). Supongamos que sup v'(D,) <
inf u/(D"), entonces cualquier racional que se encuentre entre estos valores
no pertenece a u'(D’), lo cual es falso ya que «/(D") = @'. Por lo tanto

supu'(D,) = inf u/(D*) y la funcién u estd bien definida.

Observemos que si x € D, entonces u(z) = v/(z); de esta manera u extiende a v’

y se verifica Q' C u(X) C [a,b].
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d. Para ver la continuidad de u es suficiente probar que v (] —oo, ) y u~!([c, +o0])

son cerrados , cuando ¢ €]a, b[. De la igualdad

u(=oo,d)= (] wt(—oo,r)

re@’,c<r

basta ver que u~!(] — 0o, r|) es cerrado.
Dado r € Q' consideremos z € X tal que u(z) = r, entonces u™'(] — co,r]) =
L<(z), el cual es cerrado. Luego u™'(] — 0o, c]) es cerrado, de manera similar se

puede mostrar que u™'([c, +00[) es cerrado, en consecuencia u es continua.

]

Una economia de intercambio puro es caracterizado por & = {X;, <;,w;}1,, el
equilibrio competitivo de esta economia se da cuando cada consumidor ¢ observa el
vector precio p € R \ {0} (R, :={z € R :2; > 0,7 =1,...,l}) en el mercado, luego

determina su conjunto presupuestario

Yilp,pw;) ={z € X; : px <pw}

y dentro de esta restriccién él escoge individualmente la canasta de articulos que le
genera mayor satisfacciéon. Sea L := {1,2,..[}, como el p.x es homogéneo podemos
restringir el vector precio al conjunto {p € R, : 22:1 pn = 1} denotado por AL.

El equilibrio competitivo de una economia de intercambio puro & es un par ((xf)™,, p*)
de elementos de [[... X; y A que:

Em

1. Para cada i € [m], 2} es un elemento maximal de {z € X; : p*.x < p*.w;} con

respecto a <; , es decir z} = ¢ para todo £ € {z € X; : p*.x < p w;}.

2. Z:ll z; < 221 W

Este es un concepto de solucién basado en un comportamiento no cooperativo de los

consumidores sobre el mecanismo de mercado.
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4.2. FEconomia Abstracta

El teorema de existencia de equilibrio social sirve como una herramienta matematica
para probar la existencia de equilibrios para una clase amplia de modelos econémicos
en donde el comportamiento no cooperativo de los agentes es postulado, en esta seccién
estableceremos este resultado.

Una economia abstracta es una lista { X}, F}, u;} e, donde:
1. X; C R!, es el denominado conjunto de estrategias de j.
2. Fj es una correspondencia de X = Hie[n] X;a Xj.

3. u; es una funcién de Gr(F;) a R, denominada funcién de utilidad.

Un equilibrio social de una economia abstracta {X;, F}j, u;};jecn) es una n-upla de estra-

tegias z* := (z7,...,2}) € X tal que, para todo j € [n].
1. l’; € F](]}*)
2. uy(x*,w7) > ui(2*, &) para todo § € Fy(z*).

La condicién (1) nos dice que z es factible, y la condicién (2) nos dice que el jugador
j no puede encontrar una estrategia factible para causar un nivel de utilidad mas alto

que el nivel actual u;(z*, z7).

Teorema 4.2.1 (Teorema de Equilibrio Social). Sea {Xj, Fj, u;}jcm una economia

abstracta. Asumiendo para todo j € [n] que
1. El conjunto X; es no vacio, convexo y compacto.

2. La correspondencia Fj es continua en X y F;(z) es no vacio, cerrado y convezo

para todo x € X.

3. La funcion u; es continua en Gr(Fj) y u;(z,-) es cuasiconcava en Fj(x) para

cualquier v € X.

Entonces, existe un equilibrio social de la economia abstracta.
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Prueba. Dado j € [n] y € X, sea la correspondencia definida por

®;(z) ={y € Fj(z) : uj(z,y) = méx u;(z,&)}

{eF(z)

No es dificil ver que ®; satisface todas las condiciones del Teorema del Maximo, de
esta manera ®;, es s.c.s.
Para cada z € X, ®;(x) es claramente no vacio y cerrado. Para mostrar que ®;(z)
es convexo elegimos cualquier a,b € ®;(x), cualquier ¢ € [0,1], y definimos z :=
(1 —t)a + tb. La convexidad de Fj(z) implica z € Fj(x). De la cuasiconcavidad de
u;(z,-) se tiene

w;(z,z) > minfu;(z, a), u;(z, b)]

de dénde z € @;(x). Por lo tanto, ®;(x) es convexo.

Definimos la correspondencia @ : X — X, como ®(x) := &y (z) x---x P, (z), P satisface
todas las condiciones del Teorema del Punto Fijo de Kakutani, por lo que existe z* €
®(z*). De donde z* = (77, ..., 7;) es tal que j € Fj(2*) y u;(z*, }) > uy(a*,§) para

todo £ € Fj(x*), es decir z* es un equilibrio social de la economia {X;, Fj, u;}jepn O

4.3. Equilibrio Competitivo de la Economia de In-
tercambio Puro

El propodsito de esta seccién es mostrar la existencia de un equilibrio competitivo
en una economia de intercambio puro {X;, <;, w; }™ ;.
Para cada consumidor i sea 7; : A¥ x R — X, su correspondencia de conjunto presu-

puestario: v;(p,w;) :=={z € X; : p-x < w;}.

Lema 4.3.1. Sea X; el conjunto de consumo del consumidor i y sea (p,w;) € Ap x R
un precio-riqueza. Asumiendo que X; es subconjunto convexo y compacto de R' y que

min{p-z : = € X;} <w;. Entonces v; es s.c.s. y s.c.i. en (p,w;).

Prueba. Para simplificar la notacion omitiremos el subindice ¢, es decir X denotard a

X;, w denotara a w; y v denotard a ;.
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Para mostrar que v es semicontinua superiormente, del Teorema 2.1.2, basta mostrar
que es cerrada. Sea una sucesion ((pg, wi), T )ren en Gr(y) tal que ((px, wy), ) —
((p,w), ), entonces py - rx < wy, cuando k — 400 obtenemos: p - x < w, luego
((p,w),x) € Gr(7y). Por lo tanto, v es semicontinua superiormente.
Para demostrar que 7 es semicontinua inferiormente en (p,w) consideremos una suce-
SI6N (P, Wy )nen en AL x R tal que (p,, w,) — (p,w) y x € y(p, w).

Tenemos dos posibilidades

a. Sip-x < w, existe k € N tal que z € y(pp, w,), para todo n > k. Luego, definimos

x, = x para todo n > k, de la Proposicién 2.1.1 v es semicontinua inferiormente

en (p,w).

b. Sip-z=w,demin{p-z : z € X} <w existe 2’ € X tal que p- 2’ < w, luego
existe k; € N tal que p, -2’ < w, y p, -2 < p, -z, para todo n > ki, por otro
lado existe a, € R tal que p, - a, = w, y los puntos {2/, x,a,} pertenecen a la
misma recta. Definimos

a, sia, € 2, x]
T, =

r stz €[, a,)
No es dificil mostrar que z,, € ¥(pn, wy,) para n suficientemente grande y z,, — x,

de la Proposicién 2.1.1 v es semicontinua inferiormente en (p, w).
O

Teorema 4.3.1. Sea & = {X;, =;,w;}", una economia de intercambio puro. Asu-
miendo para todo i, que X; es un subconjunto no vacio, convexo y compacto de R', que
=, es completa, transitiva, cerrada, débilmente convexa, y que min{p-z|z € X;} < p-w;

para cada p € AL. Entonces, existe un equilibrio competitivo de & .

Prueba. Primero, construyamos una economia abstracta a partir de &. Sean = m+1.
Para ¢ € [m], definimos al conjunto consumo X; como el conjunto de estrategias, sea

también X,, := A”. Por el Teorema 4.1.1, la relacién <; se representa por una funcién de
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utilidad continua v; : X; — R. Recordemos que la convexidad débil de <; es equivalente

a la cuasiconcavidad de v;. Dado ((z;)i,p) € [, X, definimos
Fi((x:)ip) =50 p - w))

para cada j € [m] y F,((x;);,p) := AL; también definimos

w;(((24)i, ), &5) = v;(&5)

m

para cada j € [m| y u,(((%:)i,p),&n) == & - Doy (xi — w;). Por el Teorema 4.1.1 y
el Lema 4.3.1, la economia abstracta {X;, F;, u;};cp satisface todas las hipdtesis del
Teorema 4.2.1 y por lo tanto tiene un equilibrio social

((«7),p") € [ [ Xi > A%

i=1

Es directo ver, a partir de la condicién de equilibrio social, que z} es un elemento
maximal de ~;(p*, p*w;) con respecto a =<;, para todo i € [m]. Es también claro que
P i (@ — wi) < 0. Ast como uy(((27)ip7),p) < un(((27)i;p7),p"), para todo
p € AL, concluimos que p - Y7 (xf — w;) < 0 para todo p € AF. En particular, la

desigualdad es verdadera para

luego > 7" (23, — win) < 0 es verdadero, para todo h € L. De esta manera y ", x} <

> i, w;i. Por lo tanto, ((x}),p*) es un equilibrio competitivo de & O

Un modelo en miniatura, una economia compuesta por dos consumidores y dos ti-
pos de bienes, permite realizar una aproximacion a los conceptos tratados, relacionados
a la existencia de equilibrio, mediante el anélisis grafico de la caja de Edgeworth.

Sea una economia compuesta por dos consumidores, ¢ = 1,2 y dos tipos de bienes. Su-
pongamos w; >> 0 (es decir, cada consumidor posee cantidades estrictamente positivas

de ambas mercancias), por simplicidad, supongamos también que
Xi=Xo={zeR; 12 <c,w +wy << ¢}
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y que las preferencias de cada consumidor son cerradas, débilmente convexas y mondto-
nas. El equilibrio competitivo ((xF, z5), p*) de esta economia se puede ilustrar en La
caja de Edgeworth Figura 4.1. Este diagrama es un rectangulo cuyas dimensiones vie-
nen dadas por wi+ws. La cantidad total del bien 1, w1 +ws1, la medimos verticalmente
y la cantidad total del bien 2,ws + wqo, horizontalmente. De esta forma cada punto
dentro de la caja nos proporciona cuatro coordenadas que corresponden a una posible
distribucion de la cantidad total disponible de ambos bienes entre los dos consumidores,
como ilustra la Figura 4.1. Identificaremos la esquina inferior izquierda con el origen de
coordenadas del conjunto de consumo del consumidor 1, y la esquina superior derecha

con el origen de coordenadas del conjunto de consumo del consumidor 2.
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Figura 4.1: Diagrama de la caja de Edgeworth y el equilibrio competitivo

El equilibrio competitivo ((z}),p*) es caracterizado por las siguientes propiedades.
1. La curva de indiferencia I = {x € X; : x ~ xf} pasa por z}, i = 1,2y I, [;

7
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son tangentes en r*

2. La recta tangente pasa por w y tiene pendiente —i—?t.
1
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Apéndice A

Espacio Vectorial Topologico Real

A.1. Espacio Vectorial Real

Un Espacio Vectorial Real es un conjunto X provisto de dos aplicaciones

+: XxX — X v .: RxX — X llamados operacién adicién y mul-

tiplicacion escalar respectivamente, donde la adicion verifica

(i) v+ (y+ 2) = (v + y) + z para todo z,y, z € X.

(ii) * +y =y + x para todo z,y € X

(iii) Existe un elemento 0 € X tal que z + 0 = x para todo =z € X.

(iv) Para cada z € X existe un elemento —z € X tal que z + (—z) = 0.
Similarmente la operacién multiplicacién escalar verifica:

(v) Mazx) = (Aa)x para todo A\, € R y todo = € X.

(vi) 1.x = x para todo z € X.
Estas operaciones estan relacionadas mediante las siguientes leyes distributivas:
(vil) Mz +y) = A\x + Ay para todo A € R y todo z,y € X.
(viii) (A + @)z = Ax + ax para todo A\, € R y todo = € X.
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Una aplicacion T: X —» Y , donde X Y son espacios vectoriales, se denomina

aplicacion lineal o transformacion lineal si satisface
T(ox + Py) = oT'(z) + 6T(y)

para todo z,y € X y para todo o, 5 € R. Cuando T es biyectiva se dice que T es un
isomorfismo de X a Y.
Un subconjunto M de un espacio vectorial X se llama subespacio vectorial si ella

misma es un espacio vectorial cuando se restringe las operaciones de X a M.

A.2. Espacios Topolégicos

Un espacio topoldgico es un par (X, 7) donde X es un conjunto y 7 es una coleccién

de subconjuntos de X satisfaciendo las siguientes condiciones:
1) X y 0 pertenecen a la coleccién 7

2) Si A, € T paratodo A € I, donde I es un conjunto arbitrario, entonces U Ayer
Ael

3) Si Ay, .., A, € T entonces ﬂ A;

i=1
Los elementos de 7 se llaman abiertos de X. Un conjunto F' en X se llama cerrado si
su complemento es un conjunto abierto.

Sea z € X, una vecindad de = es un abierto V' que contiene a z.

Dado K conjunto de X. Un cubrimiento abierto de K es una coleccién {Ay}ier de
conjuntos abiertos de X tales que K C (J,; Ax. Si[ es finito se dice que K C [J,¢; A
es un cubrimiento finito. Un subcubrimiento de K C (J,; A\ es un subconjunto de
la coleccion {Ay}rer que cubre K. Diremos que K es compacto si todo cubrimiento
abierto admite un subcubrimiento finito.

La prueba de las siguientes proposiciones se puede encontrar en [4].
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Proposicion A.2.1. Todo subconjunto cerrado F' C K de un conpacto K, en un

espacio topologico X, es compacto.

Un subconjunto 5 C 7 se llama base del espacio topoldgico (X, 7) si todo abierto
es unién de elementos de S.
Sea f: X —— Y una aplicacién de espacios topolédgicos, diremos que f es conti-
nua si la imagen inversa f~!(B) de todo abierto B C Y es abierto en X.
Si f es continua y biyectiva tal que f~! es continua entonces f se denomina homeo-

morfismo.

Proposiciéon A.2.2. Sean X , Y dos espacios topologicos y f: X — Y wuna
aplicacion continua. Si K es compacto en X entonces la imagen f(K) es compacto en

Y.

Un espacio topologico X se llama espacio de Hausdor f f si dados dos puntos ar-

bitrarios z # y en X existen vecindades U y V de x e y respectivamente tales que

unv =90.
Proposicion A.2.3. Todo conjunto compacto en un espacio de Hausdor f f es cerrado.
Un conjunto X puede tener dos o mas topologias asociadas. Sean 7y 7 dos topo-

. . . . ’ . /
logias del mismo conjunto X, diremos que 7 es mas fina que 7 si 7™ C 7.

A.2.1. Topologia Producto

Dados X4, ..., X,, espacios topoldgicos y el conjunto X = X; x ... x X,. La topologia

producto en X es la topologia que tiene por base la coleccion
B={A) A=A x..xA,, A;abiertoen X;}

Un abierto en la topologia producto es entonces una reuniéon de abiertos elementales

A=A x..xA,.
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Proposicion A.2.4. La topologia producto en X = Xy x ... x X,, tiene las siguientes

propiedades:
a) Las proyecciones P,: X — X,; son continuas y abiertas.

b) Dado un espacio topoldgico Z. La aplicacion . 7 — X , f(z) =

(f1(2), ..., fu(2)) es continua si y sdlo si cada f; = Pof es continua.

A.3. Espacio Vectorial Topolégico Real

Un espacio vectorial topoldgico Real (e.v.t) es un espacio vectorial X provisto de
una topologia de Hausdorff 7 en el cual las aplicaciones +: X x X — X
y .. Rx X — X son continuas, donde en los conjuntos X x X | R x X se

considera la topologia producto.

Teorema A.3.1. (A. Tychonoff)
Cada subespacio M, de dimension finita n, de un espacio vectorial topologico X
es topologicamente isomorfo al espacio euclidiano R™, dicho de otra forma existe

©: R* — M que es isomorfismo y homeomorfismo.

La prueba se puede encontrar en [4].

A.4. El Espacio R”

El Espacio R™ con la suma de vectores y la multiplicacién por escalar tiene estruc-

tura de espacio vectorial topoldgico, espacio normado, espacio métrico. etc.
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