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Simbología 

(xs,,
, Ys,, , zsJ: sistema de coordenadas base (eje motor DCI) 

(xs11 Ys11 Z8J: sistema de coordenadas lDOF (eje motor DC2) 

(xs;i , Ys2
, zs2 ): sistema de coordenadas 2DOF (eje motor DC3) 

(Xs3
, Ys3

, zsJ: sistema de coordenadas 3DOF 

So : sistema de referencia base ( eje motor DCI) 

S1 : sib--tema de referencia lDOF (eje motor DC'2) 

S2 : sistema de referencia 2D0 F ( eje motor DC3) 

S3 : sistema de referencia 3DOF 

md : masa del disco 

m¡, masa de la barra 

m2 masa de la primera varilla 

m3 : masa ele la segtmela varilla 

hd : altura del disco 

� : radio del disco 

hp : altura ele la barra 

a,, : ancho y largo ele la sección de la barra 

L.i : longitud de la primera varilla 

L3 : longitud de la segunda v-a.rilla 

Lx,,
2

: longitud del eje de referencia S1 al CG lra. varilla

Lxs3
: longitud del eje de referencia S2 al CG 2da. varilla 

Lcs2
: longitud del eje de referencia S2 al CG lra. varilla 

Lc,,3: longitud del eje de referencia S3 al CG 2da. varilla 

L
y
,,

1
: distancia del CG de la barra al eje del servomotor DC2 

11 : momento de inercia del sólido ( di5co más barra) 

/2 momento de inercia de la lra. varilla 

/3 momento de inercia de la 2da. varilla 

Jm1: momento de inercia del servomotor DCl de la base 
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J=2 : momento de inercia del servomotor DC2 de la lra. varilla 

J111:.3 : momento de inercia del servomotor DC3 de la 2da. varilla 
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V a3 : voltage armadura servomotor DC3 

I<A1: constante ganancia driver 1 

KA2: constante ganancia driver 2 

K A3 : constante ganancia d1iver 3 

I<m1 : constante torque servomotor DCl 

Km2, : constante torque servomotor DC2 

Km3: constante torque servomotor DC3 

Kbi : constante fuerza electromotriz servomotor DCl 

J<b2 : constante fuerza electromotriz servomotor DC2 
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g aceleración de la gravedad 
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d1 : c,'Qmponente del vector fuerza gTavitacional del manipulador del lDOF 

� : componente del vector fuerza gravitacional del manipulador del 2DOF 

d3 : componente del vector fuerza gTavitacional del manipulador del 3DOF 

x1 : variable de estado de la posición angular del servomotor DCl 

x2 : variable de estado de la posición angular del s.ervomotor DC2 

x3 : variable de estado de la posición angular del servomotor DC3 

x4 : variable de estado de la velocidad angular del ser vomotor DCI 

x5 : v-ariable de estado de la velocidad angular del servomotor DC2 

X6 : variable de estado de la velocidad angular del servomotor DC3 
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r : grado relativo del proceso 

n : orden del proceso 

v1 : nueva señal de entrada lineal del lDOF

v2 : nueva, señal de entrada lineal del 2DOF

v3 : nueva señal de entrada lineal del 3DOF

K1 : parámetro de la matriz de ganancia del IDOF

K2 : parámetro de la matriz de ganancia del lDOF

/(3 : parámetro de la matriz de ganancia del 2DOF

1{4 : parámetro de la matriz de ganancia del 2DOF

K5 : parámetro de la matriz de ganancia del 3D0F

K6 : parámetro de la. matriz de ganancia. del 3DOF

P1 : trayectoria deseada del lDOF 

P'i : trayectoria deseada del 2DOF

JJa : trayectoria deseada del 3DOF 

Y1 : salida del lDOF 

1/2 : salida del 2DOF 

y3 : salida del 3D0F

fj1 : señal de error de seguimiento del lDOF 

fh : señal de error de seguimiento del 2DOF

fh : señal de error de seguimiento del 3D0F

T : tiempo de mueb"i.reo 

Ve.FE: voltage de c,-ompem:iación de fricción estática 

V e.Fe: voltage de compensación de fricción de Coulomb 

Wt1l : velocidad angular umbral 

Yzm : voltage en la zona muerta 

k : variable en tiempo discreto 

z : nueva variable de estado lineal 

Nm : número de muestras 

a1 : párametro de inercia del 2DOF

l½ : párametro de inercia del 3DOF

a3 : párametro de inercia del 2D0F y 3DOF

a4 : párametro de inercia del 2DOF y :3DOF

a5 : párametro de inercia y gravedad del 2DOF y 3DOF

a6 : párametro de inercia y gravedad del 3DOF
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drm. : párametro DENAVIT-HARTENBERG 

avH, : pfira.met.ro DENAVIT-HARTENBERG

f(x) : fondón vectorial 

g(x) : función vectorial 

h(x) : función esca.Ja.r 

V : gTa<lie.nte 

L,h : derivada. de Líe de h con re,-pecto a. f 

lulfg : corchete de Lle de 2 campos vectoriales 

x,y,z: coordenada.o:.; del centro de gr-a.vedad CG del cuerpo del sistema de coor

denada. si-étimo 
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Prólogo 

El presente trabajo trata sobre el diseño de un controlador no lineal multi

variable por realimentación de estado aplicado a un robot manipulador esférico 

de 3 gTado.'3 de libertad (3 DOF: 3 Degree-of-freedoms). E6'te manipulador se 

compone de una base giratoria y 2 eslabones, cuyas posiciones angulares son su

jetos de control y las salidas controladas deben seguir la evolución de trayectorias 

arbitrarias. 

Para e:,i;e estudio, se ha organizado el trabajo en sei'3 capítulos de la siguiente 

forma: 

En el capítulo I denominado Introducción se presentan los objetivos y el al

cance del trabajo. 

En el capítulo 11 denominado Planteamiento del Problema se presenta el enun

ciado del problema. 

En el capítulo 111 denominado Modelado de la Planta se desarrolla el mode

lado matemático usando el algoritmo Lagrange-Euler. 

En el capítulo IV denominado Realimnetación No Line.al se presenta el fun

damento teórico de la técnica de control no lineal para procesos SISO (simple 

entrada y simple salida) y para procesos MIMO (múltiple entrada y múltiple 

salida). 

En el capítulo V denominado Simulación del Sistema se ilustran los resultados 

obtenidos de las simulaciones hechas en MATLAB. Las simulaciones han sido 

realizadas para el control de trayectoria constante y para control de trayectoria 

senoidal. Así mismo se presenta el comportamiento del manipulador utilizando 

el Toolbox Robotics para MATLAB. 

En el capítulo VI denominado Especificaciones Técnicas se define el hardware 

y software pru.-a una futura implementación en tiempo real. 

Finalmente se presenta las conclu..<.aones, bibliografía y los apéndices. 

En el Apéndice A se presenta el cálculo del coeficiente de fricción viscosa del 

9 



segundo eslabón. 

En el Apéndice B se presenta los programas del algoritmo de LagTange-Euler 

y el algmitmo de control no lineal, escritos en código MATLAB. 

En el Apéndice C se presenta los resultados experimentales de la imple

mentación en tiempo real de un robot manipulador de 2 gTados de libertad. 

10 



Capítulo 1 

Introducción 

El control no lineal es una ciencia que trata del diseño de sistemas de control 

no lineales. Los sib"'temas físicos del mundo real son no lineales y pueden ser 

descritos por ecuaciones diferenciales. 

En procesos multivariables de varias entradas y varias salidas, se caracterizan 

por presentar un comportamiento dinámico difícil que se usa y se implementa 

en sistemas de control no lineal, los cuales en los últimos años ha alcanzado un 

elevado nivel de aceptación industrial en control de procesos. 

Las técnicas de control no lineal que han logrado mayor aceptación son las

siguientes: control no lineal por el método de linealización por realimentación 

de estado, control no lineal adaptivo, c,-ontrol no lineal por modos deslizantes, 

control predictivo no lineal, control no lineal usando backstepping y control con 

inteligencia artificial (control difuso, neurocontrol, etc.). 

La técnica a emplear en la presente tesis es la de Control No Lineal basada 

en el método de Linealización por Reafunentación de Estado y se basa en la 

linealización del proceso mediante un crunbio adecuado de coordenadas y una 

realimentación del vector de estado de dicho proceso, de modo tal que el proceso 

resultante en su forma normal nos permita aplicar técnicas de control lineal en el 

caso de linealización exacta o bien atacar los problemas de control con un grado 

de dificultad menor en el caso de line.alización parcial. 

El método de linealización exacta se aplica cuando el proceso no lineal MI

I\10 (multiple-input-multiple-output) de orden n, de m entradas y m salidas es 

completamente linealizable y desacoplado si su grado relativo total ( r) es igual 

al orden del proceso, o sea r=n, y para determinar dicho grado se aplica los 

conceptos de geometria diferencial. Para el di...w.ño del controlador no lineal mul

tivariable tienen nuevas leyes de control de entrada v¡, los cuales son diseñadas 

por ubicación de polos del correspondiente subsistema lineal equivalente. 

Control por realimentación de estado es bien entendible para sistemas lineales 

con simples entradas. Sin embargo para sistemas no lineales de múltiples entradas 
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son tópicos de búsqueda muy lenta y debido a esto tiene que ser investigado más 

profundamente por el reciente desarrollo de máquinas con dinámicas no lineales 

de aplicación indm,tiial como manipuladores, areoplanos, submarinos, y vehículos 

espaciales. 

La aplicación para la técnica propue:."'ta y explicada en la tesis es un manipu

lador tres grados de libertad (3 DOF) que es un proceso inherentemente no lineal, 

para el cual se ha di...c;,eñado un controlador no lineal multivariable de 3 entradas 

y 3 salidas de tal manera que permita al robot seguir en forma asintótica una 

trayectoria cualquiera continua y diferenciable donde las entradas al siste1na son 

los voltages de annadura a los servomotores DC usados en las articulaciones y 

las salida-s Q1, Q2 y q3 son las posiciones del manipulador. 

1.1 Objetivos 

Los objetivos del presente trabajo son: 

a. Diseñar el modelo dinámico del Robot. l\1anipula.dor Esférico de 3 Grados

de Libertad empleando el algoritmo LagTange-Euler.

b. Explicar la técnica de control no lineal por realimentación de estado para

sistemas de múltiples entradas y múltiples salidas.

c. Di...c;,eñar el controlador no lineal y siumlar el sistema aplicando el méto

do de linealización exacta por realimentación de estado aplicado al robot

manipulador esférico.

1.2 Alcance 

La culminación de la presente tesis es un aporte más a la Facultad en el 

conocimiento de esta importante técnica de control no lineal de múltiples entradas 

y múltiples salidas. Para demostrar la técnica expuesta se ha escogido un tema 

de robótica ya que es una tecnología con más auge en la actualidad y con mayor 

impacto en procesos de manufactura, ya que se puede log,Tar mayor precisión en el 

control de trayectorias de trabajo. De esta manera se ha escogido como aplicación 

al Robot Manipulador Esférico de 3 Grados de Libertad adecuado para mostrar 
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el funcionamiento del control no lineal. Así mismo queda explicado para poder 

construir e implementar dicho sistema en tiempo real ya que permitiría a la 

Facultad av-a.uzar en el campo de la construcción y pruebas de funcionamiento de 

manipuladores robóticos con técnicas de control no lineal. Además este know-how 

puede luego ser trasladado a alguna aplicación indub"'trial para ejecutru· múltiples 

tareas. 
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Capítulo 2 

Planteamiento del Problellla 

2.1 Enunciado del Problema 

L<:as manipuladores pueden ser construÍdo..-; y modelados con muchos cuerpos 

rígido..<:. conectados e..n seJ-.ie por a.rticulaciones 1·otativas y conducidas cada 1.ma. de 

ellas por a.ctuaclo:res eléctricos, que son servomotores DC. 

El robot manipulador esfé1-ico de :JDOF eb"tá. c.·ompueb1.,o por nn servomotor DC 

con encoder óptico incorpora.do y un s6lido de aluminio ( disco y barra.) que vendría. 

a. ser la. base pani el primer grado de libe.rt.ad; ot:ro servomotor DC también con

encoder óptie,"O y una varilla. 1ígida. de aluminio para. el seg1mdo grado de libertad;

y de la misma 111.anera otro servomotor DC también con e . .ncoder óptico y una

varilla rígida de aluminio que pueda cumplir la función de uu brazo para el tercer

grado de libertad, pudiéndose instalar en su e..···dremo de e:,,'t.a. una. pinza. rotórica..

El prop6sito de e:.'ta. tesis es el control simultáneo de] movimiento rotacional 

de la. base acoplado al eje del prime.r servomotor DC en posición vertical; eJ 

otro movimiento rotacional de la. primera. vari11a. ac."Oplada. al eJe del seg1mdo 

servomotor DC en posici6n horizontal y finalmente el movimiento :rotacional de 

la segunda va.rilla. acoplada. al eJe deJ te.n::er servomotor DC en posición horizontal. 

Para e51,e trabajo en estudio se cliseñará un controlador no lineal MINIO

(Multiple-input-Multiple-output) de :J entradas y a salidas basado en el método 

de line .. a.liziU."jón exacta. por re.alime.ntación de eb'1,ado de ta) manera que e] ma.ni

pu]ador sig1i trayectorias de referencia. arbitrarias empleando fuerzas de control 

adecuada.. 

2.2 Lista de las Variables 

Todas las varia.bles que interv:ie.nen en el sistema se dmcrihen en la tabla. 

2.1. Los va.lores que se presentan han sido tomado..-; de los servomotores DC 

con encoder óptico MATSUSIDTA modelo GMX-7MC019B y modelo G-�1X-
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6MPO1HA. Donde: C.F.V.: coeficiente de fricción viscosa y M:.I.: momento de 
1ne.rc1a. 

Símbolo 
'lrl,¿, 
,n.,, 1n2, 1n3 
hd 
R"' 

hp 

a,, L2, L3
L:c,..i. Lx,� 
Lc..2Lc,.n11 
l2 

l:l 
J-ml, J.,n2 
.Jn-..3 

.Jt.'.t¡l 

Beq1 

.Jt.'-'/_2 Beq2 
.leq3 

Bt.,q:! 
n1, n2 
�l 

R:J.1,Fla:i. 

1 �.:1 La1,Lu2 
La.1 

V:�1,V� 
Va3 

I<A1J<A2J<A:! 
K.,,w,K.,,.:z. 
K-m3 
x·b1.I<ta. 
l(1,._1 

Tabla 2.1: va.lores de las variables 
Descripción 
Ma._•.,a del disco 
l\-f asa de ]a barra 
1\ifasa de la lra. y 2d.a. V"4rilla 
Altura. del disco 
Radio del disco 
Altura de la barra 
Ancho y Largo de la sección de la. barra 
Lon.t?;itud de la lra. y 2da. varilla 

· Long. del eje de ref. S1 a1 CG Ira .. varilla.
Long. del eje de ref. S2 al CG 2da... varilla. 
Long. del eje de ref. S2 al CG lra. varilla 
Loo.�- del eje de ref. S3 al CG 2da. v·arilla 
M.I. del sólido (disco m,is ba.rra)
M.L de la lra. V"4rilla
M.I. de la. 2da ... varilla
M.L servomotor DC1,DC2
M .l. servomotor DC:3 
MJ. equivale.nte senmmotor DCl 
C.F.V. equivalente servomotor DCl
11J. equiV'alente servomotor DC2 
C.F.V. ec.¡uiv4lente servomotor DC2
M J. equivalente servomotor DC:J 
C.F.V. equivalente seJVomotor DC:J
Reducción servomotor DC1,DC2 

1 Reducción servomotor DC:J
R.esist. armadura. servomotor DC1,DC2 
Resist. arn1adunl. se.rvomotor DC:J 
Inductancia ann.adu.ra servom.. DCl,DC-2 
Inductancia annadura servomotor DC:3 
Voltage a.ITimdura. servomotor DCl ,DC2 
Voltage armadura servomotor DCa 
Construite ga.na.neia. drivei· 1,2,:J 
C!ou ... c;.;tante torque servomotor DCl�DC2 
C.cmstante torque servomotor DC;J 
Com,-tante feni servomotor DC1,DC2 
Con..c.;tante fem servomotor oca 

Valor 
0.55 kg 
1.00 kg 
0.20 kg 
0.01 m 
().07 m 
0.20 m 
0.044 m 
0.15-m. 
0.10 m 
0.10 m 
(Li - Lx

"'.l
) m 

(L.J- Lx,. ) m 
JI 

o.rnn:J kgrn2 

0.027:3 kgm2

0.02TJ kgm2 

k ')0.00059 gm,-
0.0002:38 kg,n2

0.2177 kgm,2 
0.054 N1ns/rad 
o.:Jtl54 k91n2 

0.0589 Nra,s/rad 
0.000305 kgm.2 

0.0005:38 Nm .. .-;f,-ad 
18.5 
12.5 
a.50 Ohmios
5.:JO Ohmios 
Despreciable 
Despreciable 
24 V 
24. V
2.17
0.CJ.tl:364 N - m,f A
0.(>4217 N - m,f A. 
0.0�3(:,4 V/rad/s 
0.(>4217 V/rad/s 
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Símbolo Descripción Valor 

U, 1, tt.2, 'll�� Señal de control servomotor DC1,DC2,DC3 (En simulación) V 

g Aceleración de la gravedad 9.8lm,/ seg
2 

Tm2 Dib""t,ancia extremo superior de la barra al DC2 0.05m 

Cc1 Coeficiente fricción de Coulomb 1 y 2DOF 0.001488kgm2 / seg

Cc.3 Coeficiente fricción de Coulomb 3DOF O.OOOI5kgm2 /seg
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Capítulo 3 

Modelado de la Planta 

3.1 Introducción 

El modelado de la planta c..-onsiste en determinar la descripción matemática 

(usualmente un conjunto de ecuaciones diferenciales) del proceso a ser controlado, 

que en nue::.--tro caso es el robot manipulador e:,'Íérico. Tal modelado describe la 

dinámica del proceso y tiene por objetivo conocer la relación entre el movimiento 

del robot y las fuerzas implicadas en el mismo. Para determinar las ecuaciones 

del modelo usaremos el algoritmo de LagTange-Euler [l], [4}, (6], (9]. 

3.2 Descripción del Manipulador 

El Sistema Robot Manipulador Esférico de 3 Grados de Libertad que en ade

lante lo llamaremos SRM (Spherical Robot Manipulator) de 3DOF es mostrado 

en la figura 3.1, en la figura 3.2 se muestra una vih--ta del esquema anterior con 

las medidas del manipulador, y en la fig,JJ.-a 3.3 se muestra los sistemas de refe

rencias usados. A continuación se describe los tres grados de libertad usados en 

el proceso: 

a. Primer Grado de Libertad: compuesto por un servomotor DCI de 24

VDC con encoder óptico incorporado, y una ba..� conformado por un disco

y una barra de aluminio; de tal manera que en la parte inferior del disco

de radio � y altura hd, irá acoplado con una bocina de bronce dicho

servomotor en posición vertical y sobre la parte superior del disco irá una

barra de sección cuadrada ap, y de altura hp , a su vez en la parte superior

de dicho barra irá el otro servomotor en posición horizontal que corresponde

al segundo gTado de libertad.

b. Segundo Grado de Libertad: compuesto por un servomotor DC2 de

24 VDC con encoder óptico incorporado, y una varilla rígida de aluminio,

de tal manera que en el eje de dicho servomotor, en posición horizontal,

17 



BARRA 

11:lfi!IOUOTO.lf. OC.1 

Figura 3.1: Esquema del Robot Manipulador Esféric,,-o de 3DOF 

18 



ii:á acoplado con una bocina de bronce dicha v.u-illa de longitud L2, en el 

extremo de dicha varilla ii:á el otro servomotor en pooición horizontal que 

corresponde al tercer grado de libertad. 

c. Tercer Grado de Libertad: compuesto por otro servomotor DC:J de

24 VDC con encoder óptico incorporado, y una varilla rígida de aluminio,

de tal manera que en el eje de dicho servomotor, en posición horizontal,

irá acoplado con una bocina de bronce dicl1a varilla de longitud L:-h en el

e:J�.-tremo de clic-ha varilla podrá i1: un efector final.

BARRA 

SE:6UNOA 

\IARILLA 

PRIMER._ 

VARILLA 

Figura 3.2: E5quema con las medidas del Manipulador 
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z.2 

S1 

z
., y. 

So: Sisteina de referencia base (eje de motor 1) 

Si : Sistema de referencia 1 (ej e de motor 2) 

Si : Sistema de referencia 2 
8J : Sistenta de referencia 3 

qb '12, 41: ángulos de posición 

(eje de motor 3) 

Fig,ua 3_3: Sistemas de referencias del Manipuladm 

s3 

20 



3.3 El Modelo Dinámico 

Para deternñnar la ecuación dinámica del :manipulador existen varios métodos 

tales como el método de Newton-Euler, el método de Lagrange-Euler� entre otros. 

Para el maniplilador en estudio usaremos el método de Lagrange-Euler. 

El método de LagrangTe-Euler emplea la fórmula LagTaniana conjuntamente 

con la representación de Denavit-Hartenherg(D-H). Un completo estudio de dicho 

procedimiento puede ser encontrado en {1], [4], [6] [9]. 

3.3.1 El Procedimiento Denavit ... Hartenberg 

Un manipulador robótico consiste de una secuencia de cuerpos rígidos (los 

eslabones) articulados por junturas rotacionales o prismáticas. Cada p-ar de ar

tieulación-eslabón rep-resenta un grado de libertad (DOF). Un si5tema de coor

denadas ortonormales- (x8-
0 

Ysi , zs.) puede ser establecido 11.<:,ando la regla de la 

ruano derecha para cada articulación i, donde i = 1, ... , n. Así un manipulador 

con: n DOF poseen pares de articulaciones. El último sistema de coordenadas 

(xs,-, , Ys» , Z8,..
) constituye el sistema de coordenadas del efector final, el cual es 

usualmente articulado al últímo eslabón. El manipulador es unido a una base de 

referencia O. El sistema de coordenada base es definido como (xs0
, Ys0

, zsJ- Las 

coordenadas de la base son también las coordenadas inerciales del manipulador. 

El sistema de coordenadas base aumentado es definido como: (xs.,, Ys.,, Zs.,, O). 

El procedii:niento D-H origina una matriz de transformación homogénea que re

presenta el sh,1;ema inercial del manipulador. Para describir tal matriz, requerimos 

establecer el sistema de coordenadas (xs., Ys,, zsJ del manipulador en Si = O, ... , n,

para determinar los parámetros de las. articulaciones y eslabones con el fin de de

sa.rrollaJ· la. matriz de transferencia. homogénea. 

3�3.1.1 Estableciendo el Sistema de Coordenadas D-H 

Para esta:blece.r el sistema de co01·denada-:, D-H (xs., , Ysn .zs., ), s¡ = O ... n, se usa 

las siguientes reglas: 

l. El si�tema de coordenada5 base (xs0
, Y.so zsJ se determina usando la regla

de la mano derecha. El eje Zsc, se escoge libremente y está localizad.o a lo

largo del eje deJ movimiento del primex eslabón.
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2. El eje .zz;._1 es .aline.a.do .c.on el e�je del movimiento (giratorio o prismático)

de la i-ésima articulación.

3. El origen del sistema de coordenadas s,-ésima e:."'tá en la intersección del

eje zs. y z�_
1 

o en la intersección de la normal com(m entre los ejes de dos

articulaciones cow�ecutivas z5i 
y .z5 .. _ 1 y el eje Z

s;
. 

4. El eje Xs, es perpendicular aJ eje Zs-;_1• 

5. Aplicar la regla de la mano derecha en la articulación i-ésima para deter-

6. Generalmente, la articulación n-ésima es una articulación· giratoria. El sis

tema de coordenadas (xs.,, Ys., , zs.,.), puede estar en cualquier parte del

efoctor final con tal de que el eje z.s,, esté a lo largo de la dirección del eje

Z8,._1 y apuntando hacia afuera del manipulador. E leje Xs
.,. 

es perpendicular

a ambos ejes: zs, • .Y zs,._1. 

3.3.1.2 Parámetros D·-H 

Los cuatro parámetros geométricos del manipulador (8t, dn11
1

, anHp y ai), 

se asocian con cada par articulación-eslabón y son requeridos para describir una 

articulación giratoria o prismática. Después de establecer e l  sistema de coorde

nadas del manipulador tales parámetros pueden ser determinaclos ele la siguiente 

manera: 

l. 0¡, e:; el ángulo de rotación del e.je Xs1_1 
con el eje Xs, en el .plano del eje

Zsi-:1. &--te es variable si la. a.rtic:ul.acjón es gjnuori.a.

2. dnH;, es la distancia del origen del sistema de ·coordenadas S(i-irésima a

lo largu del eje z
Sj

_
1

, hasta la intérsecci6n del eje z
Sj_ 1 

con el eje Xs¡. Esta

dib--t,ancia dnH1 
es variable si la articulat,iÓn i es pm--niática.

3. aoH;, es la distancia a lo largo del eje Xs;, q�e va desde la intersección del

eje zst-1: con el eje Xsi hasta el origen del sistema de coordenadas S¡-ésima

en el caso de articulaciones giratotias.

4. a-í, es el· áng"l:tlo- de separación entre- los ejes z5._1 y Z5¡ medido en un plano

perpendicular al eje ¾, utilizando la regla de la mano derecha.
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3.3.L3 Matriz de Transforlllación Homogénea D-H 

La matriz de transformación homogénea D-H caracteriza cada sistema <le 

coordf'..Jl.1).das del par articulación-eslabón con respecto aJ sistf' .. ma d.e coordf'..lrnda..c; 

p:revio_ Por consiguiente un punto rs, del sistema de coordenadas si-ésimo se 

puede ser expresar como (r51
_J- en el sistema de coordenadas S(í-l),-ésimo ejecu� 

tando sucesivamente las siguientes operaciones: 

l. T(zs , 0i): r-0taeión de un ángulo (Ji akededor del-eje Z5,_11 para alinear el eje

2. T(zs , dDHJ: traslación a lo lru·go del ·eje zs .. _1 
de una distru1cia dnHi , hasta

hacer coincidir el eje z5._ 1 con el eje xs •.

3. T(x.'1, anHJ: traslación a lo fargo del eje x.'it de una distancia anH.p que

va desde la intersección del �ie zs._ 1 y el eje xs. al origen del sistema de

coordenadas si-ésimo.

4. T(xH ,{:.ti): rotación de un ángulo {:.ti, del eje z-\1._
1 

con el �je zií .. alrededor del

eje Xsi· 

El .producto de est.as cuatro ope.radones bá..."'-Ícas .produce la matriz de transfor

mación .homogéue..a A!- t, d
e

l eslabón i e.o.u .respecto al eslabón i - 1 o articulación 

i con respecto a. la .articulación i - l. Por lo tanto; 

c(0í) -s(0i) o o 1 o o o 1 o o tlDH,. 
1 o o 

s(0;) e(0i) o o o 1 o o o 1 o o o c(oi) -s(üi)
o o 1 o o o 1 dnH._

o o 1 o o s{üi) c(Cti)
o o o 1 o o o 1 o o o o o o o 

c(0i) -c(ai)s(0i) s(ai)s(Oí) avn;c({h)
s(0i) e( O'.i)c( 0i) -s(oi)c(0,;.) <tDH.s(Oi) 

(3.1) 
o s(ai) e( ai) dDH;. 

o o o 1 

donde e y s, son las funciones cos y sen respectivamente. La siguiente matriz de 
transformación homogénea: 

rr{J = II A�-l = AºA1 A�- 1-
. 1 2 1 i 1 1 2 .. - , i = , .. :n

j=l 

(3.2) 
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det.e.rmlna la localización del sic;tema de coordenada (si)-és.ima con respeeto al 

sistema de c.oordenada base. 

3.3.2 El Algoritmo de Lagrange-Euler [1], [6] 

El procedimiento de LagTange...: Euler req1úere ejecutar los siguientes pasos 

l. Asignar a cada par articulación-eslabón deJ manipulador un sistema de coor

denadas D-H.

2. Obtener- las matrices de transformación homogénea .At- 1 para i = 1, ... , n.

3. Obtener las matrices Ui.i que es el" efecto del" movimiento de la articulación

j · en todos los puntos del eslabón i:

(3.3} 

donde AJ:...
1 

relaciona a1·sistema de coorcle.nadas (j-1)-ésimo con el.sistema 

de coordenadas base, y Q1 toma los siguientes valores: 

o -1 o o 

1 o o o

Qj= si fa . .articulac:i6n es giratori.a 
o o o o 

O- o o O-

o o o o 

Qj = 
o o o o 

si la articulación es prismática 
o o o 1

0 0 0 0 

4. Los efectos de interacción eiitre las attkulaciones son expresadas por fas

siguientes matrices uijk:

Ao Q ·Aj-1
Q 

,1·k-1
j-1 :J k-1 · k .. , 

Aº Q Ak�1·Q- L1i-1 _
k-1 k j-1 J-'"i 

o 

sí-í>k>j 

sii>j>k 

sik>ioj>i 

(3A) 
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5. Oh.tener el tenso.r de inercia Ji del eslalx>u i-ésimo mediante:

Ji= 

donde; 

f x�.dm, 

J Xs -Ys -dm 
. 1. t. ' 

J X.s,Z.s4
drn 

(xs,dm, 
' . 

I :r.s.Ysidni 

J ·>. v;,dm, 

J Ys,Zs_,d-,n

r y .drn
.. .. s. 

I Xs..Zsid:rn 

J Ys.Zs�dm, 

f z;idni
r Z5.dm 

' . 

J x�,d:m: momento .de inercia .respecto al eje Xs,

.f �.2_dm: .momento de inercia res1;:>ecto al eie ·Ys · .. Ys-.. :, .. ...

f z;
1 
<lm,: -momento de inercia r.espect.o al eje zs., 

J X8idm 

JYs,dm 

J Zs,dn't 

fdm 

(3.5) 

J X81
Ys,-dm: -producto <l-e momento -d-e inercia-respecto a los ejes xs. e Ys, 

J Ys,Zs,dm: producto <l-e -momento <l-e inercia respecto a los ejes Ys. y zs. 

J Xs;Zs,dm: producto de momento de inercia respecto a los ejes Xs, y Zs, 

J x�_dm: distancia del centro de gravedad <l-el cuerpo 'i al -Slli"'t;ema Xs;

J Ys,d;n: distancia del cent-ro de gravedad del cuerpo ·i al sistema Ysi

J Zs;drn: distanda del -centro de gravedad del cuerpo i al sistema Zs, 
f dni es· la masa del cuerpo i 

6. Obtener la matriz H de inercia simétrica de dimensión n x n, la cual está

relacionada con la aceleración y cuyos eJementos se expresan como:

·Hili(q) =

71-

í::_ Tr(UikJ/Uj¡) i, k = 1, 2 . .. n 
j=max.( i,k) 

donde, Tr es· la traza y n es el número de gTados de libertad. 

7. Obtener los términos hu,-m., definidos por:

n 

j=ma:i:.( i,k,,m) 

(3:6) 

(3.7) 

8. Obtener el vector no lineal fuerza centrífuga y Coriolis de orden n x 1 cuyos
elementos Ci son dados por:

C¡(q, q) = ¿ ¿ ll-ü.-rn<Jk<Jm (3.8) 
k=l-m=l-
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9. Obtener el vector no lineal de fuerza de gravedad d de orden n x 1 .cuyos
elem.entos son:

d1(q)= Z:(-niigUiif�
j
) -i 

= 1, 2-•.. n 
i=l 

(3.9) 

donde g=r
tg· g· g· O] es el vector g�·aveciad · fila exq)resado- en el sistema 1 X�o Y�o Zso 

de <:,'Oordenadas- hase y ¡;j =[x . y
..,.

·. z:. l]T (el elemento 1 es un factor des.-; s3 s:1 s3 

escala} es el vector centro de masa del ·eslabón j y expresado en el sistema 
de coordenadas srésimo. 

Finalmente la ecuación dinámica del manipulador, con el método L-E toma 
la forma: 

(3.10) 

donde, T ¡ es él vector de fuerzas y torq:ues aplicado a cada coordenada generali
zada Cb· 

3.4 Aplicación y Prograinación del Modelo 

3.4-.1 Cálculos 

La aplicación del trabajo es el· robot manipulador e.iférico de tres grados de 
libertad: Para determinar la ecuación dinámica dé dicho manipulador se aplica el 
algoritmo de LagTange-Eulér. A continuación se presenta los siguientes cálculos 
que usaremos para fa progTamací6n con matemática simbólica de lVIATLAB 6.0 
[11]. 

3.4.1.1· Cálculo de los Párametros D:.H 

Primeramente se - fijan · los sistemas de ref-eren-cia -en · las articulaciones (:-:01no

-se nmestra en la figura 3.3, posterionnerrte se determina los pará1netros D-' H
(DENAVIT.:.IIARTENilERG), [1), [4], [6), [9], que se muestran eu·Ia Tabla 3.1:

3.4.1.2 Cálculo de las Matrices d-e Transformació'n Homogénea
Reemplazando los valores de la tabla 3.1 -en la ecuación (3.1), obtenemos las 

·matrices de transformación· homog'énea A�, � y A�:
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Tabla 3.1: valor-es de los parámetr-os D- H 

Juntura oi don:.
t1,DH, Üi 

ql_ hp +hd + r1n2 o 90º

q2 o L2 O
º

q3 o L..\ O
º 

Af posición y orientación del sistema de referencia 1 (S1) de la base con 

respecto al sisteJ11a de referencia base (S0).: 

cos(q1) o sen(qi) o 

Aº - sen(q1) o -cos(q1)
¡-

o 1 o hp + hd + rm2

o o o 1 

A½: posición y orientación del sistema de referencia 2 (S2) de la primera 

varilla con respecto al sistema de referencia 1 (S1 ):

cos(q2) -sen(fh) o L2cos(q2)

A1 _: sen(<Ji.) cos(q,i) o Li_sen(tn)
2-

o o 1 o 

o o o 1

Ai: _posición y mientación def sistema de referencia 3 ( S3) de la segunda 

varilla con respecto al sistema de referencia 2 ($2):

cos(q3) -sen(q3). o L3cos(q3).

.A�= 
sen,(q3) cos(q3) o L3sen(q3)

o o 1 o 

o o o 1

Ag: posición y orientación del .sistema de .referencia 2 (S2) de la plimera 
varilla. .c.on respecto al sistema de referencia base (S0):

Aº -AºA1
2 - 1 2 

A;: posición y orientación del si5tema de referencia 3 (S3) de la segunda 
vru·illa co11 respecto al sistema de referencia base ( S0): 
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Ao -AºA1A2

3- 1 2 :l

Ag y A!: se dete.nnina media.nte ma.temática simbé•lica de MATLAB, y el
programa se mue:--1 .. ra. en el apéndice B. 

3.4.2.3 Cálculo del momento de inercia del disco [5), [8] 

Pa.1-a. dete.rminar el momento de inercia. del disco respecto al sistema de i-efe
renc:ia 1 (S1) Xsu 

1/si
, z.(<11 se usa. el Teorema de SteineJ· [5], (ver fig1u-a. :3.4). 

Cálctdo del momento de inercia respecto a los ejes coordenados: 
f x:l d1n = f :r.: ... dni + 711,;.r,

2 

• - • -H.,<> 

f y;1d1n = J y;1cadm. + ,nff 
r z2 d,n = ( z2 dm, + 111z2 

, SL • SJC(l 

x = z = O, f¡ = -(�.r + h,, + r,.,12)

calculando y reemplazando se obtiene: 
h2 

r :r?.. dn1-= fz2- d,n.= ,nd d • si • si 4 
•J 

J 
2 m,dh'J. (h )2 Ys1 

dm, = � +m,d T + ,-,,,, + 1' m2_ 

cálculo del producto de los momento de inercia: 
.f Xs1caYs1c:c;:dn1, = J X:.<1caZsH.:Gdn1, = .r Ys1c:c;Zs1ca

dn1 = O (poi· simetría 1·espec:to 
al centl-o de gravedad CG) 
reemplazando lo anterior se obtiene.: 
J Xs1 ;l)s1 d11t = .r Xsux;:lJsicc:;d111, + 7nX.ij = ()

f Ys1 ZsJ d11i = J Ys1co Zsicc:; d1n + 1nyz = 0 
f X51 Zs1 d11t = J XsHx:Zswod1n + 7nXz = () 

3.4.2.4 Cálculo del momento de inercia de la barra (5], [8] 

Para calcular el momento de inercia de la barra. respecto al sistema de refe
rencia 1 (,S'i.) X81, Ysi, Zsi, (ver figura :3.5), se procede de la misma manera que 
pa.:ra el mome.nto de inercia. del clisc:o� pan-.. eh--te caso se tiene� 
:r: = z = O, y=-(�+ r,.,12)

•) 

f r, dm,= r z2 dm, = 
nipa; 

Sj • Sj 12 
. ni,,J-,.2 . 

f :l/�1 
dm, = 12 P 

+1111,(� + Tm2)
2

.r Ys1 Zs1 dm. = .r Ys1 Zs1 d1n = f Xs1 Zs1 drn = 0 
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X.1 

Figura 3.4: lvlomento de inercia. del disco respecto al sistema de i-eferencia 1 (S1 ). 

Ys1

·�:;:;;;��_..,..xs1
-+-_____ ___,._rm2 

Xs1CG 

h 12 
p 

Figura. 3.5: Momento de inercia. de la ban-a respecto al sist.ema de referencia 1 
(S1)
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3.4.2.5 Cálctdo del momento de inercia de la base ( disco más barra) 

El momento de inercia. de la. base es la m1ma. de los mome.ntos de inercia. del 

disco m;ís la. baril\..i y está dado por: 
h? 

2 
r '> r '> 7ntt 'd 111.,,<ip 

111 = :t' dn-z. = z- d,n = -- + --
• Si • -"l 4 12 
r '> m"Ph.; nitth';, 

( 
hp )2 

hd 
2 /1 = . y;

1 
dni =

12 
+ 

12 
+ n7.p 

2 
+ r 171,2 + n1d( 

2 
+ h.,, + r "ª)

3.4.2.6 Cálctdo de la matriz de pseudoinercia de la base J1 

De la ecuaci<.'>n (:3.5) se obtiene la matriz de pseudoiuercia de la ha...:.;e J1:

111 o o o

o /1 o -'ln1Ly,,1J1 = 

o o 111 o 
(3.11) 

o -n11Lv 
*l 

o fJl1 

donde: 

711,l: 1Ud + 111,, + 1U
aa;e

.sorws

L.,, : distancia. del CG de la. barra. a.l eje del servomotor DC'2. No se toma., ya. 
O'Sl 

que más adelante en eJ prúducto de los elementos de las ma.t1ices se anula 

3.4.2. 7 Cálculo de la matriz de pseudoinercia de la primera varilla J 2 

Para determinar el momento de inercia, de la primera V-Milla se obtiene de [.5], 

[8]: 

J y;
2
d1n = J z;.

.:r.
d1n = O (debido a que e] 2DOF gira. reb1.>ecto del eje :r.s2

) 

12 = J x;,2dm. = 1112L�/:J 

de la. misma. manen\. se ca.lcula. los producto..� de ]os momt.1'.nt.o..� de inercia: 

J Xs:i.Y�dni = J x$,,.:r,G(;YS,.ux;dni + 111:1:fi 

.r Ys:1Z�dn1. = f YJ<,,,.:r.ccZs,..:,,cod1n + 1ni)z 

.r X82 Zs2d1n = .r Xs-.:r.cGZ"s,..
:r.(
_-X;d1n + 1T1,XZ 

i}=z=O 

X= -LX"-2 

J Xs-.:r.rx:Ys2cc:d111 = J Xs,,ZA.x:Zs-.:r.uc:d1n = J Ys-.:r.c:cZs-.:r.c:cd1n = O (por sin1etría respecto 
al c�ntro de gr.a.ved.ad CG) 

reemplazando de lo anterior se obtiene 
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J :T.:s2YS2d,n = J Ys2Z'Jl;.2d,n = J x1S2Zs2d1n = 0 
reemplazando estos valores en la ecuación (:3.5), obtenemos la matriz de pseu

doinercia J2: 

..12= 

donde: 

1112: 11� + 11la.a:tl!.sorws 

12 
o 

o 

-ni,}Lx- l!=:t 

o o -1n2Lx 
�:2 

o o o

o o o 

o o 111,,1

Lx"2: long. del eje de referencia 2 (S1) al C.G. de la primera varilla 

(:3.12) 

3.4.2.8 Cálculo de la matriz de pseudoinercia de la segunda varilla .J3

Para. detenninar e] momento de inercia. de la. segunda. varilla. se obtiene de [ 5), 

[8], y similar a. lo obtenido en la primera varilla.: 

J y;
3

dni = J z!dm, = O 

l:1 = J x;
3 

d,n = m-:iL!f:J 

de la misma manera. los productos de los mome.ntos de inercia son: 

J :"'Cs11Ys11 d111. = J Ys11 Zs11, dn1. = J Xt,.11 Zssid111-= O 
reempla.za.ndo �'1.os va.lores en la ecuación (:t5), obtenemos la. matriz de pseu

cloine1·cia .l:l: 
l:1 o o -ni:1L�

J.3 = 
o o o o 

(3.1::l) 
o o o o 

-1n3L.
"" 'X�¡.J 

o o 1n3 

donde: 

Lx .. 11: long. del eje de referencia 3 (,%) al C.G. de la segunda varilla 

3.4.2 Programación del Algoritmo Lagrange-Euler 

El p1-ogra.ma se ha. detenninado aplicando Ma.t.err.uitict� Simbólica de MATLAB 

6.0 [11] y se presenta. en el apéndie,-e B. Los resultados obtenidos son: 

Hu =2111 + cos(lJ2)2 
* (12 - rn:i * L� + 2 * m� * ½ * Lc,.-.J + 1n:� * L� * cos(q:l)2 

+ 1n:! * L1 * c.os(lJ:1)2 -2 * f:l * ¡;·in(lJ:l) * sin(q:J) * cos('h) * cos(q:J) - m:1 * L�

+ 2 * m-:J * L� * :ñn(lJ2) * .�n(q:J) * cos(lJ:l) * cos(qJ) -1:! * cos(q:J)2 -l:J * cos(q2)2 
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+ 2 * /3 * cos((]2)2 
* cos(qa)2 + 2 * 1n3 * � * co.'i((]2)2 *Le:,...,.* cos(q:i) + l:s

- 4 * n�s * L:s * sin(<J2) * sin(q:i) * L,__"'41 * cos(<12) * cos(q:s) + 1n:J * L� * cos(q2)
2 

- 2 * 1n3 * L3 * Lc ... 11 * cos(q3)2 - 2 * 111,3 * LJ * Lc,,,.11 * cos(q.2)2

- 2 * tn-:J * Lf * cos( (]2)2 * cm,( q:i)2 + 4 * ni:J * L:1 * Lc:,.._"j * cos( (]2)2 * cos( q:s)2

+ 2 * 1na * L:i * Lc:.. ... 'l - 2 * 1n:s * ½ * c.os(q2) * Lc:*''l * t,in(q2) * .•n:n(q:1)

H12 =H13 =H21 =O

H22 -12 - L� * '11½ + 2 * ½ * 117-2 * L,__� + 111-3 * L� - n1,3 * L�

+ 2 * 1n:s * ½ * L,__.,,,.,,, * cos(q:1) + 2 * ni:1 * L:1 * L<-;..11, + l:J

H23 = - 1n:i * L5 + m,:J *�*Le:,,.<¡* cos(qa) + 2 * nt:J * L:J *Le:"'"+ l.1

H31 =0

H32 = - 1n:s * L; + ni:1 * ½ * L,__....,'l * cos( q;¡) + 2 * ni:i * L:1 * L,..,,._'l + I:J 

H33 = - nia * L� + 2 * m:1 * L:s * L,.-.,,._-, + l:1

C1 = -2 * ,:-.os((]2) * .<n,i((]2) * (12 - L� * n12 + 2 * ½ * n12 * Lc:,,2) * Dql * Dq2 

+ 2 * (-1/2 * l:l * sin(2 * q2 + 2 * q:1) + 1/2 * L� * m,:1 * .<,i,n(2 * (]2 + 2 * q:1)

-L:s *m:1 * L,__.,.$1 * sin(2 * (]2 + 2 * q:s) -1/2 *'ll.;J * Lc:,.a * ½ * sin(2 * CJ2 +qa) -1/2 *

ni3 * Lc:"'11 
* ½ * .<,i,,i(q:1)) * Dql * Dq:J

C2 = sin.('12) * cos('h) * (I2 - L� * 1112 + 2 * L":2 * m,2 * Lc:,,:t) * Dq12

- 2 * 1n:s *Le:¿,*�* sin.(q:J) * Dtf2 * Dq:3 - 111.:1 * Lc:""11 * � * s-in(q:i) * D<E

C3 = ( -1/2 * LJ * 1n3 * si1i(2 * 'h + 2 * ,13) + 1/2 * (l * sin(2 * 'h + 2 * q3)

+ L:s * 1n3 * Lc,..,11 * sin(2 * tJ2 + 2 * q3) + 1/2 * m,3 * Lcs-.'l * L2 * sin(2 * (J-2 + q3)

+ 1/2 * m,3 * Lc..,.11 * Li. * sin(q3)) * Dql2 + m,3 * Lcs.'l * L2 * sin(q3) * Dtf22

d1 =0 

d2 = n7-2 * g * cm,( '12) * Lc::,a - 1n:s * !I * sin( (]2) * sin( <t.s) * Le,,.,,, 

+ 1n:s * g * cos((]2) * cos(q.1) * Le ... ,, +ni:s * g * ½ * cos((]2)

da= -111.:s * g * s-in('h) * sin(q:s) * L�-= ... ., + 1n:s * g * cos('h) * cos(q:s) * Le:,,_,,,

donde:

Dq1 = q1� Dq2 = 'h� Dq3 = r,fa

Las componentes se pueden eJ\..'J)resa.r con loB panímeti·os a¡:

ª1 = 2111 

� = 12 - L� + 2 * m2L-:z * 111-2 * Lc:,s.2 

a:l = l:l - L� + 2 * m,:lL:! * m,:s * L,,,,_<t, 

a4 = m-:!L� 

a5 = n1.3 * L2 * 4,,3

� = 1112 * g * Lc:,.2 + ni:! * g * ½ 
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a7 = »1:l * g * Le:,.,,,, 

de tal manera que las ecuaciones se simplifiquen y se expresen: 

Hu= a1 + a.ico.s2(q2) + a3cos2(q2 + q3) + a,icos2(q2) + 2,.15cos(q-2)cos(q2 + q��)

H22 = a.2 + a3 +a,¡+ 2<½cos('l3) 
H23 = � = a3 + a5c.os( �) 

Haa = a3 

C1 = -(½.�11{2tJ2)q1th - 2(<i:1sin(q2 + q:i)cos(<n. + q:l) + a:,.-..in(<J2 + q:�)cos(q2))q1lfa 

C2 = a2,�n(<n.)cos(tJ2)iÍf - 2a5.�n(q:l)thci:l - a5.�n(q:1)tÉ 

Ca = (a�sin('l2 + '13}cos('l2 + <J:1) + 05sin((J2 + '13)cos((J2))qr + a5sin(q:i)tE 
d2 = ll(;cos('h) + a7cos('l2 + q:1) 

d3 = a7<:-os( tb + '13) 

Finalmente la. ecuacjón dinámica. obt.e.nida. para los trm gradoH de libertad son: 

pa.ra. el primer gnulo de libei1.ad: T1 = H11ii1 + C1 

3.4.3 El Modelo de los Actuadores 

(:3.14) 

(:3.15) 

(:3.lfi) 

3.4..3.1 Modelado del Actuador No. 1 de la Base del Manipulador 

En la fi.�u-a :3.6, se muestra el servomotor DCI, correspondiente a la ha..<re. 

El voltage de entrada KAi'lL1 aplicado a la armadura está dad.o por: 

(:3.17) 

la. fuena electJumotriz del servomotor DC es: 

(3.18) 

en el cual n1 es la. relación de piñones. El torque T 1n.1 del servomotor esui da.do 

por: 

(3.19) 

JXlT lo tanto la. ecuación del ton1ue 7'.q2 1-ec¡uerido por e] actuador para la base 
tie.ne la f01-n1a de: 

(3.20) 

;3:3 



donde T1 es el torque de la. carga. y Td es el torque de fricci6n de Coulomb. La. 

(:3.20) en (:3.19) queda: 

donde: 

.lt-.ql = n¡ .J,,.,,.1 + .l_q1 

U1 

K.\.l 

R.1 

---�· l.., 

T.,.1 

K...1 
.J.,.1 

B,.,,. 
T,i:1 
Tc1 

.J�, 
�. 
T� 

Figura :3.6: Servomotor DCl de la ba.<re del Yvlanipulador 

(3.21) 



despreciando la inductancia de armadU1·a o sea L0,1 = O, obtenemos de (3.17) y 

(3.18) 

(3.22) 

despejando /0,1 en (:3.21) y reemplazando en (3.22) obtene1nos la ley de control 

para la primera entrada.: 

(:3.23) 

donde: 
R.

= Ra1 

T1 n1Km1R�A1 

N _ n1Kb1 
Tl - · ¡{Al

'l'c1 = Cc1si9n(41) 

3.4.3.2 Modelado del Actuador No. 2 de la primera varilla del Mani

pulador 

En la figura 3. 7, se mueb'tra el servomotor DC2 corre.spondíente a la primera 

va1illa. En la mis1na figura se muestra el circuito eléctiico del servomotor DC2, 

controlado también por la armadura. Dicho servomotor se encuentra ubicado 

en la parte superior del prisma. Para obtene1· la ley de control pai·a la segunda

entrada se procede de la misma manera que para el primer servomotor, obteniendo 

de esta manera: 

(3.24) 

donde: 

J i:xJ2 = n�-J..,,.2 + J92 
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---·---- la2
V.u

K,u 

T ua2 

� 
� 
8-i 
Tg1 
Tn 

F��ira :3. 7: Servomotor DC2 de la. primera v--a.rilla del �1anipulador 



3.4.3.3 Modelado del Actuador No. 3 de la segunda varilla del Mani

pulador 

En la figura 3.8, se muestra el servomotor DC3 correspondiente a la segunda 

v-arilla. En la misma figura se muestra el circuito eléctrico del servomotor DC3, 

controlado también por la armadura. Dicho servomotor se encuentra ubicado 

en extremo de la primera varilla. Para obtener la ley de control para la tercera 

entrada se procede de la misma manera que para el primer senromotori obteniendo 

de esta manera: 

donde: 

VA3 

Figura 3.8: Servomotor DC3 de la segunda varilla del .Manipulador 

� 
Rn =

K J{ n:-$ rn3 A3 

(3.25) 
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N _ 11<Jl{t,,:J
T3 - KA'l

T:J = H.1.2ib + ll3:1ii.1 + C:J + d3 

3.4.4 Modelo en el Espacio Estado 

La ecuación dinámica del m.anipulad.or obtenida en 1.a..., ecuaciones (3.14), 

(:3.15) y (:3.16), se reprreenta. en el eh-pac:io de estados mediante ]a sig11iente asig

nación de variables: 

Xr., = lJ2 

donde: 

:r.1= posición ang1.tla.r de ]a. base 

x:1= posición a.ng1.tlar de ]a. seg1.mda varilla. 

x5= velocidad ang1.tla.1· de la primera. varilla 

x6= velocidad a.ngu]a.r de la seg1mda varilla. 

(:3.20) 

(3.27) 

(:3.28) 

(3.29) 

(:l.:30) 

(3.31) 



La ecuación no lineal para sistemas multivariables es: 

x = f(x) + G(x)u (:3.32) 

su representación en forma matricial: 

X¡ f1(x) o o o 

x2 f2(x) o o o 

x3 h(x) o o o [ v,(x) l
+ u"l(x) (3.33) 

X4 f4-(x) 941 (x) o o 

f5(x) o 952(x) 9�l(x)
u3(x) 

X5 

x6 ,fo(x) o 962(x) 963(x)

reemplazando las ecuaciones (3.26) y (3.29) en la ecuación (3.23) se obtiene u 1

en variables de estado: 

(3.34) 

así mismo, reemplazando las ecuaciones (3.27) y (3.30) en la ecuación (3.24) se 

obtiene u2 en variables de estado: 

(3.35) 

de la misma manera, reemplazando las ecuaciones (3.28) y (:1.:n) en la ecuación 

(3.25) se obtiene ·u.3 en variables de estado: 

(3.36) 

la ecuación dinámica del manipuladm· obtenida en las ecua<.,"'i.ones (3.14), (3.15) y 

(3.16), también se representa en variables de estado: 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

posteriormente, se ree1nplaz.a la ecuación (3.37) en (3.34) y se obtiene la primera 

entrada u1:
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posteriormente, se reemplaza la. ecuación (3.38) en (3.35) y se obtiene la segunda 

entrada 7½: 

·u2 = Rri( Je42Xs + Be42Xs + H 22Xs + H '23:i:,6 + C2 + d2·) + N·r2Xr, + Cc1 ·1i-2R1 ·2sign( Xs)

{3.41) 

finalmente, se ree1npl�a la ecuación (3.39) en (3.36) y se obtiene la tercera en

trada ·tt3: 

U�i = Rr..i(JF,q�lx6+ BP.l]_�\X6 + H�l2X5 + H��lx6+C:�1+d�1) + Nr..\X6+C:r.:.in�\Rr3sign(x6) 

(3.42) 

así mismo de (3.40) se obtiene: 

. ·u1 - RnBeq1X4 - Nr1X4 - RnC1 - Cc1n1Rnsign(x4)
X4 = 

Rr1(.lcql + Hn) 
(3.43) 

de (3.41) y (3.42) se obtiene Xs y :i:,6: 

. Rn(Je;:i3 + ll33}u2 - RT2H23·u3 - Rr3(Jeq3 + H3.1)Q2 + RT2H23Q3 
(3.44) X5 = 

Det 

x
_ -R,.�H32u2 + Rr2(Je.q2 + HZ'i)·u3 + RnH32Q2 - Rn(Jff/2 + H22)Q3

6-
Dd 

(3.45) 
donde: 

finalmente reemplazando las ecuaciones (3.29), (:t30), (3.31), (3.43), (3.44) y 

(:l.4.5), en la ecuación (3.33) se obtiene:

fi(x) = X5

h(x) = X6

¡
4(x) 

= -(RnBeq1 + Nn ± Cc1n¡R:n)X4 - R:nC1

Rn(Jt�1 + H11) 

� ( ) = -Rr3(Je.q3 + ll33)Q2 + Rr2Il23Q3
J5 X 

D et
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941(x) 

g53(x) 

1 

Rn(Jeq1 + Hn) 

Rr3(Jcq3 + 1133) 
Det 

-Rr2H23
Det,

-RnH32
De:t

como la planta tiene tres salidas se tiene: 

y = [ � 
o o o

1 o o 

o 1 o

X1

o 

n
1:2

o 
X3 

X4 

o 
X5 

X6 

3.4.5 Comportamiento del Manipulador [2],[3] 

(3.16) 

Para desarrollar la simulación del comportamiento del manipulador de 3DO F 

se usará el Robotics Toolbox para MATLAB versión 6. Este Toolbox está basado 

en los parámetros de Denavit-Hartenberg y los métodos generales que representan 

la cinemática y dinámica de los manipuladores robóticos. En el toolbox incluye 

ejemplos de robots conocidos como eJ Puma. 560 y eJ Stanford, que es Ja. base 

para e jecutar la animación de cualquier otro manipulador. La descripción del 

manipulador puede ser elaborado por la mat1iz aumentada, la inercia de los es

la bones, la inercia del servomotor y los parámetros de fricción. Ta] matriz provee 

un significado conciso para describir y facilitar la inve.stigación del modelo del 

manipulador, lo cual permitirá simular los resultados. El toolbox también provee 

funciones para manipular datos como vectores y transformaciones homogéneas los 

cuales son necesarios para representar la posición y orientación en 3 dimensiones. 
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3.4.5.1 Animación del Manipulador 

La animación del manipulador trabaja con los comru1dos establecidos en el 

Robotics Toolbox para MATLAB [3]. Para ejecuta,r la animación del manipulador 

de 3DOF se necesitan de 2 archivos, los cuales han sido desarrollados en MATLAB 

6.0, teniendo c,'Qmo base el robot Puma 560. 

• El programa. RoboL3dof.m, contiene los pa.rámetros Dena.vit-Hartenberg,

inercias y masas del manipula.(lor, ademtís de los valores de los momen

tos de inercia, coeficiente de fricción viscosa y fricción de Coulomb de los

servomotores correspondientes a cada grado de libertad.

• El progTama anima_3dof.m, contiene en su menú la animación del mani

pulador y otras funciones como por ejemplo cinemática directa, cinemática

inversa, dinámica directa, dinámica invers� etc

Los programas descritos se encuentran en el CD-ROM adjunto a e.b"te trabajo de 

tesis. 

3.4.5.2 Uso del Toolbox para la animación 

Al correr el programa anima_:'Jrlof m se obtiene las figuras 3.9 y 3.10: 

Al pulsar en la figura 3.10, el "Menú de Funciones del Robot de 3DOF" el 

pushbutton .A_Nl�iIACION, se obtiene en la figura 3.9 la animación del robot de 3 

DOF, el cuaJ realiza el movimiento simultáneo de cada DOF. Cabe indicar que el 

movimiento que realiza el manipulador es de acuerdo a la posición (radianes) que 

se le da en el progTama RoboL3do f, y no lo ejecuta con el algoritmo de control 

no lineal empleado en el trabajo de tesi'3. 

Al pulsar el pushbutton TRAYECTORJA1 el manipulador se moverá desde un 

ángulo cero hasta la posición dada ( qr), grafi.cand.o una trayectolia polinómica 

para la posición velocidad, aceleración, que está dada por defecto usando la 

función "jtraj()", pru-a cada grado de libertad. 

Al pulsar el pushbutton TRANSFORIVIACIONES, se obtiene las translaciones 

usando la función "transl(0.5,0,0)" y rotaciones usando la función "roty(pi/2)" 

y "rotz(-pi/2)", en dirección de los ejes coordenados X, Y o Z, así mismo se 

realiza multiplicaciones entre translaciones y rotaciones. La orientación también 

se expresa en ángulos de Euler mediante la función "tr2eul(t)". 
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Figura 3.9: Robot de 3DOF para la animación 

y�;�ipY{�i1�!7:l-:_:�_ 
-'�;����:--,n:
:"<:PS·-�{��:�-�,: ;, __ ;I

Figura 3.10: Menú de funcione:; del Robot de 3DOF 
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Al pulsar el pushbutton CINEMATICA DIRECTA, calcula. la. cinemática. 

usando la función "fkine()" y retorna la matriz de tran...-úonnación homogénea (T) 

conespoudient-e por cada conjunto de coordenadas. Usando la función njtraj()' y 

la. fW1ción ''squeeze", se gráfica. la trayectoria del manipulador en la.<-:i coordenadas 

X, Y, Z vs. el tiempo; ru_..i' mismo se puede gTa.fic:ar la tnwectoria del manipulador 

en la coordenada X vs. la coordenada Z. 

Al pulsar el pushbutton CINEMATICA ThTVERSA, pri1neramente genera la 

transformada homogénea (T) con la función n fkine(}", para generar después con 

la función "ikine()" la cinemática inversa. 

Al pulsar el pushbutton JACOBIANO, calcula la velocidad en la base con la 

función "jacob0()" y la. velocidad en el extremo del manipulador e.on la función 

"jacobn()" a partir de Jas posiciones (q) de loo eslabones. 

Al pulsar el pushbutton DINAtHCA INVERSA, calcula y grafica el torque 

para cada grado de libertad con la ecuación '�tau=rne()" a partir de la posición 

(q). velocidad (q) y aceleración (ij), donde '1 rne" es la función que caJcuJa. el 

algoritmo recursivo de Newton-Euler. De igual manera se grafica. los componentes 

que conforman el torque como la matriz de inercia usando la función ,, inertia()" 

y la fuerza de gTavedad usando la función "gravload()". 

Al pulsar el pushbutton DINAlVUCA DIRECTA, grafica y simula el movimien

to del manipulador usando la ecuación "'[t q qd] = fdyn()", donde la función 

"f dyn" calcula la ecuación dinámica directa del manipulador. 
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Capítulo 4 

Diseño Controlador No Lineal 

4.1 Herranrlentas de Geometría Diferencial Los métodos de gemuetría diferencial son principalmente aplicados a procesos no lineales para determinar si tales procesos son liuealizables por realimentación de estado; esto es si la descripción dinámica de un proceso en particular puede ser linealizada despué.s ele una transformación adecuada de coordenadas y la realimentación del vector de estado al p1·oceso no lineal De acuerdo a la temünología usada en la geometría diferencial, llama.remos a una función vectorial n dimensional: 
[ fi(x) l [ fi(x1, ... �xn) l

f{x) = : = : jf n(x) f n(X1, · · · ,  Xn) (4.1) 
un campo vectorial, si para cada función vectorial f le corresponde un campo de vectores en un espacio n dimeru.ional Rn. Posteriormente, solo trataremos con campo vectoriales suave.-s de la fonua f(x), lo que significa que tales vectores poseen derivadas parciales continua5 de cualquier orden. Suavidad también se aplica a ftmciones. El gradiente de una función escalar suave h(x) es definida como: 

Vh(x) = �h = [ rJh(x) . . . ¡;;:2 ]ax o:r,1 

Los elementos de V h, son: 
oh 

(Ylh)i = -. -
ch;i 

(4.2) 

Similarmente, el Jacobiano de f(x), de elementos: {Vf)iJ = f.Jf;./oxj , es definido como: 
Vf( ) = af(x)

X 

é)x 

r l)fi(x) 1)/](x) 
ih:-1 '-lx2 

8h(x) 8/-Ax) 
8-::r.1 8::r.2 

.IJ/](x) 
th:.,. (4.3) 
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4.1.1 Derivada de Lie y Corchete de Lie [13], [14] 

Derivada de Lie 

La derivada. de Lie de una función escalar h(x) con respecto a. un campo vectorial 

f(x) es una nueva función escalar L1h definida como: 

ah ah 
Lrh = Vhf = -.. -f1 + ... + -.. -fn

OX1 OXn 
(4.4) 

Obsérvese que la derivada de Lie es el producto interno entre Vh(x) y f(x). Las 

deriv-adas de Lie repetidas pueden ser formuladas en forma recursiva: 

L'Jh = h 

(4.5) 

Si f y g son campos vectoriales, luego: 

LgLf = \7(Lr)g (4.6) 

Corchete de Lie 

El corchete de Lie de dos ca1npos vectoriales f y g es otro campo vectorial (f, g], 

definido C.X)lllO:

[f,g](x) = Vgf- vfg (4.7) 

La notación Mfg es frecuentemente usado en vez de [f,g). Los corchetes de Lie 

repetidos pueden ser formulados en forma recursiva: 

ad¡g= g 

. ·-1 acfrg = (f, ad;, g], para i=l,2, ... (4.8) 

Si f, f1, f2, g, g1, g2, son campo vectoriales suaves
1 

<x.1 y <x.2 son constantes 

escalares y h(x) es una función escalru.· suave de x, podemos enunciar las siguientes 

propiedades del corchete de Lie: 

1) Bilinealida.d:

(4.9) 
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2) Anticonmutatividad:
[f,g] = -[g,f] (4.10) 

3) Identidad de .Jarobi:

(4.11) 

4.1.2 Difeomorfismo y Transformación de Coordenadas 

[13], [14] 
Una función él> definida en una región n es conocida como un difeomorfisrno 

si ambos, if> y su inversa if>-1 son funciones suaves. Si la región n es igual a R n
( el espacio total), entonces if> (x) es lm difeomorfismo global. Por otro lado un 
difeomorfismo local es definido solo en un campo finito de un punto dado Xo· 

Una función suave if>(x) definida en una región nen Rr. es un difeomorfismo 
local si la matriz Jacobiana Vx es no singular en un punt.o x = Xo de la región 
n. 

Empleando un difeomorfismo, podemos transfonnar los estados de un proceso 
no lineal dentro de un nuevo conjunto de e.<,1;ados correspondientes a la trans
formación de un proceso no lineal. Consideremos lm proceso no lineal SISO 
( single-input-single-output) <lf',sclito por: 

x = f (x) + g(x)u, y = h(x) (4.12) 

donde la entrada. simple es ·u y la salida. simple es y. Definiremos ah01·a un nuevo 
conjunto de estados z = if>(x). EjecutaJldo la diferenciación en z: 

donde: 

éJif> 'lif> 
z = /Jx x = � (f(x) + g(x)u) = f*(z) + g*(z)-u., y= h*(z) 

f* = <*f ax 

g* = I.J+ gljX 

h* = h 

(4.13) 
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4.1.3 El Teorema de Frobenius [13], [14] 

Sea f1, f2, ... , f,n un conjunto de campos vec:toriales linealmente independientes 

en Rn . El Teorema de Ftobenius establece que tal conjunto es completamente 

integrable sí y sólo sí es involutivo, según se explica posteriormente. 

El conjunto de campos vectoriales definidos anteriormente completamente in

tegrable sí y sólo sí existen (n - m,) funciones escalares h1(x), h2(x), ... ,h-n-m(x), 

que satisfacen el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales: 

V h¡fi = O, l < -i < n - ni, I < j < 1n (4.14) 

donde los gradientes Vh1, Vh2, ••• ;Vlin--m, son también linealmente independi

entes. 

El conjunto de campos vectoriales considerado es llamado a ser involutivo sí y 

sólo sí hay funciones escalares Oijk en R (el espacio unidimen.'5Íonal) satisfaciendo: 

[f;, fi] (x) = 'E o,;jk(x)/;(x), V i, j
k=l 

(4.15) 

La última ecuación indica que el campo vectorial resultante (f; r fj](x) es una 

combinación lineal del conjunto original de campos vectoriales f1, f2, ... , f171 • De 

(3.15), tenemos los siguientes postulados: 

1) Los campos vectoriales constantes son siempre involutivos porque el corchete

de Lie para dos vectores f y g resulta [f, g] = O, el c:uaJ puede ser represen

tado como una combinación lineal de los caro.pos vectoriales f1, f2, ... , f,n .

2) Un conjunto compuesto por un sólo campo vectorial fes involutivo porque

[f, fJ = O.

3) El conjunto de los campos vect01iales fh f2� ... , Írn es involutivo sí\/ x y\/ i, j:

rango[f1 (x) ... fm (x)] = rango[f1 (x) ... fm(x) 1 [fi(x), f;(x)J] 

donde Ja notación rango [.] representa eJ rango de ]a matriz formada por Ja 

columna de Jos campos vectoriales. 
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4.2 Linealización por Realimentación para Pro

cesos SISO [7], [12], [13], (14] 
Esta sección presenta la metodología para diseñar controladores estables basa

dos en la linealización entrada-salida de proc'eSos SISO no lineales, los cuales 

pueden ser descritos poi·: 

X= 

x = f(x) + g(x)u� y= h(x) ( 4.16) 

donde x es el vecto1· de estado de orden n x 1, u eB la. señal de control o entrada, 

y es la salida del proceso, f y g son campos vectoriales suaves de orden n x 1 y h 

es una función suave que describe la salida. 

4.2.1 Condiciones para Linealización 

El proc-eso no lineal descrito en la ecuación (3.16) es linealizable sí y sólo sí 

las siguientes condieiones son verdaderas para una región fl: 

1) Los campos vectoriales g, cul[g, ... , cur¡-1

g, son line.almente independientes

euf!

2) El conjunto g, ad�, ... , a<.t¡-2g es invoJutivo en n

Para procesos lineales SISO: 

f(x) = A

g(x) =B 

donde A de orden n x n y B de orden n x 1 son las matrices de e,"'tado y control ( o 

distribución) respectivamente. La primera condición arriba mencionada, puede 

ser interpretada como la condición de controlabilidad de un proce.so lineal de la 

forma: 

x=Ax+Bu, y=Cx ( 4.17) 

El sistema (3.17) es controlable si su matriz de controlabilidad Q posee rango 

total; es decir: 

rango (J = rango[B AB ... A n-1B] = n ( 4.18) 

49 



Por consiguiente la primera. condición descrita arriba puede sex interpreta.da. como 
la Condición de Controlabilidad Genemlizadlt para procesos no lineales.

4.2.2 Grado Relativo del Proceso 

Diferenciando la saJída y de (3.16): 

iJ = '7h(x)(f + gu) = Lrh.(x) + Lgh(x)u 

Si L
g

h(x) -=/:- O para algún x = Xo, entonce.; la si_�ente transformación de entrada:

·u = 
Lg

t
(x) 

( -Lrh(x) + v)

genera una relación diferencial lineal entre la salida y y la nueva entrada v de la

forma: 

y=v 

Caso contrario si L
g

h( x) = O para todo x, la diferenciación de y resulta: 

y = L�h(x) + L
g

Lrh(x)u 

Si L
g

Lrh(x) = O para todo x, necesitamos diferenciar jj y así sucesivamente y<3),

y(4), ••• , y(i), como sig11e: 

(i) _ d!y _ i i-1 · , 

y - dtí - Lrh(x) + L
g
L

r 
h(x)u

hasta que para alg;ún entero r = i y para alg;ím x = .xa: 

En esta situación, sustituyendo la ley de control: 

en: 

g;enera una relación diferencial lineal entre la salida y y la nueva entrada v de la

forma: 

(. } d"y y r =-=vdtr 
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Por lo tanto, un proceso SISO posee un grado relativo r en w1 punto �r.0 de una 

región n, si para todo X E O: 

LgL�h(x) = O, O < i < r - 1 (4.19) 

( 4.20) 

Observe que r es el número de diferenciaciones ejecutadas en la salida y. En 

general r < n (donde n, es el orden del proc-eso). Si r = n, la linealización 

entrada-salida se denomina exacta. 

4.2.3 Forma Normal SISO para Linealización Exacta 

El proceso no lineal (4.12) puede &-er tran.'3fonnado a una forma normal 

usando los resultados establecidos en la subseccíón 4.1.2. La line.alización exacta 

de un proceso no lineal descrito por ( 4.12) ocurre cuando el gTa<lo relativo r es 

igual al orden n del proceso. Para linealizadón exacta, la transformación de 

e.stado: 

Zt </>i (x) h(x) y 

Z2

= �(x) = 
<f>2(x) Lrh(x) y 

( 4.21) Z= 

"' ·'-'n </>n (x) Lc'h(x) y(n) 

origina la siguiente ecuación de estado: 

Z= 

y= 
Z1 (4.22) 

Zn-1 

b(z) + a.(z)t,, 

donde: 

( 4.23) 

51 



4.2.4 Ley de Control SISO para Linealización Exacta 

Consideremos la. sig1.riente ley de control linealizru::la: 

1 
u= -

( )
[-b(z) +u] 

a, z 
(4.24) 

donde v es una nueva entrru::la a ser determinada, a(z) y b(z) son dadas por 

(4.23), y z es el estado linealizado. Sustituyendo (4.24) en (4.22), llegamos a la 

representación canónica lineal inv-ariante en el tiempo: 

donde: 

o 1

o o 

M= 

o o 

o o 

o 

1 

o 

o 

z=Mz+Nv, y=Cz 

o o 

o 

N= c=[10 ... oo] 
1 O 

O 1 

La función de transferencia del proceso linealizado es: 

y(s) = H(s) = C[sI - M]-1N = _!_ 
v(s) sn 

(4.25) 

(4.26) 

donde s es el operador de Laplace. La entrada 1.1 puede ser diseñada empleando 

la técnica por ubicación de polos en el sistema lineal e.qlrivalente dado en ( 4.25). 

Luego, la entrada real u se calcula usando (4.2"-l). Empleando (4.26), el sistema 

lineal equivalente se puede describir como: 

'lJ = <.f!ly = ·y(n) = 1in) + K1
·y-(n-l) + ... + K -1fi + K ,¡; dtn • , n .:;1 n.:;1 (4.27) 

donde p(t) es la. trayectoria deseada e y(t) = p(t) - y(t) <...."S la scüal de error de 

seg1.rimiento. La ecuru:::ión característica del sib---t-.ema lineal equivalente e,s halla.da 

de: 
,-(n) 

+ K ,-(n-1) 
+ + K� . � + K� ,- - o Y 1 Y · · · n-1 Y nY - ( 4.28) 

Para un comportamiento asintóticamente estable, (..'Oll fj = (p - y) ----+ O para 

t - oo, ninguno de las raíces de ( 4.28) debe ser localizado en el lado derecho

del plano s, incluyendo el eje imaginario. Los párametros del controlador Ki, 

.52 



i = 1, ... , n son seleccionados para encontrar tales requerimientos. La. entrada v
toma la forma (tener presente que ¡,(l) = dv/dt y v<0> _ r,):

donde:

V = J)(n) + L KiJ>(-n-I) - Kz
i=l 

K = [ I<1 • • • I<n ] , z = 

yfn,-1) 

y(n-2) 

y 

(4.29)

4.3 Linealización por Realimentación para Pro

cesos MIMO [13], [14] 

4.3.1 Modelando Procesos Cuadrados No Lineales 

Un proceso no lineal MIMO, es llamado cuadrado cuando el número de en
tradas del proceso es igual al número de salidas del proc.-eso. El proceso cuadrado
a ser considerado se describe como:

donde:

nt 

x = f(x) + G(x)-u = f(x) + ¿ gJ(x)-ui{x) y= h(x)[ �
l 

lX= 

Xn 

h=

j=l 

U= 

[ 

U

¡ l 
[ 

Y
1 

l: y= :
'U.m Ym 

G = [ g1(x) . . . gm(x) ]

(4.30)

donde x es el vector de estado de orden n x 1, u es el vector de control de entrada
( de componentes ·u-i) de orden m x 1, y es la salida del vector ( de componentes
Yi) de orden m x 1, fes un campo ve<.,"torial suave de orden n x 1, h es un campo
vectorial suave de orden rn x 1, y G es una 1natriz n x m, cuyas colwnuas son los
campos vectoriales gi de orden n x l. Los c-,omponentes de g y h son funciones
suaves.
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4.3.2 Grado Relativo Total 

El proceso curu:lrado descrito por (4.30) posee un fJrn.<lo rela.ti'vo total 

r = r1 + ... + Tm, [12], [13], [14) sí: 

1) Para todo x ah-ededor de :xo:

2) La siguiente matriz 1n x mes no singular en x = :xo:

L
g1 L;1-1 h 1 (x) Lg.,,.L'?-1 h. 1 (x) 

A(x) = 
L

g1 
L;2-1h,i(x) L

g
.,.L?-1h,i(x) 

r l ( · L
g1 

L/"- h.m x) Lg"'L;=-
1 
li.m(x)

(4.31) 

de A, podemos decir que <" •. a.da entero ri está relacionado con 

el proceso. Tambien notamos que Ti es el mínimo número de 

diferenciacion � jecutadas en la salida Yi., requeridas para que las componentes 

ezcan. La no singularidad de A(x) en x = x0 es la versión 

multivariable . la condición impuesta por ( 4.20). 

4.3.3 Forma Normal para Linealización Exacta MIMO 

Si el gTado relat.ivo total de un proceso cuadra.do descrito por (4.30) es r, 

luego: 

r = r1 + r2 + ... + r m < n 

La linealización exacta de un proceso nolineal MIMO descrito por (4.30), ocurre 

cuando el grado relativo total : r = r1 + ... + r.,,, , es igual al orden n del proceso; 

es decir, la dimeru:,ión n del vector de estado. Para linealización exacta, se tiene 

la siguiente transformación de estado z: 
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donde: 

Z=�(x) = 

</>1 (x) 

<Pr1 (x)
1/11{x) 

i./ir,-¿ (x) 

6(x) 

Zr-1+1 

<P1 (x) = h1 (x) = Y1 (x); q,._¿(x) -: Lrh1 (x); ... ; <J,,.-¡{x) = L;1-1 h1 (x)
1P1 (x) = h2(x) = Y2(x); -,J;,i,(x) = Lrh2(x); ... ; �b,.Ax) = L?-1h,Ax) 

fa(x) = hm(x) = Ym(x); 6(x) = Lrh,n(x)· ... · tr..,, (x) = L?'-1hm(x) 

da lugar a las siguientes ecuaciones de estado: 

ill = </J1 (x) = 4'2(x) 

(1·1-l) j_ ( ) Á. ( ) 
Y1 = '{f'r1-l x_ = �ff'J X_ 

yiri) = <far1 (x) = L?h1 ( �-l (z)) + L L�L;i.-1 h1 c�-l (z))uj 
j=l 

il2 = �1 (x) = ·1¡!,2(x) 

yt2> = ,,¡,,'J.(x) = L?l½(�-1(z)) + L Lgi L?-1
h..1(�-

1 (z))uj

j=l 

(4.32) 
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(r -1) · ( · ( · Ym= = �r.,., -1 x) = €r..,. x)

·rn

Y!::"')= (r ... (x) = L;"'h,n(4>-1 (z)) + L LgiL;,..-1 hm(<I>-1 (z))'uj
j=l 

4.3.4 Ley de Control de Desacoplamiento MIMO 

( 4.33) 

Es importante señalar que el g,Tado relativo ri, i = 1, ... , rn, es el entero 
más pequeño requerido para que por lo menos una de las entrad.as aparezca en 
(ver( 4.33)): 

·rn

<�·,) - Lr·h (..T,.-1 ( -)) + "L Lr,-] h (..T,.-J ( )) Yi - f i 'P z L..- g
j 

r ..¡ 'P z u; 
j=J 

Conside.remos ahora. la siguiente ley de control d.t�sacoplada: 

u= A-1(z)[-B(z) + v] (4.34) 

donde v = 
[v1 .. :umf, es una nuev-a. entrada a ser determinada, y A( z), ( ver ( 4.:31)), 

y B(z) son mat1ices con elementos: 

bi = L?hi((<I>-1(z)), 

°'ii = Lg,L?-1 h_7(éf>-
1 (z)), 

·i = 1 1 ••• , 1n 

i,j 
= 1, ... ,m 

respectivamente. Sustituyendo los elementos de ui, i = l, ... , m (ecuación (4.34)) 
en ( 4.33), se obtiene la representación canónica lineal invariante en el tiempo del 
proceso MIMO; es decir,. la ecuación ( 4.33) <--ou: yt·) = V¡.

Por otro lado, de la relación y(s) = H(s)v(s), se puede demostrar que la trans
ferencia H(s), del proceso linealizado MIMO [13]: 

l/sr1. o o 

H(s) = o 1/::r¿ o 

( 4.:35) 

o o l/s'l"m 

lo cual significa que :vt·) = d:·yi/dt.,.• = vi, i = 1, ... , m ·donde cada entrada 'Vi

es diseüad.a por ubicación de polos aplicado al correspondiente subsistema lineal 
equivalente. Tal subsib""tema puede ser seleccionada e.orno: 

i = 1, ... , m (4.36) 
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donde A(t) es la. i-ésima. trayectoria dese.ada e iJi(t) = Pi(t) - Yi(t) es el i-ésimaseñal de error de seguimiento. La i-é.sima ecuación caracterfu--tica del subsistema es: 
,-(r;) + K� -(ri-1) K� 

.:. K� 
-

- o Yi i,lYi + ... + i,r.-lYi + i,r.Yi - ' i = l, ... ,ni (4.37) 

Para comportamiento asintóticamente estable es decir con f/i - O o y1 - Pi para 
t ---+ CX), ninguno de las raíces de ( 4.37) debe ser localizado en el Ja.do derecho del plano s, incluyendo el eje imaginario. Los párametros del controlador I<i,j; i = 1, ... , rn; j = 1, ... , ri, son seleccionados par.a encontrar tales requerimientos, yla entrada Vi tomará la forma: 

donde: 
K¡ = [ ](-¡r., 

r, 

V
.= p· �r,) + � K�- -p�r,-i) - K.-z- . 1 
1- 1- L._; i.,1 .,. , "' t. = , ... , ni

· · · J(i r ]' . 

j=l 

Zí =

[ Yt�-i) l
Yi 

·í=l, 

( 4.38) 

(4.39) 
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Capítulo 5 

Siniulación con Matlab 

En esta sección se muestran las simulaciones del sistema de control no lineal 

multivariable de tres entradas y tres salidas t por realimentación de estado para 

el SRM de 3DOF. 

Para obtener las simulaciones respectiv-ds se ha tenido en cuenta: 

l. El modelo en el espacio-estado, visto en la subsección 3.4.4.

2. El dise.ño del controlador no lineal multiv-ariable basado en el método de

linealización exacta por realimentación de e,i;ado, visto en la subsección

4.3.4. Su diagTama de bloques se ilu.-rtra en la figura 5.1.

3. La progTamación del algoritmo de control no lineal realizada en MATLAB.

Referencias 

V n 

CONTROL 
y 

P1 REALIMENTACIÓN 
LINEAL 

.... .... ROBOT ... .... ... NO LINEAL 
v=v(p,z) u=u(z,v) 

� � 
l 

X 
p3 

z z 

z==e(x) 

Figura 5.1: Diagrama de bloque, del controlador no lineal 

El diagrama de bloques de la figura 5.1 e.s explicado de !a siguiente manera: las 

variables de estado x del proceso no lineal (robot manipulador esférico de 3DOF) 

generan un cambio de coordenadas en una nueva ecuación de estado z. Con dichas 

variables realimentadas y las tres referencias P1., p2 y p3, se determinan las nuevas 

señales de control lineal v, mediante la técnica por ubicación de polos. Así mismo 
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con estas señales de control v y con las variables de estado realimentadas z, se 

generan las señales de control real u que intervienen en el proceso no lineal. 

Basado en los conceptos anteliores se han realizado las simulaciones utilizando 

el programa MATLAB [10), [11]. El desarrollo de las simulaciones se ha dividido 

para control de trayectoria constante y para control de trayectoria senoidal. 

5.1 Caso 1: Control de Trayectoria Constante 

Para esta simula.cíón se ha asumído lma trayectoria constante con los sig1.rien

tes datos: 

• Condiciones iniciales:

:1:1 = O, (base)

x2 = O, (lra. v-arilla)

x3 = O, (2da. varilla)

• 'fi·ayectorias deseadas:

PI = 1r /2, posición angular de la base

P2 = 21r /3, posición angular de la p1imera varilla

P3 = 1r, posición angular de la segunda varilla

• Polos usados:

para la base: -8 y -8

para la primera varilla: -6 y -6

para la segunda varilla: -6 y -6

• Tiempo de muestreo:

T = 0.010 seg

5.1.1 Linealización por R�.alimentación 

Un sistema no lineal multivariable de orden n de m entradas y m salidas es 

completamente lineali2-able y desacoplado sí su grado relativo total es: 

r = r1 + ... + rm 

Si el grado relativo total r, es igual al número de orden del si,-:;tema o sea "r = n", 

entonces se a.plica el método de line.a.lización exacta. Aplicando los conceptos ele 

geometría diferencial [7), (13), [14), [15), determinau1os el grado relativo total. 
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5.1.2 Determinación del Grado R.elativo Total: r 

Aplicando los conceptos de las subsecciones 4.2.2 y 4.;t2, se obtiene: 

• Primera salida: y1 = h1(x) = x1. La segunda deriV'ada de y1, es diferente

de cero, por lo tanto el grado relativo de r1 = 2

• Segunda salida: !h. = h,l(x) = x2. La S(->.gunda deriV'ada de y2, es diferente

de cero, por lo tanto el g,Truio relativo de r2 = 2

• Terc.era salida: y3 = h3(x) = x3. La segunda deriv-ada de y3, f'.S diferente de

cero, por lo tanto el grado relativo de r3 = 2

• Grado Relativo Total: r = r1 +r2 +r3 = 6, que e.s ig·ual al orden del sistema,

por lo tanto se puede aplicar el método de linealización exacta.

5.1.3 Forn1.a Normal para Linealización 

Aplicando los conc,-eptos de las suhsecciones 4.2.3 y 4.3.3, se obtiene la. trans

formación de coordenad.as z = <l>($), en la siguiente forma matricial: 

h1(x) X¡ Z¡ 

L1h1 (x) X4 Z2 

z = <I>(x) =
h2(x) X2 Z3 

L¡h2(x) X5 Z4 

h3(:z:) X3 Z5 

L1h3(x) Xf.i Zf.i 

por lo tanto la nueva ecuación de estado es: 

i1 Z2 

Z-2 V] 

Z3 Z4 
(5.1) ?' -..,-

24 'l.l!a

Z5 ..,,4<,

Z6 1!3 
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5.1.4 Diseño del Controlador No Lineal MIMO 

Pru-a Ja nueva ecuación de estado (5.1) y aplicando la ecuación (4.36), se ob

tiene las nuevas entradas lineales equiv--dJentes 'IJJ, -v2, y ·u3, y son expresadas de la 

sig1.riente forma, [12], [V�], [14]: 

donde: 

(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

P1, P2 y 1>3: trayectorias deseadas para la primera, &'egunda y tercera entrada 

fü: error en la primera salida 

fh: enor en la segunda salida 

·fjJ: error en la tercera salida

así mismo se tiene las siguientes equivalencias:

fh = P1 - YI, X¡ = yi, X1 
= 

X4 

reemplazando (5.5) en (5.2), se obtiene: 

de la misma manera, reemplazando (5.6) en (5.3), se obtiene: 

finalmente, reemplazando (5. 7) en (5-4), se obtiene: 

se sabe que para trayectoria constante se tiene: 

P1 = P2 = P3 = P1 = i>2 = P-J = o 

reemplazando estos datos en (5.8), (5.9) y (5.10) se obtiene: 

(5.5) 

(,5.6) 

(5.7) 

(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 

(5.11) 
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(5.12) 

(5.13) 

donde, J{h I<2, J(h I<.i , 1(5 y 1(6, son los va.lores de la. ecuación c:a.n:u::terÍb1:.ica. que 
depende de los polos de] sib"i.ema. lineal equiva.le.nte. 
Con (5.11) y (:3.40) se obtiene la ley control u1 para. la. primera. entnu.la..: 

(5.14) 

con (5.12) y (:3.41) se obtiene la. ley contJul 1'2 para. la. seg1mda entn:u:la.: 

(5.15) 

finalmente con (5.1:J) y (:3.42) se obtiene la. ley control u3 para. la. tercera entnu:la.: 

donde: 
P1 = Rr1 (Bt'-'ll :1:4 + C1) + NTI x4 
P2 = R7'2(Be.q2Xr, + C:2 + d2) + NT2Xr, 

P:l = Rr.1(Bt,q.lx6 + c::l + d:1) + Nr:lx6 

Jeql = n¡ J,n.l + J91 

B 
·1 B Beql = 7t¡ ml + gl. 

Jeq'l = 1l� J.,n2 + J g'J.

Ber¡i = n� B,u2 + Bg2 

Rr:1 
7l3l(TJ&..'lK A'l 
n1I<b1 

KA1.
n2Kb2 

KA2 
,1,;1K1,:,1 

(5.lfi) 

Nr:1 - K
H11 = a1 +A.�c.o.il(lh) + a:lcmf(lb +lb)+ a.ic.o.-,2(Ch) + 2<1-r,cos(lJ2)c.os(lJ2 + q:l)
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H2:l = H2:1 = °':l + ar,cos( q:1)

H.1,:l = a:i 

C:1 = -a2,s-in(2qi)'lt9'-2 - 2(a�isin(t¡i + q3)cos(t¡i + '13) + a5sin(qi + q�i)cos(q2))q1q:1

C2 = tbJS-in(q-J)cos(q.2)eff - 2a5.�n(q.l)'li'J3 - as,c,in(q.i)tE 

C's = (a�1sin(qi + q�1)cos(q2 + q�i) + a5s-in(q2 + q3)cos(q.2))qf_ + a5sin(q�i)Q'i 

d-i = '4Cos(q2) + a7cos(q2 + q�{) 

da = a7cos( íJ2 + q:1) 

a1 = 111 - 1n2L� 

a2 = 12 + 2·m,2 ½ Lc-,,.2
- m,2L�

a3 = 1:3 + 2ni:1L.lLc: - ni:iL�
�3 •Jo 

L2 a4 = 1n3 ,,

a5 = 1n�iL1.Lc,.3

<4 = 7l½9Lc_ . .,..i. + m-39½ 

a1 = ni:�9Le,,3

5.1.5 Programación del Algoritmo de Control No Lineal 

Multivariable 

Pa.111- la. programación del algoritmo de contn)l re ha usado MATLAB [11], 

teniendo como dato las condiciones inicia.les indicadas anteriormente y las ecua,.. 

ciones (5.1), (5.11), (5.12), (5.13), (5.14), (5.15) y (5.Hi). Dicho prugTa.ma. se 

muestra. en el a.péndic� B. 

5.1.6 Simulaciones 

Las simulaciones r�··pectivas son m<.lhtradas de-;de 1a. figura 5.2 hasta Ja. 5.4. 

En la. figura 5.2 re muestra. las salidas cont1-ola.das para. la. po..<;ición a.ng11la.r 

de la. base a. una. referencia. de 90°, posición angular de la p1imera va.ril1a. a. una. 

referencia. de 120'\ posición ang1lla.r de la. seg1mda. va.ri1la. a. una. refernncia. de 180º ; 

el tiempo de establecimiento para la ha..<-;e es de 1.2 seg., para la primera varilla 

el tiempo de establecimiento es de 2.1 seg. y par.a. la segunda, varilla el tiempo de 

establecimiento es de 1.5 seg. 

En la figura 5.3 se rnuestran las señales de control para el servomotor de la 

base y los servoruotores de las 2 varillas. La señal del servomotor de la ba..<-ie 
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Figura 5.2: Trayectoria com,tante: salidas controladas para. la. base, primera. y 
segunda varilla 

varía de + 10 voltios a -5 voltios por 0.5 seg., para luego aproximan-.-e a cero a los 

1.2 seg., mientras que la señal del servomotor de la primera varilla vai-ía de + 10 

voltios a -5 voltios por 0.7 seg., para luego apro:x:i.marse a -1.5 voltios a los 1.7 

seg., y finalmente la señal del servomotor de la segunda varilla varía +10 voltios 

a -10 voltios por 0.8 seg. para luego aproximarse a +0.25 voltios a los 1.5 seg.; de 

lo anterior se concluye que cuando las se.ñale.s de control se hacen convergentes el 

proceso ha sido controlado. 

En la figura 5.4 se muestra la respuesta del si5tema para la velocidad angular 

del servomotor de la base y de las 2 vdrillas, se aprecia que en el arranque la 

velocidad para los 3 casos se incrementa, para luego aproximarse a cero a los 1 

seg. para el servomotor de la base; a los 1.8 seg. para el servomotor de la primera 

varilla y a los 1.5 seg. para el servomotor de la segunda varilla. Esto significa 

que cuando dichas velocidades convergen a cero, el proceso ha sido controlado. 
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Figura 5.3: Ttayectoria constante: señales de control para los servomotores de la 

base, primera y segunda varilla 
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Figtu-a 5.4: TI:ayectoria constante: velocidad para los servomotores de la base, 
primera y segunda varilla 
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5.2 Caso 2: Control de Trayectoria Senoidal 

Para esta simulación se ha asmnido una trayectoria senoidal con los siguientes 

datos: 

• Condiciones iniciales:

X1 = O, (base)

:1:2 = O, (Ira. varilla)

X3 = O, (2da. varilla)

• 'Irayectmias deseadas:

P1 = 1rcos(21rkT/ll), posición angular de la base

P2 = 31r/2cos(21rkT/ll), posici ón angular de la lra. v-arilla

P3 = 21rc..'Os(21rkT/ll), posición ang-ular de la 2da. varilla

• Polos usados:

para la ba-,e: -8 y -8

para. la primera varilla: -6 y -6

para la segunda varilla: -40 y -40

• Tiem.po de muestreo:

T = 0.01 seg

5.2.1 Diseño del Controlador No Lineal MIMO 

Para el <liseño de] controlador no lineal MHvIO. se usan Jas ecuaciones (5.8) 

y (5.14) para la primera entrada, las ecuaciones (5.9) y (5.15) para la segunda 

entrada y las ecuaciones (5.10) y (5.16) para la tercera entrada. 

5.2.2 Programación del Algoritmo de Control No Lineal 

Multivariable 

Para la progTamación del alg01itmo de control se ha lL....ado MATLAB [11), 

teniendo c,'Omo dato la-, condiciones iniciales indicadas anteriormente y las ecua

ciones (5.1) (5.8), (5.9), (5.10), (5.14), (5.15) y (5.16). Dicho programa se mues

tra en el apéndice B. 
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5.2.3 Simulaciones 

Las simulaciones respectivas son mostradas desde la figura 5.5 ha-rta la figura 

5.7. 

En la figura 5.5 se muestra las salidas controladas para la posición angular de 

la base, posición angular de la primera v-arilla y posición ang1.tlar de la seg1.mda 

varilla, re..alizando un seguimiento a la señal dese..ada. Las señales se han fijado 

para un período de 11 seg. Las amplitudes de las señales senoidales indican el 

movimiento de la base y las 2 varillas. El tiempo de establecimiento es de 1.3 

seg. para la base, 2.5 seg. para la primera varilla y 2 seg. para la seg1.mda varilla; 

para después seguir a la trayectoria deseada. 

En la figura 5.6 se muestran las señales de control para el servomotor de la 

base, el servomotor de la primera v-arilla y el servomotor de la seg1.mda varilla. 

Las señale.s de los servomotores de la base y las 2 varillas llegan hasta ±10 voltios 

en fonna abrupta por un lapso de tie1npo de 0.51 
2 y 2 seg. Posteriormente la 

sf>...ñal de control de Ja base clisminuye en ampUtud hasta hac.Rxse bien pequeJ1a 

±1.0 voltios, pero siguiendo una aproximación a una trayectoria senoidal abrup

ta. Seguidamente la señal de control de la primera v-aiilla di5lllinuye en amplitud 

hasta hacf>...rse peque.i1a ±4 voltios, pero siguiendo una trayectoria senoidal oscila

toria abrupta. Finalme.,.nte la seüaJ de control de Ja segunda variJJa disminuye en 

amplitud hasta hacerse bien pequeña ±0.8 voltios, pero siguiendo también una 

trayectoria senoidal oscilatoria abrupta. 

En la figura 5. 7 se muestra la respuesta del sistema. para la velocidad angular 

del servomotor de la base, velocidad angmar de la primera varilla y velocidad 

ang1.tlar de la segunda v-arilla. Se aprecia que en el arranque la trayectoria de 

la velocidad se incrementa para los 3 casos por un lapso de tiempo de 1, 2 y 2 

seg. Posteriormente la velocidad del servomotor de la base disminuye en ampli

tud hasta -1.8 rad/ seg., para luego seguir una trayectoria senoidal de la rni<:>ma 

amplitud. Seguidamente la señal de control de la primera varilla di'IDlinuye en 

amplitud hasta -4 rad/seg., para luego seguir una trayectoria senoidal de ampli

tud de 2.7 rad/seg. Finalmente la velocidad deJ servomotor de la segunda varilla 

disminuye en amplitud hasta -3.6 ra.d/seg., para luego seguir una trayectoria 

senoidal con la misma amplitud. Se puede notar que para los tres casos tienen el 

mismo período de 11 seg. 
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Figura 5.5: TI.-ayectoria senoidal: salidas controladas para la ba..<;e, primera y 

segunda varilla 
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Fig1n-a 5.7: Trayectoria senoidal: velocidad de los servomotores de la base, 
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Capítulo 6 

Especificaciones Técnicas 

6.1 Introducción 

En este capítulo se tratará sobre las especificaciones técnicas para una futura 

implementación del sistema del Robot Manipulador Esférico de 3 grados de liber

tad en tiempo real, el cual se compondrá en el hardware que son los componentes 

físicos a usarse en el sistema de control y en el software que e.s el lengua.je de 

programación a m;arse para el algoritmo de control del sistema. 

6.2 Hardware del Sistema 

Los componente fü:.icos a usarse en el sistema de control serán: 

• La planta

• El actuador

• El sensado

• La Interfaz de Adquisición de Datos

6.2.1 La Planta 

El di..,;,eño del manipulador de 3 grados de libertad que viene a ser la planta se 

muestra en la figura 6.1 y estará formado por: 

• Tres servomotores DC con encoder óptico incorporado

• U na base giratoria que vendrá a se1· el primer gTado de libertad estará

formada por un disco metálico que irá acoplada con una bocina de bronce

al eje del primer servomotor que estará en posición. vertical y una barra

metálica de aluminio de sección cuadrada que irá acoplada al disco. Sobre

el extremo supe1ior de la barra irá sujeto el segundo servomotor del segundo

grado de libertad.
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• El segundo grado de libertad estará formada por una V"'ci.rilla rígida metálica

de aluminio que irá acoplada de su ext,remo inferior eon una bocina de

bronce al eje del segundo servmnotor que estará en posición horizontal.

• El tercer grado de libertad estará formada por otra V'arilla rígida metálica de

aluminio que irá. acoplada de su extremo inferior con una bocina de bronce

al extremo superior de la primera varilla y al eje del tercer sen,omotor que

estará también en posición horiwntaL

6.2.2 El Actuador 

El actuador estará formado por: 

• Tues senromotores DC de campo magnético permanente y escobillas colllllu

tadas con encoder óptico incremental incorporado. Los servomotores DC

del primer y segundo grado de libertad tend1·án las siguientes características

y se mue:::."tra en la figura 6.2:

i\ilarca TvlATSUSHITA, modelo GMX-7MCO19B

Voltage nominal: 24 VDC

Corriente en vacío: O. 7 A

Velocidad en V'acío: 255 RPNI

Relación de engranajes (n1 y n2): 18.5:1

Torque del servomotor a plena carga: 5.65 Nm

Corriente de armadura a plena carga: 7 A

Voltage de entrada del enc,'Oder: 5 VDC

Salida del enc,'Oder: 1850 pulsos/rev. de salida de eje con 2 canales en

cuadratura.

El servomotor DC del tercer gTado de libertad tendrá la siguiente carac

terística:

Marca MATSUSHITA, modelo GMX-6MPO13A

Voltage nominal: 24 VDC

Corriente en vacío: 0.2 A

Velocidad en vacío: 310 RPM

Relación de engranajes (n3): 12.5:1

Torque del servomotor a plena carga: 2.37 in-lbs
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Figura 6.1: Diseño del Robot Manipulador E'3férico de 3DOF 

72 



Coniente de armadura a plena carga: 4 A 

Voltage de entrada del encoder: 5 VDC 

Salida del encoder: 1250 con 2 canales en cuadratura 

Figura 6.2: Senromotor DC 

• Tres Amplificadores de Potencia
1 

una para cada servomotor DC, en la figu

ra 6.3 se muestra el circuito del amplificador que estará conformado por el

transistor amplificador PN2222 y el transistor preamplificador PN2907 que

están acoplados por un emi'3or común y que trabajan en la zona de corte

y saturación. Así mismo en dicho circuito se mu�"'tra dos pare.':l de conmu

tadores A1,4 y A2,3 conformado por los MOSFET 's IRFZ34 cuyo esquema

simplificado se muestra en la figura 6.4. El funcionamiento de este ampli

ficador se basa en la lógica de control para activar al circtúto de disparo,

es decir, cuando el sib"'tema de disparo cierra al conmutador A1,4 y se abre

A2,3, el sentido de la corriente es la línea con puntos induciendo de esta
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forma una tensión + ½.e en el servomotor. Luego si el sistema de disparo 

abre al conmutador A1,4 y cierra A2,3, el sentido de la corriente es la línea 

continua induciendo a'3Í una teru,i.ón -V= eu el servomotor. Por lo tanto el 

servomotor ve en sus bornes w1a onda de voltage cuadrada, variando entre 

± Vcc y la corriente que puede absorver dependerá de los conmutadores. En 

resumen de lo anterior podemos decir que el objetivo del sistema de disparo 

es realizar la conmutación de cada par A1,4 y A2,3, de tal fonna que se eviten 

cortocircuitos durante el tiempo de conmutación de A1,4 y A2;1. El circuito 

amplificador de potencia de la figura 6.2 tiene un circuito constnúdo en base 

en compuertas lógicas de tecnología TIL (Transistor Transistor Logic) que 

conformarán los circuitos integrados 7 404, 7 486, 7 408 y dos resistencias de 

500 n. Este circuito gobernará los disparos de Jos MOSFET 's de mrurnra 

que las señales PWM que ingTesan al circuito amplificador de potencia que 

tengan igual amplitud estarán siempre en nivel bajo (OFF) tal como se 

muestra en la tabla 6.1. 

Tabla 6.1: Conmutación de los MOSFET 1s. 

PWA11 PWA12 Ai A2 A�\ At 

o o OFF OFF OFF OFF 
o 1 ON OFF OFF ON 
1 o OFF ON ON OFF 
1 1 OFF OFF OFF OFF 

• 'l\·es Generadores PWM, una para cada servomotor DC, en la figura 6.5

se muestra el circuito del generador PWM que e:."'tará c01úorma<lo por el

integrado LM3524 que genera 1ma modulación por ancho de pulso a una

frecuencia de 15.4 KHz, po..<rt-.erionnent.e esta señal será amplificada por el

amplificador de potencia que alimentará al servomotor DC. Los circuitos os

ciladores 74LS123 realizarán la función de sincronización para la generación

del tren de pulsos en cuadratura, cuya'3 salida'3 se1·án las señales PWM 1 y

PWM2 que serán las entradas al circuito amplificador.
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Figura 6.3: Circuito Amplificador de Potencia 
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Figura 6.4: Esquema del circuito de disparo y éonmutación 

6.2.3 El Sensado 

El sensado estará formado por el sensor de posición y el detector de cuadrat u-

ra. 
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Figura 6.5: Circuito Generador PWN.f 

El Sensor de Posición 

El sensor de posición será el codificador óptiG'O rotatorio, y estará incorporado 

en el servomotor DC como se muestra en la figura 6.6 y en la figura 6. 7 se muestra 

los componente.s del codificador el cual e.sta.rá formado por: 

• Una fmmte de luz que puede ser un LED infraJ·ojo o láseJ·. Es e] que genera

un haz de luz perpendicular al disco.

• Un disco ranurado acoplado al eje del servomotor y ubicado entre la fuente

de luz y el dete«."'.tor.

• Un detector de luz, usualmente es un transistor ópti�o. Es el que genera un

pulso de c.'Orriente que será la entra.da a. un contador de pulsos.

• Un conformador de pulsos que convierte la sei:ial sinusoidal proveniente de

la salida del detector en señal de onda cuadrada.
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Figura 6.6: Codificador en el eje del servomotor. 

El codificador que se usará, incluirá dos pistas de marcas o ranuras en cuadratu

ra (canales A y B), cada una asociada a una fuente de luz y un transi5tor óptico 

independientes. Los canales A y B producen dos ondas cuadrada5 desfa5a<las 

±90º entre sí que se utilizan para determinar la dirección del movimiento. Por 

ejemplo si el canal B adelanta al canal A, el eje está giTando en el sentido anti

horario y viceversa. 

Las características del codificador serán: 

• Voltage de alimentación: 5VDC

• Resolución: 100 ppr (pulsos por revolución)

• Canales de salida: 2 canales TTL en cuadratura
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Figura 6.7: Estructura del codificador óptico rotatorio. 

Detector de Cuadratura 

El detector de cuadratura tendi-á como propósito identificar la posición y el 

sentido de rotación del codificador óptico rotatorio. En la figura 6.8 se muestra el 

integrado LS7083, que activ-ará la cuenta ascendente o descendente del contador 

UP /DOWN de 16 bits, dependiendo del giro del servomotor, captado por el 

desfasaje entre los trenes de pulso de los canales A y B. El contador UP /DOWN 

lo conformará dos integra.dos 74HC193, uno de ellos entregará un grupo de 8 bits 

de datos (bus A) a la interlaz de datos,en forma similai· el otro grupo de igual bits 

conformará el bus B. X 4/ X1 son las entradas de resolución de multiplicación. 

Las salidas digitales PA, PB y PC del bloque contador son datos a procesar por 

la interfaz de datos. 

6.2.4 La Interfaz de Adquisición de Datos 

La interfaz de adquisición de datos será la encargada de manejar los datos de 

entrada y salida del sistema. En la figura 6.9 se muestra el esquema de la interfaz 

de adquisición de datos con los componentes que se podrían usar cuando se realize 

la implementación del sistema. Las caracteru,"'ticas técnicas de la interfaz serán: 

• Masca: National Instruments
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Figura 6.8: Detector de cuadratura. 

• Modelo: NI 6713, insertable en la PC con Bus PCI

• Salidas analógicas: 8

• Resolución de salidas analógicas: 12 bits

• Voltage de entrada: ±10

• Frecuencia: 1 MSamples/s

• Contador /Temporizador: 02 de 24 bits

• Entrada/Salida Digital: 8

• Cable Modelo: R6868

• Bornera Modelo: CB-68LP

• Driver Software: NI-DAQ para Windows 2000/NT

• Aplicación de Software: Lab VIEW, Visual Basic, Lenguaje C++

Así mismo la interfaz que se muestra en la figura 6. 7, estará compuesto por: 

l. Tres salidas análogas (DACO, DACl y DAC2), estas salidas serán las señales

de control que se enviarán por los termiuales del generador PW"1v1 (LM3524)

con una resolución de 12 bits.

2. 'Tres puertos dígitales de entrada (PA, PB y PC) de 8 bits cada uno. Estos

puertos recibirán los datos provenientes del decodificador de cuadratura

respectivo, que a su vez recibirá los datos de los codificadores ópticos de los

senro1notores.
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3. El terminal OUTB0 que se usará como salida de una señal de reloj para el

funcionamiento del sistema de control.

4. El terminal PD0 (bit O del puerto D) que se usará como entrada. de la señal

de reloj proveniente del OUTB0.

PC 

INTERFAZ DE DATOS 

SALIDAS 

ANALOGICAS 

DACO 

DACl 

DAC2 

PAO 

PA 

COMPUERTAS PA7 

DIGITALES 

DE 

ENTRADA 

y 

SALIDA 

CONTADOR 

TEMPORIZ. 

PBO 

PB 

PB7 

PCO 

PC 

PC7 

PDO 

PO 

PD7 

OUTBO 

DRIVER DE 

POTENCIA+ 

PWM 

DRIVER DE 

POTENCIA+ 

P'\VJ\t 

DRIVER DE 

POTENCIA+ 

PWM 

MUX 

T 

ROBOT 

MANIPULADOR 

ESFERICO 

3DOF 

DECODmCADOR 

DE CUADRATURA 

CONTADORl 

DECODIFJCADOR 

DE CUADRATURA 

CONTADOR? 

DECODIFICADOR 

DE CUADRATURA 

CONTADOR3 

Figura 6.9: Interfaz de Adquisición de Datos e Implementación del Sistema. 
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Conclusiones 

Finalmente se presenta las conclmñoues derivada5 de este trabajo, así como 

también algunas recomendaciones para investigaciones futuras. 

Conclusiones 

l. Para el diseño del sic;tema de control fue necesario determinar y calcular

el modelo dinámico de la planta, ya que la. técnica de control no lineal

empleada lo requiere.

2. La ecuación dinámica del manipulador robótico se ha determinado emple

ando el algoritmo de LagTange-Euler, el cual también puede ser aplicado a

otros procesos físicos de dos ó más gTados de libertad.

3. El planteamiento del problema fue el que Jas posiciones de la base y de los

dos eslabones sigan trayectorias arbitrarias usando la técnica de control por

realimentación de estado. Esta estrategia de control, requiere del modelo

del proceso controlado. Las simulaciones realizadas en el capítulo 5 han

demostrado que el modelo obtenido en eJ capítulo 3 es válido y cumple

con las exigencias de un modelo no lineal multivariable con propósitos de

control. De la misma manera7 tales simulaciones también han demostrado

que el sistema de control no lineal multivariable, cumple con las condiciones

de diseño impuestas previamente: seguimiento de las salidas controladas

con respecto a señales arbitrarias de referencia con mínimo sobreimpulso,

mínimo tiempo de estabilización y error en estado estable nulo.
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Recomendaciones 

l. El proceso diseñado puede ser usado para implementarlo en tiempo real en

hardware y software, para las áreas de control no lineal, control avanzado

e inteligencia artificial, aplicado a la ingeniería de control, donde se de

mostraría el uso de la técnica de control en estudio así como también otras

técnicas de control corno por ejemplo: adaptivo, sliding, lógica difusa, etc.

2. Para que la implementación en tiempo real sea más completa. se podría

agregar un efector final en el extremo del segundo eslabón, que podría ser

una pinza rotórica la cual podría coger y soltar alg1in objeto. De esta

manera los c:füreños de sistemas de control serían má5 completos y podrían

ser 01ientados a aplicaciones indlL5triales.
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Apéndice A 

Coeficiente de Fricción Viscosa 

La obtención del coeficiente de li.icción viscosa del segundo eslabón, tiene que 

ver con el modelamiento y compensa.dón de la fricción de Coulomb. La fricción de 

Coulomb es el torque requerido para mantener el servomotor en movimiento y es 

una fricción que se opone al movimiento. Se ha. comprobado expe1imentalmente 

que la fricción de Coulomb puede ser considerada una constante. El efecto de la 

fricción de Coulomb es modelado como un torque constaute proporcional al signo 

de la velocidad, es decir: 

Tic =

{ -Te q < O 

Te q> O
(A.1) 

donde T¡c es el torque de fricción de Coulomb, q es la velocidad del eje del 

servomotor. 

El modelo discreto para el servomotor DC (La = O) considerru1do la fricción 

de Coulomb, se deducen a partir de las siguientes ecuaciones: 

Tm = KnJa 

I 
V KA nKbw

f
*
( ) a

=

-R - R 
nw 

a •a 

Reemplazrunos (A.3) en (A.4), luego igualamos con (A.2) 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

Las señales en tiempo discreto surgen si el sistema involucra la operación de 

muestreo de seüales continuas. Sea wk la velocidad angular muestreada en el 

k-ésimo iru,'tante de tiempo, usamos ahora la aproximación de Euler:

T5 ·ÚJ = Wk+l - wk; para discretizar la ecuación (A.5), obteniendo:

(A.6) 

donde J*(nwk) modela el torque de fricción de Coulomb; y podemos asumir que la 

aproximación es dada por J*(nwk) = Vzmsgn(nw), (Vzm es la mitad del ancho 
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de la zona muerta que será determinada más adelante). Si la velocidad es distinta 

de cero, el torque tomará dos valores constantes dependiendo el sentido de giro 

del servomotor. 

La ecuación (A.6) se puede expre,5ar como: 

(A.7) 

El diagn:una de bloques de la figura A.l muestra aJ modelo del servomotor discre

to. El diagTama involucra la compensación de la fricción de Coulomb determinada 

por el parámetro G3 , que será objeto de análisis para determinar el coeficiente de 

fricción viscosa Ce. 

G1 

Figura A.l: Nlodelo del servomotor DC. 

Los parámetros para el sistema sin compensar se describen en la tabla A. l, 

donde Gi , i = 1, 2, 3, 4. 

Las simulaciones han sido realizadas en SIMULINK.1 cuya entrada V es una 

entrada senoidaJ de amplitud 1.5V y frecuencia de 2.5raá/ seg. El resultado de 

la simulación para la velocidad angular w es mostrada en la figura A.2, donde se 

muestra la fricción de Coulomb sin compensar. 
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Tabla A. l: Parámetros del Sistema a simular 

Parámetro Descripción Valor 
G1 1 - (Ts/.feq)(Beq + r,J{n-J{b/ Ra ) 0.8488 
G2 Kml{ATs/(Ro,J�x1) 0.5661 
G3 -CcRi./(KmKA) ¡ -0.0869 
G4 n ¡ 12.5 

Ts r 0.01 

La gráfica de la velocidad angular en estado estacionario del servomotor DC 

vs. el voltage aplicado al amplificador de potencia, se muestra en la figura A.:3, 

donde nos permite apreciar una zona muerta a la velocidad cero. Esta zona 

muerta es debido a la fricción estática del servomotor. Note el efecto no lineal en 

las cercanías de la zona muerta. 

Para linealizar la ecuación ( A.5) se debe de adicionar una tensión de entrada 

a la entrada del amplificador tal que compense la fricción de Coulomb cuando la 

velocidad del servomotor wM>Wth (wth velocidad umbral). Un esquema general 

6�-�--�---.----..-----,----..----.----,----.....----.. 

4 , ... , 

. 
. 

. . . . . . ,.,. . . .. . . . . ... . . . . . . . . .. . . . · · · ·· · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

, . . 

-g o ----····:--·-- ...

-2
. . 
. . . 

. ... . . . . . . . . -· . . . . . . . . -· . . . . . . 

. . . 

-4 ...... .. 

-6L-----'---....L.--....L...--_.__ _ __._ __ _._ __ ....1...... __ ..___ _ __._ __ � 

O 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

[seg] 

Figura A.2: Simulación para obtener la Fricción de Coulomb. 
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es el que presenta la compensación de las fricciones estática y de Coulomb. 

u=·v +V 
p e (A.8) 

siendo u. la ley de control, Vp el voltage de compensación de la fricción estática 

y Vc el voltage de compensación de Coulomb. El objetivo del primer término 

( dependiente de la dirección del voltage de armadura) es sacar al servomotor de 

la zona donde la fricción estática tiene efecto. El objetivo del segundo término es 

compensar el torque de fricción de Coulomb presente cuando el servomotor está 

en movimiento a velocidades mayores al umbral Wth·

El voltage de compensación de Coulomb es dado por la relación: 

si 'WM > 'Wth (A.9) 

El coeficiente de fricción viscosa Ce es pequeño para servomotores DC, siendo 

difícil su identificación en presencia de ruido. Usamos el método de prueba y 

error pa1·a el cálculo de Ve , segun la figura A.;J, el valor inicial de Vzni es 0.025 

este valor fue disminuído hasta encontrar el valor apropiado de Vzni = 0.00868.
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Figura A.3: Respuesta tensión de entrada versus velocidad. 
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Despejamos el coeficiente de fricción Ce de la ecuación A.9 para reemplazar 
los parámetros previamente identificados, como son: 

luego: 

Ra 
= 5.3 n

KA = 2.17 

I<m = 0.04217 N - m/A 

C
= 

°VzrrJ<
m

I<A
= 

0.00868(0.04217)(2.17) = l.5e-4kg1n2/seg
e R,a 5.3 

(A.10) 

El valor Vzm 
= 0.00868 permite compensar la fricción de Coulomb resultando 

el coeficiente de fricción de valor Ce
= l.5e-4 . Los efectos de compensación son

mostradoo en la figura A.4: 

.... .. . .............. .. 
- - . ····-· ....... - ··-···· -· · ·. . . 

..;;o._____.o.5 _ __._ __ 1 __ 5 ---2-.5--3 -�3.�5 --4----,.--'.s 
(sr,g) 

Figura A.4: Experimento de la compensación de la :ñ.icción no lineal. 
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Apéndice B 

Programas en MATLAB 

B.1 Listado de Programas en MATLAB

Los progTamas de simulación están escritos en código 11ATLAB [10), [11], y

son los siguientes: 

l. 1nodelo_r3.m: este programa es usado en la sección 3.4.2, para detenni

nar la ecuación dinámica del manipulador de 3DOF, mediante el algoritmo

Lagrange-Euler.

2. r3lex_p32.m: e.ste programa es usado en la sección 5.1, para realizar las

simulaciones con trayect01ia constante.

3. r3lex_t3.m: este programa. es usado en Ja secció11 5.2, para. reaJizar Jas

simulaciones con trayectoria senoidal.

B.2 Progrruna del Cálculo de la Ecuación Dinámica 

del Manipulador 

%Archivo: modelo_r3.m 

%Cálculo de la Ecuación Dinántlca del Robot Manipulador Esférico de 

3D0F aplicando el Algoritn10 Lagrange-Euler con Matemática Simbóli

ca de MATLAB. 

syms ql q2 q3 ml hp hd rm2 hd Lysl m,2 L2 Lcs2 Lxs2 rn3 L3 Lcs3 Lxs3 g gl 

ll ll 12 Dql Dq2 Dq3 X Y Sl Cl S2 C2 TTl 

%A.- Datos de los párametros D-H {DENAVIT-HARTEMBERG 

tetal = ql; teta.2 = q2; 

dDHl = hp+ hd+rm2; 

aDHl = O; aDH2 = L2; 

teta.3 = q3; 

dDH2 = O; dDH3 = O; 

aDH3 = L3; 

alf al = 90; alf a2 = O; alf a3 = O; 

%B.- Cálculo de las matrices de transfonnación: Aij 
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AOl = [cos(ql) O sin(ql) O 

sin(ql) O -cos(ql) O

O 1 O hp + hd + rm2 

O O O 1); 

A12 = [c.os(q2) - sin(q2) O L2 * cos(q2) 

sin(q2) cos(q2) O L2 * sin(q2) 

O O 1 O 

O O O 1); 

A02 = AOl * A12; 

A23 = [cos(q3) - sin(q3) O L3 * cos(q3) 

s-in(q3) c.os(q3) O L3 * sin(q3)

O O 1 O 

O O O 1]; 

A03 = A02 * A23; 

%X=cos( q2)*cos( q3)-sin( q2)*sin( q3)=cos( q2+q;i);

% Y =sin( q2) *cos( q3) +sin ( q3) * cos( q2) =sin ( q2+q;J);

%C.-Cálculo de las matrices de transformación homogénea: Uij 

Ull = dif f(AOl,' ql'); 

Ul2 = dij f (AOl,' q2'); 

U13 = dif f (AOl,' q3'); 

U21 = dif f(A02,' q1'); 

U22 = dif f (A02,' q2'); 

U23 = dif f (A02,' q3'); 

U3l = dif f (A03,' ql'); 

U32 = d·if f(A03,' q2'); 

U33 = d-if f(A03,' q3'); 

A= -s-ín(ql) * L3 * X - sin(ql) * L2 * cos(q2); 

B = cos(ql) * L3 *X+ cos(ql) * L2 * cos(q2); 

U3l = [-s-in(ql) * X sin(ql) * Y cos(ql) A 

cos(ql) * X - cos(ql) * Y sin(ql) B

o o o o 

O O O O]; 

%U31 = (-Sl * X SI * Y CI - SI* L3 * X - SI* L2 * C2 

%Cl * X - CI * Y Sl Cl * L3 * X + Cl * L2 * C2 
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%0 O O O 

%0 O O Oj; 

U32 = [-cos(ql)*lr -ros(ql}*X O -L3*cos(ql)*Y-L2*cos(ql)*súi(q2) 

-sin(ql) * Y - sin(ql) * Jy O -L3 * .�n(ql) * Y -L2 * ,c,in(ql) * sin(q2)

Jy -Y O L:3 * .,Y + L2 * e.os( q2)

O O O O);

U33 = [-cos(ql) * Y - cos(ql) * .Y O -L:3 * cm;(ql) * Y

-s-in(q1) * Y - s-in(q1) * Jy O - L3 * sin(q1) * Y

.Y - Y  O L3 *.Y 

O O O O]; 

X= c.os(q2) * cos(q3) - sin(q2) * .�n(q:3); 

Y = sin(q2) * cos(q:3) + sin(q3) * cos(q2); 

UU:U = [-sin(ql) * Jy sin(ql) * Y cos(ql) A 

cos(ql) * .,Y 

o o o o 

O O O O]; 

- co.<1(ql) * Y .<J-in(q1) B 
. . . 

UU32 = [-cos(ql)* Y -cos(ql)*X O -L:3*cos(ql)* Y -L2*<:-os(ql)*súi(q2) 

-s-in(ql) * Y - sin(ql} * X O - L3 * sin(ql) * Y - L2 * s·in(ql) * sin(q2)

Jy -Y O L:3 *.Y+ L2 *. cos(q2)

O O O O];

U:3:3 = [-cos(ql) * Y - cos(q1) * Jy O - L3 * cos(ql) * Y

-.�n(q1) * Y - .�n(q1) * .,Y O -L:3 * sin(ql) * Y

X -Y O L:3*.,Y

O O O O];

%D.- Matrices de seudoinercias: JJi

%Para la base (disco más barra): .J.Jl

J.11 = [111 O O O

O 11 O -m.1 *Lysl

O O 111 O

O - m.1 * Lys1 O m,l);

%Para la primera varilla: J .12

Lxs2 = L2 - Lc�';2;

JJ2 = [12 O O - 1n2 * Lxs2

o o o o 
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o o o o 

-m2 * Lxs2 O O m2);

%Para la segunda varilla: J J3

Lxs3 = L3 - Lc.s3; 

J J3 = [I3 O O - m3 * Lxs3 

o o o o 

o o o o 

-m3 * Lxs3 O O m3);

%E.- Cálculo de la Matriz de Inercia Simétrica: Hile{ q) 

%Matriz Hll 

Hll = sim,pl·ify(trac.e(Ull * J Jl * Ull.')) + simple(simplify(trac.e ... 

(U21 * JJ2 * U21.'))) +'simplify(trace(UU31 * JJ3 * UU31.')); 

%Matriz H12 

Hl2 = simplify(trace(U22 * JJ2 * U2L') + trace(UU32 * JJ3 * UU:31.')); 

%Matriz H13 

H13 = simplify(trace(UU33 * JJ3 * UU31.')); 

%Matriz H21 

H21 = sim,plify(trace(U2l * J J2 * U22.') + trace(UU31 * J J3 * UU32.')); 

%Matriz H22 

H22 = si·mplify(trace(U22 * J J2 * U22.')) + sünplify(trace ... 

(UU32 * JJ3 * UU32.')); 

%Matriz H23 

H23 = s-implify(trace(UU33 * J J3 * UU32.')); 

%Matriz H31 

H3l = sím,pl·ify(trace(UU31 * J J3 * UU33.')); 

%Matriz H32 

H32 = simplífy(trace(UU32 * J J3 * UU33.')); 

%Matriz H33 

H33 = simplífy(trace(UU33 * J J3 * UU33.')); 

%F.- Cálculo de las matrices: Uijk 

Ull 1 = dif f(Ull,' ql'); 

U112 = dif f(Ull,' q2'); 

U113 = dij f(Ull,' q3'); 

U121 = dif f(U12,' ql'); 
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Ul22 = d:ij j(Ul2,t q?!); 

U123 = <lij j(Ul2,' q3'); 

U131 = dij j(Ul3,' ql'); 

Ul32 = dij j(Ul3,' q?!); 

Ul33 = dij J(Ul3,' q3'); 

U211 = dij j(U21,' ql'); 

U212 = d·if f(U21,' q?!); 

U213 = dif j(U21,' q3'); 

U221 = dij J(U22,' ql'); 

U222 = dij J(U22,' q2'); 

U223 = dif J(U22,' q3'); 

U231 = dij j(U23,' ql'); 

U232 = dif f(U23,' q2'); 

U2-33 = díf f (U23,' q3'); 

U311 = dij j(U31,' q1'); 

U312 = dij j(U3l,' q2'); 

U313 = dif j(U31,' q3'); 

U32l = d:if f(U32,' ql'); 

U322 = dij j(U32,' q2'); 

U323 = dij f(U32,' q31

); 

U331 = dif j (U33,' ql'); 

U332 = d·if f(U33,' q'2'); 

U333 = dij j(U33,' q3'); 

%G.- Cálculo del vector: hilan 

hlll = siniplify(trace(Ulll * J JI* Ull.')) + simple(simpZ.ijy(trace ... 

(U211 * JJ2 * U21.'))); 

h112 = simple(simplify(trace(U212 * .J.J2 * U21.'))); 

hhl13 = simple(trace(U313 * J J3 * UU31.')); 

h121 = si1nple(simplijy(trace(U22l * J J2 * U21.'))); 

h122 = simple(simplify(trace(U222 * J J2 * U21.'))); 

h123 = s-i1nple(simplify(trace(U323 * J J3 * U31.'))); 

h131 = simple(simplify(trace(U331 * JJ3 * UU:31.')))· 

h132 = simple(s·i1npl·ify(trac.e(U332 * JJ3 * UU31.'))); 

h.133 = si1nple(simpl-ify(trace(U333 * JJ3 * UU31.'))); 
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h211 = simple(simplífy(trace(U2ll * JJ2 * U22.1)));

h212 = simple(simplify(trace(U212 * JJ2 * U22.'))); 

h213 = simple(sirnplify(trace(U313 * J J3 * U32.1)));

h221 = s·imple(simplify(trace(U221 * JJ2 * U22.'))); 

h222 = simple(simr,lify(trace(U222 * J J2 * U22.'))); 

hh223 = simple(sim:plify(trace(U323 * JJ3 * UU32.'))); 

h231 = simple(sirnplify(trace(U331 * JJ3 * U32.1)));

hh232 = s-imple(sim.pl·ify(trace(U332 * JJ3 * UU32.'))); 

hh233 = simple(sim:plify(tra.ce(U333 * J J3 * UU32.'))); 

hh311 = s·imple(sirnplify(trace(U331 * JJ3 * UU33.1)));

h312 = simple(simplify(trace(U312 * JJ3 * Ul!33.'))); 

h313 = simple(simplify(trace(U313 * JJ3 * UU33.1)));

h321 = simple(simplify(trace(U321 * JJ3 * UU33.'))); 

hh322 = simple(simplify(trace(U322 * JJ3 * UU33.'))); 

h323 = simple(simplify(trace(U323 * JJ3 * UU33.'))); 

h33l = simple(simplify(trace(UJ;H * .J.13 * UU33.'))); 

h332 = simple(simplify(trace(U332 * J J3 * UU33.'))); 

h333 = sirnple(simplify(trace(U332 * JJ3 * UU33.'))); 

X= cos(q2) * cos(q3) - sin(q2) * s-in(q3); 

Y= sin(q2) * cos(q3) + sin(q3) * cos(q2); 

h113 = simple(hhll3); 

h223 = simple(simplify(hh223)); 

h232 = h223; 

h233 = h232; 

h3ll = sirnple(s'irnplify(hh3ll)); 

h322 = simple(s'i1npl-ify(hh322)); 

%H.- Cálculo del vector de fuerza Centrífuga y de Coriolis: Ci( q,dq) 

Cl = simple(hlll * Dql * Dql + hl12 * Dql * Dq2 + hll3 * Dql * Dq3 + ...

h121 * Dql * Dq2 + h122 * Dq2 * Dq2 + h123 * Dq2 * Dq3 + ...

h131 * Dql * Dq3 + hl32 * Dq2 * Dq3 + h133 * Dq3 * Dq3); 

C2 = simple(h2ll * Dql * Dql + h212 * Dql * Dq2 + h213 * Dql * Dq3 + ...

h221 * Dql * Dq2 + h222 * Dq2 * Dq2 + h22:3 * Dq2 * Dq:3 + ...

h231 * Dql * Dq3 + h232 * Dq2 * Dq3 + h233 * Dq3 * Dq3); 

C3 = sím.ple(h3ll * Dql * Dql + h.312 * Dql * Dq2 + h.313 * Dql * Dq3 + ...
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h321 * Dql * Dq2 + h322 * Dq2 * Dq2 + h323 * Dq2 * Dq3 + ...

h331 * Dql * Dq3 + h332 * Dq2 * Dq3 + h.333 * Dq3 * Dq3); 

%1.- Cálculo del vector de fuerza gravitacional: di( q) 

rll = [O; -Lysl; O; 1]; 

r22 = [-Lxs2; O; O; 1]; 

r33 = [-Lxs3; O; O; 1]; 

gl = [O O - g O]; 

dl = -ml * gl * Ull * rll - m2 * gl * U21 * r22 - m-3 * gl * UU3l * r33; 

d2 = s-irnplífy(-m2 * gl * U22 * r22 - ·rn3 * gl * UU32 * r33); 

d3 = sünplify(-m3 * gl * UU33 * r33); 

%J.- Párametros del Sistema 

%a1 = 12 + 2m2L2Lc"
2 

- m2L�

%ai = 13 + 2m.3L3Lc,.3 
- m-:1L5 

% a3 = 1n3L� 

%a4 = m3L2Lc 
"'3 

%as = m2gLc,.2 + m3gL2 

%0(, = m,3gLCs3 

%K.- Resultados 

%MATRIZ DE INERCIA SIMETRlCA 

%H11 = a1cos2(q2) + t½<.--.os2(q2 + q3) + (t3cos2(q2) + 2a4cos(q2)cos(q2 + q3) 

%H22 = a1 + a2 + a:3 + 2a4co.s(q3) 

%H23 = <'2 + a4cos(q3) 

%H32 = H23 

%H33 = a3 
%VECTOR DE FUERZA CENTRIFUGA Y CORIOLIS 

%C1 = -a1sin(2q2)4142-2(a2sin(q2+q3)cos(Q2+q3) +a4sin(q2 +q3)c.os(q2))q1q3

%C2 = a1sin(q2)cos(q2)q¡ - -2a4súz.(q3)g2q3 - a4s-in(<J3)q5 

%C3 = (a2sin(q2 + q�j)cos(q2 + q3) + a4sin(q2 + q3)cos(q2))q; + a.4s·in(qc1)tjJ 
%VECTOR DE FUERZA GRAVITACIONAL 

dl = O; 

d2 = a5 * cos(q2) + a6 * cos(q2 + q3); 

d3 = a6 * c.os(q2 + q3); 

96 



B.3 Programa de Simulación con Trayectoria Cons

tante 

%Archivo: r3lex_p3.m. 

%Datos del Sistem.a 

%Sub-Sistema Mecánico 

%Base 

%Disco 

hd=0.01; R<l=0.07; %.Altunt. y ra.dio 

%l\f__DISCOTOTAL-M_DJSCO+:NI-13OCINASERVOMOTOR1=0.:3+0.25 

111._dt = 0.55; 

%Barra 

hp=0.21 ;%iAltura. 

ap=(l.04.4;%Ancho y largo de la sección barra 

%M-8ARRATOTAL=l.075 

111-pt= 1.075-0.072;

m_l1ueco=O.OT2; 

R.Jmeco=0.06:3;

%Momento de Inercia de· la base

lll = ((rn_pt * (h#)) + (:3 * rn_dt * (/ufl )))/12;

%Primera varilla

m2=0.25;%Masa. varilla

L2=0.20;%Longitud total

Lcs2=0.10;%Long. del punto de ref. 2 al centro de gravedad

12 m2*(L2*L2) /:3;%Momento de inercia

%Segtmda varilla

m:3=0.25;%Masa. del brazo

mo=0.025;%Nfosa. del objeto

L:3=0.20;%Longitud total

LCS:3=0.10;%Long. del punto de ref. :3 al centro de g1·avedad

Io=mo*(ap*ap/12);%Momento de Inercia del objeto

Iv=m:3*(L:3*L:3)/:3;%Momento de Inercia segunda varilla

I:3=Iv+Io;%Inercia total

g =9.81;
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%Datos del Sub-Sistema Eléctrico 

Kml=CL04364; Khl=0.04364; Ral=:3.5; Jml=0.00059; nl=l8.5; KA1=2.17; 

Km.2=Cl.043(i4; Kh2=0.()4;364; Ra2=3.5; .Jm.2=(1.00059; n.2= 18.5; KA2=2.17; 

Km3=0.C>4217; Kh3=0.()4.217; R.a;3=5.:3; .Jm:3=0.0002:38; n:3= 12.5; KA:3=2.17; 

Ccl=0.001488; 

Cc:�0.00015; 

%Carga 

.Jeql=0.2177; Beql=0.054; 

.Jeq2=0.:3954; Beq 1=0.0589; 

.Jeq:3=0.:3954; Beql=0.0589; 

%Equivalencia de Resistencias 

RT1=Ra1/(n1 *Kml *KAl ); 

Rr2=Ra2/(n2*Km2*KA2); 

RT3=fü�3/(n:3*Km:3*KA3); 

%Equivalencia de N 

NTl nl*Kbl/KAI; 

NT2=n2*Kb2/KA2; 

NT:3=n:3*Kh3/KA3; 

%Párametros del Robot 

a1 = 2 * lu 

a-2 = [2 + 2m,•2 Li Lc"'2
- m,2 L�

a3 = l3 + 'bn�i�L .. ..,.
!I 

- m<1Li 
T:>

a4 = ·1n�1.u.1 
a5 = 1n3L-1.Lc,.11

O(> = ,n-1.gLc.,.2 + ni3gL2;a7 = m3gLc .. "1/. 

%Modelo Lineal Equivalente del Proceso de 6to Orden (Continuo) 

!vl=[O 1 O O O 0;0 O O O O O;O O O 1 O O;O O O O O O; O O O O O 1; O O O O O O]; 

N=[O O 0;1 O 0;0 O O;O 1 O;O O O;O O I]; 

C=ll O O O O O;O O O 1 O O;O O O O 1 O]; 

%Cálculo del rango 

NN = [C' 1'./1 
* C' (lvf')2 * C' (Al'?* C' (.Af')4 

* C' (1,,f1Y, * C1; 

rangoNN rank(NN);%RANGO DEL SISTE.MA r=f.i 

%Cálculo de ganancias del Sistema realim.entado: Kl, K2, K3, K4, K5, 

K6 
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polol =-8; 

polo2 =-8; 

aa=(l -polol]; 

bb=[l -polo2]; 

poll=conv(aa,bb); 

Kl=pol1(2); 

K2=pol2(3); 

polo3=-6; 

polo4=-6; 

aaa=[l -polo3]; 

bbb=[l -polo4]; 

po122=conv( aaa, bbb); 

K3=pol22(2); 

K4=pol22(3); 

polo5=-6; 

polo6=-í>; 

aaaa=[l -polo5J; 

bbbb=[l -polo6J; 

po133=conv( aaaa, bbbb); 

K5=pol33(2); 

K6=pol33(3); 

%Condiciones y Párarnetros Iniciales 

pl(l)=0; p1(2)=0; p1(3)=0; p1(4)=0; 

p2(1)=0; p2(2)=0; p2(3)=0; p2(4)=0; 

p3(1)=0; p3(2)=0; p3(3)=0; p3(4)=0; 

xl(l)=0; x1(2)=0; x1(3)=0; x1(4)-0; 

x2(1)=0; x2(2)=0; x2(3)=0; x2(4)=0; 

x3(1)=0; x3(2)=0; x3(3)=0; x3(4)=0; 

x4(1)=0; x4(2)=0; x4(3)=0; x4(4)=0; 

x5(1)=0; x5(2)=0; x5(3)=0; x5(4)=0; 

x6(1)=0; x6(2)=0; x6(3)=0; x6(4)=0; 

%Tiempo de Muestreo 

Nm=2000; T =0.010; 

%Lazo de Control 
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for k=4:Nm; 

%Trayectorias Constantes deseadas: pl, p2, p3 

pl(k)=pi/2; 

p2(k)=2*pif 3; 

p:3(k)-pi; 

%Transformación de Coordenadas 

zl(k)=xl(k); 

z2(k)=x4(k); 

z:3(k)-x2(k); 

z4(k)=x5{k); 

z5(k)=x:3(k); 

z6(k)=x6(k); 

%%Parám.etros del sistenia 

%Matriz de Inercias Hij: 

Hll(k)=al+a2*cos(z:3(k))*cos(z:3(k))+a:3*c'OS{z3(k)+z5{k))*cos(z:3(k)+z5(k)) + ... 

+a4*cos(z:3(k))*cos(z3(k))+2*a5*cos(Z:3(k))*cos(z3(k)+z5{k))

H2?.(k)=a2+a:3+aA+2*a5*cos(z5(k));

H2:3(k)=a:3+2*a5*cos(z5(k));

H:32(k)-HZ3{k );

H:33(k)=a:3;

%Vector de Fuerzas Centrífuga y de Coriolis Ci:

Cl(k)=-a2*z2(k)*z4(k)*sin(2*z:3(k)) -2*a::3*z2(k)*z6(k)*sin(z:3(k)+z5(k))* ...

cos(Z:3(k)+z5(k)) -2*a5*z2(k)*z6(k)*sin(z3(k)+z5(k))*cos(z:3(k));

C2(k)-a2*z2(k)*z2{k)*sin(z:3(k))*cos(z:3(k))-a54*z6(k)*z(i{k)*sin(z5(k)) -...

2*a5*z4{k)*z6{k)*sin(z5(k));

C:3(k)=a3*z2(k)*z2(k)*sin(z3(k)+z5(k))*cos(z:3{k)+z5(k)) + ...

a5*z2(k)*z2(k)*cos(z:3(k))*sin(Z:3(k)+z5(k)) +a5*z4(k)*z4{k)*sin(z5(k));

%Vector de Fuerza Gravitacional di:

dl(k)=O;

d2(k)=a6*cos(Z:3(k))+a.7*cos(z3(k)+z5(k));

d3(k)=a.7*cos(Z::3(k)+z5(k));

%Nuevas entradas eqtñvalentes: vl, v2 y v3

vl(k)=K2*pl(k)-Kl *z2(k)-K2*zl(k); 

v2(k)=K4*p2(k)-K:3*z4(k)-K4*z:3(k); 
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v3(k)=K6*p3(k)-K5*z6(k)-K4*z5(k); 

%%Ley de Control ul, u2 y u3 

%Valores de Pl, P2, P3 

Pl(k)=(RI'l *Beql+NT1)*z2(k)+RT1 *Cl(k); 

P2(k )= (RT2*Beq2+NT2) *z4(k) + RT2* ( C2(k) +cl2(k)); 

P3(k)=(RT3*Beq3+NT3)*z6(k)+RT3*(C3(k)+d3(k))· 

%%Primer Actuador: base 

ul(k) = Pl(k) + vl(k)*RTl *(Hll(k)+Jeql); 

%Compensando fricción de Coulomb 

%ul(k) = ul(k) + Ccl*nl*RT1*x4{k); 

if(ul(k) > z2(k)) 

ul(k) = ul(k) + Ccl*nl*Rl'l*z2(k); 

elseif(ul(k) < -z2(k)) 

ul(k) = ul(k) - Ccl *nl *RTl *z2(k); 

end 

%Limitando fuerza de control 

if(ul(k) > 10) 

ul(k)=lO; 

elseif(ul(k) < -10) 

ul(k)=-10; 

end 

%%Segundo Actuador: primera varilla 

u2(k) = P2(k) + v2(k)*RT2*(H22(k)+.Jeq2) + v3(k)*Rr2*H23(k); 

%Compensando fricción de Coulomb 

%u2(k) = u2{k) + Ccl *n2*RT2*x5(k); 

if(u2(k) > z4(k)) 

u2(k) = u2(k) + Ccl *n2*RT2*z4(k); 

elseif(u2(k) < -z4(k)) 

u2(k) = u2(k) - Ccl *n2*RT2*z4(k); 

end 

%Limitando fuerza de control 

if(u2(k) > 10) 

u2(k) = 10; 

elseif(u2(k) < -10) 
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u2(k) = -10; 

end 

% % Tercer Actuador: segunda varilla 

u3(k) = P3(k) + v2(k)*RT3*H32(k) + v3(k)*Rr3*(H33(k)+Jeq3); 

%Compensando fricción de Coulomb 

%u3(k) = u3(k) + Cc3*n3*RT3*x6(k); 

if(u3(k) > z6(k)) 

u3(k) = u3(k) + Cc3*n3*RT3*z6(k); 

elseif(u3(k) < -z6(k)) 

u3(k) = u3(k) - Cc3*n3*RT3*z6(k); 

end 

%Limitando fuerza de control 

if(u3(k) > 10) 

u3(k) = 10; 

elseif( u3(k) < -1 O) 

u3(k) = -10; 

end 

%Proceso de discretización 

Tcl=Ccl *sign(x4(k)); 

Tc2=Ccl *sign(x5(k)); 

Tc3=Cc3*sign(x6(k) ); 

xl (k+ 1 )=xl (k)+ T*x3(k); 

x4(k+l)=x4(k)+(T*(-nl *RTl *Tcl-Pl(k)+ul (k)))/(RTl *(Hl l(k)+Jeql) ); 

Det(k)=RT2*RT3*((H22(k)+Jeq2)*(H33(k)+Jeq3)-H23(k)*H23(k)); 

x2(k+l)=x2(k)+T*x5(k); 

x5(k+l)=x5(k)+(T/Det(k))*(RT3*(H�l(k)+Jeq3)*u2(k)-RT2*H23(k)*u3(k)-... 

RT3*(H33(k)+.Jeq3)*P2(k)+RT2*H23(k)*P3(k)-... 

RT3*(H33(k)+Jeq3)*n2*RT2*Tc2+ RT2*H23(k)*n3*RT3*Tc3); 

x3(k+l)=x3(k)+T*x6(k); 

x6(k+l)=x6(k)+(T/Det(k))*(RT2*(H22(k)+.Jeq2)*u3(k)-RT3*H32(k)*u2(k)-... 

RT2*(H22(k)+Jeq2)*P3(k)+RT3*H32(k)*P2(k)-... 

RT2*(H22(k)+Jeq2)*n3*RT3*Tc3+ RT:3*H32(k)*n2*RT2*Tc2); 

end 

%Simulaciones 
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ejex = linspace(0,Nm*T,Nm-3); 

figure(l) 

subplot(3, 1,1) 

plot(ejex,p1(4:Nm)*180/pi,ejex,x1(4:Nm)*l80/pi), grid on 

%title('R-3DOF: POSICION DE LA BASE') 

ylabel(' [grados]') 

subplot(3,1,2) 

plot( ejex,p2( 4:Nm)*180/pi,ejex,x2( 4:Nm)*180/pi), grid on 

%title('R-3DOF: POSICION PRIMERA VARILLA') 

ylabel('[g:rados] ') 

subplot(3,1,3) 

plot(ejex,p3(4:Nm)*l80/pi,ejex,x3(4:Nm)*l80/pi), grid on 

%title('R-3DOF: POSICION SEGUNDA VARILLA') 

ylabel ('[grados]') 

xlabel('Tiempo [Seg.]') 

print -f -deps r3lex_py3 

figure(2) 

subplot(3,1,1) 

plot(ejex,u1(4:Nm)), grid on 

%title('R-3DOF: SEÑAL DE CONTROL DE LA BASE') 

ylabel('[Voltios) ') 

subplot(3,1,2) 

plot(ejex,u2(4:Nm)), grid on 

%title('R-3DOF: SEÑAL DE CONTROL PRJMERA VARILLA') 

ylabel('[Voltios) ) 

subplot(3,1,3) 

plot(ejex,u3(4:Nm)), gTid on 

%title('R-3DOF: SENAL DE CONTROL SEGUNDA VARILLA') 

ylabel('[Voltios)') 

xlabel('Tiempo (Seg.)') 

print -f -deps r3lex_pu3 

figure(3) 

subplot(3,1,1) 

plot(ejex,x4(4:Nm)), grid on 
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%title(1R-3DOF: VELOCIDAD DE LA BASE')

ylabel(1[Rad/Seg.]')

subplot(3, 1,2) 

plot(ejex,x5(4:N1n)) 1 grid on 

%title('R-3DOF: VELOCIDAD PRIMERA VARILLA') 

ylabel(' [Ra.d/Seg.] ') 

subplot(3, 1,3) 

plot(ejex,x6(4:Nm)), grid on 

%title('R-3DOF: VELOCIDAD SEGUNDA VARILLA') 

ylabel (' [R.ad/Seg. )') 

xlabel('Tiempo [Seg.]') 

print -f -deps r31ex_pv3 
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B.4 Programa de Siniulación con Trayectoria Senoidal 

%Archivo: r3lex_t3.m. 

%Datos del Sistema 

%Sub-Sistema Mecánico 

%Base 

%Disco 

hd=0.01; Rd=0.07; %.i\ltura. y radio 

%M_DISCOTOTAL-M_DISCO+M-8OCINASERVO1VJOTOR1-0.:3+0.25 

1n_dt = 0.55; 

%Barra 

hp=0.21 ;%Altura. 

a.p=0.044;%Ancho y largo de la. sección han-a.

%M-8ARRAT(YrAL=l.075 

lILpt= 1.075-0.072; 

nLhueco=0.072; 

R.-1uieco=(LO(i3; 

%Inercia de la base 

lll = ((m._pt * (ap2)) + (3 * ni...dt * (R.d1)))/12; 

%Primera varilla 

m2=0.25;%Masa V"al'illa 

L2=0.20;%Longitud total 

Lcs2=0.10;%Long. del punto de ref. 2 al centn• de grave.dad 

I2-m2*(L2*L2) /:3;%Momento de inercia. 

%Segtmda varilla 

m:3=0.25;%Masa. del brazo 

mo=tl025;%Masa. deJ objeto 

L:3=0.20;%L-ongitud tota.l 

Lc&3=0.10;%Long. del punto de ref. :3 a.] centro de gravedad 

I0=mo*(a.p*ap/12);%Momento de Inercia del objeto 

I v=m3* (L3*L;J) /:3;%Momento de Inercia segunda v-.arilla 

I3=lv+Io;%Inercia total 

g =9.81; 

%Datos del Sub-Sistema Eléctrico 
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Kml=0.04:364; Kbl=CL043(i4; R.a1�3.5; .Jml=CJ.00059; nl= 18.5; KA1=2. l 7; 

Km2=0.043t.i4; Kh2=0.04:3fi4; Ra2=:3.5; .Jm2=0.00059; n2=18.5; KA2=2.17; 

Km3=0.04217; l(li3=1J.04217; Ra.:3=5.:3; Jm3=0.000238; n:3=12.5; KA:3=2.17; 

Ccl=0.001488; 

Cc:3=0.00015; 

%Carga 

.Jeql=0.2177; Beq1=0JJ54; 

.Jeq2=0.3954; Beql =0.tl589; 

Jeq3=CUJ954; Beq l=C>.0589; 

%Equivalencia de Resistencias 

RTl=Ral/(nl *Kml *KAl); 

RT2=Ra2/(u2*Km2*KA2); 

RT3= R.a:3 / ( n;3*Km3*KA3); 

%Equivalencia de N 

NTl=nl *Kbl/KAl; 

NT2=n2*K"h2/KA2; 

NT:3-n:3*Kb:3/KA:3; 

%Párrunetros del Robot 

ª1 = 2 * /11

(½ = 12 + 2,n'2�Lc
.,,2 

- m-2L; 

a:l = J:3 + 2m,:iL:lLc
""3

- m:lL�

L2a4 = 1n:l 2 

a5 = 1n3½Lc
"3

Ut, = 111'2,f/Lc,.2 + m,:ig�; a7 = m:l9Lc,.--::,. 

%Modelo Lineal Equivalente del Proceso de 6to Orden (Continuo) 

M=[O 1 O O O O;O O O O O O;O O O 1 O O;O O O O O O; O O O O O 1; O O O O O OJ; 

N=[O O 0;1 O O;O O O;O 1 O;O O O;O O lj; 

C=[l O O O O O;O O O 1 O O;O O O O 1 Oj; 

%Cálculo del rango 

NN = [C' M' * C1 (¡_\f')2 
* C' (M1)3 * C' (M')4 * C1 . (Af')5 

* C'J; 

rangoNN=ra.nk{NN);%RANGO DEL SISTEMA r=6 

%Cálculo de ganancias del Sistema realimentado: Kl, K2, K3, K4, K5, 

K6 

polol �; 
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polo2 =-8; 

aa=[l -polol); 

bb=[l -polo2); 

poll =conv( aa, bb); 

Kl=pol1{2); 

K2=pol2{3); 

polo3=-6; 

polo4=-6; 

aaa=[l -polo3]; 

bbb=[l -polo4]; 

pol22=conv( a.a.a, bbb); 

K3=pol22(2); 

K4=pol22(3); 

polo5=-6; 

polo6=-6; 

aaaa=[l -polo5); 

bbbb=[l -polo6]; 

pol33=conv( aaaa, bbbb); 

K5=pol33(2); 

K6=pol33(3); 

%Condiciones y Páram.etros Iniciales 

pl(l) =0; p1(2) =0; p1(3) =0; p1(4) =0; 

dpl(l) =0; dp1(2) =0; dpl(3) =0; dp1(4) =0; 

ddpl(l) =0; ddpl(2) =0; ddpl(3) =O; ddpl(4) =O; 

p2(1) =0; p2(2) =0; p2(3) =0; p2(4) =0; 

dp2(1) =0; dp2(2) =0; dp2(3) =0; dp2(4) =0; 

ddp2(1) =0; ddp2(2) =0; ddp2(3) =0; ddp2( 4) =0; 

p3(1) =0; p3(2) =0; p3(3) =0; p3( 4) =0; 

dp3(1) =0; dp3(2) =0; dp3(3) =0; dp3(4) =0; 

ddp3(1) =0; ddp3(2) =0; ddp3(3) =0; ddp3( 4) =O; 

xl(l)=O;x1(2)=0;x1(3)=0;xl( 4)=0; 

x2(1)=0;x2(2)=0;x2(3)=0;x2(4)=0; 

x3(1 )=O;x3(2)=0;x3(3)=0;x3( 4) =0; 

x4(1) =0;x4(2)=0;x4(3)=0;x4( 4)=0; 
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x5(1)=0; x5(2)=0; x5(:3)=0; x5(4)=0; 

x6(1)=0; x6(2)=0; x6(:3)=0; x6(4)=0; 

%Tiempo de Muestreo 

Nm=2000; T =0.010; 

%Lazo de Control 

for k=4:Nm; 

%Trayectorias Senoidales deseadas: pl, p2 y p3 

pl(k) pi*cx.-g(2pikT/11); 

p2(k)=3*pi/2*cos(2pikT/11); 

p3(k)=2*pi*cos(2pikT /11); 

%Transformación de Coordenadas 

zl(k)=xl(k); 

z2(k)=x4(k); 

z3(k)=x2(k); 

z4(k)=x5(k); 

z5(k)=x:3(k); 

z fi(k )=xH(k ); 

%Apro:xi.Jnación de derivadas para discretización 

dpl (k)=(pl {k)+:J*pl (k-1)-:3*pl (k-2)-pl (k�3})/(fi*T); 

ddpl(k)=(dpl(k)+ 3*dpl(k-l)-3*dpl(k-2)-dpl(k-3))/(t,*T); 

dp2(k)=(p2(k)+ 3*p2{k-1)�3*p2(k-2)-p2(k-:.3))/(6*T); 

ddp2(k )=( dp2(k) + :3*dp2(k-1 )-3*dp2(k-2)-dp2(k-3)) / ( fi*T); 

dp:3(k)=(P:3(k)+:3*p:3(k-1)-:3*P:3(k-2)-P:3(k�3))/(6*T); 

ddp:.3(k )=( dp:3(k) +3*dp:3(k-1 )-:3*dp:.3(k-2)-dP:3(k-:3)) / ( 6*T); 

%%Parámetros del sistema 

%Matriz de Inercias Hij: 

Hll(k)-a.l+a.2*cos(z3(k))*cos(z3(k))+a3*c'<-lS(z3(k)+z5(k))*c:<.1.'>(�3(k)+z5(k)) + ... 

+a4*C:<.1.'>(z:3(k))*cos(�3(k))+2*a5*cos(�3(k))*cos(�3(k)+z5(k))

H22(k)=a2+a:3+a4+2*a5*cos( z5(k) );

H2:3(k)=1�3+2*a5*c:o.<i(z5(k));

H32(k )-H2:3(k );

H:3:3(k) =t\.4;

%Vector de Fuer&l.S Centrífuga y de Coriolis Ci: 

C 1 (k)=-a2*z2(k)*z4(k)*sin(2*z3(k)) -2*a:3*z2(k)*z(i(k)*sin( Z:3(k)+z5(k)) * ...
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co.'i(z:3(k)+z5{k)) -2*a5*z2(k)*zfi(k)*sin(z:3{k)+z5(k))*co.'i(z3(k)); 

C2(k)=a2*z2(k)*z2(k)*sin( z:3(k) )*cos(z3(k) )-a5*z6(k)*z6(k)*sin(z5(k)) -... 

2*a.5*z4(k)*z6(k)*sin( z-5(k) ); 

C:3{k)=i�3*z2(k)*z2{k)*sin(z:3(k)+z5(k))*cos(z:3{k)+z5{k)) + ... 

a5*z2(k)*z2{k)*cos(z:3(k))*sin(z3(k)+z5(k)) +a.5*z4(k)*z4(k)*sin(z5(k)); 

%Vector de Fuerza Gravitacional di: 

dl{k)=O; 

d2(k)=ali*cos{z3(k))+a.7*cos(z:3(k)+z5(k)); 

d3(k)=a7*cos(z:3(k}+z5(k) ); 

%Nuevas entradas eqtñvalentes: vl, v2 y v3 

vl (k)=ddpl (k)+Kl *dpl (k)+K2*pl (k)-Kl *z2(k)-K2*zl (k); 

v2(k)=ddp2(k)+K:3*<lp2(k)+K4*p2(k)-K3*z4(k)-K4*z3(k); 

v:3{k)=<ldP:3(k)+K5*dp:3(k)+Kfi*p:3(k)-K5*z6(k)-K4*z5(k); 

%Ley de Control ul, u2 y u3 

%Valores de Pl, P2, P3 

Pl(k)=(Rrl *Beql +NTl )*z2(k)+Rrl *Cl (k); 

P2(k)=(RT2*Beq2+ NT2)*z4(k)+ RT2*( C2(k)+d2(k) ); 

P3(k)=(RT:3*Beq:3+ NT:3)*z6(k)+ RT:3*( C3(k)+d:3(k) ); 

%%Primer Actuador: base

ul(k) = Pl(k) + vl{k)*Rrl*(Hll(k)+Jeql); 

%Com.pensando fricción de Coulomb 

%u1(k) = ul(k) + Ccl*nl*RT1*x4(k); 

if(ul(k) > z2(k)) 

ul(k) = ul(k) + Ccl*nl*Rrl*z2(k); 

elsejf(ul(k) < -z2{k)) 

ul (k) = ul (k) - Ccl *nl *Rrl *z2(k); 

end 

%Limitando fuerza de control 

if(u1 (k) > 10) 

ul(k)=lO; 

el<;eif(ul(k) < -10) 

ul(k)=-10; 

end 

%%Segundo Actuador: primera varilla 
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u2(k) = P2(k) + v2(k)*RT2*(H22(k)+Jeq2) + v3(k)*RI'2*H23(k); 

%Compensando fricción de Coulomb 

%u2(k) = u2(k) + Ccl *n2*RT2*x5(k); 

if(u2(k) > z4(k)) 

u2(k) = u2(k) + Ccl *n2*IIT2*z4(k); 

elseif(u2(k) < -z4(k)) 

u2(k) = u2(k) - Ccl *n2*RT2*z4(k); 

end 

%Lhnitando fuerza de control 

if(u2(k) > 10) 

u2(k) = 10; 

elseif(u2(k) < -10) 

u2(k) = -10; 

end 

% % Tercer Actuador: segunda varilla 

u3(k) = P3(k) + v2(k)*RT3*H32(k) + v3(k)*RT3*(H33(k)+.Jeq3); 

%Compensando fricción de Coulomb 

%u3(k) = u3(k) + Cc3*n3*RT3*x6(k); 

if(u3(k) > z6(k)) 

u3(k) = u3(k) + Cc3*n3*RT3*z6(k); 

elseif(u3(k) < -z6(k)) 

u3(k) = u3(k) - Cc3*n3*RT3*z6(k); 

end 

%Limitando fuerza de control 

if(u3(k) > 10) 

u3(k) = 10; 

elseif ( u3(k) < -1 O) 

u3(k) = -10; 

eud 

%Proceso de discretización 

Tcl=Ccl *sign(x4(k)); 

Tc2=Ccl *sign(x5(k) ); 

Tc3=Cc3*sign(x6(k) ); 

xl (k+ 1 )-xl (k)+ T*x3(k); 
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x4(k+ 1 )=x4(k) +(T* (-nl *RTl *Tcl-Pl (k)+ul (k))) / (RTl *(Hl 1 (k) +Jeq 1)); 

Det(k)=RT2*RT3*((H22(k)+Jeq2)*(H33(k)+Jeq3)-H23(k)*H23(k)); 

x2 (k+ 1 )=x2(k) + T*x5(k); 

x5(k+l)-x5(k)+(T /Det(k))*(RT3*(H33(k)+Jeq3)*u2(k)-RT2*H23(k)*u3(k)-... 

RT3*(H33(k)+Jeq3)*P2(k)+RT2*H23(k)*P3(k)-... 

RT3*(H33(k)+Jeq3)*n2*RT2*Tc2+ RT2*H23(k)*n3*RT3*Tc3); 

x3(k+l)-x3(k)+T*x6(k); 

x6(k+l)=x6(k)+(T/Det(k))*(RT2*(H22(k)+Jeq2)*u3(k)-RT3*H32(k)*u2(k)-... 

RT2*(H22(k)+Jeq2)*P3(k)+RT3*H32(k)*P2(k)-... 

RT2*(H22(k)+Jeq2)*n3*RT3*Tc3+ RT3*H32(k)*n2*RT2*Tc2); 

end 

%Simulaciones 

ejex = linspace{0,Nm*T,Nm-3); 

figure(l) 

subplot(3,1, 1) 

plot(ejex,pl( 4:Nm)*180/pi,ejex,xl( 4:Nm)*180/pi), g;rid on 

%title('R-3DOF: POSICION DE LA BASE') 

ylabel(' [gi-ados) ') 

subplot(3
1
1,2) 

plot(ejex,p2(4:Nm)*180/pi,ejex,x2(4:Nm)*180/pi), g1.id ou 

%title('R-3DOF: POSICION PRIMERA VARILLA') 

ylabel ('[grados]') 

subplot(3,1,3) 

plot(ejex,p3(4:Nm)*180/pi,ejex,x3(4:Nm)*180/pi), grid on 

%t.itle('R-3DOF: POSICION SEGUNDA VARil..LA') 

ylabel ('[grados)') 

xlabel('Tiempo [Seg.r) 

print -f -deps r3lex_ty3 

fig1.rre(2) 

subplot(3, 1, 1) 

plot(ejex,u1(4:Nm)), grid on 

%title('R-3DOF: SEÑAL DE CONTROL DE LA BASE') 

ylabel(' [Voltios)') 

subplot(3,l,2) 
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plot(ejex,u2(4:N1n)), grid on 

%t.it.le('R-3DOF: SEÑAL DE CONTROL PRit\.fERA VARILLA') 

ylabel(' [Voltios]') 

subplot (3, 1,3) 

plot(ejex,u3(4:Nm)), gTid on 

%title('R-3DOF: SEÑAL DE CONTROL SEGUNDA VARil,LA ) 

ylabel('[Voltios] ') 

xlabel('Tiempo [Seg.)') 

print -f -deps r3lex_tu3 

figure(3) 

subplot(3,1,1) 

plot(eje..x,x4(4:Nm))
!> 

grid on 

%title('R-3DOF: VELOCIDAD DE LA BASE') 

ylabel('[Rad/Seg.] ') 

subplot(3),2) 

plot(ejex,x5(4:Nm)), grid on 

%title('R-3DOF: VELOCIDAD PRJMERA VARlLLA') 

ylabel('[Rad/Seg.]') 

subplot(3,1,3) 

plot(ejex,x6(4:Nm)), gTid on 

%title('R-3DOF: VELOCIDAD SEGUNDA VARJLLA') 

ylabel('[Rad/Seg.] ') 

xlabel('Tiempo [Seg.]') 

print -f -deps r3lex_tv3 
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Apéndice C 

Ejeinplo: Manipulador de 2DOF 

En e&-t.e apéndice se presenta los resultados experimentales en tiempo real de 

la implementación del sistema robot manipulador de 2 grados de libertad (DOF) 

que se muestra en la figura C.l y fig1rra C.2, que ha sido realizado por mi persona 

para la elaboración de mi Tesis de Maestría desde el año 2002 aJ 2003, en el 

Laboratorio de la Sección de Postgrado de la Facultad de Ingeniería Eléctrica y 

Electrónica (FIEE). No se pudo realizar la implementación en tiempo real del 

manipulador de 3 g-rados de libertas (DOF) debido a que no se contaba con la 

Interface de Datos de más de dos salidas análogas. 

El progTama que he usado para controlar las trayectorias del manipulador de 

2DOF en tiempo real es el Borland C++, y la técnica de control no lineal mul

tivariable empleada es la de realimentación de estado, así como también pueden 

usru·se otros algoritmos no lineales como deslizante, adaptivo
> 

óptimo, etc. 

Para obtener los resultados realizé dos experimentos: una para trayectoria 

constante y otra para trayectoria arbitraria para lo cual he usado una función 

senoidal. 

Los datos experimentales como posición, señal de control y velocidad, que 

he obtenido del progTama en C++ para ambas trayectorias, son ploteados en 

MATLAB de donde se obtiene los g-ráficos respectivos que se mostrarán más 

adelante, los cuales nos mue.stran el control de las trayectoria del manipulador. 

C.1 Primer experimento: Control de Trayecto

ria Constante 

Para este ptimer expe1imento he usado una trayectotia deseada com,taute con los 

siguientes datos: 

• Trayectorias deseadas:

p1 = 31r/2, (lDOF: posición aJ1gulru· de la base)

P2 = 1r, (2DOF: posición angular del brazo)
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Figura C.l: Implementación real del sistema. 

• Polos usados:

para la base: -7.5 + l.9365i y -7.5 - l.9365i

para el brazo: -7.5 y -8

Los resultados obtenidos para este experimento se muestran desde la figura 

C.2 hasta la figtu-a C.4.

En la figura C.2 se mue:.i;ra las salidas controladas para la posición angular

de la base y posición angular del brazo, el tiempo de establecimiento es de 7 

seg. para la base y 5 seg. pru·a el brazo. Se observa que en la trayectoria de la 

base y del brazo no existe sobreimpulso. Se puede observar que en ambos casos

la trayectoria desde el inicio hasta llegar al tiempo de establecimiento presenta 

ciertas oscilaciones. 

En la figura C.3 se muestra las señales de control para ambos grados de 

libertad. La señal de control para el servomotc0r de la base llega hasta 3 voltios, 

presentando una oscilación por 7 seg. para luego converger aproxinladamente a 

cero. Para. el servomotor del brazo la. seíial llega hru:.t.a 3 volios presentando una 

oscilación por 7 seg. para luego converger aproximadamente a cero. 

En la figuta C.4 se muestra la respuesta al si5tema para la velocidad angular 

del servomotor de la base y el brazo. En el g-:ráfico se aprecia que en el arranque 

la velocidad en ainbos se incrementa, para luego llegar a converger a cero a los 

7 seg para la base y a los 7 seg pai·a el brazo. Para ambos casos, la velocidad 

angular desde el inicio hasta converger a cero presenta oscilaciones abruptas. 
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Figura C.2: Implementación real de la planta. 

Segundo Experimento: Control de Trayec

toria Arbitraria 

Para este segundo experimento he usad.o una trayectoria deseada arbitraria 

tomando una función senoidal con los siguientes datos.: 

. - Trayectorias deseadas:-

p1 = 1r/2c.os(21rkT/2l), (lDOF: trayectoi-ia senoidaJ de la base) 

p2 = 1r /2cos(21rkT /21), ( 2DOF: trayectoria senoidal del brazo) 

• Polos usados:

para la hase: -7.5 + 2.7839í y -7.5 - 2.7839'i
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Figura C.3: 'I\-ayectoria Constante Experimental: salidas controladas para la base 

y el brazo. 
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Figura C.4: Ti'ayectoria Constante Experimental: señal de <xmtrol para el servo
motor de la base y el braz-0. 
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Figura C.5: Trayectoria Constante Experimental: velocidad del servomotor de la 
base y el brazo. 

para el brazo: -7 .5 + 1.9365-i y -7 .5 - l.9365i 

Los resultados obtenidos para e::,'te experimento se muestran desde la figura 

C.5 hru:,'ta la figura C.7.

En la figura C.5 se muestra las salidas controladas para la posición aug·ular

de la base y el brazo, y que a partir de los 4 seg. para ambos casos sigue a 

la referencia. Se observa que en la trayectoria. de la hase y el brazo no existe 

sobreimpu.lso. Las señales se hru1 fijado a una frecuencia de 1/21 Hz de ciclo 

senoidal y con amplitudes de 1r /2 rad y 1r /2 rad, que indican el movimiento

angulaT de la base y el brazo. 

En la figura C.6 se muestran las señales de control para el servomotor de la base 

y el servomotor del bra:w. La señal de control para ambos 11ega. hasta 3 voltios 

por un instante de tiempo ( 4 seg.), posteriormente presenta oscilaciones hasta 

el final del tiempo del experimento siguiendo una aproximación a la trayectoria 

senoidal. La oscilación que presentan ambas señales es debido al gran esfuerzo 

que realizan los servomotores para que el sistema sea controlado. 

En la figura C.7 se muestra la respuesta al sistema para la velocidad angular 

del servomotor de la base y el brazo. En el gráfico se aprecia que en el arranque la 
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Figura C.6: Trayectoria Senoídal Experimental: salidas controladas pai·a la base 
y el brazo. 
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Figura C. 7: Trayectoria Senoidal Experimental: señal de control para el servo
motor de la base y el brazo. 
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velocidad en ambos casos no es senoidal presentando ciertas oscilaciones, después 

de 6 seg. para ambos casos siguen a la trayectoria senoidal de la referencia con 

pequeñas oscilaciones, debido a que los servomotores están ejerciendo fuerza de 

control. 
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Figura C.8: Trayectoria Senoidal Experimental: velocidad del servomotor de la 
base y el brazo. 
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