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RESUMEN

En la presente Tesis se estudia diversos Principios de Optimalidad para el Pro-
blema de Control Optimo de Procesos Discretos, sistematizando las diferentes
aproximaciones que lo tratan, estudiando las relaciones subyacentes entre éstas,
y aportando algunos resultados nuevos en esta area.

Hemos sistematizado dentro de una visién tedrica unificada las dos princi-
pales aproximaciones que estudian este problema: la Programacién Dindmica,
y la “discretizacion” del Principio del Maximo de Pontryagin.

En primer término organizamos los principales resultados de la Progra-
maciéon Dindmica sobre nuestro problema, logrando resumir esta aproximacion
en un algoritmo al que denominamos Algoritmo de Bellman.

A continuacién investigamos hasta que punto la “discretizacién” del Princi-
pio del Méximo de Pontryagin, mantiene su validez en este nuevo contexto, para
ello establecemos una distincién entre el principio discretizado débil y el fuerte.
En este sentido probamos que en general el Principio del Maximo de Pontryagin
s{ mantiene su validez pero “débilmente”. Seguidamente investigamos bajo qué
condiciones mantiene su validez en el sentido “fuerte”, hacemos esto desde tres
perspectivas diferentes, encontrando un caso en el que la validez se mantiene
expresamente (afinidad en la variable de estado).

Al realizar esta investigacién, encontramos una relacién directa con la Pro-
gramacién Dindmica, segtin la cual en cierto sentido el Principio de Pontryagin
Discretizado es consecuencia de las Ecuaciones de Bellman.

En la ultima parte extendemos algunos resultados al horizonte infinito, de-
mostrando un teorema nuevo para esta drea, al que hemos denominado Principio
Fuerte de Pontryagin Afin Infinito.
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Introducciéon

En el Problema de Control Optimo de Procesos Discretos se busca hallar una
sucesion de decisiones que controlan la evolucién de un proceso, de modo tal
que se maximize la suma de los beneficios obtenidos en cada decisién.

Dos son las principales aproximaciones para estudiar este problema: la Pro-
gramacién Dindmica, [2, 3, 5], y la “discretizacién” del Principio del Méximo
de Pontryagin, [7, 8, 6], el cual es un teorema central en la Teoria de Control de
Procesos Continuos [20].

Debido a que la Programaciéon Dinamica esta desarrollada en gran cantidad
de libros, [2, 3, 5, 14, 21, 23] en esta Tesis s6lo resumimos y sistematizamos los
hechos principales que nos atanen, para luego concentrarnos sobre todo en inves-
tigar exhaustivamente hasta donde la “discretizacién” del Principio del Maximo
de Pontryagin, nos es 1util para estudiar las soluciones de nuestro problema, tema
que anteriormente ha sido investigado poco.

En esta investigacion hemos encontrado que aunque dicho principio “dis-
cretizado” ya no es vélido para los problemas discretos (en general), continua
siendo cierto, de un modo “debilitado”, en contextos bastante generales.

Ademaés hemos estudiado con detenimiento bajo qué condiciones dicho prin-
cipio sigue siendo cierto sin necesidad de “debilitarlo”, y también en que casos
llega a ser incluso una condicién suficiente. Al realizar esta investigacién hemos
encontrado una interesante interrelacion entre la Programacion Dindmica y esta
aproximacion, lo que nos da otra perspectiva para interpretar esta tltima.

La gran importancia que tiene en la Teoria de Control de Procesos Continuos,
el Principio del Maximo de Pontryagin, [8, 20], motivé la realizacién de todas
estas investigaciones. Buscdbamos comprender y establecer de un modo mas
explicito la relacion intuitiva entre este principio y su version “discretizada”.
Consideramos que este objetivo ha sido conseguido, aun cuando hay todavia
mucho terreno por explorar.

A continuacién describiremos cada uno de los capitulos de esta Tesis.



En el Capitulo 1 establecemos la definicién precisa del Problema de Control
Optimo de Procesos Discretos (en Horizonte Finito e Infinito) y las notaciones
que usaremos en el resto de la Tesis. También describimos las diferentes aproxi-
maciones que nos permiten resolverlo y en la tltima parte demostramos algunos
teoremas generales de existencia de soluciones éptimas.

En el Capitulo 2 sintetizamos todos los resultados més importantes de la Pro-
gramacién Dindmica que se usan para resolver el Problema de Control Optimo
Discreto en Horizonte Finito, logrando resumir toda la metodologia de soluciéon
en un algoritmo al que denominamos “Algoritmo de Bellman”.

En el Capitulo 3 “discretizamos” el Principio del Maximo de Pontryagin
obteniendo una version discreta a la que denominamos Principio Fuerte de Pon-
tryagin Discreto (PFP), a su vez, debilitdindo a éste, definimos los Principios
Débiles de Pontryagin (PdP). A lo largo de este capitulo investigamos contex-
tos diversos en los que estos ultimos son validos. Concluimos este capitulo
probando, con un contraejemplo, que en general el PFP no es cierto.

En el Capitulo 4 estudiamos con detenimiento bajo que condiciones el PFP es
una condicién necesaria de éptimo. Encontramos que existen diferentes contex-
tos en los que lo es, pero de un modo aproximado. Entre todos estos contextos
resalta el caso en que el problema es “afin respecto a la variable de estado” pues
en este caso la validez es expresa y no solo aproximada.

Investigando con més detenimiento cuando es véalido el PFP hemos encon-
trado una interrelacién entre la Programaciéon Dinamica y el PFP, mas pre-
cisamente entre las Ecuaciones de Bellman y subproblemas de optimizacién del
PFP, todo esto nos proporciona una perspectiva alternativa para interpretar y
comprender el PFP.

Por 1ltimo en el Capitulo 5 extendemos algunos de los resultados anterio-
res para estudiar problemas de Control Optimo de Procesos Discretos de Hori-
zonte Infinito, consiguiendo generalizar bajo ciertas hipdtesis diversos principios
débiles del Capitulo 3. Terminamos este capitulo demostrando que el PFP es
valido también en el contexto infinito bajo ciertas condiciones de afinidad en la
variable de estado. Este resultado nos parece bastante interesante.

Finalmente digamos que una razén importante que nos motivé a realizar esta
investigacion es la gran ausencia de libros que traten de un modo sistematico
y especifico el Problema de Control de Procesos Discretos, hecho sorprendente
debido a la gran cantidad de problemas reales que se pueden modelar dentro de
este contexto. La presente Tesis busca subsanar de alguna manera esta situacion
y ser base para estudios posteriores en los que por ejemplo se aborde el estudio
de la Teoria de Control ()ptimo de Procesos Discretos Estocéasticos, sobre la
cual tampoco no hay muchos libros que la traten especificamente.



Capitulo 1

Control ()ptimo de
Procesos Discretos

En el presente Capitulo definiremos el problema de Control Optimo de Procesos
Discretos, tanto para horizonte finito, como para infinito, asi como los problemas
relacionados.

Describirémos también las diferentes formas de abordar este problema, para
hallar las soluciones 6ptimas. Y finalmente demostraremos algunos teoremas
generales de existencia de solucién.

1.1 Planteamiento del Problema

Comencemos nuestro trabajo presentando el problema de control 6ptimo de
procesos discretos y sus variantes.

Una primera aproximacién intuitiva al problema es considerar el siguiente
ejemplo. Supongamos que tenemos un objeto “z” cuya posicion es descrita por
n coordenadas (xz € R™). En el tiempo inicial (¢ = 0) el objeto se encuentra
en la posicién 5. De otro lado, tenemos ciertos mecanismos (controles) con
los cuales podemos desplazar el objeto. También tenemos funciones definidas
para los diferentes instantes de decisién que nos dan una valoracién (premios o
beneficios) segtin el control usado y la posicién en que se aplicaron. Similarmente
una ultima funcién nos valora el estado final del objeto.

Anadamos ademaés la restriccién de que sélo tenemos “T” decisiones que
podemos ejecutar (I' € N, problema finito). Surge entonces un problema de
optimizacion natural: Dado un punto inicial Zg, hallar una sucesién de deci-

siones (ug,---,ur—_1), de modo que el beneficio total (suma de los beneficios
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instantdneos y beneficio final) sea el méximo.

Matematicamente el problema es formulado de un modo més general

T—
max BT(an C, T, Uyt 7uT—1) = Zt:()l fto(xt?ut) + f%(xT)
s.a. ara todo t=0,---,T — 1, .
b (Pr (i)
Tri1 € Xeg1, up € Uy,

Ti1 = fe(@e, we), w0 = 2o € Xo,
donde parat=0,---,T — 1,
e X; CR"y Xy CR"™ (posiciones admisibles del objeto en el instante t),
e U; CR™ (los controles a usarse en el instante t),
o f2: X;xU; — R (el beneficio de las decisiones en cada posicién e instante),
o fi: X, xUy — R" (la dindmica de cémo actua el control sobre el objeto),
e f2: X7 — R (el beneficio de la posicién final).

El conjunto de los (xg,- -, 27, up, -, ur—1) satisfaciendo el sistema en el
problema Pr (&) es llamado conjunto admisible y es denotado por Adm (&),

para todo t=0,---,7 — 1,
(o, -, xp, U0, -+ ur—1) | Ti41 € Xy, we € Uy,
Tir1 = fi(xze,u) ¥ 20 = B0 € Xo

A este problema le denominaremos “Problema de Control Optimo Discreto en
Horizonte Finito”.

Una observaciéon muy importante que nos servird mucho més adelante es que
dada una sucesion de decisiones uqg, - - -, ur_1, Se genera una unica sucesion de
estados x1,- -, x7, a partir de Zy. A esta sucesion la llamaremos “proceso”.

Evidentemente nuestra formulaciéon es mucho mas general que el problema
del ejemplo anterior, pues consideramos aqui entre otras cosas que los “esta-
dos” (posiciones) del objeto estdn limitados a ciertos conjuntos del espacio, que
cambian con el tiempo. Similar condicién pedimos para los controles.

De otro lado, el mecanismo con el que actua el control sobre el objeto cambia
con el tiempo (por ejemplo, a causa de un desgaste, etc.). También tenemos
distintas formas de medir la utilidad segin el instante.

Ahora bien, la formulacién presentada puede ser interpretada en un contexto
muchisimo méas amplio. Para ello en vez de que “z” represente las coordenadas
espaciales de un “objeto”, podemos interpretarlo como las coordenadas genera-
lizadas (terminologia usual en mecdnica cldsica) de un estado de un sistema
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dindmico (o incluso de un sistema en una caracterizacién mdas abstracta). De
otro lado los “controles” serian decisiones que se toman para alterar el sistema
de modo que obtengamos ciertos “beneficios” de estas decisiones.

Asi pues, la formulaciéon dada modela de un modo general el problema de
maximizar el beneficio obtenido al realizar T' decisiones que alteran la evolucion
de un sistema. Es claro que intuitivamente este problema generaliza el problema
de optimizacién estatica el cual puede considerarse como un problema de control
de una sola decision.

En este marco general podemos estudiar por ejemplo el problema del creci-
miento 6ptimo de la economia de una nacién usando modelos simplificados de la
evolucién de las variables macroecondmicas a lo largo de los anos. Las diferentes
politicas econémicas se entenderian como los controles y, los beneficios, serian las
valoraciones del crecimiento econémico (por ejemplo PBI, etc.), estos problemas
son estudiados en la Macreconomia Dindmica [18, 22, 21].

Existen muchos ejemplos de posibles aplicaciones de esta formulacién, basica-
mente se prodria tomar toda sucesién de T decisiones que busque optimizar la
suma de beneficios obtenidos por cada decisiéon siempre que se conozca con pre-
cisién (problema determinista) cémo afecta el control al estado y las funciones
beneficio.

Senalemos mas generalmente algunas variaciones de la formulacién anterior.
En primer lugar observemos que la posicion final cumple xp € Xp. Asi pues
estamos dando una restriccién sobre el paradero final del sistema. Si el conjunto
Xr es unitario, entonces se dira que el problema es con extremo derecho fijo
y se le denotard como Pr(Zo,Zr). Contraponiendose a los otros casos, Xt no
unitario, a los que se les llama de extremo derecho libre. Al conjunto X se
le suele llamar “conjunto de objetivos”.

Por otra parte, tenemos que los conjuntos de controles U; no dependen de
x¢. No obstante, en otras situaciones si hay tal dependencia, es decir Uy(z;).
Es claro que este caso es mas general. Este planteamiento es més natural (las
decisiones que podamos tomar dependen de donde nos encontramos), pero es
mas dificil de tratar.

Finalmente, hasta aqui hemos tratado el problema de control para T deci-
siones. Evidentemente se ha supuesto que T < oo, por ello se conoce a estos
problemas como de Horizonte Finito. Cuando T' = oo, el problema se llama
de Horizonte Infinito. Los problemas de horizonte infinito surgen por ejem-
plo en la gestién de recursos renovables limitados [9, 11, 12]. En efecto, si este
no fuese asi, es decir si estos fuesen considerados como problemas de horizonte
finito, estariamos asumiendo que sélo nos importa obtener beneficios hasta un
tiempo finito, olviddndonos de las generaciones futuras, que en principio
las hemos de suponer y “desear” ilimitadas en el tiempo. Como observacion tan-



gente digamos que precisamente éste es uno de los problemas mas importantes
sobre politica econémica en la actualidad, pues la extincién de miles de especies
y la depredacion del planeta tierra hace urgente estudiar la viabilidad de lo que
se ha llamado el Desarrollo Sostenible, es decir un desarrollo que sea posi-
ble ad infinitum, por lo cual es un problema de infinitas decisiones que cada
generacién irda tomando, sin terminar los recursos, pensando en las futuras que
vendran. Estas reflexiones fundamentan la necesidad de plantear el siguiente
problema:

max  B((zo, 21, ), (w0, -+ +)) = Dyeg [ (@e, ue)
s.a para todo t >0, z; € Xy, uy € Uy, (P(20))

Tev1 = fe(Te, ue), o = 2o € Xo.
donde, similar al caso de horizonte finito, para todo t > 0,
o X, CR" U CR™,
o Xy xU, =R, fi: Xy x Uy — R"™.

El conjunto de los ((zg, 1, ), (uo, - - -)) satisfaciendo el sistema en el prob-
lema (P(Zp)) es llamado conjunto admisible y es denotado por Adm (&),

Adm (29) := {((95079617 -+), (uo,--+))

para todo t >0, x; € Xy, uy € Uy, }

Tpp1 = fe(xe,we) vy 20 = &o € Xo.

Observacion. En el planteamiento anterior hemos usado el criterio

o0
max tho(xt,ut),

t=0

es decir, definimos como sucesiones 6ptimas aquellas que maximizen la suma-
toria anterior. Otros dos criterios de optimalidad que también seran vistos en
esta Tesis son los siguientes: se dice que ((Zo,Z1,- ), (T, -+)) € Adm (&) es
6ptimo si para todo ((xg,z1,-+), (u1,---)) € Adm (Zg), se cumple:

T T
(£,7)  liminf (Z F@ ) — Zf?(xt,u») >0,
t=0 t=0
o también,

T T
(L£,I7) lim sup (Z (&, 1) — Zf?(%ﬂt)) > 0.

T—oo \4—p t=0

Segun usemos cada uno de estos critérios (para definir una sucesién Gptima)

podremos definir los problemas Pz(Zg) para (£,Z) y Pzz(&o) para (L£,Z7).
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Problema de control continuo con horizonte finito: Ain cuando esta
Tesis trata el caso discreto, consideramos necesario al menos senalar algunos
elementos del problema continuo. Histéricamente este fue el caso mas estudiado
y su planteamiento es anterior al problema discreto. Por eso, como veremos més
adelante, se toma el caso continuo y los métodos que se usan en este, como una
fuente de ideas heuristicas para la solucién del problema discreto.

De un modo similar al caso discreto, el problema continuo que presentaremos
se puede interpretar como el de maximizar un cierto criterio respecto a las
diferentes evoluciones que tiene un sistema dindmico al elegir diversos controles
(caminos) en un intervalo de tiempo [0,7] comenzando a partir de un punto
inicial Zg.

De un modo algo informal presentemos el problema como sigue, se supondran
que las funciones ahi mencionadas cumplen con las condiciones de regularidad
de modo que el problema esté bien definido.

Sean T > 0,30 € QCR*, UCR™, f:QxU —=R", f0:QxU — R
y f2:Q — R. El problema de control continuo (con horizonte T) puede ser
formulado como sigue:

max  B(z(),u() = [y fOa(t),ul®))dt+ fH@r),

.8 (z(-),u(-)) € Adm (&), (PCr(0))

donde,

Adm (o) = {(“””(')’“('” (1) = Fa(t), u(t)), 2(0) = do, #(T) € My

w:[0,T) = U, z:[0,T] = Q, Vt € [0,T], }

con M; C R".

En este esquema continuo trabajaremos en el intervalo 0 < ¢ < T y se
denotardn con “z” a los elementos de €.

1.2 Metodologia de Solucion

Existen dos métodos principales para tratar de encontrar la solucién de un
problema de control éptimo discreto (o al menos aproximarnos a ella). Ambos
se basan en caracterizar a la soluciéon 6ptima mediante alguna propiedad que
ésta posee, y de esta manera poder descartar aquellos procesos que no satisfacen
dicha propiedad. Este nos permite acercarnos mas a la posible solucion, o incluso
llegar a ella.

1) El primer método se basa en usar el Principio de Optimalidad de
Bellman, el cual dice: “dada una sucesiéon 6ptima de decisiones, toda
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subsucesién de ésta es, a su vez, 6ptima”’. El sentido exacto de esta
afirmacion se explicara en el capitulo siguiente.

Basandonos en este principio podemos establecer dos caminos para abordar
la busqueda de la solucién del problema: a) podemos definir la metodologia de
la Programacién Dinamica considerando subsucesiones iniciales o terminales de
un modo recursivo y haciendo uso a la vez de las funciones valor (ver Capitulo
2). Asi, de esta manera, se obtiene una caracterizacién de las soluciones éptimas
e incluso un algoritmo para hallarlas. b) podemos establecer las ecuaciones de
“calculo variacional discreto” concentrandonos en las subsucesiones intermedias
y asi por lo tanto, obtener una propiedad que caracterize a las soluciones 6ptimas
analoga a las ecuaciones de Euler- Lagrange para el cdlculo variacional continuo
Sin embargo esta aproximacién es en esencia un caso particular del segundo
método.

2) El segundo método consiste en ver al proceso entero de decisiones como
un punto en un espacio mas grande, el espacio de procesos, y usar en este caso los
teoremas de condiciones necesarias y suficientes de optimalidad (Programacién
no Lineal, etc.). Por lo cual podemos obtener condiciones necesarias y suficientes
para los procesos 6ptimos. La particularidad con la que esta definido el problema
de control permitird interpretar estas condiciones de una manera especial que
nos induce a observar estos resultados como analogos al principio del médximo
de Pontryagin para procesos continuos (Capitulo 3). Un estudio més profundo
nos mostrara que de hecho este principio se cumple bajo ciertos condiciones,
mas ain en algunos casos este método es el més eficiente para hallar la solucion.

Antes de continuar con los diferentes métodos, demostremos un teorema, de
existencia de solucién, que nos servird para sustentar nuestra investigacién (una
vez que se sabe que existe una solucién podemos pasar a intentar buscarla).
La metodologia para demostrar este resultado nos sera util en los capitulos
posteriores (Capitulos 3 y 4).

Teorema 1.2.1 (Teorema de Existencia) Para el problema Pr(Zg) asumamos
las hipdtesis siguientes:

e Parat=0,---,T —1, los conjuntos Uy y Xiy1 son compactos.

e Parat = 0,---,T — 1, las funciones f2, fi y f% son continuas en sus
respectivos dominios.

o Adm (&) # 0.
Entonces el problema Pr(Zo) admite una solucidn.

Prueba. La idea general de la prueba consiste en transformar el problema
dindmico en uno estéatico con su funcién objetivo continua y su conjunto factible



compacto, de modo tal que podemos aplicar el Teorema de Weierstrass que
asegura la existencia de una solucion.
Con respecto al conjunto admisible: Denotemos Z = Hthl X x HtT:_Ol U,

entonces

r1 = fo(Zo,uo),
Ame(i‘o) = (330,~--,a:T,u0,~--,uT_1) €eZ|Vt= 1,--~,T— 1,

Trp1 = fe(e, ue).
Consideremos la funcién F : Z — (R™)T definida por
F((z1,- 2,00,y ur—1)) = (x1 — fo(Zo,u0)s -+, 27 — fr—1(2e, ur)).

Por hipétesis, F' es continua y, debido a que Adm 7 (&) = F~1({0}), el conjunto
admisible Adm r(Zg) es cerrado. De otro lado, por las hipdtesis de compaci-
dad, Z es compacto y, debido a que Adm p(&9) C Z, entonces Adm (&) es
compacto.

Con respecto a la funcién objetivo: Definamos la funcién F°: Z — R por

T—1
Fo(xla L, T, Uy "U/T—l) = Z fto(xhut) + f’_?“(q"T)
t=0

Por hipétesis, F° es continuo.
Por lo tanto, por el teorema de Weierstrass, existe una solucién del problema

max  FY(2)
z€Adm (io)

que coincide con el problema Pr (o). [ |
Teorema 1.2.2 (2do Teorema de Existencia) Para el problema Pr(Zo) asumamos
las hipdtesis siguientes:

e Parat=0,---,T — 1, los conjuntos U; son compactos.

e Parat=0,---,T—1, se cumple fo(X; x Us) C X411

e Parat = 0,---,T — 1, las funciones 2, fi y f% son continuas en sus
respectivos dominios.

(] Ame(i‘[)) 7& @
Entonces el problema Pr(Zo) admite una solucion.
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Prueba. Teniendo encuenta la demostracién anterior, el teorema se reduce a
mostrar que Adm (&) es compacto.
Denotemos
Ky = fo(&o, Uo),

entonces K; es compactoy K; C X;. Parat=1,.--,T — 1, denotemos
K1 = fi( Xy x Ky),

luego K41 es compacto y por lo tanto Hle K; x HtT:_Ol U; también lo es y
contiene a Adm 1 (Z). Por el argumento de la demostracién anterior, Adm 1 (Z)
es cerrado. Se sigue entonces que Adm (&) es compacto. [ ]

Un caso al que puede aplicarse el teorema anterior es cuando para t =
0,---, 7T, Xy =R" y, parat =0,---,T — 1, los conjuntos U; son compactos y
las funciones f?, f; y f2 son continuas. Este caso es bastante usado.

Los resultados anteriores nos aseguran la existencia de solucién bajo ciertas
condiciones. El siguiente paso serd buscar algunos métodos para llegar a la
solucion del problema. En el capitulo siguiente estudiaremos la Programacion
Dinamica, con el cual se logra resolver los problemas de control éptimo de
procesos discretos en horizonte finito.
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Capitulo 2
Programacion Dinamica

En este capitulo sintetizamos todos los resultados de la Programaciéon Dindmica
[2, 18, 23] que son usados para resolver problemas de Control Optimo de Pro-
cesos Discretos en Horizonte Finito.

Logramos resumir toda la metodologia de la Programacién Dindmica para
estos problemas en un algoritmo al que denominamos “Algoritmo de Bellman”.

2.1 Principio de Optimalidad de Bellman

Recordemos nuestro problema de control Pr(Zg), cuya representacién simplifi-
cada es

max  Brp(z),
z€Adm 1 (Z0)

donde Adm 7(&¢) es el conjunto

para todo t =0, -+, 7T — 1,
z = (l'(),' LI, U, 7uT—1) Tt41 S Xt+1a Ut € Uta
Tip1 = fe(@e,ue) y 2o = 2o € Xo

La Programacién Dindmica surge como un método de resoluciéon de estos
problemas. Fue propuesta y desarrollada sobre todo por Richard Bellman,
quien de la observacién de una propiedad particular de los procesos éptimos
y su relacién con las funciones que él denominé de “valor”, obtuvo una serie
de ecuaciones a partir de las cuales se puede caracterizar la solucién para el
problema.

Comenzaremos con esta propiedad especial, que hoy en dia es conocida con
el nombre de Principio de Optimalidad de Bellman, que dice: dada una
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sucesién 6ptima de decisiones, toda subsucesiéon de ésta es, a su vez,
6ptima.

Antes de continuar el estudio de la programacién dindmica senalemos un
resultado que simplificard grandemente las notaciones.

Lema 2.1.1 Dado un elemento (xg,--,2T,ug, - ,ur—1) € Admp(Z) en-
tonces (x1,---,x7) es univocamente determinado por (ug,---,ur—_1).

Prueba. De su definicién con ug se determind unfvocamente x1 = fo(Zo, uo).

A su vez con z1 y u; se determina un unico zy = fi(z1,u1), procediendo
sucesivamente, encontramos una unica sucesién (z1,---,z7) generada por las
decisiones consecutivas (ug, -+, ur—1). |

Teniendo en cuenta el lema anterior vamos a redefinir el conjunto admisible.

existe (xg,--+,2r) tal que
Ame(i‘o) = ('U;O,"'7UT_1) ($0,~'~,Z‘T,UO,~'~,UT_1) EAme(fo)
(de la definicién precedente)

Asi, la funcién objetivo Br serd reemplazada de manera equivalente por
Br(Zo;ug, - -+, ur—1) := Br(Zo, -, 27, u0, " -+, ur_1).

En general cuando no se diga lo contrario, siempre se supondra que los
decisiones u; determinan las posiciones x;. También algunas veces diremos que
la sucesion de decisiones (uq, - - -, ur) es solucién del problema Pr(ig). Notemos
que no se puede proceder reciprocamente, es decir, dado (zg,---,z) puede
existir varias sucesiones de decisiones que lo originan.

Pasemos inmediatamente a describir en un sentido concreto (matemadtico) el
principio de optimalidad de Bellman.

Asociado al problema Py (Zg) definimos, para cada k = 0,---,7 — 1, los
subproblemas,

T—

max  Bp(w) =Y f{ (2, u) + fP(ar), (PE(ar))

weAdm & () —

Ju

donde

paratodo t=k,---, T —1,
Adm;(ik) = w = (Up, - ur—1) | Ty € X1, u € Uy,

Tep1 = fe(Te,ue) y o) = Bk € Xp
Por definicién, el problema P%(Z¢) coincide con Pr(Zo) y también BY = Br.
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Lema 2.1.2 (Principio de Optimalidad de Bellman) Asumamos que la
sucesion (tg, -+, tr—1) es una solucién dptima del problema Pr(&g) con pro-
ceso asociado (&g, -+, &1). Entonces, para k =0,---, T —1, (G, -+, 47-1), €s
también una solucion éptima del subproblema P (iy).

Prueba. Por definicién, (g, ---,tr—1) € Adm%(2;). Supongamos por
contradiccién que (@, -+, %r_1) no es 6ptima de PE(#;). Entonces existe
(g, Gr—1) € Adm % (&) tal que
B’?"(‘i‘ky ’[Lka U 7aT71) > Béﬂ“(jkhﬁ/lw e 7’&T71)-
Definamos el proceso (Zo, - -, ZT) por,
o = o,
Ty = ft(-i'hﬁt), t=0,--,k—1,
Ter1r = [fe(@, ), t=k,---,T—1.
De esto claramente se tiene que (g, -, Ug—1, Uk, -+, Ur—1) € Adm (). Se
cumple
~ ~ ~ ~ ~ k— ~ ~ ~ ~ ~
Br(Zo; o, -+, Ug—1, Uk, - -+, Ur—1) = thol (&, 0y) + BE(Zg; Uk, - - - ir—1)
k—1 L N
> Zt:O to(xtvut) + B?‘(xk; Uk+1, """ 7uT)
= Br(Zo; 10, -, ur).
Este contradice la optimalidad de (dg,---,4r). Se deduce que (g, --,4r) es
una solucién éptima de P (3y). ]

2.2 Ecuaciones de Bellman

Para cada k = 1,---T — 1, asociada al problema Pk (z;), definamos la funcién
Vi X — R,
Vi(z) = sup  Bi(zup, -, ur1).
Adm 7.(z)

La funcién Vj, es llamada la funcién Valor asociada al problema Pk ().

Observemos que las funciones V;, maximizan el valor a partir de las decisiones
k-ésima en adelante. Por ello en la etapa T, al no tener decisiones posteriores
(de T + 1, en adelante), le asigamos por convencién Vr(-) = fo(-).

Con el principio de optimalidad de Bellman, probaremos que estas funciones
satisfacen un sistema de “ecuaciones” al que llamaremos Sistema de Bellman.
Demostraremos que las “soluciones” de este sistema caracterizan las soluciones

optimas obteniendo una condicién necesaria y suficiente de optimalidad.
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Proposicién 2.2.1 (Ecuaciones de Bellman) Para k = 0,---,T — 1, las

funciones V. satisfacen

Vi(w) = sup {2 (@, u) + Vi (fre(,w))}, (EBy)

con Vp(x) = f3(z) para todo z. La ecuacion (EBy) es llamada una ecuacién
de Bellman.

Prueba. Tomemos k € {0,---,T —1} y z € X}, fijo y arbitrario. Demostremos
que se cumple la igualdad en dos partes. Primero dado u € Uy fijo arbitrario,
por la definiciéon de Vi1 como un supremo, dado € > 0 existe una sucesion de

decisiones (fig41, Ugt2, -, Ur—1) tal que
Vk-i—l(fk(x) ’LL)) —e< B’,IZC"+1 (fk?(m7 ’U,), ak-‘rh 'Ilk+2, Ty aT—l)'
Sumando a ambos lados f?(z,u) deducimos que (i1, - -, Ur—1) satisface

SR (@, )+ Viga (fu(, w) —e < (@, u)+BE (fr(2,u)i g, - - dr—1) < Vi().

Como € > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequeno. Deducimos que para
cualquier u € Uy, se cumple

flg(‘rau) + Vk+1(fk($7u)) < Vk(x)a

por lo tanto

sup [ (2, u) + Vi1 (fr(@, u))] < Vil).

Para la desigualdad contraria tomamos nuevamente € > 0 arbitrario. Desde que
Vi es un supremo, existe una sucesién de decisiones (dy, - -, 47—1) tal que

Vi(z) — e < BE (0, - -+, Gp_y).
Por la definicién de Béﬂ“ es claro que

Bh (st -+ ar—1) = fO(x, k) + BET(frl@, @n); i, - o, dr—1)
< SUPey, [flg(‘r7u) + Vk+1(fk(x7u))] )

de donde se deduce, desde que € es abitrario, que

Vi(w) < sup [ (@, 0) + Vi (i (@, )] -

Por lo que, juntando ambas desigualdades, hemos probado la igualdad. ]
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Corolario 2.2.1 (Caracterizacién de las soluciones) Una sucesidn de de-
cisiones (g, -, Ur—1) con su proceso asociado (Zo,---,Z7) serd una solucion
dptima del problema Pr(Zo) si, y sdlo si, satisfacen las ecuaciones de Bellman.
Esto es, para todot =0,---,T — 1,

V(@) = maxuev, {f7 (@, u) + Vi1 (fe(3e,w))}
= fP(&e, ) + Vg (fi (&, Gr)).

Prueba. (=) Tomemos t € {0,---,T — 2} fijo y arbitrario. Del Principio de

optimalidad de Bellman, tenemos que (i¢11, Gity2,- -, Gr—1) es solucién Gptima

del problema P%H(:%Hl). Por ello se cumple por su definicion

Vi1 (fe(8e, @) = Vig1(@41) = B (Regr; Qg -+, droy). (2.1)

Similarmente (4, 441, -+, 07r—1) es solucién éptima del problema Pk(&;).
Por ello se cumple de su definicién

Vi(@) = Bl(& @, -+ ar) = (&4, G¢) + B (E415 Gegr, -, 1),
Usando (2.1) obtenemos para t =0,---,T — 2,
Vi( @) = f{ Bty ) + Vigr (fi (e, ). (2.2)

Cuando t = T — 1, entonces 4p_1 es solucién del problema P%fl(ch,l) y por
lo tanto

Vir_1(@r-1) = fo i (@r—1,tir_1) + fR(E7).
Haciendo uso la convencién Vi = f2, tenemos que (2.2) también se verifica para
t=T-—1.

(<) Reciprocamente, si un camino cumpliese para todo t =0,---, T — 1,
Vi) = [P (@ 0) + Vg (fe(2, ),
entonces es facil probar inductivamente que para cada t =0,---,7 — 1,

Vo(@o) = D [2(#s, @s) + Vigr (141)-
s=0

Asf, para t =T — 1, y del hecho Vy(é1) = fa(2r), obtenemos

T-1

Vo(#o) = Y [ (@) + fo (o).

t=0
Debido a que (g, ---,ur—1) es admisible, se deduce que este es una solucién

6ptima de Pr(Zo). |

En base al resultado anterior obtenemos un método general que resuelve
“todos” los problemas de control, siempre que puedan calcularse cada paso que

se necesite. Describamos a continuacién este método, como un algoritmo.
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2.3 Algoritmo de Bellman

Algoritmo
1. Inicializacién : Asumir Vr = f2, hacer k = 1.

2. Etapa k : Para cada x € Xp_j calcular

Vr_i(z) = max {f2_i(@,w) + Vr_ppr (fri(z,u)},
ueUr g
y elegir
dr—y : Xpr—p = Up_p

definida por
dr_i(x) = u, tal que Vo_k(x) = fp_p(z,u) + Vr_p1 (fr—r(z, u)).
Hacer £ = k£ + 1. Retornar al item 2.

Comentarios. En general la funcién d; del algoritmo puede no existir, en
caso existiese, puede no ser tnica.

Un caso en el que podemos aplicar este algoritmo es cuando para t =
0,---,T — 1, los conjuntos X;11,U; son finitos. En este caso es posible con-
struir punto por punto las funciones V; y d;.

Un caso mas general en el que puede aplicarse este algoritmo lo damos en el

siguiente lema.

Lema 2.3.1 (Aplicacién del Algoritmo) Asumamos las mismas condiciones
del Teorema 1.2.2, entonces para k = 0,---,T — 1, las funciones Vi, son conti-
nuas y siempre es posible construir las funciones dy, para cada xy € Xi. Por lo
tanto el algoritmo es ejecutable.

Prueba. Para probar el lema probemos primero una afirmacién

Afirmacién Asumamos que X CR"™ y U C R™ son no vacios con U compacto
v g: X xU — R continua. Entonces la funcién f : X — R definida por

f(z) = glggg(%w,

es continua sobre X .
En efecto, asociado a una funcién arbitraria h : R™ D Z — R, definamos los
conjuntos
epi(h) :={(z,A\) € Zx R : h(z) < A}

16



epi(h) :={(z,)\) € Zx R : h(z) > A}.

Se sabe que h es continua sobre Z si, y solo si, eE (h) y e/p\i (h) son abiertos en
Z x R.
Por definicién,

— —~

egi(f):pronXR(epi(g)) Yy e/p\i(f):pronxR(epi(g))'

Debido a que g es continua, eAp/i(g) y e/b\i(g) son abiertos y por lo tanto sus
respectivas proyecciones epi Ny epi (f), también son abiertos. Se sigue que f
es continua sobre X. Esta funcién es finita sobre X debido a que U es compacto
no vacio.

Usando la afirmacién anterior, probemos por recursiéon que las funciones Vj
son continuas. Tenemos, por convencién, que Vy = f2 por lo cual es continua.
De otro lado definamos la funcién gr_1 : X717 x Ur_; — R por

gT—l(xa U) - flo"—l(xvu) + VT(fT—l(xa u))
Por hipétesis, gr_1 es continua y, debido a que Ur_; es compacto, la funcién

Vroi(z) = max (fp_i(z,u) + Vr(froi(e,u)) = max gri(z,u).
ucUr_1 ueUr_1
también es continua sobre Xp_;. Procediendo de modo similar, podemos de-
mostrar recursivamente que las funciones Vj son continuas para k =0,---,7—1.
Debido a que Uy es compacto, por el teorema de Weierstrass, para todo
rp € Xj existe up € Uy tal que

Vie(zr) = fR (@, ur) + Viepr (fr (e, ur)).

Por ello podemos tomar di(xy) = ur. Como zj es arbitrario, deducimos que
podemos en principio construir la funcién di en todo Xj. Por ello el algoritmo
es realizable. ]

Haciendo uso de este algoritmo, podemos encontrar (compare con el Teo-
rema 1.2.2) una solucién éptima del problema Pr (&) desde que las funciones dy,
(k=0,---,T—1) pueden ser determinadas. En efecto, el proceso Zg, - - -, &1 con
sus decisiones g, - -, Ur—1, con Gy = dg(&r) ¥ x+1 = fe+1(Ex, k), cumplen
las ecuaciones de Bellman.

Con esta metodologia no sélo hemos hallado la solucién del problema Pr (o)
sino también para cada uno de los problemas de la familia (Pr(z))zex,. Més
atn, tenemos las soluciones para todos los problemas (P (z)).cx, -
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Corolario 2.3.1 Parak =0,---,T—1, dado Z € X, la sucesion de decisiones

Uy, ,Ur_1, definida recursivamente parat =k, -, T — 2,

g1 = dig1 (fe(Be, de())),
donde iy, := di(31), es una solucién del problema PX.(Zy).

Esta propiedad de la metodologia desarrollada es al menos teéricamente muy
satisfactoria, pues en esencia hemos resuelto completamente el problema de con-
trol discreto. Sin embargo este método es “ineficiente” pues exige implicitamnte
ir resolviendo todos los problemas de menor orden antes de arribar a una
solucién para nuestro problema original Pr(Zg), lo cual para fines practicos
es en cierta medida inaplicable.

Tenemos pues la necesidad de proponer metodologias diferentes que per-
mitan obtener el resultado, tal vez més rapidamente, o que combinadas con
la programacién dindmica nos acerquen a la solucién de Pr (o) més eficiente-
mente. Una forma de conseguir esto serfa encontrar una condicién necesaria
de optimalidad, calcular los puntos que la satisfacen, y luego testear con el sis-
tema de Bellman para ver si son 6ptimas. Por esta razon estudiaremos en los
dos capitulos siguientes el Principio del Méximo de Pontryagin en su version
discreta.
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Capitulo 3

Principio Débil de
Pontryagin Discreto

En el presente capitulo construimos la versién discreta del Principio del Maximo
de Pontryagin, al que denominamos Principio Fuerte de Pontryagin Discreto
(PFP). A su vez definimos lo que se entenderd por Principios Débiles de Pon-
tryagin Discretos (PdP).

El aporte central de este capitulo es haber establecido sisteméticamente los
diferentes contextos, crecientes en generalidad, en los que cada Principio Débil es
una condicién necesaria de optimalidad. Confirmando con esto que el Principio
del Méximo de Pontryagin, también se cumple para el problema discreto, pero
“débilmente.”

En la Teoria de Control Continua, el Principio del Maximo es una condicién
necesaria para la optimalidad. En el caso convexo éste también es una condicion
suficiente.

Debido a la gran utilidad que tiene este principio en la solucién de varios
problemas concretos, es importante tratar de encontrarle una versién discreta.

Con esta intencién un primer paso para encontrar esta versién serd dis-
cretizar este principio partiendo del caso continuo para obtener heuristicamente
una versién tentativa que nos servird para nuestro fin. Recordemos entonces la
formulacién continua.

Sean f: QO x U = R", f2:QxU =R, f2:Q—R,donde T >0, Q2 CR",
UCR™ytel0,T]. Para iy € Q consideremos el siguiente problema de control
continuo en horizonte finito T.

max  B(z(-),u()) := [ fO(a(t), u(t))dt + fo(xr), X
Sa- (x()>3()) € Adm (2), (PCr(&o))
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donde,

Adm (&) := {(:c(~)7U('))

w:[0,T) = U, z:[0,T] = Q, YVt €[0,T],
#(6) = f(a(t), u(t)), #(0) = do, o(T) € My |’

con My C R".

Para simplificar el enunciado del Principio del Méximo de Pontryaguin,
asumamos que My = R" e introduzcamos los siguientes elementos.

Hamiltoniano Asociado al problema PCr (%), se define el Hamiltoniano
como la funcién H : (R")* x Q x U — R,

H(‘va’u) = fo(m,u)—i—((p, f(x,u)) (H)

Donde (R™)* denota el espacio dual de R™. El producto (-,-) denota el
producto dual sobre (R™)* x R™.

La definicién (H) también puede ser escrita como

Hp, ) z%

donde pg = 1,0 = (p1, -+, ¢n), f(w,u) = (fY(x,u), -, fH(x,u)). Aqui
las componentes de la funcional ¢ se interpretan como niimeros reales.

Variable Adjunta Asociado al control u(-) y su correspondiente camino
x(+), la variable adjunta es la funcién ¢ = (@1, -+, ¢,) : [0,T] = (R™)*

satisfaciendo para j =1,---,n,
dp; 0H
— = —— i z,u), VA
g oz, (¢, 7,u) E so : (VA)

con la condicién final,

ofy

v (T) = or,; (z

T) y wo = 1. (CF)

Teorema 3.0.1 (Principio de Maximo de Pontryagin Continuo) Sea la
curva (Z(-),a(-)) una solucion del problema PCr(Zo), con My =R", y sea ¢(-)
su variable adjunta. Entonces para todo t € [0,T],

H(p(t),3(0), (1)) = max H(2(), 2(0), v).

Prueba. Ver [7, p.68]. ]
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3.1 Principio Tentativo de Pontryagin Discreto

Usaremos el Principio del Méximo de Pontryagin enunciado en el Teorema 3.0.1

para encontrar una version discreta, con la cual formularemos una condicién

necesaria de optimalidad. En el Capitulo 4 estudiaremos bajo qué condiciones

ésta serd valida y daremos contraejemplos que muestran que en general no es

cierta.

Para formular este principio tentativo realizemos los siguientes 8 pasos.

(1)

Particién del Intervalo [0, T]. Dividamos el intervalo [0,7] en N tiem-
pos iguales, obtenemos la particién {0, h, 2h,---, Nh =T}, donde h := %
Interpretaremos estos elementos como los tiempos ¢t € {0,1,---, N}.

Discretizacién de la Dindmica. Asociado al control u : [0,T] — U,

y a su camino correspondiente z : [0,7] — €, denotemos para cada
t=0,1,---, N,

uy = u(th) e U y xp = x(th) € Q.

Con estos elementos aproximamos la dindmica por

T — dzx
g ) = f(ww),

obteniéndose la discretizacion para t =0,1,---, N — 1,
Tp1 = Tp + hf(xe,up),
con las restricciones z; € Q, uy € U C R™ y xy := 2z(0) = Zo (punto
inicial).
Definiendo para cada t = 0,---, N — 1, las funciones f; : Q@ x U — R",

como fi(xt,ur) := x4 + h.f(x¢,us). Tenemos la discretizacién final de la
dindmica para t =0,1,---, N — 1,

Ti41 = ft(xtaut)-

Discretizacion de la Funciéon Objetivo. Teniendo en cuenta las dis-
cretizaciones anteriores, la funcién objetivo queda expresada en forma
discreta como:

i

BT(x()vmla TN, UQ, 7U‘N*1) = hfo(xt7ut) + f%(xN)
t

Il
=)
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(4)

Discretizacién de las Variables Adjuntas (VA). Asociados a la varia-
ble adjunta ¢(-) del camino (x(+),u(+)), definamos

th),  sit=0,1,---,N -2,
wiy = P
o(T), sit=N—1.

De esto tenemos

n

H(t), weue) = (e ue) + (000 fae,we)) = Y alt) (w0, ug),

=0
donde () := 1.

Con respecto a las ecuaciones (VA) podemos aproximarlas por

LD B (4 1)h) ~ — B (3t + 1), T, Urt1)

= =Y ovilt+ 1)%(%“, Utt1)s

de donde para j = 1,---,n, se obtiene
5O =0+ 1)+ e+ DL ), (BAdi
i=0 Oz’

paracadat=0,---,N — 2.
Con condicién final

o 0
YN =1y = P2 (),

Definicién de las Funciones. Para que nuestra notacién sea més acorde
con la usada para el problema Pr(Zy), definamos las funciones de beneficio
y evolucién. Parat=0,---,N — 1,

f?(xt,ut) = h.fo(xt,ut) y Je(xe,ut) = ¢ + h-fo(xtaut)-

Definamos ademés los Hamiltonianos asociados como

Hy(zg,u, 0(t) = fR(zw) + (@1); filzg, w))
= h.f%ms,up) + ()2 + hof (e, up)).

Definicién del Problema Discreto. Con las notaciones anteriores ten-
emos la siguiente discretizacion del problema (PCr (o)),

max Br(xg, -, TN, Uy, UN_1) = ZZ:OI 2z, ug) + f2(zr)
s.a Vt=1,---,T, vy € Xy, uy_1 € Uy_1,
Vi=1,---,T, ver1 = fi(xe,us),
xo = Lo € Xo,

donde para t =0,---,T — 1,
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e Xy =Q U, :=Uy Xpr:=0Q.

¢ f:OxU =R, fi :QxU—=R"y f%:Q — R son funciones
definidas en el paso anterior.

Notemos que se ha denotado a este problema con superindice ¢ para dejar
claro que proviene del caso continuo y no confundirlo con la representacién
general Pp (o). Sin embargo notamos que es un caso particular de éste.

Definicién del Sistema Adjunto Discreto (EAD). Teniendo en cuenta
la redefinicién en la etapa (5) y el sistema (EAdis), el sistema adjunto cor-
respondiente al problema PS (&) viene dado por:

Paraj=1,---,n,

¥;(t) = Z Yi(t+1) 3;1 (Te41, uey1),
i=0
Yo(t) =1, t=0,---,T—1,
con la condicién final
ofr

V(N = 1) = 22 (ap).

Ahora, teniendo en cuenta la definicién de los hamiltonianos asociados en
el paso (5), se deduce

i1

;%(tﬂ-l) 8],‘-7 ($t+17ut+1): 41

oxJ

(WYt + 1), 2eq1, upy1)-

De esto, el anterior sistema adjunto discretizado queda expresado como.

Parat=1,---,N —1,
Yt —1) = Vo Hy(P(2), ze, ur), (EAD)

con condicion final

O(N —1) = Vo (f2(2r)).

Variables Adjuntas Dada una sucesién de decisiones (ug,- -, un—1) y
su proceso correspondiente (zg,-- -,z xn) existe una coleccién de vectores
{¥(0),---, (N — 1)} C R™ que solucionan el sistema (EAD). A cada uno
de estos vectores se les denominara variable adjunta.

Debido a la condicién final, tal coleccién es unica.
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Ahora estamos en condicién de poder formular lo que llamaremos Principio
tentativo de Pontryaguin discreto. Lo llamamos tentativo porque lo hemos
obtenido a partir de la versién continua y atin no sabemos si es valido.

Proposicién 3.1.1 (Principio Tentativo de Pontryagin Discreto) Asuma-
mos que la sucesidn de decisiones (g, -+ -, Un—1) con su proceso asociado (Tg, -, TN)
es una solucion dptima del problema P (o).

Entonces existen vectores ¥(0),---, (N — 1) € R™ tales que:

1. Parat=1,---,N —1,
b(t—1) = Va(H(Y(t), T, ), (EAD)

con condicion final (N — 1) = V. f2(Zn).

2. Para cadat=0,---,N — 1, u; es una solucion del problema
max H(5 (1), ). (PMD),
ueUy

Prueba. En estudio. u

El principio tentativo enunciado anteriormente nos lleva a extenderlo para
el problema discreto Pr(Zg). Este principio serd llamado Principio Fuerte
de Pontryagin (PFP) y como veremos en el Capitulo 4 éste serd valido para
ciertos casos especiales, es decir, en general la afirmacion no es cierta.

Asociado al problema Pr (&) para cadat =0,---,T — 1, los hamiltonianos
para este problema se definirdn como las funciones H; : Xy x Uy x R™ — R tales

que Ht(CC,U, d)) = fto(xvu) + <¢a ft(zvu»

Proposicién 3.1.2 (Principio Fuerte de Pontryagin (PFP)) Para el

problema Pr(Zo) sea la sucesidn de decisiones (G, - -, Ur—1), con su respectivo
proceso asociado (&g, -, &) una solucidn dptima.
Entonces existen vectores 1o, -, ¢Yr—_1 € R" tales que

1. Parat=1,---,T —1,
i1 = Vo (Hy (@4, iy, r), (EA)

con condicion final z/AJT,l = V. f2(@r).

2. Para cadat=0,---,T —1, 04(t) es una solucidn dptima del problema
uI‘réag(Ht(i‘tau71£t)' (PM)t
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Llamamos “Fuerte” a este principio porque exige que las decisiones 6ptimas
(t¢) sean, a su vez, soluciones éptimas de los subproblemas (PM);. Debilitando
esta condicion, tendremos teoremas en los que sélo se exige que las decisiones
(iy) sean puntos criticos para estos problemas (PM); (en el sentido de que
satizfacen alguna condicién necesaria de éptimo). Los teoremas de este tltimo
tipo serdn denominados “Principios Débiles”.

El Principio Fuerte de Pontryagin ;Serd vélido? Veremos que para ciertos
casos especiales si lo es. En general la afirmacién no es cierta. Existen contra-
ejemplos. No obstante en contextos bastante generales se cumplen teoremas a
los que llamamos “Principios Débiles”.

Principios Débiles de Pontryagin Llamaremos “Principios Débiles de Pon-
tryagin” a aquellos teoremas que son condiciones necesarias de optimalidad para

procesos discretos y que tienen como esquema general la siguiente formulacién:

Sea la sucesién de decisiones (g, --,Un—1) Optimas para Pr(Zg), con su
proceso asociado (%o, -+, &N)-
Entonces parat = 0,---, N — 1, existen vectores g, ---,¥r—1 € R", a los

que se les llama “adjuntos” que satisfacen:

1. Un sistema de ecuaciones (sistema adjunto), con su condicién final respectiva.

2. Paracadat=0,---,N — 1,

1 es un punto critico (es decir, satisface alguna condicién necesaria de
optimalidad: Lagrange, KKT, Clarke, etc.) para el problema

max H (24, u, b ,

max t(Z4,u, 1)

donde H; representa el Hamiltoniano en el tiempo “t” del problema, cua-
lesquiera sea sus forma o generalidad.

Claramente los teoremas que satisfagan este esquema de representacién “de-
bilitan” la Proposicién 3.1.2 que hemos llamado Principio Fuerte de Pon-
tryagin (PFP).

Estudiemos primero estos principios débiles, por ser verdaderos en contextos
mas generales que el principio fuerte. En esta direccién recordemos el teorema de
existencia de solucién, demostrado en el Capitulo 1. Hemos visto como podiamos
transformar nuestro problema dindmico en uno estatico. La idea principal para
demostrar todos estos principios se basa en usar esta transformacién y luego
al problema equivalente aplicarle alguna condiciéon necesaria de 6ptimo, de la
teoria de optimizacién estatica. Para hacer énfasis en este punto tenemos el

siguiente lema.
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Lema 3.1.1 (Control Dindmico a Optimizacién Estatica) El problema de

control Pr(Zo) es equivalente a un problema de optimizacion estdtica.

Prueba. Parat = 0,---,T y s = 0,---,7 — 1, denotemos los vectores
= (z}, -, 2?) € X; CR" y ug = (ul,---,u™) € Uy CR™, y la funcién f; =

S

(ft, -, f1) : Xy x Uy — R™. Denotemos Z := H?:l X x sz_ol U, C R(+m)T

y a sus elementos como z = (z1,- -+, T, U, -+, UP—1).
Definamos F°, F} : Z — R por
T—1
FO2) = > fillew,up) + fpler) vy Fi(z) =iy — fl(znu),
k=0

donde To = iﬁo.
Asociados a estas funciones definimos el siguiente conjunto

Q:={z€Z|F/(z)=0, parai=1,---,n, y t=0,---,T—1}.

Asi, con estos elementos, el problema Pr(Zg) es equivalente al problema estético

max F(z).

zeQ
Explicitamente, el vector (&g, - -, &7, o, -+, Ur—1) es solucién de Pr(Zo) si, y
s6lo si es solucién de max,eq F9(2). |

3.2 Principio Débil: Caso Interior

El objetivo de esta seccién es demostrar una condicién de optimalidad para el
problema de control discreto Pr (i) usando su equivalencia estdtica mostrada
en el Lema 3.1.1 al que aplicaremos el Teorema de Multiplicadores de Lagrange.
Para poder aplicar correctamente este teorema es necesario exigir ciertas condi-

ciones sobre las funciones. Estas hipotesis son:
1. Parat=0,---,7T -1,
f? es diferenciable en X; x U; vy  f% e C'(Xr). (H1)

2. Parat=0,---,T —1,
fi € CH(X; x Uy). (H2)

Bajo estas dos hipdtesis probemos el siguiente lema que sera esencial para
poder usar el Teorema de Multiplicadores de Lagrange.

En lo que sigue siempre que hablemos de las funciones F}, nos referiremos
a las funciones que hemos definido en el Lema 3.1.1. Observemos que estas
funciones estdn asociadas al problema Pr(Zg) v no dependen de las hipdtesis
adicionales que se hagan sobre éste.
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Lema 3.2.1 Asumamos la hipdtesis (H2), entonces las funciones F} son dife-

renciables en Z y para cada z € Z el conjunto

{szli(z)}i:L“-,n, Q R(ner)T
k=0, T—1.

es linealmente independiente

Prueba. Debido a que F}(z) =z}, — fi(zk, ux), la hipétesis (H2) implica
que estas funciones son de clase C1.

1. Calculo de los Gradientes. En general se tiene
szlz(z) = (vrlFlz(Z)v Tty VITFIz(Z)v Vquli(Z)’ Tty VuT_lFI’é(Z)) )

donde V,, F}(z) € R" y V,,F{(z) € R™. Consideremos k € {0,---,T — 1} fijo
arbitrario. Debido a que Fi(z) = @} | — f}(xk, ux) depende solo de i1, zx y
uy (cuando k = 0, solo depende de x1 y uq, pues xg = &) deducimos:

o Sis¢ {kk+1}, V. Fi(z)=0.
o Sir#k, V, Fi(z)=0.
e Sis=k+1,

OF}

J
8mk+1

() = 5; = Vo Fi(z) = ¢; (elemento de la base canénica de R™).

e Sis=k,conk >0,

OFt? O fi . )
ko) = =k ) 5 Vi, F(2) =~V fi(or ).
8mk 831:,C

e Similarmente, si r = k,
VukFI}c(Z) = _vukf]i(xkauk)-
Resumiendo tenemos,

VZF(,)L(Z) = (gla"'aoa"'aQT;_vuOfé(anuo) 707"'79 )
0

T—1

donde cada elemento es un vector de R™ y, para k=1,---,T — 1,

szlz(z) = (O 7"'a07_vwkfli(xk7uk) , €4 507"'59 3
1 ————————k  k+1 T
;Qoa"'voafvukf]i(xkauk) aoa"';0T1)~

k
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2. Independencia Lineal. Dado z € Z fijo arbitrarioy, parai =1,---,n
y k=1,---,T — 1, consideremos \; € R tal que

> AV.Fi(z)=0.

Entonces

0= Z A%(VIlFJi(Z)?.'.’VITF]i(z);VUUF]i(Z)’“'7v’llfT—1Fki:(z>)‘
i=1,---,n
k=1,.--,T—1
Delo cual, paras=1,---,Tyt=0,---,T -1,
S NVe Fi(2) =0 y Y NV Fi(z) =0.
ik ik
Considerando los cdlculos de los gradientes (item 1), para s = T, tenemos
0= Z szxTFlz(z) = Z A%—lvxTF%—l(Z) = Z )‘é”—leiv
1=1,---;n 1=1,---,n =1 n

k=0,--,T—1

de donde

(/\%“—1’"'7 721“—1) =0.

A continuacién tomemos s =T — 1. Usando los cédlculos de los gradientes y el
resultado anterior para s = T, tenemos

0 = Z i=1,--,n /\zvfolF]z(Z):Z i=1,--,n szrTle]z(Z)
k=0,---,T—1 k=T-2,T-1

= Zi:l,---,n A%72VCET—1F%72(Z) = Zi:l,m,n )‘%1—261’-

De este se deduce

(>\le2’ B) ?‘72) =0.
Por induccién, supongamos que hasta para r =s,---, T — 1,
()\1{77>\:’l) = 0’

estudiemos para r = s — 1. Sabemos que si k ¢ {s —1,s}, V,_ Fi(z) =0, por lo
que

0 = Z i=1,--,n )\}CVISF;(z):ZZ:LnA}CVISF,g(z)
k=0,---,T—1 k=s—1,s

= Yia

)

n Vi, Fi_1(2) = Zi:l,m,n AL_s€i
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De donde
()‘ifh Tty A;Ll) =0.

Procediendo de esta forma obtenemos que necesariamente para r=0,---,T—1,
(/\71‘77/\?) = 0.

Como esta combinacién es arbitraria deducimos que el conjunto de gradientes
de las funciones F ,z en z € Z es lineal independiente. Debido a que z también
es arbitrario deducimos el teorema. [ ]

Teniendo en cuenta esta equivalencia, mostramos el siguiente resultado

Teorema 3.2.1 (Principio Débil de Pontryagin-Lagrange (PdPL))
Para el problema Pr (o), asumamos las hipdtesis (H1) y (H2). Sea la sucesion

(tg,- -+, tUp—_1), con su proceso asociado (Z1,--+,Zr), una solucién éptima tal
que Z = (5?71, s T, U, - 7’&/1“,1) € int Z.
Entonces existen T vectores g, -+, ¥pr_1 € R™, tales que

e Parat=1,---,T -1

)

Vi1 = Vi Hi(&e, 0, 101), (EA)
con condicidn final @T_l = V. f2(@r).

e Para cadat=0,---,T —1,

VuHy (i, ;) = 0. (PdPL),
Por lo tanto u; es un punto critico del problema

max Hy (&4, ug, 1
wel, t( ty t7¢t)7

donde Hy(zy, ug, r) = fQ(e,ue) + (Ve fi(ze, u)).

Prueba. En vista al Lema 3.1.1, 2 = (Z1,---, &7, g, -, Ur—1) es solucién
del problema estatico

min(—F°(2)).

Debido a las hipédtesis (H1) y (H2), y al hecho que % € int Z, existe un entorno
V(2) C Z, en el que F° es diferenciable y las F} son de clase C'. De otro lado,
usando el Lema 3.2.1 para z € Z, el conjunto

{V.F}(3)}Yiz1.... CROF™T
k=0,--



es linealmente independiente. Por lo tanto Z es un “punto regular”, asi que
podemos aplicar el Teorema de Lagrange en Z, pues es 6ptimo. (ver [15, p.47])

Existe entonces un conjunto de multiplicadores {A\}} i=1,...» C R, con los
k=0,---,T—1
cuales definimos A := (Mg, -+, Ar_1), con A, := (AL, -+, Al) € R", tales que
V.L(3,)\) =0 € R+™T (1)

donde la funcién L : Z x R"” — R, llamado el Lagrangiano, es definido por

T-1 n
L(z,A) = —F(2) + Y > NFi(2).
k=0 i=1
Expresando (1) en sus “coordenadas” x; y uy (pues z = (1, -+, T, Ug, "+, Ur—1))
tendriamos:
e Con respecto al estado,
~V, FO2) + YNV Fi(2) = 0,
VL FOE) + SNVLF(E) = 0, ©
~Ver FO(2)+ 3NV, Fi(2) = 0.
e Con respecto al control,
—VquO(é)+Z§‘2vqulz(5) = 0,
~Vu, FO(2) + 3 ANV, Fi(2) = 0, (@)
7VUT—1FO(’§) + ZS‘Z:VUT—1FI£(2> = 0.
Aqui las sumatorias estan definidas parai=1,---,ny k=0,---, T — 1.

Ahora mostraremos que: i) el sistema (O) es equivalente a nuestro sistema
adjunto (E'A), por lo cual los multiplicadores se pueden interpretar como las
variables adjuntas de 2 y, ii) del sistema (®) se deduce las igualdades (PdPL);.

1. El sistema (©) es equivalente al Sistema Adjunto (EA) Hagamos
algunos calculos,

—Va. (ZZ:OI e, ue) + f%(xT)) =~V 2z, u,), sir=1,---,7—1.

Ve, (S50 o u) + fwr)) = Vo, flar),  sir=T.
Con lo cual para Z, tenemos

~Vu, FO(2) = =V, f2(&,, 0, sir=1,---,T —1.
~V. FO(2) = fVmTf%(iT), sir="1T.
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Recordando los célculos del Lema 3.2.1 (ftem 1, calculo de los gradientes),

tenemos para r=1,---,T — 1,
V.. Fi(z) =0, sike{0,---, T —1}\{r—1,r}.
Vi, Fi(2) = e, sik=r—1.

VmTF,i(z) =~V fiz,,u), sik=r.

Con estos calculos simplificamos las sumatorias

T—-1 n

ZZMV Fk Z)\T 1(e4) Z Vzrf (T, ur)).

k=0 i=1

Similarmente para r =T,

V., Fi(z) =0, sike{0,---,T —2}.
Vi, Fi(z) = e, sik=T-1.
Asi,
T—-1 n ~ no
> XV => Ay (e).
k=0 i=1 i=1

Usando estos célculos para 2 y reemplazédndolos en el sistema (©) obtenemos

Vo, [2&, ) + A1 — A\p 0 Dy fi (&0, 0,) =0, sir=1,---,T—1,
VJ-T (f%(i‘T)) =+ ;\T—l =0, sir="1T.

donde hemos definido A, := (AL,...,A\") € R™, parar =0,---,7 — 1. Usando
el hamiltoniano Ht(l't, U, Xt) = fto(mt, U,t) + <;\t7 ft(xt, Ut)>, vemos

VITHT('%T,’&?H 5\7") = Vm,«f?(iraar) + X7‘ o Dwrfl(i‘raar)-

Por ello podemos reescribir el sistema anterior como

E\o = Vm1H1(5€17@17§\1),

A = Vi, Ha(Z,12, A2),
E\T72 = Var Hr_1(Zr_1,07r-1,A\r_1),
Ar—1 = VmT(fJO“(C%T))

Tomando para r =0,---,T — 1,
Q/A}r = 5\7’ € Rna

obtenemos el “Sistema Adjunto” (FA). Por ello los vectores Yo, - - - bp_1, serdn
las variables adjuntas asociadas a la sucesiones de decisiones (g, - - -, tip—_1).
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2. El sistema (®) es equivalente a (PdPL); Similar a los célculos anterio-
res obtenemos, para r =0,---, T — 1,

Vi, F(z) = =V, (3 f @ w) + fer)) = =V, £ (@0, up)-

t=0
También,
Vu,.Fi(z) =0, sir#k,
Vu,Fi(z) = =V, fl(@r, ur), sir=k.
Por lo cual,
T-1 n n
SO NV, Fi(z) Z IV Fi(z) = =Ar 0 Dy fr(2r, uy).
k=0 i=1 i=1
Por ello tenemos en 2z, parar =1,---,T,
T-1 n
_VUTF + Z = _vurfg(iiraﬂr) _S‘TODufr(iraﬂr)
k=0 i=1
Haciendo uso del sistema (®), deducimos que para r =0,---,T — 1,

0= _VUTf’!(‘)(j;T? ar) - 5\7" o Dufr(-%mﬂr)'
Debido a que z/A)T =\, € R" obtenemos,
0= Vu,-f?(i’raﬁ/r) + '(Z)r © Dufr(i‘rvar)'

Nuevamente usando el hamiltoniano Hy(xs, us, At) = fO(@e, ue) + (Mg, fel@e, u)),
vemos que

Vo, Hy (&, Gy Ap) = Vo fO(&0, 1) + Xp © Dy, f1 (20, Ty,
por lo que obtenemos
0= vurHT(jjrv ara %«)
Interpretando este resultado para el problema

géé}])j Ht(xtautawt)

deducimos que % es un punto critico, con lo cual terminamos esta demostracién. |

Una prueba enteramente andloga se tiene para el problema con extremo
derecho fijo Pr (&g, 7). Recordemos su definicién

. T-1 N
max  Bp(&o,uo, -, ur—1) =Y ;g fto('rtvut) + f%(l“T)
s.a. paratodot=0,---,T — 1, us € Uy,
i1 € Xig1, Tepr = fi(ze, we),
To = To € Xp y T = .

(Pr (o, &7))
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Corolario 3.2.1 (Extremo Fijo) Para el problema Pr(&o, 1), asumamos las

hipdtesis (H1) y (H2). Sea la sucesion (o, - -, Ur—_1), con su proceso asociado
(Zo,---,2&7), una soluciénm tal que 2 = (&1, , &7, 0, -+, Ur—1) € int Z.
Entonces existen vectores 1, - - ,pr—1 € R", tales que

e Parat=1,---,N —1
Vi1 = Vo Hy(&r, e, ). (BA)
e Para cadat=0,---,N —1,

qut(i‘taata/lZ}t) = O (PdPL)t

Prueba. La prueba se obtiene realizando la misma transformacién del pro-
blema Pr(Zo,Z7), en problema estdtico, con la tnica diferencia que aqui, ya
no se tendrd en cuenta la dltima variable (zr) es por ello que desaparece la
condicién final, en el sistema de ecuaciones (FA). |

Observacion. Digamos algo sobre las hipdtesis. Ellas son generales (se
exige que se cumpla (H1) y (H2) para todo el dominio de f0 y f;), pero en
realidad bastaria pedir que se satisfagan en un entorno del punto en cuestiéon
(al que aplicamos la condicién necesaria). Sin embargo, hemos procedido de esa
manera pues en los problemas practicos por lo general no se tiene la menor idea
de cual puede ser un candidato, al que aplicaremos el teorema, por ello es que
al cumplirse las hipétesis de modo general, podemos en principio “rastrear” al
optimo como uno de los puntos que cumplen nuestra condicién.

Una vez probado el resultado anterior, naturalmente surge la idea de usar
también el teorema de la condicién suficiente de segundo orden. En esa di-
recciéon tenemos un resultado que nos permite tener una cierta metodologia
para comprobar si al menos localmente un punto es 6ptimo. Hemos real-
izado los calculos necesarios para obtener dicha condicién. Hemos de decir que
lamentablemente, este resultado no es tan elegante y suscinto como el principio
débil de Pontryagin-Lagrange, sino que exige demasiados célculos, por lo que su
aplicacién préactica es inviable.

Extensiones FEl teorema de Pontryagin discreto, tal y como esta formulado,
es una condicién necesaria para puntos que satisfacen la condicién (7), la cual
es equivalente a que z; € int Xy, us € intUg, para cada t = 1,--- T y s =
0,---,7T — 1. Es natural preguntar ;Qué condiciones habria para puntos que
no satisfacen esta condicion? Es decir si es que para algin t o s, se tiene que
x¢ € 0X; 6 us € QU (puntos de la frontera). En este caso podemos considerar
a estos conjuntos también como restricciones adicionales al problema. De modo
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que podamos usar condiciones necesarias para casos mas generales. Con esta
finalidad hemos de exigir que las funciones f; y f; estén definidas sobre un
abierto W; que contenga a X; x U;. Con lo cual podremos considerar a estos
conjuntos como restricciones para nuestro problema. En base a estas ideas
trabajaremos para los siguientes “Principios Débiles de Pontryagin”.

Notemos que a pesar de que las funciones estén definidas en un conjunto
més amplio Wy, el problema Pr(Zp) continua siendo el mismo. Es decir nos
sigue interesando sélo los caminos que evolucionan en los conjuntos X; usando
los controles Uy.

En los libros que hemos consultado no se hace referencia a estas cuestiones
pues por lo general toman las funciones f; y ff definidas en todo el espacio
(W; = R™ x R™). Sin embargo a nosotros no nos parece natural ese supuesto
tacito, pues suponemos que en muchos problemas reales no tendria sentido
definir las funciones de beneficios en todo el espacio, entendiendo que en varias
ocasiones los controles son limitados (acotados, maxima fuerza, minima temper-
atura, etc.), asi como los estados posibles del sistema. Por todo esto nos parece
justo hacer todas estas observaciones.

Pues bien, en este nuevo marco (cuando las funciones f; y f7 estédn definidas
en abiertos) es que trabajaremos para poder dar condiciones de optimalidad para
casos mas generales que el interior, por ejemplo cuando Z; € 9X; 6 uy € AU
(frontera).

3.3 Principio Débil: Fritz John

Como deciamos anteriormente para conseguir condiciones de optimalidad maés
generales necesitamos que nuestras funciones f; y f, estén definidas en dominios
mas amplios. Supongamos que para t = 0,1,---,T — 1, estas funciones estan
definidas en el dominio W; = A; X B, con A; C R® y By C R™ ambos son
conjuntos abiertos que satisfazen X; C A; y U; C B;. También suponemos
que f2 estd definida sobre un abierto Wr C R™ con X1 C Wr.

En las préximas secciones de este capitulo siempre consideraremos que
las funciones f; y f{ estan definidos en entornos abiertos que contienen
a X; x U;.

En esta secciéon demostraremos una condicién necesaria de optimalidad para
el problema Pr(Zy), cuando satisface la siguiente hipédtesis (R).

Parat=1,---,T,
X ={x € A; : pe(z) <0}, (R)
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donde p; : Ay — R™, es una funcién diferenciable, y parat =0,---,T —1,
Ut = {17 € Bt : qt(u) S 0}, (R)
con ¢ : Ay — R™t, funcién diferenciable.

Siguiendo las ideas anteriores tenemos que transformar el problema Pr (o)
(en este nuevo contexto) a un problema de optimizacién estética.

Lema 3.3.1 (Transformacién: Dindmico a Estatico) En el contexto pre-
sente el problema de control Pr(&o) es equivalente a un problema de opti-
mizacion estdtico.

Prueba. Denotemos W = H?:l Ag X Hz:ol B; € R(™)T y 3 sus elementos
como w := (L1, -+, Ty, U, -+, UT—1)-
Definamos F° : W — R, por

T—

FO(2) = > fRlan,w) + fR(ar),

k=0

=

para i=1,---,n; t=0,---,T—1;, s=1,---
Q: wGW ...,T;j5:17...,nsyit:17...,mt, ,
Fj(w) =0, P}*(w) <0, Qf (w) <0.
donde, parat = 0,---, T —1,;i=1,---.,n; s =1,---,T; jo = 1,--- ,ng y

Zt:17"',mt7

Fi(w) = Ii—i—l_fti(xt?ut)a
Pl(w) = py(zs),
Qi (w) = ¢ (u).
Con estas definiciones el problema de control discreto Pr (&) es equivalente al

problema de optimizacién estdtica con restricciones de igualdades y desigual-
dades,

max FO(w) =  max FOw).
we Flz(w):O’
PJ# (w)<0,
it (w)<0.
De este se deduce la equivalencia. ]

En lo que sigue de esta subseccion haremos uso de las siguientes hipdtesis:
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1. Parat=0,---,7T —1,

f? es diferenciable en A; x B;. (H1),
2. Parat=0,---,T — 1,
f¢ es de clase C! en A; X By. (H2),
3. Paras=1,---,T,
ps es diferenciable en Aj. (H3),
4. Parat=0,---,T — 1,
q: es diferenciable en B;. (H4),

En este nuevo contexto, los hamiltonianos asociados al problema Pr(Zg)
toma una forma maés general. Para t = 0,---,7 — 1, el hamiltoniano H; :
A; X By x R x R™ x R™ — R se define como

Hy(x,u, a0,,v) = ao f;(x,u) + (¥, fi(w,u)) — (v, pe(22))-

En este nuevo marco conceptual, con estas hipdtesis y definiciones podemos
probar el siguiente teorema.

Teorema 3.3.1 (Principio Débil de Pontryagin-John Discreto (PdPJ))

Para el problema Pr(Zo) asumamos (H1); — (H4)y. Sea (g, -+, lr—1) una
sucesion de decisiones, con su proceso asociado (&1,---,%r), una solucién
6ptima.

Entonces ezisten ag > 0, g, -+, br_1 € R™, {s eRY 15 =1,---,T},
{ay eRY* :t=0,---,T — 1} no todos nulos, tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
i1 = Vi Hy(&0, @, a0, Y1, 71), (EA) s
con condicidn final, Q/A}T—l =V, (aof%(ch) — (f/T,pT(ch») )
2. Parat=1,---Tyj=1,---,ng,
o7 py (&) = 0. (C(x))s
(Condicidn de complementariedad para ).

3. Parat=0,---,T —1,

Vo (Heles e, a0, b, 20) = (s ae(0)) ) = 0. (PdP.J)
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4. Parat=0,---T—1yiz=1,---,my,
iy it (i) = 0. (Cw)).s

(Condicion de complementariedad para uy).

Por lo tanto, de los items 8 y 4, parat=0,---,T — 1, 4; es un punto critico
del problema
max Ht(i‘hutaaoflﬁhﬁt)a (PMdPJ)t
ut €U

y de los items 1 y 2, los vectores zﬁt son las variables adjuntas.

Prueba. La prueba consiste en aplicar la condicién necesaria de optimalidad
de Fritz John al problema,

max FO(w) = min  —F%w),
F(w)=0, Fp, (w)=0,
PI* (w)<0, Pl (w)<0,

it (w)<0. 3t (w)<0.

que es equivalente a nuestro problema de control éptimo discreto Pr(&g), por
el Lema 3.3.1. De ello w := (&1, --,27,%0, -, 0r_1) € W es una de sus
soluciones ptimas.

Apliquemos el teorema de Fritz John (ver [15, p.206], [1, p.182]). Definamos
nuestro Lagrangiano,

T T-—1
L:WxRxR x [[R™ x [[R™ >R,
s=1 t=0

i g it T-1 i T
L(w, a, 9y, v, ') = —aF°(w) + > k=0 21;1 Vi F(w)+
T ns g pis T—1me  § i
+2 51 Zj5:1 vg Pys(w) + 32, Zit:1 14 Qy' (w).

Entonces aplicando el teorema de Fritz para Z, existen ntimeros reales no todos
nulos,

talesqueparajs:]-,"'ynsv S:L"',T, it:]-a"’7mtayt:o,"'an]-a

1.
VU)L(w’ a’O’ 1/_11’27 ng7ﬂ7t/t) = 07 (NUI)

PPPE@@) =0y Qi (@) =0, (Com)
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vlr>0 y g >0 (Pos)
El gradiente en (Nul) es
T—1 n T ng T—1 me
~aoVuF @)+ ) GVuFi(@)+), > 7 VuPr(@)+) ) i Vuli (b
k=0 i=1 s=1j,=1 =0 ip=1
Aqu) para w = (xla L, T, UQ, auT—l)v

VwFli(w):(VﬂnFlz(Z)w"'7VITFI§(Z);VUOF12(Z)7"'vvuT—1Fli(Z))v
VPl (w) = (Vg PF(w), -+, Vi P (0); Vi P (w), -+, Vg, P2 (w)),

Vi it(w):(vm it(w)7~-~,va it(w);vuo it(w)f"ﬂvuTq if(’LU))

Reemplazéndolo en (Nul) tendriamos dos sistemas de ecuaciones:

Sistema O: Paral=1,---,T,

—ag Ve FO() + Y Vo Fi() + Y 0V, Pit () + Y 1}, Vo, Qff () =
donde _ . e _ ‘
Z %szF;i(w) = k=0 Zi:l Q%szFiz(w%
S Ue Ve Pl(w) = Zs 123 _) U2V Pl (),

> ﬂivsz? (w) = ? 01 Zzt_l Nk rlQit ().

Sistema ®: Parar =0,---, 7T — 1,

7a0vuTF + Z wkvurFk Z ﬂlsvurpq ) =+ Zﬂ}fvurQ;t (w) =
donde _ 4 . _ ,

Z 1/112VurF1§(1f)) = k=0 Ei:1 ¢2VWF;§(U7)7

STV, Pi(h) = Yy S PV, Pl (),

S Vu Q1 (@) = X X AV, Q1 ().

Similarmente a la demostracién del Teorema 3.2.1 usaremos ambos sistemas
para deducir el teorema. Del sistema © deduciremos el sistema de ecuaciones
(EA)yy desde el sistema ® deduciremos (PdPJ). Finalmente usando la condicién
de complementariedad (Com) deduciremos (C(x)); v (C(u)).
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1. Sistema © = Sistema Adjunto (FA); Hagamos algunos célculos.
Paral=1,---,T — 1, tenemos

T-1
—agVa, FO() = —agVa, (D fL (&1, ) + f2(E1)) = —a0Va, £ (81, ),

t=0
yparal="1T,
T-1
—agVa, FO(0) = —agVy, (Y £ (81, 04) + f(87)) = —aoVay (7).
t=0

Las funciones F,z son las mismas con las que se trabajaron en el Teorema
3.2.1, por ello los célculos de los gradientes hechos en el Lema 3.2.1 son también

vélidos para este teorema. Dado w = (x1, -, @, ug, -, Ur—_1), tenemos:

Parar=1,.---,T —1,

verli(w):Ov SikG{O,-”,T—l}\{T—l,T‘},
Vi, Fi(w) = e, sik=r—1,
Ve, Fi(w) = =V fi(x,,u), sik=r.
De donde,
T—-1 n . ) n ‘ n . )
DD Ve Fiw) =Y wii(e) = > (Ve [z, un)).
k=0 i=1 i=1 i=1

Similarmente, para r =T,

Vo, Fi(w) =0 si ke {0,---,T -2},
(&

Vo, Fi(w) = e sik=T-1.
De donde,
T—-1 n ) ) n .
DD Wi Var Fi(w) =Y ()
k=0 i=1 i=1

Calculando también los gradientes de las funciones P’s y Qit, obtenemos para
l=1,---,T,

Va, Pis(w) = 0, si s #1,

Vo, P (w) = Va0l (21), sis=L

Y parar=0,---,T — 1,

Vau, Qzlff (w) =0, sis#t,
V. Qi (w) = Vi g (ug), sis=t.
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Juntando todos estos célculos y reemplazandolos en el sistema © tenemos para
l=1,---,T-1

—aoVa, [ (&1, 1) + 1—1 — ¥y © Dy, fi(#1, @) + 1 0 Dy pi(d) = 0,
yparal =T,
—aoVar f2(&7) + thr—1 + Up 0 Dyppr(dr) =0,
donde, parar =0,---, T —1ys=1,---,T,
Up=(bp, - 0P) ER" y b= (vl 0l) ER™.
Usando el Hamiltoniano definido después del Lema 3.3.1, tenemos
Vo Hi (w1, ur, a0, i, vi) = aoVa, [ (@, u1) + 91 © Do, fi (21, ur) — vt © Do, py(1).

Por lo tanto el sistema © puede ser escrito como,

1@0 = Vx1H1($517111,a0,1/217171)7

U1 =V, Ha(Z2, 12, a0,v2,2),

@sz = Ve,  Hr_i(&r_1,97r_1, a0, Yr—1,07-1),
Yr—1 = aoVar (fp(@71)) —vr 0 DyyDor (27).

Tomando, para t = 0,---, T — 1, @Z(t) = 1y y D(t) := 4, y considerando
la condicién (Pos), tenemos 7, € R’*. Con esto vemos que lo anterior es
equivalente al sistema adjunto de nuestro teorema. Por lo tanto hemos logrado
demostrar que se cumple (EA) .

Por otra parte, de la condicién (Com) se deduce,

D3 Pl (w) = vl ple (25) = 0,
paras=1,---, Ty js =1,---,ns. Por lo tanto obtenemos también (C(x)) .

2. Sistema (®) = (PdPJ) Similar a los cdlculos anteriores obtenemos
parat=0,---,7T — 1,

_VutF()(w) = _V’U«tfto(xt?ut)v
T—1 n

Z Zl/;zivutFlé(w) = Z&;Vu,FtZ(w) =~y 0 Dy fy(we, us).
k=0 i=1 i=1
De otra parte parat =0,---,T

Ve Pl (w) =0 sis=1,---,T,
Vi, Qf (w) =0 si s #t,
Vut Qgs (w) = Vua, qss (Us) sis=



Reemplazando estos célculos en el sistema ® obtenemos, parat=1,---,T,

my

0= —agVa, [ (&0, ) — Py 0 Do fu(@e i) + Y fiy Va, ;" (i)

ig=1

Nuevamente usando el hamiltoniano, calculamos para t =0,---,T — 1,

Vuth(ﬂCuut»ao,l/Jn Vt) = aovutfto(:vt,ut) + Yo Dutft(mtyut)~

Con esto deducimos que el sistema ® es equivalente, parat =0,---,7 — 1, a

me
0= _vuth(j}tar&/tv avata ljt) + Z ﬂ?vutqzt (T:Lt)

=1

Nuevamente tomando 9 (t) := by, D(t) := iy y fi(t) := [ig, para t =0, -, T — 1
y considerando la condicién (Pos) tenemos fiy € R". Por ello, usando estos
vectores, este sistema sera equivalente al sistema (PdP.J) de nuestro teorema.

Finalmente de la condicién (Com), tenemos para t = 0,---T — 1 y iy =
]-7 sy My,

A Q1 (w) = fig' a3’ (ug) = 0,

que es precisamente (C'(u))y, y por lo tanto la demostracién del teorema queda
establecida. [ |

Observemos que podemos interpretar el resultado anterior del siguiente modo.

Parat=0,---,T — 1, de la estructura de U, se tiene las equivalencias:
math(aAct,ut,Q/A)t) = ~max Ht(jct,ut,@/;t). (PMdPJ)t
uels a;* (ue) <0

En particular la condicién necesaria de John para este problema en el punto
sera:

Existen nimeros by, (7;*)i,=1,---.n, N0 todos nulos tales que:

t

1.
_bOVUth(‘%ta ﬁtv ag, {l[)ta Dt) + Z ﬁ;t V’Mtqzt (ﬁ’t) =0. (Nuz)t
i.=1
2.
0y g (i) = 0. (Com)
3.
At > 0. (Pos)



Observando el resultado anterior, vemos que si tomamos 7 := fii* obten-
emos que u; satisface la condicién necesaria de Fritz John para el subproblema
(PMdPJ):, y por ello es un punto critico.

Un caso particular del teorema anterior sera cuando z; € int (X;). Veremos
que el teorema toma una forma maés aproximada al principio fuerte de pon-
tryaguin, con la ventaja adicional que no exigimos que u; sea un punto interior.

Corolario 3.3.1 (Estados interiores) Para el problema Pr(Zo) asumamos
las hipdtesis (H1); — (H4) ;. Sea la sucesion de decisiones (ig, -+, 47—-1), con
su proceso asociado (&1,---,&r), una solucién éptima. Supongamos ademds
que Ty € int Xy, parat=1,---,7T.

Entonces existen ay € Ry y vectores 1%, e ,ﬁT_l e R, {4 € ]RT it =
0,---,7 — 1} no todos nulos, tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
i1 = Vg, Hy(d, Uy, ao, Pr), (EA),
con condicién final, r_y = Vg, (a0 f2(27)) .
2. Parat=0,---,T —1,
Vau, (Ht(it,ﬂt,ao,iﬁt) - <ﬂt,qt(ﬂt)>) =0. (PdPJ)
3. Parat=0,---T—1yiz=1,---,my,
it ai' () = 0. (C(u)s
(Condicion de complementariedad para uyg).

Por lo tanto de los items 2. y 3. parat =0,---,N — 1, u; es punto critico del
subproblema

max Hy (&, ue, ao, 1),
ut €U

donde Hy(z,u,agp, V) := aofP(z,u) + (¢, fi(z,u)) es el hamiltoniano.

Prueba. Este corolario se deduce inmediatamente del Teorema 3.3.1, obser-
vando que desde Z; € int Xy, se tiene pg‘ (Z+) < 0, y por lo tanto desde la com-
plemetariedad (C(z)) s se deduce que Dgt =0,parat=1,---,Tyj=1,---,n4.
Por ello los hamiltonianos del teorema anterior se reducen a

Hi (&4, s, ag, bt ) = Hy (4, i, ag, Py).-

De donde usando el teorema obtenemos el corolario, solamente teniendo en
cuenta que 7' =0 parat=1,---, Ty j=1,---,n. [

42



Vemos que este corolario refleja més fielmente el Principio Fuerte del Méximo
(PFP) (ver Proposicién 3.1.2).

El siguiente paso que podemos dar es estudiar en que sentido se traducirian
las condiciones de calificacién (Mangasarian-Fromovitz, etc.) para nuestro prob-
lema de control discreto desde su problema equivalente de optimizacién estatico.
Como consecuencia de dicho estudio obtendremos un teorema mas preciso que el
Teorema 3.3.1 (PdPJ), en el que usaremos el Teorema de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT).

3.4 Principio Débil: Karush Kuhn Tucker

En la presente seccion seguimos trabajando con las mismas hipotesis de la
seccién anterior es decir el problema Pr (%) satisface las hipétesis (H1) ;—(H4) ;
y para las restricciones la hipétesis (R).

Lo nuevo aqui es el estudio de las condiciones de calificaciéon que debera
cumplir nuestro proceso éptimo visto como “estdtico” (problema equivalente),
para que se satisfaga la condicidn necesaria de optimalidad de KKT.

Del Lema 3.3.1 sabemos que bajo las hipdtesis anteriores nuestro problema
Pr(Zo) es equivalente al problema estatico PEr(Zo).

max FO(w) = max  FO(w). PET(Zo)
we Fi(w)=0,
PI# (w)<0,
“ (w)<0.

Para este problema usaremos el teorema de KKT antes de ello estudiemos
primero las condiciones de calificacion.

3.4.1 Condiciones de Calificacion

Las 3 condiciones de calificacién son: 1) Afinidad, 2) Slater, y 3) Mangasarian-
Fromovitz. Para nuestro problema PEr (&) estas condiciones toman la forma:

1. Afinidad.- Todas las funciones F}, PJ* y Q;* son afines en sus dominios.

2. Slater.- La funciones F} son afines, las funciones PJ: y Qiﬁ son convexas,
y existe w € W tal que:

21 Parat=1,---,nyk=0,---,T —1,

2.2 Paraszo’...’Tf]_vt:l’...,T’jS:]_’...,nsyitzl’...’mt’



3. Mangasarian-Fromovitz.- Dado w € W, satisfacera la condicién de
calificacion de Mangasarian-Fromovitz cuando:

3.1 El conjunto de gradientes {V.Fj()}i=1..n. es linealmente in-
k=0,---,T—1.
dependiente.

3.2 Existe d € R+™7T ta] que:
a) Parai=1,---,nyk=0,--- T —1,
(d, Vi Fi()) = 0.
b) Para aquellos gradientes de restricciones activas
(d, VP (0)) <0,
(d, VW Qy' (9)) <0,
donde para s =0,---, T —1yt=1,.--,T,

js S JS(UA}> = {]S € [17"'777‘8] : sts(w) = 0}7
it € It(’lI)) = {Zt S [1, . ~,mt] : ;t(’lf]) = 0}

El problema que se nos presenta es como traducir estas condiciones en
términos de las funciones f7, fi,ps,q:. En este sentido tenemos el siguiente
resultado.

Lema 3.4.1 (Condiciones de calificacién Afin y Slater) Para el problema
Pr(Zo) asumamos (H1); — (H4); y (R). Entonces para el problema estdtico
equivalente PEr(&o) se cumplird:

1. Si las funciones fi, pl= y qzt son afines en sus dominios, entonces

PEr(&o)  satisface la condicion de afinidad. (Afin)

2. Si las funciones fi son afines, las funciones pl* y q* son convezas, y

existe una sucesion de decisiones (tg,- -, Ur—1), cOn su proceso asociado
(£0a"'7iT)a tales que para s = 17"'7T7 js = 17"'7”87 t:Oa"'aT_17
yit: 17"'7mt7

(%) <0y gq'(u) <O0.

FEntonces,

PEr(Zo)  satisface la condicion de Slater. (Slater)
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Prueba. La demostracién es inmediata, basta tener en cuenta las definiciones
de las funciones restricciones del problema equivalente PEr (%), dados en el
Lema 3.3.1.

th(w) = Ii+1*fti(l’t,ut),
Pl(w) = pl(xs),
Qi (w) = g (u).

Se deduce claramente la afinidad o la convexidad de las funciones a partir de
las hipdtesis de la proposicién para cada caso (Afinidad o Slater). [ ]

Notemos que estas dos condiciones de calificaciéon son globales es decir, si
se satisfacen, entonces todo w € Adm Pr(Xg) es un punto regular para KKT.
De otro lado la condicién de calificaciéon de Mangasarian-Fromovitz es local. Es
decir sélo nos permite ver si en un elemento w € Adm Pr(Xg) podemos aplicar
la condicion de KKT.

Mangasarian-Fromovitz Para la sucesién (g, - - -, ii—1) con su proceso ge-
nerado (29,21, -+, 27), definamos A = (Ao, -+, Ar_1) : (R™)T — (R")T,
Alug, -+ ur—1) = (21, -+, 27),
donde (x1,---,xr) es la unica solucién del sistema Z(ug, -+, ur—1) (definido a
partir de (ug, -+, ur—_1))
1 = Dufo(Zo,to)uo,
LTr41 = Dufr(-i‘r;ﬁr)ur+Dwfr<-%r7ﬂr)$ra r=2,---,T.

Con la ayuda de estas funciones tenemos el siguiente lema.

Lema 3.4.2 (Mangasarian-Fromovitz (MF)) Para el problema Pr(Zo)
asumamos (H1); — (H4); y (R). Consideremos una sucesion de decisiones

(tg,- -+, tp—1) € AdmPr(Xg) con su proceso asociado (Lo, %1, -+, &T).
Si existen vectores dy,--+,dr_1 € R™ tales que
(Ve.qit (), dy) <0, parat=1,---,T,

Yy it S It(ﬁt),

(MF — PCD)
(Ve.ple(25), As(d)) <0, para s =0,--- T — 1,
Y Js € Jo(Zs),

donde d := (dg,---,dr_1) € R™T ypara s=0,---, T—-1yt=1,---,T,

JS@S) = {]s € [17~-~,n5] : pgs (i‘S) = 0}7
Ii(tg) = {ig € [1,--+,my] ¢ (@) = 0}.
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Entonces w := (&1, -, Tp, U, -+, Ur—1) Ssatisface la condicion de Mangasa-

rian-Fromovitz para el problema estdtico equivalente PE(&o).

Prueba. Para demostrar este lema tenemos que analizar la condicién de
Mangasarian-Fromovitz en el problema equivalente estitico PEr(&g) para el
punto w := (&1, -, &, Gg, - -+, U_1).

Para que este estudio sea lo més correcto posible reformulemos el problema
PEr(&o) de modo que la condicién de Mangasarian-Fromovitz sea la que usual-
mente se cita en los libros.

En esta direcciéon usando las funciones del Lema 3.3.1 definamos para t =
0, T—1,ys=1,---,T,

Fy(w) = (FH(w), - F'(w)) = @1 — filae,u),
Pb(w) = (Pl(w)vap:bg(w)) = ps(xs)a
Qi(w) = (Q;(w), -, Q" (w)) = qi(uy).
A su vez con estas funciones definamos F : W — (R")T, P: W — Hle R,
QW — I r™,
Flw) = (Fo(w),---, Fri(w)),
P(w) = (Pi(w), -, Pr(w)),
Qw) = (Qo(w), -, Qr-1(w)).

Finalmente con Py @ definimos G(w) := (P(w), Q(w)). Con estas funciones el
problema PEr(&g) es equivalente a

min  —F°(w). (9)

F(w)=0,
G(w)<0.

Restricciones Activas A partir de la definicién de G, las restricciones ac-
tivas para un punto w = (&g, -, &7, Ug, Ur—1) estardn determinadas por los
conjuntos

Js(iﬁs) = {.78 € [17 e 7”5] : pgs (i‘s) = 0}7

Li() = {ig € [1,---,my] + q* (@) = 0}.
donde s =0,---,T—1yt=1,---,T.

Para el problema PEr (&) reformulado con estas funciones (¢), la condicién

de Mangasarian-Fromovitz en w = (21, -+, z7, ug, -+, Ur—_1) €s:
“Existe d € ker DF () tal que

(d, VuGj(w)) <0, (MF)Eg
para las restricciones activas”.
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Por lo tanto nuestro lema serd demostrado si encontramos la forma que
tiene ker DF (), en relacién a las funciones f; y fP. Y finalmente si hacemos
un estudio similar de los gradientes de las coordenadas de la funcién G, para
las restricciones activas.

ker DF (W) De la definicién de la funcién F' no es dificil calcular su matriz
derivada DF(w) € R*T>(m+n)T

I 0o - 0 0| -Dufy 0 .- 0
—D.f1 1 0 0 0 —D.f1 - 0

0 —Dyfs ... 0 0 0 0 :

0 0 ; ; 0 0

0 0 1 0 0 0 0

0 0 eeo =Dyfr I 0 0 coo =Dyf |

Por lo que para w := (&1, -, Zp, lg, -+, Ur—1), un vector
(I17I27"',$T7U07U1,"',UT_l) EK@TDF(I@)’

si y sélo si es solucién del sistema = (asociado a w):

1 = Dyfo(Zo,w0)uo

2 = Dyfi(@1,01)ur + Dy fi(21, 1)

vy = Dufr—1(Zr_1, 971 )ur—1 + Do fr—1(Z7-1,U7-1)r7 1.
Del cual se deduce que para cada (ug,u1,---,ur—1), existe un Unico proceso
(z1,u1,- -, 27), que es solucién del sistema Z(ug, -, ur—1),

1 = Dyfo(%o,to)uo,

Trr1 = Dufe(@p, @)y + Dy fr(Zr, U)Xy, r=2---,T.

Por lo que podemos construir la funcién A = (Ag,---,Ar_1) : (R™)T — (RM)T,

definida anteriormente.

De otro lado usando el Teorema del Nicleo e Imagen del Algebra Lineal (ver
[16, p.74]) v el Lema 3.2.1 (independencia lineal de las gradientes) deducimos
que el rango segun filas de la matriz es nT, por ello también lo es segin sus

columnas, consecuentemente la dimensién de la Imagen es nT. Tenemos

dim ImDF(2)T = nT,
dim(ker DF(z)) + dim ImDF(2)T = (n+m)T.
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Entonces dim(ker DF'(z)) = mT. Con estos resultados podemos caracterizar el
Ntucleo de DF(w), segun

v = (vo,v1) € KerDF () C R™ x R" si y sélo si vy es solucién de Z(vp).
Ademas es claro que una base del niicleo se obtendra tomando los elementos de

la base canénica de e; € R™T para generar vectores (e;, A(e;)).

Equivalente de la Condicién M-F De la caracterizacién de ker DF(w),
la condicién de Mangasarian-Fromovitz para w, ((MF)g), serd equivalente a
(MF-PCD) del Lema 3.4.2. |

Una vez estudiado como interpretar las condiciones de calificacion para el
problema de control Pr (%), tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.4.1 (Principio Débil de Pontryagin-KKT (PdPKKT))
Para el problema Pr(Zo) asumanos (H1)y; — (H4); y (R). Sea la sucesion de
decisiones (g, -, Ur—1), con su proceso asociado (&g, --,Zr), una solucién
6ptima.

Si el problema satisface cualquiera de las condiciones dadas en el Lema
3.4.1 (Afinidad o Slater) o en el Lema 3.4.2 (Mangasarian-Fromovitz) para
(G, 1) ) )

Entonces existen vectores 1g,---,r—1 € R", {#y, e Rl* : s =1,.--,T},
{as €RY*: t=0,---,T — 1} no todos nulos, tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
Vi1 = Vo, Hi(&4, G, 1, 1), (EA) K

con condicidn final, ’l[)T—l =V, (f%(-f/‘T) — <DT,pT(QET)>) )
2. Parat=1,---T yjo=1,---,ny,
o' p () = 0. (Cl)x
(Condicidn de complementariedad para ).
3. Parat=0,---,T —1,
Vo, (Hola, i, $(8), ) = (s (@) ) = 0, (PdPK)
4. Parat=0,---T -1y =1,---,my,
it gy’ (1) = 0. (C(u))x
(Condicidn de complementariedad para uy).
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Por lo tanto, de los items 3y 4, parat=0,---,T —1, 4; es un punto critico
del problema
max Ht(i‘t,Ut,a/o,QLt,ﬁt)’ (PMdPK)t

us €Uy

y de los items 1 y 2, los vectores @[AJt son las variables adjuntas.
Donde Hy(z,u,v,v) = fo(x,u) + (¥, fi(z,u)) — (v,pi(z)) son los hamilto-

nianos.

Prueba. Del Lema 3.3.1 sabemos que bajo las hipétesis (H1); — (H4); y (R)
Pr(Zo) es equivalente al problema estatico PEr(Zo).

max FOw) = min  —F%(w).
Fy (w)=0, Fi (w)=0,
Pis (w)<0, Pis (w)<0,

i (w)<0. i (w)<o0.

La demostracién de este teorema es consecuencia del Teorema 3.3.1 (Princi-
pio Débil de Pontryagin-John, PdPJ) pues en vista de los Lemas 3.4.1 y 3.4.2,
w = (&1, -, &7, Uo, -, Ur—_1) satisface una de las condiciones de calificacién
(Afinidad, Slater o MF) para PEr(Zo), lo que nos asegura que ag > 0, por
lo cual normalizando los multiplicadores tenemos ag = 1, y consecuentemente

deducimos el presente teorema. ]

Estudiemos con detenimiento algunas consecuencias del resultado anterior.
Primero un resultado andlogo al Corolario 3.3.1 para “estados interiores” del
Teorema 3.3.1 (PdPJ).

Corolario 3.4.1 (Estados interiores) Para el problema Pr(Zg) asumanos
(H1); — (H4); y (R). Sea la sucesidn de decisiones (Gg,---,0r—1), con su
proceso asociado (&1, -+, 2r), una solucién éptima.

Si el problema satisface cualquiera de las condiciones dadas en el Lema 3.4.1
(Afinidad o Slater) o en el Lema 3.4.2 (MF) para (Gg,- -, 4r—1). Supongamos
ademds que T; € int Xy, parat =1,---,T.

Entonces existen vectores g, - - -, r_1 € R", {se eRY* 2t =0,---, T -1}
no todos nulos, tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
1[%71 = V:z:th(ﬂAjt>ﬁta'(Z}t)> (EA)K
con condicién final, @T_l =V, [2(37).

2. Parat=0,---,T —1,

Voo (e, e, 1) = (o, i) ) = 0. (PdPEK)
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3. Parat=0,---T -1yt =1,---,my,
fii'ai' () = 0. (Cu)x
(Condicidn de complementariedad para uy).

Por lo tanto parat=0,---,N — 1, u; es punto critico del problema

max Hy (&, ug, ¥
wrel, t( ty t71/)t)a

donde Hy(z,u,) := fP(z,u) + (¥, fi(z,u)) es el hamiltoniano.

Prueba. En el Teorema 3.4.1 (PAPKKT), desde la interioridad de z; € int Xy,
se deduce que no tiene restricciones activas respecto a “x”. Por lo tanto desde
la complementariedad (C(x))g, se deduce que para todo multiplicador v = 0

en el Teorema 3.4.1. De ello el hamiltoniano se reduce a

Hy (e, up, Yr, ve) = Hy(z,ug, ) = f(@,0) + (W, fr(z,w)).

Todas las otras consecuencias de este corolario salen simplemente reemplazando
el hamiltoniano por éste mds simple, teniendo en cuenta que v{* = 0. ]

En el Teorema 3.4.1 vemos que para cada t = 0,---,T — 1, 44 es un punto
critico KKT para el subproblema
max Hy (2, ug, Uy, Dp). (PMdPK),
ut €U
De otra parte sabemos que bajo ciertas condiciones especiales (Convexidad)

el hecho de ser punto critico nos asegura que es un éptimo (condicién suficiente).
En esta direccién tenemos el siguiente corolario.

Corolario 3.4.2 (PFP - Convexidad) Para el problema Pr(&g) asumamos
(H1); — (H4);, (R), y ademds las siguientes hipdtesis:

e Parat=0,---,T —1, sea xy € Xy, fijo y arbilrario, entonces
fe(we, ) : By — R" es afin. (Afin — )

e Parat=0,---,T — 1, sea x; € Xy, fijo y arbitrario, entonces
f2(x,)): By = R™  es concava. (Conc — u)

e Parat=20,---,T —1, B, convexa y

q': By — R es convera. (Cvza — u)
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Sea la sucesion de decisiones (g, -, Ur—1), con su proceso (Z1,---,Tr),
una solucién 6ptima.

Si el problema satisface cualquiera de las condiciones dadas en el lema 3.4.1
(calificacion afin o de Slater) o en el lema 3.4.2 (Mangasarian-Fromovitz) para
(g, ~ -, Upr—1). ) A

Entonces existen vectores Yo, ---,¢r_1 € R", {vs e R}*: s =1,---,T} no
todos nulos, tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
1&%1 = vtht(ihat;'l[}taﬁt)a (EA)K

con condicion final, ’L[JT,1 =V, (f%(;f:T) — <ﬁT,pT(:%T)>) .

2. Pa,'f'at: 1)T y]t: 1’...7nt7
pitplt(2,) = 0. (C(x))k

(condicién de complementariedad para xy).

3. Parat=0,---,T — 1, 4; es solucién éptima del problema
max Hy (&, uy, Uy, D), (PMdPK),
ut €Uy
donde Hy(z,u,%,v) = f2(z,u) + (b, fi(x,u)) — (v,pi(z)) son los hamilto-
nianos.

Prueba. La demostracién se sigue del Teorema 3.4.1, notando que bajo las
hipétesis (Afin, Conc-u,Cvxa-u) los problemas (PMdPK);
maL)fc Ht(itautazzjtaﬁt), (PMdPK),

ut €Ut
son programas convexos. Por lo tanto la condiciéon de KKT es suficiente. Por

su parte del Teorema 3.4.1, 4; es punto critico de este problema luego desde la
condicién suficiente de KKT , es una solucién éptima. [ |

Juntando ambos corolarios tenemos un primer resultado que coincide plena-
mente con el Principio Fuerte de Pontryagin (Proposicién 3.1.2).

Corolario 3.4.3 (PFP - Convexidad e Interioridad) Para Pr(&o) asuma-
mos las hipdtesis (H1); — (H4) s, (R), y también las del Corolario 3.4.2.

Sea la sucesion de decisiones (tg,--+,Ur—1), con su proceso (&1,---,2r),
una solucién éptima que satisface ademds parat=1,---,T,
iy € int X, (I)
Entonces existen vectores g, - ,¥r_1 € R", no todos nulos, tales que:
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1. Parat=1,---,N —1,
Vi1 = Vo H (&, iy, 1)y), (EA)
con condicion final Yn_1 =V f2(3T).
2. Para cadat=0,---,N — 1, 6y es solucion optima del problema

ygg H(‘%tautallzjt)' (PM),
Donde las funciones Hy(x,u,v) = f2(z,u) + (¢, fe(x,u)) son los hamiltoni-
anos.

Prueba. La prueba es inmediata usando los dos corolarios anteriores. ]

Observacion. Este es el primer resultado en el que vemos que es cierto el
Principio Fuerte del Maximo de Pontryagin. En el siguiente capitulo estudi-
aremos otros casos en los cuales es cierto, basandonos en otras consideraciones

tedricas.
Finalmente explotando al maximo las condiciones de KKT usemos la condicién

suficiente de optimalidad aplicada al problema equivalente estético PEr (o).

Corolario 3.4.4 (PFP - Suficiente) Para Pr(io) asumamos (H1);—(H4),,
(R), y ademds:

e Parat=20,---,T —1,

fi 1 Ay x By - R"” es afin. (Afin)
e Parat=0,---,T — 1, sea x4, fijo y arbitrario, entonces
fP(ze,-): By = R es concava. (Conc — u)

e Parat=0,---,T—1,yjs=1,---,ng, sea Ay convezxa y

pls i Ay =R es conveza. (Cvza — x)
e Parat=0,---,T—1,yis=1,---,my, sea By conveza y
¢ : B, - R es convera. (Cvza — u)

Supongamos que el problema satisface cualquiera de las condiciones dadas en
el Lema 8.4.1 ( Afinidad o Slater) o en el Lema 3.4.2 (MF) para (tg,- -+, Gr—1),

con su proceso (&1, -+, Z7). Y que, asociados a la sucesion (g, -, Ur—1) exis-
tan vectores 1o, --,Yr_1 € R", {v; € R}* : s =1,---,T} no todos nulos,
tales que:
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1. Parat=1,---,T — 1,
Gro1 = Vg, Hy (&4, G, 0y, D), (EA)K
con condicion final, hr_1 = V. (f2(@1) — (07, pr(iT))) -
2. Parat=1,---Ty jy=1,-- ny,
o7'p]' (#:) = 0. (C(x))x

(Condicidn de complementariedad para ).

3. Parat=0,---,T — 1, 4; es soluciéon éptima del problema
max Hy (i, up, P, ). (PMdPK),
ut €Uy

Entonces la sucesidn de decisiones (g, -+, Ur—1), con su proceso (L1,---,Zr),

es una solucién 6ptima global del problema Pr (o).

Prueba. La demostracién se obtiene simplemente observando que con las
hipétesis hechas (Afin, Concva-u, Cvxa-x, Cvxa-u) el problema equivalente

min  —F%w)
Fy(w)=0,
PJs (w)<0,
it (w)<o0.
€S un programa convexo.
Sabemos que al satisfacer w = (&g, -, &7, o, -, Ur—1) la condicién de
calificacién se deduce que @ = (&1,---, 27,9, -, Ur—1) es un punto critico

(punto KKT) de éste problema. Por lo cual de la condicién suficiente KKT se
deduce que w es un 6ptimo global del problema PEr(Zg). Por lo cual la sucesién
de decisiones (g, -+ -, Gir—1) es una solucién éptima para el problema Pr(&g). B

En la siguiente seccién buscaremos extender atin més el Principio Débil,
para el caso en el que ya no se conoce la forma de U, (es decir ya no se la puede
definir usando una funcién ¢;). Para dar la condicién de optimalidad en este
caso lo que haremos sera estudiar el cono Bouligand y la condicién necesaria
primal, desde la perspectiva de la teoria de optimalidad desarrollada por V.G.
Boltayanskii.
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3.5 Principio Débil: Boltyanskii

Aun cuando el resultado de la seccién anterior es bastante general, exige una
estructura particular para los conjuntos X, U;. (es decir, que estan determina-
dos por una funcién ps, ¢; respectivamente) ;Cémo podriamos estudiar el caso
en el que sélo se conoce la “forma geométrica” de U;?

Sabemos que el Teorema de Condicién Necesaria Primal (ver [15, p.44]) no
requiere conocer exactamente la forma de U; sino que basta conocer el cono
Bouligand (ver [15, p.25]). Segun este teorema ; serd un punto critico para el
problema

max Ht(i'ta Uu, 12%)7

ucUy

cuando para todo d € By, (i),
(VuHy (&, 1, M), d) < 0.

Pues bien, usando la Teoria de Boltyanskii se puede obtener una primera
aproximacion en este sentido, demostrandose para un contexto més general el
Principio Débil de Pontryagin.

Para realizar esta aproximacion correctamente necesitamos que nuestro prob-
lema Pr (&) satisfaga las siguientes hipdtesis.

e Parat=0,---,T,yi=0,---,n,

fi son funciones de tipo C! en sus respectivos dominios. (H1)p

e Parat=1,---,T,
Ty € intXt. (I)B

Los conceptos y los teoremas que se usan en esta seccién, forman parte de la
Teoria de Boltyanskii, y se puede encuentrar un restimen en el Apéndice B. Uno
de estos conceptos es el de cipula de un conjunto en un punto. Este concepto es
menos general que el de cono Bouligand, pero en muchos casos es equivalentes,
por lo cual el teorema que aqui demostraremos es bastante general.

Del mismo modo que procedimos en los teoremas anteriores (Teoremas 3.2.1,
3.3.1) primeramente transformaremos nuestro problema dindmico en un prob-
lema estatico.

Lema 3.5.1 (Transformacién: dindmico a estético) El problema de con-
trol de procesos discretos en horizonte finito Pr(Zo) es equivalente a un problema
de optimizacion estdtico PEp7(io).
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Prueba. Denotemos W = []_, A, x Hthfol B; ¢ R"+™T v 4 sus elementos
como w := (L1, -+, Ty, U, -+, UT—1)-
Definamos F° : W — R, por

T-1
FO(Z) = Z f]?(l'k,uk) + fg"(xT)7
k=0
y
para 1 =1,---,n, y
Q= eWw . ,
{w t=0,---,T—1, Fi(w)=0 }

donde, parat=0,---, T -1,y i=1,---,n,
Fi(w) = miﬂ — [ (e, u).

Sea ademas,

ug € Up, opy1 € Xyya, }

Z:=Rw= (21, -, T, U0, ", ur_1) EW
{ ( 1, s LT, U0, , wT 1) parat:O,--~7T—1.

Con estas definiciones es claro que el problema de control discreto Pr(Zo)

es equivalente al problema de optimizacion estatica con restricciones,
Pr(zo) = min —F°. PEpr(to)

Teorema 3.5.1 (Principio Débil de Pontryagin-Boltyanskii (PdPB))
Para el problema Pr (&) asumamos (H1)p y (I)p. Sea la sucesion de decisiones
(tg,- -+, up—_1), con su proceso (Z1,--+,Zr), una solucién éptima.

Entonces existen vectores g, - - - ,1/3T_1 € R", no todos nulos tales que:
1. Parat=1,---,N — 1,
bro1 = Vo H (i, iy, dy), (EA)
con condicién final, n_1 = Vi f2(dr).
2. Parat=0,---,N —1, se cumple: Para cualquier u € Ly,
(0u Vth(ﬂAUu@tﬂ/}t» <0, (PdPB);
donde parat=20,---, T —1, L; es la cupula de u; respecto al conjunto Uy.
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Desde 2. deducimos que t; es punto critico del problema

H(3 b PM
E?U)f ($t7U,¢t)a ( )t

donde las funciones Hy(xy, us, ¥y) = f2 (x4, us) + (W, fr(z4,us)) son los hamilto-

nianos.
Prueba. En primer lugar calculemos para w = (&1, -+, &1—1, 40, -+, Ur—1) Su
cipula = para luego usar la condiciéon necesaria de optimalidad de Boltyanskii.
Cuipula de Z Definamos el conjunto
L= {(:z:l,~~,xT,u0,~~~,uT_1) e R"" x R™T . u, € L, para t:0,~~~,T71}.
Demostremos que L es cliipula de = en w, y ademas

0z = (61, -+, 0z, 0ug, -+, 0ur—1) € L & duy € Ly parat=0,---,T — 1.

Para probar esto procedamos segtn la definicién de la cipula (ver Apéndice B)
1. L es un cono convexo, pues es claro que desde su definicion

L=R"Y" xLyx--xLp.

2. Probemos la siguiente condicién de ctipula. Desde que L; es ctipula de 4,
en U;.

Existen entornos B;(0;¢;) y funciones continuas ¢; : L; N By(0;¢) — R™
satisfaciendo:

(1) ¢e(Le N Be(036)) CUp y ¢1(0) = .
(2)

o o) =l _
h—0 ‘h|
heL,

Tomemos € > 0 de modo que B(w;e) C (R™)T x (R™)T| satisfaga
Ty, (B(w;€)) € By(0;¢;) C R™,

donde 7y, es la proyeccién, considerando los elementos de (R™)? x (R™)T, como

(z1,- -+, 27, U0, -+, ur—1), definamos la funcién
@ B(z;e)NL - =
(w1, o7, u0, -, ur—1) = (21, -+, 27, 01(u0), -, pr—1(ur—1)).

Esta funcién cumple las condiciones necesarias para la definiciéon de cipula,
desde que las cumplen las funciones ¢;. Ahora pasemos a aplicar la condicién
necesaria de Boltyanskii.
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Condicién Necesaria de Optimalidad de Boltyanskii Aplicando la Condi-
ci6n Necesaria de Optimalidad de Boltyanskii (Teorema B.2.4) al problema
equivalente PEpr (%) para .

Existen ntimeros po < 0, { € R: conl,---,nyt =0,---,7 —1} no
todos nulos tales que:

Para todo (dz1,- -, dxp,0uy, -+, 0ur) € L,

S (Ve FO) + X0y S5 02V B (1)) 1)+
+ S (0¥ FO@) + X0y Y05 92V P (@) ) s6ur) < 0. ()

A partir de estas dos enunciados se deduce nuestro teorema.

Sistema Adjunto Desde que (3) se cumple para todo vector de L. Consi-
deremos algunos vectores particulares. Tenemos por ejemplo:
Para todo dzy #0 € R® ;cont=1,---,T,

(Q]7"'7Qt7176xt79t+17' "aQT;Ql»' "aQT) S L.

Por lo cual desde (8) obtenemos que para t =1,---,T,

n T-1
—poVa FO(@) + Y Y 3V, F () = 0 € R",
a=1~vy=0
Si denotamos ¢, = (¢7,...,9}) € R™, podemos simplificar la igualdad anterior
como
0V, FO(b) + 3 0, 0 Dy, F () = 0. (1)
v=0
Calculo de Gradientes De los célculos, parat=0,---,7 — 1,
D, F,(w) = 0, siy ¢ {t—1,t},
D, F,(w) =—I, siy=t-—1,
DItF,Y(’lI}) :thft(ityﬂt); Sl’}/:t
Para t = T se tiene
—vxTFO(’LD) = vaf%(i'T) € R,
VwTFT_l(If}) =—] € R"*",
Con estos calculos en (1) obtenemos para t =1,---,T — 1,
—10Va f{ (@1, 1) = -1 0 (I) + by © Dy, fole, ) = 0, (2)
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lo cual es equivalente a

— 10V, f2 (4, t) + Py 0 Dy, firlde, ) = 1. (¢)

De otro lado para t =T en (1) tendriamos:
~10Ver f(#7) = Yr-1 0 (I) = 0.

Por lo tanto: 1/AJT_1 = —1oVuy f2(37).

Sabemos que pg < 0, demostremos que py < 0. Supongamos por con-
tradicciéon que pg = 0, entonces ’I;T,1 = uoVay f2(27) = 0. Ademds, desde
(¢), tenemos

110V g Jo_ (Ep 1, 1) — P10 Do, fr—1 (&1, ip—1) = Pr_g,

por ello ¥ _s = 0. Similarmente con pg = 0y ¥pr_o = 0 se deduce que ¥p_3 = 0,
asi sucesivamente tendriamos pg = 1&0 =... = @[;T,l = 0, lo que contradeciria
el hecho de que son no nulos. Por ello yp < 0.

Parat =1,---,T — 1, redefinamos zﬁt = —/,Lalﬂﬁt. Reemplazando en (¢),
tenemos el sistema:

Parat=0,---,T —1,

Py = Vo, (34, 1) + Py o Dy, fi(&¢, ), (¢)

con condicién final Pp_q = Var f2(2T).
Usando el hamiltoniano Hy(xs, us, ) = f2 (2, us) + (4, fi(24,u¢)) tenemos

VauHy (e, up, ) = Vi, (&4, ) + &t 0 Dy, fi(%,Ut).

En consecuencia obtenemos, desde (¢), el Sistema Adjunto (EA) de nuestro

teorema.
Principio Débil Del célculo, tenemos parat =0,---,7 — 1,
_vUtFO(w) = _Vutf?(l't7'l,bt)7
Dy, Fy(w) = Dy, fi(x1, ut)-
En (), usemos los vectores (0, -+, 07;0¢,---,0,_,0us, 0, 4,--+,07) € L, donde

duy € Ly, obtenemos
<<*M0Vu,,ft0(ﬂftvut) + o Dutft(xt,ut)) ;5Ut> <0.
Considerando la redefinicion de 1/;,5 deducimos para t =0, ---,7T — 1,
<vut,ft0(‘rt7ut) + 1y 0 Dy, fr(me,ue) ; 5Ut> <0.
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De lo cual se obtiene (PdPB);. |

Observacién. Este teorema logra generalizar el Teorema 3.4.1 (PAPKKTD).
Pues ahora se usa la Condicién Necesaria Primal (ver [15, p.44]). Sin embargo
la generalizacién no es del todo completa, pues la hipétesis (H1)p es mds re-
strictiva que las hipétesis (H1); y (H2) .

Procediendo de un modo enteramente similar al teorema anterior podemos
encontrar también una condicién necesaria para el problema de control discreto
con extremo derecho fijo (con un objetivo final). Es decir cuando X1 = {@r}
(ver Capitulo 1)

Corolario 3.5.1 (PdPB - Extremo Fijo) Para el problema Pr(Zo; 1) asu-

mamos (H1)p. Sea la sucesion de decisiones (g, ---,47—_1), con su proceso
(&1, -+, 27), una solucién 6ptima que satisface (I)g.
Entonces existen ag € R y vectores vg,---,%r—_1 € R™ tales que:
1. ag 2 0.
2. (ag, %o, ,¥r—1) es no nulo.

3. Parat=1,---,T —1,
1/A1t71 = vtht(£t7ﬁtva07¢t)‘ (EA)
4. Para todo dw; € Ly:

(0we s VoMo, i, a0, b)) <0, (PAPB);

dondet =0,---,T—1, L es la cipula de iy, y Hy (w4, us, ag, i) = ao f (e, ur) +
(g, fr(ze,up)) es el Hamiltoniano.

Prueba. Vamos a proceder andlogamente al resultado anterior es decir trans-
formaremos el problema dindmico en un problema estitico, notando que en
este caso tenemos una variable menos (xr = Zr, constante), en consecuen-
cia W := Ay X -+ x Ap_1 X By X -+ X Bp_1, (sus elementos serdn w =
(T1, T, U0, UT—1)).

Definamos F° : W — R, por

T—1
FO2) =Y f(we,u) + f2(37),
k=0
y
O=dwew para i =1,---,n, vy 7
t=0,---,T—1, F{(w)=0
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donde, parat =0,---,T—2,y i=1,---,n,
Fi(w) =iy — fi(@eu),  Fpoy(w) = &% — fp_i(@r_1,ur—1).

Sea ademas,

ug € Uy, w41 € Xpq1,
parat=0,---, T -1 [~

== {W— (iUl,"'713T_17U0,"',UT_l) €

Con estas definiciones el problema de control discreto Pr (o) es equivalente
al problema de optimizacién estatica con restricciones

PT(.’f?()) = glr%lzl —F". PSBT<.'%Q,jT)

Para este problema aplicaremos la condicién necesaria de Boltyanskii a .

En esta direccién calculemos la cipula de =.

Cupula de = Calculando similarmente al teorema anterior tenemos que en
este caso la cipula de = en w serd

L=R"YI"!xL;x--xLp.
Aplicando la Condicién Necesaria de Boltyanskii Aplicando el Teorema
B.2.4 de Boltyanskii a nuestro problema tenemos:

() Existen nimeros pug <0, {¢p! €R : con 1,---,n; t=0,---,7—1} no
todos nulos.

(8) Para todo (6x1,---,0xp_1;0ug, - ,0ur—1) € L
S ((Fro Ve PO + Sy Y05 03 Ve, Py () 10 ) +
+ 310 ((—roVu FOM) + Sy X7 92V, P () ) 0us ) < 0.
Sistema Adjunto A partir de estas dos enunciados se deduce nuestro

corolario. En primer lugar por calculos andlogos a los realizados en el teorema
3.5.1 (PAPB) se tiene desde (8) parat=1,---, T — 1,

1[%—1 :aovxtfto(ftyﬁt)+'l/3tOthft(ft7ﬂt)7 (¢)

donde ag := —po, Py = (P}, -+, PP).

En vista de que 7 es constante, ya no se puede calcular V., por lo tanto,
ya no se puede asegurar {r_1 = — oV, f2(&7) y tampoco pg < 0, (ya no hay
condicién final).
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Principio Débil Realizando cédlculos andlogos a los del Teorema 3.5.1
considerando vectores del tipo (0y,---,07;0y,--+,0; 1,6u,0,,4,---,0p) € L,
donde du; € Ly, en (B), obtenemos parat =0,---,T — 1,

<<aovu,,ft0(93t,ut) + 1y o Dutft(xhut)) ;5Ut> <0.
| ]

Usando este mismo método y el Teorema de Boltyanskii (B.2.4) podemos
estudiar el caso més general, en el cual z; € 90X, (frontera). Obtenemos el
siguiente resultado.

Teorema 3.5.2 (PdPB - Generalizado) Para Pr(ig) asumamos (H1)p.

Sea la sucesion de decisiones (lg,- -, Ur—1), con su proceso (1, --,&7), una
solucién Sptima.

Entonces existen ag > 0 y vectores g, - ,¥r_1 € R", no todos nulos
tales que:

1. Para cadat=1,---,T — 1, se cumple:

Para todo dx; € Cy,

<<VmHt(J:“t7'&t7a07'(&t) — &t—l) ;5$t> <0, (EA)By

con condicion final: Para todo dxr € Cr

<<th (a0 f2(21)) — 1/3T71) ;5xT> <0, (CT) gy
donde Cy es la cupula de Ty respecto a X;.

2. Para cadat=0,---,T — 1, se cumple:
Para toda duy € Ly,

<Vth(j:t7’&t7a071;t) ; 5U,t> < 0’ (PdPBg)
donde L; es la cupula de Uy respecto al conjunto Uy.

Prueba. La demostracién sigue los mismos pasos que el teorema 3.5.1 (PdPB)
Lo tnico que cambiara es que se tomaran en cuenta las ctipulas respecto a los
conjuntos X;.

Del Lema 3.5.1 nuestro problema es equivalente a

min —F°. PEpr(to)

Desde esta equivalencia w := (&1, -+, &1; g, -, Ur—1) s una solucién éptima

para este problema. Procedamos andlogamente al Teorema 3.5.1.
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Cupula de @ Calculemos la cipula de de W respecto a =. Siguiendo los

razonamientos similares a los del Teorema 3.5.1, en este caso la ctiipula sera:

L:CHX-'-XCTXL()X"'XLT,L

Aplicando el Teorema de Boltyanskii Del Teorema B.2.4 de optimalidad
de Boltyanskii en nuestro problema PEgr(Zo), para @ tenemos:

() Existen nimeros g <0, {p! €R : con 1,---,n; t=0,---,7 —1} no
todos nulos.

(B) Para todo (dz1,---,dxT,dug, -, d0ur—_1) € L se cumple:
S (0 Vi, FO@) + X0y 03 63V, P (@) ) 10, ) +
+ 05 ((~h00, FO() + Sy S0 GV, F(@)) 5 0w ) < 0.

Sistema Adjunto Desde que () se cumple para todo vector de L. Consi-
deremos parat =1,---, T,y dx; € Cy, vectores de la forma

(Ql7 e 7Qt—1a 6$t7Qt+17 e 7QT;917 e 7QT) S L.
Por lo cual desde (8) tenemos para t =1,---,T,
n T-1 R
< (—uovx,FO(@ > wgvmﬂ?(w)) ; 6xt> <0. (¢)
a=1~v=0

Definiendo ag := —uo > 0, y ¢y == (%, ---,4t) y realizando célculos en-

teramente andlogos a los hechos en el Teorema 3.5.1 desde (¢) deducimos lo
siguiente:
Parat=1,---,T — 1,y dx; € Cy,

(=10 o, [ (B, 0) + e © Dy, fr(@e, ) — the—1 5 dme) <0, (¢)
para dxr € Cr,
<<Vm,,(aof%(ﬂ?T)) - 1Z)T—1> ;5$T> <0.

Considerando la definicién de los Hamiltonianos en (¢) deducimos (EA)pgg.

Principio Débil En (8), para du; € Ly, consideremos vectores del tipo
(Q]7 e 7QT;917 e 7Qt71a 5ut7Qt+17 e 7QT) S L7
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obtenemos para t =0,---,7T — 1,

<<aovutf?(§7t,ﬁt) + 1y o Dutft(i‘taat)> ; 5ut> <0.

con calculos enteramente analogos a los hechos en el Teorema 3.5.1 deducimos
(PdPBg). [ |

En la siguiente seccién estudiaremos una teoria que generaliza atin mas los
Principios Débiles y muestra que incluso en el caso més abstracto se conserva
el Principio Débil de Pontryaguin para los problemas de control discreto en
horizonte finito.

3.6 Principio Débil: Clarke

En esta seccion generalizaremos en otro sentido el Principio Débil. Mientras
que Boltyanskii lo generaliza para cualquier forma de U; (pues el concepto de
ctipula es bastante general, no se requiere que U, sea cerrado, compacto, etc.),
no obstante, requiere que las funciones f; y f sean de clase C*. Esta hipétesis se
puede debilitar en la aproximacién de Clarke, s6lo se pedird que sean funciones
“Local Lipschitzs” y que los Uy sean cerrados. Con esta aproximacién logramos
obtener un teorema que usa directamente la condicion necesaria en forma primal,
(usando el cono Bouligand, que generaliza el concepto de cipula en la Teor{a de
Boltyanskii).
En esta seccion pediremos las siguientes hipotesis. Para t =0, -+, T — 1,

e f? es Local Lipschitzs y regular en A;x By, y f2 1o es en Ar. (Hl)e

e f; es estrictamente diferenciable en A; x B;. (H2)e
o El conjunto U; es cerrado. (H3)c
e Los estados son interiores, es decir, xy11 € int Xy 1. (e

Equivalencia con un Problema de Optimizacién Estatico Nuevamente
la metodologia para estudiar esta aproximacién seréd transformar el problema
original en uno estatico. Esta transformacién es la misma que se ha definido en
el Lema 3.5.1, debido a que los elementos que definen las funciones f?, f; (sus
dominios y reglas de asignacién) siguen siendo los mismos en esta seccién.

En conclusién nuestro problema de control éptimo discreto Pr(Zg) es equiv-
alente al problema estdtico PEp(&g). Por esto podemos usar en este problema
equivalente la condicién necesaria de Clarke.
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Teorema 3.6.1 (Principio Débil de Pontryagin-Clarke (PdPC)) En el
problema Pr(Zo) asumamos (H1)c, (H2)c y (H3)c. Sea la sucesion de de-

cisiones (G, -+, r—1), con su proceso (I1,---,Zr), una solucién Séptima,
satisfaciendo (I)c.

Entonces existen funcionales lineales 1&0, e ,1&T_1 € (R™)* no todas nulas
tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
Q/Aft—l € 3tht(ft,ﬁt,1/;t)a (EA)c

con condicion final Y1 € Opy f2(37).
2. Parat=0,---,T —1,
Ou, Hy (4, 11y, 00¢) N Ny, (1) # 0, (PAPC),

donde Ny, (i) es el cono normal de Uy en 1.

Prueba. Desde la optimalidad de la sucesién de decisiones (ig,- - -, Ur—_1),
deducimos que W := (&1, -+, &7, Uo, - - -, Ur—1) es solucién ptima del problema
PEpr(%0).

A diferencia de todos los teoremas anteriores, no podemos aplicar directa-
mente la condicién necesaria de Clarke. Para aplicarlo correctamente requerimos
que = sea cerrado lo cual no es cierto necesariamente (s6lo hemos supuesto que
U, es cerrado, de X; no se ha dicho nada, sin embargo no es necesario anadir
alguna hipdtesis adicional).

Por este motivo procederemos de la siguiente manera. Por la hipétesis (I)¢,
existen bolas cerradas para cada x; tales que B(i‘t) C int X;. Definamos el
conjunto:

C= B(:ﬁl) X X B(i‘T) X Uo(ﬁo) X oo X UTfl(’LALTfl).
Es claro que 2 = (%1, -+, 27,70, -+, Ur—1) € C por ello C # .
Desde que C' C Z se tiene que: 2 es soluciéon 6ptima de

min —F". (4)

Definiendo el Lagrangiano Generalizado Definamos el Lagrangiano Gene-

ralizado £: W x R x (R*)T x R — R,

L(w, ag, (M), 1) 1= —aoF°(w) + i(AtaFth(w» +l(ao, Ae)o)l de(w),

t=0
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donde (A): := (Mo, -, Ar—1) € (R™)T ||(ag, (\e)s)]], es la norma del vector en
el espacio R x (R™")T y do(w) es la funcién distacia de w respecto a C'.

Para facilitar los cédlculos posteriores vamos a simplificar los términos del
Lagrangiano Generalizado. Teniendo en cuenta las definiciones de las funciones
Fl'y F°, las siguientes expresiones son equivalentes al Lagrangiano.

T—1 T-1
—ao | > (@ ue) + FRwr) | + Y e — fel@e, ue)) + (ao, (M) lldo (),
t=0 t=0

T-1
DO ze)= Y laoff (we, ue)+ (Ao, fol(ze, ur))] a0 fp(er) +l|(ao, (M)l de (@),

t=0 t

~

Il
o

T-1 T-1

Do ewiwn) = ) Hil@u, a0, M) — aofp(zr) + 1ll(ao, Ao)o) | do(w),
t=0 t=0

donde Hy(zy,us, ao, A¢) := ao ff (z,ur) — (e, felae, up)).

Aplicaciéon de la Condicion Necesaria de Clarke Por lo dicho anterior-
mente 0 = (&1, -, 1,49, -, Ur—1) es solucién de (¢), entonces del Teorema
de Lagrange Generalizado (Teorema A.2.3) tenemos:

Para [ suficientemente grande, existen ag € R y vectores Yo, br_1 €R®
que cumplen:

(A) ap > 0.
(B) (a0, %0, +,¥r—1) es no nulo.
(C) 0¢ —3(;5,@)5(:%,&,@0,1/)0,'~,¢T,1,l).

De un modo andlogo a los teoremas anteriores (3.3.1, 3.5.1, etc.) a partir
del célculo de (C') se obteniene el teorema. Por ello usaremos las herramientas
del Célculo Generalizado de Clarke (ver Apéndice A).

Calculo de Gradientes Generalizados Durante estos cdlculos usare-

mos la convecién de que z := (z1,---,27) € (R")T, u = (ug, -+, ur_1) €
(R™T y w := (w,u), en particular @ = (&,4), con & = (&1, --,27), ¥
U= (ﬂo,"',ﬂT_l).

Calculemos la derivada generalizada de £, —0(g,u)L(W, ao, Yo, - -+, Yr—1,1).
Sabemos que el Lagrangiano es igual a

T-1 T-1

D (Weden) = Y Hole du,a0,40) — aofp(Er) + l(ao, ($0)o)ll de (),

t=0 t=0
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por lo que de la Proposicion A.2.1. —0(, ) £(W, ag, Yo, - - -, T —1,1), esta incluido

en
T-1

O u) Z(Ht(i”uﬁt»aoﬂ/ft) — (W, Be41) + a0 f2(@7)) | 400wl |lao, (W) de ().
Py

de la misma proposiciéon

Oauy [l llao, (¥0)ell do(@)] =1 llao, (¢0)tl] O uyde (w)-
De la Proposicién A.2.6 tenemos que: [ ||ag, (¥t)t]| O(z,u)dc(w) € Ne(w). Por
lo que a partir de (C)

T-1

0 € Oy | O (Hi(d, iy, a0,v0) — (y, &141) + aoff(z7)) | + Ne(@,4). (1)
t=0

Calculemos N¢(Z, i), desde que C' = Hthl B(&4) x Hthl U (4t), usando el
Corolario A.2.1 obtenemos

T T-1
No(#,a) = [[ Ve, (@) x T N (i),
t=1 t=0

de otro lado como #; esta en el interior de By, Np, (#;) = {0} por ello

T-1

Ne(&, ) = {0} x [] No, (@)
t=1

A continuacién calculemos

T-1

O ,u) Z(Ht(it,ﬁt»ao»l/)t) — (Y1, &141)) + aofp(er) |

t=0

para ello probemos en primer lugar que bajo nuestras hipétesis es regular la
siguiente funcién (ver definicién en Apéndice A)

T—
(Hy (&4, 0, a0, V1) — (1, Be41)) + ao f (7).
0

=

t=
En efecto, por hipétesis fi(z:,us) es estrictamente diferenciable, esto es para

toda (v,w) € R™ x R™,

fi((y, u) + s(v,w)) — fi(y, u)
(y,u) = (Z¢,0y) S
sl0

= Dy fi(Z4, 1) - (v, w),
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en consecuencia la derivada direccional generalizada sera

£ (e @); (0,w) = T SUP(y, ) (a0 ) LN Se(w)

sl0
= Dyfi(Zy, 1) - (v, w).

Observando que la funcién g; es la composicién de la funcional lineal (¢;) con
la funcién fi(z¢, u;) tenemos para toda (v, w) € R® x R™,

97 (e 1e); (0,0)) = TSPy 0y (3, ) LeLel T Fe(0))

sl0

(Ve, Dsf(Z4,0) - (v,w)).

De otro lado es claro que

lim, gt((iuﬁt)JrS(?w))*gt(y,U) = iy (500 gt((y,U)JrS(Ugw))*gt(y,u)7

sl0

en consecuencia para toda (v, w) € R"xR™: g, (T4, Gs; (v, w)) = g2 (&4, te; (v, w)),
por lo tanto g; es una funcién regular (g; es la derivada direccional usual).

Por célculos similares también las funciones (—t;, T;11) y ag f2 son regulares.
Finalmente desde que

Ht(fﬂt, U, aop, lbt) - <1/Jta$t+1> = aOftO(xtvut) + gt(fﬂt, Ut) + <—1/)t,$t+1>,

es suma lineal de funciones regulares (con constantes no negativas) usando la
Proposicién A.2.3 (c¢) deducimos que H; es regular. Por la misma razén lo es la
funcién

!

(Hi (&4, 0, ao, V1) — (1, Be41)) + ao f (7).
t

Il
=]

Denotemos momentdneamente a esta funcién como G(z,u, ag, ). Desde su
regularidad podemos aplicar la Proposicién A.2.5 en w = (&, @),

8(I,U)G(§:7 ’lAj,, ap, ,(/)) g (8mG(jf‘7 ’aa ap, ¢) ) 8uG(i‘a ’&a ap, ¢)7
por esto y los célculos anteriores, en (1) tenemos:
2.1 0€ -0, { ?:7)1 (Hy (24,0, a0,0¢) — (r, Toq1)) + aof%(fT)} + {0},

2.2 0€ -0, [ tT:_ol (Hy (24,1, a0, e) — (Y1, Teg1)) + aOf%(fT)} JFHtT:_o1 Ny, (1)

Teniendo en cuenta las variables (z1, -+, 2¢) y (u1,---,us) ambas expresiones
son equivalentes a

2.1 0€ O, [ tT:_Ol (Hi(Z¢, Uty a0, V) — (Pt Be11)) + aof:?(if?T)} ;
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22 06 -0 [SI5 (Hildu i ao,60) — (W, #01) + a0 fp(r)]| +No, ().

De 2.1, parat=1,---,T — 1,
O S 8xth(j:t7ﬁtaa07wt) - 833t(<1/)t—17i‘t>)7

lo que es igual a
Vi1 € O, Hy (%4, U, ag, Pt) (@)

De otro lado en 2.1 cuando ¢t = T tenemos que para todo k =1,---,T — 1,
Hy (xk, up, ag, Px) es constante respecto a xp, también lo es (¢, xgx+1) (cuando
k <T —2). Por ello calculando O

zp, tenemos

0 € Opp(aof2(27)) — V1. ()

A continuacién probemos que ag > 0, en efecto si no lo fuese desde (B)
tendrfamos ag = 0, por lo cual agf2(xzr) = 0 entonces 9y, (agfe(ir)) = 0.
Desde ()7 deducimos que en este caso ¥r_; = 0y por ello

0=aofy_y(xr—1,ur—1) + Wr_1, fr—1(zr_1,ur_1)) = 0,
usando («); tendriamos que r_o = 0. Recursivamente obtendriamos
O0=vo="=9Yr_1,

lo cual contradice (A) por lo tanto ag > 0.
En vista de que ag > 0 definamos para t =0,---, 7 — 1,

s Y
Y=
ag
Con estos en («); tenemos parat =1,---,T — 1,

i1 € D, Hy (1, s, V1)

y en (@) tenemos Yp_y € Dy, 2(@r).
Por lo que hemos demostrado que estas funcionales (1) satisfacen (EA)c.
Finalmente de los cdlculos respecto a las variables u; tenemos desde 2.2 que
parat=0,---,T — 1,

0 € =0y, Hi (&4, U, a0, ¢r) + Ny, (),

lo que equivale a
Ou, Hi (%4, U, a0, ) N Ny, () ().
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De la definicién de 7f)t, es claro que Oy, H (&4, U, ag, ) = aoauth(;%t,ﬂt,u}t).
Teniendo en cuenta ademds que Ny, (4;) es un cono, no es dificil deducir a partir
de (¢) que para cada t =0,---, T — 1,

qut(jtaﬂtadA)t) N Ny, (a) # 0.

Observacién.  Este resultado generaliza el Principio Débil de Pontryagin-
Boltyanskii (Teorema 3.5.1), por dos razones: 1) La condicién

VuHi (&4, i, ) N Ny, (i) # 0,
es equivalente a: Para toda du; € By, (lt),
(VuHy (&4, i1y, r), Sug) <0,

donde By, (i) es el Cono Bouligand de 4; respecto a Us.

Esta desigualdad es similar a la dada en Teorema 3.5.1, en la cual sélo se
usa cupulas. Sabemos que toda cupula L; de u; respecto a U; estd incluido en
el cono Bouligand, por lo que este resultado es mas general.

2) En este Teorema se usa funciones més generales (Local Lipschitz) que en
el caso de Boltyanskii (funciones de tipo C1).

Estudiemos algunas consecuencias del Teorema 3.6.1. Siguiendo la misma
metodologia de demostracién, podemos abordar también el problema de control
discreto con extremo derecho fijo (con objetivo final) &7, es decir el problema
Pr (o, Z7).

Corolario 3.6.1 (PdPC - Extremo Fijo) Para el problema Pr(Zg, &) asu-
mamos (H1)c, (H2)c y (H3)c. Sea (Zo,- -+, 7,00, -, Ur—1) una solucién
del problema, satisfaciendo (I)c.

Entonces existen ag > 0 y funcionales lineales 1/;0,~--,1ﬁT,1 € (R™)* no
todo nulo tales que:

1. Parat=1,---,T —1,
D1 € Oy, Hy(d4, iy, an, ¥y). (EA)c

2. Parat=0,---,T —1,
O, Hy (&4, 11y, ag, ¥¢) N Ny, (1) # 0, (PdPC),

donde Ny, (i) es el cono normal de Uy en .

Con Hy(xy, ug, ao, ) = aoff (z,ue) + (U, fi(ze,ue)) el hamiltoniano.
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Prueba. La demostracion de este corolario es similar a la del Corolario 3.5.1,
que es el andlogo de éste, para el Principio Débil de Pontryagin-Boltyanskii.
Como en dicha demostracion la unica diferencia que debemos considerar aqui
es que la variable 7 es constante (z7 = &7), por lo que en nuestros cédlculos
tenemos una variable menos, en consecuencia ya no se podra obtener la condicién
final para el sistema adjunto (FA)p y tampoco se puede demostrar que ag # 0.

A parte de esto todos los célculos son los mismos, por lo que no es dificil
demostrar este Corolario. ]

Este mismo Corolario podemos expresarlo de un modo equivalente como
sigue.

Corolario 3.6.2 Para el problema Pr(Zo, 1) asumamos (H1)c — (H3)c. Sea
(Zo, -+, &7, Ug, -+, Ur—1) una solucién del problema, satisfaciendo (I)c.

Entonces existen ag > 0 y funcionales lineales Yo,y Pro1 € (R™)* no
todo nulo tales que:

1. Para cadat=1,---,T — 1, eziste p; € Oy, fP (24, Tr)
7]%—1 = appt + 1[& 0 Dy, fi(Z4, Ut). (EA)~

2. Para cadat =0, ---,T — 1, existe ¢y € Oy, f(21,14), tal que se satisface:

Para todo dw; € By, (i)

—_~—

(aods + @t 0 Dy, fe(Z¢, 1), dwe) <0, (PdPC),
donde By, (i) es el cono Bouligand de Uy en .

Prueba. Para probar este corolario solamente debemos hacer algunos calculos
en el corolario anterior.
Con nuestras hipétesis, del cdlculo generalizado, parat=1,---,T — 1,

O Hi(zg,ur, a0, ) = Op,faof (xe, ue) + (Y, fe(ze, up))]
O laofP (e, ur) + 00y Y fi (20, ur)]
= a06xt fto(xh ut) + Z?:l ¢Zarfftl(xta ut)

Desde que f son estrictamente diferenciables,

8Itfti(xt’ut) = Dﬁtfti(xhut)

En consecuencia tenemos
O, Hy (e, ut, a0, V1) = ag Oy, [ (we,ut) + Pp 0 Dy, fi (e, up).
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De la definicién de la gradiente generalizada de 0., Hy, el sistema adjunto (E'A) ¢
es equivalente a (/ETEC)

Por consideraciones similares para el cdlculo de 0y, Hi(xt, ut, ag, 1) v desde
que el cono normal Ny, (i) es ortogonal al cono Bouligand, deducimos que
(151\15/3):& es equivalente a (PdPB);. |

Con similares consideraciones para el Teorema 3.6.1 y asumiendo, en vez de

(H1)c, una hip6tesis més fuerte
e Parat=20,---,T,

f?  es estrictamente regular en su dominio. (I?l)c

obtenemos el siguiente teorema que generaliza el Principio Débil de Pontryaguin-
Boltyanskii (Teorema 3.5.1)

Teorema 3.6.2 (Generalizacién del PAPB) Para el problema Pr(Zg) asu-

mamos (H1)¢, (H2)¢ y (H3)¢ Sea la sucesion de decisiones (i, - -+, ir—1),
con su proceso (&1,---,&r), una solucién éptima que satisfaze (I)c.
Entonces existen vectores g, -+, %7_1 € R™, no todos nulos tales que:

1. Parat=1,---,N — 1,
i1 = Vo Hy(&, 11y, 1), (EA)
con condicién final, n_1 = Vi f2(dr).
2. Parat=0,---,N — 1, se cumple: Para cualquier du € By, (i),
(Vo Hy (34, 0, y) 5 6u) <0, (PdPB),
donde By, (i) es el cono Bouligand de .

Prueba. Desde la hipétesis (H1)¢ tenemos 8y, fi(2¢, @) = {Va, fi(#1, 1)},
por lo que
Oy, H (24, g, ) = {Va, H(Zt, g, the) }

A partir de esto y de (FA)¢ se deduce (FA).
Finalmente como el cono normal es ortogonal al cono Bouligand, deducimos
de (FA) y (PdPC); la parte 2. del teorema actual. |

Con estas mismas hipdtesis el Corolario 3.6.2, toma la siguiente forma

Corolario 3.6.3 En el problema Pr(2o, 21) asumamos (H1)¢, (H2)c y (H3)c.
Sea (Zo,- -+, T, Ug, -+, Ur—1) una solucién del problema, satisfaciendo (I)c.

Entonces existen ag > 0 y funcionales lineales 1[)0,"',121T—1 € (R™)* no
todo nulo tales que:
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1. Para cadat=1,---,T —1,

—

1/;t71 = Vth(ﬁt,ﬁt,aoﬂ/?t) (EA)C

2. Para cadat=0,---,T — 1, existe ¢y € Oy, P (%4,14), tal que se satisface:

Para todo dw; € By, (i)

—_~—

<V$Ht(£t,’llt,ao,1ﬁt) ) 6wt> < 07 (Pdpc)t
donde By, (i) es el cono Bouligand de Uy en .

Prueba. Desde la hipétesis (ffl)c tenemos
8a:tH(:i‘ta ’&h it) = {viUtH(‘%t’ ﬁt’ 1ﬁt)}

Por lo que del Corolario 3.6.2, se deduce el presente. ]

Observacion. Todos los principios débiles demostrados hasta aqui, nos
muestran que en general las decisiones 1, son puntos criticos para subproblemas
(PM);. ;Serdn incluso, soluciones 6ptimas? La respuesta es no. Esto serd
estudiado en la siguiente seccién.

3.7 Contraejemplo de Boltyanskii

Hemos visto que en general se cumplia que cada control 6ptimo g, - - -, 4r_1,
era punto critico del subproblema

max H, (i, u, Py). (PM),

(Observemos que incluso cuando el hamiltoniano tiene la forma méds general
Ht(.’f?t,U/([Jt, v4) (Teorema 3.4.1) sigue siendo cierto que @; es un punto critico
del subproblema (PM);).

Es natural preguntarse dentro de la equivalencia que podria haber entre el
problema de control continuo y el discreto, si es posible que cada control @; sea
de hecho una solucién 6ptima del subproblema (PM); (esto es el PFP).

El matematico V.G. Boltyanskii encontré un contraejemplo en el cual la
solucién éptima no satisface el Principio Fuerte del Maximo.

Pasemos a proponer 2 contraejemplos de Boltyanskii. En el primero se de-
muestra que el PFP no es una condicién necesaria, y en el segundo se demuestra

que tampoco es una condicién suficiente.
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Contraejemplo: Condicién Necesaria En el problema Pr(Zg) tomemos
T € N, fijo y arbitrario.

Definamos los conjuntos: X; :=Ry U; :=[-1,1]. Parat=0,---,T — 1, las
funciones de evolucién y de beneficio serdn:

fi=f: Rx[-1,1] — R, fR=f: Rx[-1,1] — R,
(x,u) =, (x,u) o u? — 222
La funcién final f7 = 0, y nuestro punto inicial Zg = 0.
Con estas definiciones el problema Pr(&g) sera.
max Br(zg,ug, -, ur—1) := tT;Ol(uf —212)
s.a. ara todo t=0,---,T — 1, .
P (Pr(20))

1 €R, uy € [—1, 1],
Tip1 = U, To = 0eR.

Para este problema calculemos los Hamiltonianos y el Sistema Adjunto.
En primer lugar el Hamiltoniano sera

Hy(wy,ug, ) = ui — 227 + by uy,

El Sistema Adjunto sera:
Parat=1,---,T —1,

0H

t
Vi1 = (@4, us, 1) = —4 4. (EA)
3xt
con condicién final ¢p_; = 0.
Solucién Optima La sucesion g =41 = -+ = tUp_o =0y tp_1 = 1,
con su proceso asociado g =21 = -+ = Zr_1 =0, Z7 = 1, es una solucién

6ptima.
En efecto por la forma de las funciones tenemos en general para una sucesiéon
(UO, s ,qul) € AdeT(O)

Br(0,ug, -+, ur—1) = (uf—2(w0)?) + -+ (uf_y — 2(a7-1)?)
= uftotupog 22— 207 (¢)
= wup_q—ug— - —up_p <up_ g <L
En particular para nuestro camino (tg, @1, -+, dr—1), obtenemos
BT<07/&/07’&17 o 7’&/1171) = 17

por lo tanto es una solucién éptima, més atin, por la forma de Br en (¢) esta
solucién es tnica.
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Principio Fuerte de Pontryagin (PFP) Veamos si esta solucién éptima
satisface el PFP. Del sistema (EA) hallamos sus variables adjuntas.

0= dros = = o,
Delo cual, parat=0,---, T — 1,y us € Uy,
Ht(fi?t,ut,l/;t) :Uf*%?*()'ut :Uf *2(0)2 :U?-

Finalmente si esta solucién éptima satisface el PFP (Proposicién 3.1.2) en-

tonces tendriamos

Parat=0,---,T — 1, u; = 0 es solucién del subproblema
max H (&, up, 1) = max  ul.
ut €U ut€[—1,1]

Es claro que 4; = 0 no es una solucién. Luego, no se cumple el Principio de
Fuerte de Pontryagin (PFP).

Observacion. El contraejemplo anterior usa funciones de tipo C*°, de hecho
las funciones f; son afines, y las funciones f{ son convexas respecto a u y
coéncavas para x, por esto seguird siendo un contraejemplo dentro de varios
contextos y condiciones.

Contraejemplo: Condicién Suficiente El Principio Fuerte del Maximo

tampoco es una condicién suficiente. Es decir una sucesién (ug, -+, ur—1) con
sus proceso asociado (zg, - - -, z7) que satisface el PFP (i.e. parat =0,---,T—1,
u¢ es solucién del problema (PM);, donde (¢, --,%r_1) son soluciones de

(EA)) no tiene porque ser solucién Gptima.
A este respecto definamos el siguiente problema Pr (o),

T-1
max  Br(zo,uo, -, ur—1) ==Y ,_o (227 — u?)
s.a. para todo t=0,---,T — 1,

T €R, uy € [1,1],

Tyl = U, To = 0eR.

(Pr(%0))

Una sucesion que satisface PFP Para este problema la siguiente sucesién
g = --- = Gp_1 = 0, con su proceso &g = --- = &7 = 0, es una sucesién que
satisface el PFP.

En efecto, el Hamiltoniano serd Hy (x4, us, ;) = 222 —u? +1pus, y el Sistema
Adjunto sera:
Parat=1,---,T —1,

OH,
Yi_1 = 87;(3%7%&,%) =4z (EA)
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con condicién final ¢7_1 = 0.

Entonces para (4o, - - -, 4r—1) las variables adjuntas serdn

Por lo cual los subproblemas (PM); son los siguientes

maxHi‘,u,A = max (2(0?—-u?>4+0-u)= max —u>

ueUy ( b wt) ue[—l,l]( ( ) + ) u€[—1,1]

es claro que 4; = 0 es solucién de este subroblema. Asi pues la sucesién
(tg, - - -, 1) satisface el PFP.

Finalmente esta sucesién no es una solucién 6ptima. En efecto, calcu-
lando el beneficio total de (g, -, 4r—_1) tenemos

BT(O, ﬁO; o 7€LT71) = 0.
Por su parte para la sucesién g = 1,41 = --- = tup_1 = 0,
BT(Oa aOa T 7’U'T—1) =1

Por ello (41, -, 47—1) no es solucién éptima, pero si cumple el PFP.

(0]
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Capitulo 4

Principio Fuerte de
Pontryagin Discreto

En el presente capitulo estudiaremos desde diferentes perspectivas, los requisitos
que debe satisfacer un problema para que el PFP sea una condicién necesaria
de Sptimo. Gran parte de esta investigacién es nueva (salvo la programacién
mixta), constituyendo un aporte a la Teoria de Control de Procesos Discretos.

Los contraejemplos de Boltyanskii muestran que en general el PFP no es una
condicién necesaria de optimalidad. Por contraparte en el Corolario 3.4.3 hemos
visto que si lo es. Asi pues vemos que si el problema tiene ciertas caracteristicas
especiales el PFP es una condicién necesaria de optimalidad.

La motivacion para dicho estudio es especificar y senalar con mayor precision
cuando el Principio del Maximo de Pontryagin continua siendo valido al ser dis-
cretizado. Este problema no sélo tiene un interés tedrico sino también practico.
En efecto, hemos visto que una sucesiéon de decisiones 6ptimas ug, -« -, Upr—1,
cumplen en general el principio débil, por ello para t = 0,---,T — 1, 4 es un
punto critico del problema

5?31)1(,, Hi (&, ue, ). (PM)
Si bien esto nos da una forma de aproximarnos a la solucién, el conjunto de
puntos criticos puede ser grande. Sin embargo si logramos precisar que u; es
una solucién de cada subproblema entonces reducimos el niimero de candidatos
(algunas veces considerablemente). Por ello cuando es posible usar el PFP, es
mucho mas eficiente que los principios débiles para hallar la solucién.
Hemos encontrado tres maneras diferentes de dar condiciones al problema
Pr(Zp) para que el PFP sea una condicién necesaria de optimalidad. Estas
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son: 1) Afinidad en la Variable de Estado “z”, 2) Programacién Mixta, y 3)
Condicién Suficiente de KKT.

4.1 Afinidad en la Variable de Estado

En esta seccion demostraremos que el PFP es una condiciéon necesaria de opti-
malidad para el problema Pr(&(), cuando las funciones de beneficio y evolucién
son afines respecto a la variable “x”, més cierta hipdtesis adicional.

La importancia de este resultado es mayor debido a que en su demostracién,
hemos encontrado una relacién interesante con la Programacién Dindmica y nos
permite enfocar el PFP como una “consecuencia ” del Principio de Optimalidad
de Bellman.

Antes de continuar con los resultados méas importantes de esta seccién, para
evitar inconsistencias vamos a suponer la siguiente hipdtesis de trabajo.

Parat=0,---,T —1,

ft(Xt X Ut) g Xt+1. (Inclu)
Como consecuencia de esta hipdtesis se tiene el siguiente lema.

Lema 4.1.1 Dado z; € Xy fijo arbitrario. Se cumple que para toda sucesion
de decisiones (ug, -+, ur—_1 € Uy X --- X Up_1) emiste un proceso (x¢,---,xr) tal
que (T, -, xriu, -, ur—1) € Adm§(Xe).

Prueba. Basta definir recursivamente

Tt = i‘t,
Tiy1 = ft(i'taut)»
Tr41 fT(vauT’)'

Esto es posible porque siempre se tendra desde la hipétesis que z,4+1 € X, 41. B

Si bien el lema es trivial es necesario ponerlo claramente pues depende de este
resultado todas las conclusiones siguientes. Recordemos ademaés de Lema 2.1.1
que dado &; € X; y una sucesién de decisiones (uy, - - -, ug) define recursivamente
un tnico proceso asociado (xy, -+, 7). Por ello resumimos la notacién

B%‘(xt;xt%»la Xy Uty 7uT71) = B%ﬂ(l’t,ﬂt, T 7uT71)'

Finalmente resaltemos que a lo largo de esta secciéon las funciones de benefi-
cios f{ y de evolucién f; del problema satisfacerdn las siguientes hipStesis
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e Estan definidas en conjuntos del tipo A; x U, donde A; es un abierto que

contiene a X;. No se exige ninguna condicién sobre el conjunto U;.

[

e Son diferenciables respecto a la variable “x”.

4.1.1 Caracterizacién de las Variables Adjuntas

Bajo la hipétesis (inclu) para el problema Pr(Zg) es posible definir correcta-

mente lo siguiente.

Asociadas a una sucesién de decisiones (4g, - - -, ti—1) definimos las siguien-
tes funciones. Parat =1,---,7 — 1,
gt - Xt — R
(e ;
z = Bh(z;l, -, 0r-1),

ademés definamos la funcién gr = f2.
Bajo la hipétesis de que f y f; son diferenciables respecto a x se deduce
que las funciones g; son diferenciables.

Proposicién 4.1.1 (Célculo de las Variables Adjuntas) Consideremos el
problema Pr(&o) satisfaciendo la hipdtesis (Inclu) y las senaladas al principio
de esta seccién (dominio de fy y f? vy diferenciabilidad respecto a “z”). Dada

una sucecion de decisiones fija y arbitraria (g, -, 4r—1) € Adm(%g), con
su proceso asociado (o, -+, Zr).
Sea g, -+, r—1 la dnica solucion del sistema (EA).

Parat=1,---,N — 1,
i1 = Vo Hy (&4, iy, ), (EA)

con condicion final Yn_1 =V f2(27).
Entonces considerando las funciones go, -+, gr—1, asociadas a (tg, - -, Ur—1),
se tiene parat=0,---,T — 1,

U1 = Vg (Er11)-

Prueba. La demostracion del teorema sale directamente al calcular las
gradientes de las funciones g;. Realizemos estos célculos.

Desde la definicién de la funcién gy y por la condicién final del sistema (EA)
tenemos, ZZT—l = V.gr(&r). Ahora calculemos la gradiente de gr_1, por su
definicién,

o(fp(@, ar 1) + fR(froa(x,ar-1)))
o (f2(z, dr—1) + Vo f2(fr-1(x, ir—1)) 0 Dy fr(z, dr_1).

v:}chfl (LL')

<1 4
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Para = 27_1, fr—1(@r—_1,07-1) = 27 y Vaf2(Z1) = tbr_1. Por lo cual
tenemos

Vegr—1(&r—1) = Vm(f%(iT—l,ﬁT—l)-i-T[)T—l o Dy fr(&p—1,ur-1)),
VeHr 1(Zr—1,0r—1,%7-1)-

Por lo tanto del sistema (EA) deducimos
br_g = Vagr-1(Gr—1,dr-1,%r_1).
Supongamos que por induccién hayamos probado que hasta r + 1 se cumple
Ur = Vagrs1(Erg1).

Probemos que para r también es cierto. Por su definicién las funciones g;
cumplen para todot =1, ---,T,

ge(x) = f2 (@, 0) + g (fil, ).

Por lo tanto para t = r,

Vagr(x) szf(x, Ur) + Vagria (fr(2,4r)) o D fr(, ),
ngr(jr) = vzf?(i‘ra '&r) + VIgT+1(fT(*%T7 '&r)) o Dfr(-i'ry ﬁr)
szg(i'ra ﬁ'f‘) + YrgrnLl(errl) o Df?“(f%ra a'r‘)
vxf?(ira ﬁr) + o Dfr(irv ﬂr)

Vo Hy (&, iy, Uy)-

Del sistema (EA) obtenemos

1pr—l - V:Egr (-f:r)
|

Continuando con nuestra investigacién definamos las siguientes funciones.
Consideremos una sucesién de decisiones fija y arbitraria (g, ---,4r—_1), para
t=0,---,T —1, definamos las funciones p; : X; — R,

— 0 t+1 P .
pe(xt) == sup {ft (w¢,ut) + By (ft(xtaut)’ut+1v"'7uT—1)}'
ut €U
Con estas funciones obtendremos una condicién necesaria de optimalidad
que tiene similitud, con el Corolario 2.2.1 que caracteriza las soluciones usando
las funciones valor V;, y también tiene ciertos aspectos que nos hacen recordar

al PFP (4 es solucién éptima de cierto subproblema).
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Proposicién 4.1.2 (Condicién Necesaria) Para el problema Pr(Zo) satis-
faciendo (inclu), sea la sucesion de decisiones (g, -+, Ur—1), con su proceso
asociado (Zo, %1, -+, 21) una solucién 6ptima.

Entonces parat =0,---,T — 1, 4y es solucién éptima del subproblema

el { £ (@0, u) + BE (fe(@e,u); @, - 1) -

Por lo tanto, considerando las funciones p; asociadas a (tg, - -, Ur—_1), tene-

mos parat=0,---,T —1,
pe(&y) = fto(itv'at) + Béj_l(jt-&-l; Ugq1, -, Up_1).

Mds aun,
pe(Ze) = Vi(dy),

donde V; son las funciones valor.

Prueba. Tomemos t = 0,---,T — 1, fijo y arbitrario. Por la definicién de la

funcién py, y como 4y € Uy, se sigue que:

pe(Be) > (&, 0) + BE N (Eg1; G, o 1)
= B’%(:’%t;atv"'aﬁTfl)'

Desde la optimalidad de las decisiones y usando el Corolario 2.2.1 tenemos
Vi(&t) = Bh(&4; 44, -+, Gp—1). Por lo tanto p(2¢) > Vi(Z4).
De otro lado usando la definicién de la funcién valor y la Proposicion 2.2.1

(ecuacién de Bellman)

pi(E) = sup,,cp, {f7 (@ u) + BEFY(fo(@e, ue); Gippr, ooy Gr—1) }
< supy,ep, {0 (@ ur) + Vier (fe(@e,ue))}
= Vvt(‘(i.t)v
por lo cual
pe(2e) = Vi(Z)
= BL(&y; 0, Up—q)
= A&, ) + BF (Eeg15 Qg - ).

Observacion. Notemos que este resultado es bastante general, sélo requiere
de la hipdtesis (inclu) para su correcta demostracién y no necesita de hipdtesis
adicionales para las funciones de beneficios (f?) y de evolucién (f;).
Con estas proposiciones podemos probar el Principio Fuerte de Pontryagin
“

para problemas cuyas funciones sean afines respecto a la variable “x”, esto es
problemas que satisfacen la siguiente hipdtesis
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e Paracadat=0,---,T — 1, sea u; € U; fijo y arbitrario, entonces

f?(~,ut) : Xt — R,
Je(ue) o Xe = R™,

son funciones afines respecto a la variable de estado.

4.1.2 Principio Fuerte de Pontryagin Afin

Teorema 4.1.1 (Principio Fuerte de Pontryagin - Afin (PFP-Afin))
Para el problema Pr(&g) asumamos las hipdtesis de la Proposicion 4.1.1 y la

hipdtesis (H)a. Sea la sucesion de decisiones (g, -,Ur—1), con su proceso
asociado (Zo,Z1,-+,21), una solucién 6ptima.
Entonces existen vectores wo, ,1/)T 1 € R” tales que:

1. Parat=1,---,N —1,
i1 = Vo (Hy(dy, 1y, ), (EA)
con condicidn final, Q/AJNfl = V. f2(Er).
2. Parat=0,---,T —1, 4y es solucién del subproblema

mf%]XHt(fC,u, qjjt)a (PM)t
ueUy

donde Hy(xy,us,¥i) = f2(x,ur) + (U, fi(ze,us)) es el hamiltoniano.
Prueba. Desde la optimalidad de (g, - -, tir—1),
Vo(ﬁ?o) <0 = Vvt(f%t) < 00.

De la proposicién anterior p;(Z;) = Vi(&:). Por otra parte consideremos las
funciones g; asociadas a (o, - - -, ir—1), por sus definiciones y la optimalidad de
las decisiones tenemos

gt(i“t) = Bt(i”t;ﬁty T aanl) = ‘/;‘/(ft)-

A partir de la hip6tesis (H) 4 deducimos que las funciones g; son afines. Por
lo tanto para todo z € X; se cumple

96(x) = 9:(2) = (Vge(@1); 2 — Z1).

Con este resultado y la funcién g; en la definicién de py(Z;) tenemos
Pt(l‘t) = SUPqy,cu, [f (

ug) + BET(fe(Be,wp); Qg oo, A1)
= SUPy.ev, [fto(l“t ug) + g1 (fe(@e, up))]
= supy,ep, [P (Ee ) + (Vg1 (Ee41); fr(e,ue) — Er1) + 9o (Be41)]
C(&4) +sup,y, cp, [f2 (@1, ue) + (Vi1 (Ee41); fo (2, ue))],
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donde C(Z141) = gr1(Ze41) = (Vg1 (Zr41) 5 Zeg)-
Definiendo 9y := Vgyy1(Z¢41), y teniendo en cuenta la definicién del Hamil-

toniano.

pe(Ee) = C(&¢) +supy,cp, [f2(Ee,ue) + (U fol@e, up))]

C(it) + sup,, ev, Hy (%4, uq, ¢t)

Teniendo en cuenta que p; (&) = Vi(&:), deducimos

V() = C(@e) = pe(@) — C(dn) R
= sup,,cpy, He(@e, us, y).

Calculando V;(#:) — C(&¢) tenemos

Vier) = C(2) = g0(0) = ge1(Trg1) + (Vg1 (Br41); Be41))
= [P(&¢, Uy) + (e, 1))
= Hy(&¢,0,vy).

Por lo tanto

Ht(:%t;ﬁtﬂ&t) = Sull? Ht(&“ﬂ/}t)'
ueUyg

As{ pues @y € Uy es una solucién 6ptima del problema (PM);.
Finalmente por la la definicién realizada it := Vgi+1(Z44+1) y la Proposicién
4.1.1 tales variables son solucién del sistema (EA). |

Observacion. El resultado anterior es vélido tanto si ; € int Xy, como si esta
en la frontera (#; € 0X;). Tampoco depende de la forma de los conjuntos Uy,
estos pueden ser discretos, cerrados, abiertos, etc. Estos hechos confieren a este
resultado una generalidad sorprendente.

Habiendo probado que el PFP es una condicién necesaria de optimalidad
para problemas de este tipo. Nos preguntamos si serd también una condicién
suficiente. La respuesta es no. Veamos a continuacién un contraejemplo.

Contraejemplo: Condicién Suficiente. Para el problema Pr(Zg), consi-
deremos T'= 2, &g :=1 € Xg =R, X = Xy :=Ry U = Uy := {1,2}.
Definamos las funciones de evolucién

fo: XoxUy — R fli XixU; — R
(x,u) +— x-u, (x,u) +— x-u,

y las funciones de beneficio fJ : Xo x Up = Ry f2: X1 x U; — R.

3 u

f(a ) = (Q—Q)x, y o ) = 20— D]+ 2 3(u— 1)),
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La funcién f§ = 0. Es claro que el problema satisface las hipStesis (H)4 y
(Inclu).

Puesto que sdlo se usan 2 controles, no es dificil calcular manualmente todas
las posibilidades (apenas 4).

Encontramos que la solucién 6ptima es (o = 2,41 = 2), con su proceso
asociado (%9 = 1,21 = 2,%2 = 4). Dando un beneficio total de 3.5.

De otro lado la sucesién de decisiones (g = 1,47 = 1), con su proceso
asociado (g = 1,77 = 1,Z2 = 1), no es solucién 4ptima. Sin embargo
veremos que satisface el PFP.

Primero calculemos las variables adjuntas

o1 = £ f(3) = LR =0,
Yo = “LH(Z1,01,71)
= Lz, ) = 2@ —1)=0.

Con estas variables adjuntas calculamos los hamiltonianos,
Hy(Z1,u3¢1) = f1(Z1,u) y Ho(&o,u,0) = 3 (&0, u).

Veamos que las decisiones 4o y 41 son soluciones de los subproblemas (PM);.
En primer lugar tenemos

f{)(jlvl)ZQ f?(th):]-a
H )

>
> Hy(Z1,2,91).
por lo cual, como Uy = {1, 2}, se tiene que 4; = 1 es solucién de (PM)

maXHl(a’h,u,iEl) (PM)l

uelU;

Similarmente desde que,

f{)(fla ]-) f 1 > f{)(flv2) f 1/27
HO(‘iOvlard}O) Z Hl(j:0727w0)a

la decisién @y = 1 es solucién del subproblema (PM )

De estos célculos la sucesiéon de decisiones 1y = 1,u; = 1 satisface la
condiciéon necesaria PFP pero no es una solucién éptima. Por lo que el
PFP no es una condicion suficiente para los problemas tratados en esta seccion
(afines en la variable de estado).

Finalmente, para resaltar con este ejemplo que el PFP si es una condicién
necesaria, observemos que la solucién 6ptima (g = 2,41 = 2), si satisface la
condicién necesaria. Calculando las variables adjuntas se obtiene U1 =0 y
1@0 = 2, con las cuales se obtiene que

H0(1727’([}0) = %—’—4 Z H0(17171[)0) = 1+27
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Hi(2,2,91) =3 > Hy(1,1,%) = 2.

Vemos pues que el Principio Fuerte de Pontryaguin no es una condiciéon
suficiente en este caso.

La pregunta natural ahora es saber en que condiciones el PFP es también una
condicién suficiente. Al intentar realizar investigaciones destinadas a resolver
esta pregunta encontramos que existe una relaciéon profunda entre el PFP y
la Programacién Dindmica. Estos resultados los exponemos en la siguiente
subseccion.

4.1.3 Programaciéon Dinamica y el PFP

Comenzemos nuestro estudio con la siguiente definicién.

Definicién 4.1.1 (Sucesién PFP) Para el problema Pr(Zy), diremos que una
sucesion de decisiones (g, -,Ur—1) € Admr(Xg) con su proceso asociado
(Zo,---,@7) es una sucesion PFP, si existen 1o, --,1r_1 € R™ tales que:

1. Parat=1,---,N — 1,
i1 = Vo (Hy(&4, 1, 1)), (EA)
con condicién final, yn_1 = Vi f2(2r).
2. Parat=0,---,T —1, Gy es solucién del subproblema

mafJXHt(i'auale)t)a (PM)t
uelUy

donde Hy(xy,ut,¥e) = (@, ur) + (U, fi(ze,ut)) es el hamiltoniano.

Proposicién 4.1.3 (Caracterizacién de sucesiones PFP) Sea el problema
Pr (o) satisfaciendo las hipdtesis del Teorema 4.1.1, una sucesion de decisiones
(tig, -+, tup—1) serd PFP si y sdlo si parat = 0,--- T — 1, 4; es solucién
6ptima del subproblema

Inax Bp (&4 ug, Gy, -5 lp—1),
lo que es equivalente a que parat =10,---,T —1,
pe(&¢) = By (&e; e, - -, 1),
donde py son las funciones asociadas a (Go,- -, 0r—1), y (Zo, -+, Z7) es su pro-

ceso asociado.
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Prueba. Consideremos para t = 0,---,7 — 1, las funciones g; asociadas a la

sucesion (ag, - -, tr—1), tenemos

Bh (&5 up, Ggy1, oy ip—1) = fA&0,ue) + BE (o (Fey we); Qugry - -+, 1)
= f2(Zur) + g1 (fe(Be, ug)).

Por la hipétesis (H) 4, las funciones g; son afines y por ello para todo z € X; se
cumple
91(@) — gi(&1) = (Vgu(@e); x — ).

Considerando esto y la definiciéon del Hamiltoniano obtenemos

B (&g ug, g, tr—1) = A& u) + (Va1 (Ber1); fo(@e,ue)) + CZe41)
= Hi(&,u, Vi1 (Ti41)) + C(Er41)
= Hy(&,us, ) + C(Zp41),

donde vy = Vgiy1(2e41) ¥y C(Z141) = ge1(Ze41) — (Vg1 (Ee41); Be41)).-
Asi pues, salvo la constante C(Z441), tenemos la siguiente equivalencia
A N _ t /A ~ ~
max Hy (&, u, 1) = max B (&4 ue, Upgp, -+, Uroq).
uelUy ut €Uy
De la definicién de las funciones p; tenemos las otras conclusiones de la
proposicién. ]

Interpretando el resultado anterior adecuadamente encontramos una relacién
con la Programacion Dindamica.
En efecto del Corolario 2.2.1 una sucesién (dg, -« -, 4r—1) es éptima si y sélo
siparat=0,---,T — 1, cada 1, es soluciéon del problema
max f{ (&, ur) + Virr (fil@e, wr)).
ur €Uy

De otro lado para t =0,---,7 — 1,

BE (& ug, g1, lir—1) = [P (@ w) + BR(fi(@e, ue); ey, - Gir—1)
= [P2(@ue) + gegr (fe(Ze, u).

Encontramos claramente una similitud entre los problemas

gg&[ﬁ?(it, ) + Vi1 (fe(2e, ur))] ~ glgg](t[f?(fﬁt,ut)+gt+1(ft(f:t7ut))]-
Desde la generalidad de la funcién valor se ve claramente que el segundo prob-
lema es un caso particular del primero, es decir, si 4; es solucién del primero
entonces lo sera del segundo.

De la equivalencia anterior si queremos que el principio fuerte (PFP) sea
una condicién de optimalidad suficiente debemos exigir condiciones que aseguren
que a partir del segundo problema se deduzca una solucién del primero, pues las
soluciones del primero corresponden a éptimos del problema Pr(zq) (Ecuaciones
de Bellman). En esta direccién tenemos la siguiente proposicién.
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Proposicién 4.1.4 Para el problema Pr(&o) satisfaciendo las hipdtesis del
Teorema 4.4.1, una sucesion PFP (g, -, 4r_1) serd solucién éptima si y
sélo si para cada t =0,---,T — 1, se cumple:

Para todo uy € Uy,

Vit (fe(@e,ue)) = gear (fo(@a,we)) < (B (245 s [a5]5)] — (B (24w, [15]5)],
donde [t;]; == (Uyg1,- -+, Ur—1)-
Prueba. Desde la definicién de las funciones g,
B (&5 ug, [45]5) = [ (#e,ue) + ger (fe(@e, we)).

Con esta observacién y haciendo algunos célculos, obtenemos que la desigualdad
de la proposicién es equivalente a

Vi1 (fe(@e,we) )4 f7 (B, ue) < [P (@, @) 4gear (fe(Ee, 0))] = Bp (& Gy, -+, lip—1).

Asi pues, la condiciéon serd equivalente a:
Para todo u; € U; se cumple

Vier (fe (@, ue)) 4+ f2 (24, ur) < Bh(de; g,y - -+, tip_q).

Usando la definicién de la funcién valor V; y las Ecuaciones de Bellman, lo
anterior es equivalente a

Vilde) = supy,cp, (Vigr (fe(Ze, ue)) + [, ue))
< B%’(‘%t;ﬁt7"'7aT71>

IN A

V(&)

Por lo tanto la condicién exigida en la proposicién es equivalente a pedir que
parat=0,---,T — 1 se cumpla

V;f(i't) = B%(ft; Ugy oy ﬁTfl)-
Del Corolario 2.2.1, esto es equivalente a que (g, - - -, tr—1) sea una solucién
6ptima del problema Pr(Zg). [ |

La proposicién anterior nos sirve para observar la relacién en la que debe
estar la funcion g; respecto a la funcién valor. Se deduce que si esta suficiente-
mente “cerca” entonces podremos asegurar que la sucesion PFP es una solucién
del problema Pr ().

Como corolario de la proposicién anterior mostraremos que para cierto tipo
de problemas la condicién PFP es también suficiente.

Consideremos problemas Pr(Zp) que satisfagan la siguiente hipGtesis:
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“Exista una solucién (4qg,---,lr—1) que satisface: Para todo x; € X; la

sucesion (4y, -+, r—1) es la tinica solucién éptima del subproblema Ph(x¢) .
Por ello la sucesién (i, - - -, tir—1) puede interpretarse como desiciones 6pti-

mas independientes del estado x; al que se aplican, s6lo dependen del momento
en el que se aplican.

Para problemas de este tipo se tiene la siguiente equivalencia entre las ecua-
ciones de Bellman y las del PFP, en particular en este caso, PFP serd una
condicién suficiente.

Proposicién 4.1.5 (Equivalencia: PFP y las Ecuaciones de Bellman)
Para el problema Pr(&o) satisfaciendo las hipdtesis del Teorema 4.1.1 y adi-
cionalmente la hipdtesis anterior. Sea una sucesion de decisiones (tg, - -+, Up—_1)

con su proceso asociado (To, - 2T), y sus variables adjuntas o, -, r_1. Se
tiene la siguiente equivalencia
Para todot=0,---,T — 1, 4; es solucién de
maXHt('%aUH 1&25)? (PM)t
ucUy

sty solo si es solucion de

Vi(d:) = max (9 oy ue) + Vi (fo(@e, )] (EB)q
Ut t
Por lo tanto (tg,---,t7—1) es una sucesion PFP si y sdlo si es una solucidn

dptima de Pr(Zo).

Prueba. Sabemos que las Ecuaciones de Bellman caracterizan las soluciones
del problema. Por hipdtesis estamos suponiendo que existe una uinica solucion,
denotemésla (g, - - -, i—1), méds aldn sus subsucesiones son soluciones unicas de
todos los subproblemas Pk (z;) para z; € X; fijo y arbitrario, por ello

Vi(xt) = Bl (xy, i, -+, lir—1)-

Probemos la primera implicacion.
(=) Sea (1o, -,ur—1) una sucesién PFP, entonces para t = 0,---,T — 1,
iz es solucion del problema
max Hy (%, ug;1y).
el t( ty tv,(/Jt)
De la Proposicién 4.1.3 esto es equivalente a que u; es solucién del problema
max BY(Zy, ug, g1, Ur—1).
ut €Uy
Por lo tanto para todo u; € U,

T _ - _
OSBT(xtvutvut+l7"'7uT—l)_BT(xtyuhut-‘rla"'vuT—l)
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Con todo esto, para probar la implicacién sélo nos faltaria probar que para todo
u; € U; se cumple

0= V;-i-l(ft(:i't; U)) — gt+1(ft(:%t,u))a

donde las funciones g; son las funciones asociadas a la sucesién (ag, - - -, dr—1).
Probémoslo por induccién: Dado u € Up_; fijo y arbitrario, tenemos por
sus definiciones

Vr(fr-1(Zr-1,u)) = fe(fr-1(@r-1,w) = gr(fr-1(Zr—1,u)).

Supongamos que hayamos probado hasta “r” es decir para toda u, € U,

Vr+1(fr(i'ra u)) = gr—O—l(fr(i’ra U))
Entonces tendremos

fvg(iﬂu)"_v;”rl(fr(i'ﬁu)) = f?(fhu)"i_grwq(fr(jmu))
= B%(£T‘a“7’7ar+la"'aﬂT—l)'

Por lo tanto son equivalentes

max[f?(jm u) + V;*Jrl(fr(fra u))] max B;“(i"m Up, ar+17 e 77]T71)'
u€Uy u€Uy

Por ello u, es solucién del primer problema. De las Ecuaciones de Bellman,

deducimos
V(@) = max[f2(@,, w) + Vess (fr @, )] = BE(r, iy Ty, iroa).
t
Asi pues (@, Upi1,- -+, Ur—1) es solucién del problema Pr(Z,).
Por hip6tesis sélo existe una tnica solucién que es (G, tpy1,- -+, Ur—1). Por
lo tanto us = g, con s =1r,---, T — 1.

Ahora estudiemos el problema para “r — 1”. Tenemos que probar que para
toda u € U,_q,

er(frfl(jrflvu)) = gr(frfl(ffrflvu))'

Dada u,—1 € U,_1 fijo y arbitraria, (@, ty41,- -+, Ur—1), es la Gnica solucién
de Pr(fr—1(Z,—1,u)). Por lo tanto deducimos

Vilfr=1(Zro1,w)) = BR(fr—1(Tr—1,w); Gpy Upgr, -+, Ur—1)
By (fr—1(Tp—1,0); Uy, Upg1, -+, Up—1)
= gr(frfl(frflau))

Como u, € U, es arbitraria, deducimos que para toda u, € U,:
‘/T(f’l‘—l(‘f’l‘—l’ u)) = gr(fr—l(-fr—la u))
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Continuando de esta forma podemos deducir que s = g, para s =0, -, up_1.
Y por lo tanto la sucesiéon PFP es la solucién 6ptima.

(<)

Es claro que si (g, -, Gpr—1) es solucién de las Ecuaciones de Bellman
entonces es solucién del problema, por lo tanto, del Teorema 4.1.1 satisface la
condicién necesaria PFP. En consecuencia para todo t = 0,---,T — 1, 0 es
solucién de

max H (7, u, ). (PM),

Observacion. Con el resultado anterior encontramos que existen casos en los
cuales el PFP es una condicién suficiente. ; Habra otros casos en los que también
lo sea? En esta linea nos preguntamos si con condiciones de concavidad respecto
a las variables de estado “x” y control “u”, habra suficiencia. La respuesta es
no. En el contraejemplo para la suficiencia de PFP, las funciones f0 y f; lineales
para (x,u), sin embargo no hay suficiencia.

Estudiemos dos ejemplos en los que aplicaremos los resultados obtenidos en

esta ltima parte.

Ejemplo 1: Decisiones Independientes. Consideremos un problema Pr(Zg)
tal que los beneficios de una decisién no dependen del estado x;, es decir
f2(wg,up) = f2(ur) y la funcién £2 = 0.

Llamaremos a este problema de decisiones independientes del estado
porque en cada momento decidimos sin importar el estado en el que se encuentra
x; para tomar la decisién 6ptima.

Dada una sucesién 6ptima (dg,---,Gr—1). al resolver el sistema adjunto
(EA). Encontramos que ﬁo =...= @T_l =0.
Desde el PFP tenemos que parat =0,---,T —1, 4 es solucién del problema

%%Ht(ﬁvuvﬁt) = fto(ut) + <Oaft(:2tvut)> = 5%%}5 f}?(ut)

Este resultado era intuitivo. En efecto si los beneficios de las decisiones no de-
penden del estado x; en el que se toman, entonces lo mejor en cada instante es
tomar aquella decisién que nos de mayor beneficio. Este tipo de problemas nos
hace recordar la vieja maxima: “Haz lo mejor cada momento y alcanzaras
la victoria”. Sin embargo, pese a la méaxima, hemos de decir que en general
tal recomendacién no es valida. Pues para problemas en los que el beneficio si
depende del estado “z;”, lo mejor no es optimizar el beneficio instantaneo. Sino
tomar decisiones que nos lleven continuamente a mejores “escenarios futuros”.
M4s precisamente la decisién debe atender dos objetivos: 1) de un lado maxi-
mizar el beneficio actual f(z¢,u:) vy, 2) el beneficio potencial méximo esperado
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para el estado que se alcanza luego de la decisién, Viy1(x¢41). Esta conclusién
nace de analizar las Ecuaciones de Bellman.

Ejemplo 2: Problema Lineal. Consideremos el problema Pr(Zg) para el
cual: T €N, xg =g € R", 2y € Xy :=R" uy € Uy := U = B1[0] CR™

Parat =0, ---,T — 1, tenemos las funciones
fi: R"x B[0] — R™ 2 R*x Bi[0] — R
(x,u) — Ax+ Bu (z,u) —  {a,z) + (b,u),

donde a € R",b € R™, A € R™*" B € R"™™ y la funcién f2 : R" — R, serd
fp=

A problemas de este tipo les denominamos problemas lineales .

Para hallar la solucién usando la Programacién Dindmica hemos de pedir
que se satisfaga las siguientes condiciones adicionales:

1. ||b|| #0, b+ Bta#0.
2. Parak=1,---,T — 2,
b4+ B I+ A 4 ...+ (AHYTF2)a £ 0.

Usemos en primer lugar la condicién necesaria PFP, para hallar los can-
didatos a solucién éptima. Veremos que esta metodologia es mucho més eficiente
que la Programacién Dindmica.

Primero calculemos las variables adjuntas. Veremos que son las mismas

para toda sucesién de decisiones (g, - -, tr—1). Tomemos una de ellas, con su
: . . . _ d g0 _
proceso asociado (&g, - -, Z7). Primero es claro ¥p_; = HfT =0,

r_o = VeHr_1(d7-1,07-1,0) = Vy({(a,z) + (b,u)) = a,
br_3 =VeHr_1(Zr_1,07-1,a) = Vy({a,z)+ (b,u)+{(a, Ax+ Bu)) = a+aoA.
Inductivamente tenemos
Vr_p=a+aoA+ao0A’+ ... 4ao0AF 2

Vemos pues que las soluciones sélo dependen del vector a y de la matriz A.
Sea (tg,- -, t7r—1) una sucesién PFP. Aplicando el principio del méximo
parar =0,---,T — 2, 4, es solucién de

max. Hp (2, up, Yy).

Con las variables adjuntas calculadas, son equivalentes:

max {{a,2,) + (b,a,) ++{(a+ao0A+---+aoAT""72); Az, + Bu,)},
ur€U,
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K (#,) + max {(b,u,) + ((a+ao A+ - +ao AT""72); Bu,)},

ur €U

K (&) + max {(b+ B'(a+ao A+ +aoAT"2)u)},
urely

donde K(#,) := {a,%,) + (b+ B (a+ao A+ ---+aoAT""72); Az,), y B’ es
la matriz traspuesta de B.
Como U, = Bj[0] es claro que la tnica solucién del problema anterior es el

vector
N b+ Ba+aoA+ - +aoAT—7=2)
Uy = .
b4+ Bt(a+aoA+---+aoAT-r=2)]
Desde que 97_; = 0 de modo similar se calcula Gir_; = ﬁ,

Notemos que la hipdtesis inicial permite asegurar que estos vectores estan
bien definidos (su norma es distinta de cero).

Asi pues tenemos una unica sucesién PFP. Por otra parte del Teorema 1.2.2,
nos asegura que existe solucion éptima para este problema. Por lo tanto de
la condicién necesaria PFP afin (Teorema 4.1.1) esta solucién es una sucesién
PFP. Por lo tanto nuestra sucesién PFP es solucién 6ptima.

Por otra parte T es arbitrario, y también lo es el estado de inicio Zg, se sigue
que la sucesién ., - - -, tip_1, es solucién 6ptima del problema Pr(x,) para todo
z, € X, mas dun es unica pues nuevamente es la tnica sucesién PFP. Vemos
entonces que este problema cumple las condiciones exigidas para la Proposicion
4.1.5.

Por otra parte podemos usar también la Programaciéon Dindmica para hallar
las soluciones de este problema. El resultado es el mismo. Existe una tnica
solucion que satisface las ecuaciones de Bellman y coincide con la que hemos
hallado.

Al hacer los calculos la Programacion Dindmica exigié méas trabajo que el
PFP. Esto se debe a que en el PFP se calcula directamente las variables adjun-
tas y luego hallar las soluciones éptimas de cada problema (PM); es inmediato.
Mientras que en la Programacion Dindmica se exige hallar funciones recursiva-

mente y requiere ir resolviendo una tras otra para conseguir la solucién final.

4.1.4 Generalizacion del PFP Afin

En esta subseccién las hipdtesis de afinidad respecto a la variable de estado “z”
ya no se mantendran, sélo permaneceran las hipétesis (Inclu) y la diferenciabil-
idad respecto a la variable “z” para las funciones f; y f2.

Buscaremos obtener una generalizacion de la metologia utilizada en la primera
parte de esta seccién con la intencién de estudiar problemas mas generales.

A parte de las hipétesis de afinidad dos fueron los pilares sobre los cuales

conseguimos obtener el Teorema PFP-Afin (Teorema 4.1.1).
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1. La caracterizacién de las variables adjuntas, Proposicién 4.1.1,

2. La relacién entre el PFP, y los problemas siguientes (Proposicién 4.1.3):

ta o N
max By (L4 ug, G, dr—1).
ut €U

Ambas conclusiones no dependen de la hipétesis de afinidad (H)a4. Por lo
tanto siguen siendo ciertas en el caso mas general de este subseccién. De estas
observaciones tenemos los siguientes lemas.

Lema 4.1.2 Para el problema Pr(&o) satisfaciendo la hipdtesis (inclu), sea
la sucesidn (tg,---,Gr—1) con su proceso asociado (Lo,---,&T), una solucidn
optima. Entonces se cumple:

Parar =0,---,T — 1, 4, es solucién del problema

urflg()}r[f?(‘%“u?”) + gTJrl(fT(i"TvuT))]’

donde g, son las funciones asociadas (Go, - -, tr—1).

Prueba. Tomemos r =0,---,T — 1, fijo y arbitrario. Desde la optimalidad de
la sucesién, las funciones valor y la definicién de la funcién g,1; tenemos

fto(frv'&r) + g1 (fr(@r, ) = Vi (2r) = ur?ea[}(r[f?(i'm ur) + Vo1 (fr (20, ur))].

Desde que gr+1(fr(i'raur)) < ‘/7‘+1(fr(:i'raur))a se deduce el lema. u

Lema 4.1.3 Consideremos el problema Pr(&o) satisfaciendo las hipdtesis de la

Proposicion 4.1.1. Parat=0,---,T — 1, se tiene la equivalencia
max { f{ (20, w) + g1 (fr(2e,w))} = max {Hy (&g, up, 1) + 0y ()},
uy €Uy ut €Uy

donde la funcion o, : Uy — R es definida segin,
o(ur) = gey1(fe(Te,ur)) — geyr (fe(2e, ) — <1/Ajt7 (fe(Ze,ue) = fi(@e, 0))),

con Py = Vg1 (Be11), y He(we, us ) = [ (e, ue) + (W, fr(ze,ue)) el hamil-
toniano.

Prueba. Usando la definicién de la funcién o(t) y realizando algunos calculos
se obtiene facilmente que Hy(Z¢,uy, @/Ajt) + o¢(uy), es igual a

JP (@ ue) + g (fe(@e,ue)) — C(d),
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donde C'(&¢) = gtH(ﬁctH)—(zﬁt, fi(Z¢, Gr)). Entonces ambos términos son iguales
salvo una constante que depende de Z; y por ello los problemas son equiva-
lentes. [ ]

A partir de estos dos ultimos lemas podemos demostrar que el PFP es valido

cuando se satisface una condicion adicional.

Proposicién 4.1.6 Consideremos el problema Pr(&¢) satisfaciendo las hipdtesis
de la Proposicion 4.1.1. Sea (ug,- -, Ur—1) una solucidn dptima, con su proceso
asociado (Zo,---,2T), tal que satisface la siguiente condicion:

Para toda u; € Uy,

Ot(ut) Z 0,
donde o; : Uy — R es definida segun
0r(ts) = o1 (fe(@e,wr)) — gor (Fe(Eey @) — (e [fo(@e,we) — Fil@e, @),

con ;1= Vagir1(Fe11).
Entonces (ug, -+, Ur—_1) satisface el PFP (es una sucesion PFP).

Prueba. En efecto de los Lemas 4.1.2 y 4.1.3, para t = 0,---,T — 1, ; es
solucion del subproblema

max [f?(fft»ut) +!Jt+1(ft(=’2t,Ut))] = max [Ht(i't,ut;i)t) + Ot(ut)]~

ut €Uy ur €Uy

Por lo tanto para toda u; € Uy
Hy (&4, G, 00) + 04 (1) > Hy(@g, wg, 0r) + 05 (uy)

Teniendo en cuenta que la positividad de la funcién o; y que o04(di;) = 0. De-
ducimos que para toda u; € Uy

Hy(4, 1, ) + 0 > Hy(g, up, ¥) + 0g(ug) > Hy(&,ue, ¥y).-
Por lo tanto parat =0,---,T — 1, 4y es solucién del problema

max [Hy (&4, ug, ¥y)),

uy €Uy

donde z/A)t := V. 9t+1(Zt41), por lo tanto (4o, - - -, Gr—1) satisface el PFP. [ |

Corolario 4.1.1 El Teorema 4.1.1 es una consecuencia de la Proposicion 4.1.6.
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Prueba. En efecto no es dificil ver de las hipétesis de afinidad respecto a la
variable “z”, que las funciones o; definidas como en el Lema 4.1.3 satisfacen
para toda u; € U,

Ot(ut) =0.
|

Teniendo en cuenta el corolario anterior es posible generalizar el Teorema
4.1.1, obteniéndose el siguiente resultado.

Teorema 4.1.2 (PFP - Afin Convexo) Consideremos el problema Pr(io)
satisfaciendo las hipdtesis del Teorema 4.1.1 excepto la hipdtesis (H) 4, en lugar

de la cual satisface las siguientes:

e Parat=0,---,T, las funciones f2 son converas respecto a “z”.
e Parat=0,---,T — 1, las funciones f> son son afines respecto a “z”.
Sea (Gg, -, Ur—1) una solucién dptima del problema, entonces satisface el PFP

(es una sucesion PFP).

Prueba. Para la sucesién (g, -+, {ir—1), y su proceso asociado (Zg, -+, Z7r—1),
consideremos las funciones o; : Uy — R,

0t (ur) = gro1(fo(@e,ue)) — ger1 (fe(Be, @) — (D(E); (fi(de,ue) — folde, @)

Por la proposicién anterior para demostrar este teorema bastaria probar que
o¢(ug) > 0, para toda u; € Uy.

Teniendo en cuenta que P (t) = Vaogir1 (#r41) = Vages1 (fi(@e, Gr)), y definien-
do y := fi(&, u), la positividad de o¢(uz), es equivalente a la siguiente desigual-
dad

914+1(Y) = g1 (1) 2 (Vi1 (S41)5 ¥ — Le41)- (¢)

Lo cual seria cierto si la funciéon g;1; seria convexa. Vamos a demostrar que
bajo las hipotesis de este teorema se deduce que las funciones g; son convexas.
Probemoslo por induccién. Primero g7 := f9 es convexa por hipdtesis.

Por induccién supongamos que hemos probado que la funcién g,41 es con-
vexa. Entonces de la definicién de la funcién g, tenemos

gr(zr) = f?(xrvﬁr) + g1 (fr (0, dr)).

Como ambos sumandos son convexos por hipdtesis se sigue que g, es también

convexo.
Por lo tanto para t = 0,---,7 — 1, la funcién g; es convexa, de lo que
deducimos que la desigualdad (¢) es cierta. |
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Observacion El teorema anterior generaliza al Teorema 4.1.1 pues las hipétesis
que reemplazan a (H) 4, evidentemente la generalizan.

Es dificil obtener una generalizacién mayor en la que no se pida que las
funciones g; sean convexas. Es por ello que si quisiesemos generalizar mas el
teorema debemos buscar que las funciones f; satisfagan ciertas hipdtesis que
permitan que con la composicién de funciones se mantenga la convexidad, en
este sentido podemos obtener tal generalizacién para el problema Pr (&) en el

Y

que los estados “z;” son ndmeros reales (z; € R).

Proposicién 4.1.7 (PFP - Convexidad Creciente) Consideremos el prob-
lema Pr(&o) satisfaciendo las hipdtesis del Teorema 4.1.1 excepto la hipdtesis
(H) 4, en lugar de la cual satisface las siguientes:

({9

e Parat=0,---,T, las funciones f{ son convezas crecientes en “z”.

({9

e Parat=0,---,T — 1, las funciones f{ son convezas crecientes en “z”.
e Parat=0,---,T, se tiene X; € R.

Sea (g, - -, Ur—1) una solucion dptima del problema, entonces satisface el PFP

(es una sucesion PFP).

Prueba. La demostracién es idéntica a la anterior, se reduce a demostrar que
las funciones g; asociadas a la sucesién (dg, - - -, Ur—1) sean convexas.
Nuevamente probemos esto inductivamente. Primero gr := f2 es convexa
por hipétesis.
Por induccién supongamos que hemos probado que la funcién g,41 es con-
vexa y creciente. Entonces de la definicién de la funcién g, tenemos

gr(zr) = f?(mr,ﬂr) + gr1 (fr(wr, tr)).

Como por hipétesis ambos sumandos son convexos y crecientes (la propiedad
de ser convexa y creciente se mantiene bajo la composicién) se sigue que g, es
también convexo y creciente. ]

Observacion. La proposicion anterior exige que los estados x; sean nimeros
reales pues se necesita que las funciones f; sean “crecientes”, es decir se requiere
un orden numérico. Si conseguiriamos dar un “orden” en espacios R”, existe la
posiblidad de generalizar el resultado anterior para ciertos problemas de control,
con estados en R".

El teorema anterior generaliza en ciertos aspectos al Teorema PFP-afin (Teo-
rema 4.1.1), pues la hipétesis de afinidad se debilitan con las de convexidad

creciente.
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Con este resultado finalizamos esta seccién y dirigiremos la investigacion en
otra direcciéon. Mantenemos la pregunta inicial ;qué condiciones debe cumplir el
problema Pr(Zg) para que el PFP sea una condicién necesaria de optimalidad?
Vamos a estudiar otra aproximacion a la respuesta de esta pregunta, desarrollada
por el matematico Philipe Michel, el cual uso la Programacién Mixta para dar
estas condiciones. Veremos ademas que esta aproximacién es independiente a
la realizada en esta seccién. Es decir que existen problemas afines en “z” que
no son mixtos, y viceversa. Por lo tanto no se puede deducir del Teorema 4.1.1

las conclusiones de la siguiente seccién y viceversa.

4.2 Programaciéon Mixta

El matematico francés Philipe Michel estudié un tipo de problemas de opti-
mizacién estdtica, denominados programas mixtos [19]. Usando éstos es
posible estudiar un cierto tipo de problemas de control que satisface el Prin-
cipio Fuerte de Pontryagin.

En esta seccién estudiaremos con cuidado la definicién de estos problemas

asi como su relaciéon con los problemas de control 6ptimo de procesos discretos.

4.2.1 Programas Mixtos

Para definir los problemas de la Programacién Mixta, es decir los problemas
mixtos, nos restringuiremos a trabajar con pr oblemas del tipo siguiente,

max Oz, u)
’i:l,"',mo, fi(xau)zov (P>
i:m0+1a"'7mv fi(m,u)zo,

donde f' : X xU — R, X C R*, U C R™. Se exigird que se cumpla dos
condiciones:

e X es un conjunto convexo,

e Para cada “u” fijo la funcién, fi(-,u) : X — R es diferenciable. Con
i:17...m07...7m'

A lo largo de esta seccién siempre se trabajara con problemas (P)
que satisfagan estas dos condiciones.

Definicién 4.2.1 (Programa Mixto) Se dice que el problema P es mixto
en (Z,a) sila siguiente condicion es verdadera:
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Si (z,u) es una solucidn optima de P, entonces para todo conjunto finito

{u1,--,un} deU, (Z,0) es solucion dptima del problema G(uy, - -+, un) definido
como:
max g% (x,u)
i:17"'7m0a g’(l‘,u)ZO, g(U1,"',UN)
i=mg+1,---,m g'(z,u) = 0.
Donde para i =0,---,m,

g: XxY — R
(2y) = YL few) + (1= ) (),

conY i={(y',--,yN) RN /37 >0, ¢/ <1paraj=1,--- N}
Esta condicion se resume en: (Z,0) es solucion dptima de cada problema de

la familia de problemas,
g::{g(ulv"'qu):{ula"'qu}gUyNEN}.

Por dltimo se dird que el problema (P) es mixto en todo punto si (P) es
mizto para todo (z,u) € X x U.

Observacion. Usando la légica de proposiciones, la condicién de la definicion
serd verdadera para todo (x,u) que no sea 6ptimo de (P) (pues FF — V' y
F — F son verdaderos). Por lo tanto (P) es mixto para todo (z, ) no éptimo.
En particular si (P) no tiene solucién entonces es mixto en todo punto.

De esto se deduce ademds que para saber si un problema (P) es mixto en
todo punto, basta estudiar si es mixto en sus soluciones 6ptimas (si existen).
Este hecho sera muy usado méas adelante, por ello es preciso tenerlo en cuenta.

Estos aspectos de la definicién parecen ser innecesarios pero al no implicar
contradiccién alguna no cambiaremos la definiciéon de los programas mixtos.

Finalmente podemos interpretar esta definicién diciendo que los problemas
mixtos vienen a ser aquellos en los que el 6ptimo se “conserva’ para ciertas
“variaciones convexas”.

Dado un problema concreto, ;Cémo podemos saber si es mixto? En esta
direccién tenemos una condicién suficiente y otra que es necesaria. La primera

fue desarrollada por Philip Michel.

Condicién Suficiente Recordemos que estamos trabajando con el problema
(P). Para x € X, definimos los siguientes conjuntos

Existe uwe U tal que
A(l‘): Z:(zovzlv"'vzm)ERm+l zzgfz(x,u)7 i:07"'am07

2= fi(z,u), i=mo+1,---,m
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Existen u € U y v € R™ tales que

0< 0
B(r)={z= (222 2™ e R™*! # __f_(:mu), .
'UZUZ’LSJM(mau)a Z:Oa"'amOa
vi2t = fi(z,u), i=mo+1,---,m

No es dificil demostrar desde las definiciones que siempre se cumple
A(z) C B(x).

De la relacién de estos conjuntos obtenemos el siguiente criterio (condicién
suficiente) para que un problema (P) sea mixto.

Lema 4.2.1 (Condicién Suficiente) Consideremos el problema (P). Si para
todo x € X se tiene convA(x) C B(x). Entonces (P) es un problema mixto en

todo punto.

Prueba. Si el problema no tiene solucién entonces vimos en la observacién que
sigue a la definicién, que P es mixto en todo punto. Luego, no hay nada que
probar en este caso. De otra parte si el problema tiene al menos una solucién,
probemos por contradiccion que el problema es mixto en cada una de ellas.

Sea (Z,u) una solucién de P fija y arbitraria. Supongamos que exista un
conjunto {uq,---,unx} C U, tal que (Z,0) no es solucién éptima del problema
G(ug, -, un).

Entonces existe (z,y) € X x Y tal que,

9°(z,y) > ¢°(2,0),

satisfaciendo

gi
%

g

—~

)

z,y
z,y)

v

izly"'amOv

0,
0,

—~

t=mgo+1,---,m.

Para cada u; vamos a formar un elemento z; € A(x), definiendo sus coorde-

nadas,
ZJ? = [z, u,) < f? x,uj),
Z; :f (I,Uj)*gz(l',y) <fl(x7uj)7 paral:la , Mo,
z; = fi(z,uy) — ¢ (z,y) = fi(z,uy), parai=mg+1,---,m
Es claro que para j = 0,---,N: z; := (z?,zjl-, e ,zyl“,z;n”l, e, 2 € Aw).
Entonces
N N
z = Zyjzj +(1- Zy])zo € conv(A(x)).
j=1 j=1
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Por hipétesis convA(x) C B(x), por ello z € B(z). Calculemos los componentes

de z = (2% 21, 2™m),
N N N N
L=y =D v O uy) (1= ) O, w) = ¢, y),
j=1 j=1 j=1 j=1

para 1 <i < m: 2 = 0. En efecto calculemos

2 = Zj A (= )z

= Z%V_ly](f (@,u5) — g'(z,y) + (1= SN ) (Fi(e, @) — g'(z,y))
Sy i) — gl y) + (1= 0 o) i, a)
= g'(z,y) —g'(z,y) = 0.

por lo tanto z = (¢°(z,y),0,---,0) € B(z). De la definicién de B(z) tenemos
que existe u € U y v € R™ tales que:

20 < [z, u),
ivi=( < fi(m,u)7 parai=1,---,mg,
vizi=0 = fi(x,u), parai=mo+1,---,m.

De esto se deduce que (z,u) es admisible para Py 2o < fO(z,u).

Desde que 2o = ¢°(z,y) > ¢°(#,0) = f°(Z, u) obtenemos (z,u) admisible tal
que fO(x,u) > f°(z,u). Por lo tanto (Z, ) no es solucién éptima del problema
(P). Esto es una contradiccién que nace de suponer que (Z,0) no es solucién del
problema G(uq,---,un). Por lo tanto hemos demostrado que (Z,0) es solucién
de cualquier problema de la familia G. Asi pues en vista de que (z,u) es una
solucién arbitraria entonces P es mixto para todo punto. [ ]

Recordemos que a partir de las definiciones de los conjuntos A(z) y B(x)
siempre es cierto que A(z) C B(x). Teniendo en cuenta este hecho junto con el
Lema 4.2.1, obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.2.1 Para el problema (P). Si para todo x € X se tiene A(x)
es convexo o B(x) es convexo. Entonces el problema (P) es mixto en todo
punto.

Prueba. Si A(z) es convexo entonces para x € X, convA(z) = A(z) C B(x).
Por lo tanto del Lema 4.2.1, P es mixto en todo punto.

De otra parte si B(x) es convexo, entonces desde que para todo z € X,
A(z) C B(z), se deduce que convA(z) C B(z). Entonces del Lema 4.2.1 se
deduce lo que queremos. [ ]

Usando la definicién del conjunto A(x) vemos que unas condiciones para que

sea convexo son las siguientes.
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Corolario 4.2.2 Consideremos el problema (P) satisfaciendo.

e U es convero.

o 19 es convexo con respecto a la variable u.

o fl ... fmo son concavos respecto a la variable u.

o fmotl ... £ son lineal afines respecto a la variable u.
Entonces el problema (P) es un problema mizto para todo punto.

Prueba. Del Lema 4.2.1 vemos que sélo es necesario demostrar que para todo
z € X. El conjunto A(z) es convexo. Tomemos Z, 2 € A(z) fijos y arbitrarios
Para a € [0, 1] vamos a demostrar que az + (1 — o)z € A(x).

De la definicién del conjunto A(z), existen @ y @ tales que:

EleZ(CC,’l_L), 2Z§fl(x”f/,)7 i:oa"'va?

7t = fi(z,u), 2= fi(z, ), t=mo+1,---,m.
Como U es convexo tenemo que @ := ati+ (1 —a)t € U. No es dificil demostrar
desde las hipdétesis que es cierto que oz 4+ (1 — )2

0[2+(1—Oé)2§fi(x,ﬂ)7 i:07"'7m07
az+ (1 —a)z = fi(x,a), t=mgo+1,---,m.
Por lo tanto probamos el corolario. ]

Habiendo demostrado esta condicién suficiente, nos preguntamos si es nece-
saria también. La respuesta es negativa. Existen problemas mixtos que no
satisfacen tal condicién.

Contraejemplo: Condicién Necesaria. Consideremos el problema

max fO(z,u), P
max [eu) )
donde
f: XxU — R fl: XxU — R
(z,u) +— u? (z,u) +— z—u,
con X =R, U:=[-¢,Jy0<ceR.

Es claro que las soluciones 6ptimas de este problema son solamente dos:
(z,u) := (¢,¢) y (&,40) := (—¢, —c). Probemos que P es mixto en (¢, ¢). En efecto
consideremos un conjunto finito {uy,---,uy} C U fijo y arbitrario. Formemos
el problema G(uq, -+, un),

0
ma X .
g (z,y)
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Tomemos (z,y) fijo y arbitrario y admisible. Entonces por su definicién

N

N N
=D ¥y + 1—Zy ) (@) <Yyl (1= ¢ <
j=1 j=1 Jj=1

Jj=1

Por lo cual para todo (z,%) admisible ¢°(x,y) < ¢ = ¢°(z,0). Asf pues (z,0) =
(¢,0) es 6ptimo del problema G(uy, -+, upn).
Con similar demostracién obtenemos que P es mixto en (—¢, —c). Por lo
tanto P es mixto en todo punto.
Demostremos ahora que no satisface la condicién suficiente. Concretamente
para & = ¢/2,
conv(A(c/2)) € B(c/2).

En efecto tomese

Z:=(a= 02,_13 =—%) € A(c/2) (tomese 4 = c¢),
z:=(a=c%b:=—-%) € Ac/2) (tomese @ = —c).

Para o = 1/4, tenemos

(¢2,0) = (a,b) + ~[(@,b) — (@,5)] € convA(c/2).
Supongamos que (c2,0) € B(c/2), entonces existe u € [—c,c] y v € R tales que:

2 < fOc/2,u) = u?,
v.0=0= f(c/2,u) = c/2 — u.

Lo cual es imposible. Por ello (¢2,0) ¢ B(c/2). |

Usando el método de demostracion de que el problema anterior es mixto en
todo punto obtenemos la siguiente condicién suficiente para ser problema mixto
en todo punto.

Lema 4.2.2 (2da. Condicién Suficiente) Para el problema P supongamos
que fO(z,u) = fO(u) y ademds

e Euxiste i € U tal que para toda v € U: fO(w) > fO(u).
e Existe T € X tal que (T,u) es admisible para el problema.

Entonces P es mixto en todo punto.

Prueba. Sabemos que sélo es necesario demostrar que P es mixto para las solu-
ciones éptimas (si es que existen). Sino existiesen entonces autométicamente es

mixto en todo punto. Por ello sea (&, @) una solucién fija y arbitraria. Entonces
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foxa) = f%@&,a) > fo%z,u) = f°(u). Por hipétesis fO(u) > fO(a), se deduce
que fO(a) = f°(@).

Consideremos ahora un conjunto fijo y arbitrario {uy,---,un} C U y el
problema asociado: G(uq,---,un). Tomemos (z,y) € X x Y fijo y arbitrario.
Se cumple

Pay) = Sy O u) + (1= ) (e, )
= Z;V:1 yjfo(“j) +(1- Z;V:1 y/) fO(a)

< fa) = f(a)
= g(] (ia 0) .
Como el problema G(uy,- -, uy) era arbitrario, deducimos que (&, 0) es solucién

para cada uno de los problemas de la familia G. Por ello P es mixto en
(z,4). Como este es una solucién arbitraria, deducimos que P es mixto en
todo punto. [ ]

Ahora pasemos a estudiar una condicién necesaria para que P sea mixto en
un punto (Z,@). Para ello definamos el siguiente conjunto asociado a (Z, u)

|f1(j7u)‘ < ‘fi(f,ﬂﬂ, parai=1,---,my,
fH(@,u) =0, parai=mo+1,---,m. [

Ux) = {UEU

Lema 4.2.3 (Condicién Necesaria) FEn el problema P, sea (T, @) una solucion
optima. Si P es mizto en (T,u), entonces 4 es solucidn del problema

0
g, 1@

Prueba. Es claro que @ € U(Z), por lo cual U

U(Z) # 0. Consideremos u € U(T)
0

fijo y arbitrario. Desde que P es mixto en (Z,u) entonces (Z,0) es solucién del
problema G(u).

Usando las hipdtesis vamos a demostrar que existe y > 0 suficientemente
pequeno tal que (Z,y) € AdmG(u).

En efecto definamos el conjunto

Jou) = {i=1,---,mo: |f(z,u)] < f'(z,0)}.

Supongamos que J¢(u) = (), entonces f'(Z,u) = f!(Z,u). (parai=1,---,mp).
Tomemos y = 1/2, entonces usando la definicién de las funciones g° y Z/{ (Z)

tenemos
1/2f4(z,u) + (1/2)fi(z,u) = fi(z,u)>0 parai=1,---,mo,
1/2f4(z,u) + (1/2) f4(z,u) = fYz,u)=0 parai=mo+1,---,m.

Por lo tanto (Z,1/2) € Adm G(u).
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Si por el contrario J¢(u) # ), entonces tomemos y € R tal que

O<y< - mln{

:iGJC(u)}.

fiz (f’U)
Probemos que (Z,y) € AdmG(u). En efecto para j € J(u),
9@y = flz,a)—ylf fj(l’ u)]
> fi(@,a) - smi { e (3 0) — £ (3, u)]
> fi(,1) — H o i [ (@, 0) — £ (@, w)}
= $fi(z,u)>0.

Para j € {1,---,mo} \ J¢(u), tenemos que f’(Z,u) = f/(Z,u). Por lo cual
9 (@.9) =y @) + (1 - y)f (&.3) = 1 (@.1) > 0. |

Por otra parte para j =mg+1,---,m: 0 = f/(z,a) = f7(Z,u) entonces es
claro que ¢’(z,y) = 0. Por lo cual (Z,y) € AdmG(u).

Finalmente de la optimalidad de (Z,0) deducimos secuencialmente

9°(z,0) > ¢°(z,y),
fO@,a) > yfo(z,u) + (1 —y) Oz, a),
O(z,a) > yfo(z,u),

)

> fO(z,u).

& |

>y9
>

yf

/\

fo(z,

Como u € G(Z) es arbitrario de la desigualdad anterior obtenemos que @ es

& |

solucién del problema

0/~
2 T

Observacion. No creemos que la condicién necesaria anterior sea también
suficiente, debido a que el conjunto U(Z) es demasiado limitado y no parece lo
suficiente grande como para asegurar que (Z,0) sea éptimo de cualquier prob-
lema G(uy,---,un). Buscar un contraejemplo explicito es un problema abierto.
En vista que nuestro interés principal no va en esta direcciéon no continuaremos
por este camino.

Por otra parte para los problemas mixtos la condicién necesaria de 6ptimo
toma una forma especial.

Teorema 4.2.1 (Condicién Necesaria de Optimalidad) Consideremos en
el problema (P) una solucion dptima (T,w). Si (P) es mizto en (T,u). Entonces

existe a = (ag, -, am) € R™TY coni=0,---,m, tales que:
L3 lasl = 1.
2. Parai=1,---,mg, ap >0, a; <0.
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3. Parai=1,---,my, a; fi(z,u) = 0.
4. Definiendo L(z,u,a) =Y~ a;f*(z,u), se cumple: Para todo x € X

n ~ 8L o
Z(a:k — xk)@(x,u,a) <0.

k=1

5. u es solucion del problema
max L(Z,u,a).

Prueba. La prueba tiene dos partes. En la primera se usa la condicién necesaria
de Fritz John en un problema de la familia (G) fijo y arbitrario. Seguidamente
se usa el Teorema de Interseccién Finita (PIF) para concluir el resultado final.

Por hipétesis (P) es mixto en (Z, ) entonces (Z,0) es solucién de cualquier
problema de la familia G. Tomemos un problema fijo y arbitrario G(uy,---,un)
el cual es equivalente a

min —g%(z, u)
Gluy, -, un) =| —g'(z,u) <0, i=1,---,mp
gi(:v,u):O, i2m0+1,---7m.

Por lo tanto (z,0) es éptimo de este dltimo problema. Aplicamos la condicién
de Fritz John tenemos que existen nimeros ag, a1, - - -,y € R no todos nulos
tales que:

(1)

mo m
Z CNLJ'v(ac,y)(_g] (i‘v O)) + Z &jv(x7y)g] (i‘v O) =0
7=0 Jj=mo+1

(2) Parai=0,---,my, a; > 0.

(8) Parai=1,---,my, a;(g'(z,0)) = 0.

Definiendo
ap = aop,
a; ::_di; i:17"'7m07
ai::&i, i:m0+1,~--,m.
Con esto podemos decir que existen aq, - - -, a,, € R tales que:

b aO(_v(m,y)go(jv O)) + 221 alv(z,y)gl(‘%ao) =0€eR" x RN»
o a;g'(%,0) =0, para i=1,---,my,
e a9p>0,a; <0, para t=1,---,mg.
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De otro lado como X X Y es convexo entonces para todo (z,y) € X x Y la
direccién d := (x,y) — (Z,0) es factible. Desde la optimalidad de (Z,0) y de la
Condicién Necesaria de Optimalidad Primal (ver [15, p.44]) tenemos

<V(w,y)go(ja O)’ (l’ -, y)> <O0.

Observando que ag > 0 y desde (1), aog’(z,0) = " a;V(44)9'(Z,0)

obtenemos
<Z alv(:cy)gl(:zao) ; (.’E - i'vy)> <O0.

i=1

Sumando ambas desigualdades

<aov(1,y)go(%0) Y4V (g (7,0) 5 (a — :c,y)> <0.

=1

Usando las coordenadas de las variables (z,y) = (z1, ", @n, Y1, - yn) en el
calculo de gradientes

n m N s
S (@t — ) [Z aifaik g'@0)| +> v [Z az-aangi(%o)] <0 (a)
k=1 =0 Jj=1 =0

Lo anterior vale para todo elemento (z,y) € X XY, en particular para elementos
del tipo (z,0), por ello obtenemos que para todo x € X

k?_ =k IR & -+ - 0/~ <
,;:I(x z") LE_I iz 59 (z,0) + ao e (z, 0)] <0.

Expresdndolo usando el Lagrangiano obtenemos [4.]

S (@t — %) [(fckuu . ,am>] =Yt - ) (w7 a) <0

k=1

Desde que a; no son todos nulos podemos normalizarlos Z?:o la;| = 1.
De otro lado nuevamente en la desigualdad («) tomemos (z,y) de modo que
r=2yy =0sii#jyy =1, obtenemos

0 _ N
aoa—wgo(:r,()) + Eaia—ng (z,0) <0. (8)

Desde la definicién de g° calculamos a%_,-gi(i,O) = fO@,u;) — f°(z,u). Por lo
tanto () es equivalente a

ao(f(z,u;) — fO(z, 1) + > ai(f(2,u;) — f(z, 1) < 0.
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Reordenando e interpretando con el lagrangiano L obtenemos paraj =1,---, N,
las siguientes desigualdades

L(i‘7ujaa07a17 e aGM) < L(i‘7aj7a07a17 e ,Clm).
En vista de que el problema G(uy, - - -, un) fue elegido arbritariamente obten-
emos el siguiente resultado.
Para cada conjunto Z := {uy,---,uny} C U existe a? = (af,---,a%) € R™+!

no nulo tal que:

(1) S gla?] =1.

(2) aOZEOyajZSOparajzl,--~,m0.
(3) a/]ij(;f’ﬂ) =0 paraj = 17"'7m0~

(4) Yy, (e — %) 2 (2,,07) < 0.

oxk

(5) Para cada u?,

conj=1,---,N.
Definamos el siguiente conjunto:
K(Z) = {a € R™" . satisface (1),---,(5)}

Por el resultado anterior vemos que a? € K(Z) por lo tanto se tiene que
K(Z) # (. Usando las 5 propiedades no es dificil demostrar que K(Z) es un
conjunto compacto.

Por ello cada conjunto finito Z define un conjunto compacto K(Z). En
consecuencia tenemos la familia de conjuntos (K(Z))zcy. Probemos que esta
familia satisface la propiedad de la interseccién finita (PIF).

Afirmacién Dados “s” subconjuntos finitos Z,. de U, con r = 1,---,s. Siem-
pre se cumple
K(UZ{Z,) CNZiK(Z).

Prueba. Las propiedades (1),---,(4) no dependen de Z por ello un elemento
a € K(U'=Z57Z,) las satisface. Sélo faltarfa probar que cumple la propiedad (5)
del conjunto K(Z,) para demostrar que pertenece a él (con 7 =1,---,s).

En efecto de la propiedad (5) para K(U]=3Z,) se tiene que para u; € U/=5Z,

r=1
L(i‘7ujaa0aa/1a o 'aa/m) S L(i‘7a7a07a17' o 7am)-
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En particular para u; € Z, se cumple la desigualdad, esto es precisamente la
propiedad (5) de K(Z,), por lo tanto la satisface. |

Como consecuencia de la afirmacién anterior tenemos usando el teorema de
la propiedad de interseccién finita que existe a = (ag, -, am) € NzK(Z) no
nulo tal que satisface:

(1) Z_?:O |a’.7| = 07

(2) ap >0y a; <0 paratodo j =1, --,m,
(3) anJ(.’i'7’17/) =0 paraj — 17 -, Mmyg.

(4) Yohoy (% — 29 [5% L(z,4,0)] <O

(5) @ es solucién del problema

max L(z,u,a).

Con lo cual el teorema esta probado. [ ]

Ahora ya tenemos la condicidn necesaria de éptimo para problemas mixtos,
los cuales son problemas de optimizacién estatica. Con la ayuda de este teorema
podemos demostrar el PFP para Programas Mixtos.

4.2.2 PFP: Programas Mixtos

De un modo similar a la metodologia utilizada en el Capitulo 3, podemos estu-
diar el problema de control éptimo utilizando su equivalente estatico. Al cual
podemos aplicar el Teorema 4.2.1. Antes de hacer esto planteemos explicitamente
algunos supuestos que haremos.

e Parat=0,---,T —1,
frA xB —»R, fi: Ay x B, — R™,
donde A; y B; son conjuntos abiertos tales que X; C A; y X; C By.
e Los conjuntos X; y U; estan definidos usando funciones segun,
X x Uy :={(x,u) € At X By : gt(z,u) > 0},
donde g¢(x,u): A; x By — R™.
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Esta forma de definir los conjuntos X; y U; generaliza a la antigua forma usada
en la seccién 1 y 2 del Capitulo 3, pues si

X :={z € A; : p(x) <0}, Uy :={u € By : qi(x) <0},

conp; : Ay — R™ y q; : By — R™t. Definiendo la funcién §; : A; x By — R+t
gi(x,u) = (—pt(x), —qi(u)), obtenemos equivalentemente

Xt X Ut = ‘{(.’I},U) S AT X Bt : gt(.’E,U/) > 0}

Con estas nuevas conveciones sobre el problema Pr(Zg) vamos a transfor-
marlo en un problema estatico. Para ello sea

W2:A1X~~~><ATXBOX"'XBT_1.

Sus elementos se denotardn como w := (z1, -, T, ug, -+, ur—1) (desde que
X; C Ay, Uy C By, para no complicar innecesariamente la notacién). Notemos
que W C R(v+m)N,

Definamos la funcién objetivo F® : W — R, y las funciones restricciones
F/ W =R, Gi: W — R segtn:

T-1
FO(Ih' X, U, 5uT—1) = Zk:o f]?(xk7Uk) + f”?“(zT)v
Fti(xh' T, UQ, 7’U/T71) = fti(xtaut) - l’i+1,
Gi(xlf"7IT7u07"'7uT—1) :gz(xtyut);

donde t =0,---,T—1,;i=1,---,ny. Conny € Ny x¢ := Zo.
Con estas definiciones podemos reformular el problema de control éptimo
discreto Pr(Zo),

Pr(zo) = Fir(nagxo FO(w), Pg(Mix)
i (w)=0,

Gt (w)>0.
conk=0,---,T—-1,t=0,---,T—1eiz=1,---,n4.
Usando este problema equivalente obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.2.2 (Principio Fuerte de Pontryagin: Programas Mixtos)
Para el problema Pr(Zo) supongamos que su problema equivalente Pg(Mix) sea

mixto en todos sus puntos. Sea z = (Zg,---, T, g, -+, Ur—_1) una solucién
6ptima tal que T; € int Xy, parat=1,---,T.

Entonces existen a € R y vectores g, -+, br_1 € R", {Ds € R™ : s =
1,--+,T} no todos nulos tales que:
1. Parat=0,---,T; 1, =1,--- ,ng, a20yf/f‘20,
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2. Parat=0,---, T —1; i, =1,---,ny,

Dt git (g, 1) = 0.

3. Parair =1, -, np, ﬁZTTg’TT( ) =0.
4. Parat=1,---,T —1,
/szt—l :vIth(:%taat’avrl&taﬁt)a (EA*MZI')

con condicidn final, ﬁT_l =V [f2(x7) — (D7, g7 (27))].

5. Parat=0,---,T — 1, Giy es solucion del problema

mE%JXHt(x u aﬂ/’tﬂ/t) (PM)(Mix)
uelUt

donde Hy(xe,us, a, v, vy) = af?(ft,ut) + (P, fe(ze, ur)) — Ve, ge(we, u)) son los
hamiltonianos.

Prueba. La prueba consiste en aplicar la condicién necesaria de optimalidad
(Teorema 4.2.1), al problema equivalente Pr(Miz). Desde la optimalidad de 2,

tenemos que Zz := (&1, -, &, g, -+, Ur—1) es 6ptimo del problema Pg(Miz).
Por el Teorema 4.2.1 tenemos que existen a € R y vectores g, --,¥r—1 € R™,
{vs €R™ : s=1,---,T} no todos nulos tales que:

1. a >0, VtitSO, parat=0,---,Tyiz=1,---,n4

2. vit gl (@, 0,) =0, parat=0,--- T —1yi;=1,--,ny.

3. Parair =1,---,ny, Vi g (27) = 0,

4. Para todo z € X,

n
Z aL(xUa’wo,"'ﬂ/JTfl,Vo,"',VT)SO,
k=1

donde T := (&1, -, &) y @ := (Ug, -, Up—_1).
5. (G, -, Ur—1) es solucién del problema
max L(Z,u,a,0, -, Yr-1,V0, ", V1),

(uo, - ur—1)€B

con B:=Bgx---x Bp_j.
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En vista de que por hipdtesis ; € int Xy, parat =1,---,7. Entonces de 4.
se deduce

oL
a k(xua'aw()a' 'awT—laV()v"')VT):O' (¢)
Por su definicién podemos expresar el lagrangiano como sigue
T—1 n
NACTUFS 3) ST INIES 9 pric TN
t=0 k=1 t=0 k=1

donde ¥(t) = (¥}, ,¥P), v, = (vi, -, v""). Calculando su derivada parcial
parak=1,---,T — 1, y usando (¢) tenemos

Ok i 003
0:(18 (Tr, ) Zd)k e JFZ?/% fk,uk +Z *( 87 (Zk, i)

7,)¢1

Defiendo 1y := ty, i 1= —vp y Hy(@e, u, a, ¥, vp) = af (@, we)+ (e, fo(e, ue))—
(vt, gt (x4, up)). Obtenemos para k=1,---,T — 1,

Yp_1 = ka(Hk(@kyﬁk,aM&k,ﬁk)

Similarmente, cuando k = T', obtenemos

oL _ _ R
0= a?(x7uaaawa ) 8 TfT Zwk 16 + Z 8 kgk? xkauk)))'
1=1
Haciendo UAJT,l :=7_1 y Dy := —v7, se obtiene la condicién final

Yr_1 = Vo, [fP(xr) — (07, gr (7))
Finalmente en 5. consideremos elementos de B para cada u; € Uy,
(Go, - -+, U1, Ug, Ug g1, -, Up—1) € B.

Calculando el lagrangiano y simplificando en la condicién 5. se obtiene que para
toda uy € Ug, cont =0, ---,T — 1,

R(a) > R(uy),

donde R(uy) = afi(Ze, ue) + (U, fe(&4,us)) + (e, ge (&1, ur)). Teniendo en cuenta
las definiciones de ’(/AJt y Iy, es claro que

R(ue) = af?(Ze,ur) + ey fr(@e,ue)) — (Dr, ge(Br,ue)) = Hi(Ee, us, a, e, t).

De donde se deduce el item 5. de nuestro teorema. Finalmente los items 1., 2.
y 3. se deducen de sus correspondientes. [ |

Con la ayuda de este teorema se pueden probar los siguientes corolarios que
s e asemejan mas al PFP que queremos estudiar.
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Corolario 4.2.3 Para el problema Pr(&o) satisfaciendo las hipdtesis del teo-
rema anterior.

Supongamos la siguiente hipdtesis

e Parat=0,---,T—1, existen funciones p; : Ay — R™t q; : By — R™" ™",
con ny > my + 1, tales que la funcion g : Ay X By — R™ satisface
ge(we, ur) = (pe(we), g1 (ue))-

Sea z = (&g, -, &7, Ug, -+, Ur—1) una solucion tal que Z; € int (Xy), para
t =1,---,T. Entonces existen a € R y unos vectores gy, --,¥r_1 € R",
{Us €R™™=: g=1,--- T} no todos nulos tales que:
1. Parat=0,---,T,yiy =1,---,ny —my, a>0, 17?20.
2. Parat=0,---,T—1,yiy =1, ,ng —my : I?thif(ﬁt) =0.

3. Parat=1,---,T -1

)

Vi1 = Vo, Hi(Z4, 0, a,11), (EA — Mix)

con condicion final, 1,@71_1 = Var [2(z7).
4. Parat=0,---,T — 1, Gy es solucion del problema

mal;(Ht(.’IAf,U;a,’lﬁt,lA/t% (PM)t(sz)
ueUy

Donde Hy(xy,ue,a, ¥y, vn) = afd (@, ur) + (W, fr(ze, ue)) — (v, @ (we)) son los
hamiltonianos.

Prueba. Basta aplicar el teorema anterior (Teorema 4.2.2) bajo las condiciones
de este corolario. En particular deducimos desde Z; € int Xy, que pi(a¢) > 0
y por ello desde la complementariedad los primeros multiplicadores son nulos

~Qy

vt=0,cont=1,---,T, ety =1, ---,my, de este hecho los hamiltonianos se
reduciran y sélo importaran f/t“, cuando i; = my + 1, - - -, ng, redefiniendo estos
multiplicadores

A A
se deduce todo el teorema. [ |

Corolario 4.2.4 (Interioridad) Para el problema Pr(Zo) con las condiciones
del corolario anterior. Sea 2 = (&g, -, &, U, -, Ur—1) una solucién éptima
tal que parat=0,---,T — 1,

Uy € int (Ut), Yy i‘t+1 € int (Xt+1)~

Entonces existen a € R y vectores zZA)O,-u,@ET_l € R™ no todos nulos tales
que:
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1. a >0,
2. Parat=1,---,T — 1,

Vi1 = Vi, (Hi(&, 0z, a,701), (EA — Mix)

con condicién final, Yp_; = Vir f(xT).
4. Parat=0,---,T — 1, Gy es solucion del problema

néa(?(Ht(i‘7u7a71&t)7 (PM)t(MZ:E)
u t

donde Hy(xy,ut,a,r) = afd(xs, ur) + Vg, fe(we,us)) son los hamiltonianos.

Prueba. Nuevamente la prueba se obtiene al ver que 4; € int (U;), entonces
los multiplicadores 7 son nulos. Entonces del corolario anterior se deduce el
actual. [ |

Observacion. Vemos que estos principios se asemejan a los resultados obtenidos
en el Capitulo 3, utilizando la aproximacién de Karush-Kuhn-Tucker. Probemos
en tltimo lugar un corolario que hace mas evidente este hecho.

Corolario 4.2.5 (PFP Mixto Convexo) Para el problema Pr(Zg) supong-
amos las siguientes hipotesis

e Parat=0,---,T —1,

ft es una funcion afin en la variable “u”. (Afin — u)

e Parat=20,---,T —1,

f? es una funcién convera en la variable “u”. (Cvza — u)
e Para los conjuntos Uy = {u € R™ : ¢ (u) < 0}, las funciones g son
convexas.

Entonces el problema Pr (o) es un Problema Mixto en todo punto.

En consecuencia si 2 = (Zo,- -, 21, 0o, -, Ur—1) es una solucion tal que
Ty € int (Xy), para t = 1,---, T, entonces se satisface las mismas conclusiones
que el Corolario 4.2.3.

Prueba. Desde las hipé6tesis (Afin — u), (Cvra — u) y la dltima, para el
problema estédtico equivalente Pg(Miz), se satisface que el conjunto A(x) es
convexo por lo que del Corolario 4.2.1 el problema es mixto en todo punto,
luego podemos usar el Corolario 4.2.3. [ |
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Observacion. Notemos que estos resultados no llegan a tener la generalidad de
Teorema 4.1.1 (PFP-Afin), en el sentido de que para tener el PFP propiamente
hablando (Proposicién 3.1.2), requiere hipétesis de interioridad de los controles
o los estados (%; € int(X;),4; € int(U)), las cuales no son exigidas en el
Teorema 4.1.1. Por todo esto ;Son independientes ambas aproximaciones? la
respuesta es si, veamoslo en la siguiente subseccion.

4.2.3 Independencia de PFP Afin y PFP Mixto

Para concluir con esta seccién daremos un ejemplo de un problema que es afin
en la variable “x” (i.e. las funciones objetivo y restricciones), y que no es un
programa mixto. Por lo cual se hace evidente que los PFP segun afinidad de “x”
(Teorema 4.1.1) y segin programas mixtos (Teorema 4.2.2) son independientes
entre si, lo que resultaba ser intuitivo, pues éste 1ltimo es mas restringido que
el primero.

Consideremos el siguiente problema

max Oz, u)
sa  fHz,u) >0,

donde X =R, U = [-2,2], y las funciones f°, f! : X x U — R, estan definidas
segun

2u, siue[-2,1/2],
Oz, u) == 2 — 2u, siu € [1/2,1],
24(u — 1)x+24(“7—5)2, siu € [1,2],

fHz,u) =1 —ur —u.

De sus definiciones es claro que las funciones fO y f! son afines respecto a la
variable “x”.

Probemos que el punto (#,4) := (0,1/2) es una solucién éptima del
problema. En efecto f9(0,1/2) = 1, de su propia definicién para todo (z,u) tal

que u € [—2,1] se tiene que f°(x,u) < 1. Por su parte, cuando u € [1,2],

u—1 ur+u—1

FOz,u) = 24(u — 1) [:c+ }224(1&—1)[ ]<07

u
pues 1 —uxr —u = fl(x,u) > 0.

Ahora probemos que este problema no es mixto en el punto (Z, @) := (0,1/2),
para ello usaremos la condicién necesaria dada en el Lema 4.2.3.

Calculando el conjunto U(2) := {u € [-2,2] : |fH(&,u)] < |fY(Z,0)|}.
Obtenemos el intervalo U(0) = [3, 3].
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Del Lema 4.2.3, si el problema fuese mixto en (0,1/2), entonces para todo
u € U(0) = [$, 3] debe cumplirse

1= fo(ov 1/2) > fO(O,u),

lo cual es falso pues para u = 3/2 se tiene f°(0,3/2) = 2. Por lo tanto el
problema no es mixto en (0,1/2), as{ que no es mixto en todo punto. [ |

4.3 Condicion Suficiente de KKT

La tercera aproximacion para obtener el PFP, la hemos realizado en los Coro-

larios 3.4.2 y 3.4.3 del Capitulo 3 en los cuales se obtienen al dar condiciones al

problema Pr (&), que la condicién necesaria del Teorema 3.4.1, esta es:
Parat=0,---,7 — 1, 14; es punto critico del problema

max Hy (2, us, Py, 1), (PMdPK),
u €Uy
sea también una condicién suficiente, y 4; sea de hecho una solucién del
problema.

Finalizemos esta seccion resaltando que el PFP planteado en el capitulo 3
(Proposicién 3.1.2), es satisfecho propiamente sélo cuando las funciones satis-
facen las hipdtesis de afinidad respecto a la variable “x” (ver Teoremas 4.1.1
y 4.1.2), mientras que las otras 2 aproximaciones (Programas Mixtos y KKT)
requieren hipétesis de interioridad (de los estados x; o controles u;). Por ello
consideramos que la investigacién realizada en la seccién 1 es relevante en este
sentido, més si tenemos en cuenta la relacién que se encuentra entre la Progra-
macién Dindamica y el PFP en la demostracién de estos teoremas, la cual nos
hace ver porque a lo largo del capitulo 3 hemos logrado demostrar los Principios
Débiles. Es decir, los Principios Débiles son ciertos porque en lo profundo, la
relacién que hay entre la Programacién Dinamica y el PFP, se siguen mante-
niendo pero a un nivel mas débil.
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Capitulo 5

Horizonte Infinito

En este capitulo extenderemos los resultados obtenidos para el problema de
horizonte finito Pr (o), a los problemas de horizonte infinito P(Z() definidos en
el Capitulo 1.
En la dltima parte de este capitulo logramos demostrar un resultado a nues-
tro juicio importante el Principio Fuerte de Pontryagin en Horizonte Infinito.
Con este objetivo, recordemos primeramente la definicién exacta de estos
problemas dada en dicho capitulo.

max  B((xo,x1,- ), (w0, ) = Do f{ (1, )
s.a para todo t >0, x; € Xy, uy € Uy, (P(Z0))

Tip1 = fi(wg,ug), o = o € Xo.
donde, similar al caso de horizonte finito, para todo ¢t > 0,
o X; CR" U, CR™,
o f2: Xy xUy =R, fi: Xy x U — R

El conjunto de los ((zq, 1, ), (ug, - --)) satisfaciendo el sistema en el pro-
blema P(Z¢) es llamado conjunto admisible y es denotado por Adm (Z),

para todo t >0, x; € Xy, uy € Uy,
i1 = fe(xe,ue) ¥y 20 = 2o € Xo. ’

Adm (.’20) = {((.’ﬂo,l‘l, o ')7 (u07 o ))

Junto con este problema también podemos definir 2 problemas adicionales
segin usemos como criterio de optimalidad (£,Z y £,Z7) (ver Capitulo 1), los
denotaremos Pz (o) y Prz(Zo). En vista de que la metologia de solucién es la

misma para estos problemas, no haremos mucha distincién entre los mismos.
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5.1 Programacion Dinamica

Para simplificar los resultados de esta seccion, al igual en el Capitulo 2 tenemos
que para un elemento x; € X; y una sucesion de decisiones (us41, Ut q2,- ), S€
determina un vnico proceso (¢, T¢41,- - ), por ello la funcién beneficio a partir
del tiempo “t” (B!) puede denotarse simplificadamente

Zfo(xs,us) = Bt(mtaxt+la S U, U1, ) B Bt(xtautvutJrlv o)
s>t

En consecuencia podemos definir las secuencias de decisiones admisibles para
un elemento z; € X; como sigue

para s >t: ugs € Ug, Ty = x4,
Adm (j;t) = (uta Ut41, " ) Ts41 = fs(isyus) € Xs+17 y

Dot [(s,us)  converge

Usando este conjunto podemos definir el subproblema,

Bt 2 Pt 7
A(?Ilna();t) (T, uty Uggrs ), (&)

al cual asociamos su funcién valor,
Vi: Xy —» R
. t
Ty SUDAdm (zy) B (T, Uty Urg1, - +).

Estas funciones cumplen las Ecuaciones de Bellman.
Proposicién 5.1.1 (Ecuaciones de Bellman) Para cada t >0 y x; € X,

Vi(zy) = sup {2 (e, ue) + Vi (frlme, we)) } - (EBi,)

Prueba. Tomemos t > 0 y x; € X; fijos arbitrarios. Demostremos la igualdad
en dos partes. Primero dado u; fijo arbitrario, por la definicién de Vi1 como
un supremo, dado € > 0, existe una secuencia de decisiones (Gis11, ligt2, - ) tal
que

WJrl(ft(-Tt»ut)) —e< Bt+1(ft(xta Ut); U g1, Upyo, - ')7

sumando a ambos lados f (24, 1), y usando la definicién de B; tenemos

S (@e,ue) + Vi (feme, ue)) — € < B (w3 G, g1, o, - ) < Vi)

Como ¢ > 0 puede ser tomado arbitrariamente pequeno, deducimos que para
cualquier u; € Uy,

f@e,ur) + Vigr (fe(@e, ue)) < Vi(ze),
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por lo cual

sup {7 (@, ue) + Vigr (feme,ue)) } < Vi(ay).
ut €Ut

Por otra parte tomando nuevamente € > 0 arbitrario, desde que V; es supremo
existe una secuencia de decisiones (g, G¢11, - - -) tal que

Bt(%;ﬁmﬁwl» e ) > Vt(aft) — €.
Por la definicién de B**! es claro que

Bt(xﬁﬁtvﬁwrlv e ) = fto(xta'&'t) + Bt+1(ft(1't,ﬁt); Upg1, - )
< supy,ep, {7 (@ w) + Vi (fi(z,w)) -

Desde que € > 0 es abitrario deducimos

Vi(we) > sup {2 (@ ue) + Vigr (fi(we, ) }

por lo que juntando ambas desigualdades hemos probado la igualdad. [ |

Caracterizemos ahora, las soluciones 6ptimas usando estas ecuaciones, te-
niendo en cuenta que también en este contexto se cumple el principio de optimal-
idad de Bellman (“Dada una secuencia éptima de decisiones, toda subsecuencia
de ella es, a su vez, éptima”), por ello deducimos el siguiente resultado.

Proposicién 5.1.2 (Principio de Optimalidad de Bellman) Para el pro-
blema P(&o), sea (G1,0z, ) una solucidn dptima, con su proceso asociado
(Zo, &1, ). Entonces para cada k > 0, la sucesion (g, Gpq1,---) es solucidn
del problema P*(y,).

El mismo resultado se tiene para los problemas Pr(Zo) y Prz(Zo).

Prueba. Probemos el resultado por induccion. Cuando £ = 0 es claro que
(i, @iz, - - -) es solucién del problema P(#g) = PY(io).

Supongamos demostrado el resultado hasta un valor k > 1, (i.e. (G, Gy, )
es solucién del problema P¥(iy)). Consideremos el problema P*+1(&;., ;). Si
(tig+1, Ugtro, - - ) no fuese éptima, tendriamos una sucesion (Ug41, Ugt2, - -) tal
que

B¥(& 415 Ukt 1, Ukt2, - +) > B (Zhg1; G, Qs - ).

Sumando f°(Zy, @) a ambos lados tenemos
k(a .o - k(s .o o -
BY(&k; o, U1, Ugy2, - +) > BT (B3 ks Uppp1, Ui, -+ ),

lo cual contradice la optimalidad de la sucesion (4, tigt1, - - -) para el problema
P*(&1). Por lo tanto tiene que ser éptima.
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Para los problemas Pz(Zo) v Pzz(Z0), la argumentacién es similar, teniendo

en cuenta que la expresién
T T
(VS 0 lim inf Oz 5 0
f (&4, 0e) — fi (w4, ug) + limin fs (&g, ts) — fs(@s,us) |
T—o0
s=t+1 s=t+1
es igual a
T T
P O/ 0
hTrgloI}}f E fs (@s,is) — E fs(@sus) | -
s=t s=t
Por ello podemos usar la induccién. Similar aproximacién se tiene para el
lim sup, en el problema Prz (). ]
Con estos conceptos obtenemos la siguiente caracterizacién de las soluciones

Optimas.

Proposicién 5.1.3 (Caracterizacién de la Solucién Optima) La sucesion
(G, U1, ), con su proceso asociado (Zo,&1,---) es una solucion Jdptima del
problema P(Zg) si y sdlo st para cada t > 0,

Vi) = (@ t) + Vigr (fe(2, 1))
= supy,ep, 1@ ) + Vigr (fe(@,u)) }

y ademds la condicion de transversalidad limrp_, o, Vp(&7) = 0.

Prueba. (=) Tomemos ¢t > 0 fijo y arbitrario. Del Principio de optimalidad
de Bellman, tenemos que (@1, @442, *) es solucién del problema P! (341),
por ello

Vier (fi (&0, 00)) = Vig1 (#41) = B (@01, Qg 1, Gpany - ). (1)
Similarmente (4, s 1, --) es solucién del problema P!(Z;), esto es
Vi(#e) = B' (&, g1, Gga, - ) = f7 (81, 00) + B (Seg, Gpgr, Gy, )
Usando (1) obtenemos
Vi(2e) = [ (B egr) + Vigr (fra (B4, Tg)).-

Para deducir la primera implicacién, sélo nos falta probar que se cumple la
condicién de Transversalidad.

Desde las igualdades Vi(2;) = fP (%4, 0¢) + Vie1(fe(24,0r)) es facil obtener
por induccién que para todo T > 1 se tiene

Vo(&o) — fi (&, ) = Vp(@r). (2)
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Desde la optimalidad de las decisiones (ig, 41, - +), de la definicién de Vp, y de
la identidad (2) se tiene

oo
0="Vo(z tz_;f Ty, Uy) = hm (VO o) tho Ty, Uy ) =T1£H V(@)

o0
(<) Reciprocamente si un camino cumpliese para cada t > 0,

Vi) = f2(&, ) + Vigr (fe( 2, Gr)),

inductivamente tenemos para todo 7" > 0,

T-1

Vo(o) = Y (s, 1) + Vr (7). (2)

t=0

De otro lado (@, @1, --) es admisible entonces ZtT:_Ol (&, 1) converge. Te-
niendo en cuenta esto, la condicién de transversalidad y la igualdad (2) de-
ducimos,

limr o0 [Vo(Zo) = Vr(27)] = limre [th:ol fto(‘%tvat)} ;
Vo(o) = limr oo Vr(2r) = 222, £ (%, 0).

Por tanto,
o0
Z f Ita ut
t=0

de donde por la definicién de Vp, la sucesién (ig, @1, - - -) es solucién éptima. W

Luego de haber hecho todo lo anterior podriamos pensar que al igual que
en el caso finito también podemos obtener un método que nos permite resolver
al menos tedricamente el problema P(ig). Pero a diferencia del caso finito aqui
sucede un hecho muy especial y es que los subproblemas siguen siendo infinitos
por lo que continuan manteniendo su complejidad. No asi en el caso finito,
en el que los subproblemas podian ordenarse desde simples a complejos. Y se
procedia a resolverlos en orden de creciente complejidad.

Sin embargo es posible usar los problemas finitos para aproximar soluciones
para el problema de horizonte infinito. Para ello es preciso tener en cuenta la
condicién de transversalidad (limp— o Vir(Z7) = 0). En esta direccién propon-
gamos la siguiente definicién para el problema P(Zp). Diremos que una sucesién
de decisiones (dq, 1, -, 4r—1) es una solucién e-6ptima de P(iy), si

T-1
Voldo) — € < > (@, ).

t=0
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Proposicién 5.1.4 Para el problema P(Zg) supongamos que Vo (o) < 0o. En-
tonces para todo € > 0 existe T € N suficientemente grande tal que la solucion

del problema finito Pr(&g) es una solucion e-6ptima de P(Zg).

Prueba. Dado € > 0, desde la definicién de Vj(#p) como supremo existe una
sucesién admisible (@, 41, -, ) , con su camino asociado (&g, Z1,---) tal que

Vo(ffjo)—6/2<B(£i‘0;ﬁ0,ﬂ17"-). (1)

Desde la convergencia de la sumatoria 23:01 fO(&,1y), existe un T suficiente-
mente grande tal que

oo
> @) <ef2. (2)
t=T

Por otra parte la sucesién (ug, 1, -, ur—1) es admisible en el problema

Pr(Zo), pues lo es para P(Zg).
Tomemos una solucién 6ptima (ag, @1, - - -, ir—1) del problema Pr (o), (exis-
te desde que las sumatorias Z?:_Ol fO(&, 1) estdn acotadas por Vo(Zo) < 00)
entonces
Br(Zo,@o, @1,y Tr—1) < Br(Zo, o, U1, -+, &1—1)-

De las desigualdades (1), (2) y de ésta tltima deducimos la siguiente
Vo(.ffo) —€e< BT(§30; g, Uy, - - - ,i‘T_l),

por lo que (&g, @1, -, Z7—1) es e-éptima. [ |

El teorema anterior nos permite rescatar los resultados del capitulo 2 en el
estudio de los problemas de horizonte infinito.

Sin embargo dentro de la Programacién Dindmica es posible realizar otra
aproximacién al estudio de las soluciones del problema P(Zg), la cual se obtiene
al observar que de hecho todas las funciones valor son iguales. Tenemos el

siguiente lema

Lema 5.1.1 (Funcién Valor) Para el problema P(Zg) supongamos que las
funciones de pago sean una sola, es decir f? = f°, para cada t > 0. Sean V;
las funciones valor de los subproblemas Pt(Zg) entonces todas ellas son iguales.
Por ello asociada a P(ig) se define una inica funcién valor V.

Prueba. La prueba es evidente a partir de la hipétesis pues dados t1 y to

By, (e, 41, ) = Y [ us) = D fO2e,u0) = By (T, hry, - ),

s>t 5212

de la cual se deduce la igualdad V;, = V,,. |
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Una vez obtenido el lema anterior es posible estudiar ciertos resultados que
caracterizan el comportamiento de esta funcién valor. Dichos resultados e inves-
tigaciones se encuentran en el libro celebre de Richard Bellman “Programacién
Dindmica (ver [2])”. No desarrollaremos estos resultados en esta Tesis. Pasare-
mos en cambio al estudio de otro método para abordar el problema de control
discreto, el cual consiste en extender el principio débil de Pontryagin discreto
para los problemas de horizonte infinito.

5.2 Principio de Pontryagin Lagrange Infinito

En esta seccién, bajo ciertas hipétesis para el problema P(Zg), probaremos una
condicién necesaria de optimalidad, que por su forma, generaliza el Principio
Débil de Pontryagin Lagrange (PdPL) (Teorema 3.2.1), para problemas en hori-
zonte infinito.

Con este objetivo primeramente “reduciremos” un problema infinito a una
familia de problemas finitos, a partir de los cuales trataremos de generar una
condicién necesaria de optimalidad.

Lema 5.2.1 (Lema de Reduccién a Problemas Finitos) Para P(ig), sea
la sucesidn (g, U1, - - ), con su proceso asociado (Zo,Z1,- - ), una solucidn dptima,
entonces para todo T > 1, (g, 0y, -, Ur—1), es una solucion del problema de

extremo derecho fijo,

. T—1
max BT(£07UO7 Ty UT—l) = Zt:O fto(xt7ut)
s.a. para todot =10,---,T — 1, uy € Uy,
i1 € Xeg1, Tpgpr = felxe, ue),
x9g =29 € Xo Yy Tp = T7.

(Pr(Zo,27))

Un resultado igual se tiene para los problemas Pz(Zo) y Pzz(io).

Prueba. Tomemos T > 1 fijo y arbitrario, por contradiccién supongamos que
(tig, @y, - -+, Gr—1), no sea solucién entonces existe (v, - - -, vr—1) admisible para
Pr (&g, Z7) con su proceso asociado (Zg,y1,- -+, yr—1, 1), tales que

Br(&o,vo,- -+, vr—1) > Br(Zo, o, -+, Ur—1).

Desde que Z7 es extremo fijo, la sucesién (vo, - - -, vp—1, U, Uy, - ) € Adm (&),
por lo que tendriamos

T-1 T-1
B(U07 e 7/UT717aT7’aT+17 o )_B(j(h ft(), o ) = Z fto(ytvvt>_z f?(itvﬁt) > 07
t=0 t=
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lo cual contradice la optimalidad de (4, @1, - --), por lo que el resultado queda
demostrado.
Por otra parte si el problema fuese Pz(Zg) entonces es claro que

S S -1 T—1
lim inf (Z JHRBESY ff(fct,at>> =D Rwnv) = D @) >0,
t=0 t=0 t= t=!

por lo tanto nuevamente obtendriamos una contradiccién. Finalmente se usa la
misma idea para el problema Prz (o). n

Usando el lema anterior podemos demostrar una condicién necesaria de op-

timalidad para las sucesiones que satisfagan las siguientes hipdtesis:

e Para todot >0,
U € int Ut7 Xt+1 € int Xt+1~ (I)

e Existe una sucesién (¢;);en tal que,

Du,, 1, (w¢;,us;), es sobreyectiva. (Sur)

Ademés usaremos las hip6tesis (H1) y (H2) del Capitulo 3 para todo ¢ > 1.

Teorema 5.2.1 (Principio de Pontryagin Lagrange Discreto Infinito)
Para el problema P(Zo) satisfaciendo (H1), (H2) del Capitulo 3 para todot > 1.
Sea una sucesion (o, U1, ), con su proceso asociado (Lo, &1, +), una solucién
dptima que satisface las hipdtesis (I) y (Sur).

Entonces existen vectores g, ¥1,%s, -+ € R™ tales que:
1. Parat > 1,
1biffl :Dtht(-i‘tyﬁtuwt)- (EA)OO
2. Parat >0,
Dy, Hi(Zt, G, ) = 0. (PdPL)s

Prueba. Desde el lema de reduccién a problemas finitos (Lema 5.2.1) tenemos
para cada T > 1, (g, @y, - - - G7) es solucién de P(T, &g, Z1).

Para cada uno de estos problemas apliquemos el Corolario 3.2.1 del Teorema
3.5.1 (PdPB) del Capitulo 3 para problemas de extremos fijo. Tendremos que
existen asociadas a cada uno de ellos los vectores ¥{, 43 --- pF € R™ tales
que:

e Para t=1,---,T —1,
iy = Vo, L (@0, ) + ] 0 Dy, fr(@e, ). (D7
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e Para t=0,---,T -1,
Ve /Y (@ @) + 9/ 0 Dy, fi(d4, 1) = 0. (2)r
Tomemos “t” fijo, entonces desde (2)r, para todo T' > t,
Of 0 Dy, fo(@e, ) = =V [ (24, 00). 3)

Para cada t > 0, a partir del conjunto de vectores {¢f : T > ¢}, vamos a
definir los vectores “i,”. Demostremos en primer lugar que si t € S, (S definido
en la hipétesis (Sur)) entonces para todo T > t, tenemos f = !.

Sea t € S, consideremos 17,7y > t. De la hip6tesis (Sur), Dy, fi(z:,ut) es
sobreyectivo, por ello su transpuesta (D, fi(z¢,u:))! es inyectiva.

Considerando esta inyectividad en la identidad (3) tenemos para 17,75 > ¢

(Duf,ft(xtaut))t o tTl = (—Vutf?(ﬁtaﬁt))t = (Dutft(xtaut))t © %D;srza

en consecuencia ;' = b2

Usando este resultado definamos para cada t > 0, los vectores

Pp =,

donde tp := min{s € S : s > t}.

Demostremos que con estos vectores se satisfacen las implicaciones 1. y 2.
del Teorema 5.2.1.
1. Tomemos r > 1, fijo arbitrario.

Seat,_1:=min{t€ S:t>r—1} yt,:=min{t € S : ¢t > r}, es claro que
tr—1 <t y por definicién ¢, = ¢£T__f Y ¥r = %tr

Tenemos dos casos, si t,._1 > r, entonces por su definicién como minimo,

se tiene: t,._1 = t,, luego ¥, = wf,’:f = ’(/J,f,:l. Si en cambio t,_1 = r —1
entonces por la propiedad del conjunto S para todo T > r — 1: I | = 7,/1::},
en particular wff_l = w:j = 1_1. Asi en cualquiera de los dos casos se tiene,
Yoy =) .

Usando la igualdad (2),,
Uiy = Vo, [ (@r, @) 40 0 Dy, fr(#r,80) = Vo, f2 (&0, @)+ 60 Do, fr(@r, ),
de donde para todo r > 1,
VYr—1 = Dy, Hp (&, Uri1, Prg1)-

2. Finalmente probemos la segunda implicacién. Para t > 0, sea s; := min{s €
St

S : s > t}, entonces por definicién 1, = 1;*. Con esto, en la igualdad (2),
tenemos
0 = Vo, f{ (&4, i) + 9} © D fi(&t, 1) = Du, Hy (&1, 11, 1),

con lo cual queda demostrada la implicacién 2. ]
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5.3 Otros Principios Débiles Infinitos

Al igual que el Principio de Pontryaguin Lagrange Infinito (Teorema 5.2.1), en
esta seccién daremos ciertas condiciones al problema P(#y) de modo que po-
damos generalizar dicho resultado. Los resultados de esta seccion son estudiados
en [6].

En esta direccion un resultado que nos ayudara mucho es el siguiente lema,
para el cual usaremos una notacién estandar, cuando m,n € N, con m < n,
pondremos [m,n]y = [m,n] NN, y [m,o00)n = [m,00) NN.

Lema 5.3.1 (Lema de Compacidad) Sea Z un espacio vectorial normado
sobre R de dimension finita. Para cada (t,T) € N, x Ny, t <T consideremos
un elemento th e X.
Asumamos que para todo t € N, la secuencia (2}, z,f“, zf+2, -++) es acotada.
Entonces existe una funcion creciente 8 : N, — Ny, tal que para todo t € N,

existe zy € X, que satisface

lim zf(T) = Z.
T— o0

Prueba. X tiene dimension finita y por hipotesis (Z1T)T21 es acotado, entonces
del Teorema de Bolzano-Weierstrass existe z; € X, y una funcién creciente
aq @ [1,00)ny — [1,00) N tal que

a(T) _

lim 2z} = Zi.
T— o0

al(T))

imilarmen T uencia (z T>9 €xi Z9 una funcion
Similarmente para la secuencia (2, >o existe € X a funcié

creciente g : [2,00)y — [2,00)y tal que
ay(a2(T))

lim z,
T—o0

= Z,.

Continuando con este proceso obtenemos para cada t € N,, una funcién
creciente oy : [t,00)n — [t,00) N, ¥ un vector Z; € Z tales que

ajoago...oa(T) _

li = Z.
i "
Definamos la funcién 8 : N, — N, como, 8(t) := ajoago...0oa(t), y

definamos también las funciones 6; : [t,00)ny — [t,00) N,
T si T =t
(St(T) = ’ .
aryr10...oap(T), st T>t+1
Con estas definiciones las funciones §; son crecientes, en efecto para T > t

(St(T—‘rl) = (Oét+1O~--OO¢T_1)O()4TO(XT+1(T—|—1)Z
(agy10--oar_q)oar(T+1)>
(at+1 o-+-0 OéT_l) @) O[T(T) = 5t(T)

VoIV
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Para un valor ¢t € N, fijo podemos expresar § = (a1 oago---0ay) o d, por ello

(2775, es una subsecuencia de (22 7)),
Por lo tanto para todo t € N,
lim ztB(T) = Z.

T—o0

Finalmente digamos que para poder demostrar los siguientes teoremas hemos
de pedir que se satisfaga la siguiente hipdtesis.

e Para todot >0,y (z,u) € Xy X Us,

D,, fe(xe,uy) es inversible. (Inv)

5.3.1 Principio de Pontryagin-Boltyanskii Infinito

Teorema 5.3.1 (Principio Pontryagin-Boltyanskii Infinito (PdPB))
Para el problema P(Zo) asumamos las hipdtesis (Hl)g , (H2)g e (Inv). Sea
la sucesion (Gg, Uy, -+), con su camino asociado (Zo,Z1,--+), una solucién
6ptima que satisface la hipdtesis (I)pg.

Entonces existen ag € R y vectores g,v1,--- € R" tales que

1. ap ZO

B

(a0, o) es no nulo.

3. Para todo t > 1,

VYy1 = Vo, Hy (L4, Ut ao, ¥y).
4. Para cada t > 0, se cumple: Para todo dw; € Ly,

<5wt ) vuth(itvataa0a¢t)> < 07

donde Ly es la cipula de iy, y Hy (s, ut, ag, V1) = ao fL(ze, ur) + (Ur, frl@e, ur)).

Prueba. La sucesién (i, 1, ) es una solucién 6ptima, entonces del Lema
5.2.1, para cada T > 0 la sucesioén (4o, - - -, ir), es solucién éptima del problema
Pr (&g, Z7). Para cada uno de estos problemas aplicamos el Corolario 3.5.1.

Por lo tanto para todo T' > 1 tenemos asociados: ag € R y vectores
E - k| € R™ tales que:

()7 af >o0.
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2)r (af,¢¢, -+, ¥E_}) no nulo.

(3)r Paratodot=1,---,7T —1,
bi_y = Vi, Hy(#e, 4, a0, 9)).- @)r
(4)r Para todo dw; € Ly:
(Owy 5 Vi, Hy(&4, iy, a0, ¥{)) <0, (4)r

donde t =0, ---,T — 1,y L; es la cipula de ;.

Por su parte D, fi(#:,1;) es invertible, por ello despejando ] en las igual-
dades (3)7 tenemos para t=1,---,T — 1,

Ol = —al Vo, £ (@0, @) © [Da, fi(@r, )] + )1 0 [Day frlde, @)™ (¢)
Para ¢ > 0 definamos las siguientes sucesiones
(th)TZt = (%v €+17 £+23 )

a partir de éstas construiremos los vectores ;. En este sentido, lo primero es
notar que (af,¥d) # (0,0), pues de lo contrario desde (¢) tendrfamos

O=vyg =] =95 = =¢7_,

lo que contradice (2)r, por ello tenemos que (al ,¥d) # (0,0).
En segundo lugar redefinamos las variables adjuntas para t =0,...,7 — 1,

T T
aOT . ag y d]T L Ui

=, ;=
[(ad, ) [(ad’, )l

Para estas variables redefinidas siguen siendo ciertas (3)r, (4)r y (¢). Con estos
cambios tenemos ||(ad’, 9| = 1, en consecuencia ||al|| < 1y ||vd)| < 1.
Usando (¢) y tomando fijo t =0, para T' > 1,

Ul = —ag Ve, [ (81, 0) 0 [D, fr(@1, )] + 45 © [Da, fr(dn, )]
por lo cual para T' > 1,
97| < Cr o= [V, f(&1, 1) © [Da, fr(r, @0)] 7 ||+ || [Day fu(@1,80)] 7 |-

Asi pues, el conjunto {¢],9?,13---} esta acotado por Cj.
Con un razonamiento similar, definiendo inductivamente la constante C;_1
tenemos en general para “t” fijo y arbitrario, que para todo T > t,

7 || < Cp i= |V, £ (@1, t1r) © [Day filr, )] || + Coa || [Day fol@e, )],
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por lo cual el conjunto {4, ;™! it? ...} estd acotado por C;.

Luego podemos aplicar el lema de compacidad a estas sucesiones por tanto
existe una subsucesién S(T) y vectores {tg, 11,13, - - - }, para los cuales se cumple

lim ¢ =,
T—o0

Esta subsucesién se puede suponer de modo que (ag (T))TZO sea también con-
vergente, y tomemos ag := limp_, ag(T).

Probemos finalmente que ag y estos vectores g, 11, - - - satisfacen las impli-
caciones del teorema.
1. ag(T) > 0 entonces ag > 0.
2. Por la construccién realizada tenemos ||(
limites ||(ag, v0)|| = 1.

3. Tomando limites en (¢) deducimos para t > 1

al™ M| = 1, luego tomando

Py = —aothfto(i“nﬂt) © [Dmtft(i‘t,ﬂt)]_l +p_10 [Dxtft(ft, @t)]_l )

por lo cual para t > 1,
Y1 = Vtht(ft7@t,aoawt)~

4. Finalmente tomando limites, de las igualdades (4)g(r) tenemos la tltima

implicacion. [ ]

5.3.2 Principio de Pontryagin-Clarke Infinito

Teorema 5.3.2 (Principio de Pontryagin-Clarke Infinito (PdPC).,)
Para el problema P(&g) asumamos las hipdtesis (H1)o — (H3)c e (Inv). Sea
la sucesidn (Gg, Gy, --), con su proceso asociado (Zg,Z1,--+), una solucién
6ptima que satisface la hipdtesis (I)c.

Entonces existen ag € R, y vectores ¥1,1vs,--- € R™ tales que:

1. ap Z 0.
2. (ao, o) no nulo.

3. Para todo t > 1,
Vi1 € O, Hy (%4, U, ag, Pr).

4. Para todo t > 0,
Ouy Hi (&4, U, a0, 1) N Ny, (1) # 0,

donde Hy (¢, ug, ag, ¥r) == ao f (e, ur) + (Y, fr(@e, ur)).
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Prueba. Desde el Lema 5.2.1, para cada T' > 0 la sucesién (g, - - -, dr),
es solucién éptima del problema Pr(Zg, Z7). Para cada uno de estos problemas
aplicamos el Corolario 3.6.1.

Por ello existen a € R y vectores o, -+ 4% | € R" tales que:
(U)r a5 20
2)r (af,¥f, -+, %E_;) no nulo.

(3)r Paracadat=1,---,T — 1, existe oI € 0, 2 (%,1), tal que
W =ade; + ¥ o Dy, fi(&e, ).

(4)r Paracadat =1,---,T — 1, existe ¢7 € Oy, L (&4, 1¢), tal que para todo
5wt S TUt (ﬁt),

(a0d{ + b 0 Dy, fo(d4,0) 5 dwy) <0,
donde Ny, (i) es el cono normal de Uy en .

Por su parte D,, f;(¢, 1) es invertible, por ello despejando 9{ en las igual-
dades (3)7 tenemos para t =1,---,T — 1,

W = =gl o [Da, fildn i) + 40, 0 Do filn i . (@)
Para t > 0 definamos las siguientes sucesiones

(thT)TZt = (1/)2, §+1’ £+2a T ')a

a partir de éstas construiremos los vectores ;. En este sentido, lo primero es
notar que (ad, ) # (0,0), pues de lo contrario desde («) tendrfamos

O=1g =i =v3 = =97,

lo que contradice (2)r, por ello tenemos que (al,v{) # (0,0).
En segundo lugar redefinamos las variables adjuntas para t =0,...,T — 1,

T T

aoT o ag y ,‘l}T L Py
= ;=

[(ad, 3 [(ad', )l

Para estas variables redefinidas siguen siendo ciertas (3)r, (4)r v (o). Con estos
cambios tenemos ||(ad, 9| = 1, en consecuencia ||al|| < 1y ||vd)| < 1.
Usando («) y tomando fijo ¢ =0, para T > 1,

O = —ad ¢l o [Dy, fi(@1,0)] " + 48 o [Dyy firl@1, @),
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por lo cual para T' > 1,

lof' | < O o= eal| [Day fr(@1, @)) |+ | Dy fo(Er,a0)]

donde ¢; es una constante que acota el conjunto compacto @I € 9, f2 (&1, 41).
Asf pues, el conjunto {9{,v?, 13-} esta acotado por Cj.
Con un razonamiento similar, definiendo inductivamente la constante C;_1

tenemos en general para “t” fijo y arbitrario, que para todo T > t,

[F || < C = ci|l [Da, fe(e, )]~ || + Coml| [Da, fo(@e, )],

donde ¢; es la constante que acota al conjunto compacto @I € O, (2, Ut),
por lo cual el conjunto {tf,wi™t it2 ...} estd acotado por C;.
Luego podemos aplicar el lema de compacidad a estas sucesiones por tanto

existe una subsucesién B(T) y vectores {1g, 11,13, - - - }, para los cuales se cumple
. T
lim 3" = .
T—00

. T .
Esta subsucesién se puede suponer de modo que (ag ( ))TZO sea también con-

vergente, y tomemos ag := limp_, ag ),

Observemos finalmente que para t > 1,
1 2 SN
{(pf( )7 Sptﬁ( )a o }’ - {‘Pia 30§+17 e } - 8$tft(-rt7 ut) (CompaCtO)a

{qz)?(l)7 ¢f(2), . } C {(ﬁ’ €+1) .. } C 8utft(§3t; ﬂt) (Compacto),

por ello, desde el lema de compacidad (Lema 5.3.1), es posible tomar una sub-
sucesion de 3, digamos 7, tal que para cada t > 1 existen los limites

¢ = lim T, y ¢y = lim ¢,

T—o0 T—o0

Para concluir demostremos que los vectores que hemos construido satisfacen
las implicaciones de nuestro teorema.

1. Puesto que ag(T) > 0, tenemos ag > 0.

2. Por la construccién realizada tenemos || (ag(T), wg(T))H =1, luego en el limite

(a0, o)|| = 1.

3. Tomando limites en («) deducimos para ¢ > 1,

by = —ag @1 © [Da, i@, )] " + o1 0 [Da, frl@e, )],

por lo cual para t > 1,

Y1 € Oy Hy (&, Uy, a0, y).

4. Finalmente tomando limites, de las igualdades (4).(r), obtenemos la tltima
implicacién. ]
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5.4 Principio Fuerte de Pontryagin Afin Infinito

Concluyamos este capitulo generalizando el Principio Fuerte del Maximo de
Pontryagin Afin (Teorema 4.1.1).

Para lograr demostrar este teorema debemos exigir en el problema de hori-
zonte infinito P(Zo) las siguientes hipdtesis.

Hipoétesis de Inclusion:

e Para todot >0,
ft(Xt X Ut) - Xt+1. (ITLClU)OO

Hipotesis de Convergencia:

Para cada t > 0, y z; € X, (fijo arbitrario) se cumple:

Para todo (u¢, uey1, uer2,+) € [[5¢ Us

B'(x¢,us, Ug 1, U2, --+)  converge en R. (Conver) s

Funciones Asociadas a una Sucesién de Decisiones Dada una sucesion
de decisiones (#g, %1, ++) con su proceso asociado (Zg,&1,---), definimos las
funciones g; : X; — R,

_ pt o
gt(xt) =B ($t7Ut7Ut+17 e )
A continuacién demostremos un lema que no sera 1til para nuestro teorema.

Lema 5.4.1 (Convergencia de Funciones Afines) Para t > 0 considere-
mos la sucesion de funciones afines g; : X € R™ — R, tales que satisfacen las

siguientes hipdtesis:

1. Existen “n+ 17 elementos xg,---,x, € X tales que el conjunto de “n”
vectores {yx := xx—xk—1 : k =1,---,n} eslinealmente independiente.
2. Para cada k =0,---,n, se tiene

tli)rglogt(xk) =L, €R.

Entonces la sucesion de funciones (g¢)i>0 converge puntualmente a una
funcion afin g : X — R.

Prueba. Por definiciéon de una funcién afin, sabemos que para cada t > 0,
podemos expresar las funciones g; como sigue

g¢(x) = (ag, ) + by,
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donde d; € R™ y b, € R.
Para t > 0, fijo y arbitrario, consideremos el siguiente sistema de ecuaciones

gi(z1) — gi(wo) = (z1—20,0),
gt(xz)igt(xo) = (2 —..37"07@7 0)
gt(xn) — gt(z0) = (20 —0,0),

donde a € R™ es la incégnita. Matricialmente puede expresarse segin
Gt =M, -a,

donde G, := (g¢(z1) — ge(z0), -+, gt (zn) — g¢(z0))T € R y M, € R"*" es la
matriz cuya fila k-ésima es el vector xj — .

Claramente una solucién de este sistema es el vector a;.

Debido a que los vectores xp — xg son L.i, el rango segun filas de la matriz
M, es “n”, por lo que es una matriz invertible. En consecuencia el sistema (¢)
tiene por tnica solucién solucién al vector a;. Por lo que para t > 0,

(M,)™' -G = ay. (8)

x

De otro lado del ftem 2. la sucesién (G%);>o es convergente, por lo cual
desde (B) también converge la sucesién (G;):>0, obtenemos:

O TP -1 ty -1
a= tlggo ay = (M) (tlggo G,) = (Ma) Ly,

con L, :=(Ly — Lo,---, L, — Ly).
Por su parte tomando = € X fijo arbitrario, y expresando b, = ¢ (z)—{as, ),
vemos que también converge la sucesiéon (gt)tzm pongamos b= limy oo ZA)t.
Definiendo g : X — R,
g(z) = {a,z) + 0.

No es dificil probar que la sucesién de funciones (g;):>o converge puntualmente
a una funcioén afin g : X — R. [ |

Observacion. No se puede debilitar la hipétesis de este Lema, reduciendo
el nimero de puntos en los que converge.

En vista del resultado anterior es preciso anadir una hipdtesis a la que
denotaremos por (Form)x, mds a nuestro problema P(&¢) la cual serd sobre
la forma de los conjuntos X;.

Para cada t > 0 el conjunto X; existen “n+1” elementos xq,---,z, € X;
tales que el conjunto de “n” vectores {yy := xp — xp—1 : k=1,---,n} es
linealmente independiente.
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Lema 5.4.2 Para el problema P(Zo) asumamos las hipdtesis (Inclu) oo, (Conver) o,
(HA)x y (Form)x. Sea (tg, u1,- - ), una sucesion cualesquiera, con su proceso

asociado (Lo, &1,---). Entonces sus funciones asociadas (g¢)i>0 son afines.

Prueba. Dado t > 0, fijo y arbitrario, probemos que g; es una funcién afin.
En efecto, definamos para T' > t las funciones S} : X; — R,

StT(J?t) = Br:tp(l't,ﬁt, e ,’fLT).

Es claro que para todo z; € X;, limr_g S7 (7;) = gi(x).

Por su parte desde la hipétesis (HA) las funciones Sf son afines. De la
hipétesis (Conver)s, para todo punto ; € X; las sucesiones (Sf (z4))7>¢ son
convergentes en R.

Finalmente de la hip6tesis (Form), existen “n+1” vectores xg, -, T, € X
tales que el conjunto de “n” vectores {yx = xp —ax—1 : k = 1,---,n} es
linealmente independiente.

Por lo dicho anteriormente, en particular para estos vectores las sucesiones
(S¥ (2;))1>¢ son convergentes en R. Por lo que se cumplen todas las condiciones
del Lema 5.4.1. Consecuentemente deducimos que las funciones S7 convergen
a funciones afines, por lo que las funciones g; son afines. [ ]

Estamos en condiciones de formular el Principio Fuerte de Pontryagin In-
finito.

Teorema 5.4.1 (PFP Afin Infinito (PFP-Afin.,)) Para el problema P(Zo)
asumamos las hipdtesis (Inclu)s, (Conver)s, (HA)s y (Form)x.
Sea una sucesion (g, U1, - - -) con su proceso asociado (&g, &1, - ), una solucién

optima.
Entonces existen vectores g, Y1, -+ € R" tales que:
1. Parat > 1,

b1 = Vo Hy(@¢, iy, ). (EA)s
2. Parat <0, 4; es solucién del subproblema

L%%%Ht(i.vuﬂ/}t)a (PM)t

donde Hy(x,u, i) = f2 (@, ur) + (U, fi(ze,u)) es el hamiltoniano.

Prueba. La prueba es una extensiéon natural de la que se realiza en el Teo-
rema 4.1.1. Para la sucesién (g, @1, -+) con su proceso asociado (Zg, 21, ),
definamos sus funciones asociadas g; : Xy — R,

Qt(l"t) = Bt(xtaah'&t-i-lv e )
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Del Lema 5.4.2 las funciones g; son afines, en consecuencia diferenciable en todo
su dominio. Ademads desde su definicién se ve que las funciones g; satisfacen la
siguiente identidad para z; € X3, con t > 0,

ge(xe) = F2 (@) + geg1 (fe(we, 0p)). (®)

Definamos para ¢t > 1 los siguientes vectores

Tz)t—l = Vi, gt(31).
Entonces desde (¢) se deduce para t > 1,

Vi, ge(xt) = Vi, [f2(xe) + gera (felze, @),
Ve gt(@) = Vi, f2(@1) + Ve, g1 (fi(e, @) 0 Do, (fi(2, Gy)).

Usando la definicién del hamiltoniano Hy (s, us, 1) = £ (2, we)+ (e, fi(we, up)),
de la identidad (8) obtenemos (FA)q
Finalmente desde la optimalidad de la sucesién (4o, i1, - - -) para el problema

(8)

P(Z0), es también 6ptima la sucesion (4, @41, - - -) para el problema P?(#,), por
lo que para toda u; € Uy : Brp(&y, ug, U1, -+ +) < Bp(&¢, Gg, g1, - - +). Entonces
Ut es solucién del problema

max BT($t7Ut7Ut+17 ) = gt(ft)-
ueUy

A partir de la hipétesis (HA)o deducimos que las funciones g; son afines. Por
lo tanto para todo z € X; se cumple

96(x) = g:(2) = (Vge(21); 2 = Z1).

Con este resultado y de la definiciéon de g; tenemos

9i(#1) = maxy,cu, [fP(Eew) + BE (fu(@e w); g, dir1))]

maXy,eU, [ft (@4, ue) + g1 (fe(@e, up)))

= maxyev, [ (T, ue) + (Va1 (@e11); fi(@e,we) — Togr) + gepr (Te41)]
C (%) + maxy,cv, [f (4, ut) + (Vg1 (Ber1); fr(Be, ue))],

donde C(Zi41) = ge41(Ze41) — (Vg1 (Be41); Lag1)-
Desde su definicién vy = Vgir1(2441), y teniendo en cuenta el Hamiltoniano.

9e(2) = C(&4) + maxy,cv, [fP (1, ur) + (s fo(r, up))]
= C(&) + maxy,cu, Hi (T, up, Yy).

Calculando g;(2) — C(&+) tenemos

9:(20) = C(&) = 9:(21) = ge1(Beg1) + (V1 (Fr41); Teg1)
= fP Be, i) + (1, Eey1))



Por lo tanto

Ht(i’t;ﬁtﬂ/;t) = SUIIJD Ht('jjaua lzft)
ueUs

Asi pues 4y € Uy es una solucién éptima del problema (PM);. [ |
El teorema anterior es bastante general, demostremos un corolario mas con-

creto.
Para ello definamos el problema

max  B(2o,ug,u1,- ) = > oo B0 (@, ue)
s.a para todo t>0, x; € X, u; € U, P(30)
i1 = fe(we,ug), 2o = 3o € X.

en el que 0 < f < 1y para todo ¢t > 0,
e X C R™ que satisface las hipétesis (Form)x y U C R™ compacto.

e fO: X xU =R, f, : X xU — X, son funciones afines respecto a la

[}

variable de estado “x” y continuas en su respectivo dominio.
e Existe M € R tal que para todo (z,u) € X x U : |f°(z,u)| < M.

Hemos denotado a este problema con superindice “d” haciendo énfasis en el
hecho de que se usan descuentos del valor (tasa de descuento 3). Para este tipo
de problemas tenemos la siguiente proposicién que viene a ser un corolario del
Teorema 5.4.1 (PFP-Afin,,).

Proposicién 5.4.1 (PFP-Afin,, con Tasa de Descuento) En el problema
P4(20) sea la sucesion (dg,d1,--+) con su proceso asociado (Zg,%1,-++) una
solucién 6ptima.

FEntonces existen vectores 1/;0, 1[11, .-+ € R™, tales que:

1. Parat > 1,
Vi1 = Vo He (¢, U, r). (EA)s

2. Parat <0, 4; es solucién del subproblema

Z%%%Ht(i.vuﬂ;t)a (PM)t

donde Hy(xy,ut,¥s) = f2 (@, ur) + (U, fi(ze,u)) es el hamiltoniano.

Prueba. Desde el Teorema 5.4.1 sélo es necesario probar que el problema
P4(20) satisface las hipétesis (Inclu)uo, (Conver)ss, (HA) s y (Form)x. Salvo
(Conver), todas éstas se demuestran inmediatamente.
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Teniendo en cuenta que la funcién f° es continua y que f(X x U) C X, se
deduce para S; < S5 € N,

Ss Sa Sa
B )| <Y B (wnu) < | DB M, ()
>S5 >S5 t>51

donde x5, € X, es fijo arbitrario, y también lo es (u¢)i>s, € [[;55, Ut-
No es dificil ver que desde la convergencia de la serie > 3" y desde (¢) se
demuestra (Conver) . ]
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Capitulo 6
Conclusiones

En esta tesis hemos estudiado las 2 principales aproximaciones que permiten
resolver problemas Control Optimo Discreto.

La Programacién Dinamica nos brinda un método estandar y ampliamente
utilizado (Algoritmo de Bellman), para resolver gran variedad de estos proble-
mas. Sin embargo este método exige una gran cantidad de célculos (requiere
resolver todos los subproblemas posibles, antes de arribar a la solucién). Es por
ello que se requiere buscar métodos alternativos o complementarios.

La aproximacién a través de los Principios de Débiles Pontryagin, es un
método alternativo, (mucho més eficaz en algunos casos). Hemos logrado rea-
lizar un estudio amplio sobre estos principios, exponiéndolos dentro de un marco
conceptual que clarifica sus desventajas y su generalidad.

Mas atn, observamos desde un punto de vista unificado que todos estos
principios provienen de “debilitar” la “discretizacion del Principio del Méximo
de Pontryagin”. Esto 1ltimo nos insté, a investigar en que casos no es necesario
“debilitarlo”, problema para el cual descubrimos un caso (afinidad en la variable
de estado) en el que ésto es posible.

A parte del interés tedrico de resolver esta pregunta, la motivacion también
es de indole practica. En efecto, en los Principios Débiles las decisiones éptimas
@iy son puntos criticos de los subproblemas (PM);. El nimero de puntos criticos
puede ser mucho mayor que el numero de soluciones, por lo que asegurar que
de hecho 4, es solucién (Principio Fuerte) reduce el ntimero de candidatos para
resolver nuestro problema de Control Optimo Discreto.

Naturalmente surge la motivacién de extender estos resultados para proble-
mas de Horizonte Infinito, lo cual se ha conseguido exigiendo ciertas hipdtesis
para el problema. Particularmente resaltemos el Principio Fuerte de Pontryagin
Afin Infinito, por lograr generalizar de un modo exacto el PFP en este nuevo
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contexto.

De otro lado, aiin cuando esta Tesis esta mas abocada a problemas de orden
tedrico, no podemos dejar de senalar que la Teoria de Control ()ptimo de Pro-
cesos Discretos tiene abundantes aplicaciones en la Teoria Econémica, Macro-
economia Dindmica, Teoria de Juegos, Administracién Cientifica, Investigacién
de Operaciones, etc. (ver [3, 5, 4, 11, 13, 14, 18, 21, 23])

Quisiera concluir esta Tesis proponiendo ciertas ideas en las que se podria
trabajar en lo futuro, extendiendo los resultados del presente trabajo.

En primer lugar realizar una aproximacién tedrica similar para el Problema
de Control Optimo Discreto Estocastico.

Se nos presenta también la tarea de aplicar a problemas concretos los resul-
tados que aqui hemos obtenido.

Finalmente quisiera proponer la siguiente investigacion. Durante la rea-
lizacién de la Tesis hemos visto que es posible dar un marco tedrico tinico para
los diferentes Principios Débiles (discretizacién del Principio del Maximo de
Pontryagin), a su vez hemos visto que es posible investigar condiciones que
deben satisfacer los problemas para que sus soluciones satisfagan tal o cual
condicién.

De estas observaciones vemos que en realidad estamos trabajando a un nivel
mds alto (meta-nivel), es decir, no estamos trabajando con problemas concretos,
sino con familias de problemas (las cuales son descritas por alguna caracteristica)
Cada familia satisface ciertas condiciones, por lo tanto sus soluciones éptimas
cumplen cierto “condicién necesaria”’, en consecuencia tienen cierta “forma de
comportarse”.

Lo anterior nos hace recordar a la Teoria Cualitativa de las Ecuaciones Difer-
enciales, en la que no importan las soluciones en si, sino la forma en que se
comportan.

Tenemos pues un problema abierto: Clasificar los diversos problemas de
Control ()ptimo de Procesos Discretos, y describir el comportamiento de sus
soluciones segin cada caso. Para realizar por completo esta tarea falta recorrer
un largo camino. Los resultados de esta Tesis representan desde esta perspectiva
un pequeno paso, de la que podria llamarse “Teoria Cualitativa de Problemas
de Control Optimo de Procesos Discretos.”
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Apéndice A

Calculo Generalizado de
Clarke

En esta apéndice presentaremos algunos conceptos y resultados desarrollados
por Clarke (ver [10, 17]) con los cuales logra extender la nocién de diferencia-
bilidad y obtener un nuevo célculo al que se denomina Generalizado.

También se logra extender el Teorema de la Multiplicacién de Lagrange pero
esta vez para espacios de Banach y funciones Local Lipschitz.

Durante esta seccién trabajeremos en el espacio de Banach X, y denotaremos
la norma de este como: ||z||

A.1 Gradiente Generalizada de Clarke

Comenzemos recordando las definiciones de las funciones Lipschitz y local lips-
chitzs

Definicién A.1.1 (Funciones Lipschitz) Sea Y C X y f : Y — R Diremos
que f es Lipschitz (de rango K) en x € Y Si existe K > 0 tal que: Para todo
y,y €Y se tiene

|f(y) = fW)| < Klly =/

Diremos que f es Lipschitz en Y si f es Lipschitz para todo x € Y.

De otra parte diremos que f es Local Lipschitz en x € Y, si existe B.(x)
tal que f

Finalmente diremos que f es Local Lipschitz en Y, si lo es para x € Y

B.(z) €5 Lipschitz en Bc(x)

cualesquiera.
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Notemos que al trabajar con funciones Local Lipschitz estamos en contexto
mas amplio que el diferenciable y el convexo. En efecto, son resultados conocidos
quesi f es convexo entonces es Local Lipschitz, y tambien que si f es C' entonces
es Local Lipschitz.

También definamos un concepto que generaliza el de derivada direccional:

Definicién A.1.2 (Derivada Direccional Generalizada) Sea f Local Lip-
schitz en z, y v € X, definimos la Derivada Direccional Generalizada de f en
x en la direccion v, denotada por f°(x;v), como sigue

fo(;z:; v) = ligljzl/lp w
£10

Equivalente a la definicién anterior tenemos, para ¢ > 0 fijo:

! t _ 1
fo(g;‘; ’U) = lim sup sup f(x + U) f(.’l? )
b0 1/ —g|<es O<t<e t

Proposicion A.1.1 Sea f una funcion Local Lipschitz en x, de rango K. En-
tonces se cumple:

1. La funcion v — f°(xz;v) esta bien definida sobre todo X es finita, positi-
vamente homogénea y subaditiva. Satisface ademds

/% (5 0)] < Kol

2. f°(x;v) es semicontinua superior como funcidn sobre (x,v) y para x fijo,
es Lipschitz de rango K sobre X, es decir: Para todo v,w € X

£ (z30) = fo(zsw)| < Kljv —w|
3. [z —v) = (= f)°(w;v)
Definamos ahora el concepto clave de esta teoria.

Definicién A.1.3 (Gradiente Generalizada) Sea f una funcion Local Lip-

schitz en x, definiremos la gradiente generalizada de f en x, denotada por O f(z)
Of(x) :={C e X" : f(z;v) > (¢,v), para toda v € X},

donde X*, es el espacio de funcionales lineales continuas sobre X (espacio dual).

Para uso futuro denotemos ||(||«, la norma de ¢ € X* en el espacio dual X*

Proposicion A.1.2 Sea f Local Lipschitz de rango K en x. Entonces
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1. 9f(x) es no vacio, convezo, y ||C|l« < K para todo ¢ € Of(x).

2. Para todo v € X tenemos
fo(x;v) = max{(¢,v) : C € Of (x)}.

Resultard util comparar esta nueva definicién con las cldsicas, consideremos
dos espacios de banach, X e Y, y una funcién F': X — Y.

Definicién A.1.4 (Derivadas Direccionales) Para x € X yv € X defini-
mos la derivada direccional de F en x en la direccién v, como

F - F
F'(z;v) :=lim (z+t) (x)
tl0 t

Diremos que F tiene Derivada Direccional de Hadamard en x y en la di-
reccion v, denotdndola similarmente, si existe el siguiente limite:

F'(z;v):== lim Fz+th) - F(x)
P40 h—h t ’

Definicién A.1.5 (Derivadas) Se dice que F tiene Derivada de Gateauz en
el punto x € X. Si existe T € L(X,Y) tal que para todo v, existe F'(x;v), y
ademds

F'(z;v) = T(v).

En este caso se denotard T, como DF(x).

Por su parte se dird que F' tiene Derivada de Hadamard en x € X, si la
funcion F'(z,-) : X =Y, definida usando la derivada direccional de Hadamard,
exriste y es lineal.

Diremos que F' es Frechet Diferenciable en x € X si es Gateaux diferenciable
con deriwada DF(x), y cumple:

e DF(z) es una funcional continua.
e Para toda h € X, F(x+h)=F(z)+ F'(z,h) +0(||h])-
Finalmente diremos que F es estrictamente diferenciable en z € X, si
existe T € L(X,Y) tal que para toda v € X
F(z — F(z
lim (z" +tv) (z')

' = t
10

=T(v).

Denotaremos a esta derivada por DsF(x)

Ahora citemos algunos resultados que muestran las relaciones que existen
entre la derivada de Clarke y las otras derivadas.
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Proposiciéon A.1.3 Sea f Local Lipschitz en x € X y admite la derivada de
Gateauz entonces Df(x) € Of(x).
El mismo resultado se tiene para para la derivada de Hadamard, Frechet o

estricta.

Proposicion A.1.4 Si f es estrictamente diferenciable en x € X, entonces
f es Local Lipschitz en © y 0f(x) = {Dsf(x)}. Reciprocamente, si f es local
Lipschitz en x y Of (x) tiene un unico elemento ¢, entonces f es estrictamente
diferenciable en x y Dsf(x) = (.

También tenemos una relacién con el subdiferencial del Andlisis Convexo.

Proposiciéon A.1.5 Cuando f es convexo sobre U y local lipschitz en x, en-
tonces Of (x) coincide con la subdiferencial en x del andlisis convezo, y f°(x;v)

coincide con la derivada direccional f'(x;v) para cada v

A.2 Calculo Generalizado

Ahora abordaremos algunos aspectos del “Calculo” que se origina con esta
definicién de derivada.

Proposicion A.2.1 Para f Local Lipschitz en x, se cumple:
e Sea s un escalar fijo y arbitrario, entonces: O(sf)(x) = sOf(x).
e Para un conjunto de escalares sy, -+, sn + (> iy sifi)(x) C >oi, s:0fi(x).

Este nuevo célculo se hace mas preciso cuando las funciones cumplen una
condicion adicional, por ello definamos el concepto de funciones regulares.

Definicién A.2.1 (Funcién Regular) Diremos que f es regular en x € X si
se satisfaze:

1. Para todo vector v € X existe la derivada direccional f'(x;v).
2. Para todo vector v € X se cumple f'(x;v) = f°(x;v).

En el item 2 se tendrd la igualdad si al menos una funcion es estrictamente
diferenciable en x.

Las funciones regulares permiten generalizar algunas propiedades del calculo.
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Proposicién A.2.2 Si cada f; es regular en x, entonces

n n

A fi)(@) =3 0filw).

=1 i=
También se cumple cuando s; > 0

n n
3(2 sifi)(x) C Z 5;0fi(x).
i=1 i=1
Veamos ahora que tan general es el concepto de funciones regulares.
Proposicion A.2.3 Sea f Local Lipschitz en x € X, tenemos:
a) Si f es estrictamente diferenciable en xz, entonces f es regular en x.
b) Si f es convexa, entonces f es regular en x.
¢) Sea f; funciones requlares y s; > 0, entonces Y ., s;fi(x) es reqular.

d) Si f tiene derivada de Gateaux D f(x) y es reqular en x, entonces
Of(x) ={Df(x)}.

Citemos algunos resultados que generalizan sus andlogos para el cédlculo
usual.

Teorema A.2.1 (Valor Medio) Sea x e y puntos en X y supongamos que f
es Lipschitz en un conjunto abierto conteniendo el segmento [x,y]. Entonces
extiste un punto u € (z,y) tal que

fly) = f(x) € (0f (w),y — ).

Proposicién A.2.4 (productos) Sean f1, fo Local Lipschitz en x. Entonces
el producto f1fo es Local Lipschitz en x, y se cumple:

O(f1f2)(x) C f2(x)0f1(x) + fi(x)0 fa(x).

Si adicionalmente tuviesemos f1 >0, fo >0 y si f1, fa son ambos regulares
en x, entonces se cumple la igualdad y el producto fifs es reqular en x.

De otro lado también podemos generalizar las derivadas parciales.

Definicién A.2.2 (Gradiente Generalizada Parcial) Sea X = X; x Xo,
con X1, Xo espacios de Banach, sea f(x1,x2) definido sobre X y Local Lipschitz
en (x1,22).

Denotemos a 01 f(x1,x2) al gradiente generalizado de f(-,x3) en x1, y por
O f (x1,x2) al gradiente generalizado de f(x1,-) en x1.
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Proposicién A.2.5 Si f es reqular en = (x1,x2), entonces
Of(w1,@2) C O1f(w1,22) x o f (21, 22)

Como hemos visto esta nueva aproximacién extiende muchos resultados
clasicos, ahora veamos como también permite extender nociones geométricas
del Analisis Convexo. Tenemos por ejemplo una nueva definicién para el cono
tangente de un conjunto C. Para ello recordemos la definicién de la funcién
distancia. Dado C' C X, un conjunto no vacio, entonces definimos la funcién
distacia, do(-) : X — R, segin

do(z) =inf{|lz —¢| : c € C}.

No es dificil probar que esta funcién es Lipschitz en todo X. Habiendo hecho
estas precisiones podemos definir:

Definicién A.2.3 (Cono Tangente) Sea x € C, diremos que un vector v €
X es tangente a C' en = siempre que dg(z;v) = 0. Al conjunto de todos los
vectores tangentes se le denomina Cono Tangente de C' en x y se le denota

TC (3;‘)

Como consecuencia de la Proposicién A.1.1 se tiene que el cono tangente es

cerrado convexo y es cono. Definamos ademds al cono normal:

Definicién A.2.4 (Cono Normal) Definimos el Cono Normal como el polar
del cono tangente.

Ne(z) ={¢ e X*:((,v) <0, paratodov € To(zx)}.
Podemos calcular en Cono Normal del siguiente modo.

Proposicion A.2.6

Ne(z) = d{|J A 0de(x)},

A>0
donde cl es la cerradura, para la topologia *, del Dual.

Es un resultado conocido que si C' es convexo, N¢(x) coincide con el cono
normal en el sentido del anélisis convexo, por ello podemos ver como estos
conceptos generalizan la nocién del analisis convexo.

A continuacién presentemos un resultado que muestra que la nocién de Cono

Tangente no depende de la norma que se use en el espacio X.

146



Teorema A.2.2 (Caracterizacién Intrinseca del Cono Tangente) FEl

cono tangente en x, To(x), se puede puede describir de la siguiente manera
To(z) ={ve X/V(t;) | O;Vz; = x conz; € C; Fv; »v:a;+tv; € Ch
A partir del resultado anterior se puede demostrar.

Corolario A.2.1 Sea X = X7 x Xa, donde X1 y Xo son espacios de Banach,
y sea x = (x1,22) € C1 X Co donde C; C X1,Co C Xs, entonces

TC'1><CQ (.’I;) = TCI (:Cl) X TCZ (m2)7
Neyxe,(x) = Ney (71) x N, (22).

Por dltimo definamos los Conjuntos Regulares para ello tenemos que
definir el concepto de Cono Contingente de C en el punto z, denotado K¢ (x)

Ko(z) ={veX:¥Ye>0,3t € (0,¢) ywev+eB:xz+tweC}.
Desde la definicién de T (x), se ve que siempre esta incluido en K¢ (x).

Definicién A.2.5 El conjunto C es regular en x € X, cuando Te(x) =
Kc(x)

Se puede probar que todo conjunto convexo es regular en todo punto.

El concepto de conjunto regular se introduce entre otras razones para poder
cracterizar con mas precisién los conos tangentes y normales. En este sentido
tenemos el siguiente resultado.

Proposicién A.2.7 Sea el conjunto C

C:={yeX: fily) <0, faly) <0,---, fi(n) < 0}.

Tomemos ademds x € X tal que fi(x) =0 (Vi =1,...,n) Bajo el supuesto
de que cada f; sea estrictamente diferenciable en x, y si Dsf;, 1=1,2,...,n,
son positivamente lineales independientes. Tendremos que C' es regular en x|
y tenemos:

Ne(z) = {Z)\Dsfi(x) 1A >0, coni= 1,2,-~-,n}
i=1

Mencionemos finalmente resultados que tienen que ver con la optimizacién.

Proposicién A.2.8 (Extremo Local) Si f tiene mdzimo o minimo local en
x, entonces 0 € Of(x).
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Proposiciéon A.2.9 Sea f una funcion Lipschitz de rango K sobre el cojunto
S. Sea ademds x € C C S y supongamos que f alcanza su minimo sobre C en
el punto x. Entonces para todo K > K, la funcién: g(y) := f(y) + Kdc(y),
alcanza el minimo de S en el punto x.

Corolario A.2.2 Sea f local lipschitz en = y toma su minimo sobre C' en x.
Entonces se cumple: 0 € 0f(x) + Ne(z).

Finalmente presentamos un resultado fundamental, nos referimos a la gen-
eralizacién del Teorema de Multiplicadores de Lagrange, obtenido por Clarke.
Para hacerlo con precisién defininamos los conceptos previos necesarios. En

primer lugar mostremos el problema a tratar.

Planteamiento del Problema Sea X un espacio de Banach, y f: X — R.

Consideremos las siguientes restricciones:
e g;(x) <0, i=1,2,...,n.Donde g; : X - R
e hi(x)=0, i=1,2,...,m.Donde h; : X - R
e xrc(C,donde C C X

Usando las funciones anteriores definamos las funciones, g := [g1, 92, - .-, gn] :
X - Ry h:= [hi,ho,...,hy] : X — R™. A su vez, con estas funciones
definamos el Lagrangiano, L(xz,\,7,s,k) : X X RxR" x R™ x R — R,

L(z, A,y 8, k) := M (2) + (r, g()) + (1, 9()) + k|(A, 7, 5)|do(2)

donde d¢ denota la funcién distancia.
Para el problema anterior supongamos que C' sea cerrado y que cada funcién
f,gi,hj son Local Lipschitz en C, tenemos el siguiente teorema.

Teorema A.2.3 (Multiplicadores de Lagrange Generalizado) Seax € X
un punto optimal de f sujeto a las restricciones anteriores. Entonces para k su-
ficientemente grande, existen A > 0,7 > 0 y s no todos nulos, tales que:

(ryg(z)y)=0 'y 0€d, Lz, \rsk).
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Apéndice B

Teoria de Optimizacion de
Boltyanskii

B.1 Definiciones Previas

Este Apéndice resume los principales conceptos y teoremas de la Teoria de
Optimizacién de Boltyanskii, [7].

En este apéndice X serd un espacio de Banach real de dimensién finita. X*
es su dual.

La Aproximacién de Boltyanskii, busca extender las condiciones de éptimo,
tratando en primer lugar de generalizar la nocién del cono tangente. Es por ello
que comienza definiendo, una nocién que captura la propiedad mas distintivad
del cono tangente, es decir la aproximacién de primer orden. Observando que
el cono tangente es convexo, se definird entonces de un modo bastante general
la cipula de un conjunto en un punto.

Definicién B.1.1 (Cupula de un conjunto) Dado un conjunto Q C E™ (no
necesariamente abierto o convexo) y q € Q diremos que el conjunto C, el cual
es cono convexo, con vértice 0 es la Ctpula del conjunto Q2 en el punto g

Si existe un entorno B.(0) y una funcion continua f : C N B.(0) = X tales
que:

(1) fF(CNB(0) CQy f(0)=g¢

(2) Eziste p: C — X tal que
lim p(h) =0,
heC

y para todo h € C' N B.(0) tenemos f(h) = f(0) + h + ||| - p(h).
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Recordemos que un cono C' de vértice 0, es simplemente un cono, tal como
se conoce [i.e un conjunto tal que Ya € C se cumple: Si a € C, entonces
taeC V>0

Es claro que si ¢’ € C, es otro cono con vértice 0 entonces tambien es una
cupula del conjunto 2 en el punto gq. Por ello esta nocién no es univoca como
otras, como el cono tangente o el normal. Pero en cierto sentido lo generaliza.
Como vemos en el siguiente resultado.

Proposicién B.1.1 Sea Q C X convezo, cerrado y q € Q Entonces To(q) es
cipula de Q en el punto q.

Proposicién B.1.2 Sea Q = {z € X : g(z) < 0} tal que:
(i) g: A—Rcon ACX ,ygeClAR)
(it) zo € Q2 y g(20) = 0 y Dg(z0) # 0
Entonces: M :={h € X : (h,Dg(zp)) < 0} es la cipula de Q en el punto zo.

Para el conjunto Q = {z € X : g*(z) <0,...,¢(x) <0} y el punto zy €
denotemos como ya es tradicional por I(z¢) al conjunto de restricciones activas,
es decir, I(zo) :={j € [1,---,k] : ¢?(w) = 0}. Definamos ahora una nocién que
serd muy importante en varios teoremas de optimalidad.

Definicién B.1.2 (Punto de Boltyanskii no degenerado) FEIl punto xy se
dird que es Boltyanskii no degenerado siempre que exista a € X tal que:

(a, Dg'(z0)) < 0 Vi € I(xg).

Esta definicién es esencial para la siguiente proposicién

Proposicién B.1.3 Sea A C X un abierto y para i € [1,---,k] las funciones
g' A — R tales que g* € CY(A,R). Sea Q := {z € X : g*(2) <0 coni €
[1,---,k]}. Tomemos un punto zg € 2 que sea no degenerado.

Entonces el conjunto C := {h € X : Vi € I(29) : Dg*(z0) - h < 0} es una
cupula del conjunto Q en el punto zg.

Corolario B.1.1 Sea Q := {2 € X : ¢g'(2) = 0 coni € [1,---,k]} tales que
g € CY(A,R). Tomemos un punto zy € Q que sea no degenerado.
Entonces

C:={he€X:Viecl(x): Dg'(xo) h=0}

es una cupula del conjunto 2 en el punto zg.
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B.2 Condiciones Necesarias de Optimalidad

Para demostrar las condiciones de optimalidad, en esta aproximacién, es nece-

sario demostrar un teorema llamado de interseccion.

Definicién B.2.1 (Propiedad de separacién) Diremos que una familia de

conos, convezxos y cerrados {Ki, ..., K¢} de vértice 0, cumple la Propiedad de
Separacion.

Si existen 2 subconjuntos disjuntos Iy, I tales que I; U Is = {1,..., s} tales
que, para los conjuntos: K = Nicr, Ki, K= Micr, Ki

Eziste un hiperplano que los separa, esto es existe a € X tal que

Vke K,k e K, (a, k) > 0> (a, k)

Lema B.2.1 Los conos convezos,cerrados y de vértice 0, Cy,...,Cs tienen la
propiedad de separacién, si y solo si existen elementos a; € CY,...,as € CY
en los conos duales, al menos uno de ellos diferente de 0 tales que:

a1+ ...+as=0.

Teorema de Interseccién El Teorema de Interseccién, es muy importante
para demostrar la condiciones necesarias de optimalidad de en la teoria de

Boltyanskii.
Teorema B.2.1 (Teorema de Interseccién) Sean Qi,...,Q C X y o €
ﬂle Q;, C1,...,Cy cupulas en el punto xo. Tales que no poseen la propiedad

de separacion, entonces
Eziste x # o tal que: x € ﬂ?:l Q;

Con este teorema se puede probar el siguiente teorema que es el primer
resultado de la Teoria de Optimizacién de Boltyanskii.

Teorema B.2.2 (Condicién Necesaria de Optimalidad General) Consi-
deremos F* : A — R, con A C X abierto, y con F° € C1(A,R) y los subcon-
juntos 1, ---,; C X tales que:

l
Z:ﬂQigA.
=1

Definamos el problema

rzr.leig F° (P)

Entonces si zg € X es una solucion optima de P entonces,existen p < 0 y

a; € CY parai € {1,...,1} tales que satisafacen:
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(i) p<0
(i) - DF(x0) = ¥i_,a
(i11) Si =0 entonces a; # xg
Atendiendo a cada caso particular, se deducen los siguientes teoremas.

Teorema B.2.3 (Restricciones de desigualdad) Sea F°: A — R, con A C
X abierto, y con F* € C1(A,R)

Para las funciones F* : A — R, coni € {1,---,k} y F* € C*(A,R), defi-
namos el conjunto: ' = {z € X : F'(z) = 0}.

Para las funciones f7 : A = R, con j € {1,---,q} y 7 € CY(A,R), defi-
namos el conjunto: Q" = {z € X : fi(z) <0}.

Y con los conjuntos,Qy, -+, C X definamos X = ﬂé:l Q.

Supongamos que: Q' NN C A

Consideremos el problema

Minimizar o

z€XNQY N (P)

Entonces st zg € XN QY N Q" una solucidn del problema. Entonces existen
Hos 1, - €E R, XN >0 j € I(2),y elementos a; € M7, i ={1,...,l}
tales que:

(o) po <0
(B) S 1iDF (20) + Yje 1 (o) D (20) = a1+ ... + @
(v) Sipo=...=u=0yX; =0, je&l(z), entonces algun a; serd distinto
de cero.
Donde My, ..., M; cipulas de xo para cada Q;, respectivamente. Y I(zg) las

restricciones activas para .

Proposicién B.2.1 Sea F°: A - R, con A C X abierto, y con F° € C'(A,R)
sean los conjuntos Q,...,Q, C X y también Zy,...,Z,, C X
Definamos X =0 N...NYNZ1N...N0Zy,
Tenemos el siguiente problema:

min F° (P)
zEX
Sea zy una solucion optimal. Considerando My, ..., M, y Ny, ..., Ny, cipulas
en zg de §); y Z; respectivamente. Supongamos ademds que Ni,..., Ny no

poseen la propiedad de separacion.

Entonces, existen po € R y a; € M7 que satisfacen:

152



(i) po <0
(i) ¥6z € NyN...N Ny, (uoDF°(20) —ay — ... —an;02) <0
(iii) Si po = 0 encontes algin a; # zo

De la proposiciéon anterior se desprende el siguiente resultado que serd uti-
lizado para demostrar el Principio de Pontryaguin desde la aproximacion de
Boltyanskii.

En primer lugar plantémos el siguiente problema de optimizacién

max FO(w), (P)
F*(w)=0,

weE

donde para i = 0,---, N, las funciones F* : A — R estdn definidas en A C X
(abierto), y son de tipo C*.

Teorema B.2.4 (Condicién Necesaria de Optimalidad de Boltyanskii)
Consideremos zg una solucion dptima del problema (P).

Entonces existen nimeros po, 41, -+, ux € R, tales que:
1. o <0

2. Para todo dw € L .
<Z wiDF (%) ; (5w> <0,
i=0

donde L es la cupula de zg respecto a =.
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