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Resumen 

Lo que se pretende establecer a.quL es que el estudio del Gradiente Genera.liza.do sea 

dirigido para. condiciones no dif erenciables, para. ésto, se hace un adecuado desarrollo del 

Gradiente Generalizado en sociedad con otras herramientas, obteniéndose así el propósito 

deseado. 

Este estudio se desarrolla en general en un espac10 de Banach, se muestra en 

dimensión finita y se presenta una. Aplicación, ejemplos y gráficos ilustrativos para. su 

mejor entendimiento. 
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Introducción 

En el presente trabajo se desarrollará. la. Teoría. y el Cálculo del Gradiente 

Generalizado. 

A partir de la. Derivada. Direccional y del Gradiente, que son términos ya conocidos, 

se pretende generalizar los mismos bajo ciertas condiciones. Comenzando con el caso 

de una. función Localmente Lipschitz de valor real definida en un espacio ele Bana.ch. 

Luego cuando la función es continuamente diferencia.ble el Gradiente Generalizado será 

la deriva.da, o cua.ndo la función es convexa. se le a.socia.rá al subdiferencial del análisis 

convexo. 

Se establece una. serie de Cálculos Básicos que serán importantes para el desarrollo 

de los siguientes Capítulos. 

También se desarrollará. una Teoría. Geométrica Asocia.da ele Conos Tangentes y 

Norma.les, y veremos la. relación entre estos conceptos y su contraparte en el caso no 

diferencia.ble y en análisis convexo. Además trataremos una Definición Extendida. del 

Gradiente Genera.liza.do a partir de funciones Lipschitz o o Lipschitz. 

Después veremos al Gradiente Generalizado y los Conceptos Geométricos 

Asocia.dos, desarrollados en un espacio de dimensión finita.. 

Finalmente, ilustraremos el tema mediante una. Aplicación en Optimización y no 

Diferenciabiliclad (siendo el gradiente generalizado ,una alternativa para condiciones no 

diferenciables). 
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Capítulo 1 

Conceptos Prelin1inares 

Consideremos el Espacio de Ba.nach X cuyos elementos :r. serán vectores o puntos, 

cuya norma se denotará por 11 x 11, y cuya bola. unitaria es denotada. por B.

Se establecerá. la Condición Lipschitz de una. función f. Luego se define la. Derivada 

Direccional Genera.liza.da de .f, dando lugar al Gradiente Generaliza.do de f. Es aquí 

donde presentan una relación directa, la. Función Soporte. También veremos los casos ele 

Derivadas y Subderivadas. 

1.1 La Condición Lipschitz 

Definición 1.1.1 Sea Y C X un subconjunto de X. Una función f : Y -+ lR se dice q·ue

satisface la condíc-ión Lipsch·itz (en Y )
J 

si para algún J-{ > O, se tiene 

1 f (y) - f ( z) 1 :s K II Y - z 11 

V y, z E Y; ésta es referida como una condición Lipschít:: de rango K. 

Definición 1.1.2 Se dice q·ue f es Lipschdz ( de rango Ji.) próximo a x sí
,, 

para algún 

e > O, f satisface la. condición. Lipschít.:: ( de rango Ji.) en el conjunto x + cB (es decÍI'. 

dentro de una e-vecindad de x). 
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1.2 La Derivada Direccional Generalizada 

Definición 1.2.1 Sea f Lipschdz pró.rimo a :r, sea v E X cualquie·J' otro vector. La 

Derivada Direccional Generalizada de f en x en la dirección v
) 

denotada poi' F'(x: v). es 

definida de la siguiente manera: 

donde y E X, f. > O. 

t'º( ) 1. 
f (y+ tv) - f (y)

x; v = 1msup 
• 

y-+., t -
q.o

A continuación mostraremos un esquema. pa.rn X = R2
. 

DERIVADA 

DIRECCIONAL 

-------

f: R -> R Lim f(x+iY)-f(x)

t->0 t 

p --�-i-----------�---------

3 

La gráfica de f es una superficie en R 

La utilidad de f º es dada en las siguientes propiedades básicas. 

Proposición 1.2.1 Sea f Lipschitz de rango 1( pró:úmo a x, entonces: 

(a) La función v f--+ .f"(x; v) es finita. positivamente homogénea y suba.ditiva en X. y

satisface 1 !° ( :r; v) 1 < K 11 v 11 (a)
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(b) fº(x; v) es semicontin:ua su.perior con '/'espec/.o de (:r., v) y. con 'l'especf.o df v es

Lipschít::: de rango J,( en X.

(e) .fº(x; -v) = (-f)º(:r.; v).

Pruebas.-

(a) • Veamos que fº(x; v) es fin ito y que satisfac e la expresión (o:).

De la c ondición Li pschitz l .f(z) - f(y) i< !i..' II z -y 11 V z,y E X.
Sea z = y + tv E X donde t > O y v E X, re empla zando tenemos

==}l f(y + tv) - f(y) I< K 11 Y+ tv - Y 11

==}I f(y+tv)-f(y) i< li.' J t 1 11 v 11 
==} -Ji." 11 v 11< 

f(y+h�)-f(y) 
< K 11 v 11 

==} -K II v 11< limsup f(y + tv) -f(y) 
< J( 11 v 11

y-4.0 t 
t-1.0 

==} -K II v 11< fº (x; v) < J( 11 v 11

==} f''(:r; v) es finito respecto de v y I fº(:r; v) I< K 11 v 11·
• Veamos que fº(x; v) es Positivamente Homogénea en X.

Es decir probaremos que fº(x; >.v) = ..>.fº (:r; v) V>.> O. 
. . f(y + t>.v) -f(y) . f(y + O.v) -f(y).f"( x; >.v) = hm sup = >. lnn sup , 

y-4x t y-4x Al 
t+O t+O 

luego t>. + O, sea. m = t) ..  
. . f (y+ niv) -f (y) . 

==}fº (:r;>.v)=>.lnnsup =>.f"(:r;v) V>.>O.
!f-4,L' 1)1, 
m+O 

==} fº(:i:; v) es positiva. homogénea en X.

• Veamos que fº(x; v) es Suba.ditivi dad en X.

Sab emos que. 
f(y + tv + tw) -f(y) = f(y + tv + tw) -f(y + tw) 

+
f(y + tw) -f(y)

t t t 
. (.f(y + tv + tw) -f(y)

)==} hmsup =

y-4T l 
t.¡.o 

l. (
f(y + tv + tw) -f(y + tw) J(y + itu) - J(y)

) 1msup + <
y-4X t t -

t-1-0 

. 

(
f(y + tv + tw) -f(y + tw)

)
.

(
f(y + iw) -f(y)

)hmsup + hmsup 
y-4x t y-4.'L t 
t-1-0 t-1.0 

==} .fº (:r.; v + w) < fº (:r.; v) + fº(x; w).
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(b) •Veamos que fº(x:v) es semicontinua. superior con respecto de (:r,v).
Sean { xi} y { vi} sucesiones arbitrarias tales que Xi -+ :r y Ui -+ v,
luego Vi por definición de límite superior 1 3{yi} e X)' ::!{ti} e (O,+oo) / IIYi - :rdl +ti<-:-

l Ahora. considerando el mismo ínclic<' i,
.. . f(Yi + t¡v¡) - f(y¡) luego sabemos que f"(x¡; V¡)= lunsup {=::}

y,-+.t·, ti 
t,.j.O 

• 
0 • _ f (Yi + t¡t'i) - f (Yi)Vé>Ü, VniEN, 3i>rn/f (x¡,v.¡)-.:: < ti 

El.. 1 f'º( ) 1 f (Yi + ti Vi) - J(y¡) 
lJO é = - __,__ T·' V· - - < =• � • •  ?• l • t t i i f (Yi + t¡v) - f (y¡) + f (Yi + t¡v¡) - f (Y1 + tiv), t¡ ti podemos acotar el segundo sumando del último término

===> 1 f (Yi + lit'i) - f (Yi + tiv) 1 < I·{ 11 Yi + tivi -Yi - t¡v 11 = n.· 1 f¡ 1 11 V¡ - v 11 
f (Yi + ttt'i) - f (y¡ + ti v) < ,..- II II===? n. V· - V ti 

- t 

!º( . ·.) 1 J(y¡ + l¡v) - f(yi) + J(yi + t¡v¡) - f(Yi + tiv) <
===? X¡;V¡ --:-< t· t -7 1 i f(y.¡ + f¡v) - f(y¡) + f(Yi + tivi) - f(y¡ + liv) <t¡ t ¡ f(Yi + t¡:1/- f (y¡) 

+ J( 11 V¡ - V 11
__,__ f',:,( ·· · ·) - � < J(y¡ + i.¡v) - f(yi) 

+ 1··11 · - 11 � • Xi, l'i . _ 
l 

'\. Vi V , 
7 i cuando i -+ oo, de (O) se tien<" que y¡ -+ :ri -+ .r, y t¡ t O 

. ( ( ) 1) . f(y¡+l¡v)- f'(Yi) . .11 JI ===> hrnsup .f° x¡; V¡ - -:- � limsup · 
+ l1m sup Ji.. Vi - v

i-too 7 i-too I i i-too 

===? lirnsup r(x¡; Vi) ::; f,:,(x; v) 
===> f'' es semi continua superior con respecto de ( :r, v). 
• Veamos que .f,:, (x; v) es Lipschitz con respecto a v de rango J( en X.
Sean ·u, w E X y t > O, ademá.s como fes Lipschitz
===>I f(y + t-u) - f(y + iw) I< K 11 Y+ t-u -Y - tw 11
===>I J(v + tu) - f(y + t-tv) 1::; K 1111 - 1v 11 t
===> -K 11 ·u - w 11 t < f (y +fo) - .f (y + tw) < K 11 n - w 11 t
tomando la. segunda. cl0sigualda.d de la expresión ( w), tenemos
===? f(y + fo) - f(y) < f(y + fw) - f(y) + J( 11 H - 'W 11 t, 

5 
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dividiendo todo por t y tomando límite superior, tenemos 

l. f(y + tu.) -f(y) < 1· .f(y + tw) -f(y) 
+ r..· 11 11==} nnsup _ 1m sup 11. u -w 

y-+:r t y-+:r t 
t.J.O t..j.U 

==} fº(:r; ·u)< fº(:r; w) + ]( 11 ·u -w 11 (</>)

Ahora tomando la. primera desigualdad ele la expresión ( w) y procediendo ele manera 

aná.loga. a. lo anterior, tenemos 

=* -[-{ 11 ·u -w 11 + fº (x: w) < f''(x; u) 

==} De (</>) y (\') =*I fº (x; u) -fº(:r.; w) 1< !( 11 u -iu 11

==} f O ( x; v) es Lipschi tz con respecto de v de rango K en X. 

(e) Sabemos que
!º( ) 1. f(y+t(-v))-f(y) 1. .f(y-tv)-f(y) x: -v = 1111 sup = 1111 sup ,

. 

y-+:r t y-+:r t 
t..j.O t..j.O 

sea u = y -tv, a.sí 
. f ( ll) -f ( tl + tv) . ( -f) ( 'U + tv) -( -f) ('U) 

fº(x; -v) = hm sup = hm sup , 
y-+.i; t y-+.i; t 
t..j.O t..j.0 

como y= u+ t v, y -t x y t + O, ==} ·u. -t :r, luego 
. . (-f)(u+tv)-(-f)(u) ) fu(x; -v) = hm sup · · = (-.f)' (x: v) 

U-+X t 
t.J.O 

(:t) 

==}fº(x;-v)=(-f)º(x; v). D 

1.3 El Gradiente Generalizado 

Según el Teorema de Hahn-Ba.nach, toda funcional positiva.mente homogénea y 

subaditiva. en X es mayor que alguna. funcional lineal en X. 

Teore111a 1.3.1 (Teorema de Hahn-Banach (For111a Analítica)) 

Sea X ·1m espacio vectorial real
)

Sea p : X -t JR 'Una aplicación lineal q-ue satisface: 

• p(>..x) = >..p(x) V x,y E X, V>..> O

• p( :r. + y) < p( :r.) + p(y) V X
) 
y E X.

Sea F C X mi subespacio vectorial de X 
J 

Sea L: F -t JR una aplicación lineal tal que L(:r.) < p(x) V x E F, 

. 

. 
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Entonces, e;-ciste 11.na. aplicación lineal L : X -+ IR ta.l q·ue 

• L(x) = L(x) \:/x E F

• L(x) < p(x) \:/ x E X.

De lo establecido en la. Proposición 1.2.l(a) y del Teorema. l.;3.1 se tiene: 

Sea X un espacio vectorial real, 

Sea fº : X -+ IR una aplicación lineal que satisface: 

• .f º(x: Av)= Ajº(x: v) \:/ v E X,\:/ A> O

• f<'(x: v + w) < f<'(x; v) + fº(x: w) \:/ v, w E X.

Sea F C X un subespacio vectorial ele X, 

Sea L: F-+ IR una aplicación lineal tal que L(v) < fº (x; v) \:/v E F,

Entonces, existe una. aplicación lineal ( : X -+ IR ta.l que 

• ((v) = L(v) \:/v E F

• ((v) < fº(x;v) \:/vEX.

Lo que nos concierne está en la última. desigualdad 

==> ((-v) < fº(x;-v) \:/v E X==> -((v) < fº(x;-v) ==> -fº(x;-v) < ((v) 

==> -fº (x;-v) < ((v) < fº(x; v) 

==> (l((v)I < lfº(:r;v)I V l((v)I < 1- f<'(x;-v)I = lfº(x:-v)I) 

==> ( l((v)I < lfº(x; v)I V 1((-v)I = 1- ((v)I = l((v)I < lfº(x; v)I): 

así ele a.mbas alternativas y con la. Proposición 1.2.l(a) 

==>I ((v) l<I fº(x;v) I< K II v 11==> 1 ((v) I< J-( 11 v 11 \:/v E X. 

==> ( es acotada. e1i X ==> ( es continua. en X ==> ( E X*,

donde X* es el Espacio Dual de funciona.les lineales y continuas en X, además se puede 

usar ( (, v) ó (v, () por (( v). 

Consideremos la siguiente definición: 

Definición 1.3.1 El Gmdú:nte Generali::ado de f en x, denota.do po1· 8.f(:r) C X*,. es

·un subconjmito de X*, dado por

. 
. 

8.f(x) = {(EX*/ fº(x; v) > ((, v) \:/v E X}.
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Denotaremos por 11 ( 11• la Norma en X*: 

11 ( 11.:= sup{((,v): Vv E X, 11 v 11< 1}, 

y B. denota la bola 'llnitaria abierta en X*. 

A continuación tenemos algunas propiedades básicas del Gradiente Generalizado. 

Proposición 1.3.1 Sea f Lipschitz de rango 1( p1·ó:úmo a :r, entonces: 

(a) of(:r) C X* es un S'ubconjunto no vacío, conve.ro, débil* compacto de X* y

11 ( 11.< KV( E 8f(x).

(b) Vv E X, se tiene fº(x;v) = max{((,v): ( E 8f(x)}.

Pruebas.-

(a) • Veamos que 8J(x) f= 0.

. 

. 

De la Definición 1.3.1 of(x) C X"', a.demás fº(:r;v) > ((,v) Vv E X,

haciendo v = O E X se tiene O>((, O)= O,

es decir, existe al menos una funcional lineal y continua en X.

• Veamos que of(x) es convexo en X*.

Es decir >.8J(x) + (1 - >.)of(x) e 8f(x) V.,\ E [O, 1), V g, h E 8j(J:).

Sea O' E .,\of(:r.) + (1 - .X)8f(x) ===}a= .,\g + (1- >.)h / g, h. E 8f(x)

===} P:'(x;v) > (g,v) ===} \fº(:r.;v) > .X(g,v) (1) 

===} fº(x; v) > (h., v) ===} (1 - .X)fº(x; v) > (1 - >.)(h., v) (2) 

===} (1) + (2) fº(x; v) > >.(g, v) + (1 - >.)(h, v) = (>.g, v) + ((1 - .X)h, v)

===} fº(x;v) > (>.g + (1- >.)h,v) ===} fº(x;v) > (a,v) ===} a E 8J(x).

===} of(x) es convexo en X*.

• Veamos que 11 ( 11.� K.

Sabemos que: 1 ((v) 1<1 fº(x; v) I< J( 11 v II Vv E X, ( E of(x).

===}I ((v) I< ]( Vv E X, 11 V 11< 1, ( E o.f(:r)

===} -K < ((,v) < [,( Vv E X, 11 v 11< 1, ( E 8f(x)

8 
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===> sup{((,v)} < K 'ef v E X, 11 v 11< l

===>11 ( 11*< KV( E af(x).

Finalmente demostraremos que 

af(x) = {( E X*/fº(:r;v) > ((,v) 'efv _E X}

es compacto en la topología. débil*. 

Demostración.-

Pa.ra esta. demostración vea.mos la. prueba. del siguiente Teorema: 

Teorema 1.3.2 (Teoren1a de Banach Alaoglu) 

Sea l/ un entorno de O (cero} en un espac'Ío vectorial X y sea 

Ji.'= {A E X* / 1 A(x) I< l V .r E V} 

entonces K es compacto en la topología débíf.t'. 

Prueba.- Para. esta prueba usa.remos el siguiente Teorema: 

Teorema 1.3.3 Sea. V ·u.n entorno de O(cero) en un espacio vecto1·ial X) si 

O< r1 < r2 < r3 < r4 < ... < rn � oo cuando n � oo, entonces X= LJ r11 ll

n=l 

Prueba.-

Sólo probaremos que X C LJ 1·n l/ pues la. otra. inclusión es evidente. 
rt=l 

Sea x E X, consideremos el conjunto de todos los a/ a.:r E \/, 

donde a � ax es una aplicación continua de escalares en X,

es claro que O E { a / ax E l/} pues O E V, 

===> _!_ E {a/ a::r. E V} V n suficientemente grande
r·,1 

===> _!_ x E V ===> x E r11 V V ri suficientemente grande
'T'n 

===> V x E X, x E rnV pa.ra algunos rn > O 

===> x E LJ rn V (Fin de la. prueba del Teorema 1.3.3). 
rt=l 

(Un entorno convexo V C X será Absorbente si: 

\:/ x E X, x E tV para algún t = t(:r.) > O) .

o



' 
. 

De la. prueba. anterior, 

los entornos de O( cero) son absorbentes con la. sucesión creciente { ri} / 'T'i > O 
==> :l ó(x) < oo / x E ó(:r.)V, V x E X==> /r

) E 1/u(:r 

=? Del conjunto K A (ó(,J < 1 =?I A(x) 1< ó(x) \/x E X, A E K.

El conjunto D.1: = { a / 1 a: 1::; ó ( x)} será compacto en lR ? 

Veamos que Dx es Cerrado. 

Como D x = {a:/ O < 1 a: 1 < ó ( x)} = { a: / 1 a I E [O, ó ( :r)]} , 
donde ó(x) es a.cotado por la. absorbencia, 1 1 (módulo de a) es una. función continua. 

y [O, ó(x )] es cerrado en lR 
==> D.1: = { a'/ 1 a: IE [O, ó( x )]} =I 1- 1 ([O, 8( x )]) es cerrado en JR. 
Como Dx es cerrado en lR y lR es completo 

==> Dx es completo en JR. 

==> Dx es secuencialmente compacto en lR 

(pues toda. sucesión de Dx completa tiene una subsucesión que converge) 
==> Dx es compacto en JR. 

Retomando la demostración de] Teorema de Banach Ala.oglu: 

Sea r la topología producto del producto cartesiano P de todos los conjuntos Dx en 

el que existe un factor V x E X, es decir P = IJ D:r . 
:rEX 

Como cada. Dx es compacto ==> Por el Teorema. de Tychonoff P es compacto. 

Ahora consideremos los elementos ele P como funciones lineales f definidas en X, 
ta.l que: 

f: X-+ Dx

X t-+f(x) 

como f ( x) E D x ==> :l 8 ( x) / 1 f ( x) 1 < ó ( :r.) V x E X, 
ademá.s: 

8:X-tlR 

x t-+ó(x)>O 

Como J( = { A E X* / 1 A ( x) 1 < 1 V x E \/} 
Veamos que J( e X* n P.
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. 

Sea. A E J,( ==} A E X*/ 1 A(x) 1< 1 V x E ll , 

como los entornos de O son absorbentes 

==} 38(x) > O/ 1 A(x) 1< ó(.r) Vx E X 

==} A E p ==} A E X* n p ==} J( e X* n P. 

Se dice que K hereda dos topologías: 

Una. de X* (la topología débil* a la que se refiere las conclusiones del Teorema de 

Bana.ch Alaoglu) y la otra T procedente ele P. A continuación veremos que: 

(a) Ambas topologías coinciden en J-{.

(b) 1( es un subconjunto cerrado de P.

• Veamos (a):

Tomemos un Ao E 1( fijo, a.hora elejimos :ri E X para 1 < i < n y p > O. 

Se define w1 y w2 así: 

W1 = {A E X*/ 1 A(x¡) -Ao(xi) 1< µ para 1 < i < n} 

w2 = {f E P/ I f(x¡) -Ao(:r.i) I< p para l < i < n} 

donde n, Xi,µ tienen valores admisibles; el conjunto w 1 constituye una. ha.se de la 

topología débil* de X* en A0 y el conjunto w2 constituye una base ele la topología 

producto T de P en Ao. 

Probaremos que w1 n J{ = w2 n K. 

w1 n K e w2 n K. 

Sea i\ E w1 n 1( ==} A E w1 ==} A E X*/ 1 A(:ri) -Ao(x¡) I< µ para 1 < i < n, 

también A E !·{, como K e P n X* ==} A E P, luego 

A E P/ 1 A(xi) -Ao(xi) I< p para 1 < i < n ==} A E w2 ==} A E w2 n K. 

w2 n K e w1 n K. 

Sea.LE w2 n J( ==}LE w2 ==}LE P/ 1 L(xi) - .\o(xi) I< p para 1 < i < n, 

también L E [{, como 1( C P n X* ==} L E X*, luego 

LE X*/ 1 L(:ri) -Ao(xi) 1< p. para 1 < i < n ==} L E w1 ==} L E w1 n Ji.'.

==} Amba.s topologías coinciden en K. 

• Vea.mos (b):

Sea fo E J( ==} V U E r, .fo E U : U n [{ i= (/J 

11 



. 
. 

Tomemos x, y E X; a:, ¡3 y é escalares a.rbitra.rios. 
Sea. U= {.f E P/ 1 f - fo 1< E, en :r., y, ca+ /3y} es un entorno de fo en r, 
como J E P ===> :3 Ó ( :r.) > O/ 1 f ( x) 1 < Ó ( x) V x E X 1 
como J es lineal===> f (�) < 1 V x E X ===>I f(:r 1 ) 1< 1 V x 1 E X,. ó(:r:) - . - '
sea " 1 = ll:II / f (i

1
;

11
) < 1 => lf(x)I < 11:rll \lx E X

===> J es continua en X. Y como f también es lineal en X ===> f E X*. 
Así como I J(x1 ) 1< 1 Vx1 E X===> 1 f(x) i< 1 Vx E V, y como f E X*

===> f E K. 
También sabemos que 
fo(ax + f3y) - a:fo(x) -¡3fo(y) = 
.fo(o.x + ¡3y) - af(x) - .Bf(y) + af(x) - o..fo(x) + ¡3f(y) -¡3fo(y) = 
.fo(o.x + ¡3y) -f(ax + f3y) + a(f(x) - .fo(x)) + ,B(J(y) -fo(y)), 
además del entorno U se tiene 
1 (J -fo)(x) I< E �I a(.f - fo)(x) l<I o. l E. 
1 (f - fo)(y) I< é �I a:(f -fo)(y) l<I a I é Y 
1 (.f - .fo)(ax + f3y) I< e 

===> O <I fo(ax + f3y) -afo(x) - ¡3fo(y) I= 
1 (fo -f)(ax + /3y) + o.(f - fo)(x) + /3(f - fo)(y) I< 
1 (fo -f)(ax + ¡3y) 1 + 1 a:(J -fo)(x) 1 + l ,B(J -fo)(y) l<I a I e+ 1¡3 1 E+€, 
comos> O es arbitrario===> fo(ax +,By) = o.fo(x) + ¡3fo(y). 

===> fo es lineal en X. 
Luego se tiene que Vx E V, :lf E J( / 1 f(x) -fo(x) I< E,

además 1 .f(:-c) 1< 1 V :r. E\/ 
===>l .fo(.r) l=I f(x) + fo(x) -f(x) l<I f(x) 1 + 1 Ío(x) -f(x) I< 1 + € 
===>I fo(x) I< 1 +t:: V::> O 
Demostraremos que I fo(x) i< l. 
Supongamos que l .fo(x) I> 1, 

(I)

como (l) se cumple V t:: > O, toma.remos en particular E =I fo(x) 1 -1 > O, luego 
reemplazando en (1) tenemos l .fo(x) I< l+ 1 J0(x) 1-L Contradicción. 

12 



==} 1 fo( x) 1 < 1 V x E V ( como V es absorbente, fo es continua.) ==} fo E [,(

==} l( es cerrado en P.

==} l( = { A E X* / 1 A( x) 1 < 1 V x E ·v} es compacto en la topología débil*. 
(Fin de la. prueba. del Teorema 1.3.2). D 
Ahora. adapta.remos J( a.l conjunto que nos piden demostrar que sea compacto en la. 
topología. débil*: 
Sea A= ( y x = v ==} 1( = {(EX*/ 1 ((v) I< 1 Vv E V}, 
donde I ((v) l=I ((,v) l<I Jº(x;v) I< 1( 11 v 11= K II v-011-
Como V es un entorno de O y con una. sucesión creciente ==} 1/ es absorbente, 
es decir V v E X podemos asociarle el número I f"(x; v) I< oo, 
como ( es lineal en X==> ( (, I f•(:; 

v) I) < 1 con .f'(x; v) e/ O 
==>K={(EX·/ (c'lf"(:;v)I) <! \fvEX}
==} 1( = {(EX*/ 1 ((,v) l<I fº

(:r;v) 1 Vv E X}, 
Si fº(x; v) = O la. expresión sigue siendo valida 
==} K = {(EX*/ I f"(x;v) l>I ((,v) I Vv E X}, 
ahora de acuerdo al Teorema. de Hahn Banach 
==} J,( = {(EX*/ fº(x;v) > ((,v) Vv E X}= of(x)

es compacto en la topología. débil*. 
(b) Se sabe que((, v) < fº(x; v) Vv E X, ( E of(x)

==} sup{((,v): ( E of(x)} < fº(:r;v) ==} sup{((.v)} E (-oo,.fº (:r;t•))
==} sup{((,v): ( E of(x)} = ma.x{((,v): ( E of(x)} < fº(:r:;v),

si tuvieramos la desigualdad estricta. sería falso, pues el má.ximo de ((. v), sería.
superado por algún ( (*, v) que determina f"( x; v)
==} sup{((,v): ( E of(x)} = max{((,v): ( E of(x)} = fº(x;v). D

Ejemplo.-

Calcula.remos el gradiente generaliza.do de la. función f ( x) = lxl en X = IR, la cual es 
Li pschitz por la. desigualdad triangular ( I f ( :r.) - f (y) 1 = 11 :r. 1 - 1 Y 11 � 1 :r. - Y 1) ·

. 
. 



Si X> o 

f (x; v) = lnnsup = (I • 1 y+ tv 1 - 1 y 1 { v si v > O

�Jo 
t 

V si V < Ü /\ y + IV > Ü

==} f O (X: V) = V ==} O f ( :r) = { ( / V > ( (, V) V V} ==} 8 f ( .i;) = { 1 } . 

Si X< o 

f (x:v)=limsup = 0 • . I y+ Lv 1 - 1 y 1 { -v si v 2:: O /\ .IJ + tv < O

�JJ' 
L -v .si v < Ü 

==;, fª(:r.; v) = -v ==;, af(:r.) = {( / (-v) > ((, v) Vv } ==;, of(x) = {-1}. 

Si X= o

ly+tvl-lYI { V f°(O; u)= li.msup · = 
lJ->0 I -V
t.j..U 

==;, fª (O;v) = lvl ==;, of(O) = {( / lvl > ((,v ) Vv} 

==;, 8J(O) = [-1, l]. 

Gráficamente 

f(x)= lxl 

o 

En otros dos ca.sos tenemos: 

. 
. 

�f (x)={l} si x>O 

�f (x)={-1} si x<O 

�f(x)=[-1. 1 1 si x=O 

�f 

-1

14 
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a) 

b) 

f(X)= X 2

o 

o 

e) f (x)=[f
1

(x)}={2x}

2x 

c)f 

f 

c)f 

1.5 



1.4 Funciones Soporte 

Se nota claramente que la Proposición 1.3.1 es equivalente a conocer o.f(:r) o la 

función f''(x; .), cada una. es obtenida ele la. otra. Ahora. cara.eterizaremos los conjuntos 

convexos cerrados por sus funciones soporte. Veamos dos definiciones: 

Definición 1.4.1 La función Soporte de un conjunf o no vacío C C X, es la función 

crc : X* -+ lR U { +oo} definida. por: 

crc(() := sup{((,x): ;r E C}. 

Definición 1.4.2 Sea I; C X"' 'll,rl subconfu.rdo dr X*, S'll, función Soporte es drfinida en 

X"*, si X C X** un subconfunto de X**, entonces V x E X M tiene: 

cr� (X) : = su p { ( (, ;r) : ( E �} . 

Proposición 1.4.1 Sean C, D C X s·ubconjunfos no vados
1 

cermdos
1 

conve.ws dt: X
,. 
y

sean I;, � C X* subconjuntos no vacfos
1 

débil*-cel'rados, co1we.i:os de X*. entonces: 

(a) C C D <;:::::} crc(() < crv(() V (EX*.

Pruebas.-

(a) • Veamos que crc(() � crv(() V( E X*.

. 

. 

Sea C e D, luego se presentan dos casos:

1: Si el sup{((,:r:)} se da. en x E C 

==} sup{((,:r): x E C} = sup{((,.r): x E D}. 

2 : Si el sup{ ( (, x)} se da en :r E D - C 

==} sup{ ((, .r) : :r. E C} < sup{ ((, :r) : :r E D}. 

==} crc:(() < crv(() V( E X*. 

• Veamos que Ce D.

Como o-e(() < crv( () V ( E X* 
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=> sup{ ((, :r.) : :r. E C} < sup{ ((, x) : :r. E D}. 

Supongamos que 3 y E C / y f/. D 

=> ((, y) < sup{ ((, x) : x E C} < sup{ ((, .1·) : .1· E D} < ((, y) 

=>((,y) <((,y). Contradicción =>Ce D.

b) Representación Gráfica

En X 

Funciones 
Soporte 

Ó� (x)

ó" (x) ---------,_ ___ _

< ) 
- ----� t,x)

--V-x e X 

( b) • Veamos que al:( x) ::s; a A ( :r) V :r. E X.

. 
. 

Sea � C �' luego se presentan dos casos:

1 : Si el sup{ ( (, x)} se da en ( E :E 

=> sup{((,x): (E�}= sup{((,x): (E�}. 

2: Si el sup{((,x)} se da en (E� - ,_, 

=> sup{((,x): ( E :E}< sup{((,:r:): (E�}. 

=> ar; ( :r.) < a A ( x) V x E X. 

• Veamos que � C �.

17 
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Como a�(x) < au(:r.) V x E X

===> sup{((,x): (E¿}< sup{((,x): ( E 6}. 

Supongamos que 3 '1/1 E :E / '</1 (j. 6 

===> (,¡/.1,x) < sup{((,x): (E¿}< sup{((,x): ( E 6} < (4',:r) 

===> ('</1
, x) < ('</1

, x). Contra.dicción ===> ¿ C 6. 

La siguiente primera afirmación nos dice que fº(::r; .) es la. función soporte del fJf(:r). 

Proposición 1.4.2 Sea f Lipschitz de rango I( próximo a :r., entonces: 

eª) ( E a¡ ex) � f O ( x; v) > ( e v) v v E x.

o 

(b) Sean {xi} y {(¡} S'llctsiones en X y X* respectívam.ente1 tal q'lle (i E of(x1).

supongamos q·ue {:r.¡} ccnverge hacia x, y ( es un punto de acumulación de {(i} en

la topología débil:, entonces ( E 8f(x) (Es decir of es débil* ce.1-rado).

( e) Si X es de dimensión finita. entonces o f es semi continua superio1· en :r.

Pru�bas.-

(a) Sea. ( E 8f(x) = {(EX* /.fº(;r:;v) > ((,v) Vv E X}� fº (:r;v) > ((,v).

(b) Sea v E X,

como ( es un punto de acumulación de { (i} en la topología débil"'

===> 3 { (m,} e { (i} / (m, --+ ( ===> ( (m,, v) --+ ( (, v) V v E X,

como (i E 8J(xi) ===> f"(:ri; v) > ((¡, v)

como X.¡--+ .r ===? 3 {;r: 111.} C {.r¡} / ;r:m , --+ X,

como ( *) se cumple pa.ra ca.da sucesión { (¡} y { x ¡}

===> también se cumplirá para subsucesiones { (m;} y { :r. 111 ,} adecua.das ele las

sucesiones anteriores, respectivamente

===> fº(xm.,; v) > ((m,, v) V v E X.

Y ele acuerdo a la semicontinuidad supenor de fº (Proposición 1.2.l(b)) y la

convergencia de la. subsucesión { (mJ

===> fº (.i:; v) > ((, v) V v E X ===> ( E 8.f (:r ).

(e) La. demostración de esta. parte puede verse en [4]. o 

. 

. 
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1.5 Derivadas y Subderivadas 

El principal resultado en esta Sección es que a f se reduce a la. derivada. si .f es 
continuamente diferencia.ble, y al subdiferencial del análisis convexo si f es convexo. 

1.5.1 Derivada Clásica 

Definición 1.5.1 Sea F : X -+ Y una función de X hacía otro espacio de Banach Y. 

La Us·ual Derivada Dfreccional (unilateral) de F en x en la dfrección v es 

c·uando este límite e:ciste. 

F'( ) 
1· F( x + tv) - F( x)

X; V := 1111 -------
ttO t 

Definición 1.5.2 Se dice que F admi/.c una derivada de Gá/.eau.c en x, un ele,nC'nlo en 

el espacio .E(X, Y) de funcionales lineales continuas de X hacia Y denotado por DF(.r), 

si 3F'(x;v) Vv E X y F'(x;v) = 
(DF(.r),v). 

Ésto es equivalente a decir que el cociente de la difuencia converge V v, tal que 

l. F(:r + tv) - F(:r) (DF( ) 1111 = :r ), V ,
tio t 

y que la convergencia es uniforme con respecto a v en conJ1mlos .fi.nif os (la cual siem.prt: 

es verdadera). 

Si la palabra. ''Finito'' en la senLencia anLerior es reemplaza.da por ''Compa.cLo'', la. cl<>rivada. 
es conocida como Hada.ma.rd. La diferenciabilida.cl ele Hadamard y Gatea.ux coinciden si 
F es Lipschitz próximo a. :r. 

1.5.2 Diferenciabilidad Estricta 

Definición 1.5.3 Se dice que F admite una Derivada Es!ticta en x, un elemento dt: 

.f.(X, Y) denotado por Ds F(x·) ,. 
tal q·u.c Vv. St: f.-iene 

l
im F(y + lv) - F(y)

= (DsF(x),v), 
y-n l 
1io 

y que la convergencia es ·uniforme con respecto a v en conjuntos compactos (la cu.al es 

ve1·dadem, si F es Dipschít:: pró:i.:imo a x). 

. 

. 
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De la. Definición anterior se nota que estarnos en la. derivada. ei;tricta tipo Hada.rnard, la 

cual coincide con la de Gáteaux si Fes Lipschitz próximo a ;c.

Proposición 1.5.1 Sea F ·una. función en una vecindad de x hacia. 't'
) 

y sea ( un elemento 

de i'(X, Y), las sigu.ien/.es afirmacion<-·s son eq'l/.iva.lrntcs: 

(a) F es esfríctamente diferencia.ble en x y Ds F(:r) = ( 

(b) F es Lipschdz pró.rimo a x
) 

y V v E X se tiene

Nota: 

l. F(y + tv) - F(y) 
(( ) 1111 = , V . 

y4$ t 
t,J..O 

La demostración de esta Proposición puede verse en [4). D 

Corolario 1.5.1 Supongamos q·ue F es continuamenff: diferenciable en :r, entonas P es 

esh'ictam.ente dife·tenciable en :r y Lipschít:: p1·ó:rim.o a :r.. 

Prueba.-

• Veamos que F es Lipschitz próximo a :r.

Como F: X -+Yes una función continuamente diferenciable en :r 

==} F es diferenciable en x, 

y como F'(:r) es acota.da, pues F'(:r) es continua en x 

==} Fes Lipschitz próximo ax. 

• Veamos que F es estricta.mente diferencia.ble en x .

. F(J:+tv)-F(J:) . F(y+tu)-F(y) 
o tamos que :3 F'( :r; v) = 11111 = 11111 , t-1-0 t y4r f t-1-0 

( esta última igual da.el, pues F es continua. en :r.) 

l. F(y + t.v) -F(y) 
(DF( ) ) u X Y F 1· 1 · 

' . 
==} 1111 = 1 :r , v v v E ; como es 1psc utz proxn110 a x

tJ4.t t 
t,J..O 

==} Por la Proposición 1.,5. l F es estrictamente diferencia.ble en :r. D 

Ahora. veremos la. relación entre las derivadas definidas y el gra.di<'nte generaliza.do. 

Proposición 1.5.2 Sea f Lipschif;; pró.r:inw a. :r y admite una derivada dt Galea11.:r D J(.r) 

(Hadama1·d o Estricta)
) 

entonces Df(x) E af(x). 

. 
. 
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Prueba.-

Se sabe qu e .f'(:r.;v) = (Df(x),v) Vv E X,

como f'(x;v) < fº(x;v) ===> (Df(x),v) < fº(x;v) ===> DJ(x) E of(x).

( Se sigu e de manera. similar para. los otros casos). 
Eje111plo.-

Consi deremos la funci ón 

{ 
x2.sen (�) s1. 

f(x) = X 

Ü S1. 

:r. =1- o

:r. = o

D 

Proba.remos que f es Lipschitz próximo a O, calc ula.remos 8 f (O) y verifica.remos que 
Df(O) E af(O).

Ve amos qu e fes Li pschitz próximo a O. 
como .f'(O) = lim f(x) -i(O) = lim xsen� =O===> fes diferencia.ble en O,

x-+0 X - x-+0 X 

y a demá.s .f' (O) se nota. que es acota.da en una vecindad de O 
===> J es Lipschitz próximo a. O. 
Calculando of(O).

. f(y + tv) - f(y) Como fº (O; v) = hmsup 
y-tO f 
t.j.O 

· 
(y+ tv)2sen ( 

1 ) - y2sen (�)
y+ tv y ===> fº (O; v) = lim sup ------'---------'--'-­

t. 
y-tO 

t.j.O aplicando el Te orema. de L'hospital resp e cto de t, tenemos ( 1 ) ( 1 ) -V===> fº(O: v) = limsup 2v(y + tv )sen +(y+ tv )2co.s . )2 
y-+o y + tv y + tv (y + tv 
t.!-0 

===> fº(O; v) = limsup 2v(y + tv)sen ( 
1 ) + cos ( 

1 ) (-v),
ii-+O y + iv y + f V 
t.j.O ahora ha.cernos lo sigui ente, se a 

g = 2v(y + tv )sen ( 
1 ) y h. = -veos ( 1 ) , 

y+tv y+tv por pro pi e dad de límites se sabe que 
limsup h + lim inf g < limsup(h + g) < limsup h.+ limsup g,

pa ra nuestro caso lím inf g = limsup g = O, 
IJ-40 

y-tO 

. 

. 

t.j.O t.j.0 
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ademá.s -1 < cos ( 1 ) < 1 /\ -1 < -co.s ( 1 ) < 1, luego
y+ tv y+ /.v 

Si v >O===} fünsup-vcos ( 1 ) = vlim sup-co.s ( 1 ) = v, yu--.o y+ tv Y-+º y+ f.v 
t.J.0 t.j_O 

Si v < O===} lim sup -vco.s ( 1 ) = -v lim sup cos ( 1 ) = -v,
y-+0 Y + fo y-+0 Y + fo 
t.J.0 t.J.O luego por el Teorema del Sandwich 

===} .fº(O: v) = limsup(h + g) = ===} fú(O; v) = lvl, { V .SÍ V > Ü 
y--.o -V SÍ V < Ü
t.J.O 

===} 8J(O) = {( / lvl > (v Vv}===} of(O) = [-1,1]. 
Calculando D f (O). 
Como ( D f ( x), v) = litn f ( x + tv) - f ( x)

. 
40 t 

===} (D f(O), v) = lim f(tv) - f(O) 
= lim-t2-v-2s_e_n_(-'-/_v )'-- = 1im

tv2
sen (�) = O

t.J.O t t.J_O t t.j_O tv ===} (D f(O), v) = O V v E�===} D f(O) = O. 
===} D f (O) = O E [-1, 1] = of (O). 
Proposición 1.5.3 Si f es estrictamente diferenciable en x, entonas f es Lipschit= 

pró:timo a X y of(x) = {Dsf(x)}. 

Pruebá.-

Como f es estrictamente diferencia.ble en x 
===} 3 8 E .E(X, Y)/ Dsf(x) = o 
===} Por la. Proposición L5.1 fes Lipschitz próximo ax. , . f (y+ tv) - f(y) Adema.s hm = (J, v) = (Dsf(x), v) 'v'v E X 

y-+x t 
t,J.O 

. J(y + tv) - f(y) . ,===} fº(x;v) = hmsup = (o,v) = (Ds .f(x),v) 'v'v E X 
y-+,< t 
t.J_O ===} .fº(x;v) = (Ds .f(x),v) 'v'v E X===} 8f(x) = {Dsf(x)}. o 

Proposición 1.5.4 Si f es Lipschitz prá;rimo a x y of (:r) 

estrictamente díferencíable en x y Dsflr) = (. 
{ (} ,, entonces f es 

Primero veremos que fº(x;v) = ((,v) 'v'v E X.

Sabemos que fº(:r.;v) > ((,v) 'v'v E X. 

. 

. 
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Si fº(:r.; v) > ((,v) ===} :l/3 E 8J(x) / (-/= ,B, lo nial f'S falso por la hipótesis.

===} fº(x; v) = ((, v) \/ v E X.

También tenemos que

l. . f f(y + iv) - f(y) 1. (f(y + lv) - f(y)) 1. f(y) - f(y + lv)
1111 m = - 1111 sup - = - un sup ------

Y70x t y-+.i; l '!J-+T f 
I+ � � 

sea;;;= y+ tv
. f(y)-f(y+tv) . f(y+tv-tv)-f(y+tv)

===> -11111 sup = - lim sup =
!/ """'-" t !J--1-.< t 
tiO tiO 

- lim sup 
f(z - tv) - f(.z) = -P:'(:r; �v) = -((, -u) = ((, u)

Z--1-T t 
tto 

--'-- 1. . f f(y + t
v) - .f(:y) (. ) f'º( ) 1. f(y + tv) - J(y)

---,,- 1111111 = �,v =. x;v = unsup 
!J-+.< t '!J--1-T t 
t-l-0 t.j.O 

1. f ( y + t V) - f (y) ( ( ) u V ,.- f L. l . , . ===> 1m · = . v v v E _'\.. i como es 1psc 11tz prox11no a :r
y--1-x f 
t.j.0 

===> Por la Proposición 1..5.1 f es estrictamente diferenciable en x y Ds f (:r) = (. D

Corolario 1.5.2 Si f es lipschitz pró:cinw a :r. y X es de dimensión flnila., en/onces 

8J(y) se reduce a un 'lÍnico elemento \/y E x + ::B. sí y sólo si., f es continuamente 

diferenciable en x + éB. Para alg'lÍn :: > O.

Prueba.-

1 � 1 Como J es continuamente diferenciabk en :r + cB

===> por el Corolario 1.5.1 f es estrictamente diferenciable en x + E B

===> por la. Proposición 1.5.3 of(y) = {D.d(y)} \/y Ex+ ::B.

1 ===} 1 La demostración de este sentido puede verse en [ 4].

Observación: 

De a.cuerdo al primer sentido de la demostración,

como f es Lipschitz próximo a. :r ===> éJf (y) = { Dsf (y)} = { D J (y)} \/ y E i· + E B,

también como X es de dimensión finita===> DJ(y) = '\Jf(y) \/ y E .r + cB.

===} 8f(x) = {Vf(:r)}, la Derivada.

. 
. 
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Ejen1plo.-

Sea </;: [O, l] --t R /</;E L""[O, l], la cual de fine una función f: [O, l] --t R de esta. manera
f(:r.) = 1x c/;(t)dt. Calcular of(x).
Sabemos que:

L00 [O, 1] = { 4> : [O, 1] --t R / 4> es medible y 3 I( / 14>( t) 1 < I( en casi todo zmnto de [O, 1]}
Veamos que f es Lipschitz en [O, l].
1/(xl - J(y)I = [ </>(t)dt- { </>(t)dt = [ </>(t)dt < [ l</>(tJW
y como</> E L0v [o, l] ===> 3 K > O/ l</>(t)I < K para ca.si todo [O, 1)
===> ¡x l<f>(t)ldt < f

x 

l(dt = K(x - y)< Kjx - YI
}.y . ·y ===> 3 K >O/ lf(x) - f(y)I < Klx - YI V x, y E [0,.1].

===>fes Lipschitz en [O, 1].
Como f(x) = r· <f>(t)dt ===> J'(x) = </>(x) = <t>(x)l para casi todo x E (O, 1]

Jo ===> por la Proposición 1.5.2 </>(x) E of(x) para casi todo x E (0, 1] (a)
También como fes Lipschitz en [O, l] ===> of(x) esta bien definido V x E [O, l] (,8)
Por otro lado 3 J( >O/ lef>(x)I < K para casi todo x E [O, l].
Es decir </> es continua por tramos, en esos puntos de discontinuidad que son finitos se
entiende. que si existen los límites latera.les, ésto por (0:), (í3) y la. Proposición 1.4.2
===> </>(x) E of(x) V x E [O, 1].
Sean 4>-( x) y 4>+ ( x) el ínfimo y supremo de </>( x) V x E [O, l],
como <f>(x) E 8 f (x) e R y 8f (x) es cerra.do en R ===> 4>-(:r. ), 4>+(:r.) E 8 f ( x ),
a.demás como of(x) es convexo y 4>-(x) < 4>+(x) ===> [4>-(x),</>+(x)] C of(x) (l)
Se sabe que

1
y

+t 1
y 

ly+t J(y + t) - f(y) = <t>(s)ds - 4>(.s)ds = </>(s)ds
o o . ·y 

Veamos que fº(x: 1) � 4>+(x).
¡y+t 

</>( s)ds 

fº( . 1· . f(y + t) - .f(y) - 1· 
./y . x, 1) = 1m sup - 1m sup----,

y-tx t u-+x t 
t+O t+O aplicando el Teorema de L'hospital respecto de t se tiene

. 
. 

24



f "+t </>(s)ds 
==> lim sup · Y = limsup rp(y_+ 

t) 
< 4>+(.r) ==> fº(.r; 1) < ó+(.r).

y-tx f y-tx 1 
t+U t+O 

Sea. ( E 8.f(:r) ==> f"(:r; 1) > ((, 1) = ( ==> 9+(:r) > (

Veamos que ó-(.r)::; f''(:r.; 1). 
/."+' </>( s )ds 

4>-(x) < li
!J�}Jlf </>(yl+ t) 

= li��)pf Y 
t 

< f º(:r.; 1) ==> <j>-(.r) < f º (_:r; l), 
t+O t+O aquí también se aplico el Teorema. de L'hospital respecto de t,

luego como f º(x; 1) > ( y f º(x; 1) > c/>-(:r) ==> ( > c/>-(x)

==> de (a) y (b ) ó-(x) < ( < 4>+(:r) ==> ( E [rp-(x),9+(:r)). 
==> 8f(x) e [c/>-(:r:),c/>+(:r:))

==> de (1) y (2) 8.f(:r) = [</>-(x).ó+ (x)]. 

1.5.3 Subdiferencial 

Considerando las siguientes definiciones: 

(a) 

(b) 

(2) 

Definición 1.5.4 Se.a U C X un subconj'llnto conve.ro de X. Como sabemos, 'llna función 

f: U-+ JR. se dice que es conve:ra, si V x,y E U, V A E [O, l) se tiene 

f(,\x + (l - ,\)y)< \f(:r) + (l - ,\)f(y). 

Definición 1.5.5 Sea U C X un subconfunto de X. Sea f : U -+ JR. una función 

(conve:i:a), el Subdiferencial de f en x es definido por el conjunto de (EX* q'lle satisfacen 

f (y) - f ( :r.) > ( (, y - :r.) V y E U. 

Proposición 1.5.5 Cnando f es conve:rn en U y Lipschitz pró.r:inw a :r., entonces 8f(x) 

coincide con el s'Ubdiferencial en x en el sentido del análisis conve:ro. y f º(x: v) coincide 

con la deriva.da direccional .f'(:r.; v) \/v. 

Pruebas.-

Para J convexa en U,
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el subdiferencial de f en x es el conjunto de ( E X*/ f ( x + 10) -f (:t) > (w, () V w, 

/ f(x+t:v)-f(x) , sea w = tv t > O ==} 
t 

> ( v, () V v ==} f ( x: v) > (v, () V v
==} f' ( x: v) será. la función soporte del subcliferencia.l en x.

• Veamos que fº(x: v) = .f'(x; v) Vv.

Nos falta. probar que fº(x; v) < f'(x: v).

S 1 . 1. f(y + tv) - f(y) V. a )emos que existe 1111 sup sup · ó > O.
d.O IIY-xll<e.S O<t<e t 

D l l fi . . , l f . , f ( Y + tv) - f (y) 1 . e a e e mc1on e e · unc1on convexa. t. i-+ es no e ecrec1ente 
. f (y+ €V) - f(y) ==} f''(:r.;v) = 11111 sup · · 
e.l,O lly-xll<e.S é 

Como fes Lipschitz, para cualquier y E x + tóB, se tiene 
f(y + sv) -f(y) f(:r. + cv) - f(x) f(y + sv) - f(x + cv) f(y) -f(x) 

f(y+tv)-f(x+tv) 
+ 

f(y)-f(x) �1 11Y+::v-x-Evll 1,lly-xll
<11.1 +\. ' 

é é
- s é 

consideremos A:J < K 

==} 1',f llY - xll 
+ 

]( IIY - :rll < K IIY - :rll 
+ 

]( IIY - xll = 2KIIY - xll < 
2Kc6

é f - E é é - 5 

==} f(y + 1:v) - f(y) _ f(x + sv) � f(x) 
< 2[,(J

e : 
� � 

==} .f(y + tv) - f(y) 
< 

.f(x + é:v) - f(x) 
+ 2[,(J,

é: é 
luego de(*)==} f''(.T; v) < f'(x; v) + 2[-(8 V J >O==} fº(x; v) < f'(:r.; v) V v 

==} .fº (x;v) = f'(x; v). 

< 

==} 8f(x) coincide con el subdiferencial en x en el sentido del análisis convexo. O 

Ejemplo.-

Determinar el gradiente genera.liza.do de la. función f : JR.n -t- 1R definida por 

.f(x1, Xz, ... , Xn) = max{x¡ / i = 1, 2, ... , n}.

Veamos que f es Lipschitz próximo a (xi, x2, ... , Xn)· 

Como lx.¡ - Yil < lx:i - Yd ==} x.¡ es Lipschitz Vi= 1, 2, ... , n.

==} f también será. Lipschitz próximo a. (x1,:r2, ... ,:r:
n).

Veamos que fes convexa. 

Sean (x 1 ,Xz, ... ,xn),(y 1 ,Y2, ... ,yn) E 1Rn y A E [0,1], así 

f(>..(:r.1, X2, ... , Xn) + (1 - .X.)(Y1, Y2, ... , Yn)) = 

max{.X.x.¡ + (1 - .X.)yi / i = l, 2, ... , n} <

. 
. 
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max{>..xi / i = 1, 2, ... , n} + max{(l - >..)y.¡/ i = 1, 2, ... ,n} =
>..max{xi/i = 1,2, ... ,n} + (1->..)max{yi/·i = 1,2, ... ,n} =
>.f(x1, X2, ... , Xn ) + (1 - >..)J(y1, Y2, ... , Yn ) ==} J es convexa.
Sea

I(x) = {i / f¡(x) = J(x)}
los índices en los cuales el máximo definido como f es obtenido.
Calcularemos f' ( x: v).

m�.x{x.¡ + tvi} - m9'x{:ri}
{1 (X; V) = lim i t . t� t aplicando el Teorema. de L'hospita.l respecto de t, se tiene
==;, f'(x; v) = lim max{t'i} = max V¡,' t,J.O iEl(:r) iEJ(:r) además como f es Lipschitz y convexa
==;, por la Proposición 1.5.5 fº (x; v) = f'(:r; v).
==;> é) f (X) = { ( E IR n / :max t\ > ( (,u) V V E IR n} . 

iE I( :r) Veamos la. ley de formación del of(x).

Si n = 1 tenemos:
ma.x v.¡= v* > ((, v) \;/v E IR==;, v* > ((, v*) ==;, (=l.iEI(:r) 
Sin= 2 tenemos: 
�11ax t'i > ((, v) = I: (i'l'i donde ( = ((1, (2), v = (vi, v2)
iE/(x) 

t•=l Si i = 1,2 E I(x).
Supongamos que v1 > v2 y (1 > O
==} max t'i = v1 > r1v1 + t"2v2 > (1v2 + r2v2 = ((1 + r2)v2

iEI(x) - � ':t - . � • � 
==} V1 > ((1 + (2)V2. y V1 > V2

==;, tenemos dos casos:

==} (1 + (2 = l.
Continuamos con v1 > V2

==} max Vi= V1 > (1v1 + (2v;2 = (1v1 + V2 - (1v2 ==} V1 - V2 > (1(v1 - v2) ==} 1 > (1,
iEI(x) 
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además 

V1 > (1v1 + (2v2 = v1 - (2v1 + (2v2 ==} (v1 - v2)(2 >O==} (2 >O==} (2 < l. 

==} ( = ((1,(2) / (1 + (2 = 1, (i > O donde ·i = 1,2 E I(x),

además (i = O si i (j_ I ( x).

Finalmente el resulta.do genera.l será.: 

8.f(x) = {((1,(2, ... ,(n )/(¡ >O,¿ (i = 1: (¡ = O si /(j_ J(.T)}.
iEI(x) 

. 
. 
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Capítulo 2 

Cálculos Básicos 

Procederemos a realizar una. clasificación de fórmulas que faciliten el cálculo del Df 
cuando f es construido de simples funcionales. Estableceremos las Funciones Regula.res 
pa.ra el caso no diferenciahle. También veremos el Teorema. del Valor Medio que será ütil 
para otras demostraciones. Asumiremos que fes Lipschitz próximo a :r. 

2.1 Relaciones Fundamentales 

Proposición 2.1.1 (Múltiplo Escalar) 
V s E JR., se tiene 

D(.sf)(x) = .sof(x). 
Prueba.-
Como f es Lipschitz próximo ax===} sf es Lipschitz próximo a. x. 
• Cua.ndo s � O. 
( f)o( ) l. ( sf)(y + lv) - (,c¡f)(y) 1. (f)(y + fv) - (J)(y) fºº( )s. :r; v = 1111 sup = s 1111 sup = .<;_ x: v 

y�x l Y�� t 
t+O t+O ===} (sf)° (x;v) = sfº (x;v). 

Veamos que o(sf)(x) = süf(x). 
o(sf)(:r:) e .sof(x). 

Sea ( E D(sf)(x) ===} (sfY,(x;v) > ((.v) ===} sfº (x:;v) > ((,v) 
� f'(x;v) > \�,v) sis 'FO� f E 8/(x) � ( E sO/(x) 

. 
. 
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=> 8(s.f)(x) e sof(.T-). 
Si s = O. también se cumple esta. ültima inclusión. 

sof(:r) e o(sf)(x). 

Sea ( E sof(x) => ( = scp/ </; E of(x) => fº(x;v) > (</;,v) 

=> sf(l(:r; v) > (s<f>, v) => (sf)º(x; v) >((,u)=> ( E 8(sf)(:r) 

=> sof(:r) e o(sf)(x). 
• Cuando s < O.

Veamos que 8(sf)(x) = sof(x).

o(sf)(x) e sof(x).

Sea. ( E 8(.c;.f)(x) => ( sf)°(x; v) > ((, v) => (.s.f)º(:r; -v) > ((, -v) V v

=> (-sf) º(:r;v) 2 ((,-v) => (-s).f''(x;v) > ((,-v)
=> fº(x; v) > / _i_, -v) = / f, v) => f E 8.f(:r) => ( E sof(:r)

\-s \s s 
=> o(sf)(x) e sof(x).

s8f(x) C 8(sf)(x).

Sea ( E sof(x) => ( = s</;/cp E of(x) => fº(x;v) > (cp,v)

=> fº(x; -v) > (ef>. -v) V v => (-s )fº(x; -v) > (-se/>, -v) = (s</J, v) 
=> (-s)(-f)°(x; v) > ((, v) => (sf)º(x; v) > ((, v) => ( E o(sf)(�-c) 
=> sof(x) e o(sf)(x). 

Proposición 2.1.2 (Extremo Local) 

Si f posee un m{nim.o local o un má.r:irno local en x. enf onces O E of ( x). 

Prueba.-

Proba.remos la. Proposición cuando J posea. un mínimo local en .r,

es decir existe un entorno de z � x / f(z) < f(y) Vy E N(z) n Domf, 
f(z + tv) - f(z)

ahora sea y = z + tv / t > O => f ( z + tv) - f ( z) > O => · t 
· > O

=> lim su p 
f ( z + tv) - f ( z) 

= fº ( x; v) > O = (O, v) V v E X
z-tx f 
t.j..O 

o 

=> O E 8.f(x). (De forma. análoga para el má.ximo local). O 

Si J1 ('i = 1, 2, ... , n) familia finita de funciones, cada una Lipschitz próximo a J,' 

=> J = ¿ f¡ también es Lipschitz próximo ax.
-i=l 

. . 
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Proposición 2.1.3 (Su111a Finita) 

Prueba.-

Lo probaremos por inducción matemática: 
n. = 1 8J1(x) C 8J1(x). Se cumple.

2 n = 2 á(f1 + .fi)(x) C ¿ áfi(x). 
i=I 

Demostración: 

Sea ( E 8(f1 + .fi)(x) ===? (f1 + fz)"(x; v) > ((, v), 
d , (f + f)º(. ) 1· (f1+f2)(y+tv)-(f1+Í2)(y) a. e1nas . 1 . 2 x;v = nnsup = 

/J�X t 
t.j..0 

l. (f1(Y + tv) -f1(Y) + fi(y + tv) - fz(y)) <
1 1nsup 

Y�T t t 
-

t.j..O . f1(y+tv)-f1(Y) . fz(y+tv)-f2(Y) . hmsup +lnn sup· =.ff(x;v)+.f;(x;v)
y-+.,; f y-n i 
t.j..O t.j..0 ===? Jf(x;v) + J;(:r.;v) > ((,v), luego ( se puede escribir así

(=(1+(2/ff(x:v)>((1,v) /\ f2(x:v)>((2,v) 
===? (1 E 8f1(:r.) /\ (2 E áfz(.-r.) ===? (1 + (2 E 8.f1(.-r.) + 8f2(:r) 

2 ===? ( E 8f1(x) + 8fi(x) ===? (E¿ áfi(x). Proba.do. 
i=l Asumiremos que se cumple para 

( m ) m (m+l ) m+l n = m fJ � f¡ ( :r.) C � O f¡( X) ===? n = rn + l O � fi (X) C � <J.fi( :r)?

. 

. 

(m+l ) Sea. ( E fJ � .fi (x) ===? (fi + fz + ... + fm+1t(:r;v) > ((,v),
de la. aplicación para. n = 2 se tiene 
(Ji+ Í2 + ... + fm)º(:r:;v) + f,�i+i (x:v) > (f1 + fz + ... + Ím +1)º(:r;v) > ((,v), 
luego ( se puede escribir así 
( = (m + (m +l / (f1 + .f2 + ... + .f�i)°(x; v) > ((m, v) /\ .t:�1+1(x; v) > ((m+l, v), 

711 así ele la penültima. desigualdad y del ca.so n = tn se tiene (m E ¿ 8 f¡( x), 
i=l 
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"::/ de la. 1í.ltima desigualdad se tiene (m+l E O fm+l (X) 
m m+l 

===} (m + (m+I EL ofi(x) + ofm+i(:r.) ==} (EL of¡(x). Probado. 
i=l i=l 

o 

Corolario 2.1.1 En la Proposición 2.1.3 tenemos la ig·ualdad si todas las funciones f¡

son esfrictarnente dife1·enciabh:s en x. 

Prueba.-

Tenemos que probar que i: éJf;( :r) C éJ ( i: f;) ( x) ·
Lo haremos para n = 2, luego se puede generalizar por inducción matemática, tal como 
se hizo en la prueba de la Proposición 2.1.:3. 
Sea ( E O f l (X) + 0 f 2 (X), 
luego ( se puede escribir así ( = (1 + (2 / (1 E 8f1(x) /\ (2 E 8f2(x) 
===} Jf(x: v) > ((1, v) /\ .f':J.(;c; v) > ((2 , v) 
===} (f1 + ht(x: v) < ff(x: v) + JS(x; v) = f{(:r.; v) + fi(x: v) =
(f1 + h)'(x; v) < (/1 + h)º(x·; v) ==> ff(x: v) + ff(x; v) =(Ji+ h)"(x; v). 
===}(Ji+ h)º(x; v) > ((1 + (2, v) = ((, v) ==* ( E 8(.fi + f2)(x). 
Corolario 2.1.2 V .s¡ E JR, se tiene

8 (t si ]'¡) (x) et s;Üf¡(x)
t=l i=l 

Tenemos la igualdad si todas las funciones .fi son estrictamente díferenciables en :r. 

Pruebas.-

• Veamos que se cumple esta última inclusión.
De la Proposición 2.1.:3 =} éJ ( t f,) (x) C t, 8.f;(:r ),
sea f¡ = sdi ===} d (tsdi) (x) C t Ü(sd¡)(x),

i=l i=l 

de la Proposición 2.1.l ==* ü (t.si}'¡) (x) C t s¡of¡(x).
t=l t=l • Veamos que se cumple la igualdad en esta última inclw,ión.

Cada s.¡fi es estrictamente diferencia.ble en :r.. Y por el Corolario 2.1.l
===} Se cumple la igualdad en esta última inclusión.
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Observación: 

En la. Proposición 2. L3 tenernos la, igualdad s1 ca.da función f¡ c-'S continuamente 

diferencia.ble en :r.. 

Por el Corola.río 1..5. l ===? ca.da, función f¡ es estrictamente diferenciahle en .r, 

luego se procede como en la. demostración del Corolario 2.1.1 

===? Se obtiene la igualdad en la Proposición 2.1.:3. 

Además de la Proposición 1..5.3 ==} éJfi (x) = {DsfJx)} = {Df¡ (x)}, la Deriva.da. 

2.2 Regularidad de Funciones 

o 

En el cálculo de fórmulas del gradiente generalizado a veces encontramos 

inclusiones como la ele la. Proposición 2.1.3, podemos agregar hipótesis para llevar cada 

regla de inclusión a igualdad. Como en la Observación anterior, se nota que la condición 

contirrnamente diferencia.ble es fuerte, pues d gradiente gerwra.liza.do es la derivada. Se 

desea una condición menos extrema, una función que cubra el caso no diferenciable, una 

condición útil es la. siguiente: 

Definición 2. 2 .1 .f es R cg ular en x si: 

i) Existe la derivada direccional u.c;·u.al unila.lcra.l f'(x; v) V v.

ii) Vv f'(:r;v) = .f"(x;v).

Corolario 2.2.1 Sí ca.da f¡ es regular en :r. entonces tenemos la. igualdad en la. 

Proposición 2.1.:3. También V Si > O tenemos la igualdad en ti Corolario 2.1.2. 

Pruebas.-

• Veamos la igualdad en la Proposición 2.1.3.

Lo haremos para n = 2, luego se puede generalizar por inducción matemática., tal como

se hizo en la prueba de la Proposición 2.1.3.

Sean fi y f 2 regulares en x ==} f1 + f2 será regular en :r ?

i) (f1 +.fz)'(x;v)=J{(x;v)+JH:r.;v) existe .

. 
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ii) Vv, (!1 + Í2))'(x;v) = (f1 + f.i.)°(x;v)'?

Sabemos que

(!1 + fi)'(x;v) = f{(:r;v) + fHx;v) = Jf(x;v) + fHx;v) >(Ji + f2)°(x;v)

=> (.f1 + h)'(x; v) > (!1 + h)º(x; v)

=> (!1 + Í2))'(x; v) = (.f1 + !2)º(:r; v) Vv.

=> J 1 + Í2 es regular en x. 

Veamos que a(f1 + h)(x) = L ofi(x).
i=l 

Nos falta probar que L é)f¡(x) C a(.fi + f2)(x).
i=l 

Sea ( E áf1(x) + á_h(x), 

luego ( se puede escribir así ( = (1 + (2 / (1 E áf 1 ( x) /\ (2 E ah ( x) 

=> .ff(:r; v) > ((1, v) /\ J�(x; v) > ((2, v)

=> f{(x; v) > ((1,v) /\ fHx;v) > ((2,v) 

=> ff (x; v) + f�(:r.; v) = (f1 + f2)'(x; v) = (f1 + .fi)°(x; v) > ((, v) 

=> ( E a(f1 + .f2)(x). 

• Veamos la igualdad en el Corola.río 2.1.2 V Si � O.

Lo haremos para n = 2, luego se puede generalizar por inducción matemática, tal como

se hizo en la. prueba. de la. Proposición 2.1.3.

Sean .f1,f2 regula.res en x y s1,s2 >O=> s1.f1 + s2f2 será. regular en x?

i) (s1.f1 + s2f2)'(x; v) = s1f{(x; v) + s2f�(x; v) existe.

ii) V v, (s1f1 + s2fz)'(x; v) = ( s1fi + s2h)º(:r; v)?

Sabemos que

(s1f1 + s2hY(x; v) = (,s1.f1)'(x; v) + (s2h)'(x; v) = s1ff(x; v) + s2fHx; v) =

s1ff(x; v) + s2f2(x; v) = (s1fi)º(x; v) + (s2f2)º(:r.; v) > (,s1.f1 + s2.fi)°(x; v)

=> (.s1.f1 + s2 fi)'(x; v) > (s1.f1 + s2.fz)°(x; 'u)

=> (s1f1 + s2f2)'(x; v) = (s1f1 + s2fi)°(x; v) V v.

=> s1f1 + s2f2 es regular en x. 

Veamos que 8(s1.f1 + s2f2)(x) = L SiOf¡(x).
i=l 
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2 

Nos falta probar que ¿s.¡ofi(x) C o (sd1 + s2fi)(x). 
i=l 

Sea ( E s18fi(x) + s28h(x), 

luego ( se puede escribir así ( = .s 1(1 + s2(2 / (1 E of1 (x) /\ (2 E afz(x) 

==* ff(:r.;v) > ((1 ,v) /\ ff(x;v) > ((2 ,v) 
==* fi(x;v) > ((1,v) /\ f�(x;v) > ((21 v) 
=}s1f:(:r.;v) > (s1(1,v) /\ s2f�(x;v) > (s2(2 ,v) 
=} (s1f1)'(x;v) > (s1(1i v) /\ (s2f2)'(x:v) > (s2(2 ,v) 

==* (s1f1)'(:r.;v) + (s2.f2)'(.r:v) = (s1.f1 + s2f2)'(x;v) = (s1.f1 + s2.f2t(x;v) > ((,v) 
==* ( E 8(.s1f1 + s2.fz)( x ). O 
A continuación algunas observaciones ele funciones regula.res. 

Proposición 2.2.1 Sea f Lipschi/.:; próúmo x, en/.onces: 

(a) Si f es estrictamente diferenciabh: en .r 
I 

entonces f es regu.lar en x.

( b) Si f es conve.rn, entonces f es regu.lar en x.

(e) Una combinación lineal finit.a ( de escalares no nega.t-ivos) de funciones regulares en

:r es regular en ::t.

(d) Si f admite una derivada de Gáteau;t Df(x) y es regular en x, entonces af(:r) = 

{Df(x)}. 

Pruebas.-

(a) Como f es estrictamente diferencia.ble en :r. 

=}dela Proposición 1.5.:3 of(x) = {D sf(x)} =} fº (x; v) = (Dsf(:r), v), 
sabiendo que fes Lipschitz próximo ax =}fes continua en x

=} (Dsf(x ), v) = f'(x; v) 
=} fº(x; v) = f'(x; v) V v =} .f es regular en x. 

(b) Como fes convexa y Lipschitz próximo ax,

. 
. 

=} por la Proposición 1.5.5 fº (x; v) = f'(:r.; v) =}fes regular en :r. . 



(e) De a.cuerdo a. la. prueba del Corolario 2.2.1 en su segunda. parte, sobre la. igualdad

en el Corolario 2.1.2, se estableció que pa.ra n = 2 la combina.ción lineal s1 .f1 + s2fi

es regular en x donde s1, s2 > O, este resultado se puede generalizar por inducción

matemática, obteniéndose a.sí la. prueba. de este ítem.

(el) Como J es regular en :r ===> fº(x; v) = .f'(:r; v), 

ademá.s :l D J ( x) derivada. de Gáteaux 

===> .f''(:r;v) = f'(x;v) = (Df(x),v) Vv E X===> 8f(x) = {Df(x)}. 

2.3 Teorema del Valor Medio 

o 

Da.dos .r,y E X, la notación (:r,y) significa el segmento de línea cerra.do que 

contiene todos los puntos tx + (1 -t)y V t E [O, 1), la notación (.r, y) significa. el segmento 

de línea abierto. 

Teore111a 2.3.1 (Lebourg) 

Sean x, y E X, y supongamos q·ue f es Lipschit:; en un conjunto abierto conteniendo el 

segmento de línea [x,y], entonces e:ciste un punto ·u E (x,y) tal que 

f(y) -f(x) E (8f(u),y -:r) 

Necesitamos establecer un Lema. para la prueba de este Teorema. 

Ademá.s Xt = x + t(y -x). 

Lema 2.3.1 La función g: (O, 1) -t R definida por g(t) = f(xt) es Lipschit:; en (O, 1), y 

se tiene 

og(t) e (of(:rt), y -:r) 

Prueba.-

Veamos que g: (O, 1) -t Res Lipschitz en (O, 1). 

Tenemos que g(t) = f(xt) /\ g(s) = f(xs) /t,s E (O, 1) con Xt = x + t(y-:r), 

además como f es Lipschitz en un conjunto abierto, se tiene que 

. lg(t) - g(s)I = lf(xt) -.f(:r.s)I < Kllxt -:rs ll = li.'lj:r. + t(y -x) -(x + s(y - x))II 

' 

. 
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li."ll(t -s)(y -x)II < 1\1lt -si pues IIY -xll es acota.da 
==* 3 i\1 >O/ lg(t) -g(s)I < Aflt -si \/t, s E (O, 1). 
Además los conjuntos éJg(t) y (8f(xt), y -:r) son intervalos cerra.dos y convexos. 
Veamos que max{8g(t)v} � ma.x{(8f(xt),y-x)v}. 
Sabemos que 
ma.x{éJg(t)v} = max{((,v) : ( E éJg(t)} = gº(t;v) = lim sup g(r+>.v)-g(r) _

r-+t A 
.\.!.O 

li .f(:r + (r + >.v)(y -x)) -f(x + r(y -:r)) . f(z + >-.v(y -x)) -.f(z) rn sup = hm sup ------'----'--
r-+t A r-+t A 

' 

� A� 

donde z = x + r(y -x ); 
Si (r-+ t) ===} (z --t x + t(y -:r.) = Xt) 

l. f(z+>iv(y-x))-f(z) <l' f(z+>iv(y-�t))-f(z)===} 1111 sup \ _ 1111 sup = 

r-+I A z-+.i·1 A 
A+O A.j..0 

max{ (8 f (xt), v(y -x )) } = ma.x{(8 J (xt), y -x)v }, pues v E [O, l] 
===} ma.x{ og( t)v} < ma.x{ (8 f (xt), y - .r)v }.

==* éJg(t) e (8f(xt), y -x) (Fin de la prueba del Lema 2.:3.1). 
Demostración del Teore111a 2.3.1. 

Consideremos la función () en [O, 1] definida. por 

B(t) = f(:r t) + t(f(x) -f(y)). 

Se nota que B(O) = B(l) = f (:r. ). 
Si fes Lipschitz en [:r,y] ===} J es continua en [x,y], 
además como t E (O, 1] y Xt = x + t(y-:r) 
===} ( t = O -{::=} x0 = x) /\ ( t = 1 -{::=} .T1 = y) ===} () es continua en [O, 1)
===} 3 t E (O, 1) en el cual {) alcanza un máximo o un mínimo local 
===} O E éJ()(t) (ésto por la. Proposición 2.1.2). 
Así O E éJB(t) = éJ{g(t) + t(f(x) -f(y))} C 8g(t) + 8{L(f(x) -f(y))}, 
ésta por la Proposición 2.1.:3. Por el Lema 2.3.1 y la Proposición 2.1. l se tiene 
===} 8g(t) + 8{t(f(x) -J(y))} e (8J(xt),y -x) + (J(x) -f(y))éJ(t) 

o 

==* O E (éJf(xt),y-x) + (f(:r) -f(y))8( l(t)) (*) 
I ( r + pv) - I (r) r + pv -1'además sabemos que Jº( t; v) = lim sup = lim sup = v 

r-+t P r-+t P 

. 
. 

p.j..O p.j..O 
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==} v > ((, v) Vv ==} ( = 1 ==} 8(I(t.)) = {1}
==} O E (8f(i·t),y-x) + (f(i·) -f(y)){l} (ésto de(*))
==} 3 f. E ( 0, 1) / 3 u = :r t E (r:, y) / f (y) -f ( :r) E ( 8 f ( it), y -x). 
Eje111plo.-

D

Consideremos la función f : [O, 1) -+ lR definida en un ejemplo de la Sf'cción 1.,5 del
Capítulo 1, f(:r) = f'i: cp(t)dt donde cp: [O, l)-+ JR/ cp E L00 (0, 1),

.fo aplicando el Teorema del Valor Medio al 8 f, probaremos que
Vc>03:r,yE(O,l)/l.r-yl<c /\ </J(:r)-t< [

1 cp(t)dt<</J(y)+t .
.fo 

Como fes Lipschitz en un abierto que contiene a [O, 1), aplico el Teorema 2.3.l
==} 3·u E (O, 1) / .f(l) -.f(O) E (o.f('u), l -0)
=? [ ,f,(t)dt E fJf('u) = W(tt), .¡,+( 11)] =?.¡,-(u) < [ ,f,(t)dt < q,+(u)
Sabemos de la.s definiciones de <fJ+(1t) y 9-(u) que
V E> O 3 y E (O, 1) / cp+('u) -é < </J(y) < cp+('u.)
Vé > O 3 .r E (O, 1) / 1-(u) < </J(:r.) < 4>-('u) + E,

luego de ( cr) y de las dos expresiones anteriores tenemos
==} Vt > O 3 :r,y E (O, 1) / </>(.r) -e< ¡

1 </J(t)dt < cp(y) + é .

.fo Nos falta. probar que V e> O 3:r,y E (O, l) / l.r -yl < ::.

Supongamos que =J¿ > O Vx,y E (O, 1) / li· -yl > c. 
/ l o (1 1· . , ==} 3 s 1 > O x = y = 

2 
==} O > € 1 > . .,.ontra.c 1cc10n.

==} Vé > O 3 .r, y E (0.1) / l:r -YI < E.

.
. 
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Capítulo 3 

Conceptos Geométricos Asociados 

En este Capítulo definiremos una función Distancia. de no diferenciahle, sin 

embargo de será globalmente Lipschitz. Usaremos el gradiente generalizado de de para 

definir un nuevo concepto de Tangentes y Normales en un conjunto a.rbit.ra.rio C.

Caracteriza.remos estas Tangentes y Norma.les, y veremos que su estructura no depende de 

de. Proba.remos que las nuevas Tangentes y Normales definidas, se reducen a conocer una 

de ellas en .aná.lisis convexo y en el caso no diferenciabl�. Finalmente indicaremos como 

estas ideas geométricas nos guiarán a una definición extendida del éJf de una función f,

la cual no necesariamente cB Localmente Lipschitz, y posiblenwnl.c de valor extendido. 

3.1 La Función Distancia 

Definición 3.1.1 Sea C C X un subconjunto no vacío de X
1 

y considerenws la función 

Distancia de(.): X� lR de
f
inida. poi' 

dc(x) = inf{ll:r - cll : c E C}. 

Observación: Si Ces cerra.do==* (.r E C � clc(.r) = O). 

Prueba.-

1 ==* 1 Sea x E e= e==* :l{:r,.} e e/ Xn -+ :r, 

. 
. 

además sabemos que O< inf{llx - cll : e E C} < llx - x,1.II y 

Xn-+ :-e� VE> O :lN = N(e) E N/Vn > N ==* llx - :rnll  < e, 

:3!) 



elegimos s = !, luego cuando n es suficientemente grande
n 

=}O< inf {11.r - cll: e E C} <O=} dc(x) = O. 

1-{= 1 Como dc(x) =O=} inf{llx - cll : e E C} = O, 

así inf II X - cil = o � V E > o 3{ Xn } e e / 11.T - .1:,1 I I < s + o V 71 E N,�e 

elegimos s = -, luego cuando n es suficientemente gra.nde 
n 

=} :l{xn} e e/ Xr¡ -+X=} X E C, y como e es cerrado=} X E c. D 

Proposición 3.1.1 La función de sat-is.face la cond-icíón global Lipschíf:; en X: 

1 de ( x) - de (y) 1 < 11 x - Y 11 · 

Prueba.-

Sea e> O dado, 

=} por definición 3 e E C / de (y) > I IY - el 1 - e,

=} dc(x) < 11.r - cil = llx - Y+ Y - cil < 11.r - YII + IIY - cil 

=} dc(x) < dc(y) + 11.1· -yll +e, podemos intercambiar x e y

=} dc(y) < de(x) + IIY - xll +e, luego cuando E-+ O tenemos 

=} clc(x) - dc(y) < llx - YII !\ -11.r - vil< dc(x) - dc(y) 

=} ldc(x) - dc(Y)I < 11:r - YII. 

3.2 Tangentes 

D 

Definición 3.2.1 Supongamos que x E C. Un vector v E X es tangf:nfe hacía C en x si 

d0(x;v) =O. El conjunto de todas las tangentes hacia C en x es denotado porTc(:r)
! 

es 

decir 

Te ( x) = { v E X / d°c: ( :r.; v) = O}.

Propiedades de Te( x) : Cono convexo cerrado en X. 

• Si ,\Tc(x) C Tc(x:) V,\> O=} Te(x) es un cono.

Sea Z E ,\Tc(x) =} Z = AZ¡ / Z1 E Tc(;1:) =} dc.(x: z1) = Ü ¡\ A> Ü

=} ,\dc:(:r.; zi) = (,\clc)º(:t; zi) = db(x; AZ1) = Ü =} AZ¡ E Tc(.1:) =} Z E Tc(:t)

. . 
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===} Tc (x) es un cono en X. 
• Si >.Tc (:r.) + (1 ->.)Tc (:r.) C Tc(:r.) V>. E [O, 1] ===} Tc (x) es convexo.
Sea. z E >.Tc(x) + (1 ->.)Tc (:r)

===?;; = AV1 + (1 ->.)v2 / Vi, V2 E Tc(:r) ===? dc(:r; t1i) = clc.(x; V2) = Ü

===? Adc:(:r; V1) = Ü = (Adc )º (x; vi)= dc(:r:; AVi) = Ü
===} (1 ->.)dc':,(:r.;v2) =O= ( (l ->.)dc)º (:r.;v2) = d0 (x; (1->.)v2) = O 
===} db(x; z) = c/Cé,(x; AV¡+ (1 ->.)v2) � dc¿.(x; >.v i )+ dc¿.(x; (1 ->.)v2 ) =O+ O= O 
===} de ( :r; z) < o.

- Nos falta probar que O< d0 (x; z).
, . clc(y+tz)-clc(y) Se sabe que hmsup < O, y sea y+ tz = s

y-+.L t 
t-l.O 

l. clc( .s) - dc(s -tz) 0 1. -(dc(s -tz) - dc(s)) 
===} 1m sup < ===} nn sup < O 

•-+.• t 
-

,-n t 
-

t+O t+O 

l. . f dc(s -tz) -dc(s) 
< 0 0 1. . f dc(s -tz) -dc(s)

===} - 1111 lil ===} < 1111 lI1 < 
•--+x t - - •--+x t -
t-l.O t-l.O 

l. dc(s-tz)-dc(s) 0 1. dc(s-tz)- dc(s) 1msup ===} < m1snp ,
s-+:r. t - •-+.• t 

· 

ttO t+O 

volviendo a la. varia.ble original se tiene 
º<l. dc(y)-dc:(y+t:::) 1. (-dc)(y+tz)- (-dc)(y) ( d )º( )==> _ 1m sup = 1111 sup = - e :r-; -� 

y--+x t y-+.t t 
$ t� 

==> o < (-de) o (X; z) = de: ( .r; -z) ===} dt-. ( :r; z) < o < de· ( :r-; -;; ) V z E X' 
pa.ra ::: = -;; se tiene==> dc(x; -;;) <o< dc.(x; z) 

===} dc:(x; z) =O==>;; E Tc(:r) ==> Tc:(x) es convexo en X . 
. , - - . dc(y+tIT)-dc(y)Tamb1en sa.bemos que O E Tc (x) pues dc(:r.; O) = lunsup = O. 

y-+., t 
1.i.o 

• Fina.lmente la prueba. de que Te ( J,') es cerra.do en X, puede verse en [8]. O 

3.3 Normales 

Definición 3.3.1 Sea .A1 mi cono conve;ro. El cono polar de l\,f (llamado cono polar 

negat-ivo) es el sig ·uienfr: 

.Afº = {.s E X*/ (.s,v) < O Vv E AJ}.

A continuación mostraremos un esquema del Cono Polar. 

. 
. 
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CONO POLAR 

M 

M Cono Convexo 

M º Cono Polar negativo de M 

Definición 3.3.2 El cono normal hacia C en x. es la Polaridad df: Tc(:r): 

N c{1·) = { ( E X* / ( (, v) < O V v E Te ( .r) } . 
Ahora tenemos la. caracterización de Ne ( x) en términos del gradiente generalizado: 
Proposición 3.3.1 

Nc(x) = el { LJ AOdc(x)}, 
,\�O 

donde el denota la clausura débil*. 

Prueba.-

1 C I Sea. ( E Nc(x) ==* ( E {(EX'" / ((,v) < O Vv E Tc(.r)} 

.. 

==* ( (, v) < >. O V >. > O, V v E Te ( x) ==* ( (, v) < >.de· ( .r: v) V >. > O 
==* ((,v) < (>.clc )º(x;v) ==* ( E 8(>.dc)(x) V>.> O 
==* ( E >.adc(x:) C u >.fJdc(:r.) C el { u >.odc(x)} ==* ( E el { u >.oclc(x)}. 

>->O ,\>O .\>O

==* Ne ( :r.) e el { LJ �Ddc ( .r) } . 
- -

,\2'.0 
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l2_l Sea ( E el { LJ ).J)dc(:r.)} ==} :l{(,i} e { LJ >.odc(:r.)} / (n � ( 
.\�o .\>O 

==? (n E { LJ >.8dc(x)} / (n � ( ==} :3>.11->O/ (n E AnOdc(x) / (n � (
.\�O ==} Andc(.r;v) > ((n,v) \/v E X, en particular escogemos V E Tc(:r.) 

==} dc .. (x; v) =o==} AnO =o> ((n , v) ==} ((n , v) < o \/ V E Tc(:r.) 
'"°1� ((, v) < O \/ v E Tc(:r.) ==} ( E Nc(:r.). 

==} el { LJ >.odc(:r.)} e Nc(x). 
.\�O 

Observación: 

Sabemos que 8dc(:r.) = {(EX*/ dc:(:r.;v) > ((,v) \/v E X} es compacto débil*, 
y como Tc(:r.) = {v E X/ dc.(x; v) = O} 

o 

==} 8dc(x) se reduce a Nc(:r.), el cual es cerrado débil* por la Proposición 3.:3.l. 
También podemos decir que el cono polar hacia Te ( x) es cerrado débil* (nos referimos a 
Nc(x)), cono convexo genera.do por 8dc(:r.). 
Propiedades de Nc(x): Cono convexo en X*. 
• Si >.Nc(x) C Nc(x) \/>.>O==} Nc(x) es un cono.
Sea. ( E >.Nc(x) ==} ( = >.(1 / (1 E Nc(:r.) ==} ((1,v) < O \/v E Tc(x)

==} (>.(1 ,v) <O\/>.> O, \/v E Tc(:r.) ==} ((,v) < O \/v E Tc(x) ==} ( E Nc(:r).
==} Nc(x) es un cono en X*.
• Si >.Nc(x) + (1 - >.)Nc(:r.) C Nc(:r.) \/,\E [O, 1) ==} Nc(:r.) es convexo.
Sea ( E >.Nc(x) + (1 - ,\)Nc:(:r.)

==} ( = >.(1 + (1- >.)(2 / (1, (2 E Nc(:r.) ==} ((i,v) < O A ((2,v) < O \/v E Tc(x)
==} >.((1 ,v) <O==} (>.(1,v) < O
==} (1 - >.)((2, v) <O==} ((1 - >.)(2, v) < O
==} ( (, v) < O \/ v E Te ( :r.) ==} ( E Ne ( :r.).
==} Ne ( x) es convexo en X*.
Aquí presentamos un ejemplo de tangentes y norma.les en X = IR.2

• 

.
. 
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Tangentes y Normales 2 2 
C= { (X.y) / X + y � 1 } 

v e Tc(x) pues cl°c(x:v)=O 

v=(1,1) 

para < "t' , v > � O 

obtenernos los "t' e N c(x) 

A continuación se tienen algunos resultados con la. función distancia. 

Proposición 3.3.2 Sea f Lipschitz de rango [-( en ·un con.junto S. Sea x E C C S y 

s·ttpongamos q·ue f alcanza un mínimo sobre C en x. Entonces para cada 11,J > 1( la 

función g(y) = J(y) + Af dc(y) alcanza un mínimo sob1·e S' en x. Si 1\1 > l{ y C es 

cerrado, entonces cualquier otro punto que minimiza g sobre S debe también pe·tmanecer 

en C. 

Pruebas.-

• Veamos la Primera. Parte.

Tenemos que probar que g(x) = min{g(y)} Vy ES', V 1'-1 >](,es decir,

g(x'.) < g(y) {=} f(x) + Af dc(:r) < J(y) + Af dc(y) {=} f(:r) < f(y) + Af dc(y).

Supongamos que se cumple lo contrario, es decir,

:l y E 8, :l lvl > 1( / f(y) + AJ dc(Y) < f(:r.) - e V e E (O, o) pa.ra algún o> O adecua.do,

podemos escoger e = J\.1 e =* :l y E S', :l 111 > ]( / f (y) + Af de (y) < f ( x) - AJ e (l) 

también :le E C / lly-cll < dc(Y) +e Ve> O (en particulaI Ve E (O,J)) (2) 

.. 
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ahora como f es Lipschitz de rango J,( en 8 
==> f(c) - f(y) < lf(c) - f(y)I < l{IIY - cll < AfllY - cll, Y de (2) 
==> f (e) - f (Y) < Af ( ele (y) + é) ==> f (e) < f (y) + Af de (y) + 1'1 E, y de ( 1) 
==> f(c) < J(x). Contradicción, pues x minimiza. a. f sobre C.

==> g(x) = min{g(y)} \/y ES, V Af > K. 
• Veamos la Segunda Parte.
Sea y E 8 otro punto/ minimiza. a. g sobre S.
==> f(y) + Aidc(Y) = f(x) = g(x)
Si A1 > !{ ==> l( � AJ > K. aplicando la primera parte de la Proposición 3.3.2

1( + Af 
==> g(x) = f(x) < J(y) + ·) dc(Y)- ¡,-· + w 
==> f(y) + i\.rf dc(y) = f(x) < f(y) + 1. 2

1 dc(Y) ==> 21\,f < l( + Af ==> Af < !(, 
luego para. evitar la contradicción dc(Y) = O, y como C es cerra.do ===} y E C. O 

Corolario 3.3.1 Supongamos que f es Lípschitz próximo a x
,, 

y alcan;;a ·u.n mJnimo sobre 

C en x
,, 

entonces O E 8.f(x) + l'lc(x).

Prueba.-

Sea. S una. vecindad de x sobre la. cual J es Lipschitz de rango l(. 
Sea x E C e 8 y si f alcanza un mínimo sobre C en :r. 
===} ele acuerdo a. la Proposición 3.3.2 
como l( > l( se tiene que :r. minimiza a .f(y) + l( dc(Y) sobre 8,

luego por la Proposición 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.l se tiene 
==> O E 8(J + Kdc)(x) e of(x) + o(Kclc)(x) = of(x) + Kodc(x),

y por la Proposición 3.3.1 ==> Kodc(x) e Nc(x) 
==> O E 8.f(x) + Nc(x). o 

Definición 3.3.3 Si C es convexo, se f.iene ·un concepto bien definido de vector nor·1nal: 

( E X* se dice Normal hacía C en x, si ((, :r - e) > O V e E C. (en el sentido del análisis

convea.:o). 

Representación grá.fica: 

.
.
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CONO 

NORMAL 

e Convexo 

Proposición 3.3.3 Si C es conve.w, entonces Nc(:r) coincide con el cono de normales 

en el sentido del análisis convexo. 

Prueba.-

1 � 1 Sea. ( normal hacia C en x en el sentido del análisis convexo 

==} ((, .r - e) > O V e E C

==} el punto e= :r minimiza la expresión f(c) = ((,x - e) sobre C. 

Veamos que fes Lipschitz sobre C. 

. 
. 

lf(e)-f(d)I = l((,:r-e)-((,x-d)I = l((,d-e)I < ll(lllld-eil <·m.lld-ell 

==} f es Lipschitz sobre C 

==} Por el Corolario 3.:3.1 O E 8.f(x) + Nc(:r) 

Calculando af ( :r). 

.. . f(y + tv) - J(y) . ((, x - y - tv) - ((, x - y) 
j u(x:v)=hmsup =lirnsup = 

u-u t y-+:r t 
ttO ttO 

((, -v) ==} fº(x; V) = ((, -v) Vv E e==} af(:r) = {-(} 

==} de (a) O E{-(}+ Nc(x) ==}-(-()E Nc(:r) ==} ( E Nc(x). 
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1 ==> 1 Sea. ( E Nc(.x) ==> (EX*/ ((,v) < O \/v E Tc(x) 

==> ((, v) <O/\ cl0(x; v) = O \/v E X==> cl0(x: v) 2:: ((, v) ==> ( E 8clc(x). 

Antes de cont.inua.r proba.remos el siguiente Lema.: 

Lema 3.3.1 de(.) es conve;w. 

Prueba.-

Veamos que dc(Ax + (1-,\)y)< >.de(x) + (1-.X)de(y) \/,\ E [O, l], \/ x,y E X: 

En donde el conjunto convexo C e X y de(.) : X -+ R, 

luego Ve> O, \/:r,y E X, 3c x ,Cy E C tal que 

Si dc(x) = inf{llx - cll: e E C} ==> llcx - xll < de(tc) + e,

Si dc(y) = inf{IIY -el! : e E C'} ==> !ley - vil < de(Y) + E,

además e= ACx + (1 -.X)c y E e, a.sí se tiene que 

dc(.Xx + (l -,\)y)< 11>.x + (1 -,\)y -el! = 11.Xx + (l - .\)y -(,\ex+ (1 -.X)c 11
)11 = 

11.Xx -ACx + (l -,\)y -(1-A)c.yll < >-11:r. - c xll + (1-.X)IIY -c yll <

A(dc(x) +e)+ (1- >.)(de(Y) + t) = Adc(.x) + (1 -A)clc(y) + e \/e> O 

==> cuando é -+ O ele (.) es convexo ( Fin e
l
e la prueba del Lema 3.3.1). O 

Retornando la. Prueba. de la. Proposición 3.:3.3 se tiene que la función 

de(.): X-+ Res convexa y Lipschitz próximo ax 

==> por la Proposición 1.-5 .. 5 el 8dc(x) coincide con el subdiferencial en :r, en el 

sentido del análisis convexo, es decir el conjunto ele vectores (, es el subgracliente de 

ele en x ,  que satisface dc(Y) -dc(x) > ((,y -x) \/y E X,

ha.cien do y = e E C ==> Ü -de (X) > ( (, e - X) \/ e E C 

==>O> -clc(x) > ((.c-:r) Ve E C ==> ((,c-:r) < O Ve E C. o

Corolario 3.3.2 Sí C es conve:ro, entonce.s v E Tc(x) {=::} dc.0(:r; v) = dé.-(:r; v) = o.

Prueba.-

Corno C es convexo, se tiene que ele es convexo ==> de es regular en :r. ( ésto por la. 

Proposición 2.2.l(b)). 

1 ==> 1 Si v E Tc(x) ==> d0(x; v) =O= dé,.(x; v). 

1 � 1 Si d0(x; v) =O= dé,.(x; v) ==> v E Tc(x). 

. 

. 
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3.4 Caracterización Intrínseca de las Tangentes 

Aquí veremos que el concepto de Tangentes, ya definido, es independiente de la 

norma. usada en X. 

Teore111a 3.4.1 Un elemento v E X es tangente hacía C en x si, y sólo si, para cada 

sucesión { x¡} C C convergente hacia :r y la sucesión { ti} C (O, oo) decreciente hacia cero, 

e:ciste una sucesión {t\} C X que converge hacia v tal que :ri + tivi E C para cada i. 

Representa.ción gráfica: 

ve Tc{x) 

Prueba.-

1 ==} 1 Supongamos que v E Tc(:r) 

e 

X 

X¡ eC 
t¡ > o 
V¡ sX 

X¡-> X 

t¡ -> o
V¡-> V 

X·+ t-V· 8 C 
1 1 1 

Sea.n la.s sucesiones { :r:i} C C / :r¡ -+ :r. y {ti}/ li + O cualesquiera. 

Debemos ha.llar una sucesión {vi} C X/ v; -+ v /\ Xi+ ti "i\ E C \/ i. 

Como v E Tc(x) ==} db(:r; v) = O 

. 
. 
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l. dc(x¡ + t.¡v) - dc(xJ . dc(x¡ + ti'v) - de(x¡) ==> 1msup = lim = O 
·•, -+.i: ti i-too f- ' 

f ¡,J.O 
t 

C1 [ 
( • de (Xi + ti V) como :r.i E /==>ce xi)= O==> lim = O 

i-toc.. ti Como de (z) = inf{llz -cll : e E G'} 
==> 3ci E C / llz -cill < dc(z) +e, Vt > O, z E X, 

t' 1 V 1 ' f.¡en par 1cu ar Xi+ itu E_'\. y 1ac1endo E:=-:-> O t· 
==> llx¡ + t¡v -c¡II < de( :r.¡ + t¡v) + -;. 

1. 
e· - X· Sea v.¡= ·i i, luego dividiendo a (2) por t¡ , se tiene ti (c.¡-xi) dc(xi+hv) l ==> V- < +-ti 

- t¡ ·i 'así cuando i -r oo y de ( 1) se tiene dc(x· + t·v) 
==>O< _lim Jlv -v¡ JJ < _lim · 1 1 +O= O+ O==> v¡ -r v

1-toc, i-too t¡ 
==> :l{t'i} ex/ vi -r v A xi+ tivi = ci E e V·i. 

1 � 1 Ahora elegiremos las sucesiones {yi} / y¡ -r :r. y {ti}/ ti -!- O. así 
l. dc (Yi+tiv)-dc(yi) dº. ) _lffi = ·c(:r.; V 

1-tOG ti Tenemos que probar que cl0 (x; v) < O, es decir dc.(x; v) = O. 
Como dc(y.¡) = inf {IIYi - cJJ: e E C} 

==> :3{ Ci} e e/ !Je¡ -Yill < dc (Yi) + 
t_i Vi 
'l, Veamos que e¡ -r x. 

Como O< !Je¡ -xll = l le¡ -Yi + Yi - :rll < l le.¡ -Y.di+ IIYi -xll ti 
==> ele (4) O< llci -xll < de(y¡) +-:- + IIYi - xll  

·tt¡ 1· t¡ se sabe que O < -:- ::; t1 ==> _ 1m -:- = O, 
'l i-toc, i también lim de ( y.¡) = de ( x) pues de es continua y :r. E C 

y¡-t.'l: 

==> ele ( *) O < )im I ici - x 11 < de ( x) + O + O = O + O + O = O ==> c.¡ -r x. 
·1-toc.. 

==> 3{v¡} /t'i -r v /\e¡+ trv¡ E C Vi (ésto por hipótesis), 
como de es Lipschitz 

(1) 

(2) 

(4) 

==> dc (Yi + t¡v) -dc (c¡ + t¡v¡) < Jdc(y.¡ + i¡v) -dc(c.¡ + t¡v1)I::; IIY.i + t¡v -e¡ - t¡v¡II 

==> dc: (Yi + i¡v) -da(c¡ + tiv.i) < JJy; -cdl + t&u -viJI, 

. 

. 

como C¡ + t.¡V¡ E G' ==> de ( C¡ + (¡V.¡) = Ü 
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f ===} dc(Yi + i¡v) < dc(y¡) + ._;. + t¡\\v - 1\
I
I 

7 

dc(y¡ + t¡v) - dc(Yi) II . \\ 1 ===} < V - V· + -
t. - ! . 

i 1 

===} dc(x; v) <o=>- dc(:r; v) =o=>- V E Tc(x). 

3.5 Regularidad de Conjuntos 

D 

Se establece aquí la relación entre el concepto geométrico ya definido y las nociones 

en el caso no diferenciable, se requiere la regularidad de conjuntos, la cual utiliza la 

regularidad de funciones tratadas en el Capítulo 2. 

Definición 3.5.1 

Sea l{c(:r) el cono contingente de tangentes hacia ·nn conjnnto C: en :r. (v E X). 

Un vector v E Kc(x) si) y sólo si) Vé > O 3t E (O,é) /\ w E v + EB / :r + tw E C 

( donde w es 11.n punto y ncccsaria.mcnle .r E el C:).

Observación: Ta(:r) C Kc(x) 

Prueba.-

Sea v E Tc(:r.), 

Del Teorema :3.4.l v E Tc(:r)-{=} 

V {x¡} e C / Xi -t :r. /\ V { t¡} e (O, +oo) / ti -!, o, 3{ V¡} e X/ V¡ -t v / Xi + t i'Vi e C Vi. 

v1 E Kc(:r)-{=} Vs > O 3/ E (O,s) /\ ·w E v1 +éB/:c+tw E C. 

Sea E > O 

:r.¡ -t .i; ===} :r¡ E .i; + sB; l¡ +O=>- t¡ Et+ cB, para algún t E (O, e) /\ f � O y 

V¡ -t V =>- V¡ E V + é B 

=>-VE > o 3 t E (O, E) /\ V¡ E V+ cB /X+ c'U¡ + (t + éll2)(t'i) E e V 'U¡ E B 

===}VE> O 3t E (O,s) /\ V¡ E v + éB / x +fo¡+ é('u1 + ·u2v¡) E C, 

si é -t o =>- :r. + tvi E e o X + tv¡ E el e,

si .r + tv¡ E clC ===} elegimos /. = ::1 < :: / :r + tv¡ E C 

===} v é > o 3 t E (o, e) A v¡ E v + E B ¡ .T + tu¡ E e.

===} v E Kc(:r). 

Representación gráfica de la. Contingencia: a) Si v E To(x) y b) Si v r/. Tc(:r.).

. 

. 
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a) Tc(x) e Kc(x)
ve Tc(x) 

/ 

,' 

\ 

xeclC 

b) Tc(x) e Kc(x)
v � Tc(x) 

. . 

xeclC 

v e Kc(x) Cono Contingente 

V+ E' 8 
__ .- - -

.,..--

·---.... 

l \. ... '-

e 

X +tw 

v e Kc(x) Cono Contingente 

v+ E.'; B 

\, 
,,,-

l 
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Definición 3.5.2 El conjunto C es regular en x si Tc(:r.) = J-
(

0 (.r). 

Observación: 

Si e es convexo ==? e es regular en X.

Prueba.-

Vea.mos que Ifc(:r) C Tc(:r ). 

Supongamos que Kc(x) cj._ Tc(:r), es decir :lv E Kc(x)/v (/. Tc:(:r), 

como C es convexo, por el Corolario 3.3.2 tenemos 

V E Te ( :r) {=} de (X; V) = d� (X; V) = o' 

como V r/. Tc(x) {=} dc-(x; v) #o{=} limsup 
dc(Y + tv) - dc(Y) # o

Y->T t 
t-1,0 

como V E Kc:(x) ==?VE > o :l t E (O, E) /\ w E V+ é B /X+ tw E e

==? 'W =V+ éZ para a.lgún;: E B ==?X+ t(v + t:::) E e==? X+ fez+ tv E e,

sea y= X+ tez==? y+ tv E e==?' dc(Y + tv) = o, 

sis -t O==>- t--t O/ si (y E C ==> dc(Y) = O) o si (y E clC ==> dc (y) = O) 
dc(Y + tv) - dc(Y)

==>- lim sup = O, contradiciendo ( * ). 
y-+.,; t 
t.j.O 

==? J( e (X) e Te ( :r) ==? e es regular en X. 

Veamos ahora como Te y iVc son obtenidos a partir de condiciones de regularidad. 

o 

Teorema 3.5.1 Sea f Lipsch-itz pró:címo a x
} 

ahora supongamos que O r/. af(x). Si 

C = {y E X/ f(y) < f(:r)}. enf.onces se tiene 

{ v E X / f º ( x; v) < O} e Te ( x). 

Ade·más, si f es regular en x. en/.onces se líen e la. ig·naldad en c.cda úll-ima inclwúón. y 

también C es 1·egu/a1• tn X. 

Pruebas.-

• Veamos que se cumple esLa última inclusión.

Sea v E {v E X/ fº(x; v) <O}==> fº(x; v) < O; Sea é > O arbitrario, 

como O(/. af(x) ==>- 3 it E X/ f(J (:r.; ·u)< 0 ==> Er(:r.; ·u)< O==> fº(x; t·u) < 0, 

además fº(x; v + t:u) < Jº(x; v) + fº (:r.; é1l) <O==>- fº (:r.; v + t·u) < O. 

Así, es suficiente probar que ca.da v para. el cual .f''(:r; v) < O pertenecerá a. Tc(x). 

. 

. 
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De la. definición de f º ( x; v) se tiene 
::le> O/\ 38 > O /Vy llx -yll <E/\ t E (O,t) => J(y + tv) - .f(y) � -ót (*) 
Negando la definición, se tiene .f (y+ tv) - J (y) > -ót => f (y+ t�) -.f (y) 

> -ó
=> Jº(x;v) > -Ó1 Vó1 E (O,ó) =>O< Jº(x;v) < O Contradicción.=> Se cumple(*)· 
Ahora. sea. { Xi} e e/ :r.i -+ X y sea. {t¡} e (O, +oo) /ti..!. o,

como Xi E C => f(x1) < J(x), y Vi se tiene de (*) que 
f(xi + tiv) < f(xi) - óti < f(x) - Ót.¡ < f(x) => J(x.¡ + tiv) < f(x) =>Xi+ tiv E C 

=> de acuerdo al Teorema. :3.4.1 v E Tc(x). 
=> {v E X/ f º(x: v) < O} C Tc(x).
• Veamos que se cumple la igualda.d e n  esta. ültima. inclusión.
Tenemos que probar que Tc(x) C {v E X/ f º(x: v) < O}.dc(Y + tv) -dc(Y) Sea. V E Tc(.r) => dc_.(x: v) = limsup = O ,  y-n f t+O se nota. que x E C pues .f(x) < J(x) => dc(x) = O, y como de es continua. en X dc(Y + tv) -dc(Y) 1 ( ) => limsup = limsup - limsup(dc(y + tv) -dc(y)) = 

y-+-.• t t .io t -y--+.r t+O 
limsup ! (1im(dc(Y + tv) -dc(y))) = limsup !(dc(x + tv) -dc(.r)) = Ot+O f y--tx t+O f 

l. dc(x+tv) O 1 1 d fi · ., d l' · · · => 1m sup = , u e go por a e 111c1on e 1rmte superior se tiene t+O t 
\.J :J i\ r R-.T / de ( X + fiV) u · /\� } · , { } / 1 Q => v e > O, .:::i 1v E i.'I t¡ < O + e v 1. > N, para. a guna suces1on t¡ t¡ + 

=> dc{r + t.¡v) < t¡ e  Vi> N (a) 
además 3 x¡ E C / llx + tív -xíll - e< dc(x + t.¡v) Ve> O, 
seas= st í /tí> O=> llx + tiv -xill - sti < dc(x + ttv) y de (O') se tiene 

=> llx + itv -xdl - et¡< et.¡=> llx + t.¡v -x.¡j¡ < 2di, 
como fes Lipschitz próximo ax ( de rango K) 
=> f(x + t iv) -.f(:r\) < l.f(x: + itv) - f(x¡)I < Ii.'llx + t¡v -x.dl < 2etJ{ 

(. ) lr f(x + t iv) - f(x) f(:r.i) + 2Ket.¡ - f(:r.) 
=>f x+tiv <f(x¡)+2\.ef.;=> t· < t·y como J(x.¡) < J(x) => J(x.¡) - J(x) < O, 

·i i 

1 d. (8) ___.__ f(x + t.¡v) - f(x) 
< 2l{s Ve> Ouego e , --.r t¡ _ 

=> lim f(x + trv) - f(x) = f'(:r.; v) < 2KE Ve> O,t¡+O ti cua.ndo e -+ O y como f es regula.r en x 

. 

. 
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==} f'(x;v) = fº (x;v) <O==} v E {v E X/ fº (x;v) < O}. 
==} Se cumple la. igualdad en esta última inclusión. 

• Veamos que Ces regula.r en x.

Tenemos que probar que Tc:(x) = Ii.."c(xJ

Ya. sabemos que {v E X/ .fº (x;v) < O} e T 0 (x) e Kc (x).

Veamos que Kc(x) C {v E X/ .fº (:r.; v) :s; O}.

Sea v E Kc(x) �VE > O, 3 t E (O, E) /\ w E v + éB / x + tw E C

==} 'W =V+ éZ pa.ra algún;; E B ==} :r. + t(v + éZ) E C ==}X+ f;:2 + tv E C

==} f(x + té:2 + tv) < f(x) ==} f(x + t¿z + tv) - f(x) < O
.f(x + téz + tv) - f(x) < O 1. .f(x + téz + tv) -f(x) 

1
., ) ==} ==} 1m = (:r,· v < O, f -

t.j.O t . - , 
y como fes regular en x ==} v E { v E X/ fº (x=; v) < O}. 

==} {v E X/ fº (x;v) <O}= Kc(x) = Tc(x) 

==} C es regular en X.

Corolario 3.5.1 

Nc(x) e LJ >.8J(x) . 
• \�O 

Si f es reg·ular en .r., entonces se tiene la igualdad en esta última inclusión. 

Pruebas.-

• Veamos que se cumple esta última inclusión.

Con las condiciones del Teorema 3.5.1 se tiene J\1 = {v E X/ fº (x; v) < O} C Tc(:r),

luego por la polaridad ele ambos conjuntos ==} Ne ( x) C A1º .

Sabemos que el cono polar ele Af es Afº = { s E X*/ (s, v) < O V v E Af}.

Como .fº (x;v) > (v /\ fº (x;v) < O

==} Nc (x) e {(EX*/ ((,v) < O Vv E Af} e 8.f(x) e LJ >.fJf(:r).

==} Nc (x) e LJ >.of(x). 
>.>O 

• Veamos que se cumple la igualdad en esta última inclusión.

Sea ( E LJ >.fJf(x) ==} 3 As > O/ ( E As8f(x) ==} 3 </> E 8f(x) / ( = As<P,
.\>o

D 

además cl;l Teorema :3..5.1, siendo f regular en x, tenemos { v E X / f º ( x; v) < O} = Te ( :r.)

==} (</>,v) < fº (x;v) < O Vv E Tc(.r) ==} (</>,v) < O Vv E Tc(x)
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===? (>..s</J,v) < O Vv E Tc(:r) ===? ((,v)::; O Vv E Tc(:r) ===;> ( E N0(.I'). 
===? Se cumple la. igualdad en esta última inclusión. 
Eje111plo.-

Sea 

C: = {y E X : f1(y) < O, fi(y) <O, ... , Ín(Y) < O} 

D 

y sea :r tal que f¡(:r) = O para i = 1,2, ... ,n. Entonces, si cada f¡ es estricta.mente 
diferencia.ble en x, probar que Ces regular en :r. 
Prueba.-

Sea f(y) = max{fi(Y) : i = 1, 2, .. ., n}, 
como cada. f¡ es estrictamente diferencia.ble en :r 
===? por la Proposición 1.5.3 cada f¡ es Lipschitz próximo a :r 

===?fes Lipschitz próximo ax, 
además de la. Proposición 2.2.l(a) cada. f¡ es regular en x ===?fes regular en :r. 
También C se puede expresar a.sí: C = {y : f(y) < O} 
y además f(x) =O===? C = {y E X : f(y) < f(x)} y supongamos que O f/; of(x),

así tenemos las hipótesis del Teorema. 3 .. 5.l, y a.demás como fes regular en x 
===? C es regular en X.

3.6 Hipertangentes 

Definición 3.6.1 Un vector v E X se dice q·ue es Hipertangente hacia C en :r E C si)

pam algún e > O, 

y+ tw E C; Vy E (:r + éB) ne, w E v + EB, t E (0,E).

Observación: 

Se tiene que cada. vector v hipertangente hacia C en :r, pertenece a Tc(x). 
Prueba.-

Supongamos lo contrario, es decir :3 v hipertangente ha.cía. C en x / v f/; Te ( x). 
. dc(P + tv) - dc(p) 

===? dc.(.r: V) # Ü ===? ln!1_:_;1P 
t 

# Ü ( *) 
t.j.0 
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ta.mbién y+ tw E C; Vy E (x + tB) n C, w E v + cB, t. E (O,s) para algún e> O 

==}y= x + ez para. algtin z E B /\ w = v + sq pa.ra a.lgún q E B 

==}y+ tw =X+ éZ + t(v + cq) E e Vt E (O,s) pa.ra a.lgún é > o 

==} y+ tw = x + c(z + qt) + tv E C V t E (O, e) para. algún € > O, 

sea. p = :r. + s 1 ( z + qt) / p -t x V e 1 E (O, e) /\ V t E (O, e) /\ E 1 < < s, 

se nota que dc(p + tv) = O ya que p + tv E C, y si t -1, O, tenemos dos casos: 

si (p E C ==} dc(P) =O) o si (p E clC ==} dc(p) = O) 
. de (p + tv) - de (p) . . 

==} hm sup = O contra.d1c1enclo ( *). 
p-+.t t 
t.¡..o 

==} Cada. vector v hiperta.ngente hacia C en x pertenece a Te ( x). 

Representación gráfica.: 

v � Hc(x) Conjunto Hipertangente 

Hc(x) e T c(x) 

,/ 

-.... 
VI 

. t \ 
w \ 

-- ----- \---------�-----

y+tw 

Teorema 3.6.1 (Rockafellar) 

e 

o 

Supongamos que existe al menos un vector v hípertangente hacía C en x, entonces el 

conj1mto de todas las h.ípertangentes hacia C en x coincide con el int(Tc(x)). 
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Prueba.-

Sea Hc(x) el conjunto de todas las hjpertangentes hacia. C en .r. 

v E He ( x) � 3 E > O / y + tw E C; V y E ( x + E B) n C, w E v + é B, t E (O, s) 

Veamos que Hc(x) es abierto en X. 

Hc(x) es abierto en X si, y sólo si Vv E Hc(x) 3t: 1 >O/ v + s1 B C Hc(x). 

==} 3 E 1 > o / y + ttu E e; V y E ( X + é 1 B) n e, V 'W E V + E 1 B' V t E (o' E 1). 

Sea z E v + e 1 B, 

en particular para w = z se tiene que 

:le1>0/y+ tzEC; VyE(x +e1B)nC, V::Ev+t:1B, VtE(O,t:1), 

más atín 3 é 1 > o / y + tz E e; V y E ( X + E 1 B) n e, V ;; E z + E 1 B' V t E (o' ¿ 1)

==} z E Hc(x) ==} Hc(.r) es un conjunto abierto en X.

Veamos que Av E Hc(x) V A> O. 

Supongamos lo contrarjo, es decir 3 A> O/ AV rj Hc(x). 

(a) 

Como v E Hc(.r) ==} :le> O/ y+ tw E C; Vy E (x + eB) n C, ·w E v + .::B, t E (0,.::) 

==} 3 é > o/ X+ é:1l1 + t( V+ éll2) E e pa.ra algún U1 E B y para algún 1l2 E B 

==}:le> o/ X+ éllJ + tv + iE·Uz E e Vt E (O,e), 

sea. t = t 1A / t 1 E (O, E) y para algún A > O 

==} 3c > o /\ 3 A> o/ X+ E'U1 + t1AV + f1Aétt2 E e Vt1 E (O,é) 

==}:Is> o/\ 3A >o/ X+ S'U¡ + ti(Av + (As)u2) E e Vt1 E (O,t-) 

==} 3 A >O/ AV E Hc(�t). Contradiciendo la suposición. 

==} Se cumple (a). 

Además como Hc:(x) C Tc(x) ==} Hc(x) C int(Tc(x)) 

• Veamos que ínt(Tc(x)) C Hc:(x).

Sea. v E ínt(Tc(x)), 

seas E Hc(x) ==} de (a) y (b) 3 A> O/ v - AS E int(Tc(x)) ==} v - As E Tc(.r), 

también de (a)==} As E Hc(x). 

( b) 

Proba.remos que Hc:(x) + Tc(x) C Hc(x). (1) 

Así, �ea. v = As+(v-As) E Hc(x)+Tc(x) ==} ele (1) v E Hc(x) ==} int(Tc(x)) C Hc(:r.). 

Sea v1 E Hc(x) /\ v2 E Tc(:r), debemos demostrar que v1 + Vz E Hc(x), es decir 
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3t:>0/y1+f:1.1.11EC Vy1E(x+cB)nC,w 1 Ev 1+v2+t:B, tE(O,c) 
<==> 3 E > o / ( x + e B) n e + t ( v1 + v2 + e B) e e, v t E (o, e). 
como v1 E He ( x) se tiene que 
3c 1 >O/ y+ tu.1 E C 'efy E (x + c 1 B) n C, w E v1 + s1 B, t E (O,s 1 ) 

<==> :ls1 >O/ (x + s1B) n C + t(v1 + c 1 B) C C, 'eft E (O,t:1). 

ahora., ya. que v2 E Ta(x) 
==* 3 t:2 >O/ (x + s2B) n C + tv2 e C + t (�) B, Vt E (O,s2).

ésta. es una. consecuencia. de la Caracterización de Te, da.da por el Teorema 3.4.1. 
Tenemos que demostrar (2). 
S . { €1 €1 }ea. E< 111m f2, -:-, 

II II 2 1 + é¡ + V2 diremos que (2) es valido para este s.

Sea V E (:r + sB) n C + t(v1 + V2 + t:B), donde y E (:r. + t:B) n C y t E (O,c) 

==*V= y+ t(v1 + V2 + cu) para algtín y E (:r. + sB) n C y para. algtín U E B, 
(é1'W) como E< E2 y de (4) se tiene y+ fv2 - t 2 E C para. alglÍn vector w / 11·1.vll < l. 

• Veamos que y+ t ( v2 -

s�w ) Ex+ s1 B.

Como y E (x + sB) n C y t E (O,s) ==* llv- xll < e y t < s
==* llx - y

-
t (v2 - s�

w

) 11 < llx - YII + llt (v2 - s�
w

) 11 < 
llx - YII + t (llv2II + 62

1 
llwll) <e+ E (llv2II + �) <E+ c(llv2II + t:i), luego de (a)

==* ll:r. - y - t (v2 - c
�

w
) 11 <E+ c(llv2ll + s1) < c1,

( :1 w ) ==* y + t v2 - -- 2 E ( :r. + e 1 B) n e,

( f1'W) y con ( 3) ==* y + t V2 - 2 + t ( V1 + f 1 B) e e
,. ( f1'W) ( f1'W) Si tenernos que v = y + t v2 - 2 + tvi + t s-u + 2 y observamos que

ll
s'U + c�w 11 < lleull + 11 s�

w 11 < é + e{ < E1
( t:1w) ( c1w

) e·, e·, ===} de (.5) V = y + t V2 - 2 + tv1 + t s·u + 2 E .

I ==* V E J • 

===} Queda probado (2) ==* v1 + Vz E Hc(x) ==* Hc(x) + Ta(x) C Hc(:r) 
===} Queda proba.do (1) ===} int(Tc(x)) C Hc(x). 

(2) 

(3) 

(4) 

(O:) 

(5) 

o 

Corolario 3.6.1 Sea :r E C, y s·upongamos que e.riste ·una hipertangente hacia C en x
J 

entonces Ne es cerrada en x, es decir,. si (i E Nc(x¡) y (.¡ � ( (débir ), x¡ � :r., entonces

se tiene ( E Nc(x). 
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Prueba.-

Consideremos cualquier v hipertangente hacia C en x 

===} v E Tc(y) Vy E C /y-+ x, (pues Tc(:r.) es cerrado en X), 

sea (i E Ne (.Ti) ===} ( (¡ , v) < O V i, 

además, como (i-+ ( y (,) es continua===} _lim((i, v) = ((, v) < O 
i-+oo 

===} por el Teorema :3.6. l ( (, v) < O V v E int(Tc( x)), 

como int(Tc(:r)) -=1- 0 y Tc(:r) es convexo, se tiene int(Tc(x)) = Tc(x) 

===} ((, v) < O Vv E Tc(:r) ===} ( E Nc(x) ===} Ne es cerrado en x. 

3. 7 Epígrafos

D 

Como ya hemos visto, la función distancia de es un nexo entre la teoría analítica 

del Gradiente Generalizado y la. teoría Geométrica ya definida. Un vínculo diferente 

puede ser tratado a. través de la noción de Epígrafo. 

X 

1 nterpretación gráfica del 

epígrafo de la función f 
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Definición 3. 7.1 El Epígrafo de ·una función f : X -t 1R es el sig1úen/.e subconjunto de 

XxlR: 

ep·i(f) := {(x,r) E X:rR/ J(x) < r}. 

Se observa. que epi(f) captura toda la. información por sobre la función f. 

Veremos a. continuación que la. Tangencia. es consistente cou la. Deriva.da. Direccional 

Generalizada. de f. También la ormal es consistente con el Gradiente Genera.liza.do de 

f. Estas relaciones se obtienen gra.cia.s al epi(f).

Teore111a 3.7.1 Sea J Lipschit;; pró:timo ax, entonces 

(i) El Epfgrafo de fº(x; .) es Tepilf)(x,f(x)), es decir (v,r) E TeiJ
i(f)(x,f(x)) si, y sólo

si r > f O ( x: v) .

(ii) fes regular en x si, y sólo si epi(.f) es regular en. (x,f(:r)). 

Pruebas.-

(í) 1 ==} 1 Sea. (v_r) E Twi(f)(x,f(x)), 

elegimos las sucesiones {y¡}/ Yi -t x y {ti}/ t.¡ + O 
. f(Yi + t¡v) - f(yi) 0 

==} lnn = f (x: v)
i-+'XJ t¡ 

como fes Lipschitz próximo ax ==}fes continua. en x 

==} f (y.¡) -t f (x) ==} (Yi, f (yi)) -t ( x, f (x )), 

además como f (y¡) < f (yi) ==} (Yi, f (Yi)) E epi(f),

luego por la. extensión del Teorema. :3.4.1 

==} 3{(v¡,ri)}/(v¡,1\)-t (v,r)/(Yi,f(y¡))+t¡(vi,ri) E epi(f) 

==} (y¡ + i¡Vi, f (yi) + ti1'i) E epi(f) 
. f (Yi + i¡v¡) - f (yi) 

==} f (Yi + ftvi) < J (y¡) + i¡r¡ ==} < ri 
t¡

==} fº (:r; v) < r. 

1 � 1 Sea r > fº(:r.; v) ==} Probaremos que (v, r) E Tepilf)(x, f(x)). 

Es suficiente probar que Vv, VJ > O (v,fº(:r;v) + ó) E Tepi(Jlx,f(x)). 

Aplicaremos la. extensión del Teorema. 3.4.l. 

Sea {(:r¡,1\)} e epi(f) / (xi,r¡) -t (:r,f(:r)) y {ti} /ti-!, O, 
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así obtendremos la. sucesión {(t1i, s¡)} / (v.¡, s.¡)-+ (v, fú(x; v) + 6), d onde

(xi, ri) + ti('i'i, si)= (xi+ ti'l'i, 1'¡ + t¡s¡) E epi(f) \h,
es decir 1'i + tisi > f(x¡ + ti'l'i)
S- lfi {! f(xi+tiv)-f(x.¡)}e(e net\=v y 8¡=max º(x;v)+fi,· t¡ 

l. f ( X.¡ + f.¡V) - f( :r.i) .como 1msup · 
= .fº(x; v)

i-+,x, t.¡ 
�Vó>O, 3NEN/j(J:.¡+t.¡v)-f(:r¡) <fº(:r;v)+ó Vi>N.t¡ Si i-+ oo �Si-+ fú(x; v) + ó. 
Pr obaremos (2). 
-, f(xi + t.¡v) -f(xi) Como Si> · t· � s¡t¡ > f(:r¡ + t¡v) -f(xi)

·i � r¡ + Siti > ?'i + f(x¡ + ti'v) -f(x.¡) y como (xi,ri) E epi(!)� r.¡ > J(x.¡)
� T'i + s¡l¡ > J(xi + t.¡v) (Fin de (2)). � (v, r) E Tevi(f)(x, J(J:)).

(1:·i) 1 � 1 Sabemos que fes regular en x, y además ·u= (v, r). 

Sea g: XxR-+ R definida p or g(x, r) = f(x) -r
� epi(f) = {(x, r) E X xR / f(x) < r} = {(x, r) E XxR / g(;i:, r) < O}.

Veamos que ges regular en (:r, f(x)).
• Veamos que ges Lipschitz próximo a (:r, f(:r)).
Como fes Lipschitz próximo ax 

� lf(z) -f(y)I < Kllz - YII
� lf(z) -r - (f(y) -1·)1 < Kllz - YII
� lg(z, r) -g(y, r)I < Kll(z -Y, 0)11 = Kll(z, r) -(y, r)II
�ges Lipschitz próximo a. (x, J(x)).
•Veamos que existe g'(:r,f(:r)).

g:(x, r) = (f(x) -rt. = f'(x) � g:((x, r); u)= f'(x; v) = .f"(x; v)

=* g�((:r, 1·); ·u) existe.

g;(x,1·) = (f(x)-r)� = -1 =* g:.((x,r);'U) = -1

=* g�((x, r); u) existe.

• Veamos que g'((:r, f(x)); ·u)= g"((x, f(x)); ·u).. g(y + tv, r) -g(y, r) g�((x, r); u) = limsup t = 

y-+x 

t.¡.O 
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. f(y+tv)-r-f(y)+r .
0 111�;.?P

t = .f (x: v). y como g�((x, r); u)= .f''(x; v) 
q.o

==} gi((x, r): 11) = g�((x,r); ·u) .

. (( ) 1. g(:r, q + tr) -g(:r q)
g: x,r· ; u.) = 1111 sup ' 

= 
<1-tr f 
q.o

. f(x)-q-tr-j(J:)+qlunsup 
= -r, hago en particular r = l;

q-tr t 
t,!.O 

y como g;((x, r): ii) = -1 ==} g�((x. r); ·u)= g;.((x. r); u). 

==} g es regular en ( :r, f ( :r)). 

Como ges Lipschitz próximo a (x,f(x)), 

O f/. og(:r.f(:r)). pues g º ((x,f(x));u) :2: (((,ó),(v,r)) 

==} (gi ( ( :r. r); 'U) = f"( x: v) :2: ( (, v) \/ v E X) /\ (g�( ( x, r): u) = -r > ( </>, r) \/ r E IR) 
==} og(:r. f(x)) = éJf(:r).r{-1}, 

C = epi(f) = {(x,r) E X.1·1R/f(:r) < r} = {(x,r) E X:tlR/g(x,r ) < O}, 

y además, como ya se demostró que ges regular en (:r, f(x )) 

==} por la extensión del Teorema :3.5.1 epi(!) es regular en (x,J(x)). 

(ii) 1 � 1 Esta prueba requiere el siguiente resultado.

S t., 1 D . d l D'. f' 1· . ff(x+tv)-f(.T) , ea + a enva a e e 1111: +(:r; v) = 1m m ----'---'--'-. t,¡.o t 

Le111a 3.7.1 Kevi(J)(:r.f(:r)) = epi(f�(:r; .)). 

Prueba.-

La referencia para esta prueba puede apreciarse en [4). 

Como epi(!) es regular en (x, .f(:r)) 

==} por la Definición 3 .. 5.2 Tepi(f)(:r, f(x)) = KeviU)(x. f(:r)). 

Por el Teorema :3.7.l('í) epi(f<'(x; .)) = Tepi(f)(:r, f(:r)). 

Luego por las igualdades anteriores se tiene 

==} epi(fº(x: .)) = epi(f�(.i:; .)) ==} fº (x; .) = J�(x; .) \/v 
. f(x+tv)-f(:r) 

'( ) '( '( ) ==} f�(:c; v) = limmf 
t 

· 
< J x: v ==} f + .1·: v) < J x: v tto 

==} f O ( x; v) < f' ( x; v) y como .f' ( x; v) ::; f ª ( x; v) ==} f' ( x: v) = f'' ( :r; v) 

==} f es regular en x. 

o 

o 

Corolario 3.7.1 Sea (EX* es tal que ( E of(x) si, y sólo si ((,-1) E Nepi(f)(x,J(x)). 
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Prueba.-

1 ==> 1 Si ( E 8J(x) {=:> fº(:r;v) > ((,v). 

Sea (v,r) E Tepi(J)(x,f(:r)) ==> r > .f<'(x;v) (ésto por el Teorema 3.7.l(i))

==> r > ((, v) ==>O> ((, v) - r ==>O> (((, -]), (v, r)) 

==> (((.-1).(v,r)) < O V(v,r) E Tepi(J/x,J(x)) ==> ((,-1) E Nepi(J) (x,f(x)). 

1 {= 1 Si ((,-1) E Nepi(J)(:r.,f(:r)). 

==> (((, -1), (v, r)) < O V (v, r) E Tq)i(f) (x, J(x)) 

==> ((,v)- r <O==> ((,v) < r, 

como ( v, r) E Tepi(f)(x, f ( x )) ==> r > fº(x; v) ( ésto por el Teorema 3. 7.1( i))

==> ( (,V) < r I\ f º (X; V) < r ==> f º (X; V) > ( (, V) V V ==> ( E a f (X). o 

Observación: 

Sea f : lR.--+ lR. una función continuamente diferenciahle en R, seglÍ.n el Corolario anterior, 

el vector (f' ( x), -1) es normal hacia el grafo de la función f en ( x, f ( :r)). Gráficamente: 

y 

;> (1 .f 1 (x)) 

(f'(x),-1) 

(0,0) X 
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3.8 Una Extensión del Gradiente Generalizado con 

Funciones Lipschitz o No Lipschitz 

Aquí se da. una Definición pa.ra cualquier función f Lipschitz o No, del 8 f. E] 

Corolario 3.7.1 garantiza que esta. nueva. definición es consistente para el caso Lipschitz. 

Es posible entonces definir el fJ f para. el va.lor extendido de funciones f en X ( es decir, 

tomando valores en lR U { -oo} U { +oo}), donde f es finito en x. 

Definición 3.8.1 Sea f : X -+ lR U {-oo} U { +oo} es finito en x. Se define 

af(x) = {(EX*/((, -1) E Nepi(f)(x, f(x))}. 

Observaciones: 

El 8.f ( x) C X* es un subconjunto débil* cerrado del X*, el cual puede que no sea 

compacto, además puede que sea vacío (salvo que f sea Lipschitz). 

Eje111plo.-

(-1 -1) 

I 
.. 

,,_,.... 

. __ epi(f) -�--

(O. 1 ) \i 
. 

/ 

' 1 1 '' ,· i r-
-

, . 

( 1 O) 

nota: Los vectores de inclinación diagonal forman un ángulo de 45º

con la horizontal. 
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Si el gráfico anterior es interpreta.do corno el epígrafo de una función f, entonces usando 

la Definición 3.8.1, calcular 8 f en los puntos indica.dos. 

En el punto A: 

Sabiendo que f es Lipschitz en A, 8.f = { -1} y además f es continuamente diferenciable. 

En el punto B: 

Sabiendo que J es Lipschitz en B, y además se nota que ( tiene un recorrido ele valores, 

de ( = O hasta ( = 1 =} 8 f = [O, l]. 

En el punto C: 

Aquí, f no es continua, es decir no es Lispchitz en C, pero sin embargo todavía. se puede 

usar la. definición anterior para. el caso lateral izquierdo, así 8 J = (-1, +oo), pues se tiene 

una pendiente vertical. 
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Capítulo 4 

Cuando el Espacio es de Din1ensión 

Finita 

En este Capítulo veremos propiedades del Gradiente Generalizado, Normales y 

Tangentes, en un espacio ele dimensión finita X = Rn ( donde (IR.11 )* = R'1).

4.1 Caracterización para el Cálculo del Gradiente 

Generalizado 

Teore111a 4.1.1 Sea f: R'i-+ R una función L-ip.schif;; pró.rimo a :r, y supongamos qut 

8 es cualq·it'Íer conjunto dt Lebesgue de m(S) = O en R'1, entonces 

a f(:t) = co{lirn V.f(x¡) : :r¡ -+ .T, X¡ (/. S, X¡ (/. ft¡ }, 

donde n f denota el conj'lf.nlo de p'Unios f'
r

l el cual la .función f no es dzfc renciable. 

(ésto por el Teorema de Rademacher). 

(El significa.do de esta ecuación es la. siguiente: 

Consideremos cualquier sucesión {:ri} / X¡ -+ :r, mientras esta sucesión evita tocar a S y 

O¡ , y tal que la sucesión {V f(.rJ} es convergente; entonces la cápsula convexa ele todos 

sus puntos límites es 8f(.r)). 

Prueba.-
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Consideremos la sucesión {x.¡} /Xi-+ x, a.demás x.¡ (j. 8 U íl.¡ . 

Vea.mosque m(S U n1 ) = O. 

Sabemos que ni(S) = O y S n íl.¡ e 8 ==> m(S n n1 ) < m(S) ==> m(S n íl.¡) = O 

y como m(S UD,¡)= m(S') + m(íl.¡) - m(8 n n1) =O+ m(íl.¡) - O= rn(D.¡ ), 

se supone que el conjunto de puntos en el cua.l la. función f no es diferencia.ble es un 

conjunto finito ==> m(f!¡) = O ==> m(S Uf!¡)= O. 

Además como of(xi) es a.cotado en Xi E Rn (ésto por la Proposición 1.:3.l(a)), y 

vf(x¡) E 8.f(:ri) Vi de a.cuerdo a la. Proposición 1.5.2 

==> la sucesión {v f ( x1)} admite una. su bsucesión convergente por el Teorema de Bolzano 

Weierstrass. (admite al menos un punto límite) 

==> lim v.f(:ri) E of(x), ésto por la. Proposición l.4.2(b) 
:r,�:r 

==> {limV.f(:ri): Xi-+ X, Xi (j_ SLJD,¡} C Oj(x), 

y como a f ( x) es convexo, se tiene 

co{lim V f(xi) : Xi-+ :r:, X¡ (j. su f!¡} e af(x). 

Nos falta probar la otra inclusión, es decir 

Oj(x) C co{lim Vf(:ri) : Xi-+ X, X.¡ (j_ 5' LJ f!¡ }, 

ésta. será equivalente a proba.r la relación entre sus respectivas funciones soporte: 

fº (x;v) < limsup{(vf(y),v) : y (j. su f!¡ }, 
y�x 

es decir probaremos el siguiente Lema. 

Lema 4.1.1 V v E R11
- {O}, Vé > O tenemos

Prueba.­

Sea e> O. 

fº (x; v) - é < limsup{ (vf(y), v) : y-+ x, y (j. 8 U n1 }. 

Sea a= limsup{(v f(y), v) : y-+ x, y (j. SU f!¡} 

==> 3 8 >O/ (v f(y), v) < o:+ e y E x + óB, y (j. Su f!¡, 

elegimos 8 �O/ m(S' Uf!¡)= O en x + 8B. 
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Consideremos el segmento Ly ={y+ tv : O < t < -6-},
2llvll desde que ·1n(S' Uf!¡) = O en x + 6B, se tiene por el Teorema ele Fubini que para casi

todo y E x + 2 
B, el segmento Ly se encuentra con 8 U n ¡ en un conjunto de medida

unidimensional cero. 
Sea y E x + �B con la propiedad anterior y sea t E ( O, 21�,II) 
=} f(y + tv) - f(y) = l (V f(y + sv ), v)ds,

debido a. que el dominio de f existe en casi todo Ly , 
Cuando ll(y + sv) - :rll < J para O< s < t ===} (V J(y + sv), v) <a:+ e
===} J(y + tv) - f(y) = f\vf(y + sv), v)ds < {'(a+ e)ds = t(a + E),

lo lo 

será cierto \/ y E :r + � B, excepto en un conjunto de medida O, y V t E ( O, 
21 f v I I), Y como

.f es continua. en x, pues f es Lipschitz próximo a. x 
===} f(y + tv) - f(y) <a:+ E V y

, t ===} lim sup J(y + tv) - f(y)
= f°(x: v) < a: + t. O

i 
· 

y-+r l 
t,J.O 

Ejemplo.-

Usando el Teorema. 4.1.1 calcularemos of(O, O), donde f: lR2 -+ lR está. dado por

Definimos 
f(x, y)= max{min{:r., -y}, y - x }.

C'i = {( x, y) / y < 2x /\ y < -x} 
C2 = {(:r,y)/y < x/2 /\y> -x} 
C3 = {(:r,y) /y > 2x V y> :r/2} 

donde C1 U C2 U C3 = lR2
, así gráficamente tenemos: 

.
.
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y= 2x 

Luego 

• J(x, y)= ma.x{min{x, -y}, y - x} en C1, donde y - x � x /\ -y� x

==> f(x, y)= ma.x{x, y - x} = x en C1. 

• J(x,y) = ma.x{min{x,-y},y-x} en C2, donde y- x <-y/\ -y< :r

==} f(x, y)= max{-y, y -x} =-yen C2.

2y =x 

• f(x, y)= max{min{:r, -y}, y- x} en C3, donde y - x > :r V y - :r � -y

==} .f(:r, y) = max{min{:r, -y}, y - .r} = y - :r en C3. 

Así tenemos 

.f(x:, y) = 

x para(x,y)EC1 

-y para (x, y) E C2

y -x para (x, y) E C3. 

Veamos que fes Lipschitz en C1, C2 y C3 próximos a (O, O). 

• .f(x, y) = x en G\

lf(x,y) - .f(z,y)I = lx -zl = ll(x -z,O)II = ll(x - z,y-y)II = 11(:r,y) - (z,y)II

==} lf(x,y) - f(z,y)I < 11(:r,y) - (z,y)II ==}fes Lipschitz en C'1 (próximo a (0,0)).
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• J(x, y)= -y en C2

l.f (x,y)- f(x, z )I= 1-y- (-z)I = 11(0,z -y)II= ll(x - x,z - y)II = 11(:r,z) - (x,y)II

===? lf(:r,y)- f(.r,z)I < 11(.r,y)- (:r,z)II ===} f es Lipschitz en C2 (próximo a. (0,0)).

• J ( x, y) = y - x en 03

Se sigue de manera aná.loga. respecto a .r, o respecto a y

===} f es Lipschitz en 03 (próximo a (O, O)). 

Sea 8 = Fr(Ci) U Fr(C2) U Fr(C3 ) C JR.2, donde m(S) = O. 

Si (x, y) � S' ===}fes diferenciable en (:r, y) y existirá V f(x, y), así

:r en C 1 

f(x,y) =

y- :r. en C3

a.f af . . ===? -
0 

= 1, -;;i-- = O ===? lnn v.f (:r, y) = (1, O)
X uy (r.y)-t(O,O) 

a¡ a¡ 
===?

-;:¡--
=o,�= -1 ===? hm vf(x,y) = (0,-1)

uX uy (.1:,y)-+(O,O) 

af a¡ 
===? -· = -1, - = 1 ===? lim v f ( :r., y) = ( -1, 1)

OX Oy (r.y)-t(O,O) 

===? Por el Teorema 4.1.l of(O, O)= co{(l, O), (O, -1), (-1, l)}.

4.2 La Función Distancia Euclideana 

Sea. C C IR.n un subconjunto no vacío arbitrario de IR.n . Usa.remos el Teorema. 4.1.l

para caracterizar el gradiente genera.liza.do de la. función de rela.ti va. a. la usual norma

Euclidea.na:

clc(x)= inf{llx - cll : e E C},
( n ) 1/2 

donde 11.r - el 1 = ¡: jx.¿ - Ci 1
2 es la norma usual en lR.11

• 

i=l 

Sabiendo que de es globalmente Lipschitz de a.cuerdo a. la Proposición 3.1.1.

Proposición 4.2.1 Si e;i;i.ste vclc(x) -=/= O. Entonces :r. � c!C, además e:i.:istirá un único
x-c 

punto cercano Co E clC a x, y vdc:(:r) = 
11 _ º11 ·

Pruebas.-

• Veamos que x � clC.

Supongainos que x E clC

X Ce, 

. dc(x + tv) - dc(x) 
D d u 1[])n ===} ( v V de ( x)) = 

hm = ·u e ( x) v v E .IL\\. , ' t.j.O t 
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como x E clC ==> de(:r) = O 

( d ( ) ) 
. de ( x + tv)

==> v, V e x = lirn > O ==> (v, V de(x)) > O V v E lR.11
t.j.O t - . - '

en particular pa.ra v = -V de( x) ==> -1 IV de( :r) 11
2 

> O ===> V de( x) = O,

obteniéndose una contra.dicción con la hipótesis ===> :r tJ. clC.

Y admitimos al menos un punto cercano c0 E clC ax/ de(x) = llx - c0II, a.sí 

dc(x)=inf{I IX-cl 1 :e e C} 

( 
dc(x)=IIX-Coll

�

Co E: clC X 

Co es al menos un punto cercano a x 

X - C0 • Veamos que Vdc(x) 
= II _ II' X C0 

Para. t E (O, 1) el punto cercano en la clC a x + t( c0 -x) es toda.vía e" 

==} de ( X + f ( C0 - X)) = 11:r + l ( Co - X) - Co 11 = 11 X - l X + ico - Co 11 = 11 ( 1 - l ):r - (1 - f) Co 11

==} de ( X + t ( C0 - X)) = (1 - t) 11 X - Co 11 
de ( x + t ( Co - x)) - de ( x) _ ( 1 - t) 11 :r - Co 11 - 11 x - Col l _ 11 x - Co 11 ( -t)

==> 
t 

-
t 

-
t 

de ( x + t ( Ce, -x)) - de ( x) _ -11 _ 11==> - :r � 
. de ( x + t( c0 - :r)) - de ( x) 

I I · . I I ==;> hn1 = - X - Co 

t.iO t 
==> d�(x; (c0 - x)) = Dc,,-xdc:(:r) = -llco - :rll = (\!de(:r.), (co - :r)) (a) 

corno de es globalmente Lipschitz ==> lde(y) - dc(x)I < IIY -xll, 
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dc(x + tv) - dc(x) sea y = x + tv / t >O===;- · t 
· 

< llvll ===;- ld�.(x; v)I < llvll
===;- l(v, Vdc(x))I < llvll Vv E IR\ en particular para v = Vdc(:r) 

===;- 11Vdc(x)!l2 
< IIVdc(:r)II ===;- IIVdc(x)II < l.

",- d ) / l ( Co - X) 

) 
:r - c0 

i e ( a - 1 = \Ve e ( x), l lco - x 11 ===;- V 
de ( x) 

= 11 x - Co 11"• Veamos que c0 E clC es el único punto cercano a x. 

Supongamos que existe otro punto cercano a x

===;- :l c1 -::J c(J / c1 E clC ===;- de( x) = l lx - ci l I 
.T - C¡ X - C¡ .T - C0 ===;- V de (X) = 11 · - 11 ===;- 11 - 11 = 11 - 11 ===;- C¡ = Co
.r C¡ X C¡ X C0 ===;- c(J E el C es el único punto cercano a x. D 

Definición 4.2.1 Se define un vector no nulo v perpendicular hacía C ui x E clC (en

notac·ión v_LC en x), si v = y - x, donde y tiene ·un único punto cercano x E clC.

Representación 
Gráfica 

X eclC e 

'\ 

\ 

/ 

Cara.eterizaremos el gradiente generalizado ele la función de.
Teore1na 4.2.1 Sea x E clC. Entonces

V= y-X

v le en x 

/)de ( X) = en ( {Ü} LJ { V = Jim 11::
11 

: t>¡l_ C en X¡ ---+ X, V¡ ---+ ij}) ,
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Prueba.-

• Primero veremos que:
8do(x) eco ( {O} u {v = lim ll�: II : v,1. e en :r,-, x, v,-, O})

Como de es Lipschitz próximo ax y supongamos que Ses tal que m(S) = O en ]Rn
===;, por el Teorema 4.1.1

[Jdc(x) = ca{lirn vdc(z'i) : 2¡-+ :r, 21 (/. S, 2¡ (/. ndc}
Como :r E clC, y a.demás :3 Yclc(::i) =f O, pues O(/. {v : vil_ C en Xi-+ x, 'L'i -+ O} 
===;, de acuerdo a. la Proposición 4.2.L 2¡ (/. clC y existe un único punto cercano x E clC,,.. -x hacia.;;¡ (::¡-+ .T), y Vdc(2¡) = 

11
::-x¡¡ · Luego, sea. a E adc(x) ===;, ú E ca{lim Ydc(zi) : 2¡-+ x, 2¡ (/. S. 2¡ (/. Oac}·

Debemos llegar a la cápsula convexa de v = lim 
ll�;II ' 

donde v¡l_C en X¡-+ x, V¡-+ O. 
Como a- E ca{lim v de( zi) : ;;¡ -+ x, Z¡ (/. 8, Zi (/. ndc}
===;, los elementos que generan la. cápsula. son los límites de Y ele ( z.¡), podemos generar
estos elementos, con otra sucesión {xi}/ X¡ E clC, gráfica.mente:

xi-> X 
zi->X 

ziiclC 

,. 

xi e clC 

x3 

z2 
·z3

x4 

'#1 

z4 
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( a. partir de cierto í, Zi - x.¡ -+ O/ Xi -+ x /\ z.¡ -+ x)
===} O; E co{lim V clc(z¡) : Zi -+ Xi, Xi -+ x, X.¡ (/. 5', X¡ (/. nclc} 
===} de acuerdo a la. Proposición 4.2.1, existe un único punto cerca.no x E clC ha.cía. z.¡, y 

• 1 • , Z¡ - :r:¡ existe Xi E clC hacia Zi, a.demas v'clc(zi) = II-· _ ·II
""1 X¡ 

===} sea. t\ = ;;¡ - Xi/ t'i -+ O y v¡..LC en X¡ E dC ( ésto por la Definición 4.2.1), 
la. cual que no se podría concluir con la sucesión { Zi} pues z¡ (/. el C 
=- a E CO { Jim 11�; 11 : v;_l C en X; ---+ X, V¡ ---+ Ü}
=- Qdc( X) C CO { Jim 11:;11 : V¡_l C en X; ---+ X, t>; ---+ Ü}
Probaremos que O E 8dc(x). 
Como x E clC ==} dc(x) = llx - xll =O=* de alcanza un mínimo en :r
==} Por la. Proposición 2.1.2 O E 8de(x). 
Luego, conjuntamente con ( *) se tiene 
=- {O} u &de( x l e {0} u co { lim 11:: II : v;_l e en x, ---+ x, v; ---+ O}

=- 8dc(x) C CO ( {O} U { ]im 11:::11 : t>;_l C en Xi ---+ X, V¡ ---+ Ü}}
• Ahora veremos que:

co ( {O} u { lim 11::11 , v;_L e en Xi ---+ x, v, ---+o}) e &dc(x ).
Primero probaremos que 

.4. = { Jim 11:;11 : t>;_l C en X; ---+ X, V¡ ---+ Ü} C Üdc( X)
� -Sea. v E A==} v = lim llvill' donde vi..LC en Xi-+ x, V¡-+ O. 

Ahora. sea. v.¡= y¡ - Xi/ y.¡ (/. clC Y J,'i E clC, 
como Xi, Yi E R_n y además de es Lipschitz en [xi, Yi] 
==} por el Teorema del Valor Medio (Teorema 2.3.1) 
3 z; E (x¡, y¡)/ clc(Yi) - clc(xi) E (8dc(z7) , Yi - Xi), 
donde dc(y.¡) = IIY·i - x.¡j¡ /\ dc(x.¡) =O/ :l\ E clC
=- IIY, - x,11 E (&dc(z;), y; - x,) =- l E ( &dc(z;), II�: = ::11) 
=- 3 (; E &<ic(znf ( (;, 11�: = ::11) = lcomo de es globalmente Lipschitz ==} ldc(:r.) - de(Y)I < llx - YII, 
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dc(y + tv) - dc(y) sea X = Y + fo I t > Ü ==} 
t 

< 11 V 11 ==} 1 de (X; V) 1 < 11 V 11
==} ( e v) < de: ( x: v) < 1 de: ( x: v) 1 � 1 1 v 11 v v E R n ==} ( (, v) < 11 v 11 v v E R11

, 

en particular para v = ( ==} ((, () < 11(11 ==} 11(112 
< 11(11 ==} 11(11 < l. Y de (O)

==} (; = I I�: = ;:11 E odc(z;) ==} ll��II 
E adc(z;),

como :lz¡ E (x¡,y¡), y cuando -i-+ oo ==> z;-+ x ==} lim � = v E odc(x),
i�,x, llv1II ésto por la Proposición l.4.2(c), pues odc es semicontinua superior en x. 

==}A.e odc(x). 
=;> {O} u A. e {O} u acle (X)' y como o E acle (X) y a.demás odc (X) es convexo 
==> co ( {O} u {1im 

11::11 : v;_LC en x;-+ X, V¡-+ o}) e 8dc(x). o 

4.3 Una Caracterización de Vectores Normales 

Proposición 4.3.1 Sea x E clC:. Entonce8 IVc(x) c.5 un cono convexo cerrado genera.do

por el origen y el conjunto

Prueba.-

{ v· }V= lim llv:11
: V¡l_ C en .T¡-+ X, V.¡-+ Ü 

De a.cuerdo a la Proposición 3.3.1 sabemos que Nc(x) es un cono convexo cerrado gen�ra.do 
por adc(:.r). Además. por el Teorema. 4.2.1 se tiene 
8dc(x) = CO ( {O} LJ {V= fon 

11
:;

11 
: v;_L C en X¡-+ X, V; -+ ij}), 

es decir Nc(:r) es un cono convexo cerra.do generado por
co ( {O} u { v = lim 

11:: 11 : v;_L e en X¡ -+ x, ,,, -+o}), 
es decir Ne ( x) es un cono convexo cerrado genera.do por 

{ V¡ -} {O} u V= lim llvdl : v¡l_ e en X¡-+ x, Vi-+ o .

4.4 Interior del Cono Tangente 

o 

Teorema 4.4.1 Sea x E C y C C Rn es un s·ubconjunto cermdo dt: Rn . Entonces

v E int(Tc(x)) si, y sólo si, e;1:ísf.e é > O tal qm:

dc(Y + tw) < dc(y); \/y E :r. + eB, w E v + sB, t E (0,c).
7.5 



Prueba.-

1 � 1 Supongamos que :3.:: > 0/dc(y+tw) < dc(y) \/y E x+.::B, w E v+cB, t E [O,c). 

Se demostrará que \/w E v + tB, para algún E> O, se tiene w E Tc(x). 

Además sabemos que dc(.r) = llx - c(,11 / c0 E clC. 

De la. caracterización de Tc(.i:) da.do por el Teorema 3.4.L se Liene: 

Sea {:r¡} C (,' / ,T¡-+ :r (.1·.¡ E C = clC), y sea {t¡} C (O, +-:xJ) / t¡ + o,

luego, aplicando ésto a la suposición, se tiene 

==} dc(:r¡ + ti'w) < dc(x¡) = O \/·í suficientemente grande, 

donde Xi E x+tB y t¡ E (O,c) e (0,+oo) 

==} o < clc(X¡ + f¡u,) < o==} dc(:r¡ + f ¡w) = o ==} .1'¡ + t.¡W E clC = e Vi, 

donde existe w, una sucesión constante convergente a H.J ==} iv E Tc(:r). 

==} v + ::B C Tc(x), y como v + cB es un conjunto abierto 

==} v + tB e int(Tc(x)) ==} u E int(Tc(:r)). 

1 ==} 1 Esta prueba puede verse en [4]. 

Corolario 4.4.1 (Rockafellar) 

o 

Sea C e IR.11 un subconjunto cermdo de IR_n . Entonces el conjunto de hípertangentes hacia

e en X E e coincide con inf(Tc(:r)). 

Prueba.-

Como .r E C, donde C es cerrado en lR n, tenemos por el TPorema 4.4.1 lo siguiente: 

cuando v E int(Tc(:r)), tomando y E C, existe .:: 1 > O tal que 

como y E C = el C 

==}o< dc(Y + tw) < o \/y E X+ c1B, y E e, w E V+ c1B, l E (0,::1) 

==} clc(Y + tw) = O \/y E (:r + c1B) n C, w E v + ::1B, t E (O,c1) 

==} y + tw E el C = C \/ y E ( :r + é ¡ B) n C, 'W E V + E 1 B, f E ( Ü, E 1) 

==} por la Definición :3.G.l ves hipertangente hacia C en x E C. 

Y de acuerdo al Teorema 3.6.1 

==} El conjunto de hi pertangentes hacia C en x E C coincide con i nt ( Te ( :r)). D 
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Corolario 4.4.2 (Rockafellar) 

Srn e e JR7! un S'!lbconjunto cerrado de ]Rn tal que :r E e
} 

y además s·upongamos que 

int(Tc(x)) f:. 0. Enf.onas Ne es en-rada en x, es decir 

x¡-+ :r., (.¡ E Nc(xi), (i-+ ( ==} ( E Nc(x). 

Prueba.-

Como Ces cerrado en JRn e int(Tc(x)) -=J. 0 

==} por el Corolario 4.4.1 el conjunto ele hipertangentes hacia C en x E C coincide con 

int(Tc(x)) f:. 0

==} ele acuerdo al Corolario 3.6.1 Ne es cerrado en x. D 
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Aplicación 

Consideremos un ejemplo en Análisis no Diferenciable y Optimización, un ajuste 

de datos puntos. 

Ejemplo.-

Supongamos que son dados el conjunto de datos puntos (.r0, y0), (:r i , y1), ... , (xN, YN) en el 

plano X - Y y considerando el problema de determinar la línea recta que mejor ajuste 

los datos. Para una recta dada y= m.r +bel error ei en el i-esimo dato punto (:ri,Yi ) es 

definido por los va.lores de la recta aproximante y los valores dados lni:ri + b - Yil- Una. 

aproximación lineal requiere que la inclinación m y el intercepto b minimicen la. función 

¿ e¡ no diferenciable.
i=O 

Específica.mente, para N + 1 datos puntos (O, O), (1, 1 ), ... (]V - L !V - 1) junto con (N, O), 

consideremos el problema. de determinar la línea. red.a en el plano X - Y quP mejor ajuste 

estos da.tos. 

De acuerdo a lo descrito inicialmente en el Ejemplo, el problema ele conseguir la 

minimización se sigue de la función en IR2
:

N-1

f ( Q' ¡3) = 1 O' N + .B 1 + L I o-i + ¡3 - i,. 
i=l 

En donde la función fc,1..-(cv,,8) es definida por fc,1..-(cv,,B) = iac + /3 - kl,

ésta es la composición ele g y F, donde g(y) = IY 1, F( cv, ,B) = ac + í3 - k. 

Como la función J es no diferenciable, resolveremos este problema. en ha.se a lo previa.rrwnt.E' 

estudiado. 

Calculando D.,F(a,/3). 

r. 
• F((a',/3') + t(v1,v2)) - F(o-',¡3')

(Da F ( CY, �n, v) = 

('>',}��a,B) t 
t.j.O 
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lim (O''+ tv1)c + ¡3' + tv2 - k - de - f3' + k 
(o.',/31 )-+(a,8) 

t.j.O 
t = V¡C + V2 = ((e, 1), (vi, V2)) 

===;, DsF(O',,{J) = (e, 1). ===;,Fes estricta.mente diferencia.ble en (o.,í3) 

===;, p or la Pr op osición 1..5.3 F es Lipschitz próximo a. ( a, ¡3). Y como g es Lipschitz 

===;, goF es Lipschitz próximo a. ( a, í3). 

===;, .f.: . k( O',fl) = goF( Ct', /3) = ICt'c + ¡3 - kl es Lipschitz próximo a ( o·, f3), 

luego Se puede calcular O fe , k (O', ,8), 

Calculando a f c. k (a, f3) . 

• Si O'C + f3 - k > O.
1 ( o.' + tv1 )e+ (!3' + tv2

t
) - kl - 10'' e+ ¡3' - kl > (;- ·. ·v)ft

1.- ((a,,B);v) = limsup ',, 
( a' ,1:11)-+( or ,.'i) 

t.j.0 

. ICt''c + /3' - k + t(vic + v2)l - lcic + (3' - kl . ===;, limsup > (<,,, v)
(a1

,8
1)-+(a,1:3) t 
t.j.O 

n' e+ í3' - k + t( v1 e+ v2) - a' e - ,8' + k 
===;, limsup · 

= v1c + v2 = ((e, 1), (vi, u2)) 
( ·�' .13')-+( a,/3) f 

t.j.O 

===;, ((c,l),(v1,v2)) > ((,v) Vv = (v1,v2) E R2

===;, o.fe, k( a. /3) = {(e. 1)}. 

• Si O'C + ,8 - k < o.
. 1 ( a' + tv1) e + (¡3' + tv2) - k 1 - 1 a' e + ¡3' - k 1 

> ( 
.

) Ji. k( ( a, ¡3); v) = lun sup
t _ <,,, v 

( a' ,,d1 )-+( a ,8) 
t.j.0 

. · la'c + ¡3' - 1-.� + t(vic + v2)l - lo.'c + ,8' - kl > (;- ) ===;, hm sup _ ", v 
(or1,,d1)-+(a,,B) f. 

t.j.0 

-Ct'1c - ¡3' + k - t(v 1 c + v2 ) + a'c + ¡3' - k 
===;, limsup = ((-e, -1). (v1, v2)) 

[or 1 ,;i'1 )-+(a,11) f 
t-1-0 

===;, ((-c,-l),(v1,v2)) > ((,v) Vv = (v1,v2) E R2

===;, afc,k(a,/3) = {(-e, -1)}. 

• Si o:c + ¡3 - k = O.
. . l(a' + tvi)c + (,B' + fv2) - kl - lo.'c + ,B' - '1�1 

> (;- ) .f:,
k ((a,(3):v) = limsup 

t _ ',,v 
C·�' . .81)-+(a,13) 

t.j_O 

. la'c + f3' - k + t(v1c + v2)I - la'c + ;3' - kl 
_ I· +. 1 > ( · ·)===;, hmsup t 
- v1c v2 _ <,,, t 

(or' ,fJ1)-+(o,¡3) 
t-1-0 

====? afc.k(a,/3) = {.-\(e, 1) ! I.-\I < 1} (*) 
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N-lSa.bemos que J(o.,/3) = IO'N + .B I + ¿ lcvi + /3 -il y fc,k(cv,.B) = loe+ /3- kl. 
i=l Para. oc + .8 - h.� = O ( el análisis se rea.liza. C'll esta red.a), 

3 ( o:, ¡'3) que minimiza f
===> por la proposición 2.1.2 O E 8f(o.,,i3), 

N donde f = ¿ .hk (sumatoria sólo respecto a i: k E Zt). 
i=O 

Además, por la proposición 2.1.3 fJ ( f; fu-) ( a, ¡3) C i; fJ Í;. k ( <>, ¡3) 
N iV 

===> O E ¿Dfi,k(o.,¡3) = LA¡(i,l) ésto de(*) 
i=U i=O 

N-l

===>O= \v(N, 1) + ¿ A.¡(i, 1) 
i=U • Veamos que f es convexo.

Es decir probaremos que\/ (a,¡3), (m, n) E �.2, \/ A E [O, 1) se tiene 
.f ( A ( 0:, /3) + ( 1 - A) (ni, n)) < A f ( 0:. /3) + ( 1 - A) f ( m, n). 

f(A(o·,/3) + (1 - A)(m, n)) =
N-ll(Aa + (1- A)ni)N + AfJ + (1 - .\)ni+¿ l(Aa + (l - A)m)i + Aí3 + (1 -A)n -iJ =
i=l 

IV-1l.\aN + Aí3 + (1- .\)niN + (1-A)nl + ¿ JAai + A/3 + (l -A)mi + (l -A)n + Ai -Ai-il <
i=l 

N-lAJ a N + /31 + ( 1 -A) J m N + n 1 + L ( A I o·i + /3 - ·i 1 + (l -A) I mi + n - i I) =
·i=l

-'(laN+/31+ �lai+/3-il) +(1-.X) (lrnN+nl+ �lmi+n-il) =

Aj(a,¡3) + (1 -A)f(m,n). ===>.fes convexo. 
Si O E 8 f ( o., í3) y como f es convexo 
===> J(r, s)- J(a,/3) > (O, (r, 8)-(ü,,B)) \/ (r, s) E U (subdiferencial del a.nálisis convexo) 
===> J(r.s) > f(a,/3) \/(r,s) E U===> f alcanza un mínimo local en (a,í3). 
(Donde U es el conjunto de pares de pendientes e interceptos ). 
Según nuestros datos puntos, mediante un análisis el punto ( a: = 1, ¡3 = O) minimiza f. 

===> k = e===> la recta y = x es la solución del problema. 

80 



Como un ejemplo, para. N = 3, se tiene que: 

• Se descartan las rectas verticales, pues pasan por a los más un punto y producen un

error grande.

• Se descartan las rectas horizontales, pues pasan por a lo más dos puntos y produce

un error= 3.

• Se descartan las rectas de pendiente negativa., pues pasan por a lo más dos puntos

y producen un error grande.

• Nos damos cuenta que la recta adecuada es y = :r pues pasa. por tres puntos y

ademá.s produce un error= 3 ( el má.s óptimo). léts otrns rcdéts producen errores

grandes y sólo pasan por a. lo más un punto.

A continuación tenemos los gráficos ilustrativos: 

x=m 

->-

83 

Caso Recta Vertical 

Caso Recta de 
pendiente negativa 

N = 3 
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y=J3 l e 3
-.....------

Caso Recta Horizontal 

D<=1 

/ 

;E =O 

;,.-,· y=x 

Caso Recta Solución 



Se nota. que(**) es una condición necesaria. para. la red.a y= .J.; (a= l,,{: / = O). 

==?AJV=l /\ l>.il<l(i=O, .... N- 1) 

Si N = l tenemos >. 1 (1, l) + Ao(O, l) = O, dond<' -\ 1 = 1 ==;> 1 = O, 

así, no se satisface(**). 

Si N = 2 tenemos >.2(2, 1) + Ao(O, 1) + >.1(1, 1) = O, donde ,\2 = l ==;> ,\ 1 = -2, 

a.sí, no se satisface ( **).

Lo verificaremos para N = 3: 
2 

==?O= A3(3, 1) + L A¡(i. l) = A3(;3, 1) + >.0(0, 1) + -\ 1(1, l) + -\2(2, 1),
i=O 

donde A3 = 1 ==? O = 3 + >.1 + 2>.2 /\ O = l + Ao + A1 + >.2; 

para Ao = l. >.1 = -1 y Az = -1 se verifican estas dos últimas ecuaciones. 

===}- 3 Ais que satisfacen ( **). 

Si N > :3 ==? 3 A¡s que satisfacen ( **). 

La Aplicación se realizo en hase a la optimización ele ei = lrnx¡ + b - y¡j. también se pudo 

realizar en base a. otras variantes de ei, pero ya. no ilustraria.mos nuC'stro tema. 
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Conclusiones 

Algunos estudios en Análisis, que están envueltos sobre hipótesis de funciones 

continuamente diferPnciahles o diferenciabl<"s, pueden ser desarrollados tamhi�n bajo 

condiciones no diferenciables, las cuales por ejemplo son utilizadas en la Optimización, 

tal y como ocurre en la Aplicación anterior. 

El estudio del Gradiente Generalizado nos permite tener una alternativa de cálculo 

para con las funciones no diferencia.bles, pues sus distintas propiedades, cálculos básicos 

y asociaciones geométricas, nos da la posihilidad de afrontar problemas de optimización 

con esta.s alternativas. 

En general podemos calcular el Gradi<"nt.e Generalizado de una función. Cuando 

esta. función es continuamente diferencia.ble su cálculo se simplifica., como se observa a 

lo largo de este trabajo en algunas observaciones. Por otro lado cuando se tiene una 

condición menos fuerte, (no diferenciahle), ésta se calcula como se ha demostrado en 

sociedad con otras herramientas (Tangentes, �formales, Regularidad de Funciones y de 

Conjuntos, Epígrafos, etc), ta.l y como se describe en el Capítulo �3. Y cuando la función 

es convexa se le asocia. a.l suhdiferencial ele análisis convexo. 

Un importe resulta.do es que el Epígrnfo de una función nos permite una rC'lación 

directa entre las Normales, Tangentes, Gradiente Generalizado y la Deriva.da Direccional 

Generalizada, pues conociendo una de éstas, se pueden obtener las demás. Gracias al 

Epígrafo, se pudo establecer una extensión ele la definición del Gradiente Generalizado. 
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