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Resumen

Lo que se pretende establecer aqui. es que el estudio del Gradiente Generalizado sea
dirigido para condiciones no diferenciables, para ésto, se hace un adecuado desarrollo del
Gradiente Generalizado en sociedad con otras herramientas, obteniéndose asi el propédsito
deseado.

Este estudio se desarrolla en general en un espacio de Banach, se muestra en
dimension finita v se presenta una Aplicacion, ejemplos y graficos ilustrativos para su

mejor entendimiento.



Introduccion

En el presente trabajo se desarrollara la Teoria y el Calculo del Gradiente
Generalizado.

A partir de la Derivada Direccional y del Gradiente, que son términos ya conocidos,
se pretende generalizar los mismos bajo ciertas condiciones. (Comenzando con el caso
de una funcién Localmente Lipschitz de valor real definida en un espacio de Banach.
Luego cuando la funcion es continuamente diferenciable el Gradiente Generalizado sera
la derivada, o cuando la funcion es convexa se le asociara al subdiferencial del analisis
convexo.

Se establece una serie de (*fdlculos Bésicos que seran importantes para el desarrollo
de los siguientes Capitulos.

También se desarrollara una Teoria Geométrica Asociada de Conos Tangentes y
Normales, v veremos la relacion entre estos conceptos y su contraparte en el caso no
diferenciable y en andlisis convexo. Ademas trataremos una Definicion Extendida del
Gradiente Generalizado a partir de funciones Lipschitz o No Lipschitz.

Después veremos al Gradiente Generalizado y los Conceptos (Geométricos
Asociados, desarrollados en un espacio de dimensién finita.

Finalmente, ilustraremos el tema mediante una Aplicaciéon en Optimizacién y no

Diferenciabilidad (siendo el gradiente generalizado -una alternativa para condiciones no

diferenciables).



Capitulo 1

Conceptos Preliminares

Consideremos el Espacio de Banach X cuyos elementos & seran vectores o puntos,
cuya norma se denotara por || z ||, y cuyva bola unitaria es denotada por B.

Se establecera la Condicion Lipschitz de una funcion f. Luego se define la Derivada
Direccional Generalizada de f, dando lugar al Gradiente Generalizado de f. Es aqui
donde presentan una relacion directa, la Funcion Soporte. También veremos los casos de

Derivadas y Subderivadas.

1.1 La Condicion Lipschitz

Definicion 1.1.1 Sea Y C X un subconjunto de X. Una funcion f: Y — R se dice que

satisface la condicion Lipschitz (en Y ), si para algun K > 0, se tiene

| fly) — fF(2) IS K

y—z|
Yy, z €Y, ésta es referida como una condicion Lipschitz de rango K .

Definicion 1.1.2 Se dice que [ es Lipschitz (de rango K ) proximo a x si, para algin
e > 0. f satisface la condicion Lipschitz (de rango K) en el conjunto v + ¢B (es decir.

dentro de una c-vecindad de ).
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1.2 La Derivada Direccional Generalizada

Definicidon 1.2.1 Sea f Lipschitz prorimo a x, sea v € X cualquier otro vector. La
Derivada Direccional Generalizada de f en x en la direccion v, denotada por fe(z:v). es

definida de la siguiente manera:

I°(25v) = limsup [y +1v) = fly)

y—a l‘
10

donde y € X, t > 0.

A continuacion mostraremos un esquema para A = R2.

DERIVADA Z
DIRECCIONAL 2 f{x+tv)-f(x)

/ —t—

i - 3
La grafica de f es una superficie en R

La utilidad de f° es dada en las siguientes propiedades basicas.
Proposicion 1.2.1 Sea f Lipschitz de rango I prozimo a x, entonces:

(¢) La funcion v — f°(x;v) es finita. positivamenie homogénea y subaditiva en X. y

satisface | fo(x;v) [< K || v || (a)



(b) f(z:v) es semicontinua superior con respecto de (x,v) y. con respecto de v cs

Lipschitz de rango K en X.

(¢) fo(zi—v)=(=f)(x;v).
Pruebas.-

(¢) e Veamos que f°(z:v) es finito v que satisface la expresion (a).

De la condicién Lipschitz | f(2) — f(y) K K || z—y|| Vz,y € X.
Seaz=y+tv€ X donde t >0 y v € X, reemplazando tenemos
= fly+t) = fW IS K ly+t -yl

= fly+t) = f) IS K| t]]v]
fly+to) = fy) o p o]

(y + tv) — |

v [[< limsup Ty + Lt) ) <K
u—e
t10

= — K ||v|I< fo(a;0) <K v

=> f°(x;v) es finito respecto de v y | fo(x;v) [<K K || v ||.

= —K || v|<

v

== — X

e Veamos que f(x;v) es Positivamente llomogénea en X'.

Es decir probaremos que f°(z:Av) = Af°(x;v) VA > 0.
fo(a: dv) = limsup fly+tdv) - f(y) = Alimsup fly+tiv) — f(y)

e t P At ’
t10 10

luego tA | 0, sea in = tA

= f°(x; Av) = Alimsup fly+ m;;;) — /) = Af(x;v) VA > 0.
Yy
m]0

= f°(x;v) es positiva homogénea en X.

e Veamos que f°(2:v) es Subaditividad en X.

Sabemos que

fly +to +tw) — f(y) _ flyttvttw) — fy + tw) " fly +tw) — f(y)

t t ;
(s tv w) — ;
= limsup (f(y T +:u) f(y)) _
o
- tw) — | Ww ) —
lim sup (f(y+h +tw) = fly +tw) | Sy + 1) f(y)> .
y—or t ¢
t10
QL t ) — : t 3 . t . )
lim sup <f(y+h + lbi) fly + “’)) L e <f(y+ “;) f(y))
U ! y—=ra .

tl0 tlo
= fo(x;v+w) < foxsv) + oz w).
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(b) e Veamos que f°(x:v) es semicontinua superior con respecto de («,v).

Sean {x;} y {v;} sucesiones arbitrarias tales que z; = « y v; = v,
luego V¢ por definicion de limite superior

1
Hyid € Xy e} 0, +00) /lyi — il +8: < =

Ahora considerando el mismo imdice 1,

. . ! Y; t-vi - Y;
luego sabemos que fY(z;:v;) = limsup Ty + ) = f(wi) —

Y -+, ti
£,40
' (yi + tivi) — (.
Ve>0, VmeEN, Jie>m/ fo(xiiv) — < Fyi+ ;) f(y)‘

flyi+ tivi) — [ (i)
- t
t i
flyi+ tiv) = f(yi) n fly + tvs) — f(y, + to)
5 165 '
podemos acotar el segundo sumando del dltimo término

1 1
Elijo e = - = f°(xsv) — =
i

= | flyi+tvi) — flyi+tw) KK ||yi+tivi—y =t ||= K[t ||| vi—v |
yi+ tivy) — flyi +t .
y + lv ) t f(U + zv) S [\ II vi —v ”

— fo(ziv) — é N J(yi + tiv) — f(y:) n Sy + tivi) — flyi +1v) <

|1

, L 2 a
flyi + tiv) — f(w) + ‘-f(yi + tiv;) — f(yi + tiv)
(65 t; B
Ty + ti';") — f(yi) + K || v —v]|
5 z 1 s +1v) — f(y .
= (x5 0i) — = flo: + ;.) L + Klo; — vl

cuando ¢ — oo, de (f) se tiene que y; = @; = x,y 1,10
. 1 . Y, f-,‘l.-‘ — Y; . -
= limsup (fo(x,-: vi) — —_) < limsup i+ tw) = i) + limsup K'||v; — v||
0

=0 _ ! 1— o0 L 100
= limsup f“(z;0:) < f(a3v)

=0

= f“’es semicontinua superior con respecto de (,v).

e Veamos que [°(x;v) es Lipschitz con respecto a v de rango /{ en X.

Sean u,w € X y t > 0, ademas como f es Lipschitz
= | fly+tu) — fly+tw) |[< K || y+tu—y—tw
| f(y+ 1) = Fy+ tw) | K lu— e | 1

= —R|u—w|[{<fly+tu)= fly+tw) <R ||u—wl|?

tomando la segunda desigualdad de la expresion (w), tenemos

= fly+tu) = f(y) < fly+tw) — f(y)+ K || u—w]t,

R



dividiendo todo por ¢t y tomando limite superior, tenemos

fly +tw) — f(y)

oty '
= lim sup 1y ut) 1) < limsup ; + A ||u—wl

o ' o
= fo(r;u) < fo(r;w) + K || u—w|| (@)

Ahora tomando la primera desigualdad de la expresion (w) y procediendo de manera
analoga a lo anterior, tenemos

= —K ||u—w| +f(z:w) < fo(a;n) (x)
= De () y (x) =| f*(xi1) — fo(z;0) [ K

w—w ||

= f°(x;v) es Lipschitz con respecto de v de rango K en X.

(¢) Sabemos que

fly+t(=v))— f(y) fly —tv) — f(y)

fo(z: —v) = limsup = limsup ;
| s : s "
sea u = y — tv, asi
. . ) — fluttv) —F)(u+ tv) — (= f)(
fo(x; —v) = limsup f(w) i(u Tiv) limsup (=/)(u+ Ut) ( f)(u),
0 o

comoy=u+tv,y —>axytl0,= u—x, luego

(=f)u+te) = (=f)v) _

fo(zi—v) = limsup = (= f)*(2:v)
P :
— (@ —0) = (= f)(ase). .

1.3 El Gradiente Generalizado

Segun el Teorema de Hahn-Banach, toda funcional positivamente homogénea y

subaditiva en X" es mayor que alguna funcional lineal en X.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Hahn-Banach (Forma Analitica))
Sea X un espacio vectorial real,

Sea p: X = R una aplicacion lineal que satisface:
e p(Az) =Ap(z) Va,ye X,VA>0
o p(x+y) <px)+ply) Vz,ye X.

Sea FF C X un subespacio vectorial de X,
Sea L : FF = R una aplicacion lineal tal que L(z) < p(z) Vz € F,
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Entonces, etiste una aplicacion lineal L : X — R tal que
e L(r)=L(z) Yz EF
e L(z) <p(x) Yz € X.

De lo establecido en la Proposicion 1.2.1(a) y del Teorema 1.3.1 se tiene:
Sea X un espacio vectorial real,

Sea f?: X — R una aplicacion lineal que satisface:
o fo(z:dv) =Af%(z:v) VveEX,VA>0
o fo(ziv+w) <L foxyv)+ fo(aiw) Vo,w e X.
Sea F' C X un subespacio vectorial de X,

Sea L : F — R una aplicacion lineal tal que L(v) < f’(z;v) Yv € F,
Entonces, existe una aplicacion lineal ¢ : X — R tal que
o ((v)=L(v) VvEF
e ((v) < fo>w;v) Vv e X.
Lo que nos concierne esta en la ultima desigualdad
— ((=v) < flzi—v) Yo € X = —((v) < f*(;—v) = —f*(;-v) < {(v)
— — fo(a;—v) < {(v) < fo(a3v)
— (@ < I 0)] VI < | - Flas—)l = |f(z:—0)])
— (@) < (o)l v I¢(=0) = | = ()] = ()] < |f(a5v)]),
asi de ambas alternativas y con la. Proposicion 1.2.1(«)
— [ ¢(0) I<] f(z0) [< K [0 =] ¢(0) [< K [[v ]| Voe X
= ( es acotada en X = ( es continua en X = ¢ € X*,

donde X* es el Espacio Dual de funcionales lineales y continuas en X, ademas se puede

usar {(,v) 6 (v, () por ((v).

Consideremos la siguiente definicion:

Definicién 1.3.1 El Gradiente Generalizado de f en x, denotado por df(x) C X~, es

un subconjunto de X*, dado por
Of(x) = {¢ € X* [ f*(210) > ($,v) Yo e X},
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Denotaremos por || ¢ ||« la Norma en X*:

| ¢ llai=sup{{¢,v) : Vv € X, || v |< 1},
y B, denota la bola unitaria abierta en X*.
A continuacién tenemos algunas propiedades basicas del Gradiente Generalizado.
Proposicion 1.3.1 Sea f Lipschitz de rango I\ prozximo a x, entonces:

(a) Of(&) C X™ es un subconjunto no vacio, convero, débil* compacto de X* y

1< ll< K V¢ € 95(a).
() Vv € X, se tiene fO(xiv) = max{{(,v):( € df(z)}.
Pruebas.-

(a) ®Veamos que Of(z) # 0.
De la Definicion 1.3.1 df(x) C X™, ademads f(x;v) > (¢,v) Vv € X,
haciendo v = 0 € X se tiene 0 > ((,0) = 0,

es decir, existe al menos una funcional lineal y continua en X.

== df(&)£0 ¢ X~

e Veamos que Jf(x) es convexo en X*.

Es decir A0f(z) + (1 = A)df(x) C Of(x) YA€ [0,1], Yg,h € 0f(x).

Sea @ € Adf(x) + (1 = N)of(z) = a=Ag+ (L = A)h[g,h € Of(x)

= f*(x;0) 2 (g:v) = Af*(2;0) 2 Mg, v) (1)
= fo(x;v) 2 (h,v) => (1 = A)f*(x50) 2 (1 = A)(h,v) (2)
= (1) +(2) fo(xiv) 2 Mg,v) + (1 = A)(h,v) = (Agyv) +((1 = M)A, v)

= f°(2;v) > (Ag + (1 = Mh,v) = f(2iv) > (o, v) = o € f(2).

= Jf(x) es convexo en X*.

e Veamos que || ¢ |[.< K.

Sabemos que: | {(v) |<| fo(z;v) [K K ||v]| Vv e X, edf(x).
— 1) < K Vo X, || vl< 1, € af(e)

— —K <((,v) <K VveX,|v|<L1,¢edf(x)




= sup{{(,v)} < K Vve X, |v|<I
— ¢ < K VC € 0f(a).

Finalmente demostraremos que
0f(x) = {C € X"/f(x;v) > (C,v) Vv € X}

es compacto en la topologia débil*.
Demostracion.-

Para esta demostracion veamos la prueba del siguiente Teorema:

Teorema 1.3.2 (Teorema de Banach Alaoglu)

Sea V' un entorno de 0(cero) en un espacio vectorial X y sea
AK={Ae X"/ |A=)|<1 VreV}

entonces K es compacto en la topologia débil*.

Prueba.- Para esta prueba usaremos el siguiente Teorema:

Teorema 1.3.3 See V' un entorno de 0(cero) en un espacio vectorial X, si
=0

0<rm<ry<mr<ry<..<r, = oo cuando n — oo, entonces X = U ¥
n=1

Prueba.-

Pt

Sélo probaremos que X C U r,V pues la otra inclusion es evidente.
n=1
Sea « € X, consideremos el conjunto de todos los a /ax € V,

donde & — ax es una aplicacién continua de escalares en X,
es claro que 0 € {a /ax € V} pues 0 € V',

1 . .
= — € {a/awx € V} Vn suficientemente grande
-

1

= —zr e V= zxe€r,V Vn suficientemente grande

o

— Vz € X, z€r,V para algunos r, >0

= x € U r,V (Fin de la prueba del Teorema 1.3.3).

n=1
(Un entorno convexo V' C X sera Absorbente si:

Ve e X, xetl paraalgin t =t(x) > 0).

9



De la prueba anterior,

los entornos de 0(cero) son absorbentes con la sucesién creciente {r;} /r; > 0
. . x )

= di(r)<oo/x€d(e)V,VeEXN = ——¢€V

d(zx)
X
. (3@5)

—> Del conjunto K’ <1=|A(2)|<é(z) Ve e X, AeK.
El conjunto D, = {a/ | a |< §(x)} serd compacto en R ?

Veamos que D, es Cerrado.

Como D, ={a/0<|a|< )} ={a/ |ale[0,d()]},

donde é(x) es acotado por la absorbencia, | | (mddulo de &) es una funcion continua
y [0,6(2)] es cerrado en R
= D.={a/ |a|€[0,6(2)]}=| |7 ([0,5(x)]) es cerrado en R.

Como D, es cerrado en R y R es completo

= D, es completo en R.

= D, es secuencialmente compacto en R

(pues toda sucesién de D, completa tiene una subsucesion que converge)

= D, es compacto en R.

Retomando la demostraciéon del Teorema de Banach Alaoglu:

Sea 7 la topologia producto del producto cartesiano P de todos los conjuntos D, en

el que existe un factor Vo € X, es decir P = H Dy.

T€X
Como cada D, es compacto => Por el Teorema de Tychonoft P es compacto.

Ahora consideremos los elementos de P como funciones lineales f definidas en X,

tal que:
f:X =Dy
r = f(x)
como f(x) € D, = 34(x)/ | f(z) |< d(x) Yz € X,
ademas:
J: X >R
r —=4z)>0

Como K ={AeX*/|A(x)|<1VzelV}
Veamos que I{ C X*N P.
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SeaAe K =AeX*/|A(x)|<1 VzelV,

como los entornos de 0 son absorbentes

= 34(x) >0/ | A(z) |<8(z) Vz e X

= AeP=ANeX*NP=KCX*NP.

Se dice que R hereda dos topologias:

Una de X* (la topologia débil* a la que se refiere las conclusiones del Teorema de

Banach Alaoglu) y la otra 7 procedente de P. A continuacién veremos que:

(«) Ambas topologias coinciden en KA.

(b) K es un subconjunto cerrado de P.

e Veamos (a):

Tomemos un Ag € It fijo, ahora elejimos x; € X para 1 <:<ny pu>0.

Se define w; y wy ast:

wy ={N € X*/ | AMai) — Ao(z;) |< p para 1 <7< n}

w2 ={fePl]|flz)- Ao(;) |< p para | <7 < n}

donde n,x;, 1 tienen valores admisibles; el conjunto w; constituye una hase de la
topologia débil* de X™ en Ay y el conjunto w, constituye una base de la topologia
producto 7 de P en A,.

Probaremos que wy; N ' = w, N K.

wiNK CwyNAK.

Sead€ewNK = A€w = A€ X~/ | A(x;) — No(2;) |[< g para | <2< n,
también A € AK,como K C PN X" = A € P, luego

A€ P/ Ax;)) — Ao(wi) [<K pparal <i<n=>AEwr = AEw, NN,
WwNAK Cw NA.

Sea L €w, NK = L E€w, = LeP

L(w;) — No(x;) |< p para 1 < i< n,
también L € K, como K C PN X* = L € X'*, luego
LeX*

L(x;) — Ao(x;) |[< pparal <i<n= L €w = L €w NK.
—> Ambas topologias coinciden en /.
® Veamos (b):

Sea foe K =VU e foeU:UNK #£0

11



Tomemos ©,y € X; a,/3 y € escalares arbitrarios.
SeaU={feP/|f—-fol<e,en x,y,ax + By} es un entorno de f en 7,
como f € P=34(x) >0/ | f(z) |<é(x) Vx € X,

como f es lineal = lf <%ﬁ())1 <1 VzeX=|f(«')|<1 Vol e X,
z

wea st = 20/ |7 (555 )| <1 = 15 < el v e

= f es continua en X. Y como f también es linealen X = f € X*.
Asicomo | f(2') |1 Vele X = | f(2)|<1 Vx € V,ycomo f € X*

= feN.

También sabemos que

folax + By) — afolz) — Bfuly) =

folaz + pBy) — af(2) = Bf(y) + af(2) — afo(z) + Bf(y) — Bfoly) =

folaz + By) — flax + By) + o(f(x) — fo(2)) + B(f(y) — fo(y))-

ademas del entorno [ se tiene

| (f = fo)(2) [< e =] a(f = fo)(2) <] a | <.

[ (F = fo)ly) I<e=|alf - fo)y) I<lale ¥

| (f = fo)lez + By) I< ¢

= 0 <[ folax + By) — afo(x) = Bfo(y) |=

| (fo— )l + By) + ol f — fo)(2) + B — folly) |<

| (fo— ez +By) |+ | alf — fo)(x) | + | B(f = o)) I<| e | s+ | B | € +e,
como ¢ > 0 es arbitrario => fo(ax + By) = afo(z) + 3 fo(y)-

= fo es lineal en X.

Luego se tiene que Yz € V, 3f e K/ | f(z) — fo(2) |< ¢,

ademids | f(z) |[< 1 Ve eV

=>| fo(2) |=] f(2) + fo(z) = f(x) [<] f(2) | + | folx) = flx) |< 1 +e
= | fo(z)|[<14+e Ve>0 (1)
Demostraremos que | fo(x) |< 1.

Supongamos que | fo(z) [> 1,

como () se cumple Ve > 0, tomaremos en particular ¢ =| fo(z) | =1 > 0, luego

reemplazando en ([) tenemos | fo(z) |< 1+ | fo(x) | —1. Contradiccién.



= | fo(®) |[< | Y2 € V (como V es absorbente, fy es continua) = fo € A

= I\’ es cerrado en P.

= K ={Ae X*/ | A(z) |<1 Vz €V} es compacto en la topologia débil*.

(Fin de la prueba del Teorema 1.3.2). ()
Ahora adaptaremos Ii' al conjunto que nos piden demostrar que sea compacto en la
topologia débil*:

Seal=Cyrz=v=NK={CeX*/ |{(v)|<]1 VveV},

donde | ¢(v) =1 (¢, v} I<] F(z:0) I K v l= K | o =T .

Como V" es un entorno de 0 y con una sucesion creciente => V" es absorbente.

es decir Vv € X podemos asociarle el nimero | f°(z;v) |< oo,
)

. v S
<M77‘T|>‘ =1 con Folziv) 20

"_>|51 VUGX}

— = {C St ‘<C’ | fo(z;v) |
— K ={¢e X"/ |{¢,v)I<| fo(wiv) | ¥ve X},

Si fo(x;v) = 0 la expresion sigue siendo valida
K= {Ce X/ | Plae) 2] (Go) | Yo e X,
ahora de acuerdo al Teorema de Hahn Banach

= K = {C e X"/ f(x;0) > (¢,v) Vv e X} =0f(x)

como ( es lineal en X' =

es compacto en la topologia débil*.

(b) Se sabe que (¢,v) < fo(x;v) Vv € X, (€ df(x)
—s sup{(¢,v) : € € BF(2)} < folr;v) = sup{(C.v)} € (—o0, fo(ws )
— sup{(¢,v) : ¢ € Af(2)} = max{(¢,v) : ¢ € Df(2)} < fol;v),
si tuvieramos la desigualdad estricta seria falso. pues el maximo de ((.v), seria

superado por algin (¢*,v) que determina f°(x;v)

— sup{(,v) : ¢ € ()} = max{(¢,v) : ¢ € Df(x)} = fo(w;v). 0
Ejemplo.-
Calcularemos el gradiente generalizado de la funcién f(x) = |z| en X = R, la cual es

Lipschitz por la desigualdad triangular (| f(x) — f(y) |=|l = | = |y |[|<|x =y ).

13



Size>0

y->z t v st e<0Ay+tv>0

fo(z:v) = limsup ly+ol -yl = { v st v20
tl0

= fo(xiv)=v=9df(x) = {( /v >{(,v) Ve} = 0f(z) = {1}.
Stz <0

y—+z l
10

= f(x;v) = —v = df(x) = {{/(—v) > (¢,v) Vv} = df(2) = {-1}.

Sie=0

' Sl s —v siv>0Ay+t <0
fu(JJ:t}):limsup‘y_i_ v|—|y]| _ Y
—v st v<0

u~0 /
10

— 2(050) = |o] = 8f(0) = {¢/ o] > (¢.v) Vv
— 3f(0) = [-1,1].

: — 1 tv|—|; v st v>0
J2(0;v) = limsup lyttvl -yl
—v s10v<0

y DI(=(1)  si %0
Graficamente O (x)=(-1)  si x<0
o x)=[-1.1] si x=0

f(x)=xI

\ ;T
\

0 0

En otros dos casos tenemos:

14



a) S ={F001=(2)

i 2 2%
of
/
0 / /
b) {
\_ . ,
-
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1.4 Funciones Soporte

Se nota claramente que la Proposicién 1.3.1 es equivalente a conocer df(x) o la
funcién f°(x;.), cada una es obtenida de la otra. Ahora caracterizaremos los conjuntos

convexos cerrados por sus funciones soporte. Veamos dos definiciones:

Definicién 1.4.1 La funcion Soporte de un conjunto no vacio (! C X, es la funcion

oc : A* = RU{+o0} definida por:
ac(¢) = sup{(¢,z) : x € C'}.

Definicion 1.4.2 Sea ¥ C X* un subconjunto de X*, su funcion Soporte es definida en

X st X C X* un subconjunto de X**, entonces YV € X se tiene:
o5(2) = sup{(¢,7) : ¢ € 5},

Proposicién 1.4.1 Sean C', D C X subconjuntos no vacios, cerrados, converos de X, y

sean ¥, A C X™* subconjuntos no vacios, débil*-cerrados, convexros de X*. entonces:
(@) CC D<= oc(() <op(g) V(e X~
() EC A< ox(z) <oalr) Ve e X.

Pruebas.-

(a) ®Veamos que o¢:(¢) < op(¢) V(¢ € X*.

Sea C' C D, luego se presentan dos casos:

1: Siel sup{(¢,#)} sedaenze€C
= sup{((,x) : 2 € C} = sup{(¢,z) : z € D}.

o

: Siel sup{(¢,z)} sedaenxz e D—-C
= sup{((,z) : « € C} < sup{((,x) : x € D}.

= 0c(¢) <op(C) V(€ X™
e Veamos que C' C D.
Como o¢(¢) < op(¢) V(€ X*

16



— sup{(¢,z) s w € C} <sup{(¢,2) - w € D},
Supongamos que 3y € C'/y & D

= ((,y) <sup{(¢,z) 1w € C} <sup{((,z) 1 2 € D} < ((,y)
= ((,y) < (¢,y). Contradiccion = ' C D.

b) Representacion Grafica

Funciones
Soporte

En X

A xeX

(b) e Veamos que og(z) < ga(z) YV € X,

Sea ¥ C A, luego se presentan dos casos:

1: Siel sup{(¢,z)} se daen ( € X

= sup{((,«) : ( € B} = sup{((,2) : ( € A}.
2: Siel sup{((,z)} sedaen (€A -5

= sup{(¢,2) : ¢ € T} <sup{(¢,x):( € A}.

= og(x) < oalz) Yz e X.

e Veamos que & C A.




Como og(z) <oa(r) Ve e X

= sup{((,®) : ¢ € T} <sup{(¢,z): ¢ € A}

Supongamos que 3¢ € ¥ /h € A

—s (.2 < sup{{C.x) : ¢ € 5} < sup{((,2) < € € A} < (#,2)

= (. &) < (¢, x). Contradiccion = T C A. O

La siguiente primera afirmacién nos dice que f?(&;.) es la funcion soporte del df(x).
Proposicion 1.4.2 Sea f Lipschitz de rango IS proximo a @, entonces:
(@) ¢ € 3f(x) <= fo(w;v) > (¢, v) YvE X.

(b) Sean {z;} y {¢;} sucesiones en X y X* respectivamente, tal que (; € Of(x:).
supongamos que {x;} converge hacia z, y ( es un punto de acumulacion de {(;} en

la topologia débil*, entonces ¢ € Af(x) (Es decir Of es débil* cerrado).
(c) Si X es de dimension finita. entonces Of es semicontinua superior en x.
Pruebas.-
(a) Sea ¢ € Of(x) = {C € X* [ f*(wi0) > (Cov) Vv € X} &= fo(z;0) > (C.v).

(b) Seav € X,
como ¢ es un punto de acumulacién de {¢;} en la topologia débil*
= I{¢m.} C{G}/ Cm, = ¢ = (Cmisv) = ((,v) Vv € X,
como (; € Af(z;) = f(xi;v) > (G, v) ()
como r; = r => I{w,,} C {zi} [ em, = =,
como (*) se cumple para cada sucesién {¢;} v {z;}
= también se cumplira para subsucesiones {(m;} v {&m. } adecuadas de las
sucesiones anteriores, respectivamente
= [(Tm,; V) > (Cm, V) VVE X,
Y de acuerdo a la semicontinuidad superior de f° (Proposicién 1.2.1(d)) y la
convergencia de la subsucesion {(m,}

= fo(z;v) > (¢, v) Vv € X = ( € Of(x).
(¢) La demostracién de esta parte puede verse en [4]. O
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1.5 Derivadas y Subderivadas

El principal resultado en esta Seccion es que Of se reduce a la derivada si f es

continuamente diferenciable, y al subdiferencial del analisis convexo si f es convexo.

1.5.1 Derivada Clasica

Definicion 1.5.1 Sea F' : X' — Y wuna funcion de X hacia otro espacio de Banach Y .
La Usual Derivada Direccional (unilateral) de F' en z en la direccion v es

F(z 4 tv) — F(2)
t

F'(2:v) := lim
10
cuando este [imite existe.

Definicion 1.5.2 Se dice que F' admite una derivada de Gateaur en x, un elemento en
el espacio £(X,Y) de funcionales lineales continuas de X hacia Y denotado por DF(z),
st AF(x;v) Ve e Xy F'(asv) = (DF(2).v).

Esto es equivalente a decir que el cociente de la diferencia converge Vv, tal que

lim Flot ) = Flz) _ (DF(x),v),
t0 t

y que la convergencia es uniforme con respecto a v en conjuntos finilos (la cual siempre

es verdadera).

Sila palabra "Finito” en la sentencia anterior es reemplazada por " Compacto”, la derivada
es conocida como Hadamard. La diferenciabilidad de Hadamard y Gateaux coinciden si

F' es Lipschitz préoximo a .

1.5.2 Diferenciabilidad Estricta

Definicion 1.5.3 Se dice que F' admite una Derivada Estricta en x, un elemento de
£(X,Y) denotado por DsF(x), tal que Yv. se tiene

/g tv) — F(
lyLl}}_ (y + ’-t) (y) — <DSF(I).U),
tl0

y que la convergencia es uniforme con respecto a v en conjuntos compactos (la cual es

verdadera, st F' es Lipschitz prozimo a x).
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De la Definicién anterior se nota que estamos en la derivada estricta tipo Hadamard, la

cual coincide con la de Gateaux si F' es Lipschitz préximo a .

Proposicion 1.5.1 Sea F' una funcion en una vecindad de & hacia Y, y sea ¢ un elemento

de £(X,Y), las siguientes afirmaciones son equivalentes:
(a) F es estrictamente difevenciable en x y D F(x) = ¢

(b) F es Lipschitz prozimo a x, y Vv € X se tiene

F(y+tv)—F'

lim W) _ (¢.v).
y—ta t
t10
Nota:
La demostracién de esta Proposicién puede verse en [4]. O

Corolario 1.5.1 Supongamos que F' es continuamente diferenciable en x, entonces [ es

estrictamente diferenciable en @ y Lipschitz prozimo a .

Prueba.-

e Veamos que F' es Lipschitz préximo a .

Como F': X — Y es una funcion continuamente diferenciable en «
— I es diferenciable en =z,

y como F'(x) es acotada, pues F'(x) es continua en z

= F' es Lipschitz proximo a x.

e Veamos que F' es estrictamente diferenciable en .

F(r +tv)— F(x)

Fly +te) — F(y)

Notamos que 3 F'(x;v) = lim = lim A
w ! T t

(esta ultima igualdad, pues I es continua en )

' ) — F(
= lim Fly + ht) (y

y—ri

£40
= Por la Proposicion 1.5.1 F es estrictamente diferenciable en . O

) _ (DF(x),v) Yv € X; Y como F es Lipschitz proximo a z

Ahora veremos la relacién entre las derivadas definidas y el gradiente generalizado.

Proposicidon 1.5.2 Sea [ Lipschitz prozimo a x y admite una derivada de Gateaua D f(x)

(Hadamard o Estricta), entonces D f(z) € Of(z).



Prueba.-

Se sabe que f'(x;v) = (Df(x),v) Vv € X,

como f'(z5v) < f(x;v) = (Df(2),v) < f(aiv) = Df(z) € 8f(x).

(Se sigue de manera similar para los otros casos). O
Ejemplo.-

Consideremos la funcién

' r2sen <l> st 2 #0
fla) =
0 ste=0

Probaremos que f es Lipschitz proximo a 0, calcularemos 9f(0) y verificaremos que
Df(0) € af(0).
Veamos que f es Lipschitz proximo a 0.

&i@ = lim w.senl = (0 = [ es diferenciable en 0,
r—0 =0 x

T 1
como f'(0) = -lrl_glll)
y ademas f'(0) se nota que es acotada en una vecindad de 0
= f es Lipschitz préximo a 0.

Calculando 9f£(0).

Como f°(0;¢) = limsu

pf(y+iv)—f(y)

y—0 f
110
. 1 1
(y + tv)?sen ( 3 > —yZsen (—-)
" ,
= f°(0:v) = limsup Y ; : LA
o |

aplicando el Teorema de L’hospital respecto de ¢, tenemos

1 . 1 —v
= f°(0:v) =i ) 2v(y + tv)sen | —— tv)%cos
f2(0:v) 1151112(}11) v(y + tv)sen <y+w>+(y+ v)“cos (y+tv> Wt )

=0

140
ahora hacemos lo siguiente, sea

1 1
g =2v(y + tv)sen (y i tv> y h = —wvcos (y = ),
por propiedad de limites se sabe que

1 1
= f°(0:v) = limsup 2v(y + tv)sen (y " tv) + cos (y " tv) (—v),

limsup A + liminfg < limsup(h + ¢g) < limsup kA 4 limsup g,

para nuestro caso liminfg = limsupg = 0,
y—+0 y—0
e 140



1
ademas —1 < cos ( ) <1A —-1< —cos < ) <1, luego

y+itv Yy + tv
. . 1 . 1
Siv > 0= limsup —vcos = v lim sup —cos =v, y
§ =0 Yy + tv y—0 y+tv
140 t10
. . 1 . |
Si v < 0 = limsup —vcos = —vlimsup cos = —v,
y—0 y+ tv y—0 Y+ tv

140 ) t10
luego por el Teorema del Sandwich

v st v>0 )
= f°(0:v) = limsup(k + g) = { = f(0;v) = |v].
o —v st v<0
10
= 0f(0) = {¢/|v] > ¢v Vv}= 9f(0) = [-1,1].
Calculando D f(0).

Como (Df(2),v) = lim flz+tv) — f(2)
140 ¢

1
t?visen | —
o fe)=f(0) (tv) L 2 1)
= (Df(0),v) = 1:&)1 ; = l;iél : — lggltv sen (| = 0
= (Df(0),v) =0 Vv € R => Df(0) = 0.
— Df(0) =0 € [-1,1] = 9f(0).

Proposicion 1.5.3 Si f es estrictamente diferenciable en x, entonces f es Lipschitz

prozimo a x y df(x) = {Dsf(2)}.

Prueba.-
Como f es estrictamente diferenciable en
= 316 e€ £(X,Y) /D, f(x) =6

= Por la Proposicion 1.5.1 f es Lipschitz proximo a .

fly +tv)— f(y) = (§,v) = (

Ademas lim - =(D,f(x),v) VveE X
s t |
= f°(x:v) = limsup fly+ tz;) =) _ (6,v) = (Dsf(x),v) VveE X
o "
= fo(x;v) = (D, f(x),v) VvE X = 0f(2) = {D, f(2)}. O

Proposicién 1.5.4 Si f es Lipschitz prézimo a x y df(x) = {(}, entonces f es

estrictamente diferenciable en x y D, f(zx) = (.

Primero veremos que f°(x;v) = ((,v) Vv € X.

Sabemos que f°(x;v) > ((,v) Vv e X.

8]
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Si fo(w;v) > (C,v) = 33 € 9f(x) /¢ # 8. 1o cual es falso por la hipdtesis.
= f°(x:v) =((.v) Vve X.

También tenemos (ue

(14 i . D l,’ . ) ) o ) , .
liminf fly+ l;) /(y) = — limsup — /‘/ ly + 1,) f(y)> = — limsup Iy) j;(y * i)
LA —x [ y— 7 ’
s 0 i
sea z =y + tv
(y) — fly +t (y + tv — to) — t
= — limsup Hy) = Iy + to) = — limsup fly+to—to) = fly +tv) _
Y= t y—a t
t10 t10
. :—tv)— f(z ‘
— lim sup N Lt) /) = —f°(w;—v) = —(¢, —v) = ((.0)
10
= liminf Hy +tv) — f(y) = (¢,v) = f°(x:v) = limsup My +tv) - fly)
=T t - t
t10 i
to) — f{(:
= £l_l}ll_ fly+ Lt) 1(9) =((.v) Vv € X. Y como f es Lipschitz proximo a «
t10 '
= Por la Proposicion 1.5.1 f es estrictamente diferenciable en x y D, f(x) = (. O

Corolario 1.5.2 5t [ es Lipschitz prorimo a * y X es de dimension finita, entonces
0f(y) se reduce a un unico elemento Yy € x + cB. si y solo si, [ es continuamente

diferenciable en & + eB. Para algin = > 0.
Prueba.-

| &< | Como f es continuamente diferenciable en x + ¢ B
— por el Corolario 1.5.1 f es estrictamente diferenciable en z + B

— por la Proposicién 1.5.3 df(y) = {Dsf(y)} Yy € x +<B.

| | La demostracion de este sentido puede verse en [4]. O

Observacién:

De acuerdo al primer sentido de la demostracion,

como f es Lipschitz proximo a @« = df(y) = {Dsf(y)} = {Df(y)} Yy € x + B,
también como X es de dimension finita = D f(y) = Vf(y) Vy € v +&B.

= df(z) = {Vf(x)}, la Derivada.



Ejemplo.-
Sea ¢:[0,1] > R /¢ € L*[0,1], la cual define una funcién f : [0,1] = R de esta manera
f(z) = / @(t)dt. Calcular 0f(2).

Jo

Sabemos que:
L<[0,1]={¢:[0,1] > R/ desmedibleyd K [ |p(t)| < K en casi todopuntode[0,1]}

Veamos que f es Lipschitz en [0, 1].
|ﬂn—ﬂﬂw-/¢mw—/¢mw}|/¢mm /ﬂamm

y como ¢ € L>[0,1] = I K > 0/ |4(t)] < A para casi todo [0,1]

— / lb(1)ldt < / Kdt = K(z —y) < K|z — y|

— 3K > 0/1f(2) = f(y)| < Klx -yl Yo,y € [0, 1].

= f es Lipschitz en [0, 1].

Como f(z) = /f d(t)dt = f'(2) = ¢(2) = ¢(x)1 para casi todo = € [0, 1]

= por la Proposicion 1.5.2 ¢(z) € df(x) para casi todo = € [0, 1] ()

También como f es Lipschitz en [0,1] => df(z) esta bien definido Yz € [0, 1] (3)
Por otro lado 3K > 0/ |¢p(x)| < K para casi todo z € [0, 1].

Es decir ¢ es continua por tramos, en esos puntos de discontinuidad que son finitos se
entiende que si existen los limites laterales, ésto por (a), () y la Proposicién 1.4.2

= ¢(2) € df(x) Vz € [0,1].

Sean ¢~ (2) ¥y ¢*(2) el infimo y supremo de ¢(2) Va € [0, 1],

como ¢(z) € df(z) CRy Jf(x)es cerrado en R = ¢~ (&), o (x) € df(2),

ademés como Of(z) es convexo y ¢~ (2) < ¢t (2) = [¢~ (=), ¢ ()] C Of(2) (1)

Se sabe que

.mwﬂ—ﬂw=ﬂw¥ma—ﬁ%mm=lwkm@

Veamos que f°(z:1) < ¢t ().

y+t
@(s)ds
t)— f( _
fe(z; 1) = limsup fly+0) = fy) = limsup =& ¢ g

y—=zr t Yy
110 10

aplicando el Teorema de L’hospital respecto de t se tiene




g+t

#(s)ds
= limsup —ut— = limsup w < ot(x) = fo(x;1) < ¢t (2).
0o o
Sea ¢ € Of(x) = f(x;1) > (¢, 1) = ¢ = 6* () > ¢ (a)
Veamos que ¢~ (.x) < fo(x;1).
Y+
By + 1) o(s)ds

¢~ (z) < liminf (y, - = liminf “——— < fo(x;1) = ¢ () < f2(2;1),

" o |
aqui también se aplico el Teorema de L’hospital respecto de t,
luego como f*(z:1) > ¢ y f(x:1) > ¢~ (x) = ¢ > ¢~(2) (b)
= de (a) y (b) ¢ (x) S (< ¢%(x) = (€ [¢7(x), 67 (T)].
= 0f(x) C [¢7(x), " (x)] (2)

— de (1) y (2) 9f(x) = [37(2). 6% ().

1.5.3 Subdiferencial

Considerando las siguientes definiciones:

Definicion 1.5.4 Sea U C X un subconjunto convero de X. Como sabemos, una funcion

f:U — R se dice que es conveza, st Va,y € U/, YA € [0,1] se tiene
fz+ (1 =Ay) <Af(x) + (1= A)f(y).

Definicién 1.5.5 Sea U C X un subconjunto de X. Sea f : U/ = R una funcién

(conveza), el Subdiferencial de f en x es definido por €l conjunto de ¢ € X* que satisfacen
fly) — f(e) > (¢, y—=) Vye [

Proposicién 1.5.5 Cuando f es conveza en U y Lipschitz prézimo a x, entonces 0 f(x)
coincide con el subdiferencial en x en el sentido del andlisis convexo. y f°(z:v) coincide

con la derivada direccional f'(x;v) Vo.

Pruebas.-

Para f convexa en [/,

Lo
(e



el subdiferencial de f en « es el conjunto de { € X*/ f(z + w) — f(x) > (w,() Yw,

seaw=tv/t>0=

f(.1,+f’(;)—f(7') < C) V'U=>f(-l v)><v )VU

= f'(x:v) sera la funcién soporte del subdiferencial en .

e Veamos que f°(z:v) = f'(x;v) Yo.

Nos falta probar que f°(z;v) < f'(2:v).
fly +tv) — f(y)

Sabemos que existe lim sup  sup V> 0.

€40 ||y—z||<es O<it<e
L. . y+tu 2
De la definicién de funcion convexa t — f(j + !) f(y)

fly+ev) — f(y)

es no decreciente

= fo(x;v) = hm sup

0 Jly-zll<es &
Como f es Lipschltz para cualquier y € x + ¢é B, se tiene
fly+: v)—f(J) fle+ €v)—f($)| B | fly + v)—f(l +ev)  fly) = f(2)
fy +e0) — fla + ev) ‘fw)— fle)| ¢ bz oeed  ly sl
€ £ e
consideremos M < l\
oyl el el sl 28l el 2Ked

& )

(D]

. f(y+c‘v_)—f(y)_f(l‘ sv) — f@)| ¢ oxs

. f(y+aj — ) e +ei) @) | s
luego de (x) = fo(x;v) < f'(x;v) +2K6 V6> 0= fo(x;v) < f'(z;v) Vo

= fo(x;v) = f'(2;v).

= Jf(z) coincide con el subdiferencial en x en el sentido del analisis convexo.
Ejemplo.-

Determinar el gradiente generalizado de la funcion f : R* — R definida por
f(x1,@e, ..., xn) = max{z; /i = 1,2,...,n}.

Veamos que f es Lipschitz proximo a (xy,z2,...,25).

Como |z; — y;| < |#; — yi| = z; es Lipschitz Vi =1,2,...,n
= f también sera Lipschitz proximo a (z,,xq,...,&p).

Veamos que f es convexa.

Sean (z1,T2,...,Tn), (Y1 Y2,y Yn) € R* y X € [0, 1], asi
f(/\(il’u T2, .--,l‘n) + (1 - /\)(ylay21 ---,yn.)) =
max{\z; + (1 = Ny; /i =1,2,..,n} <

(%)

<



max{Az; /i =1,2,...,n} + max{(1 = N)y; /i =1,2,..,n} =
Amax{z;/i=12,...n}+ (1 = A)max{y; /i =1,2,...,n} =
Af(x1, @2, o 2n) + (1 = A) f(y1,y2, - yn) => [ es convexa.
Sea

I(z) = {i/ fiz) = f(2)}
los indices en los cuales el maximo definido como f es obtenido.

Calcularemos f'(x:v).
max{z;+ tv;} — max{x;}
1

e w) = i
(z;v) o ;

aplicando el Teorema de [.’hospital respecto de t, se tiene

= f'(x;v) = lim max{v;} = max v;,

Fwiv) $10 ieI(-_r){ i} i€l(x)

ademas como f es Lipschitz y convexa

= por la Proposicién 1.5.5 f°(z;v) = f'(«;v).

= Jdf(x) = {C € R/ Imax ; > (C,v) Vv e R"}.
€I(x)

Veamos la ley de formacion del 9 f(«z).

Si n = 1 tenemos:

maXv; = v* > ((,v) VeER = v*" > ((,v") = (= 1.
t€l(x)

Si n = 2 tenemos:

11;1[2(% v; > ((,v) = ; ¢v; donde ¢ = ((1,¢2), v = (v1,v2)
Siz=1,2 € I(x).

Supongamos que vy > vy y ¢ >0

= haxvi = v > Gron + Gav2 2 Qrvg + G2 = (G + C2)v;
= v 2 (G + ). Y v >0,

= tenemos dos casos:
e Sivy > (G + Q) Vou=0G+¢=1
e Si(G+ G2, Vo= q+G=1

=+ G=1
Continuamos con v; > vy

= Max i = U1 > (v 4 QU = QUL+ 2 — QU => vy — v > G —v2) = 1 > (),
1€l(z
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ademas

2 QUi Quu=o—Qut Gy = (0 —0)G20=G>20=_(<L
= (=((.Q)/G+¢G=1,(>0 donde : =1,2 € I(z),

ademas (; =0 si i & I(x).

Finalmente el resultado general sera:

af(T) = (§1!C23“'7<‘n)/§i Z 0, Z ‘-:1 =1: Ci =0 s2 7¢ I(T)

i€I(z)



Capitulo 2

Calculos Basicos

Procederemos a realizar una clasificacion de formulas que faciliten el calculo del 9 f
cuando f es construido de simples funcionales. Estableceremos las Funciones Regulares
para el caso no diferenciable. También veremos el Teorema del Valor Medio que sera ttil

para otras demostraciones. Asumiremos que f es Lipschitz préximo a .

2.1 Relaciones Fundamentales

Proposicién 2.1.1 (Multiplo Escalar)
Vs €R, se tiene
A(sf)( )= s0f( 3.

Prueba.-
Como f es Lipschitz proximo a » = sf es Lipschitz préximo a z.

e Cuando s > 0.

(sf)(yt+tv) = (sH( Y

(f)(y+tv)—(f)(y)='

(sf)°(x;v) = limsup : = slimsup ; sfo(x:v)
o 10 ’

= (s)°( v sf( 29,

Veamos que 9( sf)( ¢F sOf( ).

I sf)( @C sOf( x).

Sea ¢ € I )( 2)= () (a10) 2 (C,v) = sf7(x30) > (C,v)
= fo(gv) > <%,v sis#0= % € 0f(x)= (€ s0f( x)

-) 9
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— 9(s/)(x) C s0f(x).

Si s = 0. también se cumple esta ultima inclusion.

s0f(w) C A(sf)(x).

Sea ¢ € s0f(2) = ( =s¢[d € f(z) = f(x;v) > (d,0)
= sf'(wv) 2 (s, v) = (sf)°(2:v) 2 ((,v) = ¢ € O(sf) (%)
= s0f(x) C I(sf)(x).

e Cuando s < 0.

Veamos que d(sf)(z) = sof(x).

d(sf)(x) C s0f ().

Sea ¢ € 9(sf)(z) = (s/)(2:0) 2 ((,0) = (s£)°(x; —v) 2 (¢, —v) Vo
= (=s/)°(x:0) 2 (¢, =) = (=) (x:v) 2 (¢, —v)

= fo(riv) 2 <_is —v) = <§z> - 5 € df(r) = ( € s9f(x)
= 0(sf)(x) C sOf(x).
s0f(x) C 0(sf)(x).

Sea ¢ € sdf(x) = ( =s¢/d € If(x) = f(a;v) > (d,v)

= fo(x:—v) > (p.—v) Vv => (—s)f(x; —v) > (=50, —v) = (s¢,v)
= (—s)(=f)(z:v) 2 (¢ v) = (sf)°(x;50) > ((,v) = ¢ € O(sf)(x)
= s0f(z) C O(sf)(x).

Proposicién 2.1.2 (Extremo Local)

Si f posee un minimo local o un mdrimo local en x. entonces 0 € df(x).

Prueba.-
Probaremos la. Proposicion cuando f posea un minimo local en x,

es decir existe un entorno de z = &/ f(2) < f(y) Vy € N(z) N Domf,

flztitv) - f(2)

ahoraseay=z+tv/t>0= f(z+tv)— f(z) > 0= ; >0

flz +t) = J(z) _
t

= lim sup fox;0) > 0=(0,v) Vee X

=47

10
= 0 € df(x). (De forma analoga para el maximo local).

Si fi (i =1,2,...,n) familia finita de funciones, cada una Lipschitz proximo a z
n

= [ = Z fi también es Lipschitz proximo a .

i=1
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Proposicién 2.1.3 (Suma Finita)

) (Z f,;) () C Z dfi(x).

Prueba.-

Lo probaremos por induccion matematica:

n=1 dfi(z) C dfi(x). Se cumple.

n=2 9(fi+ fa)(x) C > 0fi(x).

Demostracion:

Sea ¢ € O(fi1 + f2)(2) = (fL + f2)’(x5v) > (¢,v),
(fr + )y +tv) = (fi + f2)(y)

ademas (f1 + f2)°(z;v) = limsup =

Yy t
t10
lim sup {'fl(y + tv) — f1(y) n faly + tv) = fz(y)\ <
"o \ t t )

fa(y + tv) — fo(y)

' tv) — fi(; : .
lim sup hly+ Lt) h(y) + limsup * ; = fI(x;v) + fy(2:iv)
o ’ %0 ’

= fP(z;v) + fo(x;v) > (¢, v), luego ( se puede escribir asi
C=CG+G/fHzv)>{G.v) A fi(ziv) > (G, v)

= (1 € dfi(w) N G2 € Ofa(x) =>2§1 + G2 € 9fi(x) + O faw)
= (€ 0fi(x) + 0fa(z) = ¢ € Y fi(2). Probado.

i=1
Asumiremos que se cumple para

Ut UL m+1 m+1
n=rm 0 (Z f.,-> (z) C Z ofi(z) =n=m+10 (Z f,~> (z) C Z O f{x)?

m+1

Sea ( € 0 (Z fi) (2) = (fi+ fot -oe + frmg1) (5 0) > (. 0),

=1

de la aplicacién para n = 2 se tiene

(fi+fat ot fm)(ee) + faop(2i0) > (i + o+ oo+ fmg)(250) > (¢, v),

luego ( se puede escribir asi

C =Gm + §m+1 / (fl + f'z +..+ .fm)o(l'i U) > <§msv> A f;;;.;.](*r: U) > <§m+1 ,'L-‘),

asi de la pentltima desigualdad y del caso n = m se tiene (,, € Z 0fi(x),

i=1
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y de la ultima desigualdad se tiene (4, € O fnt1()
m m+1

= Gm + Cnt1 € Z Ofi(2)+ 0fmsi1(x) = C € Z dfi(x). Probado. 0

=1 =1
Corolario 2.1.1 £n la Proposicion 2.1.3 tenemos la igualdad si todas las funciones f;

son estrictamente diferenciables en x.

Prueba.-

Tenemos que probar que Z dfi(e) C O (Z f,> ().

=1 =1

Lo haremos para n = 2, luego se puede generalizar por induccion matematica, tal como
se hizo en la prueba de la Proposicion 2.1.3.

Sea ¢ € df(x) 4+ 0 fa(x),

luego ¢ se puede escribir asi ¢ = ( + (/¢ € dfi(x) A ¢ € 0fa(x)

= fi(z1v) 2 (G.v) A fi(x;0) 2 (G v)

= (i + fo)(2:0) < fo(2:0) + f3(a0) = flles0) + fi(ziv) =

(fi+ L) (ziv) < (fi + f2)°(a50) = fR(aie) + f3(@50) = (i + f2)"(2i0).

= (fi + 2)°(x5v) 2 (G + G.v) = (Cv) = C € A(fi + f2)(2). O

Corolario 2.1.2 Vs; € R, se tiene

b, (Z 51’fz'> () C Z s;0fi(x)

Tenemos la igualdad si todas las funciones f; son estrictamente diferenciables en x.

Pruebas.-
e Veamos que se cumple esta ultima inclusion.

De la Proposicién 2.1.3 = 0 <Z _fi> (z) C z dfi(x),
=1

=1

n

sea f; = sifi = 0 <Z .s,'f,) (x) C Z d(sifi)(2),
=1 1=1
de la Proposicion 2.1.1 = 0 <Z.sifi> () C Z s;:0fi(x).
=1 i=1
e Veamos que se cumple la igualdad en esta dltima inclusion.

Cada s;f; es estrictamente diferenciable en x. Y por el Corolario 2.1.1

= Se cumple la igualdad en esta tltima inclusion. 0
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Observacion:

En la Proposicién 2.1.3 tenemos la igualdad si cada funcion f; es continuamente
diferenciable en .

Por el Corolario 1.5.1 = cada funcién f; es estrictamente diferenciable en z,

luego se procede como en la demostraciéon del Corolario 2.1.1

= Se obtiene la igualdad en la Proposicion 2.1.3. O

Ademads de la Proposicién 1.5.3 = dfi(x) = {D,f:(x)} = {Dfi(2)}, la Derivada.

2.2 Regularidad de Funciones

En el calculo de férmulas del gradiente generalizado a veces encontramos
inclusiones como la de la Proposicion 2.1.3, podemos agregar hipdtesis para llevar cada
regla de inclusién a igualdad. Como en la Observacion anterior, se nota que la condicion
continuamente diferenciable es fuerte, pues el gradiente generalizado es la derivada. Se
desea una condiciéon menos extrema, una funcién que cubra el caso no diferenciable, una

condicién util es la siguiente:

Definicion 2.2.1 f es Regular en 2 si:
) Eriste la derivada direccional usual unilaleral f'(z;v) V.
1) Vo f'(z;v) = fo(x;v0).

Corolario 2.2.1 St cada [; es regular en x. enlonces tenemos la igualdad en la

Proposicion 2.1.3. También ¥ s; > 0 tenemos la igualdad en el Corolario 2.1.2.

Pruebas.-

e Veamos la igualdad en la Proposicién 2.1.3.

Lo haremos para n = 2, luego se puede generalizar por induccion matematica, tal como
se hizo en la prueba de la Proposicién 2.1.3.

Sean fi v fa regulares en x => f, + f> serd regular en « ?
1) (i + F2) (2iv) = fi(aiv) + fi(w;v) existe.
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it) Vo, (fi+ fy))(wv) = (fi + fo)’(2i0) 7
Sabemos que
(fi + f2) (z50) = fi(z;v) + folziv) = (@ 0) + f5(x50) > (fi + f2)°(2i0)
= (fi + f2)/(x:iv) 2 (f1 + f2)°(2:v)
= (fi + /) (2:v) = (fi + f2)°(z;v) V.

= fi1 + f2 es regular en z.

Veamos que O(f, + f2)(z) = Z afi(x).

Nos falta probar que i ofi(z) CO(fr + f2)(2).

Sea ¢ € 0fu(x) + Iful),

luego ( se puede escribir asi (= (1 + (/¢ € Ofi(x) A (; € Ofa(x)
= fi(x;v) 2 (C,v) A f3(z5v) 2 (G, v)

= fi(z;v) 2 (G1,v) A fiziv) > (G v)

= fi(z:v) + fo(z;v) = (fi + f2) (230) = (fi + F2)°(210) > (¢, v)
= ¢ € A(fi + fo)(z).

e Veamos la igualdad en el Corolario 2.1.2 Vs; > 0.

Lo haremos para n = 2, luego se puede generalizar por induccién matematica, tal como
se hizo en la prueba de la Proposicion 2.1.3.

Sean fi, f, regulares en @ y s1,52 > 0 => s1f1 + s2f, sera regular en x?
1) (s1fi + s2f2) (w;v) = suf](w;v) + s2f5(x;v)  existe.

1) Vv, (sifi+ safa)(w0) = (s1fi + s2f2)°(w;0) ?
Sabemos que
(s1.fi + s2f2) (230) = (s1.f1) (230) + (82£2) (73 0) = sifi(2;0) + sofh(x;v0) =
suf(@;v) + sof3(2iv) = (s1f1)°(250) + (82£2)°(;0) > (s1fr + s2f2)*(250)
= (s1.f1 + s8202) (w5 0) 2> (s1.fr + s2f2)° (23 v)
= (s1fi +52£2) (21v) = (511 + 82£2)°(21v) Vo

= s1f1 + s2f2 es regular en x.
2

Veamos que 0(s1f1 + s2f2)(¢) = Z 5;0f;(x).

=1
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Nos falta probar que i s; Fi(x) C O(s1f1 + s2fa)(2).

Sea ¢ € s10/1( )+ :2002( 9,

luego ¢ se puede escribir asi ¢ = $1(; + $2C2/ ¢ € Ofi(2) A GG € Of2( D)

= filz;0)2 (C,v) A f5(2:0)2 (G 0)

= fi( 239 2 (G o)A fi 259 > (G, v)

= 1 flz;v) 2 (s1 G s2 fo 232> (52 §,v)

= (51 Ai'(x50) 2 (s1 Qo) A ((2f2)'( 219 > (52(2,0)

= (81 Y (x;0)+ (8f)( z:9 = (81 fit s2 £)(gv)=(s1 A saf2)?( 239 > (¢, v)

= ( € J( 51 ft s2fa)(). O

A continuacion algunas observaciones de funciones regulares.
Proposicidon 2.2.1 Sea f Lipschitz proximo x, entonces:
(a) Si f es estrictamente diferenciable en r, entonces f es regular en x.
(b) Si f es convera, entonces f es regular en x.

(¢) Una combinacion lineal finita (de escalares no negativos) de funciones regulares en

x es reqular en x.

(d) Si f admite una derivada de Géteaur Df( 3 y es regular en @, entonces If( & =
{Df( 9}

Pruebas.-

(«) Como f es estrictamente diferenciable en x
= de la Proposicion 1.5.3 9f( @ = {D;f( 3} = f°( zv) = (D;f( 3, v).
sabiendo que f es Lipschitz proximo a + = f es continua en «
= (Ds f( J,v) = f'( zv)
= f°(xp)= f'( xv) Yv=> f es regular en .

(b) Como f es convexa y Lipschitz proximo a z,

= por la Proposicion 1.5.5 f°(ziv) = f'(e;v) = f es regular en =.



(¢) De acuerdo a la prueba del Corolario 2.2.1 en su segunda parte, sobre la igualdad
en el Corolario 2.1.2, se establecié que para n = 2 la combinacion lineal s; f; + s, f2
es regular en & donde sy, s, > 0, este resultado se puede generalizar por induccién

matematica, obteniéndose asi la prueba de este item.

(d) Como f es regular en * = f°(z;v) = f'(x;v),
ademas 3 Df(z) derivada de Gateaux

= f(z;v) = f'(z:v) = (Df(x),v) Vv € X = 9f(x) = {Df(2)}. -

2.3 Teorema del Valor Medio

Dados z,y € X, la notacién [x.y] significa el segmento de linea cerrado que
contiene todos los puntos tz 4 (1 — t)y Vit € [0, 1], la notacién (r,y) significa el segmento

de linea abierto.

Teorema 2.3.1 (Lebourg)
Sean x,y € X, y supongamos que [ es Lipschitz en un conjunto abierto conteniendo el

segmento de linea [x,y], entonces existe un punto u € (x,y) tal que

fly) — f(z) € (0f(u),y — )

Necesitamos establecer un Lema para la prueba de este Teorema.

Ademas x; = x + t(y — x).

Lema 2.3.1 La funcion g : [0,1] = R definida por g(t) = f(x:) es Lipschitz en {0,1), y
se tiene

Ag(t) C (Of(xr),y — )

Prueba.-

Veamos que g : [0, 1] = R es Lipschitz en (0, 1).

Tenemos que g(t) = f(z:) A g(s) = f(zs)/t,s € (0,1) con z;, = x + t(y — x),
ademas como f es Lipschitz en un conjunto abierto, se tiene que

g(t) — g()| = |f(xe) — flaes)] < K2y

— a5l = Kl + t(y — 2) — (z + s(y — 2))|| =
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K||(t = s)(y — 2)]| < M|t — s| pues ||y — x| es acotada
=AM >0/|g(t) —g(s)| < M|t —s|] Vi,s €(0,1).

Ademas los conjuntos dg(t) y (0f(z:),y — x) son intervalos cerrados y convexos.

Veamos que max{dg(t)v} < max{(0f(z;),y — z)v}.

Sabemos que

max{dg(t)v} = max{(¢,v) : ¢ € dg(t)} = ¢°(t;v) = limsup

Alo

fle+(r+Av)(y —2) - flz+7(y —x))

g(r + Av) —g(r) .

A

flz + de(y — 1)) = f(2)

lim sup = limsup
Tt /\ r—t
Ao ALo

donde z =z + r(y — @);

Si(r=t)=(z—22x+ty—a)=uma)
= limsup fz + vy — 2)) - f(z) < limsup

A 9

flz+ dv(y — ) — f(2)

e : o s
max{(3f (x1), vy — 2))} = max{(f (21),y — 2)0}, pues v € [0, 1
= max{dg(t)v} < max{(0f(x:).y — r)v}.
= dg(t) C (0f(2¢),y — z) (Fin de la prueba del Lema 2.3.1).
Demostracién del Teorema 2.3.1.

Consideremos la funcién 6 en [0, 1] definida por

0(t) = f(x:) + ¢(f(x) = fy))-

Se nota que 0(0) = 6(1) = f(x).
Si f es Lipschitz en [z,y] = f es continua en [z, y],

ademds como t € [0,1] y 2, =2 +1H(y — )

= (t=0<=2,=2) A (t=14= 1 =y) = 6 es continua en [0, 1]

= 3t € (0,1) en el cual # alcanza un maximo o un minimo local

= 0 € J0(t) (ésto por la Proposicién 2.1.2).

Asi 0 € 90(t) = d{g(t) + t(f(x) — f(y))} C Ag(t) + {L(f(z) — f(y))},

ésta por la Proposicion 2.1.3. Por el Lema 2.3.1 y la Proposicion 2.1.1 se tiene

= 0g(t) + 0{t(f(2) = f(y))} C (Of(xe)sy — ) + (f(2) - f(y)O()
= 0 € (@f(w),y =) + (/) = SuNAULL)
ademas sabemos que [°(t;v) = limsup (r+pv) = 1(r) = limsup

ret p r—+t
r40 pl0

r+pv—r

=
P
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= v 2> () Ve=(=1=0(I(1)) = {1}

— 0 € (Bf(2o)y — x) + (J(x) - y)){l} (ésto de (x))

s 30 (0,1)/ Fu = 2, € (ma) ] (y) — [) € DS (), — 2. 0
Ejemplo.-

Consideremos la funcién [ : [0,1] = R definida en un ejemplo de la Seccién 1.5 del
Capitulo 1, f(z) = /0 S(t)dt donde é:1]0,1] =R/ € L=]0,1],

aplicando el Teorema del Valor Medio al df, probaremos que
I

Ve>03a,ye(0,l)/]jz—yl<e AN plx)—=< / H(t)dt < Ply) + <.
Jo

Como f es Lipschitz en un abierto que contiene a [0, 1], aplico el Teorema 2.3.1

=>3ue<0,1)/f1 ) — f(0) € (Of(u),1 = 0) 1

=>/ é(t)dt € df(u) = [~ (u), ot ()] = &7 (u) < / o(t)dt < ot (u) (a)
Jo

0
Sabemos de las definiciones de ¢%(u) y ¢~ (u) que

Ve>03ye(0,1)/ ¢T(u) —e < dly) < ¢t (u)
Ve>032e(0,1)/ ¢ (u) <dlx) <o (u)+ ¢,

luego de () y de las dos expresiones anteriores tenemos
—=Ve>03x,y€(0,1)/ ¢(z)—e< / P(t)dt < P(y) +e.
Nos falta probar que Ve >0 Jx,y €(0,1)/]z —y| <=.

Supongamos que 3¢ > 0Va,y € (0,1)/|r —y| > <.
1 : .
=3, >0/ z=y= ) = 0 > ¢; > 0. Contradiccion.

= Ve>032,y€(0.1)/ |z —y| <e.
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Capitulo 3

Conceptos Geométricos Asociados

En este Capitulo definiremos una [unciéon Distancia dz no diferenciable, sin
embargo d¢ sera globalmente Lipschitz. Usaremos el gradiente generalizado de d¢ para
definir un nuevo concepto de Tangentes y Normales en un conjunto arbitrario C.
(Caracterizaremos estas Tangentes y Normales, y veremos que su estructura no depende de
d¢:. Probaremos que las nuevas Tangentes v Normales definidas, se reducen a conocer una
de ellas en analisis convexo y en el caso no diferenciable. Finalmente indicaremos como
estas ideas geométricas nos guiardn a una definicion extendida del df de una funcién f,

la cual no necesariamente es Localmente Lipschitz, y posiblemente de valor extendido.

3.1 La Funcion Distancia

Definicién 3.1.1 Sea C C X un subconjunto no vacio de X, y consideremos la funcién
Distancia de(.): X = R definida por
de(2) = inf{|le —¢|| : c € C}.
Observacién: Si (' es cerrado = (z € (' < d¢(z2) = 0).
Prueba.-

| = | Seaz e C=C = 3{x,} CC /2, = =,
ademds sabemos que 0 < inf{||lx —¢||:c€ C} < ||t —2n|| ¥y

T 5 2<=>Ve>0IN=N()eN/Vn> N = ||z — .|| <,
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elegimos ¢ = —, luego cuando n es suficientemente grande
n

= 0<inf{|lz —¢||:c€ C}<0= dp(x)=0.

| | Como de(x) =0= inf{||lz —¢||:c€ C} =0,

asf lgcﬂHJ, —c|=0=Ve>0Ha}CC/|lt—2,4]| <s+0 VneN,
|

elegimos ¢ = —, luego cuando n es suficientemente grande
n’

= IH{x,} CC /2, 2= 2€C.ycomo C es cerrado = = € (. O
Proposicién 3.1.1 La funcion do satisface la condicion global Lipschitz en X :

lde (x) — de(y)] < e —yll.

Prueba.-

Sea € > 0 dado,

= por definicién Fc € C /dc(y) > ||y — || — ¢,

= do(x) <|lx—cl|=|le—y+y—cll <z =yl + |y — |

= de(2) < dc(y) + ||z — y|| + €, podemos intercambiar z e y

= de(y) < dc(x) + ||y — z|| + €, luego cuando ¢ — 0 tenemos

= de(2) —de(y) <|le —yll A —llr =yl < de(x) — do(y)

— |dc(x) — de(y)] < |z —yll. O

3.2 Tangentes

Definicion 3.2.1 Supongamos que @ € C. Un vector v € X es tangente hacia C' en v st
d%(z;v) = 0. El conjunto de todas las tangentes hacia C' en © es denotado por Te:(x), es
decir

Te(x) ={ve X /dg(x;v) =0}

Propiedades de 7¢:(x) : Cono convexo cerrado en X.

e Si A¢e(x) C Te(x) VA > 0= Te(x) es un cono.

Sea z € Me(2) = z=Az1 /21 € Te(z) = d(2:21) =0 A A >0

= A% (w;21) = (Me)(w;21) = dg(x;A21) = 0= Az € Tp(2) = = € Te(x)
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= Tc(x) es un cono en X.

e S5i ATe(x)+ (1 — NTe(x) C Te(x) VA €[0,1] = To(z) es convexo.

Sea z € AT¢:(x) + (1 — M) T ()

= z= A1+ (1 = N)vg /v, 03 € Te(x) = di(w;v1) = dg.(xiv) =0

= A% (x;v1) = 0= (Ade)°(a;v1) = da(x; Avy) =0

— (1= N (s 02) = 0 = (1 — Nde)°(a0) = dy(z: (1 = Ay) =0

= dp(x;2) = dg.(2: dvy + (1 = Nvg) < d2(2:dvy) + d2(23(1 = ANva) =04+0=10
= d(w;2) <0,

— Nos falta probar que 0 < d&(z:z).
de(y + t2) — de(y)

Se sabe que limsup <0,yseay+tz=zs

y—a t
t10
lc:(s) —de(s —tz . —(dr (s —1t2)—deo(s
=>limsup(((5) tC(\ )So:hmsup (de:(s t) c(“)) <0
1o Vs
.. de(s—t2)—de(s  de(s = t2) — de(s
= _hmqu(s =0 <0=0 Sh]},“nf(c(é L= dofs) <
o ¢ o t
- le(s — tz) = de(s . do(s — tz) — dg(s
hmsup(((s t) de(s) = 0 < limsup of t) (’(\),
o e

volviendo a la variable original se tiene
y) — ¢ 'z —dc)(y+tz)—(—d
= 0 < limsup doly) = dely + 1) = limsup (=do)(y +t2) = (=do)(y)

y—+z t y—+z t
110 10

= 0 < (—de)°(w;2) = d2(2;—2) = di(x;2) L0 < d(7;—2) Vz € X,

= (—d¢)° (5 2)

para z = —z se tiene = di(x; —z) <0 < d%(x:z2)
= d¢.(x;2) =0 = z € Te:(v) = 1:(2) es convexo en X.

_ — e t0) — dc
También sabemos que 0 € Ti(z) pues di(x;0) = limsup dely +10) = de(y) =0

Y+ t
tl0

¢ Finalmente la prueba de que T¢:(z) es cerrado en X, puede verse en [8]. O

3.3 Normales

Definicion 3.3.1 Sea M un cono convero. El cono polar de M (llamado cono polar

negativo) es el siguiente:
M°={seX*/{s5v)<0 Vve M}
A continuacién mostraremos un esquema del Cono Polar.
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CONO POLAR

M Cono Convexo
M® Cono Polar negativo de M

Definicion 3.3.2 El cono normal hacia ' en x. es la Polaridad de Te(x):
Ne(2)={¢ce X*/{¢,v) <0 Vv e Te(x)}.
Ahora tenemos la caracterizacion de N¢(2) en términos del gradiente generalizado:

Proposicién 3.3.1

IVC(.'L‘) = ¢l {U /\ad((l)} A

A>0
donde ¢l denota la clausura débil*.

Prueba.-

| C | Sea ¢ € Ne(2) = (e {¢e X*/((,v) <0 Vve Tp(x)}
— (C,0) A0 VA >0, Yove To(x) = (G v) < Mo(z:v) VA > 0
= ((,v) < (Mde)°(23v) = ¢ € d(Ade)(z) VA >0

= ( € Mde(x) C U Adde(x) C cl U /\Bclc(x)} = (€d { U /\Bdcy(w)}.

A>0 A>0 >0

= Ng(z) Cel { U /\f)dc('r)}.

A>0



| 2| Sea¢ €d { U /\Bdc(:r-)} = 3{(.} C {U /\(')dc(:v)} /G — ¢

A>0 A>0

= (n € {U Aadc(x)} [ = C¢=3X >0/ € MBde(2) /G = ¢
A>0
= Adp(z:v) 2 (Ca,v) Vo € X, en particular escogemos v € Te:(x)

- (lg.'(l‘:v) =0=X,0=0> (gnav> = ((nv) S0 Vo € Te(w)
“ (¢,0) <0 Vo € Te(e) = ¢ € No(a).

= cl U Aadc(:v)} C Nc¢(2). O
A>0
Observacion:

Sabemos que ddg(x) = {( € X* [/ d2(x;v) > ((,v) Yv € X} es compacto débil*,
y como I¢(x)={ve X [ds(x;v) =0}

— Odc(x) se reduce a N¢(x), el cual es cerrado débil* por la Proposicién 3.3.1.
También podemos decir que el cono polar hacia T¢(x) es cerrado débil* (nos referimos a
Ng¢(x)), cono convexo generado por ddc(z).

Propiedades de Ng(z) : Cono convexo en X*.

e Si ANg(2) C Ng(2) VA > 0 = Nc(2) es un cono.

Sea ( € AN¢:(z) = (= A1 /(1 € Ne(x) = ((1,v) <0 Ve € Te(a)

= (A(1,v) KO VA>0,Ve € Te(x) = ((,v) <0 Vv € Te(z) = ( € Ne(x).
= Nc¢(x) es un cono en X™.

® Si AN¢(®) 4+ (1 — A)Ne(x) C Ne(x) VA €[0,1] = Ne(x) es convexo.

Sea ( € AN¢(x) + (1 — A\)Ne:(x)

= (=20 +(1=X)¢2 /s G2 € No(x) = (G1,v) S0 A ((2,v) <0 Vv € Te(x)
= M¢1,v) 0= (A(1,v) <0

— (1= A){G2yv) 0= (1 = )G <0

= ((,v) <0 Vv e Te(x) = ¢ € Ng(z).

= N¢(x) es convexo en X™*. O

Aqui presentamos un ejemplo de tangentes y normales en X = R2
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Tangentes y Normales > 5
C={{(xy)Ix +y <1}

veTc(x) pues d°c(xv)=0
v=(1.1)
para <YP.v>5<0

obtenemos los P e Ncfx)

A continuacién se tienen algunos resultados con la funcién distancia.

Proposicién 3.3.2 Sea f Lipschitz de rango K en un conjunto S. Seax € C' C S y
supongamos que f alcanza un minimo sobre C' en r. Entonces para cada M > I la
funcion g(y) = f(y) + Mdc(y) aleanza un minimo sobre S en z. Si M > K y C es
cerrado, entonces cualquier otro punto que minimiza g sobre S debe también permanecer

en C.

Pruebas.-

e Veamos la Primera Parte.

Tenemos que probar que g(z) = min{g(y)} Yy € S, VM > K, es decir,

6(2) < gly) <= 1(2) + Mdo(z) < f(y) + Mdoly) <= f(z) < f(y) + Mdo(y).
Supongamos que se cumple lo contrario, es decir,

dyeS, IM> K/ f(y)+ Mdo(y) < f(e) —e Ve € (0,4) para algin § > 0 adecuado,
podemos escoger ¢ = Ms = 3y € S, IM > K/ f(y) + Mde(y) < f(2) — Ms (1)
también Jc€ C /|y —c|]| < de(y) + ¢ Ve > 0 (en particular Ve € (0,6)) (2)
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ahora como f es Lipschitz de rango A en S

—> f(e) = £(y) < 17(6) = f(y)] < Klly —cll < Mlly = ell. y de (2)

— f(c) = f(y) < M(de(y) +€) = f(e) < [(y) + Mdo(y) + Me, y de (1)
= f(¢) < f(z). Contradiccién, pues x minimiza a f sobre C'.

= g(z) = min{g(y)} Yye S, VM > K.

e Veamos la Segunda Parte.

Sea y € S otro punto/ minimiza a g sobre S.
= f(y) + Mdc(y) = f(x) = g()

K+ M
SiM>K= ——%— > K. aplicando la primera parte de la Proposicion 3.3.2

— () = (o) < S) + L o(y)

—s f(y) + Mdo(y) = f(z) < f(y) it + i

luego para evitar la contradiccion dg( y) =0, y como (' es cerrado =y € C. O

dely) = 2M < K+ M = M < K,

Corolario 3.3.1 Supongamos que f es Lipschitz prorimo a x, y alcanza un minimo sobre

C en x, entonces 0 € df(x)+ N¢(x).

Prueba.-

Sea S una vecindad de « sobre la cual f es Lipschitz de rango K.

Sea x € C C Sy si f alcanza un minimo sobre C en x

= de acuerdo a la Proposicion 3.3.2

como A > K se tiene que & minimiza a f(y) + dc(y) sobre S,

luego por la Proposicion 2.1.2, 2.1.3 y 2.1.1 se tiene

=0 € I(f + Kdg)(x) COf(z) + O(Kde)(z) = 0f(x) + Kdde(x),

y por la Proposicién 3.3.1 = Kdd¢(x) C N¢(z)

= 0 € df(x) + Ne(z). O

Definiciéon 3.3.3 Si C es convexo, se liene un concepto bien definido de vector normal:
¢ € X* se dice Normal hacia C en z, si ((,x—c) >0 Vc € C. (en el sentido del andlisis

convezro).

Representacién grafica:
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<7 7 Tr CONO
< NORMAL

P

L Convexo

¥eeC (Ypdr 0

Proposicion 3.3.3 5¢ C' es convero, entonces Ng(x) coincide con el cono de normales

en el sentido del andlisis convexo.
Prueba.-

E Sea ¢ normal hacia ' en z en el sentido del analisis convexo
= ((,z—¢c) >0 VeceC
— el punto ¢ = & minimiza la expresion f(c) = ((,2 — ¢) sobre C.
Veamos que f es Lipschitz sobre C.
7€) = F(@)] = Gy = €) = (G2 — d)] = [God = )] < [ICllld = el] < mlld = el
= f es Lipschitz sobre C
= Por el Corolario 3.3.1 0 € df(x) + N¢(x) (@)
Calculando df(x).

fo(z:v) = limsup fly +tv) - fy) = limsup Gz —y—te) —((,z —y) _

y—m; t y=x t
110 110

(¢=0) = Fxi) = (¢, —0) Yo € C = 0f(x) = {~C}
= de (a) 0€ {—C}+ Ne(z) = —(—() € Ng(x¥) = ¢ € Nc().
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| = | Sea ¢ € Ne(z) = (€ X*/{¢,v) <0 Vv € Te(x)
= ((,v) SO0 A d(z:v) =0 Vv € X = d&(a:v) > ((,v) = ¢ € Odc(x).

Antes de continuar probaremos el siguiente Lema:
Lema 3.3.1 d¢(.) es convero.

Prueba.-

Veamos que d¢(Az + (1 — N)y) < Mde(x) + (1 — Nde(y) VA€ [0,1], Va,y € X:
En donde el conjunto convexo C C X y dg(.): X = R,

luego Ve >0, Ve.y € X, Jeg, ¢y € C tal que

Side(z)=inf{llc—¢||:c€ C} = ||e; — || < do(x) + ¢,

Si de(y) = inf{lly — el s c € €} = lley = yll < doly) +<.

ademas ¢ = A¢ep + (1 — Ny € C, asi se tiene que

de(ha + (1= A)y) < Az + (1 = Ny —el| = [Aa + (L = Ny = (hea + (1 = Ney)| =
1A = Ace + (1= Ay — (1 = Nyl € Mle = el + (1= Ny — gl <

Mde(z) +e)+ (1= A)(de(y) +¢) =Ade(z) + (1 = N)de(y) +e Ve> 0

— cuando € = 0 d¢(.) es convexo (Fin de la prueba del Lema 3.3.1). O
Retomando la Prueba de la Proposicion 3.3.3 se tiene que la funcion

dc(.) : X — R es convexa y Lipschitz préoximo a x

= por la Proposicién 1.5.5 el 0d¢(x) coincide con el subdiferencial en w, en el
sentido del analisis convexo, es decir el conjunto de vectores (, es el subgradiente de
dc en x, que satisface dg(y) —de(x) > (¢,y —2) Vy € X,

haciendo y =c € C = 0—dg(z) > ((,c— ) Yc€eC

= 0> —dc(z) > {((,c—a) Vee C = ((,c—x)< 0 VeceC(. O

Corolario 3.3.2 Si (' es convero, entonces v € Te(r) <> di(x;v) = di.(x;v) = 0.

Prueba.-

Como C es convexo, se tiene que d¢: es convexo => d¢ es regular en x. (ésto por la
Proposicion 2.2.1(b)).

| = | Siv € Te(xr) = d(x;v) =0 = d.(2:v).

| <= Si d%(x;v) =0 = di.(2;v) = v € Te(x). O
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3.4 Caracterizacion Intrinseca de las Tangentes

Aqui veremos que el concepto de Tangentes, va definido, es independiente de la

norma usada en X.

Teorema 3.4.1 Un elemento v € X es tangente hacia C en x si, y solo si, para cada
sucesion {2;} C C convergente hacia @ y la sucesion {t;} C (0,o0) decreciente hacia cero,

existe una sucesion {v;} C X que converge hacia v tal que x; + t;v; € C para cada i.

Representacion grafica:

X;eC
Ti>0
ViGX

X =X
t >0
Vi->V

Prueba.-

| = | Supongamos que v € Te(x)
Sean las sucesiones {#;} C C'/x; — @ y {t;}/t; | 0 cualesquiera.
Debemos hallar una sucesién {v;} C X /v; = v A 2;+ tiv; € C' Vi,

Como v € T¢:(2) = dé(’r, v)=0
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_ lo(xi + tiv) — do(a; ALy T Liv) — i
= limsup do(2i +tw) = do(x) = lim delzi+ tiv) — do(zi) =0,
L,"IJ & =00 t;

dc(.”(fi + ti'l’)

1]

como ¥; € (' = d¢:(2;) = 0 = lim

1=

Como dg(2) = inf{||z —¢|| : c € C'}
= 3da€eC/|z—c <dc(z)+c, Ve>0,z€ X,

. . ti
en particular x; + t;v € X y haciendoe = = >0
‘]

t;
= ||l + tiv — cif| < deo(@i + tiv)+ =
1
Ci — Xy R .
Sea v; = — luego dividiendo a (2) por t;, se tiene
_ de(xi + tiv) N i
: o t; 2
asi cuando ¢ — oo vy de (1) se tiene

. . de(x; +
= 0 < lim |lv — v < lim M
1=

=00 -

(C-iz— ;)

= ||v —

2

+0=040=v; =2 v
— El{vv,-} - /\’/'U,' v Axit+tiv,=c¢ € C Vi

Ahora elegiremos las sucesiones {y;} /y; = @ y {t;} /¢ | 0. asi
’ do(yi + tiv) — de(y;)
im

i ti

Tenemos que probar que d%(z;v) <0, es decir d(z;v) = 0.

= d¢.(w;v)

Como de(y;) = inf{||ly;i — || : c € C}
ti .
= He} CCJ/ e —yill < delys) + n \z

Veamos que ¢; — .

Como 0 < ||ci — 2| = |lei = ¥ + v — || < Mles — wil | + ||y — ||
ti
— de (4) 0 < ||e; — 2| < do(yi) + -+ ||y — x|
t; .
se sabe que 0 < = <t; = lim — =0,
1 1= 2

también lim d¢:(y;) = de:(2) pues do es continuay « € €'
Yi T

= de (¥) 0 < lim ||l —2|| < de:(2)+04+0=04+0+0=0= ¢; = 2.
1=

= I{v;} /vi = v A ¢ + tiv; € C Vi (ésto por hipétesis),

como dg es Lipschitz

= do(yi + tiv) — de(ci + tivi) < |de(yi +tiv) —de(ci+ tivs)| < ||lyi + tiv — ¢ — tivg]|

= de(y; + tiv) — de(ci + tivi) < lyi — il + til|e = vills
como ¢ + t;v; € (' = de(ei + tivi) =0

= de(yi + i) < lyi — cill + tillo — wi| y de (4)
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t;
= de(yi + tiv) < de(y;) + = + t||v — v

17 i T-i ) — d; Y; 1
de(yi + ;) ((y)S||U—Ui”+—.
= dp(7;v) <0 = di(v;0) =0 = v € T:(x). 0

3.5 Regularidad de Conjuntos

Se establece aqui la relacién entre el concepto geométrico ya definido v las nociones
en el caso no diferenciable, se requiere la regularidad de conjuntos, la cual utiliza la

regularidad de funciones tratadas en el Capitulo 2.

Definicién 3.5.1
Seca K¢(x) el cono contingente de tangentes hacia un conjunto ¢/ en . (v € X).
Un vector v € K¢ () si, y sdlo si,Ve>03t€(0.e) ANweEv+sB/e+twel

(donde w es un punlo y necesariamente x € clC').

Observacidén: Tg(x) C Ke(2)

Prueba.-

Sea v € Te:(x),

Del Teorema 3.4.1 v € T () <

V{z;}CC/ax; = a ANV{t:i} C{0,400)/t; 10, Hvi} C X /vi wv/a;+tv; CC Vi
v € Rg(r) <= Ve>031€(0,s) ANwevi+eB/r+iweC.

Sea ¢ >0

v r=mx,€2x+:B; t; |0=1t;€t+¢eB, paraalgint € (0,e) A tx0y

v, >v=—1; €Ev+eBb

= Ve>03te(0,s) Avi€v+eB/r+cur+ (t+ew)() ECVu, € B

= Ve>03t€(0,s) Av, €v+eB/r+to;+ e(uy + ugwy) € €,

sie =2 0=a+tr;€C o x+tv; € clC,

siz+te; €clC = clegimos  =¢; <¢/ax+tv; €

= Ve>03te(0.e) Nvi€v+eB/a+tv, €C.

= v € K¢(x). O

Representacién grafica de la Contingencia: @) Siv € Tp(2) y b) Si v & Te(c).
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a) Te(x) ¢ Ke(x) v € Ke(x) Cono Contingente
v e Te(x)

xeclC

b) Te(x) ¢ Ke(x) v € Ke(x) Cono Contingente
v ¢ Te(x)

_vy+eB

X e clC x///
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Definicién 3.5.2 El conjunto C es regular en x st Te(x) = Ke(x).

Observacion:
Si C' es convexo = ( es regular en z.
Prueba.-

Veamos que K¢ (x) C Te(r).

Supongamos que K¢ (2) ¢ Te(x), es decir v € Ke(2) /v & Te:(x),
como C es convexo, por el Corolario 3.3.2 tenemos

v € Te(x) <= di(x;v) = dip(a;v) = 0,

d ~ | t‘-’ - d AN
como v & Te(z2) < df.(x;v) # 0 <> limsup cly + tt) c(y)
y—T
110

comov € Ne(2) =Ve>03t€(0,s) Nwev+ecB/ez+twel

#0 (+)

— w=v+ezparaalgin t: € B=ax+t(v+ez) eC = r+tcz+tv € C,
seay=er+tsz=y+tve ' = de(y+tv)=0,

sice20=1t20/si(yeC=de(y)=0)osi(y€ddC = dc(y) =0)
do(y + tv) — do(y)

= lim sup = 0, contradiciendo (*).

s ¢
10
= K¢ (z) C Te(x) = (' es regular en w. O

Veamos ahora como Te y N¢ son obtenidos a partir de condiciones de regularidad.

Teorema 3.5.1 Sea f Lipschitz prozimo a x, ahora supongamos que 0 € df(z). Si

C={ye X/ fly) < f(x)}. enlonces se tiene
{v € X/ f(x;v) <0} C Te(z).

Ademds, st [ es reqular en x. enlonces se liene la igualdad en esta wllima inclusion. y

también C es reqular en .

Pruebas.-
e Veamos que se cumple esta iltima inclusion.

Seav € {v€ X/ f(z:v) <0} = f°(a:v) <0: Seae > 0 arbitrario,

como 0 € Of(z) = Ju€e X/ f(x;u) <0 = cf'(r;u) <0 = fo(x;cu) <0,
ademds f°(xiv+eu) < fo(a:v) + fo(xr;eu) <0 = fo(x;v+¢cu) < 0.

Asi, es suficiente probar que cada v para el cual f?(x;v) < 0 pertenecera a Te(z).
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De la definicién de fo(x;v) se tiene

Je>0ATE>0/Vyl|lz—yll<e Ate(0,e) = fly+tv)— fly) < -t (%)

Negando la definicion, se tiene f(y + tv) — f(y) > -0t = fly+ Ut) ) > —4

= f(2:v) > —d; Vd; € (0,6) = 0 < f°(z:v) < 0 Contradiccion. = Se cumple (x).
Ahora sea {z:} C C'[&; — « y sea {t;} C (0,4+00)/t; |0,

como z; € C = f(x;) < f(z),y Vi se tiene de (*) que

flzi+tiv) < fes) — 0t < f(2) — 0t; < f(2) = f(ei+tiv) < fle) = i+ twe C
— de acuerdo al Teorema 3.4.1 v € Tg(z).

= {v e X/ f(x:iv) <0} C Te(x).

e Veamos que se cumple la igualdad en esta ultima inclusion.

Tenemos que probar que Te:(x) C {v € X/ fo(z:v) < 0}.
Sea v € To(x) = dg.(z:v) = limsup do(y + tv) — do(y) =

y—T t
110

se nota que z € C pues f(z) < f(z) = de(x) =0, y como d¢: es continua en X
de(y + tv) — do . 1
c(y + tv) —de(y) = lim sup B <]imsup(dc(y + tv) — dc:(y))> =

0,

= limsup

yf—fot t t}0 YT
limsup ! <lim(dc(y + tv) — dc(y))> = limsup £(dc(.r +tv) —de(z)) =0
ot \yor o ¢

de(x + tv)

= limsup = 0, luego por la definicion de limite superior se tiene

t10

lo(x + tv S »
de(z +tw) <0+4+¢€ Vi> N, para alguna sucesién {t;} /t; | 0

= Ve>0,IN e N/ :
= de(r +tiv) < tie Vi> 1&’ (@)
ademas Jx; € C'/ ||z + tiv — || — € < de(z + tv) Ve >0,

sea & =¢t; [t; > 0= ||o + tiv — &;]| — ¢t; < dg(x + t;v) vy de (@) se tiene
= ||t + tiv — @i|| — eti <ety = ||e + tiv — 24| < 2t

como f es Lipschitz proximo a 2 (de rango k')

= f(z + tv) — f(x:) < |f(x + tiv) — f(2:)] < K|z + tiw — 2| < 2et, K
et ti0) < o) £ 2Kt o FEH 1) = J(a)  Flos) 42Kt = fia)

1’1 ti
y como f(z:) < f(z) = fla) — f(z) <0,
fle4t0) = 1) 9pe veso
t; =

= f'(w;v) <2Ke Ve > 0,

(3)

luego de (8) =

(¢ + t;v) — f(x

= lim flz +tw) = ()
40 ts

cuando € = 0 y como f es regular en x




= f(ziv)= fo(x;v) < 0= v € {veE X/ fox;v) <0}
= Se cumple la igualdad en esta ultima inclusién.

e Veamos que (' es regular en z.

Tenemos que probar que Tx:(x) = K¢(x).
Ya sabemos que {v € X / fo(x;v) < 0} C Te(z) C Ke(z)
Veamos que K¢ () C {v € X/ fo(x;v) <0}.

Seav € Ke(2) <= Ve>0,3t€(0,s) ANwev+eB/a+ttweC

= w=v+ezparaalginz: € B=cr+t(v+tez) e =z +tsz+tveC
= f(z+tsz+tv) < f(2)= fla+tsz+tv)— f(x) <0

. f(rc+t€z4;t'v)—f(w) <0 = lim f(m+t6~*n;tv)—f(-’f’) — [lasw) <0,
y como f es 1'eg:ular enr = v € {v G‘LOX/f"(:n;v) < 0}.

= {v € X/f(z:v)<0} = Ke(x)= Te(x)

= (' es regular en 2. O

Corolario 3.5.1
Ne(z)C | A0f(2)

A>0

Si f es reqular en x, entonces se tiene la igualdad en esta dltima inclusion.

Pruebas.-

e Veamos que se cumple esta ultima inclusion.

Con las condiciones del Teorema 3.5.1 se tiene M = {v € X / f°(x;v) < 0} C Te( ),
luego por la polaridad de ambos conjuntos => N¢(z) C M°.

Sabemos que el cono polar de M es M° = {s € X* /{s,v) <0VveE M}

Como fo(w30)> Cu A fo(w50) <0

= Neo(x)C {¢ € X*/((,v) <0VveM}CaIf(x)C U AOf(x).

AZ>D

= No(z) C | Mf().
A>0 '
e Veamos que se cumple la igualdad en esta ultima inclusion.

Sea ¢ € | JA0f(x)=> 3N, 2 0/( € XDf(2)=> 3 € f(2)/ ¢ = A,
A>0
ademas del Teorema 3.5.1, siendo f regular en z, tenemos {v € X'/ f°(x;v) < 0} = Te:(x)

= (¢p,v) < fo(2;v) <0 Vv € Tg(z) = (¢,v) <0 Vv e Te(z)
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= (AP, v) <0 Ve € Te(x) = ((,v) <0 Vv € Te(v) = ¢ € Ne(z).

= Se cumple la igualdad en esta ultima inclusion. O
Ejemplo.-

Sea

!={ye X : fily) L0, fa(y) <0,..., faly) <0}

y sea x tal que fi(x) = 0 para : = 1,2,...,n. Entonces, si cada f; es estrictamente
diferenciable en @, probar que C' es regular en .

Prueba.-

Sea f(y) = max{fi(y) : i =1,2,....n},

como cada f; es estrictamente diferenciable en x

= por la Proposicion 1.5.3 cada f; es Lipschitz proximo a «

= [ es Lipschitz proximo a z,

ademas de la Proposicion 2.2.1(«) cada f; es regular en ¥ = f es regular en .
También C se puede expresar asi: C = {y : f(y) <0}

y ademas f(r)=0= C={y € X : f(y) < f(2)} y supongamos que 0 € Jf(x),
asi tenemos las hipodtesis del Teorema 3.5.1, y ademas como f es regular en x

= (" es regular en z.

3.6 Hipertangentes

Definicién 3.6.1 Un vector v € X se dice que es Hipertangente hacia C en x € C si,

para algin € > 0,
y+tw€eC; Vye(z+eB)NC,wev+:8, t€(0,s).

Observacion:
Se tiene que cada vector v hipertangente hacia (' en «, pertenece a Tp(x).

Prueba.-

Supongamos lo contrario, es decir 3 v hipertangente hacia C' en r /v &€ Te(z2).

d tv) — de
= d2(2:v) # 0 = limsup c(p+tv) — de(p) # 0 (%)

p—=tT {:
tio
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también y + tw € C'; Vy€ (2 +cB)NC,w € v+eB, t €(0,g) para algin € > 0
= y=z+¢€z paraalgin 2 € B A w = v + £q para algin ¢ € B

= y+tw=x+ez+t(v+eq)eC Vte(0,g) para algin e > 0

= yt+tw=x+e(z+qt)+tv€C Vi€ (0.) para algin ¢ > 0,
seap=ax+c1(z+qt)/p— 2z Ve € (0,e) AN VEe (0,e) A &1 << g,

se nota que do(p +tv) =0 yaque p+tv € C, ysit] 0, tenemos dos casos:

si{pe€ C = dg(p) =0)o0si(pé€cdC = dc(p)=0)
do(p+ 1) — de(p)

= limsup ; = 0 contradiciendo (*).
"o
=—> Cada vector v hipertangente hacia C' en x pertenece a T¢:(x). O

Representacion grafica:

v € He(x) Conjunto Hipertangente

He(x) ¢ Te(x)

Teorema 3.6.1 (Rockafellar)
Supongamos que existe al menos un vector v hipertangente hacia C' en x, entonces el

conjunto de todas las hipertangentes hacia C en x coincide con el int(Te(z)).



Prueba.-

Sea Hg(x) el conjunto de todas las hipertangentes hacia C' en .
v€ He(2) <= 3e>0/y+tweC; Vye(z+<B)NC, wEv+eB, t€(0,s)

Veamos que Hc:(z) es abierto en X.

He(z) es abierto en X si, y sélo si Vv € He(z) ey >0/v+ 1B C He(x).
=35, >0/y+twelC; Vye(x+eB)NC, Vw e v+1B, Vt€(0,4).
Sea z € v+ ¢, D,

en particular para w = z se tiene que

da1>0/y+t2€C; Vye(z+e,B)NC, Vzev+e B, Vte (0, &),

mas aun de; >0/y+tz2€C; Vye(z+aB)NC, Vz€z24+B, Vt€(0,2;)
= z € He(x®) => Hc(z) es un conjunto abierto en X.

Veamos que A\v € Heg(x) VA > 0. (a)

Supongamos lo contrario, es decir 3A > 0/ Av € He(x).

Comov € Hlp(2) = e >0/y+tweC; Vye(z+eB)NC,wev+:B, t€(0,s)
= 3de>0/z +euy +t(v+ewy) €C para algin u; € B y para algin u; € B

= 3Jde>0/z+ewy +tv+tsus € C Vi €(0,s),

seat =1t A/t €(0,¢) y para algin A > 0

= 3e>0AIN>0/z+cu+ i v+ tideuy € C Vi € (0,¢)

= 3Jc>0AIXN>0/z+cu+ (Ao + (As)ug) € C Vi € (0,¢)

= 3 >0/ M € He(x). Contradiciendo la suposicidn.

= Se cumple («).

Ademas como He(2) C Te(2) = He(x) Cint(To(z)) (b)
¢ Veamos que int(T¢(x)) C He ().

Sea v € int(Tc(x)),

sea s € Ho(x) = de (¢) y () IA>0/v = As € int(Te(x)) = v — As € To(z),
también de (a) => As € He:(2).

Probaremos que H¢ (2)+ To(2) C He(2). (1)
Asi, sea v = As+(v—2Xs) € He(2)+To(2) = de (1) v € He(z) = int(Te(z)) C Hel(w).

Sea vy € He(x) N ve € Te(it), debemos demostrar que vy + vo € He:(2), es decir
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Je>0/y+tun €C Vy, € (2+:cB)NC,w, €Evy +v,+€B, 1 €(0,¢€)

< 3Je>0/(z+eB)NC+t(vi+va+eB)CC, Vte(0,¢). (2)
como v; € He(z) se tiene que

Je1>0/y+tweC Vye (z+e,B)NC, w e v +1B, t €(0,5,)

<~ 31 >0/(z+5B)NC+t(vi+eB) CC, Vit €(0,¢). (3)
ahora, ya que vy € Tg(2)

=>362>0/(T+~.2b’)ﬂ(1+t02CC+t(2>b' Vi e (0,:s9). (4)
ésta es una consecuencia de la Caracterizacién de T, dada por el Teorema 3.4.1.

Tenemos que demostrar (2).

Sea ¢ < min {»21 2146 + ||v-2||} i

diremos que (2) es valido para este <.

Seav € (x+sB)NC +t(vi+va+eB),dondey€ (e +eB)NC y t € (0,¢)

= v =y+t(v;+v;+¢cu) para algin y € (x+ ¢B)N C y para algin v € B,
1t

5 ) € C para algtin vector w /||w|| < 1.

como ¢ < g9y de (4) se tiene y + tvy — ¢ (
e Veamos que y + ¢ (v; - ;—> €x+ 8.

-

Comoy € (z+:sB)NC y te{0,s) = |ly—z||<ec y t<cs
1w S1w

==t (- 2| <=+ (a5
e

e =il + ¢ (Jheall + Sillell) <4< (Jheall +5) <+ ellleall +-€1), luego de (a)
g1w .

— :v—y—t(vQ— T) < e+ el|joal] + 1) < en.

: w) c (1'+6,B)OC

. g )+f('01+ \B)C C (5)

=>y+t<'
y con (3)=>J+f(z'

n-

&

Si tenemos que v =y + ¢ (vz — -1—) +tv +t ( ) y observamos que

2

-

cu+ ———H < |lew|| +
= de (5) v—y+t<v2— ::_u) +tvl+f( u+ 6—‘;-0-) e =vedl.
= Queda probado (2) = vy + vz € Hc:(2) = He(x) + Te(x) C He(x)

1T P D

-J

= Queda probado (1) = int(Tc(x)) C He(x). O

Corolario 3.6.1 Sea « € C, y supongamos que existe una hipertangente hacia C' en z,
entonces Ng es cerrada en z, es decir, si §; € No(x;) y ¢ — ¢ (débil*), z; — «, entonces

se tiene ( € N¢(z).
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Prueba.-

Consideremos cualquier v hipertangente hacia (' en x

= v € Te(y) Yye C'/y — z, (pues Te(x) es cerrado en X),

sea (; € Ne(w)) = (G.v) <0 Vq,

ademas, como (; = ¢ y (. ) es continua = irgg((i,i.v) =(¢,v) <0

= por el Teorema 3.6.1 ((,v) <0 Vv e ‘in.t(]:c-(x)),

como int(Te(x)) # 0 y Te(x) es convexo, se tiene int(To(x)) = Te(x)

= ((,v) <0 Vv e Te(x) => ¢ € Ng(x) => Nc es cerrado en . O

3.7 Epigrafos

Como ya hemos visto, la funcién distancia d¢: es un nexo entre la teoria analitica

del Gradiente Generalizado v la teoria Geométrica ya definida. Un vinculo diferente

0.
N\

puede ser tratado a través de la nocion de Epigrafo.

N
N

)

X
Interpretacion grafica del
epigrafo de la funcion f
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Definicion 3.7.1 El Epigrafo de una funcion f : X = R es el siguienle subconjunto de
XzR:

epi(f) := {(x,r) € XaR/ f(z) <r}.

Se observa que epi(f) captura toda la informacién por sobre la funcion f.
Veremos a continuaciéon que la Tangencia es consistente con la Derivada Direccional
Generalizada de f. También la Normal es consistente con el Gradiente Generalizado de

f. Estas relaciones se obtienen gracias al epi(f).
Teorema 3.7.1 Sea f Lipschitz prozimo a x, entonces

(1) El Epigrafo de f*(x;.) es Tepip)(@, f()), es decir (v,r) € Tz, f(2)) si, y sdlo
sir > fo(x:v).

(2¢) f es regular en & si, y solo si epi(f) es regular en (z, f(x)).
Pruebas.-

(1) | = ‘ Sea ('U. 7') € Tep-i(f)('l') f(l)),
elegimos las sucesiones {y;} /y; >z vy {t;} /t: 1 0
(yi + tiv) — fwi o
=>limf(y+ v) f(y)=f(£:v) ()

1= t;
como f es Lipschitz proximo a £ = [ es continua en x

= f(y) — f(x) = (i f(vi)) = (2, f(2))s

ademas como f( 4:)< f(yi) = (. f(4:)) € epi(f).

luego por la extension del Teorema 3.4.1

= H{(viri)} (visri)= (v, 7) [ (i f(93) + tiwiy i) € epi(f)
= (yi + tivi, f( Y+ tiri) € epi(f)
= f(yi + tavi) < fyi) + tini =

Flyi +twe) = [w) _
t; o

= f(x;v) <.
| | Sea r > f¢(x;v) = Probaremos que (v, 1) € To. (e, f()).

Es suficiente probar que Vv, V& > 0 (v, fo(x;v) 4+ &) € Topip)(, f(2)).

Aplicaremos la extension del Teorema 3.4.1.
Sea {(x;, )} Cepi(f) /[ (wiyri) = (& f(x)) y {t:i} /i 10,
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(22)

asi obtendremos la sucesion {(v;,s:)} / (vi, ) = (v, f(z;v) 4+ 6), donde
(ziy7i) + ti(viy 84) = (@i + tiviri + tisi) € epi(f) Vi,

es decir r; + t;s; > f(x; + tiv;)

Se define v; = v y s; = max{ f°(x;v) + 4,

flei+tw) — f(ai)

f(zi + tiv) — f(l'i)}
t; '

como lim sup
=0 t

= f(z;v)

s+ t0) — fl)

$V5>0, BxlerN/ t
i

/ < fo(z;v)+6 V> N,
Sit— o0 = s; = f(x:v)+0.
Probaremos (2).

Como s; > Lzt ti;’.) = /(z:) = sit; > flai +tiv) — f(2)

= ritst2>2r+ f1(T1 +t;v) — f(x;) y como (z4,7;) € epi(f) = r: > f(a)
= i + s:t; > f(ai + tw) (Fin de (2)). = (v, 1) € Tepigp)(2, f(2)).

Sabemos que f es regular en x, y ademas u = (v,r).
Sea ¢ : XxR — R definida por g(x,r) = f(x) —7r
= epi(f) = {(x.7) € XeR / f(x) <r} = {(z,7) € XaR [ g(z,7) < 0}.

Veamos que g es regular en (z, f(z)).

e Veamos que g es Lipschitz proximo a (x, f()).

Como f es Lipschitz proximo a

= |f(2) = f(¥)| L K|z —yl|

= |f(2) —r = (fly) =) < K|z - y]|

—s lg(z.r) = gly: )] < Kz = 5,00l = KI(z.7) = (3,7
= ¢ es Lipschitz proximo a (z, f(z)).

e Veamos que existe ¢’ (z, f(x)).

G(,1) = (fla) = P = F(2) = dl((@ i) = f(z;0) = [z v)
—> ¢.((x,7);u) existe.

g (z,r)=(f(2) —7). = -1 = g/((z,7);u) = -1

= ¢/ ((z,7);u) existe.

o Veamos que ¢ (. f(x)); u) = g*((x. f(a)); w).

. y+te,r)— gy, r
gﬁ((fﬂ‘);tt) = limsup gy )—9(y ) _
y—=x

t
tJ0
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lim sup Hy+to)—r—fly)+r

y—a t
t}0

= ¢2((x,r):u) = gi((x. r); u).

. . &, tr) — &,
g;’((:r.-r);u.)zhmsupg(r gt tr) — glx,q) =

= }Lo(l U). y como g;((((’,'r); u) = f"(‘r:v)

W “
. r)—q—1tr— flx
limsup flz) =g ; flz)+4 = —r, hago en particular r = I;
g=r

10
y como gl((z,r)iu) = -1 = ¢2((x.7);u) = g .((x.7); u).

— g es regular en (x, f(:x)).

Como g es Lipschitz proximo a (z, f(2)),

0 & dg(x. f(xx)). pues ¢°((z, f(z));w) > {(.8), (v,7))

— (g2((wr)iu) = fr(2:0) = (G, 0) Vo € X) A (2((2.r)i0) = —r > (6,7)Vr € R)
— dgle. f(2)) = Df(x)a{—1},

C = epi(f) = {(2,7) € X2R/ f() <} = {(2,7) € XaR [ g(a) < O},

y ademds, como ya se demostro que g es regular en (z, f(x))

— por la extensién del Teorema 3.5.1 epi( f) es regular en (z, f(2)).

| Esta prueba requiere el siguiente resultado.

f(z +tv) — fla)

Sea f! la Derivada de Dini: f (x;v) = lilﬁénf

t
Lema 3.7.1 Ko (x. f(x)) = epi( f(x;.)).
Prueba.-
La referencia para esta prueba puede apreciarse en [4]. a

Como epi(f) es regular en (x, f(x))

— por la Definicién 3.5.2 Tep()(2, f(2)) = Kepigsy(x. f(x)).

Por el Teorema 3.7.1(2) epi(f(2:.)) = Tepign)(it, f()).

Luego por las igualdades anteriores se tiene

s epi(f(21.)) = epi(f(23.)) = fo(a3) = fi(2:) Vo

flx+ tvt) — =) < fllziv) = fi(ziv) < fi(xiv)
—s fo(r0) < f(230) ¥ como fl(xiv) < folasv) = f(aiv) = fo(as0)

‘! (z;v) = lim inf
= fi(x;v) im In

— [ es regular en 2. .
Corolario 3.7.1 Sea ¢ € X* es tal que ¢ € Of(x) si, y s6lo si (¢, 1) € Nepigy (2, f(2)).
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Prueba.-

| = | Si¢€af(x) <> flrsv) > (Co).
Sea (v,7) € Tepigy)(, f(x)) = r > fo(x;v) (ésto por el Teorema 3.7.1(z))
> (Gr) = 02 (G 0) — =5 03 (¢, =), (v,7))
5 (6 =10, (0,7)) S 0V (0,7) € Ty, F(2)) = (. =1) € Ny, S ().

[ =1 5i (¢, 1) € Neigpy (., [ ().
— (¢ =1, (0, 1)) <0 Y (0,7) € Topip (2, £(2))
(G0~ 0= (o) <,
como (v,7) € Tepipy(®, f(x)) = r > f°(2;v) (ésto por el Teorema 3.7.1(7))
— (o) Sr A fev) 7= fla) 2 (Cv) Yo => ¢ € Af(). O

Observacién:
Sea f : R — R una funcidn continuamente diferenciable en R, segiin el Corolario anterior,

el vector (f'(x),—1) es normal hacia el grafo de la funcién f en (e, f(x)). Gréaficamente:

T
» o epi(f) e
wor

/ ) f
(F(9.-1)

0.0) X
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3.8 Una Extension del Gradiente Generalizado con

Funciones Lipschitz o No Lipschitz

Aqui se da una Definiciéon para cualquier funcion f lLipschitz o No, del df. El
Corolario 3.7.1 garantiza que esta nueva definicion es consistente para el caso Lipschitz.
Es posible entonces definir el df para el valor extendido de funciones f en X (es decir,

tomando valores en RU {—oc} U {+00}), donde f es finito en z.

Definicion 3.8.1 Sea f: X - RU{—0co} U {400} es finito en x. Se define

Of(x) ={C € X"/ (¢, —1) € Nei(p)(, f(2))}.

Observaciones:
El Of(®) C X* es un subconjunto débil* cerrado del X*, el cual puede que no sea
compacto, ademas puede que sea vacio (salvo que f sea Lipschitz).

Ejemplo.-

(0- )

K4

nota:Los vectores de inclinacion diagonal forman un angulo de 45°
con la horizontal,

64



Si el grafico anterior es interpretado como el epigrafo de una funcién f, entonces usando
la Definicion 3.8.1, calcular 0f en los puntos indicados.

En el punto A:

Sabiendo que f es Lipschitzen A, df = {—1} y ademas f es continuamente diferenciable.

En el punto B:

Sabiendo que f es Lipschitz en B, y ademdés se nota que ( tiene un recorrido de valores,
de ( =0 hasta ( =1 = af =0, 1].
En el punto C:

Aqui, f no es continua, es decir no es Lispchitz en C, pero sin embargo todavia se puede
usar la definicién anterior para el caso lateral izquierdo, asi 0f = [—1, +00). pues se tiene

una pendiente vertical.
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Capitulo 4

Cuando el Espacio es de Dimension

Finita

En este Capitulo veremos propiedades del Gradiente Generalizado, Normales y

Tangentes, en un espacio de dimensién finita X = R” (donde (R")* = R").

4.1 Caracterizacion para el Calculo del Gradiente
Generalizado

Teorema 4.1.1 Sea f : R* — R una funcion Lipschitz préximo a x, y supongamos que

S es cualquier conjunto de Lebesgue de m(S) =0 en R, entonces
If(x) = co{limV f(x;) : wi > a2, €S, i & Qs},

donde Qf denota el conjunto de puntos en el cual la funcion f no es diferenciable.

(ésto por el Teorema de Rademacher).

(El significado de esta ecuacion es la siguiente:

Consideremos cualquier sucesién {wx;} / #; = x, mientras esta sucesion evita tocar a Sy
Qf, v tal que la sucesién {V f(x;)} es convergente; entonces la capsula convexa de todos
sus puntos limites es df(z)).

Prueba.-
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Consideremos la sucesion {z;} [ ®; — @, ademads z; ¢ S U Qy.

Veamos que m(S U Q) =0.

Sabemos que m(S) =0y SN CS=m(SNQ) <m(S) = m(SNQ) =0

y como m(SU Q) =m(S)+m(Qy) —m(SNQ) =0+ m(Qy) —0=m(Sy),

se supone que el conjunto de puntos en el cual la funcién f no es diferenciable es un
conjunto finito => m(ly) =0 = m(SUQy) = 0.

Ademds como df(z;) es acotado en x; € R™ (ésto por la Proposicién 1.3.1(a)), ¥

Vf(z;) € df(x;) Vi de acuerdo a la Proposicién 1.5.2

= la sucesién {V f(z;)} admite una subsucesién convergente por el Teorema de Bolzano
Weierstrass. (admite al menos un punto limite)

= J}lll)lI Vf(x;) € Of(x), ésto por la Proposicion 1.4.2(b)

= {,lime(:ci) rr; o, € SUQyY Caf(e),

y como 0 f(z) es convexo, se tiene
co{limV f(x;) : @ = @, x; € SUQs} C Of(2).
Nos falta probar la otra inclusion, es decir
0f(z) Ceco{limV f(x;) : @i >z, 2 € SUQsY,
ésta sera equivalente a probar la relacién entre sus respectivas funciones soporte:

fo(z;v) < limsup{{Vf(y),v) : y & SUQ;},

y—2

es decir probaremos el siguiente Lema.

Lema 4.1.1 Vv € R” — {0}, Ve > 0 tenemos
fo(x;v) —e < limsup{{Vf(y),v) : y > 2,y € SUQs}.

Prueba.-

Sea € > 0.

Sea o = limsup{{Vf(y).v) : y = 2, y ¢ SU 3

= 36§>0/(Vflyhv)<a+e yex+4diB,y¢g SUQy,
elegimos § ~ 0/ m(SUQy) =0 en v+ 68.
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. )
Consideremos el segmento L, = {y +tv:0<t< m},
v
desde que m(S U Ss) =0 en 2 + IB, se tiene por el Teorema de Fubini que para casi
todo y € z + §B, el segmento L, se encuentra con S U ); en un conjunto de medida

unidimensional cero.

d . . 8
Seay €2+ ;)—B con la propiedad anterior y sea t € <0, - H——I—>
2 v

o

= fly+tv) = fly) = /((Vf(y + sv), v)ds,

debido a que el dominio (({e f existe en casi todo L.

Cuando ||(y + sv) — || <t<5 para 0<s<t= (Vf(y+sv),v)<a+e
= f(y+tv)— f(y) = /0 (VF(y+ sv),v)ds < /Ot(a +e)ds = t(a +¢),

. 4 . . )
sera ciertoVy € ¢ + ;B, excepto en un conjunto de medida 0, y V¢ € <0, 2_||_ﬂ> y como
-t v

f es continua en @, pues f es Lipschitz préximo a 2
y+tv) — . y+itv)— f(;
_ fut lt) IO ¢ ot e vyt = limsup fly + i) f(y)
y—+x A

ti0

= fo(ziv)<a+e 0O
Ejemplo.-
Usando el Teorema 4.1.1 calcularemos df(0,0), donde f : R? —+ R estd dado por

f(z,y) = max{min{z, —y},y — 2}.

Definimos

Cr={(z,y)/y<2x A y< -z}
Cr={(x.y)/y<2/2 A y> -2z}
Ca={(r,y)/y>2z V y> x/2}

donde Cj UC, UC3 = R?, asi graficamente tenemos:
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¥ 4
y = 2X !

7

X

Luego

o f(z,y) = max{min{z,-y},y—x} en C;,donde y— 2z <z A —y >z
= f(r,y) = max{z,y —2} =2 en C,.

e f(z,y) = max{min{z,—y},y —x} en Cy, donde y— 2 < —y A —y <
= f(x,y) = max{—y,y — 2} = —y en ().

e f(x,y) = max{min{x,—y},y— 2} en C5,donde y—x >V y—x > —y
= f(x,y) = max{min{e, —y},y — 2} =y —x en C}.

Asi tenemos
r para (z,y) € C,

flx.y) = —y para (z,y) € C;
y—x para (z,y) € Cs.

Veamos que f es Lipschitz en €'y, C; y C3 proximos a (0,0).

o flz,y) =z en C,
[fl2,9) = flz, )l = o — 2| = [[(z = 2,0)[| = [[(x — 2,y — ¥)I| = ||(x. ) = (2, Y)|
= |f(z,y) = f(z,9)] < ||(x.y) = (z,y)|l => [ es Lipschitz en () (préximo a (0,0)).
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o f(z,y) =—y en Gy

|F(2y) = f(@,2)l = | =y = (=2)] = [I(0. 2 = )| = Il = 2. 2 = y)ll = lI(2 2) = (2 )
= |f(x,y) — f(z,2)|] < ||(z,y) = (x.2)|]| = f es Lipschitz en C'; (préximo a (0,0)).

o f(z,y)=y—x en Cy

Se sigue de manera analoga respecto a r, o respecto a y

= f es Lipschitz en ('3 (préximo a (0,0)).

Sea S = Fr(Cy)U Fr(C2) U F'r(Cs) C R?, donde m(S) = 0.

Si (2,y) € S = f es diferenciable en (z.y) y existira Vf(z,y), asf

' af of . .
x en C — =1, == 7 flx,y) =
roen O = Sl : (d) =0 = (r.yl)ll}}o,o) Vi(x,y)=(1,0)
gr d%f (,9)=+(0,0)
I : .
1 Y toen CS dl 1’ dy =1= (r.yl)l-f)]?0,0) f(l', y) ( ’ )

= Por el Teorema 4.1.1 9f(0.0) = co{(1,0),(0,-1),(-1,1)}.

4.2 La Funcion Distancia Euclideana

Sea C' C R™ un subconjunto no vacio arbitrario de R". Usaremos el Teorema 4.1.1
para caracterizar el gradiente generalizado de la funcién d¢ relativa a la usual norma

Euclideana:

de:(z) = inf{||lz —¢|| : c€ C},
1/2

donde ||z — ¢|| = E |z — ci? es la norma usual en R".

- . 1=l . . . . s o E

Sabiendo que d¢ es globalmente Lipschitz de acuerdo a la Proposicion 3.1.1.
Proposicion 4.2.1 St eviste Vde(x) # 0. Entonces « € clC', ademas existird un unico

v Tz = co
punto cercano ¢, € clC a z, y Vde(r) = ———

Pruebas.-

e Veamos que « ¢ clC.

Supongamos que x € clC'
do(x + tv) — de(x)
t

= (v, Vde()) = ll{n = D,de¢(x) Yv € R",
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como x € clC' = dg(x) =0

do(x + t
M > 0= (v.Vde(2)) > 0VveR"

= (v, Vde(2)) = liin
110

en particular para v = —Vdc(r) = —||Vde(x)||? > 0 = Vde(x) =0,

obteniéndose una contradiccion con la hipdtesis = « & ¢lC.

Y admitimos al menos un punto cercano ¢, € clC' a & [ do(z) = ||x — ¢||, asi

C

de(X)=inf{lIX-cll.c e C}

< de(x)=1%-Coll
~J

CoeclC X

Co es al menos un punto cercano a x

T —C
e Veamos que Vdg(z) = m
£ Lo

Para t € (0,1) el punto cercano en la clC' a r + t(c, — «) es todavia c,

= de(z+1(co— 1)) = ||+ t(co =) —Col| = ||x = tx+1eo — cof| = ||[(1 = ) = (1 = 1)c||

= de(z +t(co— 2)) = (1= t)]Jz — o

de(z+1(co —2)) = de(2) _ (1= t)llr —coll = ||z = ol _ [l2 = coll(=1)
t B t t
de(x + t(c, — ) — de(x
N C(T+ (C : T)) C’( ) — —HT—CoH
dr(x t I_o—;. —dr(x
— ltl.f%)l C(T * (C : r)) C(T) - _||-1: —_— Co”
= dp(23(co — 7)) = Deymade(x) = —lco — xl| = (Vo (v), (o — 7))

como d¢ es globalmente Lipschitz = |de(y) — de(2)| < ||y — ||,
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de(x + tv) — de(x)
, < lell = |de (@5 0)] < o]

= |(v, Vde(2))| < ||v]| Yv € R", en particular para v = Vde ()
= ||Vdc(2)|]? < ||[Vde(x)|| = ||Vde(2)|| < 1.

seay=zr+te/t>0=

-2 c

\de()—l—<V(1((T),( )>:T(I(()——o

, [lco — 2| lJe — coll
e Veamos que ¢, € ¢/C es el unico punto cercano a .
Supongamos que existe otro punto cercano a
= dey # o,/ € cdC = de(2) = ||lv — ]

_ J: — T —
= Vdc(z) = 2L o T e —= 1 =G
Hr—mH le—ell  [le = cll

= ¢, € clC es el unico punto cercano a . d

Definicion 4.2.1 Se define un vector no nulo v perpendicular hacia C en @ € ¢lC' (en

notacion v LC en &), si v = y — «, donde y tiene un uinico punto cercano x € clC'.

Representacion
Grafica
\ — s
v VEYX
!
vl Cenx

x eclC

Caracterizaremos el gradiente generalizado de la funcién dc..

Teorema 4.2.1 Sea x € clC'. Entonces

dde(z) = co ({0} U {v = lim — || ” 0 L Coen o — 2, v — ﬁ}) :

~]
o



Prueba.-

e Primero veremos que:

ddc(z) C co <{6} U {v = lim vl Cenay—r, v;— 6})

v;
|||
Como d¢: es Lipschitz proximo a x y supongamos que S es tal que m(S) =0 en R”

= por el Teorema 4.1.1
dde(2) = co{limVdc(z) : 2z = a2 € 5. 20 & Qa2 }

Como « € clC,y ademés IVdc(z) #0,pues 0 & {v : v, LC en z; = &, v; > 0}

= de acuerdo a la Proposicion 4 2.1, 2z; € clC y existe un dnico punto cercano x € cl('
hacia z; (z; = @), ¥y Vde(z:) = H - i“

Luego, sea a € ddc(x) = « € co{limVde(z;) + 2z > 2, 2, € 5. 2 € Q- }-

Debemos llegar a la capsula convexa de v = lim ”t ” donde v; LC' en z; — x, v; = 0.
Como a € co{limVde(z) 1 zi = 2,2, € S, z, € Q4. }

= los elementos que generan la capsula son los limites de Vd¢(z;), podemos generar

estos elementos, con otra sucesion {x;} [/ z; € ¢lC, graficamente:

Xi > X xi € clC




(a partir de cierto 4, z; —2; > 0/2; > 2 A z; = x)
= a € co{limVde(z) : zi > @i, @ 2 r, 2, €5, @ & Q. }
— de acuerdo a la Proposicion 4.2.1, existe un unico punto cercano x € c/C hacia 2;, y

Z; — €

|| 2: — ]|
= seav;=z—¢; /v; >0y v;LC en &; € clC (ésto por la Definicidn 4.2.1),

existe x; € clC' hacia z;, ademas Vd¢(z;) =

la cual que no se podria concluir con la sucesion {z;} pues z; ¢ clC

. v _
= o € co {hm —— 1l Cena;—>2,v,—0

i
]|

= 0dc:(2) C co {hm o H v, 1LC en x;— x, v; > ﬁ} (*)

Probaremos que 0 € ddc(2).

Como « € ¢lC = d¢(z) = ||2 — z|| = 0 = d¢ alcanza un minimo en
= Por la Proposicién 2.1.2 0 € ddg(x).
Luego, conjuntamente con (*) se tiene

= {0} Uddo(2z) C {0} Uco {hm ﬂ_ﬁ v, LC enz; =, v > 6}

= Jddg(x) C co ({6} U {hml—l ol sl Coena— 2, v — 6})

¢ Ahora veremos que:

co ({ﬁ} U {llm T ’ﬂ cv;lCenc =, v — ﬁ}) C ddg ().
Primero probaremos que

A= {hm ﬂ—-” s LC enx; — 2, v; > ﬁ} C 0dc(2)
(%

Sea v € 4=>v=11mH i donde v; L. C en z; = x, v; = 0.
Ahorasea v; =y; —z;[/y; € clC y z; € clC,

como z;, ¥i € R* y ademas dg es Lipschitz en [z;, ;]
= por el Teorema del Valor Medio (Teorema 2.3.1)
Az € (@i, ¥:) [ de(yi) — de(xi) € (0de(27), y; — x3),
donde dc:(y;) = ||lyi — 2i|| A de(2i) =0/ 2 € clC

= ||y — zi|| € (5(lc:(z;‘),y,~ —z)y=1¢€ <d(l(( +), — “ - ':s“>

Ly
= 3¢ € dde(27) / <Ci ,ﬂj—z—l—l> =1 )
como dg es globalmente Lipschitz = |dc:(x) — de(y)| < ||z — yll,
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de(y + tv) — de(y) ,
t < ||l = |dg(z:0)] < o]

= ((,v) < dg(ziv) < |d&(z:v)| < ||lv|| Vv € R* = (¢,v) < ||v|]| Vv € R",

seamzy—!—tv/t>.=>‘

en particular para v = ( = ((g) < ||(|| = ||| <]l = |I<]| < 1. Y de (6)

- Yi —
:>Qz‘_—“——‘—€dc € ad
v = T € et
como 3z} € (x;,y;), ¥y cuando i = o0 = z* - r = lim = v € ddo (),

i ||v Il
ésto por la Proposicion 1.4.2(c), pues dd¢ es semicontinua superior en x.

— 4 C ()dc(’(‘)
= {0judc{0}u ad(v(.r), y como 0 € dd¢(z) y ademés ddc () es convexo
= co ({6} U {hm |—|~—n v, LCenz; — x, v, = 6}) C ddc(x). O

i

4.3 Una Caracterizacion de Vectores Normales

Proposicion 4.3.1 Sea x € clC'. Entonces N¢(z) ¢s un cono convexo cerrado generado

por el origen y el conjunto

{v = lim W_ﬂ cv; LC en 1 = x, v; — ﬁ} .
')

Prueba.-

De acuerdo a la Proposicion 3.3.1 sabemos que N¢(z) es un cono convexo cerrado generado
por 9dc:(x). Ademas. por el Teorema 4.2.1 se tiene

dde(x) = co <{6} U {z = lim — ” ﬂ Ll Cenzx;,—>x, v, — 6}),

es decir N¢(®) es un cono convexo cerrado generado por

co ({5} U {v = lim ﬂ—” s LC oen xp = x, v; = 6}),

es decir N¢:(2) es un cono convexo cerrado generado por

{6} U {v = limﬁ ;L Cenx; — x, v, — 6} . d
v;

4.4 Interior del Cono Tangente

Teorema 4.4.1 See 2 € C y C C R™ es un subconjunto cerrado de R™. FEntonces
v € int(Te(x)) si, y sdlo si, existe € > 0 tal que

do(y +tw) <dc(y): Yyeax+eB,wev+:eB, te0,e).
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Prueba.-

| <= | Supongamos que I > 0/dc(y+tw) <dc(y) Vy€ x+cB,wev+eB,tel0e).
Se demostrara que Yw € v 4 ¢ B, para algin ¢ > 0, se tiene w € T¢(2).
Ademas sabemos que d¢(2) = ||z — ¢,|| /¢, € lC.
De la caracterizacion de Te(x) dado por el Teorema 3.4.1, se tiene:
Sea {v;} C (' /x, = (2; € C =), ysea {t;} C(0.4+2c)/t: ] O,
luego, aplicando ésto a la suposicion, se tiene
= de(xi + tiw) < de(z;) =0 Vi suficientemente grande,
donde z;€x+:B y t; € (0,e) C (0, +)
= 0 <de(zi+tiw) <0=de(rvi+tiw) =0 = 2; + tiw € clC = ' Vi.
donde existe w, una sucesion constante convergente a w = w € T¢:/(x).

= v+¢B C Te(z),y como v+ €eB es un conjunto abierto

= v+ B Cint(Te(r)) = v € int(Te(x)).

| | Esta prueba puede verse en [4]. 0O

Corolario 4.4.1 (Rockafellar)
Sea C' C R" un subconjunto cerrado de R*. Entonces el conjunto de hipertangentes hacia

C en x € C coincide con int(Te(x)).

Prueba.-
Como r € C, donde (' es cerrado en R", tenemos por el Teorema 4.4.1 lo siguiente:

cuando v € int(T¢(x)), tomando y € C'. existe £ > 0 tal que
de(y +tw) <dc(y); Vyex 4+ Biwev+e B, t€]0,:),

como y € C = clC

—= 0<dc(y+itw)<0Vyer+eB,yeC,wev+eB. t€(0,5)
= de(y+tw)=0 Vy € (x+eB)NC,wev+eB te(0,e)

= yttwecdC=CVye(r+eB)NC,wev+:B,1€(0,5)
— por la Definicién 3.6.1 v es hipertangente hacia C' en z € C.

Y de acuerdo al Teorema 3.6.1

= El conjunto de hipertangentes hacia C' en 2 € (' coincide con int(T¢(x)). O
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Corolario 4.4.2 (Rockafellar)
Sea C' C R"™ un subconjunto cerrado de R" tal que x € C, y ademds supongamos que

int(Te(x)) # 0. Entonces No es cerrado en x. es decir
=, (€ ;‘V(_'(.’I?i), (i > (C=C(E .NC(:I?).

Prueba.-

Como (' es cerrado en R" e int(Te(z)) # 0

— por el Corolario 4.1.1 el conjunto de hipertangentes hacia (' en » € (' coincide con
int(Te(z)) # 0

=— de acuerdo al Corolario 3.6.1 N¢ es cerrado en .. O

=1
=1



Aplicaciéon

Consideremos un ejemplo en Analisis no Diferenciable v Optimizacion, un ajuste
de datos puntos.
Ejemplo.-
Supongamos que son dados el conjunto de datos puntos (2o, o), (€1, Y1), -.-»(Zx,yn) en el
plano X — Y y considerando el problema de determinar la linea recta que mejor ajuste
los datos. Para una recta dada y = mx + b el error €; en el i-esimo dato punto (x;,y;) es
definido por los valores de la recta aproximante y los valores dados |mz; + b — y;|. Una

aproximacion lineal requiere que la inclinacion m y el intercepto b6 minimicen la funcion
N

E e; no diferenciable.

i=0
Especificamente, para N + | datos puntos (0,0).(1,1)....(N — 1. N — 1) junto con (N.0),

consideremos el problema de determinar la linea recta en el plano X —Y que mejor ajuste
estos datos.
De acuerdo a lo descrito inicialmente en el Ejemplo, el problema de conseguir la

minimizacion se sigue de la funcion en R

N-1
fla.p)=laN + 8|+ |ai + 3 —i|.

i=1
En donde la funcién f. (o, 3) es definida por f. r(c,8) = |ac+ 3 — k|,
ésta es la composicion de g y F', donde g(y) = |y|, F(e,8) = ac+ 3 — k.
Como la funcién f es no diferenciable, resolveremos este problema en hase a lo previamente
estudiado.

Calculando D, I'(a, 3).

: F((a, ') + t(vi, v2)) — (', B')
D,F(«a,8),v) = lLm =
( (0’ + ) U) {,_'l:'d'}.l’—é[a,ﬂ) 1
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o @)t B4t —k—ole—§ 4k

(a’,8"Y = (a.B) t
t]0

= D,F(c,8) = (¢,1). = F es estricta mentedilerenciable en (a.3)

=victuvy = <(Cp 1)1 (?)1,02)>

= por la Proposicién 1.5.3 F es Lipschitz préoximo a (a./3). Y como ¢ es Lipschitz
= goF’ es Lipschitz préximo a (a,3).

= fer(o,B) = goF(a,3) = |ac + 3 — k| es Lipschitz préximo a (o, 3),

luego se puede calcular 0f. «(c, 3).

Calculando Of. (e, B).

eSiac+ B8 —-k>0.

l(a' + tvr)e + (P + tvy) — k| — |a’c+ 3 — k| -

fe (@, 8)iv) = limsup (¢,v)

(@’.3") =+ (cx.5) t
t40
. dc+ 3 —k+t(vic+ v)| —|la'ce+ 8" -k )
= limsup ja'e £ + t(ur j_ 2)| — | lZ(g,v)
(a’'.8')(a,3)
t40

ade+ 3 —k+t(ric+v)—de—38"+k

= limsup
(! .3") =+ (a.B) t

ti0
— (e 1)y (01,09 2 (C.#) Vo= (1,01) € R?
— a.fc,k(a~!9) - {(C 1)}

eSiac+ 58—k <0.

=vic+ vy = ((¢, 1), (v1, 02))

(o' + tor)c + (B + tvg) — k| — |o'c + 3 — k|

fe (@, B);v) = limsup > (¢, )

¢ t
(a’.8") = (a.B)
40
. ode+ 3 —k+t(vye+ vy)| = |ladec+ 8" =k
= limsup | / (v 2)l — | : | > (C.v)

(a’,3") =(a,B) t
tl0

—a'c—=pF +k—tlvic+vy))+a'e+p —k

t ={(—c —1).(vy,v2))

= limsup
(a' '5I)_'(’1:/j)
tl0

— <(—C, —1)’ ('Uh ’(,-‘2)> > <C, ’(,.‘) Vo= (1)1,1)2) € RZ
= 0fek(0, B) = {(—c, — 1)}
eSiac+ 3 —k=0.

F¢ (e, 8)iv) = limsup
(2! .B') = (,8)
t10

la'c + ' — k + t(vic + v2)| — |o’c + 3’ — k|
t

(e +tvy)e+ (8 +tvy) — k| — |a'c+ 8" — k| .

2 (¢.v)

= limsup = |vre + v > (¢, v)

(a’.8')=(a,3)

— i)fc,tk(()a,[i) = (Mo 1)/ M <1}



N-1

Sabemos que f(a.3) = |aN + 3|+ Z loi + 3 =il y for(a,8)=|ac+ 3 —k|.

=1
Para ac+ & — k =0 (el analisis se realiza en esta recta),

3 (a./3) que minimiza f

= por la propoqmon 2.1.2 0 € Of(a.3),

donde f = Z fi.k (sumatoria solo respecto a i; k € Z}).

N N
Ademas, por la proposicién 2.1.3 9 (Z f.M.) (a,3) C Z Ofix(a,3)
=0

=0

N N

=06 dfiranB) = N(i.1) ésto de (¥)
1=0 N 1=0

— 0= Av(N.1)+ > A(i)

1=0
¢ Veamos que f es convexo.

Es decir probaremos que V (a,3), (mm,n) € R, VY € [0,1] se tiene
fAM(@.3) 4+ (1 = A)(m.n)) < Af(a.B)+ (1 = X)f(m,n).
f(M(e,8) + (1 = A)(m,n)) =

N-1

(%)

|(Aer + (L = XM)m)N + A8 + (L — A)n| + Z (Aa+ (L =Xm)i+ A3 + (1 = XN)n—1i| =

=1
N—1

IAaN + A3+ (1 =A)mN 4+ (1= X)n|+ Z Aat +A8+(1=A)mi+(1=A)n+ri—i—1] <

=1
N-1
AMaN + 3] + (1 = X)|mN +n| + Z(z\[mf +B8 =i+ (1 =XN|mi+n—-1|) =
N-1 - N-1
A <|aN + 8|+ Z loi + 3 — 1|> +(1=2X) <|mN +n| + Z |mi + n —'é|> =
=1 i=1

Af(a,3)+ (1 = X)f(m,n). = f es convexo.
Si0€df(a.3) y como f es convexo

= f(r,s)— f(a,3) > (0,(r,s) —(a,8)) V(r,s) € U (subdiferencial del anélisis convexo)

= f(r.s) > f(a,3) VY (r,s) € [/, = [ alcanza un minimo local en (a.3).

(Donde U7 es el conjunto de pares de pendientes e interceptos).

Segtin nuestros datos puntos, mediante un analisis el punto (a = 1,3 = 0) minimiza f.

— k = ¢ = la recta y = 2 es la solucién del problema.
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Como un ejemplo, para N = 3, se tiene que:

e Se descartan las rectas verticales, pues pasan por a los mas un punto y producen un

error grande.

e Se descartan las rectas horizontales, pues pasan por a lo mas dos puntos y produce

un error = 3.

1 . . ’
e Se descartan las rectas de pendiente negativa, pues pasan por a lo mas dos puntos

y producen un error grande.

e Nos damos cuenta que la recta adecuada es y = & pues pasa por tres puntos y
ademads produce un error= 3 (el mds dptimo). las otras rectas producen errores

grandes y solo pasan por a lo mas un punto.

A continuacion tenemos los graficos ilustrativos:

| N=3
xX=m
) B8
e [ = 2 N 2
ey € y=B | €3
e 3 |
Caso Recta Vertical Caso Recta Horizontal
x=1 R=0
2 /'/ y=x
. X x+ Ry=0
\4'\“' » e
Bg <0 3
Caso Recta de Caso Recta Solucidon
pendiente negativa
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Se nota que (**) es una condicion necesaria para la recta y = » (o = 1,£1 = 0).
= An=1 A |N<1:e=0,...N=-1)

Si N =1 tenemos A\ (1,1) + Xp(0,1) =0, donde A; =1 = 1 =0,

asi, no se satisface (*x).

Si N =2 tenemos A3(2,1) + Ao(0,1) + A (1,1) =0, donde X; = 1 = A\; = =2,
asl, no se satisface (*x*).

Lo verificaremos parza N =3

= 0=23(3, 1)+ D> _Xi(i.1) = As(3.1) + X0, 1) + A (L, 1) + Ao(2,1),

donde Ag =1 =0 =3+ A + 2\ A 0 =1+ X+ + X

para A\g = 1.A; = —1 v Ay = —1 se verifican estas dos ultimas ecuaciones.

= 3 A\is que satisfacen (*x*).

S1 N >3 = 3 \;s que satisfacen (*x*).

La Aplicacion se realizo en bhase a la optimizacion de ¢; = |mz; + b — y;|, también se pudo

realizar en base a otras variantes de ¢;, pero ya no ilustrariamos nuestro tema.



Conclusiones

Algunos estudios en Analisis. que estan envueltos sobre hipdtesis de funciones
continuamente diferenciables o diferenciables, pueden ser desarrollados también bajo
condiciones no diferenciables, las cuales por ejemplo son utilizadas en la Optimizacion,
tal v como ocurre en la Aplicacion anterior.

El estudio del Gradiente Generalizado nos permite tener una alternativa de célculo
para con las funciones no diferenciables, pues sus distintas propiedades, calculos basicos
y asociaciones geomeétricas, nos da la posibilidad de afrontar problemas de optimizacion
con estas alternativas.

En general podemos calcular el Gradiente Generalizado de una funcion. Cuando
esta funcion es continuamente diferenciable su calculo se simplifica, como se observa a
lo largo de este trabajo en algunas observaciones. Por otro lado cuando se tiene una
condicion menos fuerte, (no diferenciable), ésta se calcula como se ha demostrado en
sociedad con otras herramientas (Tangentes, Normales, Regularidad de Funciones y de
Conjuntos. Epigrafos, etc), tal y como se describe en el Capitulo 3. Y cuando la funcién
es convexa se le asocia al subdiferencial de analisis convexo.

Un importe resultado es que el Epigrafo de una funcion nos permite una relacion
directa entre las Normales, Tangentes, Gradiente Generalizado y la Derivada Direccional
Generalizada, pues conociendo una de éstas, se pueden obtener las demas. Cracias al

Epigrafo, se pudo establecer una extension de la definicion del Gradiente Generalizado.
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