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Introducción 

A comienzos del siglo XX Hadamard se entregó a la. t.area de crear una análisis no lin
eaJ en Espacios Infinitos Dimensionales Abstractos¡ llev<ltOn a cabo esta tarea dos pupilos de 
Hadamard: Freehct y Gateaux

1 
introduciendo )as derivadas que llevan sus nombres. Estas in· 

vcstigaciones desarrollaron rápidame.nl.e en la teoría de diferenciación en Espacios Normados, 
el cual fue esencialmente oomp]ctado en la decada de 1940. Si X, Y son &pacios Normados, 
una función f : X � Y se dice que es F,-tchtt Di/ertndablc en un punto x:o cuando existe un 
TE t:, (X; Y) tal que la función resto de f en xo definida como 

r{h) = f{:co + h) - f(xo) - T{h), 'IJ. E X 

satisface la siguiente condición 

Jrrn r(h) = O 
111,11-,011h11 

Esta definición de diferenciabiHdad es la base para el cálculo diferencial en Espacios Vecto
rialoe Nonnadoc, cin cmbarso ):'.l. teorí� en Eop:M;i()(; Norm"do::i e:, aún limito.do pe.ro. muchM 
preguntas del análisis. Por ejemplo las derivadas variacionales son más naturalmente consid
eradas oomo derivadas de funciones entre Espacios Vectoriales Topológicos. Por C$ta razón <:1 
problema planteado por Hadamard i:etomó importancia, ahora tomando la forma de encontrar 
un cálculo diferencial en Espacios Vectoriales Topológicos (E.V.T.) arbitrarios. La. solución a 
este problema no puede ser considerado como una transferencia trivial de argumentos de la 
teoría de Espacios Normados. Aún la. definición de del'ivada de una función de un E.V.T a otro 
requiere aproximaciones que son nuevas en principio, por supuesto, cualquiera buena definición 
de diferenciabilidad debe coincidir con la de Frechet cuando los Espacios son Normados. 

En el capítulo 1, se presentan resultados básicos e impor-tantes que se vcJ·ifican en E.V.T. 
reales, enfa�izamos en la sección 1.G en donde se define en el Espacio .C (X, Y) la topología de 
converge11cia uniforme sobre conjuntos de una cierta familia. a de s-ubconjulltos de X, llamada 
a-topología. La mayoría de las definiciones consideran que la derivada en un punto dado sea un 
elemento del Espacio de Funciones Lineales y Continuas C (X, Y) que ba.jo ciertas condiciones 
pru·a la familia u y el Espacio Y resulta ser un E.V.T. Loc..-'l.hncnte Convexo de Httusdorff COll 
la u-topología (vea Teoremas l.21 y 1.22). 

En e) capítulo 2, comenzamos con el esquema. mediante el cual varias de las definiciones de
diforenciabilidad son obtenidas. En la sección 2.1 se define u1\ método de difcre11ciabilidad que
sigue. de la idea de apl'oximar una función dada por una función pel'teneciente n un cierto &pa· 
cio (gcnerahncntc es Espacio C (X, Y) de í-uociooes lineales y continuas). Esa idea. dió lugar a 
varias definciones, entre ell,,s prop\lestas por Michal y Paxon(l936), Hyres(l937) Mid,al(l938), 
de Lamadrid{l955), Sebastiao e Silva(l95G), Fid1er(l957), Mm·inesc\1(1957), Vainberg y EJl
gcl'son(l958), de J?oglio(l960) , Balan1,at(l960), Bastiani(l962), etc, todas estas definiciones 
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son e>..-puestas como originalmente las dieron sus autores e11 la sección 2.2 y post.c.riormcnte, 
geiteralizadas a Esi>acios Vectoriales Topológicos at"bitrarios en la Tabla 2.1. Lo que es l'C:rnar
cable es que a. pesar de las dife1:encias sustanciales que existen entre estas definiciones, casi 
todas ellas pueden ser l'cducidas a dos tipos. los coales en el caso de Espacios Normados coinci
den con dos puntos de un cierto expectro infinito de derivadas. Este espectro de derivadas fue 
introducido casi sitnultánci\mcnte por de Lmnadrid(l955) y algo menos general por Sebastiii.o 
e Silva(l950) (definiciones 14 y 17 de la Tabla 2.1). Las relaciones enLre estos métodos de 
difcronciabilidad se dan e11 el diagrama. 2.l. 

El capítulo 3, desarrollamos un espectro de difcrcnciabilidad en términos de co1wergei1eia 
ul\ifonnc sobre una detra familia de subconjuntos de X: la q-diferenciabilidad (Definición 3.2) 
y verificamos todos los teoremas clásicos válidos para la diíerc11ciaci6n ordinaria. Aqui nos 
enco11tramos con dos primeras dificultades de la generafü.mción de l<1 F):echet diferenci<1bilidad 
a E.V.T. arbjtrarios. 

l. La q-diferenciabilidad en un punto (en particular la Fi-echet diferenciabilidad) no necc .. 
sariamentc implica. continuidad e11 dicho pu1tto. (Teorema 3.14). 

2. Para funciones de clase C1 la regla de la cadena de primer orden puede no cumplirse (la 
compo$ición de funciones de clase C1 no necc,ariamcnlc C-$ una f"nci6n de clase C1} 

Estos hechos son el origen de la teoría del cálculo co11 una cstmctura de límite, los cuales han 
sido investigados por Binz [5], Fisher [O], Keller (7] y oLros. Los il<pocios Vectorioleo Pscudo
Topol6gicos que fueron introducidos por Marinescu (8) son también del mismo origen. Sobre 
estos Espacios que no son E.V.T. se puede construir una teoría de diferenciación en donde cada 
función dltcrenciable es continua y la regla de la cadena se verlflca para todos los ordenes. Una 
nueva noción de difcrcnciabilidad denominada diferencia.bilidad cq1ti.conlinua puede evitat· los 
dos problemas anteriores, más detalles se pueden encontrat' cu Yarnamuro (1). 

En el capítulo 4 comen1.amos considerando la fondón composición de C. (X, Y) x C (Y, Z) en 
C(X, Z) para E.V.T. Localmente Convexos de Hausdorff X, Y, y Z. (definición 4.1). Llegamos 
a probar que a pesar que la función composición no siempre es continua (Teorema 4.1) resulta 
que siempre es F):echet diferenciable en todo punto y cuando cada subco1\junto acotado de 
L (Y, Z) es equicontinuo también resulta ser de clase C00 (Teorema 4.4). Luego investigamos la 
diferenciabHidad de la inversa de funciones diferenciablcs: la. má.s importante brecha entre el ca,o 
Normado y ti ca$O no nonnado. Llega a ser claro con algunos ejemplos que es imposible obtci\Cr 
una generalización satisfactoria de la versión para Espacios Nonnados usando cualquiera de las 
definiciones exist..c1ttcs de difcl'enciabilidad. En los Teol'emas 4.14 y 4.15 se imponen que el 
Espacio X sea Secuencialmente Completo y co11dicionamos el teorema a funciones de c.lase C1 

respecto de una seruinorma p en X (Subsección 4.2.2) . .Finalmente en la sección 4.3 enunciamos 
y demostramos varios tcol'cmas relacionados con el teorema de la función inversa pero en 
Espacios Normados. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

Da.do que en el presente trabajo se consideran cscnciahncnte Espacios Vectoriales Topológi• 
cos (E.V.T.), este pl'Ítncr capítulo presenta un resumen de aJgunos hechos importa11tcs en estos 
&pa.cios, muchos de ellos sin demostración. Una. presentación extensa de la teotia en E.V.T. 
se puede encontrar por ejemplo en [9, 12, 141 15] 

1.1. Generalidades en Espacios Vectoriales Topológicos 

Definición 1.1 (Espacio Vecto,·ial Topológico.) Un Espacio Vectorial Topológico e, 
un Espacio Vcctori.(l.l wn una. Topolcgía o.sociada. que hau con.tinna.s a J,u operacion�s del 
E8P<Jcio Ve.ctorial. E, ded.r. dados X 1t.n Eqacio Vi!cto1,i.al y r e 'P (X) 1ma topología en X, 
decimos que ( X, 'T) e, un E. V. T. cuando 

Vl. La función (z,y) E X x X Hz+ y E X e, conatinua en X x X 

V2. La función (A,z) E [{ x X H Ax E X es continua en K x X 

Observe las condiciones (Vl) y (V2) impuestas cu fa definición anterior I sin esas condidooes 
una topología cualquiera sobre un Espacio Vedorial X no lo conviette en un E.V.T. 

Ejemplo 1 Considere el &pacio Vectorial R y Ja Topolog.ia T = {< -a,a > fa > O} U 
{6,R }. Esta topología. no com•ierte n R en un E.V.T. pol'que no hace continuas a la suzna, 
en efecto, consideremos 2 = 3 + (-1) y la vecindad l/ =< -2,1, 2,1 > de) 2, entonces para 
cualesquicl' Vi =< -o,o > y Vi =< -b,b > \'CCü1dades de) -1 y 3 no se cumple que 
Vi + V1 e V ya que 1 E Vi y 3 E 1'2 sin embargo 1 + 3 = 4 'l. V 

Para cada a E X y ,\ E iK - {O} definimos las funciones T. : X -+ X por T.(x) =a+ x y 

M,. : X -+ X por M.\(2:) = ,\x que clar:unente son homcomorfismos de X en X con inverstlS 
(T0J-1 = T-a y (M,¡-1 =Mí.De e,;to podemos ofirmru·: 

U e X es nbierto {:>a+ U e Xes abierlo, 'la E X 

U e Xes abierto{:> >.U e Xes abierlo, V>. E 1' - {O} 

La continuidad de la multiplicación por escalares 1>ermitc demostrar la siguiente propie<fod: 

Si U e X es abierto y x E U entonces 31: O< t < t/z E tU (1.1) 



en efecto, solo basl., obsc,var que el conjunto{<> E K/ax E U) = ,r'(U) es abie,to y contiene 
al 1, donde,¡,:" E 1K H ""' e X 

Por una base local en un E.V.T. (X, í) cnt.cndcrcmos una familia 8 C T de vecindades 
del eero tal que 

'<IU C X, vecindad del cero en X, 3B e B / B e U 

por )a observación anterior la topología T de un E.V.T. queda complcta1neote determinada 
por una base local. Una Topología Vectorial T en un mismo Espacio Vectorial puede tener dos 
bases locales, el siguiente teorema caracteriza las topologías por su.s bases 1oca1cs 

Teorema 1.1 Seo X un E$paci.o Vectorial o.l cual $C le a.socia dos Topolog{a, Vectoriales 
í 1, T 2 con. bases locales l3 iil3 2 f'C$pcdivamcnte. Se cumple q1u: T 1 = T 2 (i.e. las topologías 
son l<t.s mism.as} si y solo .si sc verifica 

l. VUeB,, 3VeB,,/VcU 

2. VVEB2, 3UeB 1 ,/UcV 

Má.s aún, podemos tener un Espado Vectorial X y una topología T en X que no necesari• 
amente es Vectorial (i.e. 'T es una topología en X que no necesariamente hace co1itinuas a las 
operaciones de X), e) siguiente teorema presenta condiciones necesarias y suficientes para que 
í sea una Topología Vectorial. 

Teorema 1.2 (Caracterización de Topologías Vectoriales por Bas"s Locales) Sea X 
un Espaci.o Vectorial v T C "P (X) una Topología en X. Se cumple que 7 es una Tov,ologfa 
VecLoriol sob1'C X si y solo si 

a). 7 es invariCl-nte por tro..sla.ci<mes, c.s decir qite paro c,,alquie,· z E X .se ·verifica 

U e X e, abierto <=> x + U es abforto 

b). &iste una base B C T de vecin.dadc, del cero en X tal que 

bl). Cada miembro Be B es equilibrado y abso,·be nte 

b2). '<IB E B, 3U e B /U+ U e B 

Un teorema de separación (9, teorema l .10) tiene las siguientes consecuencias importantes: 

Teorema 1.3 Sea X "" E. V. T. 

a). Para, cualr¡u-itr 8 una base local, se c11m.ple q1te ca.da elemento de 8 contiene a la cla,uura 
de alg,ín clcm.ento de G . 

b). X e.s de llausdorff si y solo si cado conjunto ,unitario es ccn'4do. 

e). Tod<> subconju nto compacto de X es acota.do. 

d). Cuando X es de Hawdorff
1 

todo s,,bconj1mlo compacto también es cerrado. 



Cuando trabajamos con vecindades dcl cero cu un E.V.T., en muchas ocnsiones es desea.ble 
que estas vecindades tengan nlguna.s características de fas bolas en Espacios Normados. Algunas 
de estas caracteristicas sc puedell cooscgui.r, si defüümos en un E.V.T. cualquiera X para A e X 

lo siguiente. 

A es simétrico cuando A= -A 

A es equilibrado cuando aA e A, Va E I!{ con lal ,;; 1 

A es absorbente, cuando X C U,>o tA 

A es acotado, cuando para cualquier vecindad Uo e X del cero en X, existe un 6 > O tal que 
A e tUo, Vt > 6 

Una vecindad cualquiera del cero, si bien es cierto que no necesariamente es simétrica ni 
equilibrada, si puede contcocr a una vecindad simétrica y equilibrada del cero. El siguiente 
teorema lo muestra 

Teorema 1.4 Sean X un E. V. T. y U una vccinda.d del cero en X
I 

entonce., 

a). Para cualquier n E N t�i.stc una vecindad .,f.mit,·iCIJ del uro Uo tá./ que 

ÍÍo+Uo+···+Uo e U 

b). E,oi4tc una vccin.d<td �im.&trico '!J cquiJ;brYJda del cetro contenida or. U. 

c). Cuando ademá., U es C(l1u1e3;01 czi.ite una vecindad .simétrica., equilibrado y convtza del ctro 
contenida. tn U. 

d). U e, ab,orhcntc. 

Es decir que cualquier vecindad (convexa] del cero en un E.V.T. COllticne a una vecindad 
simétrica, equilibrada [ y co11vcxa) del 001·0 1 además del hecho de que cualquier vecindad ya es 
absorbente. 

También existe otras formas de caracterizar a. los conjuntos acotados. 

Teorema 1.S ( Caracterización de conjuntos acotados) Sea. X un E. V. T. e1,alquicra, pa,-a 
un .,ubct,njunto A C X son equivalentes 

1). VV e X, vecindod del cero en X, 36 > O /IAI,;; 6 � ÁA C V 

2). 'IV e X, vccindtul del cero en X, 36 > O, /6A C V 

3). \fV e X, vecindad del ecro e,, X, 36 > O, /vt > 6, A e IV 

4). V(<tn)neN C A V V(Án)neN C K c<>n Án -, O, Á,,a. -, O 

La clausu1·a e interior topo16gicos Lieoc.n las siguientes propiedades ndiciom\les en un E.V.T. 

Teoroma 1.6 Sea. X un E. V. T. y A, B C X .,ub,·.,mj1mto$ de X, cnto-ncc.s se verifica: 



a). A= (A+U) 

b). A+ j'j CA+ B; int(A) + int(B) e in.t(A + B) 

e). Va E K, aA = aA; Vo. E 1K - {O}, int(o.A) = c>int(A) 

d). Si A e.s convczo1 
entoncc.s A y int(A) .son convnos. 

e). Si A •• llCO!a.do cnto,«es A y in.t(A) son acofodos. 

f). Si A e.s eq1t.ilib,ndo, entonct'., 

{A ta,mbiin es eqt,ilibrodo 
int(A) e, eq1<ilil>rodo, Cllando O E int(A) 

1.2. Seminormas y Convexidad Local 

Un E. V .T. será llamado Localmente Convexo cuando exista una base local cuyos miem
bros sean todos convexos. Es clal'O del Teorema 1.4 que todo E.V.T. Loca1mcntc Convexo tiene 
una base local convexa y equilibrada. Una seminorma en un E.V .T. es una función p: X -+ JR. 
que verifica las siguientes con<licionc-.s 

Sl. p(:z: + y) ,¡; p(:i:) + p(y), Vx, y E X 

S2. p(a:z:) = jorjp(:i:), V:,; E X, Va E 1K 

Las seminormas están estrechamente relacionadas con los E.V.T. Loca1mente Convexos de 
dos maneras: En todo E.V.T. Localmente Convexo existen scminormas continuas y recípro
camente si se tiene una familia de scminormas en un E.V.T. cualquiei:a. se puede definir una 
Topología Vectorial 6obre dicho espacio que lo convierta CJ\ un E.V.T. Locahncute Convexo. 

Para un Espacio Vector-ial cualquiera X (sin ninguna topología asociada a él) y un subcon� 
junto A C X convexo y absorbcJ\tc?, definimos la funcional de Minkowsky asociado a A como 
la Cunci6n µ.1,. : X -+ IR definida por 

¡,,1(:z:) = inf{t > 0/z E !A} 

cuando A es equilibrado se prueba que µA es u1'la semi11orma en X y cuando O E int(A) esta 
seminorma es continua. Esto Jo enunciamos en el siguiente teorema 

Teorema 1.7 (Existencia de Seminormas e1t un Espacio Vectorial) Seo. X ,m E$7>acio 
Vectorial cualquiera. Pora cadá $11.ba,nju,i.to A e X co-nve:coJ equilibrado y ab$orbcnte dt X se 
c11mplc 

a). La funcional de Minko1JJ.$1-y /.lA : X -t R u 1mo. scminonna en X 

b). J.lA. es contimta c1u111do O E int{A) 



de aquí se deduce que en un E.V.T. Localmente Convexo (en donde existe una. base lo
cal convexa, equilibrada y absorbente) siempre se puede de.finir una familia de scmú1orma.s 
continuas, con solo considerar las funcionales de Miukowsky de cada miembro de dicha base 

local 
El $iguiente teorema presenta la sit.uac.ión invcl"sa.. 

Teorema 1.8 (Topología Generada por una Familia de Seminormas) Sean X un e., ..
pacfo Vectorfo.l; 'P tma fam.ilia de $eminorma.,. Si para cada p E 'P y t > O definimo., el eonjunto 

cnloncc.s lo. famili<l 

U(p,<) = {x E X/p(x) < ,} 

13 = { íl U(p,,)/F C 'P ,A C R + finitos} 
r,EF 
<EA 

e.s una ba-Se local pa.r4 uno. 1ínica to¡,ología T y además 1Jcri/foa lo siguiente: 

a). (X,-.) ••""E. V.T. L<Jcalmcntc Convexo 

b). Coda .,eminorma p E 'P 
1 

es r-continua 

(1.2) 

e). 'T es la má.s pequeña Topolog(o. l'cctoriál Localmente Co,n1cza que hace continuo., a toda.s 
/o.s icminormo.s de 'P . 

d). A e X es 'T-acotado <:} toda sem.inorma p E 'Pes acotada en A (i.e. ¡,(A) e R es acotada} 

e). (X, T) e., de HaU4dorlJ � la familia de semtno1ma., P scpa.,-a. ¡n,ntos de X 

Para el E.V.T. (X,r) Localmente Convexo podemos ballar l3 e,. Base Local convexa y 
equilibrada., por el Teorema t.7 aseguramos que Ja familia 

'P={µs/BE/3) 

consta de seminormas cont.in\las. Por otro lado el Teoreina 1.8 afirma que esta familia genera 
a su vez una topología T¡. Se cumple ambas topologías son las mismas, es decir que r = -r1 

Resumimos los resultados aJ\teriorcs en el siguiente teorema. de caracterización de E.V.T. 
Localmente Convexos 

Teorema 1.0 (Caraterización de E.V.T. Localmente Convexos) Un Espaeio Vecto,-ial 
Topol6gico es Localmente Convc�o /de Ha1"'do,1J} .,¡y.solo .,i S1t topolog{a e., dctcnnina.da {tn el 
.sentido del Teorema 1.8} por una cierta familia de .seminornw.s {qt,c .separa ptmtos} del Espacio. 

Este teorema afirma entonces que en un E.V.T. Localinc11tc Convexo, su topologín es gen. 
erada por una cierta familia. de scminormas. Se puede probar sin crnbargo que didta topología 
tambíen es generada por la familia de lodas las scminonnas continuas en el Espncio. 

Teorema 1.10 Sea.n (X, T) un E. V. T. Localmente Convno, entonces 

a). L<1 topología de X es generada por· la familia de fodai la.s .seniin<1nnas continuas 

SC{X) = {p: X-+ R /p ea seminorma T - continua  en. X} 



b). X es de HausdorfJ <* V:c E X con :t # O, 3p E SC(X)/p(%) '# O 
Asi 1 cuando tengamos una vecindad del cero U e X en un E.V.T. Localmente Convexo 

podremos hallar seminormas continuas p; : X � IR y reales positivos(¡ > O, (i = 1, 2, ... , m) 
tales que 

fl {:te X/p;(x) < •1} e U 

i:1 

Más aún en [9, pag. 35; ej. 8) se demuestra que si X es un E.V.T. Localmente Convexo, 
entonces se puede encontrar una familia de seminormas 'P que genera la topología de X de 
modo que la familia de  conjuntos de la  forma {x E X/p(:t) < •} forman una base local. 

Teorema 1.11 Sean (X,r) titm E. V. T. Localmente Convn,o� entonces ezi&tc una familia de 

$ttn.i,u,rma, P qtte genera lCl topolog{.o. r tal que si definimos para. cada p E 'P y e: > O el 
conjunto 

U(p, •)={:e E X/p(x) < ,} 
entonces la familia 

IS = {U(p,,)/p E 'P, , > O} 
es un<1 bose Local para .,. . 

Este teorema permite afirmar entonces que si U es una vcei1\dad del cero c1\ un E. V .T. 
Localment.e Convexo X entonces podemos hallar una seminorma continua p: X � R. y un real 
positivo f. > O tal que 

{:e E X/p(x) < •I e U 

También se pucde1'I caracterizar a. los C01\ju1\tos acotados en un E.V.T. Localmente Convexo 
X de la siguiente manera. Supongamos que 'P = {p¡/i E I} sea una. familia cualquiera de 
scminormas que genera la topología de X entOI\CCS de la parte (d) del Teorema l.S un conj\111to 
A C X será acotado si y solo si se verifica 

sup{p;(:t)} < oo, Vi E I zEA (1.3) 

Decimos que un E. V .T. X es no1·mable cuando existe una 1\onna definida en X que genere 
la misma. topología de X. El siguiente teo1·ema caracteriza a los Espacios Normables 
Teorema 1.12 (Caracterización de Espacios Normables) Un E. V.T. o., normahlo si y 
sol<, si e:cistc un vecindad del ctro conve:ta y acotada 

El siguiente teorema simplifica el análisis en Espacios Vectoriales de Oi1nensión Finita 
Teorema 1.13 (Teorema de Tychonoff) En 1m E.fpfJCÍO Vecto1-ial X de dimcn.tión finita. 
Wstc una y solo una Topología Vectorial Localment.e Convc2:a de Hall$dor1J compatiblt co,1, /as 
opc-ro.ci-0-nc.t del E$pacio. A C$la topolog(a .fe le llama,-& .tu- Topología Natural. 

Más aún, se prueba que cualquiel' p y 11·11 scminorma y norma respectivamente en un Espacio 
de dimensión finita X t existe una const.ruttc >. > O tal que 

p(x) � All:tll, Vx E X (1.4) 
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1.3. Funciones Lineales entre E.V.T. 

Para una. función lineal ent.re Espacios Normados, el COJ\CCJ)t.o de continuidad es equivalente 
a1 de aootaei6n¡ la situación es difc1·cnct.c en E.V.T. Una función lineal f: X;. Y entre E.V.T. 
es llamada. acotada cuando transforma conjuntos acotados de X en coJtjunt.os acotados de Y. 

Teorema 1.14 (Acotación y Continuidad) Sean f : X -+ Y ""ª ¡ .. nci6n lineal enlrc to, 
E. V. T. X, Y. Consideremo.5 ta, $ig11.ientcs afi,·maáonc.s 

a). J e.s continua en. X. 

b). f e.s continua en algun punto %o. 

c). fe, acotada. 

d). Si"'"-+ O, cnton.ces el conjunto {/(:r:n)/n EN} C Y es acotado. 

e). Si"'" -+ O, entonces /(:en) -+ O 

Entonus .ft c11.mple 

1. (a)<> (b). 

2. {b} � (c} � (d} � (e} 

y c1iando la topología de X es metri.zable también se c,unple 

9. (e)� (a) 

En E.V.T. Localmente. Convexos de. Hausdorff la continuidad se puede expresar en Lérminos 
de seminormas como lo muestra el siguiente teorema {ver (12, pa.g. 42)) 

Teorema 1.15 (Continuidad en E.V.T. Localmente Convexos de Hausdorff) Sean/: X -
Y función /.inca/ entre E. V. T. Localmente Convuos de Ha,,.,dorJJ y 'P una familia de .tt1ninor-
ma.t que generan la topología de X. Bntonccs / es continua si y iolo ,i para cada seminonna 
continua q E SC(Y), cxislcn p E 'P y,\ > O tal q1te 

q(/(:e)] � ,\p(x), V:,: E X 

1.4. Teorema de Hahn-Banach 

Presentamos el teorema de Habn .. Banach y aJgw1os de sus corolarios, se:gtín lo que necesi
tamos en este trabajo. Una vers-i61t aná.litica del teorema de Hahn•Banach es In siguiente 

Teorema 1.lG (Teorema de Hahn-Banach) Sean X un E,pacio Vectorial (no necesa,-ia
mentc real), M e X un Subespacio Vutorial de X y p : X -+ IR. 1ni.a .tcrniuonna. en X. Si 
f : M -+ K e, li,.cal tal que 

1/(:,:)( � p(:,:), V:,: E M 

Enúmcci czi..tte una Ancional Lineal F : X -+ K q-«c vc,·i/ica 



1. Fj
M 

= f (i.e. Fe, un<i czlensi6n ,le f) 

2. IF(x)I � p(:t), Vx E X 

Las consecuencias en Espacios Normados son conocidas. Los siguientes resultados se cumplen 
en E.V.T. 

Corolario 1.1 Sean X 1m. E. V. T. Localmente Convc.zo de l/ausd<>Tff y :to E X con zo � O, 
entonces e2:iJte 1ma fe.ncional lineal continu4 J : X -+ K tal que /(xo) #- O 

Corolario 1,2 Seo X 1m E. V.T. Loco.lm.enie Conve%o de HamdorjJ1 entonces el dual X' .sep'1r(l. 
puntos de X 

1.5. Topología Débil y Topología Producto 

1.s.1. Topología Débil 

Sea X un Espacio Vcctor-ial cualquiera. y :F e X� un Subespacio Vectorial, entonces la 
Topologfo. Débil en X, que denota.remos por u(X,.:F), esta definida. por cualquiera de las 
siguicnt..cs afirmaciones equivalentes 

a). Es la más pequeña Topología Vectorial Localmente Convexa que hace continuas a todas 
los funciones f e J' 

b). Es la topología generada por la familia de semi normas P = {p ¡ / f E J') donde p¡ : X --> R 
está definida. CUUJO 

P¡(:e) = 1/(:t)I, V:t E X 

e). Es la topología generada por la familia de scminormas P = {pp/F C :¡: finito} donde 
p F : X --> R está definida como 

p¡,(xl = rp.á; 1/(:e)I, vx e x

Cuando el Subespacio J' ex; separa puntos de X, la Topología débil q(X,J') resulta ser 
de Ha�isdorff. 

1.5.2. Topología Producto 

Comencemos definiendo la Topología Producto e.n un producto general. Sean {X;}ie1 una 
familia de Espacios Topológicos (no necesariamente Vectoriales) el produdo gcJ\cral se define 
como 

x = II x, = ¡,¡,, I--> U x,/,¡,(,) ex,, v; e I) 

ie/ •'E/ 
para cada índice i E J fijo la proyccdón .T¡: X 4' X¡ sobre el i�cshno factor se define como 
.-1 (,f,) = ,f,{i), V,f, e X. La Topología Producto en X es la más pequciia topología que hace 
continuas a rodas las fu1\cioucs pl'oyecciones, es decir 

Topología Producto en X = n T 
rEF 



donde :F = {.,. E Top(X)/w¡ es T•eontinua en X, Vi E /). Una subba.se para la Topología 
Producto estar-á dada por )a familia 

:!: = {w,1(V)/i E I, V C X1 es abierto en X;)= 

los abiertos subbásicos de J;i Topología. Producto son lltunados cilindros. Esta idea se expone 
en el siguieJ\tc diagrama 

¡ 1 

.JW,,w,M,J"" 

r. ... ¡ .. ,l'f'r.•lt'1'1tn.,� 

Figura 1.1: Abierto sub-bMico para la Topolog:ta Producto 

Una. ba.$C1 sc,á c1tl.o1tec;:$ i<L íamilia de LvJt� h:,.� iuh:nnxciouc:s fiuit.a.s de miembros de Z. 
Cuando los Espacios X; son E.V.T. cntonecs el Producto X e f{;e, Xi con la Topología 

Producto ea también un E.V.T. (el Espacio de todas las funciones ,f,: I-, U1e1X1) que reoulta 
ser Locahncnt.c Convexo cuando todos los Espncios X; son Localmente Convexos. El siguiente 
teorema reswne algunas pl'opicdadcs que usaremos pri1lcipa]mcnt.c en los ejemplos 

Teorema 1.17 Sean { X1 )1e1 una familia de E. l'. T. Localm�11te Conv=• y X = Il,e, X; <:<m 
la Topología. Producto, entonces .se cumple 

a). X e, un. E. V. T. Localmente Convtzo 

b). Si X; e, de Hausdorff, Vi E I, entonce, X e, de Ha11,dorff 

e). Si para cada i E I y q E SC(X;) dcfinimo, 

l'
q
,¡{,¡,) = q(v,(i)], V,t, E X 

entonces la familia de seminorma, 'P = {l'q,1/i E /, q E SC(X1)) gene, ... la Topologfa 
Producto ,m X 

d}. La, sig1iicntt.s familia, son Do.ses Loco.le, po.m la Topología Producto 

13 = {íl U(i,g;,<;)/F C I /i11ito, Vi E F, q; E SC(X;), e;> O} 
leF 



do,ule U(i,q;,<¡) ={,¡;E X/q(t,b(i)) < <1} 

B = {íl U(i, V;)/Fc I finito ,Vi E F, V¡ C X1 e, una vcci,ulad del ccr·o en X;) 
iEF 

don<k U(i, V;)= {,J, E X/,p(i) E V;) 

e). U,r. subconjunto A C X es acolado si y solo si .su proyixc.-ión en cada X; es acotado, e� 
duir Vi E f, ..-;(A)= {,J,(i)/,p E A} C X; e, acotado 

Un caso part.iculru.· de producto es aquel en el cual todos los Espacios X¡ son idénticos, 
di.gamos que X;= Y, Vi E /. En este ca.so e} Espado Producto no es otra e.osa que el Espado 
de todas las funciones de I en Y que suele denota1·sc por Y 1 

X= ITY = {v,: l-+ Y/,¡; es !unción} 
lEI 

y la Topología. Producto � frt:cucntcmcntc !Jamada Topología de Convergencia. puntual, 
esto se justifica en el siguiente teorema 

Teorema 1.18 Sea. el Espacio Y1 = I
l
er Y con la Topología Producto 

aJ. Si/: R , yl, e11.toncts 

)� /(t) = O .,, )�� /(t)(i) = O, Vi E I 

b). Si /: N-+ Y1 (i.e. fes una '1teesión en Y1 ), enJ.onces 

J!!'� fo = / E Y1 <a>;!!� J,,(i) = f(i), Vi E l 

El teorema siguiente es otra caracterización de conjuntos a.cota.dos en B.V.'I'. Localmente 
Convexos 

Teorema 1.19 (Teorema de Banach-Steínhaus) Un ,..,1,c,,nj,mt.o A e X de "n E. V. T. 
Localmente Convez.o u acotado &i y 10/o si es a(X, x• )·acotado 

Da.do que la topología débiJ a(X,X·) es geue1·ada. por la. fom.ilia de sc,ni1lonnas de la forma 
p¡(,:) = 1/(,:)1 donde f E X', entonces de (1.3) resulta que 

A e X es acotudo <a> sup l/(,:)1 < oo, V/ E X' 
•EA 

1.6. El Espacio :F (X, Y) 

(1.5) 

Sea X :/;: 0 un conjunto no vacio cualquiera e Y un E.V.T .. Definiremos una topología 
en el &pacio J=' (X, Y) de to-das las funciones de X a Y. En realidad se definil·á un espectro 
de topologías en ba6e a una familia u C P (X) de subconjuntos de X que sea dirigida (ver 
Definición A.2) por la inclusión de conjuntos, C6 decir que para �1.da A

1 B E <1 exista un C E <1 
que contenga tar1to a A como a B. El siguiente teorema define ht topología (no uecesa.riament.c 
voctoríal) en el Espacio :F (X, Y) 
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Teorema 1.20 (Topología en el Espacio :F (X, Y)) Sean X "# ll cualquier conjunto; Y "" 
E. V. T. c,m h<ue local 13 y u C 'P (X) "na familia de subconj,mtcs de X tal q1<c 

VA,B e u, 3C e u /A e e, Be C 

Si pani C4da. A E <1 y V E 13 definimos el conjunto 

iÍ(A, v¡ ={fe :F(X, Y)/ f(A) e V} e :F(X,Y) 

entonce., la. familia 
G = {Ü(A,V)/A E u, V E 13} 

e.s tm4 Ea.se de Vecindades del cero pa.ra. ima Topología invariante por tr04laciones en F (X, Y) 

Demostración. Definimos la topología, que denotaremos por 'To-, como aqueJla fonnada por 
0, :F (X, Y) y los abiertos definidos como 

ll "# A C :F(X,Y) es abierto � Vf E .A, 3iÍ(A, V) E G /J +Ü(A, V) e .A 

lro. Mostremos en primer lugar que la familia 

T• = {11,:F(X,Y)}U{.A C:F(X,Y)/.A es abierto) 

es una topología. en F(X, Y). Sean Á 1,.A2 abiertos, y consideremos f E .A 1 n .A.2 cualquiera, 
por definición existen ií (A 1 , V1 ), Ü (A:, 112) e G tales que 

J+Ü(A;,lf;)CA;, i=l,2 

por la condición impuesta sobre a podemos ha.llar un A E u tal que A1 e A y A2 e A. Para 
demostrar que A, n.A 2 es abierto, debemos mostrar que f +Ü (A, V) e .A 1 n.A2 donde V e 13 
es t.al que V C V1 n V2, sea para esto g E Ü (A, V) cualquiera, luego g e :F (X, Y) es tal que 
g(A) e V e v, n V2 entonces g(A;) e g(A) e 111 n 112 e V;, (i = 1,2), es decir ge Ü(A1, Vi) 
y en _:onsecuenci:, f +,.JJ E .A ¡

1 (i = 1, 2). Como 9 E Ü {A, V) fue arbilrario concl\limos que 
f +U(A, V) C A.1 n.A2. Mostremos a.hora que Ja unión arbitraria de abiertos es abierto, sea 
A¡ abierto V!_.e 1 y cou�eremos fe UJ.El.A l cua.l�iera, ent<?,nces Je J¡, para algu1i i y por 
tanto existe U ( A, V) E 13 tal que f + U ( A ,V) e .A ; e u,E, A ; . Esto demuestra que la unión 
U¡e 1 A¡ es a.bierto. 

2do. La topología 'Tg es invariante por traslaciones. Esto es claro de la 1nisma definición de 
abiertos. 

3ro. La familia Ge 'P (:F (X, Y)) es una base de vecindades del cero para la topología T •. 
Esto también es evidente. O 

OBS. En cl teorema la topologfo ,,." no depende de ln elección particular de la base local 6 de l'. 
F.s decir, si tenemos l3 116 2 dos bases locaJcs (cquilibrad<1$] de Y y Ta, � las topologías rcspcc::tiva.s cu 
:F(X, Y) definidas como en el tooreina ento1tccs r1 =�-En efecto, los nhiertos son definidos como 

A C J'(X,Y) os ,,-abierto <> VA E A, 3A e�. V; E 13;// +ii (A, Vi) e A 

P�o como G I y 8:. son bases loc.nk-s pa1·a la misma Topología Vectori:,.l en Y entonces se verifi• 
ca el Teorema 1.1. Asi, para cu3lquier V1 E 61 (V2 E 62) existe un V, E 6, (Vi E 61) tal que 
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l', C Vi (Vi C V,)yellconsccuencia p�rnc.ualquicrÜ{A,Vi) E 61 (Ü{A,V,) E 62 ) existe un 

Ü(A, v,) E ír,(ü(.4, V,) E ír,) tal que Ü(A.V,) e U(A, V2), (ü (A, V,) e Ü(A.V,)). Esto es sufi• 
ciente pata garantjt,.ai: que ambas topolog.ías son iguales. 

Este teorema nos pcnnite fundamentar la siguiente definición 

Definición 1.2 {Topología de Convergencia Uniforme en :,: (X, Y)) Sean X # 0 con
jtm.to cualquicro, Y un E. V. T. con ba.sc local 13 y a C P {X) 11na f"milia. de subconjunto$ de 

X q,,e verifica. 
VA,BEu,3CEu/AcC, BCC (1.6) 

La topologlo definido en el teorema anttr'ior .,erá llamada Topología de Convergencia Uni .. 
forme en subconjuntos de q (o b1'C11emente u-topolog(a) y que denota.re.mo., por -r6 

Ahora necesitamos imponel' condiciones bajo las cua1es la Topología de Convergencia Uni· 
forme sea Vectorial1 es decir que convierta a:,: (X, Y) en un E.V.T. Esto lo damos en el siguiente 
t.eorema. 

Teorema 1.21 (-r6 como Topología Vectorial) Con la$ mismas condiciones de la Defini• 
ción J.�. Sea Ge :F (X, Y) "" Subespacio Vcct<>rial. 

a). G es 1m E. V. T. bajo la u-topología sj y 1ofo .,i se cmnplc 

V/ E G, VA E u, /(A) e Y •• acotado en Y (1.7) 

b). Si se cumple (l. 7) y ademá$ Y es Localmente Conve:to, entoncc.s G es un E. V. T. Local
nt.l!nte Convczo 

Demostración. Primeramente observemos que los abiertos de G son nquelJos inducidos en G 

por la u-topología de :F(X, Y), por lo tanto son de la forma G nÜ donde Ü es un u-abierto. 
En particular resulta. que la famiHa de todos los subco11juotos 

Ü(A, V)nG= {/ E G/f(A) e V) e G 

donde A E q y V E B (podemos considerar a 8 como una base local equilibrada para la. 
topología de Y), forma una base de vecindades del cero en G para la topolog.Ía inducida que 
denotaremos por lJ e;. Teniendo en cuenta csLo1 en lo que sigue de la demostración escribiremos 
Ü (A, V) para denotar al abierto (en G): {/ E G/ /(A) C V). 

(a)(=>) Sean f E G, A E u y V E 13 cualesquiera, desde que G es  un E.V.1'. ',!llonces 
cualquier vecindad del cero en G es absorbente y en pa.rticu]a.r pru·a la vecindad U (A, V) 
podemos hallar un 6 > O tal que f E 6Ü (A, V) o equivalentemente f(A) e 6V dcmostra.ndo 
que /(A) es acotado en Y 

( <=) Como la a-topología ya es invn�ante por traslaciones, entonces ser-á suficiente 111ost1·ar 
la condición (b) del Teorema 1.2. Sea U(A, V) E 13c cualquiera, donde A E u y V E lJ y 
mostremos que Ü (A, V) es equilibrado y absorbente. Sean a E 1K con lal ,¡; l y f E Ü (A, V) 
cualquiera, desde que V es equi�brado tenemos que (a/)(A) = af(A) e aV e V de donde 
a/ e ií (A, V) demostrando que U {A, V) cs equiJibrado. Para mostrar que es absorbente usemos 
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la hip6tcsis del teorema, sea. f E G cualquiera, como /(A) es acotado entonces podcrnos halla1· 
un 6 > O tal que /(A) C 6V esto implica que f E JÜ (A, V) y por tanto Ü (A, V) es absorbente. 
Finalmc.utc para la condición {b2) sea V"' e Y vecindad simétrica y equilibrada del cero en Y 
tal que V'+ v• e V entonces es claro que U (A, Vo) + U (A, Vo) e Ü (A, V) donde V0 E B es 
tal que Vo C V' 

(b) La condición (1.7) asegura que Ges un E.V.T. y como Y es Localmente Convexo pode
moo hallar una base local 13 co,wcxa y equilibrada de modo que la familia 13 0 = {Ü (A, V)/ A e 
q, V E 13} resulta ser una base local para G. Mostremos que cada miembro de B e es co1wexo1 

para ello sean f,g E Ü (A, V) y >. E< O, 1 > tenemos 

[V+ (l - >.)g] (A)= >./(A)+ (1 ->.)g(A) C >.V+ (1 - >.)V C V 

la última. desigualdad es por la convexidad de V. o 

OBS. De la demostración antcl'ior se deduce que si A E" y V e Y es uua vecindad del cero en l' 
cualquicl'a entonces el conjunto 

Ü(A, V)={/ E G/f(A) C 11) 

es un O'-abierto ett G que será equilibrado cuando V sea equilibrado, y OOU\'CXO Cltando V sea convexo. 

Teorema 1.22 (-rg como Topología de Hausdorff) Scon X un Espacio Topo16gico (no nece
,a,iamente Vectorial}; Y un E. V. T. de Ha1Mdo11f !/ a C "P (X) ,ma familia de .s11héxmjuntos 

de X que satisface (1.6) y que adcm<Ís verifica LJ S =- X (i.c. lo. uni&n de miembros de " c.s 
se. 

densa en X). Si u.n Sv.be$JX1.ci.o Vector·ial G sati,Ja.ce 
a). V/ e G, VA E"• /(A.) C )' t4 u.cr;,lm.fo. 

b). V/ E G,/ es continua en X 

Entonces G es un E. V. T .  de Hausdo,ff bajo la. u-topología. 

Demostración. La condici6n (a) y el Tcorcrna 1.21 garantizan que Ges un E.V.1'. Sea f E G 
con f ,f, O, entonces existe un X1 E X tal que /(x1) ,f, O y como Y es de Hausdorff podemos 
hallar un abierto V¡ C Y que no contenga al cero (O"' V,) con /(2:1) E V.. Por hipótesis f es 
continua en 2:1 por tanto existe un abierto U1 C X con :i;¡ E U1 tal qt1e 

x E U, � /(:,;} E V. 

Además como la. unión U
se<, 

Ses densa en X entonces U1 n U seer S '# 0 y por tanto existco 
So E" y xo E U1 n So, es decir hemos hallado un xo E So E" tal que /(2:0) i O. Sea Vo E IJ 
tal que /(,;o) ,fc Vo (recuerde que Y es de Hausdorff). Esto demuestra que U (So, V,) es una 
vecindad del cero en G que no contiene a f y por t.a1\tO G es de Hausdodf. O 

Si suponemos que la unión de miembros de u sea todo el espacio X, podemos omitir las 
hipotesis de continuidad para los elementos de G y p1:esdndir de la topología en X. 

Corolario 1.3 Sean X f 0 conjmito c,.a/q,.ic,t>, Y"" E. V.T. de Hausiúnjf y" C ?>(X} ,ma 
familio (:()1110 en la Definición 1.1? tal qit.e UseO' S = X .  Si tm Subcspacio Vectorial G .,ati-'face 

V/ E G, VA E q, /(A) C Y •• acotado 

Entonce& G u un E. V.T. de Ha1t$dorff con. la (!-topología. 
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Demostración. La condición dada pru:a G garantiza. que sea un E. V .T.1 mostremos que es de 
Hausdorlf. Sea f E G con f t O entonces existe un :to e X tal que /(:to) t O, ademá.s como 
Use, S = X podemos hallar uu So E q tal que :to E S0. Sea Vo E IJ tal que /(xo) ,t V0 entonces 
tenemos que :to E So E q es tal que /(:to) "' Vo. Con esto es claro que la vecindad U (So, Vo) es 
una vecilldad del cero en G que no coutiene a J demostrando que G es dcHausdorff. O 

Ahora si X es un E.V.T.t" es 1,1nn familia. de subco1ljuntos acotados que verifica (1.G} y 
G es un Subespacio Vect,orial de funciones continuas, e,ntonccs las condiciones (a) y (b) del 
Teorema 1.22 se satisfacen. Asi obtenemos el siguiente corolario 
Col"olario 1.4 Seon X, Y dos E. V.T. con Y {Localmente Convezo} /de Hau,dorff}, q C 'P (X) 
,m.a familia de sv�onjun.tos acotados de X que verifica (1.G) y a.demá.s LJ S = X, entonces 

se, 
c110Jquicr S11ve,pacio Vectorial G C C(X, Y) e, tm E. V. T. /Loeolmcntc Convczo} /de Hausdorff} 
bajo I<> u-topología. 
Demostración. Inmediata del Teorema 1.22. o 

Teorema 1.23 Sean X, Y dos E. V. T. con Y Localn'Lente Con.vezo cuya topologí<J es generada 
¡,or la familia de seminorma, 'P = {p, /i E I); u C 'P (X) ""ª familia de stibconjunto, acotado • 
de X que ,ati,jace (1.G) y además U S = X y Ge C (X, Y) "" StLbe,pacio Vectorial. Entonce. 

se, 
lafamili<> de ,c,ninormas P = /Ps.1/S E q,i E I} donde cada Ps.1: G -1 R esl6 defini4<> J>Or 

Ps.,(f )  = sup¡,;[f(x)l, 11/ E G ,es 
genera la q-topología de G 
Demostración. El Teorema 1.8 afirma que la famlia 13 1 de intersecciones finitas de conjuntos 
de la forma{! E G/vs,;(f) < <) donde Se q, i E I y•> O es una ba.se local para la topología 
generada por fi' que denotaremos por 'T. Ahora� la topología. 'Ter tiene como base local a Ja 
familia de conjuntos de la forma {/ E G/ f(S) C V) donde SE q y V C Y es una vecindad 
del cero en Y. Para demostrar que ambas topologías son las mismas, debemos vcl'ifica1· las 
condiciones (1) y (2) del Teorema 1.1. Consideremos el abicrlo :¡: -básico 

V= íl {! E G/vs,.,¡(J) < <;} 
j:l 

donde Sj e ", ij E 11 t; > O, (j = 11 2, ... 1 m). Si definimos cl abierto V = ílj= 1 {u E 
Y/p¡;(Y) < E;} y:! conjunto Se a tal que S

1 
e S, j = 1,2, .. . ,m entonces se comprueba 

<¡ue el 1'v-básico U (S1 V) está contenido en V. R.ccíprocamc.ntc, para el abicJ'tO T'v -básico 
U (S, V )  donde S e" y V e Y es una vecindad del cero, podemos hallar senünonnas p;1 E 'P 
y t; >o,;= 1

1
21 

. . .  ,m tales que n¡:
1 

{y e Y/Pi;(v) < t;} e V. Si definimos el abierto 
T-básico 

ÍÍ = íl {! E G/ps,,1(1) = sup¡>¡;lf(x)) <e¡} 
;=• 

�es 
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cnt<>n= se comprueba que V e Ü ($, V) o 
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Capítulo 2 

Varias Definiciones de 

Diferendabilidad en Espados 

Vectoriales Topológicos 

La generalización del concepto de derivada a Espacios Vectoriales Topológicos sigue de la 
idea de aproximar una función cualquiera. en una vecindad de un punto por una función lineal. 
Un método general de aproximación sigue esta idea, aunque la función de aproxitnación no 
necesariamente sea lineal. Asi una funci6n f : X � Y entre E.V.T. será diferenciable en un 
punto :r; cuando se puedan hallar funciones T : X --1 Y y r : X --1 Y tales que 

/(:r: + h) = /(:r;) + T(h) + r(h), Vh E X 

La primera sección de este capítulo presenta un bosquejo de como se define una opcución 
de diferenciación general para funciones definidas enLre Espacios Vectoriales Topológicos e im· 
ponemos luego condiciones para. que las p1·opiedades de estos métodos no difieran mucho de 
las propiedades de la difcrenciaci6n ordinaria. En la sección 2.2 haecmos un resumen histól'icO 
del desarrollo de) concepto de derivada, 1a.s definciones dadas alli son como originalmente las 
presentaron sus autores. Finahne11te C1\ la sección 2.3 comparamos )as definiciones de la sección 
anterior, mostrando 1as equivalencias entre muchas de eUas y reduciendo el número de dcfin.i
cio11es a unas pocas, mostrando mediante contraejemplos que estas definiciones resultantes no 
son equivalentes. 

2.1. Propiedades generales de la derivada 

2.1.1. Definición de derivada 

Comencemos con la derivada. de una función real de variable real f en un punto :t E IR. 
Esta. derivada. es un número A definido por 

donde 

f(x + h) = f(x) +Ah+ r(h) 

lím r
(h) 

= O h-tO h. 



Desde que existe una correspondencia biunfvoca entre los números reales y las funciones lineales 
de R en R, entonces p.u·a encontrar la derivada de una función real de varia.ble real en un punto 
,; se debe encontrar una función lineal f'(,;) tal que lo diferencia r(h) = f(x+h)- f(x)- f'(x)h 
sea. una cantidad "iu.finitruncnt.c pequeña,, respecto a h. Este punto de vista es la base de la 
gcne:raliiaci6n del concepto de de1·ivada a funciones entre Espacios Vectoriales Topológicos 
(E.V.T) arbitrarios. 

El problema de definir la derivada es una variante del problema. de aproximar una función 
arbitraria por una función c.n una c1nse dada. Para definir la opcraci6n de diforcnciaci6n entre 

E.V.T. necesitamos lo siguiente 

l. Paro cada par X, Y de E.V.T. se debe indicar una clase A(X, Y) de funciones de aproxi• 
mación ( i  .. e. una da.se para la cual las de1-ivadas de una funci6n arbitraria van a pertenecer). 

La elección más natural de A (X, Y) es tomar un subconjwito del conjunto de todas las 
funciones lineales de X a Y, por ejemplo, el conjunto .C(X,Y) de todas las fw1ciones 
lineales y continuas de X a Y1 o cl éOújunto B(X, Y) de todas las funciones lineales y 

acotadas de X a Y 

2. Para cada par X, Y de E.V.T. se debe indicar u1\a clase 'R.(X, Y) de funciones de X a Y 
las cuales son consideradas i:i¡nfinit-esimales con respecto ah" 

Esto requiere entonces definir dos funciones .Ay ?tquc asocia a cada par X, Y de E.V.T. 
las clases A (X, Y) y 7?.(X, Y) ambos subconjuntos del Espacio :F (X, Y) 

Definición 2.1 (Método de diferenciación, Diferenciabilidad Genera liiada) 

a). Cuando e,tón definidas las funcione, A y 'R, decirnos qH.e se Líen.e un método .A "R. de dije,·· 
eneú.&ción. 

b). Paro cada par de E.V.T. X c Y, el conjuntoA (X,Y) ,e,·á llamado conjunto de A1?.· 
derivadas y n. (X, Y) el conjunto de 'R. -funciones i-nfin.itesi,nales 

c). Una función f: X-+ Y ,e dfoc q,,c e, A 7?. -diferenci,..ble (o dife..,nciablc fJOr ,/ método 
A n) en un punto x E X en sentido gerterolizado si wsten T E A (X, Y) y r E 
'R. (X, Y) tal que para cada h E X se cumple 

f(x + h) = f(:r;) + T(/1) + r(h) (2.1) 

d). La función TE A (X, Y) es llamado. lo. A 'R. -deri,,ada de f en x en sentido generol
izado y será denotada por f'(,;) (denotando la dependencia de,;) 

OBSERVACIONES 
l. La frase en "'sentido gctlcralizt1do" será omitida cuando 110 haya lugar n confusión. 
2. Cada funci6n re 'R(X, Y) debe satisfn<:ct r(O) = O, para cualesquier par X, Y de E.V.T. 

Elecciones arbitrarias de A (X1 Y) y 'R. (X, Y) dan origen n diferentes definiciones de deriva
da. de m1a función f : X -+ Y. Las propiedades de estas derivadas pueden diferir sustancia.l
mente de las de derivadas ordinarias. Es natural entonces ex,igir que un método de difei·enciacióu 
debería tener las siguient� propiedades: 
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DI l. Toda función Jinc.al y continua debe ser difcrenciable en todo punto y su derivada 
debe coi1\cidir con la misma fonción. 

2. Cualquier función constante debe ser difc1·cndable en todo punto con derivada. cc1·0. 

3. La derivada de cualquic1· función debe ser lineal y continua 

D2 Cuando X = R entonces una fu.nci6n f : R -+ Y es difore11ciable en x E IR si y solo �j 
existe el límite 

lhu /(>:+!)-/(:,;) 
f-+0 t 

y la función f'(:,;) : R -t Y debe eolal' definida por 

¡'(:i)(h) ; lfm /{:r: + ti,) - J(:i), Vh e R 
t�O t 

(2.2) 

(2.3) 

D3 Una combinación linc.c.'U de dos íunciones que son difcrenciables en un punto es también 
difcrenciable en aquel punto y su derivada es la misma combinación lineal de las derivadas 

de las dos funciones (Linealidad de la difere,u:ittción). 

D4 La composidon de funciones diforenciables es difercJ1ciablc1 es decir si f y g son diferen.• 
c.iablC$ en zo y /(:i:o) respectivamente entonces la composición 90 f resulta diferenciable 
en :to cumplicndosc que (g• /)1

(xo) ; g'{/(,:o)J• /'(o;o) (Tcom»a de ,lifc,v:ncfoción de 

fa,n.donc.s compuestas}. 

Para que un método .A 'R-dc diferenciación sati!;(aga estos requerimientos scní suficiente que 
las funciones A y ·,, satisfagan las siguientes propiedades 

Proposición 2.1 (Propiedades que debe satisfacer un método A n) 

1). Para cada par X, Y de E. V. T. se tiene que A (X, Y) = C(X, Y) 

2). Para cualquier E. V. T. Y ,e ti;,,u, qttc 

n(JR,Y);{r:IR ->Y/r(O);O /\ Jímr(!) ;0} , ... o t 

3). Para cualesqui;,r E. V.T. X, Y y Z, ,i • e n(Y,Z), r E n(X, Y), Te C(X, Y) y Re 
C (Y, Z) entonce, 

J. Rore 'li(X,Z) 
2. ••(r+T) 

e n(X,Z) 

4). Para ettda par X,Y de E. V.T. el conj,mto 'li(X,Y) {c,umdo no e, vacio) debe se,·"" 
Subc,pacio Vecto,,al de:,: (X, Y). En parlic,<lar O En (X, Y) citando n (X, Y) t ll. 

Demostradón. Mostremos que con estas cuatro condiciones se satisfacen las propiedades (Dl) 
- (D4). Veamos (Dl): Si f: X -t Y es lineal y continua (i.c. JE C(X,Y)) entonce, poi' (1) y 

(4) podc1nos escoger T = f y r = O que claramente verifican (2.1). Para la función constante 
/(,;) = h, Vz e X consideramos T = r = O y (1) garantiza que la A n..deriva.da. de cualquier 
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función es lineal y continua. Para m.ostrar (D2) sea f : R -+ Y una función que es A 1l

di(erencia.ble en xo entonces existe r E 1l (IR I Y) y una función lineal y continua T e l. (R, Y) 
que podemos identificar de manera. nat.ural con un ele.mento vo € Y (por ejemplo Yo = T(l)) 
de la siguiente fonna 

T(t) = tyo, Vt e IR 
Luego por (2.1) podemos escribir 

/(:e+ h) - /(,:) r(i,.) Vh e R 
¡, 

=yo+
-¡;-

, 

Por (2) la existencia del límite (2.2) está ga,:anti,.ada (observe que solo necesitamos la inclusión 
de izquierda a derccl1a} y sería igual a Yo y la función T : IR -+ Y estaría definida como 

T(h) =/,.yo= hlím /(,; + t)- /(:c) = lím /(:r: + th)- /(x) 
,V

il e R l-+0 t t-+0 t 

cumpliendose .. i (2.3). Rccíprocament.c, supongamos que se verifican (2.2) y (2.3) y denotemos 
por yo E Y el límite de (2.2), definam0< la función T: R -t Y como T(t) = t.¡0 que es lineal y 

continua y la función r: R -+ Y corno r(t) = J(:,; + t) - /(:e) - T(t), Vt E R. Notcm0< que se 
verifica r(O) = O y además 

, r(t) . 
{ 

/(x + t) - /(:,;) 
} lim - = hm -yo = Yo - !/O == O 

t-+0 t , .... o t 

luego por (2) resulta que r e 'R. (IR, Y), esto demuestra que f es A 'R. difercnciable en :,;. Veamos 
ahora (D3), sean para. ello h: X 4 Y (i::: 1, ?.) tln!ol fuo,...inJ'l.t.."S .A 'R-diferenciab}e$ en �o€ X, 
y o,/3 E IR entonces existen r; e 'R.{X, Y) y T; = fí(:r:o) E C(X, Y) tal que en cada caso se 
verifica (2.1). Para cualquier he X 

(o!,+ Ph)(xo + h) - (al,+ PhH:i:o) = a[/,(:co + h) - J,(:i:o)] + P[h(xo + h) - /,(xo)) 
= a[T,(h) + r¡(h)] + P[Tz(h) + r2(h)] 
= (aT, + PT2)(h) + (or, + Pr2)(h) 

por (4) ar,+ Pr2 e 'R.(X,Y) dem0<trando que a/,+ /Jh es A'R.-diferenciablc en xo con 
A"R*derivada dada por oT1 +PT2, Finalmente pa1·a mostrar (D4) consideremos /:X -1' Y y 
g:Y-+ Z funciones A1?.-difercudables en �o E X eyo = /(2;0) E Y rcspectivameutc, cnt.o11ccs 
existen r e 'R. (X, Y), T = /'(:to) e C (X, Y), s E 'R. (Y, Z) y R = g'(vo) E C (Y, Z) tales que 
para cualesquier h E X y k E Y 

De donde podemos escribir 

/(xo + it) - /(:oo) = T(h) + r(/,) 
g(yo + k) - g(y0) = R(k) + s(k) 

g[/(xo + h)) - g[/(,;o)] = g(yo + (J(xo + 11) - /(xo))] - O(!lo) 
= R[/(xo + J.)- /(:to)] + s[/(xo + h)- /(:to)] 
= R[T(h) + r(h)] + s[T(h) + r(/•)) 
= (RoT)(i,.) + (Ror)(h) + so (r + T)(h) 
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para cualquier h E X. Por (3) y (4) resulta que Ror+s•(r+T) en (X, Y) y en consecuencia 
g o f es A 7?.-d.iferenciable en xo con A n -derivada dada por Ro T O 

Definición 2.2 {Diferenciabilidad Regular y Casiregular) 
a), Un método de A 1?. -d.ifcrcnciaci6n es llamado regular cuando .se satisfacen todas fo4 ccndi

cioncs (1) - (4) de la Pi-oposición 2.1 y ademó, Pª'" cMles9"icr E. V. T X, Y ,e cumple 

C(X, Y) n 7?.(X, Y)= {O} (2.4) 

b). u,. método es llamado casiregular cuando se ,atisfa.ccn (2.4), las condi�iones (1), {9) y 
(4) de la P,-oposición !!.J y la inc/,i,ión. 

7?.(R, Y) C {r: IR -, Y /r(O) = O A lím 
r(t) = O} ,�o t 

para. cualquier E. V. T. Y. 
e). Diremos que una funci6n f: X -t Y es n -di/crenciable (R. -C4sidifcrcnciablc) en u n  punto 

x E X cu4n.do sea A 1l. -difc1-enciable en sentido gcn.cnzli.z.ado y el método A n. sea ,v:gllfor 
(wsiregular). 

OBSERVACIONES 
l. E$ claro que u.n método regular es casiregular, es deci.r 

A 'R. es un método regular ;;;;>, A 'R. es un método casiregular 

Desde que para Jos métodos regulares y Ct'ISireg:ularcs se satisface )a condición (1) de la Prop<>&ción 2.1 
escribiremos simplemente 

'R·método de diferenciación 
2. ( Unicidod de la casi.derivada) La casiderivada de una función cualquiel'a en un punto t'S única. 
En efecto, supongamos que pa.l'a la función f: X -+ Y existan dos casiderivadas en tm punto dado �o, 
digamos Ti y T7, con funciones infü,jtesimales r1, r2 E n(X, Y) entonces para cualquier lt E X podemos 
escribir 

/(zo +il) - /(zo) = T,(/i) + r,(h) = T2(il) + r,(h) 
de donde T1 -T2 = r2 -r1 E C(X, Y) n 'R. (X, Y)= {O} resultando In unicidad. 
3. Si nes un método casiregufor de diferenciación entonces p:'.\ra cuda par de E.V.T. X, Y se cum¡>Je 
que 

n(X, Y)= (/:X-+ Y/fes n-dffcrcnciable en O con /'(O)= O y /(O)= O} 
En efecto, la demostración es inmediata tomando en cuenta la Dc6.n.ici6n 2.1. 
4, Dados dos métodos de diferenciación A 1 'R. 1 y .A2'R.2, cualquiera de las siguientes expresiones 

l. A1'R.1 esmásfuert.cque.A2'R.2 
2 . A2'R.2es más débil quc.A1'R.i 
3. .A 1'R 1-difereneinbilidnd implicn A2'R. ,-diforcnciabilidad (Jo que se escribe .A, 'R. 1 => Ai'R 2) 
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quiere decir que 
A,(X,l')cA,(X,Y) y n,(X,Y)cn,(X,Y) 

Es claro que Ai'R 1 :::} .A?'R.2 es equiva1ente a decir que cada función que es .A 1'R 2-difercnciab]e en \1.n 
p1mto también es .A2'R 2-difereJJciable en aquel punto. 

5. Sean dos métQdos de diferenciaci6n A 1'R. 1 y .A 2'R1 tales que para cualesquier par de E.V.T X, Y 
eciste un Subcspacio Vectorial M(X,Y) e �(X,Y) t.aJ que 

A;(X,Y) e M(X,Y) y M(X,Y)n??;(X,Y) = {O} 

Si una función J : X � Y es difcrenciable en un punto, bajo estás condiciones, J)Or ambos métodos 

.A lR. r, (i :a 112) entonces sus .A 1 'R.1 y A2'R2-derivadas en dicho punto deben coincidir. en particular 
cuando un& funci6n es diforcncinble en un punto 1>or dos metodos ca.sircgulnrcs, entonces ambas derivadas 
deben ser las mismas. 
6. En un mé,odo regular de diferenciación, la derivada de una funci6ll de \•ariabJc escalar (i.e. con 
dominio R) debe C<>Ülcid.ir cou la dcri,-ada ordintu'ia. En cambio un método casi-regnlar una función de 
va.1·iable escalar que es dffereociablc CJi cl sentido ordinario puede no ser difercnciable según el método 
casi-regular. 

2.2. Desarrollo Histórico del concepto de Derivada 

En esta sección damos 1a. historia del origen y desarrollo de varios métodos de diferenciación 
desde Volterra. 

l. En 1887 Vit.o Volterra introdujo el concepto de derivada variacional. Este fue el comienzo 
del análisis en Espacios de dimensión infinita. Si1\ embargo hubo u11 largo camino cutre esta 
a udaz tentativa y la creación de un Cálculo Diferencial en Espacios .Abstractos�. En realidad 
aun la definición actual de diferenciabilidad de una función real de varias variables no existia 
en aquel tiempo y la definición de la Dc.l'ivada "total"de una fondón definida en un Espacio de 
dimensión finita a otro fue del todo carente; solo fueron consideradas derivadas parciales. Una 
función de n variables fue Jlamada diforcnciable en u11 puoto dado si sus primeras derivadas 
parciales: de primci· orden con respecto a. cada argumento existían y eran continuas en alguna 
vecindad de dicho punto. Esta definici6n es inadecuada por ]as siguientes ra?.ones: 

l. Su formulación es superficialmente no invariante bajo un cambio de cool'deuadas. 

2. Se asume la existencia de derivadas no solo e.n el punto dado si no también en puntos 
vecinos. 

3. Se asume el concepto de continuidad el cual no es relevante. 

Eo particular no se reduce a la defioición usual cuando n = l. La derivada de Voltcrra fue, 
de hecho, una. generalización del concepto de derivada parcial aJ caso de funcionales reales 
definidas en el Espacio C de funciones continuas en un intervalo compacto. 

La definición de difercnciabilidad de una función, equivalente al concepto actual, fue prop
uesta solo en 189·3 en un paper de Stolz y luego en 1905 CJl uno de Pierpont. para cl caso de 
Espacios de dimcnsi6n finita-. Sin embargo fue solo cuando el papcr de Young aparecio (1910) 
que todos se llegai·ou a convencer de la superioridad de la nueva definición: 
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U1la función f: R,, -+ Res diíerendable en un punto (:c1tx2, ... ,xn) de acuei·do 
a Stolz-Picrpont-YouJJg si las derivadas parciales Df:, (i = 11 2, ... , n) existen en 
este punto y además se cumple que 

n 

f)J /(>:¡ + h1,%2 + h,, .. .  ,x. + h.)- J(x1,x2, .. ,>:n) = L (-8 . + <;)h; (2.5) 
i=l %, 

donde <1 -+ O cuando 111111 = máx(lh,1, 1h11, ... , lli,,J) -+ O, (i = 1, 2, ... ,n). 

Esta idea expresa esencialmente la idea de una aproximaci6n lineal; la importancia de esta idea 
en problemas de análisis fu1lcional no lineal fue luego repetidamente acentuada por Hada.mard. 
La idea fue primero usada. explícitamente en 1911 por Maurice Frechct, un estudiante de 
Hadamard. Él. modificó la definición de Stolz-Picrpont-Youn.g de manera ligera pero importante 
en principio. El reemplazó el ténnino rcsta11te en (2.S) (í.c. la suma (¡h1 +t2J1.2 +· · · +tnltn) por 
<lll•ll donde < E R tiende a cero cuando 11h11 -+ O, y 11h11 es la distancia entre los punt.os x + h y 
x, x = (x1,x2, ... , x,,), h = h¡, h2, ... ,h.) dada por la fórmula 11h11 = máx{l/•1l,Jh.2I, ... , 111,,1) 
ó 111•11 = h1 + 1'2 + · · · + "• ó 11h11 = lh,I + 11'21 + · · · + lhn l (t.odos los lres casos dan la misma 
dcfinici6n de diferenciabilidad). Para Frediet este fue solo el primer paso para conducir la teoría 
en la que se embarcaría por treinta. aiios, un modelo para la definición de la deriva.da de una 
funcional. 

En 1937 él mismo escribió: 
<;'est M. Volterra qui a eu le premier l'idh d'étcndre le champ d'applieati<>n du Cakul drfférentiel a 

"Analyse fonctionnelle. ( ... ] Toutefois M. Hadamad a signalé qu'il y aurait gcand intéret á généralikr les 

définittOM de M. Voltem1. [ ... ] M. Hadamard a mont,é le chcmin qui dcv.iit conduirc vera du définition.s 
satisfaisantes en proposant d'imposcr i la différentielle d'une fonctionnelle la condition d'Ctre linéaire par 
rapport il la différenticlle de l'argument" 

Cuya t.raducción seria más o menos asi: "Voltcrra fue el prjmero en tener Ja idea de extender 
el dominio de fondones del cálculo diferencial al análisis funcional ( ... ). Hadamard observó que 
sería de gran interés generalizar la definición de Volterra [ ... ]. Hadamard mostró la manera en 
que se podía IJevar n c:abo una definición satisfactoria, requiriendo que la difc.rencinJ de una 
funcional debería. ser Jineal con respecto al diforencial del argumentoi, . 

Sin embargo, esta condición fue insuficiente en si misma para la definición exacta del diíer
encia.1. Se dió una. definición exacta en 1911¡ esta corresponde a la idea intuitiva de que la. 
diferencial de una funcional debería dar una "simple 2"aprox:imada"expresión para el incre
mento de la funcional. La palabra "simp]e"'es: dada con significado preciso por la condición de 
linealidad de Hadatnard. La palabra "aproxitnada"significa. que la diferencial es la parte prin
cipal del incremento de una funcional de e.s� tipo, en el sentido que la diferencia 6.U - dU 
cutre ellas de.be.ría ser infinitamente peque1la e1l relaciól'J. al incrctnc1lto del argumento de /. 

Pero aun se tenía que dru· un sentido más preciso a estas últimas palabras. En el mismo 
artículo de 1911, Fl'ec:het dió la siguiente definición de diferenciabilidad: 

La. funcional U A tiene un diferencial en el punto Ao si existe una fondona! V 6A que 
es lineal en el inc1·ement-0 6.A, y difiere del inc1·ernento de fa funcional U A en Ao por 
una cantidad que es in6nitamc11te pequeña en comparnción con la distancia entre 
los argumentos Ao y Ao + l, A 
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Si,1 embargo, esta definición es incorrecta. El hecho es que las funcionales son de.finjdns en 
Espacios Métricos Lineales. Consideremos por ejemplo cl Espacio Métrico Lineal (actualmente 
un Espacio de F\·cchet) obtenido de la recta real con la métrica definida por p(x, y) = ,/lx - y¡. 
La función identidad f : (R ,p) -+ (IR ,p) definida por f(x) = x en este espacio tiene como 
derjvadn en cero cualquier uúmCJ·o A según la definición de Frechet dada arriba

1 
desde que para 

tal>-
cuando 

Frechet mismo dió como ejemplos solo métricas que son generadas por normas. En aquel 
tiernpo, sin embargo, el co1\ccpto de n01·ma no existía¡ y tuvieron que pasar 14 ruios ant.es de 
que Frecl1et llegara a su celebre definición de derivada en F.spacios Normados. 

Por esta época GAteaux. otro estudiante de Hadamal'd, introdujo la siguiente definición de 
diferenciabilidad (para funcionales) la cual es adecuada para cua.1quiel' Espacio Lineal (1913) 

Una funcional J : X -Jo R real-valuada definida en un espacio lineal X es Giteaux· 
diferencia.ble en x E X si para cualquier h e X el lírnite 

6/(x,h) = lím 
/(x + th) - /(:r;) 

,-.o t 
tEP. 

existe (el cual es frec.ucntemente llamado "la dfferencial de Gáteaux en � por el 
incrcme11to h."} 

E,1 otras palabras, la composición de la función lineal continua t e R t-t :t + tia e X de la recta 
real a X y la funcional fes diforenciable cu O para. cualquier h E X. Asi la diferenciabiJidad de 
GAteaux en un punto es simplemente la difcrcnciabilidad a lo largo de todas las posible8 lineas 
que pasan a través del punt.o. Evidentemente la difel'encial de G3.teaux no ncesariameute tiene 
que ser lineal en h., asi que no satisface el requedmicnto de. linealidad de Hadamal'd. 

Después de algún tic�mpo varios matemáticos, incluyendo al mismo GAteaux, encontraron 
condiciones que implicaban la linealidad de la diferencial de G.ite.."lux. Asi, en 1919 Daniell 
(el descubridor de la integral de Daniell) mostró qoe ésta linealidad se obtenía para funciones 
Lipscl1itzianas definidas en el Espacio de funciones continuos eu intervalos compactos cuya 
derivada de Gitcaux existía. localmente: Sea f : C -+ R una funcional real definida en el 
Espacio de funciones continuns definidas en el intervalo (o,b]. Si f cumple la co1\dición de 
Lipschitz 

l/(2:1) - /(z2)I � M J�ff
6 

l2:1(-r) - 2:2(-r)I 

y si la difcl.'encial de Gátcaux 6J(x,h) existe para todos los he C y pan, todos los x en alguna 
vecindad máx.,¡r,¡6 lz(-r) - ,:•(T)I del punto xo € C, entonces 6/(2:, /1) es una funcional linMI 
en h. 

Finalmente, Paul Levy, otro estudiante de Hadamard, C1\ su libro "Lecon6 d'analyse fonc• 
iiounelle" (1922) simplemente impuso Ja condición de linealidad de Ja derivada de Gáteaux con 
respecto al incremento: 

Una funcional f definida en un Espacio Lineal X es difcrcnciablc CJl cl sentido de 
Gateaux-Lcvy c.n x e X si es GAtcaux diferenciablc cu este punto y la funcional 
h €o-+ 6/(:r;,h) es lineal (y continua). 
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Las definiciones de Gtlteaux.Lévy y Gñtcaux se mantuvieron sin cambio para funciones entre Espacios Vectoriales Topológicos. Aunque la. clase de funciones que tienen derivadas Gáteaux· Lévy es bastante amplia., el teorema de diferencia.ci6n de funciones compuestas no se cwnpJía. F\·échet en 1937 consideró el siguiente ejemplo: Sea f : IR -> R 2 una función de la recta l'eal al plano R 2 dado {en coordenadas cartesianas) por /{t) = {t, t2) y sea g: IR 2 .... R definida por 

9(:0,y) 
= {: 

si y= :i:2 

en otro caso 
la funci6n fes Giitcaux-Lóvy diforcnciable en O con derivada /'{O) : te IR ,_. t(l,O) y la función 
g resulta Gateaux-Lóvy difercuciableen /(O)= (0,0) con derivada O (la función constante cero); sin embargo la función compuesta g o J resulta la identidad en R cuya derivada es 1 y no O. Asi, surgió el problema de eJ\contrar definicfo11cs menos generales para las cuales el teorema de diferenciación de la función compuesta sea válido. F\'cchet resolvió este problema definiendo la derivada de una función f entre Espacios Nonnados como sigue: 

Unn función f : X � Y eu�rc Espacios Norma.dos X e Y es 11amada Frechet. difercnciable en 2; E X si existe una función lineal y continua A : X -t Y tal que 
f(x + h) - /(x) = A(h) + r(h) 

donde Hr(h)II 0 
� .... 

cuando llhll .... o 

Por aquella época sin embargo no estaba. clara la floción de Espacios Nonnados. Frechet llamó a sus espacios "vedoriels abstraits distanciés,i . Los Espacios de Banacl1 fueron introducidos por Stefan Banach en su disertación de 1920, con un punto de vista de la teoría no lincal 1 como él 
escribió posteriormente (1932) "Ces l!Spaces (complex vector spaecs) c:onstituent le point de départ de la théorie de.s opé rations linéai res complexes ed d'une class, l!ncore plus vaste, des opérations analytiques, qui présentent une génerafisation des fonctions analytiques ordinaires (cí. p. ex. l. Fantappié, l. íunzionali anatitici, Citta di Castello 1930). Nou.s nous proposonsd'l!n e:xposer la théorie dans un autre vofume" En la segunda. aparición de su libro e1l 1950 bajo el título "Les problCmcs concrets d'analyse fonctioncllei', Lévy di6 una versión más complicada que su dcfinici6n de 1922: 

Una funcional f : X -> R definida. en u11 Espacio Métrico Lineal X es Lévydiferenciable en uu punto x E X si ésta funcional es difcrcnciable en :i: en el sentido de Gateaux-Lévy y satisface la condición de Lipschitz en este punto, esto es, si existe una constante M > O tal que 
lf(x,)- /(x2)1 < Mp(x1,x2) 

para cualesquier x¡ 1:c2 en alguna vecindad de x (pes la métrica en X). 
La diferenciación de Lévy es ca.si.regular pero no es regulal' y aun para funciones reales de variable real no se reduce a la difcl'enciación ordina1·ia. Además la condición de Lipschitz no es invariante bajo cambios de In métrica que ind\lcen la misma topología. El mismo Lévy escribió: 
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"Esta dtfinic.i6n es. sin duda, injustiíicadamtnte complic1da ... Lo mejor es contiuar con la primera 
definición de Frec.het ... 

2. Por algún licmpo loo Espacios Normados y la derivad• de Frecl1el íucron de salisíacción 
para tod05¡ pero a mediados de los tttinta es cu,1.11do loe mMemáticos Uegon a considerar 
Eopacios Veel<>rial .. Topológicos mú gmcrales que loo F.opacios Nonnadot. .. el problema de 
generalizar el couccp\.o de derivada otra vci. aLrajo la at.cnci6n. 

Por aquellos lulos. justo antes de la Segunda Guerra Mundial y en los ¡>rimeros años de )l\ 
gucrr" un número de artículos sob,·o eaLa interrogante npnrccieron en EuroJ>tL y en Américn. 
El trabajo Amcriur10 tuvo un caracter construdivo y en conección con una generalización 
de la idea de aproxjmacióu lineal debida A Stol:z, Picrpont., Young y Frechct. En cambio en 
Europa se tuvo un ca.racter descriptivo; aic basó en la idea de una caract.erizaci6n axiomática 
de la derivada., escncialmeole co el n,qucrimicnlo de que el ¡..,rema sobre la diferenciaci6n de
funciones compuesl.u debería mant.cncrte. Examinemos en primer lugar esta ecg:unda dirección. 

En 1923 Hadamru·d public6 una corto nota: "Le p,•oblemc de la dilfcrcnticllc said dans 
l'c.naeigncment". Dnm08 el extracto rclcvnutc de ésta: 

"'Ya en 1904, en su.s lec.turas en � Pa,is Ptdagog�I Museum, Poinc.ué dijo que es tiempo de pensar 
en términos de derivadH y no de di(eren<ialts. Me partt:e útil 1fitmu esto en l.a enMñanta y eviur las 
compkadas expic.aciona que son d.adu en COMCa6n con las tradiciones d�s aCflCI del símbo6o d. 

411• f(•ld• 
dr • pdz +qdy 

(2.G) 

(2.7) 

¿qué es lo que significa la ecuación (2.G)?. Significa simplementt que si .g (y en consewencia y= /(2:)) 
ts una función de una va,iable arbitraria u, entonces e:ualquttra que sea la conecci6n tRttt .i: y v se puede 
-«"rib.r (p,ob11do qu. I• 4fflV1id• �. eMta) 

!!=f(•)� dtt ,., 

�cual es el teotema de la dife,enciac.i6n dt funciones compuestas ¿qu� es lo que significa la ecuación (2.7)?. 
Significa que si z,y y asir= /(2:.y) son e,c,preudas como funciones de una variable arbitt1,ia independiente 
"· entonce,:, c.ualquiera que sea la expresión ,e puede escribir 

d. 4: 4, d: dy dz dy ;¡;;""' ¡;¡;+¡;;¡;a P;¡; +t¡; 

estos son los únKOS si¡nifie1dos de las ecuaciones (2-.6) y (2.7)"'. 
Esta idea fue devuelta a la vida primero por Maurice F\-echet.. Después de 14 años Fi·echct 

di6 una nueva definición de deriva.da (parn funcionales en el Eeptlcio de funciones ele una varfo.blc 
real), he aqui su definición (1937) 

"Decimos que una funcional U(/) es diícrenciablc para J = J, en el sentido gcoeral
ir.ado de Hadamord si cxisle una funcional W(df, /1) lineal en df la! que ai la funci6n 
J(t,>.) es diícrcnciablc ooo respccLo a>. para>.= O y /(t,O) = /o(t), cntouoes la 
función U(J(t,>.)) de>. es difcrcnci•ble en>. parn >.=O y para>.= O 

�U[/(t, >.)) = w[�.Jo] 
o en la notación de variaciones 

6U(/) = W(6/,/o)" 
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Aqui se debe entender que la. función J(t, A) es difercnciable con re.spect.o a,\ para cada t fijo 
y q\le � L.=-0 como una función de t pertenece al Espacio de funciones en cuesti6n. 

Frechet mostró que para Espacios de dimensión finita la. derivada. de Hadamard-Precbct (o 
derivada en el sentido generalizado de Hadamru:d) coincide con la derivada de Stolz-Pierpont
Young; y dió un ejemplo (construido anteriormente por Paul Lévy para otros propósitos) para 
mostrar que en Espacios Nonnndos la difcrencia.biHdad en el sentido gcncralfaado de Hadamard 
no implica, en gcJ\eral, difcreu.ciabilidad en el sc11tido de F\'echct. En particular ]a funciona] 
:t H máxo,¡,;;1 lx(-r)I definida en el Espacio C(O, 1) es Hadamard-Freclict diferenciable en cada 
punto x E C(0 1 l)i toma su valor m{LX:imo en un solo punto del intervalo (O, 1), pero no es Frechet 
difcrenciable en ningún punto. 

Quedaba solo un paso adicio1tal: liberar a la definición de Hadamard-Frechet de su t•es
tructura"funcional. Este paso fue tomado por Micha[ al a1io siguiente (1938)

1 
quien extendió la 

noción de difc.renciabilidad a Espacios Vectoriales Topológicos arbitrarios en la siguiente defini
ción: 

Una función / : X _. Y entre los Espacios Vectoriales Topológicos X, Y es llamada 
HM-diferencia.ble por Michal (llamaremos Hadama.rd-difcrenciable) en un punto 
:t: € X si existe una función linea] y continua A : X _. Y ta) que, para cualquier 
función Y, : R _. X de la recta real n X que es difcrcnciable en todo punto de R 
con la condición de que v,(O) = :t, la composición fo ,f, es difcrenciablc en O y 

(/ov,)'(O) = A[,fi(O)) 

Esta generalización difiere de la definki611 de Hadnmat·d-.tl'Cchet por un cambio insignificante: 
Micl,al reemplaza la condici6n de diferenciabilidad de la fonción ,f, : R -> X en O por la 
condición de diferenciabilidad en todo punto. Él no estudió la pregunta de si la definición 
modificada, la cual es formalmente más débil, es genuinamente más débil. De echo, las dos 
definiciones son equivalentes. 

El paper de Michal (1938) no recibió atención por u1\ considerable tiempo. Asi en 1942 
Ky Fan y en 1949 Balanzat consideraron derivadas de Hadamard solo e11 Espacios de F\'echet. 
Madame Long de Foglio en 1950 trabajó en la definición de Hadamrd en L-espacios (Espacios 
Lineales con una definición de convergencia). Solo en 1960 Ba.lanzat introdujo nuevamente esta 
definición para. funciones entre Espacjos Vectoriales Topológicos. 

3. Ahora consideremos la otra linea de trabajo, la Americana. Fue desa.rrollado por Miclml, 
Paxon, Hyers, la Salle, Pinncy (todos ellos del CaliforJ\ia. lllstituLe of Tcdmology). Como se 
mostró en Ja sección 2. L la definición de derivada, la cual está basada en la idea de a.proxilnación 
lincalJ se reduce a la definición de "pequeñez"; es decir definir pal'a cada pnr de E.V.'l'. X, Y 
el conjunto n. (X, Y) de funciones inlll\itesimales. 

La primera definición de pequeiiez de una función entre F..spacios Vectoriales Topológicos fue 
pl'opucsta por Micbal y Paxon en 1936. Solo un año después Kolinogorov y Tikhonov introdujo 
la de.finició!l de un Espado Vectorial Topológico. 

Sea u un sistc.ma fundamental de vecindades del cero en un Espacio Vectorial 
Topológico X. La función r : X -) X es infinitesimal e11 cl sentido de Michal y 

Paxon si para cualquier ( > O exi6te una vec.indad del cero Uc € u tal q\le para 
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cualquier h. E U, existe una vecindad del cero V,1 E u cumpliendo que 

,h E /r(V,,) y r(h) E in.t(V,,) 

donde /re int representan la frontera y el interior. 
Est.a definici6n éS adecuada solo para funciones de un Espacio Vectorial Topológico a si mis

mo. Ni Michal ni Pa.xon regresaron a. est.a definid6n después. Posiblemente porque la definición 
de diferenciación que ellos introdujeron no da un operador definido único. Par-a la unicidad es 
suficiente requerir que el siste.mn u tenga la siguiente propiedad: Si U1 y U2 son dos vecindades 
del cero en u, cada uno de ellos absorviendo al otro (i.e. tal que .\1U1 e U2, .\2U2 e U1, para 
algunos .\1, .\2 E R), entonces estas vecindades son homot.éticas (i.e. U1 = .\U2 pata algún 
AER). 

Un ailo después (en cl artículo de 1938 ya mencionado) Micha! propuso una nueva definición 
de pequeñez: 

Una función r : X -+ Y entre los Espacios Vectoriales Topológicos X, Y es infinites
imal (digamos Michal-38 illfinitesimal) si para cualquier h E X se cumple 

r(h) =¡,(h,h) 

dondeµ.: XxX-+ Y es w1a funció1t del producto XxX a Y que tiene las siguientes 
propiedades 

l. µ(O,h) = O, Vh E X 
2. µ(h1,tl12)=tµ(h,,h2), para todotelR, l11,h2EX 
3. La función 1• C4 coot.iü1.tti \!H \!l wujuut.o {O} x.X 

Michal mostró quo para Espacios Normados esta definición es más débil que ]a de F\·echet. 
En 1940 11.1.iclial dió aun otra. definición de pcq\leñe1,1 

esta vez para funciones de un Grupo 
Topológico Conmutativo a otro: 

Una función r : X -+ Y cntl'e los Grupos Topológicos Conmut.ativos X, Y es in
finitesimal { digamos Michal-40 infinitesimal ) si para cualquier h E X 

r(h) =¡,(h,h) 

donde ¡1 : XxX-+ Y es una ÍWlción del pl'oducto XxX a Y que tiene las siguient.es 
propiedades 

l. ¡;(O,h) = O, Vh E X 

2. µ(h1,nh2) = nµ(h 1 ,h2) para todo ente1·0 positivony parn todos ]os h1,IY2 € X 
3. Existe una. vecindad U' del cero en X tal que pa1·a. cualquic1· vecindad V del 

cero en Y exjste una vecindad U del CCl'O en X tal que µ(hi , h-2) E V siemp1·e 
que h1 E U, 112 E U' 

Para Espacios Normados la Michal-40 difctcncia.biHdad coincide con la difcrenciabilidad de 
Frechet. 

En 1941 en las lecturas de la Universidad de Stauford1 Micha! dió una formulación equiva
lente de la definielón de pcquefi.C:?. (de acuerdo a. Michal .. 40) para Gmpos Topológicos Conmu• 
tativos en términos de la. misma función r 
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Una función r : X -+ Y entre los Grupos 'lOpoJógicos Conmutativos X1 
Y es in

finitcsitual si existe una vecindad U' del cero el\ X tal que para cualquier vecindad 
del cero V en Y existe una vecindad U del cero en X tal que para cualquier mJmero 
na�ural n se cumple ]a implicadón 

la E U II nh E U'=> nr(h) E V 

&ta formu]ación equivn1cu� fue publicada. por Michal solo en 1947. Frechet, en 1948
1 

llegó in
dependientemente a esta refonnulación de pequcñc,; de acuerdo a Michal-40. 

Por el mismo año de 1941 una nueva definición de pcqueiiez para Espacios Vectoriales 
Topológicos Localmente Convexos fue propuesta. por Hyres1 quien fue el co-aut.or con Michal  
de un número de  artículos dedicados a la  construcción de  una geometría diferencial infinita
dimensional sin coordenadas. La dcñnidón que di6 es la siguiente: 

Una función r : X -+ Y entre los E.V.T. Localmente Convexos X, Y es llamada 
infinitesimal {diremos liy1'CS infinitesimal) si parn cualquier seminorma q en Y existe 
una. serninorma p en X tal que para cualquier t > O e:x:iste un 6 > O tal que se cumple 
la implicación 

p(h) < 6 => q[r(h)) < <p(h) 

Para Espacios Normados la derivada de Hy1·cs es Ja misma que la derivada de f\-echct. En su 
artículo de 1945. Hyres indica la relación entre sus definiciones y la de Micbal. La Michal-38 
diforc.nc:iabilidad es más débil que la Hyres diforcnciabilidad¡ esta, a. su vez1 es más débil que 
la Michal-40 diferenciabilidad. 

Por el mis-mo año, 19411 La Salle en su disertación int.rodujo un concepto de pcqueriez para 
funciones de grupos con opel'adores que son elementos de un aniJlo 11ormado. El uso pseudo
normas generaliza.das. 

En 1957 Fiscbcr llev6 la definición de Hyres a Grupos Topológicos {no necesariameJ\tC 
conmutativos) y en 1965 Rcid hizo lo mismo para eJ cnso particular de Grupos Conmutativos 
Loca1mcnt.c Convexos. También en 1957 una nueva definición de pequeñez para funciones cut.re 
Espacios Localmente Convexos fue propuesta por Marincscu en Rumania: 

Una función r : X -+ Y entre los E.V.T. Localmente Convexos X, Y es llamada 
infinitesimal si para cualquier seminorma q en Y existe una. scminonna p en X tal 
que 

q[r{I.)] O 
p(h) -+ 

cuando h-+ o 

Independiente y simultaneamcnte una definición equivalente fue dada por SebastiAo e SiJva en 
1957¡ siete aJios después, en 1964, la misma definición fue dada nuevamente por Kcller. En su 
mismo artículo l(eller introdujo dos definiciones adicionales de pcquciie1. para funciones entre 
Espacios Localmente Convexos (todas esta definiciones fueron obtenidas por éJ de un esqucJ:na 
simple, comen?.ando de la dc6uici6n de Hy1·e.s): 

Una función r: X ; Y cutre fos E.V.T. Localmente Convexos X, Y es infinitesimal 
si existe una seminorma p en X tal que para cualquier scmi1\0rma q e..n Y se c-.unple 

q[r(I.)) =w(!.)p(h) 

donde w(h) ; O cuando p{h) ; O (en una segunda definición cuando J, � O) 
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La primera definición coincide con la definición Micl.1al-40 (Kcller solo demostró que esta difer
cnciabilidad es más fuerte Q\te la de Michal-40). La segunda definición es nueva. 

En 1962 Serge Lang en su libro "lntroduction to differclltiablc manifolds"publicó la siguiente 
definición de difercnciabilidad. 

Una función r : X -;. Y et1trc los Espacios Vectoriales Topológicos X1 
Y es infinites

imal si para cualquier vecindad V del cero en Y existe una vecindad U del cero en 
X !al que 

r(tU) C o(t)V 

donde, como es usual, o(t) significa. que la función o: IR -+ R verifica límt-tO � = O 

Para Espacios Localmente Convexos esta dcfil\ición coincide con la de liyres. 
También en 1962 A. Bastiani (de la Universidad de Paris) en su discrtaci6n .. Oifférentia• 

bilité da.ns les espaces loc.alement convexcs Distrncturesndió tres definiciones adicionales de la 
dedvada. Dos de estas repiten las definiciones de Hyres y Marinescu casi litCJ.·almellte; la tercera. 
tiene una nueva forma. 

Una función r: X -;. Y Clltre los Espacios Vectoriales Topológicos X
1 
Y es infinites

unal si la fwición (t,h) E R xX >-1 � E Y es continua en el conjunto {O} xX (se 
asume que (O, h} >-1 h) 

No es de sorprender que esta definici6o sea equivalente a la de Michal-38. Cabe mencionar que 
Bastiani menciona solo a BalaJ\zat entre sus predecesores. El trabajo de los restantes autores 
parece haber sido desconocido poi' él. 

4. En 1955 J. Gil de Lamadrid (de la UJ\ivcrsidad de Michigan) en su disertación pl'opuso 
una nueva aproximación de la definicióo de derivada, una aproximación por la cual un espectro 
completo de difcrcndabilidad era definida en una sola definición, con la topología en el Espacio 
de Funciones de un Espacio Vectorial Topológico a otro sirviendo como un "'parámetro". 

Sea J' (X, Y) el Espacio de todas las funciones de un Espacio Vectorial Topológico X a 
otro Y> y sea.,. cualquier topología eJ1 J='(X

1 
Y) (no necesariamente lineal). Pru:a ]a función 

f: X-+ Y, un punto :t E X, t E R y h E X pongamoo 

!,(Ji)= 
f(x + th) -/(2:) 

t 

Not.cmos que para cada t, J, E J'(X, Y) i.e. es una función de X a Y. 

La función f es llamada T-difcrenciable eit :t c.11 c1 .sentido de Lamadrid si existe 
una función (no necesariamente lineal) A E J' (X, Y) tal que/, -+ A cuando t-+ O 
en la topología ,,. 

Por ejemplo una función no lineal f : X -;. Y homogenea de primer grado es T-difereuciablc 
en O para cualquier topología ,. en F, y su derivada es la misma función f que no es una función 
lineal de X a Y. 

Au11 en el caso de funciones de R a IR la diforcnciahilidad de Lamadrid no coincide, en 
geJ\eral, con la difcrenciabilidad ordina1·ia1 como lo mue,;trnn los siguiCJ.1tcs ejemplos: 
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Ejemplo 2 Sea/ la función característica dcl intervalo< 1,2 >. La función/ es difer• 
enciablc en O en el sentido ordütttcio1 sin cmbt\rgo no es -r-direreneiablc en el sentido de 
Lamndrid en O cuando 1' C$ la más fue1·tc to¡>0logía en F(R, !!t) par� Ja cual la función 
ca.u6n.ica de L( < -oo, oo >) -+ F(R , R ) es continua. 

Ejemplo 3 Sea L2 el Est>l.\cio de todas IM funciones de cuadrado Jocalmente integrable 
rcn1 valuadas en R, con In topología r' definida 1>0r un sistema fundamental de vecindades 
dcl et:ro cada una de las cu.Jes está definida como el subconjunto de todas las funciones f 
de L; tal que 

1: /2(t)dt <, 

donde o y f son mí meros positivos. Sea .,. Ja topología más foerte en F(R, R) para Ja cual 11:l 

inclusión canónica L, -+ F(R, R) es continua. Si / es la Íwlcióu caractcristica dcl conjunto 

S = U:°=J [ *,; + F J, entonCC$ / es T-diJerencinblc en O en el sentido de Lamadrid, pero 
no es difcrcnciable cu O en el sentido ordin�io. 

de Lamadrid no investiga la relación entre su defiJtici6n y las otras existentes. En 1959 
él mencionó en un artículo que el p1·oblcma de la relación entre su definición y la de Hy1·es 
permanccia abierto. 

En 1956�1957 los matemáticos portugueses .José Sebastiio e Silva, desarroUando una idea 
de Campos Ferreira, construyeron uoa teoría de cantidades infinitesimales de diferentes ordenes 
y una teoría de diferenciación en conecci6n con ella. Aparte de las definciones ya mencionadas, 
las cuales coinciden con aquella propuesta por Marinescu, Sebastiño e Silva introdujeron dos 
espectros de difere.nciabiJidad caracterizados por la elección de un sistema de subconjuntos 
acotados en X, digJnos /J. El primero lo definian así: 

Decimos que una función r : X -+ Y es P•infiuitcsimal de acuerdo a Sebastiio e 
Silva (en sentido angosto) si pai:a cualquier conjm\to B E /J, existe un conjunto 
acotado C en Y y un 6 > O tal que pa<a cualesquier ltl < 6, h e B 

r{th) Et<.>(t)C 

donde w es una función real de variable real que cumple w(t) -+ O cuando t-+ O. 

y el segundo de la siguiente ma11e1·a 

Una función r : X -+ Y es llamada ,8-infinitesimal de acuerdo a Sebastiiio e Silva. 
(en s,,ntido arn¡>lio) si para cualquier BE /3 

r(t, h) -> O cuando t-+ O 
t 

uniformemente para los h E B 

Existe una dualidad e11tre ]as ,8�-infinitesimalida.d en el sentido angosto y In infiuitesimalidad 
de Hyres (aqui estamos denotando como {3¡, n1 sistema de todos los subcoujw1tos acotados de 
X)1 correspondiente a. la dualidad e.ntre conjuntos acotados y conjuntos abiertos en un Espacio 
Vectorial Topológico. 
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En 19Gl Sebastiio e Silva. llevó esta idea de dualidad a su conclusión l6gica. de considerar 
.B·derivada.s en el sentido angosto no solo en Espacios Vectoriales Topológicos sino también a 
Espacios con un concepto de acotación. 

Notemos que la .B·diferencia.bilidad en el sentido angosto entre E.V.T. es algo patológica 
aún para el caso de fw1ciones definidas en la recta. real a E.V.T. metri.zablc-s, para las cuales 

no coincide con la dife.renciabHidad ordinaria.. 

Asi, Sebastiiio e Silva, como de De Lamadrid, introdujeron un espectro completo (en realidad 
dos espectros) de dife1·enciabilidad. La. relación entre estos espectros es clara¡ la Sebastiiio e Silva 
,8-difercnciabilidad (cu el s,,ntido amplio) es la misma que la de Lamadrid Nliforcnciabilidad 
si -r es la topología de convergencia uniforme en conjuntos del sistema fJ (vea Teorema 2.3 
más adelante). Asi, las definiciones de de Lamadrid y Sebastiio e Silva se cruzan eJ\ la más 
importante clase de topologías del Espacio de funciones de X a Y -la clase de topologías 

(eventualmente vectoriales) de convel'gencia. urtiforme en algún sistema de conjuntos acotados-

En 1958 Vainbcrg y Engel'son introdujeron, de hWlo, otro espectro de derivadas. 

Una función / : X -+ Y entre los E. V.T X, Y es llamada -r·diferenciable en el sentido 
de Vainberg-Engel 'son eu zo E X si para alguna vecindad U de :to la función f es 
Giteuax-Lévy diforcnciable y si ésta derivada c.s continua en Z·o como una fmtción 
de X al Espacio C (X, Y) de funciones lineales y continuas de X a. Y I topologiz.ada 
con la topología T. 

Asi la forma de diferenciabilidad esta definida por la elección de una topología. en e] Espacio 
.C(X,Y). 

La. definición de Vainbei·g y Engel'son es una generaljzación de ]a primera definición de 
difere.nciabilidad de una. función de varias variables (aquella que se dió por medio de la existencia 
y continuidad de las derivadas parciales). 

En 1964 Miroslav Sova (de Yugoslavia) independientemente llegó a la definici6n de fJ· 
diferenciabilidad de Seba.stiao e Silva. Ciertamente para poder deduch· continuidad de la difer
enciabilidad, como dijo Lévy. él intl'odujo una condiciÓJ\ de Lipschitz en so definición¡ ya hemos 
mcncio11ado los defectos de esta aproximación. El principal mérito de Sova es que desde el primer 
Jnomento dirigió su atención a la importancia. de la. 1i-difo1·cnciabilidad (o diferenciabilidad 
respecto del sistc.ma. de todo.� los subconjuntos secuencialmente compactos). Sova most1'6 en 
1966 que aún para Espacios Normados existen funciones reales que son 1l -difcrenciables en 
todo punto pero que sin embargo no so1J Frechet diforenciables. 

Hasta el trabajo de Sova solo se discutía, esencialmente, lar -diferenciabilidad (difcrenc:.ia
bilidad resi>ccto del sistema de todos los subconjuntos acotados); finalmente Sova obsetvó el 
hecho remarcable de que lar -difercnciabilidad es equivalente a la Hadnmard diferenciabilidad. 

2.3. Relaciones entre varias definiciones de derivada 

Primero pl'esentamos una lista de unas 23 dcfüticiones de derivadas, todas ellas en base a 
la definición de peque1lez (de a.cuerdo al punto de vista americano) coino se dcsarroll6 e.n In 
sección 2.1 y luego las re1acionamos unas con otras. El Cl'\OS aparente que se p,:esenta cuando 
se tienen estas definiciones se va a reducir a unas cuantas definiciones. 
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2.3.1. Lista de definiciones 

La siguiente tabla da una lista de todas las de.finciones de derivadas mencionadas en la 
sección 2.2. En algunos casos las dc6nicioncs dadas originalmente por los autores co1\sideraban 
Espacios de Funciones reales o el campo de los números reales R 

I 
las siguientes definiciones 

consideran funciones definidas en general cu E.V.T. 
E.V.T. Espacio Vectorial Topológico. 
E.L.C. Espacio Vectorial Topológico Localmente Convexo. 
E.N. Espacio Nonnado. 
:F (X, Y) Espacio de todas las funciones de X a Y 
C. (X, Y) Espacio de todas las funciones Lineales y conlinuas de X a Y 
U (X, Y) Espacio de todas las funciones Lineales y Acoladas de X a Y 
tl(X, Y) Espacio de todas las funciorlCS homogeneas de primer grado de X a Y 
U x Base Local (del cero) en el Espacio Vectorial Topológico X 
Ux Familia de todas las vecindades del cero en X 
Uy Familia de todas las vecindades del cero en Y 
SC(X) Familia de todas las Seminor-mas Continuas en el E.V.T. Localmente Convexo X 
SC(Y) Familia de todas las Seminormas Continuas en el E.V.T. Localmente Convexo Y 

fJ Una familia de subconjuntos acotados de X 
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1 Nro 
1 

2 

3 

4 

5 

6 ** 

7 

8 

9 

10 

11 

Cuadro 2.1: Tabla de defiuicioucs 

Autor y año X Y I A(X Y) 1 
Stolz(l893), Pier¡,0111(1905) y Young(l910) 1 R" 1 R 1 .c(X,Yl 

r(h) = t <;(h) · h donde<; : R" -> R es tal que lím <;(h) = O ·-1 11-tO 

F\:echcl{l911): Stolz-Pic,·pont .-Young-F\:cchct IR" 

1
R 

'.C(X,Y ) 
difercnciabilidad 

lím 
r(lt) 

= O y r(O) = O 
, ..... ,/h� + há + .. + h! 

Giiteaux(l913): Gateaux difereucia.bilidad 1 E.V.T. 1 E.V.T. 1 1l(X, Y) 

VheX, l�'l >j� = o 

Lévy(1923) : G3tcaux-Lévy diforenciabilidad E.V.T. 1 E.V.T. 1 .c(X, Y) 

vi.ex, !�l r('.
h) 

= O 
F\:echet(1925): F\:echet difercnciabilidad E.N 1 E.N 1 C(X,Y) 

lím�l=o 
A-+0 h 

Micha! y Paxon(l936) E.V.T. 1 E.V.T. 1 .C(X,X) 
v, > o, 3U e /Jx 1 'lh E U, 3V E 13 x : ,J.� V, r(h) e v) 

Froehet(l937): Hadamnrd difcrcnciobilidnd E.V.T. 1 E.V.T. 1 .C(X, Y) 

( ,¡, : R -> X, con ,J,(O) = O tal que 3 lím i,(t)) => Jím rJjl>JtJJ = o 
t-tO t. l-tO t 
t;t.O t#O 

Micbalí1938): Michal-38 difercncia.bilida.d 1 E.V.T. 1 E.V.T. 1 .c(X,Y) 
r(h) = ,..¡h,h) donde,,: X x X-> Y es tal que 

l. ¡,(0,'1) = O, 'lhEX 
2. l-'(h1,tl>2) = t¡,(l•,,1'2), VtelR, "'·'" ex
3. ,.. es continua en {O} X X 

Micbal(l938): Difcrenciabilidad modificada de E.V.T., E.V.T., .C(X,Y) 
Hadamard 

( ,¡, : R -> X tal que 3 lím ,P(!) - ,J,(T), 'IT
) => lím r[,J,(t)J = O 

t-tT t-.,. t-tO t 
l#T 1#0 

Michal(1940): Michal-40 diferenciabilidad 1 G.T.C . 1 G.T.C. 1 .c(X, Y) 
r(h) = ,..¡h,h) donde,..: XxX-> Y es tal que 

l. ¡,(O,h) = O, Vite X 
2. ,..¡h,. ni<,) = n,..¡i.,. h2), 'lt e N, h¡, h, e X 
3. 3U' e Ux 1 'IV E Uy , 3U e Ux :. (1,, E U,h2 e u•)=>,..¡,.,,,.,) e V 

Miclial(l941), Frcchct(l948): Micl1al-41 diferen- E.V.T. I E.V.T., C(X,Y ) 
ciabilidad 

30 E Ux 1 'IV E Uy , 3U' E Ux : (1, E U /1 th E U') => r('.h) E V 
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Nro. 
12 

13. 

14 ** 

15 

16 

17 

18 

19* 

20 

21 

22 

23 

Aotor y año 1 X 1 y 1 A(X,Y) 
Hy1'CS( 1941 ):Hy1-cs-difcrencinbilidad 1 E.L.C I E.L.C I CCX, Y) 

Lévy(1951) 

Vq E SC(l'), 3p E SC(X) / üm � = O 
,.o,�o h 

1 E.N. 1 R 1 C(X,Y) 
r Es Lipschit.?jaua en alguna vecindad del cero y � � = O; Vh e X 

de Lamndridtl955) 1 E.V.TI E.V.T. 11'1X,Y) 
f.!;� R(t¡ - O en alguna topolog,a, de 1'(X, l') aonac R: R -+ 1'(X, Y) 

{,
!!fil cuando t 'FO .., define como: R(t)(h) = 

0
' 

cuando t :e O
Sebast.i.io cSilva(l9SG): Scbastiño e Sih'l'l Diferencia- ¡ E.V.T. , E.V.T. l ó(X, Y) 
bfüdad ••Mst.a 

VB E /J, 3C C Y oc»tado /V<> O, 3ó >O: (11 E B, O< itl < ó) => '11"1 E ,C 
Scbastiiio e Silva(l9SG):,8-diícre:nciabiljdad 1 E.V.T. 1 E.V.T. 1 6(X,Yl 

VB E P. f.!.1}, ,·t:"} = O, unifonnemcntc respecto de h E B 
Scbastiño e Silva(l957): Sebastiiio e Silvn-S7 difü1·en° 1 E.L.C. 1 E.L.C. 1 ciabilidad 

Vq E SC(Y), 3p E SC\A): 9lr\f•)J = w(h)p(/1) donde 
w:X-tlit cstnJque üm w(h)=O 

p(lt)�O 

Marinescu(1957):Marincscu difere:nciabilidnd 1 E.L.C. 1 E.L.C. 1 C(X, Y) 

Vq E SC(Y), 3p E SC(X)/ l!m � = O 
i\�O /¡ 

Vainbel'g y Engel'son(1958l I E.\/.T I E.V.T I C(X, I') 
La función � : U � C (X, Y J dcfül.ida en alguno. "ccindad U e X del cero por 

,/>(z)(h) = üm r(z + fh)- r(z) Vh E X Vr E U ,�o t ' • 
·�· 

es continua en :to = O Cil algu11a to¡>olog,ía T de C (X, l') 
Dast.iauj(1962):Ba.stiani-diferenciabilidad 1 E.V.T I E.V.T. 1 C(X,l') 

VV EUy , VJ,oE X, 3U EUx,3ó >O: (h E ho+U, O< ltl < 6) => r{'.'1 E V 
Long(1962) 1 E.V.T I E.V.T. 1 C(X,l') 

VV E Uy , 3U E Ux : r(tUJ C o(l)V donde o :  R -+ R es tal que 
o(O) = o y V:ió �t) = o 

l(cllcr(l964): Kcller I diforenciabilidnd 1 E.L.C. 1 E.L.C. 1 C(X,Y) 
3¡, E SC(X)/Vq E SC(Y), lim �;v.t1 = O 

p(A)-O l 

I<cller(l964): Kcller II McrcnciabiHdad 1 E.L.C. 1 E.L.C. 1 C(X,Y) 
3¡, E SC(X): Vq E SC(Y), f21, q� = O 

Las definiciones marcadas con una cst.rclla ( *) son ca.si-regulares pero no regulares, y )os 
marcados con dos estrellas(**) no son en general casi-regulru:cs. Los siguientes ejemplos mues· 
tra.n estos ca.sos parlicularcs 
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La de6nición de de L¡,uno.dri<l (dcfinición[141) in.cluyc el siguiente caso particular. Pal'a X, Y 
dos E.V.T. sea la familia u e P (X) de subcoujuntoo de X que vel'ifica (1.6), de modo que se le 
puede asociar al Es¡>acio :F (X, Y) la Topología de Convergencia Uniforme sobre subconjuntos 
de a (o a-t.opofogía) TO'. La diferenClabilidad de de Lamadrid con esta a-topología es lJama· 
da difcrenciabiHdad con respecto al sistema a o simplemente a-diferenciabilidad. Damos 
entonces la siguiente definición 

Cuadro 2.2: 

nombre X Y !A(X,Y)! 
a-difcreuciabilidad E.V.T. E.V.T. C(X, Y) 

VS e a, lím �=O, uniformc.mc.a)te respecto de h E S 

Los casos más importantes de a-difcrenciabmdad son aquellos c.n los que a es 

9 = {A e X/A es finito ). 

'H. = {A C X/ A es secuencialmente compacto). 

C = {A e X/A es compacto}. 

:F = {A e X/A es acotado}. 

{X} : El sistema cuyo único miembro es el mismo espacio X. 

Todos estos sistemas satisfacen la condición (1.G). 
Debemos remarcar aqui que la 'H. -diferenciabiJidad es pru:ticul.:u·mente conveniente porque 

casi todos los teoremas que son válidos para derivadas m{\S fuertes también lo son para la 
'H. -derivada. Asi la 11.. -difcrenciabilidad ocupa un lugar especial entre los métodos de diferen
ciación ca.si-regulares. Los siguientes lemas ayudarán a demostrar c1 teorema qoe describe esta 
particularidad 

Lema 2.1 Pora cado método casi-rc{IUlar de di/Cf'enciaci6n ezL$te tm método regular m6.s dibil, 
es decir 

V'R. mét<xlo CMi-rcg-ulm·, 3'R.' metodo regTllor /n e 'R.' 

Demostración. Definamos el conjunto n'(IR ,X)= {r: R --+ X/r(O) = O 11lím1-+0 q1 = O} y 
también 

n,(X, Y)= {r: X--+ Y/r = qo¡, donde p E n(X,IR),q E n'(IR,Y)} 

n',(X,Y) = n.(X,Y) +n,(X,Y) 
n.2(X, Y)= {r: X--+ Y /r = qop donde p E n(X,Z),q E n\(Z,Y)) 
n;cx,Y) = ncx,YJ +n,(x,YJ 

n.(X,Y) = {r: X--+ Y /r = qop donde p E 1?.(X,Z),q E n�_1(Z,Y)) 
n.�(X,Y) = n(X,Y) +n.(X,Y) 
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se cumple que 

'R.(X,Y) e n\(X,Y) e n;(X,Y) e ... e 'R.�(X,Y) e ... 

si definimos 
'R.'(X,Y) = LJ 'R.�(X,Y) 

entonces 'R.' es el método de diferenciación regular requerido. o 

Lema 2.2 La 1l -difere,iciabilidad. c.s má.s débil que c,1.alquier método regular, es decir 

V'R. método reg11lar, ( 'R. -diferenciabilidad:; '/l �difercnciabilidad) 

Demostración. Sea 'R.cualquier método regular de diferenciación y f : X -+ Y una función 
'R.-diforcnciable en :t E X, existen entonces TE .C(X, Y) y r E 7?.(X,Y) tales que 

/(:,; + h) = f(:,;) + T(h) + r(/1), Vh E X 

para probar que f es 1{, -diferenciable en x scl'á. suficiente mostrar que es Hadamru·d diferencia.ble 
ea x (vea Teorema 2.6 más adelante), pa.ta ello debemos verificar que ,. es ti-infinitesimal¡ sea 
entonces la función ,t, : R -+ X con ,t,{O) = O y tal que 31/m, ... o � = xo E X, debemos 
mostrar que lím,-,o � = O. Definamos la funci6n ef>: R -+ X por ef>(t) = tJ,(t) -txo entonces 
lim,-,o �=O y ef>(O) = O y siendo R un método rcgulru· resulta que ef> e 'I< (X, Y). Si delinimos 
la función lineal y continua T : IR -t X por T(t) = tx,01 

Vt € 1R en�onces por 1a Proposici611 
2.1,(3) tenemos que 

,·o (1>+ T) = ,·o,J, E 'R.(l!t,Y) 

y por tanto límt-+O � = O com.o queríamos most.rar. o 

Teorema 2.1 (El método casi-regular más débil) La 'll -diferenciabilidad •• el método 
casi•rcg1tlar de dife1v:nci.ación más débil

1 es decir 

VR. mlt-Odo casi.regular, { 'R. -difc,-cnciaJ,.iJidad :.> tl -d.iftrenciabilidad) 

Demostración. Inmediata de los dos lemas anteriores. o 

Si bién es cierto que la 11.-difcre.nciabilidad es el método casiregular más débil, el método de 
diferenciación casi•regular más fuerte es la {X}-diforenciabilidad como lo muestra el siguieut.c 
teorema 

Teorema 2.2 {El método Casi-regular más fuc1·te) La {X) - diferenciabilidad e, el méto
d() casi·rcgular más fuerte, pa,'Q. funciones dcfinido.s de tm E. V. T. c-uaJquie1'lt. a un E. V. T. de 
Hau,dorjJ 
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Demostración. Sea nuu método casi-regular y f: X -1 Y una función {X}-diferenciable 
en :t E X donde Y es de Hausdorff, entonces e,osten TE C(X, Y) y r: X -1 Y tales que 

l. /(:o+ h) = /(:x:) + T(h) + r(h), V/1 E X 

2. \/V C Y, vecindad dcl cero en Y,36 >O:(" E X /\ O< !ti< 6 => r�t) E v) (2.8) 

mostremos que r = O (esto implica que fes 'R · difercneiable en�), supongamos por contrad.ic· 
ci6n que r(ho) '# 01 

para algún ho E X. Como Y es de Hausdorff podemos hallal.' una vecindad 
equilibrada del cero en Vo e Y tal que 

r(ho) � Vo (2.9) 

y para �I vecindad Vo C Y existe un 60 > O que verifica (2.8), escojamos 6 = mín{óo, l} 
entonces cuando O < ltl < 6 y h = !!f tendremos que 

r(ho) r(t�) 
-1- = -1-'-E Vo = r(ho) E tVo e 6Vo e Vo 

lo que es una. contradicción con (2.9) o 

OBSERVACIÓN 
En el teorema anterior se demostró que cualquier función infinitesimal es idcuticamcntc nula, cuando 
Y es de Hausdorff; esto implic-a que solo las ftwcioncs lincaJcs y continuas son {X}-difercuciables. & 
decir, si f: X� Y es lineal entonces se verifica 

fes {X} - diferenciable en% E X <:)fes continua en .t' 

Teorema 2.3 (.8-diferenciabilidad como caso particular) Scar> X, Y dos E. V.T. y fJ C 
P (X, Y) u.nafa111ilia de .subconjuntos acotado$ de X que ve,·;fica {l.6) 1 cntonccs laP-di/erenciahilidad 
{definición /16}) e,"'' ca.,o partic,dar de la diJc,-enciabilidad de de Lamadrid (definici6n {14}) 
cofUiderando 

J. La Topología de Convergencia Uniforme en subconjuntos de P. 

2. A(X, Y)= 8 (X, Y) el E,¡mcio de toda, la.s f,mcione, Linea/e .a y Acoladas de X a Y. 

Demostración. Inmediata de las definiciones. o 

2.3.2. Equivalencia de definiciones 

Teorema 2.4 (Bastiani y Micha! 38 diferenciabilidad) C11ando X e, de Ha11sdorfj, la 
Ba.,tiani-di/trcnciabilidad (dcfinición/20}) c., cqnivalcntc a la Michal 98-di/<n,nciabili.dad {dtfini
ción {8}} 

Demostración. (definición [20] => definición [8]). Sea r : X -1 Y función Bastiani infinitesimal, 
debemos hallar una función µ : X x X 4' Y que verifican Jas tres condiciones de la definición 
[8] y tal que r(h) = ,,(/1,h), \//,EX. Definamos la función /J: XxX -1 Y por 

{ 
r(th2) cuando /11 ,t O/\ h1 = th2 para algún t E R - {O} 

,,¡,. .. ,.,¡ = 
o
---¡-, 

cuando l.1 = OVVIE IR - {O), li1 # t},_, 
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De esta dcfinici6n sigue inmediatamente que para cualquier h E X se cumple JJ(h, h) = r(h) y 
1•(0,h) = O cumplicndooe (1). Además para cualcoquier te IR -{O} y h1,h2 E X tenemos varias 

posibilidades: ll'o. Cuando /,, t O y h1 = >.t/12 pnra algún ). t O, cu este caso ¡,(h1, th2) = 
r(.\.!''2) y ¡,(h 1,h2) = r(.\.�;'a) demostraodo que µ(hhth2) = tµ(h i,li,a). 2do. Cuando h 1 = O 
trivialmente resulta que µ(h 1,ti,,) =O= tµ(h1 ,h2). 3ro. Cuando h1 t >.o,2, V). t O, en este 
caso tenemos ¡i(h.1 1 tlt,i) = O y además como pat·a cualquier $ 'F O 1·csulta que f 'F O entonces 
h, "t (j)th1 = sh, y osi µ(h1,il1) =O.En cualquier caso se llega a verificar (2). Probemos ahora 
la. continuidad de la función /J. en un punto arbitrario (O, ho) E {O} x X, sea. para ello V C Y 

cualquier vecindad del cero en Y, y denotemos ])Or V• la vecindad equilibrada. del cero tal que 
v• C V, debemos hallar dos vecindades U, e X y U2 e X del cero y il-0 respectivamente tales 

que 
h1 E U, 1\/'2 E U,=> µ(h1,l'2) e V 

Por la definición (20] existen Uo C X vecindad de ho en X y 6 > O que podemos asumir 6 < 1 
tal que 

he Uo "O < ¡1.¡ < 6 => r(th) e v• 
t 

co1\siderernos separadamente dos casos: 

(2.10) 

lro. Cuando ho = O, pongamos U1 = JUo y U2 = Uo y sean h1 E Ui, h2 E U2, Si h1 y lt..i 

son ambas diferentes de cero y h1 = Ah2 entonces h.1 = t1h y h2 = t2h para algún h E Uo con 
lt,1 < 6 y jt,j < l, asi tenemos 

r(t,h) 
¡,(h1,l'2 ) = ¡,(t,l1,t2h) = t,µ(t,,h) = t,-

t
-
,
- E t,V' C V' C V 

en loo restantes casos se tiene que ¡,(h., h2) = O E V 
2do. Cuando ho t O, desde que X es de Hausdorfi' podemos hallar dos abiertos U' y U" del 

cero y ho rcspect.ivrunente tales que U' n U" = 0. Sin perdc1· generalidad podemos asumir que 
Uo = U" y definamos U1 = 6Uo y U2 = Uo. Si 1,, E U, y h2 E u, con h, = a.., t O entonces 
h1 E (tU0) n 6U' y desde que los conjuntos Uo y U' son disjuntos, esto último es posible solo 
cuando ltl < 6 y de aqui podem0$ escribir 

r(th) 
µ(h1,h2) = ¡,(th,h) = -

1- E V 

es claro que e1l los restantes casos µ.(h1,h.2) = O E V. demostrando asi el teorema O 

(definición (8) => definición [201) Sea t·: X -+ Y función Micha) 38 infinitesimal, luego existe 
una función /J : X x X -+ Y tal que r(h) = µ(h., li), Vh E X y que verifica lns tres condiciones 
de la definición [8]. Mostremos que esta función r es t.nmbién Bastiani infiuit.csima.11 para ello 
sean V e Y vcci11da.d del cc1·0 en Y y J� e X cualquiera., debemos hallar Uo e X vecindad de 
hoenXy�>O tal que 

r{t/1) 
h E Uo /\O< !ti< 6 => -1- E V 

Como µ es continua en (O,ho) con µ(O, ho) = O entonces existen vecindndcs U1 e X del cero y 
U2 e X de il-0 tal que 
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La continuidad de la multiplicación por escalares en el punto (O, ho) e R x X pcl'mitc hallar 
una vecindad Uo e U2 de h-o y un 5 > O tal que tUo e U1 •iempre que ltl < 5. Asi cuando 
O < ltl < 5 y h E Uo tenemos que th E U, y por tanto 

COl'no se quería demostrar. 

r(th) 
= ¡,(ti,, th) 

= ¡,(th, h) E V 
t t 

o 

Teorema 2.5 (Gateaux-Lévy y g-diferenciabilidad) La Gateaux-Uvy difcrcnciabifüiad 
(definición /4/) e, equivalente a la 9 -difc,ymciabilidad 

Demostración. (definición (4) => g -difcre1)ciabilidad). Sea r: X -+ Y una función G.i.tcaux
Lévy infinitesirnal, entonces para cualquier h E X se cumple que límt-+O � = O. Mostremos 
que Ja función r también es g infinitesimal, para ello sean V C Y vecindad del ce.ro en Y y 
S = { h.11 h2, ... , 1...,.,.} E V 1 el límite anterior permite hallar para cada i un S¡ > O tal que se 
cumple 

O< ltl < 5; => 
r(t:•;) E V 

Si consideramos 6:;;:: mín1,i,rn{6i) entonces para cualquie,r t E R con O< JtJ < 6 se cumple 
que� E V, demostrando que res Y infinitesimal. 

(V-diferencia.bHidad => definición (41) Sea r : X � Y fuocióll g infinitesimal, y V e Y 
vecindad del cero en Y y h E X a.rbitrarios1 entonces para el conjunto finito S = {h} existe un 
l, > O tal que si O < ftl < 6 implica � E V demostrando esto que lím,-to � = O. O 

Teorema Z.6 (Hadamard y 1l dife1·enciabilidad) La /Jadamard difcrc11�iabilida,I {,lefin;. 
eión {1/) c., equivalente a la 1l -difcrcnciabilidad 

Demostración. (definición (7) => 'll-diferenciabilidad) Sea r : X -+ Y función Hadamard 
infinitesimal. Por contradicción supongamos que r J\O es 11. infinitesimal, es decir que cxisteo 
Vo e Y vecindad del cero e.n Y y I< E 1l (i.e I< es secuencialmente compacto) tales que 

r(th) 
'15 > 0, 3h E J(, 3t: O< !ti< 6: -1- � Vo 

Asi podem°" hallar sucesiones (hn)ner< C /( y (tnlneH C R -{O} con In -+ O y como]( C X es 
secuencia)mcnte compacto podemos asumir que /i,, -t 1,. y también que los términos de (tn)neN 
son todos di.sti11tos1 cumpliendose 

Definamos ahora la función 1}, : R .; X por 

t/>(I) = {!nhn 
t./1 

cuando t = t.11, u= 1,2, ... 
en otro caso 
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claramente 1P(O) = O, mostremos que lím1-.o IP!O = h., sea para. elJo Uo e X cualquier vecindad 
del cero en X, como hn -t h. podemos hallar un fl<i E: N tal que hn -h E Uo

1 
V n � no. Pongamos 

60 = mín{lt,1, l�I, ... , lt,,01), entonces cuando O < ltl < 60 tenemos dos posibilidade.,: !ro. 
t f; tn, Vn E NI entonces � = h de donde � - h == O E Uo. 2do. t = t 111 para algún 

ni E N <mtonces nJ > no y J>or tanto � - h. = h.111 - h. E Uo. En cualquier caso resulta que 
� - h E Uo demostrando que lín1,�o � = h. Como r es Hadamard infinitesimal entonces 
límt-+0 � = O de donde lím11-+o:, � = O lo que es una contradicción con (2.11) 

(1!-diferenciabilidad => definició1l (7]). Sea r : X -t Y fw1ción 1{, infinitesimal y supongamos 
que no es Hadamard infin.itesimai

1 
luego existe una función V' : R -+ X tal que el límite 

lím,-.o � = xo existe en X y además lím,--.o � # O, de esto último existe V0 e Y vecindad 
del cero en Y tal que 

V6 > O, 31: O < )ti < 6: r(i't)) 'r- 1ló 

de aqui podemos obtene1· u.na sucesión (t n)neN C IR - {O} con tn , O que verifique 

r[,J,(tn)) " V. V n E N 
tn � O, (2.12) 

definamos el conjunto I< = {�/n E N}U{:oo} que es secuencialmente compacto ( pues 
lím.t-+0 � = X.O imp)ica que lím,.,-,00 � = x.o ) y como r es 'H. infinitesimal, existe un 60 > O 
tal que 

tl'!1!.l 
V n  E N. Vt : o < ltl < 60, + E Vo 

y dado que In --+ O podemos ballar un n, E N tal que paran;, n, se tiene que O< lt »I < 60 y 
por tanto 

lo que es una contradicción con (2.12). o 

Teorema 2.7 (Hadamard y Diferenciabilidad Modificada de Hadamard) La Hadama,-d
di/crencio.bilidad {dcfinú:ión /7/) e, equivalente a la dife,-cndabi/idad modifictidti de Hadamo.T'/I. 
( definición {9/} 

Demostración. Ver (3, pag. 92) o 

Te orema 2.8 {Marinescu y Sebastiio e Silva difere nciabilidad) Patn B. V.T. Localmente 

Convc•os la Seba.iti<io e Si/va-57 di/crenciabilidad {definición {17/) e, equivalente a la Mari
nc,cu di/ercnciabilidad (definición {18/} 

Demostración. ( definición [17} � dcfinici6o (18)). Sea q : Y , IR scrninonna continua 
cualquiera, por hipótesis existen p : X -+ iR seminonna continua en X y w : X -+ R con 
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lím¡,(1,¡-,ow(ll) = O t.al que q{r(ll)J = w(h)p(h), mostremos que lím1,-,o � = O, para ello sea 
t > O cualquiera, luego exisLc un ó > O tal que 

P 

p(ll) < ó => lw(h)I < , 

definamos la vecindad del cero U={,: E X/p(x) < 6), de modo que si h E U cntonccsp(h) < 6 

Y por t.anto lw(ll)j = J 2%W11 < <, demostrando que lím,-,o 2%W1 = O. 
(definición (18] => definición [171). Sea q: Y--, P. scminonna continua en Y, por hipótesis 

existe una. seminorma continua p : X � iR tal que Hm,. .... 0 W. = 01 si definimos la función 
w:X-tR por 

w(h) = {
�• cuando p(h) f' O 
O, cuando p(h) = O 

se puede verificar fácilmente que ésta función satisface la dcfinición(17). o 

Teorema 2.9 (Equivalencia para la Marinescu diferenciablidad) Para e. V. T. Localmente 
Con.vezo&, la$ trc& dcfinici<me.s siguientes de /"nción infinitc,imal son eqvivalcntc, 

a). Vq E SC(Y), 3p E SC(X) / límh-,o qt�:;)J = O (Marine8cu infinitesimal) 

b). Vq E SC(Y), 3p E SC(X) /V,> O, 3U' E Ux: {p(h) � 1 A th E U')=> q[r
(
�•

)
1 < < 

r(lfl) 
e). VVEUy,3U EUx/Vc>0,3U' EUx: (hEUlltlteU') =>-1-e,V 

Demostración. (4 => b) Sea q E SC(Y) eunlquiern, por hipótesis (n) existe una scminorma 
continua p E SC(X) t.al que para , > O arbitrario podC111os hallar una vecindad U' C X del 
cero en X tal que 

h E U' => q[r(h)J < ,p(h) 

Sea h E X y t E IR con p(h) � l y th E U' entonces 

[
r(th)

] 
1 

J 
< 

q -1- = ¡¡¡q[r(th) < ¡¡¡p(th) = ,p(h),;, < 

demostrando (2) 
(b => e) Sea V C Y vecindad del cero cualquiera en Y, entonces existe q E SC(Y) y>.> O 

tal que (y E Y /q(y) < >.} C V y para tal q exist.o un p E SC(X) que verifica la hipót.osis. 
Definamos la vecindad del cero U = {2: E X/p(x) < 1} y consideremos <o > O arbitrario, 
entonces existe un U' e X vecindad del cero en X tal que 

, 
[
r(!h)

] p(h) � 111 t./, E U => q 
-1- < <o>-

Sca h E U y th E U' entonces p(h) < 1 y por t..,nto 

[
r(t/1)

] 
.). _ ¡r(th)

] 
.). q -,- < •• = q � < 
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r(th) 
y en coasecuencia. 7of E V demostrando a.si (e) 

(e=> a) Sea q E SC(Y) cualquiera, y definamos la ve<:indad del cero V= {y E Y /q(y) < 1) 
enWnces existe uua. vecindad U C X del cero en X que verifica )a hipótesis (e), para tal 

ve<:indad podemos hallar un p E SC(X) y Á > O Lal que (:,; E X/p (z) < >.} e U, mostremos 
que lím1t-+O � = O, para ello sea �o > O cualquiera entonces existe un U' C X vecindad del 

cero en X tal que para cualquier h E U y th E U' se cu1nplc 

r(th) 
e >-••v = r(th) < >-<o

t 2 t 2 

Ahora, si h E U' entonces h = {tp(h)}{t¡;fu} E U' y además �¡;fu e U (pues pH.fu] = 

j < A) y en consecuencia 

[
�

] 
_ � q{r(h}] � 

= q(r(h)I 
q fp(h) - 2 p(h) < 

2'0 - p(h) < '0 

demostrando esto que lím,-.... o � = O 

OBSERVACIÓN 

o 

Observe que la definición (e) tiene sentido a.ún para E.V.T. que no ncces&riamente son Localmente 
Convexos; 6&-ta es la definición que usaremos en la t.abla de definiciones que sigue. 

TeorP.mA 2.1 O (K P.llAr TT y Mii::ha.1 4.0 diferenciabilidad) Poro E. V. T. Localmc,nl.41 Con· 
vuos, la Kcller II-difcrenciabilidad ( definición {23}) es C<)1'ivalcnlc a la Micl,al 40 -diferenciabilidad 
(definici6n {10/) 

Demostración. La demostración es completamente análoga a la anle.rior (ver (31 pag. 93]) O 

Lema 2.3 Poro E. V. T. Localmente Convezo&1 la.s cuafro dcfin.icio11cs .siguientes de /·un-ción 
infinitesimal son eqt,ivalcnte.s: 

a). \fq e SC(Y}, 3p E SC(X) /\f, > O, 3ó >O: p(h) < ó => q[r(h}) < <p(h) 
( Hyre• infiniteim.al ) 

b). \fq e SC(Y), 3p e SC(X) ¡11, > o, 3ó >O: {p(h) < l /\O< ltl < ó) => 1[ �] < < 

e). \IV e Uy , 3U e Ux/r(tU) e o(t)V donde o: R -+ IR es tal q><e lfm,�o �=O 
( Lang infinitesimal) 

d). \IV e Uy, 3U E Uxfll, > O, 3ó >O: (" E U A O< !ti< ó) => � e ,v 

Demostración. (a => b) Sea h e X y t E IR con p(h) < l y O < !ti < ó entonces ¡,(t/1) = 

itjp(h) < !ti < ó, luego por (a) tenemos que q(r(th}) < •v(th) = ltl<v(I•) < itl• de donde 
q(�] <<,demostrando asi (b) 

(b => e) 
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(e=> d) Sc.1. V C Y vecindad del ccro
1 

y consideremos Vo la vecindad equilibrada de.l ce.ro 
en Y tal que Vo C V, para tal Vo podemos hallar una vecindad del cero U e X que verifica 
(e). Sea t > O cualquiera, como lim.1-+<1 � = O podemos hallar un So > O tal que 

O< ltl <Jo� 1 
o
�
t
) 1 < < 

además si h E U Y O < !ti < Jo entonces por (c): r(th) E o(t)Vo e {t<)Vo (pues lió es equilibrado) 
y por tanto � E <Vo C ,v, demostrando (d). 

(d � a) Sea q E SC(Y) cualquiera, para la vecindad del cero V = {y e Y /q(y) < 1) 
por {d) existe una vecindad del cero U C X y por tonto un p e SC(X) y >. > O tal que 
{x E X/p(:,;) < >.) e U y que verifica (d). Sea <o > O cualquiera, entonces para,= A<o/2 
existe w1 Jo > O tal que 

h E U II O< itf < Jo � 
r(th) e ,v = >-< o 

v
t 2 

sea h E X con p(h) < � entonces e1 vector h' = �h E U y el número real � E IR verifica 

l�I < 60, h1ego 

,[�. r.fu"] = r(h) 
e v

�, <o¡>(h) 

y por tanto � < to, demostrando (a). 

OBSERVACIÓN 

o 

Nueva.meutc la definición (d) tiene sentido para E.V.T. cualesquiera, no necesariamente Localmente 
Convexos. 

Teorema 2.11 {Hyres y Lang diferenciabilidad) Pam E. V. T. Loco/mente Conv,zos, la 
Hyrcs diferenciabilidad {definición {aj) es equivalente a la Long difc,-enciabili4ad {definición 

{21/) 

Demostración. Inmediata del lcina ant.c.dor. o 

Teorema 2.12 (Equivalencia para la Keller I diferenciabilidad) Para E. V. T. Localmente 
Convczos, las dcfinicion,M sigiiie11te.� de Jur,ci6rt. infinitesimal .ton equivalentes 

a). 3p E SC{X)/Vq E SC{Y), 'I< > O, 36 > O : p(h) < ó � q(r(1')] < <p(1') { Keller I 
infiniteimal ) 

b). 3UEUx/VVEUy,3ó>O: (heUAO< it1<6) � � eV 

Demostración. {o* b) Por hip61<:sis existe pe SC(X) que verifica 

Vq e SC(Y), 'lt > O, 36 > O: p(h) < ó � q(r(h)] < <p{h) (2.13) 
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Definamos la vecindad del cero U = {x e X/p(x) < 1} y sea V e Y cualquier vecindad 
dcl cero en Y, la convexidad local do Y permite hallar un q0 e SC(Y) y <o > O tales que 
{y E Y /q(y) < <o) C V. Por (2.13) existe un Jo> O lal que 

p(/1) < 60 => q(r(l,)J < <op(h) (2.14) 
Si h E U Y O < ltl < 60 entonce. p{h) < 1 y por lanlo p(th) = l!lp(h) < 6op(h) < 60 y por 
(2.14) r<>sulta 

q[r(th)) < <op(th) = <oltlv(h) < •oltl = q['(!"l] < •o 
de donde resulta que � E V 

(b => <>) Po, hipótesis existe una vecindad del cero U C X tal que 

\IV C Y, vecindad del cero, 36 > O: (h E U/\ O < ltl < 6) => r(!h) E V (2.15) 
t 

además existen p E SC(X) y).> O tales que {x E X/p(x) <>.)e U. Sean q E SC(Y) y,> O 
cualesquiera, y definamos V= {y E Y /q(y) < >.,/2), por (2.15) podemos ballar un 60 > O lal 
Q\1C r(th) "e u II o < 111 < 60 => -t- e v (2.16) 
Sea h E X con p(h) < >.60/2 cutonces v[ztc¡¡¡-li] = >./2 < >. y en consecuencia ,;;¡i;¡h e U y 
también l�I = íP(h) < 60 y por (2.16) resulta 

12p(h} ) 1] ). (l)=r-.,-·z;;¡r,¡• V 
2p(h) ' � E 

y por tant.o q[2;1,1r(h)J < >.e/2 = q(r(h)l < <¡>(/•) 
OBSERVACIÓN 
La definición (b) tiene sentido pata E.V.T. cualC$qtt.iel'a. 

2.3.3. Diagrama de relaciones 

o 

En la subsecci6n anterior se demostró que muchas de las definiciones dadas en la Thbla 2.1 
son cquivnlentcs a.si como también algunas de ellas son ca.sos particualal'e.s de otras. Además 
se mostraron equivalencias cnh·c las definiciones dadas por los autores, válidas para E.V.T. 
Localmente Convexos, y definiciones que t.iencn sentido en cualquier E.V.T. (Teoremas 2.9, 
2.l2y Lema 2.3). 

Las definiciones [3], [G] y (13] no"" consideran cu lo que sigue por no 8"r métodos regulares de 
difercncjación. Las definiciones (4), (SJ, (7) y (9) son casos particulares de ta <1-difercnciabilidad. 
Las defülicioncs (8) y (20) son equivalentes el método representativo lo llamamos Micha.l-Bastim\i 
diferenciabilidad. La definici61\ (11) la llamamos simplemente Michal-difcrcnciabilidad. Las 
definiciones [12] y (21] son equivalcnlcs a (d) del Lema 2.3 el cual lhunaremos Hyres dife,, 
enciabilidad. La definición [14] se repite y a In [15] se le da el nombre de Sebnstiño e Silva f3 
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difel'enciabilidad 1 la dcfü1ición (16) es un caso particular de la definición [14]. Las de.Jiniciones [17] y [18] son equivalentes a (e) del Teorema 2.9 el cual llamaremos Marinescu-Sebastiao e Silva difercnciabilidad. La definición (19] se copia exactamente como esta y la definición (22] es equivalente a (b) del Teorema 2.12 el método es llamado Keller difereciabilidad. Asi oodernos reducir la tabla anterior a lns sirruient.es definiciones: Nro. 
l 

2 

3 
4 

s 

G 
7 
8 

9 

Nombre 1 Símbolo A(X,Y) De Lamadrid T-diferenciabilidad 1 L, J'(X,Y) 
)� R(t) = O en alguna topología T de J' [X, Y) donde R: IR -+ J' ¡X, Y) 

se define como: R(t)(h) = ' { � cuando t # O O cuando t = O u-difel'enciabilidad 1 (7 1 C(X,Y) 
VS E"' Hm rJ_tl� = 01 unifol'JncmcnLe respecto de he S ,�o t ;;VSEa,VVeUy,36>0:hE SAO< ltl<•=> r('.''l e V 

Scbastiiio e Silva /J- difcrcnciabilidad 1 s. 1 C(X,Y) 

VB e /J, 3C e Y acotado /V•> o, 36 >o: (1t e B 1\ O< ltl < 6) => �t
,� e ,e

Michal-Bastiani diferenciabilidad 1 MB 1 C(X,Y) Vito e X, lín, ,f,(1, 11) = O, donde,¡,: IR x X-, Y está definida como 
(t,ll)�(O,h0) 

{,(ti,) d to ( ) --¡-, cuan o t 
,¡, t,h = O, cuando t = O 

( 
&) r(th) ;;V/to E X,VVEUy, 3UeUx,36>0: hEho+U, 0< ltl <• => --e V 

Mariitescu-SebastHio e Silva diforenciabilidad 1 MS C(X,Y) 

vv EUy,3U eUx/V< > 0,3U' eUx: (1, E U l\the U')=>� E ,v 

Micl,al diforcnciabilidnd 1 M 

3U e Ux ¡vv e u,,, 3U' e Ux: (i. e u" th e U' 

Hyres difcrcnciabilidad 1 H 

C(X,Y) => r_1:1� e V 

C(X,Y) 

vv e Uy, 3U e Ux ¡v. > O, 36 > O : (h e U II O < ltl < 6) => r_!'.'� E • V 

Kellcr diforcnciabilidad 1 l( C(X,Y) 

3U e Ux / lím r:lth) = O uniformemente respecto de h E U t->O t r(t/1) 
= 3U e Ux ¡vv e Uy, 36 > O : (h E U 1\ O < ltl < 6) => -- E V 

Vainbcrg-Engclison .,. difcl'cnciabilidad 1 VE, 1 C(X,Y) La función t/J : U 4 L (X1 Y) definida en alguna vecindad U C X del cero por 
,p( )(1) r r{:t + th) - r{:t) :t l = ,�i t 

'"º es continua en xo = O en alguna topología T <le C. (X, Y) 
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OBSERVACIONES 

l. Todu Ju definiciones, a exoepci6n de 11, primera., consideran que la.s derivadas auo f\uKioaa Liaealcs 
y C«itüi, .. , esto es .A(X, Y) 2 .C(X, Y). 
2. La definición (3) difiere de la definición (16) de In Tebla 2.1 en que se toma par• .A (X, Y) el Espacio 
.C (X, Y) de to<)., las funcionea lineales y conlinu .. y no cl Espacio 6 (X, Y) de funciones lineala y 
acotadas. 

La, relacione• entre los diferentes tipos do diforenciabilidad definidos en cala tabla son 
indicadas en el 1iguic.nt4 diagrama: 

Figura 2.1: Diagrama de Relaciones 

:x: .,r,Ja,·u.-,,,r,,r,.r.,J· l. 

i 
A·dif,une10161(1.fr1¡{ 1 : �:.,: 

- --- j) \, .• 
;: ..,'). ---'-

_l J ,_ .....
/ .� 

, ·t 
..1) \ ___ ,..

· --·-.11 .:..:.:..... n -· -·-· 11 · ---·· 

7'./,(t,1·,,.•,.,6,/id.,li:·J . ' 

¡•t I R 

""' 

�:r;,::="·M·�-u 
Lot únicos métodos que no ,on rcgulaf'CS en el diagrama anterior son 1ti. S:F y t) diíCN!1tcia.. 
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bilidad, todos los demás son métodos regulares de difenmcinción. 
Como ya se mostró, la u-diferenciabilidad es un ca.io p,nt.ic1.1lar de la diforcnciabilidad en 

el sentido de De Lamadrid (L.,. diforCJJciabilidad) eligiendo la topo]og{a Te? de Convergencia. 
Uniforme sobre subconjuntos de la familia a (u-topolog.ía), rcsult.ando que la 9, 1l, C, ,: 
y { X} diforcnciabilidad son casos particulares del a Lr diferenciabilidad. Sirl embargo las 
!(, H, M, M S y }.,f B diferenciabilidades no pueden ser obt.cnidas de la Lr difercnciabilidad 
para ninguna elección de la topología 1' 

Si en el Espacio C (X, Y) consideramos la a topolog/a entonces la V E.,. diferenciabilidad 
tiene la siguiente caracteri1..aciÓ1\ 

Teorema 2.13 (Caracterización de la V E,, difercnciabilidad) Sean X, Y do s  E. V. T.; 
q C 'P (X) fam;/ia de sttbconjttnlos de X que ve,-ifica (l.G) y zo E X entonces 1tna función 

/ : X -+ Y es V E.,.., - difc,-cnci.able en :to si y ,olo si ezúte un o.bierto Uo e X con xo E U tal 
que 

a). f e, 9 diferenciablc en Uo 

b). La.funci6n ¡g : Uo -+ t:(X1 Y) e.s Te? "'ntiluui en O 

Demostración. ( '*) Por hipótesis existen TE C (X, Y) y r : X --> Y tales que 

l. /(zo + h) = /{:to)+ T(I•) + r(/a), 'lh E X 
2. Existe una vecindad del cero U e X lal que la función ,¡, : U--> C (X, Y) 

definida como v,(z)h = lún r{:t + th) -
r
(:t) 

es r,-conlinua en zo. 
,�o t 

observemos que para cualesquier x,h E X y t E IR - {O} se puede escribir 

r{:t + th) - r{:t) = /{:to+ :t + th) - /(zo + :t) 
-T{h) 

t t 

si definimos el abierto Uo = :ro + U entonces para x E Uo tenemos que 

lím /(,: + tt.) - /(,:) = T(lt) + Hm r(x - :to+ th) - r(),: - :to 
t-+O t ,�o t 

= T(lt) + v,{:t - xo)(h) = [r + v,(z - :to)] (h), 'lh e X 

(2.17) 

esto demuestra que f es 0:-diferenciable en la vecindad Uo con V-derivada dada por Jg (:e) = 
T + V,(:t - :ro), Vx E Uo y como t/> es continua en xo entonces Jg resulta continua C1l O 

(<=J Sabemos que existe ut\ abierto Uo e X coll .:ro e Uo que verifica (a) y (b), en conse
cuencia / es g -diferenciable en :to, esto implica. la existencia de T E C (X, Y) y r : X -+ Y 
tales que 

/(zo + lt) =/(:to)+ T{I,) + r(h), 'lh E X 

donde Jímr�o � = O, mostremos que r es V E�* -infinitesimal. Si definimos la vecindad 
del oero U = 00 - Xo entonces para cualquier X E U tenemos que :t + Xo E Uo y poi: (a) 

fé (:r:+zo)(h) = lírn, ... o /C,:+l'.o+tl�)-/{z+zo), VJ,. E X, adc1nás por (2.17) (que también se verifica 
en es� caso J obtenemos 

v,(z)(t.) = lím r(,: + tJ,) - r(,:) = /¡; (zo + :t}(h) - T(h), 'lx E U, W, E X 
, ... o t 
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es decir que la función ,J, : U -t .C (X, Y) está definida por ,J,(x) = //¡(:to+ x) + T, V:r; E U y 
como por (b) la función /(} es continua en O obtenemos que ,¡, es continua en :to O 

2.3.4. Demostración de las Implicaciones en General 

En esta subsección demostraremos la.s implicaciones dcl diagrama anterior que se cumplen 
en cualquier E.V.T., es decir sin ninguna coudici6o adicional. 

l. 'Jl -difere,u;jabilidad =} {) -djfercnciabilidad 
Evidente desde que todo subconjunto finilo es secuencialmente compacto, e.s decir g e 'Ji 

2. C -dife,,.nciabilid0,d =} 1l -difc-rcnciabilidad 
Aqui Ja demostración no es tau obvia desde que no existe relación alguna entre la. compacidad y 
la compacidad secuencial en Espacios Vectoriales Topológicos geuc.ralc.s. Sea r : X -4 Y función 
C -infinitesimal y supongamos que no es 'H. -infinitesimal por tanto existen Vo e Y vecindad 
del cero en Y y K e X conjunto secuendalmentc compacto tal que 

V6 > 0,31, E K, 3t: O< 1t1 < 6: 
r(th) 

<J Vo 
t 

De aqui podemos obtener dos sucesiones (tn)nen C R - {O} con ln -t O y (hn)nEN C l( que 
podemos suponer co11vergent.e a un h € X (ya que J( es secuencialmente compacto) tal que se 
verifica 

\fnEN, (2.18) 

Como 1,. -t h entonces el conjunto {h./n E N) u {li} es compacto y dado que r es C -
infinitesimal podernos hallar un 60 > O t"I que O < ltl < 60 implique que � E V.. Vn E N. 
Finalmente la convergencia tr1 � O permite hallar u1l no E N tal que 'vn � no, O < ltnl < cfo y 
en consecuencia. r(t;,.A,.) E Vo, 'dn � no llegando a. contradecir (2.18) 

3. :F -diferencic.bilidad =} C -di/erenciabilidad 
Evidente desde que todo subconjunto compacto de un E.V.T. es también acot.:'ldo, es decir 
e e :F 

4. S:F -diferencic.bilidad =} :F -dife,-cnciabilidad 
Sea r : X � Y íunci6n S; -infinitesimal, y consideremos V C Y vecindnd del cero en Y y 
B C X acotado (i.e. BE F). Como res S; infiuitcsim:il entonces para BE :F podemos ballar 
un C e Y acotado que verifica 

r(th) 
V< > O, 36 > O : (h E B II O < ltl < 6) =} -1-E tC 

Como C e Y es acotado, existe un >. > O tal que .>.C C V y poro tal >. > O existe un 60 > O tal 
que si h E B y O < ltl < cfo entonces � E AC e V t dcmost.raudo que r es :F infinitcsima.l. 
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S. MB-dife,,.n.ci,,.bi/;dod => C -difc...nciobiJidad 
Sea r : X -+ Y función M D jnfillitcsima1 y consideremos V e Y vecindad del cero en Y y 
J( C X compacto (i.c. l( E C ), por definición de función MB infinitesimal se cumple 

Vx E I(, 3U, e X abierto con x e U., 36, >o: (he U, A o < 111 < 6,) => r(th) e v 1 

entonces la familia de abiertos {U./x E I<} cubre a J(, es decir/( e u,.Ku, y además 

V:,; E I<, 36, > 0: (h E U, A O < ltl < 6, => 
r(th) E V) 

1 

como [( es compacto1 
podemos escoger un número finito de abiertos Uz,, Ui:,, .. , Uzn tal que 

I< C U:':, U., y para cada i 

r(th) 
h E U,¡11 O < ltl < 61 => -

1
-E V (2.19) 

Tomemos 6 = mín{6;}r:, de modo que si h E 1( y O< 111 < 6 entonces h E U,, para algún j y 
por {2.19), !l!fJ. E V, demostrando asi que res C infinitesimal. 

6. M S-difc,,.nciabilidad => :F -dife,·cnciabilidad 
Sea r : X � Y fu1\ei6n 1'( $-infinitesimal y consideremos V e Y vecindad del cero en Y y 
B C X acotado (i.e. BE F), como res MS-infinitesimal1 para la vcci1\dad V podemos haUar 
una vecindad del cero U e X que vc1·ifica 

, . 
{ 

'
) 

r(th) 
V<> 0,3U C X vecmdad del cero: l,E U AthE U => -

1-e <V (2.20) 

Además para el conjunto acotado B podemos hallar un >. > O tal que >..B e U y para tal >. > O 
una vecindad U,. e X que verifica (2.20). &cojamos finalmente un 6 > O tal que tB e U,. 

siempre que 111 � 6 (ver Teorema 1.5). Asi, si lomamos h E By O < 111 < 6 cut.onces Al, E U y 
t�h = lh E U,. y por (2.20) obl<>ncmos 

A
r(lh) = r(f/1•) 

E ,\V= r(I") 
E V 

t 
:;; 

1 

demostrando que r es ¡: -infinit.csima) 

7. MS-dí/cnmciabilidad � MB-difemi.cio.biüdad 
Sea r : X� Y función MS- infinitesimal y consideremos V C Y vecindad del cero en Y y 
lio e X cualquiera, debemos halJar un Uo e X vecindad del cero ea X y óo > O que ve1·ifiqucu 

r(th) 
hEho+UoAO< ltl <•o� -1-E V 

como r es M S- infinit.csimal, para la vedudad V existe una vecindad del cero U C X tal que 

( 
'
) 

r(t") 
v.> 0,3U 1 e X vecindad del l'CrO : he U A 1,. E U => -1-E .v
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Adeinás Ja continuidad de la multiplicación por escalares (t,2:) e R x X H tx e X en {O,ho) 
permite hallar 61 > O y U, e U vecindad del CCl'O en X tal que 

ltl,;; 61 Ax e"•+ u,=> tz e u 

de (2.21) para<= 61 podemoo hallar una vecindad del cero U2 e (11 que verifique 

r(th) 
he u A,,. e U2 => -1- e 61 v

(2.22) 

(2.23) 

nuevamente de la continuidad de la multiplicación por escala1·cs podemos hallar un 62 > O y 
U3 e U2 vecindad del cero en X tal que 

(2.24) 

tomemos 60 = mín{61,62} y Uo = U3, a.i, si he,,.+ Uo y O < ltl < 50 entonces por (2.24), 
f,(6,h) = th e U, y poi' (2.22), 61h e U de donde por (2.23) obtenemos 

como se quería dcmostral.'. 

61 
r(th) = r(f.61h) 

E 61 V= 
r(th) 

E V 
t t; t 

8. M -diferenciabilidad => M S-diferenciabilida,d 
Sea r : X -+ Y función M - i1lfinitcsim3J 1 

por lo tanto existe una vecindad del cero Uo C X tal 
que 

r(th) 
VVeUy,3U' EUx: (hEUoAthE U') =>-

t
-ev 

sea V C Y cualquier veciJ\dad del cero en Y y ( > O arbitrario entonces tV también es una 
veciJ\dad del cero y por lo tanto existe una vecindad U' e X tal que h E (}0 y th e U' implica 
que� E fV, deinotrando que res MS-infinitesimal. 

9. l{-dif=nciabilidad => MS-di/crenciabilidad 
Sea r: X-+ Y función H-infinitesimal y consideremos V C Y vecindad del cero en Y entonces 
existe una. vecindad del cero U e X tal que para E> O arbit.rario existe un J > O que verifica 

r(th) 
he UAO< 111 <6=> -t-E<Vo (2.25) 

donde V0 e Y es la vecindad del cero equilibrada tal que Vo e V. Escojamoo a E R con 
O < a < ó y definamos la vecindad del cero U' = o:U, asi cuando h E U y th e U' = aU 
entonces tenemos dos posibilidades: primero cuando !ti < o:, resuUa inmediato de (2.25) que 
� E eV. Si ltl � a, en este caso tenemos ;h E U y como a< J entonces por (2.25} tenemos 

r(th) = �. r(<r¡;h) 
e �•l'o e ,vo 

t t Q t 

la penúltima inclusi6n es debido a que Vo es equilibrado y ITJ , l. En cualquier caso resulta 
que� e tV, demostrando que res MS-iufinitesimnl. 
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10. !( -difcre,,ciaJ,iUd ad => M -dife,·enciabilid ad 
Estcl demostración es totalmente análoga a la anterior 

11. !( -diferenciabilidad => H -di/crtmcia,bi/idad 
Evidente de las definiciones. 

12. ( X)-di/erenciabilidad => J( -difermciabilid ad 
Evidente de las definiciones. 

2.3.5. Demostración de las Implicaciones condicionadas 

En el diagrama de la Figura 2.1 se muestran implicaciones que se cumplen para ciertos tipos 
de Espacios Vectoriales Topol6g.icos, como Espados Normados, Secuenciales o el espacio R ". 
En esta subsecci611 demostraremos éstas implicaciones condiciooadas. 

En lcl siguiente tabla la penúltima columna da la proposición que será suficicnt.c probar para 
que la implicaci6n de la primera colwnna sea cierta. Asi por ejem.plo para probar la proposición 
Sf: -di/erenciabilidad ;;:>, M-di/t1'Cnciabilidad cuando X es normado, será suficiente probar que 
F -di/trtnciabilidad � 1(-diferentitibilidad cuando X e.s normado. Cua1\do las dos últimas 
columnas están c.n blanco deberemos probar la p1·oposiciÓJ\ de la primera columna. 

Para p1·obar Cuando Será suficient.c Cuando 
!} -dif. => 1i -dif. X-R !} -dif. � 7' -dif. X -IR 

1i -dif. => e -dif. X es secuencial 1i -dif. => M B-dif. X e.s secuencial 
e -dtf. * :;: -dif. X=JR:n 
:F -dif. => S:; -dif. Y es non.nado 
C -dif. � M B-dif. X es secuencial 7i-dif. � MB-dif. X es secuencial 
7' -dif. => MS-dif. X es normado :F -dif. => l( -dif. X es normado 
S" -dif.=> M -dif. XI Y norrnados :F -dif. => l( -dif. X es nonnado 
M-dif.=> S:F -dif. Y es normado :F -dif. => S:F -dif. Y es normado 
MB-dif.� MS-dif. X-R" e dif. => 7' -dif. X-R" 

MS-dif. =>M dif. X ó Y es nonnado MS-dif. => M-dif. Y e.s normado 
MS-dif.=> H dif. X es nonnado 7' -dif. => l( -dif. X es normado 
M -dif.=> I( -dif. X es normado :F -dif. => K -dif. X es normado 
H-dif.=> !( -dif. X ó Y es normado H -dif. => !( -dif. Y es normado 

l. Cuando X = R : !} -di/crtneiabilido.d => :F -difmmciabilidad 
Sea r : JR ; Y una función 9 -infinitesimal, para most.rar que r también es � -infinitesimal 
sean V e Y vocindad del cero y A€ 7' (i.e. A C IR es acotado), podemos hallar un a> O tal 
que A e (-a,a)1 ademá.s como res Q-iofinitesimal existe un S > O tal que 

r(ta) 
o< ltl < 6 => -

t
- € Vo (2.2G) 

donde Vo e Y es la vecindad equilibra.da del cero to.1 que Vo C V. Asi tenemos que si h E A Y 
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O < ltl < 6 entonces lhl ,.; a o equivalentemente I H ,¡;; 1 y por (2.26) 

r(ti,) r(�a) Ji h 
-1-=-¿¡¡-·;;e

;;
VocVocV 

la penultima inclusión es debido n que Vo es equilibrado, demostnndo e.sto que r es F -
infi11itesimal. 

Para mostrar la siguiente proposición necesitamos primero el siguiente lema 

Lema 2.4 Sean X, Y do, E. V.T. con X Secuencial; f : X -> Y y :to e X con f(:to) = O. 
Si para. cualquier s11c.esi6n. (x:n)nef.f C X con Xn -+ O se cv.m.plc que /(xn) -+ O entonces 
lfrn,..,0 /(:t) = O 

Demostración. Supongamos por contradicción que Hmr-+ro /(,;) ,:/: O, entonces existe una 
vecindad del cero Vo e Y tal que 

'IU,0 e X, vecindad de :to, 3,: e U,0 : /(:t) ,fa Vo 

denotemos por A= X - ¡-1(Vo) y notemos que>: E A si y solo si /(:t) ,fa Vo, además que A 'I 0 
(basta tomar la vecindad U,0 = X). Asi, notando que :to ,fa A (pues /(:to) = O e V0) lo anterior 
se puede escribir como 

vu,,,, e X, vecindad de xo. 3:e E u .. � COI\ x :J; :to : x � A 

csl-0 quforc decir que xo es un punto de acumulación de A y como X es secuencial, c:xiste 
una sucesión (a.n)neN C A tal que ª" -+ :1;0 y por hipótesis resulta que /(on) 4 O. Pero 
On E A, 'tfn E N : /(an) <J Vo, 'tfn. EN lo que es una contradicción. O 

2. Cuando X es secuencial: 11. -diferenciabilidad � MB-diferenciabilidad 

Sea r : X 4 Y una función 11. -infinitcsimal y supongamos por contl'adiccióu que no es }.{ B
infinitesimal, es dcch' que existe un ho e X tal que límc,,h)�(O,lt.o ) ,P(t, h) i: O con la función 
tJ, c.omo en la definición de M B-difercnciabilidad. Como X es secuencial resulta que IR x X es 
secuencial (vea Teorema B.2 más adelante) y por el lema 001terior existen sucesiones (tn)neN C 
R con t" -+ O y (ltn)ner.t C X con !&n -+ ho tales que 

(2.27) 

pero como r: X-> Y es 1/.-i11finitesimal y el conjunto f( = {1,./n EN} U {ho} es secue11cial
mcnte compacto entonces r(t; .. "·l -+ O lo que es una contradicción con (2.27} 

3. Cuando Y es nonnado : ,: -difemiciabilidad => s� -difc1'Cñciabilidad 
Sea r : X -+ Y una función :F -infinit.csimal1 como Y es normndo entones podemos cscribh· 

"· > O,'IB e :F, 36 >o:,. e BAO< 111 < J � 1r<�")II < < {2.23) 
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mostremos que r· es S; .jnfiuitesimal, para ello sea B E :F cualquicrn y definamos el conjunto 
acotado C "' {y E Y /JlyJI < l} de modo que para cualquier • > O, por (2.23) exist.c un 6 > O 
tal que si he By O< JtJ < 6 entonces 

r�·>11 < • = llr�:·>11 < 1 = r(:") e ,e
demostrando que res S;.jnfinitcsimal 
4. Cuando X es no1·mado: :F -di/w:nciabilidad =} [( -dife,-enciabilidad 
Sea r : X -+ Y una funci6n Y: ·infinitesimal, para mostrar que r es J( •infinitesimal definamos la 
vecindad del cero U "' {,: e X /11:i:IJ < l) de modo que para cualquier vedndad del cero V e Y
y to1nando como conjunto acotado B = U CJ\ la definición de función :F ·infinitesimal t.ene.mos 
que existe un 6 > O tal que 

h E U 1\ O< 111 < 6 =} r(th) e V 1 
demostrando que r es K .jofinitesimal 
5. Cuando X = IR" : C .di/ercnciabilidad � :F .difc,-cnciabilidad 
Sea r : R" -+ Y función C •infinitesimal, para mostrar que r es :F ·infinitesimal sean V C Y 

vecindad del cero en Y y A e R" subconjunto acotado, podemos hallar un M > O tal que 
A C [( "' {,: e IR" /IJ,:11 ,s; M). En IR" el conjunto J( compacto y por definición de función 
C -infinitesimal existe uo J > O tnl que 

r(tl,) h E!( 1\ O< 111 < 6 =} -1- E V 
desde que A e K resulta inmediato que r es :F -infinitesimal 
6. Cuando Y es uormado: MS-di/cnmciabilidad => M -difc1,:nciabilidad 
Sea r : X � Y una función M S•infinitcsimal, como Y es nonn:ido entonces considerando en 
la definición la vecindad del cero Vo "' {y E Y /IIYII < l} tenemos que existe una vecindad del 
cero U e X tal que 

, r(I"} V, > O, 3U' e vecindad del cero/he U 1\ th E U =} -
1
-e eVo (2.29) 

pero � E Elfo es equivalente a 11 �11 < E. Desde que t.oda vecindad del cero V C Y contiene 
una bola de la forma {y e Y /llull < A} para algún Á > O entonces (2.29) implica que,. es 
M�jnfinitesimaJ. 
7. Cuando Y es nonnado: H-difc,-enciabilidad * J(.dif,m:n�iabilidad 
Sen r : X � Y una función H-infinit.esimal, como en el C.'\SO anterior para la vecindad del cero 
Vo "' {y E Y /IIYII < 1} cxist.c una vecindad del cero U C X tal que 

Ve> O, 36 > 0/h E U 1\ O < ltl < 6 =} 11"(:
h

) 11 < < 
nuevamente toda vecindad del cero en Y contiene una bola de la forma {!! E Y /IIYII < A} parn 
algún ). > O por tanto lo anterior implica que r es /(-infinitcsimaJ. 
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2.3.6. Contraejemplos 

En esta subsección damos una. co lección de ejemplos que muestran que ninguna de las 
ddiniciooco de diícreociabilidad dad .. en el Diagrama 2.1 son equivalente.. 

Ejemplo 4 (0-di(erenciabilidad o 'H-dife.renciabilidad) Ei ejemplo 19 muestra u,n.a. 
íund6n que es (; -difcre:nciable en O con O -derivada nula alli, J>oC:ro sio embargo no e, 1{. 
difere:neiab1e en dicho punto. 

Ejemplo 5 (1l-difere.nci,bmded � J: -diforc nciabílidad) Denotemos el elemento e1: = 
�,O, ... ) E 1,(N) y dcfü,i,mos la función /: 1,(N) -+ R por 

• 

/(•)•{ti+•, si•• tc,(t E R) 
O, en otro e"so 

entooces J oo es T -difereoOable en O, en d'ec::to, primCTO obten'Cll>OI que para cualquier 
h E l2(N) 1e cumple lím,-,o � • O, por Jo tn.11to Ja I) -deri\'ada en O existe y es idcnti
camente nula. Supoogamo1 que J es J: -di fettnciable m O, coa T -deri-wada ideat.icamea.te 
nula, entonces se dcbcria t.encr lirn,-o 'r/J, = O. Con.sidttcmoe: e= 1/2, existe por tanto un 
S> O tal que 

(2.30) 

esoo&UDOS ua to E< O,I >i como Jim. __ ,; = 1 cntonoes podemos h..Uar un n € N t&l 
que 1J > 1/2 

Figura 2.2: La 1uocsi60 de íunciooco (t�)�H, t E (0,1) co aecicnte 

ent.onccs para h = lo•• e /2(N) tenemos que g1,U =!to!< S y por (2.30) 

11{'•)1 = � -1,;°1 < 1/2 
l'•K Jtol 



lo que es una QOntrad.icción. 
Siu embargo si es 1-l -diíercnciab1c en O 

Ejemplo 6 (H-diforeneiabilidad � Nl-diforenciabilidad) Sen X el Espacio de todas 
las sucesiones de números reales X = {\!,: N -t R/'fJ es función} = íl>.etl R (también 
denotado por RN ) oon l� Topo1ogfa del Producto de Tikhonov. La función /: X � X 
definida por 

/(�1,Z21�s, ... ) = (:r?,��.zi, ... ) 
es H -clife.reuciable en O, e.u efecto, primero obscn·emos que /(O) = O y q,1e 

/(!1,)-/{0) _ /(lh} _(,h' 11' .. ,) ' - -t-- h ti, 

tiende para O E X cuando I 4 O y por tanto la Gl\teaux derivuda en cero debe ser ide1lti• 
eamcutc nula, esto quiere decir que si fes H -clifcrcnciable en cero, entone<.'! su H-derivada 
debe ser la función nula, p;,.ra mos-trru: esto sea 11 e X cualquier ,•C(indad del cero en X, 

de aqu.i podemos ballar n, EN y ti'> O, (i = l, 2, ... ,1>) tnles que-

(){¡!), N-+ R/l�(n;)J <<;}e V (2.31) 

de.finamos ahora el abierto básico U= ílfa:ih',: N -+ R/1\6(n¡)I < J(j} y consideremos 
( > O ru:bitrnrio, debemos hru.lai· un 6 > O que verifica (vea la Definici6u (i)) 

1, E U A O< !ti< ó => /(
:1,

) E ,V 

c.scogamos 6 = min¡.1,2, ... .,{f, �} de modo que si Ji E U y O < ltl < 6 tendremos 
v; = 1,2, ... ,P, lh(n,)I <.¡;¡>'por hi.nt..> 

IJ
(
:
1,)(n;)I = lt1•2(n;)I < «;, Vi 

y por (2.31) resulta que '!JP E V=� E <V dem0$trando que/ es H-diforencinble en 
o. 
Sin embat-go / no 1·cs-ulta ser M.diferenciabJc en O, para "er esto supongamos por oontr-arue� 
ci6n que lo sea, luego existe una vecindad del cero U C X que 0011ticne a uu abierto básico 
de la forma 

{¡!), N -t R/1�(,.)I < ,,. ""e/} e U 

donde 1 e N es finito. Para ei¡ta "ecindad $C cumple (vea In Definición (G}) que cualquiera 
que sea la vecindad del cero V C X siempre podemos hallnr otra "eciudnd del cero U' C X 

tal que 
/, E U Alh E U'=> /(:h) E V {2 .32) 

sea no <l. J y definamos la vecindad del cero 
V=(\!>: N -t R/li!)(no)I < ,i) 

por (2.32) existe una vecindad dcl cero (que podemossuJ)oncr un abierto bás'ico) de la forma 
U'={¡!), N -+ R/1\l>(n)I < <•, Vn E J} 

donde Je N es finito. Pal':\ llegar a una contl'adioci6n e.seo.gamos 1, E X tul que IJ,(no)I < 

<i, Vn E/, esto &-'nnfr,..a que/, E U, y I = mfo{�: 1,(n) Fo. Vn E J}, esto gM·tuaiza 
que tlt e U', y tal que t.> �· Por (2.32) tendríamos que� E V !i JU,(no)21 < ti lo 
que es UJla cont.radjcción. 
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Ejemplo 7 (:F-difcrénciabilidad * $T .. díforenciabilidad) Sea X el EsJ>acio del cjcm

�!�:�erior. Pnra cada,, E N sean las ftrncionc.s t/J11;: < .. �1 , ;J-) R, (j EN) tal que la 

1 E< n: 1, ;;J >-+ (,;,,,,(l),¡6.,(1), ... ) E X 

sea inyecti"a (J>ara ello será suficiente que c.ada una de las funciones '/Jn¡ sea inyecti\•a). 
Definamos ti.hora la función f: R -+ X por 

/(1) = (�,f/,.1(t),f/,.2(t),¡6,,,(t), ... ), VI E< n: 1, ;;J (n EN) 

asi tenemos que 

para n z 1: /(1) = (t',h,(t),¡612(1),¡6,.(t), ... ), 1 E< �,l) 

paran=2: /(l)=(t2,12,¡621(t),,¡,,.(t),¡621(I), ... ), tE<5,1J 

pora n = 3: /(1) = (12 ,t2,12,¡6,,(t), ¡602(1),¡6,.(t), .•. ), t E< �. �I 

Esta. función es� -diferencia.ble en t = O con dcri"ada identicamente nula, pero sin embargo 
no es ST-difercnciab1e en este punto. 

Ejemplo 8 Aqui k:ncmos otro ejemplo (I<cUcr, 1964) de función que c.s r -diforenci.able 
pero no s,.-difereuciable. Sea el Espacio Nonnado de todas las sucesiones acot&das X = 
{ ,¡,: N ... R f,I, es acotada ) e R ti <OU la norma del $11pr<mO u,;,11 = ••P•EN 1,;,(n JI- Defi
Mmos la función f: X -+ R H por 

f(,¡,) = { 
,.'!1¡/.¡ , si 1 - n\l>(n) # O 
O , si 1 - n\6(n) = O 

entonces f resulca ser :F -di!crcuciablc c.n O ]>ero no S F -diferencia ble en ese punto. 

Ejemplo 9 (7i-�iferenciabilidad -:t> C -diferenciabilidad) El cjcmp]o 23 muestra una 
función que es 7i-difcrcnciablc en O con 11. -derivada nu.la allí, peoo sin embargo uo c.s C -
diferenciable en dicho ])unto. 

Ejemplo 10 (F ·difcrenciabilidad » M 5-diforcnc.iabiJidad) Sea cl Espacio de codas 
lsa sucesiones de mí.meros rea1es X = Rn con la Topología del t>roduct.o de Tikchono\'. 
Para cada n,k EN definamos 

""• = �.�. k,0,0, ... ) 

asi por ejcm])lo 

, ... ; (1,1,0,0, ... ) 
h21 = (1, 0,1,0,0, ... ) 
h31 = (1,0,0,1,010, .. ) 

h.,= (1,2,0,0, .. ) 
lt22 = (1,0,2,0,0 1 .. 
"" = (1,0,0,2,0,0, ... ) 

definamos ahora fo. íonción f: X -i, R J>or 

{
!.t1+t , si a:= tlr .. ,., 

/
(
a:

) = O , en otro caso 

hi, = (1,3,0,0, ... ) 
,.,, ;(J,0,3, 0,0, ... ) 
, ... = (l,0,0,3,0,0, ... ) 

(n,k EN) 

entonces f resulta ser J: -difcrcncit'lble pero no .MS-diforcnciablc en O. 
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Ejemplo 11 (M-díforenciabilidad :#J. H-diícrenci&bilidnd) $el\ X= RN y la. !unción 
/:X-+ R definid• por 

/( ) � -• lz•I 
ra,a:21.r,, ... a.c1 L.,2 

--1 -1 ' 
1 + ZJ¡ 

..

Esta fonci6n es M-difcrcncinblc en cuaJquicr punto de X pero no es H-ditcrcncinble en 
nh\gún punto. 

Ejemplo 12 E.te es otro c,jomplo. Se a X • R N y """' coda n. k E N definamoo 

ltlft - ( ¡,f .... ,¡:.i.·,k,k, ... ) 
'----.---' 

La íunóón /: X -+ R defi,úda por 

/(•)• {t , si z • z..i.,, (n. k e N) 
, en otro cuo 

resulta ser .M-difettnciablc, pero no H�difercnciable en O 
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Capítulo 3 

Propiedades Fundamentales 

En el capítulo antel'for se dieron varias definiciorlCS de diferenciabilidad erl base al con· 
oopto de difercnciabilidad generalizada¡ luego exigimos que dichos métodol:i satisfagan algunas 
propiedades básicas de diferenciabilidad, da.ndo lugar a los inét.odos regulares y ca.si-regulares 
de diferenciación. Enestc capítulo estudiaremos con más detalle una de es.as difcrenciabilidades: 
la a-diferenciabiljdad. 

Las definiciones son esencialmente las mismas que en el capítulo anterior coo la d.i{erencia 
que las funciones considetadas aqui estás definidas en subconjuntos abiertos U C X de un 
E.V.T. en lugar de esta, definidas en todo el Espacio X. 

3.1. o--derivadas 

Definición 3.1 (Gáteaux-Diferenciabilidad) . Sean X, Y do, E. V. T.; f : U e X -+ Y 
donde U es abierto. Decimos que f es Gáteatce·diferencia.ble en x E U, ii y iolo si e�sten 
una funci6n Junnogenca A : X -t Y y una fun.ción r : X 4 Y talei q1te: 

l. /(:r; + /1) = f(x) + A(J.) + r(h), V/, E X con x + h E U 

2. V/, E X, lím 
r(th) = O (3.1) 

t-+0 t 

Desde que la. función A : X 4 Y es homogénea (y no ncccsadamc.nt.c lineal) esta difc-l'ell· 
ciacióu no es casircgular. La siguiente proposición da definiciones equivalentes para la G.itcaux. 
diferenciabilidad: 

Proposición 3.1 (Equivalencias para la Gáteaux difercnciabilidad) Sean X, Y dos E. V. T.; 
f : U e X -+ Y donde U e& abie,·to, entonces .,cm cquivalc,itc.,: 

1). / es GUteau:i..di/crenciablc en :z: 

2). Para todo !, E X «islc el um;te 

/(:,; + lh) - /(:e) 
]�J t (3.2) 



3). �ste m'Mlfun.ción homogcnea A: X� Y tal que 

lim /(:,; + th) - /(:e) = A(h), 'lit e X ,-.o t (3.3) 

De1nostración. En primer lugar observemos que si U e X es abierto con :e E U <mtonces 
U - x es una vedndad del cero en X, y por tanto podemos ballar una vecindad equilibrada y 
absorbente del cero V tal que V e U - :,;. Asi para cualquier he X existe un 6 = 6(h) > O tal 
que Sh e V. Luego si t E< -1,,S > y siendo V equilibl'ado1 entonces 

t t 
th = ¡(61,) E 6 V e V e u - :,;

esto demuestra que para cualquier h E X existe uo I, > O tal que Vt E< -1,,S >, x + th E U. 
(1) � (2). Por definición existen las funciones A,r: X� Y. Sea h E X cuaJquicra, luego 

existe un 6 > O tal que Vt E< -6,6 >, :e+ th E U, y por (3.1) 

lim r(tlt) = Jím {/(:e+ th) - /(,:) 
- A(h)} = O ,-.o t t�O t 

lo que implica. que el límite lím,�0 � existe y es igual a A(h) 
(2) '* (3). Definimos la función A : X --> Y por cl Límite dado en (3.2). es decir w, e 

X, A(h) = Hm,�o /(z+t�)-f(�). Es fácil mostrar que la función A asi dcfinid<l es homogenca. 
(3) =} (1). La función homogenca A : X --> Y existe ¡>or hipótesis; definimos la función 

r:X�Ycomo 
( ) {/(� + h) - /(=) - A(h) = + 1, E U 

r h = 
O x+h1'U 

claramente esta función satisface las oondicioncs (1) y (2) de la Definición 3.1. 

OBSERVACIÓN. 

o 

La función homogcnea A : X � Y en la definición anterior la denotaremos por ¡; y la U:unaremo.s 
Gátoaux-derivada de J en 2: 

Ejemplo 13 Sea X un E.V.T. y oon.sideremos dos Topologfos Vectoriales T1 y r2 sobre 
X con 1'2 C n {i.e. ri es más fina que r2) entonces la función / : (X,rt) � (X, r1) 
definida por /(2:) = %\ Vr E X resulta ser Gñteaux difcrc.uciablc en cada punto re X con 
¡;(I,)::: lt, 't/h. E X. En este caso )a Gitcaux derivada. es Lineal pero no Continua en X. 

Ejemplo 14 Sen lti función f: R: 2 � R definida en el plano Euclidiano R2 ])Or 

/(•,Y)={�' cuando(•,u) ;' (O,O) 
O, cuando (2:,y} ;=: (0,0) 

ut\ cálculo directo med.ia1lte la. definición 1>ennit.e hallar que 1a Gát.ea.ux dcri,'<'l.da de f en 
(O, O) existe y está dada por 

, 1) {rif;;,,, cuando(l,,,/1,);'(0,0) 
fto.o){l,1i 12 = o: ' cunndo (h1,h2} = (0,0) 

resultando ser una función homogcnca continua pero no Jiucal. 
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t,uft.·••I 1 /� / ).?"'·,,._ _____ _b.: :",..,,.,,. 
��,- \�----'

. ' -
..•. 

·-------'-..... . 

Figura 3.1: Función con Gáteaux Derivndn. no linea) 

Para cualquier (h,,h,) la iol<ffe<á6a de uo plaoo vertical oiguicoclo la di� (h,.h,) 
cou la gráfica de f resulta ,cr 1,10a rocta. 
Ejemplo 15 �. µ: XxXx ···X-+ Y una fu.ación muhilioeal y (IODLlnua. y defiu.mos 
la. íuoci6n. /;X-+ Y por/(;);;µ�·..:.:.!.!), 'Vz E X. DC$<1e que para cualquier función 
n-lineaJ se verifica 

µ(bi,b,, ... ,h .. >-µ(0110,. ... ,0,.). Lµ(b.,bt, .. ,i.._1,,.. - ºitºi+hª•H·· .. ,o .. > 
i•l 

tt!Demos que pan c:ualcsqu.icr r, h E X 

de doode 

/(• + th) -/(•) = t,,(• +th,, + th, . .•• + 11,,th,•,• •... ,•) 
i•I 

f,.(1,) = lím /(• + th) -/(•) = � ¡1(z,z, .. ,z, 11,z,z, ... ,•) , ... o t L.., 
i•J 

Como ya mencionamos anteriormente I& Gátcaux-diícrcnciabilida.d oo es casirqula.r, sin 
embargo cumple !&1 propiedod .. {DI), (02) y (D3) de la página 18. 

Proposición 3.2 Sun X, Y do, E. V. T. 

Dl). /. / E C(X, Y) � / e, Gókau,.di/erentioblc en X con f. = /, V% E X 
2. ¡ : U e X -+ Y e, con,tantc en el abierto U � / •• Goleauz-di/erenciable en U 

con/!:O, V:eU 
D2). J : U e R � Y u Gáteouz;.di/crenciable en z E U� czi,te el l(mitt lím,.-.o � 
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D3}. Si /,g: U C X-+ Y son Gátcauz-di/em,ciables en" e U� \fa,{J e R, la función 
aj+ {Jg también e, Gátea,w-di/enmciable en x wn (a/+ fJg): =a/�+ {Jg� 

Demostración. La dcmostl'aci6n es inmediata de la definición. a 

Si11 embargo la regla de la. cadcn� es decir la propiedad (D4) no siempre se cumple para 
esta diferenciación. 

EjcmpJo 16 C<>l'l.sidcremos las funciones f : R -+ R 2 y 9 : R 2 -+ R definidas como 
f(t) = (1,1.2), VI E R y 

( ) {
z, cuando .t = y2 

9 a:,y = O, C1\ otro e.aso 
Se obser"a que f y g son Gáteau..x diferencinblcs cu O y /{O) = (O, O) rcspccti,'l!l.mcnte con 
/ó(t) = (t,O) y 9(om = O aq,ú se tiene que la composición 9(o.o)º /ó == O, pero sin embarg o  la 
compo5ieión go/(t) :: g(t,t2) = t ticue como Gñteaux derivada a la identidad (go/)ó(t):: l. 

Adcm:is 110 existe relaci61\ alguna entre la conti1\uidad y la linealidad de la Gliteaux-derivada 
de una funcióo. Es decir, si f : U e X -t Y es Gáteaux.diforcnciable en :e e U entonces 

a). Si /� : X � Y es continua, entonces no necesariamente es lineal 

b). Si J�: X-> Y es lineal, entonces no necesariamente es continua 

Ejemp)o 17 El ejemplo 14 muestra que lt'. G3tcaux derivada /ó: R2 � R C$ continua 
pero uo lincn.l. 

Ejemplo 18 Cualquier función lineal f: X� Y cntrc dosE.V.T. X, Y que no sea continua 
es un ejemlo (el ejemplo 13 da una función de este tipo). 

Definición 3.2 (a-diferenciabilidad) Sean X, Y dos E. V. T.; f : U e X --1 Y donde U 
es abierto y a e '.P(X) una /am;/ú, de ,ubconjuntos acotados de X que vc,·ifica (l.O) tal que 
X C UAEv A. Dccimo$ que J es a-diferenciable tn z e U $i y solo si cristcn funciones 
T E .C(X, Y) y r : X --1 Y t ale, que 

l. f(:z + h) = /(:z) + T(h) + r(h), \f/, E X con x + l. E U 

2. \fS E a, 

OBSERVACIONES 

Jím r(th) 
= O unifo,-rn.emcntc respecto tk h en S t-tO t 

(3.4) 

(3.5) 

l. La convergencia uniforme quiere decir que para cualquier vecindad Vo C Y del cero en Y existe un 
6 > O tal que 

r(tlt) \ft: O < Jtl < 6, \fh E S, -1- E Yo 

2, Lascondieiones impuestas sobre la familia u hacen de] E$pacio C (X, Y) un E.V.T. con la u-Topologín 
que además es Locahncutc Convexo (de H-0.usdorfl'] eun.ndo Y sen Locnlmente Con"exo [de Hnusdorf'r] 
(vea Jos Teorema.s 1.21, 1.22 y Corolarios) 
3. Si consideramos las familias u1 1 u2 C 'P (X) como en In definición 3.2 entonces la o-1 difereuciabilidad 
es mtís fuerte que la <12 diferenciabilidad en cmJquicra de los siguieJ\tcs casos 

l. 0"2CU1 
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2. q2 C5 cualquier sistema de S\tboonjunt.os de l0$ conjuntos de q1 , es decir q,1e para cada S E q2 
existe un So E cr1 tru. que Se S0 

3. cr2 está formado J)Or por uniones finitas de conjuntos de qJ, es decir para ca.da S E q2 existe.u 
S1,S2,···1S" E u1, (n EN) tales que S = 51 u $2 u,,, uS" 

Para comprobar esto en cualquier ca50 será suficiente mostrar q,1e 'R. 1 (X,Y) e 'R..2(X, Y) donde 

'R ;(X, Y)= {r: X--+ Y jVS E u;, lím r(lh) = O unif. m]), de h ES}, (i = 1, 2) 
,...., 1 

Una forma equivalente de definir la a-derivada nos lo da la siguiente proposidón 

Proposición 3.3 (Equivalencia para la u-derivada) Con la$ ,ni.tma.s condiciones de la 

Definición.3.2. Laj1mción.J es a-di/crenciable en :t si y solo si ezi.sfo ,ma funci.ón Te L(X, Y) 
tol 911e 

VS E u, lín, { /
(x + ti,) - /(:,;) -T{h)} = O 

f-+0 t 

uni/of'tnC-mc-nte respecto de h en S 

(3.G) 

Demostración. Primeramente obsel'vemos que siendo cada miembro S E u un subconjunto 
acotado entonces para la vecindad del cero U -:,; existe un 6 > O La! que ltl < 6 =:o tS e U -:,; 
(vea Teorema 1.5), es decir que para cualquier SE u existe 6 > O tal que 

O < !ti < 6 ::, Vh E S, :,; + th E U 

(::,) La definición asegura la existencia de T E i::(X, Y) y r : X -+ Y. sea S E " cualquiera, 
por lo antedor existe un 6 > O tal que para O < ltl < 6 podemos escribir r(!h) = J(:r; + th) -
/(:r;) -tT(h), Vh E S y por {3.5) 

lím r{t/,) = üm { f
(:,; + th) - /(:,;) - T(h)} = O 

t-tO t t-tO t 

uniformemente respecto de h en S. 
(<=). La función TE .C(X, Y) existe por hipótesis y verifica (3.G), definimos la función 

r:X-+Y como 

( ) {/(x + h) - /(:,;) -T{h), 
r lt = 

O, 
si,:+hEU 
si :i:+h</. U 

es fácil comprobar que esta función satisface las condiciones (l) y (2) de la Definición 3.2. O 

La unicidad de la función T : X -+ Y en la defioición anterior se comprueba fácilmente 
desde que por hipótesis la familia O' cubre a X. A esta función la denotaremos por¡;(,;) y la 
llamru.-emos u-derivada de f en :t. 

Ejemplo 19 Sea / : R 2 � R definida J>or 

/(r,y) = , e • ' {x::;y· -9.Fo, 

G2 

cuando y-:¡.. O 
cuando y= O 



ese.a íuoc:icSn ttO\C dcri.-,,a.da direccional nula. en el punto (0,0) y eo cualquier dirección 
(h1 1 /,2), en t:ÍcáO pues paro ftt #:Ola expresión 

tiende a cero cu•ndo t -. O(pa.ra l,2 • O es inmediato que lím,-o � • O), es dcdr J 

es Q-dlf....,ciable en {0,0) eoo Q-deri.-..la /� {0,0} • O. Sin .,.1,o,go DO .. :F -dlfeuociable 
en (0,0) pues la cxpr..;.;o 

l(•,v) ../•' + v•' -� •'+u' -'-?.F 
� � 1,1,,;.• + r • · = --¡,¡-• • 

no cicne limite cuando (�1
11) � (0,0)1 basta. ron n.proximl'tse con valoree: positivos de JI a 

lo largo de la clrcuofereoci• J:2 + 312 

= 2¡,. 

-----· .--r·· -- ------ -----
,:::____ 

i' ,.,r, ...... _¡_. ___ ,.l

. - --· - ... �-. 
� 

"" ,,. . // 1 

' ( - i 
---- � ¡. --- ,J 

�----�:.. .. ::.�---

Figur3 3.2: Función '1 difcn,nciablc pero no :F difereociablc 
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En la primera figura"' mueotn la gñlica de la íonóóo /, 7 en la segunda la mi,ma gr,fica 
y la a1rva de intcrsceción con un plano vertical en Ja di1'ecci6o (l11 ,h2) 

Ejemplo 20 S.... X .. Espacio dc HilbcR Real y A E C(X,X) cualqwer operador ••· 
toadjunto continuo. Dcfintunos la íunciounJ /:X-+ R por/(%) a f < Az,z >. Vz E X, 

como para cu"1q_uicr � E X xc ,·eri.fica 

/(z+lt)-/(z) • i( <A.z+Ali,z+h >-<A•,•>) 

= i( < Az,I, > + < A/1,z >+<Ali,/,>) 

•< A:i,h > +i < Ah,h > 

entouces J resulta ter F .dif't:rcncia.ble: aa cada punto z: E X con T .derivada dada por 
J,;.(•)(h) =< Ah,z >, Vh E X 

Ejemplo 21 Sea X Wl Espacio de Hilbcl< Real, la íuocional /: X .. R, defhúda por 
/(•) • Jl•R, Vz E X es :F ,cliíe.-cuciablc •• cualqwer • E X - {O} con :F ,dcrivoda d•d• 
por /J.(•)(h) �< tJ,h >, Vh E X. En cícct<>, para• i' O.......,. el �plo animo< cxm 
A e J y la rqla de la cadena ('Itorema 3.2). Cuando z • O tenemos que � • • que 
no tiwe límite cuando t -t O si '4 t:1 clifcrt:nte de cero. 

Ejemplo 22 Sea l• foución f: R' -+ R dcfiwd• por 

/(•,N} � {º• cuando•' ,¡ IYI V r - O 
1, en otro CHO 

eut<>nccs / uo tieue 1<-dmvada en (0,0) (que es eqwvalentc a la :F-dcri, .. da) ya que es 
dis:oontinua all.i¡ pero sin embargo la O -derivad& •i existe y es identicament.e nula en (O, O). 

Figura 3.3: Función O diforcnciable pero no 'H. diíeronciable 
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Desde que: las reet.as tangentes n la pru-ábolns moscradas en el punto (O, O) son horiionLoJcs 
(pe.üdicntc nula), para cualqu.icr recta. L que ¡)ase por el origen y de 1>c:ndicnte m > O, se 
))Odtá tener una vecindad del ce1·0 Uo = B(zo,r) tal que cu Ln Uo lo. fünci6n en nula. 

Ejemplo 23 Sean cl Espacio X = {/, < O, 1 >_, R / f c, función } y /( el conjunto de 
todas las íuncioncs cataet.crísticas de todos 10$ co11juntos qt1e son uniones de intel'\-alOS en 
< O, 1 > con extremos raeicmnlcs y que tienen medida mayor que 1/2, entonces 1( es reJ3. 
tiv:unent.e compacto en X pero no es relativa secuencialmente compacto en X. Dcnot.amos 
por/(= {%1 1 

z2,z,, ... } y definamos la función /: X -+ R como 

/(z) ={
''+�, si z = lz., (n EN) 
O, en otro caso 

La función / resulta ser 11. .J.iferenciable en O pero no es C .J.ifercnciable en O. 

Dependiendo de ]a elección de ]a famiHa <1 el método de diferenciac:i6n resultante puede ser 
casiregular o no; pet·o en general la u-diforcitciabilidad cumple las siguientes propiedades. 

Proposición 3.4 Con la.s müma.s con.dicione.s de lo Definición 9.2. 

Dl). J. f E C(X, Y)=> f es u-difcwmciable en X con¡;(,:)= f, Vx e X 
2. f : U e X -, Y e, constante en el abierto U => f es c,-difercnciable en U con 

/�(,:} = 0, Vx E U 

D2). f: U e R � Y es a-di/crcnc-iablc en :e e U<=> czi,te el Hmíte lím,,-+0 � 

D3). Si f,g: U e X-, Y ,on c,-diferenciab/e, en,: E U=> Va,p E IR, la f,mció,, af + /39 
taml,ién e, <r-difc,v:nciablc en,: con (af + /39):(x) = aJ;(:i:) + /39�(,:) 

Demostración. (Dl) Si f E L (X, Y) será suficiente considerar T = f y r = O. Cuando f es 
constante en U se considera T = r = O. Mostremos (D2), supongamos primeramente que f 

es <1-diferenciable en x e U e J.Ct entonces existen T e C (R, Y) y r : R 4 Y que verifican 
la Definición 3.2. Como la familia e, cubre a IR entonce, l E S, pai·a "4:ún S E o y por (3.5} 
resulta que lím•-+O :ip. = O. Además por (3.4) podemos escribir 

lím /(,: + h) - f(x) = lím {T(l) + r(h)} = T(l} 
A-+0 h A-+0 h 

Recíprocainente l supongamo s q\le Jím,1_.o � = >., definamos la fuuci6J\ lineal y con· 
tinua T: R -, Y por T(t) = -\t y la función ,. : R -, Y por 

{
f(x + h) - f(x) -T(i&), r(h) = 
º· 

si:r;+hEU 
si :i:+/ql U 

fijemos un S e u cualquiera, desde qtie S es a.cotado podemos hallar un ro > O tal que 
Vh E S, lhf � ro. Claramenle se salisfoce (3.4), pnra mostra,· (3.5), sea Vo C Y cualquier 
vecindad equilibrada del cero C1l Y c1itoJ\ees existe un 6 > O tal que pal'a O < !ti < 6 se cumple 

f(x + 1)- /(:i:) - ,\ = r(t) E 2-vo 
t t ro 
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luego si O < ltJ < � Y h E S entonces O < lthl < 6 y por lo tanto � E "k Vo : r(!h) E !; Vo e 
Vo. Esto demuestra que f es a-diferenciablc en :z:. (D3) es una consecuencia inmediata de la 
definición. O 

Paa funciones arbitrarias el papel del producto de funciones es representado mediante fun
ciones multilinea.lcs. Los siguientes lemas ayudarán a demostrar el teorema que sigue 

Lema 3.1 Con. las mi.1ma.s condi.cion.cs de la Definición $.2. Si lafunci6n /esa-diferencia.ble 

en, :co entonces 
VS E a, ¡�� /(zo + th) = f(xo) 1tn.ifo,memcnte respecto de h E S 

Demostración. Por definición de a-difeJ·enciabilidad podemos hallar TE e (X, Y) yr: X---> Y 
que verifican {3.4) y {3.5). Sean SE a y V C Y vecindad del cero en Y cualesquiera y denotemos 
por lió la vecindad equilibrada del cero tal que Vo + Vo C V, como en la demostración de la 
Proposición 3.3 existe Wl 61 > O tal que para cualesquier h E S y O < ltl < 61 se cumple que 
xo + th E U I podemos escribir entonces 

/(zo + th) - f(xo) = tT(/1) + r(th), Vh E S, Vt: O< (ti < 61 

por (3.5) existe un 62 > O (que podemos suponer menor que 1) tal que 

o < ltl < 62 11 he S =} r(th) e tvo e 62 Vo e Vo 

como T es contiitua y S e X es acotado 1 entonces T(S) e Y es acotado y por hmto (vea el 
Teorema 1.5) existe un Ó3 > O tal que 

o< (ti < 63 =} tT(S) e Vo 

si tomamos 6 = mln{61,ó2,Ó3
1 l} entonces para O< ltl < ó y h ES cualesquiera tenemos 

/(xo + t/1) - f(xo)tT(h) + r(th) E Vo + Vo e V 

demostrando el lema o 

Lema 3.2 Sean f : U C X ---> X1 y g : U e X ---> X2 definida, en el abierto U tales que 
lim,-.of(th) = O y Hm,-.o g(th) = ). E X2 uniformemente n:.spcdo de h en cada micm.b·ro de 

una fomilia q C 'P (X) definida c.omo en. la Definici.ón $,2. Si /J: X1 xXi -;, Y es una /1tn.ción 

bilincal y co11tin.ua. cnton.cc.1 
VS E a, ¡�1•(/(t/1),g(tll)) = O, uniformemente respecto de/¡ ES 

Demostt'ación. Sean S E q y V e Y vecindad del cero en Y cualesquiera, como la función 
bilineal 1• es continua en (O,>.) con µ(O,>.)= O, podemos hollar vecindades del cero U, C X, y 
U2 e X2 tales que 

z, E U, llz2 E >.+U,=} 1•(:t1,:t2) E V 
por la hipótesis de convergencia uniforme para las funciones / y g existe un 6 > O tal que 
si O < ltl < 6 y h E S entonces /(th) E U, y g(th) - ), E U2 Y por lo anterior resulta que 
1•(/(th),g(th)) E V demostrando el lema. O 
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Teorema 3.1 (Dife,·enciabilidad del producto) Sean X1 (i = l, 2, ... , n), X, Y E. V. T.; 
JJ: X1 xX2 X ···X,1-+ Y ,rno /unci6n mv.ltiHneal co,aiint.ia; <1 C P(X) familia definida como 
<n lo D,fini,:j6n 3.2 y pam eada i E {1,2, ... ,n} la junei6n /¡: U e X-+ X1 a-difmmeiable 
en :ro E U ( d1md• U •• o/,ieno) enwnee, lo f•neúm ,f, : U e X -+ Y definido por 

,f,(z) = µ(/,(z),h(z), ... ,/.(zl), Vz E U 

e, a-d,'/erencio.blc c11 :to, cumpliénCW,c ademá1 que 
. 

v!�(zo)(I,) � í:>{/i(zo), ... , h-1(0:0), /Í(zo)(/1), h+1(ze), ... , /.(:ro)) 
/al 

Demostración. Para evitar notaciones engorrosas dcmosirnre.mos el teorema para n = 2. 
Primeramente notemos que la función /1 E X,_. µ(/:(zo)I,, h(zo)) + µ(/¡(:ro), /;(zo)I,) E Y 
es lincnl y continua., denotemos a esta función por T. además desde que para cunlquier funci6n 
n•linea.l 8C verifica la igualdad 

. 

µ(b,,b,, .... h.)-µ(01,02, ... ,a.)= ¿1•(h1,b,, ... ,6,-1,61 - 01,<1;+1 ... ,••-"º•) (3.7) 
íal 

tenemos que 

1/1(:ro + tia) -t/>(zo) 
1 

_µ(/,(:ro + th), h(ze + th))-µ(fi!zo).J,(zel) 
-

t 

= ¡{µ(f,(:to+tli)-/t(zo),/,(zol) + 1•(/1(zo+t11),/,(o:o + tl,)-J,(zo))} 

= ,,e1(zo + 01- /¡(:to) ,/,(:ro))+ µ(/,(zo +tia), /,(:r:o + 111- h(:ro)) 

= µ(/,(zo + 111- /1(:i:e) ,J,(zel) + µ(f
i
<:i:e + th)- /¡(zo), h(ze + th¡- h(zo)) 

(/ ( ) h(zo + tia) -J,{zo)) +µ l :co' t 
y por t.anto 

,J,(zo + t/1-v!(zo) -Th = µ(/,(zo + ti�
) -/¡(zo) _ f.(zo)(h),h(zo)) 

+ ,,(J,(zo), h(:r, + 111- h(zol -/,(:1:0)(/1)) 

( 
J,(zo + ti,) -h(zo)) + ,, /¡(:eo + ti,) - /,(o:o), t 

la c:ontinu.idad de µ y to. dos lemas ant<lriores demuestran que lím,·....o fht+'h,J-t<•t) -Tli = O 
uniíonnemenle ""'p<do de h en cada micmbro de a O 

G7 



La regla de Ja. cadena se verifica dependiendo de la fiunilin. <1. Sean X, Y.Z tres E.V.T. y 
u, C 'P (X),<12 C 'P (Y) familias de subcoujuntos acotados como en la Definición 3.2. Supong• 
runos que ambas familiM ton del mismo tipo (por ejemplo <11 = 1l x y O'J :::r 1l y familias 
de t.odoo los subcoujw1loc occuencialmcnt.c compactos en X e Y respectivament.c). Este tipo 
de difcn:nciabilidad oc dice que licue la propiedad de composición cuando para las fun. 
cioneo f : U C X -+ Y función <11-difcrcnciable en un punt.o ,;0 e U (donde U es abicrt.o) y 
g : V C Y -+ Z función <>'2-difcronciable en Yo = /(zo) (donde V es abic,t.o con /(U) C V) 
res\llta que la función composición !Jo J : U C X -+ Z es <11-diforcnciablc en 2:0 donde además 
se cumple 

(g o/)�, (o:o) = g�, (¡¡o) o f., (zo) 

Teorema 3.2 (Difercnciabilidad do la composición - R.egla de la cadena) 

a). La :,: -difenmciabilid4d tiene la propiedad de earnpo,ici6,o. 

b). La '/l -difmneio.bilidod tiene la pr'Opiedad de eompa,iei6n. 

c). [A.¡; -difcnmciabilidad no ticn,; la propiedad de eompo,ici6n. 

Demostración. Los demostraciones de (a) y (b) BOD t.otalment.c análogas, aoi que solo mostramos 
(b). Tonemos las funciones f : U C X -+ Y, '/l x-diferenciable en :r:o e U y !J : V e Y -+ 
z, '/l v-difercnciable en vo = /(:r:o) donde U y V son abiertos con /(U) C V. Denotemos 
Ax(:i:o) =TE C(X, Y) y g'11 Y(yo) =RE C{Y, Z), y obscrvemoo que se puede escribir 

g � /("• + h)-g o/( .. ) 

= g(f(:o) + (/(zo + h) - /(:r,ll) - g(/(:o) ) 

= g(/(zo) +(/(%o+ 1,) - /(:toll) - 9(/(0:0)) + R[/(%0 + 1,) - /(:i:o)) 

- ll[/(o:o + h) - /(zo)} +Ro T(h) - Ro T(h) 

= Ro T(h) + R[/(:i:o + /1) - /(:ro) -Tli] (3.8) 

+ { 9(1/0 + [/(:r:s + h) - /(:ro))) - g(11t)} - R(/(:o + h) - /(:o)] 

Por contradicción supongamos que Ro T E C (X, Z) no sea la 1{. x·derivada de g o / en :r:o, 
cnt..oncc1 existen A e 1(. x ((i.e.) A e X sccucncinlmcat.c compact.o)i 'H' C Z vecindad del cero 
en Z y sucesiones (tn)nert e IR - {O} con In -+ O y (l,.).eN C A tales que 

VnEN, 
g º /(:i:o + t.1,.) - g º /(o:o) 

- n º T(h.) 1 wt. 

que por (3.8) podemos escribir 

g(l/0 + 
t. /(xo + 1.1,.) - /(:to) ) _ g(¡¡o) 

n(/(:to + t.li.) - /(:i:o) 
-T(I,.)) + 

t -
� � 

ne<zo +t.�) - /(:o}
) 

� w
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si dcnot.n.mos ?In = J(r9+• .. �;)-J(�o) cntonocs tendremos que 

R(v. -T(1'.)) + 9(1/0 + t.11.) -9(!/0) - R(110) .,.. O 
1,, 

(3.9) 

Como A C X es ""°'encialmcnle <OtD!>""lo y (1'.)nel< e A podemos suponer que h0 -+ h E A 
rc,ultando que el conjunto {l•./n E N} U {h) es ...:ucnciolmcnte compaclo en X y siendo / 
función 11. x�diforcJtciablc en :ro entonces pnra cualquier vecindad V e Y del cero en Y podemos 
escribir (recuerde que t,n -+ O y por taot,o pl'lrl\ cualquier 6 > O podemos hnJJnr un No E N tal 
que O < ltn l < 6, Vn � No ) 

1/n -T(/10) = /(ze + '-''") -/(zt) -T(l1n) E V, Vn � algun no 1,, 

es decir !In -T(h.)-+ O y siendo lle e (Y, Z) entonces 

R(vn -T(l1n)) -+ O (3.10) 

Adeuw y. = TI,. + (11. - T(I,.)) y como los conjunlot (T(/1,,)/n e N} u (T/1) e Y y 
{110-T(/1,,)/n EN} e Y IOll SCC\Jenciahncntc compaclos (el primero porque (11./n E N}u(h} 
es secuencialmente com1>aclo y TE C(X, Y) y el ,egundo porque !In -T(li,,) -+ O) resul1"1 que 
bJn/n E N} U {Th} cs secuendalmcnt.c compacto y siendo g función 1l rdiforcnciable en !JO 
tendremos que 

g(!/0 + t.v.) -g(vo) 
R(11n)-+ O (3.11) 

,. 

(3.10) y (3.11) conjunwnentc llevan a una cont.radicci6n con (3.9), por oonsiguienle g o/ es 
1l x-diforenciable en zo con (g o n;,. (zo) = g',, ,.(!IO) o /j¡ 

� 
(zo) 

(e) En el ejemplo lG, las funciones f,g y 90 / son 9-d,fcrenciables, en 0,/(0) = (O,O) y O 
rcspcctivamcnle, ,in cmbnrgo no se verifica In igualdad (g o /lí, (O) = g'0 (/(O)] o//¡ (O) 

o 

OBSEltVACIÓN 
La composición g o / de una función :F -difcrenciable / en z y una función 9 -difercnciable g 
en /(z) puede no SC1" difercnciable de ningún Lipo. 

Ejemplo 24 Se011l•1fuucioncs/: R-> R2 y9: R'-> R dcRnid••por /(t) s (lcos(l),lsin(I)), VI� 
Ry 

g(z,y)• � • z 
{..L±L.. "º O • z•O 

La función / es T -dií�nciable en t • O y ges, .d_jferenciablc t'll (O, O) J)Cl'O la composición 
g o/: R � R no t"I diícJ'enciablc (más A\Ín no es contiuuft) en t ic: O 
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Figura 3.4: Gráfica de la función 9 y la existencia de la O derivada en (0,0) 

En la primen ftgura se muestra la gráfica de 9 y en la segunda las curvu de intenecóón 
con plei.nos ,·erticeles en. las direcciones (1, 1) y (-1, 1) 

Para demostrar el sigui<11le t<orcma recordcmoo loo aiguienlea lemas. 

Lema 3.3 Sean X, Y dos E. V.T donde X u Normado y f : U C X -+ Y definida tn una 

o«indad U del cm> en X •• c11mple: 

a). lím .... o /(z) =O� límn-too /(:on) = O, V(zn)nel< CU - {O}, con z,.-+ O 

b). V(z.)neN e U can z. -+ O, /(z.) -+O=> lím, .... 1 /(z) = O 

Demostrnción (a.) Sea la aucesión (:tn)neH C U - {O} con"• -+ O y consideremos O e Vo e Y 

una vecindad del nrbitraria del cero en Y1 como por hip6tc,i.s líma•O /(z:) = O entonces podcmot 
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hallar un 6 > O tal que 
V,: E U, con O< l!xll < 6, /(x) E Vo 

Además sabiendo que X:n -+ O podemos asegul'al' la existencia de un no € N t.al que 

Vn ,¡, no, O< llxn ll < 6 

de donde podemos decir Vn ,¡, no, /(,:n) E Voy esto demuestra lím • ...,00 /(,:n) = O 
(b.) Por contradicción supo11_gamos que límz-.o /(x} � 0

1 
esto quiCJ'C decir que podemos 

hallar una vecindad O E V. C Y del cero en Y tal que 

\f6 > O, 3:t E U: O < IJ:tll < 6 A/{,:) ,t Vo 

Asi podemoo hallar una sucesión (:c:,.)neN CU - {O} con Zn °' O y de modo que 

Vn e N, /(x.) <t Vo 

y esto es una contradicción con Ja hip6tesis, pues scgú1l ésta se debe verificar que /(z11) ; O O 

Lema 3.4 Sea X 11n E. V. T. c1talq1tiera y f : IR -+ X tal que e:ciste el límite lím,-,0 /(t), 
entonce• l!m,-,o tf(t) = O 

Demostración. Denotemos por Hmt�o /(t) = :to E X y sea Vo C X cualquier vecindad del 
cero en X y V' la vecindad equilibl'ada de) cero con v• C Vo entonces existe un ó1 > O tal que 
xo E f; v•. Para Ja vedndad dcJ cero t V" - xo existe un Ó2 > O de modo que O < ltl < 62 

implica 

/(!) - :to E .!. V' - xo = /(!) E .!. V' 
6, 6, 

Sea 6 = mfo{6,,6,} y O< Jtl < 6 entonces tf(t) E f.V' e V' C Vo, la penúltima inclusión es 
debido a que V' es equilibrada. Esto demuestra que lím1-,o tf(t) = O D 

El siguiente teorema resume algunas equivalencias demostradas en el capítuJo antedo1·. 

Teorema 3.3 (Equivalencias para la g, 1/. y :F diferenciabilidad) Sean X, Y dos E. V. T.; 
/ : U C X -+ Y donde U es abierto. Entonces se ctun.plc: 

1). f es g -d.ife,..,u;fable cri x .,i y solo si existe un TE C(X, Y) tal qtlc 

vi.ex, lím /(,:+ti•) -/(x) = T(li) 
t-+0 t 

(3.12) 

2). fes 'Ji-dijcrcnciable en x si y solo .1i e:,;i.1tc 1m Te C.(X, Y) tal qt,c pom c11.(f./quie1· Jund6,1-
� : X -+ U que verifique 

a). �(O)= x 

b). lím1-,o �=�'(O) existe en X 
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se cum.ple que 

T(4>'(0)) = lím /[4>(t)l- /[4>(0)J 
f-+0 t (3.13) 

3). Cuando X e.s 1m Espacio Vectorúil Nonnado. f es :F .difercndoblc en x si y .tolo $-i Wste 
un T E C(X, Y) tal qu� 

Demostración 

lím /(x + h) - f(x) -T(h) = 0 
..... 11h11 

{l) Esto fue demostrado en Teorema 2.5 de] capítulo anter-ior. 

(3.14) 

(2)('*) Por el Teorema 2.6 la 11-diforenciabilidad es equivalente a la Hadamard diferenciabilidnd, por tanto existen Te C. (X1 Y) y r: X -+ Y tales que se verifica 

l. /(x + h) = /(x) + T(h) + r(h), 'lh: x + h E U (3.15) 
2. (,¡,: R -> X coo ,J,(O) = O y 3 lím ,J,(t)) '* lím r(,J,(t)l = O (3.16) t-+0 t t-+0 t 

Sea 4>: X -> U cualquier función que verifique (a) y (b) de la hipótesis y definamos la función t/> : R -> X por ,J,(t) = ,f>(t) - "• entonces ,J,(O) = 4>(0) - x = O y además lím, ... o � = lím, ... o � = 4>'(0). Por (3.16) resulta que lím,...0 •IOC•,>-•I = O y por (3.15) podemos escribir 
O = 

lím { /[4>(t)] -/(:t) -T(4>(t) -")} = lím f(4>(t)I - /[4>(0)J - T{4>'(0)J t-+0 t ,. ,-o l 

verificándose (3.13) ( <=) Nuevamel\te será suficiente probar que f es Hadamard difeJ'cn.ciablc en :t. Por hipótesis existe una función TE C (X, Y) que verifica (3.13), definamos la función r: R -> X por 
r(h) = {/(:t + h) - J(x) -T(h), O, si x+hEU si x+lt<J U 

Sea ahora ,J, : R -, X oon t/>(O) = O tal que 3 lím, ... o .t¡!l debemos mostrar que 
lím r(,J,(t)J =O 
, .... o t 

por el lema anterior resulta que H1nt-+O V,(t) = O y por tanto podemos ha.llar un 61 > O tal que ,J,( t) E U - x siempre que ltl < 4,. Definamos la función 4> : R -> U por 
ql(t)= {t/>(t)+x, 

:,:, 

cuando t E< 61,61 > en otro caso 
que cJaramcnte vet·ifica ,co) = X y lím, ... o � = lím, ... o � = �'(O), es decil' se satisfáce.n las hipóetsis (a) y (b) y en consecuencia se cumple 

T[4>'(0)] = lím /{4>(t)J-/(ql(O)J 
t-+0 t 

]' /[v,(t) + :,:J -/(x) 
t�� t 
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de donde resulta 
T(t¡l'(O)) = lírn r[\6(t)J +T[lím 1,b(t)J = T(t¡l'(O)] 

t-+o t ,�o t 

ypor &.N1to ob4eocmac Hin,�, � = O 
(3)(=>) Por hipótesi• cxisle un TE C(X, Y) que verifica (3.G) con la familia"= :F. �a 

la ,uoc,ión (1..,)n�N C X- {O} tal que Vn EN, z+ "• E U y además 1.., � O según el lema 
anterior debernos mostrnr 

lím /(:t + hn) - /(:t) -T(lln) a O 
·�� 111,.11 

para el .lo definamos loo reales "n = 1lh01l , Vn de donde resulta que el conjunto B = { � /n E N} 
cs acotado en X ( í.e. es un miembro de :F) y por tanto el lfmile (3.6) es unifom,c respecto de 
11 en D, o equivalentemente para cualquier vecindad Vo C Y del cero en Y cxist.c un 6 > O "3..1 
que 

VnEN,Vt:0<1tl<6, /(:t +t�) - /(:t) "· 
t -T(�)EVo 

Ademú como "- � O podclD06 hallar un no E N tal que 
Vn�no, 0<,;.,,<6 

de estos dos últimos resultados podemos decir que para tal no se verifica. 
/(:t + ,;.,,�) - /(:t) -1·(�) =/(,e+ h.) - /(,r) -T(h,,) E Vo 

"9 t<,, llhnll 

oomo queriam06 demoatrar. 
( <=) Por co11tradicci6n 1 aupougamos que f no es :F -diícrcncinble en 2:

1 
luego para )a función 

T E C(X, Y) que vc,·ifica (3.14) existen S E :F (i.e. un subconjunto acot11do de X) y una 
vecindad Vo e Y del cero en Y tales que 

Not.cmoe que los h e S anteriores son no n\llos, pues: de lo contrario tendríamot qt1c -T(O) = 
O ,¡, V0• Asi podemos h•ll•r dos succsioncs (h.,).,er< C S - {O} y (ln)nEN C lit - {O} (que 
podemos suponel' de términos todos poeítivoa o bié11 Lodos ncg.ntiVO$ 1 digamos que Lodos so1t 
negativos), tales que 
i. (hn)n C X es una auccsión acotad• cou l1n -# O, Vn E N 
ii. tn � O donde adeinó.t t,, < O, Vn E N 
iii. /l<+••:� ,1-/(•l - T(1&0) ,t Vo, Vn EN 
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Si definimos !In 
= 

t,nhn enlouces la sucesión h/n}n e X - {O} es tal que Yn -+ O (ya que por (i) 
la sucesión (h.n)nEN es acotada) y por hipótesis 

0_ l' f(x+y.)-J(x)-T(y.) 1, {f(x+t,.h.)-J(x) T(h.)} - 11!� il'Ynll = n�"!, -t»llhn ll + llhnll 
= lim {-1-} { - /(:,; + 1"11") - /(:t) T(h J} 

r)-too llhnll t" + n 
de donde obtenemos 

lo que contradice (iii.) 
lfm J(x + t.h.) - /(:t) -T(I,.) = o n-too t,) 

Tenemos Jas siguientes equivalencias para Ja diforenciabilidad de Hadamard. 
o 

Teorema 3.4 (Equivalencias de la Diferenciabilidad de Hadamard) Sean X, Y dos E. V. T.; 
J : U e X -t Y donde U �s abie1·to y :e E X, cntoncc.1 son cqtiivalente.1: 
1). f e, Hadanu,rd-diferenciablc en:,; 
2). Etistc ,ma j,mción TE C(X, Y) tal que para cualquier función ,P: IR -+ U que verifiq"e 

J. </>(O)= :t 
�. líint-+O � = 4>'(0) existe en X 

entonce, 

3). J es 'H. -dife,-enciahlc en :i: 
T{,P'(O)) = lím 

J[;(tl) - J(;(O)) 
f-+0 t 

4). Existe "'"' /uru;ión T E .C(X, Y) tal que para cualesq,.ie,· par de ,ucesion.es (hn)neN C X 
con h. -+ h y (tn)ner. C IR - {O) con t. -+ O se cttmplc 

T(li) = lím 
/(:r. + t.li,.) - /(:t). 

n-too tn 

5). Cuando la To¡iologia de X es mctrizablc. Eri,te ""ª función TE .C(X, Y) tal q,,c 
T(h) = lirn /[:t + tu) - /(:t), Vh E X f-tO t _.-tJ1 

Demostración. (1 � 2 {:.) 3) Demostrado en el Teorema 3.3. 

(3.18) 

(3.19) 

(3 => 4). Por hipótesis existe un T E .c[X, Y) que vel'ifica (3.G) con la familia q = 1i. 
Definamos e) conjunto J( = {hn/n E N} U {h} que claramente es secuencialmente compnct.o. 
$j Vo e Y es una vecindad cualquiera del cero en Y y Vfj la. v ecindad simétrica del ce.ro tal que 
l'oª + V/ e v0 entonces, por la Proposici6n 3.3 existe un J > O tal que 

f(x + th.) - J(o:) Vt : O < itl < 6, 'In E N, t T(hn) E Vó' 
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peJ'O como T es continua, h-n � h y L11 -+ O entonces podemos ballar un no e N lal que 
'fo ;i, no, O < ltnl < ó y T(hn) -T(h) E v¡. &to pcrmil<: escribir 

Vn ;i, no, /(z + t.�
) - /(z) -T(h) E v; + Vó e Vo 

demostrando el límite (3.18). 
( 4 => 3). Por contl'adicción supongamo, que f no es 'H. ·diícrcnciab)c cu 2:, nnálogamcntc a 

la demostración del Tco,.cma 3.3,(3) paro In función TE C(X, Y) que vCl'ifica (3.18) podernos 
hallar 1ucesioucs (l1n)n�N C X - {O} con"•-+ h y (tn)ner• e R - {O} con t.-+ O tales que 

VnEN, /(z + 1"11•> - /(z) -T(/10) j Vo 
t. 

pero por hipótesis para algún no E N se de.be cumplir 

Vn � no, 
/(:,; + t,,I,,,) - /(:t) 

-T(/1) E Vo 
t. 

y nuevamente por la conlinuidad de T podemos reemplazar T(h) por T(hn) llegando a una 
contradicción� 

Cuando la lopología de X es metrizable mostremos que (4 � 5) 
(4 => 5). Por controdicción, supongnmOI que para TE C(X, Y) que verifica (3.18) existe 

algún h E X tal que no verifique (3.19), es decir existe una vecindad lló e Y del cero en Y tal 
que 

Vó > O, Vq > O, 31: O< 111 < ó, 3u E B(l,.n)/ /(z +tu¿-/(,;) -T(I,) � Vo 

ele aqw podemos hallar doo suc,esioo .. (tn)nell C R - {O} con t. -+ O y (li.)neN C X con 
ltn -+ 1, tal que 

VnEN, /(,; + tnun) - /(,;) -T(I,.) j Vo 
t., 

la continuidad de T 1>ermite reernplazru· T(I,.) por T(h) llegondo a una contradicción con(3.18) 
(5 => 4). Por contradicción, supongan,°" que para TE C(X, Y) que verifica (3.19), existen 

1ucemones (h..)neH con h. -+ h y (t.lneH e R - {O} con t. -+ O tales que el límite (3.18) no 
ae da, es decir existe una ..,cjndad Vo C Y del cero en Y tal que 

Vn EN, 3m ;¡, 11, /(z + t.m l
�

) - /(:i:) -T(I&) rf, Vo (3.20) 

pe.ro por hipóte.sis cxist.c.n 5 y,., positivos tales que 

/(,; + tu) - /(:a:) 
Vt: O< ltl < Ó, Vu E D(h,�), t 

T(h) E V• 

Como h" _. I, y tn � O entonces podc.mot hallnr un no E N t.nl que Vn � n«h hn E B(h, 11) y 
O< ltnl < 6 y por tnnLo 

Vn ;¡, no, /(z + 1"110) - /(%} -T(h) ,t lló 
t. 

lo que coolradice a (3.20). 
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3.2. Teoremas del Valor Medio 

Existen varias versiones dcJ teorema del valor medio, comencemos por la versi6n escalar. 
En lo que sigue si D C Y es un eubcoajunto de un E.V.T. Y entonces dcnotuemoo por Co(B) 
a la claueura de la dpoula convexa de B, es decir 

Co(B) = Co(B) 

Teorema 3.6 {Teorema del Valor Medio Escalar) Seo Y •n B. V.T. Loeol=nte Conuezo 
de Ha .. dorlf; f : (a, b) -+ Y junei6n oanlin1ta en (•, b) v II e (•, b) un ,ukanjunto eonlable. Si 
f •• :¡: -diferenciable en (a, b) - N entonce, 

a). Para cualquier ,Ji E Y' e,:i,te un O E< O, l > tal que 

•(f(b) - /(a))= (b- <>)v,(f(• + O(b- •))) 

b). /(b)- /(a) E (b - a)Co{B) donde B ={Ji,(<)/( E (<>,b)-/1) C Y 

Demostración. La dcmo.traci6n la omilimoo aqui y se puede encontrar en (2, ¡,.,¡. 217) O 

Ejemplo 25 Comencemos d.»do una iot.crpre.t.ación geom�triea de este teorema.. Sea la 
función/: [0,1)-+ R2 definida por /(t) = (t2,t'), Vt E [0,1] que es F-diferenciable en 
eada pw,to del intervalo [O, l) ooo derivada /} (() = (2(, 3('). El teor=a afirma que 

(1,1),. /(1)- /(0) E Co{(2(,3{2)/( E (0,1)} 

'y 

[r !I 
/) '1'111�6ofí1 : 11 - ,I I 

X 

Figura 3.5: Int,crprctación geomaric:a del Teorema del Valor Medio &calar 

OBSERVACIONES 
l, Si El Espacio Y no es Localmente Convexo, cnlOJ)CCS In oonelu,ión del teorema ruatetior no es uece-

sa.ria.mt:0le dcrta 
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Ejemplo 20 Pnrn este cjcJnJ)lo con$idcrcmos (E,.A,¡1) nn &J>acio de Medida con ,,(E)< 
oo y dwotemos el subespaclo de Cuncóoncs A-me<liblcs por M(E.R) 

M(E,R) ={/:E-+ R// es función A-m<dible) e F(E,R) 

para C:Ada n EN dc6.n.a.mos t':l conjunLo U,, e M(E,R) como 

U.� {I E M(E,R)/,,{H E: 1/(z)I < ;¡) < ;;}
Admiü...,_ citt1as las sigui<ntes an=- (consular (14, pp. 21) y (16, pp. $$)) 

l. La Í•núlia 6 = {U./n E N} es una baoe local para uoo Topologi• Vectorial en el 
EsJ)3ciO }.{(E,R) llannula Topologlo de ContlC1".9er1-cia en Medida 

2. Una. succ,i6n (/n)•E.N C M(E.R) con,·cr¡e a Ct':ro respecto de la Topología de Conver� 
gencia en Me<lida si y tolo si pa:ta cuak¡uier r >O se cumple que ¡,{z E E/f/.(z)f > 
r}�O 

3. Cuando E= (0,1) (o tambi6i (a,bj) y¡, es la medida de Lebesgue en [0,1] entonces 
para e,ide. n EN la dpsula COP\'Cx:a de U,. coincide con todo cl Espado M((O, l),R ), 
es decir 

Co(U0) = M((O, l],R), 'lln EN 

4. Lu úaicas fooóonales lioeolcs y oonünuu eo M(IO, 1), R )- lu i<leukamente oulas. 
5. M(IO,l),lt) no es Locahnmte Con'""°· 

Sea X= M([0,1],R) con lo Topologia de Convergencia e11 Medido, para ead• r E (0,1) 
definamos 111 fuocióu {,. : (O, 1) -t R por 

{
1 , Ji I <.,. 

(.(f)= 
O , .il ;;,, 

Consideremos ahora la fonción /: (0, l) -+ X defi11ida como /(r) • {., Vr E (O, l]. Esta 
función es F -diferenciablc en < O, l > con derivada idcucicrunente nula, en eíccto, ¡ea 
'TO E< 0, 1 > cualquiera, entonces 

{/(,o+ h)- /(Tb)](I) • (,.-u(I) - {,.(I) 

= 
{º ,t < 7' VI� fi) + J, CtlMdO /1 > 0 

1 ,ro<:t <fo+I> 

e{º ,t <ro+ I, V 1): 11) cuando J, < O 
-1 ,1'+h,t<To 

Mostremol que lim.A:-o � = O, para (")Jo sea 1J C X cualquier n�ci:nd.ad dcl cero 
entonces podeinos ballar un n E N tal que 

U,, ={/ E M((O,l],R)/m{t E (0,1]: 1/(t)I > !) < !¡e U " n 

acogamos: lt > O suñcientcmt.ute peqweño de modo que h < ! < l cntonect ti conjunto 

{ t E [O, 1)/I /C!!+-')(�-/(,.)(1)1 > �} = fr0, 1'b + h > tiene medida h que e5 menor que �. es 

decir tencmoc c1uc � € U,. e U y por rnnto se \'CJ'iR�l el límit.c lntcu\l derecho 
lim1, ... o+ � • o. Pnra ol lím..itc lntcrnl i1.quicrdo cl p1-oce,o es antOogo. La fución 
J resul" ser F -diíerenciahl<, en O, pero sin emb•rgo /(1) - /(O)•{, - {o 'FO 
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l')jemplo 27 Sea (E,.A,¡1) un E,p,,cio de Medida, y p,,ra p > O el E,paóo de w funciones 
reales cldirudu en E t&les qne 1/1' .. ,,.integrable, .. decir 

L'(E,µ) = {/: E-+ R/ l lfl'd¡, < oo) 

1 

cuando O < p < 1 lo fun<ió,, / E V(E,¡,) ,.. 1/1 • { /8 lfl'dp}' E R ya ao .. más 
una K'IIUaonna., por lo tanto no puede trat.ane a V(B, p) como un F..pacio Normado como 
te bacía �, el caso p > l. Las demOflrnciooes de las ,igWcnt.cs afirmaciones se pueden 
enconLror en (lG, p¡>. 55) y (9, J>P· 33) 

l. Si para cada n EN definimo1 d conjunco 

U. •{/E L'(E,¡,)/1/1 < ;; ) 

cutonoes )a familin U = {Utt/rt E N} es una b11.1e local J)ara. una Topología. Vectorial 
eo el E,pacio L'(E.11) 

2. FJ &paóo V(E,µ) es Localmente Conexo aii el conjunto de Yalores que toma la 
medida p es finito. 

3. Cuando E ::s R )' ,, • m es  la mcdidfl de L<'bcsguc en R oitoncet Jns únicas funcionales 
UncaJcs y continuos en l''(R, m) ,on las identicamente nu.l11s 

4. El E,¡>Mio V(R, m) no es Localmente Convexo 

Sea el Eop,,áo X = L1f2(R,m) con la Topología dcscrit& <n el aparuodo (!) anterior y 
definamOl la íunóón /: R -t X por 

/(l)(r) • {' •••O 'Ó • '- 1 
O 

1 en otro caso 

(cuando t < O '"'enlfflderi qne /(t) • O). �lootrcnm que f es :F -difer..áable <ti R -
dcrivade. identiear.ncnt.c nultt.. en efecto, sea to E R cu1dqu.ic1·a y ru1>0ngiunos que to > O (los 
demas cosos 40n totnlmeut.e an álogcn), entonces 

{
l .to< 1' < lo+lt 

(/(lo+ h)- /(lo))(r) • 0 , .,, otro...., 

-{-1 ,to+li<'f(lo 
O • cu otro ca.so 

cuando 1t > O 

cmmdoh < O 

para m<lllfn.rque üm,...o• W•+'l-/llt} • 05Ca U e X cualquier ,,:ciudad del mo,mtoaces 
podemoo ballar un • E N tal qne 

u.� U e X/ f 1/1''' < (;;J'''l e u
J. 

escogaDJ01 h > O tal que h < ; de: modo que tcnemot 

r ¡1<,.+hJ-1<1o>¡'" =c.:i•,,,.�,.·"<c.:1•'' 
lr. ,, I, " 

esdccir tcncmMquc � E U,, C U 1 veri.6c1ndo cl limit.c lo.t.crAl daed.,.
.
o ll1n....o+ � = 

O. Para el lim.ite lataal iiquierdo cl prooeso es aoüogo¡ 1 J!!.)C tanto la Ím:tci6e / rt'SUlta 
ser :F -clifercnciable cn O, p<ro sm Cd>borgo /(1) - /(O) t Co{/'(t)/0 ( t � l} clcode qne 
/(!) - /(O) no"' ldcnlicamente nula. 
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2. E11 la concluli6u (b) no se puede, cu gcncnil, rccmJ>lazar "°(B) por By ni siquicri, por Co(B). 

Ejemplo 28 La íunci6n /: (O,#) -+ R' dcfinóda por /(1) • (cosjt),sen(I)), VI E (O,•) 
1a1iúacc la coodici6n dd Teorema 3.5 pero/(•)-/(O), 11 donde B: {/'(1)/t E (O,x)} 

Ejemplo 29 � la autt'Sión (o¡,)ttNvCO) �n el Espa.ciol,(N) donde cada téruúnocstádado 
por º.t = (1,t,¡,. ..... ,\-.0,0, ... )1 (!· • 01 1,2, ... ), crt.1 1uCClión con,•crge al ek:mento 
o• (1,J, -b, fJ, ... ). Para cada J.•1cnlt • l--¡,;- ydc.fina.u)()l(l\ función/: R--+ l,(N) por 

/(t) = {ª• + ,,.��r:.,. (0.1+1 - a,) , ,�te (tt,t1-+,) 
a 

1 111 • l 

Esu íuná6a tambib, 1aúsface lu c:ondióonet dd Teorema 3.5 pero /(1)-/(0) f Co{/'(1)/1 E 
(O,l), l,'l•(k•0,1,2,3, ... J} 

Para la versión vcdorinl del teorema del valor medio JH .. 'GC&itnrcmos siguicn�e lema 

Lema 3.5 Sean X vn E. V. T. Localmente Conoeu> de Hav,dor/J; f : [O, 1) e R -+ X /•neión 
ettalq•iero y .,. E X. Si poro cada ,; E X' aille vn 6 E< O, 1 > tal qve 

Cfltoncts para cualquier 1cmi,1orrna coT1timt<1 r> E SC(X) criato un O E< O, 1 > tal que 

p(ro), p(/(6)] 

Demostración. Sea p e SC(X) cualquiera, definamos el subespacio M = Span { .,.¡ = { >,,Zflf>• E 
R) C X y la funcional lineal y continua 4i: M -+ R por 4,()...-o) = )..p{:oo) que elaramcnle veri
fic,, l"(ho)I = J>.p(xo)I = i>.Jp(:oo) = p(ho), es decir 

14'(:,:)J 'PM, Vz E M 

Por el teorema de Hahn-Banadi (Teo"'1na 1.16) podcmos exknder 4i a una funáonal lineal 
,; : X -+ R dclinida en X que t.ambi6> vmfica 

h�(z)I , p(.,), V:,: E X 

y por tanto resulta •er continua (ver Teorema 1.15 y 1.4). Por hipótesis para !al t/, E X' existe 
un 6 E< 0, l > de modo que se cumple 

p{Zf,) = 4i(%o) = ,;(.,.) = ,;(/(9)) 'p[/(9)) 

como ,e quería dcrnosLrar o 

Teorema 3.6 (Teorema del Valor Medio Vectorial) Sean X, Y do, E. V. T. eon Y Loca/. 
mente Con-=> de Hoo,dorJT; / : U C X -+ Y jr.nei6n Góteo,u di/ereneiable en el ínter.oto 
(:a:,:a: + /1) CU donde U e1 abierl<> V :a:,:a: + 1, E U, enloncu 
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a). Paro cualquier,¡, e Y' e,;;,1.e "" Q E< O, 1 > tal q1tc 

v,[/(:t + h) - /(:t)] = ,f,[f�..,.(h)) 

b). Para noJ<¡tl;er 1eminormo conlinu q E SC(Y) uilu •• 9 E< O, l > W '1"• 

q[/(:t + 1,) - /(:t)) 'q(f..,.(11)) 

e). /(z + h) - /(:t) e °Co{f;(h)/v e (:t,:t + 1,)) 

d). C•ondo X. Y ••• normodo, y f •• F -ái/trtncioblc en U, entone .. 

11/(r + h) - /{:t)II , 1111n sup IIIF'(11)11 
rE(r,,+/1) 

Demostración. (a). OcRnamos la función•: [O, 1] e R -+ Y como ,(t) = /(:t+lh), 1ft e [O, 1). 
Como/ es Gatcaux diíercnciable en [:i:,z+I•) entonces t,,.mbién lo será en :i;+t01,dondc to e [O, l] 
y por tanto existe /�+•o

l
t : X -+ Y. Mootrcmos que • ca :F -diícrenciable en lt con ,'T (to) = 

/�+,.,.(h) (en realidad estamos identificando a la funcional lineal Á E R >-+ M:.,.,.{h) E Y coo 
el vector /�

10
,(h) E Y como la :F -derivada de•). Tunemoo 

1/m •(to+ Á) - a(lo) - ,\f�+<oh(h) = 1/m /[:t +(to+ ,\)/1] - /(o:+ toh) - ,\f�+i,,U•) 
.\-tO ). A-tO ). 

1• /[(:t + 1.,11) + A11J - /(z + tol1) , = .\� >. 1,.,.,,(h) 
=O 

la última igualdad es debido a que f es Gateaux diforcncinblc en :t + to/,, E.si.o quiere decir 
que• es :F -diferencioble en lo (ver Teoremn 3.3,(3)) con :,: -derivada •'.,, (lo) "' /�+toh{h). Por 
el Teorema 3.5,(a), para cualquier t/, e Y' existe un O E< O, 1 > tal que 

v>(/{:t + h) - /(z)) = v>[•(I) - •{O)] = j(,'T(S)) = v>(f,._.(h)) 

(b). Oirccl.o del lema anterior. 
(c). Para la función • definida en (a) aplicamos el Teorema 3.5,(b) y obtenemos 

/(:t + /1) - /(:t) = •(1)- s(O) e Co{s'.,, ({)/( e (O, l]} 
= Co{f�+<•(/1)/( e [0,1]} 
= Co{f;(h)/11 E(:<,>:+ h]} 

(d). En (b) consideramoo q como la norma de Y y dado que la :F -difcrenciabilidad de/ en 
U implica que /�(/1) = f°T (:t}(h), Vz e U, Vh E X tenemos 

11/(x + 1i¡ - /(zlll , 11/�+••(hJIJ = 111°F (o:+ 011){11)11 
lit llhllllfT(,:+Q/1)11 
,¡¡ 11h11 sup llfT (y )11 

�[•,•+Al 
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ln penultima desigualdad es la de Sd,wart en Es))ncios NormadOf.l o 

OBSERVACIÓN 
El tmrcm.a anterior admite geucn.litM:ioncs obvias ))MI e-1 caso cu cl que la Gitcaux derivada crista en 
ceda punto dd int.e-n·aJo (.r.z + 11) excepto posibJcmcme en un sub<onjonto contttblc 

Los siguientes teol"cmas son aplicaciones dcl lcore1na dcl valor medio. 

Teorema 3. 7 Ston X. Y dos E. V. T. con Y .C.-lfflfflle Con'"" de Hoasdor/J p f : U C X -+ 
Y /tmci6n Gcileot.1% di/ettncia.blc en el abierto f1 con vezo U. Entonce, 

a). /!(h) = O, V(:r:,h) E U x X<>/ e, ee,utanlc en U 

b). C•ando U= X JI odemás / e, conlin•a en O con /(O)= O, enlonee, 

f. e, independieflle de :i: (i.e.3T : X -+ Y h.om<>gcnee fV:i: e X, ¡; = T) 
<>/E C(X,Y) 

Demostración. (a). (:>) Sean :i1,2:2 E U arbitrnrios
1 

oomo U es convexo entonces por el 
Teorema 3.6.(a) para ,¡, E Y- cualquiera podcmoe hallar un e E< :i:1, :r2 > lal que 

t,6[/(:t2)-/(:r:,)] = ,¡1(/;(:r:, - x,)] =,¡,(O)= O 

como V, fue elegido arbilrariamentc y Y es Localmente Convexo (de Hausdorff} c:oncluimos que 
/(:t2) = /(:t1)(vea el Corolario !.1), dem01lraodo que f es co111lanle en U 

(.) Directo. 
(b). (=>) Mootrcmoo que/ es lineal, sean para ello >:1,x, e X arbitrarios, por el Teorema 

3.6,(a) para cualquier,¡, e Y- existe un e E< O, 1 > tal que 

w[/C:r:1 + 2:2J-/C,,1ll = ,µ(/;,.,,,<"•>l = w[T(,,,>l 

de aqui obtenemoo que /(:e,+ :i:2) = /(:<1) + T(2:2), V2:1,%2 E X Y en particular paro %1 = O 
tenemos que /(x,) =/(O)+ T(=<i) = T(zz), es decir que f = T y por tanto co lineo! (recuerde 
que T ya es homogcnea.) y por &el' conUnua en O tnmbjén serÁ continua en X, 

( <=) Directo. O 

OBSERVACIÓN 
Coa las mismas condKiicmcs dd teottma anterior. A la función J � , ·derivada aula ffl cada pnnto 
del conjunto U entonoes debe ser co1�11-ante en U 

Teorema 3.8 Ston X, Y do, 8. V.T. con Y Localm,nle Convezo de Housdorfl N J: U C X-+ 
Y /•neión de/in ida en el 4bierlo U. Si 

1. f e, r;; -di/ettneiahle en U 

t. Para algtín conjunto convcto A e U, J() (A) C C (Xi Y) c.s un co,,j,mto acotado en 
C(X,Y) 
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enton«s paro cual9uier V C Y vecindad del ce-ro en Y y B e X conjunto acotado en X existe: 
"" ( E< 0.1) 141 '1"• 

V:t, y E A, x - y E (B � /(:t) - /(y) E V 

DcmostraciOn. Como Y es Locahneutc Convexo, cut.onces para la vecindad del cero V existen 
q E SC(Y) y<> O tales que Vo = {y E Y /q(y) < ,) C V. Por bipóteois el conjunlo /g {A) e 
C (X, Y) es """Ltldo y po< l.anlo pua la vecindad Ü = {T E C (X, Y)/T(B) e Vo) cxi.sle un 
6 > O tal que f fó (A) e Ü o cquivalcntcmeule 

Va E A, /g (a)(B) e 6Vo {3.21) 

además po,- el Teorema 3.G,{b) existe un 9 E< O, 1 > LAI que 

q(/(:c)-/(u)] , q[fó (y+ O(o: -y))(x - v)] (3.22) 

Considercmoe ( = l mín(6, 1), de modo que si "'·11 E A y z -11 E (8 cntonocs por (3.21) 

/9'11+8(:i:-y)(";Y¡) E6Vo:q[Jb(v+O(,;-y)("�Yl)J <•

por {3.22) y tcnicndo en cuenta que (6 < 1 obtcnemoo que q(/(z) - /(y)) < < es decir 
/(:t) - /(11) E Vo C V oomo se qucria mootrnr O 

Corolario 3.1 Sean X, Y normodo• y f : U e X -+ Y f•nd6n definido en la l>olo obima 
U= {2: E X/11:rll < r}(r >O). Si 

1. f e, O -diferenciable en U 

R. Para olgJn conjunto convexo A C U, Jg (A) C C(X, Y) e• "" conjunto <Jcolado en 
C(X,Y) 

entoncu J e, tm.i/onncmcntc continuo en A 

Demostración. Consccucncin directa del Lcorema anterior. o 

Teorema 3.9 St4n X, Y do, E. V. T. con Y Loco!mcnlc Conoe,:o de llau1d,,r/J; / : U C X -+ Y 
/unción definida en el obicrlo U y :to E U. Si 

t. f •• :F -difc renciablc Cfl U - {2:0) 

t. &im "" T E C (X, Y) tal que llm,-,0 /T (:r) = T 

en.ton ces f e, F ·difere.nciablc en zo c11.rnplicnd()1C adcmd.s que J,F (:to)= T 
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Domostraci6n. Sean las aucesio1l<!S (t0).Er• C R - {O} con tn -+ O y (/i,,).Et� C X acolada. 
Para aplicar el Teorema 3.G primeramcnto obscrv.,m .. que pora la vecindad del CCN> U - {ro} 
existo una vecindad equilibrada V e X del cero en X lal que V e U - {:to}. Además como 
trihn -t O e1ito11ces existe un no E N tal que Vn � no, t,.11-n E V, luego si O � t , l entonces 
por ser V equilibrado, t.c.ncmos que tV C V y por tanto ttrihn E V, Vn � nt, Es decir, exist.c 
un no E N la! que 

O ' t ' 1 =o, zo + tt"h ,. E U, Vn � nt 
Sea al1ora q E SC(Y) arbilrari•, por el Teorema 3.G,(b) existo un o. E< O, l > (00 depende de 
"y q) tal que 

9[/1:ro + t.�) - /(:ro) -T(h.l] ,;; 9(/',, (:ro +s.1.11,,)(h.)-T(h.)] 
,¡; P,.o(Jj. (xo + O.t.,hn) -T] 

donde B = {/10/n E N} e X (que es un subconjunto acolado de X). Por la continuidad de 
la acminonna Pt,B : .c(X, Y) -+ R (n:cucrdc que .C(X, Y) se conaidcra con la Topología de 
Convcrgcnci• Unifonne oobr,: Acolados de X) y por la hipótesis (2), el límile del miembro 
derecho tiende n cc1·0 cuando n -t oo y por tanto 

lí,n 9[/(zo + t0I,.) - /(zo) -T(h.l] = 0 ....... t. (3.23) 
Si suponemos que T no ce la F -derivad& de f en :ro entonces existen suce.sione, (t,n)tieU C 
R - {O} COll t" -t O y (/1 .. )"'crf ("' X ru-.ntnA11 y una vccindnd V0 C Y del e.ero en Y 1.alca q_uc 

/(zo + t.h.) - /(:q) -T{li,,) 1/c V,, Vn EN t,, {3.24) 
Como Y es Locahnentc Convexo, para IA vccfodad Vo C Y podemos hnl1ar una scminorma 
continua qo : Y -+ R y un 1·cal positivo tt > O tal que 

{y e Y /90(11) < <o } e Yo 

de (3.23), existe un no e N t.r1,I que sin� no entonces 

y por (3 .25) re,ulla que 
90(/(:q + t.11.)- /(zo) -T(h.)] < <o t,, 

f(xo + t.h,,) - /(:ro) 
t,, 

que ca una conlr•dicci6n con (3.24)

(3.2�) 
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3.3. Relaciones entre c1-diferenciabilidades 

En el Diagrama 2.1 se muestran las rclncioncs: entre la V, 'H. y F diferendabilidad; si bien es 
cicrlo alli se dan condiciones suficieula (generalmente sobre el .. pacio X) para que una difcr
cnciabilidad implique otra, estas no son las únicas. En cola -,:ión damos algunas condiciooeo 
suficieot.cs, no sobre el Espacio X, pero •i sobre la misma funci6n f : X -+ Y 

Cualquier funci6n definida entre E.V.T. que es o-difercnciablc en algún punto Larnbién es 
Gatcnux-diferenciab]c en did10 punto. Comencemos dando condiciones para que el recíproco 
también sea cierto. En el tiguicnte teorcmn la continuidad separada de la Gá.tcaux difcrcncia
bilidod implica la Q ,diforcnciabilidad. 

Teorema 3.10 (Gáteaux y Q - diferenciabilidad) Smn X, Y®' B. V. T. con Y LocaJm.nte 
Con""" de Ra.,@rff v f : U C X -+ Y funci6n definida en el abierto U con :io e U. Si 

J. f •• Gotea u,; difcm,ciablc en U 

2. Para cada 1, e X, la función z e U>-+ /;(1t) e Y •• co11tinua en zo 

3. f',. : X -+ Y e, continwa en O e X 

cntcncu f es Q -di/cren,;iablc en r0 con fo (:to) = g0 

Demostración. Por el Teorema 3.3.(1) debemos mostrar que In Gátcaux-dcl'ivnda /�0 
: X-+ Y 

es lincnl y continua en X y para ello será suficiente mostrar que es lineal (pues In continuidad en 
lodo el espacio X sigue de la condici6o (3)). Dado que /!. ya es homogcnea. solo mostraremos 
que es aditiva. Sean entonces %1, Z:2 E X arbitrarios., por dc6nict6n tenemos 

/, ( ) /
' 

( ) I' /(ro+ t(:t1 + :t2l) - /(za) r /(zo + t:i:1) - /(:to) 
•o %¡ + z2 - .to %J = t� t - ,� t 

= 1/m /((:io + to,i) + t:t2) - /{:to+ t:t1) (3.26) 
,.... ! 

Por el Teorema 3.G.(b), para cualquier,; e Y' y te R en una -,;ndad del cero sufieientcmcnte 
pequciia existe un 8 = l(t) E< O, l > tal que 

,¡,(/(:to+ tz, + t:t2)- /(:to+ tr,)) = v,(/�0+1,,+e,.,(tx2)) 

como,¡, : X -+ R ea lineal y continua enLontca de (3.2G) y (3.27) 

( ) 
•{!(:to+ t:i, + t:i,)- /{:io + t:i,)) 

• /�(:,;, +:i:2) = � t 

= J�i }1P(/;0+tr1+9tr,{tx2)) = J�:V1(/�0+1z.+ltz,{:C2)) 

= ,¡,(lím 1:,+••,+11.,(:i:2)) = ,;(/;0(:i:2)) 
•�• 

(3.27) 

la \\!tima igualdad .. po< la continuidad en la condici6n (2) (o""""" además que para cualquier 
t, S(t) E< O, I > y por tAnt.o lím,�o 8(t)t e O). Es decir tenemos que para cualquier ,; E Y' 
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se cumple que ,J,(/�
0
(%1 + :1:2) - ¡;

0
(:t1)) = t/i{f;

0
(x2)) y en consecuencin 2 /�0(,:1 + x2) = 

/� 0
(2:1) + /��l:t2), como se quería mostl·ru·. o 

La continuidad n,speclo de ambas variables, por supucolo implica una conclusión más fuerlc. 

Teorema 3.11 (G&teawc y ?l- difercneiabilidad) Sc,,n X, Y do, E. V.T. con Y Lo co/. 
mente Conve,::.o de Ha111dorff; J : U e X -+ Y /un.ci6n definida en el abierto U e X con 
:to e u. s;

I. f •• Gáuau,: Jiferrnciablc en U 

t. Lo Jrmci6n (:r.h) E u X X ... .f.(h) E y .. c.onlón.a ... (:to,h), Vh e X 

cn!.onct1 f es ?l -difcn:nciable en :ro can fl, (:to) = ¡;
0 

Dcmostroción. Las condiciones (1) y (2) garantizan que f es Ci -difercnciable en :,0 ('1eorema
3.10) y por tanto la Gótenux-deúvada de f en xo es lineal y continua, es decir /�0 E .C(X, Y). 
Supongamos por conlradiceión que / no es 1l -diícrwcia.blc en :r0, luego para la íunción ¡;.
existen S e 1l y una vecindad Vo e Y del ctJO en Y lales que 

V6 > O, 311 e S, 3t: O< ltl < 6 /
/(:ro+ t� 

- /(zo) - f,0(h) f: Vo 

cla.ramente los h e S son no nulos, pues de lo contrario O - Vo. Asi podemos hallar dos 
sucesiones (hn)ner, C S - {O} y (tn)nEH C R - {O} con In -> O y como S co secuencialmente 
c.on:,v•'-""', vudewo:s •uponer que h,. ; h. Oc ese.a forma se cumple 

/(:to+ t.h.} - /(:to) 
- ¡• (h ) " v. Vn e N 

t,. ro ,. y;; Ot (3.28) 

Para cualquiei· scminorma continua q: Y -+ P.: y cada ne N, por el Teorcmn 3.6,(b) (vea la 
dcmostrnd6n del Tcor<:ma 3.9 para garan�i.zar que [,;o, :i:o + tnlan) C U, paran 1ufkientcmcnte 
grande) existe un Bn E< O, l > ial que 

por la oontinuidad de la sc1ninorma q y la condición (2) tenemos que cl límH.c del miembro 
derecho tiende para cc1·0 cuando n -+ oo y por tanto 

(3.29) 

motlremos que esto lleva 11. una oontradicci6n con (3.28). Para •implificar dc1,ot.cmos por y,. = 
/(r9+t,t',�)-/(ro) - /�0(1,,i). Como Y es Louhnente Convexo, J>tu·n la vecindnd del cero Vo C Y 

cxi,te un ,,. E SC(Y) y <o > O tales que 

{ve Y/p0(u) < <o} e Vo 

'como una�• del t.oorcma de Ha.bt .. &nlllm m. E. V .T. Loc;.tff'litllc.e ConY't'XOI ele H.utdocff. Corolario 
1.1 
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de (3.29) existe un n.o EN tal que 1/n;;, no, PO(y,.) <••·Esto demuestra que 

\/n >- n Y = /{,:� + t .. h.) -/{:to) - J' {/ ) E v, :;;,- o, 11 t,, l'.� t,, 0 

lo que es una contradicción con (3.28) o 

Teorema 3.12 (Q y :F - diferenciabilidad) Se"" X, Y do, E. V. T. con Y Localmente Con
•= de Ha,..,dor/J; / : U C X -+ Y Junei.ón definida en. el abi erto U con 2:0 E U. Si 

l. f u g -difercnciable e" U 

2. Lafunci6nfb :UCX-..C(X,Y) es continua enxo 

entonce, f e, :F -difercncial,/e en :to con/� {:to) = lb (2:0) 

Demostl'aci6n. La demostraci61\ es parecida a la del Teorema 3.9. Sea.o entonces las sucesiones 
{tn)neN C R -{O} con tn-+ O y (/•,. )neN C X acotada, sabemos que se puede hallar un no EN 
tal que para todo n;;, no se cumple que (,;o, xo+tnhn) C U. Sea q E SC(Y) cualquiera, entonces 
por cl Teorema 3.6,(b) existe un O,. E< O, 1 > tal que 

[
/(,<o +t.h.)-/{xo) 

, >] [ , { 0 ) , { ){ J q 
t. 

-/¡¡ (2:-0)(/�, � q /¡¡ "'º + .t.h,. (/•.) -fe "'º h0 ) 

� T>q,B [fG (:1:0 + Ontnhn) -fG (2:0)] 

donde B = {h./n EN). Por la continuidad de la seminormar,q.B: .C (X, Y)-+ R y la hipótesis 
(2), resulta que el lftnitc del miembro derecho tiende a cero cuando n � oo y por tanto 

l. [
/{:to + t,.h,.) -/{:to) 11n q 

n-too t,1 
/g{xo){hn l] = O 

Si suponemos que fé (xo) no es la :F •dc1·ivada. de f CJ\ xa llegariamos a una ooutradición {re
visar la demostración de) Teorema 3.9) O 

Teorema S.13 (9 y 7i- diferenciabilidad) Sean X, Y do., E. V. T. con Y Localmente Con
v«o de Hausdor/J; f: U C X-+ Y ¡,.nción definida en el abierto U con :to e U. Si 

/. f e, 9 -difercnciable en :to 

/t. f e, Lip.,c/,itziana en U, e, decir que pom cualquie,• q E SC{Y), e,;iste '"'pe SC(X) tat 
que 

q[f(x) -/{y)] � p(x - y), 11:r;,y E U 

entonce, f e, 1i -d iferencio.ble en :to co11 /11 {:to) = /� (xo) 
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Demostración. S1.1pougamos por contrndicci6n que f no ce 'H. -difcrcneiablc en zo, como en el 
Tcoromn 3.11 existen SE 7l, una vecindad V,, e Y del cero en Y y sucesionea (1,.) .. eri e S-{O} 
con ho -+ h Y (ln)nEN C R -{O} con t0 -+ O lales que 

/(:q + t,,�=
) -/(:q) 

-T(lt,,)"' Ve, Vn EN (3.30) 

donde hemos denotado T = IJ; c�o). Para cualquier seminormA continua q : y -+ R l por la 
condición de Lipscl1itzinnidad existe una scminorma continuo. p : X -; R tal que 

9[/(:t) - /(11)) , p(:t - y), V:t,11 E U 

Adcmb se puede escribir 

y teniendo en cuenta la condición de Lipschitzi&nidad J'csulta 

e[f (:to +t.�:
) - /(:to) -T(1.., ¡J ,. r(h. - h.) +q( /(zo + tfl - /(:to) -T(h)j 

+q[T(/1,,-/1)] 

por ta continuidad de las scminorma.s p y ,¡ el Hmitc dc.l inicmbro de Ja dcl'cchn CM cero cuando 
n -+ oo y por tanto 

q[ /(:t.+¡•�:) - /(:ro) -T(ho)] -+ O 

lo que es una contradicción con {3.30) ¡..,,. demostración del Teorema 3.11) . o 

3.4. Diferenciabilidad y Continuidad 

Lol aiguien'-e$ ejclnplos muestr30 que no ,iemprc la diferencinbilidad implica continuidad 

Ejemplo 30 Sea X un Espaóo de ffill,<rt con su Topolog/a Débil �X,X'). La fonóón 
/(z) = nz:1121 Va E X resulta ser F ..difcrcnciablc en Lodo pun\O de X(pucs U.rl conjunto 
A e X es débilmenLC ncot.ado si y aoto � es fucrLcmcute ncot.ftdo seg,.in el Teorema 1.19) 
tin embargo no es cont.inun. (vea 117, J)J>• 37) en doudc se umc.'1itra que el coujuuto {a: E 
X/11•1 < 1) nunca CI abierto en la topologí• débil o(X, X')) 

Ejemplo 31 La (unción composicióll (Ddit1ici6n 4.1) comp: C(X, Y)xC(Y, Z) � C(.\', Z) 
donde - loo E,pKios - Localmente eoo- de Hawdodf y y DO es nonnable .. 
F ·difercnciablc t:n todo punto (Teorcinll 4.3) pero no es continua (Teorema 4.1) 
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Ejemplo 32 Sigue de lns definiciones de 1<-,H-,M-
1 MS- y MB-dilerenciabilidad que una 

fu11ción diferenciab1e eu cualquiera de estos sentidos en un punto es continua en ese pu1lto. 

Sin embargo la rclaci6n entre a-diferenciabilidad y co1)t.inuidad tiene algunas peculiari
dades. El siguiente teorc1na aclara esta rclaci6n 

Teorema 3.14. (a-diferenciabilidad y continuidad) Sean X, Y dos B. V.T. cort Y de Ho11,. 
do11f; O' C 'P (X) ,ma fam.ilfo, definida com.o en la Definición 3.e. q11.e contiene a toda.s las 
S1Lcesiones e<>n11e1'9enfos. Las siguientes afirmaciones so1t equivalen.tes: 

a). Tod4 función a-difercn.ci.able en tm punto xo, es continua en :eo 

b). X es Secuencial 

Demostración. (<1 => b)Por contradicción st1pongamos que X no es secuencial, entonces existe 
un subconjunto A e X y un punto de acumulación !t'O e A' tal que ninguna sucesión de 
elementos de A converge a xo, es decir 

Y(an)11eN CA, On -.<t :to 

Definamos la función f : X -+ Y como 

{
O :«¡! A 

/(x) = 
!/O :t E A 

(3.31) 

donde yo E Y es cualquier elemento diferente de cero. Mostremos que f no es continua cm 
:1;0. En efecto, primeramente notemos que :to fJ, A (pues de lo contrario la sucesión constante 
convergiría a :to) y por lo tanto /(:to) = O. Como YO ;f O y Y es de Hausdorff, podemos ballar 
una vecindad Vo e Y del cero en Y de modo que yo fj \lo, Si U(:to) e X es una vecindad 
cualquiera de :to entonces existe un a E A con a ;f xo y a E U(xo), por lo tanto /(a) = yo fj \lo, 
Esto demuestra que / no es continua c.n :to 

Mostremos ahora que J es a-difcrcnciable en xo, y como O' C � será suficiente U)osirar que 
/ es � •difc1·enciable en xo. Por contrndicción supongafnos que para la función T = O existe un 
subconjunto acotado S e X tal que (3.6) no se verifica, es decir existe una vecindad Vo e Y 
del cero en Y tal que 

/(:t+th)-/(:t) 
Vó > O, 3t : O < JtJ < ó, 3h E S / t f} lió 

de donde podemos obtener sucesiones (t.n)nEN con tn -+ O y (hn) C X acotada tales que 

'In EN, 
/(xo + t,.hn) -/(:to) fj V. 

t n 
O [3.32) 

desde que xo + t nhn , xo entonces el conjunto {:to+ tnhn/n e N} C X solo puede contener 
uit número finito de ¡>untos de A (pues si tuviera infinitos se podría obtener una subsuccsión 
xo + t11,..h11,, que converga a xo contradiciendo a. (3.31)) por Jo tanto existe un no E N tal que 
Vn � no, :to + tnhn 'Í, A y en consecuencia 

\fn � no, 
/(:to+ t.,h.) - /(:to) 

t,. 
O E Vo 
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Jo que contradice a (3.32) 
(b => a) Por contl'ndicci6n supongamos que c.xiste una función J : U e X -+ Y que es 

O'-diferenciablc en zo pero que no c. c;onlinua en :t::(h cnLoneca. (Teorema A.3) cxiltc una red 
<p: D -+ X que coo...,,gc a zo lal que la red / o� oo converge a /(:ro), es decir exilie un abierto 
V e X con /(zo) e V lAl que 

\la e D, 3/,>- a:/ o ,p(b) j V 

cst,o permite definir la función et : D -+ D corno o(a) = un elemento en D tal que o(a) >
o, \la E D. La compooición ,¡, = ,p o a acl'á entonces una subred de ,p (ver Definición A.4) que 
verifiu además 

\la E D, / •'#(a) t V (3.33) 
Definamoo el oonjunto A = {tf,(d)/d E D), m001tremos que :to E A', sea U C X abierto con 
:co E U, como Y, -+ 2:0 entonces cxist.c un ao E D tal que 

\lb>- •o,,f,(b) e U 

adcrnú desde que /o.¡, - /(zo) entonces 

\la e D, 3b >- a, / ,p(b) tc zo 

(de lo conlrario exist.iria un a1 E D de modo que ,f,(b) = :to, Vb >- a1 y por tanto / o ,p(b) = 
/(:to), \lb >- a1 im¡>licando esto que fo,¡, -+ /(zo) ), en porlieulnr para a = ao, existe un 
bo >- oo tal que ,J,(bo) ,¡A zo y adcmru, ,,1,(bo) E Un A, cato demuestra que zo E A'. Como X 
es secuencial podemos hallar una sucesión (:c:n)nEt.f C A tal que Zn � :ict, además siendo J 

fundón q- dife:renciab1c en zt tenemos que 

/(z) = /(za)+ f.(zo)(z - ,.0¡ + r(: - q), Vz E U 

\IS e a, lím r(tl,) 
= O, unif. en 1, e S 

t�o+ t 
{3.34) 

de la convergcnda. :tn � z:o podemos hallar un no E N ln.l que para todo n ;. no, :tn E U y 
por tanto 

/(z.) e /(zo) + f.(zs){z. - "t) + r(r. - zo), Vn ;¡, no (3.35) 

Definamos )a sucesión y,, e z,, - :to que claramente c::om·ergc A cero. Por el Teorema B. l existe 
una aubsuccsi6n (!ln»lkEII la.l que n,.. !In, � O. Mostl'Cnl08 que r(y,,k) � O, &ea para ello 
W e Y una. vecindad dc.l oot'O en Y I y considc1·emos la. vedndnd cquUibradn del cero Wo C W. 

De (3.34) para S = (¡¡.,/k EN} E a cJci1tc un 6 > O (que podem<>< coo,iderar menor que 1) 
tal que 

1/t E< 0,6 >, Vk EN, 
r{tn

�
¡¡.,) E IVo 

como nk � oo, entonces para algún ko E N se cumple que 

\/k;;, ko, 1/nk E< 0,6 > 

luego para cualquier k ;;, l:o t.encmoo 

,¡..!.. nw.,) � r(11.,) e ..!..w. e w, e IV 

ni: n¡. 
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la penúltima jnclusióu es porque Wo es equilibrada. Esto demuestra que r(y",) converge a cero. 
Finalmente de (3.35) obtenemos que f(xn,) � f(:r:o) lo que es una contradicción con (3.33) . 
• 

Es conocida la relación entre la � -difercuciabilidad y co11tinu.idad en Espacios Nonnados: 
una /unción :F .. di/ercnciable en nn ptmto e& continua en dicho pu.nto. Est.o es una consecuencia 
del teorema anterior, desde que todo Espacio Nonnado es Secuencial y toda sucesión conver
gente es acotada. Sin cmba1·go en E.V.T. gcnerales 1 

esta relación no es tan simple. 
Ejcmp]o 33 Si X es un E.V.T. Metrfaable, entonces toda fuuci6n que es rl•<liforenciable 
en pwtto es también continua en dicho punto. 
Ejemplo 34 Sea X la suma directa topol6g.ica de una familia numerable de Espacios de 
Hilbert {X1.,}1-EH y tal que 31 menos uno de ellos, por cjemploX1 es infinito dimensional. Los 
elementos de X son todas las sucesiones posibles (�t) de elementos dcl Espacio x,.., (�A- E 
X1,¡; k:;;; 1,2,3, ... ) tales que solo tin número �.nito de elementos de cada $Ucesi6n son no 
nuJos. Par,1 el clemento r = (.t,t,) E X escribnm� 

aqui para C3d3 ,t E X Ja sumatorja contiene solo un número finito de clemento.s no nulos 
y ll · 111.· representa la norma cu c1 Espado Xi. Se también (Cn )neN uo sistema ortonormal 
numerable CJ.l Xi y para cada n E N sea Cn = (fn,o,o.o •..• ). Además PIU'a ca.da,, EN 
dcflnamo-, O;,. e X n t.al qué 

y J)()ngamos 

O< ¡¡a.11 .. < 3�' a� (�,•n,0,0,. ,) 

,., � {¡- + 7;/k,n EN} 

J (%) - e .. ,..,.. ' SI z - Znt jf7 {� ·11 ll<_L ,,.,.. -
o . si 11.t - .t'Nl·II � ;+.-

entonces In función J = E, .. .t lt nk tiene una discontinuidad en z = O peroei .1' 00 -difcrcnciable 
en todo cl Espacio X (vea la Definición 3.3) y sus derivadas son cont.inuas en fa To1>0logía 
de Con\'ergencia Unjfonne robre los conjuntos acotados. 

Es posible definir dife.renciabilidadcs que impliquen continuidad, por ejemplo la/(, H, M, M S 

y M B diferenciabilidades jmplican continujdad. Mostremos esto en el siguiente teorema. 

Teorema 3.15 (K, H, M, MS y MB-diferenciabilidades y continuidad) Siunafuriciór, 
e.s di/erenciablc por cu.al91ticro de lo& métodos l(,H,M,MS o MB de di/et·cnciación en tm p-mi.-
to dado, entonces e& contimLO en dicho P"nto 

Demostración. Demostremos cst.o para la /(-difcrcnciabilidad. Se.-, /: U C X � Y una 
funci6n J(-difcl'cncia.blc en el punto �o E U. esto quiere decir que existen T e C {X, Y), r : 
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X -4 Y y una vecindad del cero U' e X toles que J(:,;0 + h) = /(:r:,o) + T(h) + r(h), Vh E X 
con :to + h E U y lím,.,..o � = O unifo1·mcmentc respecto de h E U' esto ú)timo se escribe 
como 

VV C Y vecindad del cero, 35 > O: {h E U'/\ O < ltl < 5) � r(th) 
E V (3,36) t 

para la continuidad de f en �o SCl'á. suficiente probar que lím,,-.or{h) = O, para elfo sea V C Y 
cualquier vecindad de) cero Cfl Y y v• la vecindad equilibrada del cero tal que v• e V, por 
(3,36) podemos ballar un &o : O < 5o < 1 que verifica 

hE U' /\O< lt,1 < 60 
� r(th) 

E V' 
t 

(3.37) 

definamos ahora la vcclndad del cero Uo = §¡U' de modo que si h E Uo entonces fóh E U' y 
por (3,37) tenemos 

r(h) = �{·(H1t)} E �V' e V' e V 
2 t 2 

demostrando que lím1,-,o t·(h) = O o 

En E.V.T. generales, aun cuando se tenga difercuciabiUdad de todos los órdenes (vea las 
dcfulldoncs en el capítulo siguiente) en alguna vecindad de un punto dado (o cuando la función 
derivada en alguna vecindad del punto sea continua ) no existe garantía de que la función sea 
continua en dicho punto. F..1 Pj�mrlo 34 rnues-tra daram(mte c;b situación. 

3.5. Diferenciabilidad de Ordenes Superiores 

Definiremos )as derivadas de orden superior de la siguiente manera 

Definición 3.3 {a-diferenciabilidad de o,·den n EN) Sean X, Y dos e. V.T., / : U e 
X -4 Y definida en el abierto U y q e P (X) fa,,,ilia definida como en la Defi11ici6n 3.2, 
Decimos que 

a). f es 2-veces a-difl!f'enciable t-n xo, que escribiremos corno/ es a2-difc,-cn.cia.ble en zo, 
cu.arulo f es a-di/e1'C11ci.able en U y la Ju11ci6n 

/� : U e X -4 C(X, Y) 

es a-dife,-enciaUe en xo, A esta a.derivada .,e le dcnotarti por 

¡J2l(xo) = (/�)�(:i,o) E C(X,C(X,Y)) 

y diremos que es la. q2-de1-ívada de / en xo 

b). / es 3-veces apdifcrencia.t,le en :i:o, q11.c cscri.bfremo., como f es a3-diferenciahle en xo, 
cuando f es o2-difercnciable en U y la ftm.ción 

¡J2l : U e X --1 .c(X, L: (X, Y)) 
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es u-difere,1.ciablc en :t;Q. A esta c,.dc,·ivada se le denotará por 

JJ3l(,,:o) = (!J2>)�(xo) e C(X, .C(X, .C(X, Y))) 

y dfrem.()s qtie es la. u3-dc,-ivada de f en :r:0 

e). J es n-veces u-di/erenciable en :t,o, que csc,-ibfremos como f es u"-di/erenciabk en :to, 
Cttando J es c,"-1-difcrcnciable en U y la /tmción 

{;-•: U C X-+ .C(X,C(X, ... ,.C(X,Y) ... )) 
n-1 

es u-difercndahlc en xo. A esta u-derivada se le denotar& por 

JJ"\•ol = (JJ•-1>)�(,,:o) e e (X, C(X, ... , e (X, Y) . . )) 

Cuando l<t fundóri. f es an -difcrenciahle en el p1.mto l:O {resp. en U) poro todo n E N diremos 

que ts e,"° -diferencíable en "'º {resp. en U) 

En to sucesivo, para simplificar la. notaci6n, para cada n E N escribiremos 

C"{X,Y) = C(X,C(X, ... ,C(X,Y) ... )) 

de modo que ¡J">(:r.o) E C.  "(X. Y) o equivalentem(mt� /J'))(::i:0) : X� C. n-1(X, Y). Cob-c men
cionar que este Espacio es diferente del Es])acio C (X", Y) de lodas las Funciones Multilincalcs 
Continuas de X x X x - · · x X en Y, 

Cuando f es c,-dif;renciable en 2:0 1 la fu11ción ¡J1>(l:o) : X � Y se puede expresar como 

¡J'>c:•o)(h) = lim f(xo + th) -/(:to) 
,�o t 

unifonncmcnte respecto de !& en ca.da miembro de a 

{3.38) 

Cuando fes c,2-difcronciable en"º• la función ¡J'>(,:o): X-+ C (X, Y) se puede expresar 
como 

,12)
( )(/ )(I ) r 1J

1>(xo + tl,¡)(1,,) - ¡J1\"o)(h2) 
}(1 %,O lJ t2 = .�� t 

uniformemente respecto de h1 y /1-2 en ca.da miembro de u. 

(3.39) 

En efecto, pues por definición podemos escribir ¡J2l(:to)(h
1) = lím, ... o t!'1(zo+tli;)-f1'>(r9) siendo 

el límite uniforme respecto de h1 en cada micmbl"O de u queJ"icndo decir esto que pnrn cualesquier 
S e e, y V e C (X, Y) vecindad del cero en C(X, Y) existe un 6 > O tal que siempre que 
0<1t1<6yh1 eSseverifica 

{lJ
( ) ,C>)(·) f� "º + 

th
, - ,. "º - ¡J'>c:"o)(h1) e v {3.40) 
t 
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Para demostrar (3.39), sean V C Y y S E q cualesquiera, como e] conjunto V :::: {T € 
C (X, Y)/T(S) C V} es una vecindad del cero CI\ C {X, Y), por (3.40) existe un J > O de modo 
que si O< ltl < J y h,,h, ES entonces 

,(l)(:t +th ){h) ,(!){ )(h) ,. 0 1 : - ,. "0 2 - ¡J2\to)(h1)(h2) E V 

Cuando fes <13-diferenciable en"'º• la función ¡J'l(:1:0): X--, C 2(X, Y) se puede expresar 
como 

¡J'\to)(la,)(/1.2)(/•,) = lím tJ'l(xo + th,)(h,){h3) - ¡J'\,,o)(h,)(h,) 
(3.41) ,�o t 

uniformemente respecto de h1 , h2 y h3 en cada miembro de u 

Para demostrar esto consideremos V e Y vecindad del cero en Y y S E q cualesquiera y 
de.finamos las vecindades del cero 

V= {TE C(X,Y)/T(S) e V} y 

v ={TE c'{X, Y)/T(S) e V} 

={Te c'{X,Y)/vi.,,1a, es, T(J,,)(h,) e v¡ 

como por definición el Hmite ¡J3)(l:;O}(h1):::: Hmr-+O 
¡!'l

�
z9+tt•

;
>-J!'>(J:o) es uniforme respecto de 

h1 en cada miembro de <1 entonces para )a vecindad V C .C. 2(X, Y) d�finid.i arriba podemo� 
hallar un J > O de modo que para O < itl < J y hi, hz, /a3 E S se cumpla 

Por induccjóu se llega a. probRr el siguiente teorema. 

Teorema 3.16 (La n-ésima der ivada c,omo Límite Uniforme) Con las m.ismo.s cond.i,. 
don.e.s de la Definición 3.9. Sí J eJ q"-di/crericiahlc en :to(n EN) entonces 

JJ°1(:to)(h1){h2) ···(h.,)= 

• ¡J•-l)(:to + ll,,)(h,){lt3) • • · (itn) - ¡J•-l){xo)(h2)(h3) ···(/•o) 
P.!� t 
uni/orm�cntc re.specto de hi,lt,,i, ... 1 h.n en cada miembro de <1 

Ejemplo 35 Tod� función lineal y continua f E C (X, Y) es 0'00-diferenciable en X y sus 
a-deri"adas de orden n � 2 sou todas uula.s 

Ejemplo 36 Toda función con.st.autc definida.en un conjunto abierto U es a00-diferenciable 
en U con O'-deri"adas de t.odos los ordenes identie3ment.e nuh,s. 

Ejemplo 37 Cualquier función f/J: X= X, xX,x ··· xX,. � l' U.•lineM y eoutiuu.). es 
:,:-co.difercnciablc en cada. punto (z1,r21 • • •  ,r,,) E X y sus;: -derivadas de orden mnyor o 
igual a n + l son ident.icamcute nuln.s. (ver 1.). proposición siguiente pnr:i cl caso triliue.J) 
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Ejemplo 38 Si T E C. '(X, Y), defina.nos la función ,/,: X -, l' por \11(•) = T(r2) y la 
función bilinenl y eontinua¡,: XxX -4 l' por Jt(zi ,r2) � T:i:1z2 entonces se puede expresar 
IJ,(z) = µ(:t,z) Y del Teorema 3.11-c.sultn que rf;, es U·diferenciablc con 

,i,:(•)(/i) = Tl1r + Tzh 

además se observa que��: X -4 .C(X,Y) e.s lineal entonces \!,i2>(:t) = 9� 1 Vz E X. De 
aqui podemos deducir que 

��(O)= O; ,¡,�»(o)(/i2) = 2TI,' 

Si TE .C3(X,l'), definamos la función t/J: X--+ Y por \!,(z) = Tz' y la función trilineal 
y continua 11: X x X x X --+ Y por ¡1(z, 1z2,z.s) = Tr1z2z3, entonces podemos expresar 
,/J(z) = ¡,(z, z,a:) y nuevamente cl Teorema 3.1 nos djce que t/J es q.difcrenciable en X con 

\&�(z)(I,) = Tlir2 
+ Tzlu: + Tz?h 

Si definimos ahora la función SE C2(X,.C(X, Y))= .C'(X,Y) por S:r1z2z3 = Tr1z2:,;3 + 

T.1:1:ts.z:2 + Tz.sz1z? entonces ��(z)h = Sz2/i es decir �(z) = Sz2 y por el caso anterior 
ti

2>(r)h 1 = Sh1r + Sa:/, 1 de donde 

�.{2)(a:)h1 h2 = S1i1zh2 + Sz/11112 

= Th1a:h2 + Th1h2z + Th,l,1a: + Tzli 2h2 + Tr.h2lt1 + Th2:tl, 1 

y también \!ii'>(z) = "6fl, Va: e X. De aqu.i se deduce que 

\Ó:(o) = O; 10i''(O) = O; li>i''(O)(h') = 3!TI,' 
En general

1 cuando TE .C"(X 1 Y) y <lefin.imos ln función 9: X -+ Y por �(a:) = Ta:' 
entonces tf, es <T(IO•d.ifcrcnciable �n X cumplicndos.c que 

Proposición 3.5 (Derivadas superiores de una función trilineal) Sean X ¡ (i = 1,21 3) 
y Y E. V.T. C,wlquier función ,J,: X = X1 x X2 x X, -+ Y t,·i-lincal y contintta c, :F00-
diferenciable en X y además se cum.1,lc 

a). Lafunción,J,'.,,(z1,z2,:,;3): X-+ Y está definida por 

,J,'.¡, (x1,:t2,x3)(u1, u,, u,) = ,J,(u1, x,,x,) + ,J,(:,;1, 112,:2:,) + ,J,(:2:1,:,:2, u,) (3.42) 

b). Lafunción,¡,f>¡:,:1,:,:2,z,): X-+ C.{X,Y) está definida por 

,¡,fl (x1,x2, x3){u1, u2, u3)(v1, "2, v,) =,J,(v1, u2, :z:3) + ,J,(v1, ,,,,u,)+ 
7,b(u,,112,:i:s) + ,J,(:z:1,112,u3)+ 
',6(u1,:t2,v,) + v,(,,,, .. ,,.,,) (3.43) 

e). Pa.ra. n E N con n � 3 se cumple 

(•) {,¡,f> 

'6,, 
(:2:1,:2:2,x,) = 0 
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Demostración. (a) Por la oontinuidad y trilincalidad de .¡,, la función (ui, v2, u,) E X ... 
,',(u1,:i:2,:i:3) +,J,(:i:1,u2,:i:1) +,J,(:i:1,:i:2,u,) E Y co lineal y continua, es decir la función anlcrior 
resulta ser uu elcmenLo del Espacio C. (X, Y), dcnoLcmosla por T y mOJ1:trcmos que esta función 
es la F -derivada de 1/,, Para simpliRcar la notación convengamos en escribir V,(i:1, z2, zs) = 
.¡,(z1); por la lrilinealidad de.¡, se mucstra que 

,J,(:i:; + tu;) - ,J,(:t;) 
[ J 2 

t -T(u;)=t ,J,(:t1,u2,u3)+,J,(u1,:t2,u3)+,J,(u1,u2,"•) +t t/1(u1,u2,u3) 

Sean aho<a V e Y vecindad del cero en Y y S; e X; subconjunto acotado de X1, (i = 1,2,3), 
como toda función conlinua es a.cotada ca.da una de las funciones 

"'2.o: (u2, u,) e X, x X, ... ,t,(:i:1, u2, uo) E Y 
••.•: (u,,uo) E X1 xX2 ... .¡,(u1,:i:2,u,) e Y 

,J,1,2: (u1,u2) E X, xX2 ... ,J,(u1,v2,:1:,) e Y 

es acotada y en consecuencia loo conjuntos t/iu(S2 x S,), \1>1.1(S1 x So), V'1.2(S1 xS2) Y t{,(S, x 
S2 x So) son acotadoc en Y, esto pcnnilc hallar un O < 6 < 1 tal que oí O < Jtl < 6 y 
(u11 u-2,u3) E S1xS2xS, entonces 

tt/12,o(u,,ua) = l.,J,(:1:1,u2,u3) E V' 
t.¡,,,,(u1,u3) = 1.¡,(u,,:.,,u,) € v• 
i. 1.2(U1,"2) = !\l>(u1,u2,:i:o) E V' 
,:2"(u1,uz.«3) C tv• C v• 

donde v• .. ,. vecindad equilibrada del cero CD y tal que v• + v• + v• + v• e V, demostrando 
que "°'r,+l•;>-:tf.r,) - T(u¡) converge a cero uniformemente rcsp,c,clo de (tti, U-J, UJ) en cada. 
subconjunto acotado de X1 xX, x X,. 

(b) Definnmos las funciones bilincoles y continuas 

Ji : X2xXo -t C{X, Y) por /i((2,(3)(u,) = .¡,(u1,(2,C:.) 
f2: X, xXa -t C{X, Y) por 12({,,(,)(u;) = ,f,((1,"2,(1) 
¡,: X, xX2 -+ C (X, Y) por /2C<1,(1)(u1) = \1>({1,(2, 113) 

y de aqw lu funcioncs .¡,1: X-+ C(X,Y) definidos por •1 = /;••;, (i = 1.2,3) donde IM 
funciones 'lf¡ aon las proyecciones 

,.,, X -t X2 xX3 definid• por 1r,(<1) = ((2,C:.) 
"''X-+ X, xX, definida por •2((,) = ({1,(3) 
,,., : X -t X1 X X, definid• por .-,((1) = ((,, {2) 

Ju derivadl\l de las funciones VJ¡ 1c CXJ>l"CSaO poi· 

,¡,;(z¡)(u.;) = {f.(z,,:o,) o •,)(u;)= f.(z2, :i:,)(u2, u,) = /i(u2, :r,) + /i(:02, u,) 
,¡,2(:i:,)(u;) = [/l(:,:1,,;3) 01r2](u;) = Jl(:,:1,x3)(u1,uo) = /,(t11, :oo) + /,(:o,, u,) 
,¡,3(:r¡)(u¡) = [/l(z1,,;2) o •2] (u;) = f.(z,, ,:,)(,.,, u2) = f>(u1, o:2) + /,(:i:1,112) 
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es claro entonces que v,',, = ,¡,, + v,2 + y,3 y por tanto .¡,f> = ,¡,; + v,\ + .¡,3 verificando (3.43) 
(e) Se com])rueba que la función tf,�> : X � C. 2(X, Y) es lineal y continua y por t.ant.o 

(3.44) es evidentemente cierto o 

Para demostrar el siguiente teorema necesitaremos el lema,: 

Lema 3.6 Sean X,Y dos E. V.T.;J: U e X-+ Y donde U es abierto y :i:o E U. 

a). Si J e.� 1l ·d-i/erenciablc en xo E U cntmiccs paro. cualesq1t.ier V, E y• y h1 11"11 1• • 1 hn E X, 
la función. 1'COI de n -variables definida localmente por 

0((1 , (2, · · ·, (n) = V, [/(zo + (11'1 + (2h, + · · · + (nhn)) (3.45) 

es di/erenciable e,,. (01 
O, . .. , O) E R:" y adem,ás se cumple 

�� (0,0, ... ,O)= ,t,[J;, (:r;o)it;), Vi= 1,2, ... ,n (3.46) 

b). Cttar1do f e, 1/. -di/crenciablc en U la /unci6" defi,iida en (3.45) es dife,,mciab/e en u11a 
'fJccindad dtl cero en R n y adem4' se cumple 

�((1,(2, ... ,(n) =v,(/,,(.:,;0+(1h1 +(2h2+···+(.,h n)h 1], Vi= 1,2, ... ,n 8(¡ 

Demostración. (a). Para n = 1 la función e de variable real estará definida por 0(() = 
v,[/(:z:o + (h.)) y para mostrar su diforenciabilidad e n  el (=O tenemos el límite 

�(() = lím v,[/(:z:o + (/,)] -,t,[/(xo)) 
d( (... ( 

[ 
• J(xo + (h) - /(:z:o)

] = ,¡, ]�':, ( 
=,t,[A!xol"] 

Para n � 2 será suficiente mostrar que la función 

0((1,(2, ... ,(n) - 0(0,0, ... ,O) - '[;?-, M[/;, (:to)lt;] 
11((,, (2, ... , (.)JI 

tiendcacei·ocuando ((1,(2, ... ,(n)-+ (0,0, .. ,O),donde 11((1,(2, ... ,(.)II = J<; + <1 + · ·· + (1.. 
Pero observemos que )a función anterior se puede expresar como 

1 
{,t,[f(:z:o + (1h1 · · · + (nltn)) -,t,(/(:i:o)] -t (;,/,(/,, (:to)h1]} 

11((,, .. · ,(n)II /:J 

( [
(1h1 + + (nh"

J) /( ) 
{ 

/ :to+ ll((i, · , (n)II 11((¡, ... , (n)II - :i:
o 

V' 11((,,. • • ,(nJII (3.47) 
-/ú(:r;o)((1h1 +· ·+(nhn

)} 11((¡, ... ,(.,)11 
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Como / es 'H. .. difcrenciablc en %O E U y el co1\junto 

{(1h1 + .. • + (·"·
; K= 

11((1, ... ,(,,)IJ !<1, ... ,(,,)EIR"-{O}conl(1l�l,Vi=l,2, ... ,n}

es secuencialmente oom.pact.o entonces (3.47) tiende a cero cuando (( 1, ••• ,(n) � O ( recuerde 
que V, es lineal y continua) y por tanto la función 0 es diferenciable en {O, OJ ... , O) cumplieudosc 

además (3.46) 
(b).Fijemos un punto ((f,(3, ... ,(�) en una vecindad del cero y defiua.inos la función '11 

como 

W((1, ... ,( ,,) = 0((1 + (?, ... ,(,. + (�) 

= ,J,[/('eo + (?1t1 +···+(�h.)+ ((1h1 + ·,, + (0/10)] 
•• 

por el caso anterior resulta que 'l' �s difcrcnciable en (O, O,. . , O) (para una vecindad pequeña 
del cero1 el punto .fo estará en U) cmnplie.ndose 

8W O) 
80('º º) ( , o o o 

8(/0, o, ... , = 
8(, 

", ... ,(. =,J, /u(xo+(,h1+(2h2+ .. ·+(0ll,,)h;) 

coino se quería demostrar o 

Adopta.remos la siguiente notación 

Teorema 3.17 (Simetría de la 1{. "-derivada) Sean X, Y do• E. V.T con Y Localmente Co ,.. 
vezo de H4usdorf!. Si la función/: U C X -4 Y definida•• el abicru, U es 1{.".dife,..,..ciablc 
en el pun.to xo E U1 entoncc,1 /�(xo) E C"(X,Y} es .siméb-ica., es decir qu,e verifica 

1t> (:i:o){:t1,:t2, ... ':1:n) = 1t·> (2:0)(2:,(1),"•(2)> .. •"'•(n)) 

para cualquicrpermut4Ción,r: {1,2, ... ,n} -4 {1,2, ... ,n) 

Demostración. Paran = l no hay 1)ada que ))robar, vca.1nos paran= 2. Sea V' E Y' cualquiera 
y fijemos h.1 1 h2 E X arbitrarios, definamos ahol'n. la función real de 2 variables e como 

que por el lema anterior es diferenciable c.n una vecindad del cero (01 O) con 

ae ((1, (,) = \b[/l, (:i:o + (1h1 + (,1.,¡1i,J, i = 1, 2 8( ¡ 

además la función j!11 : U e X --> C (X, Y) es 7-l-diferenciable en xo, para aplicru· el lema 
anterior nuevamente, observemos que las funcioucs ;j¡ : C. (X, Y) -+ R definidas por ;¡¡ (T) = 
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V,(Th;}, (i � l,_ 2) son linc.'lles y COJ\tinua.s en C.(X. Y), en cíccto, la linealidad es inmediata. y 
pru·a la coutmu.idad sea I C l!t abierto cualquiera eutol\ccs 

\b1
1(1) = {TE C (X, Y)/,J,(Th;) E I) 

= {TE .C (X, Y)/Th; E ,¡;-1(1)} 

={TE .C(X,Y)/T({h,)) e ,¡,-1([)) 

y 001110 {h;) C X es aootado y ,¡,-1 (/) e Y es abierto en Y resulta que ;¡;�1(1) es abierto en 
l.(X, l'), demostrando que J; es conUnua. es decir ji,. E c.•(X,Y). Asi t.e.ndremos que 

80 -
8(/(1 , (2) = ,t,;¡¡;, (,;o+ (1h1 + (2h2)), i = !, 2 

Por cJ lerna anterior con {, (X1 Y). /7{ y J; en Jugar de Y, J y 1/J respectivamente las funciones 
f resultan ser diferenciablcs en (O, O) y además 

a 
(

80
) 

a20 -
1 

c2, c2> 
lJ(i IJ(, (0,0) = 8<l

(0,0) = ,f,1 f1t (:to)h1) = ,¡,[¡11 (xo)(h1)(1,,)j 

/) 80 /J20 - (2) (2) 
/J(2 

(8(1 )
(0,0) = 8(28(1 

(O,O) = ,J,1 [/11 (:1:0)/•2) = ,J,[f1t (:ro)(l12){h1)) 

8 80 820 - (2) (2) 
8(, (8(2)(0,0) = 8(18(2 

(0,0) = ,¡,,(/11 (:to)h1] = ,¡,(f1t (xo)(h¡)(h2)) 

8 80 a20 - 1,1 <•> 
8(2 

(8()(0, 0) = 8(f 
(0, 0) = ,J>2(/11 (:,:o)h2] = ,J>(f1t (:1:o)(l'2)(h2)) 

Por el teorema de Young sabemos que lns derivadas parciales mixtas de orden 2 de e son iguales 

J:t (0, 0) = 4(0 ,0) en consecuencia ,¡,[¡J¡l (:to)(l12l{li,J) = ,¡,[¡J¡l (xo){l,1){h2)) y como 
Y es Localmente Convexo y,¡, E Y" es arbitrario entonces ¡J:1 (:to){l,,)('11) = ¡J¡l (:to)(l,. 1)(1,,). 
Para el caso genera..l (n E N) la prueba es por inducción O 

Teorema 3.18 (Regla de la cadena de orden n) Sean X, Y, Z tres E. V.T; f: U e X--+ 
Y función J:'1-difc1'Cndable (rcsp.1l n-difcrc11.eiaUe) en :to E U y g: V C Y-+ Z función 

J'"-diferc-nciab/e (rcsp. 'H "-difercncioblc) en /(:to) donde U y V son abiertos con /(U) C 11. 
Entonces l<t e<>mposición g o J c.s :F n -difc,-enciablc {resp. 1l 11 -difcrcnciable) en xo c1nnplien
do.se además 

(qof)i"1(xo)(,:1,,;2, .. ,:1:.) = tI:{gi">(l(:to))[JJi>l(xo){:>:1;,,2:2;,, .. ,:t¡,;,), 
k=l 

¡Ji•l (xo)(x1;, , :t2;,, ... , x¡,;, ), ... .JJi'1 (:to)(:t1;,, :t2;., .. , x;.;, )] } 

donde la .scg1inda .sumatoria c.s tomada .,obre todas fo., pa1·tici.one.s del conj,m.to {.:t11 .:t2 •.. ,xn} 
en. h conjuntos 
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tale, que 

ii+h+···+i•"n 

11 de rn,mtro. que 101 (ndiu., de cada conj-unto titán en orden cncitnlt, e, dtciT 

1;, < 2;, < · • • < ;,;, 
lh<2h<··· <hh 

1;. < 2;. < · · · < i•i• 

y 1;, < lj, < •, • < 1;. 

Demostración. Antes de pasar a la de.mostración veamos como te puede exprCPr la segunda 
,umalori• para algunoo valores den y k (pondremos !11" /(:to) y evitaremoo el subíndice o) 

Cuando n" 2 

Cuando n = 3 

Cuando n = 4 

k = 1: 

k = 2: 

/.;:3: 

k = 4: 

k = l: gl1l(t1t}(¡t21(:to}(:t1,:t2)] 
k = 2: /21(vo)(J1'1(:ro)(:r1),¡C'l(zo)(x2)] 

k,. 1 : /11(!/0)[/l•lc:1:1)(:t1,"2,:ts)) 

{ 
g121(?11) (IOl(ze)(z,), ¡<•l(zo)(:r2, zs)) + 

k = 2: g!21(vo)[/121(:i:1,z2),/(1l(:i:s))+ 
g(•I (yo) (f(2) (yo)(x1, x,), ¡(ll(:1:2)] 

k" 3: gl'1(w>[J(1)(:t1).¡tl)(:t2),/<1>c:1:,)] 

gl1>(w) (/141(:ro)(z,, ">, "•· z•)) 
¡,<2l(y0) [J<ll(zo)(:t, ), ¡<•> (zo)(.1:2, zs, z,JJ + 
g<2l(vo) [/<21(:ro)(:r,,2:2), ¡<2>(0:0)(0:,,z,)] + 

9(2l(¡¡o) [J<'l(zo)(z,, :r,), ¡<21(:ro)(:i:,, .. ,)] + 
gl'l(!II) (¡<•l(zt}(:1:1, z.), ¡<•l(ze)(.,,, zs)) + 
g!'l(!/0) (/())(:r,, z,, :ts), ¡<ll(x,)] + 
g<• > (vol(¡<•> (z,, z2, x,), ¡<•> (xs)) + 
g<•> (vol [1<•1 (:r,. :i:,, :r,), /(11(:1:2)) l g<3l(!IO) (/(l)(ze}(:1:1), ¡<1l(:to}(%2), ¡<21(:1:0)(:ts, z.)) + 
g<•l(l/0) (¡l•l(:1:0)(:1:,), ¡1•1(%0)(:i:2, :os), ¡<11(:tt}(z.)) + 

0<•l(l/O) (f<1 1(zo)(:i:1 ), ¡{21(%0)(z2, :r,), ¡(ti (:i:0)(:i:s)) + 
9<'l(yo) [/<2l(:1:o)(:t1, :,:,), ¡(1 1 (:eo)(:,;s), ¡(O (xo)(z,)) + 
g<•l(l/0) [/<2>(:to}(:t1, zs), ¡<11(:ro)(:,:z), ¡<O (zo)(z,)) + 
gl'l(!IO) [1<2> (:r.0)(:1:1, z. ), /l1l(ze)(:1:2), Jº1(ze)(z,)) 

g<•l(lio) ¡¡<'l(xo)(:r,), ¡<ll(%0)(:r2), ¡<IJ(:ro}(z,), ¡0>(:1:0)(z.)) 



El cnso n = 1 ya ha sido probado en el Teorema 3.2. El caso general se prueba por in
ducci6n sobre n, para evita!' notaciouc$ engorrosas solo verificaremos el caso n = 2 y " = :F. 
Consideremos la función T: X -1 C (X, Y) definida por 

T(x, 11) = al'1 /((xo)) [1<2l(,:o)(x, vl] + /
21(1(:2:0))[!(1}¡:i:o)(x), ¡<2>(:,;0)(11)), V:2:, y e X 

Y mostremos que Tes la .r 2-derivada de / en :to (en lo que sigue evitaremos escribir :F' como 
subíndice). Sean {!nl»er< C IR - {O} con t0 -1 O y (hn)ner. C X sucesión acol.ada en X, se 
puede CSCl'ibir 

(go /)'(:to+ t.,::> -(901)'(:2:o) - [g<'l[f(:2:o)J(!'(xo){l1n)) Jo /'(:to) 

- 9'[/(xoJJ•[t<2\ro)(l,.J] 

_9'[/(xo + t,.h,.)J•f'(xo + tnhn)- g'(/(:to)]•/'(xo) 
t .• 

- [al'l[!(xo)](/'(:2:o){h n)) Jo !'(xo) -g'[/(xo)]o [J''l(xo)(l1n JJ 

= [/'l[f(:to})( f(xo + t·::) -/(:,;o) - !'(xo)(h.))] o /'{xo) 

+ [ 9'[/{xo + t.,I�:.
)] - g'[!(xo)] - gC•l[J(xo)l( f(xo + t·�:) -/(:to) )] o /'(xo) 

+ g'[f(.,o)]o [/'{:to+ t.�:) - /'{:to) _ ¡í'>(,,.)(I,.)] 

+ t.{ [/'l[!(xo)](/'(xo)(h.)) Jo [f'(xo +'·:•:
)-/'(:to) - ¡<2l(xo)(h0)]

+ [g<2l(/(xo)]( /(:to+ to�:
) -/{:to) -/'(xo){hn))] o [/'(:to+ tn:•

.�
) - /'(:to) 

-1<2>(:to){h.J] 

+ [ 
g'(/{:to + t.1

::
>J -g'(/(:i:o)] g<'l[J(xoJJ( /(>:o+ t·:.�) - /(:to) )] o 

[/
'(xo + '•::

) -f'(xo) _ /(2)(:to)(/• .. )] 

_ [
g'[f(xo + t.1

�:
)1- g'[/(x.JJJ o¡('l(:,;o){h.)} 

Por la conLiouidad separada de la función composición (vea la Proposición 4.1 más adelante) 
cada miembro del primer grupo converge a CCl'O cuando n --+ oo. Cada miembro del segun
do grupo es una sucesión acotada en C (X, Z) (la fonci6n composición es acotada aunque no 
necesariamente co11tinua, vea el Teorema 4.2) y por tanto al muniplical']os por t,11 también 
convergen a cero. Esto demuestra el teorema. O 
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Definición 3.4 (Función de clase e;) Con. las mi..tmo.s condiciott.t$ de la Definición S.t y 
pam n E N. Decim.O$ que f c.s de do.se e; en un ptmto x0 E U, q1te dcnotorcmo.$ por f E 
c;(:i:o), cu.ando c11rnplc las $iguicnte8 condicionC-$ 

l. f e, q".di/trcncio.blc en U 

2. La /1m.cúin JJ"l : U e X -> C. n(X, Y) es continua en xo 

CtLando f c.� de clC1se e:; es coda ptmio del coniunio U escribfrcmo, J E c;(U) 

Más adelante se demuestra que la función composición comp: [. (X, Y)x[. (Y, Z) -+ [. (X, Z) 
(vea la Definición 4.1 más adelante} es acotada pero en general no es continua (Teorema 4.1}¡ 
esto causa algunos jneovcnientes cuando se quie1·c generalizar la regla de la cadena de orden n 
a E.V.T. arbitrarios. Por ejemplo, a diferencia de Jo que ocurre en Espacios Nonnados1 

Lo. composición de /tmcioncs de clMe C} (re.sp. CJ, J no necesm-iamcntc c.s una 

función de clo,c C} {mp. ci}

es doeir si tenemos las funciones f : U e X -+ Y de clase C} (U) y g : V e Y -+ Z de 
clase C} (V) donde U y V son abiertos con /(U) e V entonces del Teorema 3.18 g o f es 
:F -difcrenciable en U cumpliendose que (g o!)� (.:i:) = g',, (/(x)) o /',e (.:i:), Vx E U o expresado 
en términos de funcion<:S 

(go/)� =compo¡, 

donde la función µ : U e X -+ [. (X, Y) x [. (Y, Z) está definida por µ = (/!,,!/
:,

o/). En 
principio no tenemos la segm;da<l de que J \C.P_,'l Mnt.i1,u<1 (vea el Teottn.\a 3.14} y .,1,un asi Jo 
fuera tampoco hay garantía. de que la función composición sea continua, en consecuencia no 
n�csariamente (g o/)� será continua. 

El siguiente teorema da la. expresión para la derivada de ordenes supe.dores del producto 
de funciones. 

Teorema 3.19 {Diferenciabilidad de orden superior del producto) Sean X1 ,X2 ,X, Y 
E. V.T.; µ: X1 x X2 � Y Junci6n bilincal co ntinm,¡ u C 'P (X) JamiJ.i.q. definida cona.o en la 
Definición $.2¡ y pcira ca.da i = 1, 2 la fu nción/¡: U C X � X; que es <111 -difc,-c,1c-iablc en un 
punt<> "º E U (d<>nde U e, abierto). Ent<mcc, la ¡,..,ción ,¡, : U C X -+ Y definida por 

,t,(x) =µ(/,(:t),f2(:1:)), lf:t E U 

C.$ "n -difcrcndo.blc en xo cmnpliéndose ademó$ que 

,t,1">(xo)(h1, i'2, ... , hn) 

= tI:µ(¡/'\•oHhr.(>>"·<•>•· .. ,hr.(i)), ,t-'1(xo)(h,c1+11,/1r.(i+2),····'"'<•>>) 
i=O w 

donde la scg1mda sumatoria. $e considero sobre todas las 7,crn,.,ttacioncs ,r del conjunto S,. = 
(1,2, ... ,n} to.les q"c 

,r(l) < i<{2) < ... < ,r(i) y ,r(i + 1) < ><(i + 2) < · · · < i<(n) 

101 



Demostración. Antes de pas.:"lr a la demostración veamos como podemos expresar la doble 
sumatoria. para algunos valores de n, tengamos en cuenta que ¡(O) = f. 

Cuando n = 1 tenemos solamente 1! = 1 permutaci6n posible a sabe,1: 1r(l) = 1 

i =O: ,,(li(2:o),/J11(xo)h) 
i = 1: ,,(/¡IJ(:to)(h), /,(2:0)) 

Cuando n = 2 tenemos 2-! = 2 pconut.acioncs posibles ( � �) y ( J?)

i =O: ,,(/,(:to),/J2> (,:o)(h1,li2)) 

i = 1 : ,,(/¡IJ(xo)(h1),/J 1
>(,:o)(h2)) + µ(l/1\1:o)(h2), ¡J'1(x0)(J. 1)) 

i = 2: µ(JJ21(,:�)(li1,l'2),/,(:tol} 
Cuando n = 3 tenemos 3! = 6 permutaciones posibles ( 1 2 3) . ( 1 2 3) . ( 1 2 •) . ( 1 2 3) . 

f!}VYOi?) 
· 

123 t 132 • 213 1 231 , 

i =O: µ{f,{:to),JJ'\1:o)(h1 ,li2,h3)) 

i = 1: { 
µ(f/

1>{:1:0)(1&.,J,/J2>¡,:o)(h2,h3)) +,,(1;11(:eo)(h2),/J2\,:0)(h,.h3))+ 

µ (1/11 (:to)(I,,), ¡J
2
l (:1:o)(h 1, h2)} 

i = 2: { 
,,(l/2\•o){h1, h2),JJ11{2:o){h,l) + µ(f/2\•o){h 1, li,), t?1(zo)(h2)) +

,,(f/
Z1 (:to)(h2, hs), Jj

1
\2:o)(h1)) 

• = 3, µ(/,(o,0)1 (h.,i,2,1'3 ), /,(,ou)) 

y asi en adelante 
Veamos l(I. demostración del teorema, por el 'fcorcma 3.1 sabemos que la función V, es 

diferenciable en U cumpliéndose que,¡,� : U C X --> C (X, Y) está definida por 

t,b�(x)(li) = ¡,(/1(:,;), /z{,:)h) + ¡,(/;(x)h , h(:tl) 

definamos las funciones biliuealcs y continuas 

1•0,1: X1 x.C(X,X2) --t C(X,Y) por µo,1 (:t1,T2)h = µ(:t1,T21t) 
¡,1,o : t:. (X, X,) x X2 -+ t:. (X, Y) por µ1,o(T 1, z2)h = ¡,(T1h, :t2) 

y de aqui Jas funciones 

tpo,1 : U e X --> t:. (X, Y) por t,bo,1{:t) = 1'0,1 (/1(:t), /í{o:)) 
,¡,1,0: U e X--> t:.(X,Y) por \b1,0(2:) = 1'1.o(/;(:1:),/,(2:)) 

cada una de estas funciones es diforenciable en U según el Teorema 3.1 con del'ivadas dndas 
por 

'PÓ,, (x)(l11, 112) = 1•0, 1 (l;(x)Ji,, /�(,:))112 + l'0,1 (/1(0:), ¡J'> ( x)it1)h2 

= ¡,(/;tx)li1,/z{2:)h2) + µ(/,(o:J,/J2>(x)l,1h,) 

,t,;,0(:t)(h,, h2) = 1• 1,o(l/'1(2:)h1, h(x))h2 + 1•1 ,0(/;(,:),/í{:t)h,)1'2 

= µ(//2>¡2:)h1li2, /,(:1:)) + µ(/((:t)/12, /!{:t)/1,) 
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es clru.·o que se puede escribir V,'= V'o,1 + tf,1,o resultando que 

,¡P>(x)(h 1 ,h2) =1•(/¡(x), 1?>(:z:)h1h2) + µ(/:{:t)h 1 , Jl(:z:)h2)+ 
µ(f,{x)h2,Jl(x)h,) + ,,(J/2>(x)h1h2,!,(x)) 

P31a la derivada. de orden 3 dcfioamos las funciones bilinealcs y continuM 

µ0,2: x, X¡; 2(X, X2) -1 ¡; 2(X, Y) por 
µl,,: L(X,X,)xt:(X,X2) -1 L 2(X,Y) 
l'i.1: L(X,X,)xL(X, X2)-+ t: 2(X,Y) 
µz,o: L2(X,X,)xX2 -> t: 2(X,Y) por 

µo,z(x,, T2)(h1 J•2) = ¡,(xi, T2h1 i'2) 
por µl,1(T1,T2)(h1 ,h2) = µ(T 1 h1 ,T2h2) 
por ,,t 1(T1,T2)(h1,/'2) = µ(T 1 h2,T2h1) 
µ2,o(T1,:t2)(h1,i<,) = 1•(T1 h1 h2,:z:2) 

y de aqui las funciones 

v,0,2, u ex-, t: 2(X, Y) 
tJi/.,: u ex-, t: 2(X,Y) 
,¡,l_, : U e X -, ¡; 2(X, Y) 
,/,2,0: U C X-> t: 2(X,Y) 

por ,/,0,2(2:) = µo,2(/i(x),J�2>cx)) 
por ,i,J,1Cxl =µ:.,v:cx),/i(x)) 
por ,¡,f.,(x) = i'i,1 v:cx), /)(:z:)) 
por t/i2,o(:t) = µz,o(f/2>(:t),hM) 

resultaJ\do cJ31·0 que podemos CS<;ribir v,<2) = t/Jo.2 + v,:_1 + Y'Í.i + t/J2.01 cada una de estas 
funciones es dife.renciablc en U y y de aqui se obtiene la exp1·csi6n para ,pC3)(,;), el proceso 
continua inductivamente O 

Presentamos ahora dos versiones del teorema de'lDylor. Si uua función fes un-dife1·enciablc 
en un punto xo sabemos que la n-esiina derivada ¡J"l(:i:o) E C. "(X, Y) aceptaremos la siguiente 
notación 

JJ">(xo)(x, x, ... , x) = /J">(:z:o)(:z:") 

Lema 3. 7 Sean X, Y do• E. V.T. con Y Locolmc,ilc Co11,ve.ro de Hausdorff; <T C 'P (X) Jam;/ia 
definida como en la Definición $.2 y r : U C X -> Y función definida en el abicr·lo U y 
u" -diferenciablc en tm punto xo E U. Si 

entonces 

r(xo) = 0,,·11>(:1:o)(h) = O,r12l(xo)(h2) = O, · · ,r�'> (xo)(h") = O, Vi, E X 

VS E<T, lím r(zo + th) = O unif<n·memcnU ,-cspecto de h. E S 
t-+0 '·" 

Demostración. En esta dcmostl'ación evitaremos escribir el subíndice q para denotar a la 
q-derivada. Usaremos inducción sobre n. Para n = 1 tenemos la función r : U C X � Y, u
difcrcnoiable en 2:0 con r(xo) = O y r'(xo)h = O, VI. E X de donde r'(xo) = O y por (3.6) 
la conclusión del teorema es iomcdiata. Supongamos que el teorema C$ válido para un cicl'to 
n > 1 es decir que para cualquier función g: U C X� Y entre E.V.T. X, Y con Y Loc.-Jmentc 
Convexo de Hausdorff que sea q".difercnciablc en un punto %·O E U (U abierto) taJ que 

g(xo) = 0,g(l> (xo)(h) = O,g<2>(xo)(h2) =O,· · ,g<•\•o)(h") = O, Vh E X (3.48) 
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se.cumple 

'IS€a, . g(:to+ th) lnn --
1-n-- = O unifor1ncmcnte respecto de h e S 

, .... 

Consideremos la funci6n r : U C X � Y función a11•1-diferendab!c en un punto xo e U con 
r<"·>(xo)(ll) = 01 VI,. E X, k = O, 1, 21 ... ,n + 1 y sea S e <1 cua1quiera. Definamos la fw1ción 
g = r' : U C X -+ C (X, Y) que claramente verifica (3.48) y en consecuencia 

lím r'(�o + th) 
= O unifo11.nemc11tc respecto de he S ,-.o t" 

(3.49) 

para mostrar que límt�o "<�:tf"l = O uniformemente respecto de h E S, sea V e Y <::ualquier 
vecindad del cero en Y, entonces existe un q E SC(Y) y,> O tales que {y E Y /q(y) <,}e V. 
Por (3.49) podemos hallar un 6 > O tal que 

(3.50) 

si tomamos O < ltl < S y 1,. e S cualesquiera, entonces por el Teorema 3.6(b) existe wi 
8 E< 0,1 >tal que 

q(r(xo + ti,) - r(:oo)] = q(r(xo + ti•)] � q(r'(xo + t8h)(th)] 

de donde resulta 
[r(:i:o + th) 

J ,: 
[r'(:oo + tOh)(h)

) , 9 tn+l "'q tn < 

la última desigualdad es por (3.50}; esto a su vez implica que r(;!!{'1) E V demostrando que el 
teorema también se verifica para n + 1 C'J 

Lema 3.8 Sean X, Y d<>s E. V. T. con X normado y f : X � Y, entonces pm-a CtUJlquier n E N 
la.s siguientes o.firmacioncs son equivaltnfos 

a). lím,..,0 �=O uniformemente respecto de h en cada miembro de :F e 'P (X) 

b). lím1, .. o W = O 

Demostraci6n (a � b). Sea V e Y cualquier vecindad del cero1 y consideremos el conjunto 
acotado A = ( x E X /11:i:JI � 1} entonces por hip6Lesis existe un 6 > O tal que 

O < !ti <6 Ah E A => '
,
�;'.:) E V 

así para cualquie!· 1,, e X con O < 11h11 < 6 y notando que u*Jrh E A tenemos que 

demostrando el límite en {b) 
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(b � a). Sean V C Y vecindad (equilibrada) del cero y A e X acotado cualesquiera, desde 
que X es nomrndo podemos hallru· un >. > O tal que 11'•11 < >., V/¡ E A. Por hipótesis, existe un 
8>0t.alque 

O< 11h11 < 6 � 1f,'.�! E -}.v
luego, si O < ltl < f y h E A tenemos que O < lltlill = ltlllll•II < 6 y en consecuencia 

/(th) 1 

Jtl"lll•II" 
E ¡;; V 

de donde resulta que� E �V C V demostrando el límite en (a). o 

Teorema 3.20 (Teorema de Taylor con resto infinitesimal) Sean X, Y do, E. V. T. con 
Y Localmente Convczo de Ha11,dorf!; u C 1' (X) fam;/ia definid a como en la De/ini.ción 9.2 y 
f: U C X-+ Y funci6n u"-diferenciablt: tn xo E U (U abierto). Para c,iaJc&q"ier h E X con 
zo +h E U se cumple 

donde la funci6n r : X -+ Y ve1ifica 

a). lím r(tlt.} = O uniformernen.te r't!specto de h en cada miembro de u ,�o t" 
, r(h) b). Cu ando X es normado y u= :F tendremos que 

11J,1/:o lllill" = 
O 

Demostración. Definamos la funció1t r : U - xo e X -+ Y por 

r(h) = /(zo + h) - { /(xo) + ¡C>>(xo)/1 + il2\<o)h2 + f! ¡(3\.,o)h3 + · · · + �¡(•l(x0)h"} 

(a) Sabemos que cada una de las funciones 'Pk: X --t Y definidas por 'Pk(h) = ¡<•>(:to)h• 
son infüütamentc difcrenciablcs en todo punto h € X (vea ejemplo 38) cumplicndost además 
que 

l. Las derivadas de orden i para i = O, 1, 2, .. . 
1 k - 1 en el origen son nulas 

2. La derivada de orden k en el origen verifica ,¡,t>(O)// = k!/1•1(:z;o)h', Vh E X 

3. Las derivadas de orden mayor que k son nulas 
luego la función r resulta ser ur'l-dife.rc1\ciablc en O con 

r(O) = O,r <ll(O)h = O, r12l(O)h2 = O, .. , r l•l(O)h" = O, Vh E X 

por el Lema 3. 7 concluimos. 
(b) Co1lsccucncia. inmediata de] Lema 3.8 
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Teorema 3.21 (Teo,·cma de Taylor con resto de Lagrange) Sean X, Y d<J, E. V. T. wn 
Y Localmente Co11ve2:o ,le Ha,isd<J1'ff¡ a C P (X) familia definida como en la DcfiniciOO 3.2 y 
f: U C X � Y /ur1ción a"+1.difertmdable en el abierto U. Para cualc$quier zo E U y h E X 
con {x.0 1 x.o + h) C U se C1tmple 

a). Para c11alq11for q E SC(Y), existe un O E< O, 1 > tal q"c 

b). Si X, Y son Norm.ados y u= :F tendremos q1C.e 

Demostración. (a). Sea rf, E y• cualquiera, y definamos la función real de variable real 
o: [O, 1] -> R por 

<>(t) = ,¡,(f(,;0 + th)] 

dC$de que J es a11•1-diferenciable en U, entonces o ser-á n + 1-veccs difercucia.blc e11 (0, 1) 
cumplicndosc 

o!k>(t) = ,¡,(¡Jk>¡,,0 + th)(ll)], Vk = O, 1, 2, ... , n + 1 

Por el teorema de Taylor ,.mi-dimensional para a, existe un A E< O, l > { que depende de t.f.,) 
tal que 

o equivalentemente 

" 1 ,(n+l)( + ).} )(/ •+IJ 
,¡,[¡(,;o+h)-¿¡;¡tJk>(xo)(/,k)j =v,[" �:+l)

; ' ] 
k;;;O 

para cualquier,¡, E Y'. Por el Lema 3.5 tenemos que para q E SC(Y) existe un O E< O, 1 > Lal 
que 

q[f(xo + 1,) -t itJk\:to)(llJ] ,;; (n: l)!q[¡J•+1l(,;o + Oh){h"+I)] 
k:O 

(b). Directo de {a) considerando q como la norma de Y. o 

3.6. Derivadas Parciales 

Definición 3.S (Derivadas Parciales) Sear, X, Y, Z t,�, E. V. T.; f : U X V C X x Y -> Z 
fun,:ión definido en el ahicrlo U x V donde U C X Y V C Y 'º" aMerto,; u, C 'P (X) y 
u2 C 'P(Y) familia, definida, c,,mo en la Definición 9.2 y u= {S1 xS,/S1 E u1, S2 E u2) C 
'P(XxY). 
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a). Decim.os qttc f eJ u-parcialmente di/cn:nciablc en (:eo,vo) E Ux V ,upe.cu, a la primera 
voriable cuondo la función 

X E u e X .... /(x,w) E z

e,c1,-di/ere11.cio.b/c en >:o. A ella 0'1-dc,-ivado. /a denoto.remo, por 8¡/(,;o,Yo) E .C (X, Z) 

b). Decim.os que/ es t1-pa1'Cialmentc diferenciable en (xo,yo) E U x V respecto a la Jegtmda 
va,·iable cuan.do la fv.nci6n 

y E V e y .... /(,;o, y) E z 

e, 0'2-dife,,mciable en Y•· A esto. "2-derivada la dcnotaremo, por éi,/(zo, y0) E .C (Y, Z) 

Lema 3.9 Sean X, Y, Z tres E. V.T. y T : X x Y � Z lineal y continua, entonce.$ cristen 
u E .c(X, Z) y v E .c(Y, Z) tale, q,,c 

T(:r;, y)= u(:i:) + v(y), \/(,:, y) E X x Y 

Demostración. Definimos las funciones u(,:)= T(x,0), \1,: E X y v(y) = T(O,y), \fy E Y. Es 

fácil mostrar que u y v son las que verifican el le.mn. O 

Teorema 3.22 (Derivadas y derivadas parciales) Con las mismas e<mdicione., de lo. Defini
ción S.S. Si f es t1-dife1v:n cfoblc en (:r:-0,Yo) E UxV e,i.u>ncc.s 

a). Lo. derioadas pa,�iale• 8if(xo.yo) y 8,,/(:r;n,Yo) e:ti.ten 

b). Además •• c1tmple 

/�(:i:o, vo)(x,y) = 8¡/(xo,YoHx) + 8,/(xo, yo)(y) V(:r,y) E X x Y 

Demostración. Desde que J;(xo,yo) E .C(X x Y,Z) entonces el lema anterior asegura la 
existencia defunciones u E C(X, Z) y v E ,C(Y,Z) tales que f�(:to,!lo)(:t,y) = u(x)+v(y), \l:r E 
X, y e Y. Mostremos que 81/(x01y0) = u y 82/(xo,?10) = v. Para la primera derivada pardal, 
sean W C Z vecindad del cero en Z y S1 E q¡ cualesquiera, como f es t1-diferc11ciable en 
(� 1yo) E UxV entonCC8 para la vecindad W y el conjunto S = S1x So E u, donde So E t12 es 
tal que O E So (tal So existe desde que Y e Uoeo,,B), existe un 6 > O tal que para cualesquier 
t con O< !ti< 6 y (/11,h,) ES, x So se verifica 

/((:to,Yo)+t(la.1, l12J)-/(xo,110) 
t:'( )(I 1 )EW t - "$Q,!/O ti, l-2 

de donde obtenemos que para O< !ti< ó y h E S1 cualesquiera 

/(zo + ti,, yo) -/(xo, 110) _ u(la) E W 
t 

demoslraado esto que 8¡/(xo,Yo) = u. Análogamente se prueba que 8,/(:to,vo) = v O 

El recíproco de este teol'cma. es en general fulso, aún en Espacios Bidimensionales. Sin 
embargo si asumjmos func.ioncs de clase C1 c11tonce.s tenemos la siguiente 1·cla.ci611: 
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Teorema 3.23 (Caracter ización de 1as funciones de c1ase C!) Con la.s mismas cotulícfoncs tk la Definici6n 3.5 
a). Si f es de e/a.se C! en U x V , cnlo11ces la.t /uncioneJ derivad..Q.s parcia/eJ &tf : U x V , 

e (X, Z) !I {hf: u X V --1 e (Y, Z) ,on continua, 
b). Si ade1116, Z e, Localmetlle Convexo de Hau,do,jf entonce, el ,,:dproco de (a) también e, 

cie1·to. 
Demostración. (a) Tenemos que f € C!(U x V), el Teorema 3.22 garantiza que la función 
8if : U x V 4' C (X, Z) existe1 para mostrar que es continua sean (::i:0 1 Yo) e U x V1 W e 
L vedndad del cero eu Z y A C X subconjunto acotado de X, de esta forma el conjunto 
W = {T € C(X, Z)/T(A.) C W) es una vecindad del cero en C(X,Z). Como la función 
¡;: UxV --1 C(XxY,Z) es continua en (xo,Yo) entonces para la vecindad del cero W = {'.Í'€ 
C(XxY,Z)/T(A.x{O)) e W} existen vecindades del cero U0 e X y Vo e Y tales que 

(:z:,y) - (xo,yo) € UoxVo => t;(:z:,y) - f�(xo,w) € W 
pero por las equivalencias siguientes 

¡;(,:,y)-t;(xo,Yo) € W = (t�(x,y)-t;(:z:o,Yol){Ax{O}) e W 

podemos escribir 

= Vo. € A, t;(:z:,y)(a,O) -f�(xo,w)(a,O) € W 
=Va€ A, &1/(:z:,y)(a)-&1(:ro,yo)(o.) € W 
= (8,t(,:,y) - o,(:ro,vo>)(AJ e w

{x,y)- (zo,w) € UoxVo => &¡f(x,y)-&,(xo,w) € W 
demostrando esto que &if es continua e.n (zo,yo). De manera análoga se prueba la continuidad 
de {hf 

(b) Mostremos primeramente que J es u-difcrc.nciable ei\ un J>unt.o arbitrario (xo1YO) E 
U x V, sean para ello W e Z vecindad del cero en Z y S1 x S2 E u (es decir Si € 111 y 
S2 e cr2). Siendo Z es Loeahncntc Convexo de Hausdo1·ff

1 
para. la vecindad l,V podemos hallar 

uo q € SC(Z) y<> O tales que {z € Z/q(z) < <} C W y como &,f y &,f son continuas existen 
vecindades del cero Uo e U - :ro y Vo e V -:ro tales que si (h1,li2) E Uo x Vo entonces 

(&,/(:z:o + hi,vo + h2) - 8,/(:z:o,!lo) )(si) e Wo 
( {hf(,:o +,.,,yo + h2) -&,/(:z:o,wl)(s2) e Wo 

{3.51) 

donde Wo = {z € Z/q(z) < íl- Para la vecindad Uo C X y siendo S, €"'•cotado -�odemos 
hallar un 61 tal que si O < !ti < 61 entonces th E Uo, Vli E S1 (ver la. demostraciou de la 
Proposición 3.3) y análogamente ballar un 62 > O tal que si O < !ti< 62 entonces th E l'o, Vh € 
S,, luego para 60 = mín{61,62J >O"" cumple 

O< !ti< 60 => (th¡,th2) E Uo xVo, V(hi,1'2) € S, x S2 (3.52) 
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Así, si O< !ti< 60 Y (h1, l'2) E S1 XS2 son cualesquiera entonces 

!((:eo,yo) + t(h1,h2))-/(=<o,l/0) 
t -a,J(:eo,vo)(hi) -0./(xo,yo)(h2) 

_ /(:z:o+th1,vo+tl>2)-/{:to,!lo) -
t -8,/(:ro,!/OJ<h1)-82/(:ro,!/OJ<li,) 

_ /(:z:o,Yo +ti,,)+ /(xo,!/o + tli,) 
t t 

_ 
{ 

/(:t� + tl•1 ,!i0 + U.2) - /(:to,!/o + tli,) 

} 
-

t -8¡/(:z:o,!/O)(h,J 

+ { 
/{:to,Yo + ti•:)- /(:ro,Yo) -O./(:z:o, !10Hh2)} {3.53) 

por el teorema del valor medio (Teorema 3.G,{b)) existe un 9 E< O,¡> tal que 

q[¡(:ro + th,,yo + th2)-/(xo,Yo + th,) -ta¡/(:ro,y0)(1t1J] 

,,; q[oil(xo + tO,h1,!JO + tli,)(th,)-ta,/(:ro,vo)(hi J] 

q[/(xo,!/0 + ti,,)- f(xo,Yo) -18,/(xo,yo}{h2)] 

,,; q[ll2/(:z:o,l/O + tO,h,)(tli,) -18,/(:r0,yo)(h2)j 

y por (3.51) y (3.53) resulta 

(
t((:z:o,!IO)+t(h1, h2))-/(:ro,Yo) 

J q t -81/(:ro, t10)(hi) - ll,/(:ro,vo)(h2) 

,¡; q[ai1(:r.o + tO,h,,yo + th,)(1,i) -a,/(xo,!/OJ<hd] 

+ g[ll,/(:z:o,Yo + tO,Ji,)(/'2) -O./(xo,yo)(h2)] 

< •/2 + •/2 
=• 

Demostrando que f es<1-diforenciablc en {:z:o, !/0) E UxV donde además se cumple J;(:ro,yo)(,;,y) = 
/J¡/(zo,!/0)(,:) +é>:,/(xo,yo)(y), V(x,y) E XxY. La continuidad de la función¡;: UxV-+ 
C (X x Y, Z) resulta de esta última igualdad y de la continuidad de las funciones 8¡/ y /J2/ O 

Lema 3 .10 Seon X, Y, Z tre, E. V. T.; f : U x V e X x Y -+ Z f1mción definida en el ahierto 
UxV y (:z:o,!/0) E UxV. Paro cualw¡uie,· ,f, E Z' y {l•1,h2) E XxY dofinimo, fo f,mción real 
de do� 110.rio.blc, loca.lrnente en una vecinda.d del cero por 

0((1,(2) = v,[/(:to + (1h 1,!IO + (2h2J] {3.54) 
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a). Si f •• 9 -parciolmcntc difercnciablc º" (:to,!/11) rc,pccto a ,u primera (rc,p. acgom.da} vari. 
oblc, cntoncc.t la /1mci6n 0 c.s parcialmente di/cnncioblc en (O, O) re,pccto a '" primera 
(r<sp. stg,mda} V<Jriab/e y ademó, •• c•mple 

ae ( ae 
)D{i (O,O ) = •(8i/(zo.¡¡o){h1)) re,p. D(2 (O,O) • •(8,/(%0,!/0){h2)) (3.55) 

b). Ctiando f e, 9 •parcialmen.tc di/cnmcfoblc en UxV rc,pccto a .sii primera (re1p. ,cgu-nda) 
'141-iablc, la /1m,d611 0 es parcialmente difcrencio..ble en una tJecindad del cero de R 2 y 

odemás .se cumple 

ae 

D{, ((1.(2) = IJl(D,/(:tt + (1h1 ,¡.,o + (2l'1)(h1)) (3.56) 

( ,-e,p. =� ((1,(2) "'v,(82/( :to + (1h1,!/11 + (2h2)(h2JJ) 

e). Si f •• 1' -diferenciable en (:ro,l/0), cruonce, e u diferenciable en (0, 0 ) e R 2 y,., 
derioada, ¡,an:ia/01 0114n dada, como en (3.SS) 

d). Si f u 1' -diferencioble en Ux V, entonce, e u di/erenciable en ano t1«indod del cen> y 
olli ,., dcriooda, pan:ioic, e,tón dada, como en (3.SG) 

Domostración.(a) y (b) los probaremos pMa I• 9 -derivada parcial respecto de la p rimera 
varí&ble. 

(a) Por blpóiall la función :r e U e X ... /(,e, lit) e Z es li x-dilemiaoble en "º e U y 
por lanlo se debe vmficar el límite 

lfm /(:ro+ th,!/11(- /(:to,!/11) = D¡ /(:oo,vo)(I,), 'lh E X 
...... 

y por tanto ten emos el límite 

8e 
(O O)= lfm 0(1, 0 )- 0(0 ,0 ) = lím •(f(:q +1h1 ,111)) -•[/(,co,¡.,o))) 

8(1 ' ,�o t t-tt t 

= v,[J� 
/(:to+ t.1,,,�)- /(%0,!IO)] = "1(D1 /(:to,!/1ll{h1 )) 

(b) Fijemos un pun to((?,(�) en una vecindad del cero y de6namos la función x como 

x ({1,(2) = 0((f +,,,e;+<,)= "1(/(� � +(1 h1,!:!..:!: � +(1112)) 

que por el ca.so ant.crior resulta 

co,no ee quería demostrar. 
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(e) Este Y el siguiente item se demuestran análogamente al Lema. 3.G. Para mostrar la 
difcrenciabilidad de e en (O, O) será suficiente verificar que Ja expresión 

0((1,(2) - 0(0, O) - (, ,¡,[8,/(:to,!IO)(h,J] -(2 v, (82/(:to,!IO)(l.,JJ 
11 ((,,(,)11 

= vi[/(:to + (,h,,yo + (21'2)] - ,¡, [/(2:0,!!0)] -(1 v,(lllf(:ro,vo)(h,)) -(2\b[é!,/(:ro,v0Hh2)] 
ll((,,(2)11 

_ 
{

/(:to+ (1h 1,Yo + (2h2) -/(:ro,!IO) , 
( 

(1 (2 
) } -,J, 11((1,(2)11 

-/,,(:to,!IO) 11 ((,,(2)11"" 11 ((,,{2))1"
2 

tiende a cero cuando 11 ((1 , (2 )11 -+ O y esto es cierto desde que / es ?l -diferencia ble y el conjunto 

l(= {<
.¡
; 2h¡ , 

v
' ,• 2hz)/(r,s)EIR 2 -{0} con lrl,lsJ,¡. 1} r +s r +s 

es secuencialmente compact.o en X x Y o 

El teorema que sigue presenta condiciones suficientes pal'a la coninut.at.ividad de las derivadas 
parciales, sin embargo antes de enunda.tlo y demostrarlo observemos como se entiende es t.a con· 
muta.tividad. Sea u11a función /: Ux\l -+ Z, que es u-parcialmente difcrenciable en todo punto 
de U X V respecto a. su primera. variabJe

1 es decir que existe la función 

8,t: UxV-, .C(X,Z) 

y supongamos que a su vez esta función es u-parcialmente difercnciablc en un punto (xo,YO) 
respecto de su primera y segunda variable, es decir que existen 

8181/(:ro,vo) e .C(X,.C(X,Z)) 

828,/(:ro,yo) E .C (Y, .C(X, Z)) 

De manel'a similar si fes a-parcialmente diícl'cnciab)c cu UxV 1·cs-pcdo a su segunda variable 
tenemos la. función 

8,/: UxV-+ .C(Y,Z) 

y ]as derivadas parcia.les de esta fu1tc:i611 serían 

él, 82/(:ro,yo) e .C (X,.C (Y,Z)) 

82 él2/(:to, Yo) E .C (Y, .C(Y, Z)) 

Las derivada., parciales mixtas anteriores no pueden ser iguales, ya que como funciones están 
definidas en diferentes dominios1 sin cfnbargo podemos hablar de igualdad en el siguiente sentido 

8,8¡/(:ro,Yo) = a,ozf(:ro,uo) =
818z/(:ro,!IO)(:t}(y) = 8, 8,t(xo,vo)(y)(:r), V(x,y) e XxY 

Teorema 3.24 (Young-Schwartz) Soon X, Y, Z tres E. V. T. con Z Lowlmenle Convezo de 
Ha.u!dorffy ¡: UxV e XxY-+ Z J1mción 'fl-parcialmente dife,vmciable en el abier·lo UxV 
respecto o su primer-ci y &egunda va.,·;oblcs, es decir IM Jur1cioncs 81f : U x V -i' C (X, Z) y 
8,/ : U x V -, .C (Y, Z) czisún 
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n). Si lo, f,m.cionc, 8,/ y /Ji/ son.1t -di/crt11ciablcs en (o:o, vo), entonce, 

(3.57) 

b). Si lofwnci6n 81 D,f: U,xV, � C(X, C(Y,Z)) e%ÚI• V•• continao en""" ...,;n,lod U1xV0 
del P•nl<> (zo,111) entonces D,8,/(0:0,111) e,eú� v lom�ifu •• vcrifw, (3.57) 

Demostración. (a) Sean ,¡, E z·, J,, E X y h2 E Y cu•lesquicra y definnmo,, la función e 
como en (3.54). Poi· el Lema 3.10,(b) e.xislcn las funciones f?, y � definidas en una vecindad 
dcl cero de R 2 por 

80 
[ 1 -

8(, 
((,,(2) = 'P 8t/(zo + {1h1,III + (2l•2}(h1) = ,J, i(Bt/(2:0 + {1h1,111 + (2h2}) 

80 
[ 

-
8<, ((1,(2) = t/> 82/(zo + {1h1,Yo + {2/'2}(h2)) = t/> 2 (82/(xo + (1h1,l/O + (21'2)) 

donde las funciones;¡ 1 : C (X, Z) � R y;¡,: C(Y,Z) � R cohln definidas como 

;¡,(T)=,J,(T(/11)), VTEC(X,Z) y 

;¡2(R) = ,J,[R(h2)), vn E C(Y,Z) 

(3.58) 

.Es Các.il verificar que ambas funcionales son lineales y continua.s y nuevamente por el Lema 
3.10,(c) resulta que 1 .. funciones � y f.- son difercnciables en (0,0) (i.c la función 0 es 
dot � diforcnci�hl� en (O, O)) y por d l.coTcm.a de Schw .. l1; \.l�ioo rau.lt.a 6;-co, O) = 
1.1,(0,0)

1 en c:omccuencia 

como t/J fue arbitrario, concluimos. 
(b) Sabemos que para la función e definida como en el ca.so anterior cx:istcu las funciones � 

y .. definidas como en (3.58). Adcmú corno la función D,/ es 1l -parcialmcnle diícrcnáablc 
en la vecindad UoxVo de (2:o,1111) respecto a ,u primera variable entonces cxis� la función 1.1c.
definida en una vecindad del cero de R 2 dada por 

8'0 -
1 8(,8(2 

((1,(2) = ,J,2 {818,/(xo + (1h1, 1/0 + {21'2)(1'2) 

finalmcnic la couliouidad de 8t8,/ en UoxVo implica la continuidad de 1.1c. en una vecindad 
dcl cero de R 2 y por el teorema de Young ol&sico rcsull.& la igualdad de las dcriV11das parciales 
mixtas �(O, O) : /,&;(O, O) y en con8CCuenoia se verifica (3.57) O 
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Capítulo 4 

Teoremas dle la Fu.ndón linversa 

En el análisis clásico los teoremas de diferenciación de funciones inversas y funciones im. 
plícitas juegan un papel muy importante dentro del cálculo diferencial. Éstos teoremas pueden 
ser generalizados sin ninguna dificultad a funciones definidas entre Espacioo de Banach, como 
veremos se obtienen satisfactorios y útiles resultados. Sin embargo, si el Espacio es en gcncra1 
un E.V.T. o aún un Espacio J\O Normado Metrizable , la generalización de estos teoremas no es 
más posible. 

Todo los E.V.T. en esta scccióo se1·án considerados Localmente Convexos de Hausdorff. 

4.1. Diferenciabilidad en el Espacio .C(X, Y) 

En esta sección consideraremos la diferenciabilidad de la. función composición (Dcfinid61t 
4.1) y de la función inversión (Definición 4.3) 

4.1.1. Diferenciabilidad de la Función Composición 

Para. los E.V.T. X, Y Localmente Convexos de Hausdorff, el Espacio de funciones .C(X, Y) 
será consierado como un E.V.T. LocalmeJ\tC Convexo de Hausdorff con )a Topología de Con. 
verg:encia Uniforme sobre la familia de todos los subconjuntos acotados de X. 

Definición 4.1 (Función composición) Dcfininaosl.a/1inción composicióncomp: .C(X,Y)x 
.c(Y, Z) --+ .C(X, Z) como 

oomp(T,R) = RoT, 11T E C.(X, Y), VR E C.(Y,Z) 

Antes de estudiar la diforenciabi1idad de la funci6n comp, estudiemos su confo1uidad. La 
primera observación que rcsuJta de la definición es la biJinealidad y 1a COl\tinuidad en cada una 
de sus variables. Esto lo resumimos en Jn siguiente pl'oposición. 

Proposición 4.1 {Linealidad y continuidad separada de la C·Omposici6n) La/uncióncom
po.sición es b-ilincal y separa.dC1mc,r.tc continua. 

Demostración. Si para cada To E C. (X, Y) y Ro E C. (Y, Z) definimoo las fonciones 

RE C. (Y, Z) H oomp(To,R) = Ro To E .C(X, Z) 
TE .C(X, Y) H oomp(T, Ro) =Roo TE t:.(X, Z) 



euto1)Ces es evidente que ambas funciones �n lineales. Verifiquemos t.a.mbié.i) que son continuas, 
vea.moslo para la pdmera función. Sea W e .C. (X, Z) una vecindad del ce.ro cil .C (X, Z), 
entonces podemos hallar A C X acotado y W e Z vcci1\dad del cero en z de modo que 

{Se C(X,Z)/S(A) e W) e w (4.1) 

Como To: X .;. Y es continua y A es aoot.ado. ent2noes el 001\junto D = To{A) e Y también es 
acotado. Mostremos que la imagen del conjunto V= {Re C(Y,Z)/R(B) e W) (que es una 
vecindad del �" en C (Y, Z)) vía la función e.n estudio está contenida en W. Sea Re C (Y, Z) 

con R(B) C W entone� Ro To(A} = R[To(A)J = R(B) e W y por tanto la inclusión (4.1) 
muestra que Ro To E W. esto de.muestra 1a continujdnd en cero. La continuidad en todo el 
espacio C (Y, Z) resulta de la linealidad. o 

Los siguientes lemas ayudarán a dar condiciones necesarias y suficientes para la continuidad 
de la función composición. Para cada :i:o € X definimos la función V'zo : C. (X, Y) -+ Y por 

,¡,,.(T) = T,;o, 'IT e e (X, Y) 

Lema 4.1 Para ca,da, xo E X con :to ;I:. O, la /imción t/Jzo t:3 continua y abierta. 

Demostración. Mostremos primeramente la continuidad. Como V'zo es claramente lineal será su� 
ficiente mostrar que � continua en el cero, sea para ello V C Y una vecindad del cero en Y 
cualquiera entonces el conjunto 

,¡,;¡(V) = {Te e (X, Y)/T,;o e V} e e (X, Y) 

es una vecindad del cero en C (X, Y) y en cons.ccue1\da V'zo es c:01\tinua. Mostremos al1ora q\lc 
,¡,.0 es abie,;to, sea Ü e C (X, Y) una veci_!}dad del cero en C (X, Y) debemos hallar un V e Y 
vecindad del cero en Y tal que V e ,¡,,,(U) 1. Sabemos que existen A e X acotado y V e Y 
vecindad convexa. y equilibrada. del cero en Y tl:ll que 

{Te e (X, Y)/T(A) e V) e ü

Como x0 #; O podemos hallar un V1 C X vecindad convexa y equilibrada del cero en X tal que 
x.o t V¡ (recuerde que X es de Hausdorff y por tanto exlstc1\ dos vecindades disjuntas, V1 del 
cero y v2 de i:0. Si suponemos que zo E � por definición de punto de clausura llegaríamos� 
una co11t.radicci6u). Además A es acotado y por tanto existe un>.> O tal que íA C V1 C Vi 
de donde A e A Vi y en consecuencia la siguiente inclusión es verdadera 

,¡,,.({Te C(X, Y)/T(,IY,) e V)) e w,, ({Te C(X, Y)/T{A) e V)) e w,,.(Ü) 

por lo tanto será suficiente probar que V está contenido en el primer conjunto ru�r-ior. Sea 
y E V cualquiera1 como ). V¡ e.s cerrado1 convexo y equilibrado Y además xo � A Vi (pues si 

1
c.unndo un3 íuneión /:X-+ Y entre Jo, E.V.T. X e Y es lineal, entonces se ,-e,ifie3 (9, png. 44] 

¡ es abierta � vu e X �indnd del ocr<> en X, 3V C l', vecindnd dcl «ro en Y /V e /(U) 

114 



suponemos Jo contrario Ja convexidad de V¡ asegura que (l - A)O + ,\!A. = :eo E Vi lo que es 
una contradicción)� el teorema de Habu-Ba.nnch {9, pag.. 59} permite ha� lar un ¡ E X' tal que 
1/(>.iT,)j 's 1 Y /(:i:o) = l. Definamos la funci6n 9: R ..¡ Y por g(t) = bJ, '>lt e IR y pongamos 
la composición T = g • I E C (X, Y). Se cumple 

T(>.V¡) = g[/(>.V¡J] e (-1, 1]{y) e [-1, 1Jv e v

la última inclusión se debe a que V es equilibrado y además 

,J,.0(T) = T(:to) = g[/(:to)) = g(l) = y 
Esto demuestra el lema. o 

Lema 4.2 B,i8ten xo E X = :to 'F O y Ü e C (X, Y) veci,.dad convna y eq11.i/ibroda del cero 
en C (X, Y) 141 que 

Demostración. Sean V e Y cualquier vecindad convexa y equilibrada del cero en Y con 
V #, Y y A e X cualquier subcolljunto acotado de X y co1tsideremos xo E A con xo #, O. El 
conjunl.o Ü = {T E C (X, Y)/T(A) C V) es una vecindad convexa y equilibrada del cero en 

.C(X, Y) y además 

,¡,,.(Ü J = {Txo/T E e (X, Y), T(A) e V) e V s; y 

Lema 4.-8 Sea f : X X Y � Z función. bilineal y sepa.ro.da.m.ente contim1.a, cnfonces 

f es to1ati,iua en X x Y {:>- f es continua en (O, O) 

Demostración. ( =>) Evidente 

o 

(<=) Sea (zo,!/o) E X x Y cualquiera y Wo C Z abierto con /(:,:o,!/o) E Wo entonces 
l.Y ::::: Wo - f(x0, y0) e Z es u11a vecindad del cero en Z, denotemos por W_. la veciitdad del 
cero simétrica tal que W-' + w• + W" e W. Por la continuidad de f en (0,0} podemos hallar 
U1 C X, V1 C Y vecindades del cero en X e Y respectivamente tales que 

{u,v) E U¡ x V¡ => /(u,v) E W' 

La continuidad separada de f pennite hallar vecindades U2 C X y V2 C Y del oero en X e Y 
respectivamente tal que 

v E V,=> /(xo,v) <; W' 

u E U2 => J(u,yo) E W' 

· si definimos U= U, nu2 y V= V1 n V2 se cumple que /((xo + U) x (!lo+ V)) C Wo, en efecto, 
si u E U y v e V, de las relaciones ant.criol'cs tenemos 

/("O+ u,!JO + v) = /(:to, !JO)+ /(u, v) + J(xo, v) + /(u, !JO) 
E /(:,;o,!/O) + W' + w• + W' 
e /(xo,!IO) + W = Wo 
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y como (:t:o,yo) fue elegido arbitraria.mente, se concluye la continuidad en X x y O 

Teorema 4.1 (Continuidad de la composición) 

a). Si Y e.5 n.ortnado, entonces la /tm,ción comp es co,itinua. 

b). Si l4/ttnci6n comp es continua., entonce.s Y es normahlc. 

De1nostración. (a}. Como 1a función comp es bilinenl y separadamente continua, por el Lema 
4.3 será suficiente mostrar que es continua en (O, O). Para una vecindad W E e (X, Z) del cero 
en C (X, Z) cu•lquiel'a podemos hallar A e X acotado y W e Z vecindad del cero en z tal 
que 

¡j ={SE C(X,Z)/S(A) e W) e w 

definamos el conjunto V = {y E Y /IIYII < l} que os una vecindad convexa, equilibrada y 
acotada del cero en Y y de.finamos también las vecindades del cero 

ü, = {Te C(X,Y)/T(A) e V) e C(X,Y) 
Ü2 ={RE C(Y,Z)/R(V) C W) C C(Y,Z) 

1nostremos que comp(Ü 1 x Ü 2) e G Jo que demostraría la continuidad. Sea TE¡¡ 1 R E Ü 2, 
entonces 

comp(T, R)(A) = R • T(A) = R[T(A)) C R(V) e W 

dcmostca11do que C(uni:,(T, E) E ÍJ 
(b). Para mostrru: que Y es normablc debemos hallar una vecindad del cero en Y que sea 

convexa y acotada (Teorema 1.12). Por el Lema 4.2 sabemos que existe un �o E X y una 
vecindad W e C (X, Z) del cero en C (X, Z) de modo que 

(4.2) 

donde la función�" : .C(X,Z) -+ Z est..-\ definida por �,,(S) = Szo. Como e_or hipótesis la  
función comp es continua entonces existen vcc.indadcs convexas y equilibradas U C C. (X, Y)  y 
V C C (Y, Z) del cero de modo que 

comp(Ü x V) e W (4.3) 

definamos abo!'a la función ,¡,,0 : C (X, Y)-+ Y poi' ,f,(T) = Tzo que por el Lema 4.1 es abierta 
y por tanto el conjunto 'V'zo(ÍI) C Y C6 una vcciJ\dad del cero en Y q_ue es además convexa (pues 
Ü es convexa y 'V'�o es lineal). Mostremos que este co1.!,jui1to 'Pt0(U) es acotado. Supongamos 
lo contrario, entonces existe un f E Y' tal que /[,f,,,(U)] = R. (en efecto, pues {1.5) permite 
afirmar que 

A e Y es acotado� V/ E Y', sup{lf(y)l/!i E A}< oo 

Luego A no será acotado cuando exista algún/ E Y' tal que sup{l/(y)l/v E A} = oo y dado que 
todo Espacio Vectoria.J es conexo, pues es Conexo por caminos, {10, der. 5.1 y teo. 5.3), entonces 
por el teorema del valor intermedio (101 teo. 2.1) concluimos que f(A) = R ) Consideremos 
zo E z con zo #- O arbitra.r-io y definamos la funci6n g: R -+ Z poi· g(t) = tzo, Vt E R, entonces 
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9 ° f E ¡;, (Y, Z)_Y como toda vocindad del cero en C. (Y, Z) es absorbente, existe un >, > O tal 
que >, (g o f) E V. Asi tenemos que 

{t%<>/t E IR}= >.(tzo/t E IR}= >,g(R) 
= Ag(/(t/>.,(Ü))J = >.(go /J(t/>,0(Ü)) 

= LJ >.(gof)(Txo) = LJ [>,(90/)l•T(xo) 
TeiJ TEÜ 

e U S(,i;o) = ,J,,,(W) 
seW 

s; z 

por (4.3) 

por (4.2) 

desde. que zo E Z fue arbitrario, esto es una contradicción y por tai\tO 'P:r0(Ü) es acotado y por 
ello Y es normablc. o 

'!'eorema 4.2 {A:otación de la Composición) LCL /1mción comp ts acotada, e4 decir si 
6 1 C t:. (X, Y) y 6 2 e t:. (Y, Z) 'º" ,.,bconjuntos acotados entonces 

oomp(B1,B2) = 62 •B1 = (RoT/7' E 61, R E B2} 

es acotado en t:. (X, Z) 

De esta forma. la función composición no sicinprc es eontin\la y por lo tanto no puede ser 
difercnciablc por cualquier método que implique continuidad, como por ejemplo la/(, H • M, M S 
y M B difel'enciabilidadcs. Sin embargo tenernos el sig:uiCJ\tC resul&..:"'ldo. 

Teorema 4.3 (:F -Diferenciabilidad de la Composición) Lafunci6ncomp es :F -difcrenciable 
en todo punto (To, Ro) E t:. (X, Y) x t:. (Y, Z) y además se cumple 

oomp,- (To, Ro)(1', Jl) = Ro o T +no To (4.4) 

Demostración. Para (To , Ro) E t:. (X, Y) x t:. (Y, Z) fijo, la función (T, R) E t:. (X, Y) x 
t:. (Y, Z) ,_, Ro o T + Ro T0 e C. (X, Z) es claramente lineal, y desde que la función oomp 
es separadamente continua ( Proposición 4.1) entonces la función anterior resulta continua, es 
decir dicl,a función es un elemento de t:. (t:. (X, Y) x t:. (Y, Z), t:.(X, Z)). Mostremos que ésta es 
la :F -derivada de la función compooición en (To, Ro). Para cualquier (T, R) E t:.(X, Y)x t:.(Y, Z) 
tenemos 

comp((To, Ro) + t(T, R)]- oomp(To, Ro) _ {Ro•T+ R•To) = 
t 

(R o+ tll) o (To+ tT)- Ro •To -t(Ro•T)- t(R•To) _ 
t 

-

t(RoT) 

para cualesquiel" íj1 e t:.(X,Y) y B2 C t:.(Y,Z) subconjuntos acotados (todos los acotados 
en .C(X,Y) x .C(YtZ) son pl'oductos cartesianos de subconju11tos acotados C1l cada espacio) 
mostremos que 

límt(RoT) = O, uniformemente respecto de {T,R) E B1 X 82 (4.5) 
, ... o 
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Sea W E .C lX, Z) v�indad equilibrada del cero en .c(X, Z), como el conjunto G 2 o G 1 = 
{RoT/T E 61, RE 62} es acotado en .C (X,Z) entonces existe un ó > O tal que 

o< JtJ < ó:} t(li2 o li ,) e w

luego para todo t E R con O< JtJ < ó y (T,R) E G¡ x G2 tendremos que t(RoT) e W, 
demostr•ndo asi ( 4.5) O 

Tcot,ema 4.4 (Continuidad de la :F .. derivada de la Composición) Si ca.da subconjunto 
acotado de C (Y1 Z) c.s equicontinu.o entonce$ la función F -derivada 

comp'.,, : .c(X, Y) x .C {Y, Z) --1 .c(.c(X, Y) x .c(Y, Z), .c(X, Z)) 

definida. en (4.4) es lineal y contimt(1 y en con..stcucncia. de cla.se cr y además se verifico 

comp�1(To,Ro) = comp'.,,, V(To,Ro) E .C(X,Y) x .C(Y,Z) 
compt1(To, Ro) = O, V(To, Ro) E .C (X, Y) x .c(Y, Z), Vn;;, 3, 

Demostración. Para simplificar denotemos .e,= .c(X,Y), .C2 = .C(Y,Z) y .C3 = .C(X,Z). 
Claramente la función compT es linea), por lo tant.o será suficient.c probar la continuidad en 
(O, O). Sea W C .C { .C 1 X .C 2, .C 3) una vecindad del cero, que podemos suponer de la forma 

w = {Fe .c¡.c, x .c,,.c,)/F(G, x s,J e W) 

donde 8 1 e C 1, 6 2 e C 2 son subconjuntos acotados y W e C. 3 es una vecindad del cero en 
C, de la forma 

w = {SE c,/S(A) e W} 
siendo A e X acotado y W e Z vecindad del cero en z. Debemos ballar vecindades del cel'o 
ií e e 1 y V e .C2 tales que 

comp'.,,(U x V) e W
o equivalcntcrncntc pal'& cualquicl' T E Ü y R E V 

comp'.,,{T,R) E W = comp'.,,(T,R)(li, x G2) C W
= VM e G1 ,VN E B2, comp'.F(T,R)(M,N) = RoM +NoT E W 

es decir tales vecindades U y V deben vcl'ificar para cualesquier T E Ü, R E V, M E 6 1 y 
N E 8 2 lo siguiente 

(RoM + NoT)(A) C W {4.6) 
Denotemos por Wª e Z la vecindad simétrica dcl oero eu Z tal que w• + Wª C W. Como 
jj 2 e {, 2 es acotado, por hipótesis resulta que es cquicontinuo y por tanto existe V C Y 

vecindad del cero en Y tal que 

VR E Íi2, R{V) C W' 
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Definamos a.hora el conjunto B = UreBi T(A) e Y y mostremos que es acotado, en efecto 
pues si V C Y es cualquier vecindad del cero en Y, como B 1 e C. 1 es acotado, entonces para la 
vecindad del cero {T � C ,/T(A) e V) e e I existe un 6 > O tal que 68 1 e {Te e 1/T(A) e 
V} y por tanto \/TE B ,, 6T(A) e V? esto implica que JB = 6 Ureo, T(A) e B demostrando 
que B es acotado. Sean ahora las vccmdades de) cero 

¡;¡={TE c,/T(A) e V} 

v ={Re C2/R(A) e w•¡

entonces para T € U , R E V, M E jj 1 y N E 6 2 cualesquier-a tenemos 

(Ro M + N •T)(A) = R(M(A)) + N(T(A)) 
C R(B) +N(V) 
e w•+w•cw 

demostrando (4.G). De esta forma la función comp'F: C1 x C2 -+ C(C, x c2,c3) es lineal 
y continua y por tanto diforcnciablc, cumpliéndose la primera igualdad. A su vcz ésta. igual
dad significa que comp�>(To,l?.o) es constante y en consecuencia es de clase C'f y todas sus 
derivadas so1) nulas. O 

4.1.2. Diferenciabilidad de la Función Inversión 

Para el siguiente definición entenderemos po1· isomorfismo entre Espacios Vectoriales Topológi� 
cos a una función lineal biyectiva entre dichos espacios que sea además un homcomor6smo. Es 
decir (15, pp. 13) 

Definición 4.2 (Isomorfismo entre E.V.T.) Dados X, Y do, E. V.T. decimos que una fun
ción T : X � Y e.s un iso-niorfism.o entre X e Y si v .,o/o .si 

J. TE C(X, Y) (i.c. T lineal y conlintia} 

2. 3T-l E .C. {Y, X) (i.e. T es i,u,crsible con inversa lineal y c.onhnua) 

El conjunto de todos los isomorfismo� entJe X e Y será denotado por Isom(X, Y), es decir 

Isom(X, Y) = {TE C (X, Y)/T es un isomorfismo entre X e Y} e C (X, Y) 

Definición 4.3 (Función Inversión) Dcfinimo.s la función inver.sión inv : Isom{X, Y) C 
e (X, Y) .... e (Y,X) e<>mo 

iuv(T) = T-1, \/TE lsom(X, Y) 

OBSERVACIÓN 
Es claro que pan cu(\]<iuier T E lsom(X, Y) rcs-uJtn qtic iuv{T) E lsoin(Y,X). M:is o.\lu cuando los 
Esi>acios X e y son de Da11ach ln funei6n invcr5i6n es una biyección entre los conju.uto.s abiertos (ver el 
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Lcmt1 U más adclnnte) Jsom(X, Y) y lsom(J',X ) 

Restringimos nuestro análisis al caso de Espacios Nol'ma.dos. Pata el siguiente tcorc.ma 
recordemos que para el Espacio de Banach X, si T E C (X, X) es tal que lfTlf < 1 enlences el 
operador (l -T) es invertible con (I -T¡-• = E::":oT". Colocando-Ten lugar de T resoli.a 
que (I + T) también es invertible cou (I + TJ-1 = E;:"=0(-l)"T" = ¡ -T + T' -Tº + ... y 
de aqui se puede escribir 

(I +T¡-• -(I-T) = ¿(-l) "T" 
n=2 

siempre que 2' E C (X, X) c on IITII < l. Además dado que E::":, IITII" = � - 1 -IITII = 
�enlences 

ll(I +Ti-• - (T-T)II = 11 f<-1J"T"II � f 11r11• = 1
1
�

1
� (4.7) 

•=2 ""' 11 11 

Antes de enunciar el siguiente teorema. mostremos los siguientes lemas 

Le1na 4.4 Sean X
1 Y Bspa<:ios No,ma.dos con Y de Bánach, entonces el .mbconjunto Jsom(X, Y) e 

C (X, Y) e, abie,·to 

Dmostración. Sea To E Isorn(X, Y) cualquiera, mostremos que la bola B = {TE C (X, Y)/IIT
Toll < 60) donde 60 = � está contenida en Jsom(X, Y). Si TE B enlences lfT - Toll < 
60 = � = lfT -Toll llT0-'II < 1 y por lo tanto ll (T - To)T0-'II � lfT - Tol l  llT0-'II < 1, 
el comentario &1terior permite afirm&· que S = [y + (T - To)Tl)1 : Y -t Y es inversiblc y 
sic1\do Y de Banach resulta que SE Isom(Y, Y). Por otro lado J\Otcmos que podemos escribir 
T =To+ (T -To ) = [ly + (T-To)T0-1)To = STo y en consecuencia TE Isom(X, Y) Esto 
demuestra que lJ e Isom(X, Y) O 

Lema 4.5 Si X, Y,Z son E1pacios Norma.dos, entonce" toda/unción bilirt.taly continua V,: Xx 
Y-+ Z es :F"-difercncfoble en ca4o. punto (xo,!I<)) E X X Y y atkmá, se cumple 

a). La función V'F (xo,!I<)): X X Y-+ Z c,lá definida po,· 

,J,'F(xo,!loHx,y) = ,J,(x,yo) + v,(x o,!I), \l(x,y) E X x Y 

b). Para ca.da n EN con n � 2 se cmnplt 

CU4ndO n = 2 
cuando 11 � 3 

Demostración. (a ). Por ]a. continuidad de la funci6n biliueal tf, podemos ballar una constante 
M>Otalque 

11,J,(x,v)II � Mll:clllJvll, \l(x,¡¡) E X x Y 
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Para el punto (:to,110) E X x Y fijo, la función (:t,y) E X x Y..., ,p(x,y0) + ,f,(:to,y) e Z es 
claramente linea) y además continua pues para (x, y) e X x Y cualesquiera 

lfv,(:t,!IO) +v,(xo,y)II � ll,/,(:t,?10lll +11,/,(:to,vlll 
� M!l:tllllvoll + Mll:tollllvll 
� (Mll!/011 + M!l:toll) (11:tll + IIYII) 
= (Mllvoll + M!l:toll)ll(:t,y)II 

es decir Ja función antet'ior resulta SCJ.' un elemento dd espacio C. (X x Y, Z). Mostremos que esta 
función es la. :F -derivada de 1/J y ¡>ara esto, por el Teorema 3.3,(4) 1 

solo tenemos que verificar 
cl límite 

lím 
(A1 ,l12)-+(0,0) 

,¡,((:to,vo) + (/,,,,.,)) -,p(xo,Yo) -,f,(h1,!IO) -,/,(:to,1'2) 
11ci.,.1t,lll 

lfm ,f,(/,1,hz) 
(h,,h,J-,(0,0) IJ(h,,h,)11 

=0 

Pero esto es inmediato ya que para cualquier (h1,h2) E X x Y - {(0,0)} se verifica 

(h). P01· ln ;:i.ntP.rinr �nhP.mM (1'1(' 1::\ fm,t'ihn v,',,, : X )(y-> e (X)( Y, Z) está definida por 

'P;-(tt,v){:t,y) = ,p(:t,v) + ef,(u,y), \l(u,v), (:t,y) E X x Y 

Se puede verificar sin dificultad que que esta fw1ción es lineal, pero además es continua ya que 
para ( u, v) e X x Y cualquiera tenemos 

11,/,' (u v)(:t vlll ll,/,(:t,v) +,/,(u,y)!I 
IJ,/,;-(u,v)II = sup ,. ' ' - sup 11(:t,y)II (•,y);t(O.O) ll(o:,y)II - (z,v);t(O,o) 

,:. M { 
IJxllllvll + llullllull

} 
" c,.:i;10,0J 11:tll + llvll 

{ 
llxll llvll 

} = M 
c,.:i;1o,oJ llxll + ll!ill llvll + 11:tll + llvll 11"11 

� M{llvll + llull} = Mll(u,v)II 

por tanto la función VJF es F ·diferencinblc en (:eo, yo) con 

,¡,i> (xo,Yo) = {,/,;-}�(:«,yo)=•//,-

e,¡ta última igu,ildad significa que )a función v,i>: X X y ..... C(X X Y,C(X X Y,Z)) es COll• 

st.aote y en consecuencia todas sus derivadas son nulas. O 
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Lema 4.6 Sean X,Y &pacios Norrnado$ y f: U C X-+ Y función :,:11.di/crcnciablc en el 
abierto U, en.tonce, la f1mci.ón ,J, = (/, !) : U e X -+ Y x Y dcfiraida pqr 

\b(:z:) = (/(:i:)./(x)), Vx E U 
e, :F"-di/e1-cnciablc en U cumpliendose o.demás que 

Demostración. La función g: Y -+ Y x Y definida por g(y) = (y,y), Vy E Y es lineal y 
continua y por tanto :,:-diferenciable cu Y con g',: (y}= 91 

Vy e Y. Además se observa que la 
función V' se puede expresa1· como la composici6n t/J = 9 o/ y por la regla de la cadena resulta 
:F -difore.nciable en U con 

fr(x) =gr!f (x)Jofr(:i:) =g•fr(:z:) = (!F(:t),fr(:c)), V:r;E u
Nuevamente se observa que la. fuuci6n V'',: tiene la fonna ,P',: = y o /7' donde en este caso la 
función g: .c(XxY)-+ .c(XxY)x .c(XxY) está definida por g(T) = (T,T), VT E C(XxY) 
y también es lineal y continua, nueva.mente de Ja regla de la cadena resulta 

v,�> !xl = 9r U"" !:1:Jl O ¡f> (:el = 9 ° ¡f> C:1:l = (!f> (:el, ¡f> M) 
un proceso inductivo demuestra el lema. o 

En el teore1na siguiente evitarc1nos escribir el símbolo o para denotar la composición de 
funciones, de modo que To R se escribirá símplelllente T R 

Teorema 4.5 (J" -diferenciabilidad de la Inversión) Sean X, Y dos Espacio• de Banach, 
entonce• la función invc,·,ión inv: Isorn(X, Y) C C(X, Y) -+ C(Y,X) e, :J'"-di/C1"<11ciable 
{n EN) en cada punto To E lsom(X, Y), cumpliefldose además qM 

inv (n)(To)(T1,T2,-,. ,Tn) = (-!)" ¿r0-1T,c,,r0-1T,(2) ···T0-1T,¡.¡T,-1

donde la sumatoria se consi,lcrá !Ob1-c teda$ las perm.utacionc$ del conjtmto Sn = {1, 21 • • •  ,n} 
Demostración. Antes de comenzar con la demostración veamos com.o se puede expresar la 
sumatoria. anterior para algunos valores de n. 

Cuando n = 1 tenemos solame1lte l! = 1 pcnnut..ación posible a saber w-(1} = 1 

-T0
1TT0

1 

Cuando n = 2 tcncmoo 2! = 2 permutaciones pooiblcs ( l l) y ( l f) 

r0-1r,r0-1r,r01 + r0-•r,r0-•r,r0-• 
Cuando n = 3 tellemos 3! = G permutaciones posibles n I !) ; n 5 �) ; o i j) ; n 5 n ;

urny nrn 

-1 [r0-•r,r;'T2T0'r3r,-• + r0•r,r0-1r.r0-•r,r0-• + r0-1r2r0-•r,r0-•r.r0-1 

r0-1r2r0-1r3r;'r,r,-• + r;'r,r0-1r,r;'r2To' + r;'r,r0-•r,r0-•r,r0-•¡
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y asi sucesivamente. 
Comencemos probando cl teorema para n = l. Para To e Isom(X Y) fijo la funci611 

T E .C (X, Y) >-+ -r.-'Tro-• E L (Y,X) es claramente lineal y conlin�a (pu.; se cumple 
IITo'TTo-111 � IITo-'II IITII JITo-lll ; IIT0-1ll2 IITII, VT e Isom(X, Y)), es decir es un elemento 
del espacio C (C(X, Y), C(Y,X)). Mostremos que esta función es la F-derivada de la función 
inversión e.n To y para ello &010 tenemos que verificar el límite 

lím inv(T) - inv(To) + r0-1(T -To )T0-• 
r .... r. JIT-Toll 

; Jím T- 1 -r0-• + T0-1(T -To)T0-• 
r .... r. IIT-Toll 

;Q 

(4.8) 

Como para TE Isom(X, Y) cualquierase cumple T; To(lx+(T0-'T-lx)] (donde Ix : X-, X 
denota la función identidad en X) entoJ\CCS podernos escribir 

r-• - r0-• + r0-1(T -To)r0-1 

; (Ix + (To-'T- lx)r' (To-1) - /x(T0-1) + (T0-1T -Ix}(T0-1) 

; { [Ix + (To-'T -Ix) r' - lx + (T0-•r -Ix)} (T0 1) 

Para verificar el límite (4.8) sea, > O cualquiera , podemos escoger ó; l/llT0-1J1 > O de modo 
que si JIT-To ll < 6; l/llT0-1 II entonces IIT0-1T-lxll; IIT0-1(T-To) ll � IIT0 1II IIT-Toll < 1 
y por (4.7) tenemos 

11 [/ + (T.-'T- I ·)]-' -I + (T.-'T-1 ) 11 s: JITo-'T-lxll2 

x o x x o x � 1 -IIT.-'T -Ix ll 
Es decir que para cualquier Te Isom(X, Y) con JIT -Toll < ó se tiene 

JIT -1 -T0-1 + T0-1(T-To)T0-111 s: IIT0-
1T- lxll2 . JJ!L!L

JIT-Toll � 1-IIT0-1T-lxlf lfT-Toll 

s: IIT0-1ll2 IIT -Toll2 • IIT0-
11l 

� 1 -IIT0-1T - lx ll IIT -Toll 

-1 3{ IIT-Toll } ; IITo 11 1 -IIT01T -Ix lf 

Como la función composición es separadamente continua, entonces To-l(T-To) ; O cuando 
T; To y por tanto el miembro de1·ecbo anterior ticitdc a cero cuando T � To verificando (4.8). 
Mos�remos aJ1ora )a :F"-diferenciabilidad de la función inversión, acabamos de mostrar que la 
funci6n inv<ll : Isom(X, Y) C .C (X, Y) -> .C (.C (X, Y), .C (Y, X)) está definida por 

inv< 1>(<p)(,J,); -<p-1,J,,p-•, ll<p e lsom(X,Y),11,J, e L(X,Y) 

definamos ahora la función o-2: L(Y,X)xL(Y,X)-> C (L(X, Y),L(Y,X)) por 

c:r2(x,,x,)(,J,) = -x,,J,x2, vx,,x, e .c(Y, X), v.¡, e L(X,Y) 
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que claramente es bilioca1 y además continua pues 

ll<>2(x1 x2lll = sup ll<>z(x1,xz)(t/>)II = sup II - xi\hxzll 
<: 11 1111 11 Vv,, vz E C(Y,X) > 

""º 11\l>II º"° 11\l>II � XI X2 > " " 

Además notcJnos que la función inv Cll se puede expresar como )a composición 

inv (l) = 020 (inv,inv) 

Por inducción sobren, ya se probó que la función inversión es F 1-diferenciablc en Isom(X, Y), 
supongamos ahora que también es ;Fk .. difercnciable cu Isom(X

1 
Y), por los Lemas 4.51 4.6 y d 

Teorema 3.18 podemos afirmar que la función inv C1) es F k-diferenciable en Isoin(X, Y) y por 
tanto la función inversión inv será :Fk+1 .. difereJleiable en Isom(X, Y). 

La composición anterior y el Teorema 3.18 permiten dar expresiones para las derivadas de 
la función inversión de ordenes mayores 1 

asi tcJ\emos 

de donde 

inv <2>(,¡,)(t/> 1) = o;(inv(,¡,),inv(,¡,)) (inv'(,¡,)(,J,1),inv'(,¡,J(,j,1)) 

= o;('l'
-1 ,'l'-1) ( -<¡>-1

t/>1
'1'-1, -,¡,-1

\1>1
'1'-1) 

= 02(-,¡,-1\1>1'1'-1,,¡,-1) + 02('1'-I, -,¡,-1
\1>1,¡,-1) 

PJ.\r<I fa.derivada de orden 3 definamos las funciones: 031,.,,a,1•1 : f. (Y,X)xl' (Y,X)xl' (Y,X)-+ 
C2 (C(X,Y),C(Y,X)) por 

º•,.,(x1,x2x,Ht/>1,t/>2) = x1t/>1x2,\h2x, 
o,,., (x1, x2x•H\h1, \h2l = x,\h2x2, \hix• 

Para x:1,x:2x3 E C. (Y,X) yV,1 ,t/,2 E C. (X, Y}. Anñlogament.e al caso anterior éstas funcione� son 
trilineales y continuas con llo,,,,11,llo•,.,II:,; llx,llllxzllllx,11, Vx1,X2,X3 E C(Y,X). Ademas la 
función inv <2l se puede expresar como 

inv <2) = 031 ., o (inv,inv
1
inv) + 03i,1 o (inv 1 inv 1 inv) 

tenemos cut.onces 

inv<3l(,¡,)(,J,1) :o3,., (inv(,¡,),inv(,¡,),inv(,¡,}) (inv'(,¡,)(,J,1), inv'(,¡,)(,'>1},inv'('l')(,J,1)) + 

a'
3,,, (inv(,¡,), inv(,¡,}, inv(,¡,)) (inv'(,¡,)(,J,1 ),inv1(,¡,)(,J,1 ), inv1(,¡,)(,J,,)) 

=a3 (,¡,-1 ,'l'-1 ,,¡,-•)( - 'l'-'
,¡,1'1'-1, -,¡,-'\h1'1'-1,-,¡,-•,¡,,,¡,-•)+ 

a'�·' (,¡,-•,'l'-1 ,,¡,-•)( - 'l'-1
,¡,1

'1'-1' -<p-•,¡,,,¡,-1. -,¡,-•1¡1,,¡,-I) ,1 
1 -1 -1 -1 -J -1 -1 -1¡ "'º•,.,(-,¡,- 'i11'1' ,<p ,'I' ) + 03,,,('1' , -<¡> 'i1 1'1' ,'I' + 

a,,,,('1'-1,'l'-1 ,-,¡,-'
t/>1'1'-1) + a,,., (-,¡,-1,¡,,,¡,-• ,,¡,-•,,¡,-•)+ 

a,,.,(,¡,-•, -<p-1
,/,1'1'-1 ,'1'-1) + °'3'., (,¡,-•,<p-1' -<p-1t/>1'1'-1) 
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de donde 

inv<3>(v,)(,J,,.,J,2, t/>3) = -v,-1,¡,,y,-1,¡,,'1'-1,¡,3'1'-l _ 'P-1,¡,2<p-J,¡,1'1'-JV'3'P-1 
_ <p-l'Pl'P-1,¡,,<p-•v,,<p-1 _ v,-',¡,1<p-1"'3<p-1,¡,,v,-l 

_ <p-•,¡'3y,-1.¡,,<p-•v,,<p-1 _ 'P-'.¡,,<p-•.¡,,y,-•.¡,,<p-1 

y asi en adelante. 

4.2. Diferenciabilidad de la Función Inversa 

o 

En Espacios de Banaclt los siguicntcf; teoremas son bién conocid�. (Estos teoremas 6C 
demostraran en Ja sección siguiente). 

l. (Teorema 4.16). Sea f una función de un Espacio Norma.do X a un Espacio normado Y in
yectiva en una vecindad de un punto :to y diíerenc.iable CJ.l xo (se entiende :F-difcrcnciable} 
tal que la función inversa ¡-1 sea continua en /(:to). Además supongamos que /'(:to) es 
un homeomorAsmo lineal entre los Espacios X e Y entonces la función inversa ¡-1 es 
diforcnciable en /(:to) cumpliendose que 

(r1)1[/(xo)) = (/'(:to))-1 

2. (Teorema 4.18). Sea J u11a función entre los Espacios de Banacb X, Y COJltinuamente 
diferenciab)e en a.Jgunn vecindad de ml punto �o tal que J' ( Xo) es 1.111 homeomorfis1no 
lioeal ent.re los Espacios X e Y, entonces exist.en abiertos U y V con :co € U y /(:to} E V 

lalcs que fes un difeomorflsmo de clase C1 entre U y V (i.•. fes una biyección entre U 

y V y ¡-1 es continuamente dífernciab)e en V} cuinplicndose además que 

(¡-1)'[/(x)] = (/'(:t))-1, V:r; E U 

Sin embargo en E.V.T. general� estos teoremas pueden no cumplirse. Los siguiente ejemplos 
muestran que estos teoremas no se cumplen en B.V.T. Metrizablcs (no normables),y aún cuando 
tengamos F,$pacios Nor-mados )os teoremas fallan cuando la. difcrenciabilidad de Frccl:tet (:F -
difercnciabilidad) es cambiada por la. diforencinbilidad oompncta (1'-difcrcnciabilidad) 

Ejemplo 30 Sean X = R ri cl Espacio de todn$ la.¡ sucesiones de números r�al� con 
la Topología Producto y una función !J: lit � R infinitamente difereucjable con soporte 
{t € R /g(t) � O} = (i·,tJ y pon.gamos g(l):: l. Una tal funci6n se representa en la figura 
siguient�. 
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l .......... . . ................. _ ..... .; .... _ 

1/2 

So¡,o,u d'� o• jlf'l.:S/2J 

Definamos la función f: X -t X por 

/(z,, z,,z,, .. ) = (r1 - g(r1},z, -g(z,),z, - g(•,), ... ) 

esta íuucjóu satjsfacc todas las condiciones de arriba (Teorema 4.18) en a;0 = O. 
lro. f E C} (X). En efecto, mostremos que fes :F -diferenciable en cualquier t/Jo e X con 
derivada IT ('PO): tJ, e X 1-t tJ, - ti>· (g' o \VO) e X p�ra c-llo note1nos que 

y de a.qui 

/(\/>o +t�)-/(\l>o) 
,¡, _ o•[Wo +1,t, J-g•\l>o 

1 

/(,/lo+ l .�)-/(Wo} _ � + ,¡,. (g'o,1,o): ,¡,. (g'•\l>o)- g o [,',o +ti'>)-9 0 \!,o 

t 1 

esta expresión tiende a O E X cuando i -+ O (vel\ Teorema 1.18) y por tanto / resulta 
ser Gitcaux-difcreuciab]e en '10 con Gñtenux deri"ada dada por Ja función t/J E X H 
tJ,-tJ, · (a' o \6-o) e X. Se puede verificar que esta función ndemás <le ser linea) es continua 
en X (considere un abierto subbásico en X de la forma {t, E X/l�{no)I < (} donde 
no E N y ( > O y muestre que su imagen im-Cl'StL es nbierto en X) y en consecuencia 
debe ser Ja g -del'jvnda de f cu ,t,o. Adcro3s la función fé: X -+ .C(X,X) definjda por 
fé (l'O)(t/,) = 1/>-l/t· (g'ot/Jo) es continua en 1/,r,1 esto junto con el Teorema 3.12 garantizarán 
que / es de clase C} (X). 
Zdo. fT (O) s: Ix y por tanto es lineal continua con inversa tamhién lineal y cootinul'l (i.e. 
es un jsomorfismo) 
Sfo embargo la íunción f no es inyectiva pt1es para cual<t_uier vecindad del ce.ro U = { 1/, E 
X/lw(no)I < <o}, existe un,¡, e X que podemos definir por 

�(n}�l, Vn-fno A �(no}=O 

de modo que w e U oon � -1 O y La! <1ue /(,f,) �/(O}= O (recuerde que g(O} = O y g(l) = 
1) 

Ejemplo 40 Sean X el Espacio del ejemplo Mtcrior y las sucesiones (,:k).teN y (y.t)teH 
en X tales que 
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l. Ambas SuC<'Siones convergen al cei'() en X 

2. Para cualquie1: sucei.ión (,\�).tteu e R de números reales 

a) La SU(;('Sión (,\kXk)k coiwerge a cero o es acotada 
6) La succsi6u (,\,,yk)k com·e1·ge a oe:ro 

Tules sucesiones ciertamente existen, por ejemplo se pueden considerar 

a:. = r2-1•• 2-1·-,. 2-1·-,, ... , 2-1• 1, º· o, o, .. > 

Y• = (�,0,0, .. ) 
• 

Piua cada n, k E N definamos 

:tl � (2-;;)zn, Y yj; = (2-;)Yt 

Mi Q\IC en particular z¡ = i"k y y¡ ;;; Yk, Definamos aborn la función f: X -+ X por ¡,;-• , si 
/(•) = 

y; , si 
v;+1 , si 
z , si 

z:: zZ (J.·= 1,2,3, ... , n Q 2,314, ... ) 
< = •• (k = 1,2,3, ... ) 
:t=yf (k:1,2,3, ... , n=l,2,3, ... ) 

• i {•,luMJ 

La fonción f satisfüce las condiciones del Teorema 4.16 para zo = O pero la función ¡-1 no 
es F ·diforcuciable en /(0) = O 

Ejemplo 41 Seno X cualquier Espa.cio de Hilbert infinito dhnensional, {e1,}tEN un sistema 
ortonormal de vectores cu X y { ,\1<} IIEN C < o, oo > con A,, -+ O Para cada k E N pongamos 
z,1: = ,\.tei:- y definamos t/)4.: X-+ X por 

( ) {
A,e,i!i(v.4) , si O• - «JI< t

t/Jk x = 
O 

ª 
, si Hz - X.tri ;i: � 

donde tJ,: R _. R es una función infinitaw.cute difcrez:1ciablc con soporte en (-1, 1) y uJ que 
supJtJ,(t)I = 1/,(0) = l. Cada una de lt"ts funciones t/Jt es .'.r ·difcrcnciablc. Dclinamos ahora 
la función/: X-+ X por 

/(•) 5 f ,;,(•) 
·-·

La fu11ción /: X -t X es 1-toc>·diferenciablc cu codo X y /?f (O) es la función ident.idnd, sin 
embargo la funcjón f no es inyccth•;:t en ninguna vecindad del oero. 

Ejemplo 42 Sea X el Espacio del ejemplo anterior y las sucesiones (,\k)IIEN• (11.t).teH de 
reales positi,•os ta.les que 

1. AznbM sucesiones convergen a cero en R 

2. 111 < A11, Vk E N 

3. Hmt-+oo � = oo 

127 



para c111.dn n,k EN definamos 

.\:=(2-;;).\,. y ,,t-(2-�)-1
µ. 

La función f: X � X dcfiuida como 

.r • .\Ke• (n • 2,3,4, ...• k • 1,2,3, ... ) 
� • .\.i-c,.. (k • 1.2,3" .. ) 
2' • ,,:e.1: (n • l,2,3,/dota, k • 1,2,3, ... ) 
• j {��<>} u {¡,;e,} 

es biyectiva y la función invena¡-i a continua ca O. Ademá$ / t:1 'H ...diíerenciab&o to 0(:Q)' 
dcrñ ... da /!,, (O) es la función ldcnlidad, ,in ttobugo la funáón 1-1 no es 'H-difcrenciable 
ea /(O) •O. 

Asi, en adición a1 hcd,o de que .. di/tt-enciabüidad no nec:e.sariornente: implico continuidad." 
y que "la J,mción eomposici6n no ,iempre u contin1110 • aqui � una tttcera diferencia 
entre el caso nonnado y noe>norrnado. Para obt.cncr una versión de )os teorcmu de la función 
inversa a E.V.T. generalca: necesitaremos la siguiente definición. 

Definición 4.4 (Función (u1,u2}-preservante} Sun X, Y do, B. V.T.; J: U e X� Y; 

u, e P{X) v o, e P(Y) dos Jamili .. de nkonj•nto, definida, como en lo De/inicwn ,U. 
Decimos 9"< / u (01,07)•prese...,anú en %O E int(U) si paro cvo/<1.,.Í<r A E 01, (a,,)nEN C 
A y (ln)ner< C R - {O} eon In � O, czi,le un BE 02 tul q1te 

OBSERVACIÓN 

/(zo + 1"4") - /(zo} 
e B Vn E N 

,. 
. 

Oc Ja definición anterior resulta inmedil'ltO <1ua si fes li1ic&I entonces/ es (a1,a2)·pr1...crvante en zo si 
y aolo si para cualesquier A E cr1 . (a,. ),.,11 e A y (t11),.1N C R - {O) GOt\ t. � O, exi,te un BE a, tal 
que 

/(00) E B, Vn EN 

Si además O E i,it(U) entonces lo nntcrior nos diec que In función lineal/: U C X -+ l' es (aJt112)· 
prcservante c11 un punto c:uaJquicrn a:0 E ,'nt(U) si y solo Jo es en O. Decimos en este cato simJ)lcmcnt,e 
qu J es (ctt.O't)-preservan\e 

Teorema 4,G Con lo., mi1maa Mp6te1i1 de la Dtfinici6n .f.,I. Si adtm.ás .se t>erifico 

J. VB e q2, VJ( e Y ,ccucncialmcutc compacto, D +/(e a2 

!. J e, u1-di/«enciable en zo E U 

en.tone.u 

128 



Demostración.(=>) Sean A E o,. (a.lotH CA y (to)neH e R -{O} con t.� O cualesquiera, 
como I CI (u1,02)·prescrvant.c en :co1 podemos ha.llar un Be a2 tal que 

/(� + t.a.) - /(:ro) 
= 

1. 

J;, (:tol(a,.) + { /(:i:o + t·;:> - /(:to) 
-¡;, (zo)(a.)} E B, V11 EN (4.9) 

Si denotamos poi' •• = Ll•t+•,;:1-[(9) - 1;
1 
(zo)(a.) entoncco la 01-diíerenciabilidod de f en 

zo implicol\ que rn -+ O. Definamos c1 conjunto /( = -{rn/n € N} C Y que claramente es 
secueucialmcnt,c oompact.o y por tanto B + /( E u2, De (4.9) tenemos que para cualquier n E N 

J;1 (:ro)(a.) E D + K E"• 

dc.most.rtmdo que /!1 (xo) ca (0'1,u2)-prcacrvant.e en O 
(<=). Nuevamente sean A E u,. (anl•EN CA y (lo)net< C R -{O} con l.� O cualesquiera. 

Como 1; 1 
(zo) es (o,,o,)-preocnant.e, podemos hallar un De 02 tal que ¡;

1 
(zo)(o.) E B, Vn E 

N. Si definimos K = {r./n E N} C Y lendremos 

/(zo + '·
;:

) -/(:ro) 
= ¡;1 (:ro)(a.) + •• E B + K E o,, Vn e N 

demostrando que f es (e11,02)•preservanle en :to 

Lema 4. 7 Con /01 mi,mo1 hipólui1 de la De/inicih 4.4. Si odemú 
J. J: U r X-+ Y,_� in.urrtfoo y (0"1,0'z)-pnr-1•rvonld' on cato e int(U) 

t. ¡-1 : /(U) C Y -, X ., 02-difennciable en l/0 = /(,:o) E int(/(U)) 

9. (¡-1)�, b1t) : Y -, X •• •n i1omorfi,mo 

entonce, 

a). f •• o1-di/etfflcidle en zo 

b). 1;,(:.o) = { u-•¡:,(uo)r' 

o 

Dem�lración. (a). J>rimcramenle denolemoc por g = r• : /(U) e y ... X que .. Ot· 
diferenciable en l/0 = /(:,:1), S = i,,(IIO): Y-, X que es un isomorfismo y T = s-1 : X� Y 
que es lineal y continua. Ob&cl'vcmos que para cuAlquier h E X con zo + h E U se cumple 

/(ro+ /1) -/(ro) -Tli 

= /(z.o +/o) - /{�) -{T(z.o + h)-T(:ro)} 

= f(:i:o + /,) -/(ro) - { T(g(/(o:o + hl)J-T[g(/(:i:o))l} 

• /(:ro+ /1) - /(zo) -T{s(f(zo + /1)) - g(/(:rol)} 

= T{ S[/(:ro + h) - /(zo)] -{u(/(:to + h)) -g(/(o:o))}} 

= T{ S(/(zt + h) -/(:rol) - {g(l/0 +/(:<o+ 1,) -/(ze)) - g(¡,,ol}} 
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Su
.
1>ongan1os por contr�dicción que T e C (X, Y) no sea Ja ai•dc1·ivada de J cu zo, entonces 

cx1Jl<>11 A E"'• unn vcc,ndad V C Y del cero en Y y succsion<1 (1.).EN e R - {O} con 1. -+ o 
, (h.)•El'I C A t.al<1 que 

/(,co + t,,�'�
) - /(:,;o) -T(hn) "V, Vn EN 

y por lo aul<:rior resulta que 

/(%t + t0I,.) - /(%4) -T(t.h.) 
1. 

[ + t /(rg+t,11,)-/(ro)] ( ) = T{
s[/(:a:o + t,,lt,,)- /(:a:ol

¡ 
_ 91/0 • ,.. - g 1/0 

} '" '" 

'/c V, Vn EN (4.10) 

además por hip6tais f es (ai, a2)•prescrvantc en "O, luego exi1le un B E a2 tal que 

f(a:o + t,.I�,) - /(:to) E B V N 
tn 

J ne (4.11) 

Si denotamos por V•= ({9+•,�:l-({•11 enloncco por (4.11) (v.l•tN e By por (UO) se puede 
escribir 

o equivalentemente 

T{s - g(!/0 + t,.y,,) - g(vo)} • V Vn EN V,1 
t,. 

,= , 

Sy,, - g(IIII + t,,�
) - g(u.) '/c S(V), Vn E N 

lo que es una con�radicción con el echo de que 9 ac� u2·diferc.nciable en yo, 1>01· consiguiente J 

ca o-1.difcrenciablc en :to con ¡;,(:to}= T = s-2 como se qucrfa. demostrar. O 

Teorema 4.7 (Condiciones suficientes para la diferenciabilidad de la inversa) Con,., 
mi1mCl$ IU.pótc1i1 de la Dcfinici6n ,r.¡. Si adcm4, 

1. f : U e X -+ Y e, inyectiva y <7¡ •difmmciablt en :a:o E int(U) 

JI. ¡-1
: /(U) e Y_, X,. (a2,a1)-¡..-.mvanle en 1111 = /(:col E int(/(U)) 

3. f'., (%t) : X -+ Y es an i,omorfinn,, 

eritoncu 

a). ¡-• es a2-diferencia/Jlt t11 1JO 

b). {r1}�.<wl = {1;,c:co>r' 

Demostración. Denotemos poi' 
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J. 9 = ¡-• : /(U) C Y -+ X que es i1iyediva y (<r2,a1)-prcoervanie en !/O = /(:to) e 
int(/(U)] 

2. g-• = I: U C X-+ Y que es <11-difcrenciable en :ro• 9(119) E int(U) 

3. (g-1)�,(:to) =/�(:ro): X-+ Y que ca un isomonismo. 

cumplicndosc a.si t.odu las condic:ionc1 del Lema 4.7, por tnnto concluimos que g = 1-• es 
<12-difcrcnciable en 110 = f(xo) y adcmá• 

o 

Cuando IM espacios involucrados son nol'mados, la condición sobre ¡-1 puede &er simplifi .. 
cnda como se dcmoatrArA en la sección siguicnt.e (Teorema 4.16). 

4.2.1. El Espacio de Funciones Completamente Acotadas: L,(X, Y) 

Como prcparaci6n para una vcmón del l<orema de la función invtr1a <n E.V.T., eot.a 
ouboccción desarrolla el c,tudio de lu funciones lincalco T : U e X -+ Y completamente 
acotadas respecto de una scmi1lorma continua en el Espacio X o también llamadas funciones 
lineales p-acotadas (haciendo referencia expJícita a la scminorma p). 

Definición 4.5 {Funciones ¡,-acotadas o Completamente Acotada.t) StonX, Y do, E. V.T. 
Loto/mmlt Con-01 de Hnsdorff y p E SC(X). 

a). Decimo, q,,e lo f•nci6n TE C. (X, Y) e, p-acotada (o Compt..tomente Acotada} en X, 
,i paro cualquier q e SC(Y) e2:i11t "" >. = >.(q) > O tal que 

q[T:t] , >.p(x), \lz e X 

b). El eonj,,nto de todos ¡., .fvncione, T E C(X, Y) qu ion p-=todos u •• S•/,e,podo 
Vectorial de C. (X, Y) qwe dmotomno, por C. ,(X, Y), ti decir 

C. ,(X, Y) = {TE C. (X, Y)/T •• p-acotod4.,, X) 

y P'01' tan.to podcmo1 �-1cribfr 

OBSERVACIONES 

TEC,(X,Y) .. 
Vq E SC(Y), 3>. � >.(q) > O /q(Tz]' >.p{z), Yz E X (4.12) 

1. Por el tcorcmn do Hnhn-D1mnch existe un 1/1 ex· tnl que�� O Y l\!l(z)I, p(:r), V:r E X, entonce, 
J>ara cualcsqujcr q E SC(Y) y %O E X se cmnplo 

q[(•o 0 •)(•)] , q{zo) · p(z), \/,e X 

lo que muestra que .. 0. E .C,(X,Y). F. docir el Espacio .C,(X, Y ) es no tri,;al, 
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2. Cuando to. Espacios involucrados X e Y ,on norruMlot:� el espacio C. (X, Y) coincide coa d espado 
C(X, Y) tu>Ddo la resninorma p: X -+ R .. 1a norma de X .  Pan -.: .. to primeramcnteobserv<mot 
que para cualqnieT scminonna CQntinua. 9: )'-+ R existe un & = l(q) > O tal que 

Ovil <6z>q(y) < 1 

Si considera.- ll E Y otbitrorio con IYU -,i, O •••ou«s 9 [ J;r,] = ,t,Jt(,) < 1 y por ,anto q(y) < Jbl 
'1 como pan. J = O la desigualdad a.ntaior 1oe con� m una igualdad conduimof que oiste un 
M a M(v) > O tal que 

Vy E Y, q(y) ( MM (4.13) 
Mostremos o.l1or• que C(X, Y) e t.1.1(X, Y), ,can para tllo Te C(X, Y) y q e SC(Y) arbitrario<, por 
(4.13) existe un M = M(t) > O tal que 

q(Tr) ( MITzff, Vr E X (4.14) 

Pero cotno T: X -t Y es conliuun entonce, ex.Í.$te un M1 • M(T) > O t.al que 

ITzl ( M, l•U, Vz E X 

De las dos rel,ciones aaterior .. eoocluimoo que para A• MM, (que dtp<nde de T y q) ,e eumple 

qfT,J ,¡; MI IT•II ( MM,IJ•II • ÁIJ<II, v, E X 

FAto demuestra que 
C(X. Y) = t. 14(X. Y) 

Con las mismos condiciones de 1& definición anterior, si T E t. p(X, Y) y q E SC(Y) por 
(4.12) se deduce que el conjunto de númcros rc.,lcs { lfi!tfx E X,,,,,¡,(,:);.! n} C R .. tá aco
�do superiormente y por lanlo tiene un supremo que denotaremos por q(T). & decir eseribiro-
mos 

q (T:t) 
q(T) = :f p(tj eR 

p(r)¡<O 

(4.15) 

3, De la ec.u1ci6n (4.14) parar E X con z � O c:uak¡ucra IC cumple t(f¡l, M'lf/ y en con.secueocia 

q{T) ; sur,,1,.. f,¡1 , M ••Ps,,�o 'fa • AIITI. Es decir que pan 9 E SC(Y) cualqui<ra, eoás<e WI 
M = M(9) > O tal que 

q(T)(MIITII, VTEC(X,Y) (4.10) 

La siguicnLc proposición mucsLra algunM propiedad .. de q(T) 

Proposición 4.2 (Propiedades de lj(T)) Con /tu mi,ma.s condiciones ik lo De/in�ión 4,5, 
,e verifica 

a). Si TE C ,(X, Y) u Vq e SC(Y), q(T) = O, enlo11u, T = O 

b). Pon,. tHluq,, i<r >. E R, TE t.,(X, Y) y q E SC(Y) « t11mp/e 

q(>.T) = J>.llj(T) 

e). Para c•olcitp1ier T1 ,T2 E t.,(X, Y) � q E SC(Y) ,e cumple 

q(T1 + T2) ,¡; q(T,) + li(T2) 
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d). Poro. cvalc,quicr :o E X, Te C ,(X, Y) y q E SC(Y) ,e cumple 

q(T:t) , q(T) · p(z) 

Demostración. (a) Para q e SC(Y) cualquiera -os que (4.15) y la hi� implican que 
V,: e X con p(z) ;, O, q(Tz) = O. Po, otro lado T e C ,(X, Y) y por tanto podemos hallar 
un>,> O de ,nodo que q(Tz) , Áp(,:), V,e e X, a,i cunndo p(,e) = O resulta que q(T,:) = O. 
Es decir que podemos escribir Vq e SC(Y), Vx e X, q(Tz) = O y como Y es de Hausdorff 
entonces 2 T:x; = O, V:r; e X de donde concluimos que T = O 

(b). Directo de la definición pues 

q{>.T) = sup q(ATz) = sup l>•lq(Tz} • l>.I sup q(Tz) 
rEX p(:,;) rEX p(z) <EX p{,:) 

P<•J ... O p(r)¡tO p(r)¡fO 

(e). Consecuencia inmediata de q(T,o: + T2z) , q(T1x) + q(T2,o}, V,: E X 
(d). De la dc6nici6n, pru:a cualquier z e X con p(x) ;, O tenemos que %í1 , q{T), de 

donde q(T:t:} , q(T) · p(z). y como en (4.12} para p(z) = O raulta que q(T:i:) • O, cntonceo la 
i&ualdod se cumple para todo :,: e X O 

Teorema 4.8 Sean X, Y, Z E. V.T. Localmente Co11v«o1 de Ha11,dor/J y p e SC(X). Si T e 
C,(X, Y) y Il.e C{Y,Z) cri�ce, Il.oT E c,(X,Z) 

Domo3tro.ción. Sea 9 e óC(Z) cualc.¡uie:r•, como /l. t: C (Y, Z) eo\Onocs (�rema 1.15 J para 
b cemioorma q E SC(Z) podemos ballar PI e SC(Y) y a> O de modo que 

q(Ry) 'apo(y), Vy E Y 

Además TE C,(X, Y) y por tanto existe un>,> O tal que 

Jlll(Tz), >,p(z), V:i: e X, Vi= 1, 2, .•. ,n 

Si consideramos z e X arbitrario entonces 

q(R(Tx)I, <>1>o(Tx), a >.p(,:) 

es decir qf(RoT)(:t:)], (o>.)p(x), Vx E X, lo cual implica que R•TE C,(X, Y) O 

Teorema 4.9 Con /o, mi,1'1141 condicifflt1 de lo Dcfinici6n 4.5. Si poro a/gán Te c,(X, Y) 
evite r-• e C(Y,X) {i.e. d upocw c,(X, Y) contiene •n elemento invertible de C(X, Y)) 
entonce& X e Y 10n norma.bles 

'Rcco demos que todo E.V.T. Loc,'lhncntc Convtxo X e5 generado l>Of' In. íamili.\ de lodAJ las aemitionn:\I 
oo,u.inu: SC(X) (l"'C'r Teorema 1.10). Por t•nto ,¡ X es de H.11.usdorfl', dkl1• ("mili.a scpn.r• pnntot de X 
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Demostración.Tenemos que TE .c,(X,Y) e, tal que existe T-1 e .C(l',X), entonces por 
el Teorema 4.8 la composición T-1 oT = lx CI un elemento de .c,(X,X), es decir que p,,ra 
cualquier SCU1inonna q E SC(X) cxisl<, un >. = >.(q) > O 131 que 

q(z) , .>.p(:a:), Vz e X (4.17) 

Mostremos primeramente que p es una norma en X, para ello ,ea :t e X con p(:t) = O y 
mostremos que :t = O. De (4.17) para cualquier scminorma q e SC(X) rcoulta que q(:t) = O y 
como X es de Hausdorff oblencm05 que z : 01 como se quería.. Como consecuencia inmcdiat.a 
t.cnemos que p o r- 1 ce una norma en Y O 

El siguiente lema nos ayudará a demostrar el t.eorcma que sigue 

Lemn 4.8 Se.a X tm E. V. T. Localmt,alc Conve%o de Ha111dorff JI la doble 1Nct.s-i.6n (z,..m)(n,,..)E.1'1 xrt• 
Si paN t,,do q E SC(X) ,e ••mp/e �e 9(:i:0.,.) ......... O entonce, Zn,m 

.
....... O 

Demostración. Sen U e X una vecindad del cero en X entonces existen q E SC(X) y • > O 
lales que {z E X/q(:t) < <} e U pero como 9(:a: .... ) .

........ O enloces existe un nMural 
no EN tal que 

m,n >no=> q(zn,m) < < 

luego para cualesquier n, m > ne tenemos que :tn.m E U demostrando que :tn,m 
,
.,"'-,o O O 

Tcoron1.a 4.10 Swn X •n E. V. T. Locolmcntc Con.vezo de Ho,udMff JI Sccwencialmmtc Com.• 
picio, Te C. ,(X, X) con íl(T) < 1, eritonccs 

a). J -T ., •• iwmM/i,mo m X, u 4eciT 

3(/ -T)-1 e C(X, X) 

b). La serie E::"�o T" converge a (! -T)-1 en .C (X, X), e, dceil' 

LT" = (I-T)-1 en C(X,X) 
r1=0 

c). Po"' eulqwier ,eminormo q E SC(X) y B C X n6eonjanto oeotuo ,e ocrifioo 

q(T) supq [(I -T)-1:a:) ;;; 1upq(:i:) + 1 _ "'T) 
supp(z) 

rEB •EB I'\ &-EB 

Demostración. Como Te c.,(X,X) enlonee, para cualquier :t E X tencmoo que p(T:t), 
¡;(T) , p(z), adcmis 

p(T':i:) • p[T(T:t)] ( íl(T)p(Tz) ' {íl(Tl}2p(:t) 

p{T'z) = p{T(T'z)J, ¡;(T)p(T':t) ;;; (p(T)}'p{z) 

134 



y en gcnc.t·nl ae prueba por inducci6u que para cualesquier :r: e X y n e N se cumple 

p(T":t) ' {p(T)}". p(:r:) (4.18) 
Los .siguiente, pasos ayudarán n dc.mostrAr el Leorcma 

PASO l. Para cada :r E X, la oeric E:,
0

T•z co convergente en X 

En efecto, WI q E SC(X) Mbilnrio, dcode que TE C,(X,X) y por (4.18) podemos escribir 

q(T":t) = q[T(T"-12:)J , q(T)p(T"-1:t) 
' q(Tl{jj(T)}"-1p(:r), Vn e N, n ¡¡, 2 

de donde para n � m naturales cualesquiera 

q (t. r•,.) = q(T"':o + T"'+l"' + ... + T"xl 

'q(T"':t) + q(T"'+lz) + · ·· + q(T":r) 
'q(T){p(T)}"'-1¡,(:r) + · · · + q(T){j1{T)r-1 ¡,(z) 

. 

'q(T) L {j1{T)}k-1. p(z) 
km 

Como por hip6tesisp{T) < 1 enloncco E.,.., {p{T)}t-1 .,.,._ O implica11do col.o que 
q (E,�m T•o:) '"·"-- O. Siendo q E SC(X) arbitraria, por el Lema 4.8 obl<:11cmo, 
EZ-.... Tkz m,n-+oo O, �lt\ ')11141'-rl? dt.>Ci1· que l:\ tucoei6n (E;=o T"mi)

,.EN ca de Cauhy en X y 
como X es 1ccuencialmentc compacto, concluimos que E:°:0 T"% u com,.ergenlo en X 

Lo anterior permite definir una función R: X -+ X como 
00 

R(o:) e ¿T":t, V:rinX 
n=O 

PASO 2. Re C (X, X), es decir R: X -+ X co lineal y continua 
En efecto, la linealidad eo clara. mootrcmoo que es continua, para ello""" q E SC(X) cualquiera, 
como E:.o T"� � llz entonces q (Ek.o Tkz) � q(R:.t). Pero por el paso 1. J>nra n EN 
cualquiera 

/t:r:r) 'tq(rz) 
\J_. k•O 

, q(:t) + q(Tx) + q(T2:t) + · · · + q(t"z) 
'q(:t) + q(T)p(:t) + q(T){p(T)}p(:r) + · · · + q(T){p(T)}"-1p(:r) 

•-1 

'q(:t) + q(T) ¿{p(T)}•p(z) 
l·•O 

tomando Hmit..cs cuando n -+ co obtc11cm08 

9(/1.z) 'q(:t) + { q{T) �{p(Tl)"} p(z), Vz E X 
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Como la función del miembro derecho •ntcrior q+ {q(T) ¿;:,0(íi(T)}") p también es tuiaS<>mi
nornia continua en X entonces (ver (15, pp. 74]) n es continua 

PASO 3. La serie E:=o T" converge a R en el CSJ)acio C(X,X) 
En efecto, recordemos que el espacio C (X, X) se considera con la topología de convcrgenda 
unifonue sobre acof..;1.dos. Debemos mostrar que para cualesquier B e X acotado, q € SC{X) 
y t > O e.>dstc un no E N tal que si n � n.o entonces 

tTk - RE {s E e (X, X)/ sup[q(Sx)] < ·} 1.·=0 zEB 

(Esto será suficiente pues toda vecindad del cero en C (X, X) co11tiene a una inte1·seción finita de 
conjuntos de Ja forma anterior). Para cualesquier n EN y x E X tenemos que Rx-Lk=0 Tk,; = 
Ek::n+i 7'1-·x :; límm-.00 Li.:ri+t T

k:r, de donde 

q (nx- tr•x) = mli.!l'.,,9 ( f T",;) 
l;=O \4.=n+l 

� rt!�eo L q(Tk:i:} 
k=n+l 

,¡; lim � q(T){p(T))k-•p(x) m-+oo ¿_ k:r,+l 
y tomando supremo sobre los x en B 3 

sup q (nx - trx) ,¡; q(T) supp(:t) J�� t {p(T))"- 1 
�EB .l·=O zEB k=m+l 

= q(T) supp(x) ¿ {p(T)}
k
-l zEB k:n+l 

pero como la S<:ric del miembro dcrccl\o tiende ))ara cero cuando n ;. oo entonces 

Jím supq(& - tTkz) =Oque por definición de límite nos permite hllru· un no E N de 
n-too:tEB '-'==O 
modo que para cualquier n � no tendremos 

como queríamos rnosh·ru· 

supg(R:,;-tr:t) <<
zEB 1::0 

PASO 4. R = (I _ T)-1, esto mostrada que I -Tes un isomorfismo en X 

"R<!oordcmo!I ue en un E.V.T, Locnlmcnto Convexo \mil QOndic:íón n�.iria !' 5t1Jkicnte P/\Nl que un sub
conjunto &ca nc:o�do <:$ que toda seminormn contimH\ sen acotada sobl"(I d1cl10 eon1unto (,'Ca (1.3) en el cnpítulo 
(l]) 
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Para esto eerA •uficicntc moet.rar que (! -T) o R = I y Ro (I -T) = I. M .. 1,cmoe Ja primera 
igualdad , "'· 

ocgunda es totalmente ai1'loga. Sea q E SC(X) cualquicra, como I -T E C (X, X) 
entonc:es CXJJJleu un .>. > O y q; E SC(X), (i = 1, 2, ... , m) t.ales que 

q((I -T):t)' .l.máx{q1(:t)}í::,1 , V,: e X 

luego para cualquier z E X fijo 

q{(I -T)(&- :r:)) = q{[<I-T)t.r•x-x) + {1-T)(n:.:-t.r•x)} 
,q[(I-T)trz-z] +q[(I-T)(n:.:-trz)] 

•:e b:O 

'q(T"•'x)+.>.q;(R:t-trx) 
••• 

, q(Tl{p{Tl}"p(z) + ,\q¡ ( R:t - t rkz) 
k=O 

para algún;. El miembro de la derecha tiende a cei·o cuando n -1 oo y por taut.o q((I -T)(Rz
z)] = O, siendo q E SC(X) arbitrario, C31o implica que {l -T)(Rz -z) =O= (I -T) • R{:t),. 
"• Vz e X y por lanlo (/ - T • R = O) 

PASO 6. Mostrcmos la dcsigualdad dada en (e). Sabemos que Rz = E::"
=0T":t = lím .... oo E�.01 

y por L:utLo pA1·0 q E SC(X) y D C X auliwujuu�v uooL•do tenemot 

. 

'q(z) + Ji!::.¿q(T){p(T)}•-1p(:t) 
•=1 

= q(z) + q(T)p(:t) f:{i,(T)}" 
,..o 

l 
= 9(:1:) + ij(T)p(•'l¡ _ p{T)

, V:t E X 

y lomando supremo sobre loo z en D 

q(T) 
sup q[(I -T)-10:J , •up q(,:) + 1 _ "'T) •upp(,:) 
•EB •EB P\. •EB 

4.2.2. C: funciones 

a 

Para obtener una generaliz.oci6n apropiada del te<>�• de la íuuó6n in� � 
Jas funcione, de clase e' respecto de una scminonna conhnua en X. FALa dcfimc16n gcncrahu el 
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concepto de funciones de clnsc C} cuando los espacios involucrados son normados yac considera 
In norma de X. 

Definición 4.6 (Función de Clase e;) 5,..,. X, y do, B. V. T. C«olmrnlc Conuczo, de 90..,. 
d�ff¡ f : 1', C X -+ Y /n<i6n definido rn d abimo U ¡ o e 1' (X) familia definida como en 
lo Definu:,c,n S.11 V P E SC(X). Decimo, q•< / u de c/o,e C! en ze e U, q•e denolaremo, por 
/ E c;(:co), cv.a.ndo Ctnnple lo..s 1igui.cnte, ®ndicione, 

I' 

Cl. / es <T-di/cnmcioble en U 

C2. Poro cua/q,.;.,. < > O y q e SC(Y) en,/, an 6 > o 14' q•e 

t. p(:i:) .. 6z�ze+:i:eU 

2. p(:i:) ,;; 6 => J;(:i:o + >:) - J;{z:o) e C ,(X, Y) v 9'[/;(:i:o + z:) - J;{z:o)) ,;; • 
S. sup f, [/;(z:o + :t) - J;(:i:o)) < oo, Vq1 E SC(Y) 

p(<)(& 

C•ontlo / ts de clo1e e; en codo P•nlo del conj•nto U lo denotaremo, por fe c;(U) 

OBSERVACIONES 
1, Cuando f: X� Y CI lineal y continua, entonces/!(�)•/, Vr: e X y por tanto las dos condiciones 
de la definición au�rior 1c 1atisfacc11 tri"jaJmcntc. Es decir 

I E e (X, Y)• I E c;(x). Vp E SC(X) 

2, Cu•ndo los E,paciol X e Y son non:nadot, at• definición coincide con la de diJercnciabílidad C0111tfo11a. 
en el Rntido usual, CODJ:tdcnndo " = F 1 p (OCDC) la oon:na de X. Et: decir 

/ E c{1 (.ro) .. / E e} (•o) 

Veamos In condición tufidentc. La condición (Cl) asrgura <1uc la función /',- : U C X -. t:, (X
1 
l') 

cldstc, 1010 quedaría mostrlU' que es continua en �o. Sea eutoucc11 e> O cualquiera, de la condición (C2) 
y considerando a. q como ll\ norma en Y 1abcmos que c.:Ostc uu 6 > O tal que si lf.tll < I cotouc(!S 

R/j ( + i-r, e >I 
l[J;.c,.+,1-1;.cz.>Jc•>I 

T zo z T ro • .!;� 1111 
• qj/;.(zo + .r)-/,C.ro)] 
,, 

dcJnostrando que/? tt continua en zo. PArll ltL condición nctttaria solo tenemos qnc 1:oo1trlll' (C2). Seall 
e > O y 9 E SC(YJ culcoquicn,, recordcmoo que (OBS 2. y OBS 3. de la Dclinici6n 4.5) < .. ndo X, Y aou 
llOf1llMloo ..,...,_ C(X, Y)= C H(X, Y) y Mlemás pan 9 E SC(Y) podemoo hallar un I, > O tal que 

q\T) ',,wrn. VTE C(X, Y) 

Además J>Or lüiX>tcJ.i• II\ función /', es continua. cu xo y 1>0r l1U1to cxi.ste u.n S > O ( que depcudc de 
ro,'I y e) tal que si Uzll < S entonces 

¡¡r,. C•o + z) -/Hzol] o;; 1,11;.czo +•l- f,C•oll <l,(t) • e 

138 



cumpkndose aJi C2{2) r se puede considerar&, su.6cientcmente pequeño de modo que también se  cumpla 
C2(1). Para mosu .... C2(3) sen q, e SC(Y) cualqwcn y 51 > o tal que f,(T) ,; 6,ITI, VT e C (X, Y) 
como AUtCl1 SI llzn ' 6 CntonCCI 

.¡¡ lfF(.ro +z)- fF(.ro)),;; l,lf,(ro + .r)- fF(roJI,; I,(¡-) 
' 

y por Umto cl S-uJ>rcmo en C2{3) debe ser finito. 

Teore� 4..11 Con los mismos condicio�. Je lo Definicik i,6, Si/ E c;c:r:,), mlon«I / 
es co,itmtta en :ca 

Demostración. Sea Y, : D -+ X una red cuNquiera en X con f1 -+ %0, mOluentos que 
/o• _. /(zo) Como f E <=;(:r:,} entonces para q E SC(Y} croitrario, exisle un lo > o que 
"orifica 1,2 y 3 de la condición (C2} (con<=!}. Además dado que p: X_. R co continua y X 
es Locnlmcnt.e Convexo, podemos haUa.r una vecindad convexa U1 e X de cero �n X tal que 

:r:E U, =>p(:r:} ,;;lo 

También ,¡, _. :to y por tanto exi•to un •o E D tal que para b >- •• se tiene ,j,(b) E zo + 

U, = ,¡,(b) - zo E U, y dado que U1 eo una vecindad con..,xa del cero podomoo afirmar que 
8(,¡,(b} - zo) e U,. V8 E (o, 1) y por la relación ani.erior concluimos que 

Vb >- oo, VO E (O, 1), p(8(v,(b} - :to)} "60 

luego ele (C2.2}cuando b >- oo lenemoo 

,;{l;(xo + O(,p(b) - :to}) -/;(:to)) "l 

Ademú por el 1«>rcma del Valor Medio 

q{/(,j,(b}) - /(zo)} 
= q{/(:to + (,¡,(b) - zo)J -/(:to)} 
" 9{f.(zo + 6(,¡,(o) - zo)l(,¡,(o} - =<o)} 
"q{/;[zo + 8(\l(b} - :r:o)J(,¡,(b} - :to) - f.(xo}(v,(b} - :to)} 

+ q{/;(zo)(,p(b} - zo)} 
"í{f.(:r:o + 6(\1(6)- zo)I} ·P(•(b} - ,..¡

+ q{J;(xo)('6(b) - ato)} 
"p(\l(b) - xo) + q{/�(zo)(v,(b) - :r:o)} 

(4.10} 

por Teo. 3.6,(b} 

por Prop. 4.2,(d) 
por (4.19} 

para cualquier b >- o, y como.¡, � zt la continuidad de las scminonnas p y q hACCn que el 
miembro dcre<:ho Lienda • cero y poi' umto q{/[\l(b)I -/(:r:o)} -t O o equivalentemenl.e P•"• 
cualquier e: > O existe un a E D tal que 

Vb >- a, q{/(,¡,(b}) -/(:<o)} < < (4.20) 

Dado que q E SC(Y) fue nrbitl'a!'iO entouccs (4.19} va a implicar que/ o ,p -t /(:to), en efecto 
.., y e y vecindod de /(zo) en Y, sabcmoo que cxitl.en 'll> E SC(Y) y <o> O laica que 

{y e Y /qo(y) < <o} e V -/(:r:o) 
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por (4.20) existe un "º E D tal que •i tomAmos b >- o0 enton<es 

C10{/(v,(b)J- /(>:o)} < <o 

y en consccuc11cia 
/(v,(b)) - /(>:o) E V - /(>:o) !! /(v,(b)) E V 

dcmostnndo que f ov,-+ /(>:o) o 

Teorema 4.,12 Con las mi,ma.t condicione, de la De/irlición ,l.G. Si JE c;(:co) entonce, para 
evo/quier TE C(Y. X) •• c-omp/e que To f E e; (%o) 

Demostración. Como fes v-diferench,blc en cada :i: e U cntoncea la eonlinuidad y linealidad 
de T : Y -+ X usi como la igualdad 

T o /(:,:+ th; -To/(%) 
-To 1;(,:)(h) = T{ /(,: + 111- /(,:) 

- f.(,:)(h)} 

implican que To f : U C X -+ X también es <r-diforenciable en :o E U con (To/)�(,:) =To 
¡;(z), cumpliendosc asila condición (Cl). Para verificar (C2) con,idcremos, > O y q E SC(X) 
cualesquiera, es claro que q o T : Y -i R es una ec.minonna continua en Y C1 decir que 
q o TE SC(Y), luego existe un ó > O que verifica 

p(,:) ,;; 6 ó "º+:o E U (4.21) 

p(,:) �/J ... ¡;(:i:o + o:) - /;(:ro) E C,(X, Y) y qó""t(/;(xo + o:)- f.(zo)] � • (4.22) 
sup 91(1;1 ... + %) - 1;(0:1)) < oo, Vq, e SC(Y) (4.23) 
"''"' 

Si p(,:) ,;; ó entonces el Teorema 4.8 y (4.22) asegur•n que 

(To /)�(o:o + o:) - (T o /)�(zo) = To ¡;(zo + z) -To f.(zo) 
=To (f.{o:o + o:) - f.(o:ol) 
e c,cx.x¡ 

y además de (4.22) también 

qj(T o /)�(o:o + z) - (To /)�(zol) = q{T o (f.(:ro + :r) - f.(:ro))} 

= sup 
q{T o [/;(o:o + :o) - J;(:to))(li)} 

,lh)... p(/1) 

= sup 
(qoT){(/;(zo +.:)- J;(zo)](h)} 

>1•1� p(h) 

= (qoT} [/;(zo + ,:) - J;(zol) 
,. < 
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Finalmente para 'I<> E SC(X) cualquiera, como q0 oT e SC(Y) entonces de (4.23) 

sup fo({T o /)�(xo + x) - (To /)�(,;o)] = sup fo{T o (f;(xo + x) -/;(xo)J} 
�g �g 

Todo esto demuestra que To I E c;czo) 

= su¡, (�) [/�(xo + x) - /�(:to)) 
p(z),6 
�· 

4.2.3. Teoremas de la función inversa en E.V.T. 

o 

Los teoremas de la subsccción ant.er-ior, servirán para dar versiones de los teoremas de la. 

función inversa en E.V.T. Localmente Convexos de Hau.sdorff, que genera)faan ]as versiones 
correspondientes en Espacios de Banacb. 

Lema 4.9 Sean X un E. V. T. Localmente Convexo de Hausdorf! y g: U C X -+ X tal que 

J. g c., un homcomor/ismo entre los abic,-to, U e X y g( U) e X 

2. ge e; (:ro) 

!J. g':F (:to) = Ix : X -+ X es la idenüdad en X 

Entonces g-• : g(U) e X-+ X es :F -di/crimciable en YO= g(:to) con {g-• }� (yo) = Ix 

Demostración. !:>egU.n el 'lborema 4.7 solo occcsitamos mostrar que la función g-1 : g(U) e
X -+ X es (:F ,F)-prcscrvante en !/O = g(xo), para ello sean Be X acotado, (bnlneN C By 
(tn)ner4 C R - {O} con tn -+ O y mostremos que ln sucesión (�n},1eN C X con término general 

g-•c!/0 + 1.,b.J -g-•¡v,l 
l:n = 

t. 

es acotada. Si definimos la función li : U e X -+ X ¡>or h(x) = x - g(x), 'lx E U entonces 
podemos escribir 

(yo+ t.b.) -Yo 
2:n = Xr'I + b,1 - tn 

[ t g-1(!!0 + t.b,,) - g-•evol
l ( ) g:i:o+n t, -gxo 

=xr'l+bn- tn 

b g(xo + t,,x.) -g(xo) 
=xn+n- tn 

t,,x. - g(:r.o + t,,z.) + g(xo) =bn + t,1 
[(xo + tn:tn) - g(xo + t.x.)) -[:to -g(=<ol) 

;;; bn + tn 
/1(:to + t.x.) - h(xo) 

= bn + tl'I 
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como U E e: (2:0) entonces podemos hallar un 6 > O de 1nodo que si p(x} , ó entonces 

l. :to +:t E U 

2. g'_,, (:to+ x) - g',.- (:to)= g'_,, (:to+ :t) - Ix E .c,(X,X) lo que implica 

h',.- (:to+ x) E .C,(X,X) y además í>[h¡- (:to+ :e)] ,;; 1/2 (4.25) 
3. sup g(l,',.-(:to + :t)] < oo, Vq E SC(X) (4.26) 

p(,¡,, 

Desde que t.b,, -+ O y g-• es continua en !/O= 9(:to) entonces g- 1(vo + !,,b.) - g-1(yo)-+ O y 
por tanto tn2:n -+ O lo que a su ver, implica que p(tn:tn) -+ 0

1 
luego podemos hallar un n1 E N 

tal que Vn � ni, p(tnxn} , 6 . Asi para cualquier n � n1 se cumple 

( ) ; ('· ) ["(:to+ !,,:i:.) - h(:z:o)J P2:n�Pvn +P tn 
,;; p(bn) + p(h¡- (xo + On!n:z:,.)(:tn)) 

l � p(bn) + 
2

p(:t,.) 

de donde obtenemos que 

por (4.24) 

por Teo. 3.G,(b) 
por (4.25) y la Prop. 4.2,(d) 

'>In.;;, n1, p(x,.) � 2p(bn) (4.27) 

De manera análoga para cualquier q E SC(X) existe un � e N I que podemos oonsider-a.1· mayor 
que ni I tal que paran� n2 se cumple que q(tn:cn) , ó y también 

( ) ( ) [_/,
_,_

(
x
__,
.o

'--
+
----'

t"
c.
"

.c.
")

'-
--"

_,_·("'
-"'
·•>¡ 

q �" � q bn + q 1-

Ln 

� q(bn) + q{h',.-(:z:o + On!n:tn)(:tn)] 
,;; q(bn) + Mp(:t,,) 

� q(bn) + 2Mp(bn ) 

por (4.24) 

por Teo, 3.6,(b) 
por (4.26) y la Prop. 4.2,(d) 

por (4.27) 

donde M = supp(z),1f(hj:"(2:o + :e)). Como (bn)ne-r• C$ una sucesión acota.da resulta que el 
miembro derecho está acota.do y por tanto (xn)neN también será acotada. (vex Teorema 1.8) O 

Teorema 4.13 (Condiciones suficientes para la diferenciabiJidad de la inversa) Seon 
X, Y dos B. V. T. LocalmenJ.e Con veros de Ha1<,dorfl y /: U C X -+ Y tal qu< 

1. f e, "" l,omcomorf1Smo entre los ahie,·tos U C X y f ( U) C Y 

2. JE e¡ (:ro) 
3. J'.,, (:,;o)X -+ Y e, un isomorfismo e,,f.re lo• Espacios X e Y 

Entonce, ¡-1: /(U) C Y-+ X e,:,: -difcre,u:iablc en YO= /(:to) ºº" 

{r% (vol= {f.,, (xo)}-l 
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Demostración. Definimos la función 9 = ho ¡: U e X-+ X donde h = {f.'.r (:to) }-1 : Y-+ X 
que también es un isomorfismo entre Y y X. Por el Teorema 4.12 la funci6n g E cF (xo) 
cumpliendosc además que g� {:to)= ho /',:(:to}= Ix y por tanto cumple todas las hipótC:is del 
lema ru1t.crior, asi podemos afirmar que 9-1 = ¡-1.1.-1: lq/(U)] e X-+ X es:,: -difcrenciable 
en g(o:o) = h(!l<l) 0011 {g-1 }� (h(yo)] = Ix y como la :,: -diferenciabilidad cumple la propiedad 
de composición resulta 

{r1 }� (!l<l) = {9- 1 0 h}� (vol = {9-1 }� (ia(yo)] • h = Ix • h = h = {f.'.r (o:o) }-1 

como se quería mostrar. o 

Lema 4.10 Stán X un E. V, T. Localmente Convuo de Hausdo,1J y Secuencialmente Completo 
yg:UcX-+X talque 

J. g es tm. lu)meomo,jismo cntTC los abic,·los U e X y g(U) e Y 

e. 9ec{(UJ 

$. Para todo x E U1 gj:' (x) : X � X es un iAom.orfism.o 

s; paro algún xo E U se tiene que ff:F (:to) = Ix •ntonce, g-1 : g(UJ e X -+ X es de clase C} 
<n Yo= g(Xo) 

Demostración. Del Teorema 4.13 se deduce queg-1 es:,: -diforcnciable en g(U) con {g-1 }�(g(x)] = 
{gj-(x)}-', 'ffx e U1 debemos ff1ost.rar que 1a función {9-1}�: gtU} e X� C(X1 X) es con• 
tinua en el punto !l<l = g(xo), para ello sea .¡, : D -+ X una red en X con ,J,(D) e g(U) y 
V'� yo (i.e. convergente a yo) y mostremos que la red {g- 1}� o ,j, converge a {g-1 }�(Yo)= 
{g-1}�(g(Xo)] = {l,- (xo)}-' = Ix , es decir 

{g-1}� o,¡,-+ Ix 

Definamos la red 1/> = g-1 o,¡, - g-1(yo) = g-1 o,¡, - :to : D -+ X que claramente verifica 
�o+</>= g-1 o 1P y notemos que pa.rn cualquier be D se cumple 

{g-1 }� o,J,(b) = {g-1}�[,t,{b)] = {9-1 }� (g(x)J ¡>ara algún x E U con g(:,:) = ,J,(b) 

= {9'.,, (:i:Jr' = {11:F (9-1(9(:,:)))r
1 

= M- ¡9- 1 • ,¡,(bJJ }-1 
= {.1" • ex,+ 1/>Hbl }-1 

luego para demostral' el lema sc.rá suficie1ltc probar que la l'Cd 

b E D H {/ro (:2:0 + ql)(b)}-
1 E C(X,X) 

converge a lx. Como g E C{ {:to) cnt.onccs e,ásl.c un 60 > O tal que para p(:,:) ,¡; 60 se cumple 

p(g,- (xo + x) - ff:F {xo)] = p(g,- (xo + :t) - Ix] < 1 
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pci·? siendo g-1 con�in�a en Yo y como V)-+ y0 entonces �o+ <f,; g-1 o tJ,-; 9-1(!!0) = Xo es 
decir t/> -t 01 Ja COJ\�1.nuidad de la sc1ninorma p : X -; R permite afirmar quepo 4> -; O y por 
tanto podemos ballar un a, E D tal que b >- a1 implica p[91(b)) < óo. ASi 

'lb>- a,, v[/,,(:to +91(b))- lx] < 1 
Por el Teorema 4.101(b} se cumple que 

{9T (:ro+ 91(b))}-1 = f {Ix -9T (xo + q)(b))}" 
n=O 

= 1x + L {Ix - 9T(xo + 91(b))}" 
11=1 

de donde para cualquier � e X 

[ {gT (xo + 91(b)) }-1 - Ix] (•) = {ú (:ro+ 4,(b))}-1
(z) - z 

= L { Ix - 9T (:ro+ 91(b)l }"(z) n:::J 
Siguiendo la demostración del Teorema 4.10 (paso 5 de dicha dem.ostradóu} tc1lemos qt1e para 
cualquier q E SC(X) 

q[{9Tlxo + 91CbJW'<•l - •] 
'- J!.."Jot q[{Ix - g,.- (xo + �(•))}"(•)] 

k=l 

� J!.."Jot qfl, -9T (:,;o+ q)(b))] {v[Ix - 9T (xo + 91(b))J} k-lp(z) 
k:1 

= Wx - 9T (:to+ 91(b))Jp(z) f {v[Ix - 9T (:,;o+ 91(b))]} k-l 
l.':::1 

= g[Ix - rh (xo + 91(b))] 
p(z) 1 - p{Ix - rh (xo + 91(b))J 

mostremos que el miembro de la derecha tiende a cero, en efecto, como 9 e e{ (x0) entonces 
pru·a cualquier e > O existe un ó > O tal que 

p(:t) � ó => g[Ix - ff:F (xo + :,;)] < • 
pero como p o ef> -+ O podemos hallar un ao E D tal que 

b >- ªº => p[9l(b)) < ó 
de estos dos resultados ooncluimos que cuando b >- ao se cumple que íf{/x - 9T (xo +91(b))J < < 
demostrando que q(lx - g';r o (:ro+ 91)] -> O y análogamente p(/x - g,.- o (:i:o + 91)] -> O. ASi 
podemos afinnar que para cualquier q E SC(X) y B C X aoots,do 

!��q[{ú(:i:o + q,(b))}-1z - •]-+ O (4.28) 
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Dado que q E SC(-;') fue arbitrario, ••to ú!tiino va a implicar que {g'.,- (xo + 4,(b)l}-1 -+ Ix en 
cfec.to, seai� Uo C X vc<..,ndad del cero en X y B e X acotado, sabemos que existen p,· e SC(X) 
y ii' > O, (i = 1,2, ... ,m) tales que 

n {x E X/p¡(:r) <<;}e Uo 

por otro 1ado para. cada t¡ en (4.28) existen a1 E D tal que al tomat· ao E D con o.o>- a¡, Vi = 

1,2, ... 1m entonces b >- tio i.tnplica que 

v,[{o'.:,-(:i:o+\6(b)l}-1
z-z] ���tP1[{g'.:,-(xo+ef,(b)l}-1,-,J <<;, 

Vz E B, Vi= 1,2, ... ,m 

en consecuencia 

{g'.:,-(xo + 4,(b))}-1
r-z e Uo, Vz E B = ( {g'.:,- (:to +4,(b))}-1- /x )(B) e Uo 

siempre que b >- oo, demostrando que {g'.,- (:to+ 4,{b))}-1
-+ Ix o 

Teorema 4.14 (Teorema de la Función Inversa) Sean X, Y dos E. V. T. Loco/mente Con
ve2:o.s de Ha1tsdorfl con X .sec,1.encialmcntc Completo y f : U e X -1' Y tal q"e 

J. fe.,""· IU>mMmorµrno entre lo, abic,·to, U e X y f(U) e Y 

2. f E C[(U) 

S. Para cada� E U, /!,: (x) : X -1' Y c.s tJn isomorfismo entre X e Y 

entonce.,¡-• : /(U) e Y -+ X es de clase C} en f(U) doride además st cmnplc qtte 

{r' }�(y)= {!.í, (xW'. Vy = f(x) e /(U) 

Demostrac ión. El Teorema 4.13 garantiza que ¡-1 es :F -diferenciable en /(U) y además se 
verifica {f-1 }� (f(x)I = {f.í, (:t) }-1, V,; E U. Sea !/O = /(:to) E f(U) cualquiera y mostremos 
que la función {¡-1}� : /(U) C Y -+ C(Y,X) es continua en yo. Defmamos la función 
g = h o f : U e X -+ X donde h = {J'¡: (:to)}-1 : Y, X que claramente es un isomorfismo 
entre Y y X. Se comprueba fácilmente que g satisface las hipótesis del Lema 4.10 y asi podernos 
afirmar que {g-1 }� : g(U) e X -+ .C (X,X) es continua en g(xo) = hj/(xo)) = h(y0), pero 
como la F -diferenciabilidad cumple la propiedad de composición y para cualquier y E /(U) se 
cumple 

concluimos que {¡-i }� es continua en !J<J· o 

Teorema 4.15 (Forma Local del Teorema de la Función Inversa) Scar,X,Y dos B. V.T. 
Localm.entc Conve:to.s ,le TlatUdorjJ con X SC(;ucn.cialmc1tte Completo, f : U C X -) Y defini.da. 
en el abierto U con zo E U foJ que 

145 



l. /EC:(U) 

2. !T (:to) : X -+ Y e, un i,omorfismo entre los Espacios X e Y 

ento-ncc.J 

a). / eJ un ltomeonio1fismo local cn.h-e dos abiertos Uo e U y V0, donde x:0 e U0 

b). ¡-i es de cla,e C} en f(Uo) = Vo donde además se cumple 

{r' }� (y) = {IT [:t) }-
1
, Vy = f(x) E /(Uo) 

Demostración. Como en los Teoremas 4.13 y 4.14 podemos asumir que X = Y y JT (xo) = Ix, 
más aún sin perder geuetalidad podemos coMidcrar que :to = O con /(O) ; O (el caso general 
se obtiene definiendo la función 9(2:) = f(:,; + xo) + /{:to)). Como f E e: (O) entonces exist<: 
un óo > O t.al que 

l. p(:,;) 'i: óo aa> :t E U 

2. p(x) ,¡; •o aa> p[Ix - fT (x)] ,¡; 1/2 
3. sup q(Ix - IT (:tl] = Aq < oo, Vq E SC(X) 

Pl•J(6o 

(4.29) 

(4.30) 
(4.31) 

definamos la función g : U C X -+ X y el conjunto abierto (que resulta además ser convexo, 
absorbente y equilibrado) V e X como 

a(x) = x-/(r), V:r e U 

desde que pes continua sabemos que V= {:,; E X/p(:r;) ,¡; !•o} y por (4.29) claramente se 
cumple que V e ¡u. Además para c1.1a.lesquier x,y E 2V y Q E (O, 1] y teniendo co cuenta que 
V es convexo, tenemos que f + 8(f + f) E V por tanto 

iv(:t: + O(:,; -y)) ,¡; � = p(:,; + 0(:t - y)) ,¡; óo 

y a.si podemos escribir 

v[g(x) -g(y)] ,¡; ¡,(g'_.. (y + O(x -y))(x -y)] 

y de a.qui 

= v[{Ix - IT (y+ O(:t - y)) }(x -11)] 

,¡; i>[Ix -IT (y + O(x -y)) jv(x - y) 
1 

,¡; 2¡,(:t-y) 

p(:t -y)= P[(g(x) + g(y)} - (g(y) + /(y))] 
,¡; ¡,[/(,;) - /(y)]+ ¡,[g(:,;) - g(y)] 

1 
,¡; v[/(x) -/fo))+ ip(o: -y) 

14G 

Tco. 3.G,{b) 

Prop. 4.2,(d) 

por (4.30) 



e.s decir tenemos que para cualesquier ::t, y E 2\7 se cumple 

p(g(x) - g(y)] ,;; lv(,: - y) 

p(x - y) ,;; 2p(/(x) - /(y)] 

Análogamente para cualquier q E SC(X) y ,:, y e 2V 

y 

q(g(x) - g(y)] ,;; ?[Ix -J',, (y + 8(x - y)) Jp(:t- y) 

,;; Aqp(x -y) 

la segunda desigualdad rcsul�, de (4.31). y tambicn 

q(x - y)= q((g(,:) + /(,:)) - (g(y) + /(y))] 
,;; q(/(x) - /(y)]+ q(g(x) - g(y)] 

� q(/(,:) - /(y)]+ >.q¡>(x - y) 
� q(f(x) - /(y)]+ 2>.9p(f(x) -/(y)] 

es de<:ir que para cualquier q E SC(X) existe un Aq > O tal Q\le 

por {4.31) 
por (4.33) 

(4.32) 

{4.33) 

(4.34) 

q(x -y),;; q(f(x) - /(y)]+ 2>..p(/(x) -/(y)], Vx, y e 2V (4.35) 

Los siguientes paso ayudarán a demostrar el tcol'ema 

PASO l. Para cualquier y E V C V+ V= 2V (pues V es convexo y contiene al cero) existe 
un único x e 2V tal Q\le y=/(,:) 
En efecto, para demostrar esto definamos la funci6n h : 2V e U -+ X por 

h(x) =y+ g(x), Vx E 2V 

primeramente observemos que h. mapea 2V en si mismo ( i.e. h(2V) e 2V) pues si x e 2V 
entonces por ( 4.32) 

l 1 1 
p/h(x)] = p[y + g(,:)J ,;; p(y) + p[g(o:)] ,;; p(y) + 2v(x) ,;; io + i"50 = 60 

demostrando Q\IC h(x) E 2V. Pongamos Yt = h.(y) E 2V usando nuevamente la l"elaci6n (4.32) 
obtenemos 

1 1 1 l 
p(y, - u) = p[h(y) - y]= p[g(y)J ,;; ip(y) ,;; 2 liol = 226º 

para y2 = h(y,) e 2V 

1 1 
p(m -y¡) = p(h(y,) - y¡)= p{h(y¡) -h(y)] = p(g(y,) -g(y)],;; 2p(¡¡, - y)� 2°60 

para Y• = h{m) e 2V 

1 1 
p(us -v,) = p[h{l/2) - h(v,)J = v[!i(m) -g(y,)J � F(m - vil ,;; 24.io 
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Colltinuando con este proceso encontramos que pru·a y0 = y y Yn = h(vn-t) resulta 
1 

P(Yo - Y•-iJ � i,;:..óo, Vn E N 

y en consecuencia. para n > m. n_aturalcs cualesquiera tenemos 
P(Yn -ym) � p(y,, + Yn-1) + p(y,,_, + Yn-2) + · · · + P(Ym+I - Ym) 

� -1-óo + ..!..óo + .. · + -1-óo 2n+l 2" 2m+2 
t1+l l ni+) 1 = { I: 2" -I: 2" }óo J.·=O 1,::(1 

Análogamente para cualquier g E SC(X) y n > m por (4.34) tenemos 

" 1 m l 
q(y. - Ym) = q(g(y._,¡ - g(vm-1ll � >.qp{y._, - !lm-,J � �.óo{ L 2k - L 2k}k:-0 k=O 

esto de.muestra que la. succsi6n (y,.),.eN e 2V C U es de Cauchy o1 e1l el &pacio Secuen
dalmeute Completo X y asi oonve(ge a un punto x E 217 y como f es continua en U (vea 
el Teorema 4.11) resulta que f(y0) --, /(:t). Además observemoo que /(y,.) --, y (pue, para 
cualquier Vo C X vecindad del cero existe un no E N tal que Yn - !/r'l+l E V0, Vn > n.o, pero 
Vn+l = h(yn) =Y+ g(y.) =Y+ Yn - /(yn) de donde Yn - Yn+1 = /(y.) -y E Vo, Vn;;, no ) y 
por tanto y= /(:r;). La unicidad de:,; resulta inmediata de (4.35) 

PASO 2. f es un homeomorfismo entre los abiertos Uo = ¡-1(V) n 2V e U y V 
En efecto, pues si !JE V entonces por el paso anterior existe un único 2: E 2\Í ial que y= /{x), 
pero de (4.33) tenemos que 

1 
p(x) � 2p[f(x)] = 2p(y) < 2(i6o) = óo 

es decir x E 2V. Esto demuestra que f : Uo e X -+ V es una biyección continua (ya que f 

es contiJ\ua en U). Mostremos que ¡-1 es continua en cualquier punto !/O = /(xo) E V, sea 
q E SC(X) cualquiera, por (4.35) resulta 

q(¡-'(y) - r'(Yo)] = q(x - xo) � q(/(x) - /(:oo)] + 2.>.qp(/(:t) - /(xo)J 
= q(y - yo)+ v.,p(y - yo) 

la continuidad de p y q hacen que el miembro de la dcrecl1a. tienda a cero cuando y -+ yo 
por tanto q(/-1(y) - ¡-1(yo)] -t O cuando !f -+ !/ti y siendo 9 ru·bitrnrjo concluimos que 
¡-1(y)--, ¡-'(Yo) cuando y--> Yo demostrando que ¡-1 es continua en Yo 

PASO 3. ¡-1 : V--, Uo es continuamente diferenciable en /(Uo) = V 

En efecto, por el Teorema 4.14 tenemos que mostrar que se satisfocc.n las condiciones siguientes 
4E11 un E.V.T. Localmente Cot\\'CXO X una 51.ICCSión c�n)<1Erf C XC$ de Caucl1y si)' solo ti ))Mi\ (Utllquicr q E SC(X), I¡\ s1.1cscsi4n (q(.r,. )),.tu es de C:u1cl1y 
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lro. Vx E Uo1 !',: (:e) : X -+ X es w1 isomorfismo 

2do. f E C{ (U0) 
Para la pri�cra COt!dici6n, si x E Uo es cualquiera entonces p(�) < !60 de donde p(x} < óo y 
por (4.30), p(lx -J.,, (:t)} ,;; 1/2 < l. Del 'l'eorema 4.10 se deduce que¡;, {:t) es un isomorfismo. 
Para Ja segunda condición será suficiente moslrnr que para cualquier xo E Uo existe un 6 > O 
la! que p(:t) ,;; S implica :to+ :t E Uo. Como :to E 2V y /(:to) e V entonces podemos elegir un 
ó>Ot.al que 

6 < mín {So - p(:to), � (� - p(/(:to)J)} 
de modo que si p(x) ,;; 6 enlonces para cualquier O E< O, 1 >, p(xo + Ox) ,;; p(:to) + Qp(x) ,;; 
p(xo) + S < So y esto a su vez implica por (4.30) que 

p(g,. (:to+ Ox)] ,;; 1/2, Q E< O, L >
Aplicando el Teorema del Valor Medio obtenemos 

p(/(xo + x)] = p((:to + :t) - f(xo + :t) - (xo - /(:to)) - x - J(zo)] 
,;; p[g(xo + :t) - g(xo)) + p(:z:) + p[f(zo)] 
,;; p(g'.,., (:z:o + Oz)(x)] + 6 + p(f(:z:o)] 
,;; ¡;'[g',-(:z:o + O:z:))p(x) + S + p[f(:to)] 

1 ,;; ,.v(x) + 6 + p(J(xo)) 
3 

,;; i° + p{/(:z:o)] 
60 

<-
2 

lo que implica /{:to+ x) E V o eqwvalentemente zo + x E ¡-1(V). Por el Teorema 4.14 con
cluimos que ¡-1 es de clase C} en /(Uo) = V O 

4.3. Teoremas de la Función Inversa en Espacios Normados 

Cuando los Espacios involucrados son normados algunas condiciones se pueden simplificar. 
Una de Ja.s primeras simplificaciones es la siguiente: si TE C{X; Y) donde X, Y son de Banad1, 
entonces es suficiente que T sea biycdiva para. ga1·antizar que la inversa también sea lineal y 
continua., es decir T-1 E C (Y, X), convirtiéndolo automáticamenle en url isomorfismo entre 
Espacios de Banach 

Teorema 4.16 (Condiciones suficientes para Ja diferenciabilidad de la inversa) Sean 

X, Y Esp�ios Nom,ado, y f : U C X -> Y tale, que 
!. f e, inyectiva y :.F -diferencio.ble en :to E int(U) 
2. ¡-1 : /(U) C Y -> X e, conti,ma en yo= /{:to) E int(/{U)] 
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9. /'(:to) : X -1 Y c1 "n isomorfismo {i.e. /'(:to) E r. (X, Y) e, biycctiva con inversa lineal 
y tontin1ta) 

ent<mcc.s 

a). ¡-i •• ;F •difc.-cnciablc en Yo= /(:to) 

bJ. u-•i·cwi = lf'<:oon-• 
Demostración. Como {/'(x-,o)}-1 : Y � X es lineal y continua. entre espacios 11ormados1 

exis-tc un A > O t..1.) que 
11/'(;oo)(:,;)II;;, J.llxll, V:,: E X (4.36) 

además como f es :F -difereuciable en "º E int(U) entonces del límite {3.14) existe un /j > O tal 
que 

V/¡ E X, 11'111 < li � 11/(xo + h) - /(o:o) - /'(o:o)(h)II � (A/2)llhll (4.37) 
dado que ¡- 1 es conUuua en !/O = /(:i:o) podemos hallar un P > O tal que 

Vk E Y, llkll < fJ � 11r1(vo + k) - r'(w)II < /j 

Si r.onsidernmos ahora•: E Y con llkll < /l te,,drrmos de (4.37) y (4.38) que 

11/(:to + (r'(yo + k) - r'(Yo))I - /(:to) - /'(:to) [r'(w + k) - r'(yo)] 11 
= llk - /'(:to) [r'(vo + k)- r'(w)] 11 
< (>./2J1tr 1 (yo+ k) - r'(volll 

Jo que implica que 

11/'{:to) (r'(w + k) - r'(w)] JJ - llkll < {N2)11r'(yo + k) - r'(YO)II 
re.ro de ( 4.36) 

11/'(:to) (r'(yo + k) - r'(wl] 11;;, >.Hr'<w + k) - r'<volll 
de (".Stas d0$ úJfünns des.igurl)dades obt.t>nemo.� que 

(4.38) 

Vk E Y 0011 llkJJ < P, (J./2)JJr'(vo + k) - r'(uo)II � llkll {4.39) 

Est.a desigualdad permite demost.rnr que la fundón ¡-1 es (!l(Y), G(X))-1>rcsr.rvanto en l/u, en 
efecto pues si IJ E !l(Y) (i.e. B C Y subconjunto acotado de Y), (b,.),,er. C B y (t.,).er< e 
R - {O} con tn -+ O entonces t11b,. -+ O y por lo t.anto podemos hailal' tm no e N de m.odo que 

Vn ;;, no, lltnbnll < p. En (4.39) obtenemos 

(
J./2) 11 

¡-'(!lo+ t.�=) - ¡-'(yo) 11 � llbn ll � N, Vn;;, no 

doJ\dC N > O es una cota parn la sucesión acoLnda. (bn }11eN C B. &1.o muestra qu� si dc!inimos 
el conjunto A = { o: E X /llxll < N) e !l(X) entone .. 

¡-'(Yo+ t.,::) - ¡-i(yo) E (2/A)A, Vn;;, no 

La conclusión sigue del Teorcinn 4.7. C1 

El situiente teorema. es la versión C" del teorc1na antcriol'. 
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Teorema 4.17 (Teorcina de la Función Inversa) Sean X, Y EsJ>acios de Ba.T1ach y f: U e 
X--tY tal que 

1. f es ,m. h.om.eom<njistrUJ entre lo• abic.-tos U e X y f ( U) e Y 

2. f EC}(U) 

9. Pam cadá:,; e U, !',, (x) : X --t Y e, biycctioa 

entonce, ¡-1 : f(U) C Y --t X •• de e/a.e CJ, e11 f(U) 

Demostración. Usamos inducción sobre n. Para n = 1 por el Teorema 4.16 la función ¡-1 es 
:F -diferenciable en /(U) y además para cualquier y e f(U) se cumple 

{r'}�<vl = U',, (r'<vl))-1 = (inv• t; • r'J<ul 

como todas las funciones involucradas son continuas resulta que {¡-1 }� es continua en /(U) 
y por tanto ¡-1 E C} (!(U}). Supongamos ahora que el teorema es cicJ'lo paran= k, veamos 
que también es cierto para n = k + 11 sea. entonces f : U e X -+ Y homeomorfismo entre los 
abiertos U y f(U) de clase c}+1 en U tal que para cada x e U, t; (:e) e Isom(X, Y). Como 
estamos en Espacios Normados resulta que J E e} (U) y por hipótesis de i1\ducci6n tenemos que 
¡-tes de dase e} en /(U). De Ja ecuadón anterior la derivada k+ 1 de la función invo J'; o ¡-1 

contiene composiciones de i1w�·) l (/} )�) y u-
11�> las cuales son todas funciones continuas 

y por tanto 
U-'J� ... ,i = {<r'>'.r }�i 

es continua o equivalentemente ¡-1 es de clase c}+l en /{U) o 

Para enunciar la forma local del teorema. de la función inversa usaremos la siguiente termi
nología 

Definición 4.7 (Difeomorfismo) Sean X, Y dos Esp"cfos Nonnados. Un(l. función J: U C 
X� V e Y e.s un C} •difeomorfiBmo entre lo� abiertos U y V c1tando 

DI. f es una biyccdón entre U y V 

D2. f t:s de clase C7" en U 

D3. ¡-1 es de clase e,, en V 

Teorema 4.18 {Forma Local del Teorema de la Función Inversa) Sean X, Y dos Es
pac ios de Danach; f : U e X � Y función definida. en el abic1·to U Y :to E U tal que 

1. f ECJ,(U) 

t. ÍF (:to) : X --t Y es biyectfoa 

Entonces 

a). ¡ •• un e,, -difco=fi•= entre dos abierto, Uo C U y Vo C Y donde"'º E Uo y !/O e 110 
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b). Lo derivado de la función in ocr,o c,tá dada por 

u-•}� (y) = {/,- (,:) }-
1, Vy = /(,:) E Vo = /(Uo) 

Demostración. Conoiclcremos a p como la oormA en X, adcmáo oieodo / de clNe C} (U), 
la obtervación (2) de IA Dcfinción 4.G garantiza que f E cT 1.11(U) cumplicndose asi todas 
las hipótesis del Teorema 4.15 y por lo l-3nto f result..:l un homeomorfismo entre d0$ abiertos 
Uo CU y Vo C Y y por cl Teorema. 4.17 (recuel'de que en la demostración del Teorema 4.15 ge 
p,·obó que V,: E Uo, /,- (:to) E Isom(X, Y)) concluimos que ¡-1 es de clMc C!, en /(Uo) = Vo 

Cuando los F.spacios X,Y son en general E.V.T. Locabncnt.c Couvcxos, es imposible obtener 
una generalización del teorema anterior. El siguicnt.c ejemplo muC$tra que aún en Espacios 
Metrlza.blcs Separables y Completos existen func:ioues de cla.ac eco cuya derivada en un punto 
es invcrtible1 sin cmbnrgo no es inyectiva 

Ejemplo 43 �a X • R N. &a In funci6n /: X -t, X definida por 

/ es de cluc C} en X, ea efecto, par• � E X e\1alquicra tenemos 

l(o/1o+t\l,)-l(o/1o) =o/>-2>/1o,P-t,(,' t 
CIO'l• exp� t.Cade a O E X cuaudo t � O (iC\.uei.J.: 'l\llC 1A cuuvcr-p:uda cu 1t N es la 
cou,ur;encia pun,ual, ,..,, Teorema 1.18).Probemoo wlOOas que la función T: X -+ X 
defiruda po< 

T(,f,) • \1, -2,lo,t, 
es la ¡: •<let'iva.dn de f cu el J>unto {,o. Clnrnmcnte cstn función es lineal y eondnun, garan
ti1ando que es Jo. a -derivada de f en "°· Mostremos que '" función lb : X -+ C (X, X) 
definida po• lb((,){(,)= ( 2-2( 1 (, .. conlillli,eo ,¡,.EX ( ésto y el Teo.ema3.12garan
Hia.ria.n que Jet de dase C} to X). Sea entonas A C X acotado (i.c. Vn EN, •.(A)= 
(#(n)N E A} a aco .. do) y U=(• E X/1�•)1 < <)(•E N,f > O lijoo) 1 ckfinamcs la 
...,.;ndad del coro V• (TE C(X,X)/T(A) CU) en C(X.X). l\oc=os que 

y por tanto 

[lb (,t,)- ,. {,f,o))(,f,) •. -2>/1o\l, - ,/, + 2\!lo• = 2{>/1o -,t,),(, 

fo(•) - lo (ti.) E ii .. V# E A, 2(t\o - •Jó E U .. "• E A, lé(n)- M•)llll(n)I < i 

si definimos Uo e X po• Uo = (f E X /lf<•)I < ,t) donde•• > O es W que lf<n)I < 
c11 , V? E A entonces te eumplcn l&.1 implicnciol\CS 

f • ' 

,¡, - ,¡,. E Uo • l�(n)- ,f,o{n)I < 2c. => l�(n)- i!o(•)lll!>(n)I,; i;,;l,f,(11)1 < 2 

esto demuatra que /ó es continua en� E X arbitrario. Ade:más /�(O) � lx E C(�,X), 
sin embargo no WJ,te ninguna vecindad cid cero CJI la atal / tica Ul)'CCUYL Por ctJeffiplo 
considere z. • (l.,1)tElh entonces r. -+ O y /(r.) • O 
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En el estudio de variedades y subva1iedadcs1 el siguiente teorema es de vital imJ)Ortancia. 
Teore1na 4,19 (Teorema de la Función Implícita) Sean X, Y, z tres Espacios de Bcmacl,; 
/ : U x V C X x Y -+ Z /rtn ción definida e,. el abic,·to U x V tal que 

!. f E C,-(UxV ) 
2. Eziste ,m. (:to,Yo) E U x V tal que 8,./(:i:o,!JO): Y-+ z •• '""' hiyección 

Si denolám-0, a== f(xo1YO): etitonccs ezi.stc unC11ínica /urn:ión tj,: Uo C X-+ Vo e Y definida 

c-ntre los abi.ertos Uo y Vo con :&o E Uo e U, Yo E Vo e V tal q,,c 
a). ,J,(:to) = 110 
b). lfxe Uo, /(:i:,,J,(x)} =or 
e). ,¡, E e,. (Uo) donde adc,,.ás se cumple 

,J,'.,, (x) = -{ 82/(x, ,t,(xl) }-1 o { 8,J(x, ,t,(x)) }, 11:t E Uo 

Demostración. De.finamos la función g : U x V e X x Y -) X x Z por 
g(x,y) = (x,f(x,y)), \f(x,y) E UxV 

por el Lema 4.6 esta función es de clase e¡ (U x V )  eon 
g'.,, (x,y)(u,v) = (u,él,/(x,¡¡)u + 82/(:,;,y)v), 11(:t,y) E Ux V, lf (u,v) E Xx Y 

además es fácil ve1:ificru· que 9F (2;0,!IO) es biycctiva. y por cl Teorema 4.18 existen abfortos 
U' e X, Vo e Y con (:i:o,!/0) E U'xVo y g(xo,!lo) = (:i:o,/(:i:o,Yo)) = (xo,or) E g(U'xV o) tal 
que ges un difeomorfismo de clase e¡ entre los abiertos U'xVo y g(U'xVo) = U0xW1 e XxZ. 
Definamos ahora. la función tf, : Uo e X -+ Y por 

,J,(:t) = "2 o g-1(:t,or), lfx E Uo 

donde.-, es la �gunda proyección definida como w2(:i:, y) = y, 11(:,:,y) E X x Y. Veamos que,¡, 
es la función buscada, en primc1· lugar desde que g(xo,vo) = (:co,/(xo,yo) = (xo,cr)) entonces 
,J,(:<o) = ,r2(g-1(:to,or)] = w2(xo,yo) = !/O vcrific.,ndo (a). Para comprobar (b) sea x E Uo 

cualqu.ic.ra, entonces 
9-1(2:,or) = (u,v) <a> (:t,or) = g(u,v) = (u,/(u,v}) <a> x = u 1\ or = /(u,v) 

luego 
/(:,:,,J,(x)) = f(x,w2(9-1(:t,or)J) = /(x,.-2(«,v}) = /(x,v) = or 

La parw (c) resulta de la regla de la cadena y dei;vando la composición /(x,,J,(x)) or 
obtenemos para. cualesquier la E X y x e Uo 

O= ft (:,:,,J,(x)) [1t, ,t,'.,, (x)hj = 8,/(x,,J,(x))h + 8,./(x,,p(x)) (,¡,'.,, (:t)h} 
de donde 

él,/(:t,,P(x)) = -8,.f(x,,J,(x)) o,J,'.,,(x) 
o 
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Figura 4.1: Teorema de la función implícit.a 

La.idea inlu.itiva paro X= R 1 '1 Y e it,está dadaco la fi.gun.4.1. Laec:uao6:n /(r,N) = o 
ffJ)t'aeot.a la 1upei:ficio de nivel o de)a funMft /. L• CODdición 8d(�vd/O)a uu iwworflsll)O 
quiere decir que ij(a-o, uo) 'F O )' geomélricamento significa que el plttno tangente 1.1 la 
superficie en cl  punlO (11:0,!lo) no es vertjeo.J, Con catas condiciones existen vccindadCI U0 e 
R' y Yo C R tal que el coivunto ¡-•(o) n Uo x Yo es la grifica de una cierta función 
,;, u .... v. 

Cuando los FApacios involucrada. son de Banach existen algunos teoremas adicionales rela.
cionadoo con el Tóo�a 4.18. Le. siguiente, se refieren al caso en el que/',, (zo) ya no es una 
biyecci6n, sino inyectiva o eobrcyectiva. 

Teorema 4.20 (Teorema de ln¡rcctividad Local) $con X, Y dQ, &pacio, de Ba-11; f: 
U C X -+ Y fwnción definida en el abíerlo U y :to E U tal q,¡e 

l. f E C}(zo) 

2. J', (zo) : X -+ Y e, inyedioo con int1ar14 contin110 (M nccc10-riomcnte 1obrc11ectiva.) 

Entonu, e:ti,te Uo e U vecindad de �o en X tal que 

a). f e, inyectiw en Uo 

b). ¡-1 : /(U) e Y -1 X., contin•• en /(U) 

e). /(U) no M0<1ari<tm<11!< e, ahierlo 
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Demostración. Como/',: (xo) es inyectiva con inversa. lineal y continua e1)tonces existe uncr > O 
tal que 

11/,í, (xohll,;, «11:tll, V:,; E X {4.40) 
Además como f es de cJasc C} en :to entonces la función tf,: U e X -+ Y definida por 

\b(x) = /(:t) -/(xo) - /,Í, (xo)(x - xo), V:,: E U 

también es de clase C�. �1\ :to y p�r t�nto la función derivada tf,'; = /} -/} (zo) es continua 
en :to� luego por defü\1c1011 de conlmu1dad podemos hallar un fJ > O tal que 

llx-xoll < P � 11\bTM-\bT(xo)II = IIIPT(x)II < I 

definamos el conjunto abie,-to Uo = B(xo,P) ={:te X/11:t - xoll < P} y por eJ teorema del 
valor medio, pru·a :t1, x2 e Uo cual�quiera tenemos 

Jlv,(x2J-\b(x1JII,;; llx2 -""' sup nv,T(cJII,;; �llx2 -x,11 (4.41) 
cE<zi.zt> 2 

luego para :t:1, !t:'2 E Uo cualesquiera podemos escribir 

11/(:t,) - f(x2)II = ll{\b(:t1) +/(:to)+ f,Í, (xo)(x, - xo)} 

- {\6(2:2) +/(:to)+ /,í,(:,;0)("'2 - xo)}II 

= { ,p(x,) - ,p(2:2) + /,Í, (2:0)(2:1 - :t2)} 
;;, 11/,í, (xo)(x, - x2)1! -Jl,p(x1) - ,/,(x2)II 

;;, «llx, -x2II -Illx1 - x21! 

= ill"1-x2II 

por (4.40) y (4.41) 

de donde concluimos que / es inyectiva y la función invet'sa ¡-1 es continua en /(Uo) 
Para c.l caso (e) será stificient.e considerar el caso en eJ que la función f es lineal. O 

Teoretna 4.21 (Teorema de Sobreyectividad Local) Sean. X, Y do, E6P(l-ci<M de Ban.ach¡ 

f : U e X --1 Y defin;di, en el i,bierto U u :to E U tal que 

l. /EC}(Xo) 

2. J',: (xo) : X ; Y es ,obrtycctfva {no necesa1-iamentc inyectiva.) 

Emtonccs cristcn Vo e Y vecindad de f ( xo) en Y y Uo e U vecindad de zo en X tal que 
Vo e /(Uo) 

Demostración. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que :to = O y /{O) = O {el caso 

gene,-al •• obtiene definiendo la función 9(:t) = /(xo +x)- f(xo)). Denotemos por T = J,í, (xo) 

X ; Y que al ser sobrcycctiva podemos hallal' un cr > O tal que 

Vy E Y, 3:t E X /ollxll ,,; Jb1!1 0011 y= Tx (4.42) 
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además como en la dcm.ostrnci6n del Teorema 4.20 podemos hnllnr un p > O tal que para 
:t1,:t2 E Uo = B{O,P) cualquiera oc cumple 

{4 .. 43) 

Dofünuuos el conjunt.o abiert.o Vo = {y E Y /llvll < <!/) y moslrcm°" que Vo e /(Uo), sea para 
ello 11 E Yo cualquiera, por (4.42) existe un :r:, e X tal que ollz,11 ( llvll con 11 = Tz1, de donde 

1 p 
ll'<1II .. ¡;11118 < 4 < p 

ca decir :r:1 e Uo. Aplicando repetidamente la relación (4.42) tenemos que 
Para !11 = v-/(:t1) E Y exiale un :t2 e X tnl que oll:r211 ,.; llvill donde 111 = Tz'2, po1'gam01 

:t2 = z'2 + %1 entonces !/1 = T{%2 -z1) = y -/(%¡} y además 

1 1 1 1 1 
· 11=<2 - :r11l..; ¡;llv,11 = ¡;llv -/{:t1ln = ¡;IIT(z1) -/(:r,)11..; 2Uz,II..; z.;11!111 

1 1 1 llvll 31/ .11x2U, 11"2 - :i:111 + Uz,11..; z;;llvll + ¡;llvll = {2 + 1}7 < 8 < P 

ca decir =<2 e U,. Para 112 = 111 + /{z,) -/(z2) cxule un z', E X tal que ollr,11 ,;¡ 1111211 donde 

112 = Tz',, pongam<>o :rs = r, + :r2 ent.onceo 112 • T(zs - :r.J = 11-/(:r,) y además 

1 1 1 1 
.11z, -:r:,11..; ¡;1111211 = ¡;IIT{o:2 - z¡) + /(:ti) -/(0:2)11.;; 211z2 -z,11 "- 220111111 

1 1 111111 1 
}p .11,,,11,;; 11,,, _.,,11+11,.,-,,.,11 +lh,11 < {

2'
+ 2+ 1}0 < {1-p 2 <P 

.. decir"'• e U0• Para 1/2 = 112 + /("'2) - /{z,) e,ciste un :t'. E X Lal que oll:t'.11 .;; 1111311 donde 
1/2 = T,!,, poogamoa "'• = :t'. + zs ent.onces !/3 • T(zc -:t3) = 11- /(:ts) y ademú 

1 1 1 1 
.112:, - :t,11..; ¡;11!1311 = ¡;IIT(z3 - :i:2) + /(:i:2) -/(:r,)11 ( 211:t, -o:,11.;; 2,011!111 

1 1 1 111111 
• liz<II "- llzc -%311+ llz,-:t2II + llz2 -:t1II + Uz,11..; {

z;
+ zi + 2 + 1}7 

< {1-.!..}� <P 2• 2 
es decir x4 e Uo, Procediendo inductivamente. encontramos sucesiones (xn)neN C Uo Y (!ln)nEH 
t,ales que para cada n se verifica 

11• = T{z. -=<o-1) = y-/(:o.) 
l 

nx. - "'•-111 ( 2•-•o llvll 
l p 

11:r.11 < {1-zn>2 

la eeguoda de cal.u relacionca mueslra que (:1:0).EN os una succoión do Caudl)' Y po< Laot.o 
existe un zo E X tal que Xn -+ zo, además 

llzoll • 11 líro x.11 = lím 11:enll ,.; �2 < /J 
n-+oo n-+<» 
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es decir :&o E Uo. Para. finalizar la demostración mostremos que y = /(:t;o), de la relación 
Vn = T(.tn - 3:0-1) rnsulta que Vn -+ O y de la relación Yn = y - f(zn) obtencn1.os que 
Y• -> Y - /{:to) y por tanto y= /(xo) o 

Corolario 4.1 (Teorema del Mapeo Abierto) Sean X, Y Espacio, de Banach 11 ¡ : U e 
X -> Y definjda en el abierto U tal q� 

1. /EC}(U) 

2. Para cada x E U, /} (x) : X-> Y e, ,ab,·eyectiva 

Ento,,ce, f(U) e Y e, abierto 

Demostración. Sea 110 e /(U) cualquiera entonces clciste un x0 e U tal que y0 = /(:to), por 
el teorema anterior existen vecindades Uo e U y \/0 e Y de xo y Yo respectivamente tales que 
Vo C /(Uo) C /(U) demostrando asi que /(U) es abierto O 

4.3.1. Imersiones y Sumersiones en Espacios de Banach 

Sean X, Y &pacios No,·mados de dimensión finita (y por tanto de Banach) y TE C (X, Y). 
Sabemos que T(X) e Y es un Subespacio Vectorial de Y que resulta ser de dimensión fü1 ita y 
por tanto cc,r-rado en Y que además acepta un complementario cerrado, es decir 

Ex:is� un Subespacio �rrado N C Y tal qua Y= T(X) E& N 

Análogamente Ker(T) C X es un subepacio cerrado de X que admite un coinplcmentario 
cerrado 

Existe un Subespacio cerrado M e X tal que X = Ker{T) El) M 

Sin embargo cuando los Espacios de Banach son de dimcnsi6n infinita, las afirmaciones 
anteriores son en general falsas. En el primer caso nos interesan las funciones i,iycdi1Jas y en 
el segundo las .sobrcycctiv,.ui. 

Para el ejemplo que sigue necesitamos la siguic.nt.c proposici6n 

Proposición 4.3 Sean X, Y dos Espacios de Ban1U-h y dcnote1)1.os su.s topologías (aquellas 
inducUo.s por sus rcspcctiva.s normas) por,,. x y 'T1,. Sea también J: X � Y una función lineal 
e inyectiva, cnt01lcca $C cumple que la topología T x c.� igual a la topología. inducida de Y por f 

.s ·i y solo si f c.s ('Tx ,,,.y)·conti,wa y f(X) e Y es .,.,,.cerrado 

Demostración. Recordemos que la Topología Vectorial inducida de Y por fes aquella Topología 
Localmente Convexa de Hausdorff que tic.ne por base local a la familia 

8 = {¡-1(V)/V e Y es .,.,.vcciuclad del cero en Y} 

en rca1idad es un caso particular de la topología ptoyediva y por tanto es la más Jlequcila 
Topología que b1;tce continua a la fu11ci6J1 J (para detalles consuJtar [15, pp. 51]), denotemos 
a. esta topología. por TJ 
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( =>) Como 'T°f = T x y por la forma que tienen los elementos de l<l base 13 es inmediato que 
fes (-r_y, T1,)-continua en X. Además Ja función ¡-1: (/(X),T,,111x,)-+ (X,Tx) es continua 
desde que para. cualquier vecindad básica. del cero en X de la forma ¡-1(V) donde V e Y es 
1\.-vec:;indad del cero en Y podemos escribir 

u-•¡-'(r'(V)) ={¡¡E f(X)/¡-'(y) E ¡-'(V)}= Vnf(X) 

es decir la fu1\ción /: (X,-r
x

) -) (/(X)
1
-r

,,l,cx,) es lineal, continua, biyeetiva con inversa 
continua, es deci.r que es un isomorfismo topológico y como X e.s de Banach resulta que /(X) 
también es de Ba.uacl1 y en consecuencia cen·ado e,il Y 

(<=) Como /(X) e Y es 'Tv·Cerrado entonces /: (X,,
x

)-> (/(X),,yl,,x,) es una función 
lineal continua y biyectiva entre Espacios de Banach, el teorema del mapco inverso de Banach 
garantiza que la función inversa ¡-1: (/(X),r

1
.¡,1x,) -t (X,T

x
) es coniiuua (y por supuesto 

lineal). Mostremos que T
x 

= TJ, y para ello será suficiente rnostrar que -rx C -r¡ {dado que 
T¡ C$ más pequeña que cualquier topología que hace continua a /), sea entonces U e X una 
,..,.vecindad del cel'o en X,  f(U)nf(X) C /(X) es una •vl,,x1-vecindad del cero en /(X) y por 
tanto /(U) = 11 es T

y
-vccindad del cero en Y de donde podemos escribir U = ¡-1(V) E B C ,., 

• 

Ejemplo 44 En este ejemplo supongamos que Y y X C Y son Espacios de Banach y 
nuevamente denotemos a la Topología. de: Y por T,. (claro que en este caso X resulta ser 
T,_ -cerrado. Sea también T

x 
una topología en X más fina que la inducida ¡>0r T

v
, c.s decir 

T,, lx C "x • c..ntonces la función inclusion i: X � l' es lineal, 
) la función inclusión ; : X � Y que c.s lineal, inyccti"a y continua.. La topoJogfo. inducida 
de Y por i coincide con la topología inducida por la norma de Y eo cl sube-s1>acio X, por lo 
tanto si consideramos en X una nonna diferente a la norma de l' de modo <,.lle X resuJtc 
de Banaclt entonces de la proposición anterior i(X) = X no es cerrado 

Ejemplo 45 Si Ses cerrado pero no tiene complementario eerr;,.do. ( esto es cierto si X es 
de Banacb tal que niugun J>roducto interno induce la norma de X), entonces para la funei6n 
inclusión definida en el ejemplo a11terior su rango T(S) ;;; Ses un Subespncio cenado que 
no admite: un subcspacio complementario cerrado. 

Ejemplo 46 Con las mismas ltipótes:is sobre S del ejemplo anteiror, tenei:nos que la íunci6u 
proyección TE C(X, X/S) definida por T{z) = z+S clarnmcntc cssob,-eycct.iva con nucleo 
I<er{T) = S cerrado �ro que no admite subespacio complementario cerrndo. 

Definición 4.8 {Imersiones en Espacios de Banach) Seon X, Y dos Espados de IJanach; 
f : U e X -> Y /mtción diferern:iable en el abierto U y xo E U 

a).  f es �na imersi6n en zo cua.ndo !',: (xo) E C (X, Y) C$ inyectiva. 

b). f C$ una imers--ión débil en zo cuando e.s ,m.a íme,·.tión en :to Y!',: (xo)(X) C Y c.J un 
$1,bc.spacío ccrr'04o de Y 

e). J es una imersión fuerte en xo cu4ndo es una imcr.sión débil en xo y ade,114$ IF (:eo) C Y 
admite un Sube$podo Compleme,rtario cerro.do en Y. 
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La /tm.ción J e, 1mo imersión {imersi4n dibil o Ju.ertc) en U c1uindo lo sea en codo punto de 
u. 

Teorema 4,.22 (Forma Local de las Imersiones) Scon X, Y do, &¡,acio, de Bonuh; J : 
U C X -+ Y f•nci6n definido "" ti ohi<rlo U 1 %t E U tol 9•t 

J. JEC'}(U) 

.S. f es una ime,·6frln /tifflc en :z:o 
Si denotamos por /',, (:to)(X) = Y, C Y y Y, e Y lo• S"be,pocios Cerrado, de Y tal que 
Y = Y, EB Y2, entonce, eri,ten Uo e U e X, Vo e Y2 v Wo e Y vedndodt1 de ro, o y /(ro) 
re1pectív,iment, y on CJ- ·difwrru,rfismo ,; : W0 -t U, x V0 tal .,., 

(t/> o /)(z) = (z,O), Vz E Uo 

Demostración. Definamos la función g : U x Yz e X x Y2 -+ Y = Y1 EB Y2 por 

g(u,v)=/(u)+v, \l(u,v)EUxY2 
y notemos que g = f o la + I2 donde /¡ y 12 son las funciones lineales y continuas definidas 
corno [¡(u,v) = u y /2(u,v) = v, V(u,v) E UxY,, resultando que g C$ de clase C} en el abierto 
U x Y,. cumplicndooe además que 1h (ro, O) : X x Y2 -+ Y cslá delinida como 

gl,-(ro,O)(u,v) = ¡_;, (zo)(u) +v = T(u) + v, V(u,v) E UxY2 
Clarnmeute g:f" (zo 1 O) es contin\la y desde que T es inyectiva entonces g,:' (zo, O) es también 
inyectiva, y adcm!la sobrcyectiva ya que Y1 = T(X). Asi gl,- (o:o,O) es un isorno,.fiamo y por el 
Teorema 4.18 existen nbicrtos Uo e U e X, Vo e Y2 y Wo e Y donde zo E Uo, O E Vo y 
/(••) E W0 L:J c¡ue lo. función ., - ai.u.,.v. : Uo x v. � lVo ea un difcomoc:1 R•mu Je: � e;. 
entre los abiertos U oxV, C XxY, y Wo C Y. El difoomorfünno t/> = 1-l : Wo-+ UoxV, verifica 

('6 o /)(z) = '6(/(o:)) = o/i[/(r) +O)= ,¡,[g(o:,O)); '6(�(:r:,O)) = (:r,O) 

p&rn. cualquier z e Uo o 
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Figura 4.2: El 'I\,orcma de Imersi6n Local 

L& idea iotuít.iva para X = Ya • R 2 y Yi • R (dim(X) � dim(Ya) • 2, dim(Y) m 3), 
está dt.da en la &gura .fi.2. La funoón -.t •111rJU1•11la imagen de/, at. id� o. awn:ct..a, pues 
el rango de / es una tupcrficic 2-dimensional, asi que dcbcrfo. ser posible aplanarla en una 
pici-a e R t, Note que pua funcio11cs line.ale1 inyectiva, de R 2 a R' el ru¡o es de dimf'nsjóa 
2 asi que a� resultado exp.re,.a. ea. cierto Rtltido, u.a.a generalizaciótt cid caso Jiotal. 

Definición 4.9 (Sumeraiones en Espacios de Bo.nach) Sean X, Y dos &¡x,eio, de Ba
na<h; f : U C X -+ Y función di/eroneiable en el abierto U v :to e U 

a). f •• •na •umer,i6n en :to t11ando fT (:to) e C (X, Y) e, 1obreyeetiua. 

b). Je, una ,ume-rai6n fu.e-rte en 2:0 cuando e, 11-na ,umer,i6n mzo y además Kcr(JF (zo)) C 
X admite ,u, S•hupocio Complt:mffltorio ctrrado en X. 

Lo. función J e, una ,umcr,ió-n (aumcrsión fuerte) en U cuando lo ,ea en cada p,m.to de U. 

Teorema 4.23 (Forma Local de la.s Sumcrsionca) Sean X, Y do, &¡,ocio, de Banaeh; 
f : U C X -+ Y funci6n de/inid4 en el abierto U y :to E U tal gue 

1. f E CJ,(U) 

2. J u •M ,amer,i6n. /verte m %0 

Si denolamo, por Ker{T) = X1 C X y X2 C X lo, Skbtspa<io, cerrado, de X tal que X =
X161X2, entonee, .,..ten Uo CU C X, Vo C X1 V WoC Y -indadu ,e:te =:tt+:4, :o1 r 
/(:to) ro,pe,;tiwmete y un C}-difeorMf'/ismo .¡,: Yo x Wo-+ Uo tal gue 

(/ o,/,)(v,w) = w, V{v, w) E Vox Wo 
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Demostración. De,dc que T : X = X, $ X, -1 Y es sobreycctivo y Xi = Ker(T) = {:t E 
X /T:t = O} entonces Tix : X2 -1 Y es un L,omorfismo enlrc los Eopacios de Oanach X2 e Y. 
Ddinamoo la función g: i} e X -1 X= Xi EB X2 -t X i x Y por 

g(:i:) = {:ti, /(:t)}, V:t =:ti+ :t2 E U 

y notemos que 9 = (h, /) donde hes la func.i6n lincnl y continua definida como Ji(z) = %t i Vx = 

:i:, + 2:2 E U resultando que ge, de clase q. es U C X <umplicndooe adcmós que 11, (z1) : X = 
Xi$ X2 -t X, x Y esto\ definida como 

g', (:i:o)(u) = (ui, f, (:i:o)(u)) = (u1, Tu), Vu = u, + 112 E U C X,$ X, 

Clnramcntc !/,dxo) es continun, ndemás inyectiva pues si u • u1 + u2: E X es tal que 
11, (:to){u) = O entonces u, = O y T(u,) = O implicondo esto que u, E Kcr(T) = X, y en con· 
oecuencia u2 = O, además es sobreyectiva ya que para cualquier (u1,11) E Xix Y IICrá suficient.e 
considerar u= ui +u, donde u2 a {Tlx,}-1

(v), Asi 11,(:re) es un Isomorfismo y por el Teorc-
1111, 4.18 cxist.cn nbiertos Uo CU C X Vo C Xi y Wo C Y donde "'º = xf + x! E Uo, xf E Vo y 
/(:to) E Wo tal que la función 4> = 9lu, : U0 -1 Vo x Wo es un difoomorfismo de c1 ... e,. entre 
los •biertos Uo C X y VoxWo C X, xY. El diícomorfismo ,¡, = ;-1: VoxWo -1 Uo verifica el 
t.eorema, pues para {v, w} E Vo x w, cualqu.icra tenemos 

,p(u,w) =u= u1 +u, .. (u,10) =</>(u)• g(u) = {u,,/ (u)) .. u= u¡;w = /(u) 

luego para cualquier (v, w) E Vt x Wo se vcrificn. 

(/ o,p)(v,u,) = /(,p(v,wl} =/(u)= tD 

o 
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