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Introduccidén

A comienzos del siglo XX Hadamard se entregé a la tarea de crear una anélisis no lin-
cal en Espacios Infinitos Dimensionales Abstractos; llevaron a cabo esta tarea dos pupilos de
Hadamard: Frechet y Géteaux, introduciendo las derivadas que llevan sus nombres. Estas in-
vestigaciones desarrollaron ripidamente cn la teoria de diferenciacion en Espacios Normados,
el cual fue esencialmente completado en la decada de 1940. Si X,Y son Espacios Normados,
una funcién f: X 3 Y sc dice que es Frechet Diferenciable en un punto zo cuando existe un
T € L£(X;Y) tal que la funcién resto de f en zo definida como

r(h) = flzo + k)~ f(zq) — T(h), Vhe€X

satisface la siguiente condicion

(k)

lim —— =

Iib—so |[Af}

Esta definicién de diferenciabilidad es la base para el célculo diferencial en Espacios Vecto-
rialee Normadoe, €in embargo la teoria en Ecpacios N dos cs atn limitade para 1
preg) del andlisis. Por cjemplo las derivadas variacionales son mds naturalmente consid-
cradas como derivadas de funciones entre Espacios Vectoriales Topolégicos. Por esta razén cl
prob) planteado por Had d rctomd importancia, ahora tomando la forma de encontrar
un célculo diferencial en Espacios Vectoriales Topoldgicos (E.V.T.) arbitrarios. La solucién a
este problema no pucde ser considerado como una transferencia trivial de argumentos de la
teoria de Espacios Normados. Adn la definicion de derivada de una funcién de un E.V.T a otro
requicre aproximaciones que son nuevas en principio, por supuesto, cualquicra buena definicié
de diferenciabilidad debe coincidir con la de Frechet cuando los Espacios son Normados.

En o capitulo 1, sc presentan resultados bisicos e importantes que se verifican en E.V.T.
reales, enfatizamos en la scccién 1.6 en donde se define en ¢l Espacio £ (X, Y) la topologia de
convergencia uniforme sobre conjuntos de una cierta familia ¢ de sut j de X, 1 d
o—topologia. La mayoria de las definiciones consideran que la derivada en un punto dado sea un

1 to del Espacio de Funci Lincales y Continuas £ (X, Y) que bajo cieitas condiciones
para la familia ¢ y ¢l Espacio Y resulta ser un E.V.T. Localinente Convexo de Hausdorfl con
la o —topologia (vea Teoremas 1.21 y 1.22).

En el capitulo 2, con cl esq; diante el cual varias de las definiciones de
diferenciabilidad son obtenidas. En la seccién 2.1 se define un método de diferenciabilidad que
sigue de la idea de aproximar una funcién dada por una funcién pertencciente a un cierto Espa-
cio (gencrahnente es Espacio £ (X,Y’) de funciones lincales y continuas). Esa idea di6 lugar a
varias definciones, entre ellas propuestas por Michal y Paxon(1936), Hyres(1937) Michal(1938),
de Lamadrid(1955), Scbastido ¢ Silva(1956), Ficher(1957), Maiinescu(1957), Vainberg y En-
gel’son(1958), de Foglio(1960) , Balanzat(19G60), Bastiani(1962), ctc, todas cstas definiciones
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son expuestas como original las dicron sus autores cn la seccién 2.2 y postcriormente,

generalizadas a Espacios Vectoriales Topoldgicos atrbitrarios en la Tabla 2.1. Lo que es remar-
cable es que a pesar de las diferencias sustanciales que existen entre estas definiciones, casi
tadas cllas pueden ser reducidas a dos tipos, los cuales en el caso de Espacios Normados coinci-
den con dos puntos de un cierto expectro infinito de derivadas. Este espectro de derivadas fue
introducido casi por de L drid(1955) y algo menos general por Sebastizo
¢ Silva(1956) (definiciones 14 y 17 de la Tabla 2.1). Las relaciones entre estos métodos de
diferenciabilidad se dan en cl diagrama. 2.1.

El capitulo 3, desarrollamos un espectro de diferenciabilidad en términos de convergencia
uniforme sobre una cietra familia de subconjuntos de X: la o-diferenciabilidad (Definicién 3.2)
y verificamos todos los teoremas cldsicos validos para la difercnciacién ordinaria. Aqui nos
encontramos con dos primeras dificultades de la generalizacién de la Frechet diferenciabilidad
a E.V.T. arbitrarios.

164 "

1. La a—dlfercncmbllldad en un punlo (en particular la Frechet diferenciabilidad) no nece-

" " q

sari. 3 inuidad en dicho punto. (Tcorema 3.14).

2. Para funciones de clase C! la regla de la cadena de primer orden puede no cumplirse {la
composicion de funciones de clase C' no necesariamente es una funcién de clase C')

Estos hechos son cl origen de la teoria del clculo con una estructura de limite, los cuales han
sido investigados por Binz [5], Fisher [6], Keller [7) y otros. Los Espacios Vectoriales Pscudo-
Topolégicos que fueron introducidos por Marinescu [8] son también del mismo origen. Sobre
estos Espacios que no son E.V.T. se puede construir una teoria de diferenciacién en donde cada
funcién diferenciadle cs continua ¥ la regla de la cadena se verlfica para todos los ordencs. Una
nueva nocién de dife bilidad d inada diferenciabilidad equiconti pucde cvitar los
dos problemas anteriores, mas detalles se pueden encontrar en Yamamuro f1).

En cl capitulo 4 comenzamos considerando la funcién composicién de £ (X,Y) x £ (Y, Z) en
L (X, Z) para E.V.T. Localmente Convexos de Hausdorft X, Y, y 2. (definicién 4.1). Llegamos
a probar que a pesar que la funcién composicién no siempre es continua (Teorema 4.1) resulta
que siempre es Frechet diferenciable en todo punto y cuando cada subconjunto acotado de
L (Y, Z) es cquicontinuo también resulta ser de clase C* (Teorema 4.4). Lucgo investigamos la
diferenciabilidad de la inversa de funci diferenciables: la mds importante brecha entre el caso
Normado y el caso no nornado. Llega a ser claro con al jemplos que es imposible obtener
una generalizacién satisfactoria de la versién para Espacios Normados usando cualquiera de las
definiciones existentes de diferenciabilidad. En los Teoremas 4.14 y 4.15 se imponen que cl
Espacio X sca S ial te Completo y dici ¢l teorema a funciones de clase C?
respecto de una inorma pen X (Sul i6n 4.2.2). Finalmente en la seccién 4.3 enunciamos
y demostramos varios tcoremas relacionados con cl tecrema de la funcién inversa pero
Espacios Normados.
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Capitule 1
Preliminares

Dado que en ¢l presente trabajo se ideran ial te Espacios Vectoriales Topoldgi-

cos (E.V.T.), este primer capitulo presenta un resumen de algunos hechos importantes en estos
Espacios, muchos de ellos sin demostracién. Una presentacion extensa de la teoria en E.V.T.
se puede encontrar por cjemplo en (9, 12, 14, 15]

1.1. Generalidades en Espacios Vectoriales Topolégicos

Definicién 1.1 (Espacio Vectorial Topoldglco) Un Espacio Vectorial Topoldgico es
un Bspacio Veclorial con una Topologia asociada que hace L e las of i del
Espacio Vectorial, Es decir. dados X un Espacio Veclorial y T ¢ P (X) una topolagia en X .

decimos que (X, T ) es un E.V.T. cuando

V1. La funcién (z,y) € X x X = 2+ y € X ¢s continua en X x X
V2. La funcién (M,z) € K x X = Az € X es continua en B x X

Observe las condiciones (V1) y (V2) impuestas e la definicién anterior, sin esas condiciones
una topologia cualquiera sobre un Espacio Vectorial X no lo convierte en un E.V.T.

Ejemplo 1 Considerc ¢! Espacio ial R y la Topologia 7 = {< —a,a > Ja > 0}u
{8,& }. Esta topologit no convierte a R en un E.V.T. porque no hace continuas a la suna,
en cfecto, consideremos 2 = 3 4 (~1) y la vecindad V =< —2,1,2,1 > del 2, entonces para
cualesquier Vy =< —a,a > ¥y ¥ =< --b,b > vecindades del ~1 y 3 no se cumple que
Vi+VaCVyaquel€V, y3€Vpsinembargot+3=d¢V

Para cadaa € X y A € K — {0} definimos las funciones Ta : X = X por Ty(z) =a+zy
M, : X = X por My(z) = Az que clarainente son homeomorfismos de X e¢n X con inversas
T) '=Tay (M\) P = Mi' De csto podemos afirmar:

U C X es abierto 4» a+ U C Xes abierto,Va € X
U C Xes abierto <» AU C Xes abierto, VA € K — {0}

La continuidad de la multiplicaciéon por peemite demostrar la siguiente propicdad:

SiU C X cs abierto y z € U entonces 3t: 0< t < 1/z € tU (1.1)



en cfecto, solo basta observar que ¢ conjunto {a € K Jaz € U} = $~}(U) cs abierto y contiene
all,dondec ¥:a €K = az € X
Por una base local en un E.V.T. (X,7) entenderemos una familia B C 7 de vecindades
del cero tal que
YU C X, vecindad del cero en X, 3B € B /B cU

por la observacién anterior la topologia 7 de un E.V.T. queda completamente determinada
por una base local. Una Topologia Vectorial 7 en un mismo Espacio Vectorial puede tener dos
bases locales, el siguiente teorema caracteriza las topologias por sus bases locales

Teorema 1.1 Sca X un Espacio Veclorial al cual se le asocia dos T'opologias Vecloriales
T 1,7 2 con bases locales By, B3 2 respectivamente. Se cumple que Ty = T 2 (i.c. las lopologias
son las mismas) si y solo si sc verifice

1. YU€B,, VeB,[VCU
2.WeB,WeB,/UCV

Mis adn, podemos tener un Espacio Vectorial X y una topologia 7" en X que no necesari-
amente es Vectorial (7.c. 7 es una topologia en X que no necesariamente hace continuas a las
operaciones de X), el siguiente teorema presenta condiciones necesarias y suficientes para que
T sca una Topologia Vectorial.

Teorema 1.2 (Caracterizacién de Topologias Vectoriales por Bases Locales) Sca X
un Espacio Vectorial vy T C P (X) una Topologia cn X. Sc cumple que T cs una Topologia
Vectorial sobre X si y solo si

a). 7T cs invarianic por traslacioncs, cs decir que para cralguicr z € X sc verifica

U C X cs abicrto & 2+ U cs abicrto

b). Eziste una basc B C T de vecindadcs del cero en X tal que
bl). Cada micmbro B € B e¢s cquilibrado y absorbente
b2). VBeB,3UeB/U+UCB
Un teorema de separacién [9, teorema 1.10) tiene las siguientes consecuencias importantes:
Teorema 1.3 Sea X un E.V.T.

a). Para cualquier B una basc local, se cumple que cada clemento de 5 contienc a la clansura
de algiin clementode B.

b). X es de Hausdorff si y solo si cada conjunlo unilario cs ccrrado.

c). Todo subconjunio pacto de X cs acolad

d). Cuando X cs de Hausdorff, fodo subconjunto compacto también cs cerrado.



Cuando trabajamos con vecindades del cero cu un EV.T., en 1 es deseabl
que estas vecindades tengan al teristicas de las bolas en Espacios Normados. Algunas
de estas caracteristicas se pueden conseguir, si definimos en un E.V.T. cualquiera X para A C X
lo siguiente.

A es simétrico cuando A = —4
A cs equilibrado cuando a4 C 4, Va € K con jof € 1
A cs absorbente, cuando X C o t4

A es acotado, cuando para cualquier vecindad Us C X del cero en X, existe un é > 0 tal que
ACtUy, Vt>6

Una vecindad cualquiera del cero, si bien es cierto que no necesariamente es simétrica ni
cquilibrada, si puede contener a una vecindad simétrica y equilibrada del cero. El siguiente
teorema lo muestra

Teorema 1.4 Sean X un E.V.T. y U una vecindad del cero en X, enlonces

a). Para cualguier n € N cziste una vecindad simélrica del cero Up tal que

—ee——,
Us+Uo+--+UaCU

b). Buwistc una vecindad ¢tmétrica y cquelibrada del cero tenida en U.

c). Cuando ademds U ¢s convczo, ezistc una vecindad simétrica, cquilibrada y conveza del cero
contenida ¢n U.

d). U es absorbente.

Es decir que cualquier vecindad [convexa] del cero en un E.V.T. contiene a una vecindad
simétrica, cquilibrada [ y convexa] del cero, ademds del hecho de que cualquier vecindad ya es
absorbente.

También existe otras formas de caracterizar a los conjuntos acotados.

Teorema 1.5 (Caracterizacién de conjuntos acotados) Sca X un E.V.T. cualquicra, pava
un subconjunto A C X son cquivalentes

1). VV C X, vecindad del cero en X, 36 >0 JI\| S §=>AACV
2). YV C X, vecindad del cero en X, 36 >0, J§ACYV

3). YV C X, vecindad del ccro en X, 36 >0, /9t > 6, ACtV
4). V(anlnet € A yV(a)nent CK con An =0, Agan - 0

Lacl ¢ interior topoldgicos lienen las siguientes propiedades adicionales en un E.V.T.

¢ T

Teorema 1.6 Sea X un E.V.T. y A,BC X sub juntos de X, ent. s s¢ verifica:



a). A= (] (4+D)
vex
vecindad del cero
b). A+BCA+B;  int(A)+int(B) Cint(A + B)
c). Va €K, aA=aA; VaeK -(0}, int(ad)=aini(4)
d). Si A es convczo, enlonces A y int(A) son convczos.
e). Si A es acotado cntonces A y int(A) son acotados.

f). Si A es cquilibrado, entonces

a también cs cquilibrado
int(A) es cguilibrado, cuando 0 € int(A)

1.2, Seminormas y Convexidad Local

Un E V.T. serd llamado Localmente Convexo cuando exista una base local cuyos miem-
bros sean todos convexos. Es claro del Teorema 1.4 que todo E.V.T. Localmente Convexo tiene
una base local convexa y equilibrada. Una seminorma en un E.V.T. ¢s una funcién p: X = R
que verifica las siguientes condiciones

S1. p(z+y) < p(2) +ply), Vz,yeX
S2. plaz) = lalp(z), Vx € X, Va €K

Las seminormas estan estrechamente relacionadas con los E.V.T. Localmente Convexos de
dos maneras: En todo E.V.T. Localmente Convexo existen seminormas continuas y recipro-
camente si sc tiene una familia de scminormas en un E.V.T. cualquicra, sec puede definir una
Topologia Vectorial sobre dicho espacio que lo convierta en un E.V.T. Localmeute Convexo.

Para un Espacio Vectorial cualquiera X (sin ninguna topologia asociada a ¢1) y un subcon-
junto A C X convexo y absorbente, definimos la funcional de Minkowsky asociado a A como
la funcién pg : X = R definida por

palz) = inf{t > 0/x € tA}

cuando 4 es equilibrado se prucba que 14 es una seminorma en X y cuando 0 € int(A) esta
seminorma es continua. Esto lo enunciamos en el siguiente teorema

Teorema 1.7 (Existencia de Seminormas en un Espacio Vectorial) Sea X un Espacio
Vectorial cualguicra. Para cada subconjunto A C X , cquilibrado y absorbente de X se
cumple

a). La funcional de Minkowsky py: X = R es una seminorma en X

b). ua ¢s continua cuando 0 € int(A)



de aqui se deduce que en un E.V.T. Localmente Convexo (en donde existe wna base lo-
cal convexa, equilibrada y absorbcntc) siempre sc puede dcﬁmr una familia de seminormas
continuas, con solo id, las fi les de Mink ky de cada miembro de dicha base
local

El siguiente teorema presenta la situacidn inversa.

Teorema 1.8 (Topologia Generada por una Familia de Seminormas) Scan X un Es-
pacio Veclorial; P una familia de seminormas. Si para cadap € P y¢ > 0 definimos el conjunto
Ulp,¢) = {x € X/p(a) < ¢}

entonces la familia

8 ={() Ulp.)/F CP,A CR* finitos } (1.2)

pEF
€A

¢ una basc local para una inica topologia T y ademds verifica lo siguiente:

a). (X,7) es un E.V.T. Localmente Convezo

b). Cada seminormap € P, es 7—continua

¢). 7 es la mds pequenia Topol Vectorial Localmente C que hace continuas a todas
las seminormas de P .

d). AC X es7—acotado & toda inormap € P es acotada en A (i.c. p{A) C R es acotada)

e). (X,7) es de Hausdorfj & la familia dc seminormas P separa puntos de X'

Para el E.V.T. (X, 1) Localmente Convexo podemos hallar 5 C 7 Base Local convexa y
cquilibrada, por ¢l Teorema 1.7 aseguramos que la familia

P ={up/B € b}

consta de seminormas continuas. Por otro lado el Teorema 1.8 afirma que esta familia genera
a su vez una topologia 7;. Se cumple ambas topologias son las mismas, es decir que 7 =7

Resumimos los resultados anteriores en ¢l siguiente teorema de caracterizacién de E.V.T.
Localmente Convexos

Teorema 1.9 (Caraterizacién de E.V.T. Localmente Convexos) Un Espacio Vectorial
Topoldgico es Localmente C [de Hausdorff] si y solo si su topoiogia es determinada (en cl
sentido del Teorcma 1.8) por una cicria familia de seminormas {quc scpara puntos| del Espacio.

Este tcorema afirma entonces que en un E.V.T. Localmente Convexo, su topologia cs gen-
crada por una cierta familia de seminormas. Se puede probar sin embargo que dicha topologia
tambien cs generada por la familia de todas las seminormas continuas en el Espacio.

Teorema 1.10 Sean (X, 7) un E.V.T. Localmentc Convezo, enlonces
a). La topologfa de X es generada por la familia de lodas las seminormas continuas

S¢(X)={p: X = R /p es seminorma T — continua en X}



b). X ¢s de Hausdorff ¢ Y2 € X conz #0, 3p € SC(X)/p(z) #0

Asi, do teng una vecindad del cero U € X en un E.V.T. Localmente Convexo
pod hallar inormas conti pi: X = R y reales positivos ¢; >0, (i =1,2,...,m)
tales que

n {z € X/pi(z) < (,-} cvU

i=
Mas atn en [9, pag. 35: ci. 8] se demuestra que si X es un E.V.T. Localmente Convexo,
entonces se puede encontrar una familia de seminormas P que genera la topologia de X de
modo que la familia de conjuntos dela forma {z € X /p(it) < ¢} forman una base local,

Teorema 1.11 Sean (X,7) wun E.V.T. Locah te C 2 ezisle una familia de
seminormas P que gencra la topologia 7 tal quc si definimos para cadap € P ye > 0 ¢l
conjunto

Ulp.¢) = {x € X/p(z) < ¢}
entonces la familia

B ={U(p,e)/peP.e>0}

es una base Local para r.

Este teorema permite afirmar entonces que si U es una vecindad del cero en un EV.T.
Localmente Convexo X entonces podemos hallar una seminorma continua p: X = R y un real
positivo ¢ > 0 tal que

{rex/plz)<efCcU

También se pueden caracterizar a los conjuntos acotados en un E.V.T. Localmente Convexo
X de la siguiente manera. Supc que P = {p;/i € I} sea una familia cualquiera de
scminormas que genera la topologia de X entonces de la parte (d) del Teorema 1.8 un conjunto
A C X sera acotado si y solo si se verifica

sup{pi(z)} < oo, Vi€[ (1.3)
zEA
Decimos que un E'V.T. X es normable cuando existe una norma definida en X que genere
la misma topologia de X. El siguiente teorema caracteriza a los Espacios Normables

Teorema 1.12 (Caracterizacién de Espacios Normables) Un E.V.T. cs normable si y
solo si cxiste un vecindad del cero conveza y acolada

El siguiente teorema simplifica ¢ andlisis en Espacios Vectoriaks de Dimensién Finita

Teorema 1.13 (Teorema de Tychonoff) En un Espacio Vectorial X de dimensién finita,
czislc una y solo una Topologia Vectorial Localmenie Conveza de Hausdorff compatible con las
7 ? del Espacio. A csta se¢ le lamard su Topologia Natural.

Innnlont
Poiog

Mas avin, se prucba que cualquier p y ||.]| seminorina y norma respecti
de dimensién finita X, existe una constante A > 0 tal que

en un Espacio

p(2) < Mlall, v2eXx (1.4)



1.3. Funciones Lineales entre E.V.T.

Para una funcién lincal entre Espacios Normados, ¢l concepto de continuidad es equivalente
al de acotacién; la situacién es diferencte en E V.T. Una funcién lincal f: X = Y entre E.V.T.
es llamada acotada cuando transforma t tados de X cn conjuntos acotados de Y.

Teorema 1.14 (Acotacién y Continuidad) Sean f: X = Y una funcién lincal cnire los
E. V.T. X,Y. Consideremos las siguicnics afirmacioncs

a). f es continua en X.
b). f es continua cn algun punto zo.
c). f es acolada.
d). Sizn -3 0, entonces el conjunto {f(z,)/n € N} CY es acotado.
e). Sizn -+ 0, entonces f(zn) -+ 0
Entonces se cumple

1. (a) & (b).

2.(b) = (c) = (d) > (c)
y cuando la topologia de X es metrizable también se ciunple

3. (¢) = (a)

En E.V.T. Localmente Convexos de Hausdorfl la continuidad se puede exp en términos
de secminormas como lo muestra el siguicnte teorema (ver (12, pag. 42])

Teorema 1.15 (Continuidad en E.V.T. Localmente Convexos de Hausdorff) Sean f: X —
Y funcién lincal entre E. V.T. Localmente Convezos dc Hausdorffy P una familia de seminor-

mas quc generan la topologia de X. Entonces f cs continua si y solo si para cada seminorma
continua ¢ € SC(Y), czisten p € P y X > 0 tal que

o[/(2)] € M(z), VzeX

1.4. Teorema de Hahn-Banach

Pre 0s el t de Hahn-B. h y alg de sus corolarios, segiin lo que necesi-

tamos cn este trabajo. Una versién andlitica del tecorema de Haln-Banach es la siguiente

Teorema 1.16 (Teorema de Hahn-Banach) Sean X un Espacio Vectorial (no nccesaria-
mente real), M C X un Subespacio Vectorial de X y p: X = R una scminorma en X. Si
f:M 5 K cs lincal tal que

@t <rl), vzeM

Ent cziste una Funcional Lincal F: X — K gquc verifica




1 FIM = f (i.e. F es una extensién de f)
2. |F(z)l € p(z), Vz € X

Las consecuencias en Espacios Normados son conocidas. Los siguientes resultados se cumplen
en EV.T.

Corolario 1.1 Sean X un E.V.T Localmente Convezo dc Heusdorff y zo € X con zg # 0,
entonces eziste una funcional lincal continua f: X = K tal que f(zo) #0

Corolario 1.2 Sea X un E. V.T. Localmente Convezo de Haunsdorff, entonces el dual X* separa
puntos de X
1.5. Topologia Débil y Topologia Producto

1.5.1. Topologia Débil

Sca X un Espacio Vectorial cvalquiera y F C X; un Subespacio Vectorial, ent la
Topologia Débil en X, que denotaremos por o(X,¥), csta definida por cvalquicra de las
siguientes afirmaciones equivalentes

a). Es la mas pequena Topologia Vectorial Localmente Convexa que hace continuas a todas
las funciones f € F

b). Esla topologia gencrada por la familia de seminormas P = {py/f € F} donde ps : X - R
esta definida como

ry(z) = |f(z)l, Yze€X

¢). Es la topologia gencrada por la familia de seminormas P = {ps/F C F finito } donde
pr: X — R cstd definida como

pr(z) = mix If(z)), vYze€X
Cuando ¢l Subespacio F C X separa puntos de X, la Topologia débil o(X,F ) resulta ser
de Hausdorff.

1.5.2. Topologia Producto

Comencemos definiendo la Topologia Producto en un producto general. Sean {X;}ies una
familia de Espacios Topoldgicos (no necesari te Vectoriales) d producto general se define
como

X =TI Xi={: I+ |JXifwti) € X,, Vi € 1}
i€l i€l
para cada indice i € J fijo la proyeccién =it X ~» X; sobre el i-csimo factor se define como
(%) = 4(3), Vi € X. La Topologia Producto en X cs la mas pequeiia topologia que hace
continuas a todas las funciones proyecciones, es decir

Topologia Producto en X = n T
T€F



donde F = {r € Top(X)/m; es T-continua en X, Vi € I}. Una subbase para la Topologia
Producto estara dada por la {familia

T={x7Y(V)/i € 1,V C X; s abierto en X;} =

los abiertos subbdsicos de la Topologia Producto son llamados cilindros. Esta idea se expone
en el siguiente diagrama

- —_— Ufacer

Una base, s¢ mbros de Z.

Cuando los Espacios X; son E.V.'L. entonces el Producto X = |];¢; Xi con la Topologia
Producto cs también un E.V.T. (cl Espacio de todas las funciones : I = Ujer Xi) que resulta
ser Localmente Convexo cuando todos los Espacios X; son Localmente Convexos. El siguiente

10pi ue usaremos pri ¢ cn los
t Ig piedad P I pal " 1 jempl

Teorema 1.17 Sean {X;}ier una familia de E.V.T. Localmente Convezos y X = [];¢; Xi con
{a Topoloyia Product t se cumple

a). X es un E.V.T. Localmente Convczo
b). Si Xi es de Hausdorff, Vi € I, entonces X es de Hausdorff
¢). Sipara cada i € [ y q € SC(X;) dcfinimos

peil¥) = olv(@)], Ve e X

cntonces la familia de seminormas P = {pq;fi € I, ¢ € SC(X;)} genera la Topologia
Producto en X

d). Las siguicntcs familias son Bases Locales para la Topologia Producio

B ={[ ) UG,4i&:)/F C T finite , ¥i € F, q; € SC(Xi), & > 0}
i€F



donde U(i,g;,¢)) = {¥ € X/a[$()] < e}
B = ((] U(i,V;)/F C I finito i € F,V; C X; s una vecindad dcl ccvo en X}
ieF
dondc U(i, Vi) = {¥ € X /(i) € V}}
e). Un subconjunto A C X cs acolado si y solo si su proyeccion en cada X; es acolado, es

decir Vi € 1, mi(A) = {(i)/+ € A} C Xi es acotado

Un caso particular de producto es aquel en el cual todos los Espacios X; son idénticos,
digamos que X; = Y, Vi € . En este caso ¢l Espacio Producto no ¢s otra cosa que el Espacio
de todas las funciones de I en Y que sucle denotarse por Y7

X = IIY ={¢: ] 5 Y/¢ es funcién }
i€l

¥ la Topologia Prod es fr 1 te Ylainada Topologia de Convergencia puntual,
esto sc justifica en cl siguiente teorema

Teorema 1.18 Sea el Espacio Y/ = [[;¢; Y con la Topologia Producto
a). Si f: R = Y7, entonces
lim () =0 # lim S(9)6) =0, Vi€l
b). Si f: N = Y/ (ic. f es unasucesién en Y!), entonces
dim fa=feY' e lim f.() = f6), viel

El teorema siguiente es otra caracterizacién de conjuntos acotados en E.V.T. Localmente
Convexos

Teorema 1.19 (Teorema de B h-Steinhaus) Un subconjunto A € X de un E.V.T.
Locaimente Convezo cs acotado si y solo si es a(X, X")-acotado

Dado que la topologia débil a(X, X") es gencrada por la familia de seininorias de la forma
97(z) = {f(z)| donde f € X", entonces de (1.3) resulta que

A C X csacotado ¢ sup|f(z)| < o0, Vfe€E X' (1.5)
2€A

1.6. El Espacio F(X,Y)

Sea X # 0 un conjunto no vacio cualquicra ¢ ¥ un E.V.T.. Definiremos una topologia
en ¢l Espacio F(X,Y) de todas las funciones de X a Y. En rcalidad se definiid un espectro
de topologias en base a una familia ¢ C P(X) de subconjuntos de X que sca dirigida (ver
Definicién A.2) por la inclusién de conjuntes, ¢s decir que para cada A, B € ¢ exista un C € o
que contenga tanto a A como a B. El siguiente teorema define Ja topologia (no necesariamente
vectorial) en el Espacio F (X.Y)
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Teorema 1.20 (Topologia en cl Espacio F(X,Y)) Scan X # @ cualquicr conjunto; Y un
E.V.T. con base local B y ¢ C P (X) una familia de subconjuntos de X tal que

VA,B€g,3C€g [ACC, BCC
Si pare cade A €5 yV € B definimos ¢l conjunto
d(aV)={f e FX,V)/J(A) CV} CF(X.Y)
entones la familia
= {I;(A‘V)/A €a, Ve B}
es una Basc de Vecindades del cero para una Topologia invariante por traslaciones en F (X.Y')

Demostracién. Definimos la topologia, que denotaremos por 7,, como aquella formada por
0. F(X,Y) y los abiertos definidos como

9#A CF(X,Y)csabierto & Vi€ d, ¥(AV)eB /f+U(AV)CA
1ro. Mostremos en primer lugar que la familia
7o = {0, F(X,Y)}U{A C F(X,Y)/A cs abicrto }

es una topologia en F (X,Y). Scml A 1 .A-iz ubi_g_x'tos, y consideremos f € :11 n :(2 cualquicra,
por definicién existen U (A1, V4), U (A2,12) € B tales que

f+TAV)C A, i=12

por la condicién impuesta sobre o podemos hallar un A € o _tal que Ay C Ay A2 C A Para
demostrar que A1 NA 2 es abierto, debemos mostrar que f+U (4,V) C AinAjdonde V € B
es tal que V C V3 NV, sca para esto g € u (A, V) cualquicra, luego g € F(X,Y) es tal que
9(A) C V C ¥in Vs entonces g(Ai) C g(A) C iNV2 C V;, (i = 1.2), s decir g € U(Ain Vi)
y en_consccuencia f +9€ A4, (i =1,2). Como g € U(A V) fuc arbitrario concluimos que
f+U(A,V) C A1 N A2 Mostremos ahora que la unién arbitraria de abiertos es abierto, sca
Aj; abicrto Vi € I y consideremos f € U.gr.A, cualquicra, entomces f € A, para algun i y por
tanto_existe a (AV)e B tal que f+U(AV)CA;iC UiesAJ. Bsto demucstra que la unién
u.gy.A es abierto.
2do. La topologia 7¢ es invariante por traslaciones. Esto es claro de la misma definicién de
abiertos. .
3ro. La familia 8 C P (F (X,Y)) es una base de vecindades del cero para la topologia 7,.

Esto también es cvidente. u]
OBS. En ¢l a la topologia 7o no depende de la cleccién particular de la base local 5 de Y.

Es decir, si tenemos 5,52 dos bases locales [equilibradas) de Y y 7y, 72 las topologias respectivas en

F(X,Y) definidas como en ¢l t 71 = 72. En efecto, los abiertos son definidos como

A C F(X,Y)es i—abierto ® VA€ A, A€o,V €B:/f+U(AV)C A

Pero como 53 y B2 son bases locales para la misma Topologin Vectorial en Y entonces se verifi-
ca ¢l Teorema 1.1. Asi, para cunlquier V; € 5, (V3 € B;) cxiste un V2 € B2 (V; € B5,) tal que
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V2 ¢ Vi (Vi C V2) y en consccnencin para cualquier ll(A Vi) eb l(ll(/-l %)es :x) cxiste un

(s va)eBy(fi(a, 1) e B ,) tal que & (A V0) € & (A1), (3 (4,1%) € M(A,V|)). Esto es sufi-
ciente pata garantizar que ambas topologias son iguales.

d

Este t nos permite fi tar la sig
Definicién 1.2 (Topologia de Convergencia Uniforme en F(X,Y)) Scan X # 0 con-
unto cualquicra, Y un E.V.T. con basc local B y o C P (X) una familia dc subconjuntos dec
X que verifica

VA,B€o,3Ce€¢/ACC, BCC (1.6)
La topolagia definido en el teorema anterior serd llamada Topologia de Convergencia Uni-
forme en subconjuntos de o (o ) te o —~topol ) y que denotaremos por 7,

Ahora necesitamos imponer condiciones bajo las cuales la Topologia de Convergencia Uni-
forme sea Vectorial, es decir que convierta a F (X,Y) en un E.V.T. Esto lo damos en el siguiente
tcorema.

Teorema 1.21 (7o como Topologia Vectorial) Con las mismas condiciones de la Defini-
cidn 1.2. Sea G C F (X, Y) un Subespacio Vectorial

a). G es un E.V.T. bajo la 0 ~topologia si y solo si se cumple

V/€G, VA€o, f(A)CY es acotado en Y 1.7)

b). Si se cumple (1.7) y ademds Y es Localmente C t G es un E.V T. Local-
mente Convezo

Demostracién. Primeramente observemos que los abicrtos de G son aquellos inducidos en G
por la o—topologia de F(X,Y), por lo tanto son de la forma GAU donde U es un o-abierto.
En particular resulta que la familia de todos los subconjuntos

UAV)nG={feG/f(A)CV)CG

donde A € 0 y V € B (podemos considerar a Bcomo una base local equilibrada para la
topologia de Y'), forma una base de vecindades del cero en G para la topologia inducida que
denotaremos por B g. Teniendo en cuenta esto, en lo que sigue de la demostracién escribiremos
U (A, V) para denotar al abierto (en G): {f € G/f(A) C V}.

(a) (=) Sean f € G, A€o0 yV € B cualesquiera, desde que G es un E.V.T. entonces
cualquier vecindad del cero en G es absorbente y en particular para la vecindad lI(A V)
podemos hallar un § > 0 tal que f € it (A,V) o cquivalentemente f(A) C 8V demostrando
que f(A) es acotado en Y’

(¢=) Como Ja o—topologia ya es invariante por tr sera suficiente mostrar
la condicién (b)_del Teorema 1.2. Sca II(A V) € B¢ cunlquxcra. donde A€o yV eEBy
mostremos que U(A V) es equilibrado y absorbente. Sean & € K con Ja] < 1y f € U(A.V)
cualquiera, desde que V es equilibrado tenemos que (af)(A) = af(A) C aV C V de donde
af il (A, V) demostrando que U(A, V) es equilibrado. Para mostrar que es absorbente usemos

1aei t
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1a hipétesis del , sca f € G cualqui como f(A) es acotado cntonces podemnos hallar
un § > 0 tal que f(4) C &V esto implica que f € JII(A V) y por tanto u (A, V) es absorbente.
Finalmente para la condicién (b2) sea V* C Y vecindad simétrica y equilibrada del cero en Y
tal que V* + V¢ C V cntonces cs claro que & (A, Vo) +U (4,Vy) C U (A,V) donde Vo € B es
tal que Vo C V*

(b) La condicién (1.7) ascgura que G es un E.V. T y como Y es Localmente Convexo pode-
mos hallar una base local 5 convexa y equilibrada de modo que fa familia B = {Il (4, V)/A €
o, V € B3} resulta ser_una base local para G. Mostremos que cada miembro de B ¢ es convexo,
para cllo scan f,g € U (A.V) y X €< 0,1 > tenemos

A+ (1= 2)g](4) = Af(A) + (1 - N)g(A) CAV+ (1 = AV C V

la dltima desigualdad es por la convexidad de V. o

OBS. Dec la demostracién antcrior se deduce que si A€ ¢ y V C Y o6 una vecindad del cero en ¥
Taus . o :

d(AV)={f €G/f(A) CV)

¢s un g—abierto en G que serd cquilibrado cnando V sea equilibrado, y couvexo cuando 1 sca convexo.

Teorema 1.22 (7, como Topologia de Hausdorff) Scan X un Espacio Topoldgico (no nece-
sariamente Vectorial); Y un E.V.T. de Hausdorff y ¢ C P (X) una familia de subconjuntos

de X que satisface (1.6) y que ademds verifica LJ S§ = X (i.c. la unién dec micmbros dc o cs

See
densa en X ). Si un Subespacto Vectorial G satisface
2). Vf € G, VA €0, f(A)CY ¢ utvtudo.

b). Vf € G, f es continua cn X
Entonces G ¢s un E.V.T. de Hausdor[f bajo la o ~taopologia.

Demostracién. La condicién (a) y el Teorcina 1.21 garantizan que G esun EV.T. Sca f € G
con f 3 0, entonces existe un z; € X tal que f(z;) # 0 y como Y es de Hausdorff podemos
hallar un abierto Vi C ¥ que no contenga al cero (0 ¢ ¥4) con f(z1) € V. Por hipétesis f es
continua en x; por tanto existe un abierto Uy C X con z1 € Uy tal que

zely = flz) eV

Ademas como la unién |Jge, S es densa en X entonces Uy N Usea S # @y por tanto existen
So € 0 y zo € Ui N So, es decir hemos hallado un zo € So € o tal que f(z0) # 0. Sea Vo € 15
tal que f(zo) ¢ Vo (recuerde que Y ¢s de Hausdorff). Esto demuestra que & (So, ¥3) es una
vecindad del cero en G que no contiene a f y por tanto G es de Hausdorff. o

Si suponemos que la unién de miembros de o sea todo el espacio X, podemos omitir las
hipotesis de d paralos cl de G y prescindir de la topologia en X.

Corolario 1.3 Scan X # 0 conjunto cualguicra, Y un E.V.T. de Hausdorff y o C P(X) una
familia como en la Definicién 1.2 tal que Uge, S = X. Si un Subespacio Veclorial G satisface

Vf €G, VA €a, f(A)CY cs acotado
Entonces G es un E.V.T. de Hausdorff con la o—topologia.
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Demostracion. La condicién dada para G garantiza que sca un E.V.T., mostremos que es de
Hausdorff. Sea f € G con f # 0 cntonces cxiste un 29 € X tal que f(zo) # 0, ademdas como
Useo S = X podemos hallar un S € o tal que zg € Sp. Sea Vo € B tal que f(zo) ¢ Vo entonces
tenemos que zo € So € o es tal que f(zg) € Vo. Con csto es claro que la vecindad & (So, Vo) es
una vecindad del cero en G que no contienc a f demostrando que G es deHausdorff. o

Ahora st X es un E.V.T., 0 e¢s una familia de subconjuntos acotados que verifica (1.6} y
G es un Subespacio Vectorial de funciones continuas, entonces las condiciones (a) y (b) del
Teorema 1.22 se satisfacen. Asi obtenemos el siguiente corolario

Corolario 1.4 Sean X,Y dos E.V.T. conY {Localmente Convezo] fde Hansdorff), o C P (X)
una familia dc subconjuntos acotados de X que verifica (1.6) y ademds LJ S = X, entonces

S€o
cnolquier Subespacio Vectorial G C £(X,Y) es un E.V.T. [Localmente Convezo] [de Hausdorff/
bajo la o—topologia.

Demostracién. Inmediata del Teorema 1.22. =]

Teorema 1.23 Scan X,Y dos E.V.T. con Y Localmente Conuczo cuya topologia ¢s gencrada
yor la familia de seminormas P = {p;[i € I}; o C P(X) una familia de subconjuntos acotados
de X que satisface (1.6) y ademds U §$=XyGC L(X,Y) un Subespacio Vectortal. Ent

S€o
la familia dc scminormas P = {ps.i/S € a,i € I} dondc cada ps.;: G = R cstd definida por

psilf) =suppilf(z), VfeG
€S

genera la o—topologia de G

Demostracién. El Teorema 1.8 afirma que la famlia 3 de intersecciones finitas de conjuntos
dela forma {f € G/ps.i(f) < ¢} donde S € g, i € I 'y ¢ > 0 es una base local para la topologfa
generada por 2 que denotaremos por 7. Ahora, la topologia 7o tiene como base local a la
familia de conjuntos de la forma {f € G/ f(S) € V) dondc S € g y V C Y es una vecindad
del cero en Y. Para demostrar que ambas topologias son las mi del verificar las
condiciones (1) y (2) del Teorema 1.1. Consideremos ¢! abicrto T —bdsico

m
V=) {I € G/ps,i, (f) < tj}
i=1

donde S; € 0, i; € I, ¢; > 0, (7 = 1,2,...,m). Si definimos cl abierto V = ﬂ v €
Y/p.,(y) < ¢} y el conjunto S € o tal que S; C S, j =1,2,...,m cntonces sc comprucba
que el 7, —Dbisico H(S V) estd ido en V. ip para cl abierto 7, =bésico
U(S,V) donde S €0 y V CY esuna vecindad del cero, pod hallar inormas p;, € P
Y ¢ >0, j=1,2,...,m tales que r];-"=, y € Y/p.,(J) < ¢} € V. Si definimos ¢l abierto
7 —~bssico

5= (V{7 € lrsiy )= supp /(2)] < &}

J=t
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Capitulo 2

Varias Definiciones de
Diferenciabilidad en Espacios
Vectoriales Topoldgicos

La generalizacién del concepto de derivada a Espacios Vectoriales Topolégicos sigue de la
ideca de aproximar una funcién cualquicra en una vecindad de un punto por una funcxon Imcal
Un método general de aproximacién sigue csta idea, que la fi 6n de ién no
necesariamente sca lineal. Asi una funcion f : X = Y entre E.V.T. serd dl(crcnclablc en un
punto z cuando se puedan hallar funciones T: X -+ Y y r: X = Y tales que

flz +h) = f(z)+T(h) +7(h), YheX

La primera seccién de este capitulo presenta un bosquejo de como se define una operacién
de diferenciacién gencral para funciones definidas entre Espacios Vectoriales Topolégicos ¢ im-
ponemos luego condiciones para que las propicdades de estos métodos no difieran mucho de
las propiedades de la dif iacién ordinaria. En la seccién 2.2 hacemos un resumen histérico
del desarrollo del concepto de derivada, las definciones dadas alli son como originalmente las
presentaron sus autores. Finalmente en la seccién 2.3 T las definici de la seccién
anterior, do las cquival entre muchas de cllas y reduciendo el mimero de defini-
ciones a unas pocas, mostrando medi contracjemplos que estas definiciones resultantes no
son cquivalentes.

2.1. Propiedades generales de la derivada

2.1.1. Definicién de derivada

Comencemos con la derivada de una funcién real de variable real f en un punto z € R.
Esta derivada es un nimero A definido por

flz+h)= f(a) + Ak + r(h)
donde

h=0 L



Desde que existe una correspondencia biunivoca entre fos niimeros reales y las funciones lincales
de R cn R, entonces para encontrar la derivada de una funcién real de variable real en un punto
x se debe encontrar una funcién lincal f'(z) tal que la diferencia r(h) = f(z +h) - f(z) - f'(z)h
sca una cantidad “infinitainente pequeiia® respecto a i Este punto de vista es la basc de la
g lizacién del pto de derivada a funciones entre Espacios Vectoriales Topoldgicos
(E.V.T) arbitrarios,

El problema de definir la derivada es una variante del problema de aproximar una funcién
arbitraria por una funcién en una clasc dada. Para definir la operacién de diferenciacién entre
E.V.T. necesitamos lo siguiente

1. Para cada par X,Y de EV.T. sc debe indicar una clasc A(X,Y) de fanciones de aproxi-
macidn (f.c. una clase para la cual las derivadas de una funcién arbitraria van a pertenccer).
La cleccién miés natural de A(X,Y) es tomar un subconjunto del conjunto de todas las
funciones lincales de X a Y, por ejemplo, el conjunto £(X,Y) de todas las funciones
lincales y continuas de X a Y, o el conjunto B(X,Y) de todas las funciones lincales y
acotadas de X a Y’

2. Para cada par X,Y de E.V.T. sc debe indicar una clase R (X,Y) de funcionesde X a Y
las cuales son consideradas "infinit ¢simalescon respecto a h”

Esto requicre entonces definir dos funciones Ay R que asocia a cada par X,Y de E.V.T.
las clases A(X,Y) y R(X,Y) ambos subconjuntos del Espacio F(X,Y)

Definicién 2.1 (Método de diferenciacién, Diferenciabilidad Gencralizada)

a). Cuando estdn definidas las funcioncs Ay R decimos gue sc ticne un método AR de difer-
enciacidn.

b). Para cada par de E.V.T. X ¢ Y, el conjunto A(X,Y) serd llamado conjunto de AR -
derivadas y R (X,Y) ¢l conjunto de R -funciones infinilesimales

c). Una funcién f: X -+ Y sc dicc quc es AR -diferenciable (o diferenciable por el método
AR) en un punto z € X en sentido generalizado si ezisten T € A(X,Y) yr €
R (X,Y) tal quc para cada h € X sc cumple

f(z+h) = f(z) + T(h)+ r(h) (2.1)

d). La funcion T € A(X,Y) es llamada lea AR -derivada de f en z en senlido general-
izado y serd denotada por f'(z) (denotando la dependencia de z)

OBSERVACIONES
1. La frasc en “sentido gencralizado™ serd omitida cuando 5o haya lugar a confusién.
2. Cada funcién r € R(X,Y) debe satisfacer r(0) = 0, para cualesquier par X,)” de E.V.T.

Elecciones arbitrarias de A(X,Y) y R(X,Y) dan origen a diferentes definiciones de deriva-
da de una funcién f: X = Y. Las propicdades de estas derivadas pueden diferir sustancial-
mente de las de derivadas ordinarias. Es natural entonces exigir que un método de diferenciacion
deberia tener las siguientes propiedades:
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D1 1. Toda funcién lineal y continua debe scr diferenciable en todo punto y su derivada
debe coincidir con la misma funcion.

2. Cualquier funcion constante debe ser difercnciable en todo punto con derivada cero.
3. La derivada de cualquicr funcién debe ser lineal y continua

D2 Cuando X = R entonces una funcién f : R = Y es diferenciable en z € R si y solo si
existe el limite

tim w (2.2)
y la funcién f'(z) : R ~+ Y debe estar definida por
) = LM Jla) g, g 23)

D3 Una combinacién lincal de dos funciones que son diferenciables en un punto es también
diferenciable en aquel punto y su derivada es la misma combinacion lincal de las derivad as
de 1as dos funci (Lincalidad dc la difcrenciacién).

D4 La posicion de funci difc iables es dife iable, es decir si f y g son diferen-
ciables en zg y f(z¢) respecti te entonces la composicién go f resulta diferenciable
en 2o cumplicndose que (go f)'(z0) = g'[f(z0))o /'{z0) (Tcorema de diferenciacion de
funcioncs compucstas).

Para que un método AR de diferenciacion satisfaga estos requerimientos scré suficiente que
las funciones Ay K satistagan las siguientes propiedades

Praoposicién 2.1 (Propiedades que debe satisfacer un método AR)
1). Para cada par X,Y dc E.V.T. sc ticnc que A(X,Y) = £L(X,Y)

2). Para cualquicr E.V.T. Y sc tieneque

. t
R(R,Y)={r:R 2 Y/r(0)=0 A 3._.33’5’ =0}
3). Para cualesquiecr E.V.T. X,Y y Z, sis € R(Y,2), r€ R(X,Y), Te (X, Y)yR €
L (Y, Z) entonces
1. RoreR(X, 2)
2. so(r+T)eR(X,Z)

4). Para cada par X,Y dc E.V.T. ¢l conjunto R(X,Y) (cuando no cs vacio) dcbe scr un
Subespacio Vectorial de F (X,Y). En particular 0 € R(X,Y) cuando R (X,Y) #0.

Demostracion. Mostremos que con estas cuatro condiciones se satisfacen las propiedades (D1)
- (D4). Veamos (D1): Si f : X ~ Y s lincal y continua (i.c. f € £(X,Y)) entonces por (1) y
(4) podemos escoger T = f y r = 0 que claramente verifican (2.1). Para la funcién constante
flz) =k, Vz € X consideramos T =r = 0 y (1) garantiza que la AR -derivada de cualquier
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funcién es lincal y continua. Para mostrar (D2) sea f : R = Y una funcién que es AR~
dif iable en 20 ent existe 7 € R (R,Y) y una funcién linecal y continua T € £ (R.Y)
que podemos identificar de manera natural con un clemento yo € Y (por ejemplo yo = T'(1))
de la siguiente forma

T(t) = tyo, VteR
Lucgo por (2.1) podemos escribir

f(z+l:})‘~j(z) e

M, vh eR

h
Por (2) la existencia del limite (2.2) estd garantizada (observe que solo necesitamos la inclusién
de izquierda a derecha) y seria igual a yg y la funcidn T : R = Y estaria definida como

Jatth-J=)_, S+th)-J@=) o
t =0 t ’

T(h)=hyg=h 31_%

cumpliendose asi (2.3). Reciprocamente, supongamos que s verifican (2.2) y (2.3) y denotemos

por ¥ € Y ¢l limite de (2.2), definamos la funcién T: B — Y como T(1) = ty que es lincal y

continua y la funcién r : R =} Y como r(#) = f(z +¢) ~ f(z) = T(¢), ¥t € R. Notemos que s¢

verifica r(0) = 0 y ademas

Jz+1)- /(=)
¢

,or(t) o
tim == = lim { w0} =10~ =0

luego por (2) resulta que + € R (R, Y), esto demuestra que f es A R diferenciable en 2. Veamos
ahora (D3). scan para ello f;: X = Y (i = 1,2) das funcianes AR -diferenciables en 2o € X,
y &, € R cntonces existen 7 € R(X,Y) y Ti = fi(z0) € £(X,Y) tal que en cada caso se
verifica (2.1). Para cualquier h € X

(afy +Bf2)(zo +h) = (afy + Bf2)(z0) = a[fi(z0 + k) ~ f1(20)] + B[ fa(zo + h) ~ fa(xo)]
= a[Ti(h) + r1(h)] +B(Ta(k) + r2(h)}
= (aTy + BT2)(h) + (or1 + Br2)(h)
por (4) ary + Bra € R(X,Y) demostrando que afy + Bf2 es AR -diferenciable en zo con
AR -derivada dada por T} + BT, Finalmente para mostrar (D4) consideremos f: X -3 Y y
9:Y = Z funciones AR -diferenciables en ©o € X ¢ yo = f(z0) € Y respectivamente, entonces
existen r € R(X,Y), T = f'(z0) € L(X,Y), s€ R(Y;Z) y R = g'(v0) € L (Y, Z) tales que
para cualesquicr h€ X y k€Y
J(zo + 1) = fxo) = T(h) +r(h)
9o + k) — 9(vo) = R(k) + s(k)

De donde podemos escribir

9lf(zo0 + b)) = g[f(=0)) = glvo + (f(=z0 + B) = f(=0))] ~ 9(v0)
= R[f(z0 + 1) = f(z0)] + s[f(zo + 1) = f(z0))
= R[T(h) +r(h)) + s[T(h) +r(h))
=(RoT)(h)+(Ror)(h)+so(r+ T)(h)
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para cualquier /1 € X. Por (3) y (4) resulta que Ror+so(r+7T) € R (X,Y) y en consccuencia
go f es AR -diferenciable en 2g con AR -derivada dada por Ro T o

Definicion 2.2 (Diferenciabilidad Regular y Casiregular)

a). Unmétodo de AR -difcrenciacién es Il do regular cuando se satisfacen todas las condi-
ciones (1) - (4) de la Proposicion 2.1 y ademds para lesquier E.V.T X,Y se cumple

L(X,Y)AR(X,Y)={0} (2.4)

b). Un método es llamado casiregular cuando se salisfacen (2.4), las condicionces (1), (3) y
(4) de la Proposicion 2.1 y la inclusién

RR,Y)C{r:R=+Y/r(0)=0 A hm (t) =0}
para cualquier E.V.T. Y.
c). Dircmos que una funcién f : X -3 Y ¢s R -diferenciable (R -casidiferenciablc) en un punto

x € X cuando sca AR dif able cn tido g lizadoy el método AR sca regular
(casiregular).

OBSERVACIONES
1. Es claro que un método regular es casiregular, es decir
ARes un método regular = ARes un método casiregular
Desde que para los métodos regul: ¥ casi )} sc satisface la dicién (1) de la Proposicién 2.1
escribiremos simplemente

R -método de diferenciacién

2. (Unicidad dc la casi-derivada) La casiderivada de una funcién cualquiera en un punto es iinica
En cfecto, supongamos que para )a funclén f:X -3 Y existan dos casiderivadas en un punto dado zo.

dig Ty y T, con funci imales ry, 72 € R(X,Y) para quicr /s € X pod.
escribir
Hazo + 1) = flzo0) = Tulh) + r1(h) = Ta(h) + ro(h)
dedonde T} — T2 =12 —r1 € L(X, Y)NR(X,Y) = {0} resultando ln unicidad.
3. Si Res un método casiregular de diferenciacié t pnra cada par de E.V.T. X,Y se cumple

que
R(X,Y)= {f:X = Y/ f es R -difcrenciable en 0 con f'(0) =0 ¥ f{0) = 0}

En efecto, la d ién cs i i do en cuenta Ja Definicién 2.1.

4. Dados dos métodos de diferenciacién AR y A;R o, de Ias si
1. AR es mis fuerte que A2R2
2. AR 2 es mis débil que A1 R

3. AyRi-diferenciabilidad implica A 2R 2-diferenciabilidad (lo que sc escribe A3 Ry = A2R2)
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quicre decir que

A (X Y)CA(XY)  y Ri(X,Y) CR(X,Y)
Es claro que 43R ) = A2R 2 cs cquivalente a decir que cada funcién que es .4 R y~difercnciable en un
punto también es A 2R z-diferenciable en aquel punto.

5. Scan dos métodos de diferenciacién AR ¥ A2R 32 tales que para cualesquier par de EV.T X,Y
existc un Subespacio Vectorial M(X,Y) ¢ F(X,Y) tal que

A(X,Y)CM(X,Y) v MX,Y)AR(X,Y)={0}

Si una funcién f : X — ¥ es diferenciable en un punto, bajo estis condiciones, por ambos métodos
AR, (i =1,2) entonces sus A R, ¥ AzRz-derivadas en dxc]m punto deben coincidir. En particular
cuando una funcién es diferenciable en un punto por dos ambas derivadas
deben ser las mismas.

6. En un método regular de difecenciacién, la derivada de una funcién de variable cscalar (i.e. con
dominio R) debe coincidir con la derivada ordinaria En cambio un método casi-regular una funcién de
variable escalar que es diferenciable en el sentido ordinario puede no ser diferenciable segin ¢l método
casi-regular.

2.2. Desarrollo Histérico del concepto de Derivada

En esta seccién damos la historia del origen y desarrollo de varios métodos de difercnciacién
desde Volterra.

1. En 1887 Vito Volterra introdujo ¢l concepto de derivada variacional. Este fue e} comienzo
del andlisis en Espacios de dimensién infinita. Sin embargo hubo un largo camino entre esta
audaz tentativa y la creacién de un Célculo Diferencial en Espacios .Abstractos”. En realidad
aun la definicién actual de diferenciabilidad de una funcién real de varias variables no existia
cn aqQuel tiempo y la definicién de la Derivada “total”de una funcién definida en un Espacio de
dimensién finita a otro fue del todo carente; solo fucron consideradas derivadas parciales. Una
funcién de n variables fuc llamada diferenciable en un punto dado si sus primeras derivadas
parciales de primer orden con respecto a cada arg o cxistian y cran inuas ecn alguna

vecindad de dicho punto. Esta definicién es inad da por las siguicnt

1. Su formulacién es superficial te no invariante bajo un cambio de coordenadas.

2. Se asume la cxistencia de derivadas no solo en o punto dado si no también en puntos
vecinos.

3. Sec asume ¢l concepto de continuidad el cual no es relevante.

En particular no se reduce a la definicién usual cuando n = 1. La derivada de Volterra fue,
de hecho, una generalizacién del concepto de derivada parcial al caso de funcionales reales
definidas en ¢l Espacio € de funciones continuas en un intervalo compacto.

La definicién de diferenciabilidad de una funcién, equivalente al concepto actual, fue prop-
uesta solo en 1893 en un paper de Stolz y lucgo en 1905 en uno de Pierpont para el caso de
Espacios de dimensién finita. Sin embargo fue solo cuando el paper de Young aparecio (1910)
que todos se llegaron a convencer de la superioridad de la nueva definicién:
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Una funcién f: R” -2+ R es diferenciable en un punto (z3,z2,...,Zn) de acuerdo
a Stolz-Pierpont-Young si las derivadas parciales g-é, (i = 1,2,...,n) existen cn
este punto y ademds se cumple que

T+ hyza+ hayeo znt o) = flz1,22,00,20) = 3 (g—£+c.~)h.- (2.5)

i=1
donde ¢ = 0 cuando [|kll = max{|i . |h2l,...,lh]} =0, (i = 1,2,...,m).

Esta idca expresa esencialmente la idea de una aproximacién lineal; la importancia de esta idea
en prob! dc andlisis funcional no lincal fue luego repetidamente acentuada por Hadamard.
La idca fuc primero usada explicitamente en 1911 por Maurice Frechet, un estudiante de
Hadamard. Kl modificé la definicién de Stolz-Pierpont- Young de manera ligera pero importante
en principio. El rcemplazé el término restante en (2.5) (i.c. 1a suma e iy +eahy +- - - +¢,hy) por
¢|[h|| donde € € R tiende a cero cuando ||4]] -+ 0, y ||| cs a distancia entre los puntas z+h y
Iy, ha, .. . h,) dada por fa férmula ||| = max{|Rl. k2], ..}
4 b 6 Il = M|+ izl +-- - + || (todos los tres casos dan la misma
definicién de diferenciabilidad). Para Frechet este fue solo el primer paso para conducir la teoria
cn la que se embarcaria por treinta aiios, un modelo para la definicién de la derivada de una
funcional.

En 1937 él mismo cscribié:

C'est M. Volterra qui a cu le premier I'idée d'étendre le champ d'application du Calcul difféentiel 3
“"Analyse foncti fle. [...] Toutefois M. Hadamad a signalé qu'il y aurait grand intérét & généraliser les
définitions de M. Volteresi. [..] M. Hadamard 2 monteé le chemin qui devait conduire vers des définitions
salisfaisantes en proposant d'imposer 3 la différenticlle d'une fonctionnelle Ia condition d'dtre linéaire par
rapport 3 la différentielle de 1'asgument”

Cuya traduccién seria mds o menos asi: “Volterra fuc el primero en tener la idea de extender
cl dominio de funciones del clculo diferencial al andlisis funcional [...J. Hadamard observé que
seria de gran interés gencralizar la definicion de Volterra [...]. Hadamard mostré la mancra en
que se podia llevar a cabo una definicién satisfactoria, requiriendo que la diferencial de una
funcional deberia ser lineal con respecto al diferencial del argumento”.

Sin embargo, esta condicién fue insuficiente en si misma para la definicién exacta del difer-
encial. Se di6 una definicién cxacta en 1911; esta corresponde a la idea intuitiva de que la
diferencial de una funcional deberia dar una “simple ““aproximada”expresién para cl incre-
mento de la funcional. La palabra “simple™cs dada con significado preciso por la condicién de
lincalidad de Hadamard. La palabra “aproximada”significa que la diferencial es la parte prin-
cipal del i to de una funcional de este tipo, en ol sentido que la diferencia AU —~ dU
entre cllas deberfa ser infinitamente pequeiia en relacién al inc to del arg: to de f.

Pero aun se tenia que dar un sentido mds preciso a estas tiltimas palabras. En el mismo
articulo de 1911, Frechet dié la sigui definicién de difc iabilidad:

'€

La funcional U4 tiene un diferencial en ¢ punto Ag si existe una funcional Va4 que
es lincal en ¢l incremento A A, y difiere del incremento de 1a funcional Uy en Ag por
una cantidad que es infinitamente pequciia en comparacién con la distancia entre
los argumentos Ag y Ao + A A

22



Sin embargo, esta definicién es incorrecta. El hecho es que las funcionales son definidas en
Espacios Métricos Lincales. Consideremos por ejemplo ¢l Espacio Métrico Lincal (actualmente
un Espacio de Frechet) obtenido de la recta real con la métrica definida por p(z,y) = Iz - 9l
La funcién identidad f : (R,p) = (R,p) definida por f(z) = z cn este espacio tiene como
derivada en cero cualquier néimero A segiin la definicién de Frechet dada arriba, desde que para
tal A

h\/p%h =0 cuando /R[=0
Frechet mismo dié como ejemplos solo métricas que son gencradas por normas. En aquel
tiempo, sin embargo, ¢l concepto de norma no existia; y tuvicron que pasar 14 afios antes de
que Frechet llegara a su celebre definicién de derivada en Espacios Normados.
Por esta época Gat , otro estudiante de Had d, introdujo la siguiente definicién de
diferenciabilidad (para funcionales) la cual cs ad da para cualquier Espacio Lincal (1913)

Una funcional f : X = R rcal-valuada dcfinida en un espacio lincal X s Gatcaux-
diferenciable en z € X si para cualquier it € X el limite

§f(z,h) = hm M

existe (el cual es frecuentemente llamado “la diferencial de Gateaux en z por cl
incremento h”)

En otras palabras, la composicién de la funcién lincal continuat € R = x4 th € X de larecta
real a X y la funcional f es diferenciable cu 0 para cualquier h € X. Asi la diferenciabilidad de
Gatcaux cn un punto es simplemente la diferenciabilidad a lo largo de todas las posibles lincas
que pasan a través del punto. Evidentemente la diferencial de Gateaux no ncesariamente tiene
que ser lineal en /1, asi que no satisface el requerimiento de lincalidad de Hadamard.
Después de algun hcmpo varios matematicos, incluyendo al mismo Gitecaux, encontraron
que la lincalidad dc la diferencial de Gateaux. Asi, en 1919 Danicll
(el descubridor de la integral de Danicll) mostré que ésta lincalidad sc obtenia para funciones
Lipschitzianas definidas en el Espacio de funciones continuas cu intervalos compactos cuya
derivada de Gateaux cxistia localmente: Sea f : C =+ R una funcional real definida en el
Espacio de funci conti definidas en cl intervalo [a,b]. Si f cumple la condicién de
Lipschitz

1f(z1) = f(=z2)l € M.."s’fél.l"‘(T) - z2(7)|

y si la diferencial de Gatcaux 6 f(z,4) existe para todos los & € C y para todos los z en alguna
vecindad mix, g, gt [2(T) — 2o(7)} del punto zg € C, entonces §f(z, %) es una funcional lineal
cn h.

Finalmente, Paul chy, otro estudiante de Hadamard, en su libro “Lecons d’analyse fonc.
ti 1le” (1922) si t It la dicién de lincalidad de la derivada de Gateaux con
respecto al mcremcnto.

Una funcional f definida en un Espacio Lincal X es diferenciable en cl sentido de
Gatecaux-Levy en z € X si es Gateaux diferenciable en este punto y la funcional
h €3 6f(x, I} cs lineal (y continua).
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Las definiciones de Gatcaux-Lévy y Gatecaux se mantuvieron sin cambio para funciones entre
Espacios Vectoriales Topolégicos. Aunque la clase de funciones que tienen derivadas Gatcaux-
Lévy es bastante amplia, el lcomma de dxﬁ-rcncxacnén de funciones compuestas no se cumplia.
Fréchet en 1937 iderd cl te cj : Sea f: R -3 R? una funcién de la recta real al
plano R 2 dado (en coordcnadas car tsumas) por f(t) = (t,22) y sca g: R?2 5 R definida por

Tl
z siy=z
glz.y) =
0 cn otro caso

la funcién f es Gateaux-Lévy diferenciable en 0 con derivada £(0) : t € R »= #{1,0) y la funcién
g resulta Gateaux-Lévy diferenciableen f(0) = (0, 0) con derivada 0 (la funcién constante cero);
sin embargo la funcién compuesta g o f resulta la identidad en R cuya derivada es 1 y no 0.

Asi, surgi6 el problema de encontrar definici menos g les para las cuales cl teorema
de diferenciacién de la funcién compuesta sea vélido. Frechet resolvié este problema definiendo
la derivada de una funcién f entre Espacios Normados como sigue:

Una funcién f : X = Y entre Espacios Normados X ¢ Y es llamada Frechet
diferenciable en z € X si existe una funcién lincal y continua A: X =3 Y tal que

flz +h)— f(z) = A(h) +r(h)

donde
lr ()l

(]

Por aquella época sin embargo no estaba clara la nocién de Espacios Normados. Frechet llamé a
sus espacios “vectoricls abstraits distanciés”. Los Espacios de Banach fueron introducidos por
Stefan Banach en su disertacién de 1920, con un punto de vista de la teoria no lincal, como ¢l
escribié posteriormente (1932)

=0 cuando il 20

“Ces espaces [complex vector spaces) constituent le point de depart de la théorie des opérations ineal res
complexes ed d’une class, encore plus vaste, des opérations analytiques, qui pré une génerali: des
fonctions analytiques ordinaires (cf. p. ex. L. Fantappié, I. funzionali analitici, Gtta di Castello 1930). Nous
nous proposonsd’en exposer la théorie dans un autre volume"

En la scgunda aparicién de su libro en 1950 bajo el titulo “Les problémes concrets d’analyse
fonctionelle”, Lévy di6 una versién mds plicada que su definicién de 1922:

Una funcional f : X -3 R definida en un Espacio Métrico Lincal X es Lévy-
diferenciable en un punto z € X si ésta funcional es diferenciable en z en el sentido
de Gatcaux-Lévy y satisface la condicién de Lipschitz en este punto, esto es, si
cxiste una constante M > 0 tal que

1f(z1) ~ f(z2)l < Mp(zy,22)

para cualesquier 23,22 en alguna vecindad de z (p es la métrica en X).

La diferenciacién de Lévy es casiregular pero no es regular y aun para funciones reales de
variable real no se reduce a la diferenciacién ordinaria. Ademds la condicién de Lipschitz no cs
invariante bajo cambios de la métrica que inducen la misma topologia. El mismo Lévy escribié:
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“Esta definicién es, sin duda, injustificadamente complicada ... Lo mejor es contiuar con la primera
definicién de Frechet”.

2. Por algin tiempo los Espacios Normados y la derivada de Frechet fueron de satisfaccién
para todos; pero a mediados de los treinta es cuando los mat llegan a idcrar
Espacios Vectoriales Topolégicos mas generales que los Espacios Normados... el problema de
generalizar ¢l concepto de derivada otra vez atrajo la atencién.

Por aquellos aiios, justo antes dec la Scgunda Guerra Mundial y en los primeros aiios de la
guerra un ndmero de articulos sobre esta interrogante aparecicron en Europa y en América.
El trabajo Americano tuvo un caracter constructivo y en coneccién con una generalizacion
de la idea de aproximacién lineal debida a Stolz, Pierpont, Young y Frechet. En cambio en
Europa sc tuvo un caracter descriptivo; se basé cn la idea de una caracterizacién axiomatica
de la derivada, ialmente en cl requerimi de que cl teorema sobre la diferenciacién de
funciones compuestas deberia mantenerse. Examinemos en primer lugar esta segunda direccion.

En 1923 Hadamard publicé una corta nota: “Le probleme de la dilferentielle said dans
Penscignement”. Damos cl extracto relevaute de ésta:

“Ya en 1904, en sus lecturas en o Paris Pedagogical Museum. Poincaré dijo que es tiempo de pensar
en términos de derivadas y no de diferenciales. Me parece Gtil afirmar esto en |2 ensefianza y evitar las
complicadas explicaciones que son dadas en coneccidn con las tradiciones clésicas acerca del simbolo d.

dy = f'(z)dz (2.6)
: = pdz +9dy (2.7)
iqué es lo que significa la ecvacién (2.6)?. Significa simplemente que si = (y en consecuenda y = f(z))

es una funcién de una variable arbitraria x, entonces cualquiera que sea la coneccién entre r y u se puede
escribir (probado qua la derivada z exicts)

dy _ ., dx
i A br

¢l cual es el teorema de la dif jacién de fi iqué es lo que significa la ecvacién (2.7)7.
Significa que si z,y y asi = = f(z,y) son expresadas como funciones de una variable arbitraria independiente
u, entonces, cvalquiera que sea la expresién se puede escribir

:  didr d:dy dz

- d= dy pdy
T drde T dy du P4 T T

estos son los Gnicos significados de las ecvaciones (2.6) y (2.7)".

Esta idca fuc devuelta a la vida primero por Maurice Frechet. Después de 14 anios Frechet
dié una nucva definicién de derivada (para fi les en cl Espacio de funci de una variable
real), he aqui su definicién (1937)

“Decimos que una funcional U[f] es diferenciable para f = fy en cl sentido general-
izado de Hadamard si existc una funcional W(df, fo] lincal en df tal que si la funcién
f(t,)) es diferenciable con respecto a A para A = 0 y f(£,0) = fo(t), entonces la
funcién U{f(¢,A)] de X es diferenciable en A para A =0y para A =0

d “w[s
SVl N =w [ 5o]
o cn la notacién de variaciones

sUlf) = WSS, fol”
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Aqui se debe entender que la funcién f(t,)) es diferenciable con respecto a A para cada ¢ fijo
¥y que ﬂ%‘ﬂL como una funcién de ¢ pertencce al Espacio de funciones en cuestién.

Frechet mostré que para Espacios de dimensién finita la derivada de Hadamard-Frechet (o
derivada en el sentido gencralizado de Hadamard) coincide con la derivada de Stolz-Pierpont-
Young; y dié un cjemplo (construido anteriormente por Paul Lévy para otros propésitos) para
mostrar que en Espacios Norinados la diferenciabilidad en el sentido gencralizado de Hadamard
no implica, en general, diferenciabilidad en cl sentido de Frechet. En particular la funcional
z 3 maxpgrgy |2(7)] definida en el Espacio €(0,1) es Had d-Frechet diferenciable en cada
punto = € C(0,1), toma su valor méximo en un solo punto delintervalo [0, 1], pero no es Frechet
diferenciable en ningin punto.

Quedaba solo un paso adicional: liberar a la definicién de Hadamard-Frechet de su “cs-
tructura®funcional. Este paso fuc tomado por Michal al afio siguiente (1938), quien cxtendié la
nocién de diferenciabilidad a Espacios Vectoriales Topoldgicos arbitrarios cn la siguiente defini-
cién :

Una funcién f : X = Y entre los Espacios Vectoriales Topolégicos X, Y es |l d

HM-diferenciable por Michal (llamaremos Hadamard-diferenciable) en un punto
z € X si existe una funcién lincal y continua A : X -3 Y tal que, para cualquier
funcién 9 : B = X de la recta real a X que es difercnciable en todo punto de R
con la condicién de que $(0) = z, la composicién f o % es diferenciablc en 0y

(fo$)'(0) = A[¥'(0)]

Esta gencralizacion difiere de la definicién de Hadamard-#rechet por un cambio insignificante:
Michal reemplaza la condicién de diferenciabilidad de la funcién ¢ : R -3 X en 0 por la
condicién de diferenciabilidad en todo punto. El no estudié la pregunta de si la definicién
modificada, la cual es formalmente mas débil, es genuinamente mas débil. De ccho, las dos
definici son equi

El paper de Michal (1938) no recibié atencién por un considerable tiempo. Asi en 1942
Ky Fan y en 1949 Balanzat consideraron derivadas de Hadamard solo en Espacios de Frechet.
Madame Long de Foglio en 1950 trabajé en la definicién de Hadamrd en L-espacios (Espacios
Lincales con una definicién de convergencia). Solo en 1960 Bal. introdujo nu tc csta
definicién para. funci cntre Espacios Vectoriales Topoldgicos.

3. Ahora consideremos la otra linca de trabajo, la Americana. Fue desarrollado por Michal,
Paxon, Hyers, la Saile, Pinncy (todos cllos del California Institute of Techmology). Como sc
mostré en la seccién 2.1 la definicién de derivada, la cual estd basada en la idea de aproximacién
lincal, sc reduce a la definicién de “pequeriez”; es decir definir para cada par de EV.T. X,Y
el conjunto R (X.Y) de funciones infinitesimales.

La primera definicién de pequeiiez de una funcién entre Espacios Vectoriales Topoldgicos fue
propuesta por Michal y Paxon en 1936. Solo un aito después Kolmogorov y Tikhonov introdujo
la definicién de un Espacio Vectorial Topolégico.

Sca u un sist fund tal de vecindades del ccro en un Espacio Vectorial
Topolégico X. La funcién # : X =+ X es infinitesimal en el sentido de Michal y
Paxon si para cualquier € > 0 existe una vecindad del cero U, € u tal que para
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cualquier t € U existe una vecindad del cero Vj, € u cumpliendo que
ehe fr(Vi) y r(h)€int(V)

donde fr ¢ int representan la frontera y el interior.

Esta definicién es adecuada solo para funci de un Espacio Vectoriat Topoldgico a si mis-
mo. Ni Michal ni Paxon regresaron a esta definicién después. Posibl te porque la definicién
de diferenciacién que ellos introdujeron no da un operador definido tinico. Para la unicidad es
suficiente requerir que el sistema u tenga la siguiente propicdad: Si Uy y Uz son dos vecindades
del cero en u, cada uno de cllos absorviendo al otro (i.c. tal que AUy C Uz, AUz C Uh, para
algunos Ay, A2 € R), entonces estas vecindades son homotéticas (f.e. Uy = AU, para algin
A€ER).

Un aiio después (en clarticulo de 1938 ya mencionado) Michal propuso una nueva definicién
de pequeiiez:

Una funcién r: X = Y entre los Espacios Vectoriales Topoldgicos X, Y es infinites-
imal (digamos Michal.38 infinitesimal) si para cualquier i € X se pl

r(h) = p(h,h)

donde g¢: XxX = Y cs una funcién del producto XxX aY que tiene las siguientes
propicdades

1 p{o,h)=0, VheX

2. p(hy, the) = tp(iy, hy), para todot € R, hy,h2 € X

3. La funcidn s es continua en el conjunto {0} x X

Michal mostré que para Espacios Normados esta definicion es mas débil que la de Frechet.
En 1940 Michal dié aun otra definicién de pequeiiez, esta vez para funciones de un Grupo
Topolégico Conmutativo a otro:

Una funcién » : X -+ Y entre los Grupos Topolégicos Conmutativos X.Y es in-
finitesimal {digamos Michal-40 infinitesimal ) si para cualquier i € X

r(h) = p(h,b)

donde s+ : XxX = Y esuna funcién del producto XxX a Y que tiene las siguicntes
propicdades

L p(0,h)=0, VheX
1t(hy, nha) = np(hy, hy) para todo entero positivo n y para todos los hy, ha € X
3. Existe una vecindad U’ del cero en X tal que para cualquicr vecindad V del
cero en Y existe una vecindad U del cero en X tal que ji(hy,hz) € V siempre
que y €U, ho €U’

Para Espacios Normados la Michal-40 diferenciabilidad coincide con la diferenciabilidad de
Frechet.

En 1941, en las lecturas de 1a Universidad de Stanford, Michal dié una formulacién equiva-
lente de la definicién de peq (de rdo a Michal-40) para Grupos Topoldgicos Conmu.
tativos en términos de la misma funcién 7
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Una funcién r : X -3 Y entre los Grupos Topoldgicos Conmutatives X,Y cs in-
finitesimal si existe una vecindad U’ del cero en X tal que para cualquier vecindad
del cero V en Y existe una vecindad U del cero en X tal que para cualquier niimero
natural n se cumple la implicacién

helU Anh€U’=m‘(h)eV

Esta formulacién equivalente fue publicada por Michal solo en 1947. Frechet, en 1948, llegé in-
dependientemente a esta reforinulacién de pequeiiez de acuerdo a Michal-40.

Por cl mismo afio de 1941 una nucva definicién de pequeficz para Espacios Vectoriales
Topolégicos Localmente Con fuc propuesta por Hyres, quien fue ¢l co-autor con Michal
de vn nimero de articulos dedicados a la construccién de una geometria diferencial infinita-
di I sin coordenadas. La definicién que dié es la siguiente:

Una funcién r : X -+ Y entre los E.V.T. Localmente Convexos X,Y es llamada
infinitesimal (diremos Hyres infinitesimal) si para cualquier seminorma gen Y existe
una seminorma p en X tal que para cualquier € > 0 existe un § > 0 tal que se cumple
la implicacién

p(h) < 6 = qr{h)) < ep(h)

Para Espacios Normados la derivada de Hyres es la misma que la derivada de Frechet. En su
articulo de 1945, Hyres indica la relacién entre sus definiciones y la de Michal. La Michal-38
diferenciabilidad es mds débil que la Hyres diferenciabilidad; esta, a su vez, cs mas débil que
la Michal-40 diferenciabilidad.

Por ¢l mismo aito, 1941, La Salle en su disertacién introdujo un concepto de pequeiiez para
funciones de grupos con operadores que son clementos de un anillo normado. El uso pscudo-
normnas generalizadas.

En 1957 Fischer llevé la definicién de Hyres a Grupos Topoldgicos (no necesari.
conmutatives) y en 1965 Reid hizo lo mismo para el caso particular de Grupos Conmutativos
Localmente Convexos. También en 1957 una nucva definicién de nez para funci entre

peq

Espacios Localmente Cenvexos fue propuesta por Marinescu en Rumania:

Una funcién r : X -3 Y entre los E.V.T. Localmente Convexos X,Y es llamada
infinitesimal si para cualquier seminorma ¢ en Y existe una seminorma p en X tal

que
h

M —0 cuando 20

plh)
Independiente y simult te una definicién cquivalente fue dada por Scbastido ¢ Silva en
1957; sicte atios después, en 1964, la misma definicién fue dada te por Keller. En su
mismo articulo Keller introdujo dos definici dicionales de peq para funci entre
Espacios Localmente Convexos (todas esta definici fucron obtenidas por él de un esquema
simple, do de la definicién de Hyres):

Una funcién r: X = Y entre los E.V.T. Localmente Convexos X, Y es infinitesimal
st existe una seminormap en X tal que para cualquier seminorma q en Y se cumple

alr®)] = w(k)p(k)
donde w(!) = 0 cuando p(/t) = 0 (en una segunda definicién cuando & — 0)

28



Y] .y

La primera con la definicién Michal-40 (Keller solo demostré que esta difer-
enciabilidad es mas fuerte que la de Michal-40). La segunda definicién es nueva.

En 1962 Serge Lang en su libro “Introduction to differentiable manifolds” publicé la si
definicién de diferenciabilidad.

Una funcién r : X -+ Y entre los Espacios Vectoriales Topoldgicos X, Y es infinit

imal si para cualquier vecindad V del cero en Y existe una vecindad U det cero en

X tal que

r(tU) c o)V

donde, como es usual. o(£) significa que la funcién o : R = R verifica lim¢o °—['Q =0

Para Espacios Localmente Convexos esta definicién coincide con la de Hyres.
También en 1962 A. Bastiani (de la Universidad de Paris) en su disertacién “Différentia-

bilité dans les esy local t c Distructures”dié tres definiciones adicionales de la

derivada. Dos de estas repiten las definiciones de Hyres y Marinescu casi literalmente; la tercera
tiene una nueva forma

Una funcién r: X -+ Y entre los Espacios Vectoriales Topolégicos X, Y es infinites-
imal sila funcién (¢,h) € R x X 3 5‘:’—" € Y es continua en el conjunto {0} x X (se
asume que (0, /) »3 1t)

No es de sorprender que esta definicién sca equivalente a la de Michal-38. Cabe mencionar que
Bastiani i solo a Bal t entre sus pred es. El trabajo de los restantes autores
parece haber sido desconocido por él.

4. En 1955 ). Gil de Lamadrid (de la Universidad de Michigan) en su disertacién propuso
una nucva aproximaciéon de la definicién de derivada, una aproximacién por la cual un espectro
completo de diferenciabilidad cra definida en una sola definicién, con la topologia en ¢l Espacio
de Funciones de un Espacio Vectorial Topolégico a otro sirviendo como un “pardmetro”.

Sea F(X,Y) cl Espacio de todas las funciones de un Espacio Vectorial Topolégico X a
otro Y, y sea 7 cualquicr topologia en ¥ (X,Y) (no necesariamente lincal). Para la funcién
f:X =Y,unpunto z € X, t €R y k € X ponganios

f(z +th) - f(z)
i

fi(h) =
Notemos que para cada t, fy € F(X,Y) i.e. cs una funciénde X a Y.

La funcién f es llamada r-diferenciable en z en el sentido de Lamadrid si existe
una funcién (no necesariamente lincal) A € F (X.Y) tal que f; = A cuando ¢t = 0
en la topologia 7

Por cjemplo una funcién no lineal f : X -+ ) homogenea de primer grado es 7-diferenciable
en 0 para cualquier topologia 7 en F*, y su derivadaes la misma funcién f que no es una funcién
lincalde X a Y.

Aun en el caso de funciones de R a R la diferenciabilidad de Lamadrid no coincide, en
general, con la diferenciabilidad ordinaria, como lo los sigui jemplos:




Ejemplo 2 Sea f la funcién caracteristica del intervalo < 1,2 >. La funcién f es difer-
cnciable en 0 en el sentido ordinario, sin embaigo no es 7-diferenciable cn el sentido de
Lamadrid en 0 cuando 7 ¢s la mds fuerte topologia en F(R,R ) para la cual la funcién
canénica de L(< =o0,00 >) -3 F(R,R) es continua.

Ejemplo 3 Sea L) cl Espacio de todas las funciones de enadrado local b
real valuadas en R, con la topologia 7' definida por un sistema fundamental de vecindades
del cero cada una de las cuales estd definida como el suboonjunto de todas las funciones f
de Lj tal que

/_: SNt < ¢

donde a y ¢ son niimeros positivos. Sea 7 la topologia mas fuerte en F(R .R) para Ja cual la
inclusién canénica Lj -+ F(R,R) es continua. Si f cs la funcién caracteristica del conjunto
S=Ux, |2 i1y ;’:,—]. entonces [ es 7-diferenciable en 0 en ¢l sentido de Lamadrid, pero
1o cs diferenciable en 0 en cl sentido ordinario.

de Lamadrid no investiga la relacién entre su definicién y las otras existentes. En 1959
él menciond en un articulo que el probl de la relacién cntre su definicién y la de Hyres
permanccia abierto.

En 1956-1957 los matematicos portugueses José Sebastido ¢ Silva, desarrollando una idea
de Campos Ferreira, construyeron una teoria de cantidades infinitesimales de diferentes ordcncs
¥ una teoria de diferenciacién en coneccién con clla. Aparte de las defi ya
las cuales coinciden con aquella propuesta por Marinescu, Scbastido ¢ Silva mtrodu_]cron dos
espectros de diferenciabilidad caracterizados por la cleccién de un sist de j
acotados en X, digmos S. El primero lo definian asi:

Decimos que una funcién r : X -+ Y es S-infinitesimal de acuerdo a Scbastido ¢
Silva (en sentido angosto) si para cualquier conjunto B € B, existe un conjunto
acotado C en Y y un & > 0 tal que para cualesquier |¢| <6, h € B

7(th) € tw(t)C
donde w es una funcién real de variable real que cumple w(t) -3 0 cuando ¢ — 0.
y cl scgundo de la siguiente manera

Una funcién r : X -3 Y es llamada B-infinitesimal de acuerdo a Scbastiio ¢ Silva
(en sentido amplio) si para cualquier B € 8

r(t,h)

n -0 cuando ¢=0

uniformemente para los i € B

1d d Hecimalidad

Existc una d gosto y la infiu
de Hyres (aqui como f al sist de todos los subcoujuntos acotados de
X), correspondiente a la dualidad entre conjuntos acotados y conjuntos abiertos en un Espacio
Vectorial Topolégico.

d entre Jas By-infinitesimalidad en cl senti
denotand
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En 1961 Sebastido ¢ Silva llevé esta idea de dualidad a su lusién légica de iderar

[-derivadas cn el sentido angosto no solo en Espacios Vectoriales Topolégicos sino también a
-

pacios con un pto de

Notemos que la B-diferenciabilidad en el sentido angosto entre E.V.T. es algo patolégica
ain para el caso de funciones dcfinidas en la recta real a E.V.T. metrizables, para las cuales
no coincide con la diferenciabilidad ordinaria.

Asi, Sebastido e Silva, como de De Lamadrid, introdujeron un espectro completo (en realidad
dos espectros) de diferenciabilidad. La relacién entre estos espectros es clara; la Sebastido ¢ Silva
[-diferenciabilidad (en el sentido amplio) es la misma que la de Lamadrid 7-diferenciabilidad
si 7 es la topologia de convergencia uniforme en conjuntos del sistema 8 (vea Teorema 2.3
m4s adelante). Asi, las definici de de L drid y Sebastiao e Silva se cruzan en la mas
importante clase de topologias del Espacio de funciones de X a Y -la clase de topologias
(eventualmente vectoriales) de convergencia uniforme en algin sistema de conjuntos acotados-

En 1958 Vainberg y Engel'son introdujeron, de hecho, otro espectro de derivadas.

Una funcién f : X = Y entrclos E.V.T X,Y es llamada 7-diferenciable en el sentido
de Vainberg-Engel’son en xq € X si para alguna vecindad U de z la funcién f es
Gateuax-Lévy diferenciable y si ésta derivada es continua en zg como una fimcién
de X al Espacio £ (X,Y) de funci lineales y i de X a Y, topologizada
con la topologia 7.

Asi la forma de diferenciabilidad esta definida por la cleccién de una t
£(X,Y).

La definicién de Vainberg y Engel’son ¢s una generalizacién de la primera definicién de
diferenciabilidad de una funcién de varias variables (aquella que se dié por medio de la existencia
y continuidad de las derivadas parciales).

En 1964 Miroslav Sova (de Yugoslavia) i dient te llegd a la definicion de -
diferenciabilidad de Sebastido ¢ Sllva Clertamcnm para poder deducir continuidad de la difer-
enciabilidad, como dijo Lévy, ¢l introdujo una condicién de Lipschitz en su definicién; ya hemos
mencionado los defectos de esta aproximacién. El principal mérito de Sova es que desde ¢l primer
momento dirigié su atencién a la importancia de la 7 dlfclcncnablhd'\d (o diferenciabilidad
respecto del sistema de todos los subconjuntos i t pactos). Sova mostré en
1966 que atin para Espacios Normados existen funciones reales que son * -diferenciables en
todo punto pero que sin embargo no son Frechet diferenciables.

Hasta el trabajo de Sova solo se discutia, esencialmente, la F -diferenciabilidad (diferencia-
bilidad respecto del sistema de todos los subconjuntos acotados); finalmente Sova observé el
hecho remarcable de que la F -diferenciabilidad es equivalente a la Hadamard diferenciabilidad.

1 :. o)
pologia cn cl

2.3. Relaciones entre varias definiciones de derivada

Primero presentamos una lista de unas 23 definiciones de derivadas, todas cllas en base a
la definicién de pequeiicz (de acuerdo al punto de vista americano) como se desarrollé en la
seccién 2.1 y luego las relacionamos unas con otras. El caos aparente que se presenta cuando
se ticnen estas definiciones sc va a reducir a unas cuantas definiciones.
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2.3.1. Lista de definiciones

La siguiente tabla da una lista de todas las definciones de derivadas mencionadas en la
seccién 2.2. En al casos las definici dadas original te por los aut ideraban
Espacios de Funciones reales o el campo de los ntimeros reales R, las siguientes definiciones
consideran funciones definidas en general en E.V.T.

EV.T. Espacio Vectorial Topoldgico.

ELC. Espacio Vectorial Topolégico Localmente Convexo.

E.N. Espacio Normado.

F(X,Y) Espaciode todas las funciones de X a YV’

L(X,Y) Espacio de todas las funciones Lincales y continuas de X a Y
B(X,Y) Espacio de todas las funciones Lincales y Acotadasde X a Y
H(X,Y) Espacio de todas las funciones homogeneas de primer grado de X a YV’

By Base Local (del cero) en el Espacio Vectorial Topolégico X
Ux Familia de todas las vecindades del cero en X
Uy Fumilia de todas las vecindades del cero en Y

SC(X) Familia de todas las Seminormas Continuas en ¢l E.V.T. Localmente Convexo X
Sc(Y) Familia de todas las Seminomas Continuas en el E.V.T. Localmente Convexo Y
B Una familia de subconjuntos acotados de X
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Cuadro 2.1: Tabla de definiciones

Nro. Autor y aiio [ X T Y TAXY)
1 Stolz(1893), Picrpont(1905) y Young(1910) [ R" T R JcC(XY)
u
r(h) = E(;(h) +hdonde ¢; : R™ = R es tal que ‘limo elh)=0
Py i =3
2 | Frechet(1911):  Stolz-Picrpont-Young-Frechet | R” R L(X)Y)
diferenciabilidad ]
(i)
lim s = =
i B4+ 02 0yr(0)=0
3 | Gatcaux(1913): Gateaux dlfcrcncmﬁTl dad [EV.T.] EV.T. [ #(X.Y)
vhe X, hm r(th] =0
= = (D =
4 | Lévy(1923) : Gateaux-Lévy difexcnclnbxlxdad f EV.T. [ EV.T. [ £(X.)Y)
vhe X, hm r(th)
5 | Frechet(1925): Frechet difcrcncinbihdnd ] EN | EN JC(X)Y)
firtan _
Jion, T = ©
6 ++ | Michal y Paxon(1936) | EV.T. [E.V.T. [ £(X,X)
Ve>0,3U€EBy |VheU IVELY: (clk¢ vV, r(h)e V’
7 | Frockot(1937): Hadamard diferenciabilidad [EV.T. JEV.T. [ C(X,Y)
(¢ R 3 X, con ¢(0) = 0 tal qucahm‘lm) r[—wl—t—)-]=0
‘:?3 ¢
8 | Michal(1938): Michal-38 diferenciabilidad [EV.T.[EV.T. | £(X.Y)
r(h) = pu(h,h) donde p: Xx X 4 Y es tal que
1. u(0,h) =0, VheX
2. p(h,thy) = tu(hy ha), VEER, hy,ha € X
3. s es continua en {0} x X
9 | Michal(1938): Diferenciabilidad modificada de | E.V.T. | EV.T. | £(X.,Y)
Hadamard
, . t] — (7 . Tyl
(#:R - X tal que 3;?_% v) :'},%EM:()
10 | Michal(1940): Michal-40 diferenciabilidad [GT.C.[G.T.C. [ £L(X.Y)
r(h) = js(h,h) donde p: X xX -+ Y cs tal que
1. p(0,h) =0, VheX
2. p(hy nhy) = np(ly,hy), VLEN, hjha€ X
3. 3 €U |V ely, 30 elx: (n eUhr €U") = plin,lg) €V
11 | Michal(1941), Frechet(1948): Michal-41 diferen- | EV.T. | EV.T. [ £(X,Y)

ciabilidad

U eUx YV elUy, U eUx: (heUnth el =.-»'—(§ﬂev
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Nro, Autor y afio I X TV T4AxY)

12 Hyres(1941):Hyres-difcrenciabilidad EL.C [ ELC [ £(X,Y)
Vg € SC( se(x Arvr_
1€5C(). 3re sCx) / im0
13+ | Lévy(1951) [EN. | R [£(XY)
r Es Lipschitziaua en alguna vecindad del cero y hm y_ 0:Yhe X
14 +* | dc Lamndrid(1955) E \/T JEVT.] F(X.7) |

lnn R(I) =0 cn alguna topologia 7 de F (X.Y) dondc R:R - }'(A Y)

k)
se define como: R(t)(h) = { T cuando ¢ # 0
0 cuando ¢ =0

-
15 | Scbastiso ¢ Silva(1956): Scbastiao ¢ Silvn Diferencia- l ENVT [EVT. | 5(X\Y)

bilidad angosta

VB € B, 3C CY acotado Ve >0, 36 >0: (he B.0< ll{<6) Ay o e
16 | Scbastio c Silva(1956):8~ difcrencinbilidad [EV.T. | EV.T. | B(X.V)

(0]

VY5 € 8, lim — , uniformemente respectode i € B

—tmo L
17 Scbastiao ¢ Silva(1957): Scbastido ¢ Silva-57 diferen- | EL.C. [ ELL.C.

ciabilidad
Vg € SC(Y), 3p € SC(X) : 9[r{()] = w(M)p(h) donde
w:X R estal que lim w(h) =
p{h)—0

18 Mari u(1957):Mari; dife iabilidad IELC [ELC. [ C(X)Y)

5 P qlr(m) _

Vg € SC(Y), 3p € SC(X)/ lim o =

19 » | Vainberg y Engel’son(1958) [EVTTEVT [ £(X.Y)

La funcién ¥ : U = £(X.Y) delinida en alguna vecindad U C X del cero por
S = i EFR =) ey yey
= !

¢s continua en zo = 0 en alguna topologia = de £ (X,))

20 Bas‘imli(l?(’ﬁ):Bas(imli—di!brcncinbilidnd JEVTJEVT. [L(X.)Y)
VV €Uy, Vho € X, 3 €lix,36>0: (heho+U 0< i <8) » il e v
31 | Long(1962) TEV.T TE.\’.’I‘.'[ [As 2l

W €Uy, 3U €Ux :r(tU) C o(f}V dondc 0 : R =R ¢s tal que
of0) =0y llmo—(‘—=0

22 | Keller(1964): Keller I diferenciabilidad TELC.TELC. [ £(X\Y)
E ; qir(4)j
SC Vg € SC =
I E, (x)/ 16 ). (In{n o ot 0
23 Keller(1964): ICcller IT diferenciabilidad [ ELC. [ELC.T £(X.Y)
qnrih)y
e se(x): vpe sc(y), lim el = 0
Las definiciones marcadas con una cstrella (*) son casi-regul pero no regulares, y los

marcados con dos cstrellas {#+) no son en general casi-regularcs. Los siguientes cjemplos mues-
tran estos casos particulares
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La definicion de de Lamadrid (definicion[14]) incluye el siguiente caso particular. Para X,Y
dos E.V.T. seca la familia ¢ C P (X) de subconjuntos de X que verifica (1.6), de modo que se le
puede asociar al Espacio F (X, Y) la Topologia de Convergencia Uniforme sobre subconjuntos
de ¢ (o o—topologia) 7,. La diferenciabilidad de de Lamadrid con esta g —topologia cs llama-
da diferenciabilidad con respecto al sist @ o simpl ¢ o—diferenciabilidad. Damos
entonces la siguiente definicién

Cuadro 2.2:

nombre [ X [ Y TAXY)
o—difcrenciabilidad [ EV.T. | EV.T. | L(X,Y)

T ;
VS €0, m‘ﬁ@ =0, uniformemente respecto de i € §

Los casos mds importantes de o—diferenciabilidad son aquellos en los que o es
G ={AC X/[Aes finito }.
H = {A C X/A es sccuencialmente compacto }.
€ ={AC X/Aes compacto).
F ={ACX/A es acotado}.
{X} : El sistema cuyo dnico miembro es cl mismo espacio X.

Todos estos sistemas satisfacen la condicion (1.6).

Debemos remarcar aqui que la H ~diferenciabilidad es particularmente conveniente porque
casi todos los teoremas que son vilidos para derivadas mids fucrtes también lo son para la
H -derivada. Asi la ?{ -difcrenciabilidad ocupa un lugar especial entre los métodos de diferen-
ciacion casi-regulares. Los siguicntes lemas ayudardn a demostrar ¢l teorema que describe esta
particularidad

Lema 2.1 Para cada métod i-reqular de diferenciacion existe un método reqular mds débil,
es decir
YR método casi-regular, 3R’ metodo reguiar /R C R’

Demostracién. Definamos cl conjunto R*(R, X) = {r: R = X/r(0) =0 Alimeyo r_('Q =0}y
también

Ry(X,Y)={r: X =+ Y/r =qop donde p € R(X,R),q € R'(R,Y})

RY(X,Y) = R(X,Y) + R1(X.Y)

Ro(X,Y)={r: X =5 Y/r = gop donde p € R(X, Z),q € R}(2.Y)}

R(X,Y) =R (X,Y) + Ra2(X,Y)

Ro(X,Y)={r: X2 Y/r=qopdonde p€ R (X,2),q€ Rno1(2,Y)}

RL(X,Y) =R(X,Y) +Rn(X,Y)
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se cumple que
R(X,Y) C RYX,Y) C RYX,Y) C-- CRY(X,Y) C -+

si definimos

RX,Y) = U RL(X,Y)
n=1

t R' es el método de dif iacién regular requerido. a]

Lema 2.2 La H -diferenciabilidad ¢s mds délil que cualguier método regular, es decir
VR método regular, (‘R -diferenciabilidad = H —di]crcnciabil(dad)

Demostracién. Sea R cualquier método regular de diferenciacién y f : X ~» ¥ una funcién
R -diferenciable en x € X, existen entonces T € £L(X.Y) y r € R(X.Y) tales que

Az +h)=flx)+TM)+r(h), VieX

1ab) fciont.

para probar que f es# -dif en zserd mostrar que es Hadamard diferenciable
en x (vea Teorema 2.6 mas adelante), para ello del verificar que r es H -infinitesimal; sca
entonces la funcién 4 : R -3 X con ¢(0) = 0 y tal que 3lim0 }l!!l = z9 € X, debemos
mostrar que lime4o J._Ul = 0. Definamos la funcién ¢ : B -3 X por ¢(l) ¥(t) — tzg entonces
Timeayg ﬂ.Z =0y ¢{(9) =V ysiendo Run método regular resulta que ¢ € R (X,Y ). Si dchmmoe
la f\mcxon lincal y continua T : R =+ X por T(t) = tzo, ¥t € R ent. por la Pro

2.1,(3) tenemos que

ro(p+T)=rop eR(R,Y)

y por tanto lim¢—g ﬂ‘%ﬁu = 0 como queriamos mostrar. o

Teorcma 2.1 (El método casi-regular mis débil) La H -diferenciabilidad es el método
gular de dife tacion mds débil, s decir

VR mélodo casi-regular, (’R ~dif iabilidad = H -diferenciabilid J)
Demostracién. Inmediata de los dos lemas anteriores. a]
Si bién es cierto que la H -diferenciabilidad es el método casiregular mas débil, el método de
diferenciacién casi-regular més fuerte es la { X'} —diferenciabilidad comolo muestra el siguiente

teorema

Teorema 2.2 (El método Casi-regular mas fuerte) La {X) - diferenciabilidad es el méto-
do casi-segular mds fucrle, pare funciones dcfinidas de un E.V.T. cualquicra a un E.V.T. de
JHausdorff
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Demostracién. Sea Run método casi-regular y f : X = Y una funcién {X}—diferenciable
en x € X donde Y es de Hausdorff, entonces existen T € L(X,Y) y r: X = Y tales que

1. flz+h) = f(z)+T(h) +r(h), VheX
2. WV CY. vecindad del ccro en ¥,36>0: (h € X A 0< [f] <8 = '_%’l ev) @9

mostremos que r = 0 (esto implica que Jf es R - diferenciable en z), supongamos por contradic-
cién que r(ho) # 0, pava algin kg € X. Como Y cs de Hausdorfl podemos hallar una vecindad
equilibrada del cero en ¥p C Y tal que

r(ho) ¢ Vo (2.9)

y para tal vecindad Vo C Y existe un §g > 0 que verifica (2.8), escojamos § = min{dp,1}
entonces cuando 0 < |t < Sy I = ﬁ,l tendremos que

h the
riko) _ i;s_)e Vo = r(ho) € tVo C 6% C Vo

t
lo que es una contradiccién con (2.9) ju]
OBSERVACI®ON
End jor se d 6 que cval funcién infi I es id nula, cuando

Y ¢s de Hausdorff; esto implica que solo las funciones lincales y continuas son {X'}-difercnciables. Es
deeir, si f: X = Y es lincal entonces se verifica

fes {X} — diferenciable en z € X ¢ f es continva en z
Teorema 2.3 (B—diferenciabilidad como caso particular) Scan X,Y dos E.V.T. y § C
P (X,Y) una familia de subconjuntos acotados de X gue vevifica (1.6), entonccs la B— diferenciabilidad
(definicidn [16]) es un caso particular de la dife iabilidad de de L drid (definicidn [14})
considerando

1. La Topologia de Convergencia Uniforme cn subconjuntos de 8.
2. A(X.Y)=B(X,Y) el Bspacio de todas las funciones Lincales y Acotadas de X aY.

D tracién. Inmediata de las definici a

2.3.2. Equivalencia de definiciones

Teorema 2.4 (Bastiani y Michal 38 diferenciabilidad) Cuando X es de Hausdorff. la
Bastiani-difercnciabilidad (definicién [20]) cs equivalentc a la Michal $8-diferenciabilidad (defini-
cidn [8])

Demostracién. (definicién [20] = definicién (8]), Sear : X = Y funcién Bastiant infinitesimal,
debemos hallar una funcién g2 : X x X = Y que verifican las tres condiciones de la definicién
[8] y tal que r(h) = p(h, ), Vi € X. Definamos la funcién s : XX X -+ Y por

(s, hz) r(-%hzl, cuando fiy # OA hy = thy para algin t € R — {0}
g, h2) =
0 cuando By =0VVLER - {0}, by # th,
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De csta definicién siguc i diatamente que para cualquier h € X se cumple p(h,h) =7(h) y
#(0,h) = 0 cumplicndose (1). Adem3s para cualesquier ¢ € R — {0} y /i1, ha € X tenemos varias
posibilidades: 1ro. Cuando ny # 0 y Iy = Athg para algin A # 0, en este caso pt(hy, thy) =
4’%’-"1 y p(hyh2) = d&t\i:‘zl demostrando que je(ly,tha) = tpu(hy, hy). 2do. Cuando iy = 0
trivizhnente resulta que p(hy,the) = 0 = tu(hy, h2). 3ro. Cuando hy # Atha, VA # 0, en este
caso tenemos ji(h1,ths) = 0 y ademéds como para cualquier s # 0 resulta que § # 0 entonces
hy # (§)thy = sha y asi p(h1,h2) = 0. En cualquier caso se llega a verificar (2). Probemos ahora
la continuidad de la funcién x en un punto arbitrario (0,/h) € {0} x X, sca paracllo V C Y
cualquier vecindad del cero en Y, y denotemos por V* la vecindad cquilibrada del cero tal que
V? c V, debemos hallar dos vecindades Uy € X y Uz C X del cero y g respectivamente tales
que

hy € Uy Ay €Uz = p(hy,hg) €V

Por la definicion [20] existen Uy C X vecindad de g en X y § > 0 que podemos asumir § < 1

tal que

r(th)

heUgAD<|t| < 6= —= (2.10)

consideremos separadamente dos casos:

1ro. Cuando hg = 0, pongamos Uy = 8Ug y Uz = Ug ¥ scan Iy € Uy,h2 € U. Si Iy y he
son ambas diferentes de cero y hy = Mia entonces iy = t1h y ha = t2h para algin h € Up con
|1l <6 y |t2] < 1, asi tenemos

n(hy,ha) = p(takytoh) = tap(ty, 1) = lzr(tlh)

eLV CViCV
en los restantes casos se tiene que u{hy, hy) =0 €V

2do. Cuando I # 0, desde que X es de Hausdorff podemos hallar dos abiertos U’ y U” del
cero y lg respectivamente tales que U' N U = 0. Sin perder generalidad podemos asumir que
Ug = U" y definamos Uy = Uy y Uz = Up. Si hy € Uy y ha € U con hy = thy # 0 entonces
hy € (tUg) NSU' y desde que los conjuntos Up y U’ son disjuntos, esto dltimo es posible solo
cuando || < & y de aqui podemos escribir

#(hahg) = p(th,h) =

r(:h) cv

es claro que en los restantes casos jz(hy, i2) = 0 € V. demostrando asi ¢l teorema ju]

(definicién {8) = definicion [20]) Sea » : X — Y funcién Michal 38 infinitesimal, luego existe
una funcién p: X x X = Y tal que r(h) = p(h, h),¥h € X y que verifica las tres condiciones
de la definicién {8). Mostremos que esta funcién r es también Bastiani infinitesimal, para cllo
sean V C Y vecindad del cero en Y y kg € X cualquicra, debemos hallar Up C X vecindad de
hg en X y 6 > 0 tal que

her/\0<|t|<6=sr(:—")eV

Como 2 es continua en (0, g) con (0, kp) = 0 entonces existen vecindades Ur C X del cero y
U2 C X de hy tal que
hy € Uy Ay € Uy = p(hy,ha) €V
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La continuidad de la multiplicacién por 1 en ¢l punto (0,hg) € B x X permite hallar
una vecindad Ug C Uz de ho y un & > 0 tal que tUp C U: siempre que [t] < 8. Asi cuando
0< t] <&y h €Uy tenemos que th € U; y por tanto

1 th,t
r(th) = “(”+h)- = u(th,h) e v

t

como sc queria demostrar. s}

Teorema 2.5 (Gateaux-Lévy y G-diferenciabilidad) La Gateauz-Lévy diferenciabilidad
(dcfinicion [4]) es equivalente a la G ~dif iabitidad

Demostracion. (definicion [4} = G -diferenciabilidad). Sea r: X —= Y una funcién Gateaux-
Lévy infinitesimal, entonces para cualqmcr h € X se cumple que lime_yg -L!—l = 0. Mostremos
que la funcién » también es G infinitesimal, para ello scan V C Y vecindad del ccroen Y y
S = {h,ha....,hm} € G, cl limitc anterior permite hallar para cada ¢ un & > 0 tal que sc
cumple

r(th.)

0< |t <di= cv

Si consideramos § = minigigm{6i} entonces para cualquicr t €R con 0< Jt| < §sccumple
que #1 € V, demostrando que r es Ginfinitesimal.

(¢ -diferenciabilidad = definicion [4]) Sea r : X = Y funcién G infinitesimal, y V C Y
vecindad del cero en Y y i € X arbitrarios, entonces para cl conjunto finito S = {h} existe un
§> 0 tal que si 0 < |t| <& implica &2 '""’ € V demostrando esto que limi_,o _Ml =0. [m}

Teorema 2.6 (Hadamard y ¥ diferenciabilidad) La Hadamard diferenciabilidad (defini-
cidn [7)) s cquivalente a la ¥ -difercnciabilidad

Demostracién. (definicién [7] = 3{-diferenciabilidad) Sea r : X = Y funcién Hadamard
infinitesimal. Por contradiccién supongamos que r no es H infinitesimal, es decir que existen
Vo C Y vecindad del ceroen Yy K € H (i.¢ I es secuencialmente compacto) tales que

r(th

V6> 0, 3he K, H:0< <5 ( ) ¢ v,

Asi podemos hallar sucesiones () ety € Ky (tn)nen C R — {0) cont, -+ 0ycomo i C Xes
ialmente pacto pod asumir que h, -3 1t y también que los términos de (tn)nen

son todos distintos, cumpliendose

Tltadin) éV, VYneN (2.11)
tn
Definamos ahora la funcién 4 : R -+ X por

o) = tph, cuando t =1, n=1,2,...
ih cn otro caso
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claramente 1(0) = 0, mostremos que limy., oﬂ‘ﬂ = h, sea para cllo Up C X cualquier vecindad
del cero en X, como hn =3 I podemos ballar un ng € N tal que hn~ 5 € Up, Y 2 ng. Pongamos
8o = min{lts], 12],--- 11}, entonces cuando 0 < |t| < 8o tenemos dos posibilidades: 1ro.
t # tay, Yn € N, entonces iﬁﬂ = h de donde 259- —h = 0 € Up. 2do. t = t,, para algin
ny € N entonces ny > ng y por tanto 259- ~h = h,, —h € Uy. En cualquier caso resulta que
4”- « I € Up demostrando que limeyo 20 — . Como r es Had d infinitesimal ent
lims0 _'12‘(!)1 =0 de donde Kimyoyes = ,:" =0 lo que es una contradiccién con (2.11)

(7 -diferenciabilidad = definicién (7). Sear : X ~ Y funcién H infinitesimal y supongamos
que no ¢s Hadamard infinitesimal, lucgo existe una funcién ¢ : R = X tal que cl lmite
im0 " = 2q existe en X y ademas lim;_, o~ ",' # 0, de esto wltimo existe Vo C Y vecindad
del cero en Y tal que

v > 0. 3::0<|¢|<6:5[—'/'t(—')—]¢%

de aqui podemos obtener una sucesion (tn)aen C R — {0} con ¢, = 0 que verifique
’[‘”t(ﬂ ¢V, VneN (2.12)
n

definamos ¢l conjunto i = {ﬁs:ﬂ/n € N}U{zo} que es sccuencialmente compacto ( pues

limyao 229- = x9 implica que limae0 ﬂfﬂ =129 ) y como r es H infinitesimal, existe un 8o > 0

tal que "
(1,

t
Vn€N, Vt:0< |t <&, +eVo

y dado que ¢, —» 0 podemos hallar un ny € N tal que para n > n) se tiene que 0 < |t,,| <&y
por tanto

4 Bltn) 4
Va3, "t ()] Vo
ty tn
lo que es una contradiccién con (2.12). a

Teorema 2.7 (Hadamard y Diferenciabilidad Modificada de Had. rd) La Hadamard

diferenciabilidad (dcfinic idn [7]) es cquivalente o la diferenciabilidad modificada de Had, d
(definicion (9])
Demostracién. Ver (3, pag. 92] o

Teorema 2.8 (Marinescu y Sebastiao e Silva diferenciabilidad) Para E.V.T. Localmentc
Convezos la Sebastido ¢ Silva-57 dif.evenciabilidad (definici 6n[17]) ¢s cquivalente a la Mari-
nescu diferenciabilidad (defi nicién(18])

Demostracién. (definicién [17] = definicién (18]). Sea ¢ : Y — R seminorma continua
cualquicra, por hipétesis existen p : X -3 R scminorma continua en X y w: X -+ R con
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{th

y en consecuencia % € V demostrando asi (c)
€
(c = @) Sea g € SC(Y) cualquicra, y definamos la vecindad del cero V = {y € Y /g(y) < 1}
t existe una indad U C X del cero en X que verifica Ja hipétesis (c), para tal
vecindad podemos lallar un p € SC(X) y A > 0 tal que {z € X/p(z) < A} C U, mostremos
que limp0 ﬂp‘:{%ﬂ =0, para ello sca ¢y > 0 cualquicra entonces existe un U’ C X vecindad del
cero en X tal que para cualquier h € U y th € U' se cumple
r(th pYs th
_( )e LJ =T_.(')<A_eo

—U=
¢ 2 ¢ 2

Ahora, si h € U’ entonces h = {XY’(")}{}'T} € U’ y ademis %T €U (pues p[%p—("r—] =
3 < A) y en consecuencia

[ r(h) ] Aglr()] A _ ofr(w)]
60 = <€
Loyl T2 <2 p(h)
demostrando esto que limp_g %ﬂ =0 [u]
OBSERVACION
Observe que la definicién (c) tienc sentido ain para EV.T. que no i son Local

Convexos; ésta es la definicién que usaremos en la tabla de definiciones que sigue.

Teorema 2.10 (Keller T y Michal 40 diferenciabilidad) Pare E.V.T. Localmente Con-
vezos, la Keller I1-diferenciabilidad (definicion {23]) es cquivalente a la Michal 40 -diferenciabilidad
{definicién [10f)

Demostracién. La demostracién cs completamente andloga a la anterior (ver (3, pag. 93]) O

Lema 2.3 Para E.V.T. Localmente Convezos, las cuairo definiciones siguientes de funcién

infinitesimal son lens.

a). Yg € SC(Y), 3p € SC(X) [Ve >0, 36 > 0:p(h) <8 = qlr(h)] < ep(h)
( Hyres infiniteimal )

b). Vg e SC(Y), Ip € SC(X) [¥e> 0,3 >0: (p(h) <LAO <t < §) = q[-i:ﬂ] <e

). YV €Uy, FU € Uy [r(tU) C o(t)V dondeo: R ~+ R es tal que limeoo 22 =0
( Lang infinitesimal)

d). YV €Uy, 3U €Ux/Ve¢>0,38>0: (heUAO< |t <) = L ¢ v

Demostracion. (a = b) Sea h € X y t € R con p(h) < 1y 0 < |t| < & entonces p(th) =
[tip(h) < || < & luego por (a) tenemos que qlr(th)] < ep(th) = |t|ep(h) < |tle de donde
q[ﬂ:—"l] < ¢, demostrando asi (b)

b=¢

42



(¢ = d) Sea V C Y vecindad del cero, y consideremos Vg la vecindad equilibrada del cero
en Y tal que Vg C V, para tal Vy podemos hallar una vecindad del cero U € X que verifica
(c). Sea € > 0 cualquicra, como lim(_,n",‘ = 0 podemos hallar un § > 0 tal que

0<]l|<60:|2-(i"~]~l <e

ademdssih € U y 0 < |t| < §g entonces por (c): r(th) € o(t)Vg C (t€)Vo (pues Vg es cquilibrado)
y por tanto ﬂi—hl € €V C ¢V, demostrando (d).

(d = a) Sca q € SC(Y) cualquiera, para la vecindad del cero V = {y € Y /q(y) < 1}
por (d) existe una vecindad del cero U € X y por tanto un p € SC(X) y A > 0 tal que
{z € X/p(z) < A} C U y que verifica (d). Sea ¢ > 0 cualquicra, entonces para € = A¢p/2
existe un & > 0 tal que

r(th A€o
Ix€U/\0<|l[<6“=&—%€€V=TV

seah € X con p(h) < —’%"— entonces el vector h' = m‘lnh €U y d nimero real Zﬂ)\ﬂ € R verifica

[2£§'l_ll < 6g, luego
'[21@ . 5;%1.-,"] _ o)

—_— v
ZUB con(h)
y por tanto alp:[%ll < ¢o, demostrando (a). a
OBSERVACION
Nuevamente la definicién (d) tiene sentido para E.V.T. cualesquicra, no i Local

Convexos.

Teorema 2.11 (Hyres y Lang diferenciabilidad) Pare E.V.T. Localmentc Convezos, la
Hyres difcrenciabilidad (dcfinicion [12]) cs cquivalente a la Long diferenciabilidad (dcfinicion
[21])

Demostracién. Inmediata del lema anterior. ]

Teorema 2.12 (Equivalencia para la Keller I diferenciabilidad) Pere E. V.T. Localmentc
Conuezos, las definiciones siguicntes de funcidén infinitesimal son cquivalentes

a). 3p € SC(X)/VYq € SC(Y), Ye > 0,36 > 0: p(h) < & = qlr(h)] < ep(h) ( Keller I
infiniteimal )

b). 3U € Ux /¥ €Uy, 36> 0: (heUAO< |t <8) = L ev
Demostracion. (a = b) Por hipétesis existe p € SC(X) que verifica

¥g € SC(Y),¥e > 0,36 > 0: p(h) < § = gir(h)] < ep(h) (2.13)
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Definamos la vecindad del cero U = {x € X/p(z) < 1} y sea V C Y cualquier vecindad
del cero en Y, la convexidad local de Y permite hallar un g € SC(Y) y €0 > 0 tales que
{v € Y/aly) < e} C V. Por (2.13) existe un o > 0 tal que

p(h) < 8o = glr(h)) < eap(l) (2.14)

Sih € Uy0 <t] <dp centonces p(h) < 1y por tanto p(th) = |t|p(h) < dep(h) < &o y por
(2.14) resulta

alr(th)] < cop(th) = coltlp(h) < eolt] = [ﬂ-_] <6

de donde resulta que ﬂ;—hl eV
(b = a) Por hipétesis existe una vecindad del cero U C X tal que

(U
YV C Y, vecindad del cero,35 > 0: (h €UAO < [t| < §) = ( ")

(A% (2.15)
ademis existen p € SC(X) y A > 0 tales que {z € X/p(z) < A} CU. Scan ¢ € SC(Y) y e >0
cualesquicra, y definamos V = {y € Y/q(y) < Ae/2}, por (2.15) podemos hallar un §o > 0 tal
que

r(th

heUAOL|t|< = —¢€V (2.16)

Sca I € X con p(h) < Adp/2 entonces p[wh] = A/2 < Ay en consccuencia ml: eUy

también i‘EPI = $p(h) < & y por (2.16) resulta
'l

_ o[ ki) ']

2]1(11) > 2

ev

y por tanto q[é}%n_)"(l‘)] < A¢f2 = qlr(h)) < ep(h) u]

OBSERVACION
La definicién (b) tiene sentido para E.V.T. enalesquicra.

2.3.3. Diagrama de relaciones

En la subseccién anterior se demostré que muchas de las definiciones dadas en la Tabla 2.1
son cquivalentes asi como también alg de cllas son casos particualares de otras. Ademis
sc mostraron cquivalencias entre las definici dadas por los autores, vdlidas para E.V.T.
Localmente Convexos, y definiciones que tienen sentido en cualquier E.V.T. (Teoremas 2.9,
2.12y Lema 2.3).

Las dcﬁmcmncs (3], [6] y [13] no sc consideran en lo que sigue por no ser métodos regulares de
dif iacién. Las definici [4), {5), {7) ¥ [9] son casos particulares de la o —diferenciabilidad.
Las definiciones [8] y [20] son cquivalentes el método representativo lo llamamos Michal-Bastiani
diferenciabilidad. La definicién (11] la 1) impl Michal-dife iabilidad. Las

definiciones [12] y [21] son cquivalentes a (d) del Lema 2.3 ¢l cual Hnmaremos Hyres difer-
enciabilidad. La definicién [14] sc repite y a la [15] se le da el nombre de Sebastido ¢ Silva 8
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diferenciabilidad, la definicién [16] es un caso particular de la definicién [14). Las definicionc
[17) y [18] son equivalentes a (¢) del Teorema 2.9 el cual llamaremos Marinescu-Sebastiio ¢
Silva diferenciabilidad. La definicién {19] sc copia exactamente como esta y la definicién [22) es

cquivalente a (b) del Te 2.12 ol método es llamado Keller difereciabilidad.
Asi_podeinos reducir la tabla anterior a las siguientes definici
Nro. Nombre | Simbolo | A(X,Y
1 | De Lamadrid 7—-diferenciabilidad T L, ] F(X,Y
}ina R(t) = 0 cn alguna topologia 7 de F (X,Y) donde R: R -+ F (X,Y)
-
rth)
se define como: R(t)(h) = . Cuandoldeld
0 cuandot =0
2 | o~diferenciabilidad || C(X,Y)
th
VS € o, hm —\;—’ 0, uniformemente respecto de h € §
=VS €YV EUy,36>0:he SAO< |t <§=> '(”‘)
3 | Sebastiao ¢ Silva g~ diferenciabilidad [-°-8s - £(X.Y)
t
VB €, 3C C Y acotado /¥e >0, 35> 0: (he B A 0< |t <) =W e
4 | Michal-Bastiani diferenciabilidad [ MB ] L(X,Y)
Yho € X, lim  ¥(t,h) =0, donde 3: R x X = Y esta definida como
{¢.4)=(0,ho) -
£lth
(t.h) = - cuandot #0
0, cuando ¢ =0
. (th)
=Vho € X,YV €Uy, 3U €Uy, 36 >0: (hello+U, o<t <8) >~ ev
5 | Marinescu-Sebastiio ¢ Silva diferenciabilidad | MS | C(X.,Y)
W €Uy,3U €Uy Ve > 0,30 €Uy : (heUNtheU') = (17- €ev
6 Michal diferenciabilidad [ M | E (X.Y)
th
3U € Ux [VV €Uy, 3U' €Uy : (I. € UAtl.eU) = - 'l 4 ev
7 Hyres diferenciabilidad 1 H ! C(X Y)
VV €lly, 3U €Ux Ve > 0,36 >0: (h€ U0 < [t] < 6) = '“’" cev
8 [ Keller diferenciabilidad T x 1 C(XVY)
e llx/ }in'(t, ﬂ:_"_) = 0 uniformemente respecto de 1€ U
-
t
=3U €Ux/VV €Uy,36>0: (he UNO< |t < §) = r( ) 3%
9 | Vainberg-Engel'son r—diferenciabilidad [ VE. ] C (X,Y)
La funcién % : U =+ £(X,Y) definida en alguna vecindad U € X del cero por
_ o Tzt th) - r(z)
P(z)(h) = ,:l_lgé .
es continua en zg = 0 en alguna topologia 7 de £ (X,Y)




OBSERVACIONES

1. Todas las definidones, a excepcién de la primera, consideran que las derivadas sean Funcioncs Lincales
v Continuas, esto cs A (X,Y) = £(X,Y).

2. La definicién (3] dificre de Ja definicién [15) de Jo Tabla 2.1 en que se toma pura A(X,Y) ¢l Espacio

L(X,Y) de todas las funci lineales ¥ i y no ¢l Espacio 8 (X,Y) de funciones lineales y
acotadas.

Las relaciones entre los difcrentes tipos de diferenciabilidad definidos en esta tabla son
indicadas cn ¢l sigui diag X

Figura 2.1: Diagrama de Relaciones

Kediferenctatitutad | | T H-.ﬁﬁ-nm-i.:ﬁiﬁ.ﬁnf[

— N . . 1%
P nranadon i
lj N e s J) A owmnto
2L 4
Ao 5 - .
it © ! . i
Medifercncrabifidad | o MS-diferenciabifidad L; v, MB-diferenciabifufad
S XY } xR

nesrmmndon

L
¥ st urs | r-‘-"
awstwrndion
B

c.

. —4

S-diferenciabifitad | | 5
¥ msramsder

| n..i',/‘rmu-:.,b,ﬁ.liuf!!
i/

. -

- “=A

( ‘|
ulfulhlmfl

Los dnicos métodos que no son regulares en cl diagrama anterior son la Sy ¥ G diferencia-

-1.
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bilidad, todos los demas son métodos regulares de diferenciacion.

Como Ya se mostrd, la o—diferenciabilidad es un caso particular de la diferenciabilidad en
cl sentido de De Lamadrid (L, diferenciabilidad) cligiendo la topologia 7o de Convergencia
Uniforme sobre subconjuntos de la familia o (o—topologia), resultando quela G, ¥, C, F
y {X} diferenciabilidad son casos particulares del a L. diferenciabilidad. Sin embargo las
K, H, M, MS y M B diferenciabilidades no pueden ser obtenidas de la L, diferenciabilidad
para ninguna cleccién de la topologia T

Si en el Espacio £(X,Y) consideramos la o topologia entonces la VE,, difcrenciabilidad
tiene la siguiente caracterizacién

Teorema 2.13 (Caracterizacion de la VE,, diferenciabilidad) Sean X,Y dos E.V.T.;
o C P(X) familia de subconjuntos de X que verifica (1.6) y zo € X entonces una funcion
J:X =Y es VE; — diferenciable en zg si y solo si cziste un abierto Uy C X con zg €U tal
que

a). f es G diferenciable en Ug

b). La funcidn f; :Up = L(X,Y) es 7o continva en 0

Demostracién. (=) Por hipétesis existen T € £(X,Y) y r: X = Y tales que
1. f(zo+h)= f(zo)+ T(h)+7(h), YheX

2. Existe una vecindad del cero U € X tal que la funcién ¢ : U = £(X,Y)

¢ —_—
definida como t(z)h = }gl‘l] r(z_+__/?_ﬂ es 7,—continua en zg.

observemos que para Cualcsquier z,i € X y t € R — {0} sc puede escribir

r(z + th) = r(z) _ [(zo+ 2+ th) — [(zo +2)
t - [
si definimos el abierto Us = 20 + U entonces para z € Ug tenemos que

f(z+l’l)—f(-’=)

—~T(h) (217)

r(z—z0+ th] —7()x — =z
Iun _————
t—40

=T(h) + lun
=T(1) + $(z — z0)(h) = [T +9@-zo)|(h), VheXx

esto demuestra que f es G ~diferenciable en la vecindad Up con & -derivada dada por fg (x) =
T + (2 —q), Yz € Up ¥ como ¢ es continua en zo entonces fg resulta continua en 0
(<=) Sabemos que existe un abierto Up C X con 2o € Ug que verifica (a) y (b), en conse-
cuencia f es G -diferenciable en Zg, esto implica la existenciade T € L(X,Y)yr: X 3 Y
tales que
J(zo + h) = f(zo) + T(h) + r(h), YheX

donde Jimgyg d‘# = 0, mostremos que r cs V B, —~infinitcsimal. Si defini la vecindad
del cero U = Up = zp ent ara cualquier z € U que z+ zg € Uy y por (a)

P
Se(z4z0)(h) = limeso L‘-‘—*-“—*“?:ﬂﬂ’) , Vh € X, ademas por (2.17) (que también se verifica
cn cste caso) obtenemos

r(z + th) = r(z)
t

$(2)(h) = lim = ff (zo +)(h) - T(h), VzeU VheX
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es decir que la funcién ¢ : U —+ £ (X,Y) estd definida por ¢)(x) = fC (zo+2)+T,VzeUy
como por (b) la funcién fg es continua en 0 obtenemos que % es continua en zg (s}

2.3.4. Demostracién de las Implicaciones en General

En esta subseccién demostraremos las implicaciones del diagrama anterior que se cumplen
en cualquier E.V.T., es decir sin ninguna condicién adicional.

1. M -diferenciabilidad = G -diferenciabilidad
Evidente desde que todo subconjunto finito es secuencialmente compacto, es decir G C #

2. C -diferenciabilidad = ¥ -difcrenciabilidad

Aqui la demostracién no cs tau obvia desde que no existe relacién alguna entre la compacidad y
la compacldad secuencial en Espacios Vectoriales Topolégicos generales. Sea 7 : X -+ Y funcién
C-infi 1y g que no es H -infinitesimal por tanto existen Vo C Y vecindad
del ccroen Y y K C X conjunto secuencialmente compacto tal que

h)
V6 >0,3h € K, 3t:0 < 1)< 4 ’“'

¢V%

De aqui podemos obtener dos sucesiones (tn)qen C R ~ {0) con ¢, -+ 0y (hn)nen C K que
podemos suponer convergente a un i € X (ya que K es sccuencialmente compacto) tal que se
verifica

r(t,,h..)

Vo €N, ¢V (2.18)

Como hy -+ h cntonces ¢l conjunto (h,./n € N) U {1} es compacto y dado que r es C-
infinitesimal podemos hallar un § > 0 tal que 0 < [¢f < dp implique que '“:"'] €V, Vn €N
Finalmente la convergencia t, —~ 0 permite hallar un ng € N tal que ¥a 2 ng, 0 < |taf < o y
en consecuencia 555??1 € Vp. Vn 2 ny llegando a contradecir (2.18)

3. F -diferenciabilidad = C -diferenciabilidad
Evidente desde que todo subconjunto compacto de un E.V.T. es también acotado, es decir
CCcF

4. Sr -dif iabilidad = F -dif i ':'Iidad

Sea r: X = Y funcién Sz —infinitesimal, y id V C Y vecindad del ceroen Y y
B C X acotado (i.c. B € F). Comores S; infinitesimal entonces para B € F podemos hallar
un C C Y acotado que verifica

r(th)

Ve>0,3>0:(heBAO<| <§) = ——€eC

Como C C Y es acotado, existe un A > 0 tal que AC C V y para tal A > 0 existe un §o > 0 tal
que sih€ By 0< [t| <do entonces M € AC C V, demostrando que r es Finfinitesimal.
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5. M B-diferenciabilidad = C -diferenciabilidad
Sca r : X = Y funcién M B infinitesimal y id V C Y vecindad del ceroen Y y
X C X compacto (i.e. K € C), por definicién de funcién M B infinitesimal se cumple

r(th)
t

Vz € I(, 3Us C X abierto con z € U, 36; >0: (h€ U A0 < |t| < 5) = eV

entonces la familia de abiertos {Us/z € K} cubre a K, es decir K C U;ex Us ¥ ademés

r(th)

Yz €K,3:>0:(heU,A0<|tfj< b, = €V)

como J( es compacto, podemos escoger un mimero finito de abiertos Us,,Us,,. ... U:, tal que
I€ Ui, Us, y para cada i

heU, A0 < 8 = eV (2.19)

r(th)
t
Tomenmos § =min{4;}7.; de modo que si h € K y0 < |t| < § entonces h € U, para algin j y

por (2.19), =— ’“M € V, demostrando asi que r es C infinitesimal.

6. MS-diferenciabilidad => F -diferenciabilidad

Sea r : X 5 Y funcién M S—infinitesimal y consideremos ¥V C Y vecindad del cero en Y y
B C X acotado (i.e. B € F), como r es MS~infinitesimal, para la vecindad V podemos hallar
una vecindad del cero U € X que verifica

Ve > 0,3U' C X vecindad del ccro : (h€ U Ath € U') = 2 ’(“')

(2.20)
Ademas para el conjunto acotado B podemos hallar un A > 0 tal que AB C U y para tal A >0
una vecindad Ux C X que verifica (2.20). Escojamos finalmente un § > 0 tal que ¢tB C Uy
siempre que |t| € & (ver Teorema 1.5). Asi, si tomamos & € By 0 < |¢| < § eatonces A€ U y
$Ah =th € Uy y por (2.20) obtenemos

1
,\_'(:") =TGM) v s —"(i]') ev
5

demostrando que r es F ~infinitesimal

7. M S-diferenciabilidad = M B-difercnciabilidad
Sear: X = Y funcién MS— infinitesimal y ideremos V' C Y vecindad del ceroen Y y
ho € X cualquicra, debemos hallar un Ug C X vecindad del cero en X y §o > 0 que verifiquen

r(th)

hehg+UsAOL|t|<fp=> ——€V
como r es M S— infinitesimal, para la vecindad V existe una vecindad del cero U C X tal que
t
Ve > 0,3U' C X vecindad del cero : (k€ UAth € U') = ¥ €V (2.21)
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Ademés la continuidad de la multiplicacién por lares (¢,z) € R x X — tz € X en (0, ha)
permite hallar 8; > 0 y Uy C U vecindad del cero en X tal que

t|Sohnzeh+Ui=>tzelU (2.22)
de (2.21) para € = §; podemos hallar una vecindad del cero Uz C Uy que verifique

heUAtheUz = B ") &V (2.23)

nue te de la continuidad de la multiplicacién por 1 pod hallar un 62 >0 y
Uz C U» vecindad del cero en X tal que

| <Az €hy+Us=tzel, (2.24)

tomemos 6o = min{8;,82} y Uo = Us, asi, si h € ha + Ug y 0 < |t| < 8o entonces por (2.24),
3';(6;1;) =th e Us y por (2.22), é1h € U de donde por (2.23) obtenemos

6)!‘(!./‘) (

: rtslh) €hV=

ox

(th] cv
l

como sc queria demostrar.

8. M-diferenciabilidad = M S-diferenciabilidad
Scar: X =Y funcién M- infinitesimal, por lo tanto existe una vecindad del cero Up C X tal
que

r(l h)

YW elUy,3U' €Uy : (hEUgALh€U') = —— €V

sca V C Y cualquier vecindad del cero en Y y € > 0 arbitrario cnlonccs <V también es una
vecindad del cero y por lo tanto existe una vecindad U’ C X tal que it € U y th € U’ implica

que L"'l € ¢V, demotrando que 7 es M S—infinitesimal.

9. H-diferenciabilidad => M S-diferenciabilidad
Sear: X = Y funcién H-infinitesimal y ideremos V C Y vecindad del ceroen Y entonces
cxiste una vecindad del cero U C X tal que para ¢ > 0 arbitrario existe un § > 0 que verifica

)
heUno< < 6= &) (“) (2.25)

donde Vo C Y es la vecindad del cero cquilibrada tal que Vp C V. Escojamos a € R con
0 < a < & y definamos la vecindad del cero U' = aU, asi cuando h € U y th € U' = oU
entonces tenemos dos posibilidades: primero cuando |¢| < @, resulta inmediato de (2.25) que

rith) :" €€eV.Si|t| > a, cn este caso tenemos £ € U y como a < § ent por (2.25) t
L
=)
@:%-r(a" D € %(VaCCVa

la pendltima inclusién es debido a que Vp es cequilibrado y |$I £ 1. En cualquier caso resulta
que L’,"l € €V, demostrando que 7 es M S—infinitesimal.



10. IC-dif abilidad = M -dif iabilidad
Esta demostracién es totalmente andloga a la anterior

11. K ~diferenciabilidad => H -diferenciabilidad
Evidente de las definiciones.

12. {X}~diferenciabilidad = K -diferenciabilidad
Evidente de las definiciones.

2.3.5. Demostracion de las Implicaciones condicionadas

En cl diagrama de la Figura 2.1 sc muestran implicaci que se plen para ciertos tipos

de Espacios Vectoriales Topolégicos, como Espacios Normados, Secuenciales o el espacio R”™.
En csta subseccién demostraremos éstas impli

En la siguiente tabla la peniiltima col da la proposicién que serd te probar para
que la implicacién de la primera colunna sea cicrta. Asi por cjemplo para probar la proposicién
Sy ~diferenciabilidad = M —diferenciabilidad cuando X esnormado, seri suficiente probar que
F —diferenciabilidad = I(—diferenciabilidad cuando X es normado. Cuando las dos iltimas

jones dicionadas.

e

columnas estén en blanco del probar la proposicién de la primera columna.
Para probar Cuando Sera suficiente Cuando
G —dif. = H -dif. X =R G —dif. = F —dif. X=R
H —dif. = C —dif. X es sccuencial 3 —dif. = MB~dif. | X cs secuencial
C —dif. = F —dif. X=R"

F —dif. = Sr —dif. Y es normado
C —-dif. = MB—dif. | X cs sccuencial H ~dif. => MB-dif. | X es secuencial

F ~dif. = MS-dif. | X es normado F =dif. = K~dif. X c¢s normado
Sy —dif.=> M-dif. X,Y normados F ~dif. = K~dif. X s norimado
M-dif.= S5 —dif. Y es normado F —dif. = S —dif. | ¥ es normado
| MB—=dif.= MS—=dif. | X =R" C—dif. > F-dif._ | X=R"
MS-dif. = M=dif. | X 6Y es normado || MS-dif. = M~dif. | Y es normado
MS-~dif = H-dif. X es norimado F —dif. = K-dif. X es normado
M-dif.= K -dif. X es normado F —dif. = K-dif. X cs normado
H-dif.= K-dif. X 6 Y cs normado || H—dif. = I —dif. Y es normado

1. Cuando X = R : G-difcrenciabilided = F -diferenciabilidad
Sca r : R = Y una funcién G -infinitesimal, para mostrar que r también es F -infinitesimal
scan V C Y vecindad del cero y A € F (i.e. A CR cs acotado), podemos hallar wn a > 0 tal
que A C [—a,a), ademés como r es G -infinitesimal existe un § > 0 tal que

r(ta)

0<ti<é=——€% (2.26)

donde Vo C Y es la vecindad equilibrada del cero tal que Vo C V. Asi tenecmos quesi h€ A y



0 < [t| < & entonces |h| € a o equivalentemente |§| < 1y por (2.26)

ey _7(84) 4

7 7 ‘é . € ;Vu cVcCcv
la penultima inclusién es debido a que Vp cs equilibrado, demostrando esto que r es F-
infinitesimal.
Para mostrar la siguicate proposicién necesitamos primero ¢l siguiente lema

Lema 2.4 Sean XY dos E.V.T. con X Secuencial; f : X = Y yxo € X con f(zg) = 0.
St para cualquier sucesidn (zn)yent € X con z, -3 0 se cumple que f(zn) -+ 0 entonces
lim; ., f(z) =0

D tracion. Supongamos por contradiccién que lim,,, f(z) 7# 0. entonces existe una
vecindad del cero Vo C Y tal que

WUy, C X, vecindad de 29, 3z € Uy : f(2) € Vo

denotemos por A = X = f~1(,) y notemos que z € A siy solosi f(z) ¢ Vo, ademas que A # 0
(basta tomar la vecindad Uy, = X). Asi, notando que zp & A (pues f(zo) = 0 € Vo) lo anterior
se puede escribir como

YU., C X. vecindad de 20, 3x €Uy conz #20:2€ A

esto quiere decir que zg es un punto de acumulacién de A y como X ecs secuencial, existe
una sucesién (an)eeri € 4 tal que an =+ Zo y por hipétesis resulta que f(an) = 0. Pero
@, € A, Vn €N = f(a,) ¢ Vo, Vn €N lo que ¢s una contradiccién. m]

2. Cuando X es ial : H .dif iabilidad = M B-dif iabilidad

Sear : X — Y una funcién H -infinitesimal y supongamos por contradiccién que no es A{B-
infinitesimal, es decir que existe un ip € X tal que limg,4)4(p,he) %(2: 1) # 0 con la funcién
3 como en la definicién de M B-diferenciabilidad. Como X es secuencial resulta que R x X es
sccuencial (vea Teorema B.2 mis adelante) y por el leina anterior existen sucesiones (¢,)qen C
R con tn = 0y (hn)new C X con ki, -+ ho tales que

Pltnkn) 0 (2.27)

pero como r: X = Y es H-infinitesimal y et conjunto X = {hn/n € N} U{hg} es secuencial-
mente compacto entonces 51!—;:"'1 =3 0 lo que es una contradiccién con (2.27)

3. Cuando Y es norinado : F -diferenciabilidad = Sy -difcrenciabilidad
Sear: X -3 Y una funcién F -infinitesimal, como Y es normado entones podemos escribir
r(eh)

Ye > 0,YB € F, a&>o;ne3/\o<|z{<6=7|| :

" <e (2.28)
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mostremos que r es Sy -infiuitesimal, para ello sca B € F cualguicra y definamos el conjunto
acotado C = {y € Y/|lyll < 1} de modo que para cualquicr ¢ > 0, por (2.28) existe un 6 > 0
tal que sih € By 0 < jt| < é entonces

2 <= |22

demostrando que r es Sx -infinitesimal

Py

Il
—')-GeC

<1l=

4. Cuando X es normado: F -diferenciabilidad = K -diferencialilidad
Sear: X = Y unafuncién F -infinitesimal, para trar que r es X-infini s la
vecindad del cero U = {x € X/||z|| < 1} de modo que para cualquier vecindad del cero V C Y
y tomando como conjunto acotado B = U cn la definicién de funcién F -infinitesimal ¢

que existe un § > 0 tal que

1 dof

heU,\u<|q<6=ﬁttﬁeV

demostrando que r es K-infinitesimal

§. Cuando X = R" : C -diferenciabilidad = F -diferenciabilidad

Sea r : R™ -3 Y funcién C-infinitesimal, para mostrar que r ¢s F -infinitesimal sean V C Y
vecindad del cero en Y y A C R” subconjunto acotado, podemos hallar un M > 0 tal que
AC K ={z € R"/||z]l € M}. En R" dl conjunto K compacto y por definicién de funcién
€ -infinitesimal existe un é§ > 0 tal que

nerno<i<ss ey
desde que A C I{ resulta inmediato que r es F -infinitesimal

6. Cuando Y es normado: M S-diferenciabilidad => M -diferenciabilidad

Sea r: X = Y una funcién M S-infinitesimal, como Y es normmado entonces considerando en
la definicién la vecindad del cero Vo = {y € Y/|lyll < 1} tenemos que existe una vecindad del
cero U € X tal que

Ve > 0,3U' C vecindad del cero fh€ Unth e U' = @ €V (2.29)

pero 1 ¢ ¥ o5 cquivalente a || 242L|| < e. Desde que toda vecindad del cero ¥ C ¥ contiene
una bola de la forma {y € Y/l|lyll < A} para algiin A > 0 entonces (2.29) implica que » cs
M-infinitesimal.

7. Cuando Y es normado: H-diferencialbilidad = K-diferenciabilidad
Sca r: X = Y una funcién H-infinitesimal, como en el caso anterior para la vecindad del cero
Vo = {y € Y/|lyll < 1} existc una vecindad del cero U € X tal que

7{th)

ve> 0,36 >0/ eUn0 <l <5 =[5 <e

nuevamente toda vecindad del cero en Y contiene una bola de la forma {y € Y/|ly|| < A} para
algin A > 0 por tanto lo anterior implica que r es JC-infinitesimal.
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2.3.6. Contracjemplos

En esta subseccién damos una coleccién de ejemplos que muestran que ninguna de las
definiciones de diferenciabilidad dadas en el Diag 2.1 son cquivalent

Ejemplo 4 (G-diferenciabilidad » #{-diferenciabilidad) El cjemplo 19 muestra uaa
funcién que es G -diferenciable en 0 con ¢ -derivada nula alli, pero sin embargo no es (-
difercnciable en dicho punto.

Ejemplo § (?{-diferenciabilidad % F -diferenciabilidad) Denotemos el elemento €1 =
(0,0,...,1,0,...) € [»(N) y definamos la funcién f: L(N) -+ R por
B

k
o+h siz=te(t€R
Sy = { 1(t € R)
0, en otro caso
entooces f no es F-diferenciable en 0, en cfecto, primero observemos que para cualquier
h € 12(N) sc cumple lim;..o @ =0, por lo tanto la G -derivada en 0 existe y cs identi-

camente nula. Supongamos que f es F-diferenciable en 0, con F -derivada identicumente
nula, entonces se dcberia teoer limp~o % = 0. Consideremos ¢ = 1/2, existe por tanto un

& > 0 tal que )
f(R)] 1
Rl < 8= === < 2 2.30
i <s= Ml < 3 (230)
escogamos un {o €< 0,8 >; como lim, l;,"" =1 pod hallar un n € N tal

que l,? >1/2

Figura 2.2: La sucesién de funciones (t*),.gn, t € [0,1] es creciente

cntonces para k= {oea € () tenemos que [[h]| = [to] < & y por (2.30)

1+
R
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lo que ¢s una contradiccién.

Sin embargo si es H -diferenciable en 0

Ejemplo 6 (H-diferenciabilidad # M-diferenciabilidad) Sea X cl Espacio de todas
las sucesiones de némeros reales X = {¢: N -5 R/ esfuncién } = J],c R (también
denotado por RM) con la Topologia del Producto de Tikhonov. La funcién f: X = X
definida por
/(h.z:;z:,-»-) = (zf.ti.t§,---)

es H-diferenciable en 0, en cfecto, primero observemos que f(0) =0 y que

/(‘h)'_ﬂo) = “:i—_(u,}‘ﬂ,g__,,')
tiende para 0 € X cuando { = 0y por tanto la Gatcaux derivada en cero debe ser identi-
camente nula, esto quiere decir que si f es H-diferenciable en cero, entonces su H-derivada
debe ser la funcién nula, para mostrar esto sca ¥ C X cualquier vecindad del cero en X,
de aqui podemos hallar ny € N ¥ ¢, >0, (i = 1,2,...,p) tales que

r
N N aRpm)<a}cV (2.31)

=l
definamos ahora d abierto basico U = [)_, {y: N = R/J${n;)| < &}y considercmos
¢> 0 arbitrario, debemnos hallar un § > 0 que verifica (vea la Definicién (7))

heU AO<t)<é= [—(;"—)ed/

escogamos § = milizyz,...p{ 5. £} de modo que s ' € U y 0 < }t| < § tendremos
Vi=1,2,....p, [h(n)| < /& ¥ por tanto
|ﬂ;I—')~(,,,)| = |th*(n;)l < eei vi

y por (2.31) resulta que @ €eVs= ﬂ:—"l € ¢V demostrando que f es H-diferencinble en
0.

Sin embargo f no resulta ser AM-diferenciable en 0, para ver esto supongamos por contradie-
cién que lo sca, luego existe una vecindad del ceto U C X que conticne a un abierto basico
de la forma

{$: N s R/|g(n) <a,Vanel}CU

donde / C N es finito. Para esta vecindad se cumple (vea la Definicién [6)) que cualquicra

que sca la vecindad del cero V C X si pod hallar otra veciudad del cero U C X
tal que
heUnthel = L(;ﬂ €V (2.32)

scang ¢ Iy definamos la vecindad del cero
V={v:N —-’R/W(no)l <q)
por (2.32) existe una vecindad del cero (que podemnos suhoner un abierto bisico) de la forma
U'={$:N=R/|jgn) <e, YneJ}

donde J C N es finito. Para llegar a una contradiccién cscogamos /& € X tal que |h(no)| <
€1, ¥n € I, esto garantiza que h € U, y = min{ygy; : i(n) # 0, ¥n € J}, esto garantiza
que th € U’, y tal que t > W:.bq‘ Por (2.32) tendriamos que L(:—"l €V =|th(no)?| < e lo
que es una contradiccién. -
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Ejemplo 7 (¥ -diferenciabilidad = S -dilhrcnciabihdnd) Sca X el Espacio del cjem-
plo anterior. Para cada n € N scan las funciones $n;: < "”. ,,] -4 R, (JEN)tal quela
funcién T
te< ;Tl_';] w3 (B (1), ¥n2(t),...) € X
sea inyectiva (para cllo serd suficiente que cada una de las funciones ¥,; sea inyectiva).
Definamos ahora la funcién f: R = X por
1) = (£2.82.....0°, .
1 =( Co9m(1),9mll), ¥t} VEES oy ") (n €M)
pt

asi tenemos que
paran =1 £()= (F,on(0. 92l ¥1s(0),), 1€<3, !
paran=2: f(t) = (2,65 82(1), ¥22(). ¥2s(!),...), tE€<3 3 ;i

poran =35 f(1)= (P00, 00,00 9(0),..), te< T3]

Esta funcién es F -diferenciable en ¢ = 0 con derivada identicamente nula, pero sin embargo
no es Sx-diferenciable en este punto.

Ejemplo 8 Aqui tenemos otro cjemplo (IKcller, 1964) de funcion que os F difcrenciable
pero no Sy -diferenciable. Sea ¢ Espacio Normado de todas las sucesiones acotadas X =
{¥: N =R [ esacotada ) C R con la norma del supremo [l = sup,ep [¢(n)|. Defi-
namos la funcién f: X - R¥ por

o) = ,3—’};’(4 ysil—npln) #£0
,sil—np(n) =0
cntonces f resulta ser F -difercuciable cn 0 pero no Sx -diferenciable en ese punto.

Ejemplo 9 (?{-diferenciabilidad # C-diferenciabilidad) El cjemplo 23 muestra una
funcién que es {-diferenciable en ¢ con ?{-derivada nula alli, pexo sin embargo uo es C-
diferenciable en diclhio punto.

Ejemplo 10 (F -diferenciabilidad % M S-difercnciabilidad) Sea ¢l Espacio de todas
Isa sucesiones de mimeros reales X = R¥ con la Topologia del d de Tikchonov.
Para cada n,k € N definamos

I =(1,0,0,...,0,%,0,0,...)
pihei bt bl At

asi por ¢jemplo
My =(1,1,0,0,.. Iy = (1,2,0,0,...) s =(1,3,0,0,...)
oy = (1,0,1,0,0, a2 = (1,0,2,0,0,...)  hzs =(1,0,3,0,0,...)
h3y =(1,0,0,1,0,0,...) 72 =(1,0,0,2,0,0,...) 3z =(1,0,0,3,0,0,...)
definamos aliora la funcién f: X -+ R por
fle) = {—l‘ +siz=tha, (nkE€EN)

y ¢n otro caso

entonces f resulta ser F -diferenciable pero no M S-diferenciable en 0.
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Ejemplo 11 (Af-diferenciabilidad % H-diferenciabilidad) Sea X = RN y la funcién
/i X = R decfinida por

oo
|zl

flza,z2,280...) =2 9=t
n ‘g T+ [zl

Esta funcién es Af.diferenciable cu cualquier punto de X pero no es H-diferenciable en
ningiin punto.

Ejemplo 12 Este ¢s otro cjemplo. Sea X = R y para cada n.k € N definamos

11
Tuk = (e ok ki)
PEE

La funcién f: X -+ R definida por

’("={6-"x ysiz=1z,, (nk€EN)

» o otro caso

resulta ser Af-diferenciable, pero no H-diferenciable en 0



Capitulo 3

Propiedades Fundamentales

En el capitulo anterior se dicron varias definiciones de diferenciabilidad en base al con-
cepto de diferenciabilidad generalizada; lucgo exigimos que dichos métodos satisfagan algunas
propiedades basicas de diferenciabilidad, dando lugar a los métodos regulares y casi-regulares
de diferenciacién. Eneste capitulo estudiaremos con mis detalle una de esas diferenciabilidades:
la o—diferenciabilidad.

Las definici son las mi que en cl capitulo anterior con la diferencia
que las funciones consideradas aqui estds definidas en subconjuntos abiertos U C X de un
E.V.T. en lugar de cstar definidas en todo ¢l Espacio X.

3.1. o-—derivadas

Definicién 3.1 (Gateaux-Diferenciabilidad) . Sean X,Y dos EV.T.; f: UC X =2 Y
donde U c¢s abierto. Decimos que f es Gateauz-diferenciable en z € U, siy solo si czisten
una funcién homogenea A: X =3 Y y una funcidnr : X = Y lales gue:

L f(z+h)=flz)+ AR)+r(h), YhE€X conz+heU

2. VheX, lim ﬂ =0 (3.1)
=0 §

Desde que la funcién 4 : X = Y es homogénea (y no necesaviamente lincal) esta diferen-
ciacién no es casiregular. La siguiente proposicién da definici cquivalentes para la Gatcaux-
diferenciabilidad:

Proposicién 3.1 (Equivalencias para la Gateaux diferenciabilidad) Sean X,Y dos E.V.T.;
f:UCX =Y donde U cs abicito, enlonces son cguivalenics:

1). [ es Géleauz-difcrenciable en z
2). Para lodo h € X cziste cl limilc

P—% w (3.2)



3). Etziste ung funcién homogenea A: X = Y tal quc

5 +th) -

lim M = Al), VheX (3.3)
Demostracién. En primer lugar observemos que si U € X es abierto con z € U entonces
U - z es una vecindad del cero en X, y por tanto podemos hallar una vecindad equilibrada y
absorbente del cero V' tal que V C U — 2. Asi para cualquier & € X existe un § = §(h) > 0 tal
que §h € V. Luego si £ €< ~8,8 > y siendo V equilibrado, entonces

tl;:%(&h)e%VCVCU—I

esto demuestra que para cualquier & € X existe un é > 0 tal que V¢t €< ~8,6 >, z+theU.
(1) = (2). Por definicién existen las funci Ar: X =Y. Sea h € X cualquicra, lucgo
existe un § > 0 tal que V2 €< 6,6 >, z+ the U, y por (3.1)

i 1 = iy (L -} <o

lo que implica que el Jimite limio Aﬂ‘)—-&l existe y es igual a A(h)
(2) = (3). Definimos Ja funcién A : X -+ Y por el limite dado en (3.2), es decir Vi €
X, A(h) = im0 ﬂsﬂ_’?:ﬂﬂ. Es facil mostrar que la funcién A asi definida es homogenca.
(3) = (1). La forcidmhomogenea A : X — Y existe por hipétesis; definimos la funcién
r: X =Y como

) = fla+h)=flz)—Ah) =+heU
0 z+h¢U

claramente esta funcién satisfuce las condiciones (1} y (2) de la Definicién 3.1. a
OBSERVACION.

La funcién homogenea 4 : X = Y en la
Gateaux-derivada de f en z

definicidn anterior la d por f; y la Bunaremos

Ejemplo 13 Sca X un EV.T. y id dos Topologias Vi i 7 y 12 sobre
X con 7 € 7 (i.c. 71 cs més fina que 72) entonces la l'lmcnon ifE (X 72) = (X.7)
definida por f(z) =z, ¥r € X resulta ser Giiteaux diferenciable en cada punto z € X con
fe(h) = h, Yh € X. En cste caso la Gitcaux derivada es Lineal perono Continua en X.

Ejemplo 14 Sea la funcién f: &2 = R definida en d plano Euclidiano R? por

cuando (z.y) # (0,0)

fzy) = {' e cuando (z,¥) = (0,0)

un cilculo dirccto mediante la definicién permite hallar que la Giteaux derivada de f en
(0,0) cxiste y estd dada por

_ [ &35, cuando (I, k) # (0,0)
ﬁ""”(""’“)'{o: * cunndo (ity,hi2) = (0,0)

resultando ser una funcién liomogenca continua pero no lincal.
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Figura 3.1: Funcién con Gateaux Derivada no lincal

Para cualquier (hy,h2) la i ién de un plano vectical siguicndo la direccibn (hy, h2)

con la grifica de f resulta ser una recta.
Ejemplo 15 Sea #: XxXx ---X — Y una funcién multilincal y continua, y definamos

la funcién f : X = Y por /(;) =up(z,z,...,2), ¥r € X. Desde que para cualquier funcién
SahaNAL 1
n-lineal se verifica "

“
H(1, b2 Ba) = (01,02, ,@0) = ) by, baye oo bica i — G Gik1 @042, )
i=1

tcpemos que para cualesquier z,h € X

flz +th) = f(z) = iu(: +thyz +th,...,z + thth,z,z,...,2)
(L3}
de donde s )11 n
+th) - f(z
(= ; ) =3

=]

fu(h) =}n’_% u(z.z,...,z,z,z,...,2)

Como ya mencionamos anteriormente la Gateaux-diferenciabilidad o es casiregular, sin

embargo cumple las propiedades (D1), (D2) y (D3) de la psgina 18.

Proposicién 3.2 Scan X,Y dos E.V.T.
D1). 1. f€L(X,Y)= f es Giteauz-difercnciable en X con f = f, Vz € X

2. f:U CX -3 Y es conslantc en el abierto U = f es Gateauz-diferenciable en U
con fL=0,Vz€U

D2). f:UCR =Y es Giteauz-diferenciable en z € U & exziste el limite limu~o ‘Lﬁ%ﬂl

G0



D3). Si f,g: U C X = Y son Giteauz-diferenciables en z € U = VYa,B € R, la funcién
af 4 Bg también es Gat diferenciable cn 2 con (tx!+ﬂg)x=aﬂ.+ﬂg'x

Demostracién. La demostracién es imnediata de la definicié o

Sin embargo la regla de la cadena, es decir la propiedad (D4) no siempre se ple para
esta diferenciacién.

Bjemplo 16 Cousidercmos las funciones f : R =+ R? y g : R? 2 R dcfinidas como
fy=@&),veRy
z, cuando r=y?

9(=.9) = {0, cn otro caso

Sc observa que f y g son Gitcaux diferenciables cn 0 y f{0) = (0,0) respectivamente con
fo(t) = (1,0) ¥ g(,0) = 0 aqui sc tienc que la composicién 1120.0)",6 =0, pero sin embargola
composicién go f(t) = g(t,t?) = { ticuc como Giteaux derivada a laidentidad (go f)j(t) = ¢.

Ademas no existe relacién alguna entre la continuidad y la linealidad de la Gateaux.derivada
de una funcién. Es decir, si f: U C X 2 Y es Gateaux-diferenciable en z € U entonces

a). Si fi: X = Y es continua, entonces no necesariamente es lincal

b). Si fL: X =Y es lincal, ent no r i te es continua

Ejemplo 17 El cjemplo 14 muestra que la Giteaux derivada fg : R? = R es continua
pero no linenl.

Ejemplo 18 Cualquicr funcién lineal f : X = Y entrc dos E.V.T. X, Y que no sca continua
cs un cjemlo (el cjemplo 13 da una funcién de este tipo).

Definicién 3.2 (o—diferenciabilidad) Sean X,Y dos EV.T.; f : U C X = Y donde U
es abicrio y o C P(X) una familia de subconjuntos acotados de X que verifica (1.6) lal que
X € Ungs A- Decimos que f es o—diferenciable en z € U si y solo si ezisten funciones
TeL(X,Y)yr: X oY tales que

L flz+h)=flz)+T(h)+r(l). YREX conz+helU (3.4)
h
2. ¥VSe€o, P_% r(: ) = 0 uniformemente respedo de h en S (3.5)

OBSERVACIONES
1. La convergencia uniforme quicre decir que para cualquier vecindad Vp C Y del cero en Y existe un
§ > 0 tal que

th
vt:0<t|<$ YhES, r(‘—')e Vo
2. Lascondiciones impuestas sobre la familia o hacen de) Espacio £ (X.Y) un E.V.T. con la o—Topologia

que ademds cs Localmente Convexo [de Hausdorfl] cuando Y sea Localmente Convexo [de HausdordT]
(vea los Teoremas 1.21, 1.22 y Corolarios )

3. Si consideramos las familias 3,92 C P (X) como en la defi 3.2 la oy dife iabilidad
es mis fuerte que la o7 diferenciabilidad en cualquicra de Jos casos
1. o2Cao
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2 s sistema de subeonj de los conj de ¢y, cs decir que para cada S € o2
cxiste un Sp € oy tal que S C So

3. 02 csti formado por por unjones finitas de conjuntos de o), es decir para cada S € o2 existen
51,52,...,8S. €01, (n€N) tales que =S50S0 US,

Para probar esto en cualquicr caso serd suficiente mostrar que R, (X,Y) C R 2(X,Y) donde

RiX.Y)={r: X 2 Y/Vse n.'.‘lxix‘x‘\’ r(;h) = 0 unif. resp. de 2 € S}, (i =1,2)

Una forma cquivalente de definir la o ~derivada nos lo da la siguiente proposicion

Proposicién 3.3 (Equivalencia para la o—derivada) Con las mismas condiciones de la
Definicién 3.2. La funcién f es o—difcrenciable en x si y solo si eziste una funcién T € L(X,Y)
tal que

{f(-'c+th)- f(z)
)

VvSeo lim ~T()} =0 (3.6)

uniformemente respecto de h en S

Demostracion. Primeramente observemos que siendo cada miembro S € ¢ un subconjunto
tado ent para la vecindad del cero U —z existcun § > 0 tal que [{{ <= tSCU-=
(vea Teorema 1.5), es decir que para cualquier S € o existe § > 0 tal que

O<|tj<é=>VheS, z+theU

(=) La definicion ascgura la existencia de T'€ £(X,Y) y7: X = Y_sca S € ¢ cualquiera,
por lo anterior existe un § > 0 tal que para 0 < || < § podemos escribir #(th) = f(z + th) —
f(z) —¢T(h), Yh € S y por (3.5)

r(th) = lim
t =0

fz+th) - f(=)
(Lt =1 g} <o

lim
140

uniformemente respecto de h en S.
(4<). La funcién T € L£(X.Y) existe por hipétesis y verifica (3.6), definimos la funcién
r: X =Y como

2 = fla+h)~f(z)=T(h), siz+helU
(k) = 0, siz+h@U

es fcil comprobar que esta funcion satisface las condiciones (1) y (2) de la Definicion 3.2. O

La unicidad de la funcién T : X = Y en la defnicién anterior se comprueba facilmente
desde que por hipétesis la familia o cubre a X. A esta funcién la denotaremos por f.(z) y la
lamaremos o—derivada de f en z.

Ejempio 19 Sca f: R? = R definida por

[ kf’
flz,y) = { - "' , cuandoy #0

cuandoy =0
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esta funcién tienc derivada diceccional nula en ¢l punto (0,0) y en cualquicr direccién
(h1,h2), en cfecto pues para hz # 0 la expresién

l("'h“"z) 1{ R 35 f};&t}h} ‘\/h!’ + 4 -|||-§‘t}5
il

ticnde a cero cuando ¢ = O(para k2 = 0 es inmediato que lim,_,o m} 0), es decir f

es G -diferenciable en (0,0) son G-derivada fg (0,0) = 0. Sin embargo no es 7 -diferenciable

cn (0,0) pues la expresidn

fl=y) N R A
VEtr WE g W

no tiene limite cuando (z,y) — (0,0), basta con aproximarse eon valores positivos de y a
lo Jargo de la circunferencia z2 + y* = 2y.

Figura 3.2: Funcién G diferenciable pero no F diferenciable
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En la primera figura sc muestra la gréfica de la funcién /, y en la scgunda la misma grafica
y la curva de interseccidn eon un plano vertical en la direccién (hy, h2)

Ejemplo 20 Sean X un Espacio de Hilbert Real y A € £(X, X) cualquier operador au-
toadjunt i Defi la funcional f: X = R por f(z) = } < Az,z >, ¥z € X,
como para cualquier = € X xe verifica

1
/(z+h)-!(z)=§(<Az + Az +h> - <Az,2>)
1
=§(<Az,h>+<Al.,=>+<.41..h>)
1
=< Az,h >+5< Ahh >

cntonces f resulta ser ¥ -diferenciable en cada punto z € X con F-derivada dada por
£ (z)(h) =< Ah,z >, Vh € X

E(jcmplo 21 Sca X un Espacio de Hilbert Real, la funcional f: X = R, definida por
J(z) = lz}l, vz € X es F-diferenciable en cualquicr z € X - {0} con F -dcrivada dada
por [ (z)(h) =< g,k > Yh € X. En cfecto, para z # 0 vsames el ¢jemplo anterior con
A =] y la regla de la cadena (Teorema 3.2). Cuando z = 0 tencmos que l(_:‘.[ = M}ﬂ que
no tiene limite cuando ¢ < 0 si /i es diferente de cero.

Ejemplo 22 Sea la fuucién f: R? =+ R definida por

0, cuandoz? < fy] Vv y=0
1, en otro ¢aso

/(z.y)={

entonces J no tiene K -derivada en (0,0) (que es cquivalente a la F -derivada) ya que es
diseontinua alli; pero sin embargo la G -derivada si existe y es identicamente nula en (0,0).

B, 71

Figura 3.3: Funcién G diferenciable pero no #{ diferenciable
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Desde que las rectas tangentes n la parabolas mostradas en el punto (0,0) son horizontales
(pendicnte nula), para cualquicr recta L que pase por ¢l origen y de pendiente m > 0, s¢
podra tener una vecindad del cero Us = B(zq,r) tal que cu LN Up la funcién en nula.

Ejemplo 23 Sean el Espacio X = {f: < 0,1 >— R/f ¢s funcién } y X el conjunto de
todas las funciones caracteristicas de todos Jos conjuntos que son uniones de intervalos en
< 0,1 > con extremos racionales y que tienen medida mayor que 1/2, entonces K es rcla-
tivamente compacto en X pero no es relativa secuencialmente compacto en X. Denotamos
por K = {z1,22,23,...} y definamos la funcién f: X = R como

0, en otro caso

flz)= {“**. S 2=tz (n€N)

La funcién f resulta ser H -diferenciable en 0 pero no es € -diferenciable en 0.

Dependiendo de la eleccién de la familia ¢ el método de diferenciacién resultante puede ser
casiregular o no; pero en general la o—diferenciabilidad cumple las siguientes propicdades.

Proposicién 3.4 Con las mismas dici de la Definicién 3.2.

D1). 1. f€L(X,Y)= f cs o-diferenciable cn X con fo(z) = f. Yz € X
2. f:U C X =Y es constante cn cl abicrto U = f cs o—diferenciable en U con
fi(x) =0, ¥z €U

D2). f:UCR =Y es o—difcrenciablc en x € U 4 cziste el Hmite limpyo w

D3). Si f,g: U C X —» Y son o—difcrenciables en z € U = Va,B € R, la funcién af + Bg
también cs o—diferenciable en z con (af +/3g) (z) = afs (z) +139u(1)

Demostracién. (D1) Si f € £(X,Y) serd suficiente considerar T = f y r = 0. Cuando f es
constante en U se considera T = r = 0. Mostremos (D2), supongamos primeramente que f
es o—diferenciable en z € U C R entonces existen T € L(R,Y) y r: R = Y que verifican
la Definicién 3.2. Como la familia o' cubre a R entonces 1 € S, para algin S € o y por (3.5)
resulta que limyg = 40 — 0. Ademas por (3.4) podemos escribir

- h
f____(z+ W-fk) I|m {T(I] + r[ ') =T(1)
Reci te, que limpoo LL—"'—"FM = A, definamos la funcién lincal y con-

'.mua T:R = Y por T(t) = M yla funcién r : R 2 Y por
o(h) = f(z+h)~ f(z)=T(h), sizc+h€eU
0, siz+h@U

fijemos un S € o cualquicra, desde que S es acotado podemos hallar un 79 > 0 tal que
Vh € S|k} < 7o. Claramente se satisface (3.4), para mostrar (3.5), sca Vo C Y cualquier
vecindad equilibrada del cero en Y cntonces existe un § > 0 tal que para 0 < |t] < & se cumple

S+~ f@) _, _rlt) 2
t t



luego si 0 < Jt) < ;'s; v It € S entonces 0 < |th| <& y por lo tanto ',lf' € %Vo = l‘ft'ﬂ € %Vo C

V5. Esto demuestra que f es o—diferenciable en z. (D3) es una consccuencia inmediata de la
definicién. a]

Paa funciones arbitrarias ¢l papel del producto de funciones es representado mediante fun-
ciones multilincales. Los siguicntes lemas ayudaran a demostrar d teorema que sigue

Lema 3.1 Con las mismas condicioncs de la Definicion §.2. Si la funcidn f ¢s o-diferenciable
en zg cnlonces

VS €, }l_l"l‘} S(zo + th) = f(z¢) uniformemente respecto deh € S
Demostracién. Por definicién de o-diferenciabilidad podemos hallar T € £(X,Y)yr: X - Y
que verifican (3.4) y (3.5). Sean § € ¢y V C Y vecindad del cero en Y cualesquiera y denotemos
por ¥ la vecindad cquilibrada del cero tal que Vo + V9 C V, como en la demostracién de la

Proposicién 3.3 existe un §; > 0 tal que para cualesquier h € Sy 0 < |t} < §; se cumple que
z0 + th € U, podemos escribir entonces

f(zo + th) — f(zo) = tT(h) + r(th), VhE€ S VE:0< |t)< &
por (3.5) existe un 82 > 0 (que podemos suponer menor que 1) tal que
0<|t<bAh€eS=>r(th)etVpCdhoCV
como T es continua y $ C X es acotado, entonces T(S) € Y es acotado y por tanto (vea o
Teorema 1.5) existe un 83 > 0 tal que
0<t] <& =tT(S)C W
si tomamos 6 = min{éy,62,8s,1} entonces para 0 < |t| <6 y h € S cualesquicra tencmos
S(zo + th) — f(zo)tT(h) +r(th) € Vo+ Vo C V

demostrando cl lema o

Lema3.2 Sean f: U C X = Xy yg:U C X - Xz definidas en el abierto U tales que
im0 f(th) = 0 y limeyo g{th) = A € X2 uniformemente respecto de h en cada micmbro de
une familia ¢ C P(X) definida como en la Definicion $.2. Sip: X1xX2 -3 Y es una fi incié
bilineal y conltinua cnfonces

VS €a, }m;:(](th),g(th)) = 0, uniformemente respecto de h € S

Demostracién. Sean § € ¢ y V C Y vecindad del cero en Y cualesquiera, como la funcién
bilineal x es continua en (0, X) con (0,A) = 0, podemos hallar vecindades del cero Uy C X y
Uz C X2 tales que

z €U Az2 € 2+ U2 = {1 20) €V
por la hipétesis de convergencia uniforme para las funciones f y g existe un 8 > 0 tal que
si0< |t <éyhe S cntonces f{th) € Uy y g(th) — A € Uz y por lo anterior resulta que
1(f(th), g(th)) € V demostrando el lema. a
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Teorema 3.1 (Diferenciabilidad del producto) Sean X; (i =1,2,...,n), X,Y E.V.T;
2 XaxXaX --Xp -+ Y una funcién multilineal continua; o C P (X) familia definida como
en la Definicién 3.2 y para cadai € (1,2,... \n} la funcidn f; : U C X = X o—diferenciable
en o € U (donde U c¢s abicrlo) entonces la funcidn ¥ : U C X - Y definida por

¥(2) = p(i(2), fo(2),.... J(2)), VzeU

es o—diferenciable en 20, cumpliéndose ademds que

Yo(zo)(h) = D sl filza)s ..., fi-1(z0), fi(z0) (M), fis1(0), - .-, fun(30))

i=1

Demostracién. Para cvitar not. d emos cl teorema para n = 2.

Pri te not. que la funcién h € X = p(f1(zo)ls, S2(z0)) + p(/1(x0), f3(zo)k) € Y
¢s lincal y continua, denotemos a esta funcién por T, ademas desde que para cualquier funcién
n-lincal sc verifica la igualdad

n
nlbr,bey. . ba) = par,aze o an) = 3 plbr by, o bict b = 83 iy 80-1100)  (37)
f=1

tenemos que

(z0 + th) — $(zo)
t
(@0 + h), fa(z0 + ) = (fi(a0). fa(20)
- t

= %{/‘(!1(ro+th)—/n(¢o),/z(zo)) + 1(f1(zo+th), f2(z0 + th)-/z(zo))}
S1(zo + tl:) = l’(z").h(zo)) +u(/1(zo +ih), M:_);M)
Ji(zo +tll‘) -~ /1(zo)|!2(:o]) +u(!1(20 +th) - fi(zo), [2(%_”:_)_"_!2(&1)

- (ll(ro), J2(z0 + !';) — J2(zo)

y por tanto
P(zo + U:) - (o) —Th= Ni(zo+ l’lt) - [1(z0) _ ]; (zo)(h), h(m))
(ao), S22 ZSaE1) _ i)

+p (Il
2(zo + th) = f2(Zo
(I + 1) = fy(ae), 22 H ) = alzo)
la continuidad de j1 y los dos lemas anteriores demucstran que limg—yg m"*"’?:ﬂ"’—) -Th=0

uniformemente respecto de /i1 en cada micmbro de o [w]
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La regla de Ja cadena se verifica dependiendo de la familia 0. Sean X,Y,Z tres EV.T. y
o1 C P (X),02 C P(Y) familias de subconjuntos acotados como en la Definicién 3.2. Supong-
amos que ambas familias son del mlsmo tipo (por cjemplo 0y = Hx y 02 = Hy familias
de todos los subconjunt pact cheY pecti tc). Este tipo
de diferenciabilidad sc dice que tiene la propiedad de composicion cuando para las fun-
ciones f: U C X = Y funcién o;-diferenciable en un punto zo € U (donde U es abierto) y
9:V CY = Z funcién o2-diferenciable en yo = f(zo) (donde V es abierto con f(U) € V)
resulta que la funcién composicion go f : U C X -+ Z es ;-diferenciable en zg donde ademds
se cumple

(90 /), (x0) = 95, (v0) © fo,(0)
Teorema 3.2 (Diferenciabilidad de la composicién — Regla de la cadena) .
a). La ¥ -diferenciabilidad ticnc la propicdad de composicién.
b). La N -dif iabilidad ticnc la propicdad de

c). La G -diferenciabilidad no tiene la propicdad de composicién.
Demostracién. Las demostraciones de (a) y (b) son totalmente andlogas, asi que solo mostramos
(b). Tenemos tas funciones f : U C X - Y, ¥ x-diferenciableen zp € Uy g: V C Y =
Z, H y-diferenciable en yo = f(zo) donde U y V son abiertos con f(U) C V. Denotemos
Fux(m0) =T € L(XY) y g (%) = R€ L(Y, Z), y observemos que se puede escribir
g & f(zo +h)—g e f(zo)
= 9(f(z0) + [f(@o + 1) = f(0)]) - 5(/(z0))
= 9(/(z0) + U(@0 + ) = S(zo)]) = 9(/(@0)) + R{S(@0 + b) - J(20)]
= R[f(z0 +h) ~ f(z0)] + RoT(h) = Ro T(h)
= Ro T(h) + R[f(z0 + h) = [(z0) — Th] (3.8)
+{a(vo+ Uzo+ 1) - S=o)) - o)} = RS0 + 1) - S(zo)}

Por contradiccién supongamos que Ro T € £ (X, Z) no sca la # x-derivada de g © f en 2o,
entonces existen A € U x ((i.e) ACX ialment to), W C % vecindad del cero

en 7 y sucesiones (fn)nen C R = {0} con tn = 0 y (hy)nen C A tales que

—— 90 f(z0 +t..:-..)—9°l(zo) —RoT(h) ¢ W

que por (3.8) podemos escribir

S(z0 + tahn) = f(z0)Y _
f(zo + tnhn) = f(z0) _T(h")) N ”(V" + taf —H:__ 9(vo)
( tn — =
R(L(zo +tahn) — ](zo)) aw

tn
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si denotamos yn = Aﬂ&—'ﬂ'lﬂl cntonces tendremos que
Ryn ~T(hy)) + 282 tne) = 900) _ gy, ) g (39)
n

Como A C X es secuencialmente compacto y (/in)nenw C A podemos suponer que by, =+ L€ A
resultando que el conjunto {in/n € N} U {h} es secuencialmente compacto en X y siendo f
funcién H x-diferenciable en zg ent para cualquier vecindad V C Y del ceroen Y podemos
escribir (recuerde que i, =+ 0 y por tanto para cualquier § > 0 podemos hallar un Np € N tal
que 0 < |ta <6 Yn 2 No)

= T(hy) = Lz + tnlia) = J(z0)

7 =T(ha) €V, V¥n2 algun ng
n

es decir y, = T(hn) -+ 0 y siendo R € £ (Y, Z) entonces
R(yn = T(h)) =+ 0 (3.10)

Adewmids ¥ = Thy + (yo = T(ha)) y como los conjuntos {T'(ha)/n € N}U{Th} C Y y
{ya—T(ha)/n € N} C Y son secuencialmente compactos (el primero porque {h,/n € N}u{k}
es secuencialmente compacto y T € £ (X, Y) y el scgundo porque y, = T(/,,) = 0) resulta que
{yn/n € N} U{Th} es sccuencialmente compacto y siendo g funcion ¥ y-difercnciable en yo
tendremos que

9(¥0 + tnyn) = 9(y0)

e - R(ya) 2+ 0 (3.11)

(3.10) y (3.11) conjuntamente Hevan a una contradiccién con (3.9), por consiguicnte go f es
X x-diferenciable en zo con (g © f)y (o) = gy, (y0) © f3 , (z0)

(c) En el cjemplo 16, las funciones f,gy g f son G -diferenciables. en 0, f(0) = (0,0) y 0
respect te, sin embargo no se verifica la igualdad (g o /) (0) = g (£(0)] o £ (0)

OBSERVACION
La composicién g o f de una funcién F -diferenciable f en z y una funcién G -diferenciable g
en f(z) puede no ser diferenciable de ningin tipo.

Ejemplo 24 Scan las funciones f: R =+ R?y g: R? =4 R definidas por f(t) = (¢ cos(t). tsin{t)), Vi €

Ry
lv:;n!:!) . x#0
9(r.y) = {0 L e=o

La funcién f es F -diferenciable en t = Oy g es G -diferenciable en (0, 0) pero la comp osicién
go f: R = R no cs diferenciable (mas atn no es continua) en ¢ = 0
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Figura 3.4: Grifica de la funcién g y la existencia de la G derivada en (0,0)
En h primera figura sc muestra la grifica de 9y cn la scgunda las curvas de interseccién
eon planos verticales en las direcciones (1,1) y (—1,1)

Para demostrar el siguicnte teorema recordemos los siguientes lemas.

Lema 8.3 Sean X,Y dos E.V.T donde X es Normado y f: U C X = Y definida en una
vecindad U del cevo en X se cumple:

a). limzao f(z) = 0= limpooo f(Tu) =0, V(Tn)nen C U — {0}, con 2, 4 0
b). Y(zn)nen CU conzn =0, flzn) = 0= limzso f(z) = 0
Demostracién (a.) Sea la sucesion (Zn)nei € U — {0} con zn — 0 y consideremos 0 € Vo C Y

una vecindad del arbitraria del cero en Y, como por hipétesis lim 0 f(z) = 0 cntonces podemos
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hallar un & > 0 tal que
vzeU, con0< izl <8 [f(z)€ Vo

Ademis sabiendo que :,, = 0 podemos asegurar la existencia de un np € N tal que
Vn 2 ng, 0<||zall <6

de donde podemos decir YV 2 nyg, f(zn) € Vo ¥ esto demuestra limpoeo f(zn) =0
(b.) Por contradiccién supongamos que lim,—g f(z) % 0. esto quicre decir que podemos
hallar una vecindad 0 € Vo C Y del cero en Y tal que

¥6>0,3zeU:0<(lzl| <éAf(z) € Vo
Asi podemos hallar una sucesién (xn)nen C U — {0} con z, = 0 y de modo que
Vn €N, [(z.) ¢ Vo

¥ esto es una contradiccién con la hipébtesis, pues scgin ésta se debe verificar que f(x,) = 00

Lema 3.4 Sea X un E.V.T. cualguicra y f : R -+ X tal que cziste cl limite limeyo f(t),
entonces limeo 1£(t) =0

Demostracién. Denotemos por lim0 f(t) = 20 € X y sea Vo € X cualquier vecindad del
cero en X y V? la vecindad equilibrada del cero con V* C Vj entonces existe un 8; > 0 tal que
2 € z’l-V‘. Para la vecindad del cero E’I—V‘ — 2 existe un &2 > 0 de modo que 0 < |t| < &
implica

1 1
J(t) =20 € =V —z¢g= f(t) € =V*
8 &
Sea 6 = min{6,,62} y 0 < Jt| < 6 entonces tf(t) € F‘.'V‘ C V* C Vo, la pendiltima inclusién es
debido a que V* s equilibrada. Esto demuestra que im0 tf(2) =0 D
El siguient resume alg; equivalencias d tradas en el capitulo anterior.

Teorema 3.3 (Equivalencias para la ¢, #y F diferenciabilidad) Scan X,Y dos E.V.T.;
J:UCX 3Y donde U es abierto. Entonces se cumplc:

1). f es G -diferenciable en z si y solo si cxiste un T € L(X,Y) tal que

vheX, lim w =T(h) (3.12)

2). f es H -diferenciable en x siy solo si cziste un T € L(X,Y') tal que para cualguicr funcién
¢ : X -+ U que verifique

a). ¢(0) ==z
b). limg €9760) = 4/(0) eziste en X



se cumple gue

t)] -
T(¢'(0)) = Iimw (3.13)
=0 t
3). Cuando X ¢s un Espacio Veclorial Normado. f ¢s F -difercnciable ¢n x si y solo si eziste
un T € L(X,Y) tal que

. flz+h) = fz) ~T(h) _
II.'-'H) Tl =0 (3.14)
Demostracién

(1) Esto fue demostrado en Teorema 2.5 del capitulo anterior.
(2)(=) Por el Teorema 2.6 la ? -diferenciabilidad es equivalente a }a Hadamard diferencia-
bilidad, por tanto existen T € £(X,Y )y r: X - Y tales que se verifica

1L f(z+h)=/[(z)+T(h) +rh), Yh:z+heU (3.15)
2. (¢ ‘R - X con $(0) = 0y 3y ft(ﬁ) = Jim ’“’—t(‘)l =0 (3.16)

Sea ¢ : X —» U cualquier funcién que verifique (a) y (b) de la hipdtesis y definamos la funcién
¥ :R 2 X por #(f) = @(¢) = z, entonces $(0) = ¢(0) — =z = 0 y ademds hm,_.o—P- =
limae —(”—’ = ¢'(0). Por (3.16) resulta que limy.40 -‘“‘LJ =0 y por (3.15) podemos escribir

t)] - t) -
(L8O 1) po@ =y S601= 1100) _ ey

0= llm

verificindose (3.13)
(4=) Nuevamente serd suficiente probar que f es Hadamard diferenciable en z. Por hipétesis
existe una funcién T € £(X,Y) que verifica (3.13), definamos la funcién r: R + X por

o) = /(z+h)—/(z) T(h), siz+heU
o siz4h¢U

Sca 2hora 3 : R = X con v(0) = 0 tal que 3ljm,o ‘—’?l debemos mostrar que
Jim r_[vﬁ( 4l =0
=0 ¢
por cllema anterior resulta que limg_,0(2) = 0 y por tanto podemos hallar un §; > 0 tal que

$(t) € U — z siempre que |£| < §1. Definamos la funcién ¢: R = U por

t €< 61,6
#0) = { ¥(t)+2z, cuando t €< 4,6 >
cn otro catso

que claramente verifica ¢(0) = z y limju0 ﬁm';—q@ = limyao 259- = ¢/(0), es decir sc satisfacen
las hipéetsis (a) y (b) y en consccuencia se cumple

L)~ 19000y SO0 21 = 115) _ 1)+ TI0C)

-0 t

T(¢'(0)] = lim
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de donde resulta
T{¢'(0)] = Jimm 5-[‘3'#)-] + 7[32"3 @] =T|#(0)]

ypor tanto obtencmos liing_o i"_llﬂ] =0

(3)(=>) Por hipétesis existe un T € £(X,Y) que verifica (3.6) con la familia 0 = F. Sca
la sucesién (hy)nen € X — {0} tal que Vn € N, z + hn € U y ademas i1, = 0 segiin el lema
anterior debemos mostrar

lim f(z+hn) = f(z) = T(hn)

n=so0 hyy

=0

para cllo definamos los reales &, = [[2all, Vn de donde resulta que el conjunto B = (—“/n € N}
es acotado en X (i.c. es un miembro de 7") y por tanto el limite (3.6) es uniforme rwpccto de

h en B, o equivalent te para cual vecindad Vo C Y del cero en Y existe un § > 0 tal
que
A
+t2) - f(= h
VneN, ve:0< |t <6, ﬁ’——%m—r(x—")evg

Adem3s como rn — 0 podemos hallar un ng € N tal que
Vn2ng, 0<i,<8
de estos dos ultimos resultados podemos decir que para tal ng se verifica

f(3+'ivl:"f)_f(3) o 7 A i) - —T(h,
wan, ) Al S STl ¢ v

como queriamos demostrar.

(<) Por contradiccién, supongamos que f no es F -diferenciable en z, luego para la funcién
T € £(X,Y) que verifica (3.14) existen S € F (i.c. un subconjunto acotado de X) y una
vecindad Vo C Y del cero en Y tales que

ﬁ’?;fi”_) ~T(h) ¢ Vo (3.17)

Vv6>0,3nes, 3t:0< <)L

Notemos que los i+ € S anteriores son no nulos, pucs de lo contrario tendriamos que —T(0) =
0 ¢ Vo. Asi podemos hallar dos sucesiones (Mn)uett € S — {0} ¥ (fn)nen € R — {0} (que
podemos suponer de términos todos positivos o bién todos negativos ! digamos que todos son
negativos), tales que

i. (hn)n C X es una sucesién acotada con h, # 0, Yn € N
ii. tn = 0 donde ademnas ¢, < 0, Vn €N
iii. L‘x*_'-:,:ul:l!x_l —T(h,) ¢ Vo, Vn €N

3cn realidad seria una subsucesién de (fa)nent
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Si definimos y,, = tphi, entonces la sucesion (yn)a C X = {0} es tal que y» — 0 (ya que por (3)

la i6n (#n)nen cs acotada) y por hipdtesis
_ e JEtun) = f(2) =T(yn) _ . g S+ taha) = f(2) | T(hn)
= i = I
0= Tl Jin T )
= 1 J(z +tahn) = f(2)
= Jin (g H{ - == s v}

de donde obtenemos

Mf_)‘_f@l ~T(ha)=0

lim
n-ico "

Jo que contradice (iii.) a

Te las siguientes equival

para la diferenciabilidad de Hadamard.

Teorema 3.4 (Equivalencias de la Diferenciabilidad de Hadamard) SeanX.Y dos E.V.T.;
f:UCX Y donde U es abierto y 2 € X, cntonces son cguivalentes:

1). f es Hadanard-diferenciable en =

2). Eziste una funcién T € £ (X,Y) tal que para cualquier funcién ¢: R = U que verifique
1. ¢0) =z
2. limgyo w = ¢'(0) eziste en X

enlonces
Ti# ) =y 160 = 1600

8). f es H .diferencialblc en x

4). Eziste una funcién T € £(X,Y) tal que para cualesquicr par de s i (hn)pen € X
conly, = Ity (tn)ner CR = {0} con t, =2 0 se cumple

fle+tahy) = f(z)
e F—

n

T(h) = nll'!)olo (3.18)

$). Cuando la Topologia de X es mctrizable. Eziste una funcién T € L(X.Y) tal quec
T(h) = lim flettn) - /(= - Vhe X (3.19)
=40 4

uh

Demostracién. (1 <3 2 ¢ 3) Demostrado en el Teorema 3.3.
(3 = 4). Por hipétesis existe un T € £(X,Y) que verifica (3.6) con la familia 0 = H.

Definamos ¢l conjunto i = {h, /n € N} U {h} que cl te cs ialmente compacto.
Si Vo C Y es una vecindad cualquiera del cero en Yy W la vecindad simétrica del cero tal que
W+VcCcw , por la Proposicién 3.3 existe un & > 0 tal que

Vt:0<|tj<§ VneN,

flz+ th:) -~ fl=) ) €V
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pero como T es continua, hn — h y £n —} 0 entonces podemos hallar un ng € N tal que
¥n 2 ng, 0 < |tn] <8 y T(hn) = T(h) € V. Esto permite escribir

¥n 3 ng, LEttn t"’:_")_— 1€ _rgyevi+%cw

demostrando el limite (3.18).

(4 = 3). Por contradiccién supongamos que f no es # -difs en z, anil
1a demostracién del Teorema 3.3,(3) para la funcién T € £(X.Y) que verifica (3. 18) podcmos
hallar sucesiones (hn)nen C X — {0} con hp = Ay (tn)nen C R — {0} con t, -} O tales que

S(z + tnhn) - f(z)
t,

) .

Vn €N,

- T(ha) ¢ Vo

pero por hipétesis para algin ng € N se debe cumplir
S(z + tuha) - f(z)

Vn 2 no, ?
"

-T(h) eV

y nu por la continuidad de T pod reempl T(h) por T(hy,) llegando a una
contradiccién.

Cuando la topologia de X ¢s metrizable mostremos que (4 € )

(4 = 5). Por contradiccién, supongamos que para T € £(X,Y) que verifica (3.18) existe
algin i € X tal que no verifique (3.19), es decir existe una vecindad Vp C Y del ceroen Y tal
que

V>0, >0, 3t:0< Il <6 3ue Bu..,,)/&':-)'—f(—’l ~TW) ¢ Ve

de aqui pod hallar dos i (tn)nete C R — {0} con tn = 0y (hn)aen C X con
hn = h tal que

VYn€N,

e ttam) 216 7, g,

la continuidad de T permite reemplazar T'(h,,) por T(h) llegando a una contradiccién con(3.18)

(5 = 4). Por contradiccién, supongamos que para T' € £(X,Y) que verifica (3.19), existen
sucesiones (An)ney con hin =+ by (tn)nen € R = {0} con ¢, = O tales que el limite (3.18) no
se da, es decir existe una vecindad Vo C Y del ccro en Y tal que

Yne€N, 3m2a, Szt lml@)—j(—t) -Th) ¢V (3.20)
pero por hipétesis existen & y n positivos tales que
+ tu) —
Vi:0< t) < 6, Yue B(h,n), L“_"t]—/(’) =T(h) € Vo

Como hy, =+ I y t, ~ 0 entonces podemos hallar un ng € N tal que ¥n 2 ng, h, € B(h,n) y
0 < |t,| < 4§ y por tanto
tohn) =
¥n 2 no, M ~T(h) ¢ Ve
n

lo que contradice a (3.20). o
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3.2. Teoremas del Valor Medio

Existen varias versiones del teorema del valor medio, comencemos por la versién escalar.
En lo que sigue si B C Y es un subconjunto de un E.V.T. Y entonces denotaremos por Co(B)
a la clausura de la cipsula convexa de B, es decir

Co(B) = Co(B)
Tcorema 3.5 (Teorema del Valor Medio Escalar) SeaY un E.V.T. Localmente Convezo

de Hausdorfl; f :[a,b) & Y funcién continua en (a,b] y N C [a,8] un subconjunto contable. Si
f es F .diferenciable en [a,b) — N entonces

a). Para cualquier th € Y* eziste un 6 €< 0,1 > tal quc
YO - 1)) = (b - a)[f (a +0(6 - 2))]
b). f(5) - f(a) € (b — a)CTo(B) donde B = {f5 ({)/( € [a,b})~ N} C Y

Demostracién. La demostracién la omitimos aqui y se pucde encontrar en [2, pag. 217] O

Ejemplo 25 Comencemos dando nna intery étrica de este Sca la
funcién f: [0,1) = R? definida por f(t) = (t’ (’), vie [0 1} que es F -diferencinble ea
cada punto del intervalo {0,1] con derivada f5 ({) = (2(,3¢?). El teorema afirma que

(1,1) = £(1) - £(0) € Tol((2¢,3¢*)/¢ € (0,1))

esto se rep a g étri en la sigui figura.

re=24
B = Panibofa: y 41

(B} = Co(B)

Figura 3.5: Interpretacién geométrica del Teorema del Valor Mcdio Escalar

OBSERVACIONES )
1. Si El Espacio Y no es Localmente Convexo, la lusién de! anterior no es nece-

sariamente cierta
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chmplo 2G Para este cjcxnp!o consxdcrcmos (E, A, 1) un Espacio de Medida con yi(E) <
ooy d cl subesy de i A-medibles por M(E,R)

M(E,R)={f: E- R/ es funcién A - medible) C F(E,R)

para cada n € N definamos el conjunto U, C M(E,R) como
1 1
Un={f e MEER)/ufz € E: 1)l < 7} < 5}

Admiti ciertas las sigui afirmaci ( ltar (14, pp. 21] ¥ {16, pp. 55) )

1. La familia 8 = (Un/n € N} es una base local para una Topologia Vectotial en ¢l
Espacio M(E,R) I la Topologio de C yencia en Medida

2. Una sucesion (f, ).en C M(E.R ) converge a ecro respecto de la Topologia de Conver-
gencia en Mcdida si y solo si para cualquier r > 0 se cumple que ji{z € E/|fa(z)] >
v} 2220

3. Cuando E = [0.1) (o también {a,8}) y # es la medida de Lebesgue en (0, 1) entonces
para cada n € N la cdpsula convexa de Un coincide con todo ¢l Espacio AM([0,1],R).
es decir

Co(U,) = M({0,1},R), VnENWN
4. Las inicas funcionales lincales y continuas en M([0,1),R ) son las ideuicamente nulas.

5. M(|0,1},R) no es Localinente Convexo.

Sea X = M({0,1),R) con la Topologia de Convergencia en Medida, para cada 7 € [0,1)
definamos la funcién &,: {0,1) 2 R por

1 ,sit<r
EP“)—{O ysif3r

Consideremos ahora la funcién f: [0,1) -+ X definida como f(r) = §,, Y7 € [0,1]. Esta
funcién es F -diferenciable en < 0,1 > con derivada identicunente nula, en cfecto, sca
70 €< 0,1 > cualquicra, entonces

[S(70 + &) = [(70)] (1) = connlt) — &ralt)
0 4<7Vi3Tot+h
1 ,o<ti<t0+h

cuando © >0

cuando & < 0

0 <r+hvizn
-1 mHhSi<n

Mostremos que limao -+ /() 0, para cllo sea U C X cualquier vecindad del cero

entonces podemos hallar un » € N tal que
1 1
Un = {f € Mo 1}, R)/m{t € [0,1): 1SN > S} < S} cU

53 h > 0 sufici I o de modo que & < £ < } cntonces el conjunto
{l €0, l]/l“-"’“'N 'u"‘“"l >1 } [ro, 70 + &t > tiene medida h que es menor que %, es
decir tenemos que L(DL“*:LL"J € Un c U y por tanto sc verifica ¢l limite lateral derechio

limaL0+ oth) = 0. Para cl limite Interal izquicrdo ¢l proceso es anidlogo. La fucién
§ resulta ser ¥ -diferenciable en 0, pero sin embargo f(1) — f{0) =& ~ & #0
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Ejemplo 27 Sea (E, A, ;t) un Espacio de Medida, y para p > 0 ¢l Espacio de las funciones
reales definidas en E tales que |/|* es ji-integrable, es decir

LNE.u)={f: E = R//Elfl’du < 0}

1

cuando 0 < p < 1 la funcién f € LYE.i) = ||f|| = {IE Ifl"d[l}r € R ya no ¢s mis
una seminorma, por lo tanto no puede (ratarsc a L?(E, /:) como un Espauo Normado como
s¢ bacia en el caso p > 1. Las d de las s¢ pucden

encontrar en {16, pp. 33] ¥ [9, pp. 33]

1. Sipara cada n € N defiimos ¢l conjunto

={f e LEm/Ul < )

cutonces Ja familia ¥ = {U,/n € N} cs una base local para una Topologia Vectorial
en el Espacio LP(E, 1)

2. El Espacio LP(E, ;1) es Localmente Conexo sii el conjunto de valores que toma la
medida s cs finito,
3. Cuando E= R y i = meslamedidade Lebesgue en R Ias vnicas funcional

lincales y continuas en L?(R,m) son las identicamente nulas
4. El Espacio LP(R,m) no es Localmente Convexo
Sea ¢l Espacio X = L2(R,m) con la Topologia descrita en cl apartado (1) anterior y
definamos la funcién f: R = X por
yei0Qr <t
, Cn otro caso

5te)r) = {:,

(cuando ¢ < 0 sc entenderd gne f(1) = 0). Mostremos que f es F -diferenciable en R con
derivada identicamente nula, en cfccw, sca fo € R cualquicia y supongamos que fo > 0 (los
demas casos son 1

£0S):

[/('o+h)"/('o)](")={; Ho<r<lothado >0

\ eI Otro caso

={-1 doth <7<t cuando 1 < 0

0 , cuotro caso

para mostrar que limg 4o+ LL‘B_'“‘%:.M = 0sca U C X cualquier vecindad del cero, entonces
podemos hallar un n € N tal gne

. 1
=uex/ e <grmey
escogamnos /1 > 0 tal que i < % dc modo que tenemos
|f(lo +h) - !(’o_)l'/’ - (l_)n/z,, —ar e (l)llz
p h h n
esdecir tenemos que LM =lle) ¢ . U, verificando cl limite luteral derechio liing o, Llet8)=/Cto} _
0. Para ¢l limite lateral izquicrdo el proceso es anilogo, y por tanto la funeion / resulta

ser F -diferenciable en 0, pero sin embargo f(1) - (0) € ﬁ(/‘(l)/ﬂ <1 € 1) desde que
/(1) — /(0) no ¢s identicamence nula.
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2. En la conclusién (b) no se puede, cn general, reemplazar Cof B) por B y ni siquicra por Co(B).

Ejemplo 28 La funcién f: [0,#] = R? dcfinida por f(t) = (cos(t),sen(t)), V! € [0,x]
satisface la condicién del Teorema 3.5 pero f(x) — f(0) ¢ B donde B = {f'(t)/t € [0,x]}

Ejemplo 29 Seala sucesién (ot )rettuio) en el Espacio l;(N) donde cada término estd dado
por a; = (1, %.7‘7.-.-.;’:.0,0...-), (& = 0,1,2,...), esta sucesién converge al clemento
a= (1,4 2, 7r....). Para cada k sca ta = 1 — 3¢ y definamos la funcién f: R — lz(N) por

-1 .
f) = 4RSI —a) L sitE [t tagy)
@ Jsit=1

Esta funciéa también satisface las condici del Teorema 3.5 pero f(1) - £(0) ¢ Co{f'(t)/t €
[0,1), ¢ # 2 (k=0,1,2,3,...)}

Para la versién vectorial del tcorema del valor medio necesitaremos siguiente lema

Lema 3.5 Scan X un E.V.T. Localmente Convezo de Hausdorf; f : (0,1] C R = X funcién
cualquicra y zo € X. Si para cada ¥ € X' czislc un 6 €< 0,1 > tal que

Plzo) = ¥ [£(0)]
¢ para cualgui inorma continua p € SC(X) ezistc un 0 €< 0,1 > tal que
plz0) < [/(0)]
Demostracién. Scap € SC(X) cualquicra, def o subespacio M = Span{zo} = {Az0/) €

R} C X y la funcional lincal y continua ¢: M = R por ¢(Azo) = Ap(zo) que claramente veri-
fica |¢(Azo)] = [Ap(z0)} = |AIp(z0) = p(Azo), es decir

I¢(z)| € plz), vzeM

Por ¢l teorema de Hahn-Banach (Teorema 1.16) podemos extender ¢ a una funcional linecal
¥ : X -+ R definida en X que tambiéa verifica

(=)l S p(z), vVzeEX

y por tanto resulta ser continua (ver Tcorema 1.15 y 1.4). Por hipétesis para tal 3 € X* existe
un 0 €< 0,1 > de modo que se cumple

plz0) = d(z0) = Wlzo) = B[£(0)) < p[/(8)]

como s¢ queria demostrar a

Teorema 3.6 (Teorema del Valor Medio Vectorial) Scan X,Y dos E.V.T. con Y Local.
mente Convezo de Hausdorff; J : U C X =2 Y funcién Giteauz difercnciable en el intcrvalo
[z,z + 1) C U donde U es abicrto y z,z + h € U, cnlonces
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a). Para cualguier p €Y' cziste un 0@ €< 0,1 > tal gue

Wz +h) = [(2)) = 3z ran(P)]

b). Para cualqui inorma inua 9 € SC(Y) cziste un 8 €< 0,1 > tal que
ql/ (z + 1) ~ /()] € 9l frsan(B)]

¢). f(z+h) = f(z) € To{f}(1)/y € [z,z + h])

d). Cuando X.Y son normados y f es F -diferenciablc en U, entonces

bz +h) = SN < Ball - sup 1I1f=" (o)l
velrz+h]

Demostracién. (a). Definamos la funcién s: [0,1) C R -+ Y como s(t) = f(z+1h), vt € [0,1]).
Como f es Gateaux diferenciable en {z,z+h] entonces también lo serd en z+toh donde lo €[0.1)
y por tanto existe fl,,,, : X - Y. Mostremos que s es F -diferenciable en to con s’ (t) =

J! 4 ion(h) (en realidad estamos identificando a la funcional lincal A € R = Afy 4,4 (h) € Y con
el vector [1,,.4(h) €Y como Ia F -derivada de s). Tenemos

. s(to +2) = s(te) = Miaea(h) . Slz+(to+A)h]) - /(1 +toh) = Afy 4 onlh)
i ) = fi
Jl(z + toh) + Alz] - /(z + toh)
A-n
=0

A~

£ eion(B)

la iltima igualdad es debido a que f es Gateaux diferenciable en = + toh. Esto quiere decir
que s es F-diferenciable en tg (ver Teorema 3.3,(3)) con F -derivada s'x (to) = /.4 (h). Por
cl Teorema 3.5,(a), para cualquier $ € Y* existe un § €< 0,1 > tal que

Pz + 1) = J(2)] = $[s(1) - 5(0)] = [s'5 (0)] = B(frson()]

(b). Directo del lema anterior.
(c). Para la funcién s definida en (2) apli el Te 3.5,(b) y obt
J(z +h) = J(z) = s(1) - s(0) € Co{sx (()/ €[0,1]}
=Co{ f1 rcn(B) /¢ € (0,1])
=TCo(fy(n) ]y € v,z +h])

(d). En (b) consideramos g como la norma de Y y dado que la ¥ -diferenciabilidad de f en
U implica que f;(h) = f¥ (z)(h), ¥z € U, Yh € X tenemos

sz + 1) = £(@I <€ | fegon (Ml = £ (= + 01) (B
< a5 (= + 01l
<l sop  NfF
velzz4h]



la penultima desigualdad cs la de Schwart en Espacios Normados a

OBSERVACION
El tcorema anterior admite generalizaciones obvias para cl caso en ¢l que la Gateaux derivada cxista en
cada punto del intervalo {z,r + ) excepto posiblemente en wn subconjunto contable

Los siguicntes teoremas son aplicaciones del teorema del valor medio.

Teorema 3.7 Sean X.Y dos E.V.T. con Y Localmente Convezo dc Hausdorffy [ : U C X =
Y funcion Gat. dife iablc cn cl abicrto y convezo U. Entonces

a). fL(h) =0, ¥(z,h) € U x X & [ es constante en U
b). Cuando U = X y ademds f cs continua cn 0 con f(0) =0, cnionces
fi es independiente de z (i.c.3T : X = Y homogenea [Vz € X, fr =T)
& [€L(XY)

Demostracion. (a). (=) Sean z1,z2 € U abitrarios, como U es convexo entonces por el
Teorema 3.6.(a) para ¢ € Y* cualquicra podemos hallar un ¢ €< z;.22 > tal que

Y[ /(z2) - ()] = $[ fi(z2— 1)) = 9(0) =0

como ¢ fuc clegido arbitrariamente y Y es Localmente Convexo (de Hausdorff) concluimos que
f(z2) = f(z1)(vea ¢l Corolario 1.1), demostrando que f es constante en U

(4=) Directo.

(b)- (=) Mostremos que f cs lincal. sean para cllo xy,z2 € X arbitrarios, por ¢l Teorema
3.6,(a) para cualquicer ¥ € Y* existe un § €< 0,1 > tal que

B[f(z1 + 22} = [(21)) = [ [, 402, (22)] = ¥[T(z2))

de aqui obtenemos que f(z; + z2) = f(z1) + T(22), V1,22 € X y en particular para z; =0
tenemos que f(x2) = f(0) + T(z2) = T(x2), es decir que f =T y por tanto es lincal (recuerde

que T ya es 't genea) y por ser conti en 0 bién serd continua en X.

(«=) Directo. =]
OBSERVACION
Con las mismas condiciones del teorema anterior, si Ja funcién f tienc G-derivada nula en cada punto
del te U debe ser en U

Teorema 3.8 Sean X,Y dos E.V.T. conY Localmentc Convczo dc Hausdorff y f: U C X -+
Y funcién dcfinida cn f abicrto U. St
1. f es G -difcrenciablc en U

2. Para algin conjunto convczo A C U, f5(A) C L(X,Y) ¢s un conjunto acotado cn
L(X,Y)
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entonces para cualguier V C Y vecindad del cero enY y B C X conjunto acotado ecn X eziste
un ( €<0.1) tal que
VZy €A z-y€(B=[lz)-f(y) €V

Demostracion. Como Y es L te Convexo, cnt para la vecindad del cero V existen
q € SC(Y) y € >0 tales que Vo = {y € Y/q(y) < i) C V. Por hipétesis ¢l conjunto f; (4) C
L(X.Y) es acotado y por tanto para la vecindad U = {T € L£(X,Y)/T(B) C Vo} existe un
& > 0 tal que *fé (Aycl o cquivalentemente

Va € A, Jg(a)(B) C sV (3.21)

ademds por el Teorema 3.6.(b) existe un & €< 0,1 > tal que

als(a) - S)) € o5 (v + 0 - 1)) = - )] (@.22)
Considercmos ( = %min {8,1), de modo que si z.y € Ay z — y € (B entonces por (3.21)

S+ 0= ) €% = alfy o+ 0= - )] < ¢
por (3.22) y teniendo en cuenta que (§ < 1 obtenemos que q[!(z:) - !(y)} < € es decir
J(z) - J(y) € Vo C V como sc queria mostrar (]
Corolario 3.1 Sean X,Y normadosy f : U C X = Y funcién definide cn la bola abierta
U=(zeX/llzll<r}(r>0).Si
1. f es G -diferenciable en U

2. Para algin conjunfo convezo A C U, Ji(A) C L(X,Y) es un conjunto acotado en

L(X,Y)
L f es unifor t inua en A
Demostracién. Consecuencia directa del teorema anterior: =]

‘Teorema 3.9 Scan X,Y dos E.V.T. conY Localmentc Convezo de Hausdorff; f:U C X =2 Y
Jfuncidn definida cn el abierto Uy zg €U. Si

1. f es F -diferenciable en U — {zqo}
2. Eriste un T € L(X.Y) tal quc ime_,zo J5 (z) =T

entonces f cs F -difc iable en zo ticnd demds que f5 (z0) =T
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Demostracién. Scan las sucesiones (tn),en € R = {0} con tn = 0y (kn),en C X acotada.
Para aplicar ¢l Teoreina 3.6 primeramente observemos que para la vecindad del cero U = {zo}
existe una vecindad cquilibrada V C X del cero en X tal que V C U = {z0}. Ademis como
tahy, ~ 0 entonces existe un ng € N tal que vr 2 ng, ta/in € V, luego si 0 € ¢ < 1 entonces
por ser V cquilibrado, tenemos que tV C V y por tanto tt,h, € V, ¥n 2 ng. Es decir, existe
un ng € N tal que

0t 1> 20+ ttyh, €U, Yn2ng

Sca aliora ¢ € SC(Y) arbitraria, por ¢l Teorema 3.6,(b) existe un 8, €< 0,1 > {6, depende de
ny q) tal que

q[/(xo+ z":;,m - T(hn )] < q[/5 (z0 + Ontnlin)(ha) = T(hn))
<€ Po.alf5 (20 + Ontun) = T)

donde B = {h,/n € N} C X (que cs un subconjunto acotado de X). Por la continuidad de
la soninorma pgp : £(X,Y) = R (rccuerde que £(X,Y) se considera con la Topologia de
Convergencia Uniforine sobre Acotados de X) y por la hipétesis (2), ¢l limite del miembro
derecho tiende a cero cuando n = oo y por tanto

Jim J(zo + tnl;n) = J(=o) _ T(hn )] -0 (3.23)

Si suponemos que T' no es la F -derivada de f en zo existen sucesi (ta)nen C
R - {0} con tn = 0y (hin)nent C X acntada y una vecindad Vo € Y dol cero en Y tales que

/(=°+—‘v-’:"-)‘Lf°) —T{in) ¢ Vo, Vn €N (3.24)

Como Y es Localinente Convexo, para la vecindad Vo € Y podemos hallar una scminorma
continua ¢p : Y = R y un real positivo ¢ > 0 tal que

{veY/rolw) <o} CW (3.25)

de (3.23), existe un ng € N tal que si n > ng entonces

i/(ro + '"It‘:) = J(zo) _ T(ha)] < €

y por (325) resulta que

Lot tal) = [20) _ ) € Vo, Vi 3 mo

que s una contradiccidn con (3.24) o



3.3. Relaciones entre o—diferenciabilidades

En el Diag; 2.1 se t las relaci entre la G, # y ¥ diferenciabilidad; si bien es
cierto alli se dan condici fici (gencralmente sobre el espacio X) para que una difer-
enciabilidad implique otra, estas no son las unicas. En esta seccién damos algunas condiciones
suficientes, no sobre el Espacio X, pero si sobre la misma funcién f: X =Y

Cualquier funcién definida entre E.V.T. que es o ~diferenciable en algin punto también cs
Géteaux-diferenciable en dicho punto. Ci dando dici para que d reciproco
también sca cierto. En el siguiente teorema la continuidad separada de la Gateaux diferencia-
bilidad implica la G -diferenciabilidad.

Teorema 3.10 (Gateaux y G- diferenciabilidad) Scan X,Y dos E.V.T. con Y Localmente
Convezo de Hausdorffy f : U C X = Y funcion definida en el abicrto U con zo € U. Si

1. [ es Gdteauz diferenciable en U
2. Paracada h € X, la funcién z € Uw [L(h) €Y es continua en Zg
3. fep: X =Y es continua en0 € X

cntonces f es G -diferenciable en xo con fg (z0) = f,

Demostracién. Por el Teorema 3.3.(1) debemos mostrar que la Gateaux-derivada f, : X =+ Y
es lineal y continua en X y para ello serd suficiente mostrar que es lineal (pues la continuidad en
todo el espacio X sigue de la condicién (3)). Dado que /7, ya es homogenea. solo mostraremos
que es aditiva. Scan entonces zy,z2 € X arbitrarios, por definicién tenemos

{ 2o + tlzs + z2)) ~ f(20) J(z0 + tz1) = f(20)

Saolamr + 22) = foo(z1) = Jim : - lim i
= lim S (20 + txy) + tz2) = (0 + tz,) (3.26)
10 t

Por cl Teorema 3.6.(b), para cualquier ¢ € Y* y t € R en una vecindad del cero sufici
pequeiia existe un 0 = () €< 0,1 > tal que

w(/(zo +txy + tz2) = [(z0 + lzn)) = ‘l’(f;°+t:|+01:a(t32)) (3.27)

como % : X -3 R ¢s lincal y continua entonces de (3.26) y (3.27)

( f(zo+ tzy + tzp) = [(Zg + t21)
#(fialz +22)) = lim ( ! ‘2 o+ tm)

= 1im 70 (Lropies 405 (122)) = 1 (Shouseysousa(22))

= 9 (1 Jhorirss01e2 (22)) = $(Llo(22)

la Gltima igualdad es por la continuidad en la condicién (2) (observe ademds que para cualquier
t, 0(t) €< 0,1 > y por tanto litne08(t)t = 0). Es decir tenemos que para cualquier ¥ € Y°
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se cumple que \b(/;a(zx +23) - ,'.‘(zl)) = ¥(fi,(z2)) ¥ en consecuencia 2 f! (z1 + z2) =
Jao(z1) + /;'o (2), como se queria mosttar. o

La continuidad respecto de ambas variables, por supuesto implica una conclusién més fuertc.

Tecorema 3.11 (Géteaux y H- diferenciabilidad) Scan X,Y dos E.V.T. con Y Local-
mente Convero de Hausdorff; f : U C X = Y [uncién definida en ¢l abicrto U C X con
€U, Si

1. f es Gdteauz diferenciable ecn U
2. La funcidn (z,h) €U x X = [L(h) €Y es continnaen (xqo,h), Yh € X
entonces f es M -diferenciable en zq can f3 (z0) = f3,

Demostracién. Las condiciones (1) y {2) garantizan que f es G -diferenciable en zo (Teorema
3 10) y por tanto la Gateaux-derivada de f cn zo es lincal y continua, es decir /; € £(X,Y).

por contradiccién que f no cs X -diferenciable en zq, luego para la funcién f;
exlstcn S CH yuna vecindad V5 € Y del cero en Y tales que

V>0, 3h €S, 5,:0<|¢|<5/./_(ﬂﬂ%)_ﬂ_/;‘(h)¢vo

claramente los » € S son no nulos, pues de lo contrario 0 ¢ Vo. Asi podemos hallar dos
sucesiones (hn)nen € S — {0} y (tn)new C R — {0} con ¢, =} 0 y como S es sccuencialmente
w@mpactu, pudemos suponer que iy = hi. De esta forma se cumple

J(xo + tnhy) — /(o)

[

~ Sl (h) ¢ Vo, VnEN (3.28)

Para cvalquier seminorma continua ¢ : Y -+ R y cada rn € N, por el Teorema 3.6,(b) (vea la
demostracién del Teorema 3.9 para garantizar que [zn.zo +£,.h,.] C U, para n suficientemente
grande) existe un 8, €< 0,1 > tal que

[f(:to + tahy) — {(30) = f.n,(l Ixn)] q[fzn+9,.l..h. (n) = f,n(’ln)]

por la continuidad de la inorma q y la dicién (2) t que el limite del miembro
derecho tiende para cero cuando n — co y por tanto

q[—‘“zu + t"’::) =l !i,(hn)] -0 (3.29)

mostremos que esto lleva a una contradiccién con (3.28). Para simplificar denotemos por y, =
ﬂ"“"""l Lz _ /%, (hyn). Como Y es Localmente Convexo, para la vecindad del cero Vo C Y
existe un P € SC(Y) y €0 > 0 tales que

{veY/my)<ealCW

Zcomo una consecuencin ddl tcoreinn de Hahn-B Jien E.V.T. Local Convexos de Hansdorfl. Corolario
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de (3.29) existe un ng € N tal que ¥n > no, po(y,) < eo. Esto demuestra que

Y 3 noy yn = ””_"*M = flo(h) €V

lo que es una contradiccién con (3.28) =}

Teorema 3.12 (G y F - diferenciabilidad) Scan X,Y dos E.V.T. con Y Localmente Con-
vezo de Hausdorff; J/: U C X = Y funcién definida en el abierto U con zp € U. Si

1. [ es G -difcrenciable en U
2. La funcidn i : U C X = L{X,Y) es continua ¢n 2o
en toncesf es F -diferenciable en 20 con [3(xo) = [é (z0)

Demostracién. La demostracién es parecida a la del Teorema 3.9. Scan entonces las sucesiones
(tn)nen C R —{0) ¢on tn -+ 0y (M, )new C X acotada, sabemos que se puede hallar un ng € N
tal que para todon 2 ng se cumple que [zo,:u+t,.,h,,] C U. Sea g € SC(Y) cualquicra, entonces
por cl Teorema 3.6,(b) existe un 0, €< 0,1 > tal que

of Lot tola) = Jen) gt )] < gl o + Outon) ) = £ (o))

< PolfE (20 + Ontalin) ~ ff (x0)

donde B = {lx,./n € N}. Por la continuidad de la seminorma pg g : £ (X, Y) = R y la hipdtesis
(2), resulta que el limite del miembro derecho tiende a cero cuando n — 0 y por tanto

Jim g J(zo + t"?:) = J(=zo) _ /&(1.0)(/,,,)] =0

Si suponemos que f"; (z0) no es la F.derivada de f en zq llegariamos a una contradicién (re-
visar la demostracion del Teorema 3.9) s}

Teorema 3.13 (G y H - diferenciabilidad) Scan X,Y dos E.V.T. con Y Localmente Con-
vezo de Hausdorff; f: U C X =) Y funcién definida cn ¢l abierto U con zg € U. Si

1. f es G -diferenciable cn zq

2. f es Lipschitziana en U, es decir que para cualguicr g € SC(Y), existe «n p € SC(X) tal

que
alf(2)- J)] < plz-v), VryeU

¢ f s H -dife iable en 2o con f3, (o) = fg (o)
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D tracién. Supong: por contradiccién que f no es M -diferenciable en zo, como cn cl
Teorema 3.11 existen S € 7{ ,una vecindad Vo C Y del cero en Y y sucesiones (tn)nent C€ S—{0)
con hin =+ by (fn)nen CR — {0) con t, = 0 tales que

J(zo+ tahn) — f(za)

o T(ha)¢ Vo, VneN (3.30)
donde hemos dcnotado T = fg(z0)- Para cualqui inorma conti g:Y = R, por la
dicién de Lipschi idad existe una inorma continua p: X - R tal que

9lf@) - S € Pz - y), VEyeU

Ademis se puede escribir

S (o + tnhn) = f(p)

- = T(hn)
nlin) = nlt nh) —
_ J(z0+ taha) j(:o+ttl)+l(a:u +ab)= o) pan s oy — 1)

= {f(:o + tnhn) = fao + tn,.lx}} - {](:cn + tah) — f(zo)
tn

"

- T(h)} o {T(k,.) — T(h)}

y teniendo en cuenta la condicién de Lipschitzianidad resulta
[/(‘W_“-l"'l._._ﬁ_. T(;,")] < plho — 1) +q[ﬂz“_+‘"7’:‘)_lﬂ N T(h)}

+ q[T(Ir,, - IA]]

por la continuidad de las inormas p y ¢ ¢l limite del miembro de la derecha es cero cuando
n -3 00y por tanto

q[f(zo + tahy) = J(x0) —T(h,.)] -0
tn
lo que es una contradiccién con (3.30) (ver demostracién del Teorema 3.11) . =}

3.4. Diferenciabilidad y Continuidad
Los siguientes cjenplos muestran que no siempre la diferenciabilidad implica continuidad

Ejemplo 30 Sea X un Espacio de Hilbert con su Topologia Débil ¢(X, X *). La funcién
f(z) = |lzli*>. ¥z € X resulta ser F-diferenciable en todo punto de X (pues un conjunto
A C X es débilmente acotado si y solo si es fi tado segiin el Te 1.19)
sin embargo 1o ¢s continun (vea {17, pp. 37) en donde se muestra que el conjuuto {x €
X/|l2|| < 1} nunca es abierto en la topologin débil a(X, X *))

Ejemplo 31 La funcién composicién (Definicién 4.1) comp: C(X Y)XL(Y.Z) = E(\ 2)
donde todos los Espacios son Localmente Convexos de H lotffy Y no cs
F -diferenciable en todo punto (Teoreina 4.3) pero no es continua (Teorema 4.1)

87



Ejemplo 32 Sigue de las definiciones de I(~,H~,M-, MS- y MB- diferenciabilidad que una
funcidn diferenciable en cualquiera de estos sentidos en un punto es continua en ese punto.

Sin embargo la relacién entre o—difc iabilidad y continuidad tienc algunas peculiari-
dades. El siguiente tcorcma aclara esta relacién

Teorema 3.14 (¢—diferenciabilidad y continuidad) Sean X,Y dos E.V.T. conY de Haus-
dorfl; ¢ C P(X) wna familia definida como en la Definicién 3.2 que 1 a todas las

1 ;P e

sucesiones convergenles. Las sigui afirmaci son cqui

a). Toda funcién o—difercnciable en un punto x, es conlinua en xp

b). X es Secuencial

Demostracién. (a = b)Por contradiccién supongamos que X no es secuencial, entonces existe
un subconjunto A C X y un punto de acumulacién z¢ € A’ tal que ninguna sucesién de
cleraentos de A converge a zg, es decir

Y(@n)uen C A; an ~ Zo (3:31)

Definamos la funcién f: X = ¥ como

L _ )0 =z¢A
= {), 15

donde ¥ € Y es cualquier clemento diferente de cero. Mostremos que f no es continua en
zp. En cfecto, primeramente notemos que zo € A (pues de lo contrario la sucesién constante
convergiria a zg) y por lo tanto f(zo) = 0. Como yp #0 y Y es de Hausdorff, podemos hallar
una vecindad ¥o C Y del cero en Y de modo que ¥ ¢ Vo. Si U(zg) C X es una vecindad
cualquicra de zg entonces existe una € A con a # g y a € U(zo), por lo tanto f(a) = yo & Vo-
Esto d tra que f no es i en To

Mostremos ahora que f es o-diferenciable en zg, y como o C F seré suficiente mostrar que
f es F-diferenciable en zo. Por contradiccién supongamos que para la funcién T = 0 existe un
subconjunto acotado § C X tal que (3.6) no se verifica, es decir existe una vecindad Vo C Y
del cero en Y tal que

V6>0,3t:0< <6 3he 3/”“”‘,)"(‘ ¢V

de donde pod obtener i (£n)nen con #n =+ 0y (hn) C X acotada tales que
J(z0 + tnhn) ~ f(zo)
CAGL Busl L PR A TR R T

t (30

vn €N, {3.32)
desde que zo + taltn — zg entonces o conjunto {Zo + tnhafn € N} C X solo puede contener
un nidmero finito de puntos de A (pues si tuviera infinitos se podria obtener una subsucesién
Zo + tn. ltn, que converga a zo contradiciendo a (3.31)) por lo tanto existe un ng € N tal que
Vn 2 ng, 2o + tnhn ¢ A y en consecuencia

J(zo + tnhn) = f(zo)

=0€eV
t 0

Vn 2 ng,
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lo que contradice a (3.32)

{b = a) Por contradiccién supongamos que existe una funcién f : U C X = Y que
o~diferenciable en g pero que no es continua en iy, cntonces (Teorema A.3) existe una red
¢: D -+ X que converge a zg tal que la red foé no converge a f(zo), es decir existe un abierto
V C X con f(zq) € V tal que

Va€D,3b>a:fod(b) ¢V

esto permite definir la funcién a : D = D como a(a) = un clemento en D tal que a(a) >
a, Ya € D. La composicién $ = ¢ oo scrd entonces una subred de ¢ (ver Definicién A.4) que
verifica ademas

Va €D, fo¥(a) gV (3.33)
Definamos ¢l conjunto A = {i(d)/d € D}, mostremos que zo € A’, sca U C X abierto con
2o € U, como 3 - zg entonces cxiste un ag € D tal que

Vb > ao, $(b) € U
ademds desde que fo ¢ ~ f(zq) entonces
Ya € D,3b > a, /1}:(11) #z0

(de lo contratio existiria un a; € D de modo que ¥(b) = z0,¥b > a; y por tanto [ o h(b) =
f(z0), ¥b > a; implicando esto que f ot = f(zq) ), en particular para a = ag, existe un
bo > ap tal que P (bg) # To y ademés (bo) € U N A, csto demuestra que zo € A’'. Como X
es sccuencial podemos hallar una sucesién (Zn)aen C A tal que z, === o, ademas siendo f
funcién o— diferenciable en zo tenemos que

1(z) = J(20) 4 fo(z0)(z = z0) + r(z — 20), Yz € U
¥S € g, lim ’M =0, unif.ecn h €S (3.34)
2 T
de la convergencia zn, ———3 2o podemos hallar un ng € N tal que para todo n 2 no,z, € Uy
por tanto
J(zn) = f(z0} + fo(Z0)(2n = Zo) + r(Zn = 20), Yn 2 mp (3.35)

Definamos Ja sucesién vy, = z, — 2o que claramente converge a cero. Por ¢l Teorema B.1 existe
una subsucesién (yn, )ren tal que ng ¥y, k209, 4, Mostremos que r(yu,) SN 0, sca para cllo
W C Y una vecindad del cero en Y, y consideremos la vecindad equilibrada del cero Wo € W.
De (3.34) para § = {yn,/k € N} € o existc un § > 0 (que podemos considerar menor que 1)
tal que

r(tneyn,)
]

Vt €< 0,6 >, VheEN, €W,

como ny, Loveo, ©o, entonces para algin kg € N se cumple que
Yk 2 ko, 1/n1 €< 0,6 >
lucgo para cualquier % 2 ko tencinos

1 1
r(—'—l—‘- nYa) = r(vn) € ;;;Wo CWoCW
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la peniiltima inclusién es porque Wo s equilibrada. Esto a que r(yn,) © TgC a cero.

Finalmente de (3.35) obt que f(zw,) RN f(z0) lo que es una contradiccién con (3.33).
|
Es conocida la relacién entre la F -difc iabilidad y continuidad en Espacios Normados:

una funcidn F -difercnciablc ¢n un punto cs continua en dicho punto. Esto es una consccuencia
del teorema anterior, desde que todo Espacio Normado es Secuencial y toda sucesién conver-
gente es acotada. Sin embargo en E.V.T. generales, esta relacién no es tan simple.

Ejemplo 33 Si X es un E.V.T. Metrizable, entonces teda fuucién que es # -diferenciable
cn punto cs también continua en dicho punto.

Ejemplo 34 Sca X la suma directa topolégica de una familia numerable de Espacios de
Hilbert {Xi}zen ¥ tal que al menos uno de ellos, por cjemplo X; ¢s infinito dimensicnal. Los
clementos de X son todas las sucesiones posibles (x4) de clementos del Espacio Xa, (zx €
Xis & = 1,2,3,...) tales que solo un nimezo finito de clementos de cada sucesién son no
nulos. Para ¢ clemento z = (zx) € X escribamos

llzll = \l g [(ENF

aqui para cada x € X la sumatoria contiene solo un nimero finito de dementos no nulos
¥ || - |lx representa la norma en ¢l Espacio Xz. Se también (€, )nen un sistema ortonormal
numerable en X, y para cada n € W sca en = (£4,0,0,0....). Adem3s para cada n € N
definamos dn € Xp tal quo

0< Jdnlla < 25 a=(0,0,...,5n0,0....)
3n ——

¥ pongamos . o
Tt = (T"+ -;E/I-.neN}

bty = (TR el < gy
0 Vsl -l 2 5
entonces la funcién f = 3, ;. oz tiene una discontinnidad en z = 0 peroes F ®-diferenciable

en todo el Espacio X (vea la Definicién 3.3) y sus derivadas son continuas en I Topologia
de Convergencia Uniforme sobre los conjuntos acotados.

Es posible definir diferenciabilidades que impliq tinuidad, por ¢jemplo la K, H, M, MS

y M B diferenciabilidades implican continuidad. Mostremos esto en el siguiente teoyema

Teorema 3.15 (X, H, M, MS y M B-diferenciabilidades y continuidad) Si una funcidi
¢s dif iable por cualguicra de los métodos I, H, M, MS o M B de difcrenciacion cn un pun-

9
o dado, cntonces es continua en dicho punto

Demostraciéon. Demostremos esto para la K-diferenciabilidad. Sea f: U C X = Y una
funcién K -diferenciable en el punto zo € U, esto quiere decir que existen T € C(X,Y), r:
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X = Y y una vecindad del cero U’ C X tales que f(zo + 1) = f(zo) + T(h) + r(h), Vh € X
conzg+h € Uy limeap ﬂ:—"l = 0 uniformemente respecto de h € U’ esto tltimo se escribe
como

W C Y vecindad del cero ,36 > 0: (b € U' A0 < |t < 6) = dz—lﬂ ev (3.36)

para la continuidad de f en zq serd suficiente probar que limjo+(h) = 0, para cllo sca V C Y
cualquier vecindad del cero en Y y V* la vecindad equilibrada del cero tal que V? C V, por
(3.36) podemos hallar un ég : 0 < 8o < 1 que verifica

1
heU ANO< | <8o= 5-(%'—)5"‘ (3.37)
defi ahora la vecindad del cero Ug = %ﬂU' de modo que si h € Up entonces éh elUy
por (3.37) tenemos
b2,
60{'(? % ') } o
rlh)=2{———F—=r € VcVv'CcVv
2 é,f- 2
demostrando que limyo7(h) =0 [w]

En E.V.T. generales, aun cuando se tenga diferenciabilidad de todos los érdenes (vea las
definiciones en el capitulo siguiente) en alguna vecindad de un punto dado (o cuando la funcién
derivada en alguna vecindad del punto sea continua ) no existe garantia de que la funcién sca
continua en dicho punto. El ejompla 34 munstra claramente csta situacién.

3.5. Diferenciabilidad de Ordenes Superiores
Definiremos las derivadas de orden superior de la siguiente manera

Definicién 3.3 (o-diferenciabilidad de orden n € N) Secan X,Y dos EV.T.,, f : U C
X = Y definida en ¢l abierto U y o C P(X) familia definida como en la Definicién 3.2.
Decimos que

a). f es2-veces o-diferenciable cn zq, que escribiremos como f es o®—diferenciabie en zo,
cuando f es o—diferenciable en U y la funcién

fo:UCX 2 L(X,Y)
es o—diferenciable en z9. A esta o-derivada sc le denotaré por
£P(za) = (f2),,(z0) € £(X.£(X,Y))
y diremos guc es la o®—derivada de f en zq

b). f es 3-veces o-diferenciable cn xzy, guc cscribiremos como f ¢s o®—diferenciable en zq,
cuando f es o?—difercnciable en U y la fi

fRvcXxscxcxy)
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es o—diferenciable en z9. A esta o-dcrivada se le denotard por
18z0) = (182 (me) € £(X,£(X, £(X,Y)))
y diremos gque es la 0> —derivada de f en 7o

¢). f esn-veces o-diferenciable en o, que cscribiremos como f es o"—difercnciable en zo,
cuando f cs o™ - dif iable en U y la f

fThUCX o L(XL(X,.L L, L(X,Y). )

n-1

es o—diferenciable en 2q. A esta o-derivada se le denotard por

JEM o) = (£7V) (z0) € £(X, £(X,... . £(X,Y)...))

Cuando la funcidn f es o™-difcrenciable en el punto zq (resp. en U) para todo n € N diremos
gue ¢s 0 -diferenciable en zo (vesp. en U)

En lo sucesivo, para simplificar la notacién, para cada n € N escribiremos

LMX,Y) =‘C(X.L(X,...,C(X,Y)..,))

n

de modo que fi")(n:q) € £27(X, V) o equivalentemente f,s")(z-n) + X = £"1(X,Y). Cabe men-
cionar que este Espacio es diferente del Espacio £ (X™,Y) de todas las Funciones Multilineales
Continuas de X x X x ---x X en Y.
AR A RS AT |
n
Cuando f es o-diferenciable en zq, la funcién fé"(xo) : X =Y sc puede expresar como
flao +th) — f(zo)
t

Dlao)(h) = lim (3.38)

uniformemente respecto de .2 en cada miembro de o
Cuando f es o 2-diferenciable en zo, Ja funcién fp(:o) : X = £(X,Y) sc puede expresar
como

o) _
159 (zo)(0) ) = ly T Lz0t Hale) = o Crollla) (3.39)

uniformemente respecto de /2y y k2 en cada miembro de o.

En cfecto, pues por definicion podemos escribir f£2(zo)(1t;) = limeo l‘-'—'!‘ﬂﬂ%kéu.(xz} PP
cl limite uniforme respecto de /1y en cada miembro de ¢ queriendo decir-estoqueparacualesquicr
S e€oyV C L(X,Y) vecindad del cero en £(X,Y) existe un § > 0 tal que siempre que

0<[t{<8yh €85 scverifica
(1) _ -~
i) fo (x) u‘é) fz =) ~ 8 (zo)(ln) €V (3.40)
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Para demostrar (3.39), scan V C Y y § € o cualesquicra, como ¢l conjmito Vv = {T €
L(X,Y)/T(S) C V} es una vecindad del cero en £ (X,Y), por (3.40) existe un § > 0 de modo
quesi 0< Jt| <&y ,h2€ S entonces

) )
Lo tmn & o)) = Jeto)Chn) _ ),y € v

Cuando f es a°-diferenciable en o, la funcién ff)(zu) : X = L3(X.Y) sc puede expresar
como

) _
9 o) ) ) is) = Yy 220t 02N Bs) — o Caollallia) 5.4y
uniformemente respecto de /iy, iz ¥ 3 en cada miembro de o

Para d csto ideremos V' C Y vecindad del cero en Y y S € o cualesquicra y
definamos las vecindades del cero

V={Tec(X.Y)/T(S)cV} y
V = {Fec2x,v)/T(s) c B)
= {T e L2(X,Y)/Vin, b2 € S, T(h)(ha2) € V}

. (2 _pn X
como por definicién d limite f&)(zo)(1) = limiso l"“iﬁ"'—"'-(')-—[sﬂ(ﬂ’) es uniforme respecto de

Iy en cada miembro de ¢ ent para la vecindad U € £23(X,V) dofinida arriba podemos
hallar un 6§ > 0 de modo que para 0 < |t| <& y Iy, g, 13 € S se cumpla

12 (g + thy)(ha)(ha) = £ (z0)(h2)(hs)
t

= (o)) (h2) hs) € V
Por induccién se llega a probar el siguiente teorema

Teorema 3.16 (La n—ésima derivada como Limite Uniforme) Con las mi smascond .
ciones dc la Dcfinicion 8.8. St f es o™ —di'ferenciablecn xo(n € N) cntonces

£5(z0) () (ha) -+ () =
S8 (20 + thy) (ha)(ha) -+ () = S5~ (@o) (h2 )3} - - (ha)
t

lim
=0

uniformemente respecto de by, ha,. .. iy cn cada micmbro de o

Ejemplo 35 Toda funcién lincal y' continua f € £(X,Y) es o®-diferenciable en X y sus
o-derivadas de orden n 2 2 sou todas uulas

BEjemplo 36 Toda funcién constantedefinida ¢n un conjunto abicrto U cs o%-diferenciable
en U con ¢-derivadas de todos los ordenes identicamente nulas.

Ejemplo 37 Cualguicr funcién #: X = X1 xX2% -+ xXn =+ ¥ n-linealy continua es

¥ ®_difcrenciablc en cada punto (z1,%2,...,%,) € X y sus F-dcrivadas de orden mayor o
igual a n + 1 son identicamente nulas. (ver la proposicién siguiente para el caso trilineal)
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Ejemplo 38 Si T € £3(X,Y), definamos la funcién : X -+ ¥ por $(z) = T(z?) y la
funcién Lilineal y eontinua yi: XxX -3 ¥ por u(z1,z2) = Tzyz2 entonces se puede expresar
¥(z) = p(z,z) y del Teorema 3.1 resulta que $ es o-diferenciable con

¥, (z)(h) = Thz + Tzh

ademds sc observa que ¥f: X -2 £{X,Y) es lincal entonces &’Jﬁ"(x) = ¥5, ¥z € X. De
aqui podemos deducir que

Bo(0) = 0;  wED(0)(4?) = 2Th?

Si T € £3(X,Y), definamos la funcién ¢: X —~ Y por ¥(z) = Tz® y la funcién trilineal
v continua #: X x X xX = Y por p(z1,z2:23) = Tz,z22,, entonces podemos expresar
¥(z) = t(z,z,z) y nuevamente ¢l Teorema 3.1 nos dice que ¢ es ¢-diferenciable en X con

Wi (z)(h) = Thz? + Trhe + T2*h

Si definimos ahora la funcién S € £2(X, L(X,Y)) = L3(X.Y) por Szyz223 = Txrzaz3 +
Txi1z329 + Tzyz122 entonces Pl (z)h = Sz?h es decir ¥ (z) = Sz? y por ol caso anterior
PP(z)hy = Shyz + Srhy de donde

w82y ha = Sinzha + Szhihy
= Thyzhg 4+ Thihaz + Thalinz + Tzhyhg 4+ Txhaly + Thozh,
y también d)“”(z) = \!'Lzl. Vz € X. De aqui se deduce que
6L(0)=0; ¥P©0) =0 P (0)(n) = 3TN’

En general, cuando T € £*(X.Y) y definimos la funcién $: X = Y por #(z) =
entonces ¥ ¢s o ®-diferenciable en X cumpliendose que

Oy =0Vh#n ¥ $M(0)(R") = n!TH"
Proposicién 3.5 (Derivadas superiores de una funcién trilineal) Sean X; (i = 1,2,3)

y Y E.V.T. Crelguicr funcion $: X = Xy xXax X3 = Y tri-lincal y continna ¢s F®-
diferenciable en X y ademds se cumple

a). La funcion ',i'}- (z1,22,23): X -2 Y estd definida por

Y (21, 22, 23) (w1, 12, u3) = Y(ug, 22, 23) + (21, 02, 23) + (21,22, u5) (3.42)
b). La funcién ¢(;) (z1,%2,23): X = L(X,Y) estd definida por

'ﬁ?] (1, 2, Z3) (U1, u2, u3)(v1,v2,v3) =(v1, U2, T3) + P(v1, 22, W)+
Y(u1,v2,23) + (1,02, u3) +
®(uy, z2,v3) + (21, u2,v3) (3.43)

c). Paran € N conn 2 3 se cumple

@ cuandon = 3
¥ (@1,32,25) = {"’ (3.44)

0 , cusndon > 4
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Demostracion. (a) Por la continuidad y trilincalidad de ¥, la funcién (u1,uz,u3) € X »=
¥i(u1,22,73) + $(21,u2,73) + P(21, Z2,u3) € Y cs lincal y continua, es decir la funcién anterior
resulta ser un clemento del Espacio £ (X, Y'), denotemosla por T y mostremos que esta funcién
es la F -derivada de ¢. Para simplificar la notacién convengamos en escribir $(z1,22,23) =
¥(z;); por la trilinealidad de 3 se muestra que

w =T(w) = t[-ﬁ(n.uz.ua) + Y(u1,z2,u3) + ¢(UhUz,z:)] + 2 (ur, uz, uy)

Scan ahora V C Y vecindad del cero en Y y §;i C X; subconjunto acotado de X;, (i = 1,2,3),
como toda funcién continua es acotada cada una de las funciones

V23 ¢ (u2,u3) € X2 x X3 v+ P(21,uz,u3) €Y
¥10: (un,u3) € Xax X3 vd Y(up,z2,u3) €Y
VY12 : (u1,u2) € Xy X X2 v h(uy, up,23) € Y

es acotada y en consccuencia los conjuntos i2.3(S2x S3), ¥:1.3(S1x $3)s #$12(S1% S2) ¥ ¥(S1x
S3 x S3) son acotados en Y, esto penmite hallar un 0 < § < 1tal quesi 0 < |tj < 8y
(u1, uz,u3) € Si x S2x S3 entonces

t2,3(uz. u3) = tyi(zy,ug,u3) € V*
tihy3(wy, u3) = t(ur, 22,13) € V*
thy2(ur, u2) = tip(ur,uz,z3) € V°
820 (u1, Uz, u3) € £VE C V2

donde V* es la vecindad equilibrada del cero en Y tal que V! +V?* +V? +V? C V, demostrando
que ﬁ(ﬂ_"i‘-;):ﬂ!:l ~ T(u;) converge a ccro uniformemente respecto de (wg,%2,u3) en cada

subconjunto-acotado de Xj x X3 x Xj.

{b) Definamos las funciones bilincales y continuas
fit Xax X3 = L(X,Y) por [1(C2,6a) () = (u1.C2.C3)
f2: Xax Xz = L(X,Y) por f2((1,Ga)(ui) = ¥2(C1y u2.G3)
f3: Xax Xz = L(X,Y) por [f3(¢s,1)(wi) = $(61, G0 )

y de aqui las funciones %;: X = £(X,Y) definidas por ¥; = f; o #;, (i = 1.2,3) donde las
fi 77 son las proyecci

&1t X -+ Xz2x X3 definida por 71(§) = (¢2,C3)
#2: X - X, x X definida por m2((;) = (€1,63)
x3: X = X; x X2 definida por 73(¢;) = (G1,62)
las derivadas de las funciones ¥; se expresan por
W(z)(w) = [fi(z2,73) © M) (wi) = fi(z2,23)(uz,u3) = fulwez, 23) + fy (22, u3)
Po(=i)(w) = (f2(z1,73) 0 %3] (wi) = fa(21, ) (w3, ¥2) = [o(w1, z3) + fa(z, u3)
P3(zi)(w) = [f3(21,22) 0 73] (w;) = fa(z1, 22) (100, w2) = fa(uy, z2) + fa(z1, ug)
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es claro entouces que ¥ =1, + 42 + 33 y por tanto ¢¥) =1} + ¥} + 3 verificando (3.43)
{c) Se comprueba que la funcion vl:g) : X = £2(X,Y) cs lineal y continua y por tanto
(3.44) es evidentemente cierto a

Para demostrar el siguientc teorema neccsitaremos el lema:
Lema 3.6 Sean X,Y dos E.V.T.;f :UC X = Y donde U es abierto yxo €U.

a). Si f es H -diferenciable en z0 € U ent para cualesquicr p €Y" y hyhg, ... hn € X,
la funcién real de n variables definida localmente por

OC1:Gay---1Cn) =[Sm0 + Cuha + Gahz + -+ + Gaha)) (3.45)
es diferenciable en (0,0,....0) € R™ y ademds se cumple
g?(o,o,“.,o)=‘p[/;‘(xo)h,»], Vi=1,2,...,n (3.46)

b). Cunando f es H -diferenciable en U la funcién definida en (3.45) es diferenciable cn una
vecindad del cero en R™ y ademds se cumple

90
a—CI(Cly<21'~ Cn) =0 + Gl +Coho 4+ Qi) Yi=1,2,...,n

Demostracién. (a). Para n = 1 la funcién © de variable real estard definida por O(¢) =
B[f(zo + ¢h)) y para mostrar su diferenciabilidad eu el =0 tenemos el limite

) = im $[/(zo + ¢ ~ /(o)

(=40 ¢
T fzot Ch) = f(zo)
= oy ZR =T
= V’[)‘;z (10)"]

Para n 2 2 serd suficiente mostrar que la funcién
061, Gay -+ Gn) = O(0, 0,1 0) = T it [ (o))
[N

tiende a cero cvando (1,2, - 1Gn) = (0,0,...,0), donde (G, Gar -+ Gallt = VE + G+ + G
Pero observemos que la funcién anterior se puede expresar como

1 . v
S Ry nhin)| — 4 = i h;
||(<hm‘<n)”{¢[!(zo+(: 1o+ Galin)] = B [f(z0)] ;(\b[h«(zo) ]}

coot Cobn
L ) R
¢ (A (3.47)
G+ -+ + Gl
| ((lv e ,(vl)“
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Como f es H -diferenciable en xg € U y el conjunto

_ [Ght e+ Guhn
Sl oy

es ial te com pactoent (3.47) tiende a cero cuando (i, ...,¢n) — O (recuerde
que ¢ es lincal y continua) y por tanto Ja funcién © es diferenciable en (0,0, .. .,0) campliendose
ademas (3.46)

(b).Fijemos un punto (¢2.¢2,...,¢%) en una vecindad del cero y definamos la funcién ¥
como

/((h'-'y(n) €R™~ {0} con |G| <1, Vi= 1,2,...,11}

(G ) =O(G + s Ga + )
= [f(zo + Py 4+ 4 (Shn) + (Gl + -+ + Cahin)]
£

por el caso anterior resulta que ¥ es diferenciable en (0,0,...,0) (para una vecindad pequeiia
del cero, el punto Zo estard en U) cumpliendose

_2%
e

como se queria demostrar a]

g@(o, 0,-00,0) = (¢ C0) = [ fiy (o + (Qa + (Fhz oo 4 ()]

Adoptaremos la siguiente notacién

SN zo) @) () (2) = [ @) (@1, 3211 2n)
Teorema 3.17 (Simetria de la H "-derivada) Scan X,Y dos E.V.T con Y Localmente Con-

vezo de Hausdorff. Si la funcién f : U C X =Y definida cn el abierto U es H "-diferenciable
en el punto z9 € U, cntonces fii(zq) € L™(X,Y) es simétrica, es decir que verifica

£ (z0)(1r 22, - -1 20) = £ (@0)(@aa), Z2(2)s -+ - 1 Znt))
para cualquier permutacion 7 : {1,2....,n} =+ {1,2,...,n}

Demostracién. Paran = 1no hay nada que probar, veamosparan = 2. Sea ¢ € Y" cualquiera
y fijemos hy, hy € X arbitrarios, definamos ahora la funcién real de 2 variables © como

O(C1, G2) = ¥ [flzo + Guha + Gaha))
que por el lema anterior es diferenciable en una vecindad del cero (0,0) con
90
-(C12G2) =[f3 (o + Qb1 + Coho)li], i=1,2
8¢

ademds la funcién f3, : U C X = L£(X,Y) s H-diferenciable en 2o, para aplicar el lema
anterior nuevamente, observemos que las funciones ¥;: £(X,Y) = R definidas por $;(T) =
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$(Th;), (i = 1,2) son lineales y continuas en £(X,Y), en cfecto, la lincalidad es inmediata y
para la continuidad sea / C R abierto cualquiera entonces

$7UD) = (T € C(X.Y)/W(Th) € I}
= {T € L(X.Y)/Thi € p~'(I)}
={T € C(X.,Y)/T({}) C 47 ()}

y como {h;} C X es acotado y $~*(/) C Y es :\blcno en Y resulta que lﬁ (1) es abierto en
L(X,Y), demostrando que tJ:, es continua, es decir ¢, € £°(X,Y). Asi tendremos que

gam,cz) = di[f3e (w0 + Cahy + (o)), i=1,2

Por ¢l lema anterior con £(X,Y). f3 ¥ '17,- en lugar de Y, f y y respectivamente las funciones
% resultan ser diferenciables en (0,0) y ademis

J 90

3¢ (5500 = aei 2(0,0) = 1[4 (zo)in] = $[132 (z0)(In) ()]
;Z (F)0.0) = a< a( (0.0) = a2 (zo)ta] = #/2 (za) b))
(500 = a<a< sor(0,0) = Fal 5 (zo)n] = L3P (o)) 12)]
d ,00

aC (a( )(0 0) = acg (U' v) = 11’2 [/(2) (Inllh] V[f @ (xo)(llz)(h;)]

Por cl teorema de Young sabemos que las derivadas pareiales mixtas de orden 2de © son iguales

2o B (0,0) = v‘f’—g—(o 0) en consecuencia l/l[f-}ll (30)(’!2)()!1)] S l,b[]m (z0)(h1)(h2)] y como
Y es Localmente Convexo y 3 € Y* es arbitrario entonces [." (z0)(h2)() = ]-;;l) (zo)(!11)(a)-
Para el caso general (n € N) la prucba es por induccién (w]

Teorema 3.18 (Regla de la cadena de orden n) Scan X,Y, 2 tres E.V.T; f:UC X =
Y funcién F "—difcrenciable (resp. H "—diferenciable) ecnzo € U yg:V C Y -2 2 funcién
F " —difesenciable (resp. M "—difercnciable) en f(xo) donde U y V son abicrios con f(U) C V.
Entonces la composicion go f es F"—diferenciable (resp. ™ —difcrenciable) en 2o cumplicn-
dosc ademds

@0 N (z0)z1, 22010 20) = zZ{g“)(f(zn))[féi')(Zo)(ﬂixj,.ﬂ-'z;‘.\ "I
19 0) (1750 22550 - @ga b S oW Z 12252 T )] }

dondc la scgunda sumatoria cs tomada sobre todas las particiones del conjunto {x1, za,.". »&n}
cn I conjuntos

{xu.,xz,-.....,.‘l:j,j,),{zlh‘m!jg'--n"-'iu’:}s‘-"{xlinxﬁn"'s“’jkil}
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lales que
it ta=n

y de manera gue los indices de cada conjunto estdn cn orden creciente, es decir
1 <21 <+ <iih
1j2< 2j2 <+~ < jaja . . .
: ¥y 1lj1<1j2< - <1y
Ljk < 2k < - ++ < Judk

Demostracién. Antes de pasar a Ja demostracién veamos como se puede expresar la segunda

sumatoria para algunos valores de n y & (pondremos yo = f(z0) y evitaremos ¢l subindice o)
Cuando n =2

E=1: g™ () [f? (z0)(1,22)]
=2 g (o) (FM (z0)(21), SN (20)(22)]

Cuandon =3

k=1 g (o) [fO (o) (1,72, 23)]

9 (o) [fN (z0)(21), S D (z0)(z2, 73)}+
k=20 { g@(yo) [/ (21,22), SN (za)}+
9% () [7@ (vo) (21, 73), D (22))

k=31 9®(o)[fV(z:). SD (z2), S (za)]

Cuandon =14
k=1 9" (o) [/ (z0)(z1, 22, 73, 24))

9 (50) (SN (20)(21), J® (o) (22, z3,24)] +
72 (yo) [/ (z0) (1. 22), S B (20) (23, 24)] +
92 (o) [/ D (zo) (1, 73), SP (z0) (220 24)] +
9D (yo) [P (o) (z1,24), SO (z0) (22, 23)] +
92 (o) [ (z1,22,33), SN (=4)] +
9D (o) [/ O (21, z2,24), SV (23)] +
| D (yo){[f®) (21123, 24), S W) (22))
9 (yo) [/ M (z0)(z1), SW (z0)(z2), P (%0) (%3, 74)] +
99 (y0) [/ V(o) (1), S (20) (22, 73), S P (zo)(za)] +
7y0) [F O zo) (1), S P (z0)(z2,24), S P (20)(23)] +
99 (y0) [/ (0)(21, 22)s S (o) (23), S B (20)(z4)] +
99 (y0) [P (z0)(z1,23), S V(z0) (z2), S M) (z0)(z4)] +
99 (o) [72 (o) (21, 24), SV (20) (22), SM)(z0)(23))]
k=4 9Wo) [/ M (z0)(z1), SN (2o)(z2)s S P (0} (23), SV (20) (24))

>~
]
o
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El caso » = 1 ya ha sido probado en ¢ Teorema 3.2. El caso general se prucba por in-
duccién sobre 7, para evitar notaciones engorrosas solo verificaremos ¢l cason =2y o = F.
Consideremos la funcién T : X -+ £(X,Y) definida por

T(z,y) = 6" f((z0)) (1P (z0) (=, )] + 9P (f(20)) [/ D (0)(2), S P (z0)w)], Va,v€ X
¥ mostremos que T es la F 2-derivada de f en zo (en lo que sigue cvitaremos escribir F como

subindice). Sean {£n)yen C R = {0} con ¢, -+ 0 y (hn)nem C X sucesién acotada en X, se
puede escribir

(oo Vet tra) = 0o IV(e0) _ [ (ag)) (o)) ')

- 9'[/(zo)lo [f(z)(zo)(hn)]

_9'f(zo+ tnhn)o S (zo + talin) — g'lf (x0)]o S’ (20)
""

- [P (£ @) n))] o1 (z0) = g oo [ (o) (hn)]
=[ (2)[”%)](&1."'_‘"&_]__/1@ = ]'(:o)(lu,.))]f:/'(:to)

[g [f(zo0 + t..l-.. ) = g'(f(=0)] e [f(zo)](f("‘ + tnix:) = /(:o)) Icll(xo)

+ g'mzn)lo[i(’“ e )

" tn{ [otsteo (1 tan)n) o[ Lot el =28y |

+[sseon(Lon il e £820) _ iz | o LS~ L (z0)

1 (zg) )]
+[-"'U(Ic + ‘n’::)] =9/ (z0)] _gn)[j(zo)](/(ro + t..?n) — f(=o

[Lea )=o) _ oy,

- [glten + ol - sl el oﬂz’(zo)u.n)}

Por la continuidad da de la funcié posicién (vea la Proposicién 4.1 mds adelante)
cada miembro del primer grupo converge a cero cuando n ~ co. Cada miembro del scgun-
do grupo cs una sucesién acotada en £(X, Z) (la funcién composicién es acotada aunque no
necesariamente continua, vea ¢l Teorema 4.2) y por tanto al multiplicatlos por t,, también
convergen a cero. Esto demuestra el tcorema. 8]

100



Definicién 3.4 (Funcién de clase C2) Con las mi dici de la Definicion 3.2 y
paran € N. Decimos que f cs de clasc CF cn un punto 20 € U, quc denotaremos por f €
€2 (), cuando cumple las siquicntes condiciones

1. f es o"-difercnciable en U
2. La funcidn A vex-s L£7(X,Y) es continua cn z0
Cuando f ¢s de clase C ¢s cada punto del conjunto U escriliremos f € C3(U)

Mis adelante se demuestra que la funcién composicién comp: £ (X, Y)xL(Y,Z) = L(X,2)
(vea la Definicién 4.1 més adelante) es acotada pero en general no es continua (Teorema 4.1);
esto causa algunos incovenientes cuando se quiere generalizar la regla de la cadena de orden n
a E.V.T. arbitrarios. Por cjemplo, a diferencia de lo que ocurre en Espacios Normados,

La composicidn de funcioncs de clase Ck (vesp. C}; ) no necesariamentc es una
funcién de clasc C% (resp. C} )

es decir si tenemos las funciones f : U € X -3 Y declase Cx(U) y g: V C Y =2 Z de
clase C% (V) donde U y V son abiertos con f(U) C V entonces del Teorema 3.18 go f s
F -diferenciable en U cumpliendose que (g o f); () = g% (f(2)) © 5 (z), ¥z € U o expresado
en términos de funciones ,
(90 ]')}. = compo s

donde la funcién pr: U C X -3 L(X.Y)x L (Y, Z) cstd definida por = (fi g0 f). En
principio no tenemos la scguridad de que f sea continna (vea ef Teorema 3.14) y aun sei lo
fuera tampoco hay garantia de que la funcién composicién sea continua, en consecuencia no
necesariamente (g © f) 5 seré continua.

El siguiente teorema da la expresion para la derivada de ordenes superiores del producto
de funciones.

Teorema 3.19 (Diferenciabilidad de orden superior del producto) Sean Xy,X,,X,Y
EV.T.; p: X;xXs = Y funcién bilincal continva; o C P (X) familia definida como cn la
Definicién 8.2; y para cada i = 1,2 la funcion fi : U C X — X; que es 0" -diferenciable en un
punto zo € U (donde U es abicrto). Entonces la funcion ¢ :U C X -+ Y definida por

¥(z) = n(fi(2), fo(=)), Vz €U

es o"-dif iable en zo cumpliénd demas que
'I’L")(In)(h;,hz.. wyhy)

=3 S u( @y becars- o heta) o S @0 hntian iisaren - )

i=0 =

donde la scgunda sumatoria sc considera solre lodas las permutaci w del conjunto S, =
{1,2,...,n)} tales quc

(1) <#(2)<---<w(@) y wi+l)<A(i+2) < < x(n)
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Demostracién. Antes de pasar a la demostracién veamos como podemos expresar la doble
sumatoria para algunos valores de n, tengamos en cuenta que f© = f.
Cuando n. = 1 tenemos solamente 1! = 1 permutacién posible a saber #(1) =1

£=0: Il(fl(za).lzm(::o)h]
i=1: n(f (20)(h). Solzo))
Cuando n =2 tenemos 2! =2 permutaciones posibles (13) y (32
i=0: u(fi(ze) P (z0) (I, ha)
i=1: a( @), S (o) (h2)) + (S (o) (he), A (0) (1))

i=2: u(JP(20)(n, ha), folzo)
Cuando n = 3 ¢t 3! = 6 permutaci ibles (123) ; (

’

1135 315 01D
i=0: p(filzo), /5 (zo)(h1, b2y )
. { (A o)), S @)z, o)) + (A1 (o)), S5 (20} o)+
(A o) (), 47 (30) i, D))
. { (A7 @)l e), 13 (o) (hs)) + (£ za)er, hs), £27 (o) () +
P2 (o), o). £5"Czo) (1)
e=3:  ulfa(zo)i(hrshzyhs), fo(mv))

y asi en adelante
Veamos la demostracién del tcorema, por el Teorema 3.1 sabemos que la funcién ¥ es
diferenciable en U cumpliéndose que ), : U € X -3 £ (X,Y) est4 definida por

¥ (2)(h) = 1 (1(=), So()h) + p(fi (@), fo(z))
definamos las funciones biliucales y continuas
oy : X1 XL(X, X2) -+ £(X.Y) por poa(zy, T2)h = p(2y,T2h)
mo: L(X. X1)xX2 = £(X,Y) por pmo(Th,z2)h = p(Tih. x2)
y de aqui las funciones
$01:UCX = L(XY) por woi(z)=po1(fi(2), f2(2))
Yro:UCX = L(X,Y) por dho(z)= #10(f1(2), J2(2))

cada una de estas funciones s diferenciable en U segin el Teorema 3.1 con derivadas dadas
por

Vo1 (2)(hn, ha) = o (£1(2)ea, f3(2)) b2 + 101 (Si(), 22y )
= p(fi(=)h, f(@)hz) + 2 (fi(2) S ()i hy)

Who(@) (B k) = 10 (S (@), 2(2)) Rz + p10(S1 (=), Sy ) b
= 1(SP @bz, fo(2)) + (S0, f3(2)hy)
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es claro que se puede escribir ¥ = vg,1 + t1,0 resultando que

O (2)(h1, ho) =p(f1(2), S (=) ahe) + 1 (fl (), So(z) o) +
n(fi(2)ha, Sa(@)y) + n(S ()b, f2(z))

1

Para la derivada de orden 3 dcfin: las bilineales y cc

no2: Xax C3(X, X2) -4 LHXY)  por  puga(zy, To)(h, ha) = pr(zy, Tohyho)
a0 X)X L(X X2) = £2X,Y)  por  pudy(Ty, To)(I, o) = p(Taly, Tohz)
M LX) XL(X, X2) = L2AX,Y)  por i y(T1.T2) (I, h2) = m(Tsha, Tohy)
B2 L3(X, X)) x Xy = CHX.Y) POT  pip o(Th, z2) (M1, 12) = js(Talahiz, z5)

y de aqui las funciones

%02 :UCX 2 CHXY) por woa(z) = moa(fi(z) i2(2)
VaUCX 3 CAXY) por ls(z) = ubs(fi(2), f2(2))
Y UCX -2 L3XY) por  od(z) =42y (fi(z). S (2))
$20:U CX 3 CAXY) por  ¥a0(2) = mao(fi2(2), fale)

resultando claro que podemos escribir (2 = igg + ¥l + ¢35 + ¥2,0, cada una de estas
funciones es difcrenciable en U y y de aqui se obticne la expresién para ¥3)(z), el proceso
continua inductivamente

Presentamos aliora dos versiones del tecorema de Taylor. Si una funcién f es o"-diferenciable
en un punto zy sabemos que la n-esima derivada fim (z0) € £"(X,Y) aceptaremos la siguiente
notacioén

S (@) (@0 2, - 12) = 5 (z0)(2")

Lema 3.7 Sean X,Y dos E.V.T. con Y Localmenic Convezo de Hausdorff; o C P (X) familia
definida como en la Definicion 8.2 yr : U C X = Y funcidn definida en el abicrto U y
o"-diferenciable en un punto zo € U. Si

r(z0) = 0,7 (z0)(h) = 0,r) (o) (h?) = 0,+-- ;1 (zo)(h") = 0, VI € X

entonces
r(zo + th)

= = 0 uniformemente vespecto de h € S

VS € a, !'-'.’%
Demostracién. En esta demostracién evitaremos escribir el subindice ¢ para denotar a la
o-derivada. Usaremos induccién sobre n. Para n = 1 tenemos la funciénr: U C X - Y, o-
diferenciable en 10 con r(zo] 0 y r'(zo)’l =0, V& € X de donde r'(zg) = 0 y por (3.6)
la tusié es que el t es valido para un cierto
n > 1 ¢s decir que para cualquier func:én g: U C X =Y entre EV.T. X,Y con Y Localmente
Convexo de Hausdorff que sea ¢”-diferenciable en un punto 2z € U (U alucrto) tal que

a(z0) = 0,9 (o) (k) = 0,9 (z0)(h?) = 0,-+- ,0" (o) (k") =0, Vh € X (3.48)
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se cumple

5 xo + th .
VS €0, ;E’Dﬂ—t"&) = 0 uniformemente respecto de h € S

ansidcrcmos la funcién r: U C X = Y funcién o™*1-diferenciable e un punto zg € U con
»®)(zo)(h*) =0, Vh € X, k =0,1,2,...,n + 1 y sca § € & cualquicra. Definamos la funcién

g=1":UCX -+ L(X,Y) que claramente verifica (3.48) y en consecuencia

Jim r’(znt:- th)

Y =0 uniforinemente respecto de h € S (3.49)

para mostrar que lim¢_o '1'—“%\!'-1 = 0 uniformemente respecto de i € S, sca V C Y cualquier
vecindad del cero en Y, entorres existe un ¢ € SC(Y) y € > 0 tales que {y € Y/g(y) <€} C V.
Por (3.49) podemos hallar un é > 0 tal que

’
0.< |t < 6 Ahyshs ES:}q[wz—)] <e (350)
si tomamos 0 < |t| < § y h € S cualesquicra, ent por el T 3.6(b) existe un

8 €< 0,1 > tal que
q[r(xo +th) = r(z0)] = ¢[r(z0 + th)] € q[r'(z0 + W0h)(th))

de donde resulta

iz + th) r'(zg + t0Oh)(1)
ak okl }<at " ) j<e

la Gltima desigualdad es por (3.50); esto a su vez implica que fl:—:#'-‘l € V demostrando que el
teorema también se verifica paran +1 u]

Lema 3.8 Secan X,Y dos E.V.T. con X normado y f : X = Y, entonces para cualquiern € N
las siguientes afirmaciones son equivalenles

a). limio 4?‘{—:1 = 0 uniformemente respecto de I en cada miembro de 7 C P (X)

b). limj,0 i |.. =0

Demostracién (a = b). Sea V C Y cualqui indad del cero, y id el conjunto
acotado A = {z € X/||zl| € 1} entonces por hipétesis existe un & > 0 tal que
S}

0L [t} <éAhEA= =€V

I ln

asi para cualquier 2 € X con 0 < ||h]| < 6 y notando que m‘m’l € A tenemos que

£ _ Jkllgiy)
flaflm = el

demostrando el limite en (b)
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(b = a). Secan V C Y vecindad (equilibrada) del cero y A € X acotado cualesquicra, desde
que X cs normado podemos hallar un A > 0 tal que ||4]] < A, Vi € A. Por hipétesis, existe un
& > 0 tal que

J(h)
(Je
[ ""
luego, si0 < |¢] < % ¥ h € A tenemos que 0 < |ith]| = |¢|lll4]i < § y en consecuencia

f(th) el\’
el =

o<|nf<s= 2

de donde resulta que ,'f: € lﬂl_v C V demostrando cl limite en (a). 0]

Teorema 3.20 (Teorema de Taylor con resto infinitesimal) Sean X,Y dos E.V.T. con
Y Localmente Convezo de Hausdor[f; ¢ C P (X) familia definida como en la Definicién 8.2 y
f:UC X 3 Y funcién o"-diferenciable en z0 € U (U abicrto). Para cualesquier h € X con
z0+h €U se cumple

flzo+ 1) = }: il S (20)(h*) + r(h)

donde la funciénr: X =Y verifica
(th)

a). lnn =0 uniformemenic respecto de h en cada micmbro de o

=0

b). Cuando X cs normado y o = F tendremos que hm

1‘
-0
Demostracién. Definamos la funcién 7 : U =29 C X = Y por

r(h) = flzo + 1) = { £(a0) + o)l + 0 Dlaoh? + 3 /Oaeh® + -+ L f g}

(a) Sabemos que cada una de las funciones ¥ : X -+ Y definidas por $x(h) = f*)(zo)h*
son infinitamente diferenciables en todo punto 2 € X (vea cjemplo 38) cumpliendose adends
que

1. Las derivadas de orden i para i =0,1,2,...,k — 1 cn ol origen son nulas
2. La derivada de orden & en el origen verifica 92 ()% = k1 f ) (zo)h¥, Vh € X
3. Las derivadas de orden mayor que k son nulas

luego la funcién r resulta ser o"-diferenciable en 0 con

£(0) = 0,rM(0)h = 0,rD(0)h2 = 0,. et =0, YheX

por el Lema 3.7 concluimos.
(b) Consccuencia inmediata de} Lema 3.8



Teorema 3.21 (Teorema de Taylor con resto de Lagrange) Scan X,Y dos E.V.T. con
Y Localmente Convezo de Hausdorff; o C P (X) familia definide como cn la Dcfinicion 3.2 y
f:UCX Y funcion o™+ diferenciable en cl abicrto U. Pare cualcsquier 2o €U yhe X
con [zg,z0 + 1) C U se cumple

a). Pare cualguicr q € SC(Y), czistc un § €< 0,1 > tal que

alf@o+ 1) - 2 )] <

- l),q[f‘""”(m 4 0,‘)(,_.‘4.1)]

b). $i X,Y son Normados y o = F {cndremos que

WiGea 410 = 32 3o M)l <

Tkl sup )
t=0 2€(zoxo+h]

(n + 1)’

Demostracion. (a). Sca ¢ € Y" cualquicra, y definamos la funcién real de variable real
a:[0,1} -+ R por
o) = {f(z0 + th))

**+1.diferenciable en U, entonces a serd n + l-veces diferenciable en [0,1]

desde que f cs o
cumpliendose
a®)(t) = p[f Pz + th)(*)), WE=0,1,2,...,n+1

Por el teorema de Taylor uni-dimensional para a, existe un A €< 0.1 > ( que depende de %)
tal que

3 n n+1
o(1) = a(0) +o/(0) + T2 4 O, ., LO) o

o cquivalentemente
f,"“)(:n + Ah) (W)
¥[f(z0+ 1)~ Z__ B ()] = [ 2T =]

para cualquier $ € Y. Por cl Lema 3.5 tenemos que para g € SC(Y') existe un 6 €< 0,1 > tal
que

alf@+n -3 %fi"’(zn)uﬁ)] g [£0+ V(2o + 6R)(R"*))
k=0

(n + 1)!

(b). Directo de (a) considerando ¢ como la norma de Y. ul

3.6. Derivadas Parciales

Definicién 3.5 (Derivadas Parciales) Scan X,Y,Z tres EV.T.; f: UxV C XxY =2 2
funcién definida cn el abicrto UxV donde U C X y V C Y son abierlos; oy C P(X) y
02 C P(Y) familias definidas como cn la Definicién 3.2y 0 = {$1xS2/S1 € o1, $2 € 02} C
P(XXY).
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a). Decimos quc f es a—parcialmente dif; ialle en (20,Y0) € UxV respecto a la primeru
variable cuando la funcién

T€eUCX»= f(z,y)€ 2
es oy —diferenciablc en zg. A esta gy—dcrivada la denotaremos por @, f(o0s o) € £ (X, 2)

b). Decimos que f es o~parcialmentc diferenciable en (Zo.Yo) € Ux V respecto a la segunda
variable cuando la funcidn

YEVCY v f(zo0.y) €2
es oa—diferenciable en yo. A csta o2—derivada la denotaremos por 8z f(zo, yy) € £ (Y. 2)

Lema 3.9 Sean X.Y,Z tres EV.T. yT : XxY — Z lincal y conlinua, entonccs czisten
u€ L(X,Z) yv € L(Y,2) tales quc

T(z,y) = u(z) +v(y), VY(r,y) € XxY

D tracion. Defini las funci u(x) =T(z.0), ¥z € X y v(y) =T(0,y), ¥y € Y. Es
facil mostrar que u y v son las que verifican el lema. [s]

Teorema 3.22 (Derivadas y derivadas parciales) Con las mismas condiciones de la Defini-
cién 8.5. Si f es a—diferenciablc en (zo,y0) € UXV entonces

a). La derivadas parciales @ f(zn.#) v & f(zn.vn) czisten
b). Ademds se cumple

o (o, w0) (2. y) = 8 f(zo, yo)(z) + &2f(z0, wo)(¥) V(z,v) € Xx V¥

Demostracion. Desde que f,’,(:ro,yo) € L(X xY,2) cntonces cl lema anterior asegura la
existencia de funciones u € £(X,2) yv € £ (Y, Z) tales que fo(zo, 0)(2.Y) = u(z)+v(v), ¥z €
X, y € Y. Mostremos que @ f(Zo,¥0) = u y & f(zg,y0) = v. Para la primera derivada parcial,
sean W C Z vecindad del cero en Z y Sy € oy cualesquicra, como f es o—diferenciable en
(x0,Y0) € Ux V cntonces para la vecindad W y d conjunto $ = Sy x S € o, donde So € 02 cs
tal que 0 € Sp (tal So existe desde que Y C Upggo, B), existc un & > 0 tal que para cualesquier
tcon 0< Jt| <8y (I, hz) € Sy xSo sc verifica

F{(=z0,y0) + t(h1.12)) = f(zo,10)
t

= Jo(z0,y0) (1, h2) € W

de donde obtencmos que para 0 < {¢f <&y h € S1 cualesquiera

£ (o + thyyo) = f{zo, w0) —u(h) e W

t

demostrando esto que @, f(z0,1) = u. Anilogamente sc prucba que @, f(zg,y0) = v o

El reciproco de este tcorema es en general falso, ain en Espacios Bidimensionales. Sin
embargo si asumimos funciones de clase C* ent la sigui relacién:
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Teorema 3.23 (Caracterizacion de las funciones de clase C;) Con las mismas condicioncs
de la Definicion 3.5

a). Si f es de clase C} en U xV, cntonces las funciones derivadas parciales 81f : UxV —
L(X.,2) y02f :UxV 5 L (Y, 2) son continuas

b). Si ademds Z es Localmente C de Hausdor{] entonces ¢l reciproco de (a) también cs
cierto.

Demostracién. (a) Tenemos que f € CI(U x V), el Teorema 3.22 garantiza que la funcién
f : UxV o L(X,Z2) cxiste, para mostrar que es continua sean (zg,y0) € UxV, W C
Z_vecindad del cero en Z y A € X subconjunto acotado de X, de esta forma el conjunto
W = {T € £(X.2)/T(A) C W} cs una vecindad del cero en £(X,Z). Como la funcién
Jo:UxV = L(XxY,Z) cs continua en (z0:y0) entonces para la vecindad del cero W= {T €
L(XxY,2)/T(Ax{0}) C W} existen vecindades del cero Uo C X y Vo C Y tales que

(z,9) = (z0,%0) € Uox Yo = f3(z,9) = fo(z0.%0) € W

pero por las equivalencias siguientes

Joz) = folaow) €W = (fo(2.9) - £ Gorv0)) (4x 0}) € W
=Va € A, f(%,9)(a,0) — f2(z0,0)(a,0) € W
=Va€ A, 8 f(z.v)(a) — 9i(z0,%0)(a) €W

= (@11(zy) - ilao, 1)) (4) C W
podemos escribir
(z,9) - (z0,0) € Us x Yo = 8, f(2,) = & (20, %0) € W

demostrando esto que 9, f es continua en (z0:¥%). De manera analoga se prucba la continuidad
de 8of

(b) Mostremos primeramente que f es o—diferenciable en un punto arbitrario (zo,yg) €
U x V, sean para cllo W C Z vecindad del cero en 2 y S)x S2 € ¢ (es decir S1 € o1 ¥
S2 € 02). Siendo Z es Localmente Convexo de Hausdorfl, para la vecindad W pod hallar
unq € SC(2) y ¢ > 0 tales que {z € Z/q(z) < ¢} C W y como 1 f y 82f son continuas existen
vecindades del cero Uy C U =g y Vo C V — z¢ tales que si (y,h2) € Ug x Vo entonces

1 f(zo + h1,yo + h2) —= 8, f(%0, %) ) (S1) C Wo

(3.51)
83 f(z0 + I, yo + hiz) ~ 82 (2o, %0) ) (S2) C Wo

donde Wo = {z € Z/q(z) < %}. Para la vecindad Up C X y siendo S1 € o1 acotado podemos
hallar un §; tal que si 0 < |t| < &1 entonces th € Uy, Yh € S; (ver la demostracion de la
Proposicién 3.3) y andlogamente ballar un &; > 0 tal que si 0 < |t} < & entonces th € Vo, Vh €
52, luego para & = min{é;, 62} > 0 sc cumple

0< |t] < b0 = (thy,ths) € Us xVo, VY(h1,h2) € S xS2 (3.52)
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Asi, si 0 < t] <oy (h1,h2) € S1%S2 son cualesquicra entonces

£ ((z0,30) + t{h1,12) ) = f(z0,%0)

= 01 f (w0, o) (1) — 82 f (o, y0) (h2)

t
= feot Bhvo s ) = JG0) _ g, (e, yu)) = 20 (030

_ J(xo.y0 + thy) ¥ J(zo,y0 + tha)
t t

- {!(zo +thy, Y +th:l — J(zo. yo +tha) -axf(:ro.yo)(lu)}

+ { Lloasgo 4 2) = Heousn) _ az/(:o.yn)(hz)} (2.53)

por el teorema del valor medio (Teorema 3.6,(b)) existe un 6 €< 0,1 > tal que
q[f(lo + thy, o + the)— f(zo,y0 + the) - laxf(zo,yo)(/ln)]
< a[011(z0 + t0uhs, g0 + ths) thn) = 204 S z0, o) ()]
a{(z0ry0 + tha) = 1(a0.90) — 32 (@o.10)(h)]
< [02S a0, vo + tBaha)(ths) — t02 /o, o) ()]

y por (3.51) y (3.53) resulta

[!((zo,yu) + (I, o)) = f(z0.%0)
9

n = 91 S (0, 40) (1) —8,](:0,90)(1.2)]

< q01S (20 + t01h1.0 + tha) (1) = 21 (z0,30) ()]
+ 7[00 (20,0 + tB2ha) (lz) - 82 (z0. o) )]
<¢f2+¢)2

=¢

Demostrando que f es o ~diferenciable en (o, y0) € UxV donde ademis se cumple f; (zo,y0)(z, y) =
91/ (z0,y0)(z) + 92/ (z0,v0)(y), V(z,y) € X xY. La continuvidad de la funcién f, : UxV —
L(X xY, Z) resulta de esta dltima igualdad y de ]a continvidad de las funciones 81 y &S 0

Lema 3.10 Scan X,Y,Z tres E.V.T.; f : UxV C X XY = Z funcidn definida cn cl abierto
UxV y (z0,40) € UxV. Para cualesquicr ¥ € Z* y (hy,h2) € X XY definimos la funcion real
de dos variables local {c en una vecindad del cero por

01, 62) = $[f (0 + Guh1syo + (2h2)) (3.54)
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a).

b).

c).

qd).

Si f es G -parcialmente difercnciable en (zo,y0) respeclo a su primera (vesp. segunda) vari-
able, cnlonces la funcién © cs parcialmente diferenciable en (0,0) respeclo a su primera
(resp. segunda) variable y ademds se¢ cumple

90
50 0:0) = ${0uS(zo.so) )] resp. S2(0.0) = ¥lBSo)ia)])  (259)

Cuando [ ¢s G -parcialmente diferenciable en U xV respeclo a su primera (resp. scgunda)
variable, la funcion © es parcialmenie dif iable en una indad del ccro de R? y
ademds sc cumple

%(Cl.(z) =9(01 /(o + Qh1, v + Cliz)(Mn)) (3.56)
(e 52 6.C2) = ${0aS 20 + oo + o))

Si f es M -diferenciable cn (zg,v0), enlonces @ es diferenciable en (0,0) € R? y sus
derivadas parciales esten dadas como en (3.55)

Si [ es H -dife iable en Ux V, ent O es dife iable ¢n una vecindad del cero y
alli sus derivadas parciales estdn dadas como en (3.56)

Demostracion.(a) y (b) los probaremos para la G-derivada parcial respecto de la primera
variable.

(a) Por bipétesis la funcién z € U C X r+ f(2,y0) € Z ¢s ¢ x —diterenciable en zo € U y

por tanto sc debe verificar el limite

,lﬁ'.'.', J(zo +lh,yol) = J(z0, 0) = 0./ (z0,30)(h), VhE X

y por tanto tenemos el limite

( 20 4 4) - i 0(1,0):6(0,0) _ {i_x"}¢[f(zo+ilu‘!lo]l] - [/ (z0,w)))

= 9 tim my_:]-/(_nwl] = (01 /(z0, o) (h1)]

(b) Fijemos un punto (({,¢2) en una vecindad del cero y definamos la funcién X como

% (€1rG) = O + 6103 + ) = ¥/ (@0 + (i +Crlnn o + G3hs +Gaha))
xo o

que por el caso anterior resulta

%(o,o) = -g—g((?, €) = [0 flxo + (Pha,yo + (Tha) ()]
1

corno se queria demostrar.
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{c) Este y ol siguiente item se d ran anal te al Lema 3.6. Para mostrar la

8

diferenciabilidad de © en (0,0) sera suficiente verificar que la expresién

O(61,¢2) = ©(0,0) = §1 (01 £ (0. w0)(11)] — G2 ¥ [02 (20, yo) (122)]
I Gl
- B/ (@0 + Ghiyo + Gla)] = $(f(z0.30)] = ¢ (01 f (2o, y0) ()] ~ (2$[02f (20, yo) ()]

» TG ol
- 20+ Glayo + Gha) — f(20,50) ., G [¢] }
B TG Gl Seteo.0) (™ e G ™)

tiende a cero cuando ||(¢1, & )ll = 0y esto es cierto desde que f es H -diferenciable y ¢ conjunto

e, 5 2
K= {( \/,_»2:—‘—5"1, \/r?r;fln]/(r,s) € R?~ {0} con Irl,ls] € 1}
es sccuencialmente compacto en X xY o

. . P P

El teorema que sigue p parala vidad delas derivadas
parciales, sin embargo antes de enunciarlo y demostrarlo observemos como se entiende esta con-
mutatividad. Sea una funcién f : UxV — Z, que es o —parcialmente diferenciable en todo punto
de Ux V respecto a su primera variable, es decir que existe la funcién

Xf:UXV 5 £(X,2)

Y supongamos que a su vez csta funcién es o—parcialmente diferenciable en un punto (zg, vo)
respecto de su primera y scgunda variable, es decir que existen

919, f(z0,y0) € L(X,L(X,2))
220, f(20.y0) € L(Y.£(X. 2))

d

Demanera similar si f es o—parcialmente diferenciable en UxV respecto a su variable

tenemos la funcién

82f : UV 2 £(Y,2)
y las derivadas parciales de esta funcién serian
& 02f(zo, yo) € £ (X, L (Y, 2))
93 92f(z0,v0) € £ (Y,£(Y,2))

Las derivadas parciales mixtas anteriores no pueden ser iguales, ya que como funciones estan
definidas en diferentes dominios, sin embargo pod hablar de igualdad en cl siguiente sentido
9201 (20, %0) = 01924 (20, v0) <=
9y 92/ (z0,y0)(z)y) = 82 01 f(z0,50)(y)(z), V(z,y) € XxY

Teorema 3.24 (Young-Schwartz) Sean X,Y,Z tses E. V. T. con Z Localmente Convezo de
Heusdorffy f :UxV C XxY = 2 funcién H -parcialmente diferenciable en el abierto UxV
respeclo a su primera y scqunda variables, es decir lus funciones &yf : UxV = L(X,2) y
92f :UxV = L (Y, 2) cristen
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a). Si las funcioncs 81/ y 8z son M -difcrenciables en (z¢,v0), entonces
8192 f (w0, y0) = 82 1 f (o, w0) (3.57)
b). Sila funcién 8;8xf : UpxVp = L(X, L (Y, 2)) cziste y cs continua en una vecindad UoxVp
del punto (zo,y0) entonces 828,/ (xo,y0) cziste y también sc verifica (3.57)

£

la funcién ©

g

Demostracion. (a) Scan $ € 2°, Iy € X y hz € Y cualesquicra y
como en (3.54). Por o Lema 3.10,(b) existen las fi d
del cero de R 2 por

d
finid.

%y &O;_ cn una v

30 -
8_(,«“(2) = $[01/(z0 + Cihy, 30 + C2h2) ()] = B8/ (20 +Caha, Yo + C2h2))
Teuuta) = Wlons (oo + oo + Gohe)(he)] = BalonS (oo + oo+ Goba)]  (3.58)

donde las funciones l,;, :L(X,2)=Ry $2 : £(Y,2) = R cstan definidas como

FUT)=$[T(h)], YT eL(X.2) y

$2(R) = $[R(h2)}, VR eL(Y,2)
Es ficil verificar que ambas funcionales son lincales y continuas y nuevamente por ¢l Lema
3.10,(c) resulta que 1 lasfunciones &9‘- y &% son difcrenciables en (0,0) (i.c la funcién © cs
dos vecee diferenciable en (0,0)) y por ¢l teorema de Schwarts ddsivo resulta 3%’%.-(0, 0) =
3%5'(7(0,0), en consecuencia

#0200 (o, v0)(h2) (1)) = ¥ (0192 (o, o) (hs ) (ha)]

como ¥ fue arbitrario, concluimos.
(b) Sabemos que para la funcién © definida como en cl caso anterior existen las funciones &9‘-

y % definidas como cn (3.58). Ademds como la funcién 82/ es H -parcialmente diferenciable
en la vecindad UgxVy de (20, 1p) respecto a su primera variable entonces existe la funcién %
definida cn una vecindad del cero de R? dada por

90
8619
finalmente la continuidad de 8182/ en Upx Vg implica la continuidad de ﬁ:—% en una vecindad

del cero d;: R?y por cl tcorema de Young clésico resulta la igualdad de las derivadas parciales
mixtas 5%&(0.0) = &(0, 0) y en consecuencia se verifica (3.57) o

(G11G2) = $2(8182/ (20 + Caha, o + 2ha) (h2))
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Capitulc 4

Teoremas de la Funcién Inversa

En d andlisis clésico los tcoremas de diferenciacién de funciones inversas y funciones im-
plicitas jucgan un papel muy importante dentro del cdlculo diferencial. Estos teoremas pueden
ser generalizados sin ni dificultad a funci definidas entre Espacios de Banach, como
veremos sc obtienen satisfactorios y itiles resultados. Sin embargo, si el Espacio es en gencral
un E.V.T. o aiin un Espacio no Normado Metrizable, la generalizacién de estos teoremas no es
mas posible.

Todo los E.V.T. en esta seccién serdn considerados Localmente Convexos de Hausdorff.

4.1. Diferenciabilidad en el Espacio £(X,Y)

En esta seccién consideraremos la diferenciabilidad de Ja funcié posicion (Definicié
4.1) y de la funcién inversién (Definicién 4.3)

4.1.1. Diferenciabilidad de la Funcién Composicién

Para los E.V.T. X,Y Localmente Convexos de Hausdorff, ¢l Espacio de funciones £(X,Y)
serd consicrado como un E.V.T. Localmente Convexo de Hausdorff con la Topologia de Con-
vergencia Uniforme sobre la familia de todos los subconjuntos acotados de X

Definicién 4.1 (Funcién composicién) Defini la funcién composicién comp : £ (X,Y)x
L£(Y,2)— L(X,2Z) como
comp(T,R) = RoT, VT € L(X,Y),VRe L(Y,2)
Antes de estudiar la diferenciabilidad de la funcién comp, estudiemos su continuidad. La

primera observacién que resulta de Ja definicion es 1a bilincalidad y la continuidad en cada una
de sus variables. Esto lo r i en la sigui proposicié

Proposicién 4.1 (Linealidad y continuidad separada de la composicién) La funcién com-

bilineal d 7

y se7

7 s
Demostracion. Si para cada To € L£(X,Y) y Ro € L£(Y, Z) definimos las funciones

ReL(Y,Z)~ comp(To,R) = RoTo € L(X,2)
Te€ L(X,Y)r comp(T,Ro) = Roo T € L (X, 2)



entonces es evidente que ambas funci son lincales. Verifiq también que son continuas,
veamoslo para la primera funcién. Sea W C £ (X, Z) una vecindad del cero en £ (X, 2),
entonces podemos hallar A € X acotado y W C Z vecindad del cero en Z de modo que

{Sec(Xx.2)/S(a) cW}cW (4.1)

Como Tp: X = Y es continua y A es acotado, entonces el conjunto B = To(A) C Y también es
acotado. Mostremos que la imagen del conjunto V = {R € £ (Y. Z]/R(B) C W} (que es una
vecindad del cero en £ (Y, Z)) via la funcién en estudio esté contenida en W. Sea R € £ (Y, 2)
con R(B) C W entonces Ro To(A) = R[To(A)] = R(B) C W y por tanto la inclusién (4.1)
muestra que Ro Ty € W. esto demuestra la continuidad en cero. La continuidad en todo el
espacio £ (Y, Z) resulta de la lincalidad. a

(|

Los siguicntes lemas ayudaran a dar condiciones necesarias y sufici para la
de Ja funcién composicién. Para cada zg € X definimos la funcién $.,: £ (X,Y) = Y por

¥2o(T) =Tzo, VT € L(X,Y)

Lema 4.1 Para cadezg € X con 2¢ # 0, la funcién s, ¢s continua y abicrta.

Demostracién. Mostremos pri la idad. Como ¥, cs claramente lincal serd su-
ficiente mostrar que cs continua en el cero, sca para cllo V € Y una vecindad del ceroen Y
cualquicra entonces ¢l conjunto

Vo (V) =(T € £L(X.Y)/Tx € V) C £L(X,Y)

es una vecindad del _cero en £(X,Y) y en consecuencia gy, es continua. Mostremos ahora que
2o cs abicrto, sca i C £(X,Y) una vecindad del cero en £ (X,Y) debemos hallar un V C Y
vecindad del cero en Y tal que V C vz, (L() 1. Sabemos que existen A C X acotadoy V C Y
vecindad convexa y cquilibrada del cero en Y tal que

{TeC(X,Y)/T(AcV}cl

Como z¢ # 0 podemos hallar un ¥; C X vecindad convexa y cquilibrada del cero en X tal que
Zo ¢ ] (recuerde que X es de Hausdorfl y por tanto existen dos vecindades disjuntas, Vi del
cero y Va de xo. Si suponemos que 2o € V3 por definicién de punto de clausura llegariamos a
una contradiccién). Ademds A es acotado y por tanto existe un A > 0 tal que }A chew
de donde A C AV; y en consecuencia la siguiente inclusion es verdadera

¥ ({T € L(X,Y)/TOW) C V}) C s (IT € L(X,Y)/T(A) C V}) C s, (i)

por lo tanto serd suficiente probar que V estd contenido en el primer conjunto anterior. Sca
¥ € V cualquicra, como AW es cerrado, convexo y cquilibrado y ademds zo ¢ AV] (pues si

‘cuando una funcién f: X = Y entre los EV.T. X ¢ Y e lincal, entonces sc verifica (9, pag. 44]

S os abierta @ YU C X vecindad del &cro en X, 3V CY, vecindad del cero en ¥ /V C (V)
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suponemos lo contrario la convexidad de Vj asegura que (1~ A)0+ A% = x9 € W lo que es
una_ggntradiccién), cl teorema de Habu-Banach (9, pag. 59] permite hallar un f € X* tal que
[/(AW)] € 1y f(z0) = 1. Definamos la funcién g: R = Y por g(t) = ty, ¥t € R y pongamos
la composicion T =go [ € L(X,Y). Se cumple
T(AW) = glf (V)] € (LA} C[-1,1)V c v
la dltima inclusién se debe a que V es equilibrado y ademads
¥20(T) = T(zo) = glf (z0)) = g(1) = »

Esto demuestra el lema. o

Lema 4.2 Ezisten 20 € X conzg #0 yL7 C £(X,Y) vecindad conveza y cquilibrada del cero
en £(X,Y) tal que

() £Y
Demostracion. Sean ¥V C Y cualquier vecindad convexa y equilibrada del cero en Y con
V #Y y A CX cualquicr subconjunto acotado de X y consideremos 2o € A con zg # 0. E
conjunto U = {T € L(X,Y)/T(A) C V} es una vecindad convexa y cquilibrada del cero en
L(X,Y) y ademas

Vo () = {T2o/T € L(X,Y),T(A)CV}C VY

Lema 4.3 Sca f: X x Y = Z funcidn bilineal y separad ¢ ti [

f s continua en X x Y & f es continua en (0,0)

Demostracién. (=) Evidente

(+=) Sea (zo,%0) € X x Y cualquiera y Wo C Z abierto con f(xo,30) € Wo entonces
W = Wy — f(z0,7) C Z cs una vecindad del cero en Z, denotemos por W* la vecindad del
cero simétrica tal que W?* + W* + W* C W. Por la continuidad de f en (0,0) podemos hallar
Uy C X, Vi C Y vecindades del cero en X ¢ Y respectivamente tales que

(u,v) €U x VI = f(u,v) e W*

La continuidad separada de f permite hallar vecindades U2 € X y Vo €Y del ceroen X e Y
respectivamente tal que

v € Va = f(zg,v) EW"

w €Uz = f(u,m) € W*
si definimos U = Uy nU; y V = Vi N Vs se cumple que f[(z0 + U) x (yo + V)] C W, en efecto,
siu €U yv € V, de las relaciones anteriores tenemos

S(zo + u,vo +v) = f(xa,%0) + f(u,v) + f(z0,v) + f(u, %)
€ f(zo,y0) + W’ + W+ W*
C f(zo,y0) + W =W,
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y como (zo,Yo) fue clegido arbitrariamente, se concluye la continuidad en X x Y o

Teorema 4.1 (Continuidad de la composicién) |
a). $i Y es normado, enionces la funcién comp es continua.

b). Sila funcidn comp es continua, cntonces Y ¢s normable.

Demostracion. (a). Como la funcién comp es bilincal y separadamente continua, por el Lema
4.3 serd suficiente mostrar que s continua en (0,0). Para una vecindad W € £(X, Z) del cero
en £(X,Z) cualquicra podemos hallar A C X acotado y W C 2 vecindad del cero en 2 tal
que ~ -
5 ={S€L(X,2)/S(A)cW}cWwW

definamos el conjunto V = {y € Y/|lyll < 1) que es una vecindad convexa, equilibrada y
acotada del cero en Y y definamos también las vecindades del cero

U, ={T €L (X,Y)/T(A) CV}CL(XY)
Uz={Re L(Y,2)[R(V)C W)} C L(Y.2)
mostremos que comp(l]; X 1,72] C B lo que demostraria la continuidad. Sca T € i1 R € U,
entonces
comp(T, R)(A) = o T(A) = RIT(A)] C R(V) C W

demostrando Gue comp(T, R) € 5

(b). Para mostrar que Y es normable debemos hallar una vecindad del cero en Y que sea
convexa y acotada (Teorema 1.12). Por el Lema 4.2 sabemos que existe un 20 € X y una
vecindad W C £ (X, Z) del cero en £(X,Z) de modo que

b= 0W) G Z (2)

donde la funcién ¢r, : £(X,2) = Z esti definida por ¢.(S) = Sze. Como por hipétesis la
funcién comp cs continua entonces cxisten vecindades convexas y equilibradas & C £(X.Y)y
VY € £(Y,Z) del cero de modo que

comp(l; X 17) cw (4.3)

definamos alora la funcién 1, : L(X,Y) = Y por $(T) = Tzg que por cl Lema 4.1 es abierta
¥ por tanto cl conjunto #.,(U) C Y es una vecindad del cero en Y quees ademds convexa (pues
U cs convexa y iy, cs lincal). Mostremos que este conjuitto $, (¥ ) es acotado. Supongamos
lo contrario, entonces existe un f € Y* tal que flgh, (U )) = R. (cn efecto, pues (1.5) permite

afirmar que
ACY esacotado ¢ Vf € Y, sup{|f(y)l/v € A} < oo

Lucgo A no sers acotado cuando exista algin f € Y tal quesup{|f(y)|/y € A} = o y dado que
todo Espacio Vectorial s conexo, pues es Conexo por caminos, [10, def. 5.1 y teo. 5.3), entonces
por ¢l tcorema del valor intermedio [10, teo. 2.1] concluimos que f(A) = R ) Consideremos
20 € Z con z # 0 arbilrario y definamos la funcién g : R = Z por g(t) = tzo, ¥t € R, entonces
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go f € L(Y.Z) y como toda vecindad del cero en £(Y,Z) es absorbente, existe un A > 0 tal
que A(g e f) € V. Asi tenemos que

{tzo/t € R} = Mrtzo/t € R} = Ag(R)
= Mglf (920 (0))) = Mg © itz ()
= U Mgo )Tz} = | Moo HloT(xo)

Teid Tei

c U S(zo) = $:(W) por (4.3)
sew

G2 por (4.2)

desde que zg € Z fue arbitrario, esto es una contradiccién y por tanto npx,(ﬁ) es acotado y por
cllo Y es normablc. o

Teorema 4.2 (Acotacién de la Composicién) La funcién comp ¢s acotada, es decir si
By CL(X,Y) yBaC L(Y,2) son subconjuntos acotados ent

comp(B1,B2) = B208,={RoT/T € By, R e Bs)
es acotado en L (X.Z)

De esta forma la funcién composicion no sicmpre es continua y por lo tanto no puede ser
diferenciable por cualqui étodo que implique continuidad, como por cjemplo la K, B, M, MS
yMB diferenciabilidades, Sin embargo tenemos el siguiente resultado.

Teorema 4.3 (F -Diferenciabilidad de la Composicién) La funcidn comp es F -diferenciable
en todo punto (To,Ro) € L(X,Y) x L(Y,Z) y ademds sc cumple

comp’s (To, Ro)(T\ R) = RooT + Ro Ty (4.4)

Demostracion. Para (To, ) € £(X,Y) x L(Y, 2) fijo, la funcién (T, R) € L(X,Y) x
LY.Z)»s RgoT + R o Ty € £(X,2) es claramente lineal, y desde que la funcién comp
es separad (P icion 4.1) ent la funcién anterior resulta continua, es
decir dicha funcnon es un clcmento de £ (£ (X,Y) x L(Y. 2), £L(X, Z)). Mostremos que ésta es
la F -derivada de la funcién composicién en (Tg, o). Para cualquier (T, R) € £(X,Y}xL(Y,2)
tenemos

comp|(To, Ro) + (T, R)} — comp(To, Ro) —{ReoT +RoTy) =

t
(Ro +tR) o (To +1T) = Ro o To - t(Fo o T) — t(RoTo) _

t
t{RoT)

para cualesquier By € £(X,Y)y By C L (Y, Z) subconjuntos acotados (todos los acotados
en L(X,Y) x £(Y,Z) son productos cartesianos de subconjuntos acotados en cada espacio)
mostremos que

lim (R o T) = 0, uniformemente respecto de (T, R) € By x B, 4.5)
=40
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Sea W € L£(X.Z) vecindad equilibrada del cero en £(X, Z), como el conjunto B2oB; =
{RoT/T € 51, R € 52} cs acotado en £ (X, Z) entonces existe un § > 0 tal que

O<|t)<b=>t(B2oB,)CW

luego para todo t € R con 0 < |t| < § y (T,R) € B, x B2 tendremos que {RoT) € W,
demostrando asi (4.5) u]

Teorema 4.4 (Continuidad de la F-derivada de la Composicién) Si cada subconjunto
acotado de L (Y, 2Z) es equicontinuo cntonces la funcidn F .derivada
compr : £(X,Y) x L(Y,2) -+ L(L(X,Y)x L(Y,2).L(X,Z))

definida cn (4.4) es lineal y continua y en consccucncia de clase C¥ y ademds sc verifica

compP (To, o) = complr,  ¥(To, o) € L(X,Y) x L(V,2)
comps’ (To, Ra) = 0, W(To, Ro) € L(X,Y) x L(Y,2), ¥n 3 3,
Demostracion. Para simplificar denotemos £, = £(X,Y), Lo = L(Y,2) y L3 = L(X, 2).

Claramente la funcién comp’s es lincal, por lo tanto serd suficiente probar la continuidad en
(0,0). Sea W C L(L, x £2,L3) una vecindad del cero, que podemos suponer de la forma

W = (P eL(Cyv Lo Ls)/F(B, x Bs) c W)

donde I;’, C £1,B, C L, son subconjuntos acotados y W C £3 ¢s una vecindad del cero en
L3 de la forma —
W =({S€ C3/SA) c W}

s_icndo A C X acotadoy W C Z vecindad del cero en Z. Debemos hallar vecindades del cero
UCLyyV C L, tales que o
compp (U xV)C W

o cquivalentemente para cualquier T € u yReV
comp's (T, R) € W = comp's (T, R)(B1 x B2) ¢ W
=VM € B,,YN € B, comp’s (T, R)(M,N) = RoM + NoT € W

es dcgir tales vecindades & y V deben verificar para cualesquicr T € ﬁ,R € 17,M € l§‘ y

N € B2 lo siguiente
(RoM +NoT)(A) cW (4.6)

Denotemos por W? C Z la vecindad simétrica del cero cu Z tal que W* + W* C W. Como
B, C L2 es acotado, por hipétesis resulta que es equicontinuo y por tanto existe V C Y
vecindad del cero en Y tal que

YRe B2, R(V)CW?
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Definamos ahora el conjunto B = UTeE, T(A) C Y y mostremos que es acotado, en efecto
pues si V C Y es cualquier vecindad del cero en Y, como Gy C L ¢s acotado, entonces para la
vecindad del cero {T € £1/T(A) C V) C £, existe un § > 0 tal que 68, € {T € £/T(A) C
V} y por tanto VT € B, 6T(A) C V, esto implica que 6B = §|J 5, T(A) C B demostrando
que B es acotado. Sean ahora las vecindades del cero

U ={T e C,/T(A)CV}
V= {Recs/RA) cW*}

entonces para T € u ,Re 17,M € 51 yNE€E Ez cualesquiera tenemos

(RoM + N oT)(A) = RIM(A)] + N[T(A))
C R(B) + N(V)
cCWi+wicw

demostrando (4.6). De esta forma la funcién comps : £ x L2 = L (L1 x L3,L3) es lincal
y continua y por tanto diferenciable, cumpliéndose la primera igualdad. A su vez ésta igual-
dad significa que comp(;"-lJ(To,Ilo) es constante y en consecuencia es de clase €3 y todas sus
derivadas son nulas. 0

4.1.2. Diferenciabilidad de la Funcién Inversién

Para el siguiente definicién entenderemos por isomorfismo entre Espacios Vectoriales Topolégi-
cos a una funcién lineal biyectiva entre dichos espacios que sea ademads un 1 fismo. Es
decir (15, pp. 13]

Definicién 4.2 (Isomorfismo entre E.V.T.) Dados X,Y dos E.V.T. decimos que una fun-
cionT : X 3 Y es un isomorfismo cntre X ¢ Y siy solo si

1. T e L(X,Y) (ie. T lincal y continna)
2. 3T € L(Y,X) (ic. T es inversible con inversa lincal y continua)
El conjunto de todos los isomorfismos entre X ¢ Y serd denotado por Isom(X,Y), es decir
Isom(X,Y) = {T € £(X,Y)/T cs un isomorfismo entre X ¢ Y} C L(X,Y)

Definicién 4.3 (Funcién Inversién) Dcfinimos la funcién inversion inv : Isom(X,Y) C
L£(X,Y) = £(Y, X) como

inv(T) =T, VT € lsom(X,Y)

OBSERVACION ;
Es claro que para cualquier T € Isom(X.Y) resuta que inv(T) € Isomn(Y, X). Mis atin cuando los
Espacios X ¢ ¥ son de Banacli In funcién inversién es una biyeccién entre los conjuntos abiertos (verel
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Lema 4.4 mds adelante) Isom({X, Y) v Isom(Y, X)

Restringimos nuestro andlisis al caso de Espacios Normados. Para el siguiente teorema
recordemos que para el Bspacio de Banach X, si T € £(X, X) es tal que |[T[f < 1 entonces cl
operador (I = T) es invertible con (I =~ T)~! = $% T, Colocando ~T en lugar de T resulta
que (I +T) también es invertible con (I + 7)1 = (1) TP = -T+T?-T%+ ... y
de aqui se puede escribir

I+T)"'-(I-T)= i(-x)"r"

n=2

siempre que ' € £ (X, X) con ||T|| < 1. Ademis dado que 3%, ||T|" = l—_fm' ~1-|7jl =

n=2
;I_E[}% entonces
Rad o0
- nopn n 7|12
W2+ 797 = =Dl = || e < Simin = L (@7
n=2 n=2 1-|I7)
Antes de iar ol siguicnte t mostremos los siguientes lemas

Lema 4.4 Sean X,Y Espacios Normados conY de Banach, entonees el subconjunto Isom(X,Y) C
L(X,Y) es abierto

Dmostracién. Sea To € Isom(X, Y) cualquiera, mostremos quelabola B = {T € £(X,Y)/||IT-
Tol| < 8o} donde do = ﬁ estd contenida en Isom(X,Y). Si T € B entonces ||T ~ To|| <
o
So = m = |7 - TollIT5 Il < 1y por lo tanto |(T - To)T3 || < IT ~ TellilTg 'l < 1.
el comentario anterior permite afirmar que § = Iy + (T — To)T; ' : Y -3 Y cs inversible y
siendo Y de Banach resulta que § € Isom(Y,Y). Por otro lado notemos que podemos escribir
T=To+(T-To) = [Iy +(T- Tn)Tn'l]To = STy y en consccuencia T € Isom(X,Y) Esto
demuestra que B C Isom(X,Y) o

Lema 4.5 Si X,Y,Z son Espacios Normados, ent toda funcién bilineal y tnua: XX
Y = Z es F "-diferenciable ¢cn cade punto (zo,%) € X X Y v ademds se cumple

a). La funcién $' (To,y0) : X x Y =3 Z cstd definida por

¥ (z0,0)(z, 1) = ¥(z,%) + ¥(z0,¥), Y(zmy) € X XY

b). Para cada n € N con n 2 2 se cumple

Yy, cuandon =2

(n) -
‘/’7 (@0, vo) {0, cuandon 2 3

Demostracion. (a). Por la continuidad de la funcién bilineal ¢ pod hallar una c
M > 0 tal que
(=, )l < Mll=llllvll, ¥(z.y) € X xY

120



Para d punto (zo,7) € X x Y fijo, la funcién (x,y) € X x Y + p(z,y0) + ¥(z0,y) € Z cs
claramente lineal y ademds continua pues para (z,y) € X x Y cualesquicra

1 (- vo) + $(zo- y)ll < ll(zwo)ll + ll (e, )l
< Miizllllyoll + Mllzollllvll
< (Mllyoll + Milzoll) (I1=ll + llyll)
= (Mllyoll + Mllzoll}ii(=, y)Il

es decir 1a funcién anterior resulta ser un elemento del espacio £(X x Y, Z). Mostremos que esta
funcién es la F-derivada de ¢ y para esto, por ¢! Teorema 3.3,(4), sclo tenemos que verificar
el limite

¥((zo,¥0) + (1, h2)) = (0. ¥0) = $ (1, 30) — ¥(zo, h2)

lim
(hs Ji7)-5(0,0) N7, 2|
¢(l‘1,1.,)
(M.l-:)-do 0) [[(%a.2e2)ll
=0

Pero esto es inmediato ya que para cualquier (fy,h2) € X x Y — {(0,0)} se verifica

Wb (s, )l M {RallllBall
g = £ Ml
SR k)T [l + (2l b=l

(h). Por la anterior sahemos qna 1a funcidn ¢, : X x ¥ = £/(X % Y, 2) esta definida por
¥ (u,0)(z,y) = P(z,v) + $(wy). V(wv),(z.y)e X x Y

Se puede verificar sin dificultad que que esta funcién es lineal, pero ademis es continua ya que
para (u,v) € X x Y cualquicra tenemos

s (o)l = sup W5 (o)l _ o () + (e y)ll
’ (2:9)#(0,0) Iz, )l (,,,)g(o.o) Iz, »)II
<M sup { lizlllivll + IIHIIIIVII}
(2)#(0,0) [l=Il + Nyl
I il
||| + u|
o, (T g e}
< M{loll +Ilull} = Mll(w, v)Il

=M

por tanto la funcién ¢ es F -diferenciable en (xo, %) con
V2 (z0,50) = {¥ }'r (0,30} = W}

esta tltima igualdad significa que la funcién '/,fﬁ’ : X xY -4 L(X xY,L(X xY,2Z)) es con-
stante y en consecuencia todas sus derivadas son nulas. a
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Lema 4.6 Scan X,Y Espacios Normados y f : U C X = Y funcién F "-diferenciablc en el
abicrto U, entonces la funcién ¢ = (f,f): UC X = Y x Y definida por

Y(z) = (f(x).f(z)), VzeU
es F"-diferenciablc en U cumpliendose ademds que
() = (f7(2), f()), VeeU

Demostracién. La funcién g : ¥ - Y x Y definida por g(y) = (y.y), Yy € Y es lincal y
continua y por tanto F -diferenciable en Y con g’ (y) = g, Yy € Y. Ademas se observa que la
funcién ¢ se puede expresar como la composicién % = go f y porla regla de la cadena resulta
F-diferenciable en U con

¥x (z) = g5 lf(2))o fr (@) = g0 [ (2) = (fr(z), fr (), Vze€U
Nuevamente sc observa que la funcién \b’, tiene la forina 1)',. = go fy donde en este caso la
funcién g : £ (X xY) = L(XxY)xL(X xY) estd definidapor g{T) =(T.T), VT € L(XxY)
y también es lineal y continua, nuecvamente de la regla de la cadena resulta
¥¥ (@) = g5 (U5 (@) 0 [P (@) =0 157 (2) = (157 (@) S5 (=)

un inductivo d tra cf lema. u]

En cl teorema siguicnte evitaremos escribir ¢l simbolo o para denotar la composicién de
funciones, de modo que T o R se escribird simplemente TR

Teorema 4.5 (¥ -diferenciabilidad de la Inversién) Sean X,Y dos Espacios de Banach,
entonces la funcién inversién inv : Isom(X,Y) C £(X,Y) = L(Y,X) es F"-diferenciable
{n € N) en cada punto Ty € Isom(X,Y), cumpiiendose ademds gue

v (T)(T1, T, s T) = (=1)" 3 T3 ' Ten T ' Te) =I5 Tt T

donde la sumatoria se considera sobre todas las permutacioncs del conjunto Sn = {1,2,...,n}

Demostracién. Antes de comenzar con la demostracién veamos como se puede expresar la
sumatoria anterior para algunos valores de n,
Cuando n = 1 tenemos solamente 1! = 1 pennutacién posible a saber #(1) = 1

- T

Cuando n = 2t 2! = 2 permutaci posibles (}13) vy (3}
T NI T + Ty 1Ty T T
Cuando n = 3 ¢t 3! = 6 permutaci posibles (133) 5 (133) : (2§3) 5 (231)+
(l 2 :l) ( 123
312/¥ 321
-1 [T;*T,T.,- DT DT + Ty T BTy Ty + Ty BT T T Ty
TOLTO DT T + T3 0Ty Tl ' T Ty + 76 ' BT BT Ty T
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y asi sucesivamente.

Comencemos probando el teorema para n = 1. Para T¢ € Isom(X.,Y) fijo, la funcién
T € L(X,Y) » ~Tg'TT? € £(Y,X) os o lincal y continua (pues se cumple
176 775 M < T3 IIT N ITo=1fl = iTg 2 ITH, YT € Tsom(X,Y)), es decir es un clemento
del espacio € (C(X,Y), £(Y,X)). Mostremos que esta funcién es la F -derivada de la funcién
inversién en Tp y para ello solo tenemos que verificar el limite

inv(T) - inv(To) + Ty (T ~Tp et

,
4% T =Tel

_ o TN =T 4+ T NT - )T

= A T =Tl 43)
=0

Como para T € Isom(X, Y) cualquicra se cumple T = To[Ix +(Tg 'T=1Ix)] (donde Ix : X = X
denota la funcién identidad en X) entonces podemos escribir
T =T + 17T - To)Ty !
= [1x + (@' T - 1)) 7N (T) = Ix (T5) + (T - Ix) (75)
={Ux+ @T - 1)) - Ix + (0T - 1)} (557)
Para verificar el limite (4.8) sca ¢ > 0 cualquicra, podemos escoger § = 1/[|Tg !l > 0 de modo

que si [|IT = Tol| < § = 1/IT;* || entonces |[T5 T — Ixll = |75 (T - To)ll < 175 'NIT - Toll < 1
y por (4.7) tenemos

- T T - Ixl?
=l _ vy TAT —~ I <J|_l2._x__
||[Ix +(T5 x)] x+(T5 A)" S T I
Es decir que para cualquier T € Isom(X,Y) con ||T — To|| < & sc tiene
T - T3 + T - To)Te Y _ITe T = I® T30
TT - Toll T- I T = Il T~ ol

ITIIT = Tl 1T
1= T = Ixl T - Tol

<

IIT - Toll
= I —
Iz {1-||T.; T - Tl
Como la funcién posicién es separad te conti t T M T = Ty) = 0 cuando
T — T y por tanto ¢l miembro derecho anterior tiende a cero cuando T — Tp verificando (4.8).
Mostremos ahora Ja F "-diferenciabilidad de la funcién inversién, acabamos de mostrar que la
funcién invl?) : Isom(X,Y) € £(X,Y) = £ (£ (X,Y), £{Y, X)) estd definida por

invV(@)() = — oo™t Vp € Isom(X,Y), V¥ € L(X,Y)
definamos ahora la funcién a2 : £(Y, X)x £ (Y, X) -+ C(L(X,Y), £(Y, X)) por
az(x1,x2)($) = =xadx2:  ¥xui,x2 € £(Y, X), Y9 € L(X,Y)
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que claramente es bilineal y ademds continua pues

_ lerz(x1, x2) ()l Il = xavxzll
o2 (x1s = sup 122WXLX2)WIL _ 1l = xavxell Y, X
llecz(x1, x2)Mi sup Tl :;r‘; 10 Slxallllxalls  Yxi,xz2 € £(Y, X)

Ademis notemos que la funcién inv(} se puede expresar como la composicién
inv® = a7 0 (inv,inv)

Por induccién sobre n, ya se probé que la funcién inversién es F *-diferenciable en Isom(X,Y),
supongamos ahora que también es F *-diferenciable en Isom(X,Y), por los Lemas 4.5, 4.6 y ¢l
Teorema 3.18 podemos afirmar que la funcién inv® cs F *_difcrenciable en Isom(X,Y) y por
tanto la funcién inversién inv serd F ¥*1.diferenciable en Isom(X,Y).

La composicién anterior y el Teorema 3.18 permiten dar expresiones para las derivadas de
la funcién inversién de ordenes mayores, asi tenemos

inv @ () (1) = o (inv ), inv () (inv'(p)b1), inv’(v)(wn)
asle™ e ) (~ e e e ™))
aa(—p e o) +az(e™ o oY)

]

]

de donde
inv® (@) ($1,92) = 07 b1 e + o hop e
Para Ja derivada de orden 3 definamos ias funciones oy, ,, a3, * £ (Y, X)xL (¥, X)x£ (Y, X) =
L2(L(X,Y), L(Y, X)) por
a3, 5 (X1, X2x3) (¥1,¥2) = x1¥1x2, ¥2xs
a3, (X1 X2X3) (V1 ¥2) = x1¥2x2, V1 xa

Para x1,x2x3 € £ (Y. X) y ¥1,42 € £(X,Y). Andlogamente al caso anterior éstas funciones son
trilineales y continuas con [las,, |, llas.. || € Ixallllxzlflxsl, ¥x1,x2,x3 € £(Y, X). Ademis la
funcién inv(? se puede expresar como

inv® = ay, , o (inv,inv,inv) + aa,, o (inv,inv,inv)
tenemos entonces
V@) (p)(91) =a, , (v (), invle), inv(e) (i (L)1), v’ (@) (1), v/ () (1) ) +

s, (inv (o), nv (o), inv () (v () 1), im' () 1).inv' (o) (1))

=ay,, (07 e (— e e T —e T e —p T e ) +
o o7l (- e~ T ie T Tl Y

=ag,, (=0 L0 o) Fag, {0 -0 M0 T+
a0 e =7 ™) +as,, (—eT e o7 o)
az, (0™ = 0 07 gy, (9707 = MY
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de donde

v () (1,92, 83) = ~0 10 Mhaw My = ™0 i by
— o7 207 Vo o) - o7 0 o™ oy
— o7 e T ™! — o s e gy o™

y asi en adelante. a

1

4.2. Diferenciabilidad de la Funcién Inversa

En Espacios de Banach los siguientes tecoremas son bién conocidos. (Estos tcoremas se
demostraran en la seccidn siguiente).

1. (Teorema 4.16). Sca f una funcién de un Espacio Normado X aun Espacio normado Y in-
yectiva en una vecindad de un punto zg y diferenciable en zq (se entiende F -diferenciable)
tal que la funcién inversa f=! sca continua en f(zg). Ademés supongamos que f'(zg) es
un homeomorfismo lincal entre los Espacios X ¢ Y entonces la funcién inversa f~1 es

dif iable en f(xp) cunipliendose que
()=o) = (S'(za) ™"
2. (Tcorema 4.18). Sea f una funcién entre los Espacios de B h X,Y conti t
dif iable en alguna vecindad de un punto zq tal que f(zo) es un homeomorfismo

lincal entre los Espacios X ¢ Y, entonces existen abicrtos U y Vconzg € U y f(zo) €V
tales que f es un difeomorfismo de clase C? entre U y V (i.e. f es una biyeccién entre U
y V'y f~! es continuamente difernciable en V) cumpliendose ademis que

U@ = (f@)7, vseU

1 1

Sin embargo en E.V.T. generales estos teoremas pueden no se. Los siguiente cj
muestran que estos teoremas no se cumplen en E.V.T. Metrizables (no normables), y aiin cuando
tengamos Espacios Normados los tecoremas fallan cuando la diferenciabilidad de Fyechet (F-
diferenciabilidad) es cambiada por la diferenciabilidad compacta (7¢ -diferenciabilidad)

Ejemplo 39 Scan X = R ¢l Espacio de todas las sucesiones de niéimeros reales con
la Topologia Producto y una funcién 9: R — R infinitamente diferenciable eson soporte
{teR 79(!) #0} = [1,.;] y pongamos g(1) = 1. Una tal funcién sc representa en ha figura

siguiente.



Grilfica de g

12 L a2
e s——
Saoporte de g =h/2:3/2)

Definamos la funciép f: X -» X por

J(21.22,23,-..) = (21 = g(21), 72 = g(22) 23 = g(23),---)
esta fuucién satisface todas las condiciones de arriba (Teorema 4.18) en 20 = 0.

1ro. f € Cx (X). En cfecto, mostremos que f es X -diferenciable en cualquier 3% € X con
derivada f (%) : 9 € X v+ p — - (¢’ 0 ¥%) € X para cllo notemas que

[ +t¥) = J($o) _,, _golbo +1¥]-gote
3

i
y dc aqui
/—(%“?-/M’l—¢+$~(9'e%)=¢~(a’wo)~g—"[%“f]_go%

esta expresién tiende a 0 € X cuando t - 0 (vea Teorema 1.18) y por tanto f resulta
ser Gatcaux-diferenciable en $Jp con Giteaux derivada dada por la funcién ¢ € X —
P =1-(g9'0¥0) € X. Se puede verificar que csta funcién ademds de ser lineal es continua
en X (considere un abierto subbdsico en X de la forma {¢ € X/|¥(na)] < ¢} donde
no € N y € > 0 y muestre que su imagen inversa es abierto en X) y en consecuencia
debe ser la G-derivada de f en ¥o. Ademds la funcidén fg: X = L£(X, X) definida por
£& () () = b—¥- (9’0 %0) cs continua en g, esto junto con d Teorema 3.12 garantizardn
que f s de clase Cx (X).

2do. f5(0) = Ix y por tanto ¢s lineal continua con inversa también lincal y continua (i.c.
¢s un isomorfismo)

Sin embargo la funcién f no es inyectiva pues para cualquier vecindnd del cero U = {¢ €
X/[1¥(no)| < ¢}, existe un ¢ € X que podemos definir por

d(n)=1, Vn#ne A P(ne)=0

de modo que ¥ € U con  # Oy tal que f(3) = /(0) = 0 (recuerde que g(0) =0y g(1) =
1)

Ejemplo 40 Scan X cl Espacio del cjemplo anterior y las sucesiones (zx)ien ¥ (ya)ren
en X tales que
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Ambas sucesiones convergen al cero en X

© =

Para cualquicr sucesién (Ag)rer: C R de niimeros reales
a) La sucesién (Arze)r converge a cero o es acotada
b) La sucesiéu (Ax¥s)r converge a ecro

Tales sucesiones ciertamente existen, por gjemplo se pueden considerar

= (2,277 227 L0000, )

vt = (0,0,...,0,1,0,0,...)

Para cada n.k € N definamos

1 1
x[’:(?—;)z", ¥ y;'=(2—;)yk
asi que en particular x} = zx y ¥} = yi. Definamos aliora la funcién f: X = X por
070 s or=a2 (k=1,23,...,n=234,..)
fx) = U vsioz=1xp (K=1,23,..))
wt .si r=yf (k=1,23,....,n=1,23
x vsio zg{zplu{yn)

La funcién f satisface las dici del T 4.16 para xg = 0 pero la funcién f~* no
es F -diferenciable en £(0) =0

Ejemplo 41 Scan X cualquier Espacio de Hilbert infinito dimensional, {1 }zen un sistema
ortonormal de vectores eu X y {Arc}ren C< 0,00 > con Ay = 0 Para cada k € N pongamos
zr = Arer ¥ definamos ¢1: X = X por

Sule) = /\kcw(n",: ) Lsifle —xll < &
0 sl -zl > 2

donde $: R —» R es una funcién infinitamicute diferenciable con soporte en {—1,1] y tal que
supl$(t)] = $(0) = 1. Cada una de las funciones & es ¥ -diferenciable. Definamos ahora
la funcién f: X - X por

o0
S(2) = Y wulz)

tet
La funcién f: X -+ X es H <-diferenciable cn todo X y f% (0) esla funcién identidad, sin
embargo la funcién f no es inyectiva en ninguna vecindad del cero.
Ejemplo 42 Sca X ¢l Espacio del cjemplo anterior y las sucesiones (Ax)ren, (ste)een de
reales positivos tales que
1. Ambas sucesiones convergen a cero en R
2. pr <Ay, VkEN

Mo 2k =
3. hquooh oo
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para eada n, k € N definamos
no(2-1 e an=(2-%)"
M= (2— n)'\" S (2_ n) L
La funcién f: X = X dcfinida como

MNeTler , s r=Aker (n=2,3,4,..
flz) = {1k v 8 r=Mer (k=1,2,3,..)

L k=1,2,3,...)

uitler ,si r=glec (n=1,2,3ldots, k=1,2,3,
x vsi oz e {Aler} U {pfer)
es bivectiva ¥ la funcién inversa f~' ¢s i cn 0. Ademas f es 3 -dife iable en 0 cuya
derivada fy (0) es la funcién identidad, sin embargo la funcién f~! no es # -difercnciable
en f(0) =0.
Asi, en adicién al hccho dc que “dvfemncmbrhdad N0 necesari te impli inuidad”
y que “la funcion p no es tinua” aqui t una tctccn diferencia
entre el caso normado y no-normado. Pum obtener una versién de los teoremas de la funcién
inversa a E.V.T. gencrales necesi la sigui definicié

Definicion 4.4 (Funcién (0y,02)- prcservante) Seen X,Y dos EV.T.; f: UC X =2 Y;
a1 C P(X) y o2 C P(Y) dos familias dc tos definidas como en la Dcfinicién 3.2.
Decimos que f es (01,02)- prcscv vante cn xp € int(U) si para cualesquicr A € 0y, (@a)nent C
A Y (tn)nen CR = {0} con t, =0, czistc un B € o3 tal quc

f(zo + tnan) = f(20)
tn

€B, VneN

OBSERVACION
De la definicién anterior resulta inmediato que si f es lineal entonces f es (o;,02)-preservante en zo si
¥ solo si para cualesquier A € o1, (@n)neti C A Y (fn)nen C R = {0) con tn — 0, existc un B € o7 tal
que

flan) €B, Wn €N

Si ademsds 0 € int(U) entonces lo anterior nos dice que la funcién lineal f : U € X -# Y es (01,02)-
preservante en un punto cualquicra zg € in#(U) si y solo lo ¢s en 0. Decimos cn este caso simplemente
qu f s (01,02)-prescrvante

Teorema 4.6 Con las mismas hipétesis dec la Definicion {.4. Si ademds se verifica
1. VYB € g3, VK CY sccuencialmente compacto, B + I( € o2
2. f es oy-difercnciable en zo € U

cntonces

f es (0y,02)-preservante en o & f2,(20) es (01,02)-preservante

128



Deimostracién.(=) Sean A € 0y, (an)aen C A Y (ta)nen C R = {0} con t, = 0 cualesquicra,
como f ¢s (01,02)-preservante en zo, podemos hallar un B € o3 tal que

[(z0 + tnan) — f(20) _
tn

1, (wo)(a,) + (L8 S0 g1 (og)a)} €5, VneN (49)

Si denotamos por r, = &!ﬂﬁf—:lﬁ!ﬂ) — f5,(%0)(an) entonces la 0y-diferenciabilidad de f en

zo implica que 7o =3 0. Definamos ¢l conjunto K = ~{rn/n € N} C Y que claramente cs
secuencialmente compacto y por tanto B+ € o2. De (4.9) tenemos que para cvalquier n € N

for(z0)(an) € B+ K € 02
demostrando que f;, (z0) cs (01,02)-preservante en 0
(<«=). Nucvamente sean A € 03, (an)nen € A Y (ta)nen € R — {0} con t,, = 0 cualesquicra.
Como f;,(z0) es (01.02)-preservante, podemos hallar un B € o2 tal que f;,(zo)(an) € B, Yn €
N. Si definimos X = {r,/n € N} C Y tendremos
J(zo +tnan) = f(Zo)
tn
demostrando que f es (01,02)-preservante en zo D

= fo(zo)(an) +rn € B+ K €02, R €N

Lema 4.7 Con las mismas hipétesis de la Dcfinicion {.4. Si ademds
1. f:UC X =Y et inyectiva y (01, 02)-prescrvanta en zo € int(U)
2. [71if(U) CY =+ X es az-diferenciable en yo = f(zo) € int(f(U))
s. (f_x)l,, (¥0) : Y =+ X es un isomorfismo

entonces

a). f es oy-difercnciable cn zo

b). f,(z0) = {(l")’,,(va)}_l

Demostracién. (a). Primeramente denotemos por g = f~! : f(U) € Y = X que es o2-
diferenciable en yo = f(20), § = g, (o) : Y = X quees un isomorfismoy T'=5"1: X 5 Y
que es lincal y continua. Observemos que para cualquics & € X con zo + h € U sc cumple

f(z0 +h) = f(zo) = Th
= f(z0 + k) — f(zo) = {T(zu +h) = T(zo)}
= flzo + ) = f(z0) = {Tlo(f (a0 + W) - Tlo (s (z0))}}
= J(zo+8) = f(z0) = T{g(f(z0+ 1)) = 9(S(z0)) }
= T{S[/(zn + 1) = f(z0)] = {g(/(zo + 1)) -9(/(10))}}
= T{s[/(zu + 1) = f(z0)) = {a(vo + / (z0 + 1) — f(zo)) —ﬂ(yo)}}
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Supongamos por contradiccién que T € £ (X.Y) no sca la o;-derivada de f en zg, entonces
existen A € o1, una vecindad V C Y del cero en Y y sucesiones (2,)ney C R ~ {0} con t, -+ 0
s (hm)nen C A tales que

L0 + tnhn) = f(z0)

tn

=T(h,) ¢V, VneN
y por lo anterior resulta que

J(Zo + tahn) = f(z0) = T(tnhn)

ty
_ oo+ taha) = f(ag), _ 90 + elleetegel -t ] st
i ey t 17 T
¢V, meN (4.10)

ademds por hipdtesis f es (o). 02)-preservante en zg, luego existe un B € o, tal que

[t takn) = @) ¢ b ypen (4.11)
b ' '

Si denotamos por yn = lﬁ!ﬂ‘:’: =2z) entonces por (4.11) (yn)nen C By por (4.10) se puede
escribir

T{Sy,. _ 9(ya + tatho) — 9(yo) ¢V, VneN

1,
0 cquivalentemente
Syn — mu@ ¢S(V), VneN
n

lo que es una contradiccién con el echo de que g sea o2-diferenciable en yg, por consiguiente f
es 0j-diferenciable en 2 con f,,(xo) =T = $~* como se queria demostrar. a

Teoremna 4.7 (Condiciones suficientes para la diferenciabilidad de la inversa) Conlas
mismas hipétesis de la Definicién {.4. Si ademds
1. f:UCX —Y es inyectiva y oy-diferenciable en 2o € int(U)
2. f71:f(U) CY = X es (02,01)-prescrvante en yo = f(z0) € int(f(U))
3. Jo(z0) : X =Y es un isomorfismo
cntonees
a). =1 cs aa-diferenciable en yo
b {17,y 0) = {fente0)}

Demostracién. Denotemos por
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1. g=f: f(U) CY —= X que es inyectiva y (02, 01)-preservante en yo = f(zo) €
int{f(U))

2. g7 ' =/:UC X =Y que es oy-diferenciable en 2o = g(yo) € int(U)
3. (9_‘):" (z0) = f;, (x0) : X =+ Y que ¢s un isomorfismo.

cumpliendose asi todas las condiciones del Lema 4.7, por tanto concluimos que g = fles
aa-diferenciable en yo = f(zg) y ademas

(™Yo, (o) = by (o) = {(57),, (@0)} ™" = (L, (o)}~
O

Cuando los espacios involucrados son normados, la condicion sobre f~? puede ser simplifi-
cada como se¢ demostrar en la seccién siguiente (Tcorema 4.16).

4.2.1. E] Espacio de Funciones Completamente Acotadas: L,(X,Y)

Como preparacién para una version del tcorema de la funcién inversa en E.V.T., esta
subseccion desarrolla ol estudio de las funciones lincales T: U C X = Y complctamcntc
acotadas respecto de una seminorma continua en el Espacio X o también llamadas fi
lineales p-acotadas (haciendo referencia explicita a la seminorma p).

Definicién 4.5 (Funciones p-acotadas o Completamente Acotadas) Sean X.Y dos E.V.T.
Localmentc Convezos de Housdorff y p € SC(X).

a). Decimos que la funciénT € L(X,Y) es p-acotada (o Completamente Acotada) en X,
si pare cualquier 9 € SC(Y) eziste un A = A(g) > 0 tal que

q[Tz] € Mp(z), VzreX

b). El conjunto de todas las funciones T € L(X,Y) que son g tadas cs un Subesy
Vectorial de £ (X,Y) que denotaremos por L,(X,Y), es decir

Lp(X,Y)={T € L(X,Y)/T es p-acotada en X}
y por tanto podcmos escribir
TeclpX.Y)e
¥q € SC(Y), 3\ = A(g) > 0/q(T=] < Mplz), vzeX (4.12)

OBSERVACIONES
1. Por cl teorcma de Huhn-Banacl existe un $ € X tal que ¢ # 0 y [¢(%)[ € p(z), Yz € X, entonces

para cualesquicr g € SC(Y) y z0 € X s¢ cumple
al(z0 @ ¥)(2)] < alz0) -p(z), Vre X

lo que muestra que zo @ ¥ € £,(X,Y). Es decir ol Espacio £,(X,Y) es no trivial.
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2. Cuando los Espacios invol dos X ¢ Y son dos, ¢! espacio £,(X,Y) coincide con cl espacio
L(X,Y) cuando la seminorma p : X = R csla norma de X. Para mostrar ¢sto primeramente observemos
que para cualgnicr seminorma continua ¢: Y = R existe un § = §(g) > 0 tal quc

vl <8=q(y) <1

Si consideramos ¥ € Y arbitrario con ||yl # 0 entouces q[ﬂ‘?ﬂ”] = ﬁq(u) < 1y por tanto g(y) < Hiyll

y como para y = 0 la desigunldad anterior se convierte en una igualdad concluimos que existe un
M = M(g) > 0 tal que
YweY, q(y) <Myl (4.13)

Mostremos aliora que £(X,Y) C L y(X,Y), sean paracello T € L(X.Y) y g € SC(Y) arbitrarios, por
(4.13) existe un M = M(g) > 0cal que

9(Tz) < M||Tz||, ¥reX (4.14)
Pero como T': X = ¥ es contiuua entonces existe un M; = A(T) > 0 tal que

N7zl < Mllzll, vzeX

De las dos relaci i lui que para A = MM, (que depende de T y g) se cumple
qlTz} € M||Tzll < MM, lzli = Miz|l. vze X
Esto demuestra que
L(X.Y)=Lyq(X.Y)
Con las mismas condiciones de la definicién anterior, si T € Lp(X,Y)y g € SC{Y) por
{4.12) se deduce que ¢! conjunto de ntimeros reales {1}47:—',1/2 € X con p(2) £ 0} C R estd aco

tado superjormente y por tanto ticne un supremo que denotaremos por §(T). Es decir escribire-
mos

e q(Tz)
)= s @ <R (4.15)
plx)#0

3. De la ccuacién (4.14) para z € X con z # 0 cualquera s¢ cumple 7;" <M 1;' ¥ en consccuencia

AT) = supp,gieo 4# < M supp,iipo 'Ei‘ = M||T|l. Es dccir que para g € SC(Y) cualquiera, existe un
M = M(q) > 0:al que

4T) <MITI, YTeL(X.Y) (4.16)
La siguicnte proposicién muestra algunas propiedades de §(T)
Proposicién 4.2 (Propiedades de §(T)) Con las mi: dici de la Definicion 4.5,
se verifica

a). SiT€ L,y(X,Y) yVg € SC(Y), q{T) =0, entonces T =0

b). Para cualesquicr A € R, T € Lp(X,Y) v 9 € SC(Y) se cumple
GOAT) = IMG(T)

¢). Para cualcsquicr Ty, T2 € Lp(X,Y) v 9 € SC(Y) se cumple

(T +72) € §(T0) +5(T2)
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d). Pare cualcsquier x € X, T € Lp(X,Y) y q € SC(Y) sc cumple
9(T=z) < §(T) - p(z)

Demostracién. (a) Para ¢ € SC(Y) cualquicra tenemos que (4.15) y la hipétesis implican que
Vz € X con p(z) # 0, g(Tz) = 0. Por otro lado T € £ (X,Y) y por tanto podemos hallar
un A > 0 de modo que ¢(Tz) < Ap(z), Yz € X, asi cuando p(z) = 0 resulta que ¢(Tz) = 0.
Bs decir que podemos escribir Yg € SC(Y), Yz € X, q(Tz) = 0 y como Y es de Hausdorff
entonces 2 Tz = 0, Yz € X de donde concluimos que 7 =0

(b). Directo de la definicién pues

9(\Tz) _ a(Tz) _ 9(Tz)
7 sex H__IAI,;%&W

€x  p(z)
plz)#0

AT} = sup
€X
Pl

(c). Consecuencia inmediata de g(Tvz + T2z) < 9(Thz) + g(T22), Yz € X

(d). De la definicién, para cualquier £ € X con p(z) # 0 tenemos que ﬂ;%l < §(T), de
donde ¢(Tz) < §(T) - p(z). y como en (4.12) para p(z) = 0 resulta que ¢(T'z) = 0, entonces la
igualdad se cumple para todo z € X o

Tecorema 4.8 Sean X.Y,Z E.V.T. Localmente Convezos de Hausdorff y p € SC(X). SiT €
Lo(X,Y)y R€L(Y,Z) cntonces RoT € L (X, 2)

Dcmoatracién. Sca q € 5C(Z) cualquicra, como 1 € £(Y, Z) entonces (Teorema 1.15 ) para
la seminorma g € SC{Z) podemos hallar ps € SC(Y) y @ > 0 de modo que

o(Ry) S opoly). Yy eY
Ademés T € L,(X,Y) y por tanto existe un A > 0 tal que
ro(Tz) < Mp(z), Ve X, Vi=12,...,n
Si consideramos z € X arbitrario entonces
9[R(Tz)) < opo(Tz) < aXp(z)
es decir g[(R o T)(z)) < (a A)p(z), Yz € X, lo cual implica que Ro T € L4(X,Y) [m]
Teorema 4.9 Con las mismas condiciones dc la Definicién 4.5. Si para algin T € Ly(X,Y)

criste T~! € L(Y,X) (ic. el espacio Lp(X,Y) contienc un clemento invertible de L(X,Y))
cnlonces X ¢ Y son normables

"Recordemos que todo E.V.T. Localmente Convexo X ¢s gencrado por Iu familia de todas las scininormas
continurs SC(X) (ver Teorema 1.10). Por tanto si X es de Hausdorff, dicha familia scpara pnntos de X
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Demostracién.Tenemos que T € Lp(X,Y) es tal que existe T=! € £(Y, X), entonces por
el Teorema 4.8 la composicién T~ o T = Iy cs un clemento de £ (X, X), es decir que para
cualquier seininorma g € SC(X) existe un X = A(g) > 0 tal que

a(z) < Mp(z), vzeX (4.17)

Mostremos primeramente que p es una norma en X, para cllo sca z € X con p(z) = 0 y
mostremos que z = 0. De (4.17) para cualquicr seminorma q € SC(X) resulta que g(z) =0 y
como X es de Hausdorfl obtenemos que z = 0, como se queria. Como consecuencia inmediata
tenemos que po T=1 es una normaen Y a

El siguiente lema nos ayudara a demostrar el teorema que sigue

Lema 4.8 Sea X un E.V.T. Localmentc Convcro de Hausdorff y la doble sucesién (znum)(n.m)ett xn -

Si para todo q € SC(X) s¢ cumple que g(Znin) s 0 CNLONCES Tn,m ok O

Demostracién. Sea U C X una vecindad del cero en X entonces existen ¢ € SC(X) y € >0
tales que {z € X/q(.t) < ¢} C U pero como 9(znm) Z.M2%, 0 entoces existe un natural
ng € N tal que

m,n > ng = q(Tnm) < ¢

lucgo para cualesquier n,m > ng tenemos que znp,m € U demostrando que Z, m 2220 O

Teorema 4.10 Scun X un E.V.T. Locaimente Convezo de Hausdorl) y Sccuencialmentc Com-
pleto, T € L (X, X) con #(T) < 1, entonces

a). I —T es un isomorfismo en X, es decir

3 -T)"' e £(X, X)
b). La scric Jneg T converge a (I = T)™! en £ (X, X), es decir

iT" =([-T) en £(X,X)

n=0

c). Para cualquicr seminorma g € SC(X) y B C X subconjunto acotado sc verifico

supg [1-1)'2) g sup 902+ 25 f(;()?.) supp(z)

Demostracién. Como T € £Ly(X, X) ent para cualquier z € X que p(Tz) €
P(T) - p(z), ademdas

p(T2z) = p[T(T2)) € H(T)p(Tz) € {AT)}p(z)
p(Tz) = plT(T?2)] < HTIP(T2) € {F(T)}p(z)
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y en genaial se prucba por induccién que para cualesquier z € X y n € N se comple

p(T"z) < {A(T)}" - plz) (4.18)

Los siguientes pasos ayudardn a demostrar cl teorema

PASO 1. Para cada z € X, la seric 3 o207 cs convergente en X

n=0

En clecto, sea q € SC(X) arbitrario, desde que T € £,(X, X) y por (4.18) podemos escribir

a(T"z) = q[T(T""'2)]  FAT)p(T"" =)
SATHAT)}™ 'p(z), Yn€N,n22

de donde para n > m naturales cual csquicra

a (E T"Z) =q(T™z + Tz 4 ... 4 T"s)

k=m
<a(T™z) + q(T7*z) + -+ + q(T"z)
SADFED))"ple) + - + ATHRT))" *p(z)

n
<HT) AT - piz)
k=m
Como por hipétesis p(T) < 1 entonces Y p, {A(T)}-1 %, 0 implicando esto que
9 (T rem TH2) 2%, 0. Siendo g € SC(X) arbitravia, por ¢l Lema 4.8 obtenemos
S Trz Z22%, ) esto quisre decir que la sucesién {Sh_g Tkz)"éu cs dc Cauhy en X y

como X es secuencial tc Co t 1

[ i que Yoo T"z es convergente en X
Lo anterior permite definir una funcién R: X — X como

P

00
R(z) =5 Tz, VzinX
n=0
PASO 2. R€ L(X,X), esdecir R: X = X cs lincal y continua
En ecfecto, la lincalidad es clara, mostremos que es continua, para cllo sea ¢ € SC(X) cualquicra,
como S i_o Trz 22%) Rz entonces 9 (Treo T z) 222%9, 9(Rz). Pero por el paso 1. paran € N
cualquicra

q (ET“:) <Y a(Ta)
k=0 k=0
< q(2) +q(Tx) + q(T%2) + -+ + q(t"z)

< q(2) +3(T)p(z) + FTHAT)}p(=) + - - + ATHAHT)) " p(z)
n-1

< a(z) + A7) Y_{FIT)}p(z)

k=0

tomando limites cuando n -+ oo obtenemos

9(Rz) < ql=) + {E(T)Z{ﬁ(T))"} pz), Vrex
n=0

135



Como la funcién del miembro derecho anterior g+ {G(T) 500, {A(T)}"} p también es una semi-
norma continua en X entonces (ver [15, pp. 74]) R es continua

PASO 3. La serie o T converge a R en el espacio £ (X, X)
En cfecto, recordemos que el espacio £(X,X) se considera con la topologia de convergencia
uniforiue sobre acotados. Debemos mostrar que para cualesquier B C X acotado, q € SC{X)
y ¢ > 0 existe un ng € N tal que si n 2 no entonces

ZT‘ ~Re {SG (X, A)/sup[q(sz)] <¢}

k=0

(Esto seré suficiente pues toda vecindad del cero en £ (X, X) contiene a una intersecidn finita de
conjuntos de Ja forma anterior). Para cualesquier n € N y = € X tenemos que Rz— 5 o TFz =
ey THz = liinyoo Z,‘_"“Tkx, de donde

" . LI
q(Rz:—z:T z) "!l_x't‘\‘q( 2 T :)
k=0 k=n+1
m
A, 3 aT*2)
k=n+1

i, O ADFD)

k=n+l

N

n

y tomando supremo sobre los z en B 3

supg (R:—- ET“:) <97 Supp(r) hm 2 {p(T)}“‘

2 k=0 ® kant1
k-1
= (T) supp(=) 5 HDy
k=n+1
pero como la scrie dcl miembro derecho tiende para cero cuando n — co entonces

lxm supq Rx ZT‘::) =0 que por definicién de limite nos permite hllar un no € N de

modo que para cun]qulcr n 2 ng tendremos

sopg (m = Z’I‘" )

k=0
como querfamos mostrar

PASO 4. R= (I -T)™} csto mostraria que I — T es un isomorfismo en X

a condicién necesaria y suficiente para que un sub-

-
’ V.T. Localmentc Convexo un
Recordenes o o e tadn sobire diche conjunto (vea (1.3) en cl capitulo

conjuntoscn acotado ¢s que toda seminorma contimia sea Aco

(m
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Para esto ser suficicnte mostrar que (f —T)o R = J y Ro (I = T) = I. Mostremos la primera
igualdad, la scgunda cs totalmente andloga. Sea q¢ € SC(X) cualquicra, como I ~T € £ (X, X)
entonces existen un A > 0y ¢; € SC(X), (f = 1,2,...,m) tales que

Al - T)a] € Améx((x)}ny, Yz € X
luego para cuaiquier z € X fijo

(-~ TRz 2} = o [1 =) S T*z = 2] 4 (1 - T)(Re - SO T
(7 -~ TYR= - 2)) q{[(l T)grz 2 +u 7)(Rz g?‘x)}
I- T*z - - -3
a( T)g z-z) 41~ T)(Re ;T:)]
< q(T™z) + qu(nz - ET"I)
k=0
< ATIFTIp(a) + 2oy (Rz = 3 74%)
k=0

paraalgiin j. El micmbro de la derccha tiende a cero cuando n > 0o y por tanto q[(/ =T)(Rz—
::)] = 0, siendo ¢ € SC(X) arbitrario, esto implica que (I —=T)(Rz—-z)=0= (I -T)oR(z) =
z, Vz € X y por tanto (I ~To R=0)

PASO 5. Mostremos la designaldad dada en (c). Sabemos que Rz = 3o o T2 = limasses 2 opmgo 7
y por tanto para ¢ € SC(X) y B € X subcunjuntu acotado tenemos

o(Re) = i o(7°) < Jiy 3otz
k=0 k=0
<alz) + Jim 3OATHAT)}"plz)
k=1

=q(z) + ATIp(z) Y_{ATN"

n-o

=q(z) + q(T)p(x)- 'TT) vz eX

¥ tomando supremo sobre los z en 3

sup ar-7)"2] € SUP q(=) +1 12” SUPP(“)

[a]
4.2.2. C] funciones
Para obtener una generalizacion apropiada del de la’ funcid ;mfcff“‘ 1chni v
las funciones de clase C* respecto de una inorina cont en X. Esta definicién generaliza el
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concepto de funciones de clase C1 cuando los esp son dos y se considera

la norma de X.

Definicién 4.6 (Funcién de Clase Cp) Scan X,Y dos E.V.T. Localmente Convczos de Haus-
dorff; f : U C X -2 Y funcién definida cn el abierto U; o C P(X) fomilia definida como en

la Definicién 8.2 y p € SC(X). Decimos que f es de clase Cy en z0 € U, que denotaremos por

/ EC:(::O), cuando cumple las siguicntes condicionces

C1. [ es o-diferenciable en U
C2. Para cralgnier € > 0 y q € SC(Y) existe un § > 0 tal que
1. plz)Sé=>z04+2€U

2. plz) S8 = fo(zo +2) - filzo) € Lp(X.Y) v (S5 (20 +2) = folzo)] ¢
3. P(s\;g;ii (fo(zo + z) = fo(z0)] < 00, Vau € SC(Y)

Cuando [ es de clase C; cn cada punto del conjunto U lo denotaremos por | € C:(U)

OBSERVACIONES
1. Cuando f : X = Y cs lineal y continua, entonces f5(z) = J, Vz € X y por tanto las dos condiciones
de la definicién anterior se satisfacen trivialmente. Es decir

fEL(X,Y)= feCI(X), VpeSc(X)

2. Cuandolos Espacios X ¢ Y son norinados, esta definicién coincide con la de diferenciabilidad continna
en ¢l sentido usual, considerando 0 = F y p como la norma de X. Es decir

J €y (z0) % J €5 (20)
Veamos la dicié fici La dicién (C1) ascgura que la funcién fx : U € X -+ £(X,Y)

existe, solo quedaria mostrar que cs inua cn zo. Sea ¢> 0 cualquicra, de la condicién (C2)
y considerando a ¢ eomo la norma en Y sabemos que existe uu § > 0 tal que si ||z]] < & entouces

]”!’; (20 + z) = f7 (0)] (1)

{15 (z0 + 2) = f5 (z0)]| = eur) W
=3(f5 (0 +2) ~ ¥ (z0)]
<S¢

Yy

demostrando que f5 ¢s continuaen zo. Para la ia solo qne mostrar (C2). Sean
¢>0y g€ SC(Y) culesquicra, recordemos que (OBS 2. y OBS 3. de la Definicién 4.5) cuando X, )" son
normados entonces £(X,Y) = Lyy(X,Y) ¥ ademds parn ¢ € SC(Y') podemos hallar un & > 0 tal que

FAT) < &ITI, VT € £(X,Y)

Ademés por hipdtesis ta funcién [5 es eontinua en zo ¥ por tanto existe un § > 0 ( que depeude de
Zo,q ¥ €) tal que si l|z]| < & entonces

Tf5 (20 +2) = Jx (20)] < 8elif5 (20 + 2) = f5 (20) <s.(;7) =c
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cumpliendose asi C2(2) y sc puede derar &, sufici fio dc modo que también se cumpla
C2(1). Para mostrar C2(3) sea @1 € SC(Y) cualqmcm v & >0l que G(T) < &ITN, VT € L(X.Y)
como antes, si [jzfj < § entonces

@S5 (20 +2) = fx (20)] € 8illf5 (20 + 2) = S5 (20)] u,(;—')

y por tanto el supremo en C2(3) debe ser finito.

Teorema 4.11 Con las mi. condici de lo Definicién 4.6. Si [ € CJ(xo), entonces [
es confinua cn zg

Demostracién, Sea ¥ : D = X una red cualquicra en X' con ¢ — zg, mostremos que
fo¥ = f(x0) Como f € C;(zo) cntonces para ¢ € SC(Y') erbitrario, existe un 6y > 0 que
verifica 1,2 y 3 de la condicién (C2) (con € = 1). Adem4s dado quep: X = R es continua y X
es Local te Convexo. pod hallar una vecindad convexa U; C X de cero en X tal que

ze U = plz) <o

También ¥ = zo y por tanto cxiste un ag € D tal que para b > ag sc tiene ¢(b) € Zo +
U, = ¢(b) — zo € U, y dado que Uj cs una vecindad convexa del cero podemos afirmar que
0[¢(b) - zo] C Uy, ¥8 €[0,1) y por la relacién anterior concluimos que

W-ao, V0€[o1), plo(v(b) - z0)] < bo
lucgo de (C2.2)cuando b > a0 tencmos
342 (o + U(w(8) = 20) — fo(20)] <1 (4.19)
Ademis por cl teorema del Valor Medio

o{ /1) - flz0)}
= a{Jlzo + ($() - 0)] - f(z0)}
< ¢{folzo + 0(#(b) = z0)}(¥(b) - z0) } por Teo. 3.6,(b)
< o{falzo + 8((b) ~ 20))(b(b) = 7o) = fo(0) (¥(b) — 7o)}
+ o{ fa(z0) ($(8) - z0) }
S F{folwo +0(b(0) = z0)3} - p(() ~ 20)
+0{ /(o) ((V) - %) } por Prop. 4.2,(d)
<p(W(b) = 2c) +a{fo(z0) () — 20) } por (4.19)
para cualquicr b > ag y como ¢ = zo la continuidad de las seminormas p y ¢ hacen que el

miembro derecho tienda a cero y por tanto 2{f[¥(4)] — f(z0)} = 0 o cquivalentemente para
cualquicr € > 0 existe un @ € D tal que

vo>a, of{fl$®) - f(z0)} < ¢ (4.20)

Dado que g € SC(Y) fue arbitravio ent (4.19) va a implicar que f o3 = f(Zo), en cfecto
sc V C Y vecindad de f(zo) en Y, sabemos que cxisten g0 € SC(Y) y €0 > 0 tales que

(v € Y/ply) <e} CV - flzo)
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por (4.20) cxiste un ag € D tal que si tomamos b > ap cntonces

2{/[$O)} - /(z0)} < &0

¥ cn consecuencia

SO~ f(z0) € V - f(20) = Sl¥()] € V

demostrando que fo 1 = [(zo) [n]
Teorcma 4.12 Con las mi. liciones dc la Definicion 4.6. Si f € C5(zo) cntonces para
cualquier T € L(Y. X) se cumple que T o f € €] (20)
Demostracion. Como f es o —diferenciable en cada z € U la continuidad y lincalidad
de T:Y - X asi como la igualdad

Tof(zx+th)—To [(x + th) ~

Loflet ) -Tol) 7, piay = p{Lat =T _ pioy)

implican que To f: U C X ~» X también es o—diferenciable en z € U con (To [),(z) =To
fo(z), pliendose asi la condicién (C1). Para verificar (C2) consideremos ¢ > 0y g € SC(X)
cualesquicra, cs claro que go 7T : Y -3 R cs una sciminonna continua en Y es decir que
goT € SC(Y), lucgo existe un § > 0 que verifica

pz) <5 =2>z0+z€U (4.21)
P(z) €8 = fo(z0 +2) — fo(z0) € Lo(X,Y) ygoT{fo(z0 +2) - fo(zo)) ¢ (4.22)
ol @lfy(z0+2) - £3(z0)] < o0, Vo € SC(Y) (4.23)

Si p(z) < 6 entonces ¢l Teorema 4.8 y (4.22) aseguran que

(T o [)s(zo +2) = (T 0 /), (%0) = To fo(20 + ) = To f3(z0)
=To [fo(z0 + =) = f5(z0))
€ £p(X.X)
y ademds de (4.22) también
Gl(T o om0 +2) = (To No(z0)] =TT o [fy(20 +2) — fo(z0)]}
o{T o [f(z0 + ) — 14 (0)) (1)}
= P
A0 ph)
o 2 TU Loz +2) - (@l ()
PH)FO p(h)
= (7°7) [fi(zo + 2) ~ f3(=0)]
e
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Finalmente para go € SC(X) cualquiera, como go o T € SC(Y) entonces de (4.23)
sup @[(T o f)s(zo +2) ~ (To f)y(z0)] = sup B{T o [fo(z0 +2) - fo(z0)] }
plx)<é Pl)<E

= s\;gstm) [fo(zo +2) — fo(za)]

Pla)<
e
Todo esto demuestra que T o f € €] (zq) =]

4.2.3. Teoremas de la funcién inversa en E.V.T.

Los teoremas de la subseccién anterior, servirin para dar versiones de los tcoremas de la
funcién inversa en E.V.T. Localmente Convexos de Hausdorff, que generalizan las versiones
correspondicntes en Espacios de Banach.

Lema 4.9 Secan X un E.V.T. Localmente Convezo de Hausdorffy g: U C X = X lal que
1. g es un homcomorfismo cntre los abicrtos U C X y g(U) C X
2. gec] (z)
3. gF(z0) = Ix : X = X es la identidad en X

Entonces 97! : g(U) C X = X es F -diferenciable en yo = g(x0) con {g"};— (yo) = Ix

emostracion. Segun el "L 4,7 solo it mostrar que la funcién g=* : g(U) C
X -3 X es (F,F )-preservante en Yo = g(2o), para cllo scan B C X acotado, (bn)sen C By
(ta)nenr CR ~ {0} con tn =+ 0y mostremos que la sucesién (zn)net € X con término general

97 (o + tnbn) = 9~} (ve)
Tn = tn

cs acotada. Si definimos Ja funcion h : U C X = X por I{z) = z — g(z), ¥z € U cntonces
podemos escribir

. (yo + tabn) = %o
tn

Ny + taby) — 9~ (v0)
afra+ 1ot ",") 9= W) _ 5(a0)

9(z0 + tazn) = y(zn)ln

taz, - g(zo + ::z.,) + 9(z0)

(zo +ln2n)t—"g(zu + tnZn)] = [x0 = g(0)]
h(zo + tnzn) = h(zo)tn

tn

Zn =2n +bn

=2Zn +bn —

=z, +b, ~

=bn +

=bn+[

=bn + (4.24)
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como g € C,f (2q) entonces podemos hallar un § > 0 de modo que si p(z) < § entonces

I m+z€U
2. ﬂlf (20 +z) - gr (20) = ﬂ’;‘ (:e0 + z) — Ix € Lp(X,X) lo que implica

5 (w0 + 7) € £p(X, X) y ademas p[lix (z0 +z)) < 1/2 (4.25)
3. P(sxu)zé 7lkx (20 + 2)] <00, Vg€ SC(X) (4.26)

Desde que tab, = 0y g7} es continua en yo = g(zo) entonces g™ (yo + tnbn) — g™ (30) = 0 y
por tanto t,z, ~ 0 lo que a su vez implica que p(thzn) = 0, lucgo podemos hallar un ny € N
tal que ¥n > ny, p(tnzn) < & . Asi para cualquier # 2 n) se cumple

plan) < o) 4 p[LE ) 2 BB gy (g

< p(bn) +plh's (2o + Ontnza)(zn)] por Teo. 3.6,(b)
1
<p(ba) + 5p(@n) por (4.25) y la Prop. 4.2,(d)
de donde obtenemos que
Yn 2 ni,  p(za) < 2p(bn) (4.27)
De Aloga para cualquicr ¢ € SC(X) existe un nz € N, que podemos considerar mayor

que ny, tal que para n 2 nz se cumple que 9(t,xn) <& y también

lan) < 9(0r) 4 g HE ) he)] por (4.24)
< q(bn) + g[lx (o + Ontnzn)(2n)) por Teo. 3.6,(b)
< q(bn) + Mp(z,) por (4.26) y la Prop. 4.2,(d)
< q(bn) +2Mp(bn) per (4.27)

donde M = supp()gs G[h's (zo+ z)]. Como (bn)nen es una susesién acotada resulta que el
miembro derecho esta acotado y por tanto (zn)aen también sera acotada. (ver Teorema 1.8) O

Teorema 4.13 (Condiciones suficientes para la diferenciabilidad de Ja inversa) Sean
X.Y dos E.V.T. Localmente Convezos de Hausdorfly f: U C X = Y tal que

1. f es un homcomorfismo entre los abiertos U C X y f(U)C Y
2. feck ()
3. S5 (z0)X =Y es un isomorfismo catre los Espacios X ¢ Y

Entonces f~': f(U) CY = X es F -diferenciable en yo = f(zo) con

{75 o) = {f5 (20)} ™
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D tracién. Defini lafuncién g=ho f : U C X —)Xdondch—{/x('—"o))_ Y+ X
que también es un isomorfismo entre Y y X. Por el Teorema 4.12 la funcién g € Cf (=0)
cumpliendosc ademis que g (z0) = Iuof'; {z0) = Ix y por tanto cumple todas las lnpatcsns del
lema anterior, asi podemos afirmar que g~ = f~1oh=1; b{f(U)} C X -3 X es F -diferenciable
en g(zg) = h(yo) con {g"},[h(J‘,)] = Ix y como la ¥ -difcrenciabilidad cumple la propicdad
de composicion resulta

Y o) ={o7 o hYrtvo) = {07 Y (h(go)l o h = Ix o h = = {f> (20)}™*

como se queria mostrar. w]

Lema 4.10 Sean X un E. V.T. Localmente Convero de Hausdorff y Secuencialmente Completo
yg:UCX ~ X tal qgue

1. g es un homeomorfismo entre los abiertosU C X yg(U)C Y
2 geciU)
8. Para todo z € U, gs (z): X = X es un isomorfismo

Si para algtin zo € U sc ticne que gls (20) = Ix enlonces g~ : g(U) C X =+ X es de clase Ck
enyo = g(zo)

Demostracién. Del Teorema 4.13 se deduce que g™ ! es F -diferenciable en g(U) con {g"}'}. [g(=)) =
{95 (2)}™", vz € U. debemos mostrar que la funcién {g"}'}- HU)C X = L{X,X) es con-
tinua en el punto yo = g(Zo), para cllo sca  : D —+ X una red en X con $(D) C g(U) y
% -3 yo (i.c. convergente a yo) y mostremos que la red {g"‘}}. ot converge a {g~ ’)', (yo) =

{97Y5 lo(zo)} = {0} (0)}™" = Ix, es decir
{o7" s o = Ix

Definamos la red ¢ = g=lo ¢y — g~ (yo) = g~'o 9 — 2 : D = X que claramente verifica
204+ ¢ = g~ ! 0% y notemos que para cualquier b € D se cumple

{0'1)’; oy(b) = {g'l}'}. [!}l(b)] = {g‘l)'}_[g(z)l para alglin z € U con g(z) = $(b)
={gr @} = {g b 0N} ™"
={gr o7 o p(®)]} " = {oF o zo+ A}

luego para demostrar el lema serd suficiente probar que la red
beDr {gF o (z0 -{-:/1)(0))-1 € L(X,X)
converge a [x. Como g € C,f (20) entonces existe un o > 0 tal que para p(z) € do se cumple

lo% (=0 +2) - g (z0)) = plolr (20 + 2) ~ Ix} <1
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pero siendo 97! continua en yo ¥y como 3 = yy entonces zp + ¢ = g'l oy = g"(yn) =1z Cs
decir ¢ -» 0, la continuidad de la inorma p : X -4 R permite afirmar que po ¢ -3 0 y por
tanto podemos hallar un ay € D tal que b > a; implica p[(b)] < do. ASi

Yo a1, Plo(zo +6() - Ix) <1

Por el Teorema 4.10,(b) se cumple que

{9 (20 + 8} = 3 {Ix = gl (20 +4(1)))"
n=0

=Ix+ > {Ix - gl (zo + $(0))}"

n=]1

de donde para cualquier z € X

({65 (20 + 80N} = 1x) (2) = {s (=0 + 961} (21 - =
=3 {Ix ~ gr (z0+ 6(1)}"(2)

n=1
Siguiendo la demostracién del Teorema 4.10 (paso 5 de dicha demostracién) tenemos que para
cualquier ¢ € SC(X)
-1
a[{ot (@ + 6N} ' (2) - 7]

< im S a[{1x = g (20 + N} (2)]
k=1

Jim S8l = g (o + 6] {Blix ~ o5 (z0 + 0]}~ p(z)

k=1

N

0

illx - g (z0 + 6N]p(2) Y {Plix - g (za +0000) }

=1

I

_ §lIx — g5 (o +$(0)))
1= plIx = g5 (zo + $(2)]

mostremos que ¢l miembro de la derecha tiende a cero, en efecto, como 9 € C; (29) entonces
para cualquier ¢ > 0 cxiste un § > 0 tal que

r(z)

pl) 6= Ix ~ gr (zo +2)] <e
pero como po ¢ — 0 podemos hallar un ag € D tal que
b>ag = plp(b)) < &

de estos dos resultados concluimos que cuando b > ag se cumple que F{Ix - g’ (zo+ (b)) < e
demostrando que §[Ix = g} © (zo+ $)] - 0 y andlogamente p{Ix — g o (xo +¢)] - 0. ASi
podemos afirmar que para cualquier ¢ € SC(X) y B C X acotado

supq[{g} (zo +¢(b)])—1z - z] =0 (4.28)
:€B
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Dado que ¢ € SC(X) fue arbitrario, esto wltimo va a implicar que {g} (z0+ ¢(b))}“’ = Ix en
cfecto, scan Up € X vecindad del cero en X y B C X acotado, sabemos que existen p; € SC(X)
y& >0, (f=1,2,...,m) tales que

N{ze X/pi(x) <} cUp
=1

por otro lado para cada € en (4.28) existen a; € D tal que al tomar ag € D con ag > a;, Vi =
1,2,...,m cntonces b > ag umplica que

o5 o+ 9} 2 - o] <svom[{r (ao 4 4O) 2 - 2] < e
V:€B, ¥i=12,....m
en consecuencia

{o5(@+6(0) " s-z€Us Ve B= ({o5 (20 +6()} ™ = Ix)(B) C Vo

siempre que b > ag, demostrando que {g} (zo + #(8))} ™" = Ix o

Teorcma 4.14 (Teorema de la Funcién Inversa) Sean X,Y dos E.V.T. Localmentc Con-
vexzos de Hausdorff con X sccucncialmente Completo y f: U C X = Y tal gue

1. f es un homeomorfismo cntre los abiertos UC X y f(U)CY
2 fecl ()
3. Para cadaz €U, f7 (z) : X — Y c¢s un isomorfismo entre X ¢ Y
entonces f~1: f(U) CY =3 X csde clase Ck cn f(U) donde ademds se cumple que
) = {7 vy =flz) € J0)

Demostracién. El Teorema 4.13 garantua que 7! es F-dife en f(U) y ademas se
verifica {f"},[f(z)] = (f; ()}, Vz € U. Sca yo = f(zo) € f(U) cualquicra y mostremos
que la funcién {j"‘} flU) cY = £y, /\) es conti en yo. Defi s la fi
=hof:U CX = X donde h = {f (xo)} : Y = X que claramente es un isomorfismo
cntrc Y y X. Se comprucba ficilmente que g satisface las hipétesis del Lema 4.10 y asi podemos
afirmar que {9~ ‘} :9(U) € X = L(X,X) es continua en g(zo) = h{f(z0)] = h(yo), pero

como la F- dnfcmncmbllldad cumple la propicdad de composicién y para lquier y € f(U) se
cumple , s ,

{7 ) ={g7 o hYr () = {g7 Y h@)] o
concluimos que {f“’};. cs continua cn . w]

Teorema 4.15 (Forma Local del Teorema de la Funcién Inversa) Sear X,Y dos E.V.T.
Localmente Convezos de Hausdorff con X Secucncialmenie Completo, f: U C X -3 Y definida
cn ¢l abicrto U con z¢ € U tal que



1. fecl )
2 fy(za) : X = Y c¢s un isomorfismo entre los Espacios X ¢ Y
entonces
a). f es un homeomorfismo local entre dos abicrlos Uy C U y Vo, donde 2o € Up

b). f=! es de clase Ck en f(Up) = Vo donde ademds se cumple
U =@ w= 1) e 1)

Demostracién. Como cn los Teoremas 4.13 y 4.14 podemos asumir que X =Yy f (z0) = Ix,
maés atin sin perder generalidad podemos considerar que zo = 0 con f(0) = 0 (cl caso general

se obtiene definiendo la funcién g(z) = f(z + zo) + f(zq)). Como f € CZ (0) entonces existe
un §p > 0 tal que

L plz)Sé=z€l (4.29)
2. plz) S o= Pllx - [ (2)] < 1/2 (4.30)
3. sup q[Ix Ix (I)] =M <00, VYg€&SC(X) (4.31)

Mz)<b

definamos la funcién g: U € X — X y el conjunto abierto {que resulta ademds ser convexo,
absorbente y equilibrado) V C X como

o) =7— f(x), VzeU V= (= € X/plx) < %so)
desde que p es continua sabemos que V={ze X/]l('z) 50) y por (4.29) claramente se

cumple que V C ~U Ademés para cualesquxcr nye2Vyo e [0.1]) y teniendo en cuenta que
V es convexo, tencmos que +0(5+%)€ V por tanto

1 ]
Pl +0=-v) < F=ple+0E-v) <b

y asi podemos escribir

plo(z) - 9(9)] < pl9s (v +0(z = v)) (= - )] Teo. 3.6,(b)
=p[{1x ~ f5 (v +0(z - )}z - v)]
< iF[IX —fr(y+0(z— y))]r(z -y) Prop. 4.2,(d)
< %p(z -v) por (4.30)
y de aqui

p(z ~y) = p[(9(z) + 9(v)) - (9(v) + /()]
<p[f{=z) - J(v)] +plo=) = 9(v)]

<p[flx) - f) + %ﬂ(z -)
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es decir t que para cualesquicr 2,y € 2V se cumple

plo(z) - 9(v)] < %n(z -y (4.32)
Pz~ v) < 2p[f(x) ~ f(v)] (4.33)
Ansl te para cualquier g € SC(X) y z,y € 2V

< a[ix - £5 (v + 0(z - v)) plz - )
< Agplz - ) (4.34)
}a segunda desigualdad resulta de (4.31). y tambien
a(z - v) = q[(9(=) + §(2)) — (9(v) + /(v))]
<alf=) - )] + alo(=) - 9(v)]
<alf(=) = S)] + Aep(z - v) por (4.31)
<alf(z) - f)] + 22 [f(2) - Si)] por (4.33)

es decir que para cualquier ¢ € SC(X) existe un Ag > 0 tal que

a(z - v) < alf(2) - F)] + 2Ap[f(2) - S)), Vz,y € 2V (4.35)

a[a(z) - a(v)]

Los siguientes paso ayudaran a demostrar ¢l teorema

PASO 1. Para cualquier y € V ¢ V+V =2V (pues V es convexo y contiene al cero) existe
un inico z € 2V talque y = f(z) _
En cfecto, para d ar esto defi la funcién h: 2V C U - X por

hz) =y + 9(z), VzeoV

primeramente observemos que & mapea 2V en si mismo (i.e. h(2V) C 2V) pues si z € 2V
entonces por (4.32)
1 1 1
plh(z)] = ply + 9(z)] < p(y) +plo(2)] < plv) + 3P(@) < 5ho + Fho=b

demostrando que hi(z) € 2V. Pongamos y; = h(y) € 2V usando nuevamente la relacién (4.32)
obtenemos 11 1
Pl = y) = plh(y) - ) = pla(v)} < 'P(!/) 3 (58] = 535

paray, = h(y) € 2V
p(yz — n1) = plh(v1) = w) = pli(y1) = h(v)] = plo(v1) — 9w)} < %n(w -v) <56
parays = h(yz) € 2V
Plus —32) = pliCus) = Mon)] = o) = 9(on)] < 58002 ~ ) < 3750
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Conti do con cste | encontramos que para yg =y ¥ Yn = (yn-~1) resulta

1
Py = Ya-1) € mh, wmeEN

y en consecuencia para n > m naturales cualesquicra tenemos

P(yn = ym) < P(Yn + Yna1) + P(Yn1 + Yn2) + -+ + P(Yma1 = Ym)
1 1 1
< 2,,750+2750+~-'+m5u

Andlogamente para cualquier ¢ € SC{X) ¥ n > m por (4.34) tenemos

n m
1
2(yn = ym) = ql9(yn-1) ~ 9(¥m-1)) < Aoplyn-1 = Ym-1} < z\qéo{ ) = 5 ,‘71,;}
k=0 k=o

esto demuestra que la sucesion (y,)nen € 2V C U es de Cauchy * en el Espacio Secuen-
cialmente Completo X y asi converge a un punto z € 2V y como f es continua en U (vea
cl Teorcma 4.11) resulta que f(y,) -* f(2). Ademas observemos que f(yn) = y (pues para
cualquier Vo C X vecindad del cero existe un ng € N tal que yn ~ ya+1 € Vo, ¥n > ng, pero
Ynt1 = h(yn) =¥ +9(yn) =y +Un = f(yn) de donde yn —ynt1 = f(yn) v € Vo, ¥n 2 mo ) ¥
por tanto y = f(z). La unicidad de z resulta inmediata de (4.35)

PASO 2. f es un homeomorfismo entre los abiertos Ug = f~YV) N2V cUy V
En cfecto, pucs si ¥ € V entonces por el paso anterior existe un tinico = € 2V tal que y = f(z),
pero de (4.33) tenemos que

2(2) < 291/(2)] = 20(y) < 230) = o

cs decir = € 2V, Esto demuestra que f : Up C X ~ V es una biyeccién continua (ya que f
es continua en U). Mostremos que f~! es continua en cualquicr punto yo = f(z) € V, sea
g € SC(X) cualquicra, por (4.35) resulta

alf 1 (w) - £~ (w0)] = alz — =o) < alf(2) — f(z0)] + 2Agplf () = f(20))
= q(y — yo) + 224r(y — v0)

la continuidad de p y g hacen que ¢l mieinbro de la derecha tienda a cero cuando y -2 ¥o
por tanto g[f~1(y) ~ f~}{yo)] ~» O cuando y -+ yo y siendo ¢ arbitrario concluimos que
f=Y(y) = f~(y¢) cuando y -+ yo demostrando que f~! es continua en yo

PASO 3. f~1: V — Up s continuamente diferenciable en f(Uo) = V
En cfecto, por ¢l Teorema 4.14 tenemos que mostrar que se satisk: las dici igui

“En un E.V.T. Localmente Convexo X una succsion (zu)acti C X os de Cauchy si y solo si para cualquicr
9 € SC(X), la sucsesién (g(za)luen cs de Cauchy
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1ro. Vz €Up, fy(x): X -3 X es un isomorfismo

2do. f € ¢} (Ua)

Para la primera condicién, si z € Ug es cualquiera entonces p(3) < %«50 de donde p(z) < & y
por (4.30), f’"[lx - f%(2)) £1/2 < 1. Del Teorema 4.10 se deduce que f5 () es un isomorfismo.
Para la segunda condicién sera suficiente mostrar que para cualquier zg € Up existe un § > 0
tal que p(z) < § implica xo 4+ z € Up. Como z0 € 2V y f(z() € V cntonces podemos clegir un
&> 0 tal que

5 <min {60~ plzo), 2(2 ~pl/ (o))}
de modo que si p(z) < § entonces para cualquier 8 €< 0.1 >, p(zo0 +0z) < P(z0) +0p(z) <
P(zo) + 8 < 8o y esto a su vez implica por (4.30) que
plox (w0 +02)) < 1/2, 0e<0,1>
Aplicando ¢l Teorema del Valor Medio obtenemos
Pl + 2)] = pllzo +2) ~ f(%0 + ) ~ (z0 ~ f(z0)) =z~ f(z0)]
< plo(zo + z) - 9(z0)] +p(z) + p[f(20))
< plas (o + 02)(2)) + 8 + plf (20))
< Ploir(zo + 02)lp(z) +6 + plf (20))
< 3ple) + 6.4 pli(za)]
< 35+ sl o))
8o

<3

lo que implica f(zo + z) € V o cquivalentemente zo + z € f~!(V). Por ¢l Teorema 4.14 con-
cluimos que ! ¢s de clase Ck en f(Uo) = V a

4.3. Teoremas de la Funcién Inversa en Espacios Normados

Cuando los Espacios involucrados son normados algunas condiciones se pueden simplificar,
Una de las primeras simplificaciones es la siguiente: si T' € £(X:)") donde X,Y son de Banach,
entonces es suficiente que T sea biyectiva para garantizar que la inversa también sca lineal y
continua, es decir T~ € £ (Y, X), convirtiéndolo automiticamente en un isomorfismo entre
Espacios de Banach

Teorema 4.16 (Condiciones suficientes para la diferenciabilidad de la inversa) Scan
X,Y Espacios Normados y [ :U C X -2 Y tales que

1. f es inyectiva y F -diferenciable en 20 € int(U)

2. f7': f(U)CY = X es conlinua en yo = f(20) € int[f(U)]
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3. ['(0) : X = Y es un isomorfisma (ic. ['(z0) € £(X,Y) es biyectiva con inversa lineal
y continua)

entonces
a). f~! es F -diferenciable en yo = f(z0)
b). {1} (yo) = {f"(=o)}~!
Demostracién. Como {f'(%9)}~! : ¥ = X es lincal y continua entre espacios normados,
existe un A > 0 tal que

1/ (o))l = Allzll, VzeX (4.36)
ademds como f cs F -difercuciable en zo € in{(U) entonces del limite (3.14) existe un § > 0 tal
que

vhe X, Ml <é = if(zo+h) = f(zo) = f'(zo)M)l < (M2Ih]| (4.37)
dado que f~1 ¢s continua en yo = f(x0) podemos hallar un 8 > 0 tal que
vkey, IKI<B=I1f " wo+k) - fTwll <§ (4.38)

Si consideramos ahora k € Y con ||k|| < B tendremos de (4.37) y (4.38) que
IWdzo + (f w0 + k) = S wo))] = S(0) = '(m0) [f " wo +#) = S (o)} I
=1k = f'(zo) [/ (wo + k) = S wa)] I
< (M2~ (vo+ k) = £ (wolll
lo que implica que
1" (o) [£ 7 (wo + &) = £ (wa) | I = KlE < (M2)I1f (w0 + &) = £~ (wo)ll
pero de. (4.36)
1/ (zo) Lf " (we + k) = £ wad] 11 2 MU wo + k) = £~ wo)ll
de estas dos iltimas designaldades obtenemos que
vkEY con [kl <8 (M2 (wo +#) = £ (wolll < MK (4.39)

Esta desigualdad permite demostras que 1a funcién f=" es (B(Y), B(X))-preservante en yo. en
cfecto pues si B € B(Y) (i.e. B C Y subconjunto acotado de Y), (bu)uen € B Y (tn)nen C
R — {0} con t, - 0 entonces tpb, =» 0y por lo tanto podemos hallar un ng € N de modo que
Vn 2 no, ||taball < B. En (4.39) obtenemos

-1 _
f (o + 'nfﬂ] S (wo) <Ml SN, ¥n3no
n

(A2)

donde N > 0 s una cota para la sucesidn acolada (bn)nen C B. Esto muestra que si defininos
cl conjunto A = {z € X/||z|| < N} € B(X) entonces
-1 -1
taly) =
f (ot tb) S~ (wo) € (2/M)A, Vn3 o
n

La conclusién sigue del T¢ 4.7. (]

El siguiente teorema es la versién C" del teorema anterior.
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Teorema 4.17 (Teorema de la Funcién Inversa) Scan X,Y Espacios de Banachy f: U C
X =Y tal que

1. f cs un homcomorfismo entre los abicrtos U C X y f(U)C Y
2. fec3(U)
8. Para cada x € U, fr (z): X =Y cs biyectiva

centonces f~1: f(U) CY = X es de clase C% cn f(U)

Demostracién. Usamos induccién sobre n. Para n = 1 por el Teorema 4.16 la funcién f~! es
F -diferenciable en f(U) y ademds para cualquier y € f(U) se cumple

(7Y ) = U5 (S @)} = (inve 5 0 £7) ()

1 4

como todas las funci inve son i resulta que {f~!}'5 es continua en f(U)
y por tanto f=! € Ck (f(U)). Supongamos ahora que ¢} teorema es cierto para n = &, veamos
que también es cierto para n = & + 1, sea entonces f : U C X — Y homeomorfisnio entre los
abiertos U y f(U) de clase C“l en U tal que para cada z e U, fx(z) € Isom(X Y). Como
estamos en Espacnos Nomlndus resulta que f € C; (U) y por hipétesis de ind que
fYesde clase C en f(U). De la ecuacién anterior la derivada k+ 1 de la funcién invo f5 o f~!

contiene composiciones de mv(“ (/;— )(L) y (f_l) tas cuales son todas funciones continuas
y por tanto "
- g - 3
UHED = {0

es i o cquivalent te f=! es de clase (.‘L'*'l en f(U) a

Para cnunciac la forma local del teorema de la funcién inversa usaremnos la siguiente termi-
nologia

Definicién 4.7 (Difeomorfismo) Seen X,Y dos Espacios Normados. Una funcién f: U C
X 2V CY cs un Cy -difeomorfismo entre los abiertos U y V cuando

D1. [ es una biycccién entre U y V
D2. f es de clasc €3 en U
D3. f~'es de clase C} en V

Teorema 4.18 (Forma Local del Teorema de la Funcién Inversa) Sean X,Y dos Es-
pacios de Banack; f : U C X = Y funcién definida cn el abicrto U y xo € U tal que

L feczw)
2 [y (z0): X =Y cs biyectiva

Entonces

a). f es un C} -difeomorfismo cnire dos abicrtos Us CU y Vo CY dondc 20 € Uo ¥ yo € Vo
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b). Lo derivada de la funcion inversa cstd dada por

U@ ={F@Y" Y= s(2) e Vo= S(th)

Deinostracién. Considercmos a p como la norma en X, ademis siendo f de clase Cx (U),
la observacién (2) de la Defincién 4.6 garantiza que f € €%y (U) cumplicndose asi todas
las hipétesis del Teorema 4.15 y por lo tanto f resulta un homcomorfismo entre dos abiertos
Uo CU y V CY y por el Teorema 4.17 (recuerde que en la demostracién del Teorema 4.15 se
probé que Vz € Up, f%(x0) € Isom(X,Y)) concluimos que f~* es de clase C3 en f(Us) = Yo
=

Cuando los Espacios X,Y son en general E.V.T. Localinente Convexos, es imposible obtener
una generalizacién del teorema anterior. El siguicnte cjemplo muestra que atn en Espacios
Metrizables Scparables y Completos existen fi de clase € cuya derivada en un punto
cs invertible, sin embargo no es inyectiva

Ejemplo 43 Sea X =RN . Seca la funcién f: X =+ X definida por
flz1,02,23,.0.) = (21 = 2,22 = 23,23 — 23,..)

f esde clase Ck en X, en cfecto, para ¥p € X cualquicra tenemos

L0+ 8) = [b) _ ey _ g2
i

csta cxpresién ticode o 0 € X cuando ¢ = 0 (icvucide que in vonvergeucia cu RY es la
convergencia puntual, vea T 1.18).Prob que la funcién T: X = X
definida por

T(g) = ¥ ~ 2%

es la F -derivada de f en el punto ¥. Claramente esta funcién es lincel y continua, garan-
tizando que ¢s la G-derivada de f en €. Mostremos que la fundidn fi : X -+ L£(X,X)
definida por fg (()){¢2) = {2 —2(;(z es continua en Yo € X ( ésto y el Teoremna 3.12 garan-
tizarian que f es de clase €4 en X). Sca entonces A C X acotado (i.e. ¥a € N, xa(4) =
{¥(n)/¥ € A} os acotado) y U = {¢ € X/|$(n)] < ¢} (n € N.¢ > 0 fijos) y definamos la
vecindad del cero V = {T € £(X,X)/T(A) C U} en £L(X,X). Notemos que

(£ (8) — f& (40))($) = ¥ — 200w — & + 24 = 2o — )
¥ por tanto
J5.(6) = fi (o) € V 0 V¥ € A4, 20 = ¥)6 € U & ¥ € A, 16(n) — ¥oln)llw(n)| < §

si definimos Uo C X por Uo = {¢ € X /I$(n)] < 3=} donde cn > 0 es tal que l¢(n)| <
cn, VO EA se len las implicaci

¥~ %o € Uo = 19(n) = ¥uln)] < 5= = 16() = o(mlo(m)] € 5ol < 5
csto demuestra que fg es continua en Yo € X asbitrario. Ademds [% (0) = Ix € £(X,X),

sin cmbargo no existe ninguna vecindad del cero en ha cnal f sea inyectiva. Por ¢jemplo
considere z,, = (8n,t)ren, cntonces ta = 0y f(z,) =0
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En el estudio de variedades y subvariedadcs, el siguiente teorema es de vital importancia,

Teorema 4,19 (Tecorema de la Funcién Implicita) Sean X,Y, Z tres Espacios dc Banach;
f:UxV CXxY -+ Z funcién definida en cl abicvto UxV tal que

1. fecr(UxV)
2. Eziste un (29,90) € UxV tal que 32f(z0,yp) : Y = Z es una biyeccidén

St denotamos o = f(Zo.y0), entonces criste una vinica funcion ¢ : Uo C X = Vo C Y definida
entre los abiertos Ug y Vo con 20 € Ug C U, yp € Vo C V tal que

a). ¥(zo) = wo
b). Vz € Uy, /(2 %(z)) =a
c). ¥ € 3 (Up) donde ademds se cumple
-1
¥ (@) =~{0f@v@)} o {asE@vE)}, Veels
Demostracién. Definamos la funcién g : UxV C XxY -3 X xZ por
9(z.y) = (z, f(z.y)), VIzy) €UxV
por ¢l Lema 4.6 esta funcién es de clase C3 (U x V) con

97 (2, 9)(u,0) = (1,81 (z, ¥)u + %2/ (z,y)v), Y(z,y) € UxV. ¥(u,v) € XxY

ademds es facil verificar que g'r (z0,y0) s biycctiva y por ¢l Teorema 4.18 existen abiertos
U'C X, Vo C Y con (zo.10) € U'x Vo y g(o0,40) = (20, f(20,%0)) = (z0,0) € g(U’x Vo) tal
que g es un difeomorfismo de clase C} entre los abiertos U'x Vo y g(U'x W) = Uox W) C X xZ.
Definamos ahora la funcién ¢ : Up C X ~+ Y por

W(z)=mog(ma), Vz€Us

donde =3 es la segunda proyeccién definida como #2{z,y) =y, ¥(z,y) € X x Y. Veamos que ¥
es la funcién buscada. en primer lugar desde que g(Zo,0) = (%o: (o, o) = (To,@)) entonces
P(zo) = m2 [g'l(zo,a]] = m(0,y0) = yo verificando (a). Para comprobar (b) seca z € Us
cualquicra, entonces

97 (z,a) = (u,) & (2,&) = g(u,) = (u, f(w.v)) sz =uhAa = [(u,v)

lucgo
1z9(2) = (37207 @)]) = /(z.72(w,v) = f(z,0) =a

La patte (c) resulta de la regla de la cadena y derivando la composicién f(z,#(z)) = a
obtenemos para cualesquier h € X y = € Up

0= f5 (=, %(z) [lmﬁ’; (:)h] =0 f (z,¥(z))h + & (z, ¥(z)) [¥5 (x)h]

de donde ,
31/ (e, ¥(2)) = =02/ (z, () © 5 (z)
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Figura 4.1: Teorema de la funcién implicita

La idea intuitive para X = R?y Y = R, csté dada cn la figurn 4.1, La ecuacién f(z,y) = ¢
representa la superficic de nivel a dela funeién f. La condicién 8 f(zy, 1) ¢ wu isviorfismo
quicre decir que gﬁ(rn'w) # 0 y geométricamente significa que ¢l plano tangente a la
superficic en ¢l punto (zo,30) no es vertical. Con estas condiciones cxisten vecindades Uo C
2y ¥ C R tal que cl conjunto f='(a) NUgx V% ¢s In grifica dc una cierta funcién
Y:Uo =2V

Cuando los Espacios involucrados son de B h existen al dicionales rela-
P 4

dos con ¢l T 4.18. Los siguicentes se reficren al caso en el que [ (zo0) ya no es una
biyeccidn, sino inyectiva o sobreyectiva.

Teorema 4.20 (Teorema de Inycctividad Local) Scan X,Y dos Espacios dc Banach; f :
U C X =Y funcién dcfinida cn cl abicrio U y z0 € U tal quc

1. f eC}(:o)

2. fr(zo) : X =Y cs inyectiva con inversa

(no nccesari iva)
Entonces czistc Ug C U vecindad de zg cn X tal guc

a). f cs inyectiva cn Up

b). f=1: f(U)CY -+ X es continua en f(U)

c). f(U) no necesariamente cs abicrto



Demostracién. Como [ (zg) cs inyectiva con inversa lincal y continua entonces existe una > 0
tal que ,
/5 (zo)zll 2 elzll, vz e x (4.40)

Ademés como f es de clase Ck en zo entonces la funcién $: U C X - Y definida por
$(z) = [(xx) = f(z0) — f7 (Zo)(z — ), Vz €U

también es de clase C}x en zo y por tanto la funcién derivada % = f% — f¥ (o) cs continua
en g, lucgo por definicion de continuidad podemos hallar un 8 > 0 tal que

llz = zall < 8 = s (2) ~ 5 (@)l = I @ < 5

definamos el conjunto abierto Uo = B(zo,B) = {z € X[||z — zo|| < B} y por cl tecorema del
valor medio. para zj,z2 € Ug cualesquicra tenemos

b(z2) = Yl < llzz = =]l sup (195 (@ € Glle2 = =l (4.41)
ce<r1 x>
lucgo para zy,z2 € Uo cualesquicra podemos escribir
561) = Szl = [{(z1) + S(z0) + f5 (@o)(ar - z0)}

= {$la2) + J(@0) + L5 (zo)(z2 — 20)} |
= {9(z1) — $(z2) + [ (z0)(21 — z2)}
2 |/ (zo)(z1 = z2)ll = lltb(z1) = B(z2)ll
2 allzy =z, - %Ilz; ~ 2| por (4.40) y (4.41)

= Fllzs - 22l
de donde concluimos que f es inyectiva y la funcién inversa f~! es continua en f(Up)
Para cl caso (c) serd suficiente considerar el caso en ¢ que la funcién f es lincal. a]
Teorema 4.21 (Teorema de Sobreyectividad Local) Scan X,Y dos Espacios de Banach;
f:U C X <Y definida ¢n ¢l abicrto U y 2o € U tal gue

1. feck(z)
2 f¥(z0) : X Y es sobreyectiva (no necesari te inycctiva)

Emtonces czistcn Vo C Y wvecindad de f(zq) en Y y Us C U vecindad de zp en X tal que
Vo C f(Uo)

Demostracién. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que zo =0 y J(0) = 0 (cl caso
general se obtiene definiendo la funcién glic) = f(zo +z)— f(%)). Denotemos por T' = f5(zo0) ¢
X = Y que al ser sobreyectiva podemos hallav un & > 0 tal que

Yy €Y, 3z € X fallzll € llyll con y = T= (4.42)
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ademss como cn la demostracién de! Teorema 4.20 podemos hallar un 8 > 0 tal que para
21,22 € Uy = B(0,B) cualquicra se cumple

17@1) = f(z2) = Tlas = 2l € Flhez =zl (4.43)

Definamos el conjunto abierto Vo = {y € Y/|lyl| < & } y mostremos que Vo C f(Up), sea para
cllo y € Vo cualquiera, por (4.42) existe un z1 € X t:.\l que af|zy|| € ||yl con y = Tz1, de donde

1 B
flzall € vl < 7<8

es decir 21 € Up. Aplicando repetid: te la relacié (442)! que
Para y; = y— f(21) € Y existe un 2} € X tal que af|z3|| < |l;]| donde y; = Tz}, pongamos
= 2!, + 1 entonces y1 = T(z2 —z1) =y — (1) y ademids

1 1 1 1 1
ez 2l € ol = 2y = 200 = Lzt - 16200 < Rl € oo
1 1 1 y 3,
Ml € ez -l € ol + gl = (51l < 2

es decir 22 € Up. Para y2 = yy + f(21) — f(z2) existe un 24 € X tal que @Iz}l < |[y2ll donde
y2 = Tz}, pongamos 23 = T + 22 entonces y2 = T(z3 — z2) = ¥ — f(z2) y ademéds

1 1 1
llzs = 22l € Rlvall = Lim(es - 21) 4 1(01) - S22 € Slez —z.n 22anJu
sl <l = 7all 4l = ol 4 el < oy + 5 +x)"”ll -5 <p

es dccu- z3 € Up. Para y3 = yz + f(z2) — f(z3) existe un z§ € X tal que °||2‘" llysll donde
= Tz, pongamos z4 = 2, + 73 entonces y3 = T(zq — 23) = y — f(z3) y ademds
1 1 1 1
Nzg = zall € Flwsll = —IIT(=J —22) + f(22) = f(m) € -Ilza -Izll < gs“llyll

[wll
Alzsll € llza = zsll + llza = 22l + lzz = zall + |2l € + 22 +3 2+ 1}

<{l—2—4}§-<ﬁ

es decir z4 € Up. Procediendo inductivamente encontramos sucesiones (zn)nen C Uo ¥ (Un)neN
tales que para cada n se verifica

Un = T(Tn = Tn-1) =y — f(2n)
1
ltzn = 2nll € Somrllvll
1,8
llzall < {1 - 5235

la seg de estas relaci muestra que (zq)nen €s una sucesién de Cauchy y por tanto
existe un zg € X tal que z,, — zq, ademéds

d

. . B
lzell = I Yin zoll = Ji llzall € 5 < B
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es decir @p € Up. Para finali lad tracién os que y = f(zo), de la relacién
Yn = T(%Tn — Ty—y) resulta que ¥y, — 0 y de la relacion ¥n = y — f(Za) obtenemos que
Yn = y = f(%0) y por tanto y = f(zo) a

Corclario 4.1 (Teorema del Mapeo Abierto) Sean X,Y Espacios de Banach y f : U C
X -3 Y dcfinida en ¢l abierto U tal que

1. feck(U)
2. Paracadaz €U, fr(z): X -+ Y es sobreyectiva
Entonces f(U) CY es abierto
Demostracién. Sca yg € f(U) cualquicra entonces existe un zp € U tal que yo = f(x0), por

ol teorema anterior existen vecindades Up C U y Vo C Y de 2o y yp respectivamente tales que
Vo C f(Uo) € f(U) demostrando asi que f(U) es abierto 0

4.3.1. Imersiones y Sumersiones en Espacios de Banach

Sean X, Y Espacios Normados de dimensién finita (y por tanto de Banach) y T € £(X,Y).
Sabemos que T(X) C Y es un Subespacio Vectorial de Y que resulta ser de dimensién finita y
por tanto cerrado en Y que ademds acepta un ) tario cerrado, es decir

Existe un Subespacio cerrado N C VY tal quo Y = T(X)@ N

Angdlogamente Ker(T) C X es un subepacio cerrado de X que admite un complementario
cerrado

Existe un Subespacio cerrado M C X tal que X = Ker(T) & M

Sin embargo cuande los Espacios de Banach son de dimensién infinita, las afirmaciones
anteriores son en general falsas. En ¢l primer caso nos interesan las funciones inycetivas y en
el segundo las sobreyectivas.

Para cl cjemplo que sigue necesitamos la siguiente proposicién

Proposicién 4.3 Scan X,Y dos Espacios dec Banach y denot sus topologias (aquell
inducides por sus rcspectivas normas) por 7y y 7. Sea también f: X =Y una funcién lincal
¢ inyectiva, cntonces se cumple que la topologia T, cs igual a la topologia inducida de Y por f
5iy solo si f es(7y,7.)-continuay f(X) CY cs 7, -cerrado

d 1

Demostracién. Reo que la Topologia Vectorial inducida de Y por f es aquella Topologia
Localmente Convexa de Hausdorff que tiene por basc local a la familia

B ={f~"(V)/V CY cs 7,.-veciudad del cero en Y}

en realidad es un caso particular de la topologia proyectiva y por tanto es la mds pequeiia
Topologia que hace continua a la funcién f (para detalles consultar [15, pp. 51]), denotemos
a csta topologia por 7y
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(=) Como 77 =74 y por la forma que ticnen los clementos de la base 55 es inmediato que
f es (7y, 7, )-continua en X. Ademds la funcién f~': (SOryelye) = (X,7,) es continua
desde que para cualquier vecindad bésica del cero en X de la forma f~(V) donde V C Y es
7,.-vecindad del cero en Y podemos escribir

(U =ty e SO/ W) € SV = Vi £X)

es decir la funcién f: (X,7) = ()7, |,m) es lincal, continua, biyectiva con inversa
continua, es decir que s un isomorfismo topoldgico y como X es de Banach resulta que f(X)
también ¢s de Banach y en consccuencia cerrado en Y

(«) Como f(X) C Y es 7.-cerrado entonces f: (X,7,) = (£(X),7y|,.y,) cs una funcién
lincal continua y bLiyectiva entre Espacios de Banach, el teorema del mapco inverso de Banach
garantiza que la funcién inversa f~': (f(X),7, |I(xl) -+ (X,7y) cs continua (y por supuesto
lineal). Mostremos que 7, = 7y, y para cllo serd suficiente mostrar que 7, C 7y (dado que
74 ¢s mds pequeiia que cualquier topologia que hace conti a f), sca ent U C X una
7y -vecindad del cero en X, f(U)NS(X) C f(X) csuna 7, |, -vecindad del cero en f(X) y por
tanto f(U) =V es 7, -vecindad del cero en Y de donde podemos escribir U = f~}(V) € B C 1y
L]

Ejemplo 44 En este clcmp]o supongamos que ¥ ¥ X C Y son Espacios de Banach y
nue a la Topologia de Y por 7, (claro que en este caso X resulta ser
7, -cerrado. Sca tambiéa 7y una topologia en X mis fina que la inducida por 7y., ¢s decir
7y |y C Ty, cntonces la funcién inclusion i: X < Y es lincal,

Toeia inducid

) la funcién inclusién i: X = Y que es lincal, inyectiva y i La
de Y por i coincide con la topologi: por la normade Y en ol sulzca]mclc X, por lo
tanto si consideramos en X una norma diferente a la norma de ¥ de modo que X resulte
de Banach entonces de la proposicién anterior i(X) = X no es cerrado

Ejemplo 45 Si S es cerradopero no tiene compleraentario cerrado, ( esto es cierto si X es
dc Banach tal que nmgun producto interno induce la norma de X), entonces para la funcién

lusién definida en ¢l cjemplo anterior su rango 7Y(S) = S ¢s un Subespacio cerrado que
no admite un subespacio complementario cerrado.

Ejemplo 46 Con las mismas liipétesis sobre S del ejemplo antciror, tenemos que la funcién
proyeccién T € £(X, X/S) definida por T(z) = z+ S daramente es sobreyectiva con nucleo
Ker(T) = S cerrado pero que no admite subespacio complementario cerrado.

Definicion 4.8 (Imersiones en Espacios de Banach) Sean X,Y dos Espacios de Banach;
f:UCX Y funcién diferenciable en cl abicrto U y 29 € U

a). f es una imersion cn z9 cuando J7 (z0) € £L(X,Y) es inyectiva.

b). [ es una imersién débil en zo cuando cs una imersion en 2o ¥ f§ (20)(X) C Y cs un
Subespacio cerrado de Y

c). f es una tmersién fuerbe en 29 cuando es una imcrsion débil en zg y ademds fx (%0) C Y
admite un Subesp Compl tario cerrado en Y.




La funcién f es una imersién (imersién débil o fuertc) cn U cuando lo sca en cada punto de

U.

Teorema 4.22 (Forma Local de las Imersiones) Scan X,Y dos Espacios de Banach; f :
U C X =Y funcion definida en el abierto U y zo € U tal que

1. fec)
2. f es una imersion fuerte en zg

Si denotamos por [r (z0)(X) = Y1 C Y y Y2 C Y los Subespacios Cerrados de Y tal que
Y = Y: @ Ya, entonces czisten Uy CUC X, Vg CYa y Wo CY vecindades de zo, 0 y f(Zo)
respectivamente y un C§ -difeomorfismo v : Wy = Ugx Vo tal que

($o f)(z) =(z,0), VzeUs
Demostracién. Definamos la funcién g: UxY2C X xY2 =Y = Y1 @ Y3 por
9(v,v) = f(u) +v, ¥(u,v) €UxYs

Tineal H dofinid.

y notemos que g = fo Iy + I donde I, y J2 son las f
como [1(u,v) = uy Ir(u,v) = v, Y(u,v) € UxY3, resultando que g es de clase C} cn cl abierto
U x Ya. cumpliendose ademas que g5 (20,0) : X x Y2 =+ Y esta definida como

97 (20,0)(1,v) = fx (zo)(u) +v = T(u) +v, V(u,v) €UxY,
Claramente g'r (9.0) es continua y desde que T es inyectiva cntonces gl (2o, 0) es también
inyectiva, y ademids sobreyectiva ya que ¥; = T(X). Asi g¥ (0,0) es un isomorfismo y por cl
Teorema 4.18 cxisten abiertos Uy CUC X, Vo C Yo y Wo C Y donde 2o € U, 0 € Vo y
f(zo) € Wo tal que la funcién ¢ = v Uy x Vg =+ Wy cs un difcomocifisino Je case C3
entre los abiertos UpxVy C XxYo y Wy C%’. El difeomorfismo ¢ = ¢—1: Wy ~ UoxV verifica

(% o /)(z) = $lf(2)} = B[/ (z) + 0] = [g(z,0)] = $[¢(=.0)] = (z,0)

para cualquier z € Up o
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Figura 4.2: El Teorcma de Imersién Local

La idea iotuitiva para X = ¥ = R? y ¥2 = R (dim(X) = dim(¥;) = 2, dim(Y) = 3),
estd dadaen la figura 4.2. La funcién ¥ "aplana™la imagon de f, csta idea o wrrecta, pues
el rango de f es una supcrficic 2-dimensional, asi que deberfa ser posible aplanarla en una
pieza ¢ R 2. Note que para funcioncs lineales inycctivas de R? a R? el rango es de dimensién
2 asi que este resultado expresa, ¢n cierto sentido, una generalizacién del caso lineal.

Definicién 4.9 (Sumersiones en Espacios de Banach) Sean X,Y dos Espacios de Ba-
nach; f: U C X -4 Y funcidn difereneiable en el abierto U y 29 € U

8). f cs una sumersién en 2o cuando fx (z0) € L(X,Y) es sobreyectiva.

b). f es una sumersién fuerte en zq cuando es una sumersién enzo y ademds Ker (f5 (20)) C
X admite un Subespacio Compl tario cerrado en X.

La funcién f es una sumersién (sumersién fuerte) en U cuando lo sca en cada punto de U.

Teorema 4.23 (Forma Local de las Sumersiones) Sean X,Y dos Espacios de Banach;
J/:U C X 3 Y funcién dcfinida en el abierto U y 2 € U tal que

1. fecCzx(U)
2. f es una sumcrsién fuerte en zg

Si denotamos por Ker(T) = X; C X y X2 C X los Subespacios ccrrados de X tal que X =
X1 ® Xa, entonces ezisten Uy CU C X, Vo C Xy y Wo C Y vecindades de zp = z'f + zg, z'{' v
/(o) respectivamete y un C% -difcomorfismo th: Vox Wy — Up Lal que

(foy)(v,w) =w, VY(v,w)e VoxWp
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Demostracién. Desde que T : X = X; @ X, =+ Y cs sobreyectiva y X; = Ker(T) = {z €
X /Tz = 0} entouces T[x : X2 = Y es un Isomorfismo entre los Espacios de Banach Xz ¢ Y.
Decfinamos la funcién g : Ucx-sx= X1 8@ X2 = Xy xY por

9(z) = (2. f(2)), Vi=zi+22€U

y notemos que g = (k, f) donde h es la funcién lincal y continua definida como h(z) =z, Yz =
Z1+ 22 € U resultando que g es de clase C} es U C X cumpliendose ademas que s (z0): X =
X1 @ X2 -+ X; XY esta definida como

gix{(zo)(v) = (w1, f5 (zo)(v)) = (u1,Tu), Vu=w+uw cUCXi®X,

Claramente gs (Zo) es continua, ademds inyectiva pues si u = w + u; € X cs tal que
95 (zo)(u) = 0 entonces v1 =0 y T(u,) = 0 implicando esto que uz € Ker(T) = X, y en con-
secuencia uz = 0, ademas es sobreyectiva ya quc para cualqmer (u1.y) € X1x Y serd suficiente
considerar u = uj + u, donde u = {T 2 Y !(y). Asi g's (zo) es un Isomorfismo y por d Teore-
ma 4.18 cxisten abiertos Ug CU C X Vo C X3 y Wo C Y donde zo = 23 + 23 € U, z, eWVy

f(zo) € Wo tal que la funcién ¢ = 9IU¢ Uq - Vo xW, ¢s un difeomorfismo de clase C3 entre
los abiertos Uy C X y VoxWp C X) x Y. El difcomorfismo % = ¢~1 : Vo x Wy = Uy verifica el
teorema, pues para (v, w) € Vo x Wo cualquicra tenemos

$(v.w) =u=u+ur & (v,w) = $(u) = g(u) = (ur, f(u)) @ v=ujw=f(u)
lucgo para cualquicr (v, w) € Vox Wy se verifica

(f o) (v.w) = [[$lv.w)] = f(u) =
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Figura 4.3; El Teorema de la Sumersién Local
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