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Introduccion

Nuestro objetivo es describir detalladamente los temas necesarios para motivar a los
estudiantes que deseen conocer este campo de la matemaética, Dinamica Compleja, vy sea
utilizado como un libro texto, en el trabajo se menciona todas las referencias necesarias,
utilizadas para su entendimiento.

En el presente trabajo desarrollamos la teoria de indices sobre foliaciones holomorfas
con el fin de dar condiciones necesarias para determinar la existencia de una separatriz
compacta de una foliacién holomorfa singular de dimensién 1, en una variedad compleja
de dimension 2. La dimension aqui sera importante pues trabajaremos con singularidades
aisladas y definiremos en ellos ciertos indices que nos ayudaran a estudiar localmente la
foliacién y la topologia de la separatriz .

Nuestra atencion estd centrada en las singularidades de la foliacion, pues el teorema
de la vecindad tubular nos da una descripcion local de las hojas alrededor de los puntos
regulares. Una de las diferencias mas importantes entre la dinamica compleja y la real,
es que si tenemos una foliacién compleja y una singularidad fijada, siempre pasa una
curva analitica invariante a través de la singularidad, la cual es llamada separatriz (Teo-
rema de Camacho Sad), pero la existencia de esta curva no se da necesariamente en el
caso real, como lo podemos apreciar en la foliacién inducida por la 1-forma diferenciable
2zdx+2ydy, vemos que el caso real las hojas son circulos de radio r > 0, r € R y no existe
una separatriz en el origen. Como sabemos desde nuestro curso de ecuaciones diferenciales
ordinarias, describir el comportamiento de las drbitas (ello determina una foliacién) en
una vecindad de la singularidad es complicada dependiendo de la forma dada, es asi que
se busca un nuevo ambiente donde el estudio sea méas facil, esto se consigue abriendo las
direcciones mediante explosiones en un punto la cual hace que reemplazemos una variedad
por otra y que podamos ir de una hacia la otra. Veremos que con un nimero finito de
tales explosiones las singularidades de las formas inducidas son mas faciles de trabajar.

Este trabajo posee 6 capitulos, las cuales pasamos a describir.
En en Capitulo 1, presentamos los preliminares como son Fibrados Vectoriales y sus
propiedades, divisores, comohologia de Cech, clases de Chern, y foliaciones homolomofas

de dimension 1.

En el Capitulo 2, estudiamos la teoria de los residuos, la cual es una generalizacién



del caso unidimensional que se desarrolla en el curso de una variable compleja, es decir
se expresa como una integral de una forma w definida sobre una curva, también tenemos
el teorema de Cauchy para varias variables, donde se define una forma wpgy;, llamada la
forma de Bochner-Martinelli. Debemos destacar que mediante la integracion de la forma

o J(f)dzy Ndzg N -+ Ndzy,
fi(z) -+ ful(2) ’
donde f = (f1,....fn) es una funcién holomorfa y J(f) es el Jacobiano de f sobre una
hipersuperficie, obtenemos el indice topoldgico, es decir, el indice de Poincaré-Hopf. Asi,
vemos que la teoria de residuos vincula la topologia diferencial y el andlisis complejo.

En el Capitulo 3, pasamos del andlisis complejo al algebra definiendo el indice de
Milnor, el cual esta relacionado con el indice topologico. Aqui se establece el teorema de
parametrizaciéon de Puiseux, que junto a un teorema debido a Milnor, nos dice que el
germen de una curva analitica irreducible plana en el origen intercepta transversalmente
a una esfera, centrada en el origen de C? y de radio suficientemente pequefio, y la cur-
va intercepcion obtenida es difeomorfa a un circulo; este resultado serd importante pues
utilizaremos las componentes irreducibles de la separatriz para definir indices por medio
de residuos y que seran expresadas como integrales sobre estas curvas de ciertas formas.
Definimos el nimero de interseccion entre divisores lineales, la cual es una generalizacion
de la teoria de interseccion, visto en topologia diferencial. Por ultimo definimos la ex-
plosion en un punto para calcular la autointerseccion del divisor exepcional.

En el Capitulo 4, definimos el indice de Baum-Bott (BB), y demostramos el célebre
teorema de Baum-Bott que nos dice que la autointerseccién del fibrado normal de la fo-
liacién coincide con suma de los indices de Baum-Bott.

En el Capitulo 5, definimos el indice de Camacho Sad (C'S(F, S,p)) en una singulari-
dad de la foliacién F y de la separatriz que pasa por p. Para ello probamos que existe una
descomposicién de la forma w (la cual define la foliacién F : w = 0 en una vecindad de una
singularidad), donde interviene la ecuacion local de la separatriz reducida S : {f = 0}, a
partir de la descomposicion. El indice de Camacho Sad (C'S(F, S, p)) en una singularidad,
se expresa como la integral de una forma que depende de la descomposicién dada, sobre
la intersecciéon de la separatriz con una esfera de radio pequeno, que como vimos en el
Capitulo 3, es una curva real analitica. Probamos que tal indice esta bien definido, es decir
que independe de la descomposicion, ademas que independe del cambio de coordenadas.
Definimos el indice de Camacho Sad C'S(F, S) de una curva analitica compacta invariante
por la foliacién, como la suma de las indices de Camacho Sad, en las singularidades que se
encuentran en la curva. Luego probamos que este indice coincide con la autointerseccion
de la curva S, es decir

CS(F,S) =S -8,

finalmente damos algunos ejemplos de foliaciones para los cuales calculamos su indice de
Camacho-Sad.



En el Capitulo 6, volvemos a ver la explosion de un punto, pero ahora sobre una
superficie compleja arbitraria M. Asf tenemos una nueva variedad compleja la cual de-
notamos por M y luego inducimos en M una foliacion 7n*F y definimos la explosion
dicritica y no dicritica. Luego definimos el indice de variaciéon (Var(F,S,p)), y el indice
de Gomez-Seade-Verjosvski (GSV (F, S, p)) en un punto como una generalizacién al indice
de Poincaré-Hopf para curvas singulares. A continuacién se estudian las relaciones que
existen entre los indices C'S(F,S), Var(F,S) y GVS(F,S).

Luego, probaremos el teorema de Seindenberg, el cual nos dice que luego de un niimero
finito de explosiones obtenemos solo singularidades reducidas, por ello entenderemos sin-
gularidades sillas nodos y simples, la composicién de tales explosiones sera llamada res-
olucién de la foliacion. Enunciamos los teoremas de las formas normales de Poincaré y
Siegel. Una separatriz es llamada no-dicritica si existe una sucesién de explosiones que
induce una curva (incluido el divisor) que posee sélo cruzamientos normales y el divisor
que intercepta la separatriz es invariante por la foliacion. En el caso que la separatriz sea
no-dicritica probamos el teorema de Brunella el cual muestra que el indice de GSV (F, S)
es siempre no negativa y la igualdad se da si la foliacién es una curva generalizada (es de-
cir que en la resolucién no hay singularidades sillas nodos). Una consecuencia importante
de esta teoria es el teorema de Carnicer la cual relaciona el grado de la foliacion sobre
el plano proyectivo con el grado de las curvas invariantes (Problema de Poincaré). Por
ultimo definimos las singularidades liovillianas para relacionar el indice de Baum Bott
con los demés indices y mediante ello probamos el resultado principal de trabajo:

Teorema. Sea v un campo vectorial holomorfo en una vecindad de 0 € C2, tal que O es
cero aislado de v, y supongamos que v es una curva generalizada no dicritica. Sea S la
unién de todas las separatrices de v en p. Entonces:

BB(v,0) = CS(v,S,0)
GSV(v,5,0) = 0



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Fibrados Vectoriales

En la siguiente definicién K denotara el cuerpo real R o complejo C.

Definicién 1.1. Un K- fibrado vectorial de rango n sobre una variedad M, es un conjunto
E junto con una aplicacion 7w : E — M tal que

1. Para todo p € M, 7~ 1(p) es un espacio K-vectorial de dimg 7~!(p) = n, llamado
fibra del fibrado 7 en punto p y denotado por E,.

2. Existen V; C M abiertos y Fj : V; x K™ — 7~ 1(V}) biyecciones con

i) M = UjeJVj

)

ii) 7o F; = m (m es la proyeccién m(z,v) = )
)
)

iii) Dado p €V}, F; : {p} x K™ — 7~ !(p) es un isomorfismo K-lineal.

iv) Si denotamos por Vj, = V; NV} los Fk_le : Vie x K™ — Vi x K™ son

homeomorfismos, llamados trivializaciones.

Observacién 1.1. En Vj;, los F, 'F; son de la forma F, 'Fj(p,v) = (p, f;(p) - v) y en
esta interseccion estan definidas las aplicaciones

Jrj : Vik — GL(n)
satisfaciendo las condiciones de cociclo:
fig =1, en V;
fiw - Jej =1, en Vi (1.1)
Jik = fun - fng =1, en Vi,
donde I es la matriz identidad. La familia { fi;} es llamada cociclo y las relaciones (1.1)

son llamadas condiciones de cociclo. Verifiquemos la segunda propiedad, analogamente
puede verificarse las otras. En Vj;, se tiene:

(Fy ' Fo) B Fi(pv) = Fy U Filp, fui(p) - v)
(p,v) = (0 fix - frj-v)



Un K-fibrado es topolégico, diferenciable, C* u holomorfo segtin los fj; 6 F j_lF  tengan
estas propiedades para todo j, k. Las condiciones de cociclo determinan el fibrado, ellas
permiten reconstruirlos y los objetos definidos sobre los fibrados localmente se expresan en
base a ellas. Estos comentarios se haran evidentes conforme demos ejemplos y probemos
algunas propiedades. Mas antes, sera conveniente decir cuando dos fibrados son isomorfos
esto es esencial pues los fibrados seran indistinguibles desde este punto de vista.

Definicién 1.2. Sean m : £ — M y my : E5 — M fibrados vectoriales. Una aplicacion
continua ¢ : Ey — F5 es un morfismo de fibrados vectoriales si:

Logl1gy 7 (p) — 5 '(p) es una transformacién lineal.

2. El diagrama

E, 5 B
m l mo
MM

conmuta.

Si existe otro morfismo de fibrados ¢ tal que Y = Idg, y oy = Idg, entonces ¢ serd lla-
mado isomorfismo de los fibrados 7 y .

Relaciones fundamentales de morfismos: Si ¢ es un morfismo de los fibrados 7 :
Ey, — My m : By — M cuyas trivializaciones son F; : V; x R* — 7;74(V;) v G, :
Vi xR" — 772’1(‘/}) respectivamente. Entonces ¢; = G;lgon es de la forma ¢;(z,v) =
(x,a;(x)v) donde a; : V; — L(R™,R™) (a; : V; = GL(n) si ¢ es un isomorfismo). Luego,
para otro fndice i tenemos ; = G 'pF;. Asi, en la interseccién Vi; tenemos la siguiente

relacién
GiSOiFi_l = GjSOJ'Fj_l

que equivale a la relacion goiFlej =G, 1Gj<pj en V;;. Luego aplicado a (z,v) tenemos
(2, aifij(2)v) = 0 I Fi(x,0) = G Gypy(a,0) = (2, gija (x)v)
De esto tenemos la relacion fundamental que determina un morfismo de fibrado.
a;fij = gija;, en V. (1.2)

Reciprocamente, dada funciones a; : V; — GL(n) tales que a;f;; = g;ja; en V;;, podemos
construir un isomorfismo de fibrados ¢ : £} — FE5 como

plv, = Gjp;F !, donde ¢;(p,v) = (p, a;(p).v)
y estd bien definida puesto que en Vj; tenemos la identidad FloGy = Fj_lgojGj, ya que

il F (,0) = (2, a3 fi5(2)v) = (2, gija;(x)v) = GiGj_lcpj(x,v).



Proposiciéon 1.1. Sea M una variedad, con M = UjEJ V; un cubrimiento por abiertos

0
de M. Sean fj, : Vi < GL(n.R) aplicaciones que satisfacen las condiciones de cociclo
(1.1). Entonces existe un fibrado 7 : E — M cuyas trivializaciones son

F;: Vi x R™ — 7 H(V})
tales que

F,:le(p,U) = (p7 fkj(p) : U)'

Ademas, este fibrado es tnico salvo isomorfismos.

Prueba: Ezistencia: Consideremos

E=J) x Vi x "

J

y la relacién definida como

(j,p,v) ~ (k7q7w) ——P=4qYy fk](p) U= W.

Esta relacién es de equivalencia gracias a que los f;;, satisfacen las condiciones de cociclo.
Si consideramos el cociente E = E/ ~ tenemos el fibrado definido por

T E — M

J:psv] —
Unicidad a menos de isomorfismo: esto quiere decir que dos fibrados con los mismos
cociclos son isomorfos. Para verificar esto basta tomar a; : V; — GL(n), siendo a;(p)

la matriz identidad de orden n x n, para todo . Luego, tenemos a;f;; = fija;, que es
justamente la relacién (1.2) y a partir de ella se puede construir el isomorfismo. 0

Ejemplo 1.1 (Fibrado Trivial). Sea M una variedad, el fibrado trivial es 7 : M x R* —
M 7(p,v) = p. Observe que I'd : M xR™ — 7=1(M) es la trivializacién. De la definicién
de fibrado, todo fibrado vectorial es localmente trivial.

Ejemplo 1.2 (Fibrado Tangente). Sea M una variedad y el fibrado tangente es definido

por TM = U {p} x T, M luego la proyecciéon m : TM — M es un fibrado vectorial.
peEM

1.2. Las Secciones de un Fibrado

Definicién 1.3. Una seccion de un fibrado 7 : E — M, es una funcién s : U — FE tal
que ™o s = Idy; i.e. el diagrama

M — E
\Idlﬂ'
M

conmuta. El espacio de las secciones serd denotado por I'(M, E).

7



Relaciones fundamentales de secciones: Sea s : M — E una seccién, y F; : V; x R" —
7~ 1(V;) una trivializacién del fibrado 7 : E — M. La seccién s en V; es de la forma
F's(p) = (p, s;(p)) donde s; : V; — R™. Luego en V

(p: s1(p)) = Fy's(p) = F ' Fi(p, 55(p) = (P, fiysi ()
y de ahi tenemos la relacion fundamental que determina una seccion

sk = frjsi  en Vi (1.3)

Reciprocamente, si existen funciones s; : V; — R" tales que s; = fi;5; en Vj,, podemos
construir una seccion s : M — E definiendo

slv, = Fj(p, s;(p))

y estd bien definida, puesto que en Vi : Fj(p, s;(p)) = Fi(p, sk(p)), ya que

E Fi(p,osi(p) = (p. frgsi(p) = (0, sie(p))

Ejemplo 1.3 (El Fibrado Tautolégico L*). Sea P™ el espacio proyectivo de dimensién n,
queremos que
T C1—{0} — Pr=C""'-{0}/~
p — [p]
sea un fibrado lineal, el problema es que la preimagen de un punto por esta aplicacion
es una recta sin su origen y asi no es un fibrado lineal. Para remediar este problema
consideremos el fibrado trivial 7 : P* x C* — P y también

L*={([w],z) e P"xC" : 3teC, z=tw}

Veamos que m = 7|+ es un fibrado, para ello definamos sus trivializaciones

fwjl UjX(C — 7T71(Uj)

donde U; = {[zo : -+ : @] : x; # 0}, luego

FUE . ViexC -5 o' (Vi) 25 VypxC

([w),t) — (Wﬁ-iw) — (Whﬁﬁ)

Wy

[wo : -+ - :wn]»—>%
W

Este fibrado es llamado tautoldgico.



Ejemplo 1.4 (El dual del Fibrado Tautolégico L,). Consideremos la hipersuperficie

Lo ={[wo: - :wy):wy =0}
w
del espacio proyectivo, la cual es definida localmente como Ly, : = = 0, Vo< <n.
Wy
w
Esto es, los puntos de Loy, son ceros de g; : U; — C definidas como gi([w]) = —es
wj

decir
Loly; :9;=0 en Uj.

En los abiertos Ujy, ellos estan relacionados de la siguiente manera

Notemos que g, = f,;jl, donde los fi; son los cociclos del fibrado tautoldgico.

1.3. Referencial de un fibrado

Definicién 1.4. Sea 7 : E — M un C-fibrado vectorial de rango n. Un referencial
del fibrado es un juego de secciones si,...,s, : M — FE tal que para cada p € M,
(s1(p), ..., sn(p)) es una base de la fibra E, = 7~ *(p).

Localmente siempre podemos conseguir referenciales, para esto consideremos una tri-
vializacién F; : U; x R — 77 1(U;) en U;. Sean

sl i p— Fj(p, eq)

donde o = 1,...,n. Como (eyq,...,e,) es base de C" sigue que (s],...,s?) va a ser un
) 1 ’°n

k

referencial en U En el abierto Ujk tenemos dos referenmales (s],...,s0) y (sh,... s

entonces existe una matriz de orden n x n inversible (f7 ) definida en Uy tal que

j ik k
Sa = Zfiﬁsﬁ'
3

esto es,
J Jk gk k
51 1n o Jin 51
| = : : : (1.4)
J LI jk k

Veamos quien es esta matriz. Para esto aprovecharemos esta relacion y la linealidad de
F} sobre cada fibra

sio= st fls
Fi(p,er) = fli(p )Fk(P,el) -+ fin(P) Fi(p, en)
Fi(p,er) = Fk(%fff(ﬁ)@l+"'+ffS(P)€n)

9



donde p € Uj, entonces

(. frj(p)er) = Fy ' Fi(p,er) = (p, flt (p)er + -+ + fix(p)en).

Asi, llegamos a la conclusion que la matriz correspondiente a fi; es justamente la matriz
( fig) Al identificar la transformacién lineal con su matriz tenemos

fis = (£25)
En el caso particular que F es un fibrado lineal (1.4) es
§) = frsh (1.5)

Ejemplo 1.5. Sea M una variedad , en un abierto coordenado U tenemos que dx1, ..., dz,

0 0
es un refencial de TM*, dzy A ... ANdx, de \"(T'M*) — de T'M.

yﬁ_xl,“.’axn

1.4. Fibrados Asociados a Divisores

Definicién 1.5. Sea M una variedad compleja y V' C M, diremos que V es un conjunto
analitico de codimensién 1, si para cada p € M existe un U, vecindad de p en M y
fp € O(Up) tal que Vg, : f, =0

Ejemplo 1.6. En la variedad M = C? el conjunto V' = {(z,y) € C* : xy = 0} es analitico,
pues, para cualquier p € C? podemos tomar U, = C* y F,(z,y) = zy. Pero ademads
observe, que para p = (z,0) con z # 0 podemos escoger el abierto U, = (C—{0}) x Cy
fp: U, — C, fy(z,y) =y, de manera que:

V|Up . fp:0

Asi, para cada g € O(U,) tal que g|w,nv) = 0 se tiene que existe h € O(U,) tal que
g = hf, en U,. Esta propiedad, claro, no la tiene Fj, nosotros estaremos interesados en
este tipo de funcién f, que pasamos a definir a continuacién.

Definicién 1.6. Una funcidn definidora de V' en el punto p, es una funcién f, : U, — C
holomorfa en U, tal que ¥V g, € O(U,), gplu,nv = 0, existe h, € O(U,), tal que g, = hy, f,.

La existencia de este tipo de funciones esté garantizada(ver [16], pag. (129)).
Entonces tenemos un cubrimiento V' C {J,c; U; y una familia de funciones definidoras
fj : Uj — C de este conjunto analiticos, tales que:

i) 3{U;}jes cubrimiento de V' tales que V|, : f; =0, f; € O(U;).
11) B fjk - O*(Ujk) tal que fj = fjk . fk

Notemos que fj; : Ujy — C* = GL(C, 1) cumplen las condiciones de cociclo, intro-
duciendo U, = M =V y f. = 1 con J* = JU{x}, tenemos que {U; } e+ es un cubrimiento
abierto de M y los mapas f;; = f;/fi. definidos en Uy, para j, k € J* cumplen las condi-
ciones de cociclo.

Denotamos por [V] al fibrado definido por {7, }.

10



Definicién 1.7. Un Divisor en una variedad compleja M, es una suma formal finita

D=Y "nV

donde n; € Z y V; son conjuntos analiticos irreducibles de codimensién 1, esto es, son
elementos del grupo libre generado por los conjuntos analiticos irreducibles de codimension
1, Div(M). El divisor D es llamado efectivo si n; > 0, para todo j.

Veremos que esencialmente este grupo esta identificado con los fibrados lineales. Para
asociarle un fibrado lineal a un divisor D = ) n;V;, consideremos su soporte como el

conjunto
pl=UWv
n;#0

Asi podemos considerar las funciones que definen el cociclo de D:

i) Sip € |D| existe k = k(p) € N tal que p € U, Vj,, si Uj, son abiertos donde
Villu,, + [ = 0, tomemos

k

k
fo =TI definido en U, = (U,

i=1 i=1

ii) Sip ¢ |D|, tomemos
fp = ].UJ’_“ donde U* = M — |D|

Con J = |D| U {x} para j,k € J definimos

fix = fi/ fr en Uy (1.6)

las cuales cumplen las condiciones de cociclo y por tanto definen un fibrado lineal, la cual
sera denotado por [D].

Observacién 1.2. Sea M una variedad compleja, p € M y M, el cuerpo cociente de O,,
una funcion meromorfa sobre M, es un mapa

f: M—>M:UMp
peEM
p fpe_/\/lp

esto es, Vp € M g, h, € O, no idénticamente nula tal que f, = g,/h,.

En otras palabras, f una funcién meromorfa es una familia {f;} tal que existe un
cubrimiento M = |J,.; Vi y una coleccién funciones holomorfas g;, h; : U; — C relativa-
mente primos tal que f; = Z_

Sea f: M — M meromorfa y V un conjunto analitico. Dado p € V, definimos el
orden de f en p, ordy,,f como el mayor entero n € Z tal que

fp = hpf;l

11



donde f, es el germen de f en p, h, es una unidad y f;, es el germen de la funcion definidora
de V en p.
Definimos el divisor de f, como

(f)=> ordyfV

Podemos dividir este divisor en dos divisores (f)o = >4, r>o 0rdv f.V el divisor de ceros
Y (f)oo = Doray <o —0rdv f - V el divisor de polos. Asi tenemos

(f) = (o= (f)eo-

Observacién 1.3. En el caso que D = n; S + -+ + ni Sy, entonces [D] = [S1]®™ ®
EARCENEAE

Proposicién 1.2. Sea D un divisor tal que D es el divisor de una funcién meromorfa
entonces D es el fibrado trivial.

Prueba: Supongamos que D = nyS* + -+ + n,.Sy = (m), donde m es una funcién
meromorfa. Sea {U;};ea una cobertura de M, tal que Sk|y, : fr; =0, para k =1,...,n,
ahora como en Uj;

fk,i = fk,ijfk,j

Nk

entonces por la observacion 1.3, [(m)] es inducido por el cociclo @;; = f1'}; - fi'5; €
O*(U,4), entonces
k k
[ =vallrs
k=1 k=1
k ng k ng k Nk
luego M = gpijm y como m € O*(Ujj), de (1.2) tenemos que [D] es
mu; mu; miu;
el fibrado trivial. O

Definicién 1.8. Una seccién meromorfa de un fibrado L es una aplicacién s : M --» L !
tal que para toda carta trivializadora F : V; x C — L de L entonces s|y, (p) = Fj(p, s;(p))
con s; : V; — C meromorfa.

Observacién 1.4. Como s; = g;;s; en V;;, dado un conjunto analitico irreducible V'
tenemos, ordy s; = ordys;. Luego, no existe ambigiiedad en definir el orden ordy s de s en
V;NV como ordy s;, cualquiera que sea . Asi, definimos el divisor de la seccién meromorfa

como:
(s) = Zordvsv,
v

la suma esta variando sobre todos los conjuntos irreducibles de M (compacta). Por con-
struccion [(s)] y L son isomorfos, y es efectivo si s es una seccién holomorfa (pues,
ordys; > 0). Reciprocamente, si existe un divisor D tal que L = [D] entonces por la
construcciéon hecha después de la Definicién 1.7 existen abiertos V; y funciones meromor-
fas s; : V; --» C tal que D|y, : s; = 0 y satisfacen la relacion s; = g;;s; en Vj;. De (1.3)
tenemos que esta relacion determina una seccion meromorfa de L en M.

Indicamos por la flecha punteada para indicar que esta funcién no esta definida en todo M
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1.5. Operaciones con fibrados vectoriales
Sean m : E — M y w9 : ' — M dos fibrados vectoriales y sean
fir : Ujr — GL(n,R)
gik : Ujg — GL(m, R)
Los cociclos de E y F' respectivamente.

1. E&F, suma de fibrados:
Buscamos construir un fibrado cuyas fibras sean 7' (p) @ 7, ' (p), definamos

hjy = fir ®gj: U — GL(n+m,R)
p — [i(p) @ gjx(p)

fie 0
0 g
asi satisfacen las condiciones de cociclo.
Para ello consideramos las aplicaciones E'@ F' como el fibrado vectorial definido por {h;;}.

donde fix(p) ® g;r(p) tiene por matriz

2. E®F, producto tensorial de fibrados
Buscamos construir un fibrado cuyas fibras sean 7' (p) ® 7, ' (p), definamos

hjk = fjk X gjk . Uj E— GL(nm,R)
p — fir(p) ® gix(p)

ellos forman un cociclo, el fibrado determinado por {h;} es denotado por E & F.

3. f*E, imagen reciproca de fibrados

Sea m: ' — M un fibradoy f : N — M una aplicacion C'*° entre las variedades N y M.
El fibrado f*: f*(E) — N es definido como sigue

[ (E) ={(p,v) € N x E/f(p) = m(v)}

los cociclos de f*(FE), son:
[ 9i = gijo f
donde g;; : U;; — GL(n,R) son los cociclos.

1.5.1. Subfibrados Vectoriales

Sea 7 : . — M un fibrado vectorial de rango m.

Definicién 1.9. Un subfibrado F de E es una subvariedad tal que 7|p : ' — M es un
fibrado de rango n < m donde sus fibras (7|z) ! (p) son subespacios vectoriales de 7=*(p).

13



Sean
F'F . UinUyxR™ — U;NU x R™

(p,v) — (p, fir(p) - v)
G,;lGjZ UjﬂUkXRn — UjﬂUkXRn
(p,v) — (P, 9;k(p) - v)

las trivializaciones de E y F' respectivamente. Matrizialmente

| by Lk
fjk_{ 0 gjk}

Los mapas {hj;} : Uy, — GL(m — n,R) definen al fibrado cociente E/F'.

1.6. Cohomologia de Cech

Definicién 1.10. Sea X un espacio topoldgico y Z un sistema de conjuntos abiertos en
X. Un prehaz de grupos abelianos en X es un par (F, p) consistiendo de:

1. Una familia F = (F(U))yer de grupos abelianos.

2. Una familia p = (pvv)vvervcy de homomorfismos de grupos
pvu : F(U) — F(V),donde V es abierto en U.

con las siguientes propiedades:

a) puu = ldzw) para todo U € .
b) pwyv o pvu = pwy paratodo W C V C U.

Ejemplo 1.7. Sea X un espacio topoldgico. Para todo conjunto U abierto en X, sea
CU)={f:U—C : fescontinua}. Para V C U, sea pyy : C(U) — C(V) el mapeo de
restriccién usual. Entonces (C, p) es un prehaz de espacios vectoriales sobre X.

Observacién 1.5. 1. Denotaremos F por la dupla (F, p).

2. Los homomorfismos de pyy son llamados homomorfismos de restriccién. Si f €

F(U) escribiremos pyu(f) = flv
3. Analogamente podemos definir prehaces de espacios vectoriales, anillos, etc.

Definicién 1.11. Un prehaz F sobre un espacio topologico X es llamado haz, si para
todo conjunto abierto U C X y toda familia de conjuntos abiertos U; C U,i € I, tal que
U = U, Ui, satisfacen los axiomas del haz:

1. Si f,g € F(U) son elementos tal que f|y, = g|y, para todo i € I, entonces f = g.

14



2. Dados f; € F(U;),1 € I, tal que

filvinu, = filvinu,, para todo i,j € I
entonces existe f € F(U), tal que f|y, = f; , para todo i € I.

Ejemplo 1.8. Sea X = M una variedad C*

1. C*:C>®(U) = { funciones C* en U}

2. a?: a?(U) = {p-formas C* en U}

3. ZP: ZP(U) = {p-formas d-cerradas C* en U}
Sea X = M una variedad compleja

1. O:O(U) = {funciones holomorfas en U}

2. art: aP1(U) = {(p,q)-formas C* en U}

3. 2ra: 2r9(U) = {(p,q)-formas O-cerradas de clase C* en U}

Estos grupos son haces junto con los homomorfismos de restriccion. Enfatizamos que
ZPO(U) es el nticleo de 9 : AP? — P! es el espacio de las formas holomorfas.

Observacion 1.6. Otra forma equivalente de definir un haz de grupos abelianos sobre un
espacio topolégico X, es que consiste de un espacio topoldgico 0S5’ y de un homeomorfismo
local 7 : 05" — X, satisfaciendo:

1. Para todo p € X, 7~ !(p) es un grupo abeliano.

2. Las operaciones grupo son continuas en la topologia de 05’, es decir que la funcién
(x1,m9) € D +— 11 — 29 € 0S5’ es continua, donde

D = {(z1,22) € F X F :m(x1) = m(xq)},
con la topologia inducida por la topologia producto en F x F

Definicién 1.12. 1. Sea F = (F,m, X), un haz de grupos abelianos sobre un espacio
topoldégico X que admite una cobertura locamente finita U = {U, };c;. Una particion
de la unidad para F subordinada a la cobertura U/, es una familia de homomorfismos
de haces {¢; : F — F}ies satisfaciendo:

(i) &(F,) =0, para todo p € X \ U;; donde 7 (p) = F,.
(ii) > ,e;&(x) = o, para todo x € F

2. Diremos que F es un haz fino si admite una particion de la unidad subordinada a
toda cobertura localmente finita.
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Ejemplo 1.9. Si M es una variedad compleja holomorfa y U/ = {U,};c; una cobertura
localmente finita, entonces sabemos que existe una particion de la unidad subordinada a
U, es decir, existe una familia {&; : M — [0, 1]};c; de funciones C*°, tal que sop(§;) C Uj,
para todo i € I'y > ..;&(p) = 1, para todo p € M. Sea A" el haz de p-formas C*°,
entonces una particion de la unidad subordinada a U, induce una particiéon de la unidad
para @, multiplicando a cada fibra @, por &,.

Proposiciéon 1.3. Si F es un haz fino sobre una espacio topoldgico paracompacto X
entonces H?(X, F) = 0 para todo ¢ > 0.

Para una demostracién de esta proposicién vea la referencia [10], pag. (54).

Definicién 1.13. Sea X un espacio topoldgico y F un haz de grupos abelianos sobre X y
U = {U;}ier un cubrimiento por abiertos de X tal que | J,.; U; = X. Sea ¢ € N, definimos
el p-ésimo grupo de cocadena de F con respecto a U, como:

cru,F)= [ FU,NU NN

(Z'D’.A. 77;p)€[p+1
Los elementos de C?(U, F) son llamados p-cocadenas, asi una p-cocadena es una familia
(fio,-~~,ip)io,--~,ip tal que fiof"ﬂ;p - F(UZO N Ui1 N---N Uip)

para todo (ig, - ,i,) € [P*!
Definimos el operador coborde 0,

o, : CP(U,F) — CPYU,F)
(fiof";ip) = 6p((fi07"'7ip)) = Z:é<_1)kpk<fioy---ik’---,ip_'_l)

Vipt1 7Ui014.4 Ek’”' Jip1

donde pi = pus,..
Ejemplo 1.10.
1. Si p = 0 entonces para (f;)ic; € CO(U, F) tenemos 6((fi)ier) = (9ij)ijer, donde
95 =1 — fi
en U; NU;.
2. Parap=1y (fi;)ic1 € C*U,F) tenemos 6((fi;)ijer) = (gijk)ijrer, donde
Gijk = fik — fae + fiy en Uy NU; N Uy,

Lema 1.1.
dp+1 00, =0, para todo p > 0.
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Prueba: Sea (f;,...;,) € C?(U,F), entonces
0p(fiosin) = (Gigyoigia) € CTHHULF),
donde

p+1

Gigyorip1 = Z(—l)kpk(fim... B i)

k=0

Pero Opi1(Gio, e siprr) = (Mig,ipen) € CPT2(U, F) donde

p+2
hio,-~~,ip+2 = Z(—l)lpz(gio,...gl,...,ip+2)-
1=0
Ahora, como
-1 a+2
Givi v = 2V 0o i) T 22 CD  rlgs, 5 5,
=0 k=I+1
Entonces
p+2 -1
Bz = D (D' (=1 0k(fiy 5 i)
=0 k=0
p+2 q+2
+ > D' D'l i) =0
=0 k=l+1

puesto que la primera suma es igual a la segunda con el signo opuesto.

(1.7)

O

Luego por el lema anterior tenemos un complejo de cocadenas {CP(U, S), F}, asi pode-
mos asociarle sus médulos de cohomologia HP (U, F), que seran denominados los médulos

de comohologia de Cech del cubrimiento U.

Definicién 1.14.
ZPU,F)={feC’U,F):0,f =0)}

BU,F)=0
BP(U,F) = 5,07 (U, F),p>1

Definimos los p-médulos de Cohomologfa de Cech del cubrimiento abierto ¢ de M como:

- 282

Vemos que los grupos H?(U,F) dependen del cubrimiento U, para tener grupos de
cohomologia que dependan solamente de X y F, uno tiene que usar cubrimientos finos y

luego tomar el limite dirigido, como veremos a continuacion:
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Definicién 1.15.  Un cubrimiento abierto V = {Vj }rex es llamado mds fino que U =
{U, }ier, denotado por U >V, si dado cualquier Vj, existe ¢ € I tal que Vj, C U,.

Asi existe un mapeo 7 : K — [ tal que
Vi, C Ur) para todo k € K

y el mapeo:
™BU - ZP<U,F) — ZP(V,f)

de la siguiente manera. Para (f;, .. ;,) € Z°(U, F) sea

TBU((fig, - ip)) = (Gig i)

donde g, ...i, = fr(i,), r(i,)- Estos mapeos inducen un homomorfismo de los grupos de
cohomologia HP(U; F) — HP(V; F), el cual también lo denotaremos por 75y.

Lema 1.2. El mapeo
vy HP(U; F) — HP(V; F)

es independiente del mapeo de refinamiento 7 : K — 1.

Prueba: Supongamos que exista otro mapeo 7 : K — [ tal que
Vi C Uz para todo k € K

y el mapeo:
TBu  ZP(U,F) — ZP(V, F)

Si p = 0, por el ejemplo 1.10, tenemos que ¢;; = f; — f; = 0 para todo ¢, 7, luego
podemos definir una seccién global f definido en X, luego H(U; F) = F(X) = HO(V; F),
entonces Ty y Ty coinciden en el mapeo identidad. Ahora supongamos que p > 1, sea
g€ H*V,F),y (g, i,) un representante. Consideremos 731,(g) vy 78u(g) € H?(U,F),

representados por los cociclos (fi, ... ;,) ¥ (ﬁozp), donde
(fiof" 1ip) = pUT(Z-O),... - ;T(ip>7Ui01"‘ Jip (gT(ig),m ,T(ip))

(fio,"' 7ip> = pU?(io)w- F i)y ,?('ip)vUio,--- Jip (g‘?(io),“- ,?(ip))a

ahora si

3
L

i iy =¥ (=1 01 Gr(io),o (i) 7ir) o 7ip 1))

0

e
Il

donde p = py

T(i0)y (i) F(ig) v F(ip_1

(fzozp - fzozp) = p*1<hio,"',ip—l)

— fig,i,) €8 cohomologo a cero. O

VUi i i1 entonces

Por lo tanto (f;,....

7Zp
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Sean tres cubrimientos B = { B trer, V = {Vitrex YU = {Uk}rex talesque B <V < U,
entonces

TBYOCTVU = TBU-
Asi uno puede definir la relacién de equivalencia ~ sobre la unién disjunta de los H?(U, F),
donde U recorre todos las coberturas abiertas de X . Diremos que dos clases de cohomologia
€€ HP(U,F)yn e HP(U', F) son equivalentes, denotamos £ ~ 7, si existe un cubrimiento

abierto V con V < U y V < U’ tal que 1y y(§) = 1y (n). Definimos el primer grupo de
cohomologia de X con coeficientes en la hoja F como:

HJL{ Hp(uv f)

Y

HP (X, F) = limy H?(U, F) =

1.7. Conexiones

Para un fibrado 7 : E — M, denotemos por I'*(U, E) al espacio de secciones C* de E
sobre M, variedad holomorfa. Para U C M abierto consideremos

a’(U) = C=(U,C)
ar() = I=UAN(TM)*), p=>1.

Notemos que los @?(U) son @°(U)-mddulos y ademés los @?(U) estan formados por las
p formas complejas en U.

Sea m: EF — M un C-fibrado de rango n sobre una variedad holomorfa, definimos

a’(U,E) = T™(U,E)
ar(U,E) = TU,N\N(TM) ®E), p>1

también todos son @°(U)-mddulos.

Definicién 1.16 (Conexién). Una conezion del fibrado 7 : E — M es una transforma-
cién C lineal

V:a°(UE) — a* (U E)=T"(U,(TM)* ® E)
tal que para f € A°(M) y s€ (M, E).

V(fs)=df @ s+ fVs.
Esto es, satisface la regla de Leibniz.
Proposicién 1.4. Sea U C M abierto y s1, 82 € G°(U) luego

81|U = 82|U — V81|U = VSQlU.
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Prueba: Sea s € a°(U) tal que s|y = 0 sea x € U, tomemos V vecindad abierta de x

relativamente compacta en U (V' C U compacto) y tomemos p : M RS [0,00) tal que
ply =1y sopp C U, asi sp = 0. Luego

0=V(ps) =dp® s+ pVs,

de ahi, Vs|y = 0 y esto se puede hacer para todo punto de U, por lo tanto Vs|y = 0. O

Lema 1.3. Dada una variedad siempre tenemos conexiones.

Prueba: Sea (s}, ..., s)) un referencial en U; de 7 : E — M definimos
A% CLO(UjaE) - a’1<UjaE)

de modo que Vis! = 0. Asi, para f € A°(M) definimos V’fs! = df ® s/, entonces
tenemos que V7 es una conexién en Uj.

VI(fis] 4+ fos)) = dfi @8] + -+ dfy @ 8.

Ahora, sea p/ : M — R una particién de la unidad subordinada a {U;} definimos la
conexion

V=) oV

La Matriz de la Conexién V

Dado (s7,...,s!) un referencial en U;, podemos escribir

Vsj —29ﬁ®35

La matriz de V en Uj es por definicién 7 = (67 ;). Veamos como se relacionan las matrices
en los abiertos Uy

S ~v4 -9 (Sihos)
B
Z @ sk fIVsh)
_Zd ®35+Z 5> 0, @8k
-
:zﬁ: Zkfﬂ+2fi’229 Z f355
_;;dﬁ: Z fath,£15) @
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Matricialmente

67 = dfji- frj+ fir- ekfkj

= dfj- [+ 05 f5)

En el caso de que el fibrado sea lineal

07 =dln fi + 6"

1.8. Curvatura

(1.8)

Extendamos V a @'(M, E) esto es V : @' (M, E) — G*(M, E) de manera que sea C

lineal y verifique la regla de Leibniz
Viw®s)=dw®s—wAVs.
Definicién 1.17 (Curvatura). Definimos la Curvatura de la conexién V como
Ky =VV:a’M,E) — a*(M,E).
Teorema 1.1. Ky es A°(M) lineal. Esto es, para s € QY (M, E) y f € a°(M, E)
Ky (fs) = fKys.
Para poder probar este resultado necesitamos:

Lema 1.4. Para f € °(M) yw ® s € Q' (M, E) se cumple
Vifw®s)=df N(w®s)+ fV(w®s).
En particular V(fVs) =df ANVs+ fKys.

Prueba:
V(ifw®s) =d(fw)®s— fwAVs

=fdo®s+ (df N\w)®s—fw A Vs

=df N(w®s)+ fV(w®s).
Continuemos con la demostracién del teorema. Como Vs = Z w; ® S; sigue que

V(fVs)=> df N@®5)+ [V@®35) =df AVs+ [VVs.
De esta identidad tenemos
VV(fs)=V(df @ s+ fVs) = —df NVs+ V(fVs) = f Kys.

Esto es, Kv(fs) = fKvys como querfamos demostrar.
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Teorema 1.2. La curvatura depende unicamente del valor de la seccion puntualmente,
esto es, para v € M y secciones s,s' € Q°(M, E) con s(x) = s'(z) se tiene

Kys(z) = Kys'(z).

Prueba: Para x € U; consideremos (s,...5]) referencial de E en Uj, luego podemos

expresar s — s en términos de este tipo de referencial,
s—s§ = Zfasfx en U;.
De la hipétesis, fi(z) = ... = fu.(z) = 0. Ahora, de la @°(M)- linealidad en U
(s — ) Z foaKvs?.
Asi, Kys(z) = Kvs'(z). O

La Matriz de Ky

Denotemos por K7 = (Kj ) € M(n, @*(M)), matrices de orden n sobre las 2-formas.
Hallemos la matriz de K en el referencial (s7,...,sl) de 7 : E — M en U,

Kys), :Vng:v<Zegﬁ®sg>
B

= (dtl, @ s)— 02, AVs))
B

=D 0 @sh—) Ogh) 04,9
B B ¥

= (db?, Ze NOL) @ s
v

Matricialmente . , , ,
@j — d@J _ 9] A QJ. (19)

Veamos que sucede en Ujy:

S Kl @s) = Ke(sh) = Kv (X, /5 5) = Z b Kgsh
)
=D FEY Kb esh=) fiiKE ®s
B vy By
= Kw@Z sy = ZZ G5 113) @ s§.
By )
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Por tanto en Ujy,

O = fO" fi; = fir®" f3" (1.10)
Cuando F es un fibrado lineal entonces por (1.10) tenemos
e’ =06

entonces podemos definir globalmente una 2-forma cerrada ©, llamada forma de curvatura
de FE.

Teorema 1.3. Sea M una variedad compleja compacta de dimensiéon n y D un conjunto
analitico de codimensién 1. Si ¢ una (2n — 2) forma C* entonces

/M(%mwz/l)w (1.11)

Una demostracién de este teorema puede ser hallado en [17], pag. (44).

1.8.1. Clases de Chern de Fibrados Lineales
Sea M un variedad compleja compacta de dimensién n. La sucesion exacta de haces:
0-Z—02%0" =0
donde dado un abierto U C M, asocia
feOU) — exp2mif) € O*(U),
induce el mapeo borde en cohomologia:
§: H'Y(M,0*) — H*(M,Z)

El espacio de los fibrados lineales holomorfos denotados por Pic(M) puede ser identi-
ficado con H'(M, O*) (vea [11] pag. (133)).

Definicién 1.18. Sea F un fibrado lineal E € Pic(M) ~ H'(M,0*), definimos la
primera clase de Chern del fibrado E como §(E) y lo denotaremos por ¢;(E).

1.8.2. Propiedades
1. q(EANE") =c1(E) + 1 (E)
2. c1(E*) = —c1(E)
3. Ahora si f : M — N un mapeo holomorfo entre variedades complejas, el diagrama

HY(M,0*) -~ H2(M, Z) (1.12)

| |

HY(N,0*) -~ H2(N,Z)
conmuta, y asi tenemos que:

a(f*L) = fre(L) (1.13)

23



Teorema 1.4. Para cualquier fibrado lineal con forma de curvatura K, entonces

ci(E) = {ﬁ@} € Hip(M)

Prueba: Sea g;; el cociclo definido por el fibrado £y U = {U,}ic;r un cubrimiento por
abiertos de M, tal que U;; = U; N U; es simplemente conexo. Sea en Uj;

1
hij = 3 log(gi;)

asi
1
S(hijk) = 2ijie = hij + hji — hig = %(log gij + log g — log gir) € Z*(U,Z)

entonces z;;; es un cociclo que representa ¢ (E). '
Ahora escogemos una conexién V en E y s la matriz de V en Uj es 67 = (035), entonces
por (1.8) tenemos que:

0" — ¢/ = —d(log gi;) (1.14)

y la matriz de curvatura de la 2- forma global © satisface localmente:

Luego como en la prueba de Teorema de De Rham, tenemos dos isomorfismo, el primero
Z2(M
—1( )__, H'(M,Z")
d(a*(M))

surge de la sucesién exacta:
0—-2'—-a'— 2z*—0.
De este diagrama:
U, at) —%d(Cc'U, at)) —=0
-
0o—CYU,z"Yy —C*(U, a')
por (1.14) tenemos

(K') € d(COU, a')) —  (0) e CoU, at

— (07— 0) € C'(U, V), (1.16)

El segundo isomorfismo:
HY(M, 2" — H*(M,C)

es inducido por la sucesion:
oo d 1
0—-C—-C*— 2 —0.
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Teniendo en cuenta el diagrama:

CH U, C®) —2 d(C (U, C>)) —=0

|

00— C*U,C) — C*U,C™)
de (1.14) tenemos

(0 — ¢9) € CL(U, ZY)) (—log g;;) € C* (U, C>)

(log g;x — log gir. + log g:;;) € C*(U,C)

—
—

Luego de (1.16) y (1.17) se sigue el resultado.

1.8.3. Calculo de la Clase de Chern de un Fibrado Lineal

(1.17)

O

Sea 7 : /' — M un fibrado holomorfo lineal holomorfo con trivializaciones Fj : U; x
C— 7 YU;)y s :U; — 7 1(U,) definido por s?(p) = Fj(p,1) un referencial de E en Uj.

Sobre Uj;, tenemos de la relacién (1.5)

j k
s’ = gi;s”,

donde gy; es el cociclo del fibrado. Como en el Lema 1.3 definimos una conexiéon en U;

por Vi(s7) = 0 y extendemos la conexién considerando ¢; : U; EiN R, Zj ¢; = 1 particién

de la unidad subordinado a {U;}

V=) ¢V,
J
V’Uk = Z ijka
J

Vg (s") = V]u,(gjns’) = slgjk ® s
= dg;r @ gjs" = ﬁ ® s*.

Luego, las matrices de conexién y de curvatura de V en Uy, son dados por

0" =" (jdlog gji.
J

K* = do* + 6% A 0" = do* = " d(¢;dlog gi).
J
respectivamente. Luego del Teorema 1.4 anterior:

1 1
CI(E)|Uk = %Kk = % Zd(delogg/ﬂ)

J
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1.9. Foliaciones Holomorfas

Sea M una superficie compleja y U = {U;},e; un cubrimiento por abiertos de M.
Consideremos en cada U; un campo vectorial holomorfo v; con ceros aislados tal que en
Ui; = U;NUj, los campos vectoriales v; y v;, coinciden bajo multiplicacién por una funcién
holomorfa no nula, es decir:

Vi = GijV;j;
donde g;; € O*(M). Ahora, definimos la siguinte relacién de equivalencia en el conjunto
{U,{vj}jes)} como: (U, {v;}jes) ~ (V,{vi}icr) si v; y v} coinciden en U; N'V;, bajo
multiplicacién de una funcién holomorfa no nula.

Definicién 1.19. Una foliaciéon F de dimensién 1, es el conjunto de las clases de
equivalencia {[(U, {v;}es)]}-

Definicién 1.20. El conjunto singular Sing F de F, es el conjunto discreto de X
definido por:
Sing F|y, = ceros de vj, j € I.

Observe que las funciones g;; € O*(U; N U;) forma un grupo multiplicativo y asi da
una clase de cohomologia en H!(X, O(X)), esto es un fibrado lineal.

1.10. Fibrados normal y tangente a una foliacion

Sea M una superficie compleja y F una foliacién holomorfa de dimensién 1 en M
determinada por el cubrimiento abierto U = {U;};e; de M y en la intersecién U;; # 0,
existe f;; € O*(U;;) tal que

V; = fijvj (119)

La foliacién F es inducida en U; por las 6rbitas del campo v; (las cuales son superficies de
Riemann inmersas), mediante la relacion (1.19) tenemos que estas orbitas se prolongan
en otros abiertos que intercepten U;.

Definicién 1.21. El fibrado que induce el cociclo (f;;) es llamado el fibrado cotangente
a F y es denotado por T. Su dual Tx = (T5)* es llamado fibrado tangente a F.

Proposiciéon 1.5. F es una foliacién no singular si y sélo si T es un subfibrado de
TM.

Una demostracién detallada de este resultado se encuentra en [17] pag. 105.

Anélogamente podemos determinar una foliaciéon holomorfa G en una superficie M
mediante un cubrimiento U = {U, };c; abierto de M y 1-formas w; definido en U; tal que
en la interseccién U;; existe g;; € O*(U;;) con

Wi = GijWj (120)

La foliacién G en U; esta formada por las superficies de Riemann (en general inmersas)
cuyas tangentes coinciden con Kerw;. La relacién (1.20) nos dice que estas superficies de
Riemann se prolongan a otros abiertos que interceptan a U;.
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Definicién 1.22.  El fibrado que induce el cociclo (g;;) es llamado el fibrado normal a
F y es denotado por Nz. Su dual Ny = (1)) es llamado el el fibrado conormal a F.

Proposicién 1.6. F es una foliacién no singular si y sélo si Nz es un subfibrado de
T*M.

En [17] pag. 105 se encuentra una demostraciéon de esta proposicion.
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Capitulo 2

Residuos

En todo este capitulo estudiaremos la teoria de Residuos, tal como lo utilizaremos en
los siguientes capitulos. Comenzamos con algunos resultados del analisis complejo en una
variable los cuales pueden ser extendidos a varias variables, para ello daremos primero
algunas notaciones y definiciones:

d=0+0
9-D

d¢
43

Consideremos la forma en C",

1 1, po  dz> Ndz|?
= ddIn|z]? = (2= — 2L 170
Wo T I1|Z| 7T(|Z|2 |Z|4 )

donde .
_ Z _ c 2
Yo =73 E_l dz; N\ dz, = dd°|z|

mediante esta forma construimos la 2n — 1-forma en C" :

1
oo = —d°In|z]* Awj ™t (2.1)

s
Observaciéon Si n = 1 entonces tenemos que g = %, donde z = re®, luego si tomamos
un camino cerrado v € C — {0}, vemos que [ o0¢ coincide con el Indice de un camino

2!
cerrado relativo al punto z = 0, definido en una variable. Para generalizar este hecho a
varias variables damos la siguiente definicion:

Definicién 2.1. Sea v C C™ — {0} una hipersuperficie real cerrada sin borde, que no
contiene al origen z = 0. Como Hy,,—1(C" — {0},Z) = 0, existe un entero k € Z tal que
v es homologo a k£S?"~1. El ntimero k es llamado Indice de la hipersuperficie v relativo a
z = 0 y denotada por indgyy.

Teorema 2.1. El indice de un ciclo (2n — 1)—dimensional v € C™ \ {0} relativo al punto
z =0, estd dado por la integral:

indo’}/: /0'0. (22)
Y
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Para los detalles de este resultado vea [16], pag. (111).

Dada las coordenadas z = (z1,. .., z,) de C" consideremos la (n,0)-forma dz = dz; A
... Ndzp yla (0,n—1)-forma dz[i] = dZ; \---ANdZ;—1 ANdZ;is1 A+ - - NdZ,. La (n,n—1)-forma
dado por:

Ly OISR DTN - F)
“mMl§ =) = TG D e Gelil N (23)

es llamado la Forma de Bochner-Martinelli. La importancia de esta forma es dado en
el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Férmula de Bochner-Martinelli). Sea D C C™ un domino acotado y f €
O(D) N C(D), entonces tenemos la representacion integral:

f(z) = - f(wmn(§ —2)

para todo z € D.

Este teorema se encuentra en [16], pag. (137).
Cuando n =1 la forma de Bochner-Martinelli se reduce a:

1 £€-2

L §-z 1 dg
27i |€ — z|?

:%f—z

dg

wpm (€ —2) =

asi vemos que en este caso la Formula de Bochner-Martinelli coincide con la Férmula de
la Integral de Cauchy en una variable.

A continuacién trataremos de generalizar el siguiente teorema de una variable com-
pleja:

Teorema 2.3. Sea D C C un dominio y f una funcién analitica en D, con ceros aislados.
Si v es una curva que no pasa por los ceros de f, entonces

1R
2mi ), f(2) dz.

determina el ntimero total de ceros contando multiplicidades en la regién acotada de ~.

Seay C C"—{0} uncicloy k € Z tal que y es homdlogo a kOU, donde U = {z : |z| < 1}

entonces del Teorema 2.2
/ WBM = k/ WBM — k. (24)
koU aU

Observaciéon 2.1.  Recordemos que un conjunto analitico S en un dominio D C
C", 0DNS #0, 6 consiste de un ndmero finito de puntos [16] pag. (155).

Asi, tenemos el siguiente teorema [16] pag. (286).
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Teorema 2.4. Si f : D — C" es una aplicaciéon holomorfa, y G € D un dominio con
frontera Jordan diferenciable v que no contiene ceros de f. Entonces el indice de f(7)
relativo al punto 0 es igual al nimero de ceros de f en el dominio G (contando sus
multiplicidades).

Sea U = {z € C" : ||

| 6} y fl?ﬂ' ’f’ﬂ € O(U) tal que sl f = (f17f27"' ’fn)a
fHo)NU=0yge0O()

<

. Consideremos:

D, ={z: fi(z) =0}

D=Di+ - +D,,

Ur=U-{0} = U?:l Ui
Definicién 2.2. Con las notaciones de arriba definimos la n-forma meromorfa :

_g(z)dx ANdzg N - Ndzy,
fi(z) - ful2)

Dado € = (ey,...,€,) una n-upla de nimeros reales positivos suficientemente pequeno,
consideremos el n-ciclo:

Fe = {Z . ‘fl(2)| = €, 1= 1,...,’)7,}
orientado por:
d(arg fi) Ad(arg fo) A -+ Ad(arg fn) > 0.
Entonces el Residuo de w en 0, es definido por la integral:

1
- 9.
Resyw Gri) /F w (2.5)

Observaciones

1. El residuo Respyw estd bien definida, esto es, no depende de €. Para ello observe
que w es una n — 1 forma holomorfa en U — D entonces w € H*(U — D, Q"), luego
por el Teorema de Stokes no depende de e.

Por esta razon denotaremos I', simplemente por I.

2. Sea f = (f1, fa, -, [n), ¥ Jf(0) # 0, entonces:

9(0)
R pu—
€S{oyw Jf(())
d d dwy,
En efecto, sea w = f(2) y K(w) = AT A A , entonces:
w1 W2 Wp,
“(w))K (w
o O ) )
Jf(fHw)
" 1 1 (@)K (w)
g(fHw w
Resipyw = —— /w = , / .
O er e @A) e T W)
Luego por la Férmula de Cauchy generalizado (ver [16], pag. (18)) se tiene el resul-
tado.
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3. Sea I(f) el ideal generado por los f; en el anillo de las funciones holomorfas en
una vecindad de 0. Entonces si g € I(f) tenemos Resjpyw = 0. En efecto, como el
residuo es lineal es suficiente considerar el caso g = hf; entonces:

h(z)dzy Ndzg A -+ Ndz,
fa(2) -+ fu(2) '

w =

SeaV=U-—(DyU---UD,)y

[y={ze€C":|fj(2)| =eVj#1[|fi(2)| < ¢}

entonces I'y C V y o'y = £I', (I' = I',), luego por el Teorema de Stokes

/w::lz/ dw = 0.
r I

Podemos considerar w como un elemento de H"~1(U*, Q") de la siguiente manera: Sea
U = (U;)i=1.., cubrimiento de U* , entonces definamos:

0, si Zk:Zl,l#k
Wig iy iy = o .
1001, s sng(ig,i1 -+ ,ip_1)w, en otro caso
donde sng(ip, i1, - ,i,) representa el signo de la permutacién (ig, i1, ,i,). Asi w €

cn4U, Zg’o) y se verifica facilmente que dw = 0, luego w € H" 1 (U*, Zg’o), donde Zg’o
es el haz de las n-formas (luego cerradas). Por el isomorfismo de Dolbeault (ver [17], pag.
(71)) tenemos

n—1 * n,0 ~ n,n—1 %
H= U+, 200 = HY(0)
w [d Nw

. n—1 . . . .
w asocia un elemento 7, en Hg "7 (U*)- El siguiente teorema nos dice como se relacionan
WY M-

Teorema 2.5.

1
R = - pu— lw
oy (27Ti)" /I‘ w /S2n—1 "

Prueba: La sucesién exacta corta:

0— 200 1 gr0 2 znl g (2.6)

0
induce el siguiente bicomplejo:
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0 Cn—Q(u ZE’O) 7 C"’Q(M,a,n’o) P C"’Q(Z/{,Zg’l) 0

ot u,zg0)

Wn—1

)——

U —— O U, 20—

Como wy,—1 = (Q;Z)nw € H\(U* 2y %) y dwn_1 = 0, entonces del diagrama (2.7)
existe &, o = (&) € C"2(U*, a™0), donde I'=(i1,...,i,1), tal que

571—1 (571—2) = Wnp-1

luego _
a(fn—?) = Wnp—2,
donde w,, o = (w,_27) € C"2(U*, Zg’l).

Definimos I'; de la siguiente manera:

Ir={z:1filz)l=eiel|f;(z)| <ej &I}
y con orientacion:
i _
d(arg fi,) N d(arg fi,) A --- Ad(arg fi,) A (/\ §dfj Adf;) >0
JEl
donde I = {i; < --- <i,}. Luego el borde orientado de I'; es

aFI = Z(_l)(]JU{]})FIU{j}?

J¢l

donde (7,1 U {j}) es la posicién de j en I U {j} ordenado en la manera usual. Entonces:

> / Wha, = Z / NEnag) = Z / A&y = Iznj_ Eoar

#I n—1 1 6F[
<Z / YOI g )
#I=n—1

3 / DOIEE, o
J¢!
:/wn—l
r

#J=n
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donde gn_g = {é.n_l]},fn_QJ & CL"’O(UI) y U[ = ﬂie] Uz Luego

> / W 21_/%_1 (2.8)

#I=n—1

. . . _ 1 ’
A continuacién trabajemos con w, o € C"*(U*, Z5"), asi tomemos como en (2.6) la
sucesion exacta corta y parte del bicomplejo generada por esta sucesion

0 n,
— 22 =0 (2.9)

n,l @ n,1
0— 25 — a5

0—> C"3(U, 22°) s orruath 0ozt

En—3 — Wn—3

l(sn—Q L‘sn—Z l6n—2

0 ——> C"UEF) o 0 s OPA(Y, Z0Y) >

Wp—2 an

Asi, por el mismo procedimiento que la primera parte encontramos un elemento §,_ 3 =
(&n_s1) € C"3(U*, a™), donde #I = n — 2 tal que :

5n—2 (gn—?)) = Wnp—-2

5(57%3) = Wnp-3,

donde w,,_3 = (w,_37) € C"3(U*, Z"Q) y
3 / nsr= 3 /ml
#I=n—2 #I=n—1

Procediendo de manera andloga n — 1 veces encontramos un elemento wy = (wp ) €
—1 < s
Co (U, @z""") con #I =1y tenemos la relacién:

L= o= =X o= X [ o= [ = g [

donde wy; =y, en U;, g = {2 : |f;(2)] <€, j=1,...,n} el cual tiene borde orientado
Oy = > i, I'; que es homotdpico a S~ 1. O
A partir de la demostraciéon anterior podemos hallar explicitamente la forma 7,,.

Ejemplo 2.1. Primero consideremos el caso n = 2, esto es;

9(2)

w=—"""—dz Ndz

f1(2) f2(2)

Por simplicidad nosotros trabajaremos con w en vez de ﬁw. Consideremos D; = {z :

fi(z) =0},i=1,2, U; = U — D;, donde U es una pequena vecindad del origen. Ahora, si

consideramos la siguiente particion de la unidad:
e

|2+ [ fof*
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w=pw+pw en U3 NUs

Luego si definimos & = —pyw € A™(Uy), & = paw € A™°(Us) entonces: §(€) = (&|p, —
&1lu,) = w, como en la demostracién del Teorema 2.5 entonces

N = jzgpiw = igpi Aw, en U;

En el caso general: Nuevamente por simplicidad trabajaremos con w en vez de ﬁw
como efectivamente se hace en la demostracién del Teorema anterior. Consideremos la

particion de la unidad subordinada al cubrimiento {U;} de U* y los abiertos Ugjpo =
U—(D;U---UD;U---UD,)
P |fil?
[l 4+ Ll

entonces:
f{i}o = iplw c CL"’O(U{i}o) ,

wiiyo = j:épiw - Zn’l(U{i}o)
Prosiguiendo para j # i tenemos
Pjw{iro S an’l(U{iJ}o),
donde Ug; jyo =U — (D1 U---U a Uu---U D\J U---UD,). Asi, podemos definir
Sgpe = Elpiwgpo — pjwiipe) € ™ (Ugijpo)
Procediendo de esta manera n — 1 veces tenemos que :
Nw = (n — 1)'(—1)1_15@ JANRR /\5pi_1 /\5,01'4_1 A A E,On Nw € a”’”_l(Ui)

= (n— DI(-1)" \Tp; A,
J#

Sif=(fi,- s fa) y IfIl =32 1fi]* tenemos

op; = -
[als (Al
Luego
— fl"'fn(_ly Zk(_l)kfk/\j;ékdfj
N\ori = HE
i
Entonces volviendo a considerar el factor W tenemos
n—DI(=1)1f - fo(=1) “D*F N df ) Aw
T DD T A T A

(2mi)» || f([*"
donde: F(z) = (z + f(2),2) y wpm es el nicleo de Bochner-Martinelli.
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Definicién 2.3. El numero local de interseccion es definido como:

(Dl, DQ, ey Dn){O} = RGS{O}CU(fl, ey fn);

donde dfy  df: df,  J(f)dzr A...Nd
_ Y, 92 Gn _ AL 0%
W(f1y ey fr) = 7 A i A e A i [

y D; son los divisores de f;.

Teorema 2.6 (Ley de Transformacién). Supongamos que f = (fi,---,fu) y g =
(g1, -+, gn) son maperos holomorfos f,g: U — C™ con f~(0) = {0} = ¢g~!(0). Suponga-

mos ademas que
9(z) = Zaij('z)fj('z)‘

Si A(z) = (a;;(2)) entonces para h € O((U)) tenemos:

hdet Adzy A -+ Ndz,
gl...gn

hdzy N --- Ndz,
Resqoy( 1f1 - ) = Resqo(

).

Para la demostracién de este teorema vea [11], pag. (657).
Propiedades

1. El numero de interseccion es lineal en cada divisor D;, es decir

(D17D27 'aD’i +Dj7 "7Dn){0} - (DI;DQa "'7Dia 7Dn){0} + (DlaDQa "'7Dja "'7Dn){0}

Supongamos que Dy = D} + DY, correspondiente a f; = f|f’, claramente

W(fla f27 EEEE) fn) = w(f{’ f27 S fn) + w( {/’ f27 7fn)

Consideremos el cubrimiento U = {Uy, Us, ..., U, }, U; = U — D;, de U* = U — {0}. Si
denotamos por U] = U — D y U/ = U — D} tenemos que tanto U’ = {U{, Us, ..., U, }
como U" = {U{,U,,...,U,} son cubrimientos de U*. Sean

' (Ury ey Uy), (U, Uy) y (UYL Uy

los representante de w( f1,. .., fn), W(f1; fo, s fu)y W(fL f2, ooy fn) en C*HU, Z70)
CrH U, 20 y CnH (U, Z™0) respectivamente. Entonces :

Wn1(Uy, .., U) =W, (U7, .., Uy) +wl (U .. Uy)
aplicando el isomorfismo de Dolbeault obtenemos:
Mo = MNu! =+ Tt
como elementos de Hy" ' (U*), es decir que:
N = 1+ N + 0(€)

el resultado se sigue integrando la ecuacién anterior sobre S2"~ 1.
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2. El nimero local de Interseccion coincide con el grado topoldgico deg(f) de f. En
efecto, consideremos las siguientes variedades:

I ={w : |w| =€}

Fe={z:]fi(z)] = }.
Entonces f : I'. — Il, es sobreyectiva entre superficies compactas. De (2.10) tenemos

= DD (D (S D) T A ) Al )
el RN

=B

donde

(n = D=1y wy - w (~ D (S (DM A, ) Al .. wy)
@iy wl?

= wBM(w)

Como  es un generador de Hgg_l(S%_l), por definiciéon de grado

deg(f)/ &4 =/ B :/r Nes(fr,fr) = Reswioy(f1, .., fo) = (D1, D2, ..., D)0}

La tercera igualdad de izquierda a derecha es consecuencia del Teorema 2.5 y la
primera igualdad de (2.4).

3. (D1, Ds, ..., Dy) oy es un entero y depende solamente del ideal I(f) = (fi,..., f»). La
independencia del anillo es consecuencia del Teorema 2.6 y es un niimero entero por
la Propiedad 2.

La segunda observacion nos dice que hay una estrecha relacion de la teoria analitica
de Residuos con la Geometria diferencial y esto lo obtenemos solamente consideran-
do el caso g = J(f) en la Definicién 2.2. A continuacién definiremos varios indices
variando ¢ y considerando una variedad M compleja de dimension 2, los cuales nos
ayudaran a dar mayor informacion topolégica de la variedad. Comenzaremos a ver
el nimero de interseccion para dimension 2.
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Capitulo 3

Numero de Milnor

Definicién 3.1. Sea f : (C",p) — (C"0), germen de mapeo holomorfo, tal que
f71(0) = {p}. El indice de Poincaré-Hopf de f en p, denotado por Z,(f), es el grado
del mapeo diferenciable:

f

. S?n—l(p) N S2n—l’
|1 1

donde S?"~1(p) = {2 € C": |z—p| = €} y S7" ! es la esfera unitaria centrada en el origen.

Proposicién 3.1.  Z,(f) es el nimero de puntos del conjunto f~!(z9) N B.(p), donde
2o es un valor regular de f suficientemente cercano a cero.

Una demostracién de esta propiedad puede ser hallada en [18], pag. (38).

Sea M una variedad compleja de dimensién n y v un campo holomorfo en una vecindad
de p € C",con singularidad aislada p, dado en coordenadas por v = (vy, v, ..., v,). Puesto
P

tiene dimension
<U1,’02, e ,Un>

que v tiene singularidad aislada el y C—espacio vectorial
finita ([18], pag. (58)).

Definicién 3.2.  Definimos p(v, p), el nimero de Milnor del campo v en p como
OP

U17U2,...,Un>

p(v, p) = dime <

Teorema 3.1. Sea v = (f, g) entonces

(v, p) = Iy(v).
Para la demostracién de otros detalles de este teorema vea [18], pag. (61)

Teorema 3.2 (Parametrizaciéon de Puiseux).  Si S es un gérmen de curva irreducible
en (0,0) € C?, distinta de los ejes coordenados, con ecuacién reducida f = 0, entonces
existe un germen de aplicaciéon holomorfa

6: (C,00 — (C2(0,0))

z = (2™ 2"u(t))

donde u es holomorfa con u(0) # 0 y m,(f) = min(m, n) la multiplicidad de f en (0,0) y
la imagen de @ es la curva S. Ademas, existe un disco D C C tal que 6 : D — 6(D) es un
homeomorfismo y 6|p_{o} es un encaje holomorfo.
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Para la prueba ver [9], pag. (30).

Corolario 3.1. Sea v = (f,g) con las notaciones de arriba tenemos que u(v,p), es la
multiplicidad de g 0 §(z) en z = 0.

Prueba: Por la densidad de los valores regulares tenemos que los elementos de la forma
(0,¢) € C? para |c| suficientemente pequefio es valor regular de v. Tomando un valor
regular para v de la forma wy = (0, ¢) préximo del origen, el nimero de soluciones de la
ecuacion v(z) = wyg en una bola de radio suficientemente pequenio es por un lado pu(v, p)
(Teorema 3.1 ) y por otro lado es la multiplicidad de g o a(f) en z = 0.

([l

Lema 3.1. Sea S un conjunto algebraico real o complejo y zy un punto simple de S 6 un
punto aislado del conjunto singular Sing(S) de S. Entonces para ¢, > 0 suficientemente
pequeno, se tiene que para todo € < €g, la esfera S, centrado en zy intercepta a S en un
conjunto analitico.

Para la prueba ver [14], pag. (17). Por el Lema 3.1 para e suficientemente pequeno S'y
S3 son transversales, luego SN S? es una curva cerrada real analitica, la cual denotaremos
por 0S5, cuando no existe la posibilidad de confusién, simplemente lo denotaremos por

0S.

Lema 3.2. Sean S; = {f; =0} y S2 = {f2 = 0} separatrices sin componentes en comin

y v = (f1, f2). Entonces:
1 d
b i = Ip(v).
27TZ 9So fl

Prueba: Sea 6 : D — S5 una parametrizacion de Puiseux de la componente irreducible
de Sy, luego f2(6(2)) = 0. Como 07(S5 N S?) es una curva simple cerrada en D — {0} vy,
por lo tanto homotépica a la curva e, ¢ € [0, 27]. Asf,

271 (eit) f1 o) 9(75) 27TZ 855 fl

coincide con la multiplicidad de f; 0 6(z), la cual por el Colorario 3.1 es igual a (v, p). O

3.1. Numero de interseccién en superficies

Definicién 3.3. Sea S C M una curva compleja (conjunto analitico) compacta y L un
fibrado en rectas holomorfo, definimos el nimero de interseccion entre S y L por:

S.L:/Mcl([S})/\cl(L) (3.1)

El ntimero de interseccion induce una forma bilineal

Div(M) x Pic(M) — Z
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En efecto, sea D un divisor, entonces

D= i”jva
=1

donde V}, son conjuntos analiticos irreductibles, luego

D.L = Z/ nic1([Vi]) A er(L) (3.2)

Observacion 3.1. Dados dos divisores

D1:anVj DQZZm]’UJ
j=1 i=1

tenemos
Dl.DQ = Dl[Dg] = DQ[Dl]
En efecto: Sean Dy y Dy curvas complejas compactas
1.[Dy] = ZZ/ mynic1([Vi]) A er([V;]) = Do.[Dy]
7j=1 i=1
Una consecuencia de esta observacion es que el niimero de interseccién
Div(M) x Div(M) — Z
es bilineal simétrica.

Ahora por el Teorema 1.3, ¢;[D] es el dual de Poincaré del ciclo definido por D, es

decir
[ atspav=[v

para toda 1—forma cerrada ¢ € C*(M). Luego en (3.2) tenemos que:

S.L:/Mcl([S])/\cl(L):/Scl(L).

Sea v un campo de vectores holomorfa en X con singularidad aislada p. Tomando un
sistema de coordenadas podemos suponer que en p = (0,0) y v = (f,g). Sea 6(z) una
parametrizacién de Puiseux para f~'(0).

Proposicién 3.2. Sean S; = {f = 0} y 52 = {¢g = 0} dos conjuntos analiticos
compactas sin componentes en comun. Entonces:

S51.5 = Z (v, p)

peESINS2

donde v = (f, g).
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Prueba: Sea {U; };c; una cobertura localmente finita de M tal que en U; NSy = {f; = 0}
y {pi}ier una particién de la unidad subordinada a esta cobertura. Ahora [Ss] es definido
por el cociclo (f;;) donde f;; = }c—; si U;; # 0. Como S; y Se no tienen componentes en
comin, S1 NSy = {p1,...,pr} ¥ que para cada j = 1,...,k, existe un tinico abierto Uj;
tal que p; € U, y Uy, NU;, = 0 sii # k. De (1.18), tenemos que:

01(52)

1
v, = z_m;d<pkd10gfijk)

= QLm Z d(prd(log fi; — log fx))
k

1 1
= —— 1 i) — — d(pnd(1 3.3
zm.d(Pkd( og fi;)) 2”;; (prd(log fr)) (3.3)
Luego
1
[ al, = 5n [ —deydios )~ Y d(d(os )
SlﬂUij ’ 27T7/ SlﬁUij kfij
1 1
N ) / a | 'S pedlog f)
271 $10U;, ' ' 2mi $1nU;, ,;
= = dlog f; (3.4)

2mi 951(pj.€)

donde Si(p;,€) = S1 N B(pj,€) tal que p;;, = 1 en B(p;,€) C Us, (recuerde que existe un
tinico Uy, tal que p; € U;;). El resultado se sigue del Lema 3.2. U

40



3.2. Explosion en un punto
Una explosién de C? en 0 € C? que es un subconjunto de C? x CP(1) dado por
Ci = {(p,[p)) : p € C*,p # 0} U ({0} x CP(1))

donde [p] = {¢ € C* — {0} : 3t € C* donde ¢ = tp}. El espacio CP(1) es una variedad
compleja de dimensién compleja 1, con el siguiente atlas ((¢1, Ur), (@2, Us)) donde Uy =

{[z1: 22) 1 21 £ 0}, Ug = {[21: 22] : 20 # 0}
p1: U —C

gt

p1([21 1 22)) =

w9 : Uy — C

p1([21 1 20]) = %
Veamos que C2% es una superficie compleja de dimensién 2. Para ello consideremos la
aplicacion
7 :C; — CP(1)

{W(p, p]) =]
(0

definimos el atlas (75 *(V1), ¥1), (75 1 (V2),12), donde V; = CP(1)—{[z, : 0]}, Vo = CP(1)—
{[0: 2]}ty
Yy (V) — C?
{ U1((21,22), [21 1 22]) = (21, 2)
$1((0,0), [21: 22]) = (0, 01([21 : 22]))

Yyt (V) — C?
{ 1((21, 22), [21 1 22]) = (21, 22)
P1((0,0), [21 1 22]) = (0, 2([21 : 22]))

En 75t (V)N (V) tenemos 10007 (21, 2) = ( , 2122). Asi, C3 es una variedad compleja
de dimensién compleja 2.
Ahora consideremos

S— —

Q

T : C2 —

{77'0(]7701;) =P
70(0,0,) =0

Definicién 3.4. Diremos que (C2 C? m) es una explosién en el punto p € M en este
caso 7 1(0) es llamado divisor excepcional.
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Los puntos de la explosion en 0 pueden ser representados como en la Figura 3.1

t

Figura 3.1: Explosion en un punto

Proposicién 3.3. El numero de autointerseccion de P = 1,1 (0) en C2 es PP = —1

Prueba: P|y, : fi=2 =0, P|y, : fo =y =0 (vea Figura 3.2).

En Uy tenemos fio = % = % = % v for =t = % Sea (1 : P — R, particién de la

unidad subordinada a {U;, Us}, tenemos:

miclPllo, = diGd ] + Gal?) = a6 T2) = dlG(alog 7))
dric[Plly, = d(Gud @m P2y g, Y2 — (e, (daog L),
f22 f21 S

Para integrar sélo necesitamos un abierto U; (P — {o0} = U;)

PP :(Aq[] / Pllo, = ——/ (Godlos 7 / ae(®y 35

_ L Ay . Y (3.)

271 Va—0V4 t 271 Vs t
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Figura 1.2

Figura 3.2: Coordenadas de CZ y C?
donde
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Capitulo 4

Indice de Baum-Bott

El indice de Baum-Bott, nos da importantes resultados, como calcular el nimero de
autointerseccién del Fibrado Normal de una foliacion F.

Sea F una foliacién sobre una superficie M, denotemos por Sing(F) al conjunto de las
singularidades de la foliacién y por Nz, al fibrado normal.

Cuando p € M — Sing(F), entonces por un cambio de coordenadas la foliacién F es
localmente dada por la 1-forma w = f(x,y)dz, donde f € O*(p) (esto es consecuencia del
Teorema de la Vecindad Tubular), asi tenemos que

dw = [ ANw, donde 3 = % es una l-forma holomorfa. (4.1)

En realidad la foliacion en este caso sélo es determinado por w = dz, ya que la funcién f
es no nula.

Si p € Sing(F), consideremos que la foliacion esté definida en una vecindad U de p, por
w =0, donde w = b(x,y)dy — a(x,y)dz, diferenciando tenemos:

ob  Oa
dw = (£ + a—y)dx A dy

donde vemos que:

a,x(.ilj, y) + by(xa y)

w=F A, donde f= 10 B b, )

5 (b(z, y)da +a(z,y)dy) (4.2)

es una 1-forma diferenciable en U — {0} donde U es una vecindad de 0. Sea p : R*> — R

una funcién diferenciable tal que, p|ly; =0y ply_y =1 donde 0 € V; C V C U. Luego, si
ponemos

ﬁ =p CLOC(x?y) + by(I,y)

la(z, y)? + [b(z, y)

es una (1,0)-forma diferenciable en U, tal que dw = f A w, fuera de una vecindad de p.

B (b(x, y)dz + a(z, y)dy)
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Repitiendo el mismo argumento podemos encontrar un cubrimiento localmente finito
{U;}jer de M y una familia de funciones p; : U; — R de clase C*°, con las siguientes
propiedades:

i) Si U;NU; # 0, entonces U; N U; es simplemente conexo, para la prueba vea ver [7],
pag. (77).

ii) Sobre cada U; N Uj;, tenemos
Wi = gijwj, (4.3)

donde {g;;} es el cociclo que define Nr.

iii) Podemos encontrar vecindades relativamente compactas 17] cC V; cc Uy, tal que
pily, = 0, pilu,—v; = 1 V; N U = () para todo i # j y 1—formas holomorfas wj,
(1,0)-formas f; :

dwj = ﬁj A w; €n Uj - ‘/J (44)

En particular tenemos
dw; = f; Aw; en U;NU; (4.5)
Vemos que en U; NUj, w; es regular, luego w; € I'( U; N U;, Nx).
Lema 4.1 (Lema de la divisién). Sea w = adx + bdy una 1-forma holomorfa y
a = ode N dT + axdy A dy + asdz A dy + cyudz A dy + asdz A dy 4+ agdr A dy

una 2-forma diferenciable tal que w A o = 0 entonces existe 1—forma diferenciable fuera
del origen f3, tal que
a=wAp

Prueba: Sea
B = Bidx + BodT + [sdy + Bady,

entonces

wA B = afedx N\dT 4 bfsdy N dy + afydx A dy — bGadT A dy + (afs — bF1)dx A dy (4.6)
Ahora como w A a =0
wAa = (aay —bay)drz ANdy ANdy+ (acs +bay )dx AdT Ady + aasdx ANdT Adg+basdz Ady Ady
tenemos que

acn = bay , acs = —bay Yy acz = bas =0 (4.7)
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Si

. @6[)
T TR
. aga
TR
ﬁ _ 0411_7 — ozgﬁ
’ |al? + [b[?
ﬁ _ 0621_7‘1— a4a
) |al? + |bf”
entonces utilizando (4.6) en (4.7) tenemos a3 =0y que a = w A [3. O

Lema 4.2 (Segundo lema de la division). Sea w = adx + bdy una 1-forma holomorfa y
o = Oéldl’ + Oégdf + Oé3dy + a4dy

una 1-forma diferenciable tal que w A a = 0 entonces existe 1—funcién diferenciable fuera
del origen 3, tal que
a = gw

Prueba: Como w Aa =0
w A o = acgdxr A dT + acsdx A df + (acy — bay)dx A dy + bdy A adZ A dy + basdy A dy
tenemos que
acg = aag = bag = baz =0 (4.8)
acy = bay (4.9)

Como existe una vecindad U de p, tal que a # 0y b # 0 en U — {p} de (4.8) tenemos que
az = az = 0en U —{p}, pero como ay y as son funciones continuas entonces ay = a3z = 0
en Uy

a = apdr + agdy

Ahora si definimos _
. a1a + Oégb
I a1 P

por (4.9)

aa + OZQB
qw = (W) (CLdLE + bdy) = ald:v + agdy

O

Lema 4.3. Con las notaciones de arriba tenemos que existen funciones (1,0)— formas ~;
de clase C*° tal que en U; N Uj :

dgi;
1) =2 =6 —-8+%—
Gij
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2) 7]/\%:0

En particular :

c1(Ng)

0= s +75). (4.10)

v

Prueba:

1)

Diferenciando (4.3) y teniendo en cuenta (4.4) conseguimos

dg;; dg;;
dw; = dgij Aw; + gigdw; = 2 N wi+ B Awi = (L 4 ;) Awi = i A w;
ij ij
asi tenemos : p
( % +0; = B) Awi =0, U;NU;. (4.11)

v

Sea h;; = dg?? + B; — i, entonces h;; se anula en F y como w; es regular en U; NUj,
ij

tenemos que (h;;) € CH(U, NF*) (esto es consecuencia de (4.9)). Como el haz de

secciones C*™ de NF* es fino, tenemos que H* (X, NF*) = 0y hi; = 6(7)ij = vi—;,

donde (v); € C°(U, NF*).

De 1) tenemos (v); € CO(U, NF*), es decir, los 7; son tangentes a la foliacién F
entonces v; Aw; = 0 De 1) tenemos que ' — 7 = d(log g;;), donde 0* = 5; +v; y
por (1.8) y (1.9) (6 el Teorema 1.4) tenemos el resultado.

O

Definicién 4.1. Sea F una foliacién sobre una superficie M, y p € Sing(F), entonces
definimos el indice de Baum-Bott en p como :

(az(z,y) + by(x,9))*
a(z,y)b(z,y)

BB(F,p) = Res(,) ( dx A dy) (4.12)

Observacion: Vemos que el indice de Baum-Bott es el residuo de la forma:

_ gdx A dy _ (az(z,y) + by(x,y))?
flf2 a(:z:,y)b(x,y)

dx N dy

Lema 4.4. Sea F una foliacién sobre una superficie M, p € Sing(F) y

ag(w,y) +by(z,y) T N
- o () — (e )y

Entonces :

1
BB(F,p) = mip Ssﬁ/\dﬁ

donde S} es la 3-esfera alrededor de p.
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Prueba: Recordemos del Teorema 2.5., que

BB(F,p)=/SBm (4.13)
y por el Ejemplo 2.1 B
Nw = 0p1 A w
Ja?
dond =
ST o+ TeP?
Ip1 1 2 27
= b|"az — bla| bz
o~ (a4 ey e el
Ip1 1 2— 27
o (alb?a, — bla|?by
ay (|a2|—|—|62|)2(a‘ ’@y ‘Cl’ y)
Luego
0,01 3p1
w = (5= T =) A
' (330 * 8y) “
1 - _ = [am(xay)+by(x7y)]2 —
= ————(abaz — ba bz dx N dx A dy
(] + ] "  pWe.y)
= ez y) + by ()
————(ab az — ba by dy Ndx Nd 4.14
(@ ) G ey PN ()
. a; +b, _ a, +0b, -
Sia; = ma y b = mb, entonces en (7.9)
=0l M yimade ndy + 0 — a2 yig A dand
= Yoz T Yoz YT Yoy’ Y
a a b b
= (aydz + bydy) A (a—;df A dz + 8_%@/\ dx + a—;de dy + 8_%@/\ dy)
= BAdB
Luego el resultado se sigue inmediatamente. 0

Teorema 4.1. Sea F una foliacién sobre una superficie compacta M. Entonces:

Ny-Nr= Y BB(F,p) (4.15)
pESing(F)

Prueba: Observe que la suma esta bien dada puesto que la superficie es compacta. Sea
Sing(F) = {p1,...,pn}, ahora por definicién :

N]:.N]: = /]\401[]\[]:] /\Cl[N]:]
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Por el Lema 4.3 tenemos que:

1
c1l(Ng)ly, = %d(ﬁj +75)

N]:'N]::Z/ CI[N]:]/\CI[NZF}‘FZ/ Cl[N]:]/\Cl[N]:], (416)
jeAYUj j=17Vi
donde A = {j : dw; = B; Aw;, donde 3; es holomorfa}. La primera suma de (4.16) es cero.

En efecto; para ello por el Lema 4.1 es suficiente probar que : ¢;[Nz] Aw; = 0 (pues en
este caso existe 1—forma diferenciable « fuera del origen, tal que ¢;[Nz] = o Aw;), ahora:

1
Cl[Nj-‘] A wj = %d(ﬁ] + ’Y]) A Wi,

Como j € A se tiene que F no tiene singularidades en U; luego w; = dz. Del Lema 4.3
v; Aw; = 0, entonces d(7;) Aw; = d(v;) Aw; + v;dde = 0y el otro término es cero,
puesto que 3; es holomorfa, digamos 3; = Bi1dx + (2dy, donde 3, y (3> son holomorfas y

dp; Nw; = (dfy Ndx + dfs AN dy) A dz = <%dw A dy) Adx = 0. Luego en (4.16):

n 1 n
Ner—jZl/Vjcl[Nf]/\CﬂNf]—szl/‘/jd(ﬁj+7j)/\d(ﬁj+7j)-
Luego
NeNr = eSS [ @) nde )
(2mi)2 o S,

1 n
= WZ/BV(@/\UZ@+5j/\d’7j+%'Adﬁj+%‘/\d’Yj)
=170V

1

= G | BN (B Adv) £ N
=17 9V;

1 n
= sy,
(4.17)

Puesto que por Stokes la integral de d(3; A dv;) sobre 9V; = S? es cero y v; Ady; =0 ya
que de w; Avy; = 0 tenemos que existe una funcién diferenciable g fuera del origen tal que
;= gwj y de ahi y; Ady; =75 A (dg Aw; + gdw;) = 7 A gdw; = v; A B Aw;j = 0.

Asi, por el Lema 4.4, tenemos que:

i=1
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O
En el teorema anterior tenemos que la suma indices de Baum-Bott en los puntos
singulares es ¢?(Ng) sobre una variedad compacta. Ahora existe una generalizacién de
este indice en el caso que X, no es necesariamente compacta. Para ello consideremos un
dominio relativamente compacto Y tal que 9Y es regular, Y NSing(F) = (). Supongamos
que Nz es holomoérficamente trivial en una vecindad de Y. Esto implica que existe una
1-forma holomorfa  en una vecindad de 9Y, tal que dw = § A w.
Asi definimos :

BB(F,0Y) — (2%)2 /8 ands (4.18)

Y con las notaciones dadas anteriormente tenemos un resultado andlogo al Teorema 4.1.

Teorema 4.2.
BB(F,0Y)= Y BB(Fp)—d&(Ngp)

peSing(F)NY

Prueba: Por definicion de nimero de interseccion
Np.Ny = /X e1(N5) A er(Ng)
por 4.3
a(Ng)|, = %d(ﬁj + )
Procediendo como en la demostracion del Teorema 4.1 tenemos que:

M= [ a@Wana®a s [ aws

oY

— > BB(F.p)+ BB(F,0Y).

peSing(F)NY
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Capitulo 5
Indice de Camacho - Sad

Sea F una foliacion singular de dimensién 1 en una superficie holomorfa M y sea p
una singularidad de F. Sabemos que F puede ser ser representado en una vecindad U de
p, por una ecuacién w = 0, donde w es 1-forma holomorfa en U. Tomando ¢ : U — C2,
un sistema de coordenadas en U tal que p(p) = 0, induce en C? la 1-forma holomorfa
(¢™1)*w puede ser expresado como:

(o™ 1w = adz + bdy

donde a y b son funciones holomorfas en ¢(U) y a(p) = b(p) = 0. El campo holomorfo X
dual a w, esto es, w(X) = 0, estd dado en las coordenadas de (z,y) por:

Definicién 5.1. Una curva analitica S pasando por p es llamado separatriz de F en p si
S — {p} es F-invariante, es decir, si S{p} es una unién finita de hojas de F.

El Teorema de Camacho Sad garantiza que toda foliacion holomorfa en una superficie
admite separatriz.

Lema 5.1. Un conjunto analitico S = {f = 0} es una separatriz de F si, y sélo si existe
una 2-forma holomorfa 0 tal que df Nw = f0.

Prueba: Primero trataremos el caso que f es irreducible y luego el caso general:

Caso 1: f es irreducible. En efecto, supongamos que S = {f = 0} es una separatriz.
Para todo p € S con p # ¢ tenemos
0 0
7,5 = {(1n,02) € €+ Zhq)or + 5 (q)ea =0} (5.1)
Por la F-invariancia de S — {p} se tiene que para todo ¢ € S — {p} se tiene que
(—b(q),a(q)) € T,S, entonces por (5.1)
of af

— %b%— G_ya =0 en S —{p}. (5.2)
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Por otro lado tenemos el producto exterior

df Nw = (bg—i — ag—g)dx A dy = hdx A dy, (5.3)
donde h = b%—ag—; es evidentemente una funciéon holomorfa. Asi, de (5.2) y (5.3) tenemos
df Nw=hdx Ndy =0en S — {p} (que por analiticidad esta identidad se extiende a S).
Como f es irreducible existe una funcién holomorfa k en una vecindad de p (Ver [18],
pag. (58)) tal que h = f.k. De (5.3) para concluir la demostracién de la necesidad basta
tomar 0 = kdx N dy.

Reciprocamente si df A w = f.grdx N dy, entonces df A w = 0 sobre S, entonces por
(5.3) v (5.2) se tiene (—b,a) € T,S para todo ¢ € S — {p}, asi f = 0 es invariante por
la foliacion fuera de p. Debemos observar que para la demostracion de la suficiencia no
hemos utilizado la irreducibilidad de f asi esta parte es valido para f arbitrario.

Caso 2: f es arbitrario. En efecto, por lo dicho anteriormente sélo resta mostrar la
necesidad. Para ello descomponemos f en sus factores irreducibles, digamos, f = fi ..., f,
(pueden repetirse algunos f;). Ahora, obsérvese por definicién de separatriz que f es
separatriz si cada f; lo es. Entonces por el Caso I para cada f; existe una 2-forma 6, tal
que df; A w = f;0;. Entonces

df Nw = (Zfl...ﬁ...fndfi> Aw=f(0,+--+6).

O

Definicién 5.2. Sea f € O, no nulo, ni una unidad. Diremos que f es reducida, si en la
descomposicién de componentes irreducibles f = f™ --- f» tenemos que m; = 1 para
todo 1.

Lema 5.2. (Teorema de Preparacién de Weierstrass) Sea f una funcién holomorfa defini-
da en un abierto U de C?, tal que y = 0, es de orden m de f(0,y), entonces existe un
V' C U abierto y funciones holomorfas v y h tales que:

1. f(z,y) = u(z,y)h(x,y), para todo (z,y) € V y u no tiene ceros en U.
2. bz, y) =y™ +bi(z)y™ ' + -+ bn(z,y) y b:(0) =0 para todoi =1,...,n.
Para la prueba vea ver [9], pag. (16).

Observacién 5.1. En el caso que S = {f = 0} # {z = 0}, donde f es una funcién
holomorfa irreducible de multiplicidad m, tenemos que ( 1, g—ﬁ) = 1, En efecto, como
y = 0 es de orden m de f(0,y), por el Teorema de Weierstrass tenemos que f = uh y

(h, f) = 1. Ahora como f es irreducible, h es irreducible puesto que u(0) # 0, asi
h(a,y) = y™ +bi(2)y™ ™ + -+ b, y)

es irreducible de grado m, asi, <h, g—Z) = 1, ya que g—Z tiene grado menor que m y es
of ouf oh P
irreducible. Luego como —- = — L + u— se tiene que (f, 2L) = 1.
&) ay ay U ay q (f 8m)
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La siguiente proposiciéon nos da una manera de saber cuando S es una separatriz de
F, que sera de gran importancia para poder definir el indice de Camacho-Sad y poste-
riormente el indice de Seade-Gomez-Verjovski.

Proposicién 5.1. Una curva analitica S = {f = 0} con f reducida es una separatriz de
F si y solo si existen gérmenes de funciones holomorfas ¢, h, una 1-forma holomorfa «
que satisfacen la descomposicion

gw = hdf + fa (5.4)

tal que (h, f) = 1, (g, f) = 1.

Prueba: La suficiencia es inmediata, sélo resta probar la necesidad. Supongamos que
f = fifa:-- fu(donde cada f; es irreducible) sin pérdida de generalidad podemos suponer
que f1 =z, fo =y. Veamos que existe un cambio de coordenadas tal que la componentes
irreducibles de f no sean los ejes coordenados. En efecto como f = xyfs--- f,, donde los
fr son irreducibles, tenemos que el primer polinomio homogéneo de no nulo de f; es de
la forma P, = Hf;l(ai:r + biy)™. Sea

T:C%*— C?
T(x,y) = (ax + by, cx + dy)
una transformacién lineal, entonces

P, oT(x,y) = H(a,-(ax + by) + bi(cx + dy))™ = H(m(aai + cb;) + y(ba; + db;))™

=1 =1

Luego podemos encontrar constantes a, b, ¢, d, tales que ad —bc # 0y P, oT(z,y) no
tenga como componentes ninguno de los ejes coordenados para todoi=1---n, asi foT
es el cambio de cooordenadas, luego podemos suponer que f =0N (# ({xr =0} U {y =

0})) = 0.

Afirmamos que (8f f) =1y (af f) = 1, de lo contrario existe f;, i € {1---n}

oz’ a_y’
componente de f, tal que % = fig1, luego
of _ 0fi
A A 5.5
or  Ox + (5:5)

donde (A, f;) = 1. Sea a(t) = (ay(t), a2(t)) una parametrizacion de f;, entonces de (5.5)
tenemos que f; divide a 88’;1', el cual contradice la Observacién 5.1. Analogamentes tenemos
que (%, f) =1.
Como w = adx + bdy, entonces por Lema 5.1 se tiene df Aw = fgidx A\ dy. Asi
of _of af af

of
—w = —ad —bdy = —bd d —bdy = bd d .
3" ayaa%%ay =73, T+ fg1 w+éw y = bdf + fordx (5.6)
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En este caso si g = 8y, h =by a = gidz, obtenemos (5.4). Ahora (h, f) = 1, pues
caso contrario existe f;, i@ € {1---n} componente de f, tal que f; divide h, as{ en 5.6

tendriamos que

0
a—;ja =0, en S; — {p}.
pero esto contradice el hecho que (a,b) =1y <f, g—£> =1. O

A continuacion consideremos una separatriz S de la foliacion F y la descomposicion
dada en (5.3).

Definicién 5.3. Sea F una foliacion y S una separatriz F, el indice de Camacho-Sad de
F con respecto a S en p esta dado por:

—1 o
CS(F,S, —.
(F p) 27T/l /BS h
Debemos enfatizar que 9S = S N S2. Luego, si S = {f]"* ... f* =0} donde los f; son

irreducibles y S = {fi...fr =0} se tiene 0S5 = 0S. Asi, C’S(}" S,p) = CS(F, S .p) L.

Observacién 5.2. El indice de Camacho-Sad, esta bien definido. Para ello veremos que
este indice es independiente de todos los elementos involucrados en su definicion

1. La integral estd bien definida puesto que (h, f) = 1.

2. No depende de la 1-forma holomorfa w = adx + bdy que define la foliacion F. En
efecto, supongamos que existe otra 1-forma holomorfa wy; = a;dx + bidy tal que
w; = 0 define la foliacién F, entonces w A w; = 0y ab; = ba;. Como (a,b) = 1y
(a1,b1) = 1, entonces a; = pa y by = ¢b, de ahi que pab = a;b = bja = bga luego
ab(p — q) = 0 entonces como Oy es un dominio de integridad tenemos que p = g,
y como a y b son coprimos se tiene p(0) # 0. Luego, existe una funcién holomorfa
ki1 = p = ¢ que no se anula en ningin punto de U tal que w; = kjw, de (5.4),
tenemos que:

gwr = ki (hdf + fa) = kihdf + ki fo

es una descomposicién de wy y claramente C'S(F, S, p) es el mismo.

3. No depende de la expresion de la funcion irreducible f que define S = {f = 0}. En
efecto, si consideramos que S = {f; = 0} entonces

f = kfl?
donde k(0) # 0, luego en (5.4) gw = h(kdfi + fidk) + k fia = hkdfy + f1(hdk + ko).
Asi,
—1 hdk“m b L fa_ 1 [a
271 as 27TZ as 21 as h N 2m as h

!Esta definicién no coincide con la definicién dado por Lins-Neto en [13], él define el indice de CS
primero para separatrices irreducible (que coincide con nuestra definicién) y luego define el indice de CS
para separatrices arbitraria como la suma los indices de las componentes irreducible, con esta definicién
la Proposicién 5.2 no seria verdad.

o4



puesto que k es una funcién holomorfa que no posee ceros en U.

4. No depende de la descomposicién dada en (5.4). En efecto, dadas dos descomposi-
ciones asociadas a w y a f:

gw = hdf + fa,
giw = hydf + fay.

Entonces tenemos que:
if _gw a_gw a

ffh h fh Iy
a o (hlg hg1)
e o 5.7
h b fhly (5:7)

Luego

flahy — arh) = (hig — hgr)w
de (a,b) =1y (b,f) =1, hyg — hg; = fk, con k holomorfa, reemplazando esto en
(5.7) obtenemos

a o k
Bh b
De la F-invariancia de S se tiene 37 — 7 =0en S, por lo que
1 a 1 a1
2mi Josh 2w Jos

5. No depende de 0S. En efecto, sean 057 = SN Sf’l la curva analitica real y consider-
emos la variedad con borde R contenido en S cuyo borde es precisamente 95 — 95].

Como 7' es holomorfa en R, luego Q es cerrada en R y por Teorema de Stokes

L L[

Observacién 5.3. El indice de Camacho-Sad puede ser calculado facilmente si S es una
curva regular de una superficie M, invariante por F. En efecto, como S es una subvariedad
existen coordenadas (x,y) tal que S = {(x,y) : y = 0} y w = adx + bdy = yqdx + bdy,
donde ¢ holomorfa en una vecindad de 0. Luego en la descomposicién (5.4) f =y, k =1,
a = qdr y h = bdz, esto es, w = hdy + ya. Por lo tanto

1 q(z,0)dx

Ja -
OS(ES.p) 2mi )5y b, 0)
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Proposiciéon 5.2. Sean S, S, separatrices de F en p, sin componentes en comun y
S =57 US,y. Entonces :

CS(F,5,p) = CS(F, 5,p) + CS(F, Sy, p) + 2u(v, p)
donde v = (f,g) con {f =0} y {g = 0} ecuaciones reducidas de S; y Ss.

Prueba: Por hipdtesis tenemos que f = fify con (fi, fo) = 1, donde S = {f = 0},
S1={f1 =0}y Sy ={fs =0}. Consideremos las descomposiciones:

kiw = hdfi + fiaq
kow = haodfs + focs

Observemos que podemos escoger hy = h; = hy independiente de i = 1,2 (vea la prueba
de la Proposicién 5.1 ). Multiplicando (5.8) por (fahs) y (5.9) por (fihi) y sumando
tenemos:

(fohoky + fihiko)w = hiho(fodfi + fidfs) + fifa(hoan + hiog)
(fohoky + fihaks)w = hiho(df) + f(hoon + hias)
gf = hdf + fa

donde g = fohoky + fihiks, h = hihy = h2 y a = hyay + hyay y (h, f) = 1, entonces
tenemos una descomposicién para f, luego por definicion:

—1 haoay + hia
F = - Ty
CS(F, S, p) 27 /35 hiho
_ -1 el %)
o 2mi as b1 ho
- F F s h 2w n O
CS(F,S1,p) + CS(F, S2,p) 27ri/a$2 hi 270 Jas, ho 10

Pero :
a ky %

— = w — .
hi  hifi fi

Integrando sobre 0.5, tenemos :
1 a1 (df1 ky ) 1 dfy
— —_— w - P
fi hfi 21 Jos, f1

la segunda igualdad es consecuencia de F-invariancia de S ya que w|g, = 0. Asi, en (5.10)

1 dfr 1 dfs
CS(F,S,p)=CS(F,S1,p)+ CS(F,Sy,p) + — — + - —
(F,S,p) (F,S1,p) (F, Sa,p) 271 s, 1 2 Jos, fo

2mi Jog, b1 27 Jas,

El resultado se sigue del Lema 3.2. U
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Definicién 5.4. Sea S una curva compacta de una superficie M, tal que S — Sing(F) es
unién hojas de F. Asi definimos:

CS(F,8)= >  CS(F,S,p)

peSing(F)

Observacién 5.4. Dado un cubrimiento localmente finito 4 = {U;} de una variedad.
Fijado uno de los abiertos U, tenemos que existen sélo finitos {U;} € U tal que U;NU;, #
0. Sea V;, un abierto relativamente compacto en Uio, esto es, V;, es compacto y Vi, C U,.
Al cambiar U, por U = U =V,

i, J = 1,...,7 en U aun obtenemos un cubrimiento

localmente ﬁmto U. Dado una particién de la unidad {p;}ic; subordinada a U tenemos
que

piO ViO = 1
puesto que V;, NU; = () para todo i # io.
Teorema 5.1. Sea S C M una curva compacta invariante por J, entonces:

CS(S,F)=S-S

Prueba: Sea Sing(F) = {p1,p2,...,pn} y tomemos una cobertura {U;},c; de M local-
mente finita, tal que sii € I —{1,...,n}, podemos considerar df; = w = 0, donde f; es una
funcién holomorfa en U; y en el caso k € {1,2,...,n} existe un tnico abierto U;, > py,
tal que U;, NU;;, = 0, si j # k, donde se tenga la descomposicion: w;, = dfi, + fi 7. Asi,
para todo ¢ € I encontramos una descomposicion:

kiw; = df; + fin; donde n; =0, sii eI —{1,...,n}. (5.11)

Ahora si Uy; # 0, existe ¢;; y fi; tal que:

fi = fiifi (5.13)

donde y;; definen el fibrado Nz y f;; el fibrado [S]. Tomemos una cobertura {p;};cs, una
particién de la unidad subordinada a {U;};c;. Ahora, por (1.18) tenemos:

a([SDlv, o Zd p;d(log fji)) = Z dp; A d(log f;:) (5.14)

Luego, para calcular la primera clase de Chern del fibrado [S], procedamos a calcular
d(log(f;i)), para ello sabemos que en U;, kw; = h;df; + fin;, restringiendo esta identidad
a S|y, : fi =0 tenemos
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Diferenciando (5.11) y utilizando (5.15) logramos

k;
d/{?z A w; + kzdwz = dhz A dfl + dfz N N = (dhz — T]z) A\ dfz = (dhl — 7]@) N h—w,
Entonces i " ,
_ AN _ My T .
dw; = ( I, ke hi) A w; (d (log kz) hi) A w;.
Analogamente
h: 4
dw; = (d | log -~ s Aw; enU;NS. (5.16)
k; h;

Por la condicién de cociclo de los fij, tenemos: df; = dfi; f; + fi;df;, luego en U;; NS,
tenemos

df; = fi;df;
de esta identidad y (5.15) tenemos
df
Jii
Si reemplazamos (5.15) para el indice j en (5.17) conseguimos:
o Tk hiky(eiws)
fii by fiil
o hik;pji
' Jiil
h; h;
2 = Lfoo. 5.18
kj k’ifj(pj ( )
Asi diferenciando (5.12) y reemplazando (5.16):
h; i
dwj = (d@ﬂ N w; + Piji (d (log k_) — Z-)) N\ w;
hi i
= d(pji A\ PijW; + Pji d log ]{3_ — h_ A Wi
hi i h; 1j
= (d(log vii)+d <log E) - h_z) ANwj = (d (1og k:_j) — h_Z) A wj
Luego en U; NU; -
N h; hi
logp;;) = & 1 log ) —d(log X 1
d(logs) = 3- hj+d<ogkj> d(ogki) (5.19)

Si en (5.18) tomamos logaritmo, diferenciamos y reemplazamos en (5.19), obtenemos

h; b\ m
d(log f,;) = —d(log ;) + d (log k—ﬂ) —d (log E) - Z—f _ (5.20)
J 7
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Asi, en (5.14) para cada k = 1,...,n, tenemos :
—1 —1 i M
SD\u, ns = =— dp; N d(1 i) = =— dp; N | L — %) .
(Do = 5 S oy Ao ) = Sy (35
pues n; = 0, si U;,; # 0 con i, # j. Por esta misma razén tenemos que para todo
i#1—{1,...,k} tenemos
Cl([S]>|S—(U¢1U‘..UUik) = 0

Asi, tenemos localizado el problema

k

[atsh=%

j=1

/ s

Por la Observacién 5.4 podemos tomar abiertos Vi, C Uy, j € {1---k}, tal que p;, |7, = 1.
Asi,

U;.NS-
J

1 i
a(lS) = = dpi,, N 7
/UikﬂS 27(7’ UikﬁS g hlk
1 i
e J (Ui, ~vi)ns i
1 Up
= 2— d(ﬂikh_k>
Ly (Uik—Vk)ﬁS i
1 b
2mi VNS hi,
Sl m
211 Jov,ns iy
= CS(F,S, pr).

Ejemplos

1. La foliacién F inducida en una vecindad de (0,0) por la 1-forma

w(z,y) = z(M +yf(2,y))dy —y(A + xg(x, y))dz.

admite como separatrices a S; = {z = 0} y So = {y = 0}, sin componentes en
comun, entonces de la Proposicién 5.2 tenemos

CS(F,S51US55,0)=CS(F,S51,0)+ CS(F,S2,0) + 2u(v,0),

donde v(z,y) = (z,y) (se sigue inmediatamente que p(v,0) = 1). Para la forma

w tenemos la siguiente descomposiciéon w = hdzx + zn, donde h = —y(Ay + zg),
n = (A + yf)dy asociada a S;. Entonces por definicién
-1 A d 1 A1 d 1
C’S(}",Sl,O):—,/ M:_/ AL A idy.
210 Jos, —y(Aa +29) 2 Jas, Aoy 270 Jog, Ao
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como 051 = {(0,y) : ly| = 1}

CS(Fa Slao)

B 1/%Mw%a_h
N 211 0 )\2 610 N )\2'

Analogamente se prueba que :

A2

COS(F,$1,0) = 3.
1

Por lo tanto \ \
CS(F, S U8, 0) ==L 4+2 42
Ao N

. Supongamos ahora que la foliacién es determinado por la 1-forma w = aPidy +
(y(1 + AzP) + f)dz, donde p > 1y f es holomorfa con multiplicidad por lo menos
p+2. Claramente S = {x = 0} es una separatriz y la descomposicién de w asociada

as:
w = hdx + zn),

donde h = y(1 + Az?) + f y n = 2Pdy, entonces

—1 xPdy
CS(F,S,0) = 2_7”/85 J T ) T 7 = 0.
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Capitulo 6

Indice de Gomez-Seade-Verjovski

6.1. Explosion en un punto

Sean X e Y dos espacios topolégicos. A fin de considerar dos copias disjuntas de X e
Y consideramos la union disjunta,

XWY ={(z,0),(L,y):x € X,y € Y}.

Definiremos en X WY la siguiente topologia, U es abierto en X WY si, y sélo si, igl(U)
es abierto en X y es i, '(U) abierto en Y, donde
ip: X — X x{0} ih:Y — {1} xY
z — (z,0) y — (Ly)

Dados A C X y una funcién f : A — Y, definamos la relacion de equivalencia ~ en X WY
como sigue:

L (2,0) ~ (y,0) si f(z)=f(y) 62 =y.
2. (2,0) ~(y, 1) si y=f(z)

3. (Lx) ~(y,0)si == f(y)

4. (l,z) ~ (1,y)si z=uy.

El espacio topoldgico cociente de X WY por la relaciéon de equivalencia ~ se denota por
XUpY.

Recordemos que en la Seccién 3.2, definimos la explosién en p € C2, ahora daremos
una definicién mas general.

Sea M una variedad compleja de dimensién 2 y p € M. Sea ¢ : U — C? una carta
holomorfa en p, tal que ¥(p) = (0,0) = 0. Sea ademas

T : Co — C?

una explosién en (0,0) € C*y U = 7' (¥(U)) C C2. Evidentemente la aplicacién f =
Tyt oY M —{p} — U — {m;'(0)} es un biholomorfismo.
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Definicién 6.1. Sea M = (M —{p}) Uy U y la proyeccién canénica p : (M — {p}) & U —
(M —A{p})usU N
T=m,:M—M

e st [(20)] € p(M — {p})
m(lz]) = { Gom(z) | si[(12)] € p(D).

Diremos que (M, M, m,) es una ezplosion en el punto p € M.

Observacién 6.1. M es una variedad compleja de dimensién 2. Para ello consideraremos
A =U — {p} e identificaremos (z,0) =z, (1,y) = y.

1. M es un espacio topoldgico de Hausdorff, en efecto sea [z] # [y] donde z,y €
(M —{p})wU

i) Siz e (M — {p}), entonces como f es inyectivo tenemos que

Az} ,six g A
[z _{ {f(z),z} ,sizeA (6.1)

i.1) Siy € (M —{p}), como M es un espacio topolégico de Hausdorft existen
vecindades disjuntas V,, y V,, de x e y respectivamente. Entonces por (6.1)
tenemos que p~'p(V.) = V, U f(V, N A), donde z = x,y la cual implica
que p(Vy) y p(V,) son abiertos en M — {p} & U y, como f es inyectivo
p(Va) N p(Vy) = 0.

i.2) Siy € U, como [z] # [y] entonces y # f(z) luego podemos tomar vecin-
dades V. y V,, de = e y respectivamente tal que f(V,NA)NV, =0 de (6.1)
tenemos p~'p(V,) =V, U f(Va N A) y p~'p(V,) = [7H(V,) UV,. Asi, p(V)
y p(V,) son abiertos y disjuntos.

i) SizeU
[lL‘] — {f_l(l'),x} ’ Sl$¢ U_W(;l(p> (62)
{z} , sizemyt(p)

donde f~!(z) consta de un sélo elemento puesto que f es inyectiva.

i.1) Siy € (M — {p}), como [x] # [y] se tiene = # f(y) luego podemos tomar
vecindades V,, y V, de x e y respectivamente tal que f(V, NA)NV, =0
entonces de (6.2) se tiene p~'p(V,) = V,Uf(V,NA) y p~'p(V,) = [~ (V)U
Ve Asi, p(Vz) v p(V,) son abiertos y disjuntos.

i.2) Siy € U , entonces como U es un espacio topologico de Haudorff nue-
vamente por (6.2), existen vecindades V, y V, de = e y respectivamente
disjuntas, tales que p~'(p(V.)) = f~1(V,) UV,, donde 2 = x,y entonces
p(Vy) v p(V,) son abierto y disjuntos.

2. La proyeccién canénica p : M — {p} @ U — M — {p} U, U es un homeomorfismo
local, esto se sigue inmediatamente por (6.1) y (6.2).
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3. Sea z € (M — {p}) WU, entonces por 2) existe una vecindad V, de z tal que p|y,
Ve = M —{p}U; U es un homeomorfismo sobre su imagen entonces, disminuyendo

V, si es necesario tomemos la carta (V,,¢,) (puesto que (M — {p}) w U, es una
variedad). Luego,

A= {(p(vx)a /0_1 o ¢x)}x€M—{p}&J(7

es un atlas. En efecto, sean (p(V,), p~' 0 61) v (p(V2),p~' 0 62) € A, donde V! y
V2 son vecindades de z y V! N V2 # (), como

(Pt ogy) o (ptogd) = (¢3) " 00l
es holomorfo, por lo tanto (M ,A) es una variedad compleja.

Observaciéon 6.2.
i) m: M — 71 (p) = M — {p} es un biholomorfismo.
ii) 77 (p) =~ CP(1), el cual es llamado divisor exepcional.

De estos dos item se tiene que el efecto de hacer una explosién consiste en substituir el
punto p por una linea proyectiva.

Sea F una foliacién de dimensién 1 en una superficie compleja M de dimensién 2 y
p € M. Consideremos la explosién en p, 7 : M — My P =n"1(p). Como 7 : M — P —
M —{p} es un biholomorfismo, entonces la foliacion F|y;_gp) en M —{p}, puede ser llevada

a una foliacién en M — P, por medio del pullback de 7, que sera denotado por F.

A continuacion veremos como la foliacion F puede ser extendida a todo M, esta ex-
tension es denotada por m*F y llamada la transformada estricta de F. Para determinar
esta foliacion es suficiente trabajar en U = my Y(U), ya que en el complemento tenemos
la misma foliacién. Ahora como U puede ser recubierto por dos sistemas de coordenadas
(¢1,U1), (o, Us), veamos como es el pullback de w = a(z, y)dz + b(x,y)dy en estas coor-
denadas (z,y) con p = (0,0).

Primero en las coordenadas (z,t) de U, tenemos que:
Tw(z,t) = a(z,tx)de + b(zx, tx)(tdr + xdt)
= (a(z,tx) + tb(z, tx))dx + xb(x, tx)dt. (6.3)
En las coordenadas (u,y) de U, tenemos que:

Tw(u,y) = a(uy,u)(ydu + udy) + b(uy, y)dy
= ya(uy,y)du + (va(uy,y) + b(uy, y))dy. (6.4)

Supongamos que el desarrollo de Taylor de a y b son:

a=0pm+-+a+---, b:bm+...+bj...
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donde a,, # 06 b, # 0y tanto los a; como los b; son polinomios homogéneos de grado j, el
nimero m = m,(F) es llamado multiplicidad algebraica de F. Consideremos el polinomio

Py (2,y) = 20, (2,y) + ybm (2, y) (6.5)
llamado cono tangente de la foliacion F.

Definicién 6.2. Diremos que p es una explosidn dicritica (de F en el punto p) si
Poyi(z,y) = 0y una explosion no-dicritica si Pp,41(x,y) # 0.

Supongamos que p es una explosion dicritica entonces de (6.3) tenemos que:

mw(z,t)

(am(z,tx) + thy(x,tz)) + (ami1 (2, tx) + thypia (2, tx) + - - - )da + xb(x, tr)dt
= (amy1(z, tx) + thy 1 (z,tx) + -+ - )dx + xb(x, tx)dt
= 2" (apy1(1,1) + thy1(1,1) + 2A(2,1))dx + (by(1,t) + 2 B(x,t))dt]

define la foliacién F en U; = {(x,t),z # 0}, multiplicamos por 1/z™!

forma holomorfa:

y obtenemos una

Gz, t) = (@i (L) + thya (1,8) + tA (w,8))dz + (by(1,8) + zB1(z,8))dt  (6.6)

donde A; y B, son funciones holomorfas en p. Esta forma define 7*F en las coordenadas
(x,t). Del mismo mado en las coordenadas (u,y) de Us tenemos una férmula dada por:

Wa(u,y) = (U1 (u, 1) + b1 (u, 1) + yAz(u, y))dy + (bm(u, 1) + yBa(u, y))du  (6.7)
que define la foliacién 7*F en las coordenadas (u,y). Y como en ﬁl N (72
Wy = "0,
tenemos que las dos formas definen la foliacién 7*F en el caso dicritico definida en M.

Observaciones 6.1.

1) Como b,,(1,t) no es nulo, puesto que P, # 0, tenemos que 7~ !(p) no es invariante
por T F.

2) La singularidades de la foliacién 7*F, en las coordenadas (z,t) estdn determinadas
por los puntos en P que satisfacen:

{ b(1,8) =0

am+1(1,t) + tbm+1(1,t) =0

y en las coordenadas (u,y)

{ bn(u,1) =0

U1 (U, 1) + bpa (u, 1) = 0.

Por lo tanto el conjunto de singularidades de 7*F es finito.
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Punto regular donde 7*F es transversal a P

t
Punto de tangencia . Punto de tangencia
D2| ;
................... T
p=(0,0)

explosion dicritica

Figura 6.1: Explosion dicritica

3) Si tomamos un punto regular p € P de 7*F, ella es transversal a P, excepto cuando
b (1,t) =0 0 by(u, 1) = 0. En este caso P es tangente a 7*F en p.

En el caso que p es una explosion no-dicritica
wi(z,t) = (am(1,t) + thy(1,t) + xA(z, t))dx + (b (1,t) + xB(x,t))dt (6.8)
Wa(u, y) = (uam(u, 1) + bm(u, 1) + yAs(u, y))dy + y(bm(u, 1) + yBa(u, y))du  (6.9)
y en la intercepcién U, N U, esas formas estan relacionados por
wy = t"w,y
Asi, tenemos estas formas definen la foliacion 7*F en el caso no-dicritico.
Observaciones 6.2.

1) Las singularidades de la foliacién 7*F en este caso estan determinadas por los puntos
en 7 1(p) que satisfacen:

am(1,t) +tby(1,t) = 0 (6.10)
Uy, (u, 1) + by (u, 1) = 0 (6.11)

en las coordenadas (z,t) v (u,y) respectivamente, luego las singularidades de 7*F
son finitas.

2) De (6.8) y (6.9), vemos que x = 0 y y = 0 son invariantes por 7*F, es decir, que
7~ !(p) es invariante por la foliacién 7*F.

Definicién 6.3. Sea F una foliaciéon en una superficie M definida en una vecindad de
p € Sing(F) por una un forma w y sea m : M — M una explosién en p. Entonces
definimos | = [,(F) como el orden de anulamientode la forma m*w a lo largo del divisor
excepcional 771(p), esto es

| = 1,(F) = m,(F), si p es no-dicritica
o7 | mp(F) +1, sip es dicritica
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Evidentemente, este niimero depende solo de la foliacion y no de la forma que la define.

Proposiciéon 6.1. Sean F una foliacién en una superficie M, 7 : M — M una explosién
en py P =m"1(0). Entonces

N:. = 7"(Ng) ® [P]®.

Prueba: La foliacién F estd dada por un cubrimiento M = U,;U;, formas diferenciales
holomorfas w; en U;, que definen localmente la foliacidn, esto es, F|y, : w; = 0, y funciones
holomorfas no nulas g;; en U;; tal que w; = g;;w; en U;;. Por la Observacién 5.4 podemos
considerar un cubrimiento M = U,;U; tal existe ¢y y una vecindad abierta V;, del punto
p tal que V;, C Uy, v Vi, NU; = 0 para todo i # ig, esto es, dentro de todos los U;
solo hay uno U;, que contiene al punto p. Simplifiquemos la notacién indicando w = w;,
y U = U,;,. Supongamos que en U exista un sistema de coordenadas (z,y) tal que w =

a(x,y)dz+b(z,y)dy. Dado la explosién 7 : M — M en p tenemos las 1-formas holomorfas:
@(z,t) = a(1,t) + th(1,8)]dx + zb(1,t)dt en U,
O(u,y) = [a(u, 1) + ub(u, 1)]dy + yb(u, y)du en U,
que definen la foliacién F en M — 77(p). En la interseccién Uy N Uy

- 1, L, y' -
w(x,t) = Eﬂ— (w(m,y)) = EW (gioiow(xay)) = ;(gioio ° W)W(u, y)7

donde | = my(F) +1 61 = my(F) en caso p sea una explosiéon dicritica o no-dicritica

respectivamente. Como z—i es el cociclo de P g, ;, 07 es el cociclo del fibrado 7* Nz tenemos
el resultado. O

Corolario 6.1.
l = Nﬂ*].‘.P.

Prueba: Como N7, = m*(Nz) ® [P]®! entonces por (1.8.2)

Npy P = /P aNer) == [ al¥ip
= [ a@a) - [ a(er)

Puesto que 7(P) =0y P.P = —1.
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Sea p € Sing(F) y w una 1-forma holomorfa que induce F en una vecindad U de p,
tal que p es una singularidad aislada en U. Ahora si ¢ € U — {p} entonces como en (4.1)
existe una vecindad de ¢ y una 1-forma holomorfa « tal que:

dw =a Aw.

Si o/ es otra forma holomorfa tal que dw = o/ A w, entonces a y ' coinciden sobre las
hojas de F, puesto que
(a—ad)ANw=0.

y por Lema 4.1 existe una funcién diferenciable g definida fuera de p tal que a — o' = gw,
esto es, « = o’ en S. Ahora si S es una separatriz en p y sea la curva 95 = SN S?, donde
€ es suficientemente pequeno, podemos definir el siguiente indice

Definicién 6.4. El indice de variacion de F con respecto a S en p es dado por:

1
Var(F,S,p) = —/ a.
as

271

Sip ¢ Sing(F)
Var(F,S,p) =0.

Observacion 6.3. El indice Var(F, S, p) no depende de la ecuacién local de F, es decir
de w, de f que define S'y de e.

1. No depende de la 1—forma holomorfa w = adz + bdy que define la foliacion F. En
efecto, si existe otra 1—forma holomorfa w; = aidx + bidy tal que w; = 0 define la
foliacion F, entonces de la misma manera que se probo en el indice de Camacho-Sad,
tenemos que existe una funciéon holomorfa k; que no se anula en ningtin punto de
U tal que wy = kjw.

Entonces:

dwl = dkl Nw —+ kldw

= dkiANw+kaAw
dk;

= (— + a> Awr. (6.14)
ky
Como k1(0) # 0 tenemos

211 88 ]{31 N 211 S ’
Asi, Var(F,S,p). no depende de w.

2. No depende de e. Simplemente aplicar el Teorema de Stokes.

A diferencia del indice de Camacho-Sad, Var(F,S,p) es aditiva por la siguiente
proposicion.
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Proposicion 6.2. Sea S; y Sy dos separatrices en p, sin componentes en comin y S =
S1 U Sy, entonces:

Var(F,S,p) = Var(F,S1,p) + Var(F,Ss,p)
Prueba: El resultado se sigue de la definicion. 0J

Definicién 6.5. Sea S C M una curva compacta F—invariante, definimos la variacion
de F sobre S como

Var(F,S) = Z Var(F,S,p).

peSNSing(F)

Proposicién 6.3. Si S es una curva compacta invariante por la foliaciéon F, entonces
Var(F,S) = —c1(Ny) - S

Prueba: Sea Sing(F) = {p1,p2,...,pn} y tomemos una cobertura {U;};c; de M local-
mente finita, tal que sii € I —{1,...,n}, w = df;, donde f; es una funcién holomorfa en U;
que define S|y,. Sean U;, abiertos conteniendo py, tal que U;, NU;, = 0, si j # k y se tiene
la descomposicion: k;w; = df;+ fin;. Asi para todo i € I encontramos una descomposicion:

k‘iwi = hldfl + fmi,donde n;, = O, sitel— {il, P Zn} (615)

Ahora si U;; = U; NU; # 0, existen funciones holomorfas ¢;; y fi; no nulas en ningin
punto de U;; tal que:

Wy = Pjw; (616)
fi fiifi (6.17)

donde ;; define el fibrado Nz y f;; define el fibrado [S]. Tomemos una cobertura {p; }:es,
una particién de la unidad subordinada a {U;};c;. Ahora por (1.18), tenemos:

car([NF])

-1 -1
Uins = =—— Z d(p,d(log pyi)) = — Z dp N d(log ¢-;) (6.18)
271 " 2mi "
Procedamos a calcular d(log ¢j;), para ello sabemos que en U, se tiene la descomposi-
cién k;w; = hydf; + fin;, diferenciando esta igualdad tenemos:
Restringiendo (6.15) a U; NS conseguimos

Ahora restringiendo (6.19) y reemplazando (6.20) en la restriccion obtenida tenemos

ki

68



Entonces:

dh;  dk; n; h; U
- _ = _ = loc— | — = . 21
dw; (hi " hi) A w; (d(og kz) hi) A w; (6.21)
Asi, tenemos que en U; NS
h; i
y (og k) .

Luego de (5.19) en U; NU; N S se tiene

d(log QOU) =V — V.

Reemplazando esto en (6.18) para k = 1,--- ,n, logramos
. -1
a([NF) v, s = o > d(py) A (v, — 1)
v
-1

Recordemos que por la Observacion 5.4 existen vecindades abiertas relativamente com-
pactas Vi, C U;, del punto p;, tal que p;, |7, = 1 entonces:

) 1
[ oash = o [ deinn,
Usipns m Ui, NS
1
= 55 dpy, N\ Vi,
m (Uikka)ﬂs
1
= — d(pi Vi)
271 VNS Rk
1
= — vi, = —Var(F,S, px)
270 Javens)

Ahora, como

[ ez = Z [ e

por lo tanto Var(F,S) = —c(N}) - S. O

Existe otro indice que relaciona los indices definidos anteriormente. Con la finalidad
de determinar este indice consideremos p € Sing(F), S = {f = 0} la ecuacién reducida
de una separatriz de F en p y w = 0 una ecuacion local de F. Utilizando nuevamente la
Proposicién (5.1), para obtener la descomposicién gw = hdf + fa.

Definicién 6.6. El indice Gomez-Seade-Verjovski (GSV) de F en p con respecto a S en

P, COMO:
1 dh  dg
GSV(F,S,p) = — .
(F,S,p) 27”./&5(}1 g>,

donde S = SN S2, con € es suficientemente pequeno.
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En la definicién a pesar que no hacemos ninguna hipotesis sobre S en la definicion de
GSV utilizamos la ecuacion reducida de S como en la definicién del indice de Camacho-
Sad. Como (h, f) =1y (g,h) = 0 tenemos que en S, h y g no son idénticamente nulos.

d
Asi, sobre 0S existen R &

Observacion 6.4. El indice GSV no depende de la ecuacion local de F, es decir de w,
de f que define S, de la descomposicién tomada y de €. Veamos:

1. No depende de la 1—forma holomorfa w = adx + bdy que define la foliacién F. En
efecto, supongamos que existe otra 1—forma holomorfa w; = a;dx + bdy tal que
w1 = 0 define la foliacién F, entonces de la misma manera como se probé en el indice
de Camacho-Sad, tenemos que existe una funciéon holomorfa k; que no se anula en
ningtin punto de U tal que w; = kjw,. Utilizando la descomposicion gw = hdf + fa
tenemos que:

gwr = k1 (hdf + fa) = kihdf + k1 fa

es una descomposicion de wq, asi:
R IR N G B ) O
21 98 kflh qg N 21 98 ]fl 21 98 h g B 21 a8 h qg

1 1
Puesto que k1 en no nula y holomorfa — —— es cero.
™ Jos K1

2. No depende de la expresién de la funcion irreducible f que define S = {f = 0}. En
efecto, si consideramos que S = {f; = 0} entonces existe una funcién holomorfa no
nula k tal que

f=Ekfi donde k(p) # 0,

luego utilizando nuevamente la descomposicion de la Proposicion 5.1
gw = h(kdfy + f1dk) + kfia = hkdfy + f1(hdk + ka)
asi
L/ d(kh) _dg _ 1 [ dk 1 <@_d_9) :L/ (@_d_g)
2w Jos kh g 2mi Jag kK 2mi Jag \ D g 21 Jag \ D g

puesto que k es una funcién holomorfa que no posee en una vecindad de p.

3. No depende de la descomposicion dada en la Proposicion 5.1. En efecto, considere-
mos dos descomposiciones asociadas a w y a f:

gw = hdf + fa

giw = hydf + foy
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f f

1 . . .
“ayw = —df + —a, diferenciando estas expresiones tenemos
g1 g1

wma()o (ove(f)
a8 e Qo (s ()0 () v

h
Entonces w = —df +
g

1 1 h\ (9 1 n

Analogamente

1 hi 1 m

Varl,5p) = 2—/ " om /as (gl (hT) g W
b d h (ﬁ>_i/ n_ 1 d hl 1/771
21 88 g h 21 98 h 21 as hl 27TZ 98 hl

Pero como C'S(F, S, p) no depende de la descomposicién

v

luego

1 n_ 1 mn
CS(F,5,p) = 2mi /{95 h 2mi Jo hy

Asi

L[ ([ _dg _L/ dh_ dgy _L/LL “o_
211 98 h g 21 as hl g1 2w 98 h 2w 98 hl n

1 dh  dg\ 1 / <dh1 dg1>
[ (B8 [ (SRS oS(F,S,p) + CS(F,S,p) = 0
.- 8s(h g) oG (F.5,p) + CS(F, S, p)

L (dh _dg _L/ iy dgy
21 88 h g _27TZ oS hl g1

4. No depende de €, resulta del Teorema de Stokes.

Por lo tanto

Proposicion 6.4.

Var(F,S,p) =GSV(F,S,p)+ CS(F,S,p)
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Prueba: Como gw = hdf + fn, tenemos que:

w= ﬁdf + in (6.23)
g g

do=d(B)ngrva (D) nne (D) an (6:24)

Ya que en S tenemos f = 0 entonces gw = hdf. Luego de (6.24)

wa () (oro(f)
e (B) @ re- (e

Asi, B = (d (%) (%) — %) es como en la Definicién 6.4. Por lo tanto

Var(F, S, p) = QLm /685 _ Qim K (S) (%)—2% /85% — GSV(F, S, p)+CS(F, S.p).
O

Proposicién 6.5. GSV(F,S) = —c1(Ny)- S-S5 -8S.

Prueba: Se sigue inmediatamente de la Proposicion 6.3 y la Proposicion 6.4. 0

Observacién 6.5. Sea p una explosion no-dicriticade Fy 7 : M — M una explosion cen-
trada en el punto p entonces S = P = 7~ !(p) es una separatriz de 7*F. La representacion
local de 7 en las coordenadas (z,t) es w(x,t) = (x,zt) = (x,y) y en las coordenadas (u, y)
es m(u,y) = (uy,y) = (z,y). Asi, la foliacién 7*w es definida por la forma

wr(x,t) = (am(1,t) + tby(1,t) + 2 A(x, t))dx + 2 (b (1, ) + xB(z, t))dt

la cual es una descomposicién de w; respecto a S = {x = 0}, por lo tanto GSV (7*(F), P, p;)
es la multiplicidad de ¢; (p; = (0,t;)) como raiz de a,,(1,t) + tb,,(1,t). Andlogamente, en
las coordenadas (u,y) la foliacién 7*F es definida por

Wa(u,y) = (uap(u, 1) + by (u, 1) + yAs(u, y))dy + y(bm(u, 1) + yBs(u, y))du

y GSV(m*(F), P,q;) es la multiplicidad de u; (¢ = (u;,0)) como raiz del polinomio
U (u, 1) + by (u, 1) . Por lo tanto GSV (7*(F), P) es el nimero total de singularidades
de 7 (F) (contados como su multiplicidad).

Proposicién 6.6. Sea S; y Sy dos separatrices en p, sin componentes en comun y S =
S1 U Sy, entonces:

GSV(faSap) :Gsv(f7slap)+GSV("T752ap) _2M(U7p)v

donde v = (f,g) con {f =0} y {g = 0} las ecuaciones reducidas de S; y Ss.
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Prueba: Por la Proposicién 6.4, Proposicién 5.2 y la Proposicion 6.2 tenemos:

GSV(F,S,]?) = VCLT’(F,S,p)—CS<f,S7p)
= Var(F,S1,p) + Var(F,Ss,p) — CS(F,Si,p) — CS(F, Sz, p) — 2u(v, p)
= GSV(F,S1,p) + GSV(F, S2,p) — 2u(v, p).

O

Sea S = {f = 0} una separatriz en p € M de la foliacién F. Sea (x,y) coordenadas
alrededor de p tal que p = (0,0) es estas coordenadas. Sea

f<I7y) = Z fk(x7y),
k=m

el desarrollo de Taylor de f en estas coordenadas, donde los son f; polinomio homogéneo
de grado k. El ntimero
mp(S1) = m = min{k : f = 0}.

es llamado multiplicidad de S en p. Sea 7 : M — M la explosién centrada en el punto p,
las representaciones locales de 7 son 7(xz,t) = (z,tx) = (x,y) y 7(u,y) = (yu,y) = (z,y).
Asf las ecuaciones de 771(.9) en las coordenadas (z,t) y (u,y) son:

flatz) = 2™ fill 1) (6.25)
k=1

flug.y) = y™ > fulu,1) (6.26)
k=1

esto es m1(S) = PUm*(S), donde P = 7 '(p) y 7*S = 7 1(S — {p}) es llamado la

transformada estricta de S. Asi podemos observar:

1. mSnap) ={t: fn(1,t) = 0} en las coordenadas (z,t) y posiblemente (u,y) =
(0,0), si f,(0,1) = 0.

2. Si S eslisa m*S y 7~ !(p) son transversales.

3. Si S es una curva analitica distinta de n~1(p) = P, pasando por ¢ € P, entonces

7(S) es una curva holomorfa analitica pasando por p, puesto que 7 es una aplicacién
propia (Teorema de la Aplicacién Propia, [12], pag. 162).

Supongamos que S es irreducible, denotemos por m = m,(S) y | = m,(F)+16 1 = m,(F)
en caso p sea una explosion dicritica o no-dicritica respectivamente. Entonces:

mf=a"f
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donde S = (9S) = {f: 0} es una separatriz de 7*F. Consideremos una descomposicion

asociada aw y a fyq€ Sing(m

ahora veamos las relaciones de los diferentes indices en M y M.

1. En (6.27) aplicando pullback tenemos:

(gom)mw

Gow

gw = hdf + fa, (6.27)
(hom)m*dfy + (f~o o re -
(h ozr)mem_ldxf + (hom)a™df + (f o)«
hodf + foo (6.28)

es una descomposicion asociada a 7*F y a fdonde go=(gomal, h=(hom)a™y
ap = (hom)ma™ ldz + 2™n*a. Luego por definicién :

S 1 Qo
CS(TF F,S7Q) = % 8§h_0
1 ™ 1 dx
27 Jas TR 21 Jog T
CS(n*F,S,q) = CS(F,S,p)+m(x*S-P),=CS(F,S,p)+m* (6.29)
2.
~ 1 (gom) hz™
*F -
GSV(r'F, 5,4) 271 Jag (hom) xmd gt
_ L ()<m L[
2mi Joggom \ g 21 Jog @
GSV(r*F,S,q) = GSV(F,S,p)+m(m—1) (6.30)
3. Supongamos que
dw=p0Nw
entonces
™ (dw) = 7" () A Tw
d(m*w) = 7(8) AN 2'®
d(2'@) = 7(8) A '@
(6.31)
Entonces: il
Ao = (w*ﬁ— <‘f>> AG
entonces:
=3 1 v dl@)
VU,T‘(F,S,Q) = Tm/ag(ﬁﬂ—7>
Var(q,F, S, q) = Var(F,S,p)—Im (6.32)

74



Recordemos que si S es una separatriz lisa en p € Sing(F), entonces en coordenadas
locales (x,y), podemos considerar p = (0,0) y S = {y = 0} y la foliacién F es inducida
por la 1—forma holomorfa:

w(z,y) =yf(z,y)dr + g(z,y)dy (6.33)
donde ¢(0,0) =0y g(x,0) £ 0.

Definicién 6.7 (Multiplicidad a lo largo de una separatriz). Sea S una separatriz
lisa en p € Sing(F). Entonces la multiplicidad de F en p a lo largo de la separatriz S,
denotada por m,(F, S) es la multiplicidad de g(z,0) en x = 0 (donde g(z,y) es la funcién
dada en (6.33).

Observacién 6.6. Comparando la descomposiciéon dada Proposicién 5.1 con (6.33) ten-
emos que g = 1 en (5.4). Luego de (6.33) tenemos:

1 d
GSV(F,5,p) = 5~ N ?g

= I({g(z,y) =0}, S = {y = 0})
= ord,—o(g(,0))
= m,(F,S)

Proposiciéon 6.7. Con las notaciones de arriba y 7 una explosion en py ¢ = 7SN S,
entonces

my(F,S) — (my(F)—1) ,sip es no-dicritica

me(m*F,m"S) = { my(F,S) — my(F) , si p es dicritica

Prueba: Se sigue inmediatamente de la Observacién 6.6 y de (6.30). O

Sea 7 una sucesion finita de explosiones en p € Sing(F), m : My — M la primera
explosiéon de la sucesién y denotemos por Pl(l) =n"Y(p), Dy = Pl(l) y F1 = 7*F. Ahora,
inductivamente, dada una explosién w, : M,, — M,,_1 en p, € D,_1 C D,,, definimos:

Py = (pa) :
P =PV k=1, n—1

donde po =py My = M y ponemos D,, = Pl(n) u---u P,&"), Fn=m"Fn_1.

Definicién 6.8. Definimos a cada recta proyectiva un peso p, haciendo ,o(Pl(l)) =1ysi
n>1,

p(P"M) = p(PrY),si, 1<j<m,
n n—1
p(P) =3, cpen p(BCT)
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Proposicién 6.8. Si p € Sing(F) es una explosién no-dicritica, entonces:

mp(F)+1=" > p(Pymi(F., P™)

qeSing(Frn)

donde
my(Fn, P-(n)) —1 ,si qes una esquina

m(F,, P™) =
ol I ) { mg(F, Pj(n)) , sl ¢ no es una esquina

Ver [17] pag. 147.

Definicién 6.9. Decimos que p es una singularidad reducida de F, si alguna de las
siguientes situaciones ocurre:

1. M#0, M #0y i—; ¢ Q1 (Singularidad simple)
2. /\1 7é 07 /\2 =056 )\1 = 0, )\2 7é 0 (SZH(I nodo)

Veremos a continuacién mostraremos que por medio de un nimero finito de explosiones
podemos llegar a singularidades reducidas.

Supongamos que m,(F) = 1, por la Forma Canonica de Jordan, la matriz asociada a
la parte lineal es una de las siguientes:

(1)(0 0>,)\€C, (2)(0 )\2),/\1,/\266,

(3) (3 i),xec*; (4) (8 (1))

Analicemos las singularidades de 7*F.

(6.34)

1. Si en (2) tenemos que A = A; = Ay la parte lineal de w en (2), estd dada por:
wy = Aydx — Azdy, y por (6.5), Py(z,y) = x(A\y) —y(Az) = 0, entonces (0,0) es una
explosién dicritica. Por (6.6)

@ (2,1) = (as(L,t) + tha(1,8) + 2 Ay (2, ))dw + (b (1,8) + 2By (x, t))dt

luego Sing(7*F) = (), puesto que by(1,t) = —X # 0, en las coordenadas (z,t).
Andlogamente, por (6.7)

wa(u,y) = (uaz(u, 1) + ba(u, 1) + yAa(u,y))dy + (a1 (u, 1) + yBa(u, y))du.

Nuevamente Sing(7*F) = 0, puesto que a;(u,1) = A # 0, en las coordenadas (u,y).

Por lo tanto, 7*F es una foliacién no singular.
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2. La parte lineal de w en (2): A\yydx — A\jzdy, donde \; # Ao. En este caso como
Py(z,y) = (A — A)zy # 0, (0,0) es una explosién no-dicritica. Entonces por (6.8)

wy(z,t) = (A — A1) + 2A(x, t))dx + (—x\ + xB(z,t))dt

luego Sing(7*F) = {(0,0)} en las coordenadas (z,t) y los autovalores de la parte
lineal son Ay y (A2 — A1). Andlogamente, por (6.9)

wy(u,y) = (WA — A2) + yAz(u, y))dy + Aoy + yBa(u, y))du

luego Sing(7*F) = {(0,0)} en las coordenadas (u,y) y los autovalores de la parte
lineal son (A; — A2) v A2. De aqui tenemos que:

A
a) Si )\—2 ¢ QT entonces la singularidad est4 reducida
1

A 1
b) Si )\—2 eQf— (N U N) entonces después de realizar un nimero finito de explo-
1

siones obtenemos que A\; = Ao, asi estamos en el caso 1.) (explosion dicritica)
que hemos analizado, por lo tanto una explosiéon mas produce una foliacion
A2
regular 6 — ¢ Q.
A1
A2

1
c) Si x € NU N realizando un nimero finito de explosiones obtenemos una
1

singularidad radial (y por lo tanto dicritica) luego una explosién mas hace
la foliacién regular. También puede suceder que después un numero finito de
explosiones obtengamos una singularidad del tipo (3) y una explosién adicional
produce una silla nodo.

3. La forma w = (A\y + A(z,y))dz — (Ax + y + B(z,y))dy, con parte lineal (3).

Realizamos una explosién y tenemos en las coordenadas (x,t):
W(x,t) = (t* — tB(x, at) + Az, xt))de — (\x 4 xt + xB(x, xt))dt

donde A(z,t) = @ y B(z,t) = @. Ademas, si A(z,t) = a112y + ager® +
ap2y® + -, tenemos que la parte lineal de @ es aggzdr — Azdt. En las coordenadas

(u,y) ~ ~ ~
w(u,y) = (=1 +uA(uy,y) — B(uy,y))dy + (\y + A(uy, y))du,

donde A(u,y) = % y B(u,y) = W. Por lo tanto 7*(F) posee una tnica
singularidad de tipo silla nodo (1).

Para el caso nilpotente (4) necesitaremos los siguientes resultados:

Teorema 6.1. Si p es una singularidad de la foliaciéon JF, entonces tenemos

mp(F)=C =+ 1)+ Y el (F)),

cen—1(0)

donde | = m,(F) y | = m,(F) + 1 en el caso que p sea no-dicritico y dicritico
respectivamente.
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Una demostracién detallada de este Teorema se encuentra en [3] pag. 31-32, y una
demostracion directa se encuentra en [2] pag. 26.

Observacion 6.7. Del Teorema 6.1, tenemos que si p es no-dicritico y m,(F) > 2
(6 dicritico y m,(F) > 1), entonces para todo ¢ € 7~ *(0)

me(m*(F)) < pre(7*(F)) < pip(F)
para la primera desigualdad vea [9], pag. 54.

Lema 6.1. Sea w = adx + bdy un germen de 1-forma holomorfa no-dicritico. Si en
un punto ¢ € 77 *(0), la multiplicidad del cono tangente P,,; en ¢ es 1, entonces la
parte lineal @ (& define la foliacién en una vecindad de 7; *(0)) tiene un autovalor
no nulo correspondiente al autoespacio tangente al divisor.

Prueba: Supongamos ¢ = [8_] y sea v la multiplicidad de w entonces el cono
x

tangente es de la forma

k
Pz, y) = za, +yb, =y H(ajx + Biy)"

J=1

donde o = H?Zl &;j # 0 (caso contrario la multiplicidad de P,;1 en ¢ no serfa 1 )

es un valor propio de W, = (P,41(1,t) + zA(z,t))dz + xB(z, t)dt. O
. La forma esta dado por
Az, y)dr + (y + B(z,y))dy,

donde A y B son funciones holomorfas de grado mayor o igual a dos. Vemos que en
este caso la parte lineal esta dada por:

ydy,

y el cono tangente esta dado por el polinomio
Py(z,y) =y* #0, (6.35)

luego p = (0,0) es una explosién no-dicritica, (en este caso diremos que (0,0) €
Sing(F), es una singularidad nilpotente). Realizando una explosién en el punto p,
tenemos nuevas coordenadas (z,t) y (u,y), con y = xt y x = uy. Como sabemos
por (6.10) y (6.11), las singularidades de 7*(F), estdn dadas por:

Py(1,t) = 0=1t%
Py(u,1) = 0=1,

luego existe una tunica singularidad ¢ = (0, 0), en las coordenadas (z,t), como pode-
mos en la Figura 6.2.
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r=y=0Q T
N\ ¢=0.0) ‘ p=(0,0)

Figura 6.2: Primera explosién

La forma que define la foliacién 7*(F), en las coordenadas (z,t), estd dada por:

Wz, t) = (& + 2 A (2, 8))de + (xt + 22Bi(x,))dt, (6.36)
donde Bl 1)
x, tr
Bi(a,t) ==
Az, t tB(x,t

22
siendo la multiplicidad de A, es mayor 6 igual a dos, puesto que si B(z,y) =
62,0x2+bo,2y2 +bl,1xy+33 (.CE, y) y A(iL‘, y) = a270x2 +a072y2 +a171xy—|—a370x3 +A3 (SIZ, y)
donde B3y Asz son funciones holomorfas de multiplicidad mayor o igual a 3, entonces:
Ay (x,t) = asp+tazor+(ar1+bao)t+Be(z, t), donde By(z,t) es una funcién holomorfa
de multiplicidad mayor o igual a 2. Entonces en (6.36) tenemos;

(z,t) = (t* + 2(ago + (a11 + bao)t + azpx + Ba(w,t)))dz + (vt + 2° By (x,1))d6.37)
donde

i) asp # 0, en este caso en (6.37) tenemos que ¢ = (0,0) es una singularidad

nilpotente y su cono tangente es
PQ(JZ, t) = 012,0$2

entonces realizando una nueva explosion x = wt y t = vz, las singularidades
de la forma que induce la foliacién estan dadas por:

Pz(l,?)) = = 1,
Py(w,1) = 0=w?

entonces existe una unica singularidad r = (0,0), en las coordenadas (w,t),
como lo podemos apreciar en el siguiente grafico:

La forma que induce la foliacién en las coordenadas (w,t) esta dada por:

(w,t) = (£ + agowt + By(w, t))dw + (2wt + w?agg + Ag(w,t))dt  (6.38)
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ii)

oyt

donde As y Bs son funciones holomorfas de multiplicidad mayor o igual a 3.

Puesto que no hay parte lineal en (6.38) entonces su cono tangente es

P3<UJ, t) = tw(—Bt + 2[)27011)).

Luego, del Lema 6.1 que todas sus singularidades después de una explosion

tendran un autovalor no nulo y asi recaen en uno de los tres casos anteriores.

as0 = 0 en este caso tenemos en (6.37):

w(w,t) = (* + (@11 + boo)xt + azor® + Ba(x,t))dz + (vt + 2° By (x,t))dt
y el cono tangente en este caso es

Py(z,t) = 2(2t* + (a11 + 2bo0)7t + azgx?) = 22(t — c12) (t — co)

_(al,lJ;sz,O) i \/((a1,1+2252,0)2 _4a370)

2
Ahora veamos los siguientes casos respecto a las raices del cono tangente

donde ¢, co =

1) Si ¢; # cq, del Lema 6.1 tenemos que todas sus singularidades después de
una explosion tendran un autovalor no nulo y asi recaen en uno de los tres

casos anteriores.
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2) Si ¢ = cg = ¢ # 0, entonces realizando una nueva explosion z = wt y
t = sz, las singularidades de la forma que induce la foliacién estan dadas
por:

Py(1,5) =0 = (25% + (a11 + 2byg)s + azp) = (t — ¢)?, (6.39)
Py(w,1) =0 = w(l — cw)? (6.40)

Luego vemos que es suficiente trabajar con las coordenadas (z,s) puesto
que de (6.40) y el Lema 6.1 se tiene que (w,t) = (0,0) es singularidad
simple. Asi, una nueva explosién induce una singularidad simple y otra
singularidad (z,s) = (£,0) = (0, ¢).

La forma inducida por la explosién x = ts que define la foliacién en las
coordenadas (z, s) esta dada por:

B2 (w, t)

O(z,8) = (28*+ (a11 + 2b9s) + azo + + s(By(x, sx) — bag))dx +

(xs + xBy(z, sx))ds
Bg(w, t)

= (P2(1,8)+ -

+ 5(By(z, sx) — bog)dx + (vs + 2By (z, sx))ds

Para inducir esta foliacién con singulatidad en (0, 0), realizamos una trasla-
cion s = s — ¢, entonces la forma queda expresada como:

0(2,8) = (28 4+ +(5+c)(Bi(x, (5+¢)x) — byp))dz +
(x(5+ c)/j— xBy(z,5+ ¢))ds N
= (25% + 2Bi(7,3))dx + ((c + bag)z + 25 + 2* By(w, 3))dt

Asi vemos que si ¢ + byy # 0, tenemos que ¢ es una singularidad silla
nodo, caso contrario w(x,s) es del tipo de la ecuacién (6.38) y como la
multiplicidad es 2 del Teorema 6.1 tenemos que el nimero de Milnor es
estrictamente menor.

3) Sicy =cy=c=0,en este caso el cono tangente esta dado por P(z,t) =
2212, asi si realizamos una nueva explosién = wt y t = sz, las singulari-
dades de la forma que induce la foliacién estan dadas por:

Py(1,8) = 0 = 25
Py(w,1) =0=2w

luego por el Lema 6.1 tenemos que en las coordenadas (w,t), después de
una explosion tendran un autovalor no nulo. En cuanto a las coordenadas
(z, s), tenemos que la foliacién estd dada por:

o(z,5) = (25° + Ay(z,8))dx + (w5 + By (x, s7))

donde A, y Bs, son funciones holomorfas que tienen multiplicidad mayor o
igual a 2. Asi nuevamente tenemos que w es del tipo de la ecuacion (6.38).
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Siguiendo este proceso las obtendremos singularidades simples o tienen
multiplicidad 2 con nimero de Milnor estrictamente menor que el anterior.
Entonces en aquellos puntos realizamos nuevas explosiones y, siendo la
multiplicidad de la foliacién menor que el nimero de Milnor (Observacién
6.7), luego de un nimero finito de explosiones la multiplicidad y el niimero
de Milnor seran 1 6 0. Por lo tanto ya no son singularidades nilpotentes,
asi estamos en algunos de los casos (1) (2) (3).

Del analisis de los 4 casos y el Teorema 6.1 hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 6.2 (Seindenberg). Sea F una foliaciéon en una superficie y p € Sing(F).
Entonces existe una sucesién finita de explosiones 7 = (1, o m,_1 0 - -+ o m)"'(p), donde
7 es una explosién en p y 7; es una explosién en un punto de (m;_jom;_o0---om )" (p),
tal que todas las singularidades de 7*F sobre 7~!(p) son reducidas.

Este teorema serd de suma importancia pues en el caso que las singularidades sean
reducidas podemos describir como son estas singularidades a partir de sus formas normales
como veremos a continuacion.

En el estudio de las ecuaciones diferenciales complejas, juega un papel importante
ciertos conjuntos llamados Dominio de Siegel y Dominio de Poincaré, pues, mediante
ellos podemos clasificar los campos mediante una conjugacion holomorfa a su parte lineal.

Definicién 6.10. Los conjuntos de plano complejo C?

A
P, = {()\1,)\2) E(CQ F AL A %Oy )\—1 éR_},
2

A
DQ = {()\1,)\2) € CQ . )\1.)\2 7&0 Yy )\—1 GR_}
2

son llamados Dominio de Poincaré y Dominio de Siegel respectivamente.
Teorema 6.3 (Forma Normal de Poincaré). Sean (A1, A2) € P» tal que

w= (M2 + agy + A1 (x,y))dz + Ay + arx + As(z,y))dy

y i—;, i—j ¢ Z 6 A\ = Ay con la parte lineal de w diagonalizable, entonces existe un bi-

holomorfismo local ® en una vecindad de p y una vecindad de (0,0) tal que w = ®*©
donde
w = Mzdy — Aydx (6.41)

Para la prueba ver [15], pag. (75) 6 [5], pag. (46)

Teorema 6.4 (Forma Normal de Siegel). Si (A1, A\2) € Ds. Entonces existe un biholomor-
fismo local ® en una vecindad de p y una vecindad de (0,0) tal que w = ®*w donde

w = (M +zyf(z,y))dy — (Ay + zyg(z,y))dz (6.42)

donde f y g son funciones holomorfas.
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Para la prueba ver [5], pag. (54)

Definicién 6.11 (Resolucién de una foliacion F). Sea p € Sing(F), una sucesién de
explosiones 7 iniciada en el punto p, tal que todas las singularidades son simples, es
llamada una resolucion de F en p.

Ejemplo 6.1. Consideremos la foliaciéon cuyas hojas son las curvas de nivel de f =
23 — y?, es decir, la foliacién es inducida por df = 3x?dx — 2ydy. Vemos que p = (0,0) es
una singularidad nilpotente, ahora si realizamos una explosién en p, tenemos que en las
coordenadas (z,t), go = (0,0) es la tnica sigularidad y la forma estd dada por:

(z,t) = (3x — 2t*)dx — 2xtdt.

Realizando una nueva explosion en ¢, tenemos que si t = vx y x = wt, entonces las formas
estan dadas por:

(3 — 2v%z — 22v%)dw — 22%vdv
(Bwt — 2t*)dw + (3w* — dwt)dt;
respectivamente, luego r = (0,0) es nuevamente la tnica singularidad y se encuentra en

las coordenadas (w,t). Haciendo otra explosién en r = (0,0), tenemos que si w = st y
t = zw, entonces:

(=2t + 3ts)ds + (65> — 6s)dt (6.43)
(62 — 62°)dw + (3u — 4wz)dz (6.44)

Luego en las coordenadas (¢, s), las singularidades son py = (0,0) y p1 = (0,1) y en
las coordenadas (w, z), las singularidades son py = (0,0) y p1 = (1,0). Observe que tales
singularidades son simples, luego tenemos que si consideramos la sucesién de explosiones
T = T3 0 My 07 es una resolucién para F. (vea la Figura 6.3).

3

‘Q @ 1

\ \
\ / \
N 7 N
~ - ~

Figura 6.3: Resolucién de la foliacién df

A continuacién introduciremos la nociéon de curvas generalizada. Esta nocion fue in-
troducida por Camacho, Lins Neto y Sad en [4].
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Definicién 6.12. Diremos que una foliacion es F es una curva generalizada en p €
Sing(F) si no existen sillas nodos en la resolucién de F en p.

Como se puede apreciar en el Ejemplo 6.1 la foliaciéon inducida por la 1-forma df =
0, donde f = z3 — 32, es una curva generalizada. Debemos observar a partir de este
ejemplo que la resolucién de singularidades de la foliacién es la misma que la resolucion
de singularidades de la curva de ecuacién f = 0 (esto segin la Definicién 6.14).

Definicién 6.13. Una separatriz S en p € Sin(F), es no-dicritica, si existe una sucesion
de explosiones 7 talque:

1. 71(9) tiene cruzamientos normales,

2. m1(p) es invariante por T*F,

El item 2 nos dice que las transformadas estrictas de S no pasan por las componentes
dicriticas de F que puedan aparecer en el proceso de resolucion de F.

Definicién 6.14. Sea p € Sing(F), una desingularizacion para el conjunto de Separatri-
ces de F en p, es una sucesion de explosiones de F en p, talque:

i) Las separatrices de 7*F por D = 7~1(p) son todas lisas y disjuntas;
ii) ninguna de tales separatrices pasa por una esquina de D;
iii) todas las separatrices son transversales a D.

Si ademas de ello todas las singularidades de 7*F son reducidas, decimos que 7 es una
desingularizacion para F en p.

y T2 T
t /N Ny =at
Y
-_w
( i

Figura 6.4: Desingularizacién para la separatriz S = {(z,y) € C*: 23 — y* =0}
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Definicién 6.15. Una foliacién F en una superficie compleja M es dicritica en un punto
p € M si, F admite infinitas separatrices pasando por el punto p. Caso contrario la
foliacion es llamado no-dicritica.

Observaciéon 6.8. Esta definicion no coincide con la definicién de explosion dicritica. En
efecto, consideremos
w(z,y) = 2ydx — xdy

En p = (0,0) el cono tangente es Py(z,y) = zy, luego por definicién, p es una explosién
no-dicritica. Sin embargo, tenemos que {(x,cz?) : ¢ € R} son las separatrices que pasan
por p, entonces existe un nimero infinito de separatrices, luego F es una foliacion dicritica.

Teorema 6.5. Suponga que F es una curva generalizada en p € Sing(F), no-dicritica.
Entonces F y su conjunto de separatrices son desingularizados por el mismo ntmero de
explosiones.

Prueba: La necesidad es inmediata por definicién, asi es suficiente probar, que si el con-
junto de separatrices es desingularizado implica que la foliaciéon también lo esta, asi debe-
mos probar que todas las explosion es de 7*F son reducidas y vemos que esto se verifica
facilmente por los siguientes lemas.

Lema 6.2. Sea p una explosién curva generalizada de F con parte lineal:

A0
0 X
donde A\j, A2 # 0y A/ € QF, entonces existe un niimero infinito de separatrices es p.

Prueba: Vemos que (A1, \2) € P,. Consideremos dos casos:

1. Supongamos que A\;/Ay ¢ ZT — {1} 6 X\oy/\ ¢ ZT — {1}, entonces del Teorema
6.3 podemos suponer que w = \xdy — A\ydx. Sea A\o/A; = p/q, donde (p,q) = 1, asi la
funcién meromorfa:

[l y) = 2P /yf,
satisface df A w = 0, por lo tanto todas las curvas a2 — cy? = 0, ¢ € C, son separatrices
en p.

2. En el caso que \;/Ay € ZT — {1} 6 \y/\ € ZT — {1}, tenemos por Observacién
2¢(ver (6.34).), que tras un nimero finito de explosiones aparece un autovalor nulo (silla
nodo) 6 una singularidad radial y, asi infinitas separatrices, luego si proyectamos estas
separatrices obtenemos infinitas separatrices de F en p. El primer caso no se puede dar
puesto que F es una curva generalizada en p. O

Lema 6.3. Supongamos que p € Sing(F) admita solamente dos separatrices transver-
sales. Entonces si F es una curva generalizada en p, entonces p es reducida.

Prueba: Veamos que m,(F) = 1, en efecto, si ese no fuera el caso, sea 7 la resolucién de F.
Como la foliacién tiene s6lo dos separatrices entonces D = 7~ !(p) es 7* F-invariante. Sean
S1y S las dos separatrices transversales en p, entonces 7*S1ND = {p1} y 7*SoND = {p,}
que estan en lineas proyectivas P, y P, respectivamente. Como todas las singularidades
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en D son reducidas por hipétesis sélo posee singularidades simples, asi m,, (7*F, P;) =
GSV (m*F, P;,p;) = 1,(ver (6.34).) . Si ¢ € Sing(7*F) — {p1,p2} que no es una esquina,
entonces es simple luego existe una separatriz transversal a D, lo cual es una contradiccion
por hipoétesis. Por lo tanto no existe mas singularidades de 7*F en D que p; y po y las
esquinas. Luego por la Proposicién 6.8, tenemos que:

mp(F)+1 = > p(PM)mi(Fn, P (6.45)
qeSing(Fn)
= p<P1)mP1 (ﬂ-*fa Pl) + p<P2)mP2 (ﬂ-*fa PQ)
= 2

donde p(Py) = p(P,) = 1, por lo tanto m,(F) =1 .

Luego, la matriz correspondiente a la parte lineal de p es uno de los tipos (1), (2), (3)
6 (4) dadas en (6.34). Como F es una curva generalizada, p no puede ser del tipo (1),
pues en este caso p es una singularidad silla nodo. Si p es del tipo (3) tenemos que una
primera explosion 7y en p origina una tunica singularidad, la cual es una silla nodo, pero
esto contradice el hecho de que la foliacién es una curva generalizada.

Si p es del tipo (4), por la descripcién dada en 4) (ver (6.34)), sabemos que luego
una explosién de p solo aparece una tunica singularidad, pero esto no puede ser pues los
transformados estrictos de las separatrices transversales determinaran 2 singularidades
distintas. Por ltimo si p es del tipo (2), se tiene que i—; ¢ QT, pues en caso contrario por
el lema anterior, F tendria un ntmero infinito de separatrices. O

Lema 6.4. Sea p € Sing(F) y F una curva generalizada, tal que si S; es una separatriz
lisa en p, entonces existe otra separatriz Sy en p.

Prueba: Por induccién sobre n nimero minimo de explosiones en p para resolver F.
Supongamos que n = 0, asi p es reducida y como F es una curva generalizada p es simple
y claramente el resultado se sigue. Ahora, si suponemos que necesitamos n > 0 explosiones
en p para resolver F y que el resultado es valido para toda singularidad que necesite n —1
explosiones en su resolucion. Realicemos una primera explosion m; en p y como S es una
separatriz lisa entonces 755 N P = py € Sing(r}(F)), donde P = 7, ! (p). Afirmamos que
existe otra singularidad en 7{F, en efecto, si py es la tnica singularidad, tenemos que P
y 715 son las Unicas separatrices y son transversales, entonces por el Lema 6.3, tenemos
que pg es reducida y my, (7*(F), P) = 1, como

my(F) + 1 = my, (7°(F), P),

entonces m,(F) = 0, lo cual es una contradiccién, pues p € Sing(F). Luego sea p;
€ Sing(F) — {po}, por hipdtesis de induccién como 7~!(p) es una separatriz es p;, existe
otra separatriz Sy, asi m(S5), es la separatriz buscada. 0

(Fin de la prueba de Teorema 6.5) En efecto si p € Sing(n*F), estd en una de las
esquinas, entonces por hipotesis las dos rectas proyectivas pasando por p son las dos tinicas
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separatrices transversales en p (esto es consecuencia del item 2 de la definicién 6.14 ) y
por el Lema 6.3 p seria reducida. Ahora si p € Sing(7*F) y no es una esquina como no
puede existir una nica separatriz por el Lema 6.4 y s6lo existen dos por hipétesis, luego
p es reducida. O

Observacion 6.9. Veamos que la hipdtesis de ser F curva generalizada es necesaria para
la demostracion del teorema. En efecto, consideremos la foliacion F inducida por:

w = (2y + 2°)dz — xdy
El cono tangente asociado a esta forma esta dado por:

PQ(fE,Q) =1y,

ahora si realizamos la primera explosién my : y = xt,z = uy, tenemos que las singulari-
dades de la forma que induce la foliacién estan dadas por el cono tangente:

Pz(l,t) == t:(),
PQ(ual) = U,:O,

entonces existen dos singularidades py = (0,0), en las coordenadas (z,t), y (p1) = (0,0)
en las coordenadas (u,y); las formas en las coordenadas (z,t) y (u,y) estan dadas por:

w(x,t) = (t+z)dx — xdt (6.46)

w(u,y) = (u+uy)dy + (2y + u’y?)du (6.47)

Luego vemos en (6.47) que p; es una singularidad simple, asi en p; existe una separatriz
Sy transversal al divisor y en (6.46) py posee dos autovalores iguales a 1, luego no es
simple, por lo tanto para obtener una resoluciéon de F, realizamos una nueva explosion en
Po, 1 1t = sx, x = zt, asi en (6.46) tenemos que el cono tangente estda dada por:

Py(x,t) = *

y como las singularidades en las coordenadas (z,s) y (z,t) estdan dadas por Py(z,1) =
22 =0y Py(1,5) = 1 = 0, vemos que existe una tnica singularidad ¢y = (0,0) en las
coordenadas (z,t) y la foliacién estd dada por:

w(z,t) = 22dt + (t + 2t)dz

asi vemos que ¢p es una silla nodo, la cual posee P, = {z = 0} y P; = {s = 0} como
unicas separatrices, luego en ¢y no existe una separatriz transversal, como lo podemos ver
en la siguiente figura.
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Por lo tanto tenemos una tnica separatriz S = {x = 0} de la foliacién F. Luego
tenemos que my es una desingularizacién para S que difiere de la desingularizacién para
JF, que como vimos es 7y © 7.

Sea f = 0 una ecuacién local para S (f no necesariamente irreducible), es decir,
f=fr... fi* donde Sy = {f1 =0},..., Sk = {fx = 0} son las componentes irreducibles

de S. Definimos la foliacién Gy, la cual es inducida por la 1—forma holomorfa

k
df =Y nififo. . fio. fudf
=1

Lema 6.5. 5i S es lisa entonces Gy es no singular en p. Si S tiene cruzamientos normales
en p, entonces Gy es linealizable en p.

Prueba: Primero supongamos que S es lisa, luego por un cambio de coordenadas podemos
suponer que

p=1(0,0), S:{y=0}y f=y",

asi, la foliacién Gy es inducida por dy, por lo tanto Gy es no singular. Ahora, si consid-
eramos que Gy tiene cruzamiento normal en p, por un cambio de coordenadas, podemos
suponer que

f=a"y"”y S =5US,, donde Sy ={xr =0}y Sy ={y =0},

asf la foliacién Gy es inducida por la 1-forma n;ydx 4 nexdy, luego es linealizable en p por
definicién. 0

Lema 6.6. Supongamos que S : {f = 0} es una separatriz no-dicritica y p € Sing(F).
Entonces las multiplicidades de las foliaciones F y Gy en p, estan relacionadas por:

a) my(F) > my(Gy)

b) GSV(F,Si,p) > GSV(Gy, Si,p), donde S; es una unién de componentes irreducibles
de S e invariantes por F y Gy.
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Prueba: Como S es una separatriz no-dicritica tenemos que existe una sucesion de ex-
plosiones tal que 771(5), sélo posee cruzamientos normales y 7~ *(S) es invariante por
m*F. Sea n el menor nimero de explosiones con la que se obtienen tales propiedades,
de 771(S). Supongamos que n = 0, entonces no necesitamos hacer ninguna explosién
para que S posea cruzamientos normales y S = S; U S;. Ocurre una de las siguientes
posibilidades:

i) p € Sing(F) — Sing(S), entonces S tiene una sola componente, es decir S = 5; es
lisa. En este caso p no es singularidad de Gy, entonces por definicién tenemos que
GSV (G, Si,p) =0y m,(Gr) =0, y como S es lisa GSV(F, S;,p) > 0y m,(Gs) >0,

asi vemos que en este caso a) y b) se cumplen.

ii) p € Sing(S). Como S tiene cruzamientos normales por el Lema (6.5), tenemos
que Gy es linealizable, es decir la forma asociada es de la forma njxdy + noydx
y podemos suponer que S; = {x = 0} y So = {y = 0}, puesto que el Indice de
Gomez-Mont-Verjovski no depende del cambio de coordenadas, asi

1 =my,(Gs) < my(F) (pues p es una singularidad de F)

Ahora por hipétesis, si S’ = S, consiste de una sola componente entonces GSV (Gy, S’, p)

1. Pero como S’ es lisa podemos suponer que w = dz + z, luego GSV (F, S1,p) es
el nimero de ceros de q es el interior de |y| = 1, luego como p = (0,0) es una
singularidad tenemos que

GSV(F,S1,p) > 1=GSV(Gs, S, p),

analogamente
GSV(]-—J S27p) Z 17

por lo tanto
GSV(F,S',p) = GSV(Gy, S1,p) > 1 =GSV (G, S, p).

Si S’ = S; U S,, entonces

GSV(Gy, S',p) = GSV(Gy, S1,p) + GSV(Gy, Sa,p) —2(S1082),=141-2=0
y

GSV(F,S' p) = GSV(F,S1,p) + GSV(F,Sa,p) —2(S10852), >1+1-22>0,
entonces en ambos casos

GSV(F,S',p) > GSV (G, S, p).
Ahora supongamos que se cumple a) y b), y que si hacemos n — 1 explosiones 7—!(S) sélo

tiene cruzamientos normales donde S es la separatriz de una foliacién dada.(Hipdtesis de
Induccion).

Sea m : X — X, una explosién 7 en p, Si denotamos S = ™5, F=nF y G = G
entonces tenemos:
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i) D es invariante por F
ii) D es invariante por éf;
iii) Sing(Gy) C Sing(F);

iv) Sigq € Sing(@;) entonces Sing(@;) es dada localmente por hojas de nivel de f =
fom.

Ahora_aplicamos la hipétesis de induccién a la foliacién F ala separatriz D y ¢q €
Sing(G¢) N D tenemos que:

GSV(F,D.,q) > GSV (G, D, q). (6.48)

Claramente la desigualdad es dada si ¢ € D N Sing(F), puesto que D es lisa (el caso
n = 0). Como ¢ es no-dicritica, por el Corolario 6.1, tenemos que, asi: ¢;(Nz).P = mq(F)

> GSV(F.D.p)=ci(Ng).D—D.D =my(F)+1

q€Sing(F)ND

Y. GSV(Gy,D,p) =ci(Ng,).D— D.D = my(Gy) + 1

qumg(gf)ﬂD

Asi por (6.48), tenemos que:
mg(F) = my(Gy)

y la propiedad a) es satisfecha.

Ahora recordemos que:

GSV(F,Si,q;) = GSV(F,S;,p) +my(m; — my(F)) (6.49)
GSV(Q‘» §i> q) = GSV(Gy,Si,p) +mi(m; —my(Gy)) (6.50)

donde m; es la multiplicidad de \S; en p. Por hipétesis de induccién (n=0, caso cruzamiento
normal), tenemos que:

GSV(F,Si,q:) > GSV(Gy. Si, )
Entonces de (6.49) y (6.50) tenemos que:
GSV(F,S;,p) + mi(m; — my(F)) > GSV(Gy, Si,p) + mi(m; —m,(Gy))
Pero my(F) > my(Gy), entonces

GSV(F,S;,p) > GSV(Gy, Si, p).
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Lema 6.7. Con las notaciones dadas arriba, tenemos que se cumple
GSV (G, S',p) = (S"-5"),,

donde S’ es una unién de componentes irreducibles de S y S” consta de las componentes
irreducibles que no estédn en S’

Prueba: Sabemos que G es definida en una vecindad de p por

k
w=> nififo-. fi-. fudf; (6.51)
=1

donde f = f{"... f:(fo . fi*y S ={f = 0}. Supongamos por una permutacion que que
S'=5USU...USy,, ko <k, entonces por la Proposicion 6.6 aplicado iteradas veces
conseguimos

GSV(G;,S'p) = GSV(G;,S1USU...U Sk, p)
= Gsv(gfaslap)_'_GSV(gf?SZU"'USkmp)_2<Sl7SQU"'USk0)

ko ko—1
= Y GSV(Gy,S5,p) =2 (S5, 8141 U SjpaU--- U Sy,) (6.52)
j=1 =1

Reescribiendo (6.54) como
—~ k ~ ~
i=1
i#]

obtenemos una descomposicién de S;, entonces por definicién del indice GSV' tenemos

G’SV(gfaSmP)— 27@/35]. n]flfjfk —(S],Slu...USj...Sk)

Sumando estos de 1 a kg lograremos

k() k(]—l kO
Z GSV(Gy, Sj,p) =2 Z(Sja Sjt1USjaU---USy) + Z(Sjv Sko+1 U Sjpa U--- U Sy)
=1 =1 =1

Por lo tanto reemplazando esto en (6.52) obtendremos

ko
GSV(gf, S/’p) — Z(S}-, Sko—i-l U Sj+2 U---U Sk) — g . g"

j=1

A partir de los lemas hemos probado el siguiente resultado.
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Teorema 6.6 (Brunella). Si S es una separatriz no dicritica, entonces:
GSV(F,S,p) >0

Prueba: Descomponemos en S = S; U Sy y denotemos por S y S” las partes reducidas
de S7 y S respectivamente. Entonces de la Proposicién 6.6 tenemos

GSV(F,S,p) = GSV(F,S1,p) + GSV(F, S, p) — 2(5",8").
Utilizando el Lema 6.7 conseguimos

GSV(F,S1,p) > GSV(Gy, S1,p) := GSV (G, S, p) = (5, 5")

GSV(F,Sa,p) > GSV(Gy, Sa,p) := GSV (G, 8", p) = (5, 5").

Luego
GSV(F,S,p) > 0.

O

Corolario 6.2. Si S es la unién de un nimero finito de separatrices en p € Sing(F),
donde p es una curva generalizada, entonces:

GSV(F,S,p) = 0.

Prueba: Por el Teorema 6.5 tenemos que F y G 7 tienen el mismo numero de singulari-
dades por lo tanto las desigualdades en la demostracion del Lema 6.6 se tornan igualdades

y por lo tanto GSV (F,S,p) = 0. O

Ejemplo 6.2. Consideremos la foliaciéon F definida por la forma
w = 2ydx — 3xdy.

Luego S : {f = 22 —y® = 0} es una separatriz de F en p = (0,0), donde (0,0) € Sing(F),
es mas 22 — cy® = 0, ¢ € R son separatrices de F, luego F es una separatriz no-dicritica.
Ahora por la demostracién de la Proposicion 5.1, obtenemos una descomposicién de w
asociado a F en p

gw = hdf + fa
g = —3y%, h = =37z y a = 6dx, entonces:

1 dr  6ydy

Entonces GSV (F,S,p) < 0. Por lo tanto S es una separatriz no dicritica.

Entonces vemos resultado del Teorema de Brunella es falso para singularidades di-
criticas.
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Definicién 6.16. Sea F una foliacién y un sistema de coordenadas afines tales que F
sea inducido por: w = adx + bdy = 0. El grado de una foliacién F en P2, es el nimero de
puntos p € L, donde L es una recta en C? no invariante F, tales que w(p) = 0 6 la hoja
de F que pasa por p es tangente a L.

Observacion 6.10. Para ver que la definicién anterior estd bien definida, ver [13] pag.
10.

Una consecuencia importante de la Teorema 6.6 es una solucién al Problema de
Poincaré. Para ello consideremos una 1-forma

w = a(z,y)dx + b(z, y)dy

polinomial en C2, es decir

d d

a(r,y) = aix,y) v blw,y) = bilz,y)

i=1 i=1

donde a; y b;, son polinomios homogéneos de grado i, con ag # 0 6 by # 0. Denotemos por
F., la foliacién en P?, inducida por w. El plano proyectivo P? es descrito por 3 sistemas
de coordenadas (z,y), (u,v) y (s,t) las cuales estén relacionadas de las manera:

_1 _1
x_a7y_¥
v B
y—aa$—¥

En las coordenadas (u,v), la forma w puede escribirse:

d
1 —a;(1,v) — vb;(1,v) bi(1,v)
= ;1( " du +u > dv | .

De aqui podemos observar que L, es el conjunto de polos.

1. Si ag(1,v) + vbg(1,v) = 0, esta forma tiene polo de orden d + 1,
2. Si aq(1,v) + vby(1,v) # 0, esta forma tiene polo de orden d + 2.

De la Observacién 1.4 y Definicién 1.22 tenemos Ni = ((w)o — (W)eo) = —(d + 1) Lo,
entonces:

Ny — { (d+1)Lo , sizag+ybg =0, (6.53)

(d + 2)LOO , sl xag + ybg # 0,

Observaciéon 6.11. El grado de la foliacién F, en este caso es d — 1 si zag +ybg =00 d
en caso contrario.

El problema de Poincaré fue tratado por Cerveu-Lins Neto por primera vez con técnicas
modernas en [8]. Posteriormente este problema fue resuelto por Carnicer en [6] utilizando
el resultado de Cerveau-Lins Neto. La prueba de este Teorema es debido a Brunella.
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Proposicién 6.9 (Carnicer). Sea F foliacién sobre P? con todas sus singularidades no-
dicriticas y S : F([x : y : 2z]) = 0 una curva algebraica F—invariante de grado d. Si el
grado de F es m entonces:

m+2>d.

Prueba: Por la Proposiciéon 6.5, tenemos que:
Ng-S=GSV(F,8)+S-8S. (6.54)

F
Sea g = entonces

(ax + by + cz)¥’

(9) + (L] = [F],

donde L; : ax + by + zc, por lo tanto de la Proposicién 1.2 [S] = [L;]®¢. Por (6.53)
Ny = [Ly]®™ 2 luego de (6.54) tenemos

d(m +2)L,.Ly = d> + GSV(F, S),

pero como GSV(F,S) > 0, tenemos el resultado. O

6.2. Singularidades casi Liovillean

Definicién 6.17. Diremos que p € Sing(F) es casi Liovilliana, si existe una forma
cerrada meromorfa 7 y una forma holomorfa +; en una vecindad de p, tal que:

dw = (v+m) \w (6.55)

Si 1 = 0, diremos que p es Liovilleana.

Observacion 6.12. El divisor polar de v = vy + 71, es invariante por F. En efecto,
sea ¢ € (7)oo — {p}, entonces por un cambio de coordenadas podemos suponer que w =
adz,a € O*, v1 = pdz+qdw, con p 'y q holomorfas y vy = bdz+ cdw, con b y ¢ meromorfas,
ahora como 7 es cerrada dyy, = 0, entonces b, = ¢, y como dw = v A w, tenemos que

1 0a
c=—-———q,
a Ow ¢
entonces ¢ es holomorfa, luego ¢, es holomorfa y b, es holomorfa. Ahora como b, es

holomorfa y

b
b(z,w) = g—w(z,w)dw
bl(sz)
entonces b(z,w) es holomorfo en w, entonces b(z,w) = W) Luego vemos que los
z

ceros de h(z) que son polos de b son invariantes por F y como (79)eo = (7)o, tenemos
que el divisor polar es invariante por F.
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Proposicién 6.10. Si p € Sing(F) es simple casi Liovilliana, entonces:
ZR@S Yo, 55).Var(F,S;,p).

Prueba: Sea U vecindad de p, tal que w = 0 defina la foliacién regular F fuera de p,
luego existe € > 0, una vecindad V C U de 0S = S N S? y una 1—forma holomorfa ~/
sobre V', tal que

dw =7 ANw (6.56)

va que (SN S?) N Sing(F) = (. Ahora tomemos p € C>(V), tal que es 1 sobre una
vecindad U C V' y por el Lema 4.4

BB(F,p) = 536 AdB

donde 3, es un 1—forma diferenciable tal que dw = BAw. Como (py + (1 —p)y) Aw = dw,
entonces

(P +Q=py—B)Aw=0
y por el Lema de Divisién de De Rham existe g € C*°(V'), tal que

B=(py+(1—p)y)+gw, donde vy =5+

BAdS = d(yo Ny) = / Yo A (6.57)
S3 a(S3nV)

S3nv
Como cada S;, 1 < j < n es una curva irreducible de F fuera de p, por un cambio
de coordenadas holomorfas (z,w), en una vecindad de cada 95;, podemos encontrar una
vecindad Vj, tal que S; = {w = 0}, V;NS® = {jw| < ¢,[2] =1} y V = Uj_, V;. Entonces

tenemos que en V

dw
Yo = A iy T

/

v = adz+ bdw

donde \; = Res(7o,5;) ¥ Yo, es 1-forma holomorfa y a,b funciones holomorfas, entonces:

536 ’ Z/aSSmV- o Z/w| T w e

= Z)\jVar(]:, S;,p)

=1
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Observacion 6.13. Supongamos que la foliacion F tiene como separatriz en p, S =

S1U Sy, donde S; = {x =0}, Sy = {y = 0}, entonces :
BB(F,p) = Var(F,S1,p) + Var(F, Sa,p).
Ejemplos

1. Supongamos que S; = {z =0} y Ss = {y = 0} son hojas de la foliacién F, entonces
la foliacién inducida en una vecindad de (0,0) esta dada por:

w(z,y) =z(M +yf(z,y)dy — y(Ae + zg(z,y))dz, (A1, A2 #0)
y a y (3 numeros complejos tal que:

Oé)\l + 6)\2 = /\1 + >\2.

dz d
Entonces si 79 = a— + (8 —y, existe 1, holomorfo tal que:
T Y

dw = (v + ) Aw

Como S; = {z =0} y Sy = {y = 0} entonces:

Var(F,5,.p) = 3!
2

A
Var(F,Ss,p) = )\—2
1

y por la Proposicién 6.10

M\ Ao A
BB a2 A2) AL A
(F.p) O‘(A2>+ﬂ(A1) A2+>\1

2. Si la forma es de la forma w = 2P™'dy + (y(1 + A2P) + f)dx, donde p > 1, A # 0y
f es holomorfa con multiplicidad por lo menos p + 2. Claramente S = {x = 0} es
una separatriz y la descomposicion de w asociada a {z = 0} es:

w = hdzx + xn, donde h = y(1 4+ \zP) + f y n = 2Pdy,

entonces

d d
dw=7vAw, conw:(p+1)—$+—y.
Z Y

Si S ={r =0}y Sy ={y =0}, entonces:

a) CS(F,S1,p) =0.
b) CS(F,S1,p) = A
c) GSV(F,S,p) =1
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d) GSV(F,Sy,p)=p—+ 1.
e) BB(F,p)=2p+2+ A\

Proposicién 6.11. Si S es una separatriz no dicritica con la propiedad que GSV (F, S, p) =
0, entonces:

BB(F,p) = CS(F,S,p).

Prueba: Sea w 1—forma holomorfa que define F en una vecindad de p. Ahora como S
es una separatriz no-dicritica existe una sucesion de explosiones tal que 7 : M — M, es
la desingularizacién en p, entonces m1(S) sélo tiene cruzamientos normales y 7 !(p) =

D= U?:l D;, es un conjunto invariante por F = 7*(F). Si w = 7*w es una 1—forma que
se anula sobre D; de orden m;, entonces por la Observacién 6.6,

a(Nz) = Z m;[Dj] (6.58)

Si llamamos U = 7 *(U), entonces por cambio de variables BB(F,p) = BB(F,0U) y
por el Teorema 4.2, tenemos que:

BB(F,p) = Y  BB(F,p;) — (N5 (6.59)

j=1

Sea Sing(F) = {p1,p2, ..., Pr }, tal que p; no estd en una esquina si ¢ € {1,2,...,m} = A.

1. Sea p;, tal que i € A, entonces si S} es la componente que se encuentra en algin D;
y S? la separatriz transversa. Entonces por la Observacién 6.13

BB(F,p)) = Var(F,S) + Var(F,5?), 1<j<m (6.60)

2. Si p; es una esquina consideremos Sg la unién de los dos D; que lo contienen, entonces
por la propiedad aditiva del indice de variacién tenemos que:

BB(F,p)) = Var(F,8.p)), m+1<j<k (6.61)

Ahora como D es una curva compacta invariante por F, y por ser p una explosion no-
dicritica entonces por la Proposicién 6.3:

m k
> Var(F.Slp)+ Y. Var(F, 8! pi) = ai(Ng).D (6.62)
i=1 i=m+1

Sumando (6.60) y (6.61) y reemplazando (6.62) en (6.59), obtenemos:

BB(F,p) =Y Var(F,S%,p) + c1i(Nz).D — c}(Nz) (6.63)
j=1
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Sea S = J", 7(S?), entonces por (6.28) tenemos
Var(t*F,S?,p;) = Var(F,m(S?),p) — m;

ahora, si k;, @ = 1,--- ,n, es el numero de singularidades de 7*F sobre D; diferentes de
las esquinas, obtenemos:

Z Var(F,S3p) = ZV@T(]?,W(SE),pi) — kim;

=1
= Var(F,S,p) Zk: m; (6.64)
asi en (6.63)
BB(F,p) =Y Var(F,S,p) = Y _kmi+c1(Ng).D — cj(Ng). (6.65)

j=1
Por la Observacion 6.5, si ¢; es el numero de esquinas de D;

entonces

asi ) - kym; = (c1(Ng) — D) - > m;D;, la cual si reemplazamos en (6.65), tenemos el
resultado. 0

Por el Corolario 6.2 y la Proposicion 6.11, tenemos el teorema principal del trabajo:

Teorema 6.7. Sea v un campo vectorial holomorfo en una vecindad de 0 € C?, tal que
0 es cero aislado de v, y supongamos que v es una curva generalizada no-dicritica. Sea S
la unién de todas las separatrices de v en p. Entonces:

BB(v,0) = CS(v,S,0)
GSV(v,5,0) = 0
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