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Introducción

Nuestro objetivo es describir detalladamente los temas necesarios para motivar a los
estudiantes que deseen conocer este campo de la matemática, Dinámica Compleja, y sea
utilizado como un libro texto, en el trabajo se menciona todas las referencias necesarias,
utilizadas para su entendimiento.

En el presente trabajo desarrollamos la teoŕıa de ı́ndices sobre foliaciones holomorfas
con el fin de dar condiciones necesarias para determinar la existencia de una separatriz
compacta de una foliación holomorfa singular de dimensión 1, en una variedad compleja
de dimensión 2. La dimensión aqúı será importante pues trabajaremos con singularidades
aisladas y definiremos en ellos ciertos ı́ndices que nos ayudarán a estudiar localmente la
foliación y la topoloǵıa de la separatriz .

Nuestra atención está centrada en las singularidades de la foliación, pues el teorema
de la vecindad tubular nos da una descripción local de las hojas alrededor de los puntos
regulares. Una de las diferencias más importantes entre la dinámica compleja y la real,
es que si tenemos una foliación compleja y una singularidad fijada, siempre pasa una
curva anaĺıtica invariante a través de la singularidad, la cual es llamada separatriz (Teo-
rema de Camacho Sad), pero la existencia de esta curva no se da necesariamente en el
caso real, como lo podemos apreciar en la foliación inducida por la 1-forma diferenciable
2xdx+2ydy, vemos que el caso real las hojas son ćırculos de radio r > 0, r ∈ R y no existe
una separatriz en el origen. Como sabemos desde nuestro curso de ecuaciones diferenciales
ordinarias, describir el comportamiento de las órbitas (ello determina una foliación) en
una vecindad de la singularidad es complicada dependiendo de la forma dada, es aśı que
se busca un nuevo ambiente donde el estudio sea más fácil, esto se consigue abriendo las
direcciones mediante explosiones en un punto la cual hace que reemplazemos una variedad
por otra y que podamos ir de una hacia la otra. Veremos que con un número finito de
tales explosiones las singularidades de las formas inducidas son más fáciles de trabajar.

Este trabajo posee 6 caṕıtulos, las cuales pasamos a describir.

En en Caṕıtulo 1, presentamos los preliminares como son Fibrados Vectoriales y sus
propiedades, divisores, comoholoǵıa de Čech, clases de Chern, y foliaciones homolomofas
de dimensión 1.

En el Caṕıtulo 2, estudiamos la teoŕıa de los residuos, la cual es una generalización
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del caso unidimensional que se desarrolla en el curso de una variable compleja, es decir
se expresa como una integral de una forma ω definida sobre una curva, también tenemos
el teorema de Cauchy para varias variables, donde se define una forma ωBM , llamada la
forma de Bochner-Martinelli. Debemos destacar que mediante la integración de la forma

ω =
J(f)dz1 ∧ dz2 ∧ · · · ∧ dzn

f1(z) · · · fn(z)
,

donde f = (f1, ....fn) es una función holomorfa y J(f) es el Jacobiano de f sobre una
hipersuperficie, obtenemos el ı́ndice topológico, es decir, el ı́ndice de Poincaré-Hopf. Aśı,
vemos que la teoŕıa de residuos vincula la topoloǵıa diferencial y el análisis complejo.

En el Caṕıtulo 3, pasamos del análisis complejo al álgebra definiendo el ı́ndice de
Milnor, el cual está relacionado con el ı́ndice topológico. Aqúı se establece el teorema de
parametrización de Puiseux, que junto a un teorema debido a Milnor, nos dice que el
germen de una curva anaĺıtica irreducible plana en el origen intercepta transversalmente
a una esfera, centrada en el origen de C2 y de radio suficientemente pequeño, y la cur-
va intercepción obtenida es difeomorfa a un ćırculo; este resultado será importante pues
utilizaremos las componentes irreducibles de la separatriz para definir ı́ndices por medio
de residuos y que serán expresadas como integrales sobre estas curvas de ciertas formas.
Definimos el número de intersección entre divisores lineales, la cual es una generalización
de la teoŕıa de intersección, visto en topoloǵıa diferencial. Por último definimos la ex-
plosión en un punto para calcular la autointersección del divisor exepcional.

En el Caṕıtulo 4, definimos el ı́ndice de Baum-Bott (BB), y demostramos el célebre
teorema de Baum-Bott que nos dice que la autointersección del fibrado normal de la fo-
liación coincide con suma de los ı́ndices de Baum-Bott.

En el Caṕıtulo 5, definimos el ı́ndice de Camacho Sad (CS(F , S, p)) en una singulari-
dad de la foliación F y de la separatriz que pasa por p. Para ello probamos que existe una
descomposición de la forma ω (la cual define la foliación F : ω = 0 en una vecindad de una
singularidad), donde interviene la ecuación local de la separatriz reducida S : {f = 0}, a
partir de la descomposición. El ı́ndice de Camacho Sad (CS(F , S, p)) en una singularidad,
se expresa como la integral de una forma que depende de la descomposición dada, sobre
la intersección de la separatriz con una esfera de radio pequeño, que como vimos en el
Caṕıtulo 3, es una curva real anaĺıtica. Probamos que tal ı́ndice está bien definido, es decir
que independe de la descomposición, además que independe del cambio de coordenadas.
Definimos el ı́ndice de Camacho Sad CS(F , S) de una curva anaĺıtica compacta invariante
por la foliación, como la suma de las ı́ndices de Camacho Sad, en las singularidades que se
encuentran en la curva. Luego probamos que este ı́ndice coincide con la autointersección
de la curva S, es decir

CS(F , S) = S · S,

finalmente damos algunos ejemplos de foliaciones para los cuales calculamos su ı́ndice de
Camacho-Sad.
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En el Caṕıtulo 6, volvemos a ver la explosión de un punto, pero ahora sobre una
superficie compleja arbitraria M . Aśı tenemos una nueva variedad compleja la cual de-
notamos por M̃ y luego inducimos en M̃ una foliación π∗F y definimos la explosión
dicŕıtica y no dicŕıtica. Luego definimos el ı́ndice de variación (V ar(F , S, p)), y el ı́ndice
de Gomez-Seade-Verjosvski (GSV (F , S, p)) en un punto como una generalización al ı́ndice
de Poincaré-Hopf para curvas singulares. A continuación se estudian las relaciones que
existen entre los ı́ndices CS(F , S), V ar(F , S) y GV S(F , S).

Luego, probaremos el teorema de Seindenberg, el cual nos dice que luego de un número
finito de explosiones obtenemos sólo singularidades reducidas, por ello entenderemos sin-
gularidades sillas nodos y simples, la composición de tales explosiones será llamada res-
olución de la foliación. Enunciamos los teoremas de las formas normales de Poincaré y
Siegel. Una separatriz es llamada no-dicŕıtica si existe una sucesión de explosiones que
induce una curva (incluido el divisor) que posee sólo cruzamientos normales y el divisor
que intercepta la separatriz es invariante por la foliación. En el caso que la separatriz sea
no-dicŕıtica probamos el teorema de Brunella el cual muestra que el ı́ndice de GSV (F , S)
es siempre no negativa y la igualdad se da si la foliación es una curva generalizada (es de-
cir que en la resolución no hay singularidades sillas nodos). Una consecuencia importante
de esta teoŕıa es el teorema de Carnicer la cual relaciona el grado de la foliación sobre
el plano proyectivo con el grado de las curvas invariantes (Problema de Poincaré). Por
último definimos las singularidades liovillianas para relacionar el ı́ndice de Baum Bott
con los demás ı́ndices y mediante ello probamos el resultado principal de trabajo:

Teorema. Sea v un campo vectorial holomorfo en una vecindad de 0 ∈ C2, tal que 0 es
cero aislado de v, y supongamos que v es una curva generalizada no dicŕıtica. Sea S la
unión de todas las separatrices de v en p. Entonces:

BB(v, 0) = CS(v, S, 0)

GSV (v, S, 0) = 0
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1. Fibrados Vectoriales

En la siguiente definición K denotará el cuerpo real R o complejo C.

Definición 1.1. Un K- fibrado vectorial de rango n sobre una variedad M , es un conjunto
E, junto con una aplicación π : E −→ M tal que

1. Para todo p ∈ M, π−1(p) es un espacio K-vectorial de dimK π−1(p) = n, llamado
fibra del fibrado π en punto p y denotado por Ep.

2. Existen Vj ⊆ M abiertos y Fj : Vj ×Kn −→ π−1(Vj) biyecciones con

ii) M =
⋃

j∈J Vj

ii) π ◦ Fj = π1 (π1 es la proyección π1(x, v) = x)

iii) Dado p ∈ Vj, Fj : {p} ×Kn → π−1(p) es un isomorfismo K-lineal.

iv) Si denotamos por Vjk = Vj ∩ Vk los F−1
k Fj : Vjk × Km −→ Vjk × Km son

homeomorfismos, llamados trivializaciones.

Observación 1.1. En Vjk los F−1
k Fj son de la forma F−1

k Fj(p, v) = (p, fkj(p) · v) y en
esta intersección están definidas las aplicaciones

fkj : Vjk −→ GL(n)

satisfaciendo las condiciones de cociclo:



fjj = I, en Vj

fjk · fkj = I, en Vjk

fjk · fkh · fhj = I, en Vjkh

(1.1)

donde I es la matriz identidad. La familia {fkj} es llamada cociclo y las relaciones (1.1)
son llamadas condiciones de cociclo. Verifiquemos la segunda propiedad, análogamente
puede verificarse las otras. En Vjk se tiene:

(F−1
j Fk)F

−1
k Fj(p, v) = F−1

j Fk(p, fkj(p) · v)
(p, v) = (p, fjk · fkj · v)
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Un K-fibrado es topológico, diferenciable, Ck u holomorfo según los fjk ó F−1
j Fk tengan

estas propiedades para todo j, k. Las condiciones de cociclo determinan el fibrado, ellas
permiten reconstruirlos y los objetos definidos sobre los fibrados localmente se expresan en
base a ellas. Estos comentarios se harán evidentes conforme demos ejemplos y probemos
algunas propiedades. Mas antes, será conveniente decir cuando dos fibrados son isomorfos
esto es esencial pues los fibrados serán indistinguibles desde este punto de vista.

Definición 1.2. Sean π1 : E1 → M y π2 : E2 → M fibrados vectoriales. Una aplicación
continua ϕ : E1 → E2 es un morfismo de fibrados vectoriales si:

1. ϕ|π−1
1 (p) : π−1

1 (p) → π−1
2 (p) es una transformación lineal.

2. El diagrama

E1
ϕ→ E2

π1 ↓ ↓ π2

M
IdM→ M

conmuta.

Si existe otro morfismo de fibrados ψ tal que ψϕ = IdE1 y ϕψ = IdE2 entonces ϕ será lla-
mado isomorfismo de los fibrados π1 y π2.

Relaciones fundamentales de morfismos: Si ϕ es un morfismo de los fibrados π1 :
E1 → M y π2 : E2 → M cuyas trivializaciones son Fj : Vj × Rn −→ π−1

1 (Vj) y Gj :
Vj × Rn −→ π−1

2 (Vj) respectivamente. Entonces ϕj = G−1
j ϕFj es de la forma ϕj(x, v) =

(x, aj(x)v) donde aj : Vj → L(Rn,Rm) (aj : Vj → GL(n) si ϕ es un isomorfismo). Luego,
para otro ı́ndice i tenemos ϕi = G−1

i ϕFi. Aśı, en la intersección Vij tenemos la siguiente
relación

GiϕiF
−1
i = GjϕjF

−1
j

que equivale a la relación ϕiF
−1
i Fj = G−1

i Gjϕj en Vij. Luego aplicado a (x, v) tenemos

(x, aifij(x)v) = ϕiF
−1
i Fj(x, v) = G−1

i Gjϕj(x, v) = (x, gijaj(x)v)

De esto tenemos la relación fundamental que determina un morfismo de fibrado.

aifij = gijaj, en Vij. (1.2)

Rećıprocamente, dada funciones aj : Vj → GL(n) tales que aifij = gijaj en Vij, podemos
construir un isomorfismo de fibrados ϕ : E1 −→ E2 como

ϕ|Vj
= GjϕjF

−1
j , donde ϕj(p, v) = (p, aj(p).v)

y está bien definida puesto que en Vij tenemos la identidad F−1
i ϕiGi = F−1

j ϕjGj, ya que

ϕiFiF
−1
j (x, v) = (x, aifij(x)v) = (x, gijaj(x)v) = GiG

−1
j ϕj(x, v).
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Proposición 1.1. Sea M una variedad, con M =
⋃

j∈J Vj un cubrimiento por abiertos

de M . Sean fjk : Vjk
C0−→ GL(n.R) aplicaciones que satisfacen las condiciones de cociclo

(1.1). Entonces existe un fibrado π : E −→ M cuyas trivializaciones son

Fj : Vj × Rm −→ π−1(Vj)

tales que
F−1

k Fj(p, v) = (p, fkj(p) · v).

Además, este fibrado es único salvo isomorfismos.

Prueba: Existencia: Consideremos

Ẽ =
⋃
j

{j} × Vj × Rm

y la relación definida como

(j, p, v) ∼ (k, q, w) ←→ p = q y fkj(p) · v = w.

Esta relación es de equivalencia gracias a que los fij, satisfacen las condiciones de cociclo.

Si consideramos el cociente E = Ẽ/ ∼ tenemos el fibrado definido por

π : E −→ M
[j, p, v] 7−→ p.

Unicidad a menos de isomorfismo: esto quiere decir que dos fibrados con los mismos
cociclos son isomorfos. Para verificar esto basta tomar ai : Vi → GL(n), siendo ai(p)
la matriz identidad de orden n × n, para todo i. Luego, tenemos aifij = fijaj, que es
justamente la relación (1.2) y a partir de ella se puede construir el isomorfismo. ¤

Ejemplo 1.1 (Fibrado Trivial). Sea M una variedad, el fibrado trivial es π : M ×Rn −→
M π(p, v) = p. Observe que Id : M×Rm −→ π−1(M) es la trivialización. De la definición
de fibrado, todo fibrado vectorial es localmente trivial.

Ejemplo 1.2 (Fibrado Tangente). Sea M una variedad y el fibrado tangente es definido

por TM =
⋃

p∈M

{p} × TpM luego la proyección π : TM −→ M es un fibrado vectorial.

1.2. Las Secciones de un Fibrado

Definición 1.3. Una sección de un fibrado π : E −→ M , es una función s : U −→ E tal
que π ◦ s = IdM i.e. el diagrama

M
s−→ E

↘ Id ↓ π
M

conmuta. El espacio de las secciones será denotado por Γ(M, E).
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Relaciones fundamentales de secciones: Sea s : M −→ E una sección, y Fj : Vj × Rn −→
π−1(Vj) una trivialización del fibrado π : E −→ M . La sección s en Vj es de la forma
F−1

j s(p) = (p, sj(p)) donde sj : Vj −→ Rn. Luego en Vjk

(p, sk(p)) = F−1
k s(p) = F−1

k Fj(p, sj(p)) = (p, fkjsj(p))

y de ah́ı tenemos la relación fundamental que determina una sección

sk = fkjsj en Vjk. (1.3)

Rećıprocamente, si existen funciones sj : Vj −→ Rn tales que sk = fkjsj en Vjk, podemos
construir una sección s : M −→ E definiendo

s|Vj
= Fj(p, sj(p))

y está bien definida, puesto que en Vjk : Fj(p, sj(p)) = Fk(p, sk(p)), ya que

F−1
k Fj(p, sj(p)) = (p, fkjsj(p)) = (p, sk(p))

Ejemplo 1.3 (El Fibrado Tautológico L∗). Sea Pn el espacio proyectivo de dimensión n,
queremos que

π1 : Cn+1 − {0} −→ Pn = Cn+1 − {0}/ ∼
p 7−→ [p]

sea un fibrado lineal, el problema es que la preimagen de un punto por esta aplicación
es una recta sin su origen y aśı no es un fibrado lineal. Para remediar este problema
consideremos el fibrado trivial π : Pn × Cn −→ Pn y también

L∗ = {([w], z) ∈ Pn × Cn : ∃ t ∈ C, z = tw}
Veamos que π = π|L∗ es un fibrado, para ello definamos sus trivializaciones

Fj : Uj × C −→ π−1(Uj)

([w], t) 7−→
(

[w],
t

wj

w

)

donde Uj = {[x0 : · · · : xn] : xj 6= 0}, luego

F−1
k Fj : Vjk × C Fj−→ π−1(Vjk)

F−1
k−→ Vjk × C

([w], t) 7−→
(

[w],
t

wj

w

)
7−→

(
[w], t

wk

wj

)

fkj : Ukj −→ GL(C; 1) = C∗

[w0 : · · · : wn] 7−→ wk

wj

Este fibrado es llamado tautológico.
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Ejemplo 1.4 (El dual del Fibrado Tautológico L∞). Consideremos la hipersuperficie

L∞ = {[w0 : · · · : wn] : w0 = 0}

del espacio proyectivo, la cual es definida localmente como L∞|Uj
:
w0

wj

= 0, ∀ 0 ≤ j ≤ n.

Esto es, los puntos de L∞|Uj
son ceros de gj : Uj −→ C definidas como gj([w]) =

w0

wj

, es

decir
L∞|Uj

: gj = 0 en Uj.

En los abiertos Ujk ellos están relacionados de la siguiente manera

gk =
w0

wk

=
wj

wk

w0

wj

= gkj · gj

Notemos que gjk = f−1
kj , donde los fkj son los cociclos del fibrado tautológico.

1.3. Referencial de un fibrado

Definición 1.4. Sea π : E −→ M un C-fibrado vectorial de rango n. Un referencial
del fibrado es un juego de secciones s1, . . . , sn : M −→ E tal que para cada p ∈ M ,
(s1(p), . . . , sn(p)) es una base de la fibra Ep = π−1(p).

Localmente siempre podemos conseguir referenciales, para esto consideremos una tri-
vialización Fj : Uj × Rn −→ π−1(Uj) en Uj. Sean

sj
α : p 7−→ Fj(p, eα)

donde α = 1, . . . , n. Como (e1, . . . , en) es base de Cn sigue que (sj
1, . . . , s

j
n) va a ser un

referencial en Uj. En el abierto Ujk tenemos dos referenciales (sj
1, . . . , s

j
n) y (sk

1, . . . , s
k
n)

entonces existe una matriz de orden n× n inversible (f jk
αβ) definida en Uik tal que

sj
α =

∑

β

f jk
αβsk

β.

esto es,




sj
1
...
sj

n


 =




f jk
11 · · · f jk

1n
...

...
f jk

nn · · · f jk
nn







sk
1
...
sk

n


 (1.4)

Veamos quien es esta matriz. Para esto aprovecharemos esta relación y la linealidad de
Fj sobre cada fibra

sj
1 = f jk

11 sk
1 + · · ·+ f jk

1nsk
n

Fj(p, e1) = f jk
11 (p)Fk(p, e1) + · · ·+ f jk

1n(p)Fk(p, en)

Fj(p, e1) = Fk(p, f
jk
11 (p)e1 + · · ·+ f jk

1n(p)en)
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donde p ∈ Ujk, entonces

(p, fkj(p)e1) = F−1
k Fj(p, e1) = (p, f jk

11 (p)e1 + · · ·+ f jk
1n(p)en).

Aśı, llegamos a la conclusión que la matriz correspondiente a fkj es justamente la matriz

(f jk
αβ). Al identificar la transformación lineal con su matriz tenemos

fkj = (f jk
αβ)

En el caso particular que E es un fibrado lineal (1.4) es

sj
1 = fkjs

k
1 (1.5)

Ejemplo 1.5. Sea M una variedad , en un abierto coordenado U tenemos que dx1, . . . , dxn

es un refencial de TM∗, dx1 ∧ . . . ∧ dxn de
∧n(TM∗) y

∂

∂x1

, . . . ,
∂

∂xn

de TM.

1.4. Fibrados Asociados a Divisores

Definición 1.5. Sea M una variedad compleja y V ⊆ M , diremos que V es un conjunto
anaĺıtico de codimensión 1, si para cada p ∈ M existe un Up vecindad de p en M y
fp ∈ O(Up) tal que V |Up : fp = 0

Ejemplo 1.6. En la variedad M = C2 el conjunto V = {(x, y) ∈ C2 : xy = 0} es anaĺıtico,
pues, para cualquier p ∈ C2 podemos tomar Up = C2 y Fp(x, y) = xy. Pero además
observe, que para p = (x, 0) con x 6= 0 podemos escoger el abierto Up = (C− {0})× C y
fp : Up → C, fp(x, y) = y, de manera que:

V |Up : fp = 0

Aśı, para cada g ∈ O(Up) tal que g|(Up∩V ) ≡ 0 se tiene que existe h ∈ O(Up) tal que
g = hfp en Up. Esta propiedad, claro, no la tiene Fp, nosotros estaremos interesados en
este tipo de función fp que pasamos a definir a continuación.

Definición 1.6. Una función definidora de V en el punto p, es una función fp : Up → C
holomorfa en Up tal que ∀ gp ∈ O(Up), gp|Up∩V = 0, existe hp ∈ O(Up), tal que gp = hpfp.

La existencia de este tipo de funciones está garantizada(ver [16], pag. (129)).
Entonces tenemos un cubrimiento V ⊂ ⋃

j∈J Uj y una familia de funciones definidoras
fj : Uj → C de este conjunto anaĺıticos, tales que:

i) ∃ {Uj}j∈J cubrimiento de V tales que V |Uj
: fj = 0, fj ∈ O(Uj).

ii) ∃ fjk ∈ O∗(Ujk) tal que fj = fjk · fk

Notemos que fjk : Ujk −→ C∗ = GL(C, 1) cumplen las condiciones de cociclo, intro-
duciendo U∗ = M−V y f∗ = 1 con J∗ = J∪{∗}, tenemos que {Uj}j∈J∗ es un cubrimiento
abierto de M y los mapas f ∗jk = fj/fk definidos en Ujk, para j, k ∈ J∗ cumplen las condi-
ciones de cociclo.
Denotamos por [V ] al fibrado definido por {f ∗jk}.
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Definición 1.7. Un Divisor en una variedad compleja M , es una suma formal finita

D =
∑

njVj

donde nj ∈ Z y Vj son conjuntos anaĺıticos irreducibles de codimensión 1, esto es, son
elementos del grupo libre generado por los conjuntos anaĺıticos irreducibles de codimensión
1, Div(M). El divisor D es llamado efectivo si nj ≥ 0, para todo j.

Veremos que esencialmente este grupo está identificado con los fibrados lineales. Para
asociarle un fibrado lineal a un divisor D =

∑
njVj, consideremos su soporte como el

conjunto

|D| =
⋃

nj 6=0

Vj

Asi podemos considerar las funciones que definen el cociclo de D:

i) Si p ∈ |D| existe k = k(p) ∈ N tal que p ∈ ⋃k
i=1 Vji

, si Uji
son abiertos donde

Vji
|Uji

: fji
= 0, tomemos

fp =
k∏

i=1

(fji
)nji , definido en Up =

k⋂
i=1

Uji

ii) Si p /∈ |D|, tomemos
fp = 1U∗j donde U∗ = M − |D|

Con J = |D| ∪ {∗} para j, k ∈ J definimos

fjk = fj/fk en Ujk (1.6)

las cuales cumplen las condiciones de cociclo y por tanto definen un fibrado lineal, la cual
será denotado por [D].

Observación 1.2. Sea M una variedad compleja, p ∈ M y Mp el cuerpo cociente de Op,
una función meromorfa sobre M, es un mapa

f : M −→ M =
⋃

p∈M

Mp

p 7−→ fp ∈Mp

esto es, ∀ p ∈ M ∃ gp, hp ∈ Op no idénticamente nula tal que fp = gp/hp.
En otras palabras, f una función meromorfa es una familia {fi} tal que existe un

cubrimiento M =
⋃

i∈I Vi y una colección funciones holomorfas gi, hi : Ui → C relativa-
mente primos tal que fi = gi

hi
.

Sea f : M −→ M meromorfa y V un conjunto anaĺıtico. Dado p ∈ V , definimos el
orden de f en p, ordV,pf como el mayor entero n ∈ Z tal que

fp = hpf̃
n
p

11



donde fp es el germen de f en p, hp es una unidad y f̃p es el germen de la función definidora
de V en p.

Definimos el divisor de f , como

(f) =
∑

ordV f.V

Podemos dividir este divisor en dos divisores (f)0 =
∑

ordV f≥0 ordV f.V el divisor de ceros
y (f)∞ =

∑
ordV f≤0−ordV f · V el divisor de polos. Aśı tenemos

(f) = (f)0 − (f)∞.

Observación 1.3. En el caso que D = n1S
1 + · · · + nkSk, entonces [D] = [S1]

⊗n1 ⊗
[S2]

⊗n2 · · · [Sk]
⊗nk .

Proposición 1.2. Sea D un divisor tal que D es el divisor de una función meromorfa
entonces D es el fibrado trivial.

Prueba: Supongamos que D = n1S
1 + · · · + nkSk = (m), donde m es una función

meromorfa. Sea {Ui}i∈A una cobertura de M , tal que Sk|Ui
: fk,i = 0, para k = 1, . . . , n,

ahora como en Uij

fk,i = fk,ijfk,j

entonces por la observacion 1.3, [(m)] es inducido por el cociclo ϕij = fn1
1,ij · · · fnk

k,ij ∈
O∗(Uij), entonces

k∏

k=1

fnk
k,i = ϕij

k∏

k=1

fnk
k,j

luego

∏k
k=1 fnk

k,i

m|Ui

= ϕij

∏k
k=1 fnk

k,j

m|Ui

y como

∏k
k=1 fnk

k,j

m|Ui

∈ O∗(Uij), de (1.2) tenemos que [D] es

el fibrado trivial. ¤
Definición 1.8. Una sección meromorfa de un fibrado L es una aplicación s : M 99K L 1

tal que para toda carta trivializadora Fj : Vj×C→ L de L entonces s|Vj
(p) = Fj(p, sj(p))

con sj : Vj → C meromorfa.

Observación 1.4. Como si = gijsj en Vij, dado un conjunto anaĺıtico irreducible V
tenemos, ordV sj = ordV si. Luego, no existe ambigüedad en definir el orden ordV s de s en
Vi∩V como ordV si, cualquiera que sea i. Aśı, definimos el divisor de la sección meromorfa
como:

(s) =
∑
V

ordV sV,

la suma esta variando sobre todos los conjuntos irreducibles de M (compacta). Por con-
strucción [(s)] y L son isomorfos, y es efectivo si s es una sección holomorfa (pues,
ordV si ≥ 0). Rećıprocamente, si existe un divisor D tal que L ≡ [D] entonces por la
construcción hecha después de la Definición 1.7 existen abiertos Vi y funciones meromor-
fas sj : Vj 99K C tal que D|Vj

: sj = 0 y satisfacen la relación si = gijsj en Vij. De (1.3)
tenemos que esta relación determina una sección meromorfa de L en M .

1Indicamos por la flecha punteada para indicar que esta función no esta definida en todo M
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1.5. Operaciones con fibrados vectoriales

Sean π1 : E −→ M y π2 : F −→ M dos fibrados vectoriales y sean

fjk : Ujk −→ GL(n,R)

gjk : Ujk −→ GL(m,R)

Los cociclos de E y F respectivamente.

1. E⊕ F, suma de fibrados:
Buscamos construir un fibrado cuyas fibras sean π−1

1 (p)⊕ π−1
2 (p), definamos

hjk = fjk ⊕ gjk : Ujk −→ GL(n + m,R)
p 7−→ fjk(p)⊕ gjk(p)

donde fjk(p)⊕ gjk(p) tiene por matriz

[
fjk 0
0 gjk

]

aśı satisfacen las condiciones de cociclo.
Para ello consideramos las aplicaciones E⊕F como el fibrado vectorial definido por {hjk}.

2. E⊗ F, producto tensorial de fibrados
Buscamos construir un fibrado cuyas fibras sean π−1

1 (p)⊗ π−1
2 (p), definamos

hjk = fjk ⊗ gjk : Ujk −→ GL(nm,R)
p 7−→ fjk(p)⊗ gjk(p)

ellos forman un cociclo, el fibrado determinado por {hjk} es denotado por E ⊕ F .
3. f∗E, imagen rećıproca de fibrados
Sea π : E → M un fibrado y f : N → M una aplicación C∞ entre las variedades N y M .
El fibrado f ∗ : f ∗(E) → N es definido como sigue

f ∗(E) = {(p, v) ∈ N × E/f(p) = π(v)}

los cociclos de f ∗(E), son:
f ∗gij = gij ◦ f

donde gij : Uij → GL(n,R) son los cociclos.

1.5.1. Subfibrados Vectoriales

Sea π : E −→ M un fibrado vectorial de rango m.

Definición 1.9. Un subfibrado F de E es una subvariedad tal que π|F : F −→ M es un
fibrado de rango n ≤ m donde sus fibras (π|F )−1(p) son subespacios vectoriales de π−1(p).
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Sean
F−1

k Fj : Uj ∩ Uk × Rm −→ Uj ∩ Uk × Rm

(p, v) 7−→ (p, fjk(p) · v)

G−1
k Gj : Uj ∩ Uk × Rn −→ Uj ∩ Uk × Rn

(p, v) 7−→ (p, gjk(p) · v)

las trivializaciones de E y F respectivamente. Matrizialmente

fjk =

[
hjk ljk
0 gjk

]

Los mapas {hjk} : Ujk −→ GL(m− n,R) definen al fibrado cociente E/F .

1.6. Cohomoloǵıa de Čech

Definición 1.10. Sea X un espacio topológico y I un sistema de conjuntos abiertos en
X. Un prehaz de grupos abelianos en X es un par (F , ρ) consistiendo de:

1. Una familia F = (F(U))U∈I de grupos abelianos.

2. Una familia ρ = (ρV,U)U,V ∈I,V⊂U de homomorfismos de grupos

ρV,U : F(U) → F(V ), donde V es abierto en U.

con las siguientes propiedades:

a) ρU,U = IdF(U) para todo U ∈ I.

b) ρW,V ◦ ρV,U = ρW,U para todo W ⊂ V ⊂ U .

Ejemplo 1.7. Sea X un espacio topológico. Para todo conjunto U abierto en X, sea
C(U) = {f : U → C : f es continua}. Para V ⊂ U , sea ρV,U : C(U) → C(V ) el mapeo de
restricción usual. Entonces (C, ρ) es un prehaz de espacios vectoriales sobre X.

Observación 1.5. 1. Denotaremos F por la dupla (F , ρ).

2. Los homomorfismos de ρV,U son llamados homomorfismos de restricción. Si f ∈
F(U) escribiremos ρV,U(f) = f |V

3. Análogamente podemos definir prehaces de espacios vectoriales, anillos, etc.

Definición 1.11. Un prehaz F sobre un espacio topológico X es llamado haz, si para
todo conjunto abierto U ⊂ X y toda familia de conjuntos abiertos Ui ⊂ U, i ∈ I, tal que
U =

⋃
i∈I Ui, satisfacen los axiomas del haz:

1. Si f, g ∈ F(U) son elementos tal que f |Ui
= g|Ui

para todo i ∈ I, entonces f = g.

14



2. Dados fi ∈ F(Ui), i ∈ I, tal que

fi|Ui∩Uj
= fj|Ui∩Uj

, para todo i,j ∈ I

entonces existe f ∈ F(U), tal que f |Ui
= fi , para todo i ∈ I.

Ejemplo 1.8. Sea X = M una variedad C∞

1. C∞ : C∞(U) = { funciones C∞ en U}
2. a p : a p(U) = {p-formas C∞ en U}
3. Zp : Zp(U) = {p-formas d-cerradas C∞ en U}

Sea X = M una variedad compleja

1. O : O(U) = {funciones holomorfas en U}
2. a p,q : a p,q(U) = {(p,q)-formas C∞ en U}
3. Zp,q : Zp,q(U) = {(p,q)-formas ∂-cerradas de clase C∞ en U}

Estos grupos son haces junto con los homomorfismos de restricción. Enfatizamos que
Zp,0(U) es el núcleo de ∂ : a p,0 → a p,1 es el espacio de las formas holomorfas.

Observación 1.6. Otra forma equivalente de definir un haz de grupos abelianos sobre un
espacio topológico X, es que consiste de un espacio topológico ∂S ′ y de un homeomorfismo
local π : ∂S ′ → X, satisfaciendo:

1. Para todo p ∈ X, π−1(p) es un grupo abeliano.

2. Las operaciones grupo son continuas en la topoloǵıa de ∂S ′, es decir que la función
(x1, x2) ∈ D 7→ x1 − x2 ∈ ∂S ′ es continua, donde

D = {(x1, x2) ∈ F × F : π(x1) = π(x2)},

con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa producto en F × F
Definición 1.12. 1. Sea F = (F , π,X), un haz de grupos abelianos sobre un espacio

topológico X que admite una cobertura locamente finita U = {Ui}i∈I . Una partición
de la unidad para F subordinada a la cobertura U , es una familia de homomorfismos
de haces {ξi : F → F}i∈I satisfaciendo:

(i) ξi(Fp) ≡ 0, para todo p ∈ X \ Ui; donde π−1(p) = Fp.

(ii)
∑

i∈I ξi(x) = x, para todo x ∈ F
2. Diremos que F es un haz fino si admite una partición de la unidad subordinada a

toda cobertura localmente finita.
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Ejemplo 1.9. Si M es una variedad compleja holomorfa y U = {Ui}i∈I una cobertura
localmente finita, entonces sabemos que existe una partición de la unidad subordinada a
U , es decir, existe una familia {ξi : M → [0, 1]}i∈I de funciones C∞, tal que sop(ξi) ⊂ Ui,
para todo i ∈ I y

∑
i∈I ξp(p) = 1, para todo p ∈ M . Sea a p el haz de p-formas C∞,

entonces una partición de la unidad subordinada a U , induce una partición de la unidad
para a , multiplicando a cada fibra a p, por ξp.

Proposición 1.3. Si F es un haz fino sobre una espacio topológico paracompacto X
entonces Hp(X,F) = 0 para todo q > 0.

Para una demostración de esta proposición vea la referencia [10], pag. (54).

Definición 1.13. Sea X un espacio topológico y F un haz de grupos abelianos sobre X y
U = {Ui}i∈I un cubrimiento por abiertos de X tal que

⋃
i∈I Ui = X. Sea q ∈ N, definimos

el p-ésimo grupo de cocadena de F con respecto a U , como:

Cp(U ,F) =
∏

(io,··· ,ip)∈Ip+1

F(Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uip)

Los elementos de Cp(U ,F) son llamados p-cocadenas, aśı una p-cocadena es una familia

(fio,··· ,ip)io,··· ,ip tal que fio,··· ,ip ∈ F(Ui0 ∩ Ui1 ∩ · · · ∩ Uip)

para todo (io, · · · , ip) ∈ Ip+1

Definimos el operador coborde δp

δp : Cp(U ,F) → Cp+1(U ,F)

(fio,··· ,ip) 7→ δp((fio,··· ,ip)) =
∑p+1

k=0(−1)kρk(fio,··· ,̂ik,··· ,ip+1
)

donde ρk = ρUio,··· ,ip+1
,Uio,··· ,̂ik,··· ,ip+1

Ejemplo 1.10.

1. Si p = 0 entonces para (fi)i∈I ∈ C0(U ,F) tenemos δ((fi)i∈I) = (gij)i,j∈I , donde

gij = fj − fi

en Ui ∩ Uj.

2. Para p = 1 y (fi,j)i∈I ∈ C1(U ,F) tenemos δ((fij)i,j∈I) = (gijk)i,j,k∈I , donde

gijk = fjk − fik + fij en Ui ∩ Uj ∩ Uk.

Lema 1.1.
δp+1 ◦ δp = 0, para todo p ≥ 0.
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Prueba: Sea (fio,··· ,ip) ∈ Cp(U ,F), entonces

δp(fio,··· ,ip) = (gio,··· ,ip+1) ∈ Cp+1(U ,F),

donde

gio,··· ,ip+1 =

p+1∑

k=0

(−1)kρk(fio,··· ,̂ik,··· ,ip+1
),

pero δp+1(gio,··· ,ip+1) = (hio,··· ,ip+2) ∈ Cp+2(U ,F) donde

hio,··· ,ip+2 =

p+2∑

l=0

(−1)lρl(gio,··· ,̂il,··· ,ip+2
).

Ahora, como

gio,··· ,̂il,··· ,ip+2
=

l−1∑

k=0

(−1)kρk(fio,··· ,̂ik,··· ,̂il,··· ,ip+2
) +

q+2∑

k=l+1

(−1)k+1ρk(gio,··· ,̂il,··· ,̂ik,··· ,ip+2
).

Entonces

hio,··· ,ip+2 =

p+2∑

l=0

(−1)lρl(
l−1∑

k=0

(−1)lρk(fio,··· ,̂ik,··· ,̂il,··· ,ip+2
))

+

p+2∑

l=0

(−1)lρl(

q+2∑

k=l+1

(−1)lρk(fio,··· ,̂il,··· ,̂ik,··· ,ip+2
)) = 0 (1.7)

puesto que la primera suma es igual a la segunda con el signo opuesto. ¤

Luego por el lema anterior tenemos un complejo de cocadenas {Cp(U , S),F}, aśı pode-
mos asociarle sus módulos de cohomoloǵıa Hp(U ,F), que serán denominados los módulos
de comoholoǵıa de Čech del cubrimiento U .

Definición 1.14.
Zp(U ,F) = {f ∈ Cp(U ,F) : δpf = 0)}

B0(U ,F) = 0

Bp(U ,F) = δpC
p−1(U ,F), p ≥ 1

Definimos los p-módulos de Cohomoloǵıa de Čech del cubrimiento abierto U de M como:

Hp(U ,F) =
Zp(U ,F)

Bp(U ,F)
.

Vemos que los grupos Hp(U ,F) dependen del cubrimiento U , para tener grupos de
cohomoloǵıa que dependan solamente de X y F , uno tiene que usar cubrimientos finos y
luego tomar el ĺımite dirigido, como veremos a continuación:
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Definición 1.15. Un cubrimiento abierto V = {Vk}k∈K es llamado más fino que U =
{Ui}i∈I , denotado por U > V , si dado cualquier Vk, existe i ∈ I tal que Vk ⊆ Ui.

Aśı existe un mapeo τ : K → I tal que

Vk ⊂ Uτ(k) para todo k ∈ K

y el mapeo:
τB,U : Zp(U ,F) → Zp(V ,F)

de la siguiente manera. Para (fio,··· ,ip) ∈ Zp(U ,F) sea

τB,U((fio,··· ,ip)) = (gio,··· ,ip),

donde gio,··· ,ip = fτ(io),··· ,τ(ip). Estos mapeos inducen un homomorfismo de los grupos de
cohomoloǵıa Hp(U ;F) → Hp(V ;F), el cual también lo denotaremos por τB,U .

Lema 1.2. El mapeo
τV,U : Hp(U ;F) → Hp(V ;F)

es independiente del mapeo de refinamiento τ : K → I.

Prueba: Supongamos que exista otro mapeo τ̃ : K → I tal que

Vk ⊂ Uτ̃(k) para todo k ∈ K

y el mapeo:
τ̃B,U : Zp(U ,F) → Zp(V ,F)

Si p = 0, por el ejemplo 1.10, tenemos que gij = fi − fj = 0 para todo i, j, luego
podemos definir una sección global f definido en X, luego H0(U ;F) ∼= F(X) ∼= H0(V ;F),
entonces τ̃B,U y τ̃B,U coinciden en el mapeo identidad. Ahora supongamos que p > 1, sea
g ∈ Hp(V ,F), y (gio,··· ,ip) un representante. Consideremos τB,U(g) y τ̃B,U(g) ∈ Hp(U ,F),

representados por los cociclos (fio,··· ,ip) y (f̃io,··· ,ip), donde

(fio,··· ,ip) = ρUτ(io),··· ,··· ,τ(ip),Uio,··· ,ip (gτ(io),··· ,τ(ip))

(f̃io,··· ,ip) = ρUτ̃(io),··· ,τ̂(ik),··· ,τ̃(ip),Uio,··· ,ip (gτ̃(io),··· ,τ̃(ip)),

ahora si

hio,··· ,ip−1 =

p−1∑

k=0

(−1)lρk(gτ(io),··· ,τ(ik),τ̃(ik),··· ,τ̃(ip−1))

donde ρk = ρUτ(io),··· ,τ(ik),τ̃(ik),··· ,τ̃(ip−1),Uio,··· ,ik,ik,··· ,ip−1
, entonces

(fio,··· ,ip − f̃io,··· ,ip) = δp−1(hio,··· ,ip−1)

Por lo tanto (fio,··· ,ip − f̃io,··· ,ip) es cohomólogo a cero. ¤
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Sean tres cubrimientos B = {Bk}k∈K , V = {Vk}k∈K y U = {Uk}k∈K tales que B < V < U ,
entonces

τB,V ◦ τV,U = τB,U .

Aśı uno puede definir la relación de equivalencia ∼ sobre la unión disjunta de los Hp(U ,F),
donde U recorre todos las coberturas abiertas de X. Diremos que dos clases de cohomoloǵıa
ξ ∈ Hp(U ,F) y η ∈ Hp(U ′,F) son equivalentes, denotamos ξ ∼ η, si existe un cubrimiento
abierto V con V < U y V < U ′ tal que τV,U(ξ) = τV,U ′(η). Definimos el primer grupo de
cohomoloǵıa de X con coeficientes en la hoja F como:

Hp(X,F) = ĺımUHp(U ,F) =

⊎
U Hp(U ,F)

∼ .

1.7. Conexiones

Para un fibrado π : E −→ M , denotemos por Γ∞(U,E) al espacio de secciones C∞ de E
sobre M , variedad holomorfa. Para U ⊆ M abierto consideremos

a 0(U) = C∞(U,C)
a p(U) = Γ∞(U,

∧p(TM c)∗), p ≥ 1.

Notemos que los a p(U) son a 0(U)-módulos y además los a p(U) están formados por las
p formas complejas en U .

Sea π : E −→ M un C-fibrado de rango n sobre una variedad holomorfa, definimos

a 0(U,E) = Γ∞(U,E)
a p(U,E) = Γ∞(U,

∧p(TM c)∗ ⊗ E), p ≥ 1

también todos son a 0(U)-módulos.

Definición 1.16 (Conexión). Una conexión del fibrado π : E −→ M es una transforma-
ción C lineal

∇ : a 0(U,E) −→ a 1(U,E) = Γ∞(U, (TM c)∗ ⊗ E)

tal que para f ∈ a 0(M) y s ∈ a 1(M, E).

∇(f s) = df ⊗ s + f∇s.

Esto es, satisface la regla de Leibniz.

Proposición 1.4. Sea U ⊆ M abierto y s1, s2 ∈ a 0(U) luego

s1|U = s2|U =⇒ ∇s1|U = ∇s2|U .
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Prueba: Sea s ∈ a 0(U) tal que s|U = 0 sea x ∈ U , tomemos V vecindad abierta de x

relativamente compacta en U (V ⊆ U compacto) y tomemos ρ : M
C∞−→ [0,∞) tal que

ρ|V = 1 y sop ρ ⊆ U , aśı sρ = 0. Luego

0 = ∇(ρs) = dρ⊗ s + ρ∇s,

de ah́ı, ∇s|V = 0 y esto se puede hacer para todo punto de U , por lo tanto ∇s|U = 0. ¤

Lema 1.3. Dada una variedad siempre tenemos conexiones.

Prueba: Sea (sj
1, . . . , s

j
n) un referencial en Uj de π : E −→ M definimos

∇j : a 0(Uj, E) −→ a 1(Uj, E)

de modo que ∇jsj
α = 0. Aśı, para f ∈ a 0(M) definimos ∇jfsj

α = df ⊗ sj
α, entonces

tenemos que ∇j es una conexión en Uj.

∇j(f1s
j
1 + · · ·+ fns

j
n) = df1 ⊗ sj

1 + · · ·+ dfn ⊗ sj
n.

Ahora, sea ρj : M −→ R una partición de la unidad subordinada a {Uj} definimos la
conexión

∇ =
∑

ρj∇j

¤

La Matriz de la Conexión ∇
Dado (sj

1, . . . , s
j
n) un referencial en Uj, podemos escribir

∇sj
α =

∑
θj

αβ ⊗ sj
β.

La matriz de ∇ en Uj es por definición θj = (θj
αβ). Veamos como se relacionan las matrices

en los abiertos Ujk

∑

δ

θj
αδ ⊗ sj

δ = ∇sj
α = ∇

(∑

β

f jk
αβ ⊗ sk

β

)

=
∑

β

( df jk
αβ ⊗ sk

β + f jk
αβ∇sk

β )

=
∑

β

df jk
αβ ⊗ sk

β +
∑

β

f jk
αβ

∑
γ

θj
βγ ⊗ sk

γ

=
∑

β

df jk
αβ ⊗

∑

δ

fkj
βδs

j
δ +

∑

β

f jk
αβ

∑
γ

θj
βγ ⊗

∑

δ

fkj
γδ s

j
δ

=
∑

δ

(
∑

β

dfkj
αβf jk

βδ +
∑

βγ

fkj
αβθj

βγf
jk
γδ )⊗ sj

δ
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Matricialmente
θj = dfjk · fkj + fjk · θkfkj

= dfjk · f−1
jk + fjk · θkf−1

jk

En el caso de que el fibrado sea lineal

θj = d ln fjk + θk (1.8)

1.8. Curvatura

Extendamos ∇ a a 1(M, E) esto es ∇ : a 1(M, E) −→ a 2(M,E) de manera que sea C
lineal y verifique la regla de Leibniz

∇(ω ⊗ s) = dω ⊗ s− ω ∧∇s.

Definición 1.17 (Curvatura). Definimos la Curvatura de la conexión ∇ como

K∇ = ∇∇ : a 0(M,E) −→ a 2(M, E).

Teorema 1.1. K∇ es a 0(M) lineal. Esto es, para s ∈ a 1(M, E) y f ∈ a 0(M, E)

K∇(f s) = fK∇s.

Para poder probar este resultado necesitamos:

Lema 1.4. Para f ∈ a 0(M) y ω ⊗ s ∈ a 1(M,E) se cumple

∇(fω ⊗ s) = df ∧ (ω ⊗ s) + f∇(ω ⊗ s).

En particular ∇(f∇s) = df ∧∇s + fK∇s.

Prueba:
∇(fω ⊗ s) = d(fω)⊗ s− fω ∧∇s

= f dω ⊗ s + (df ∧ ω)⊗ s−fω ∧∇s

= df ∧ (ω ⊗ s) + f∇(ω ⊗ s).

¤
Continuemos con la demostración del teorema. Como ∇s =

∑
ω̃i ⊗ s̃i sigue que

∇(f∇s) =
∑

df ∧ (ω̃i ⊗ s̃i) + f∇(ω̃ ⊗ s̃) = df ∧∇s + f∇∇s.

De esta identidad tenemos

∇∇(f s) = ∇(df ⊗ s + f∇s) = −df ∧∇s +∇(f∇s) = f K∇s.

Esto es, K∇(f s) = fK∇s como queŕıamos demostrar.
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Teorema 1.2. La curvatura depende únicamente del valor de la sección puntualmente,
esto es, para x ∈ M y secciones s, s′ ∈ a 0(M, E) con s(x) = s′(x) se tiene

K∇s(x) = K∇s′(x).

Prueba: Para x ∈ Uj consideremos (sj
1, . . . s

j
1) referencial de E en Uj, luego podemos

expresar s− s′ en términos de este tipo de referencial,

s− s′ =
∑

α

fαsj
α en Uj.

De la hipótesis, f1(x) = . . . = fn(x) = 0. Ahora, de la a 0(M)- linealidad en Uj

K∇(s− s′) =
∑

α

fαK∇sj
α.

Aśı, K∇s(x) = K∇s′(x). ¤

La Matriz de K∇

Denotemos por Kj = (Kj
αβ) ∈ M(n,a 2(M)), matrices de orden n sobre las 2-formas.

Hallemos la matriz de K en el referencial (sj
1, . . . , s

j
n) de π : E −→ M en Uj

K∇sj
α = ∇∇sj

α = ∇
( ∑

β

θj
αβ ⊗ sj

β

)

=
∑

β

( dθj
αβ ⊗ sj

β − θj
αβ ∧∇sj

β )

=
∑

β

dθj
αβ ⊗ sj

β −
∑

β

θj
αβ ∧

∑
γ

θj
βγ ⊗ sj

γ

=
∑

γ

(dθj
αγ −

∑

β

θj
αβ ∧ θj

βγ)⊗ sj
γ.

Matricialmente
Θj = dθj − θj ∧ θj. (1.9)

Veamos que sucede en Ujk:

∑

δ

Kj
αβ ⊗ sj

δ = K∇(sj
α) = K∇

(∑
β f jk

αβ sk
β

)
=

∑

β

f jk
αβ K∇sk

β

=
∑

β

f jk
αβ

∑
γ

Kk
βγ ⊗ sk

γ =
∑

βγ

f jk
αβ Kk

βγ ⊗ sk
γ

=
∑

βγ

f jk
αβKk

βγ ⊗
∑

δ

fkj
γδ sk

δ =
∑

δ

(
∑

βγ

f jk
αβKk

βγf
kj
γδ )⊗ sk

δ .
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Por tanto en Ujk

Θj = fjkΘ
kfkj = fjkΘ

kf−1
jk . (1.10)

Cuando E es un fibrado lineal entonces por (1.10) tenemos

Θj = Θi.

entonces podemos definir globalmente una 2-forma cerrada Θ, llamada forma de curvatura
de E.

Teorema 1.3. Sea M una variedad compleja compacta de dimensión n y D un conjunto
anaĺıtico de codimensión 1. Si ψ una (2n− 2) forma C∞ entonces

∫

M

(
1

2πi
K) ∧ ψ =

∫

D

ψ. (1.11)

Una demostración de este teorema puede ser hallado en [17], pag. (44).

1.8.1. Clases de Chern de Fibrados Lineales

Sea M un variedad compleja compacta de dimensión n. La sucesión exacta de haces:

0 → Z→ O exp−→ O∗ → 0

donde dado un abierto U ⊂ M , asocia

f ∈ O(U) → exp(2πif) ∈ O∗(U),

induce el mapeo borde en cohomoloǵıa:

δ : H1(M,O∗) → H2(M,Z)

El espacio de los fibrados lineales holomorfos denotados por Pic(M) puede ser identi-
ficado con H1(M,O∗) (vea [11] pag. (133)).

Definición 1.18. Sea E un fibrado lineal E ∈ Pic(M) ' H1(M,O∗), definimos la
primera clase de Chern del fibrado E como δ(E) y lo denotaremos por c1(E).

1.8.2. Propiedades

1. c1(E ∧ E ′) = c1(E) + c1(E
′)

2. c1(E
∗) = −c1(E)

3. Ahora si f : M → N un mapeo holomorfo entre variedades complejas, el diagrama

H1(M,O∗) δ //

f∗

²²

H2(M,Z)

f∗

²²
H1(N,O∗) δ // H2(N,Z)

(1.12)

conmuta, y aśı tenemos que:

c1(f
∗L) = f ∗c1(L) (1.13)
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Teorema 1.4. Para cualquier fibrado lineal con forma de curvatura K, entonces

c1(E) =

[
1

2πi
Θ

]
∈ H2

DR(M)

Prueba: Sea gij el cociclo definido por el fibrado E y U = {Ui}i∈I un cubrimiento por
abiertos de M , tal que Uij = Ui ∩ Uj es simplemente conexo. Sea en Uij

hij =
1

2πi
log(gij)

aśı

δ(hijk) = zijk = hij + hjk − hik =
1

2πi
(log gij + log gjk − log gik) ∈ Z2(U ,Z)

entonces zijk es un cociclo que representa c1(E).
Ahora escogemos una conexión ∇ en E y s la matriz de ∇ en Uj es θj = (θj

αβ), entonces
por (1.8) tenemos que:

θi − θj = −d(log gij) (1.14)

y la matriz de curvatura de la 2- forma global Θ satisface localmente:

Ki = dθi − θi ∧ θi = dθi (1.15)

Luego como en la prueba de Teorema de De Rham, tenemos dos isomorfismo, el primero

Z2(M)

d(a 1(M))
→ H1(M,Z1)

surge de la sucesión exacta:

0 → Z1 → a 1 → Z2 → 0.

De este diagrama:

C0(U ,a 1)
d //

d0

²²

d(C0(U ,a 1)) // 0

0 // C1(U ,Z1) // C1(U ,a 1)

por (1.14) tenemos

(Ki) ∈ d(C0(U ,a 1)) 7→ (θi) ∈ C0(U ,a 1)
7→ (θj − θi) ∈ C1(U ,a 1).

(1.16)

El segundo isomorfismo:
H1(M,Z1) → H2(M,C)

es inducido por la sucesión:

0 → C→ C∞ d→ Z1 → 0.
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Teniendo en cuenta el diagrama:

C1(U , C∞)
d //

d1

²²

d(C1(U , C∞)) // 0

0 // C2(U ,C) // C2(U , C∞)

de (1.14) tenemos

(θi − θj) ∈ C1(U ,Z1)) 7→ (− log gij) ∈ C1(U , C∞)
7→ (log gjk − log gik + log gij) ∈ C2(U ,C)

(1.17)

Luego de (1.16) y (1.17) se sigue el resultado. ¤

1.8.3. Cálculo de la Clase de Chern de un Fibrado Lineal

Sea π : E → M un fibrado holomorfo lineal holomorfo con trivializaciones Fj : Uj ×
C→ π−1(Uj) y sj : Uj → π−1(Uj) definido por sj(p) = Fj(p, 1) un referencial de E en Uj.
Sobre Ujk tenemos de la relación (1.5)

sj = gkjs
k,

donde gkj es el cociclo del fibrado. Como en el Lema 1.3 definimos una conexión en Uj

por ∇j(sj) = 0 y extendemos la conexión considerando ζj : Uj
C∞→ R,

∑
j ζj = 1 partición

de la unidad subordinado a {Uj}

∇ =
∑

j

ζj∇j,

∇|Uk
=

∑
j

ζj∇j
|Uk

y
∇j|Uk

(sk) = ∇j|Uk
(gjks

j) = dgjk ⊗ sj

= dgjk ⊗ gkjs
k =

dgjk

gjk
⊗ sk.

Luego, las matrices de conexión y de curvatura de ∇ en Uk, son dados por

θk =
∑

j

ζjd log gjk.

Kk = dθk + θk ∧ θk = dθk =
∑

j

d(ζjd log gjk).

respectivamente. Luego del Teorema 1.4 anterior:

c1(E)|Uk
=

i

2π
Kk =

1

2πi

∑
j

d(ζjd log gkj). (1.18)
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1.9. Foliaciones Holomorfas

Sea M una superficie compleja y U = {Uj}j∈J un cubrimiento por abiertos de M .
Consideremos en cada Uj un campo vectorial holomorfo vj con ceros aislados tal que en
Uij = Ui∩Uj, los campos vectoriales vi y vj, coinciden bajo multiplicación por una función
holomorfa no nula, es decir:

vi = gijvj,

donde gij ∈ O∗(M). Ahora, definimos la siguinte relación de equivalencia en el conjunto
{(U , {vj}j∈J)} como: (U , {vj}j∈J) ∼ (V , {v′i}i∈I) si vj y v′i coinciden en Uj ∩ Vi, bajo
multiplicación de una función holomorfa no nula.

Definición 1.19. Una foliación F de dimensión 1, es el conjunto de las clases de
equivalencia {[(U , {vj}j∈J)]}.
Definición 1.20. El conjunto singular SingF de F , es el conjunto discreto de X
definido por:

SingF|Uj
= ceros de vj, j ∈ I.

Observe que las funciones gij ∈ O∗(Ui ∩ Uj) forma un grupo multiplicativo y aśı da
una clase de cohomoloǵıa en H1(X,O(X)), esto es un fibrado lineal.

1.10. Fibrados normal y tangente a una foliación

Sea M una superficie compleja y F una foliación holomorfa de dimensión 1 en M
determinada por el cubrimiento abierto U = {Ui}i∈I de M y en la interseción Uij 6= ∅,
existe fij ∈ O∗(Uij) tal que

vi = fijvj (1.19)

La foliación F es inducida en Ui por las órbitas del campo vi (las cuales son superficies de
Riemann inmersas), mediante la relación (1.19) tenemos que estas órbitas se prolongan
en otros abiertos que intercepten Ui.

Definición 1.21. El fibrado que induce el cociclo (fij) es llamado el fibrado cotangente
a F y es denotado por T ∗

F . Su dual TF = (T ∗
F)∗ es llamado fibrado tangente a F .

Proposición 1.5. F es una foliación no singular si y sólo si TF es un subfibrado de
TM .

Una demostración detallada de este resultado se encuentra en [17] pag. 105.
Análogamente podemos determinar una foliación holomorfa G en una superficie M

mediante un cubrimiento U = {Ui}i∈I abierto de M y 1-formas ωi definido en Ui tal que
en la intersección Uij existe gij ∈ O∗(Uij) con

ωi = gijωj (1.20)

La foliación G en Ui esta formada por las superficies de Riemann (en general inmersas)
cuyas tangentes coinciden con Kerωi. La relación (1.20) nos dice que estas superficies de
Riemann se prolongan a otros abiertos que interceptan a Ui.
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Definición 1.22. El fibrado que induce el cociclo (gij) es llamado el fibrado normal a
F y es denotado por NF . Su dual N∗

F = (TF))∗ es llamado el el fibrado conormal a F .

Proposición 1.6. F es una foliación no singular si y sólo si N∗
F es un subfibrado de

T ∗M .

En [17] pag. 105 se encuentra una demostración de esta proposición.
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Caṕıtulo 2

Residuos

En todo este caṕıtulo estudiaremos la teoŕıa de Residuos, tal como lo utilizaremos en
los siguientes caṕıtulos. Comenzamos con algunos resultados del análisis complejo en una
variable los cuales pueden ser extendidos a varias variables, para ello daremos primero
algunas notaciones y definiciones:

d = ∂ + ∂

dc =
∂ − ∂

4i
Consideremos la forma en Cn,

ω0 =
1

π
ddc ln |z|2 =

1

π
(

ϕ0

|z|2 −
d|z|2 ∧ dc|z|2

|z|4 )

donde

ϕ0 =
i

2

n∑
i=1

dzi ∧ dzv = ddc|z|2

mediante esta forma construimos la 2n− 1-forma en Cn :

σ0 =
1

π
dc ln |z|2 ∧ ωn−1

0 . (2.1)

Observación Si n = 1 entonces tenemos que σ0 = dθ
2π

, donde z = reiθ, luego si tomamos

un camino cerrado γ ∈ C − {0}, vemos que

∫

γ

σ0 coincide con el Índice de un camino

cerrado relativo al punto z = 0, definido en una variable. Para generalizar este hecho a
varias variables damos la siguiente definición:

Definición 2.1. Sea γ ⊆ Cn − {0} una hipersuperficie real cerrada sin borde, que no
contiene al origen z = 0. Como H2n−1(Cn − {0},Z) = 0, existe un entero k ∈ Z tal que
γ es homólogo a kS2n−1. El número k es llamado Índice de la hipersuperficie γ relativo a
z = 0 y denotada por ind0γ.

Teorema 2.1. El ı́ndice de un ciclo (2n− 1)−dimensional γ ∈ Cn \ {0} relativo al punto
z = 0, está dado por la integral:

ind0γ =

∫

γ

σ0. (2.2)
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Para los detalles de este resultado vea [16], pag. (111).

Dada las coordenadas z = (z1, . . . , zn) de Cn consideremos la (n, 0)-forma dz = dz1 ∧
. . .∧dzn y la (0, n−1)-forma dz[i] = dz1∧· · ·∧dzi−1∧dzi+1∧· · ·∧dzn. La (n, n−1)-forma
dado por:

ωBM(ξ − z) =
(n− 1)!

(2πi)n

n∑
i=1

(−1)i−1(ξi − z)

|ξ − z|2n
dξ[i] ∧ dξ (2.3)

es llamado la Forma de Bochner-Martinelli. La importancia de esta forma es dado en
el siguiente teorema:

Teorema 2.2 (Fórmula de Bochner-Martinelli). Sea D ⊆ Cn un domino acotado y f ∈
O(D) ∩ C(D), entonces tenemos la representación integral:

f(z) =

∫

∂D

f(ξ)ωMB(ξ − z)

para todo z ∈ D.

Este teorema se encuentra en [16], pag. (137).
Cuando n = 1 la forma de Bochner-Martinelli se reduce a:

ωBM(ξ − z) =
1

2πi

ξ − z

|ξ − z|2dξ =
1

2πi

dξ

ξ − z

aśı vemos que en este caso la Fórmula de Bochner-Martinelli coincide con la Fórmula de
la Integral de Cauchy en una variable.

A continuación trataremos de generalizar el siguiente teorema de una variable com-
pleja:

Teorema 2.3. Sea D ⊂ C un dominio y f una función anaĺıtica en D, con ceros aislados.
Si γ es una curva que no pasa por los ceros de f , entonces

1

2πi

∫

γ

f ′(z)

f(z)
dz.

determina el número total de ceros contando multiplicidades en la región acotada de γ.

Sea γ ⊆ Cn−{0} un ciclo y k ∈ Z tal que γ es homólogo a k∂U , donde U = {z : |z| ≤ 1}
entonces del Teorema 2.2 ∫

k∂U

ωBM = k

∫

∂U

ωBM = k. (2.4)

Observación 2.1. Recordemos que un conjunto anaĺıtico S en un dominio D ⊂
Cn, ∂D ∩ S 6= ∅, ó consiste de un número finito de puntos [16] pag. (155).

Aśı, tenemos el siguiente teorema [16] pag. (286).
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Teorema 2.4. Si f : D → Cn es una aplicación holomorfa, y G ⊆ D un dominio con
frontera Jordan diferenciable γ que no contiene ceros de f . Entonces el ı́ndice de f(γ)
relativo al punto 0 es igual al número de ceros de f en el dominio G (contando sus
multiplicidades).

Sea U = {z ∈ Cn : |z| ≤ ε} y f1, · · · , fn ∈ O(U) tal que si f = (f1, f2, · · · , fn),
f−1(0) ∩ U = 0 y g ∈ O(U). Consideremos:

Di = {z : fi(z) = 0}
D = D1 + · · ·+ Dn,
Ui = U −Di

U∗ = U − {0} =
⋃n

i=1 Ui

Definición 2.2. Con las notaciones de arriba definimos la n-forma meromorfa :

ω =
g(z)dz1 ∧ dz2 ∧ · · · ∧ dzn

f1(z) · · · fn(z)
.

Dado ε = (ε1, . . . , εn) una n-upla de números reales positivos suficientemente pequeño,
consideremos el n-ciclo:

Γε = {z : |fi(z)| = εi, i = 1, . . . , n}
orientado por:

d(arg f1) ∧ d(arg f2) ∧ · · · ∧ d(arg fn) ≥ 0.

Entonces el Residuo de ω en 0, es definido por la integral:

Res{0}ω =
1

(2πi)n

∫

Γε

ω (2.5)

Observaciones

1. El residuo Res{0}ω está bien definida, esto es, no depende de ε. Para ello observe
que ω es una n− 1 forma holomorfa en U −D entonces ω ∈ H0(U −D, Ωn), luego
por el Teorema de Stokes no depende de ε.

Por esta razón denotaremos Γε simplemente por Γ.

2. Sea f = (f1, f2, ..., fn), y Jf(0) 6= 0, entonces:

Res{0}ω =
g(0)

Jf(0)
.

En efecto, sea w = f(z) y K(w) =
dw1

w1

∧ dw2

w2

∧ · · · ∧ dwn

wn

, entonces:

ω = f ∗(
g(f−1(w))K(w)

Jf(f−1(w))
)

aśı

Res{0}ω =
1

(2πi)n

∫

Γ

ω =
1

(2πi)n

∫

|wi|=ε

g(f−1(w))K(w)

Jf(f−1(w))
.

Luego por la Fórmula de Cauchy generalizado (ver [16], pag. (18)) se tiene el resul-
tado.
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3. Sea I(f) el ideal generado por los fi en el anillo de las funciones holomorfas en
una vecindad de 0. Entonces si g ∈ I(f) tenemos Res{0}ω = 0. En efecto, como el
residuo es lineal es suficiente considerar el caso g = hf1 entonces:

ω =
h(z)dz1 ∧ dz2 ∧ · · · ∧ dzn

f2(z) · · · fn(z)
.

Sea V = U − (D2 ∪ · · · ∪Dn) y

Γ1 = {z ∈ Cn : |fj(z)| = ε ∀j 6= 1, |f1(z)| ≤ ε}

entonces Γ1 ⊂ V y ∂Γ1 = ±Γ, (Γ = Γε), luego por el Teorema de Stokes

∫

Γ

ω = ±
∫

Γ1

dω = 0.

Podemos considerar ω como un elemento de Hn−1(U∗, Ωn) de la siguiente manera: Sea
U = (Ui)i=1...n cubrimiento de U∗ , entonces definamos:

ωi0,i1,··· ,in =

{
0, si ik = il, l 6= k
sng(i0, i1 · · · , in−1)ω, en otro caso

donde sng(i0, i1, · · · , in) representa el signo de la permutación (i0, i1, · · · , in). Aśı ω ∈
Cn−1(U ,Zn,0

∂
) y se verifica fácilmente que δω = 0, luego ω ∈ Hn−1(U∗,Zn,0

∂
), donde Zn,0

∂
es el haz de las n-formas (luego cerradas). Por el isomorfismo de Dolbeault (ver [17], pag.
(71)) tenemos

Hn−1(U∗,Zn,0

∂
) ∼= Hn,n−1

∂
(U∗)

w 7→ ηw

w asocia un elemento ηw en Hn,n−1

∂
(U∗)· El siguiente teorema nos dice como se relacionan

ω y ηω.

Teorema 2.5.

Res{0}ω =
1

(2πi)n

∫

Γ

ω =

∫

S2n−1

ηω

Prueba: La sucesión exacta corta:

0 → Zn,0

∂

i−→ a n,0 ∂−→ Zn,1

∂
→ 0 (2.6)

induce el siguiente bicomplejo:
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0 // C0(U ,Zn,0

∂
) i //

δ0
²²

C0(U ,a n,0)
∂ //

δ0
²²

C0(U ,Zn,1

∂
) //

δ0
²²

0

...

δn−2

²²

...

δn−2

²²

...

δn−2

²²

0 // Cn−2(U ,Zn,0

∂
) i //

δn−1

²²

Cn−2(U ,an,0)
ξn−2 7→

∂ //

δn−1

²²
δn−1

²²

Cn−2(U ,Zn,1

∂
)

ωn−2

//

δn−1

²²

0

0 // Cn−1(U ,Zn,0

∂
)

ωn−1

// Cn−1(U ,an,0)
ωn−1

// Cn−1(U ,Zn,1

∂
) // 0

(2.7)

Como ωn−1 = 1
(2πi)n ω ∈ Hn−1(U∗,Zn,0

∂
) y δωn−1 = 0, entonces del diagrama (2.7)

existe ξn−2 = (ξn−2,I) ∈ Cn−2(U∗,a n,0), donde I = (i1, . . . , in−1), tal que

δn−1(ξn−2) = ωn−1

luego
∂(ξn−2) = ωn−2,

donde ωn−2 = (ωn−2,I) ∈ Cn−2(U∗,Zn,1

∂
).

Definimos ΓI de la siguiente manera:

ΓI = {z : |fi(z)| = ε, i ∈ I, |fj(z)| ≤ ε, j /∈ I}

y con orientación:

d(arg fi1) ∧ d(arg fi2) ∧ · · · ∧ d(arg fip) ∧ (
∧

j /∈I

i

2
dfj ∧ df j) ≥ 0,

donde I = {i1 < · · · < ip}. Luego el borde orientado de ΓI es

∂ΓI =
∑

j /∈I

(−1)(j,I∪{j})ΓI∪{j},

donde (j, I ∪ {j}) es la posición de j en I ∪ {j} ordenado en la manera usual. Entonces:

∑

#I=n−1

∫

ΓI

ωn−2,I =
∑

#I=n−1

∫

ΓI

∂(ξn−2,I) =
∑

#I=n−1

∫

ΓI

dξn−2,I =
∑

#I=n−1

∫

∂ΓI

ξn−2,I

=
∑

#I=n−1

(∑

j 6∈I

∫

ΓI

(−1)(j,I∪{j})ξn−2,I

)
=

∑

#J=n

∫

ΓJ

(−1)(j,I∪{j})ξn−2,J−{j}

=

∫

Γ

ωn−1
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donde ξn−2 = {ξn−2,I}, ξn−2,I ∈ a n,0(UI) y UI =
⋂

i∈I Ui. Luego

∑

#I=n−1

∫

ΓI

ωn−2,I =

∫

Γ

ωn−1 (2.8)

A continuación trabajemos con ωn−2 ∈ Cn−2(U∗,Zn,1

∂
), aśı tomemos como en (2.6) la

sucesión exacta corta y parte del bicomplejo generada por esta sucesión

0 → Zn,1

∂

i−→ a n,1

∂

∂−→ Zn,2

∂
→ 0 (2.9)

0 // Cn−3(U ,Zn,0

∂
) i //

δn−2

²²

Cn−3(U ,a n,1)
ξn−3 7→

∂ //

δn−2

²²
δn−2

²²

Cn−3(U ,Zn,2

∂
)

ωn−3

//

δn−2

²²

0

0 // Cn−2(U ,Zn,0

∂
)

ωn−2

// Cn−2(U ,a n,1)
ωn−2

// Cn−2(U ,Zn,2

∂
) // 0

Aśı, por el mismo procedimiento que la primera parte encontramos un elemento ξn−3 =
(ξn−3,I) ∈ Cn−3(U∗,a n,0), donde #I = n− 2 tal que :

δn−2(ξn−3) = ωn−2

∂(ξn−3) = ωn−3,

donde ωn−3 = (ωn−3,I) ∈ Cn−3(U∗,Zn,2

∂
) y

∑

#I=n−2

∫

ΓI

ωn−3,I =
∑

#I=n−1

∫

Γ

ωn−2,I

Procediendo de manera análoga n − 1 veces encontramos un elemento ω0 = (ω0,I) ∈
C0(U∗,a n,n−1

∂
) con #I = 1 y tenemos la relación:

∫

S2n−1

ηω =

∫

∂Γ0

ηω =
n∑

i=1

∫

Γi

ηω =
n∑

i=1

∫

Γi

ω0,i =
∑

#I=1

∫

ΓI

ω0,I =

∫

Γ

ωn−1 =
1

(2πi)n

∫

Γ

ω

donde ω0,i = ηw, en Ui, Γ0 = {z : |fj(z)| ≤ ε, j = 1, . . . , n} el cual tiene borde orientado
∂Γ0 =

∑n
i=1 Γi que es homotópico a S2n−1. ¤

A partir de la demostración anterior podemos hallar expĺıcitamente la forma ηω.

Ejemplo 2.1. Primero consideremos el caso n = 2, esto es;

ω =
g(z)

f1(z)f2(z)
dz1 ∧ dz2

Por simplicidad nosotros trabajaremos con ω en vez de 1
(2πi)2

ω. Consideremos Di = {z :

fi(z) = 0}, i = 1, 2, Ui = U −Di, donde U es una pequeña vecindad del origen. Ahora, si
consideramos la siguiente partición de la unidad:

ρi =
|fi|2

|f1|2 + |f2|2 , i = 1, 2

33



ω = ρ1ω + ρ2ω en U1 ∩ U2

Luego si definimos ξ1 = −ρ1ω ∈ a n,0(U1), ξ0 = ρ2ω ∈ a n,0(U2) entonces: δ(ξ) = (ξ2|U2 −
ξ1|U1) = ω, como en la demostración del Teorema 2.5 entonces

ηω = ±∂ρiω = ±∂ρi ∧ ω, en Ui

En el caso general : Nuevamente por simplicidad trabajaremos con ω en vez de 1
(2πi)2

ω
como efectivamente se hace en la demostración del Teorema anterior. Consideremos la
partición de la unidad subordinada al cubrimiento {Ui} de U∗ y los abiertos U{i}0 =

U − (D1 ∪ · · · ∪ D̂i ∪ · · · ∪Dn)

ρi =
|fi|2

|f1|2 + · · ·+ |fn|2
entonces:

ξ{i}0 = ±ρiω ∈ a n,0(U{i}0) ,

ω{i}0 = ±∂ρiω ∈ Zn,1(U{i}0)

Prosiguiendo para j 6= i tenemos

ρjω{i}0 ∈ a n,1(U{i,j}0),

donde U{i,j}0 = U − (D1 ∪ · · · ∪ D̂i ∪ · · · ∪ D̂j ∪ · · · ∪Dn). Aśı, podemos definir

ξ{i,j}0 = ±(ρiω{j}0 − ρjω{i}0) ∈ a n,0(U{i,j}0) ,

ω{i,j}0 = ±2∂ρi ∧ ∂ρj ∧ ω ∈ Zn,2(U{i,j}0)

Procediendo de esta manera n− 1 veces tenemos que :

ηω = (n− 1)!(−1)i−1∂ρi ∧ · · · ∧ ∂ρi−1 ∧ ∂ρi+1 ∧ · · · ∧ ∂ρn ∧ ω ∈ a n,n−1(Ui)

= (n− 1)!(−1)i−1
∧

j 6=i

∂ρj ∧ ω.

Si f = (f1, . . . , fn) y ‖f‖ =
∑

i |fi|2 tenemos

∂ρi =
fidf i

‖f‖2
− f 2

i

∑
fjdf j

‖f‖4

Luego

∧

j 6=i

∂ρj =
f1 · · · fn(−1)i

(∑
k(−1)kfk

∧
j 6=k df j

)

‖f‖2n

Entonces volviendo a considerar el factor 1
(2πi)n tenemos

ηω =
((n− 1)!(−1)i−1f1 · · · fn(−1)i(

∑
k(−1)kfk

∧
j 6=k df j) ∧ ω

(2πi)n‖f‖2n
= gF ∗ωBM , (2.10)

donde: F (z) = (z + f(z), z) y ωBM es el núcleo de Bochner-Martinelli.
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Definición 2.3. El número local de intersección es definido como:

(D1, D2, ..., Dn){0} = Res{0}ω(f1, ..., fn),

donde

ω(f1, ..., fn) =
df1

f1

∧ df2

f2

∧ .... ∧ dfn

fn

=
J(f)dz1 ∧ . . . ∧ dzn

f1 · · · fn

y Di son los divisores de fi.

Teorema 2.6 (Ley de Transformación). Supongamos que f = (f1, · · · , fn) y g =
(g1, · · · , gn) son maperos holomorfos f, g : U → Cn con f−1(0) = {0} = g−1(0). Suponga-
mos además que

g(z) =
∑

j

aij(z)fj(z).

Si A(z) = (aij(z)) entonces para h ∈ O((U)) tenemos:

Res{0}(
hdz1 ∧ · · · ∧ dzn

f1 · · · fn

) = Res{0}(
h det Adz1 ∧ · · · ∧ dzn

g1 · · · gn

).

Para la demostración de este teorema vea [11], pag. (657).
Propiedades

1. El número de intersección es lineal en cada divisor Di, es decir

(D1, D2, ., Di + Dj, .., Dn){0} = (D1, D2, ..., Di, ..., Dn){0} + (D1, D2, ..., Dj, ..., Dn){0}

Supongamos que D1 = D′
1 + D′′

1 , correspondiente a f1 = f ′1f
′′
1 , claramente

ω(f1, f2, ..., fn) = ω(f ′1, f2, ..., fn) + ω(f ′′1 , f2, ..., fn)

Consideremos el cubrimiento U = {U1, U2, ..., Un}, Ui = U−Di, de U∗ = U−{0}. Si
denotamos por U ′

1 = U−D′
1 y U ′′

1 = U−D′′
1 tenemos que tanto U ′ = {U ′

1, U2, ..., Un}
como U ′′ = {U ′′

1 , U2, ..., Un} son cubrimientos de U∗. Sean

ω′(U1, ..., Un), ω′(U ′
1, ..., Un) y ω′′(U ′′

1 , ..., Un)

los representante de ω(f1, . . . , fn), ω(f ′1, f2, ..., fn)y ω(f ′′1 , f2, ..., fn) en Cn−1(U ,Zn,0)
Cn−1(U ′,Zn,0) y Cn−1(U ′′,Zn,0) respectivamente. Entonces :

ωn−1(U1, ..., Un) = ω′n−1(U
′
1, ..., Un) + ω′′n−1(U

′′
1 , ..., Un)

aplicando el isomorfismo de Dolbeault obtenemos:

ηω = ηω′ + ηω′′

como elementos de Hn,n−1
∂ (U∗), es decir que:

ηw = ηω′ + ηω′′ + ∂(ξ)

el resultado se sigue integrando la ecuación anterior sobre S2n−1.
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2. El número local de Intersección coincide con el grado topológico deg(f) de f . En
efecto, consideremos las siguientes variedades:

Πε = {w : |w| = ε}

Γε = {z : |fi(z)| = ε}.
Entonces f : Γε → Πε es sobreyectiva entre superficies compactas. De (2.10) tenemos

ηω(f1,...,fn) =
(n− 1)!(−1)i−1f1 · · · fn(−1)i(

∑
k(−1)kfk

∧
j 6=k df j) ∧ ω(f1, . . . , fn)

(2πi)n‖f‖2n

= f ∗β

donde

β =
(n− 1)!(−1)i−1w1 · · ·wn(−1)i(

∑
k(−1)kwk

∧
j 6=k dwj) ∧ ω(w1, . . . , wn)

(2πi)n‖w‖2n

= ωBM(w)

Como β es un generador de H2n−1
dR (S2n−1), por definición de grado

deg(f)

∫

Πε

β =

∫

Γε

f ∗β =

∫

Γε

ηω(f1,...,fn) = Resω{0}(f1, . . . , fn) = (D1, D2, ..., Dn){0}.

La tercera igualdad de izquierda a derecha es consecuencia del Teorema 2.5 y la
primera igualdad de (2.4).

3. (D1, D2, ..., Dn){0} es un entero y depende solamente del ideal I(f) = (f1, ..., fn). La
independencia del anillo es consecuencia del Teorema 2.6 y es un número entero por
la Propiedad 2.

La segunda observación nos dice que hay una estrecha relación de la teoŕıa anaĺıtica
de Residuos con la Geometŕıa diferencial y esto lo obtenemos solamente consideran-
do el caso g = J(f) en la Definición 2.2. A continuación definiremos varios ı́ndices
variando g y considerando una variedad M compleja de dimensión 2, los cuales nos
ayudaran a dar mayor información topológica de la variedad. Comenzaremos a ver
el número de intersección para dimensión 2.
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Caṕıtulo 3

Número de Milnor

Definición 3.1. Sea f : (Cn, p) → (Cn, 0), germen de mapeo holomorfo, tal que
f−1(0) = {p}. El ı́ndice de Poincaré-Hopf de f en p, denotado por Ip(f), es el grado
del mapeo diferenciable:

f

|f | : S2n−1
ε (p) → S2n−1

1 ,

donde S2n−1
ε (p) = {z ∈ Cn : |z−p| = ε} y S2n−1

1 es la esfera unitaria centrada en el origen.

Proposición 3.1. Ip(f) es el número de puntos del conjunto f−1(z0) ∩ Bε(p), donde
z0 es un valor regular de f suficientemente cercano a cero.

Una demostración de esta propiedad puede ser hallada en [18], pag. (38).
Sea M una variedad compleja de dimensión n y v un campo holomorfo en una vecindad

de p ∈ Cn,con singularidad aislada p, dado en coordenadas por v = (v1, v2, . . . , vn). Puesto

que v tiene singularidad aislada el y C−espacio vectorial
Op

〈v1, v2, . . . , vn〉 tiene dimensión

finita ([18], pag. (58)).

Definición 3.2. Definimos µ(v, p), el número de Milnor del campo v en p como

µ(v, p) = dimC
Op

〈v1, v2, . . . , vn〉 .

Teorema 3.1. Sea v = (f, g) entonces

µ(v, p) = Ip(v).

Para la demostración de otros detalles de este teorema vea [18], pag. (61)

Teorema 3.2 (Parametrización de Puiseux). Si S es un gérmen de curva irreducible
en (0, 0) ∈ C2, distinta de los ejes coordenados, con ecuación reducida f = 0, entonces
existe un germen de aplicación holomorfa

θ : (C, 0) → (C2, (0, 0))
z 7→ (zm, znu(t))

donde u es holomorfa con u(0) 6= 0 y mp(f) = mı́n(m,n) la multiplicidad de f en (0,0) y
la imagen de θ es la curva S. Además, existe un disco D ⊂ C tal que θ : D→ θ(D) es un
homeomorfismo y θ|D−{0} es un encaje holomorfo.
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Para la prueba ver [9], pag. (30).

Corolario 3.1. Sea v = (f, g) con las notaciones de arriba tenemos que µ(v, p), es la
multiplicidad de g ◦ θ(z) en z = 0.

Prueba: Por la densidad de los valores regulares tenemos que los elementos de la forma
(0, c) ∈ C2 para |c| suficientemente pequeño es valor regular de v. Tomando un valor
regular para v de la forma w0 = (0, c) próximo del origen, el número de soluciones de la
ecuación v(z) = w0 en una bola de radio suficientemente pequeño es por un lado µ(v, p)
(Teorema 3.1 ) y por otro lado es la multiplicidad de g ◦ α(θ) en z = 0.

¤

Lema 3.1. Sea S un conjunto algebraico real o complejo y x0 un punto simple de S ó un
punto aislado del conjunto singular Sing(S) de S. Entonces para ε0 > 0 suficientemente
pequeño, se tiene que para todo ε < ε0, la esfera Sε centrado en x0 intercepta a S en un
conjunto anaĺıtico.

Para la prueba ver [14], pag. (17). Por el Lema 3.1 para ε suficientemente pequeño S y
S3

ε son transversales, luego S∩S3
ε es una curva cerrada real anaĺıtica, la cual denotaremos

por ∂Sε, cuando no existe la posibilidad de confusión, simplemente lo denotaremos por
∂S.

Lema 3.2. Sean S1 = {f1 = 0} y S2 = {f2 = 0} separatrices sin componentes en común
y v = (f1, f2). Entonces:

1

2πi

∫

∂S2

df1

f1

= Ip(v).

Prueba: Sea θ : D → S2 una parametrización de Puiseux de la componente irreducible
de S2, luego f2(θ(z)) = 0. Como θ−1(S2 ∩ S3

ε ) es una curva simple cerrada en D− {0} y,
por lo tanto homotópica a la curva eit, t ∈ [0, 2π]. Aśı,

1

2πi

∫

θ(eit)

df1 ◦ θ(t)

f1 ◦ θ(t)
=

1

2πi

∫

∂S2

df1

f1

coincide con la multiplicidad de f1 ◦ θ(z), la cual por el Colorario 3.1 es igual a µ(v, p). ¤

3.1. Número de intersección en superficies

Definición 3.3. Sea S ⊂ M una curva compleja (conjunto anaĺıtico) compacta y L un
fibrado en rectas holomorfo, definimos el número de intersección entre S y L por:

S.L =

∫

M

c1([S]) ∧ c1(L) (3.1)

El número de intersección induce una forma bilineal

Div(M)× Pic(M) → Z
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En efecto, sea D un divisor, entonces

D =
n∑

i=1

njVj

donde Vj, son conjuntos anaĺıticos irreductibles, luego

D.L =
n∑

i=1

∫

M

nic1([Vi]) ∧ c1(L) (3.2)

Observación 3.1. Dados dos divisores

D1 =
n∑

j=1

njVj D2 =
n∑

i=1

mjUj

tenemos
D1.D2 := D1.[D2] = D2.[D1]

En efecto: Sean D1 y D2 curvas complejas compactas

D1.[D2] =
n∑

j=1

n∑
i=1

∫

M

mjnic1([Vi]) ∧ c1([Vj]) = D2.[D1]

Una consecuencia de esta observación es que el número de intersección

Div(M)×Div(M) → Z

es bilineal simétrica.

Ahora por el Teorema 1.3, c1[D] es el dual de Poincaré del ciclo definido por D, es
decir ∫

M

c1([S]) ∧ ψ =

∫

S

ψ

para toda 1−forma cerrada ψ ∈ C∞(M). Luego en (3.2) tenemos que:

S.L =

∫

M

c1([S]) ∧ c1(L) =

∫

S

c1(L).

Sea v un campo de vectores holomorfa en X con singularidad aislada p. Tomando un
sistema de coordenadas podemos suponer que en p = (0, 0) y v = (f, g). Sea θ(z) una
parametrización de Puiseux para f−1(0).

Proposición 3.2. Sean S1 = {f = 0} y S2 = {g = 0} dos conjuntos anaĺıticos
compactas sin componentes en común. Entonces:

S1.S2 =
∑

p∈S1∩S2

µ(v, p)

donde v = (f, g).
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Prueba: Sea {Ui}i∈I una cobertura localmente finita de M tal que en Ui ∩S2 = {fi = 0}
y {ρi}i∈I una partición de la unidad subordinada a esta cobertura. Ahora [S2] es definido
por el cociclo (fij) donde fij = fi

fj
si Uij 6= ∅. Como S1 y S2 no tienen componentes en

común, S1 ∩ S2 = {p1, . . . , pk} y que para cada j = 1, . . . , k, existe un único abierto Uij

tal que pj ∈ Uij y Uij ∩ Uik = ∅ si i 6= k. De (1.18), tenemos que:

c1(S2)|Uij
=

1

2πi

∑

k

d(ρkd log fijk)

=
1

2πi

∑

k

d(ρkd(log fij − log fk))

= − 1

2πi
d(ρkd(log fij))−

1

2πi

∑

k 6=ij

d(ρkd(log fk)) (3.3)

Luego

∫

S1∩Uij

c1(S2)|Uij
=

1

2πi

∫

S1∩Uij

−d(ρijd(log fij))−
∑

k 6=ij

d(ρkd(log fk))

=
1

2πi

∫

S1∩Uij

−d(ρijd(log fij))−
1

2πi

∫

S1∩Uij

d


∑

k 6=ij

ρkd(log fk)




=
1

2πi

∫

∂S1(pj ,ε)

d log fij (3.4)

donde S1(pj, ε) = S1 ∩ B(pj, ε) tal que ρij = 1 en B(pj, ε) ⊂ Uij (recuerde que existe un
único Uij tal que pj ∈ Uij). El resultado se sigue del Lema 3.2. ¤

40



3.2. Explosión en un punto

Una explosión de C2 en 0 ∈ C2 que es un subconjunto de C2 × CP (1) dado por

C2
0 = {(p, [p]) : p ∈ C2, p 6= 0} ∪ ({0} × CP (1))

donde [p] = {q ∈ C2 − {0} : ∃ t ∈ C∗ donde q = tp}. El espacio CP (1) es una variedad
compleja de dimensión compleja 1, con el siguiente atlas ((ϕ1, U1), (ϕ2, U2)) donde U1 =
{[z1 : z2] : z1 6= 0}, U2 = {[z1 : z2] : z2 6= 0}

ϕ1 : U1 → C

ϕ1([z1 : z2]) = z2

z1

ϕ2 : U2 → C

ϕ1([z1 : z2]) = z1

z2

Veamos que C2
0 es una superficie compleja de dimensión 2. Para ello consideremos la

aplicación
π : C2

0 → CP (1)
{

π(p, [p]) = [p]
π(0, [p]) = [p]

definimos el atlas (π−1
0 (V1), ψ1), (π

−1
0 (V2), ψ2), donde V1 = CP (1)−{[z1 : 0]}, V2 = CP (1)−

{[0 : z2]} y
ψ1 : π−1(V1) → C2

{
ψ1((z1, z2), [z1 : z2]) = (z1,

z2

z1
)

ψ1((0, 0), [z1 : z2]) = (0, ϕ1([z1 : z2]))

ψ2 : π−1(V2) → C2

{
ψ1((z1, z2), [z1 : z2]) = (z1,

z1

z2
)

ψ1((0, 0), [z1 : z2]) = (0, ϕ2([z1 : z2]))

En π−1
0 (V1)∩π−1

0 (V2) tenemos ψ2◦ψ−1
1 (z1, z2) = ( 1

z1
, z1z2). Aśı, C2

0 es una variedad compleja
de dimensión compleja 2.

Ahora consideremos
π0 : C2

0 → C2

{
π0(p, 0p) = p
π0(0, 0p) = 0

Definición 3.4. Diremos que (C2
0,C2, π0) es una explosión en el punto p ∈ M en este

caso π−1(0) es llamado divisor excepcional.

41



Los puntos de la explosión en 0 pueden ser representados como en la Figura 3.1

t

x

x

t

π0

Figura 3.1: Explosión en un punto

Proposición 3.3. El numero de autointersección de P = π−1
0 (0) en C2

0 es P.P = −1

Prueba: P|U1 : f1 = x = 0, P|U2 : f2 = y = 0 (vea Figura 3.2).
En U12 tenemos f12 = f1

f2
= x

y
= 1

t
y f21 = t = 1

s
. Sea ζ1 : P → R, partición de la

unidad subordinada a {U1, U2}, tenemos:

2πic1[P]|U1 = d(ζ1d
f11

f11

+ ζ2d
f12

f12

) = d(ζ2
df12

f12

) = d(ζ2(d log
1

t
))

2πic1[P]|U2 = d(ζ1d
f21

f21

+ ζ2d
f22

f22

) = d(ζ1
df21

f21

) = d(ζ1(d log
1

s
)).

Para integrar sólo necesitamos un abierto U1 (P− {∞} = U1)

P.P =

∫

P
c1[P] =

∫

U1

c1[P]|U1 =
1

2πi

∫

U1

d(ζ2d log
1

t
) = − 1

2πi

∫

U1

d(ζ2(
dt

t
)) (3.5)

= − 1

2πi

∫

∂V2−∂V1

ζ2
dt

t
= − 1

2πi

∫

∂V2

dt

t
= −1. (3.6)
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xx

t

u

y

x = y = 0

Figura 1.2

y

Figura 3.2: Coordenadas de C2
0 y C2

donde

ζ2 =

{
1 V 2 3 t = ∞
0 V 1 3 t = 0

¤
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Caṕıtulo 4

Índice de Baum-Bott

El ı́ndice de Baum-Bott, nos da importantes resultados, como calcular el número de
autointersección del Fibrado Normal de una foliación F .

Sea F una foliación sobre una superficie M , denotemos por Sing(F) al conjunto de las
singularidades de la foliación y por NF , al fibrado normal.

Cuando p ∈ M − Sing(F), entonces por un cambio de coordenadas la foliación F es
localmente dada por la 1-forma ω = f(x, y)dx, donde f ∈ O∗(p) (esto es consecuencia del
Teorema de la Vecindad Tubular), aśı tenemos que

dw = β ∧ ω, donde β =
df

f
es una 1-forma holomorfa. (4.1)

En realidad la foliación en este caso sólo es determinado por ω = dx, ya que la función f
es no nula.
Si p ∈ Sing(F), consideremos que la foliación está definida en una vecindad U de p, por
ω = 0, donde ω = b(x, y)dy − a(x, y)dx, diferenciando tenemos:

dω = (
∂b

∂x
+

∂a

∂y
)dx ∧ dy

donde vemos que:

dω = β ∧ ω, donde β =
ax(x, y) + by(x, y)

|a(x, y)|2 + |b(x, y)|2 (b(x, y)dx + a(x, y)dy) (4.2)

es una 1-forma diferenciable en U − {0} donde U es una vecindad de 0. Sea ρ : R2 → R
una función diferenciable tal que, ρ|V1 = 0 y ρ|U−V = 1 donde 0 ∈ V1 ⊂ V ⊂ U . Luego, si
ponemos

β = ρ
ax(x, y) + by(x, y)

|a(x, y)|2 + |b(x, y)|2 (b(x, y)dx + a(x, y)dy)

es una (1,0)-forma diferenciable en U , tal que dω = β ∧ ω, fuera de una vecindad de p.
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Repitiendo el mismo argumento podemos encontrar un cubrimiento localmente finito
{Uj}j∈I de M y una familia de funciones ρi : Ui → R de clase C∞, con las siguientes
propiedades:

i) Si Ui ∩ Uj 6= ∅, entonces Ui ∩ Uj es simplemente conexo, para la prueba vea ver [7],
pag. (77).

ii) Sobre cada Ui ∩ Uj, tenemos
ωi = gijωj, (4.3)

donde {gij} es el cociclo que define NF .

iii) Podemos encontrar vecindades relativamente compactas Ṽj ⊂⊂ Vj ⊂⊂ Uj, tal que
ρj|Ṽj

= 0, ρj|Uj−Vj
= 1; Vj ∩ Ui = ∅ para todo i 6= j y 1−formas holomorfas ωj,

(1, 0)-formas βj :
dωj = βj ∧ ωj en Uj − Vj. (4.4)

En particular tenemos

dωj = βj ∧ ωj en Ui ∩ Uj (4.5)

Vemos que en Ui ∩ Uj, ωj es regular, luego ωj ∈ Γ( Ui ∩ Uj, N
∗
F).

Lema 4.1 (Lema de la división). Sea ω = adx + bdy una 1-forma holomorfa y

α = α1dx ∧ dx + α2dy ∧ dy + α3dx ∧ dy + α4dx ∧ dy + α5dx ∧ dy + α6dx ∧ dy

una 2-forma diferenciable tal que ω ∧ α = 0 entonces existe 1−forma diferenciable fuera
del origen β, tal que

α = ω ∧ β

Prueba: Sea
β = β1dx + β2dx + β3dy + β4dy,

entonces

ω ∧ β = aβ2dx ∧ dx + bβ4dy ∧ dy + aβ4dx ∧ dy − bβ2dx ∧ dy + (aβ3 − bβ1)dx ∧ dy (4.6)

Ahora como ω ∧ α = 0

ω∧α = (aα2−bα4)dx∧dy∧dy+(aα5+bα1)dx∧dx∧dy+aα3dx∧dx∧dy+bα3dx∧dy∧dy

tenemos que

aα2 = bα4 , aα5 = −bα1 y aα3 = bα3 = 0 (4.7)
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Si

β1 = − α6b

|a|2 + |b|2

β2 =
α6a

|a|2 + |b|2

β3 =
α1b− α5a

|a|2 + |b|2

β4 =
α2b + α4a

|a|2 + |b|2

entonces utilizando (4.6) en (4.7) tenemos α3 = 0 y que α = ω ∧ β. ¤

Lema 4.2 (Segundo lema de la división). Sea ω = adx + bdy una 1-forma holomorfa y

α = α1dx + α2dx + α3dy + α4dy

una 1-forma diferenciable tal que ω ∧α = 0 entonces existe 1−función diferenciable fuera
del origen β, tal que

α = gω

Prueba: Como ω ∧ α = 0

ω ∧ α = aα2dx ∧ dx + aα3dx ∧ dy + (aα4 − bα1)dx ∧ dy + bdy ∧ α2dx ∧ dy + bα3dy ∧ dy

tenemos que
aα2 = aα3 = bα2 = bα3 = 0 (4.8)

aα4 = bα1 (4.9)

Como existe una vecindad U de p, tal que a 6= 0 y b 6= 0 en U −{p} de (4.8) tenemos que
α2 = α3 = 0 en U −{p}, pero como α2 y α3 son funciones continuas entonces α2 = α3 = 0
en U y

α = α1dx + α4dy

Ahora si definimos

g =
α1a + α2b

|a|2 + |b|2
por (4.9)

gω =

(
α1a + α2b

|a|2 + |b|2
)

(adx + bdy) = α1dx + α2dy

¤

Lema 4.3. Con las notaciones de arriba tenemos que existen funciones (1, 0)− formas γj

de clase C∞ tal que en Ui ∩ Uj :

1)
dgij

gij

= βi − βj + γi − γj,
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2) γj ∧ ωj = 0.

En particular :

c1(NF)|Ui
=

1

2πi
d(βj + γj). (4.10)

Prueba:

1) Diferenciando (4.3) y teniendo en cuenta (4.4) conseguimos

dωi = dgij ∧ ωj + gijdωj =
dgij

gij

∧ ωi + βj ∧ ωi = (
dgij

gij

+ βj) ∧ ωi = βi ∧ ωi

aśı tenemos :

(
dgij

gij

+ βj − βi) ∧ ωi = 0, Ui ∩ Uj. (4.11)

Sea hij =
dgij

gij
+βj −βi, entonces hij se anula en F y como ωi es regular en Ui ∩Uj,

tenemos que (hij) ∈ C1(U , NF∗) (esto es consecuencia de (4.9)). Como el haz de
secciones C∞ de NF∗ es fino, tenemos que H1(X, NF∗) = 0 y hij = δ(γ)ij = γi−γj,
donde (γ)i ∈ C0(U , NF∗).

2) De 1) tenemos (γ)i ∈ C0(U , NF∗), es decir, los γi son tangentes a la foliación F
entonces γj ∧ ωj = 0 De 1) tenemos que θi − θj = d(log gij), donde θi = βi + γi y
por (1.8) y (1.9) (ó el Teorema 1.4) tenemos el resultado.

¤

Definición 4.1. Sea F una foliación sobre una superficie M , y p ∈ Sing(F), entonces
definimos el ı́ndice de Baum-Bott en p como :

BB(F , p) = Res(0,0)

(
(ax(x, y) + by(x, y))2

a(x, y)b(x, y)
dx ∧ dy

)
(4.12)

Observación: Vemos que el ı́ndice de Baum-Bott es el residuo de la forma:

ω =
gdx ∧ dy

f1f2

=
(ax(x, y) + by(x, y))2

a(x, y)b(x, y)
dx ∧ dy

Lema 4.4. Sea F una foliación sobre una superficie M , p ∈ Sing(F) y

β =
ax(x, y) + by(x, y)

|a(x, y)|2 + |b(x, y)|2 (b(x, y)dx− a(x, y)dy)

Entonces :

BB(F , p) =
1

(2πi)2

∫

S3
1

β ∧ dβ

donde S3
1 es la 3-esfera alrededor de p.
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Prueba: Recordemos del Teorema 2.5., que

BB(F , p) =

∫

S3

ηω (4.13)

y por el Ejemplo 2.1
ηω = ∂ρ1 ∧ ω

donde ρ1 =
|a|2

|a|2 + |b|2

∂ρ1

∂x
=

1

(|a2|+ |b2|)2
(a|b|2ax − b|a|2bx)

∂ρ1

∂y
=

1

(|a2|+ |b2|)2
(a|b|2ay − b|a|2by)

Luego

ηω = (
∂ρ1

∂x
+

∂ρ1

∂y
) ∧ ω

=
1

(|a2|+ |b2|)2
(ab ax − ba bx)

[ax(x, y) + by(x, y)]2

a(x, y)b(x, y)
dx ∧ dx ∧ dy

+
1

(|a2|+ |b2|)2
(ab ay − ba by)

[ax(x, y) + by(x, y)]2

a(x, y)b(x, y)
dy ∧ dx ∧ dy (4.14)

Si a1 =
ax + by

|a|2 + |b|2a y b1 =
ax + by

|a|2 + |b|2 b, entonces en (7.9)

ηω = (b
a1

∂x
− a

b1

∂x
)dx ∧ dx ∧ dy + (b

a1

∂y
− a

b1

∂y
)dy ∧ dx ∧ dy

= (a1dx + b1dy) ∧ (
a1

∂x
dx ∧ dx +

a1

∂y
dy ∧ dx +

b1

∂x
dx ∧ dy +

b1

∂y
dy ∧ dy)

= β ∧ dβ

Luego el resultado se sigue inmediatamente. ¤

Teorema 4.1. Sea F una foliación sobre una superficie compacta M . Entonces:

NF ·NF =
∑

p∈Sing(F)

BB(F , p) (4.15)

Prueba: Observe que la suma está bien dada puesto que la superficie es compacta. Sea
Sing(F) = {p1, . . . , pn}, ahora por definición :

NF .NF =

∫

M

c1[NF ] ∧ c1[NF ]
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Por el Lema 4.3 tenemos que:

c1(NF)|Uj
=

1

2πi
d(βj + γj)

NF ·NF =
∑
j∈A

∫

Uj

c1[NF ] ∧ c1[NF ] +
n∑

j=1

∫

Vj

c1[NF ] ∧ c1[NF ], (4.16)

donde A = {j : dωj = βj∧ωj, donde βj es holomorfa}. La primera suma de (4.16) es cero.
En efecto; para ello por el Lema 4.1 es suficiente probar que : c1[NF ] ∧ ωj = 0 (pues en
este caso existe 1−forma diferenciable α fuera del origen, tal que c1[NF ] = α∧ωj), ahora:

c1[NF ] ∧ ωj =
1

2πi
d(βj + γj) ∧ ωj,

Como j ∈ A se tiene que F no tiene singularidades en Uj luego ωj = dx. Del Lema 4.3
γj ∧ ωj = 0, entonces d(γj) ∧ ωj = d(γj) ∧ ωj + γjddx = 0 y el otro término es cero,
puesto que βj es holomorfa, digamos βj = β1dx + β2dy, donde β1 y β2 son holomorfas y

dβj ∧ ωj = (dβ1 ∧ dx + dβ2 ∧ dy) ∧ dx =

(
∂β1

∂x
dx ∧ dy

)
∧ dx = 0. Luego en (4.16):

NF ·NF =
n∑

j=1

∫

Vj

c1[NF ] ∧ c1[NF ] =
1

(2πi)2

n∑
j=1

∫

Vj

d(βj + γj) ∧ d(βj + γj).

Luego

NF ·NF =
1

(2πi)2

n∑
j=1

∫

∂Vj

(βj + γj) ∧ d(βj + γj)

=
1

(2πi)2

n∑
j=1

∫

∂Vj

(βj ∧ dβj + βj ∧ dγj + γj ∧ dβj + γj ∧ dγj)

=
1

(2πi)2

n∑
j=1

∫

∂Vj

βj ∧ dβj + d(βj ∧ dγj) + γ ∧ dγj.

=
1

(2πi)2

n∑
j=1

∫

∂Vj

βj ∧ dβj

(4.17)

Puesto que por Stokes la integral de d(βj ∧ dγj) sobre ∂Vj ≡ S3 es cero y γj ∧ dγj = 0 ya
que de ωj ∧ γj = 0 tenemos que existe una función diferenciable g fuera del origen tal que
γj = gωj y de ah́ı γj ∧ dγj = γj ∧ (dg ∧ ωj + gdωj) = γj ∧ gdωj = γj ∧ βj ∧ ωj = 0.
Aśı, por el Lema 4.4, tenemos que:

NF ·NF =
n∑

i=1

BB(F , pi).
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¤
En el teorema anterior tenemos que la suma ı́ndices de Baum-Bott en los puntos

singulares es c2
1(NF) sobre una variedad compacta. Ahora existe una generalización de

este ı́ndice en el caso que X, no es necesariamente compacta. Para ello consideremos un
dominio relativamente compacto Y tal que ∂Y es regular, ∂Y ∩Sing(F) = ∅. Supongamos
que NF es holomórficamente trivial en una vecindad de ∂Y . Esto implica que existe una
1-forma holomorfa β en una vecindad de ∂Y , tal que dω = β ∧ ω.
Aśı definimos :

BB(F , ∂Y ) =
1

(2πi)2

∫

∂Y

β ∧ dβ (4.18)

Y con las notaciones dadas anteriormente tenemos un resultado análogo al Teorema 4.1.

Teorema 4.2.
BB(F , ∂Y ) =

∑

p∈Sing(F)∩Y

BB(F , p)− c2
1(NF/Y

)

Prueba: Por definición de número de intersección

NF .NF =

∫

X

c1(NF) ∧ c1(NF)

por 4.3

c1(NF)|Uj
=

1

2πi
d(βj + γj)

Procediendo como en la demostración del Teorema 4.1 tenemos que:

N2
F =

∫

X−Y

c1(NF) ∧ c1(NF) +

∫

∂Y

c1(NF)

=
∑

p∈Sing(F)∩Y

BB(F , p) + BB(F , ∂Y ).

¤
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Caṕıtulo 5

Índice de Camacho - Sad

Sea F una foliación singular de dimensión 1 en una superficie holomorfa M y sea p
una singularidad de F . Sabemos que F puede ser ser representado en una vecindad U de
p, por una ecuación ω = 0, donde ω es 1-forma holomorfa en U . Tomando ϕ : U → C2,
un sistema de coordenadas en U tal que ϕ(p) = 0, induce en C2 la 1-forma holomorfa
(ϕ−1)∗ω puede ser expresado como:

(ϕ−1)∗ω = adx + bdy

donde a y b son funciones holomorfas en ϕ(U) y a(p) = b(p) = 0. El campo holomorfo X
dual a ω, esto es, ω(X) = 0, está dado en las coordenadas de (x, y) por:

ϕ∗X = b
∂

∂x
− a

∂

∂y

Definición 5.1. Una curva anaĺıtica S pasando por p es llamado separatriz de F en p si
S − {p} es F -invariante, es decir, si S{p} es una unión finita de hojas de F .

El Teorema de Camacho Sad garantiza que toda foliación holomorfa en una superficie
admite separatriz.

Lema 5.1. Un conjunto anaĺıtico S = {f = 0} es una separatriz de F si, y sólo si existe
una 2-forma holomorfa θ tal que df ∧ ω = fθ.

Prueba: Primero trataremos el caso que f es irreducible y luego el caso general:

Caso 1 : f es irreducible. En efecto, supongamos que S = {f = 0} es una separatriz.
Para todo p ∈ S con p 6= q tenemos

TqS = {(v1, v2) ∈ C2 :
∂f

∂x
(q)v1 +

∂f

∂y
(q)v2 = 0} (5.1)

Por la F -invariancia de S − {p} se tiene que para todo q ∈ S − {p} se tiene que
(−b(q), a(q)) ∈ TqS, entonces por (5.1)

− ∂f

∂x
b +

∂f

∂y
a = 0 en S − {p}. (5.2)
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Por otro lado tenemos el producto exterior

df ∧ ω = (b
∂f

∂x
− a

∂f

∂y
)dx ∧ dy = hdx ∧ dy, (5.3)

donde h = b∂f
∂x
−a∂f

∂y
es evidentemente una función holomorfa. Aśı, de (5.2) y (5.3) tenemos

df ∧ ω = hdx ∧ dy = 0 en S − {p} (que por analiticidad esta identidad se extiende a S).
Como f es irreducible existe una función holomorfa k en una vecindad de p (Ver [18],
pag. (58)) tal que h = f.k. De (5.3) para concluir la demostración de la necesidad basta
tomar θ = kdx ∧ dy.

Rećıprocamente si df ∧ ω = f.g1dx ∧ dy, entonces df ∧ ω = 0 sobre S, entonces por
(5.3) y (5.2) se tiene (−b, a) ∈ TqS para todo q ∈ S − {p}, aśı f = 0 es invariante por
la foliación fuera de p. Debemos observar que para la demostración de la suficiencia no
hemos utilizado la irreducibilidad de f aśı esta parte es válido para f arbitrario.

Caso 2 : f es arbitrario. En efecto, por lo dicho anteriormente sólo resta mostrar la
necesidad. Para ello descomponemos f en sus factores irreducibles, digamos, f = f1 . . . , fn

(pueden repetirse algunos fi). Ahora, obsérvese por definición de separatriz que f es
separatriz si cada fi lo es. Entonces por el Caso 1 para cada fi existe una 2-forma θi tal
que dfi ∧ ω = fiθi. Entonces

df ∧ ω =

(∑
i

f1 . . . f̂i . . . fndfi

)
∧ ω = f(θ1 + · · ·+ θ2).

¤
Definición 5.2. Sea f ∈ On no nulo, ni una unidad. Diremos que f es reducida, si en la
descomposición de componentes irreducibles f = fm1

1 · · · fmn
n , tenemos que mi = 1 para

todo i.

Lema 5.2. (Teorema de Preparación de Weierstrass) Sea f una función holomorfa defini-
da en un abierto U de C2, tal que y = 0, es de orden m de f(0, y), entonces existe un
V ⊂ U abierto y funciones holomorfas u y h tales que:

1. f(x, y) = u(x, y)h(x, y), para todo (x, y) ∈ V y u no tiene ceros en U.

2. h(x, y) = ym + b1(x)ym−1 + · · ·+ bm(x, y) y bi(0) = 0 para todo i = 1, . . . , n.

Para la prueba vea ver [9], pag. (16).

Observación 5.1. En el caso que S = {f = 0} 6= {x = 0}, donde f es una función
holomorfa irreducible de multiplicidad m, tenemos que

(
f, ∂f

∂x

)
= 1, En efecto, como

y = 0 es de orden m de f(0, y), por el Teorema de Weierstrass tenemos que f = uh y
(h, f) = 1. Ahora como f es irreducible, h es irreducible puesto que u(0) 6= 0, aśı

h(x, y) = ym + b1(x)ym−1 + · · ·+ bm(x, y)

es irreducible de grado m, aśı,
(
h, ∂h

∂y

)
= 1, ya que ∂h

∂y
tiene grado menor que m y es

irreducible. Luego como
∂f

∂y
=

∂u

∂y

f

u
+ u

∂h

∂y
se tiene que

(
f, ∂f

∂x

)
= 1.
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La siguiente proposición nos da una manera de saber cuando S es una separatriz de
F , que será de gran importancia para poder definir el ı́ndice de Camacho-Sad y poste-
riormente el ı́ndice de Seade-Gomez-Verjovski.

Proposición 5.1. Una curva anaĺıtica S = {f = 0} con f reducida es una separatriz de
F si y sólo si existen gérmenes de funciones holomorfas g, h, una 1-forma holomorfa α
que satisfacen la descomposición

gω = hdf + fα (5.4)

tal que (h, f) = 1, (g, f) = 1.

Prueba: La suficiencia es inmediata, sólo resta probar la necesidad. Supongamos que
f = f1f2 · · · fn(donde cada fi es irreducible) sin pérdida de generalidad podemos suponer
que f1 = x, f2 = y. Veamos que existe un cambio de coordenadas tal que la componentes
irreducibles de f no sean los ejes coordenados. En efecto como f = xyf3 · · · fn, donde los
fk son irreducibles, tenemos que el primer polinomio homogéneo de no nulo de fk es de
la forma Pmk

=
∏ki

i=1(aix + biy)mi . Sea

T : C2 → C2

T (x, y) = (ax + by, cx + dy)

una transformación lineal, entonces

Pmk
◦ T (x, y) =

ki∏
i=1

(ai(ax + by) + bi(cx + dy))mi =

ki∏
i=1

(x(aai + cbi) + y(bai + dbi))
mi

Luego podemos encontrar constantes a, b, c, d, tales que ad− bc 6= 0 y Pmk
◦T (x, y) no

tenga como componentes ninguno de los ejes coordenados para todo i = 1 · · ·n, aśı f ◦ T
es el cambio de cooordenadas, luego podemos suponer que f = 0 ∩ (6= ({x = 0} ∪ {y =
0})) = ∅.

Afirmamos que
(

∂f
∂x

, f
)

= 1 y
(

∂f
∂y

, f
)

= 1, de lo contrario existe fi, i ∈ {1 · · ·n}
componente de f , tal que ∂f

∂x
= fig1, luego

∂f

∂x
=

∂fi

∂x
+ fiA (5.5)

donde (A, fi) = 1. Sea α(t) = (α1(t), α2(t)) una parametrización de fi, entonces de (5.5)
tenemos que fi divide a ∂fi

∂x
, el cual contradice la Observación 5.1. Análogamentes tenemos

que
(

∂f
∂x

, f
)

= 1.
Como w = adx + bdy, entonces por Lema 5.1 se tiene df ∧ ω = fg1dx ∧ dy. Aśı

∂f

∂y
w =

∂f

∂y
adx +

∂f

∂y
bdy =

∂f

∂y
bdx + fg1dx +

∂f

∂y
bdy = bdf + fg1dx (5.6)
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En este caso si g = ∂f
∂y

, h = b y α = g1dx, obtenemos (5.4). Ahora (h, f) = 1, pues

caso contrario existe fi, i ∈ {1 · · ·n} componente de f , tal que fi divide h, aśı en 5.6
tendŕıamos que

∂f

∂y
a = 0, en Si − {p}.

pero esto contradice el hecho que (a, b) = 1 y
(
f, ∂f

∂y

)
= 1. ¤

A continuación consideremos una separatriz S de la foliación F y la descomposición
dada en (5.3).

Definición 5.3. Sea F una foliación y S una separatriz F , el ı́ndice de Camacho-Sad de
F con respecto a S en p está dado por:

CS(F , S, p) =
−1

2πi

∫

∂S

α

h
.

Debemos enfatizar que ∂S = S ∩ S3
ε . Luego, si S = {fn1

1 . . . fnr
r = 0} donde los fi son

irreducibles y S̃ = {f1 . . . fr = 0} se tiene ∂S = ∂S̃. Aśı, CS(F , S, p) = CS(F , S̃, p) 1.

Observación 5.2. El ı́ndice de Camacho-Sad, está bien definido. Para ello veremos que
este ı́ndice es independiente de todos los elementos involucrados en su definición

1. La integral está bien definida puesto que (h, f) = 1.

2. No depende de la 1-forma holomorfa ω = adx + bdy que define la foliación F . En
efecto, supongamos que existe otra 1-forma holomorfa ω1 = a1dx + b1dy tal que
ω1 = 0 define la foliación F , entonces ω ∧ ω1 = 0 y ab1 = ba1. Como (a, b) = 1 y
(a1, b1) = 1, entonces a1 = pa y b1 = qb, de ah́ı que pab = a1b = b1a = bqa luego
ab(p − q) = 0 entonces como O2 es un dominio de integridad tenemos que p = q,
y como a y b son coprimos se tiene p(0) 6= 0. Luego, existe una función holomorfa
k1 = p = q que no se anula en ningún punto de U tal que ω1 = k1ω, de (5.4),
tenemos que:

gω1 = k1(hdf + fα) = k1hdf + k1fα

es una descomposición de ω1 y claramente CS(F , S, p) es el mismo.

3. No depende de la expresión de la función irreducible f que define S = {f = 0}. En
efecto, si consideramos que S = {f1 = 0} entonces

f = kf1,

donde k(0) 6= 0, luego en (5.4) gω = h(kdf1 + f1dk) + kf1α = hkdf1 + f1(hdk + kα).
Aśı,

−1

2πi

∫

∂S

hdk + kα

hk
=
−1

2πi

∫

∂S

dk

k
− 1

2πi

∫

∂S

α

h
= − 1

2πi

∫

∂S

α

h

1Esta definición no coincide con la definición dado por Lins-Neto en [13], él define el ı́ndice de CS
primero para separatrices irreducible (que coincide con nuestra definición) y luego define el ı́ndice de CS
para separatrices arbitraria como la suma los ı́ndices de las componentes irreducible, con esta definición
la Proposición 5.2 no seria verdad.
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puesto que k es una función holomorfa que no posee ceros en U .

4. No depende de la descomposición dada en (5.4). En efecto, dadas dos descomposi-
ciones asociadas a ω y a f :

gω = hdf + fα,

g1ω = h1df + fα1.

Entonces tenemos que:
df

f
=

gω

fh
− α

h
=

g1ω

fh1

− α1

h1

α

h
− α1

h1

=
(h1g − hg1)

fhh1

ω (5.7)

Luego
f(αh1 − α1h) = (h1g − hg1)ω

de (a, b) = 1 y (b, f) = 1, h1g − hg1 = fk, con k holomorfa, reemplazando esto en
(5.7) obtenemos

α

h
− α1

h1

=
k

hh1

ω.

De la F -invariancia de S se tiene α
h
− α1

h1
= 0 en S, por lo que

− 1

2πi

∫

∂S

α

h
= − 1

2πi

∫

∂S

α1

h1

.

5. No depende de ∂S. En efecto, sean ∂S1 = S ∩ S3
ε1

la curva anaĺıtica real y consider-
emos la variedad con borde R contenido en S cuyo borde es precisamente ∂S−∂S1.

Como
η

h
es holomorfa en R, luego

η

h
es cerrada en R y por Teorema de Stokes

∫

∂S

η

h
−

∫

∂S1

η

h
=

∫

∂R

η

h
=

∫

R

d
(η

h

)
= 0.

Observación 5.3. El ı́ndice de Camacho-Sad puede ser calculado fácilmente si S es una
curva regular de una superficie M , invariante por F . En efecto, como S es una subvariedad
existen coordenadas (x, y) tal que S = {(x, y) : y = 0} y ω = adx + bdy = yqdx + bdy,
donde q holomorfa en una vecindad de 0. Luego en la descomposición (5.4) f = y , k = 1,
α = qdx y h = bdx, esto es, ω = hdy + yα. Por lo tanto

CS(F, S, p) = − 1

2πi

∫

γ(S)

q(x, 0)dx

b(x, 0)

=
1

2πi
Resx=0

(−q(x, 0)

b(x, 0)

)

= Resx=0

(
∂(−yq

b
)

∂y

)

(x,0)

= Resx=0

(
∂(−a

b
)

∂y

)

(x,0)

.
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Proposición 5.2. Sean S1, S2 separatrices de F en p, sin componentes en común y
S = S1 ∪ S2. Entonces :

CS(F, S, p) = CS(F, S1, p) + CS(F, S2, p) + 2µ(v, p)

donde v = (f, g) con {f = 0} y {g = 0} ecuaciones reducidas de S1 y S2.

Prueba: Por hipótesis tenemos que f = f1f2 con (f1, f2) = 1, donde S = {f = 0},
S1 = {f1 = 0} y S2 = {f2 = 0}. Consideremos las descomposiciones:

k1ω = h1df1 + f1α1 (5.8)

k2ω = h2df2 + f2α2 (5.9)

Observemos que podemos escoger h0 = h1 = h2 independiente de i = 1, 2 (vea la prueba
de la Proposición 5.1 ). Multiplicando (5.8) por (f2h2) y (5.9) por (f1h1) y sumando
tenemos:

(f2h2k1 + f1h1k2)ω = h1h2(f2df1 + f1df2) + f1f2(h2α1 + h1α2)

(f2h2k1 + f1h1k2)ω = h1h2(df) + f(h2α1 + h1α2)

gf = hdf + fα

donde g = f2h2k1 + f1h1k2, h = h1h2 = h2
0 y α = h2α1 + h1α2 y (h, f) = 1, entonces

tenemos una descomposición para f , luego por definición:

CS(F, S, p) =
−1

2πi

∫

∂S

h2α1 + h1α2

h1h2

=
−1

2πi

∫

∂S

(
α1

h1

+
α2

h2

)

= CS(F, S1, p) + CS(F, S2, p)− 1

2πi

∫

∂S2

α1

h1

− 1

2πi

∫

∂S1

α2

h2

(5.10)

Pero :
α1

h1

=
k1

h1f1

ω − df1

f1

.

Integrando sobre ∂S2 tenemos :

− 1

2πi

∫

∂S2

α1

h1

=
1

2πi

∫

∂S2

(
df1

f1

− k1

h1f1

ω

)
=

1

2πi

∫

∂S2

df1

f1

,

la segunda igualdad es consecuencia de F -invariancia de S ya que ω|S2 = 0. Aśı, en (5.10)

CS(F, S, p) = CS(F, S1, p) + CS(F, S2, p) +
1

2πi

∫

∂S2

df1

f1

+
1

2πi

∫

∂S1

df2

f2

El resultado se sigue del Lema 3.2. ¤
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Definición 5.4. Sea S una curva compacta de una superficie M , tal que S−Sing(F) es
unión hojas de F . Aśı definimos:

CS(F , S) =
∑

p∈Sing(F)

CS(F , S, p)

Observación 5.4. Dado un cubrimiento localmente finito U = {Ui} de una variedad.
Fijado uno de los abiertos Ui0 , tenemos que existen sólo finitos {Ui} ∈ U tal que Ui∩Uio 6=
0. Sea Vi0 un abierto relativamente compacto en Ui0 , esto es, V i0 es compacto y V i0 ⊂ Ui0 .

Al cambiar Uij por Ũij = Uij − Vi0 , j = 1, . . . , r en U aun obtenemos un cubrimiento

localmente finito Ũ . Dado una partición de la unidad {ρi}i∈I subordinada a Ũ tenemos
que

ρi0|V i0
≡ 1

puesto que Vi0 ∩ Ui = ∅ para todo i 6= i0.

Teorema 5.1. Sea S ⊂ M una curva compacta invariante por F , entonces:

CS(S, F ) = S · S

Prueba: Sea Sing(F) = {p1, p2, ..., pn} y tomemos una cobertura {Ui}ı∈I de M local-
mente finita, tal que si i ∈ I−{1, ..., n}, podemos considerar dfi = ω = 0, donde fi es una
función holomorfa en Ui y en el caso k ∈ {1, 2, . . . , n} existe un único abierto Uik 3 pk,
tal que Uik ∩ Uij = ∅, si j 6= k, donde se tenga la descomposición: ωik = dfik + fikηik . Aśı,
para todo i ∈ I encontramos una descomposición:

kiωi = dfi + fiηi donde ηi = 0, si i ∈ I − {1, ..., n}. (5.11)

Ahora si Uij 6= ∅, existe ϕij y fij tal que:

wj = ϕjiwi (5.12)

fi = fijfj (5.13)

donde ϕij definen el fibrado NF y fij el fibrado [S]. Tomemos una cobertura {ρi}i∈I , una
partición de la unidad subordinada a {Ui}i∈I . Ahora, por (1.18) tenemos:

c1([S])|Ui∩S =
−1

2πi

∑
j

d(ρjd(log fji)) =
−1

2πi

∑
j

dρj ∧ d(log fji) (5.14)

Luego, para calcular la primera clase de Chern del fibrado [S], procedamos a calcular
d(log(fji)), para ello sabemos que en Ui, kiωi = hidfi + fiηi, restringiendo esta identidad
a S|Ui

: fi = 0 tenemos

kiωi = hidfi, en Ui ∩ S (5.15)
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Diferenciando (5.11) y utilizando (5.15) logramos

dki ∧ ωi + kidωi = dhi ∧ dfi + dfi ∧ ηi = (dhi − ηi) ∧ dfi = (dhi − ηi) ∧ ki

hi

ωi.

Entonces

dωi =

(
dhi

hi

− dki

ki

− ηi

hi

)
∧ ωi =

(
d

(
log

hi

ki

)
− ηi

hi

)
∧ ωi.

Análogamente

dωj =

(
d

(
log

hj

kj

)
− ηj

hj

)
∧ ωj en Uj ∩ S. (5.16)

Por la condición de cociclo de los fij, tenemos: dfi = dfijfj + fijdfj, luego en Uij ∩ S,
tenemos

dfi = fijdfj

de esta identidad y (5.15) tenemos

kiωi = hidfi = hi
dfj

fji

. (5.17)

Si reemplazamos (5.15) para el ı́ndice j en (5.17) conseguimos:

kiωi =
hi

fji

kjωj

hj

=
hikj(ϕijωi)

fjihj

ki =
hikjϕji

fjihj

hj

kj

=
hi

ki

fijϕji (5.18)

Aśı diferenciando (5.12) y reemplazando (5.16):

dωj =

(
dϕji ∧ ωi + ϕji

(
d

(
log

hi

ki

)
− ηi

hi

))
∧ ωi

= dϕji ∧ ϕijωj + ϕji

(
d

(
log

hi

ki

)
− ηi

hi

)
∧ ωi

=

(
d(log ϕji) + d

(
log

hi

ki

)
− ηi

hi

)
∧ ωj =

(
d

(
log

hj

kj

)
− ηj

hj

)
∧ ωj

Luego en Uj ∩ Ui :

d(log ϕji) =
ηi

hi

− ηj

hj

+ d

(
log

hj

kj

)
− d

(
log

hi

ki

)
(5.19)

Si en (5.18) tomamos logaritmo, diferenciamos y reemplazamos en (5.19), obtenemos

d(log fij) = −d(log ϕji) + d

(
log

hj

kj

)
− d

(
log

hi

ki

)
=

ηj

hj

− ηi

hi

(5.20)
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Aśı, en (5.14) para cada k = 1, . . . , n, tenemos :

c1([S])|Uik
∩S =

−1

2πi

∑
j

dρj ∧ d(log fjik) =
−1

2πi

∑
j

dρj ∧
(

ηj

hj

− ηik

hik

)
.

pues ηj = 0, si Uikj 6= ∅ con ik 6= j. Por esta misma razón tenemos que para todo
i 6= I − {1, . . . , k} tenemos

c1([S])|S−(Ui1
∪...∪Uik

) = 0.

Aśı, tenemos localizado el problema

∫

S

c1([S]) =
k∑

j=1

∫

Uij
∩S

c1([S])|Uij
∩S.

Por la Observación 5.4 podemos tomar abiertos Vk ⊂ Uij , j ∈ {1 · · · k}, tal que ρik |V k
≡ 1.

Aśı,
∫

Uik
∩S

c1([S]) =
1

2πi

∫

Uik
∩S

dρik ∧
ηik

hik

=
1

2πi

∫

(Uik
−Vk)∩S

dρik ∧
ηik

hik

=
1

2πi

∫

(Uik
−Vk)∩S

d

(
ρik

ηik

hik

)

=
1

2πi

∫

∂Vk∩S

ρik

ηik

hik

=
1

2πi

∫

∂Vk∩S

ηik

hik

= CS(F , S, pk).

¤
Ejemplos

1. La foliación F inducida en una vecindad de (0, 0) por la 1-forma

ω(x, y) = x(λ1 + yf(x, y))dy − y(λ2 + xg(x, y))dx.

admite como separatrices a S1 = {x = 0} y S2 = {y = 0}, sin componentes en
común, entonces de la Proposición 5.2 tenemos

CS(F , S1 ∪ S2, 0) = CS(F , S1, 0) + CS(F , S2, 0) + 2µ(v, 0),

donde v(x, y) = (x, y) (se sigue inmediatamente que µ(v, 0) = 1). Para la forma
ω tenemos la siguiente descomposición ω = hdx + xη, donde h = −y(λ2 + xg),
η = (λ1 + yf)dy asociada a S1. Entonces por definición

CS(F , S1, 0) =
−1

2πi

∫

∂S1

(λ1 + yf)dy

−y(λ2 + xg)
=

1

2πi

∫

∂S1

λ1

λ2

dy

y
+

1

2πi

∫

∂S1

f

λ2

dy.
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como ∂S1 = {(0, y) : |y| = 1}

CS(F , S1, 0) =
1

2πi

∫ 2π

0

λ1

λ2

ieiθdθ

eiθ
=

λ1

λ2

.

Análogamente se prueba que :

CS(F , S1, 0) =
λ2

λ1

.

Por lo tanto

CS(F , S1 ∪ S2, 0) =
λ1

λ2

+
λ2

λ1

+ 2.

2. Supongamos ahora que la foliación es determinado por la 1-forma ω = xp+1dy +
(y(1 + λxp) + f)dx, donde p ≥ 1 y f es holomorfa con multiplicidad por lo menos
p+2. Claramente S = {x = 0} es una separatriz y la descomposición de ω asociada
a S:

ω = hdx + xη,

donde h = y(1 + λxp) + f y η = xpdy, entonces

CS(F , S, 0) =
−1

2πi

∫

∂S

xpdy

y(1 + λxp) + f
= 0.
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Caṕıtulo 6

Índice de Gomez-Seade-Verjovski

6.1. Explosión en un punto

Sean X e Y dos espacios topológicos. A fin de considerar dos copias disjuntas de X e
Y consideramos la unión disjunta,

X ] Y = {(x, 0), (1, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.
Definiremos en X ] Y la siguiente topoloǵıa, U es abierto en X ] Y si, y sólo si, i−1

0 (U)
es abierto en X y es i−1

1 (U) abierto en Y , donde

i0 : X → X × {0}
x → (x, 0)

i1 : Y → {1} × Y
y → (1, y)

Dados A ⊂ X y una función f : A → Y , definamos la relación de equivalencia ∼ en X]Y
como sigue:

1. (x, 0) ∼ (y, 0) si f(x) = f(y) ó x = y.

2. (x, 0) ∼ (y, 1) si y = f(x)

3. (1, x) ∼ (y, 0) si x = f(y)

4. (1, x) ∼ (1, y) si x = y.

El espacio topológico cociente de X ] Y por la relación de equivalencia ∼ se denota por
X ∪f Y .

Recordemos que en la Sección 3.2, definimos la explosión en p ∈ C2, ahora daremos
una definición más general.

Sea M una variedad compleja de dimensión 2 y p ∈ M . Sea ψ : U → C2 una carta
holomorfa en p, tal que ψ(p) = (0, 0) = 0. Sea además

π0 : C2
0 → C2

una explosión en (0, 0) ∈ C2 y Ũ = π−1
0 (ψ(U)) ⊆ C2

0. Evidentemente la aplicación f =

π−1
0 ◦ ψ : M − {p} → Ũ − {π−1

0 (0)} es un biholomorfismo.
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Definición 6.1. Sea M̃ = (M −{p})∪f Ũ y la proyección canónica ρ : (M −{p})] Ũ →
(M − {p}) ∪f Ũ

π = πp : M̃ → M

πp([z]) =

{
z , si [(z,0)] ∈ ρ(M − {p})
ψ−1 ◦ π0(z) , si [(1,z)] ∈ ρ(Ũ).

Diremos que (M̃, M, πp) es una explosión en el punto p ∈ M .

Observación 6.1. M̃ es una variedad compleja de dimensión 2. Para ello consideraremos
A = U − {p} e identificaremos (x, 0) = x, (1, y) = y.

1. M̃ es un espacio topológico de Hausdorff, en efecto sea [x] 6= [y] donde x, y ∈
(M − {p}) ] Ũ

i) Si x ∈ (M − {p}), entonces como f es inyectivo tenemos que

[x] =

{ {x} , si x /∈ A
{f(x), x} , si x ∈ A

(6.1)

i.1) Si y ∈ (M − {p}), como M es un espacio topológico de Hausdorff existen
vecindades disjuntas Vx y Vy de x e y respectivamente. Entonces por (6.1)
tenemos que ρ−1ρ(Vz) = Vz ∪ f(Vz ∩ A), donde z = x, y la cual implica

que ρ(Vx) y ρ(Vy) son abiertos en M − {p} ] Ũ y, como f es inyectivo
ρ(Vx) ∩ ρ(Vy) = ∅.

i.2) Si y ∈ Ũ , como [x] 6= [y] entonces y 6= f(x) luego podemos tomar vecin-
dades Vx y Vy de x e y respectivamente tal que f(Vx∩A)∩Vy = ∅ de (6.1)
tenemos ρ−1ρ(Vx) = Vx ∪ f(Vx ∩A) y ρ−1ρ(Vy) = f−1(Vy) ∪ Vy. Aśı, ρ(Vx)
y ρ(Vy) son abiertos y disjuntos.

ii) Si x ∈ Ũ

[x] =

{
{f−1(x), x} , si x /∈ Ũ − π−1

0 (p)
{x} , si x ∈ π−1

0 (p)
(6.2)

donde f−1(x) consta de un sólo elemento puesto que f es inyectiva.

i.1) Si y ∈ (M − {p}), como [x] 6= [y] se tiene x 6= f(y) luego podemos tomar
vecindades Vx y Vy de x e y respectivamente tal que f(Vy ∩ A) ∩ Vx = ∅
entonces de (6.2) se tiene ρ−1ρ(Vy) = Vy∪f(Vy∩A) y ρ−1ρ(Vx) = f−1(Vx)∪
Vx. Aśı, ρ(Vx) y ρ(Vy) son abiertos y disjuntos.

i.2) Si y ∈ Ũ , entonces como Ũ es un espacio topológico de Haudorff nue-
vamente por (6.2), existen vecindades Vx y Vy de x e y respectivamente
disjuntas, tales que ρ−1(ρ(Vz)) = f−1(Vz) ∪ Vz, donde z = x, y entonces
ρ(Vx) y ρ(Vy) son abierto y disjuntos.

2. La proyección canónica ρ : M − {p} ] Ũ → M − {p} ∪π Ũ es un homeomorfismo
local, esto se sigue inmediatamente por (6.1) y (6.2).
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3. Sea x ∈ (M − {p}) ] Ũ , entonces por 2) existe una vecindad Vx de x tal que ρ|Vx :

Vx → M −{p} ∪f Ũ es un homeomorfismo sobre su imagen entonces, disminuyendo

Vx si es necesario tomemos la carta (Vx, φx) (puesto que (M − {p}) ] Ũ , es una
variedad). Luego,

A = {(ρ(Vx), ρ
−1 ◦ φx)}x∈M−{p}]Ũ

es un atlas. En efecto, sean (ρ(V 1
x ), ρ−1 ◦ φ1

x) y (ρ(V 2
x ), ρ−1 ◦ φ2

x) ∈ A, donde V 1
x y

V 2
x , son vecindades de x y V 1

x ∩ V 2
x 6= ∅, como

(ρ−1 ◦ φ1
x)
−1 ◦ (ρ−1 ◦ φ2

x) = (φ1
x)
−1 ◦ φ2

x.

es holomorfo, por lo tanto (M̃,A) es una variedad compleja.

Observación 6.2.

i) π : M̃ − π−1(p) → M − {p} es un biholomorfismo.

ii) π−1(p) ' CP (1), el cual es llamado divisor exepcional.

De estos dos ı́tem se tiene que el efecto de hacer una explosión consiste en substituir el
punto p por una ĺınea proyectiva.

Sea F una foliación de dimensión 1 en una superficie compleja M de dimensión 2 y
p ∈ M . Consideremos la explosión en p, π : M̃ → M y P = π−1(p). Como π : M̃ − P →
M−{p} es un biholomorfismo, entonces la foliación F|M−{p} en M−{p}, puede ser llevada

a una foliación en M̃ − P , por medio del pullback de π, que será denotado por F̃ .
A continuación veremos como la foliación F̃ puede ser extendida a todo M̃ , esta ex-

tensión es denotada por π∗F y llamada la transformada estricta de F . Para determinar
esta foliación es suficiente trabajar en Ũ = π−1

0 (U), ya que en el complemento tenemos

la misma foliación. Ahora como Ũ puede ser recubierto por dos sistemas de coordenadas
(φ̃1, Ũ1), (φ̃2, Ũ2), veamos como es el pullback de ω = a(x, y)dx + b(x, y)dy en estas coor-
denadas (x, y) con p = (0, 0).

Primero en las coordenadas (x, t) de Ũ1 tenemos que:

π∗ω(x, t) = a(x, tx)dx + b(x, tx)(tdx + xdt)

= (a(x, tx) + tb(x, tx))dx + xb(x, tx)dt. (6.3)

En las coordenadas (u, y) de Ũ2 tenemos que:

π∗ω(u, y) = a(uy, u)(ydu + udy) + b(uy, y)dy

= ya(uy, y)du + (ua(uy, y) + b(uy, y))dy. (6.4)

Supongamos que el desarrollo de Taylor de a y b son:

a = am + · · ·+ aj + · · · , b = bm + · · ·+ bj · · ·
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donde am 6= 0 ó bm 6= 0 y tanto los aj como los bj son polinomios homogéneos de grado j, el
número m = mp(F) es llamado multiplicidad algebraica de F . Consideremos el polinomio

Pm+1(x, y) = xam(x, y) + ybm(x, y) (6.5)

llamado cono tangente de la foliación F .

Definición 6.2. Diremos que p es una explosión dicŕıtica (de F en el punto p) si
Pm+1(x, y) = 0 y una explosión no-dicŕıtica si Pm+1(x, y) 6= 0.

Supongamos que p es una explosión dicŕıtica entonces de (6.3) tenemos que:

π∗ω(x, t) = (am(x, tx) + tbm(x, tx)) + (am+1(x, tx) + tbm+1(x, tx) + · · · )dx + xb(x, tx)dt

= (am+1(x, tx) + tbm+1(x, tx) + · · · )dx + xb(x, tx)dt

= xm+1[(am+1(1, t) + tbm+1(1, t) + xA(x, t))dx + (bm(1, t) + xB(x, t))dt]

define la foliación F̃ en Ũ1 = {(x, t), x 6= 0}, multiplicamos por 1/xm+1 y obtenemos una
forma holomorfa:

ω̃1(x, t) = (am+1(1, t) + tbm+1(1, t) + tA1(x, t))dx + (bm(1, t) + xB1(x, t))dt (6.6)

donde A1 y B1 son funciones holomorfas en p. Esta forma define π∗F en las coordenadas
(x, t). Del mismo mado en las coordenadas (u, y) de Ũ2 tenemos una fórmula dada por:

ω̃2(u, y) = (uam+1(u, 1) + bm+1(u, 1) + yA2(u, y))dy + (bm(u, 1) + yB2(u, y))du (6.7)

que define la foliación π∗F en las coordenadas (u, y). Y como en Ũ1 ∩ Ũ2

ω̃1 = tm+1ω̃2

tenemos que las dos formas definen la foliación π∗F en el caso dicŕıtico definida en M̃ .

Observaciones 6.1.

1) Como bm(1, t) no es nulo, puesto que Pm+1 6= 0, tenemos que π−1(p) no es invariante
por π∗F .

2) La singularidades de la foliación π∗F , en las coordenadas (x, t) están determinadas
por los puntos en P que satisfacen:

{
bm(1, t) = 0
am+1(1, t) + tbm+1(1, t) = 0

y en las coordenadas (u, y)

{
bm(u, 1) = 0
uam+1(u, 1) + bm+1(u, 1) = 0.

Por lo tanto el conjunto de singularidades de π∗F es finito.
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p = (0, 0)

explosion dicŕıtica

x

y
p2

p3

Punto de tangencia Punto de tangencia

Punto regular donde π∗F es transversal a P

p0

x

t

S1

S1S2

Figura 6.1: Explosión dicŕıtica

3) Si tomamos un punto regular p ∈ P de π∗F , ella es transversal a P , excepto cuando
bm(1, t) = 0 o bm(u, 1) = 0. En este caso P es tangente a π∗F en p.

En el caso que p es una explosión no-dicŕıtica

ω̃1(x, t) = (am(1, t) + tbm(1, t) + xA(x, t))dx + x(bm(1, t) + xB(x, t))dt (6.8)

ω̃2(u, y) = (uam(u, 1) + bm(u, 1) + yA2(u, y))dy + y(bm(u, 1) + yB2(u, y))du (6.9)

y en la intercepción Ũ1 ∩ Ũ2 esas formas están relacionados por

ω̃1 = tmω̃2

Aśı, tenemos estas formas definen la foliación π∗F en el caso no-dicŕıtico.

Observaciones 6.2.

1) Las singularidades de la foliación π∗F en este caso están determinadas por los puntos
en π−1(p) que satisfacen:

am(1, t) + tbm(1, t) = 0 (6.10)

uam(u, 1) + bm(u, 1) = 0 (6.11)

en las coordenadas (x, t) y (u, y) respectivamente, luego las singularidades de π∗F
son finitas.

2) De (6.8) y (6.9), vemos que x = 0 y y = 0 son invariantes por π∗F , es decir, que
π−1(p) es invariante por la foliación π∗F .

Definición 6.3. Sea F una foliación en una superficie M definida en una vecindad de
p ∈ Sing(F) por una un forma ω y sea π : M̃ → M una explosión en p. Entonces
definimos l = lp(F) como el orden de anulamientode la forma π∗ω a lo largo del divisor
excepcional π−1(p), esto es

l = lp(F) =

{
mp(F), si p es no-dicŕıtica
mp(F) + 1, si p es dicŕıtica
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Evidentemente, este número depende solo de la foliación y no de la forma que la define.

Proposición 6.1. Sean F una foliación en una superficie M , π : M̃ → M una explosión
en p y P = π−1(0). Entonces

N∗
π∗F = π∗(NF)⊗ [P ]⊗l.

Prueba: La foliación F está dada por un cubrimiento M = ∪iUi, formas diferenciales
holomorfas ωi en Ui, que definen localmente la foliación, esto es, F|Ui

: ωi = 0, y funciones
holomorfas no nulas gij en Uij tal que ωi = gijωj en Uij. Por la Observación 5.4 podemos
considerar un cubrimiento M = ∪iUi tal existe i0 y una vecindad abierta Vi0 del punto
p tal que V i0 ⊂ Ui0 y V i0 ∩ Ui = ∅ para todo i 6= i0, esto es, dentro de todos los Ui

solo hay uno Ui0 que contiene al punto p. Simplifiquemos la notación indicando ω = ωi0

y U = Ui0 . Supongamos que en U exista un sistema de coordenadas (x, y) tal que ω =

a(x, y)dx+b(x, y)dy. Dado la explosión π : M̃ → M en p tenemos las 1-formas holomorfas:

ω̃(x, t) = [a(1, t) + tb(1, t)]dx + xb(1, t)dt en Ũ1

ω̃(u, y) = [a(u, 1) + ub(u, 1)]dy + yb(u, y)du en Ũ2

que definen la foliación F̃ en M − π−1(p). En la intersección Ũ1 ∩ Ũ2

ω̃(x, t) =
1

xl
π∗(ω(x, y)) =

1

xl
π∗(gi0i0ω(x, y)) =

yl

xl
(gi0i0 ◦ π)ω̃(u, y),

donde l = mp(F) + 1 ó l = mp(F) en caso p sea una explosión dicŕıtica o no-dicŕıtica

respectivamente. Como yl

xl es el cociclo de P gi0,i0◦π es el cociclo del fibrado π∗NF tenemos
el resultado. ¤

Corolario 6.1.
l = Nπ∗F .P.

Prueba: Como N∗
π∗F = π∗(NF)⊗ [P ]⊗l entonces por (1.8.2)

Nπ∗F .P =

∫

P

c1(Nπ∗F) = −
∫

P

c1(N
∗
π∗F)

= −
∫

P

c1(π
∗(NF))−

∫

P

c1([P ]⊗l)

= −
∫

P

π∗c1(NF)− l

∫

P

c1([P ])

= −
∫

π(P )

c1(NF)− l

∫

P

c1([P ])

= l (6.12)

(6.13)

Puesto que π(P ) = 0 y P.P = −1.
¤
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Sea p ∈ Sing(F) y ω una 1-forma holomorfa que induce F en una vecindad U de p,
tal que p es una singularidad aislada en U . Ahora si q ∈ U − {p} entonces como en (4.1)
existe una vecindad de q y una 1-forma holomorfa α tal que:

dω = α ∧ ω.

Si α′ es otra forma holomorfa tal que dω = α′ ∧ ω, entonces α y α′ coinciden sobre las
hojas de F , puesto que

(α− α′) ∧ ω = 0.

y por Lema 4.1 existe una función diferenciable g definida fuera de p tal que α−α′ = gω,
esto es, α = α′ en S. Ahora si S es una separatriz en p y sea la curva ∂S = S ∩S3

ε , donde
ε es suficientemente pequeño, podemos definir el siguiente ı́ndice

Definición 6.4. El ı́ndice de variación de F con respecto a S en p es dado por:

V ar(F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

α.

Si p /∈ Sing(F)
V ar(F , S, p) = 0.

Observación 6.3. El ı́ndice V ar(F , S, p) no depende de la ecuación local de F , es decir
de ω, de f que define S y de ε.

1. No depende de la 1−forma holomorfa ω = adx + bdy que define la foliación F . En
efecto, si existe otra 1−forma holomorfa ω1 = a1dx + b1dy tal que ω1 = 0 define la
foliación F , entonces de la misma manera que se probó en el ı́ndice de Camacho-Sad,
tenemos que existe una función holomorfa k1 que no se anula en ningún punto de
U tal que ω1 = k1ω.
Entonces:

dω1 = dk1 ∧ ω + k1dω

= dk1 ∧ ω + k1α ∧ ω

=

(
dk1

k1

+ α

)
∧ ω1. (6.14)

Como k1(0) 6= 0 tenemos

1

2πi

∫

∂S

(
dk1

k1

+ α

)
=

1

2πi

∫

∂S

α.

Aśı, V ar(F , S, p). no depende de ω.

2. No depende de ε. Simplemente aplicar el Teorema de Stokes.

A diferencia del ı́ndice de Camacho-Sad, V ar(F , S, p) es aditiva por la siguiente
proposición.
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Proposición 6.2. Sea S1 y S2 dos separatrices en p, sin componentes en común y S =
S1 ∪ S2, entonces:

V ar(F , S, p) = V ar(F , S1, p) + V ar(F , S2, p)

Prueba: El resultado se sigue de la definición. ¤

Definición 6.5. Sea S ⊂ M una curva compacta F−invariante, definimos la variación
de F sobre S como

V ar(F , S) =
∑

p∈S∩Sing(F)

V ar(F , S, p).

Proposición 6.3. Si S es una curva compacta invariante por la foliación F , entonces

V ar(F , S) = −c1(N
∗
F) · S

Prueba: Sea Sing(F) = {p1, p2, ..., pn} y tomemos una cobertura {Ui}i∈I de M local-
mente finita, tal que si i ∈ I−{1, ..., n}, ω = dfi, donde fi es una función holomorfa en Ui

que define S|Ui
. Sean Uik abiertos conteniendo pk, tal que Uik ∩Uij = ∅, si j 6= k y se tiene

la descomposición: kiωi = dfi +fiηi. Aśı para todo i ∈ I encontramos una descomposición:

kiωi = hidfi + fiηi, donde ηi = 0, si i ∈ I − {i1, ..., in} (6.15)

Ahora si Uij = Uj ∩ Ui 6= ∅, existen funciones holomorfas ϕij y fij no nulas en ningún
punto de Uij tal que:

ωj = ϕjiωi (6.16)

fi = fijfj (6.17)

donde ϕij define el fibrado NF y fij define el fibrado [S]. Tomemos una cobertura {ρi}i∈I ,
una partición de la unidad subordinada a {Ui}i∈I . Ahora por (1.18), tenemos:

c1([N
∗
F ])|Ui∩S =

−1

2πi

∑
γ

d(ργd(log ϕγi)) =
−1

2πi

∑
γ

dργ ∧ d(log ϕγi) (6.18)

Procedamos a calcular d(log ϕji), para ello sabemos que en Ui, se tiene la descomposi-
ción kiωi = hidfi + fiηi, diferenciando esta igualdad tenemos:

dki ∧ ωi + kidωi = dhi ∧ dfi + dfi ∧ ηi + fidηi. (6.19)

Restringiendo (6.15) a Ui ∩ S conseguimos

kiωi = hidfi (6.20)

Ahora restringiendo (6.19) y reemplazando (6.20) en la restricción obtenida tenemos

dki ∧ ωi + kidωi = dhi ∧ dfi + dfi ∧ ηi = (dhi − ηi) ∧ dfi = (dhi − ηi) ∧ ki

hi

ωi.
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Entonces:

dωi =

(
dhi

hi

− dki

ki

− ηi

hi

)
∧ ωi =

(
d

(
log

hi

ki

)
− ηi

hi

)
∧ ωi. (6.21)

Aśı, tenemos que en Ui ∩ S

νi = d

(
log

hi

ki

)
− ηi

hi

Luego de (5.19) en Ui ∩ Uj ∩ S se tiene

d(log ϕij) = νj − νi.

Reemplazando esto en (6.18) para k = 1, · · · , n, logramos

c1([N
∗
F ])|Uik

∩S =
−1

2πi

∑
γ

d(ργ) ∧ (νik − νγ)

=
−1

2πi
d(ρik) ∧ νik . (6.22)

Recordemos que por la Observación 5.4 existen vecindades abiertas relativamente com-
pactas Vk ⊂ Uik del punto pik tal que ρik |V k

≡ 1 entonces:

∫

Uik∩S

c1([N
∗
F ]) =

1

2πi

∫

Uik
∩S

dρik ∧ νik

=
1

2πi

∫

(Uik
−Vk)∩S

dρik ∧ νik

=
1

2πi

∫

Vk∩S

d(ρikνik)

=
1

2πi

∫

∂(Vk∩S)

νik = −V ar(F , S, pk)

Ahora, como

∫

S

c1([N
∗
F ]) =

n∑
i=1

∫

Uik
∩S

c1([N
∗
F ])

por lo tanto V ar(F , S) = −c1(N
∗
F) · S. ¤

Existe otro ı́ndice que relaciona los ı́ndices definidos anteriormente. Con la finalidad
de determinar este ı́ndice consideremos p ∈ Sing(F), S = {f = 0} la ecuación reducida
de una separatriz de F en p y ω = 0 una ecuación local de F . Utilizando nuevamente la
Proposición (5.1), para obtener la descomposición gω = hdf + fα.

Definición 6.6. El ı́ndice Gomez-Seade-Verjovski (GSV) de F en p con respecto a S en
p, como:

GSV (F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)
,

donde ∂S = S ∩ S3
ε , con ε es suficientemente pequeño.
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En la definición a pesar que no hacemos ninguna hipótesis sobre S en la definición de
GSV utilizamos la ecuación reducida de S como en la definición del ı́ndice de Camacho-
Sad. Como (h, f) = 1 y (g, h) = 0 tenemos que en S, h y g no son idénticamente nulos.

Aśı, sobre ∂S existen
dh

h
y

dg

g
.

Observación 6.4. El ı́ndice GSV no depende de la ecuación local de F , es decir de ω,
de f que define S, de la descomposición tomada y de ε. Veamos:

1. No depende de la 1−forma holomorfa ω = adx + bdy que define la foliación F . En
efecto, supongamos que existe otra 1−forma holomorfa ω1 = a1dx + b1dy tal que
ω1 = 0 define la foliación F , entonces de la misma manera como se probó en el ı́ndice
de Camacho-Sad, tenemos que existe una función holomorfa k1 que no se anula en
ningún punto de U tal que ω1 = k1ω,. Utilizando la descomposición gω = hdf + fα
tenemos que:

gω1 = k1(hdf + fα) = k1hdf + k1fα

es una descomposición de ω1, aśı:

1

2πi

∫

∂S

d(k1h)

k1h
− dg

g
=

1

2πi

∫

∂S

dk1

k1

+
1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)
=

1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)

Puesto que k1 en no nula y holomorfa
1

2πi

∫

∂S

dk1

k1

es cero.

2. No depende de la expresión de la función irreducible f que define S = {f = 0}. En
efecto, si consideramos que S = {f1 = 0} entonces existe una función holomorfa no
nula k tal que

f = kf1 donde k(p) 6= 0,

luego utilizando nuevamente la descomposición de la Proposición 5.1

gω = h(kdf1 + f1dk) + kf1α = hkdf1 + f1(hdk + kα)

aśı

1

2πi

∫

∂S

d(kh)

kh
− dg

g
=

1

2πi

∫

∂S

dk

k
+

1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)
=

1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)

puesto que k es una función holomorfa que no posee en una vecindad de p.

3. No depende de la descomposición dada en la Proposición 5.1. En efecto, considere-
mos dos descomposiciones asociadas a ω y a f :

gω = hdf + fα

g1ω = h1df + fα1
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Entonces ω =
h

g
df +

f

g
α y ω =

h1

g1

df +
f

g1

α, diferenciando estas expresiones tenemos

dω = d

(
h

g

)
∧

(g

h

)
ω + d

(
f

g

)
∧ η

dω = d

(
h

g

) (g

h

)
∧ ω −

(η

h

)
∧ ω =

(
d

(
h

g

) (g

h

)
−

(η

h

))
∧ ω.

Aśı por la Definición 6.4, tenemos que β = d
(

h
g

) (
g
h

)− (
η
h

)

V ar(F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

β =
1

2πi

∫

∂S

d

(
h

g

) (g

h

)
− 1

2πi

∫

∂S

η

h
.

Análogamente

dω =

(
d

(
h1

g1

)(
g1

h1

)
−

(
η1

h1

))
∧ ω.

y

V ar(F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

β =
1

2πi

∫

∂S

d

(
h1

g1

)(
g1

h1

)
− 1

2πi

∫

∂S

η1

h1

.

luego

1

2πi

∫

∂S

d

(
h

g

) (g

h

)
− 1

2πi

∫

∂S

η

h
=

1

2πi

∫

∂S

d

(
h1

g1

)(
g1

h1

)
− 1

2πi

∫

∂S

η1

h1

Pero como CS(F , S, p) no depende de la descomposición

CS(F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

η

h
=

1

2πi

∫

∂S

η1

h1

Aśı

1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)
− 1

2πi

∫

∂S

(
dh1

h1

− dg1

g1

)
− 1

2πi

∫

∂S

α

h
+

1

2πi

∫

∂S

α1

h1

= 0

1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)
− 1

2πi

∫

∂S

(
dh1

h1

− dg1

g1

)
− CS(F , S, p) + CS(F , S, p) = 0

Por lo tanto
1

2πi

∫

∂S

(
dh

h
− dg

g

)
=

1

2πi

∫

∂S

(
dh1

h1

− dg1

g1

)

4. No depende de ε, resulta del Teorema de Stokes.

Proposición 6.4.

V ar(F , S, p) = GSV (F , S, p) + CS(F , S, p)
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Prueba: Como gω = hdf + fη, tenemos que:

ω =
h

g
df +

f

g
η (6.23)

dω = d

(
h

g

)
∧ df + d

(
f

g

)
∧ η +

(
f

g

)
dη. (6.24)

Ya que en S tenemos f = 0 entonces gω = hdf . Luego de (6.24)

dω = d

(
h

g

)
∧

(g

h

)
ω + d

(
f

g

)
∧ η

dω = d

(
h

g

) (g

h

)
∧ ω −

(η

h

)
∧ ω.

Aśı, β =
(
d

(
h
g

) (
g
h

)− η
h

)
es como en la Definición 6.4. Por lo tanto

V ar(F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

β =
1

2πi

∫

∂S

d

(
h

g

) (g

h

)
− 1

2πi

∫

∂S

η

h
= GSV (F , S, p)+CS(F , S, p).

¤

Proposición 6.5. GSV (F , S) = −c1(N
∗
F) · S − S · S.

Prueba: Se sigue inmediatamente de la Proposición 6.3 y la Proposición 6.4. ¤

Observación 6.5. Sea p una explosión no-dicŕıtica de F y π : M̃ → M una explosión cen-
trada en el punto p entonces S = P = π−1(p) es una separatriz de π∗F . La representación
local de π en las coordenadas (x, t) es π(x, t) = (x, xt) = (x, y) y en las coordenadas (u, y)
es π(u, y) = (uy, y) = (x, y). Aśı, la foliación π∗ω es definida por la forma

ω̃1(x, t) = (am(1, t) + tbm(1, t) + xA(x, t))dx + x(bm(1, t) + xB(x, t))dt

la cual es una descomposición de ω̃1 respecto a S = {x = 0}, por lo tanto GSV (π∗(F), P, pi)
es la multiplicidad de ti (pi = (0, ti)) como ráız de am(1, t) + tbm(1, t). Análogamente, en
las coordenadas (u, y) la foliación π∗F es definida por

ω̃2(u, y) = (uam(u, 1) + bm(u, 1) + yA2(u, y))dy + y(bm(u, 1) + yB2(u, y))du

y GSV (π∗(F), P, qi) es la multiplicidad de ui (qi = (ui, 0)) como ráız del polinomio
uam(u, 1) + bm(u, 1) . Por lo tanto GSV (π∗(F), P ) es el número total de singularidades
de π∗(F) (contados como su multiplicidad).

Proposición 6.6. Sea S1 y S2 dos separatrices en p, sin componentes en común y S =
S1 ∪ S2, entonces:

GSV (F , S, p) = GSV (F , S1, p) + GSV (F , S2, p)− 2µ(v, p),

donde v = (f, g) con {f = 0} y {g = 0} las ecuaciones reducidas de S1 y S2.
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Prueba: Por la Proposición 6.4, Proposición 5.2 y la Proposición 6.2 tenemos:

GSV (F , S, p) = V ar(F , S, p)− CS(F , S, p)

= V ar(F , S1, p) + V ar(F , S2, p)− CS(F , S1, p)− CS(F , S2, p)− 2µ(v, p)

= GSV (F , S1, p) + GSV (F , S2, p)− 2µ(v, p).

¤

Sea S = {f = 0} una separatriz en p ∈ M de la foliación F . Sea (x, y) coordenadas
alrededor de p tal que p = (0, 0) es estas coordenadas. Sea

f(x, y) =
∞∑

k=m

fk(x, y),

el desarrollo de Taylor de f en estas coordenadas, donde los son fk polinomio homogéneo
de grado k. El número

mp(S1) = m = mı́n{k : fk ≡ 0}.
es llamado multiplicidad de S en p. Sea π : M̃ → M la explosión centrada en el punto p,
las representaciones locales de π son π(x, t) = (x, tx) = (x, y) y π(u, y) = (yu, y) = (x, y).
Aśı las ecuaciones de π−1(S) en las coordenadas (x, t) y (u, y) son:

f̃(x, tx) = xm

∞∑

k=1

fk(1, t) (6.25)

f̃(uy, y) = ym

m∑

k=1

fk(u, 1) (6.26)

esto es π−1(S) = P ∪ π∗(S), donde P = π−1(p) y π∗S = π−1(S − {p}) es llamado la
transformada estricta de S. Aśı podemos observar:

1. π∗S ∩ π−1(p) = {t : fm(1, t) = 0} en las coordenadas (x, t) y posiblemente (u, y) =
(0, 0), si fm(0, 1) = 0.

2. Si S es lisa π∗S y π−1(p) son transversales.

3. Si S̃ es una curva anaĺıtica distinta de π−1(p) = P , pasando por q ∈ P , entonces

π(S̃) es una curva holomorfa anaĺıtica pasando por p, puesto que π es una aplicación
propia (Teorema de la Aplicación Propia, [12], pag. 162).

Supongamos que S es irreducible, denotemos por m = mp(S) y l = mp(F)+1 ó l = mp(F)
en caso p sea una explosión dicŕıtica o no-dicŕıtica respectivamente. Entonces:

π∗ω = xlω̃

π∗f = xmf̃
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donde S̃ = π∗(S) = {f̃ = 0} es una separatriz de π∗F . Consideremos una descomposición
asociada a ω y a f y q ∈ Sing(π∗F)

gω = hdf + fα, (6.27)

ahora veamos las relaciones de los diferentes ı́ndices en M y M̃ .

1. En (6.27) aplicando pullback tenemos:

(g ◦ π)π∗ω = (h ◦ π)π∗df1 + (f ◦ π)π∗α

= (h ◦ π)mxm−1dxf̃ + (h ◦ π)xmdf̃ + (f ◦ π)π∗α

g0ω̃ = h0df̃ + f̃α0 (6.28)

es una descomposición asociada a π∗F y a f̃ donde g0 = (g ◦ π)xl, h = (h ◦ π)xm y
α0 = (h ◦ π)mxm−1dx + xmπ∗α. Luego por definición :

CS(π∗F, S̃, q) =
1

2πi

∫

∂S̃

αo

ho

=
1

2πi

∫

∂S̃

π∗α
π∗h

+ m
1

2πi

∫

∂S

dx

x

CS(π∗F, S̃, q) = CS(F , S̃, p) + m(π∗S · P )q = CS(F , S̃, p) + m2 (6.29)

2.

GSV (π∗F, S̃, q) =
1

2πi

∫

∂S̃

(g ◦ π) xl

(h ◦ π) xm
d

(
hxm

gxl

)

=
1

2πi

∫

∂S̃

g̃ ◦ π

g̃ ◦ π
d

(
k̃

g̃

)
+ (m− l)

1

2πi

∫

∂S

dx

x

GSV (π∗F, S̃, q) = GSV (F , S̃, p) + m(m− l) (6.30)

3. Supongamos que
dω = β ∧ ω

entonces

π∗(dω) = π∗(β) ∧ π∗ω

d(π∗ω) = π∗(β) ∧ xlω̃

d(xlω̃) = π∗(β) ∧ xlω̃

(6.31)

Entonces:

dω̃ =

(
π∗β − d(xl)

xl

)
∧ ω̃

entonces:

V ar(F̃ , S̃, q) =
1

2πi

∫

∂S̃

(
π∗β − d(xl)

xl

)

V ar(q,F , S̃, q) = V ar(F , S, p)− lm (6.32)
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Recordemos que si S es una separatriz lisa en p ∈ Sing(F), entonces en coordenadas
locales (x, y), podemos considerar p = (0, 0) y S = {y = 0} y la foliación F es inducida
por la 1−forma holomorfa:

ω(x, y) = yf(x, y)dx + g(x, y)dy (6.33)

donde g(0, 0) = 0 y g(x, 0) 6≡ 0.

Definición 6.7 (Multiplicidad a lo largo de una separatriz). Sea S una separatriz
lisa en p ∈ Sing(F). Entonces la multiplicidad de F en p a lo largo de la separatriz S,
denotada por mp(F , S) es la multiplicidad de g(x, 0) en x = 0 (donde g(x, y) es la función
dada en (6.33).

Observación 6.6. Comparando la descomposición dada Proposición 5.1 con (6.33) ten-
emos que g = 1 en (5.4). Luego de (6.33) tenemos:

GSV (F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

dg

g

= I({g(x, y) = 0}, S = {y = 0})
= ordx=0(g(x, 0))

= mp(F , S)

Proposición 6.7. Con las notaciones de arriba y π una explosión en p y q = π∗S ∩ S,
entonces

mq(π
∗F , π∗S) =

{
mp(F , S)− (mp(F)− 1) , si p es no-dicŕıtica
mp(F , S)−mp(F) , si p es dicŕıtica

Prueba: Se sigue inmediatamente de la Observación 6.6 y de (6.30). ¤

Sea π una sucesión finita de explosiones en p ∈ Sing(F), π1 : M1 → M la primera

explosión de la sucesión y denotemos por P
(1)
1 = π−1(p), D1 = P

(1)
1 y F1 = π∗F . Ahora,

inductivamente, dada una explosión πn : Mn → Mn−1 en pn ∈ Dn−1 ⊂ Dn, definimos:

{
P

(n)
n = π−1

n (pn−1) ,

P
(n)
k = π−1

n P
(n−1)
k si k = 1, · · · , n− 1

donde p0 = p y M0 = M y ponemos Dn = P
(n)
1 ∪ · · · ∪ P

(n)
n , Fn = π∗Fn−1.

Definición 6.8. Definimos a cada recta proyectiva un peso ρ, haciendo ρ(P
(1)
1 ) = 1 y si

n > 1, {
ρ(P

(n)
j ) = ρ(P n−1

n ), si, 1 ≤ j < n,

ρ(P
(n)
n ) =

∑
pn−1∈P

(n−1)
k

ρ(P
(n−1)
k )
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Proposición 6.8. Si p ∈ Sing(F) es una explosión no-dicŕıtica, entonces:

mp(F) + 1 =
∑

q∈Sing(Fn)

ρ(P
(n)
j )m∗

q(Fn, P
(n)
j )

donde

m∗
q(Fn, P

(n)
j ) =

{
mq(Fn, P

(n)
j )− 1 , si q es una esquina

mq(Fn, P
(n)
j ) , si q no es una esquina

Ver [17] pag. 147.

Definición 6.9. Decimos que p es una singularidad reducida de F , si alguna de las
siguientes situaciones ocurre:

1. λ1 6= 0, λ2 6= 0 y λ1

λ2
/∈ Q+ (Singularidad simple)

2. λ1 6= 0, λ2 = 0 ó λ1 = 0, λ2 6= 0 (Silla nodo)

Veremos a continuación mostraremos que por medio de un número finito de explosiones
podemos llegar a singularidades reducidas.

Supongamos que mp(F) = 1, por la Forma Canónica de Jordan, la matriz asociada a
la parte lineal es una de las siguientes:

(1)

(
λ 0
0 0

)
, λ ∈ C∗; (2)

(
λ1 0
0 λ2

)
, λ1, λ2 ∈ C∗;

(3)

(
λ 1
0 λ

)
, λ ∈ C∗; (4)

(
0 1
0 0

)
.

(6.34)

Analicemos las singularidades de π∗F .

1. Si en (2) tenemos que λ = λ1 = λ2 la parte lineal de ω en (2), está dada por:
ω1 = λydx− λxdy, y por (6.5), P2(x, y) = x(λy)− y(λx) = 0, entonces (0, 0) es una
explosión dicŕıtica. Por (6.6)

w̃1(x, t) = (a2(1, t) + tb2(1, t) + xA1(x, t))dx + (b1(1, t) + xB1(x, t))dt

luego Sing(π∗F) = ∅, puesto que b1(1, t) = −λ 6= 0, en las coordenadas (x, t).

Análogamente, por (6.7)

ω̃2(u, y) = (ua2(u, 1) + b2(u, 1) + yA2(u, y))dy + (a1(u, 1) + yB2(u, y))du.

Nuevamente Sing(π∗F) = ∅, puesto que a1(u, 1) = λ 6= 0, en las coordenadas (u, y).

Por lo tanto, π∗F es una foliación no singular.
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2. La parte lineal de ω en (2): λ2ydx − λ1xdy, donde λ1 6= λ2. En este caso como
P2(x, y) = (λ2 − λ1)xy 6= 0, (0, 0) es una explosión no-dicŕıtica. Entonces por (6.8)

w̃1(x, t) = (t(λ2 − λ1) + xA(x, t))dx + (−xλ1 + xB(x, t))dt

luego Sing(π∗F) = {(0, 0)} en las coordenadas (x, t) y los autovalores de la parte
lineal son λ1 y (λ2 − λ1). Análogamente, por (6.9)

w̃2(u, y) = (u(λ1 − λ2) + yA2(u, y))dy + (λ2y + yB2(u, y))du

luego Sing(π∗F) = {(0, 0)} en las coordenadas (u, y) y los autovalores de la parte
lineal son (λ1 − λ2) y λ2. De aqúı tenemos que:

a) Si
λ2

λ1

6∈ Q+ entonces la singularidad está reducida

b) Si
λ2

λ1

∈ Q+−
(
N ∪ 1

N

)
entonces después de realizar un número finito de explo-

siones obtenemos que λ1 = λ2, aśı estamos en el caso 1.) (explosión dicŕıtica)
que hemos analizado, por lo tanto una explosión más produce una foliación

regular ó
λ2

λ1

6∈ Q+.

c) Si
λ2

λ1

∈ N ∪ 1

N
, realizando un número finito de explosiones obtenemos una

singularidad radial (y por lo tanto dicŕıtica) luego una explosión mas hace
la foliación regular. También puede suceder que después un número finito de
explosiones obtengamos una singularidad del tipo (3) y una explosión adicional
produce una silla nodo.

3. La forma ω = (λy + A(x, y))dx− (λx + y + B(x, y))dy, con parte lineal (3).

Realizamos una explosión y tenemos en las coordenadas (x, t):

w̃(x, t) = (t2 − tB̃(x, xt) + Ã(x, xt))dx− (λx + xt + xB̃(x, xt))dt

donde Ã(x, t) = A(x,t)
x

y B̃(x, t) = B(x,t)
x

. Además, si A(x, t) = a1,1xy + a2,0x
2 +

a0,2y
2 + · · · , tenemos que la parte lineal de ω̃ es a2,0xdx− λxdt. En las coordenadas

(u, y)

w̃(u, y) = (−1 + uÃ(uy, y)− B̃(uy, y))dy + (λy + Ã(uy, y))du,

donde Ã(u, y) = A(u,y)
y

y B̃(u, y) = B(u,y)
y

. Por lo tanto π∗(F) posee una única

singularidad de tipo silla nodo (1).

Para el caso nilpotente (4) necesitaremos los siguientes resultados:

Teorema 6.1. Si p es una singularidad de la foliación F , entonces tenemos

µp(F) = l2 − (l + 1) +
∑

c∈π−1(0)

µc(π
∗(F)),

donde l = mp(F) y l = mp(F) + 1 en el caso que p sea no-dicŕıtico y dicŕıtico
respectivamente.
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Una demostración detallada de este Teorema se encuentra en [3] pag. 31-32, y una
demostración directa se encuentra en [2] pag. 26.

Observación 6.7. Del Teorema 6.1, tenemos que si p es no-dicŕıtico y mp(F) ≥ 2
(ó dicŕıtico y mp(F) ≥ 1), entonces para todo c ∈ π−1(0)

mc(π
∗(F)) < µc(π

∗(F)) < µp(F)

para la primera desigualdad vea [9], pag. 54.

Lema 6.1. Sea ω = adx + bdy un germen de 1-forma holomorfa no-dicŕıtico. Si en
un punto c ∈ π−1

1 (0), la multiplicidad del cono tangente Pν+1 en c es 1, entonces la
parte lineal ω̃ (ω̃ define la foliación en una vecindad de π−1

1 (0)) tiene un autovalor
no nulo correspondiente al autoespacio tangente al divisor.

Prueba: Supongamos c = [
∂

∂x
] y sea ν la multiplicidad de ω entonces el cono

tangente es de la forma

Pν+1(x, y) = xaν + ybν = y

k∏
j=1

(αjx + βjy)ri

donde α =
∏k

j=1 α
rj

j 6= 0 (caso contrario la multiplicidad de Pν+1 en c no seŕıa 1 )
es un valor propio de ω̃c = (Pν+1(1, t) + xA(x, t))dx + xB(x, t)dt. ¤

4. La forma está dado por

A(x, y)dx + (y + B(x, y))dy,

donde A y B son funciones holomorfas de grado mayor o igual a dos. Vemos que en
este caso la parte lineal está dada por:

ydy,

y el cono tangente está dado por el polinomio

P2(x, y) = y2 6= 0, (6.35)

luego p = (0, 0) es una explosión no-dicŕıtica, (en este caso diremos que (0, 0) ∈
Sing(F), es una singularidad nilpotente). Realizando una explosión en el punto p,
tenemos nuevas coordenadas (x, t) y (u, y), con y = xt y x = uy. Como sabemos
por (6.10) y (6.11), las singularidades de π∗(F), están dadas por:

P2(1, t) = 0 = t2,

P2(u, 1) = 0 = 1,

luego existe una única singularidad q = (0, 0), en las coordenadas (x, t), como pode-
mos en la Figura 6.2.
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x

y

x

y

t

u

q = (0, 0)

F
π∗(F)

x = y = 0
p = (0, 0)

π

Figura 6.2: Primera explosión

La forma que define la foliación π∗(F), en las coordenadas (x, t), está dada por:

w̃(x, t) = (t2 + xA1(x, t))dx + (xt + x2B1(x, t))dt, (6.36)

donde

B1(x, t) =
B(x, tx)

x2

A1(x, t) =
A(x, tx) + tB(x, tx)

x2
= a2,0 + px + qt + A2(x, t),

siendo la multiplicidad de A2 es mayor ó igual a dos, puesto que si B(x, y) =
b2,0x

2+b0,2y
2+b1,1xy+B3(x, y) y A(x, y) = a2,0x

2+a0,2y
2+a1,1xy+a3,0x

3+A3(x, y)
donde B3 y A3 son funciones holomorfas de multiplicidad mayor o igual a 3, entonces:
A1(x, t) = a2,0+a3,0x+(a1,1+b2,0)t+B2(x, t), donde B2(x, t) es una función holomorfa
de multiplicidad mayor o igual a 2. Entonces en (6.36) tenemos;

ω̃(x, t) = (t2 + x(a2,0 + (a1,1 + b2,0)t + a3,0x + B2(x, t)))dx + (xt + x2B1(x, t))dt(6.37)

donde

i) a2,0 6= 0, en este caso en (6.37) tenemos que q = (0, 0) es una singularidad
nilpotente y su cono tangente es

P2(x, t) = a2,0x
2

entonces realizando una nueva explosión x = wt y t = vx, las singularidades
de la forma que induce la foliación están dadas por:

P2(1, v) = 0 = 1,

P2(w, 1) = 0 = w2,

entonces existe una única singularidad r = (0, 0), en las coordenadas (w, t),
como lo podemos apreciar en el siguiente gráfico:

La forma que induce la foliación en las coordenadas (w, t) está dada por:

ω̃(w, t) = (t2 + a2,0wt + B2(w, t))dw + (2wt + w2a2,0 + A2(w, t))dt (6.38)
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xx

y

y

x

y

v

w

q = (0, 0)

t
π1

r = (0, 0)
π2

donde A2 y B2 son funciones holomorfas de multiplicidad mayor o igual a 3.
Puesto que no hay parte lineal en (6.38) entonces su cono tangente es

P3(w, t) = tw(−3t + 2b2,0w).

Luego, del Lema 6.1 que todas sus singularidades después de una explosión
tendrán un autovalor no nulo y aśı recaen en uno de los tres casos anteriores.

y

xx

y

s

z

p0

p2

p1

r = (0, 0)

π3

ii) a2,0 = 0 en este caso tenemos en (6.37):

w̃(x, t) = (t2 + (a1,1 + b2,0)xt + a3,0x
2 + B2(x, t))dx + (xt + x2B1(x, t))dt

y el cono tangente en este caso es

P2(x, t) = x(2t2 + (a1,1 + 2b2,0)xt + a3,0x
2) = 2x(t− c1x)(t− c2x)

donde c1, c2 =
−(a1,1+2b2,0

2
)±

√
((a1,1+2b2,0

2
)2 − 4a3,0)

2
.

Ahora veamos los siguientes casos respecto a las raices del cono tangente

1) Si c1 6= c2, del Lema 6.1 tenemos que todas sus singularidades después de
una explosión tendrán un autovalor no nulo y aśı recaen en uno de los tres
casos anteriores.
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2) Si c1 = c2 = c 6= 0, entonces realizando una nueva explosión x = wt y
t = sx, las singularidades de la forma que induce la foliación están dadas
por:

P2(1, s) = 0 = (2s2 + (a1,1 + 2b2,0)s + a3,0) = (t− c)2, (6.39)

P2(w, 1) = 0 = w(1− cw)2 (6.40)

Luego vemos que es suficiente trabajar con las coordenadas (x, s) puesto
que de (6.40) y el Lema 6.1 se tiene que (w, t) = (0, 0) es singularidad
simple. Aśı, una nueva explosión induce una singularidad simple y otra
singularidad (x, s) = (1

c
, 0) = (0, c).

La forma inducida por la explosión x = ts que define la foliación en las
coordenadas (x, s) está dada por:

ω̃(x, s) = (2s2 + (a1,1 + 2b2,0s) + a3,0 +
B2(w, t)

x
+ s(B1(x, sx)− b2,0))dx +

(xs + xB1(x, sx))ds

= (P2(1, s) +
B2(w, t)

x
+ s(B1(x, sx)− b2,0)dx + (xs + xB1(x, sx))ds

Para inducir esta foliación con singulatidad en (0, 0), realizamos una trasla-
cion s̃ = s− c, entonces la forma queda expresada como:

ω̃(x, s̃) = (2s̃2 + +(s̃ + c)(B1(x, (s̃ + c)x)− b2,0))dx +

(x(s̃ + c) + xB1(x, s̃ + c))ds

= (2s̃2 + xB̃1(x, s̃))dx + ((c + b2,0)x + xs̃ + x2B̃2(x, s̃))dt

Aśı vemos que si c + b2,0 6= 0, tenemos que c es una singularidad silla
nodo, caso contrario ω̃(x, s̃) es del tipo de la ecuación (6.38) y como la
multiplicidad es 2 del Teorema 6.1 tenemos que el número de Milnor es
estrictamente menor.

3) Si c1 = c2 = c = 0, en este caso el cono tangente esta dado por P2(x, t) =
2xt2, aśı si realizamos una nueva explosión x = wt y t = sx, las singulari-
dades de la forma que induce la foliación están dadas por:

P2(1, s) = 0 = 2s2

P2(w, 1) = 0 = 2w

luego por el Lema 6.1 tenemos que en las coordenadas (w, t), después de
una explosión tendrán un autovalor no nulo. En cuanto a las coordenadas
(x, s), tenemos que la foliación está dada por:

ω̃(x, s) = (2s2 + A2(x, s))dx + (xs + xB2(x, sx))

donde A2 y B2, son funciones holomorfas que tienen multiplicidad mayor o
igual a 2. Aśı nuevamente tenemos que ω̃ es del tipo de la ecuación (6.38).
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Siguiendo este proceso las obtendremos singularidades simples o tienen
multiplicidad 2 con número de Milnor estrictamente menor que el anterior.
Entonces en aquellos puntos realizamos nuevas explosiones y, siendo la
multiplicidad de la foliación menor que el número de Milnor (Observación
6.7), luego de un número finito de explosiones la multiplicidad y el número
de Milnor serán 1 ó 0. Por lo tanto ya no son singularidades nilpotentes,
aśı estamos en algunos de los casos (1) (2) (3).

Del análisis de los 4 casos y el Teorema 6.1 hemos probado el siguiente resultado.

Teorema 6.2 (Seindenberg). Sea F una foliación en una superficie y p ∈ Sing(F).
Entonces existe una sucesión finita de explosiones π = (πn ◦ πn−1 ◦ · · · ◦ π1)

−1(p), donde
π1 es una explosión en p y πi es una explosión en un punto de (πi−1 ◦ πi−2 ◦ · · · ◦ π1)

−1(p),
tal que todas las singularidades de π∗F sobre π−1(p) son reducidas.

Este teorema será de suma importancia pues en el caso que las singularidades sean
reducidas podemos describir como son estas singularidades a partir de sus formas normales
como veremos a continuación.

En el estudio de las ecuaciones diferenciales complejas, juega un papel importante
ciertos conjuntos llamados Dominio de Siegel y Dominio de Poincaré, pues, mediante
ellos podemos clasificar los campos mediante una conjugación holomorfa a su parte lineal.

Definición 6.10. Los conjuntos de plano complejo C2

P2 =

{
(λ1, λ2) ∈ C2 : λ1.λ2 6= 0 y

λ1

λ2

/∈ R−
}

,

D2 =

{
(λ1, λ2) ∈ C2 : λ1.λ2 6= 0 y

λ1

λ2

∈ R−
}

son llamados Dominio de Poincaré y Dominio de Siegel respectivamente.

Teorema 6.3 (Forma Normal de Poincaré). Sean (λ1, λ2) ∈ P2 tal que

ω = (λ1x + a0y + A1(x, y))dx + (λ2y + a1x + A2(x, y))dy

y λ1

λ2
, λ2

λ1
/∈ Z ó λ1 = λ2 con la parte lineal de ω diagonalizable, entonces existe un bi-

holomorfismo local Φ en una vecindad de p y una vecindad de (0, 0) tal que ω = Φ∗ω̃
donde

ω̃ = λ1xdy − λ2ydx (6.41)

Para la prueba ver [15], pag. (75) ó [5], pag. (46)

Teorema 6.4 (Forma Normal de Siegel). Si (λ1, λ2) ∈ D2. Entonces existe un biholomor-
fismo local Φ en una vecindad de p y una vecindad de (0, 0) tal que ω = Φ∗ω̃ donde

ω̃ = (λ1x + xyf(x, y))dy − (λ2y + xyg(x, y))dx (6.42)

donde f y g son funciones holomorfas.
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Para la prueba ver [5], pag. (54)

Definición 6.11 (Resolución de una foliación F). Sea p ∈ Sing(F), una sucesión de
explosiones π iniciada en el punto p, tal que todas las singularidades son simples, es
llamada una resolución de F en p.

Ejemplo 6.1. Consideremos la foliación cuyas hojas son las curvas de nivel de f =
x3 − y2, es decir, la foliación es inducida por df = 3x2dx− 2ydy. Vemos que p = (0, 0) es
una singularidad nilpotente, ahora si realizamos una explosión en p, tenemos que en las
coordenadas (x, t), q0 = (0, 0) es la única sigularidad y la forma está dada por:

ω̃(x, t) = (3x− 2t2)dx− 2xtdt.

Realizando una nueva explośıón en q, tenemos que si t = vx y x = wt, entonces las formas
están dadas por:

(3− 2v2x− 2xv2)dx− 2x2vdv

(3wt− 2t2)dw + (3w2 − 4wt)dt;

respectivamente, luego r = (0, 0) es nuevamente la única singularidad y se encuentra en
las coordenadas (w, t). Haciendo otra explosión en r = (0, 0), tenemos que si w = st y
t = zw, entonces:

(−2t + 3ts)ds + (6s2 − 6s)dt (6.43)

(6z − 6z2)dw + (3u− 4wz)dz (6.44)

Luego en las coordenadas (t, s), las singularidades son p0 = (0, 0) y p1 = (0, 1) y en
las coordenadas (w, z), las singularidades son p2 = (0, 0) y p1 = (1, 0). Observe que tales
singularidades son simples, luego tenemos que si consideramos la sucesión de explosiones
π = π3 ◦ π2 ◦ π1 es una resolución para F . (vea la Figura 6.3).
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Figura 6.3: Resolución de la foliación df

A continuación introduciremos la noción de curvas generalizada. Esta noción fue in-
troducida por Camacho, Lins Neto y Sad en [4].
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Definición 6.12. Diremos que una foliación es F es una curva generalizada en p ∈
Sing(F) si no existen sillas nodos en la resolución de F en p.

Como se puede apreciar en el Ejemplo 6.1 la foliación inducida por la 1-forma df =
0, donde f = x3 − y2, es una curva generalizada. Debemos observar a partir de este
ejemplo que la resolución de singularidades de la foliación es la misma que la resolución
de singularidades de la curva de ecuación f = 0 (esto según la Definición 6.14).

Definición 6.13. Una separatriz S en p ∈ Sin(F), es no-dicŕıtica, si existe una sucesión
de explosiones π talque:

1. π−1(S) tiene cruzamientos normales,

2. π−1(p) es invariante por π∗F ,

El item 2 nos dice que las transformadas estrictas de S no pasan por las componentes
dicriticas de F que puedan aparecer en el proceso de resolución de F .

Definición 6.14. Sea p ∈ Sing(F), una desingularización para el conjunto de Separatri-
ces de F en p, es una sucesión de explosiones de F en p, talque:

i) Las separatrices de π∗F por D = π−1(p) son todas lisas y disjuntas;

ii) ninguna de tales separatrices pasa por una esquina de D;

iii) todas las separatrices son transversales a D.

Si además de ello todas las singularidades de π∗F son reducidas, decimos que π es una
desingularización para F en p.
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Figura 6.4: Desingularización para la separatriz S = {(x, y) ∈ C2 : x3 − y2 = 0}
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Definición 6.15. Una foliación F en una superficie compleja M es dicŕıtica en un punto
p ∈ M si, F admite infinitas separatrices pasando por el punto p. Caso contrario la
foliación es llamado no-dicritica.

Observación 6.8. Esta definición no coincide con la definición de explosión dicŕıtica. En
efecto, consideremos

w(x, y) = 2ydx− xdy

En p = (0, 0) el cono tangente es P2(x, y) = xy, luego por definición, p es una explosión
no-dicŕıtica. Sin embargo, tenemos que {(x, cx2) : c ∈ R} son las separatrices que pasan
por p, entonces existe un número infinito de separatrices, luego F es una foliación dicŕıtica.

Teorema 6.5. Suponga que F es una curva generalizada en p ∈ Sing(F), no-dicŕıtica.
Entonces F y su conjunto de separatrices son desingularizados por el mismo número de
explosiones.

Prueba: La necesidad es inmediata por definición, aśı es suficiente probar, que si el con-
junto de separatrices es desingularizado implica que la foliación también lo está, aśı debe-
mos probar que todas las explosión es de π∗F son reducidas y vemos que esto se verifica
fácilmente por los siguientes lemas.

Lema 6.2. Sea p una explosión curva generalizada de F con parte lineal:

(
λ1 0
0 λ2

)

donde λ1, λ2 6= 0 y λ1/λ2 ∈ Q+, entonces existe un número infinito de separatrices es p.

Prueba: Vemos que (λ1, λ2) ∈ P2. Consideremos dos casos:
1. Supongamos que λ1/λ2 /∈ Z+ − {1} ó λ2/λ1 /∈ Z+ − {1}, entonces del Teorema

6.3 podemos suponer que ω = λ1xdy − λ2ydx. Sea λ2/λ1 = p/q, donde (p, q) = 1, aśı la
función meromorfa:

f(x, y) = xp/yq,

satisface df ∧ ω = 0, por lo tanto todas las curvas xp − cyq = 0, c ∈ C, son separatrices
en p.

2. En el caso que λ1/λ2 ∈ Z+ − {1} ó λ2/λ1 ∈ Z+ − {1}, tenemos por Observación
2c(ver (6.34).), que tras un número finito de explosiones aparece un autovalor nulo (silla
nodo) ó una singularidad radial y, aśı infinitas separatrices, luego si proyectamos estas
separatrices obtenemos infinitas separatrices de F en p. El primer caso no se puede dar
puesto que F es una curva generalizada en p. ¤

Lema 6.3. Supongamos que p ∈ Sing(F) admita solamente dos separatrices transver-
sales. Entonces si F es una curva generalizada en p, entonces p es reducida.

Prueba: Veamos que mp(F) = 1, en efecto, si ese no fuera el caso, sea π la resolución de F .
Como la foliación tiene sólo dos separatrices entonces D = π−1(p) es π∗F -invariante. Sean
S1 y S2 las dos separatrices transversales en p, entonces π∗S1∩D = {p1} y π∗S2∩D = {p2}
que están en ĺıneas proyectivas P1 y P2 respectivamente. Como todas las singularidades
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en D son reducidas por hipótesis sólo posee singularidades simples, aśı mpi
(π∗F , Pi) =

GSV (π∗F , Pi, pi) = 1,(ver (6.34).) . Si q ∈ Sing(π∗F) − {p1, p2} que no es una esquina,
entonces es simple luego existe una separatriz transversal a D, lo cual es una contradicción
por hipótesis. Por lo tanto no existe mas singularidades de π∗F en D que p1 y p2 y las
esquinas. Luego por la Proposición 6.8, tenemos que:

mp(F) + 1 =
∑

q∈Sing(Fn)

ρ(P
(n)
j )m∗

q(Fn, P
(n)
j ) (6.45)

= ρ(P1)mp1(π
∗F , P1) + ρ(P2)mp2(π

∗F , P2)

= 2

donde ρ(P1) = ρ(P2) = 1, por lo tanto mp(F) = 1 .

Luego, la matriz correspondiente a la parte lineal de p es uno de los tipos (1), (2), (3)
ó (4) dadas en (6.34). Como F es una curva generalizada, p no puede ser del tipo (1),
pues en este caso p es una singularidad silla nodo. Si p es del tipo (3) tenemos que una
primera explosión π1 en p origina una única singularidad, la cual es una silla nodo, pero
esto contradice el hecho de que la foliación es una curva generalizada.

Si p es del tipo (4), por la descripción dada en 4) (ver (6.34)), sabemos que luego
una explosión de p sólo aparece una única singularidad, pero esto no puede ser pues los
transformados estrictos de las separatrices transversales determinarán 2 singularidades
distintas. Por último si p es del tipo (2), se tiene que λ1

λ2
/∈ Q+, pues en caso contrario por

el lema anterior, F tendŕıa un número infinito de separatrices. ¤

Lema 6.4. Sea p ∈ Sing(F) y F una curva generalizada, tal que si S1 es una separatriz
lisa en p, entonces existe otra separatriz S2 en p.

Prueba: Por inducción sobre n número mı́nimo de explosiones en p para resolver F .
Supongamos que n = 0, aśı p es reducida y como F es una curva generalizada p es simple
y claramente el resultado se sigue. Ahora, si suponemos que necesitamos n > 0 explosiones
en p para resolver F y que el resultado es válido para toda singularidad que necesite n−1
explosiones en su resolución. Realicemos una primera explosión π1 en p y como S es una
separatriz lisa entonces π∗1S ∩ P = p0 ∈ Sing(π∗1(F)), donde P = π−1

1 (p). Afirmamos que
existe otra singularidad en π∗1F , en efecto, si p0 es la única singularidad, tenemos que P
y π∗1S son las únicas separatrices y son transversales, entonces por el Lema 6.3, tenemos
que p0 es reducida y mp0(π

∗(F), P ) = 1, como

mp(F) + 1 = mp0(π
∗(F), P ),

entonces mp(F) = 0, lo cual es una contradicción, pues p ∈ Sing(F). Luego sea p1

∈ Sing(F)− {p0}, por hipótesis de inducción como π−1(p) es una separatriz es p1, existe
otra separatriz S1, aśı π(S1), es la separatriz buscada. ¤

(Fin de la prueba de Teorema 6.5) En efecto si p ∈ Sing(π∗F), está en una de las
esquinas, entonces por hipótesis las dos rectas proyectivas pasando por p son las dos únicas
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separatrices transversales en p (esto es consecuencia del item 2 de la definición 6.14 ) y
por el Lema 6.3 p seŕıa reducida. Ahora si p ∈ Sing(π∗F) y no es una esquina como no
puede existir una única separatriz por el Lema 6.4 y sólo existen dos por hipótesis, luego
p es reducida. ¤

Observación 6.9. Veamos que la hipótesis de ser F curva generalizada es necesaria para
la demostración del teorema. En efecto, consideremos la foliación F inducida por:

ω = (2y + x2)dx− xdy

El cono tangente asociado a esta forma está dado por:

P2(x, y) = xy,

ahora si realizamos la primera explosión π0 : y = xt, x = uy, tenemos que las singulari-
dades de la forma que induce la foliación están dadas por el cono tangente:

P2(1, t) = t = 0,

P2(u, 1) = u = 0,

entonces existen dos singularidades p0 = (0, 0), en las coordenadas (x, t), y (p1) = (0, 0)
en las coordenadas (u, y); las formas en las coordenadas (x, t) y (u, y) están dadas por:

w̃(x, t) = (t + x)dx− xdt (6.46)

w̃(u, y) = (u + u3y)dy + (2y + u2y2)du (6.47)

Luego vemos en (6.47) que p1 es una singularidad simple, aśı en p1 existe una separatriz
S1 transversal al divisor y en (6.46) p0 posee dos autovalores iguales a 1, luego no es
simple, por lo tanto para obtener una resolución de F , realizamos una nueva explosión en
p0, π1 : t = sx, x = zt, aśı en (6.46) tenemos que el cono tangente está dada por:

P2(x, t) = x2

y como las singularidades en las coordenadas (x, s) y (z, t) están dadas por P2(z, 1) =
z2 = 0 y P2(1, s) = 1 = 0, vemos que existe una única singularidad q0 = (0, 0) en las
coordenadas (z, t) y la foliación está dada por:

w̃(z, t) = z2dt + (t + zt)dz

aśı vemos que q0 es una silla nodo, la cual posee P2 = {z = 0} y P3 = {s = 0} como
únicas separatrices, luego en q0 no existe una separatriz transversal, como lo podemos ver
en la siguiente figura.
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p0 = (0, 0)
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q0
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π0π1

S
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S1

S1

Por lo tanto tenemos una única separatriz S = {x = 0} de la foliación F . Luego
tenemos que π0 es una desingularización para S que difiere de la desingularización para
F , que como vimos es π1 ◦ π0.

Sea f = 0 una ecuación local para S (f no necesariamente irreducible), es decir,
f = fn1

1 . . . fnk
k , donde S1 = {f1 = 0}, . . . , Sk = {fk = 0} son las componentes irreducibles

de S. Definimos la foliación Gf , la cual es inducida por la 1−forma holomorfa

df =
k∑

i=1

nif1f2 . . . f̂i . . . fkdfi

Lema 6.5. Si S es lisa entonces Gf es no singular en p. Si S tiene cruzamientos normales
en p, entonces Gf es linealizable en p.

Prueba: Primero supongamos que S es lisa, luego por un cambio de coordenadas podemos
suponer que

p = (0, 0), S : {y = 0} y f = yn1 ,

aśı, la foliación Gf es inducida por dy, por lo tanto Gf es no singular. Ahora, si consid-
eramos que Gf tiene cruzamiento normal en p, por un cambio de coordenadas, podemos
suponer que

f = xn1yn2 y S = S1 ∪ S2, donde S1 = {x = 0} y S2 = {y = 0},

aśı la foliación Gf es inducida por la 1-forma n1ydx+n2xdy, luego es linealizable en p por
definición. ¤

Lema 6.6. Supongamos que S : {f = 0} es una separatriz no-dicŕıtica y p ∈ Sing(F).
Entonces las multiplicidades de las foliaciones F y Gf en p, están relacionadas por:

a) mp(F) ≥ mp(Gf )

b) GSV (F , Si, p) ≥ GSV (Gf , Si, p), donde Si es una unión de componentes irreducibles
de S e invariantes por F y Gf .
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Prueba: Como S es una separatriz no-dicŕıtica tenemos que existe una sucesión de ex-
plosiones tal que π−1(S), sólo posee cruzamientos normales y π−1(S) es invariante por
π∗F . Sea n el menor número de explosiones con la que se obtienen tales propiedades,
de π−1(S). Supongamos que n = 0, entonces no necesitamos hacer ninguna explosión
para que S posea cruzamientos normales y S = S1 ∪ S2. Ocurre una de las siguientes
posibilidades:

i) p ∈ Sing(F) − Sing(S), entonces S tiene una sola componente, es decir S = Si es
lisa. En este caso p no es singularidad de Gf , entonces por definición tenemos que
GSV (Gf , Si, p) = 0 y mp(Gf ) = 0, y como S es lisa GSV (F , Si, p) ≥ 0 y mp(Gf ) ≥ 0,
aśı vemos que en este caso a) y b) se cumplen.

ii) p ∈ Sing(S). Como S tiene cruzamientos normales por el Lema (6.5), tenemos
que Gf es linealizable, es decir la forma asociada es de la forma n1xdy + n2ydx

y podemos suponer que S1 = {x = 0} y S2 = {y = 0}, puesto que el Índice de
Gomez-Mont-Verjovski no depende del cambio de coordenadas, aśı

1 = mp(Gf ) ≤ mp(F) (pues p es una singularidad de F)

Ahora por hipótesis, si S ′ = S1, consiste de una sola componente entonces GSV (Gf , S
′, p) =

1. Pero como S ′ es lisa podemos suponer que ω = dx + x, luego GSV (F , S1, p) es
el número de ceros de q es el interior de |y| = 1, luego como p = (0, 0) es una
singularidad tenemos que

GSV (F , S1, p) ≥ 1 = GSV (Gf , S
′, p),

análogamente
GSV (F , S2, p) ≥ 1,

por lo tanto

GSV (F , S ′, p) = GSV (Gf , S1, p) ≥ 1 = GSV (Gf , S
′, p).

Si S ′ = S1 ∪ S2, entonces

GSV (Gf , S
′, p) = GSV (Gf , S1, p) + GSV (Gf , S2, p)− 2(S1 ◦ S2)p = 1 + 1− 2 = 0

y

GSV (F , S ′, p) = GSV (F , S1, p) + GSV (F , S2, p)− 2(S1 ◦ S2)p ≥ 1 + 1− 2 ≥ 0,

entonces en ambos casos

GSV (F , S ′, p) ≥ GSV (Gf , S
′, p).

Ahora supongamos que se cumple a) y b), y que si hacemos n− 1 explosiones π−1(S) sólo
tiene cruzamientos normales donde S es la separatriz de una foliación dada.(Hipótesis de
Inducción).

Sea π : X̃ → X, una explosión π en p, Si denotamos S̃ = π∗S, F̃ = π∗F y G̃ = π∗G
entonces tenemos:
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i) D es invariante por F̃ ;

ii) D es invariante por G̃f ;

iii) Sing(G̃f ) ⊆ Sing(F̃);

iv) Si q ∈ Sing(G̃f ) entonces Sing(G̃f ) es dada localmente por hojas de nivel de f̃ =
f ◦ π.

Ahora aplicamos la hipótesis de inducción a la foliación F̃ a la separatriz D y q ∈
Sing(G̃f ) ∩D tenemos que:

GSV (F̃ , D, q) ≥ GSV (G̃f , D, q). (6.48)

Claramente la desigualdad es dada si q ∈ D ∩ Sing(F̃), puesto que D es lisa (el caso
n = 0). Como q es no-dicŕıtica, por el Corolario 6.1, tenemos que, aśı: c1(NF̃).P = mq(F)

∑

q∈Sing(F̃)∩D

GSV (F̃ , D, p) = c1(NF̃).D −D.D = mq(F) + 1

∑

q∈Sing(G̃f )∩D

GSV (G̃f , D, p) = c1(NG̃f
).D −D.D = mq(Gf ) + 1

Aśı por (6.48), tenemos que:
mq(F) ≥ mq(Gf )

y la propiedad a) es satisfecha.

Ahora recordemos que:

GSV (F̃ , S̃i, qi) = GSV (F , Si, p) + mi(mi −mp(F)) (6.49)

GSV (G̃f , S̃i, qi) = GSV (Gf , Si, p) + mi(mi −mp(Gf )) (6.50)

donde mi es la multiplicidad de Si en p. Por hipótesis de inducción (n=0, caso cruzamiento
normal), tenemos que:

GSV (F̃ , S̃i, qi) ≥ GSV (G̃f , S̃i, qi)

Entonces de (6.49) y (6.50) tenemos que:

GSV (F , Si, p) + mi(mi −mp(F)) ≥ GSV (Gf , Si, p) + mi(mi −mp(Gf ))

Pero mq(F) ≥ mq(Gf ), entonces

GSV (F , Si, p) ≥ GSV (Gf , Si, p).

¤
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Lema 6.7. Con las notaciones dadas arriba, tenemos que se cumple

GSV (Gf , S
′, p) = (S ′ · S ′′)p,

donde S ′ es una unión de componentes irreducibles de S y S ′′ consta de las componentes
irreducibles que no están en S ′

Prueba: Sabemos que Gf es definida en una vecindad de p por

ω =
k∑

i=1

nif1f2 . . . f̂i . . . fkdfi (6.51)

donde f = fn1
1 . . . f

nk0
k0

. . . fnk
k y S = {f = 0}. Supongamos por una permutación que que

S ′ = S1 ∪ S1 ∪ . . . ∪ Sko , k0 ≤ k, entonces por la Proposición 6.6 aplicado iteradas veces
conseguimos

GSV (Gf , S
′, p) = GSV (Gf , S1 ∪ S1 ∪ . . . ∪ Sko , p)

= GSV (Gf , S1, p) + GSV (Gf , S2 ∪ · · · ∪ Sk0 , p)− 2(S1, S2 ∪ · · · ∪ Sk0)

=

k0∑
j=1

GSV (Gf , Sj, p)− 2

k0−1∑
j=1

(Sj, Sj+1 ∪ Sj+2 ∪ · · · ∪ Sk0) (6.52)

Reescribiendo (6.54) como

ω = njf1 . . . f̂j . . . fkdfj + fj

k∑
i=1
i 6=j

nif1 . . . f̂j . . . f̂i . . . fkdfi

obtenemos una descomposición de Sj, entonces por definición del ı́ndice GSV tenemos

GSV (Gf , Sj, p) =
1

2πi

∫

∂Sj

njd(f1 . . . f̂j . . . fk)

njf1 . . . f̂j . . . fk

= (Sj, S1 ∪ . . . ∪ Ŝj . . . Sk)

Sumando estos de 1 a k0 lograremos

k0∑
j=1

GSV (Gf , Sj, p) = 2

k0−1∑
j=1

(Sj, Sj+1 ∪ Sj+2 ∪ · · · ∪ Sk0) +

k0∑
j=1

(Sj, Sk0+1 ∪ Sj+2 ∪ · · · ∪ Sk)

Por lo tanto reemplazando esto en (6.52) obtendremos

GSV (Gf , S
′, p) =

k0∑
j=1

(Sj, Sk0+1 ∪ Sj+2 ∪ · · · ∪ Sk) = S ′ · S ′′

¤
A partir de los lemas hemos probado el siguiente resultado.
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Teorema 6.6 (Brunella). Si S es una separatriz no dicŕıtica, entonces:

GSV (F , S, p) ≥ 0

Prueba: Descomponemos en S = S1 ∪ S2 y denotemos por S ′ y S ′′ las partes reducidas
de S1 y S2 respectivamente. Entonces de la Proposición 6.6 tenemos

GSV (F , S, p) = GSV (F , S1, p) + GSV (F , S2, p)− 2(S ′, S ′′).

Utilizando el Lema 6.7 conseguimos

GSV (F , S1, p) ≥ GSV (Gf , S1, p) := GSV (Gf , S
′, p) = (S ′, S ′′)

y
GSV (F , S2, p) ≥ GSV (Gf , S2, p) := GSV (Gf , S

′′, p) = (S ′, S ′′).

Luego
GSV (F , S, p) ≥ 0.

¤

Corolario 6.2. Si S es la unión de un número finito de separatrices en p ∈ Sing(F),
donde p es una curva generalizada, entonces:

GSV (F , S, p) = 0.

Prueba: Por el Teorema 6.5 tenemos que F̃ y G̃f tienen el mismo número de singulari-
dades por lo tanto las desigualdades en la demostración del Lema 6.6 se tornan igualdades
y por lo tanto GSV (F , S, p) = 0. ¤

Ejemplo 6.2. Consideremos la foliación F definida por la forma

ω = 2ydx− 3xdy.

Luego S : {f = x2−y3 = 0} es una separatriz de F en p = (0, 0), donde (0, 0) ∈ Sing(F),
es más x2 − cy3 = 0, c ∈ R son separatrices de F , luego F es una separatriz no-dicŕıtica.
Ahora por la demostración de la Proposición 5.1, obtenemos una descomposición de ω
asociado a F en p

gω = hdf + fα

g = −3y2, h = −3x y α = 6dx, entonces:

GSV (F , S, p) =
1

2πi

∫

∂S

(
dx

x
− 6ydy

3y2

)
= −1.

Entonces GSV (F , S, p) < 0. Por lo tanto S es una separatriz no dicŕıtica.

Entonces vemos resultado del Teorema de Brunella es falso para singularidades di-
cŕıticas.
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Definición 6.16. Sea F una foliación y un sistema de coordenadas afines tales que F
sea inducido por: ω = adx + bdy = 0. El grado de una foliación F en P2, es el número de
puntos p ∈ L, donde L es una recta en C2 no invariante F , tales que ω(p) = 0 ó la hoja
de F que pasa por p es tangente a L.

Observación 6.10. Para ver que la definición anterior está bien definida, ver [13] pag.
10.

Una consecuencia importante de la Teorema 6.6 es una solución al Problema de
Poincaré. Para ello consideremos una 1-forma

ω = a(x, y)dx + b(x, y)dy

polinomial en C2, es decir

a(x, y) =
d∑

i=1

ai(x, y) y b(x, y) =
d∑

i=1

bi(x, y)

donde ai y bi, son polinomios homogéneos de grado i, con ad 6= 0 ó bd 6= 0. Denotemos por
Fω la foliación en P2, inducida por ω. El plano proyectivo P2 es descrito por 3 sistemas
de coordenadas (x, y), (u, v) y (s, t) las cuales están relacionadas de las manera:

x =
1

u
, y =

1

t

y =
v

u
, x =

s

t

En las coordenadas (u, v), la forma ω puede escribirse:

1

u2

d∑
i=1

(−ai(1, v)− vbi(1, v)

ui
du + u

bi(1, v)

ui
dv

)
.

De aqúı podemos observar que L∞ es el conjunto de polos.

1. Si ad(1, v) + vbd(1, v) = 0, esta forma tiene polo de orden d + 1,

2. Si ad(1, v) + vbd(1, v) 6= 0, esta forma tiene polo de orden d + 2.

De la Observación 1.4 y Definición 1.22 tenemos N∗
F ≡ ((ω)0 − (ω)∞) ≡ −(d + 1)L∞,

entonces:

NF =

{
(d + 1)L∞ , si xad + ybd = 0,
(d + 2)L∞ , si xad + ybd 6= 0,

(6.53)

Observación 6.11. El grado de la foliación F , en este caso es d− 1 si xad + ybd = 0 o d
en caso contrario.

El problema de Poincaré fue tratado por Cerveu-Lins Neto por primera vez con técnicas
modernas en [8]. Posteriormente este problema fue resuelto por Carnicer en [6] utilizando
el resultado de Cerveau-Lins Neto. La prueba de este Teorema es debido a Brunella.
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Proposición 6.9 (Carnicer). Sea F foliación sobre P2 con todas sus singularidades no-
dicŕıticas y S : F ([x : y : z]) = 0 una curva algebraica F−invariante de grado d. Si el
grado de F es m entonces:

m + 2 ≥ d.

Prueba: Por la Proposición 6.5, tenemos que:

NF · S = GSV (F , S) + S · S. (6.54)

Sea g =
F

(ax + by + cz)d
, entonces

(g) + [Ld
1] = [F ],

donde L1 : ax + by + zc, por lo tanto de la Proposición 1.2 [S] ≡ [L1]
⊗d. Por (6.53)

NF = [L2]
⊗m+2, luego de (6.54) tenemos

d(m + 2)L1.L2 = d2 + GSV (F , S),

pero como GSV (F , S) ≥ 0, tenemos el resultado. ¤

6.2. Singularidades casi Liovillean

Definición 6.17. Diremos que p ∈ Sing(F) es casi Liovilliana, si existe una forma
cerrada meromorfa γ0 y una forma holomorfa γ1 en una vecindad de p, tal que:

dω = (γ0 + γ1) ∧ ω (6.55)

Si γ1 = 0, diremos que p es Liovilleana.

Observación 6.12. El divisor polar de γ = γ0 + γ1, es invariante por F . En efecto,
sea q ∈ (γ)∞ − {p}, entonces por un cambio de coordenadas podemos suponer que ω =
adz, a ∈ O∗, γ1 = pdz+qdw, con p y q holomorfas y γ0 = bdz+cdw, con b y c meromorfas,
ahora como γ0 es cerrada dγ0 = 0, entonces bω = cz y como dω = γ ∧ ω, tenemos que

c =
1

a

∂a

∂w
− q,

entonces c es holomorfa, luego cz es holomorfa y bω es holomorfa. Ahora como bω es
holomorfa y

b(z, w) =

∫
∂b

∂ω
(z, w)dω

entonces b(z, w) es holomorfo en ω, entonces b(z, w) =
b1(z, w)

h(z)
. Luego vemos que los

ceros de h(z) que son polos de b son invariantes por F y como (γ0)∞ = (γ)∞, tenemos
que el divisor polar es invariante por F .
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Proposición 6.10. Si p ∈ Sing(F) es simple casi Liovilliana, entonces:

BB(F , p) =
n∑

j=1

Res(γ0, Sj).V ar(F , Sj, p).

Prueba: Sea U vecindad de p, tal que w = 0 defina la foliación regular F fuera de p,
luego existe ε > 0, una vecindad V ⊂ U de ∂S = S ∩ S3

ε y una 1−forma holomorfa γ′

sobre V , tal que
dω = γ′ ∧ ω (6.56)

ya que (S ∩ S3
ε ) ∩ Sing(F) = ∅. Ahora tomemos ρ ∈ C∞

c (V ), tal que es 1 sobre una
vecindad U ⊂ V y por el Lema 4.4

BB(F , p) =

∫

S3

β ∧ dβ

donde β, es un 1−forma diferenciable tal que dω = β∧ω. Como (ργ′+(1−ρ)γ)∧ω = dω,
entonces

(ργ′ + (1− ρ)γ − β) ∧ ω = 0

y por el Lema de División de De Rham existe g ∈ C∞(V ), tal que

β = (ργ′ + (1− ρ)γ) + gω, donde γ = γ0 + γ1

Aśı ∫

S3

β ∧ dβ =

∫

S3∩V

d(γ0 ∧ γ) =

∫

∂(S3∩V )

γ0 ∧ γ (6.57)

Como cada Sj, 1 ≤ j ≤ n es una curva irreducible de F fuera de p, por un cambio
de coordenadas holomorfas (z, w), en una vecindad de cada ∂Sj, podemos encontrar una
vecindad Vj, tal que Sj = {w = 0}, Vj ∩ S3 = {|w| < ε, |z| = 1} y V =

⋃n
j=1 Vj. Entonces

tenemos que en Vj

γ0 = λj
dw

w
+ γ0j

γ′ = adz + bdw

donde λj = Res(γ0, Sj) y γ0j es 1-forma holomorfa y a,b funciones holomorfas, entonces:

∫

S3

β ∧ dβ =
n∑

j=1

∫

∂(S3∩Vj)

γ0 ∧ γ =
n∑

j=1

∫

|w|=ε,|z|=ε

λj
dw

w
∧ adz

= 2πiλj

n∑
j=1

∫

|z|=ε

a(z, 0)dz = 2πiλj

n∑
j=1

∫

∂Sj

γ′

=
n∑

j=1

λjV ar(F , Sj, p)

¤
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Observación 6.13. Supongamos que la foliación F tiene como separatriz en p, S =
S1 ∪ S2, donde S1 = {x = 0}, S2 = {y = 0}, entonces :

BB(F , p) = V ar(F , S1, p) + V ar(F , S2, p).

Ejemplos

1. Supongamos que S1 = {x = 0} y S2 = {y = 0} son hojas de la foliación F , entonces
la foliación inducida en una vecindad de (0, 0) está dada por:

ω(x, y) = x(λ1 + yf(x, y))dy − y(λ2 + xg(x, y))dx, (λ1, λ2 6= 0)

y α y β números complejos tal que:

αλ1 + βλ2 = λ1 + λ2.

Entonces si γ0 = α
dx

x
+ β

dy

y
, existe γ1, holomorfo tal que:

dw = (γ0 + γ1) ∧ w

Como S1 = {x = 0} y S2 = {y = 0} entonces:

V ar(F , S1, p) =
λ1

λ2

V ar(F , S2, p) =
λ2

λ1

y por la Proposición 6.10

BB(F , p) = α

(
λ1

λ2

)
+ β

(
λ2

λ1

)
=

λ1

λ2

+
λ2

λ1

2. Si la forma es de la forma w = xp+1dy + (y(1 + λxp) + f)dx, donde p ≥ 1, λ 6= 0 y
f es holomorfa con multiplicidad por lo menos p + 2. Claramente S = {x = 0} es
una separatriz y la descomposición de w asociada a {x = 0} es:

w = hdx + xη, donde h = y(1 + λxp) + f y η = xpdy,

entonces

dω = γ ∧ ω , con ω = (p + 1)
dx

x
+

dy

y
.

Si S1 = {x = 0} y S2 = {y = 0}, entonces:

a) CS(F , S1, p) = 0.

b) CS(F , S1, p) = λ.

c) GSV (F , S1, p) = 1.
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d) GSV (F , S2, p) = p + 1.

e) BB(F , p) = 2p + 2 + λ.

Proposición 6.11. Si S es una separatriz no dicŕıtica con la propiedad que GSV (F , S, p) =
0, entonces:

BB(F , p) = CS(F , S, p).

Prueba: Sea ω 1−forma holomorfa que define F en una vecindad de p. Ahora como S
es una separatriz no-dicŕıtica existe una sucesión de explosiones tal que π : M̃ → M , es
la desingularización en p, entonces π−1(S) sólo tiene cruzamientos normales y π−1(p) =

D =
⋃n

j=1 Dj, es un conjunto invariante por F̃ = π∗(F). Si w̃ = π∗w es una 1−forma que
se anula sobre Dj de orden mj, entonces por la Observación 6.6,

c1(NF̃) =
n∑

j=1

mj[Dj] (6.58)

Si llamamos Ũ = π−1(U), entonces por cambio de variables BB(F , p) = BB(F̃ , ∂Ũ) y
por el Teorema 4.2, tenemos que:

BB(F , p) =
k∑

j=1

BB(F̃ , pj)− c2
1(NF̃) (6.59)

Sea Sing(F) = {p1, p2, ..., pk}, tal que pi no está en una esquina si i ∈ {1, 2, ..., m} = A.

1. Sea pi, tal que i ∈ A, entonces si S1
i es la componente que se encuentra en algún Di

y S2
i la separatriz transversa. Entonces por la Observación 6.13

BB(F̃ , pi) = V ar(F̃ , S1
i ) + V ar(F̃ , S2

i ), 1 ≤ j ≤ m (6.60)

2. Si pi es una esquina consideremos S0
j la unión de los dos Di que lo contienen, entonces

por la propiedad aditiva del ı́ndice de variación tenemos que:

BB(F̃ , pi) = V ar(F̃ , S0
i , pi), m + 1 ≤ j ≤ k (6.61)

Ahora como D es una curva compacta invariante por F̃ , y por ser p una explosión no-
dicŕıtica entonces por la Proposición 6.3:

m∑
i=1

V ar(F̃ , S1
i , pi) +

k∑
i=m+1

V ar(F̃ , S0
i , pi) = c1(NF̃).D (6.62)

Sumando (6.60) y (6.61) y reemplazando (6.62) en (6.59), obtenemos:

BB(F , p) =
m∑

j=1

V ar(F̃ , S2
i , pi) + c1(NF̃).D − c2

1(NF̃) (6.63)
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Sea S =
⋃m

i=1 π(S2
i ), entonces por (6.28) tenemos

V ar(π∗F , S2
i , pi) = V ar(F , π(S2

i ), p)−mi

ahora, si ki, i = 1, · · · , n, es el número de singularidades de π∗F sobre Di diferentes de
las esquinas, obtenemos:

n∑
i=1

V ar(F̃ , S2
i , pi) =

n∑
i=1

V ar(F̃ , π(S2
i ), pi)− kimi

= V ar(F , S, p)−
n∑

i=1

kimi (6.64)

aśı en (6.63)

BB(F , p) =
m∑

j=1

V ar(F , S, p)−
n∑

i=1

kimi + c1(NF̃).D − c2
1(NF̃). (6.65)

Por la Observación 6.5, si ci es el número de esquinas de Di

ki + ci = c1(NF̃ ) ·Di −D2
i = ki + Dk.D −Di ·Di −D2

i ,

entonces
ki = c1(NF̃ ) ·Di −D ·Di = (c1(NF̃ )−D) ·Di

aśı
∑n

i=1 kimi = (c1(NF̃ )−D) ·∑n
i=1 miDi, la cual si reemplazamos en (6.65), tenemos el

resultado. ¤

Por el Corolario 6.2 y la Proposición 6.11, tenemos el teorema principal del trabajo:

Teorema 6.7. Sea v un campo vectorial holomorfo en una vecindad de 0 ∈ C2, tal que
0 es cero aislado de v, y supongamos que v es una curva generalizada no-dicŕıtica. Sea S
la unión de todas las separatrices de v en p. Entonces:

BB(v, 0) = CS(v, S, 0)

GSV (v, S, 0) = 0
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