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A, DESCOMPOSICION DEL ESPACIO TIEMPO

En la primera parte de este capitulo haremos un resumen del
formalismo cronométricamente invariante (C.I.), que introdu
jo Z'elmanov en la Relatividad General (R.G.), Z'elmanov
define cantidades y operadores C.I. con determinado signifi-
cado fisico (relacionados con propiedades del sistema de re-

ferencia respecto al sistema localmente geodésico).

El significado fisico del formalismo C.I. se demuestra con ma
yor facilidad, como veremos en este capitulo, asumiendo una
matriz que relaciona el formalismo C.I. con el formalismo 4-
dimensional de la R.G. como si hubiera entre ellos una trans
formacidon caracterizado precisamente por dicha matriz. Usan
do lo anterior estudiaremos la relacidon entre los formalismos

citados.

Este formalismo es una herramienta que nos permitira hacer el
analisis con elementos 3-dimensionales v C.I. caracteristicas
3 - - - el 3 .
que tienen las ecuaciones clasicas que no es facil analizar-

las.

1. RESUMEN DEL FORMALISMO DE Z'ELMANOV,

Z'elmanov define la cantidad C.I. como aquellas que son

invariantes bajo la transformacion de la forma

X° = mexE.Kle,x5} (1.1)



y covariantes respecto a las transformaciones de la forma

wm 102
X i BROe) R D ( )

La transformacidén (l.1) relaciona los 'relojes'" de dos siste
mas de referencia. El1 hecho de tener cantidades invariantes
bajo la transformacidon de la forma (l.l1) significa, entonces,
que no dependen de los relojes que se utilicen: seran los mis

mos para ambos sistemas.

La transformacidn (l1.2) es netamente tridimencional especial.
Esta transforma s6lo las coordenadas tridimensionales, que
habitualmente las llamamos espaciales diferenciandolas de 1la
coordenada temporal, que en fisica clidsica se considera inde
pendiente de las primeras. Tener cantidades covariantes ba-
jo transformaciones del tipo (1.2), significa tener cantida-
des tensoriales espaciales en el sentido que nos da la fisi-

ca clasica no relativistica.,

Las cantidades C.I. son definidas por Z'elmanov a partir de
cantidades covariantes respecto a las transformaciones gene-

rales
KH’-‘(__ xtﬂtﬁajxljxﬂijj{ll (103)

A partir del tensor 4-dimensional n veces contravariante y m

- u\, ,,/O(n ) .
veces covarilante QBU”.,pn se puede definir los tensores:
AL, .., 1n [TVR
Q / = 5_‘---':0“ ¥ wECES (ln'fl:'

gan'"/::

{*} Utilizamos, en este trabajo las letras griegas para indi
car indices con valores 0,1,2,3, Mientras que las letras
latinas para indicar indices con valores 1,2,3.
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que vienen a ser un tensor contravariante de orden n.

De acuerdo a la féormula (1.3), a partir del tensor métrico

o, - - .
g ﬁ, obtenemos el tensor métrico C.I. contravarlante

R* = g (1.5

donde el signo negativo se ha tomado para obtener el determi

nante positivo,

El correspondiente tensor covariante hix sera

hiv = -Bix 4 %" (1.6)

200
Usando la férmula (l1.4) se obtienen también escalares (sin=0)

mediante la regla:

flo,...,6 wmwtces

¥
= 1.
Q Qoo e ( 7

Mediante (1.7) podemos, a partir del tensor

A = 4 Tpade® (1.8)

definir el escalar

oM Rndixh 1.9
dr =T %“ﬂ X ( )

Sabemos que
ds® = Qupdxrdes (1.10)

pudiendo expresarse ésta en la forma

de? = dr?o hwdxtdx® (l+k1l)

Cabe notar que d7 y dU*= he dxides , son, efectivamente inter

valos de tiempo y de longitud fisicos (Ver ().

{1} Utilizaremos el signo x para identificar las cantidades
C.I.



Puede demostrarse también (Apéndice III) que

Q@ = -h %o

(1.12)

donde % es el determinante de %" y h es el determinante de

h'*, Se define asimismo los operadores

Y 5o O
ot Vi Bx®
i S . 5 i

T A Yoo Bx?

que resulta ser C.I.

Entre los operadores (l.13a) y (1.13b) existen las
que definen a su vez cantidades C.T.

e

ee @ Py
Sar T SEex o St
B:E. ahl _ E-b“-“ E,"'-
Sriax* | x| * Bt

(1.13a)

(1.13b)

relaciones

(1.14a)

(1,14b)

7Z'elmanov define también el tensor razén de deformacidn

3w

at

B™ = -

b=

(14 15)

o4
A partir de la 4-conexidn afin Tav puede definirse una co -

nexidn afin C.I. mediante la regla

o
] T

hin ( a,"f_hﬂ g " fian E;.“_'l. v \}

3 xt Do ¥ 2 4

que nos permite obtener la derivada covariante C.TI.

U

Q-

Ai.!..;...‘,t'.-. .
“,‘...Hm_.'[ ]l =

AI.'..”"I“
xh L;\r..l-/“m

> o

A ] '
", '!."'L—Uha\t‘u- L] 1w L
» = p‘KLJ, [ n,lﬂ.m ﬂh'ﬂ]

Wl H
— Fya g b

b
s %.-’Iﬁl—if‘ﬁ;ﬂpl"r-_lﬁﬂ. B‘;l'f

(1.16)

(1.17)



Utilizando esta definicidn de derivada covariante se puede de
mostrar que (anilogamente a lo que ocurre en el formalismo 4-
dimensional) h'%;{1=9 (tambi@n  nie {1=0)
‘3;1"'"“ E 'h'v.n:'r—'i:; ~huxdiv =0

) x &

(1.18)

1y i :
donde A" L. es un temsor C,I. n veces contravariante y m

veces covariante.

Puede demostrarse que las cantidades definidas emn (l.l4a) has
ta (1.15), se relacionan con las cantidades 4-dimensionales

mediante las formulas

Fio- '%‘EE‘ (1.19a)

S'0n -~ L (A4 D) (1.19b)

View €

TP = W AL (1.19¢)

T R R U (1.194)
lo que nos permite expresar [, AY D' AN en funeidn de

!

las cantidades 4-dimensionales,

Para interpretar fisicamente las cantidades C.I. Z'elmanov u
sa el sistema localmente geodé&sico (S.L.G.,) cuyo origen es-
ti en el punto de coordenadas Xa. , y veloecidad C.I. del ori-
gen nula. Asi las cantidades I-‘i forman el vector aceleracidn
con signo opuesto del espacio de referencia, respecto al 5LG.
A'* 1lega a ser el tensor velocidad angular del sistemade rg

ferencia respecto al sistema localmente geodésico. D' es el



tensor razon de deformacion del espacio de referencia respec

to ﬂl SiL!Gi

Puede demostrarse que

2%

1
2
que viene a ser el cambio relativo de un elemento de volumen
del espacio de referencia respecto al S.L.G. (ver demostra -

cidn al final de este capitulo).

Se puede demostrar que las derivadas covariantes C.I. cruza-
das no son iguales, resultando en cambio que si a7z es el o
perador derivada covariante C.I. respecto a la coordenada *«,
y luego con respecto a la coordenada ¥i , ¥y QL es un tensor CL
cualquiera

Rie -*9a) 0 = 288 TBe 4 Wl 7oy (1.21)
donde

woir o SAR o TATN 4 ANAL - &nAe (1.22)

es un tensor C.I.

A partir de Wuwi’ Z'elmanov define el tensor de curvatura 3-

dimensional Cuxis mediante la férmula
Crwiy = :—_ILHL-mj = Higit aHeeri = HiLrx) (1.23)

¥y, con este tensor se define

Cow s CLGY 3 €= C¥ (1.24)

El espacio producto del campo gravitatorio se caracteriza por
las cantidades 4-dimensionales fﬁ mi ,Rivt en la R.G, Z'elma-

nov al introducir el formalismo C.I., logra caracterizar el
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campo gravitatorio por las cantidades C. L. hiv, ¥ A e, Haet o
El tensor de curvaturas en R.G. puede escribirse como

R‘:tﬁ'f = rﬂg,rp iy T:l;'r! = rﬂfﬁ EE ] Tu;F; '['E:qr (1 1255)

a partir del cual se define el tensor de curvatura contraido

Run = Repp (1.25b)

v las ecuaciones del campo gravitatorio vienen a ser
W
Ve 4 PR+ Ve =m0 . (1.26)

Rpv =5 Rouyv = X Tuv +x 8y €1.27)

donde Tur es el tensor de energia impulsoy A son las constan
tes gravitacional de Einstein y la cosmoldgica, respectiva-

mente.

Las ecuaciones (1.26) y (1.27) pueden escribirse en formalis
mo C.L. utilizando la f&érmula (1.4) y las cantidades fisicas

definidas por Z'elmanov, en la forma

;'g'ip =+ DILDLf “ P-:Lpei“ -\TIFT _‘%ET = '%fr"—':‘f ] - het (1‘25}
"Vr(WID-DIT_aTy 4 2 FAT = T (1.29)

H%D;h ~(Dig+ AiD)(DT + ALT) + DDix - DTk
“BAIpART 4 L (Tt i) - FiFe - O liw =

L (fc?hie « 20 - Uhic) 4dcthin (1.30)

donde Tug es la densidad de masa C,I.; # la densidad de flu
jo de masa que es igual a la densidad de momento (Fc:* es la
densidad de energia, J'c¢? es la densidad de flujo de energia);

U'¥ es la densidad de flujo de momento ,U=U} e ;;!% ety = ]",
L]
cd v . LEF%;



La expresidn (1.28) es un :escalar C.I. La expresidn (1.29)
es un tensor C.I. de orden 1. La expresion (1.30) es un ten

sor CyvI. de orden 2.

Ya que en las ecuaciones de Einstein C.I. figuramn las canti-
dades C.I. que caracterizan al campo, podemos obtener conclu
siones fisicas cualitativas (validas para cualquier campo

gravitacional) sin necesidad de resolver el sistema de ecua-

ciones. En eso reside la importancia de un analisis C.I.

Ademis con este formalismo se logra descomponer el espacio -
tiempo, denotando la diferencia entre ellos que aparecen di-

simulados en el formalismo 4-dimensional.

Como hemos visto en esta seccidn podemos, a partir de canti-
dades 4-dimensionales, definir cantidades C.I. que caracteri
zan al campo gravitatorio al descomponer el espacio ¥ el tiem
po en cualquier sistema de ecuaciones covariantes. 0 sea que

tiene lugar

Formalismo s
li-aSiensionely — |Formalismo c.1

$in embargo no sabemos si la relacidn inversa podria tener
lugar. Mas adelante desarrollaremos en méetodo que muestra
la relacidn inversa. Este método nos permitira demostrar f3

cilmente el significado fisico de las cantidades C.I.
Z'elmanov enuncia el siguiente teorema:

1A, TEOREMA: Fm=0, Amn=0 es la condicidn necesaria y suficien
te para la posibilidad de encontrar un sistema de
coordenadas =' en el que se cumple 8qe=° ,%q0 =0 es
decir, el espacio es holdnomo.



1.a demostracidon de este teorema Se da mas tarde en el caso

general de la teoria unitaria.

2. MATRIZ DE DESCOMPOSICION DEL ESPACIO TIEMPO.

La métrica 4-dimensional &"* podemos escribirla como la

matriz
1“‘} gﬁl i E}I.a‘j_
%IL’ - 7
Sup = a0 - ' (2.1)
Bio ‘%53

donde Jpe#0

Podemos descomponer las componentes temporales de las espacia
‘les mediante operaciones elementales sobre la matriz (ver A-

péndice IV) obteniendo la matriz equivalente

0O 0 o
M

(2.2)

%q[g, = hie

O aa =

donde hix esta dada por la férmula (1.6).

Como vemos en el apéndice IV, para obtener hix de %%z es ne-

cesario emplear %ow

§i introducimos nuevas coordenadas (no holdnomas) X%, %% defi

nidas por

SKT:; = Cllli‘fﬂl (2.3)
é.‘-{?. = %%dkﬂ (2.4)

z - :
entonces la forma (1.11) de expresar ds podriamos interpre-
tarlo como si fuera debido a una transformacion de coordena-

das, que nos permite descomponer el espacio tiempo, ya que



ds? = (8x3)? - hwn x3 dxy (2.5)

Esta descomposicidn puede representarse mediante la matriz

T

dx% = A% dx® (2.6)
donde
J%uo o 0 5} r
S Ve
A“ 3 gl] 1— O 4] (2‘?}
> L PTY IV o 1. 0
%uh@‘u—“ 0 o |

Queda claro el caracter no holdnomo de las nuevas coordenadas,

puesto que

A DA™
%Ap x L (2.8)
B X Qe
Podemos ver que
= - A o
ﬂ Al = Ve # (2.9)
3
luego la matriz Ar tiene inversa, siendo esta
‘f“?mu 0 D 0
_y & 1TV P | o 0 (2.10)
d ) = geaf‘ﬁnn a | 4w

= gﬁ?’lguu a v

luego podemos realizar la transformacidn inversa, notando

siempre que es necesario conocer para esto los elementos Q.. -

3, TENSORES Y ESCALARES EN EL ESPACIO NO HOLONOMO DESCOM -

PUESTO.

- - “ L] .
Mediante la matriez A ¢ definida en (2.7), que se comporta co

mo una matriz de transformacidon, a2 un espacio descompuesto ,

= 10 =



se pueden obtener las cantidades definidas por Z'elmanov y se
explica en forma clara su significado fisico de cada una de

ellas.

En las siguientes secciones definiremos por este proceso las

cantidades C.I.

. = ~ =y e .
Si tenemos el tensor 4-dimensional qu J By podemos definir

a partir de este tensor, las cantidades tensoriales

K B i. By s o Sy |.| in =\ 3y --'.r}_mI
*ﬁ\‘;:‘-”/ln“ - Dﬁ‘a"'ufp'm Am....ﬂunk ;q--h o {3.1)
si tenemos en cuenta (2.7) vemos que:
S i
* Qih--'r'“ - Qn.”ru o v BERS
A ] —
urﬂv“l‘- %n-:w}{z {3-2)

coincidiendo, entonces, con cantidades definidas por Z'elma-

nov (ver formula (1.4)).
g ]

-

4., TENSOR METRICO EN EL ESPACIO NO HOLONOMO DESCOMPUESTO.

Mediante la matriz (2.7) podemos transformar el tensor

métrico contravariante, obteniéndose

A o 0o

= (4.1)

® - ° W
u - 1
9 -h

% - e e g ;
donde h' esta dado por (1.,5), coincidiendo con las cantida

des definidas por Z'elmanov.

Dado que la matriz de transformacidn tiene inversa (2.10) 1a

relacidn entre ambos espacios estd dado por los elementos 9.,.

Vemos que los 4 elementos temporales del tensor mefrico del



espacio descompuesto son constantes mientras que los elemen-
tos 3-dimensionales (las 6 restantes) coinciden con el ten-
sor métrico definido por Z'elmanov, notdndose la relacidn que
existe entre el formalismo C.I. y los elementos del espacio

descompuesto en lo que respecta al tensor métrico.

S OPERADORES DE DERIVACION PARCIAL EN EL ESPACIO NO HOLONO

MO DESCOMPUESTO.

Usande la matriz (2.10), debido a la covariante de pode-

mos definir

I M < L 2 5.1
Le MR e 3 (5.1)
ﬁ: = Aﬂ : L - &_ - Rae a_“ (5-2]
e 2™ " Lao Dx?

operadores definidas por Z'elmanov en las ecuaciones (1l.13a)
y (1.13b), ¥ que definen operadores C.I. implicadas con la de
rivada parcial con respecto a las coordenadas del espacio no

holonomo considerado.

6. CONEXION AFIN EN EL ESPACIO NO HOLONOMO DESCOMPUESTO.

.I ﬂ' - L
La matrigz ﬁn juega, como hemos visto, el papel de la
matriz de transformacidn al espacio no holdnomo descompuesto.
Podemos, entonces, transformar la conexion afin a este sistg

ma mediante la férmula

¥ o

= | i ot * -
o i rjpggg-;ﬁ‘ + &ﬁﬂ (A3 AW (6.1)

que e5 la correspondiente a la relacidn que existe entre las

conexiones afines de los sistemas:

e



z o,
5 o S ¢ Jan oaxf axg™ 2 x%  ox
rﬁr = Th? %wp e i?g i Pyt Ix™ (6.2)

Usando la férmula (6.1) se obtiene los elementos de la cone-

¥ -
xidn afin | siguientes

e = o (6.3)
" = h-arzi— (6.4)
‘= © (0
—_— ‘%:" _ gnﬂ?‘f;in; , ga.eﬂ;:n‘zinb,u (6.6)
Al - T . %ol (6.7)

*n"‘u L _%E_ ) (6.8)
Y
1= T
hLT hl‘l& _-,;,TI:?.; e j_k%_.[-.&:q (ﬁlg}
Vidoo
e i ‘ Tha @ Tblo 9o Yo
e = T - Boeles | Teogol o, T (6.,10)
g‘.;n Woo Boo

De (6.,3) v (6.5) vemos que se han fijado 4 de las 64 compo -
nentes de la conexidén afin al transformarlo al sistema no ho

ldnomo,

Por otra parte entre los elementos de la conexidn afin exis-

ten las siguientes 21 relaciones

n-.‘-.gn 3 hiv: mﬁi (6.11)



A S PO S P (6.12)

rq:.=u (6.13)

quedando 39 componentes de variables independientes, de las
cuales 30 son C.I. (", no lo son), que le corresponden a
1as cantidades definidas por Z'elmanov, mediante las relacio

nes que pueden escribirse como

i - -E (6.14)
hnfhu‘.’;x ;‘uh - {‘n'”'*t]‘l"ij fe (ﬁ.lE}
hru%ii . lT{LE o ggj (6.16)
e = B Sal

Debe notarse que la relacidn entre [ y*r lo da la matriz AT .
mientras que las cantidades | variables y C.I. le correspon
den a las C.I. definidos por Z'elmanov. Es importante no-
tar que los elementos netamente 3~dimensionales de T coinci

den con la conexidn afin 3-dimensional definida por Z'elmanov,

7. TENSOR DE CURVATURA EN EL ESPACIO NO HOLONOMO DESCOM -

PUESTO.

. =
Dado el caracter tensorial del temsor de curvatura R pasf '
1a tranformacion al sistema descompuesto dada por la matriz

o - p—_— ;
A°: nos dard el tensor de curvatura ¥Hf e S5in embargo
1



hay que notar que RE@ estd relacionado con la conexidn a-

fin 4-dimensional I mediante la formula
« ol ol
RE;‘P = rj’?,'d‘,‘f' = |':RF‘I W = Vew 1|'I,-||' \ bag 'r_x\' (? . 1-}

Es de esperar, entonces, que el tensor de curvatura *R se ex
prese en funcidn de *1" | y debido a la relacidn que existe
entre 1 y las cantidades C.I., T' A", D", DLl se exprese en

funcion de las cantidades C.I.

+* .
En efecto, los elementos de R que forman un tensor 3-dimen-

cional de orden 4 pueden escribirse en las siguientes formu-

las:
PR LS| kL = Al x a ¥ 5 T
"FE‘.H:*.T = = h h s'h ( '}T;r:ﬁ"‘ L ‘EI‘,&”‘ _ \:L hﬂ.i + ﬁ..“l. ﬂﬂh‘iﬁ
o D”J'kf'lt'"-b 0t /e E.ﬂ\t-{ﬁ{"‘ A (7.2)

7z'elmanov, por derivadas cruzadas, define en la formula (1.22)
como Hivi® a las cantidades entre corchetes de (7.2). Pero
lo que queremos remarcar, es que las cantidades C.I. a partir
de F%E}r se pueden escribir en funcidn de los elementos C.I.
?“,N”ZEF“,&Il y sus derivados, el hecho que Z'elmanov haya

1lamado Hixi' al tensor entre corchetes de (7.2) vy lo relacio
ne con el tensor de curvatura 3-dimensional, no significa que

- . [ }
la relacidn entre los formalismos debe analizarse con B o

*
sino con los correspondientes R .

Los tensores de orden 3 derivados del tensor de curvatura 4-

dimensional son

1{20 “‘L = -ﬂL{_.ﬁ.“iq-ﬁFi}; iﬁ} " }_-,'_":_'-"' Lhk;‘lhn.},l"'} _ .I‘.—{ﬁ"" L T II L“‘t- 'Ohl'} (? -3}
[ = L. {s -



Rikt o= MR Ay = B (RMaD™) 08 - WD) Frea v (A4 D )T (7.4)

o

“Ri%e = -R LS (52

ikt s A (A e - (AT DY, e FIAD) BTy (746

Fpiamt 2 L Npdgbl & TD

Los tensores de orden 2 derivados del tensor de curvatura 4 -

dimensional son:

3 ,.hc_‘:{?‘];iq + E’.;? (A, D) 4207 (M D) 4 A (s D) (7-8)
RS = - *Rigo W ' (7.9}
¥Ruemi = WURE [T AL - T AN] 4 2DAT (7.10)

) T nk axnt cL

Cp e - 38 Leane b hedd e
e ciat

N
Rs™ ot -

"

+hns [ (DDA D) ATt et (711D
ct

Apewd i | R (7.12)



*Rif\nq [ (w] {‘?IIB}

Los tensores de orden 1 gque se derivan del tensor de curvatu

ra 4-dimensional son nulos es decir:

(7.14)

EY =R ' ~ '
R"a0o :*Raﬁao = *RioTo = "Raws-: =

Asi pues, hemos obtenido todos los temnsores C.l. que s€ deri
van del tensor de curvatura 4-dimensional, notadndose que es-~
t3n en funcidn de las cantidades C.I. definidas por 7'elma -
nov como era de esperarse. Tengo que reiterar que a partir
del tensor de orden 4 que se obtiene de R¥sp , resulta el

tensor Hiix' definido por 7'elmanov, haciéndonos recordar que
si cnnsideramus*r‘cun sus tres indices 3-dimensionales resul
ta la conexién afin 3-dimensional, definido por Z'elmanov.

Notindose de esa forma el importante papel que desempefia la

matriz Nﬁ en la definicidn de cantidades C.I.

8. STISTEMA LOCALMENTE GEODESICO.

Sean x% las coordenadas del punto M, arbitrario pero
fijo respecto al sistema de referencia Z + En este punto M
podemos asumir un sistema localmente geodésico 7', con velo-
cidad C.I. nula, en el punto M, respecto al sistemaZ ., De mo

do que la ley de transformacidn de coordenadas entre @estos

dos sistemas

X% e x%o xS+ () (- xR xw) (8.1)

pudiendo notar que la condicién de velocidad nula resulta de



esta transformacidn

& - o (8.2)
ct

Cabe notar que la velocidad C.I. esta definida en funcion del

operador
- (8.3)
d dr

donde estd dado por la férmula (1.9). TAmbién es ftil-es

eribir las expresiones relacionadas con la transformacion (81)

m el % of
( B Y = i )e (8.5)
ox®ax¥ W Lt
S T . 8.6
{,ﬂ%ﬁ)m §p (8.6)
dx%
A o o« N _ (8.7)
( bl{‘h:"i'}"'j ™ = Lrﬂ?‘}ﬂ

La condicién de velocidad relativa entre los sistemas nos lle

va a la ecuacidn relacionada con (1.9)

1 = <V@s. dx° (8.8)
dr -

9. TENSOR ACELERACION DEL SISTEMA DE REFERENCIA RESPECTO AL

SISTEMA LOCALMENTE GEODESICO (™).,

Teniendo en cuenta gque el origen del S5.L.G. se obtiene para
el punto de coordenadas X3 en el sistema 2, vemos que la ve

locidad de = con respecto a £ en el punto M serda de acuerdo

._.18_



& (8.1)

L n A & P i ¢ ¥
e P TR A CORBLE N CRY

" entonces la aceleracidn llega a ser, si tenemos en cuenta

(8.2)

d*2 % = - Vapxey®
{CE-E)H Q(Fﬁ') (9'2}

que, recordando (8.8), logramos a obtemer que la aceleracidn

] e
de Z respecto a Z es

Fm = diifm = Fﬂ1 (9.3)
A t*

"o 5 ;
de modo que F viene a ser el temsor aceleracidon del sistema

localmente geodésico con respecto al sistema de referencia,

Si tomamos el punto con el origen de 7' fijo respecto a 2 la
J P

aceleracidn de este punto respecto a &' serd

a™ = - GRI ey L (9.4)
axN
En ese sentido F™ viene a ser la aceleracidn con signo o=

puesto de Z respecto al B,

10, TENSOR VELOCIDAD ANGULAR DEL SISTEMA DE REFERENCIA RES

PECTO AL SISTEMA LOCALMENTE GEODESICO ( h*Y .

En los tratados cldsicos de la Mecanica, si V es la velocidad
de una particula , w su velocidad angular y ¥ su posicidn.

Bajo la restriccidon que |¥| es constante, obtenemos que

S o (10.1)

v = Ll %7



pudiendo mostrar que

Wx = L kg Wi (10.2)

Wy = L Eagw Wik {10.3)

Wz = L Eusw Wiw (10.4)
donde

Wrw = 4 (2% - :“‘-’) (10.5)

Si consideramos cantidades y operadoras C.I. en las formulas

desde (10-2) hasta (10.5) obtenemos

Wyw = i‘z..(?;v.,_dvmﬂ = Yux Vyvt o hes 9% vE (10.6)

= &

A partir de (10.6), teniendo en cuenta (6.2) v (8.8) se ob-

tiene
m n _ e .,
Aol W, = @ o 8 1o ) /evam (10.7)
Teniendo presente las relaciones (1.19b) y (8.8) se llega a
WITK s l#'ll"J—lnFﬂ Wq‘nﬂ _— Hlk {1':'.5)

de modo que A"" es el tensor velocidad angular, con signo O

. i
puesto, del sistema Z con respecto a 2 .

Ahora bien, si tomamos un punto del origen de 5', fijo res-
P

pecto de £ la velocidad angular de este punto respecto a 7!

-
sera

—

ij |K [ 3
%’TF“ aﬁ;ﬁ W oo AR (10.9)



En ese sentido A¥viene a ser la velocidad angular de 2 res

pecto a Y

11, TENSOR DE DEFORMACION DEL SISTEMA DE REFERENCIA RESPEC-

To AL SISTEMA LOCALMENTE GEODESICO { D)5

Clisicamente sabemos que un elemento de longitud estd dado

por

VP &L dxd Cx® (11.1)

de modo que la razodon de deformacidn es definido considerando
1a razdn del cambio de longitud por el cambio de los vectores
unitarios ej respecto a 1a coordenada temporal, lo que resul

ta SET, si SUpoOnemos que 51' = const «

(6L d_(61) = daw SxTéxv (11.2)
at

luego el cambio estd expresado por djw , definiendose
dix = L 4 (& .8 (11.3)
< ot
Ahora bien, el cambio (11-2) resulta de la variacidon de los
vectores unitarios. Si reemplazamos en (11.2) las cantidades

convencionales por los C.I. obtenemos
X |
2 & d” (haw) Sxb fan (11.4)

Si consideramos que un elemento de longitud ligado al origen,
estd cambiando de posicidn respecto a S, la variacidn de
se debe justamente a ese cambio. Recordando lo anterior ¥y

1as relaciones (8.2) y (8.8) se transforma en

- 21 -



* L
T T

donde generalizando la definicidn (11.3) se obtiene que

dirg = g;éf'nm (11.6)
at

viene a ser el tensor razon de deformacion del sistema local

mente geodésico respecto al sistema de referencia.

+ . 1
Podemos hacer la transformacidn al sistema 2 , resultando

i ¥
dye = X7 90X dwn (11.7)

it ax®
que coincide con D, definido por 7Z'elmanov. En ese sentido
D;y Vviene a ser el tensor de razén de deformacidon del siste-

ma 2 respecto al sistema localmente geodésico.

Si tenemos en cuenta que en un sistema de coordenadas, el e-

lemento de volumen dado por el paralelepipedo formado por los

vectores unitarios ey Ez v EE resulta

— _ Six By Sz
Vo= 80 -I:,E?zxg';} = \Eu Cay Ea;\ {Il'?}

gax €iy Ui,
gi tenemos en cuenta la matriz
Myw = €+ Ex (11,8)
la formula (11.7) se expresa como
V o= del (M) (11.9)

definiendo la velocidad de deformacién como



R = A dv (11:10)

e & R
gi consideramos el formalismo C.IL. en lag formulas (11.7) ¥

(11,9) se obtiene, si ademas tenemos en cuenta (8.2) y (8.8),

que h
v o b ¥k 1.11
I U (1 )
o sea que R=D. D es el escalar C.I. velocidad de deforma-

cidn del sistema de referencia respecto al §5.L.G. definido

por Z'elmanov.

Una aplicacidn del formalismo de 7'elmanov estd desarrollado

en €l apéndice I.



B, LA TEORIA UNITARIA DE LOS TENSORES NO SIMETRICOS

La Relatividad Genmeral trata del campo gravitatorio caracte-
rizado por el tensor mefrico .. ,» ¥ la conexidn afin [ps

(ambos simétricos) asi como por el tensor de curvatura Ry
definido por (l.25a). Estos elementos est3an sujetos a la re
lacidn (1.26) y a las ecuaciones de Finstein (1.27), En cier
to sentido podriamos afirmar que (1.26) v (1.27) son las e-

AL gL
cuaciones del campo gravitacional (%dﬁy |2¥) en Relatividad

ceneral.

- -~ - d
Einstein cred la Teoria generalizando los elementos Lag, ?ﬁ?
sin la restriccion de simetria, obtuvo para tales elementos
ciertas ecuaciones andlogas a (1.26) y (1.27) a partir de

cierto principio variacional.

En este capitulo haremos en resumen de la teoria unitaria
(T.U.) haciendo notar las cuestiones mids importantes que Sur

gen en éste.

En esta teoria,como en R.G, surge una conexion afin relacio-
nada con el desplazamiento infinitesimal, pero en ésta, como

hemos dicho, la conexidn afin no es simetrica.

Mostraremos la diferencia del papel que desempefian las canti

dades % y!' en R.G. y en 1la T.U.

Veremos, tambi&n, que aparecen nuevos tipos de invariancia.



12, LA CONEXION AFIN.

Sea ﬂ“,un vector contravariante en un punto P de coor-
denadas x*. Este vector si se considera em el punto de coor
denadas ¥:&{'tendra las componentes FSDE, De modo que la dife-
rencia entre las componentes serd D~ . SiDfes cero con res
pecto a un sistema de coordenadas, ésta debe ser cero en
cualquier sistema de coordenadas, esto se cumple si DA tie-

ne caracter tensorial.

Para que DA™ sea un tensor, suponiendolo de la forma

- o,
DA a2 L%%?-rﬁ"ﬂ?}dxr = #‘.,bp}c'lxp (12.1a)
se obtiene la ley de tarnsformacidn para el conjunto de va -

lores I i

2 f ,..;g\
X Y axP 9xd X" a2t ox 12.2
TR = D i gt axn ket axh { }

Debemos notar que en las relaciones (12.,1a) el indice de T,
que se contrae con Nv
mos con el guidn antes del indice d derivacidn en el corche-

te de la formula (l12.1a).

es el 1°, caracteristica que indicare

- - o +
En la formula (12.,1a) es evidente que Ajfles un tensor, 1in -
terpretada, por esto, como derivada covariante A%, mientras

que a DN se le denomina diferencial covariante.

Hay que notar, sin embargo, que podemos definir otro opere -

rador de caracter tensorial:

Aoy = 3T L AVTR (12,1b)

donde el guidn indica que A" se contrajo conm el 2° Indice

de r1.

Cabe anotar que (l12.1lb) es un operador no utilizado en la
Teoria Unitaria, sin embargo nosotros creemos que no se de-

be dejar de considerar.



Dado que la diferencial covariante, entendido como la varia-
cidn de un vector por un desplazamiento infinitesimal, esta
expresado por (2.la) definimos la derivada covariante de A"

resSpecto a la coordenada x' como

Mpo o= AT §-P) (12.1¢)

!

& ’
relegindose, de este modo, a A% {9} como una operacidon ma-

temAtica, que podria servir para construir expresiones inva-

riantes bajo transposicidn.

Considerando que la derivada covariante de un escalar es sim
plemente la derivada parcial de este escalar, y que la regla
de derivacidn covariante de un producto de tensores de cual-
quier tipo, es igual a la regla habitual de derivacidon se ob

tiene
(A s = {ﬂ?%-;ﬂ“rli)ﬁa 1 KA B (12.14d)

de donde resulta que:

AN ,rxn\';'l (12.1le)

.Ficnl,'r!- = Eax'ﬂ ! i

recordando como en la fdérmula (12.1b), que existe una opera-

cidn matemitica de cardcter tensorial, @sta es

Asjipy = QA% - A o (12.1F)

que se podria usar para construir’expresiones invariante ba-

a -

jo transposicion.

GCeneralizando las.definiciones (l12.le) ¥ (12.1f) para un ten

F b u"}l"fq"\. .
sor mixto Ag 4. .. Bn m veces contravariante y n veces co-

- 26 =



variante, definimos la derivada covariante de tal

to
BER, w0 v M
et B = a._ ,ll-lln r,.fﬁn
Aﬁ'."".ﬂpn J P a.ﬂp J|'3I1; F

By voop Mg o8, T, & T ™3
¥ E ’& 'p: ; ;’:n ' ’ Tﬁ‘?

y=13 . :
'__‘] By » gy Hn —
- = A U, o e i agp

tensor mii

(12.18)

Las propiedades de la conexidn afin son las siguientes:

£ Top  LaT%)

luego es tambien una conexidn afin.

ii) La parte simetrica de

S T |
iﬁf =y

&1

« Vya)

es también,

La parte antisimétrica de

A4 % .
o S E S RS E |
es un tensor.

oy R . x
iii) Si consideramos o

ria gravitacional.

e

Pk

definida por

conexidon afin.

definida por

Es de esperar entonces,

también se transforma con la ley (12.2)

(12: 3a)

(12.3b)

como simetrico se obtiene la teo

que sin es-

- = - -
ta restriccidon obtengamos la generalizacion del campo, es de

cir el campo unitario,

13. TENSOR DE CURVATURA,

Usando una circunferencia infinitesimal

27 =

(5"

X"-%.") con



centro en el punto de coordenadas x5 sobre el cual se des

plaza un vector contravariante A" se logra obtener

§ &A% = [-Tan, e Ton Tahe 1 (13.1a)

donde
6|ﬁ|“ = —*hﬁ' rﬁ'ﬂip Cl.KF

en la circunferencia.

Teniendo en cuenta que ¢§ﬂﬂ“ es una expresidn antisimétrica

obtenemos

§5A% = L[ -Thtiw+ Ve + Ui T - Tre Tan JAP9°06" (13.10)

M = . -
Entonces si suponemos que ¢ §\° es un tensor la expresion- en
tre corchetes en (13.1b) debe ser un tensor, definiendo asi

“
el tensor de curvatura R;ﬂ

% n Vi
R;EF - ﬂ:QP‘ T;ﬂf ’EH%'Tgp ' ﬂ$ Ve (13:2)

contrayendo con respecto a o se define el tensor de curva
P ¥y a

tura contraido Rpr:

W

0 0
Rps :TFQT' Tana - ﬂﬁ ﬂff SAPART (13.3)

14, TRANSFORMACION X .,

El espacio 4-dimensional, de acuerdo a esta teoria, es
t4 caracterizado por la conexidn afin (cuya restriccidn es
ia ley de transformacidn (12.2)), por el tensor metrico %.v »

y por el tensor de curvatura Rgpp »



gi » es una funcidn arbitraria de coordenadas ¥ A5 la de
rivada parcial de &sta con respecto a la coordenada x¥ ; po-

demos definir una nueva conexidn afin mediante la formula.

ey = (hye = 831 N (14.1)

¥

pudiendo comprobarse que

Rdpe (T) = R (D) (14.2)

Rap ) = RxelD) (14.3)

Las ecuaciones (14.2) ¥ (14.3) aseguran que bajo una trans -
formacidén de la forma (l4.1) llamada transformacion A, el ten
sor de curvatura no cambia. Vemos que una familia de ' tie
pen un mismo Rary 5 1o que indica que REEF no se obtiene de

an solo T s

15. INVARIANCIA DE TRANSPOSICION.

Uno de los problemas de la teoria unitaria es el hecho
que si U es una conexidn affn (cumple con la transformacidn

R

(12.2)5 V% {tf?ﬁ} también lo es. Esto significa que pode-

mos tener dos formas de desplazamientos paralelos.

Otro de los problemas es el temsor Jwy . Se puede ver que
gi A es un tensor, también lo son Sanh' y Ik, es decir Tua
es un tensor métrico. Vemos asi que surgen dos formas de ba
jar indices y dardn por lo tanto dos formas de producto esca

lar.

Por lo tanto podemos, exigiendo 1la invariancia del producto

-2‘3—



escalar de dos vectores en una traslacidon paralela, obtener

la relacidn entre % y T

Zepy = [ap ¥ %I’ﬁrufﬂ* = ?.m[‘rgfﬁ* =0 (15.1)

asi como relaciones de otros tipos debido a las dos formas
de definir desplazamiento infinitesimal, producto escalar Yy
la forma de subir o bajar indices. Sin embargo escogemos la

relacidn

Wap, v = Qup, ¥ - %mﬂT;; - gnﬁﬂff =0 (15.2)

por que cumple con la siguiente propiedad: Podemos cambiar
Qup poOr Sup ¥ 4. por Thw y la ecuacidn (15.2) permane
ce invariante si luego de hacer los cambios anteriores permu

tamos o porp al final.

La propiedad con que cumple (15.2) se define como invariancia
pajo transposicidn, cuyo significado fisico esta relacionado

con el siguiente hecho:

o = - =
El tensor ¥ I-!'quuf: caracteriza el campo electromagnetico en la

treoria clisica tiene el siguiente comportamiento:

& L= 1 - - -
Si F°® s la solucidn del sistema de ecuaciones del campo e~

lectromagnéetico

|

%8 T (15.3a)

l""i:l

i =
o (15.3b)

Fup; ® + Ypr,e + Fro;p =

para una distribucidn de cargas: F¥F es la solucidn del

sistema de ecuaciones (15.3a) y (15.3b) si se cambian el signo

_Eﬂ_



de las cargas en la distribucidn anterior.

Veamos, entonces, =i consideramos que A v B son cantidades

con dos indices notoriamente apareados y que representan el
campo unitario, debido a una distribucidén de materia y que
la combinacién de éstas nos da P que tambi&n representa el

campo unitario, es decir

«b . pUP (A3 (15.42)

Y

Si cambiamos A por A y B por B, equivaldria a cambiar las
cargas por sus opuestas. Por otra parte como P representa
también el campo unitario, el cambio de cargas poTr Sus Opuesg
tas equivale a cambiar P por P, es decir que deberia cumplir

se que

per = pEMA(R 3 (15.4h)

El significado fisico de la invariancia bajo transposicion en
el hecho fisico anterior supiere el siguiente postulado: 15.A.
Las ecuaciones del campo deben ser invariantes bajo transpo~

PR
S1lClLOn.

Vemos que R no es invariante bajo transposicion si se expre-
sa en funcidn de T, luego, de acuerdo al postulado 15.A de
bemos expresarla de otra forma, para esto definimos las can-

tidades

U;T = 'I'_"I:‘P = 'I_Irl.“l' l_r:l-rw:i (15.53]

1 o .
Se puede demostrar que U.p es una conexidn afin,

De la férmula (15.5a) se llega a



Moy = Use = § Uph &% (15.5b)

Expresando el tensor de curvatura en funcion de U resulta

Sap = Uds,p - USy Ufs +% UpURg (15.6)
que es invariante bajo transposicidn.

La transformacién » para U se logra reemplazando | de (14.1)

por U. Asi se tiene
AUJ% = Uy + ¢ ﬁt b 5% N, ) (15.7)

Puede comprobarse que

Sap (2U) = S«p (V) (15.8)

De tal manera que Sxp(u) cumple con la invariancia bajo trans
posicidén y la invariancia respecto a la transformacién A .
Luego U debe ser el elemento mids apropiado que representa al

coupe i icavie.

El hecho interesante en la transformacién (15.7) es que &ste
jndica la creacidén de un campo antisimétrico (en lo que res-
pecta a su representacidn) que no influye en la curvatura del

espacio.

Si aceptamos que la parte antisimétrica de U depende del cam
po electromagnético (15.7) significa la creacidn de cierto

campo electromagnético que no cambia la curvatura del espacio.



16, PRINCIPIO VARIACIONAL Y ECUACIONES DEL CAMPO,

Einsten introduce la densidad escalar

H = 84854 (16.1)
donde %*® es una densidad tensorial que se transforma bajo la
regla

p o ARV awe® gndEx (16.2)

E T A Esf & 143&"“\

Si definimos la integral volumetrica 4-dimensional

I o= [HdT (16.3)

dada las propiedades de H y dr , es evidente que J es inva-
riante bajo la transformacién » , e invariante bajo la tans-
posicion.

De modo que las ecuaciones derivadas por la variacidn de
serdn invariantes con respecto a la transformacidn de coorde
nadas, a la transformacidon A , y (si usamos 8 y Ufs) bajo

transposicidn.,

La variacion de H con respecto a 5 ¥ U 1llega a expresarse
como

Bt e (16.4a)

&}, = Sap 6 8*F - R*Pp SUT, (8

donde

sﬁi’h = Uu;:;é.;q = UDT'FUE[‘. \ ﬂj U'!(T:"\ "\_',!;E._[’.- (lﬁt'ﬁb)
"

R® = 8%y + af® (U - 5 U §%) + 87 (U -Luleds)  (16.4¢)

Hay que notar que ({ no tienme relacidn con el tensor de cur-

vatura.

Si usamos el principio variacional con respecto a la integral

{16.3) resulta



43 = 1[5':\[553“&—&“?’(:5%?;}3‘?’ (16.5)

De la igualdad (16.5) , teniendo en cuenta (16:4) y la varia
cidn independiente de gmy Ui, , obtenemos las ecuaciones del

campo
S'ﬁ'\f&. ) & (lﬁ.ﬁﬂ}

-}:.-!"J'. . & (1EtﬁhJ

Y

Cabe anotar que (l6.6a) y (l6.5b) son ecuaciones semejantes

a (1.27) v (1.26) de la teoria de la R.G. respectivamente.

La invariancia deJ bajo el cambio infinitesimal de coordena-

das dada por

15 of -
oX” - LT, g;ﬁ

G u;_“ - 5% - £%8 (16.7)

IEs o 1

y usando el hecho que para este cambio se tiene

§RAB . (QUP _yNBY = 3”@} a Qe - GPLE s R S ] (16.8a)

i g

Moo % A R 4
0% =0 = B Use £ - Ug..;“ﬂ ~\W3p ek "%w--‘“‘: ] (1€.8b)
que son cambios de 8 y Ug: para el mismo punto, nos lleva a
4 identidades que corresponden a las identidades de Bianchi

en R.G.

La invariancia de la integral J con respecto a la transfor-
macidn infinitesimal } nos lleva a una quinta identidad (A-

péndice ITI)

R =0 (16.7)



Por simple computo, de (16 4c) llegamos a

juego si se cumplen las ecuaciones del campo, de (l6-10) se

obtiene

g‘ﬁtﬁ;ﬂ“ - o (15111}

17. INTERPRETACION FISICA.

Einsten asigna un tensor 3 a la densidad tensorial 9 de mo-

do que
QF = gra\[g i

donde ¢ es el determinante de una métrica Y,sdefinida por

la ecuacion

-

Qun 8°% = 6% (17+2)
de manera que resulta

Qe . QBT (17-3)
a partir de Sygse construye

Oaps = Sup, ¢ 4 gﬁpﬁx « Quu, b (17.4)

nooEn a 5 ‘
y a ﬂﬁf%'l ﬂﬂqﬁ@ 1a relaciona con la densidad de corriente.

Puede verse que la divergencia de (L" es nula.

La Ley de la Divergencia y la Ley de la Conservacidon de la
Energia.—- Si Sqﬁﬂyﬁyﬁjﬂ, como M es invariante bajo una

transformacidn del tipo (16.7), teniendo en cuenta (16.4) se



obtiene

(R°" a0da)p =0 (175 )

para cualquier transformacidn, usaremos la transformacion
(16 7) resultando, si consideramos § constante y arbitrario,

las ecuacieones
o {= Tt ¥
Eoam = W (17.8 )

que pueden interpretarse como la ley de conservacion de la

energia.

18, TENSOR METRICO NO SIMETRICO.

8i consideramos el tensor métrico %,., el producto esca-
N %
lar de los vectores contravariantes de componentes Ayl res-

pectivamente, que denotaremos por A.K , serd

AB = Ni,p gh 1Ra1)

entonces

Gih o= BY Jep A7 (168.2)

Las ecuaciones (18.1) v (18.2) pueden expresarse mas facil -
mente si definimos la forma de bajar Indices. Para hacer esto

LA

i + a Il
llamaremos ©',a la matriz inversa y transpuesta de '4., Es de

cir resolviende la ecuacion

Cuton o 4 (18-3)

que se logra si el determinante de " es no nulo, definimos

la cantidad %" como

Q."‘I.R - %ﬂfﬁL {IBIIF}



Einsten define mediante (18.4) el tensor méetrico contrava-

riante. Se puede demostrar, entonces el siguiente teorema:
18-A, Si gqpes un tensor de orden 2 covariante, la matriz
‘?Eq es un tensor de orden 2 contravariante. Ver demostra-
cién en el apéndice III,

Luego 8%%" es un tensor y se cumple

N 9. = 8% (18.5)

Sabemos que si 3 (determinante de TP ) es no nulo, existe

inversa y es unico, de modo que

g e %‘. = "‘_ Wy {'-_5,_..‘ = (18-6&)
es decir

" %up = SV 8 * ds (18 6h)

19, DEFINICION DE LA TORMA DE SUBIR Y BAJAR INDICES.

Si tenemos un tensor covariante, a partir de éste pue

de definirse dos tensores contravariantes:
LS8 3 I LY i
A = M hn {19.1a)

hkﬁﬂ

1t

:;Elhl. I"-'ﬂn,t (19-1b}

donde (p) indica que se usd el primer indice de v para la
contracidn con el indice de My ; mientras que () indica que
se empled el 2°para la contracidén con el iIndice de hy . Sin
embargo A“™ no es independiente de AY¥"7; estd relacionado me

diante el tensor métrico, por la fdrmula



ﬁunm: gu&;%rvhwﬁ (19.2)

Una fdérmula similar a (19.,2) tienme lugar para tensores de

orden mayor.

-

Asi, podemos usar solo una de las formas (19.1a) o (19.lb)
para subir indices. Escogemos la forma (19.la) es decir de-

finimos

,&.ﬂ =1 g“?hw (19'33}

Prescindimos del punto, puesto que hemos eliminado la dupli-

cidad de la operacidn vy no hay lugar a confusion.

Habiendo definido 1la forma de subir indices, automaticamente
para conservar la biunicidad entre A", Axse deriva la forma

de bajar indices

Ax = Ban A" (19.3b)

Es decir, de (19 34 y (19 3b) concluimos que se sube un in-
dice usando el 1°indice de gmpara la contraccidn, y se baja

un indice usando el 2°indice de 3« para la contraccidn.

= = oy, S
Por ejemplo. Tenemos un tensor mixto My 'sw n veces contrava -
riante y m veces covariante, usando las definiciones (19-.3a)
y (19.3a) podemos bajar el j-ésimo indice contravariante V¥

subir el k-ésimo indice covariante mediante la fdormula

5

A, Ky > e B n . PN Lo T e TP St
B J.rﬂn{ﬂh a PPty sy Pragryfim T 837 A ’ fingen Pomodfer desf ot Elq "‘{’}

donde el punto indica el indice que se subid o bajo.

Cabe advertir, sin embargo, que usaremos la férmula (19.1b)
para construir cantidades invariantes bajo transposicidn en
ciertos casos, en tales casos empleamos los signos Up), (M) pa

ra especificar la operacidn usada. Por ejemplo si nos plan-



teamos obtener un tensor contravariante a partir de un ten -
sor covariante de 2°orden mediante una operacidn invariante

bajo transposicidon operamos de la siguiente manera:
llblbd.}{ﬂ-‘.l - g:_:flﬂ.l.ﬁll'lh“li (lq -5&}

ﬁLKI'ﬁL [E} o grw'\ H:'I'.'fi]"rr (19 oﬁhj

20, TRAYECTORIA DE UNA PARTICULA EN EL CAMPO UNITARIO.

Uno de los principales problemas que surgen en la T.U.

es la trayectoria de una particula.

El paso natural seria la generalizacidn de la ecuacibn

2 4 i ; :
da' , T dxt dgP - o (20.1)
2 = ] e

(ecuacidon de una particula en el campo gravitatorieo) y con-
siderar ahora Ii% no simétrice, sin embargo , en la ecuacidn

L

(20 1) sélo interesa Y, , debido a la simetria de d'h®, Es
por esto que no se logra la ecuacidn de la particula en el
campo unitario por simple generalizacion de la ecuacion (20

1),

Queda asi abierto el problema de plantear la ecuacidn de la

trayectoria de una particula en el campo unitario.



cC. ANALISIS C.I. DE LA TEORIA UNITARIA DE LOS TEN-

SORES NO SIMETRICOS.

En este capitulo estudiaremos la T.U. de Einstein mediante un
formalismo semejante al creado por 7'elmanov para estudiar la

R.G. desde el punto de vista C.TI.

Semejantemente a lo que hizo Z'elmanov, construiremos canti-
dades y operadores C.I. en base a las cantidades 4-dimensio-
nales de caracter no-simétricos, Trataremos de interpretar

esas cantidades en base a términos clasicos.

Finalmente escribiremos las ecuaciones del campo unitario en
base al formalismo creado y haremos notar los limites que se
derivan de considerar las cantidades de caracter simétricos
v obtendremos las ecuaciones del campo electromagnetico sin

cargas en forma vectorial.

21, TENSORES C.I. EN LA TEORIA UNITARIA.

(Descomposicidn Parcial Espacio-Tiempo)

Sea 0% un tensor contravariante de 1° orden en el sistema de
referencia % con coordenadas x® . Similarmente a la formu=
1a (1.4) de la R.G. podemos definir el tensor tridimensional

c.I. de 1° orden *Q",

™ = g™ (21.1a)
y el escalar C.I. mediante la formula
ge - 2ael (21.1b)
\J"_gua



-

(21.1a) y (21.1b) se pueden considerar como

de Q% mediante una matriz [‘."F_-,
-K&ﬂi. I Cucpl‘:i."..

’H.D."R

Las cantidades

- . 1
tes en un espacio no holonomo parcialmente descompuesto [RDJi

la transformacion

(21.2)

son tensores 4-dimensionales coentravarian

pero G es un tensor C.I. 3~dimensional contravariante ¥
¥} es un escalar C.I. 3-dimensional.
La matriz C% (21.2) tiene la forma
ﬁ;}_ql 0 (b] D
cx LI S
" Boofgn 0 4 o (21.3a)
SahTe O v

donde el indice superior indica la columna y el indice infe-

rior la fila.

La matriz L% tiene su determinante L e @ J diferon
te de cero si suponemos que , por lo tanto, en este
caso, tiene inversa y es unica, siendo @&sta
] 1fff? G o 0 1
o n
PEE S S-E (21.3b)
Coes 1 ,
- | -Hzolf.ub_a'o b | i
1 -$ 25/ ".fhﬁ.'.r-:.- o 5
cuya determinante [ || %! = Hﬁ:: ) es no nula.

il e e

[eh!

cio donde %u =1, 8ne= y

Por espacio no holdnomo descompuesto entendemos al espa

los operadores de derivacion

parcial no son conmutativos.

41

1
]



Mediante la matriz (21.3b) podemos transformar los 4 tensores
covariantes Y« en tres tensores igualmente covariantes pero

c.I. para este fin definimos
Qo = @03 (21.4)

Las cantidades “aw son tensores 4-dimensionales covariantes

en S.D. Sin embargo Q"

MW = Qw - @ b3y (21,5a)
es un tensor C.I. 3-dimensiomnal vy

Who = 2. (21.5b)
es un escalar C.I1. 3-dimensional.

Utilizando la convencidn (19.3a), (18,.3b) v teniendo en cuen

ta las notaciones (19.1a) y (19.1b) podemos escribir

Wl Be0. o e = S
Y oou VR
. 8i no hubiésemos usado las formulas (19.3a) v (19.3b) para

subir y bajar indices entonces habriamos tenido que conside-

rar
Ao = Qi) . ¥t - Q)
Vins' ) Viau

En la R.G. Qs (definido en (21.5b)) coincide con ‘Q° (defini

do en (21.1la)).

Generalizando (21.2) y (21.4) podemos, 2 partir de un tensor

4

- A PRy 418 & & ] I}
mixte Q@7 Prienydn o definir tensores C.I., 3-dimensionales me-

diante la formula



X1, e

Gy ol -'1 ] n o = tg ey
‘1;} =0 11,.,.,._,!511: {:F1-"EFF-L;1-"L%;“-. Qr' : g1, snedn {21-6)

22, TENSOR METRICO EN EL ESPACIO NO HOLONOMO PARCIALMENTE

DESCOMPUESTO (S.D.)

Teniendo en cuenta la fdérmula (21.6) aplicada al tensor métri

co podemos obtener sus componentes en el espacio 5.D. :

1. ".ﬂr1 =2M2 '1"'|'_.

¥ 5 | ¥
gm | o b
n

(22.1)

donde hemos definido las cantidades C.I. mediante las formu-

las
T = S0 (22.2a)
Va0
hswm ~Srw i;:“fﬁ (22.2b)
Asimismo podemos transformar QP , resultando
! 1 -1H'"I.|-I-n Ehﬁh“-‘r- -2 I‘\IMTT'IT;
|| o
wgtfh = ( i 22.3
g ; g | ( )
| © :
donde W (=-"), se vincula a ;- mediante la relacion
'I'v.“":'l.n».. =2 W i - I"ii (22.4)

que es semejante a (10.6b) (para el formalismo de la T.U.).

Puede demostrarse (Apéndice IV)) que si ¢ y V. son los de-

. Wt 3 .
rerminantes de %' v NT% respectivamente, estos cumplen con



la relacidn

?3 = iy S..:.,q " {22:5}

Hay que notar en (22.1) y (22.3) el papel importante que juge
ga Tm. Es el elemento de interaccidon que vincula el espa-
cio 3-dimensional y el temporal, impidiendo su completa des~-

composicidn.

Una de las consecuencias del tensor Im es el hecho que "0+,
donde M* y™. estln dados por las formulas (21.1b) v (21.5b)

relaciondndose entre ellos mediante la fdormula
Qo = "Q° 4 PTu QY . (22.6)

En la relacion (22.6) hemos considerado las convenciones

(19.3a) y (19.3b).

Podemos obtener tambi&n la relacidn entre A"y ¥ Qe

EGT""I

= -h""Qn . (22.6b)

Precisamente la relacién (22.6b) muestra el cardcter 3-dimen
sional del sistema S.D., y es una de las razones por la que

escogimos la matriz de transformacidon de la forma (21.3a)

23, DEFINICION DE SUBIR Y BAJAR INDICES DE UN TENSOR 3-DIMEN

SIONAL C.I.

Si tenemos un tensor 3-dimensional C.I. A~ en forma semejan
te a (19.1a) y (19.1b) tenemos dos operaciones para gbtener

tensores contravariantes!



B e BN A (23.1a)

M BTN (23.1b)

la convencidn de signos (7)) y ) es el mismo que se ha usa

do en (19.1a) y (19.1B).

A partir de la formula (22.4) se puede demostrar que ALYy A

- - -
estin relacionados por la ecuacion

K™ = W™ hem A7) (23.2)

que es similar a (19.2). De modo que sdlo podemos usar una

de las formas (23.la) v (23.1b) para subir iIndices sin per -

der informacion. Escogemos por analogia con (19.3a) la for
ma

AR = W AL (23.3a)
es decir usando el 1° indice de h" para contraer con el in

dice de An.

Automaticamente, por la biunivicidad entre AV o ey queda la

forma de bajar indices.
R T A (23.3b)

que es semejante a (19.3b). Nétese que se usa el segundo in

dice para contraer con el indice de A" .

5i tenemos el tensor mixto m veces contravariante y n veces

Tigee s Tan s
covariante A t,...,5, Ppodemos usar las formulas (23.3a) vy



(23.3b) para bajar el j-Esimo indice y subir el k-8simo 'Inddi

ce contravariante mediante la fdrmula.

Mooy ey = Txayseiy ¥ q o 1 Fr, e, e, U T 0 T .
A s T i ot Sty e S,y BT h LFU A f Gngrsy! 1% L pdakth T (? 3.4)
que es semejante a (19.4) y la convencidn de los puntos es la -~

misma que es la usada por esa férmula.

Hay que recordar, sin embargo, que en algunas oportunidades
usaremos las operaciones (23.la) ¥y (23.1b) para construir e-

lementos invariantes bajo transposicidn.

24, INTERVALOS TEMPORAL Y ESPACTIAL Y OPERADORES DE Dgﬂ1?ﬂ—.1_

CION EN EL ESPACIO 5.D.

Partiendo del vector contravariante dx° , usaremos la fdrmu

1a (21.2) v obtenemos

dxy = dx° (24.1a)

P N

dxj = 3“ dx™ (24.1b)

Usando estas cantidades podemos expresar el intervalo 4-dimen

sional ( ds5° = Rap B%uF) como
Ae® a L“W¢1_ du5 oaedy T Jdxl (24.2a)

donde se han tenido en cuenta las definiciones, semejantes a

135 dE R-IG-
a7 = 'H%:d“ (24.2b)



dll‘{ i ll."l._'|"|-'j-< dx"™ {2-{#.2‘:)

d difiere del elemento semejante en R.G. por el hecho
que Tvw = Tw /yi., debido a la simetria de dxd dx es se-

mejante al elemento de lengitud de la R.G, difiriendo como en

el caso de dr , debido a que Ia:".

Asimismo la relacién (24.2a) se convierte en una igual (l.11)
(es decir se logra la descomposicién completa del espacio-

tiempo)si Tn: 0,

8 . ) . »
La derivacién parcial escrita como Q

Y es un tensor. de
iy

modo que podemos usar las formulas (21.5a) y (21.5b) y obte-

nemos la transformacion

(24.3a)

J

. — o
A R

(24.3h)

2 RavA
%
L]
o

que son semejantes a (5.1) y (5.2) de la R.G. e iguales si
T, =0 . Definimos asi, mediante (24.3a) y (24.3b) los o

peradores de derivacidn parcial C.I. en el espacio S.D.

5i hubiésemos escogido la otra forma de subir y bajar indi-
ces habriamos obtenido un operador de derivacidn parcial dis
tinto a (24.3a), pero relacionado con &1, puesto que las dos

formas de subir o bajar Indices no son independientes.



25, CONEXION AFIN EN EL ESPACIO 5.D.

Antes de transformar la conexidn afin | , del espacio
unitario al espacio S5.D. (por. analogia con R.G., es decir los
elementos cldsicos, como veremos mas tarde) la definicion de

54 gantidades C.I. 27 de ellas con las cantidades tensoriales

3-dimensionales.

o éi@: (25.1a)
¥ =z -«® ~L1=_-.=1"§ LR L . (25.1b)
@ = ¢ T /9.0 (25.1¢)
GA™ = -c 8M T M9 (25.14d)
L RIS IR A A A PR A Ve e (25.1e)

Estos elementos definidos nos serviran mds tarde como elemen

tos semejantes a los té&rminos clasicos.

Las otras 27 cantidades es C.I1. forman la conexion afin 3-

dimensional

L 0 I'l:-:é\.:ln'* _..I"l. ";.“ - )

ﬁ:l.l. = Elzllzl_ - f_\_ ™ o Ilu:': L‘J ¢ i ﬂ'_f" ‘n‘bﬁt ) (25 L] 2 J
i 8. Qoo

Se puede demostrar que la ley de transformacion de AL, para

el cambio de coordenadas (1.2) estd@ dado por la formula



) 2 WL
Ade = &5 B dxr dxt , 3xT . A (25.3 )
At REPTLL e E?{'nax‘“ At

por eso la llamaremos conexidn afin 3-dimensional.

Veremos ahora la transformacidn de )\ al espacio §.D. Par-
timos de la parte antisimétrica (definida por fes g Vi- ) que
forma un tensor de 3° orden. Mediante la fdrmula (21.6) po

demos obtener la transformaciodon de ™ , resultando las canti

dades tensoriales C.I. 3-dimensionales

Y2 e = EBa ¥ T CERY W (25.4a)
Wi s Ne 0 (25.4b)
role = - (EmEt (25.4¢)
e B s o e (25.4d)
Fev = Tew v LERIx (25.4e)
e = D (25.4F)

!
Ahora si tomamos en cuenta la parte simétrica del (fl-%¥7" )

que es una conexidn afin, y tenemos en cuenta la transforma-

cidon para Thi (12.2), haciendo los reemplazos
W 5 &
‘g.:.l.la por Cﬂ (25.5a)



5, CFid
%&ﬁ iy (25.5b)

donde C estd dada por (21.3a), resulta
i
i A

2
¥ X ey %" e ) ¢
T‘ﬂ} = Ty C- C‘a‘ cx o+ = { gx:&ﬁ* - _?ﬁxjﬂ!ﬂj Cy (25.6)

De acuerdo a la férmula (25.6) tenemos que la transformacion

al espacio S.D, de Tﬂg produce

#pma L]

o = Tp (25.7a)
ui

“1h -2 (25.7b)

(25.7¢)

WY —%L?+ Ta bAY" _ ET (25.74)
N 22 2 ot 2e*

WO R s = TN, ™ 4 (BRS¢ (em" T, (25.7e)

W s = WL A (25.7f)

En las formulas (25.7a), (25.7d) y (25.7e) se han usado las

ecuaciones del campo (15.2) implicadas con los elementos.

Si a partir de las 16 cantidades S«p Se usa una transforma



eidén para obtener 12 cantidades gue representan al tensor in e
trico, es decir, se han fijado 4 valores (en nuestro caso

G =1 ,%0= %) . Estos & valores conocidos nos pronorcionan
16 relaciones para obtenidas de reemplazar Q&8a:0
1as ecuaciones del campo (15.2) es decir en el nuevo sigtema
s5lo tendremos 48 (64-16) valores independientes parva la co-

- - -
nexion afin.

Nosostros hemos definido 54 cantidades relacionadeos con la
conexion afin. Sin embargo podemos obtener 6 relaciones en

tre esas cantidades!:

3 2 = Eod 25
YRUAE T wed i e r“ ez R
NE [ _ oz A E‘f
‘a‘_'-;}T B '.at,'él" - = AxT (25.8b)
donde
¥ s B A0 s [ 20EA L (A Je Ty (25.9a)
N EAYEY ¢ (AT 4 BT 4 1Y (25.9b)

Vemos que T ¥y /" se identifican en cada punto mediante pro
cesos de derivacidn, logridndose 6 cantidades que a Su ves Sir
ven para tomar las 6 relaciones (25.9a) ¥y (25.9b) entre los
elementos C.I. pero " v/ tienen valores conocidos en hase
a la matriz C., gque Se suponen conocida para crear el nuevo

formalismo®

Fae o S5 (dmoo - S0 | Smo Row (25.104)
Y 2 ? %00



Bow = Lo {?:1-.1:-“; ~Snam 4 Doy 2o '-,_g_nﬁ'.h g 4 A ?‘n?"i'. ST N ) (25.10b)
"zll'lgnl:l- %gn cﬂnu

Vemos pues, en las dos ecuaciones anteriores que P v A
estan en funcidn de 3x0 y %op que pueden obtenmerse de la ma

triz conocida.

(25.9a) y (25.9b) resulta de expresar 5« " en (25.10a)
y (25.10b) en funcidn de "y % usando las ecuaciones del

campo (15.2).

Hay que notar que Fm_yﬁw“ por su definicion (25.8a) y (25.8b)
son semejantes af yA" definidos por Z'elmanov (1l.l4a) y (1.14b)
e interpretadas como aceleracion con signo negative y velo-
cidad angular, respectivamente del sistema de referencia res

pecto a cierto sistema localmente geodésico.

(LY

F™ oy A™ coinciden con F™ y N de Z'elmanov cuando 1. ©

:'.'.III Y.%l:‘:"-

26. ECUACIONES DEL CAMPO OUE RELACIONAN LA METRICA CON LA

CONEXION AFIN.

Escribiremos las ecuaciones del campo que relacionan la mé-

trica con la conexidn afin (15.2) de manera C.I. Cabe espe
rar que estas ecuaciones den la relacidn entre W 1" de |un
lado (cantidades obtenidas de %*") vy ﬂﬁﬂuﬁfﬂuw”t@m"‘de otro

lado (cantidades obtenidas de T.y ):



3 05 . g B2 be o ToEY oy, R° (26.1a)

ﬂ .
%ﬂi‘“ — "% [{L"n'}j'h ".l".-"-.-j-.,"] . I":i.\" L[:'lih‘ﬁ-l" Lt__.-.-.Jl'lu
s Tex 4 (ERea/a + To Ui (BN Ex 1 0 T B (26.1b)
gjﬁ“ = LM - (Emer) whaLEBMST 4 A" 1 —2Ts e (26.1c)
R
a*.!l_";"' - ﬁ?u lhi!'i-“r—l'h'”‘_l lhv..-.-. - Ell'-u:'h}.‘!‘. _{"'-';.:'-1 L& (26‘16}

ax

Las ecuaciones del campo (15.2) que tiemen los elementos %«
han sido usadas en las relaciones (25.7a), (25.7d) v

(25.7e), de modo que dichas relaciones no son simplemente i-

dentidades, en realidad son las ecuaciones del campo emplea-

dos en elementos de la matriz ¢ que se suponen conocidas.

Las 48 ecuaciones del campo (15.2) no usadas en las relacio-
nes (25.7a), (25.7d) v (25.7e) son representadas en el siste-

ma S.D. por el grupo de relaciones (26.1).

Es interesante notar que las ecuaciones (26.1lc) es semejante
a la relacidn que Z'elmanov deduce para D" (=1 . W) (21.1l¢)

. . X -
se convierte en (1.19¢c) si Sap o | son sim@tricos.



AdemAs la ecuacidn (26.1d) es semejante a la relacion
obtenidas por Z'elmanov convirtiéndose en ésta si

son simétricos.

27. DERIVADA COVARIANTE C.I. EN LA TEORIA UNITARIA.

Tenemos la derivada covariante de un tensor 0% p dada

por la formula (12.1lc)y es un tensor. Empleando la transfor
macion dada por la matriz (21.4) al tensor @ obtenemos’
(05 = 28 4 QA (27.1a)

*

Asumiendo que la derivada covariante de un escalar 3-dimen-
sional es una derivada parcial C.I. y que para la derivacion
covariante del producto de dos tensores es igual que en R.G.
es decir

2. (A"AmY = A Ve (NT) 4 A7 YTk Ave {(27.2a)

e (Ahe) = & (7 A (27.2b)

[

se llega a la definicidn de la derivada covariante de un ten

sor covariante C.I.
{vf-[*m"") = ‘?\ITPH _ ﬁ{.;ﬂﬂ.n\u (Z?tlh‘)

Podemos generalizar las definiciones (27.l1la) y (27.1b) y de-
finir la derivada covariante de un tensor C.I. m veces contra
variante v n veces covariante mediante la foérmula

{TY E1 operador derivada covariante C.I. con respecto a la

coordenada k, se indicara antecediendo al operando el
signo s o precediendolo al signo "V .



X i1,.1.lriﬂ1 = Wl il,--; Len
V. G Ka, ek = _%—I_ Q e e, b
G

' Yty i]." '*_fLJ.'l"r"ri'"“ i
. s pma: R
T\
iy “_-_,'i'.'ﬁ ¥
-i‘st'iﬁ ! B, BT T, g, ke ;'rj.,l,TlL €27+3)

Ademds del tensor (27.la), siguiendo el método ya discutido

para un tensor, podemos definir a partir de
T T Y™ P
1'\.,"‘_3) = e /1.,#?00 (27.4a)

que puede expresarse tambi@n como

P S o i 1 iy o m
qe) = 98T, 8% (Twe - Smeleoy | TQ%Tg (27.4b)
o fioo Goo Yoo

Que puede ser llamada la derivada covariante temporal de un

tensor, covariante porque es el resultado de la transforma =
.- . 3 o

cidn mediante la matriz C % del temsor ' 3 (aue es 1n de

rivada covariante de 4~ ),

.‘.:"'rl [ -
Evidentemente 2&; es un tensor 3-dimensional, pero es simple

mente de una derivada temporal parcial de " {(no se ha obhte

Sl

nido de una derivada covariante como es el caso de YL 0,
Clasicamente el caso es semejante a este, pero 7'elmanov no

definid derivada temporal covariante.



28. RELACION ENTRE LA HOLONOMICIDAD DEL ESPACIO Y LAS

CANTIDADES

Z'elmanov relaciona la holonomicidad del espacio descompues~—
to es decir dxj, dx} son diferenciales exactas con la posi-

o | =1
pilidad de poder encontrar un sistema ' tal que 3oo:'

i

de modo que el intervalo 4{-dimensional puede escribirse como

(1.11).

En la teorfa unitaria podemos enunciar el siguiente teorema,

relacionado con la holonomicidad del espacio.

28=A. TEOREMA: La condieién
F* =0 , A™"=zo (28.1)
en una regifn 4-dimensional ¥ , es necesaria y suficiente

para la posibilidad de encontrar un sistema mediante una

. A
transformacion de la forma

K||:| = x|0|:'.';i'lr xi‘l {J', _(:_J (25-2)

Qov =4 , Qma =0 Jom -2 Ta (28.3)
en la regidm %' (transformada de Y )
DEMOSTRACION:
i) Condicidn necesaria.- Si obtenemos una transformacion de

la forma (28.2) para los cuales se cumple (28.3), reempla
zando estas en las definiciones (25.8a) y (25-8b) se logra

eliminarlas, es decir se cumple (28.1) en & ., Debido al



L ail

caracter tensorial de F y

cualquier sistema.

/

'\mﬁ.

estos seran nulos  en

ii) Condicidon suficiente. Si se cumple (28.1) entonces tene

mos

=¥ ¢ L
NS -

LB Ay RS

¥ < v 2

> e
SieSe T e

De (28.4a) y (28.4b) podemos decir que la matriz C °

(28.4)

{zv e

dada

la ecuacidon (21.3a) representa una transformacidn de coorde-

nadas comiin a un espacio holdnomo, es decir podemos conside-

rari
E'I - ;-."R.In-
£ F
CJ? " j\m
oK
donde
Bx® o AR
ST
T . &
r-..'_'g‘ .

de modo que transformando el tensor métrico se¢ obtiene (28.

E« Qs Qs

e Vi

ETe 4}

(28.5a)

(28.5b)

(28.06a)

(28.6h)

La holonomicidad del espacio es idéntica a la definida por

Z'elmanov (teorema lA) cuando Tm=0.

57 =

'_j



29. TENSOR DE CURVATURA C.I. EN LA TEORIA UNITARIA.

Usando la definiciodon de derivada covariante (26.9), po-

demos obtener las siguientes relaciones.

L"‘%’;g-“\?mm = %— My & 8L o4 2 “Vn Lﬂ:{&-'l R § TR fal 1 W (29.1)

and

donde se ha tenido en cuenta la definicién
™~ . L] ] " ™ ¥ W i
Hi_l:'j = 'a_ &-Lj M a__._._ IEI.“n: _ﬂ.m‘;ﬂ[x 1.ﬂimﬁﬂg'_.' (29 |2)
- ::‘:u:“ ?H.r
. . o R
semejante a (1.12) en la que se tiene §,v y Tay como simétri-

cCo.

Hopeg ™ viene a jugar el papel de tensor de curvatura C.TI.

pudiendo definirse el tensor de curvatura contraido, como

Hiv & - Wudh (29.5)

Cabe anotar que cuando 9. y Tss sSon simétricos la expresién
(29.1), coincide exactamente con la formula (1.21) de la teo

ria clasica (R.G.).

30. SISTEMA LOCALMENTE GEODESICO: CAMPO GRAVITACIONAL NULO.

- - - - -
De acuerdo a la teorla unitaria es logico suponer que
- - - - - - -
el campo gravitaclonal esta relaclonado con la parte simetri
ca de | , ¥y el campo electromagnetico con la parte antisimé
trica de U . S8i queremos identificar el campo electromagng

tico es conveniente, entonces, anular la parte simétrica de



Sin embargo podemos (mediante un camhio de coordenadas) anu-
lar en el punto M, la parte simétrica de T . FEn este siste-
ma de coordenadas, al que llamaremos localmente geodésico

(') debemos tener, entonces, el campo electromagnético puro
en el punto M. Al sistema de referencia original lo designa

mos por I .

- I &
Escogemos el sistema de coordenadas I mediante la transforma

cidn a partir del sistema de referencia.

le - X”I _.k.l':l‘ - |I ]I.L_:"F-._ L:"-“ T:-«}Iﬂl‘{r ‘fl‘ln-'-‘h [:3”'1)

donde X%n son las coordenadas en el sistema > del punto M
arbitrario pero fijo; x* son las coordenadas de un punto

cualquiera en el sistema £ , «xY son las coordenadas del

. o
mismo punto respecto a ¥ .

De la formula (30.1) se obtiene:

L

o of

L I (30.2)

K

,

a EWN - yv
r\ﬂ:\‘:arﬁjﬂ = t E'FIM' {‘a‘ﬂig}
En el sistema de coordenadas se puede obtener quec
(Pax)a = © _ (30.4)

como la parte antisimétrica de T es un tensor resulta impo-

sible eliminarlo mediante un cambio de coordenadas.



31. IDENTIFICACION DE LOS ELEMENTOS CLASICOS EN LA TEORIA

UNITARIA.

a) Intensidad de campo eléctrico y gravitacional.- Las
cantidades F™ (definidas por (24.5a) en la R.G.) tienen el
significado fisico de intemsidad de campo gravitacional; es
de esperar que " (generalizacidn de F™) sea la intensidad

(tipo intensidad de campo el&ctrico) del campo unitario.

Para identificar los elementos los elementos extragravitacip
nales, usaremos la transformacidn al sistema ¥ (30.1) en el
que se anula localmente el campo gravitacional. Debemos ob-
tener, entonces, la intensidad del campo eléctrico mas qui-

- - - = - -
zas algln otro término no clasico.

En efecto, ™ en el sistema ' (30.1) tiene la expresidn

(de (25.11la))
ﬁrim - |i'|'1_,'Z|:Tn{_E'I"} (31'1}

El segundo sumando de (31.1) tiene caracteristicas de inte-
raccidn entre el campo el@ctrico y el campo magnético; (es
por lo tanto un t&rmino no cldsico) porque, como veremos mas
tarde, Tn toma el papel de un clerto potencial del cual se
obtiene En en determinado limite, y de (EN"" se obtiene el

campo magnético.

Si la interaccidn entre el campo el@ctrico y el magnético
T . o~ . .
fuera nulo "™ viene a ser la intensidad del campo eléctri-

[odl = I



Si el campo electromagnético fuera nulo en algiin sistema

(E"=0 , (gm™".n) obtendriamos en cualquier sistema:

il

F™ =& =cinlBA) (31.2)

Si pasamos al caso clasico (Tw=0) vemos que 5™ 0 Sea que
podemos identificar a E™ como la intensidad del campo gravi
tacional. Notandose nuevamente que la interaccidn de "= con
el campo amdlogo gravitacional del campo magnético ((GN'") se
gin lo que expresamos en el capitulo 25, produce una intensi

dad en el campo unitario del tipo G".

En el caso general tenemos que la cantidad F™ puede expre-

sarse como

L

F™= BB L e Tnl-200™ o (eny™]) (31.3)

y deberia expresarse como la suma de la intensidad de campo

gravitacional; "

,intensidad de campo eléctrico; -2t Tn(fi "
interaccidon de Tn con el campo magnético y - c Ta(ohi"™" dinte-

raccion de Tn con el andlogo gravitacional del campo magnéti

CO.

b) Campo magnetico.— En la R.G. analizada mediante el
formalismo C.I., las cantidades Awn fuerom interpretados co-
m; velocidad angular del sistema de referencia, respecto a un
sistema localmente geodésico. Si se tratan de escribir 1las
ecuaciones del campo gravitacional mediante el formalimse de
Z'elmanov, de modo gque tengan la forma parecida a las ecua-

ciones de Maxwell para el campo electromagnético (ver Apé&ndi



ce V, desarrollado por el Prof. J. del Pradoe) Awa resulta
ser la base para definir lo que seria el andlogo gravitacio-
nal del campo magn&tico. Es de esperar que en la T.U. sea po
sible identificar una componente en la que esté& incluido el
campo magnético y su similar para el campo gravitacional.
Para lograr el objetive anterior nos ayudaremos de una de las
aplicaciones del formalismo de Z'elmanov hecha por el Prof.
J. del Prado. Para escribir las ecuaciones de Maxwell 3-
dimensionalmente y C.I. para el campo electromagnético hace

las siguientes definiciones:

Ew o Za8 , EM = Sex B (31.3)
Vo [rstty
ﬂl'ﬂ = j.:1 E'r:j'l‘i l|'!I|,. — q.ln = _!% 1'_-"1-jw[|j'h’. : '!._-..En\;.“l?c'l"‘:!ﬁTJ :31.{1.}

donde E" es el campo eléctrico, NMwm es el campo magnético,

Wiy

T es el tensor del campo electromagnético;
Emze = VR Emywe ; E™Y o Zwi (31.5)
W

donde ¢mix es el simbolo de Levi-Civita 3-dimensional.

Fijémones en la segunda de las ecuaciones (31.3) y en las e-
cuaciones (25.7b) y (25.7c¢c). Podemos decir que son semejan
tes si identificamos F™" con (EN™ . Es decir (A" ven-

dria a ser el tensor electromagnético.

Per otra parte hay que notar gque

wh

30w -3 cTo ] = By (31.6)



de modo que similarmente, que (31.3) el té@rmino entre perén-
tesis, que nosotros definimos como (ep1"™" |, viene a ser simi

lar al tensor F™> ,

Podemos, entonces, definir el campo que
corresponde al campo magnético, en el electromagnetismo cla-

sico:
o = - & Bwpe LENY | (0¥ (31.7)

Notemos que las cantidades entre paréntesis son semejantes a
AT (25.11b) de tal manera que el término nuevo I puede
interpretarse como el producto de la interaccién de los cam-

pos existentes.

32. ECUACIONES DEL CAMPO UNITARIO EN EL FORMALISMO C.I.

Las ecuaciones del campo (16.6a) y (16.6b) bajo el pos
tulado (Vs =0) podemos expresarla en funcién de las cantidades

C.I. en la forma siguiente:

$0 V(B 4 LEALT - (AT IR RS - (AN 4 2 Tk ) o

= (- . Do YT B - 2T AR - (ERW E32a1)
at g
LRy L B W - B R e - 2T W DO G Y e B T E
e

M wihE Jap }LIBRY, . ~{ENeg)

o | DEh - (At (R o 2 TmE o &

¥ (eh)epdis @R E e =20 PR

_-liull.“'['h/‘_z {32123}
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41D 4 E%]E\';ih_x - Tawa e o+ 2¥n(EAYVe }
= =g E'llf. |5 T ? Py 71 Ifg_‘b < TR ;/c + T LLH”“/;, .

s N [len)l "Ty 4 2L ] - 2TpBYes [ EY, + (BNTETLY (:32.2%)

AT

Si definimos G = 10k g para escribir las ecuacio

- . - [l
nes en forma mas corta, se logra para la ecuacidn tensorial

C.I. del campo unitario las siguientes dos ecuaciones:
FEERT b LML - 3 ()N (LB - 4 (e 01 (et ]
3l

SERGL BT 4 W VR B8 /2 e 67BN (BB (B - 1D

=0 (3213&}

-dm#umwdnﬁmwmmﬁ¢m#uwﬂ =



cer MR 4 (8567 - 8 8% TN Tn (1T )ep + 1P KT AT

TP D e O L (32.3b)
e de

Si tomamos el limite para la R.G. es decir consideramos las
cantidades %o, T3, simétricos, cada una de las ecuaciones
(32.1), (32.2a) y (32.2b) se convierten en las ecuaciones
del campo gravitacional en forma C.I. (1.28) la primera y en
(1.29) las dos Gltimas. La ecuacidn (32.3a) no tienme un 1%
mite exacto a (1.30) de la R.G. puesto que hemos usado Yi-en
vez de (v como lo hace Z'elmanov hemos considerado Fux por

que es la obtenida en forma natural de las derivadas cruza-

das (29-.1).

En las ecuaciones del campo (32.1) - (32.3b) vemos el papel
importante que le toca desempefiar a Tn, como un elemento nug
vo: esto era de esperarse porque anteriormente T, habia sur-

gido con caracteristicas propias que nos indujeron a conside

rarlo como representante de un campo nuevo.

$i queremos obtener las ecuaciones vectoriales 3-dimensiona-
les semejantes a las ecuaciones de Maxwell, usaremos las opg
raciones vectorialed definidas en el apéndice VI, en la que
transforma la gradiente de un tensor de 2¢ orden en un rota-
cional de un vector. Asi que la férmula (VI-3) del Apéndice

V, aplicado al campo magnético H que definimos anteriormente
A

se escribe:



% s = P Y LE Ml T
(rot Y = Py (BE)Y 4 (BE)V Y TUGEN 4 () + 2T ERT 4 At} - (68 T Amy (32.4)

Mediante la ecuacidon (32.4), podemos escribir las ecuaciones

del campo unitario (32.2a) en la forma semejante a las ecua-

ciones de Maxwell 3-dimensionales.

Como caso particular de las ecuaciones del campo unitario,
consideramos estos para el espacio con sdlo campo eléectrico

y campo magnético sin interaccidn entre ellos:

L = Tm (BA™™ =0 (32.5)
(EA"™ = (g™ =2 3I"" -0 (32.6)
ﬁ:’L =0 (32-6)

W

De modo que, considerando (32.5), (32.6) y (32.7) de la ecua

cidn (32.1) se obtiene
EAM A (Ee™ =0 (32.8)

Que tiene que ver con la ortogonalidad del campo electromagng

tico-

Las ecuaciones (32.2a) y (32.2b) se reducen a

(rot MY = - ¥Vo E'/cu (32.9)

que es una de las ecuaciones de Maxwell,

Y las ecuaciones (32.3b) se reducen a



ot By = = Vo (mm) /e 1 Caxe HE /2 (32.10)

"

donde se tiene en cuenta la definicidn (VI.4) del Apéndice VL

(32.9) v (32.10) son semejantes a las ecuaciones de Maxwell
para el campo electromagn@tico en el vacio. Cabe anotar quo

utilizamos la ecuacidn (32.3bh) por obtener una de las ecniacin

nes de Maxwell debido a su caracter antisimétrico.

33. CONCLUSIOHNES.

En este capitulo hemos definido un formalismo C.I. cu-
yos elementos somn generalizaciones del formalismo de Z'elma-

nov unos, ¥ elementos completamente nuevos otros.

A los elementos nuevos le atribuimes el significado fisico,
identificandolos con elementos de la fisica clédsica usando

para esto las ecuaciones que tienen estos iltimos.

Aparece en este trabaje un elemento totalmente nuevoe, este
es T, y que da lugar esencialmente al campo eléctrico v a
la interaccidn entre los campos existentes cldsicos la cual

se suma pues al campo unitario.

Hemos obtenido finalmente las ecuaciones del campo unitario
y considerado los limites de campo gravitacional solamente vy

campo electromagnético solo.



APENDICE

L. APLICACION DEL FOBRMALISMO C.I. A UN SISTEMA

ROTATORIO.

Sea S5 un sistema inercial de coordenadas cartesianas. Esco-
gemos un sistema de coordenadas S' cuya transformacidén esta

dada por las ecuaciones

' = XxXceos{wt) - yvsen(wt) (I.la)
Y' o= Y eon(wi) + X sen(uwt) (I.1b)
z' = % (I.1lc)
el of (I.1d)

Si consideramos el grupe de ecuaciones (I.1) como una trans-
formacidon no relativistica el sistema S'" estd relacionado al

sistema S con los siguientes vectores fisicos:

'-F":-’Fn:ﬁ = 0,9, -w) (L.2a)
aAss = -wi(xd, vy 0) (I.2b)
\_fi':;’t, 22 S f -y, ) (I.2c)

donde:

By (=(x4¥d,0))es un punto fijo respecto a S'

£l

fus es la velocidad angular respecto a S de W

[

iy es la aceleracidn respecto a S de

V@' es la velocidad respecto a S de o
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