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RESUMEN

En matematica es comun organizar los contenidos en estructuras como espacios
vectoriales, grupos, anillos, médulos, espacios de medida, variedades diferenciables
y muchas otras. El interés principal de esta riqueza topografica del pensamiento
matematico es comprender de manera detallada el comportamiento, las propiedades
y los resultados méas generales sobre las clases de objetos (entendidos como redes y
procesos) pertinentes a una misma estructura.

Por ejemplo, si analizamos el objeto matematico grupo, este aparece y captura infor-
macién dispar (bajo los méas diversos teoremas de representacién) en los &mbitos més
distantes de la matemadtica: grupos de homologia y cohomologia, grupos de Galois,
acciones de grupos, grupos abelianos, grupos de homotopia, grupos algebraicos, grupo
de Grothendieck-Teichmuller, grupos de Lie, grupos cuanticos, grupos de Zilber, gru-
pos hiperbdlicos, etc. Aqui no nos enfrentemos, ontolégicamente, con una estructura
universal de grupo que se someta a propiedades suplementarias en cada supuesto
nivel de lectura (16gico, algebraico, topolégico, diferencial, etc.), sino, sucede que las
diversas redes de informacién matematica codificadas bajo la estructura de grupo se
traslapan (pre-sintesis) y se componen (sintesis) para transmitir coherentemente la
informacion.

No existe un objeto matematico sélido que pueda cobrar vida independientemente
de los demés, en un supuesto universo primordial, sino existen (pluralmente) redes
que evolucionan incesantemente a medida que se conectan con nuevos universos de
interpretacién matematica.

En este sentido la teoria de categoria desarrollada por Samuel Eilenberg y Saunders
MacLane en 1945, busca axiomatizar diversas estructuras matematicas como una sola
con ayuda de un lenguaje comun y su objetivo es estudiar las propiedades de un objeto
insertdndolo en una clase (categoria) de objetos similares con la finalidad de construir
transmisores de informacién para las propiedades del objeto, luego compararlos con
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comportamientos similares en otras categorias, y reutilizar toda la informacién pen-
dular acumulada y poder capturar con nuevos ojos el objeto inicial.

En esa direccion en los anos 60 en el Seminaire de Geometrie Algebrique du Bois-
Marie desarrollado en Paris. Alexander Grothendieck y otros matemaéticos desarrollan
la categoria de pro-objetos de una categoria. En “Théorie des topos et cohomologie
étale des schémas (SGA 4)” se reinen parte de las notas de estos seminarios.

En esta tesis, se construye una pro-categoria abeliana denotada por pro(€) adjunta
a una categoria abeliana €, cuyos objetos son sistemas inversos indexados por con-
juntos directos y sus morfismos son clases de equivalencia sobre Hom ¢. Asi mismo,
se definen algunas morfismos notables, como por ejemplo los monomorfismos y los
epimorfismos. Finalmente se hacen algunas construcciones categoricas, como por
ejemplo, el producto, con la finalidad de demostrar el siguiente resultado:

Si € es una categoria abeliana, entonces pro(¢) es una categoria abeliana.
Una de las tantas aplicaciones que se pueden dar a las pro-categorias, esta relacionada
con el Teorema de Escisién de Cuntz y Quillen, por la enorme simplificacion de su de-
mostracion; algunos otros usos van, desde la geometria algebraica (ver [3], [4], [16]); la
teoria de formas (ver [10], [13], [30]); la topologia geométrica [8] hasta las matemdticas
aplicadas (ver [10]).

Lima, 11 de diciembre del 2018.
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Introducciéon

En el presente trabajo se estudia si la categoria pro(€) asociada a la categoria €,
hereda algunas propiedades de la categoria que proviene, por ejemplo el poseer ntcleo,
contcleo, el ser aditiva y el ser abeliana; de manera especifica se desarrollaran los
siguientes objetivos:

1. Caracterizar los objetos y los morfismos de pro(€) con ayuda de la teoria de
categorias.

2. Verificar que pro(€) es una categoria abeliana, si € es abeliana.

A continuacion se presenta la descripcion del contenido por capitulos:

Se inicia el Capitulo 1 presentando un marco teérico general dedicado exclusivamente
a fundamentar la teoria de categorias. En la seccién 1, se incia con una introduccién,
donde se describe el problema que motivo la concretizacion de la teoria de categorias
y se hace una breve incursion a la teoria axiomatica de conjuntos y las clases. Luego
se revisa nociones tedricas necesarias para familiarizar con la teoria y simbologia al
lector. En la seccién 2, se define el principio de dualidad, como una herramienta para
trasladar resultados de una categoria a su opuesta. Es de utilidad para establecer
resultados duales. En tanto, en la seccion 3, se define la estructura abstracta de la
teoria de categorias y por tultimo en la seccion 4, se definen algunas construcciones
categoricas importantes como, el nicleo y el contcleo, equalizador y coequalizador,

pushout y pullback, producto y coproducto.

El Capitulo 2 esta dedicado al estudio de las categorias abelianas. En la seccion
1, se introduce el concepto de categoria pre-aditiva asi como el de biproducto; en la
seccién 2, se define la categoria aditiva; en la seccién 3, se define la categoria normal
y conormal y se dan algunos resultados importantes y en la seccion 4, se define la

categoria abeliana, la imagen y la coimagen de un morfismo.

El Capitulo 3 expone el desarrollo de los dos objetivos de la tesis. Se introducen los
sistemas inversos, los morfismos entre sistemas inversos, la pro-categoria y finalmente

se establece el resultado principal en el Teorema 3.4.12.



Capitulo 1

Preliminares

La Categoria enmarca una posible plantilla para
cualquier teoria matematica:

Toda teoria tiene sustantivos y verbos, es de-
cir, objetos y morfismos, ademds tiene una nocién
explicita de composicion relacionada con los morfismos.

Barry Mazur.

1.1 ;Coémo inicié todo?

En 1942, Filenberg y MacLane, iniciaron su investigacion conjunta mediante la apli-
cacion de métodos de cédlculos de grupos, los cuales fueron desarrollados por MacLane,
para un problema de topologia algebraica formulada anteriormente por Borsuk y
Eilenberg. El problema era:

Dado el solenoide Y C S® determinar el ntiimero de clases de homotopia de S* — 3
en S2.

Eilenberg mostro que estas clases de homotopia estaban en correspondencia bionivoca
con los elementos de un grupo de homologia especifica, que no podia calcular.
Steenrod descubrié un método diferente de calcular varios grupos relevantes, pero los
calculos eran bastante intrincados. Por esta razon se establece la colaboracién entre
Eilenberg y MacLane, dando origen al descubrimiento de los grupos de Steenrod, los
cuales eran isomorfos a las extensiones de grupos, siendo estos utilizados para calcu-
lar grupos de homologia. En el proceso, se hizo evidente que muchos homomorfismos

de grupos eran naturales. Cabe resaltar que la expresion isomorfismo natural ya era



usada por Eilenberg.

MacLane baso su trabajo en la definicién de la naturalidad. El fenémeno al que ellos
se refieren como naturalidad era muy comun y aparece en diferentes contextos. Por
ello, decidieron escribir una nota corta en la que se establecieron la base para una
teoria general apropiada. En esta nota, se introducen las nociones de funtor y la de
isomorfismo natural. Estas dos nociones fueron usadas para dar un significado preciso
a todos los casos de isomorfismos naturales.

Al final de la nota, Eilenberg y MacLane escribieron que el marco axiomético requerido
para presentar isomorfismos naturales en otras areas, como los espacios topolégicos,
aplicaciones continuas, complejos simpliciales, espacios de Banach y transformaciones
lineales, serian estudiados en un articulo posterior.

Este articulo aparecié en 1945 bajo el titulo Teoria general de equivalencias naturales
y marca el nacimiento oficial de la teoria de categorias. El objetivo era dar un marco
axiomatico general en el que la nociéon de isomorfismo natural podria ser definido y
utilizado para capturar lo que se comparte en diversas estructuras matemaéticas.

En palabras de MacLane podemos senalar el orden de sus descubrimientos: primero;
tuvimos que descubrir la nociéon de transformacién natural, luego funtores y final-
mente las categorias.

Eilenberg y MacLane, argumentaban que el concepto de categoria es esencialmente
uno auxiliar; pues los conceptos de funtor y transformacién natural requieren el pre-

cepto de tener definido un dominio y rango.

1.2 Categorias vs Conjuntos

La teoria de conjuntos es el lenguaje oficial de
las matematicas, de la misma forma que las
matematicas son el lenguaje oficial de la ciencia.

Y. Moschovakis.

El Matematico aleman George Cantor(1845-1918) y el italiano Giuseppe Peano (1858-
1932) desarrollaron la teoria de conjuntos con la finalidad de una fundacién logicista
para formular y desarrollar los fundamentos de las matematicas.

La teoria de categorias fue creada por el matematico polaco Samuel Einlenberg y
Saunders MacLane en 1945 como base fundamental para axiomatizar diversas estruc-
turas matematicas como una sola.



En 1963 F. William Lawvere afirmé en su tesis doctoral que la teoria de conjuntos
debe ser entendida como un caso particular de la teoria de categorias.

No obstante la filosofia de la teoria de conjuntos y la filosofia de la teoria de categoria
son opuestas. Existe una diferencia fundamental entre ellas. En teoria de conjuntos
partimos de la estructura interna del conjunto para deducir sus relaciones externas
entre otros conjuntos. En teoria de categorias se busca deducir la estructura interna
de los objetos a partir de sus relaciones externas con otros objetos. En otras palabras,
en teoria de conjuntos las relaciones externas se deducen a partir de las estructuras
internas de los conjuntos, mientras que en teoria de categorias la estructura interna
de los objetos se deduce a partir de las relaciones externas que tiene este con otros
objetos.

1.2.1 Conjunto, Sistema, Estructura y Categoria

Conjunto.

Georg Cantor desarrolld la teoria de conjuntos en base a la siguiente definicién, dada
por él en 1895:

Se entiende por conjunto a la agrupacién de objetos bien diferenciados de nuestra
percepcion o de nuestro pensamiento, reunidos en un todo.

La nocién cantoriana de conjunto esta ligada a la nocion de propiedad. Frege fue uno
de los admiradores de la nueva teoria de Cantor, y dio su primera axiomatizacion.
En 1903 B. Russell demostraria que esta era inconsistente y cuestionaria la definicién
de conjunto en la teorfa de Cantor. Pero pronto Zermelo (1908) presenta una nueva
axiomatizacién corregida (donde propone de manera notable el axioma de eleccién),
la cual posteriormente es completada y refinada por Fraenkel (1922), Skolem (1923)
y von Newman (1925).

Sistema.

Un sistema matemético es un constructo mental complejo que tiene tres aspectos
internos:

1. Uno material, el cual representa el sustrato del sistema (C'onj) y es una coleccién
de conjuntos, o tal vez clases. Esta colecciéon no puede ser vacia.

2. Uno activo o practico, el cual representa la dinamica o actividad interna del
sistema (Trans) y es una coleccién de transformaciones, operaciones o funciones

sobre (Conj). Esta coleccion puede ser vacia.
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3. Uno tedrico, el cual representa la estética o estructura interna del sistema (Rel)
y es una coleccién de relaciones definidas en (Conj), que puede estar vacia.

Observacion 1.2.1 Si Rel = (), entonces el sistema se llama dlgebra abstracta

y cuando Trans = () se llama sistema relacional.

Estructura.
Una estructura matematica es la red de relaciones de un sistema. Se debe subrayar
que esta red no es solo un agregado arbitrario, sino, a su vez, un nuevo sistema de

orden superior con esas relaciones del sistema inicial como componentes.

Categoria.

Una categoria es una estructura que satisface ciertos axiomas los cuales fijan el con-
junto de condiciones bésicas que lo caracterizan. En el mundo de las categorias se
pueden pensar facilmente que los objetos de la categoria son los sistemas, y que el
nombre de la categoria denota la estructura minima que deben tener todos los sis-
temas que habitan en ella.

1.2.2 Problemas en la teoria intuitiva de conjuntos: la paradoja
de Russell

En 1893 el fil6sofo aleman Gottlob Frege dio en el primer volumen de su obra Grundge-
setze der Arithmetik un sistema de axiomas para la teoria de conjuntos ideada por
Georg Cantor, con la intencién de proveer una base légica para la mateméatica. Entre
dichos axiomas habia uno que (en lenguaje moderno) decia:

Axioma de comprehension: Para toda propiedad P existe un conjunto Mp que
contiene a todos y exclusivamente a todos los conjuntos que satisfacen la propiedad

P. Actualmente escribiriamos:
Mp ={X/X es un conjunto y satisface P}

., Qué sucede cuando uno elije P como la propiedad: no ser un elemento de si mismo?.
De acuerdo con el axioma de comprehensiéon existiria un conjunto:

Mp ={X/X es un conjuntoy X ¢ X}

JEs Mp un elemento de si mismo? Si respondemos afirmativamente, es decir si

Mp € Mp entonces por definicién Mp es un conjunto y Mp ¢ Mp.
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Si respondemos negativamente, dado que Mp es un conjunto y Mp ¢ Mp, por
definicion tenemos Mp € Mp; es decir, llegamos en ambos casos a que:

Mp € Mp <= Mp ¢ Mp (una contradiccion)

Fue Bertrand Russell quien en 1901 descubrié esta inconsistencia del axioma de com-
prehension y a la que usualmente se le conoce como paradoja de Russell. Como se
puede apreciar el concepto de conjunto no es sencillo e identificarlo sin mayor inves-
tigacién con el de coleccion resulta problematico. Para evitar la paradoja de Russell,
y otras de esta naturaleza, es necesario tener mas cuidado en la definiciéon de con-
junto. Otras paradojas, de hecho las primeras en descubrirse, afectaban a colecciones
grandes, como por ejemplo la de los ordinales, o la de todos los conjuntos.

1.2.3 Solucion de las paradojas

Una solucion radical al problema fue propuesta en 1903 por Russell, con su Teoria
de Tipos. En ella observa que en las paradojas conocidas hay una componente de re-
flexividad y de circularidad. Técnicamente se evitan estas al eliminar del lenguaje las
formaciones circulares. La primera propuesta de solucién se debe a Zermelo, Fraenkel
y Skolem (ZFC). Bésicamente establecen que la paradoja de Russell muestra que no
es admisible asignarle a cualquier propiedad légicamente bien definida un conjunto
como su extension.

Una segunda propuesta se debe esencialmente a Von Neumann, Bernays y Godel
(GBN). En esta teorfa se sigue creyendo en el axioma de abstraccién, pero se intro-
ducen algunos cambios. Aqui la nocién primitiva corresponde a la idea intuitiva de
una coleccién de objetos, que se denomina clase. Los axiomas especifican el compor-
tamiento de las clases y un conjunto es por definicion una clase que es miembro de
alguna clase.

De estos hechos se desprende una consecuencia filoséfica muy interesante, si estamos
dispuestos a admitir que la palabra conjunto significa algo, hemos de tener claro que
no significa coleccion de objetos.

1.2.4 ;De qué trata la teoria de categorias?

Segin Steve Awodey (ver [2]), la teoria de categorias busca caracterizar una cierta

estructura, pues especifica un entorno estructural, no como el lugar donde ella habita,



sino como el esquema formal que permite definir las condiciones de dicha estructura.
Por lo tanto, la teoria de categorias sélo precisa de esquemas que responden a la
necesidad interna de caracterizar formas, estructuras, estructuras de estructuras, etc.,

es decir; fundamenta las matematicas como una realidad en si misma.

1.2.5 jEs la teoria de categorias parasitaria de la teoria de

conjuntos?

Segin Geoffrey Hellman(ver [17]) la teoria de categorias no logra una independencia
total de la teoria de conjuntos en la medida en que su base tedrica presume ciertas
nociones conjuntistas de manera arbitraria, y en este sentido es parasitaria, opinién
que reafirma la critica de Feferman (ver [15]), segin la cual, para definir la nocién
de categoria o para establecer relaciones entre categorias a través de morfismos y
funtores, se apela de manera informal a nociones como operacion y coleccion, las

cuales juegan el rol de nociones primitivas.

1.3 Categoria.

1.3.1 Definicién de categoria

Al principio, no consideramos a la teoria de categoria como un
campo para nuevos esfuerzos de investigacion, sino solo como
un lenguaje y una orientacién. Tal limitacién durd solo una
docena de anos hasta el advenimiento de funtores adjuntos.

Saunders Mac Lane.

La teoria de categoria es un estudio matematico que trata de axiomatizar de forma
abstracta diversas estructuras matematicas como una sola, mediante el uso de objetos
y morfismos. Al mismo tiempo muestra una nueva forma de ver las matematicas sin
incluir las nociones de elementos y pertenencia. Por lo tanto provee un contexto
dentro de la cual podemos analizar sistemas estructurados, con independencia de su
estructura o lugar-estructura o, mas en general, independientemente de lo que sus
clases abstractas son.

Definicién 1.3.1 (Categoria). Una categoria es una estructura que consiste de
una clase de objetos, 0bj(€), cuyos elementos(Sistemas) son denotados por A, B,
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C,...etc., y una clase de relaciones entre ellos, Hom , a los que llamaremos morfismos,

que satisfacen las siguientes condiciones:

1. Una doble asignacién que a cada morfismo le asocia un objeto origen (dominio)
y un objeto destino (imagen o codominio), de tal manera que, si (A; B) es un
par ordenado de objetos de esa categoria, entonces existe una clase de morfismos
con dominio A y codominio B que serd notada por Hom ¢(A; B)(posiblemente

vacio), luego si f € Hom¢(A; B), entonces serd representado por el esquema
f+A— B.

2. Existe una asignaciéon que asocia a cada A € obj(€) un morfismo 14, llamado
identidad el cual serd representado por el esquema I, : A — A. Este morfismo

preserva la informaciéon estructural de un objeto en si mismo.

3. Para toda terna ordenada (A, B,C') de objetos de € y todo par de morfismos
f € Hom¢(A;B) y g € Hom¢(B;C), existe un morfismo asociado h que se
denomina composicién de fy g; h = go f € Hom¢(A; C) definido por:

o:Hom¢(A; B) x Hom¢(B; C) — Hom ¢(A4; C).

Ademas toda categoria ha de satisfacer los siguientes axiomas:

Axioma 1.

Home(A; B) y Home(C'; D), son disjuntos, a menos que A =C'y B = D.
Axioma 2.

ho(gof)=(hog)of.

Axioma 3.

Para cualesquiera f: A — By g:C — Asecumple foly=fyIyog=g.

La presentacién oficial de la teoria de categorias es algebraica y por lo tanto se hace a
través de axiomas, cuyo rol es definir las condiciones bajo las cuales se puede asegurar
que una estructura es de cierto tipo. De manera mas precisa, podemos decir que los
axiomas de la teoria de categorias no cumplen el papel de los axiomas de la Teoria
de Conjuntos, pues no son asertoricos. Es decir los axiomas son vacios de contenido

ontoldgico, no afirman nada en particular de un supuesto objeto.



Observacion 1.3.2 Una categoria € se llama pequena si obj(€) es un conjunto y
se dice localmente pequena si para cualesquiera A, B € 0bj(€); Hom¢(A; B) es un
conjunto. Algunos autores llaman categoria solamente a las categorias localmente

pequenas.

Ejemplo 1.3.3 Categoria de conjuntos. Si definimos.
1. obj(Set), como la clase formada por todos los conjuntos.
2. Homge(A; B), como el conjunto formado por las funciones de A en B,y
3. la composicién usual de funciones.

y denotamos por Set a dicha estructura, entonces Set cumple los axiomas de cate-
goria.

Axioma 1.

Dado f € Hom g¢(A; B) N Hom g (C; D), demostraremos que A = C, B = D.

En efecto; como f € Hom ge(A; B), se deduce que Dom(f) = Ay Ran(f) = B, pero
también f € Hom g.t(C; D), luego Dom(f) = C'y Ran(f) = D. Por lo tanto A =C
y B=D.

Axioma 2.

Para cualesquiera f € Hom g (A; B), g € Hom g4(B;C) y h € Hom g.(C; D) de-
mostraremos ho (go f) = (hog)o f.

En efecto; dado a € A (arbitrario), por definicién de composicién se tiene.

(e (925) )@ = ( (o) @)= n(a(1(@) )= (hes) (56@) = ( (neg)or )
Es decir ho(go f) = (hog)o f.

Axioma 3.

Demostraremos para cada A € obj(Set) la existencia de 14 de manera que foly = f
yla0g=y.

En efecto; es evidente que I 4 existe por definicién de la aplicacién identidad y ademés
verifica (fola)(a) = f (1a(a)) = f(a), para todo a € A, (Inog)(c) = L1 (g(c)) = g(c),
para todo ¢ € C.



Ejemplo 1.3.4 Categoria de A- mdédulos izquierdos.
Si definimos.

1. obj(9MY), como la clase formada por todos los A- médulos izquierdos.

2. Homgy (A; B), como el conjunto formado por los homomorfismos de A- médulos
izquierdos y

3. la composicion es la composicién usual entre homomorfismos.

y denotamos MM a dicha estructura, entonces MM, cumple los axiomas de categoria.

Ejemplo 1.3.5 Categoria de médulos graduados (por los enteros).

Un médulo graduado (por los enteros) denotado por A = {4}, ., es una familia de
A- médulos A,,. Un morfismo entre médulos graduados de grado k es una familia de
homomorfismos de A- médulos ¢ := {p,},,c, tal que @, : A, — Bypp.

Ademsds la composicion de morfismos entre médulos graduados de grado cero ¢ :
A— By : B — C se define como ¢ op: A— C de manera que (1) 0 p), =
Uy © @, para todo n € Z.

Luego si denotamos por 9% a dicha estructura y definimos,

1. 0bj(9M%), como la clase formada por los médulos graduados por los enteros.

2. Homgy (A; B), como el conjunto formado por los morfismos de grado cero de
dichos médulos graduados y

3. la composicién es la misma que Y.

entonces 9% cumple los axiomas de categoria.

Ejemplo 1.3.6 Categoria de los complejos de cadenas sobre un médulo A.
Una sucesion de A-médulos y A-moédulo homomorfismos:

5n+1 5n—1

6’!’1
An An—l —

At Ay

es denominado complejo de cadenas, si im(6"™!) C ker(") para todo n € Z y en tal
caso, sera denotado por A = (A, 9).
Un morfismo entre dos complejos de cadenas A = (A,d) y B = (B,7) es una familia
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de A-médulo homomorfismos {f,, : A, — B, } tal que v, 0 f, = f,_1 0 d,, para todo
n € 7, es decir el siguiente diagrama conmuta.

on

An An—l
fnl lfnl
Bn Tn Bn—l

Z
Luego, si denotamos a dicha estructura por @iﬁ“ y definimos,
7
1. obj(Q?\ﬁ“), como la clase formada por los complejos de cadena sobre un anillo A.

2. H omcm% (A; B), como el conjunto formado por los morfismos de complejos de
A
cadena.

3. La composicién de dos morfismos de cadenas f = {fn},cz ¥ 9 = {gn},cp seTd

definida como la composicion componente a componente de cada aplicacion,
estoes go f = {gno fn:n €Z}.

% : )
entonces €, * cumple los axiomas de categoria.

Ejemplo 1.3.7 Categoria cociente.
Dada la categoria localmente pequena € y cierta relacién de equivalencia ~ definida
sobre Homyg que verifica las siguientes condiciones.

1. Si fe Home(A,B)y f~ gentonces g € Homg(A, B)
2. 81 f~f'yg~g entonces fog~ fog.
Luego, si definimos
a) obj(&/ ~) = obj(&).
b) Home~(A, B) :i= Home(A, B)/ ~={[f] /f € Home(A, B)}.
c¢) La composicién es inducida por la composicién de € y es definida por:
o: Homg;(A; B) x Home(B; C) — Homeg,(A; C)
(111, 191) — gl o [ = g o 1.

Si denotamos por €/ ~ a dicha estructura, entonces €/ ~ cumple los axiomas de
categoria.
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1.4 Principio de Dualidad y Propiedad Universal

Cuanto mas avanzas en matematicas, especialmente en
matematicas puras, mas propiedades universales conoceras.
Tom Leinster.

La teoria de dualidad aplicada a la axiomatica categérica permite estudiar sélo un
aspecto de los problemas planteados, pues los resultados que se obtengan seran ciertos

si y solo si lo son sus respectivos duales.

Definicién 1.4.1 (Sentencia categdrica). Una sentencia categdrica, es cualquier
afirmacién P que se exprese usando los conceptos de, objeto; morfismo; identidad;
composicion; dominio y codominio. Todos ellos relacionados con ayuda de particulas
conectivas y cuantificadores logicos.

Ejemplo 1.4.2 El objeto A, es un objeto inicial si para cada B € 0bj(€) existe un
unico morfismo entre A y B.

Definicién 1.4.3 (Sentencia categérica dual). Una sentencia categdrica dual, es
una sentencia categorica denotada por P y se obtiene invirtiendo la direccion de
cada morfismo. Para indicar dicha sentencia se antepone el conectivo “co” a P. Es

decir “co-P”.

Ejemplo 1.4.4 La sentencia categérica referida al producto se tiene que su sentencia

dual es la referida al coproducto.

Definicién 1.4.5 (Sentencia categérica auto-dual). Una sentencia P es auto-
dual, si su dual coincide consigo misma. Es decir PP = P.

Ejemplo 1.4.6 La sentencia categérica “f es un isomorfismo” es auto-dual; es decir,

f es un isomorfismo en € si y sélo si f es isomorfismo en €.

Proposicion 1.4.7 Si € es una categoria, entonces € es una categoria, llamada
dual, donde

1. 0bj(€P) := obj(€). Luego A? := A para A € obj(C).

2. Homop(B; A) := Hom¢(A; B). Luego diremos que f? : B — A% es un

morfismo en €P si y sélo si f : A — B es un morfismo en €.
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3. La composicion es inducida por la de € y se define por:
foPog® = (go f)% para todo f € Hom¢(A; B) y todo g € Hom¢(B;C).

Demostracion: Se verificard cada uno los tres axiomas de categoria.

Axioma 1.

Si fP € Hom ¢or (A; B) NHom ¢or (C'; D), entonces f € Hom ¢(B; A) NHom ¢(D;C) y
como € es una categoria, se tiene A=C y B =D.

Axioma 2.

Por definicion de composicion en €% y la asociatividad de la composicion en €, se
tiene.

W7o (g7 0 ) = k7o (fog)” = ((fog)oh)” = (folgeh)” = (h7ogT)o f

Axioma 3.

Como € es una categoria, para todo A € obj(€?), f € Home(B;A) y g €
Hom ¢(A;C) eziste 14 € Homg(A, A) tal que Ino f = f ygolsa = g, luego
(Lao f)F = fP, (gola)?® =g%, IfofP=fPygPoll =g .

Observacion 1.4.8 Por definicién de categoria opuesta es evidente que (€)% = €.

Metateorema 1.4.9 Principio de Dualidad. Dada cualquier categoria &, si la
sentencia categorica P es valida en €, entonces su enunciado dual PP también es
valida en €.

Ejemplo 1.4.10 Si P es una propiedad categdrica asociada a cada A € 0bj(€) me-
diante la expresién Pg(A) : VB € obj(€),3f : B — A, entonces para obtener
la propiedad dual Pg”(A), se debe escribir P(A) en términos de €, como sigue:
VB € obj(€), Al fP . B — A y finalmente se invierte el sentido del morfismo,
para obtener la propiedad dual: Pg(A) : VB € obj(€),3!f : A — B.

Definicién 1.4.11 (Propiedad universal). Una propiedad universal es una propiedad
que posee cierto objeto y es valida en cualquier categoria, su naturaleza se describe en
términos de morfismos, diciendo que hay exactamente un tinico morfismo que satisface

la o las condiciones dadas.
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1.5 Estructuras Abstractas

Quizas el propésito del algebra categorica es
mostrar que lo formal es formalmente formal.
J. Peter.

En esta seccion se caracterizan algunas propiedades de los objetos y los morfismos,
exclusivamente en términos de otros objetos y morfismos, es decir, sélo en el lenguaje
de la teoria de categoria, tales definiciones son abstractas, estructurales, operacionales
o relacionales. La idea es que los objetos y los morfismos se encuentren determinados
por su relacion con los demds objetos y morfismos y no por lo que ellos son. A esta
propiedad se le llama caracterizacion abstracta y una forma basica de proporcionar

caracterizacion es a través de una asignacion universal o propiedad universal.

1.5.1 Tipos de objetos.

Definicién 1.5.1 (Objeto inicial). En toda categoria, un objeto A es un objeto
inicial si para cada objeto B existe un unico morfismo entre A y B.

Ejemplo 1.5.2 En la categoria Set, A es un objeto inicial si y sélo si A = 0.

En primer lugar, demostraremos que si A = (), entonces A es un objeto inicial.

En efecto; si A = () y B es un conjunto cualquiera, entonces por el axioma de especifi-
cacién existe f C Ax B = (). Pero como el tinico subconjunto de A x B es el conjunto
() se tiene f = (funcién vacia). Por lo tanto existe una unica funcién f: A — B.

De manera reciproca, demostraremos que si A es un objeto inicial, entonces A = ().
Para tal efecto, usaremos la demostracion por contradiccién. Es decir; si asumimos
que A # () y es un objeto inicial, entonces llegaremos a una contradiccién.

Como A # () admite por lo menos un elemento, es decir A = {z,....... }, luego
para cierto conjunto B = {x,y,....... } con z # y es posible definir las funciones
f,g: A— Bcomo f(z) =xy g(z) =y para todo z € A; los cuales obviamente son
diferentes pues = # y. Por lo tanto bajo estas condiciones A no puede ser un objeto

inicial.
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Definicién 1.5.3 (Objeto final). En toda categoria, un objeto B es un objeto final
si para cada objeto A existe un unico morfismo entre A y B.

Ejemplo 1.5.4 En la categoria Set, B es un objeto final si y sélo si B es un conjunto
unitario.

En primer lugar, demostraremos que si B = {*} es un conjunto unitario y A cualquier
conjunto, entonces B es un objeto final. Para tal efecto, consideremos los siguientes
Casos.

a) si A = (), entonces existe una tinica funcién f : A — B que es la funcién vacia.

b) si A # (), entonces existe una unica funcién f : A — B que es la funcién
constante f(z) = %; para todo z € A.

Por lo tanto B es un objeto final.

De manera reciproca, demostraremos que si B es un objeto final, entonces B es un
conjunto unitario. Para tal efecto, usaremos la afirmacién contrapositiva. Es decir, si
B no es un conjunto unitario, entonces no es un objeto final. Para tal fin, consideremos

los siguientes casos.

a) si B = (), entonces no existe f C A X (), pues cada elemento de A no tendria
imagen en B. Por lo tanto B no es un objeto final.

b) si existen x,y € B tal que x # y, dado cualquier conjunto A # (), es posible
definir por lo menos dos funciones distintas f,g : A — B. Por lo tanto B no
es un objeto final.

Definicién 1.5.5 (Objetos isomorfos). En toda categoria € dos objetos A, B son
isomorfos si existe f € Hom¢(A; B) y g € Hom¢(B; A) tal que go f = 4, fog = Ip.

Lema 1.5.6 Si A y B son objetos finales, entonces son unicos salvo isomorfismo.

Demostraciéon: En efecto; si A y B son objetos finales, entonces existe un tnico
h € Hom ¢(A; B) y un tnico b’ € Hom ¢(B; A), de manera tal que hoh': B— By
h oh:A— A. Luego por unicidad se tiene hoh' = Ig y ' o h = I4. O
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Lema 1.5.7 Si A y B son objetos iniciales, entonces son unicos salvo isomorfismo.

Demostracion: El resultado es consecuencia directa del principio de Dualidad apli-
cado al Lema 1.5.6. |

Definicién 1.5.8 (Objeto cero). Un objeto que es simultdneamente inicial y final
se denomina objeto cero y es denotado por 0.

Observacion 1.5.9 Existen categorias € que no tienen objeto cero, como el caso
de la categoria Set y existen categorias que si lo tienen y cuando esto ocurre para
cualquier par de objetos (A; B), Home(A; B) nunca es vacio, pues siempre existe el
morfismo composicién.

A——=0——=B

Ademas, la nocién de objeto cero es autodual, es decir; € tiene objeto 0 si, solo si €%
tiene objeto cero y el cero de € sirve como cero de €.

Lema 1.5.10 Si una categoria € tiene objeto cero entonces es unico salvo isomor-

fismo.

Demostracién: El resultado se obtiene por definiciéon de objeto cero y Lema 1.5.6. O

1.5.2 Clasificacion de Morfismos

Definicién 1.5.11 (Factorizacién de un morfismo). Un morfismo f: A — B
es factorizable a través de h : A — C (se acostumbra a decir que f es factorizable
a través del objeto ('), si existe b’ : C' — B tal que f = h’ o h, es decir el siguiente

diagrama conmuta.

Definicién 1.5.12 (Morfismo cero a izquierda). El morfismo f: A — B es un
morfismo cero a izquierda si hace cumplir la igualdad f o g = f o h, para cualquier
C € 0bj(€) y cualesquiera g, h € Hom ¢(C'; A).
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Definicién 1.5.13 (Morfismo cero a derecha). El morfismo f: A — B es un
morfismo cero a derecha si hace cumplir la igualdad g o f = h o f, para cualquier
C € 0bj(€) y cualesquiera g, h € Hom ¢(B; C).

Observacién 1.5.14 En toda categoria, por definicién, si A es un objeto inicial
entonces todo morfismo con dominio A es un morfismo cero a derecha y si B es un

objeto final, entonces todo morfismo con codominio B es un morfismo cero a izquierda.

Definicién 1.5.15 (Morfismo cero). Un morfismo f : A — B es morfismo
cero si es simultdneamente morfismo cero a izquierda y morfismo cero a derecha, o

equivalentemente f es morfismo cero si se factoriza a través del objeto cero.

Proposicién 1.5.16 Si € es una categoria con objeto cero, entonces para cada par
de objetos A, B € obj(€) existe un unico morfismo cero en Hom¢(A; B); denotado
por 05.

Demostracién: Con la finalidad verificar la afirmacién se demostrard la existencia

y la unicidad.
Existencia.

Si f € Hom¢(A;0) y g € Hom ¢(0; B), entonces se demostrara que gof € Hom ¢(A; B)
es un morfismo cero.

En efecto; por la observaciéon 1.5.14, f es cero a izquierda y g cero a derecha. Ademés
para h,h' : B — C se tiene,

ho(gof)=(hog)of=(hog)of=ho(golf)
Por lo tanto g o f es un morfismo cero a izquierda; de manera andloga se logra

establecer que g o f es un morfismo cero a derecha. Por lo tanto existe un morfismo
cero en Hom ¢(A4; B) denotado por 0F.

Unicidad.

Con la finalidad de demostrar que existe un tinico morfismo cero en Hom ¢(A4; B).
Verificaremos que cualquier morfismo cero f € Hom ¢(A; B) es factorizable a través
del objeto cero.

En efecto; como existe 0§ = go f € Hom ¢(A; B). Consideremos el diagrama,

0
f
g 03
A B B
I Ig
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dado que 0B es morfismo cero, se tiene 05 o f' = 08 o (g o f). También, como f’ es
morfismo cero, se tiene 05 o f' = Ig o f’, puesto que f y g son morfismos tinicos
en Hom ¢(A;0) y Hom ¢(0; B) respectivamente; de las igualdades anteriores se deduce
0B o (go f) = f'. Pero como g es morfismo cero a derecha se tiene 05 o g = I o g;
luego f' = go f. Por lo tanto f’ es factorizable a través del objeto cero, es decir
f=0%. O

Definicién 1.5.17 (Categoria con morfismo cero). Toda categoria € posee mor-
fismos cero si para cualesquier par de objetos A, B € 0bj(€), existe el morfismo
08 : A — B que verifica cada uno de los siguientes ftems.

a) ho0f =09, para todo C € obj(€) y h € Home(B; C);
b) 08 o i’ = 08, para todo C € obj(€) y W' € Home(C; A).

Observacién 1.5.18 En toda categoria € con morfismos cero la coleccién de mor-

fismos cero {05} es tinica.

Proposicién 1.5.19 Toda categoria € con objeto cero es una categoria con morfis-

mos cero.

Demostracién: Para cada par A, B € 0bj(€), demostraremos que existe el morfismo

08 : A — B, tal que verifica cada uno los siguientes items.
a) ho0f =09, para todo C € obj(€) y h € Home(B;C).
b) 0% o i = 058, para todo C € obj(€) y b/ € Home(C; A).

Verificaremos solo el item a), pues para el caso b) el razonamiento es totalmente
analogo.

En efecto; por la Proposicién 1.5.16, existe un tnico 0§ € Home(A4; B) tal que
08 = g o f para cierto f € Home(A;0) y g € Home(0; B). Luego del diagrama
conmutativo adjunto,

A B h C
]g
\ -
0

se tiene, ho 058 = ho(go f) = (hog) o f. Por lo tanto h o 0§ es factorizable a través
del objeto cero. O
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Observacién 1.5.20 Es posible que una categoria posea morfismos cero sin tener
objeto cero. Tal es el caso de la categoria Nat, determinada por el conjunto numérico
No = {0, 1,2, 3, ...} cuyo tinico objeto es 0 donde Hom y4¢(0,0) = {n : 0 — 0,n € Ny}
y la composicién entre morfismos es dado por el producto usual de niimeros naturales
es decir, si n,m € Ny, nom = n x m. Estd categoria no posee objeto cero pero si
posee morfismo cero y es determinado por 0 : 0 — 0 pues n x 0 = 0 x n = 0 para
todo n € Hom N, (0, 0).

Definicién 1.5.21 (Retraccién). El morfismo f : A — B es una retraccién, si
existe g € Hom ¢(B; A) tal que go f = I4 (es decir f tiene inverso a izquierda).

Definicién 1.5.22 (Coretraccién). El morfismo f : A — B es una coretraccion,
si existe g € Hom ¢(B; A) tal que f o g = Ip (es decir f tiene inverso a derecha).

Observacion 1.5.23 En algunas categorias la nocion de ser invertible a izquierda es
asociada a la inyectividad pero en general esto es falso, por ejemplo en la categoria
de los Z-médulos esto no se cumple.

En efecto; si consideramos el homomorfismo inclusién i : 2Z — Z, i(2k) = 2k, con
k € Z es inyectivo, pero i no tiene inverso a izquierda pues si fuera el caso existiria
un homomorfismo ¢ : Z — 27, tal que g oi = Iz y en tal caso se tendria que
g(l)=2m, m € Zy g(2) =4m = g(z(Z)) = 2, lo cual es absurdo.

Definicién 1.5.24 (Monomorfismo). El morfismo f : A — B es monomorfismo,
si es cancelable por izquierda; es decir, cuando para todo C € 0bj(€) y para todo par
de morfismo g, h : C' — A, la igualdad f o h = f o g implica h = g.

Observaciéon 1.5.25 A partir de la definicién de monomorfismo se deduce,

1. I4 € Hom¢(A; A) es un monomorfismo para todo A € obj(€).

2. Toda retraccion es un monomorfismo.

Ejemplo 1.5.26 En la categoria Set los monomorfismos son las funciones inyectivas.
Es decir; una funcion f : A — B es inyectiva si, solamente si, para todo par de
funciones g,h : C — A, la igualdad f o g = f o h implica g = h.

En primer lugar, demostraremos que si f es una funciéon inyectiva, entonces es un

monomorfismo. Para tal efecto; consideremos las funciones g,h € Hom g.(C; A)
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tales que (foh)(z) = (fog)(x) = f(g(a:)) = f(h(x)) para todo z € C. Como f
es inyectiva de la expresién anterior se tiene g(x) = h(z), es decir g = h.

De manera reciproca, demostraremos que si f : A — B es monomorfismo, entonces
es una funcién inyectiva. Es decir; si z,y € Ay f(z) = f(y), entonces z = y.

En efecto; si consideramos C' = {x} y definimos las funciones ¢(x) = z, h(x) = y;
se tiene (f o g)(x) = f(z) = f(y) = (fog)(x). Luego fog = foh, como [ es
monomorfismo se deduce h = g, es decir x = h(x) = g(x) = y.

Proposicion 1.5.27 St h = go f es monomorfismo entonces f es un monomorfismo.

Demostracién: En efecto; Si A/, h” son morfismos tales que foh’ = foh” entonces,

go(foh') = go(fol”)
(gof) okl = (gof)oh”
hoh' = hoh”
no = hn"

Por lo tanto f es monomorfismo. O

Observacién 1.5.28 FEl siguiente ejemplo muestra que la nocién de monomorfismo
no siempre coincide con la nocion de inyectividad. Por ejemplo en la categoria for-
mada por los grupos abelianos divisibles (un grupo abeliano G es divisible si para
cada g € G y cada, entero r # 0 existe un elemento ¢ € G tal que r¢’ = g). Un
monomorfismo no necesariamente es inyectivo.

En efecto; si consideramos los grupos abelianos divisibles Q y Q/Z se demuestra que
la proyeccién al cociente 7 : Q — Q/Z es un monomorfismo que no es inyectivo.
Para verificar tal afirmacién consideremos un grupo abeliano divisible G y dos ho-
momorfismos f,g : G — Q, de modo que si suponemos que f # g, entonces de-
mostraremos que necesariamente w o f # 7w o g.

En efecto, como f # g, existe € G, tal que f(z) — g(z) = r/s, con r,s € Z — {0}
y como G es divisible, existe 2’ € G tal que rz’ = x, intercambiando x por z’ pode-
mos suponer que r = 1 y por un argumento analogo, el elemento x puede siempre
elegirse de manera tal que s # %1, la clase 1/s € Q/Z es distinta de cero, es decir
(mo f)(x) # (mog)(x) para todo z € G. Luego mo f # 7o g, lo cual demuestra que
7 es un monomorfismo.
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Definicién 1.5.29 (Epimorfismo). El morfismo f: A — B es epimorfismo, si es
cancelable por derecha; es decir, cuando para todo C' € 0bj(€) y para todo par de
morfismos g,h : B — C la igualdad ho f = g o f implica h = g.

Observacion 1.5.30 De la definicién de epimorfismo se deduce.
1. I, € Hom¢(A; A) es un epimorfismo para todo A € 0bj(€).

2. Toda coretraccién es un epimorfismo.

Ejemplo 1.5.31 En la categéria Set, los epimorfismos son las funciones sobreyecti-
vas. Es decir; una funcién f : A — B es sobreyectiva si y so6lo si, para todo par de
funciones g, h : B — (), la igualdad go f = h o f implica g = h.

En primer lugar, demostraremos que si f es epimorfismo, entonces es una funcion
sobreyectiva.

En efecto; sea f € Hom gt(A; B) vy g,h € Hom get(B; D) con D = {0,1}. Si defini-
mos,

0 caso contrario

o6 :{ 1 sibeim(f)

y h(b) = 1 para todo b € B, por construccion se tiene go f = ho f, por lo tanto g = h
y en consecuencia, im(f) = B. Luego f es una funcién sobreyectiva.

En segundo lugar, si f una funcién sobreyectiva, dados g¢,h € Hom g (B;C') con
ho f=go f, entonces demostraremos que h = g.

Tomemos b € B. La sobreyectividad de f implica la existencia de a € A tal que
f(a) = b. Luego de la igualdad g(f(a)) = h(f(a)) se tiene g(b) = h(b) y como b es

elegido arbitrariamente en B, se tiene g = h. Por lo tanto f es un epimorfismo.

Observacién 1.5.32 El siguiente ejemplo muestra que la nociéon de epimorfismo no
siempre coincide con la nocion de sobreyectividad. La inclusion ¢ : Z — Q es un
homomorfismo no sobreyectivo que es un epimorfismo en la categoria formada por
todos los dominios de integridad.

En efecto, es evidente que no es sobreyectivo. Verificaremos que es un epimorfismo.
Sea M un dominio de integridad y f, h : Q — M homomorfismos tales que foi = hoi.
Para todo ntimero racional é con q # 0 se cumple.
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q—veces

qgx f(3)=f( )+f(q)+ ....... +f(q) f q+ +q ........ +q/ f(1)
1A 1 1 1 1
h(1) = h(= h(=) + ..... h(i=-Y=h|-4+—-—4+—-—4+..... — |l =h
0 x (2 =)+ 1)+ () \(q+q+q +q) W)

Luego, ¢ x /(1) = a x h(2) =g x (f(2) = h(})) = 0.
Cuando Z C M se tiene f(%) = h(%), por lo tanto para todo nimero racional £ se
cumple,

FE = s (3x 1) =7 @) < s (B) =n () <n(2) =n(z).

Es decir f = h.
Cuando Z ¢ M, se tiene Hom (Q; M) = {0}, por lo tanto f =g, Vf;g.

Proposicion 1.5.33 Dada la categoria €, se cumplen las siguientes afirmaciones.

a) f € Home(A; B) es un monomorfismo si y solo si f € Hom gor (B; A) es un

epimorfismo.

b) f € Home(A; B) es un epimorfismo si y sélo si f € Homgop(B; A) es un
monomorfismo.

Demostracién: Sélo demostraremos el item a) porque el item b) es completamente
andlogo. En efecto; si h?, g°? € Hom ¢or (A; C) son tales que h? o fP = g o [,
entonces demostraremos que h? = g°P.

En efecto; de hP o fP = ¢g°? o f°P se obtiene (foh)? = (fog)®, es decir foh = fog
en la categoria € y como f es un monomorfismo se concluye h = ¢g. Por lo tanto
hOp — gOp.

De manera reciproca; si h,g € Hom ¢or(D; A) son tales que foh = f o g, entonces
demostraremos que h = g.

En efecto, de la igualdad foh = f o g se tiene h°P o f? = ¢g°? o fP y como f° es un
epimorfismo en €% se concluye h°? = ¢g°?. Por lo tanto h = g. a

22



Proposicién 1.5.34 Si h = go f es epimorfismo entonces g es un epimorfismo.

Demostraciéon: El resultado se verifica por un razonamiento analogo a la demostracién
de la Proposicion 1.5.27. a

Proposicién 1.5.35 Si f y g son monomorfismos ( epimorfismos) entonces fog es

monomorfismo ( respectivamente epimorfismo).

Demostracién: El resultado se obtiene por la definicion de monomorfismo y epi-
morfismo. U

Definicién 1.5.36 (Isomorfismo). En toda categoria €, un morfismo f: A — B
es un isomorfismo, si existe ¢ € Hom¢(B; A) tal que go f = I,y fog = Ig. Tal
morfismo es llamado inversa de f y serd denotado por f—1.

Observacién 1.5.37 Por las observaciones 1.5.25 y 1.5.30 es evidente que todo iso-
morfismo es simultaneamente monomorfismo y epimorfismo pero el reciproco no es
cierto. Por ejemplo, si consideramos la categoria € donde 0bj(€) = N, Hom (N, N) =
N y la composicién es el producto usual de nimeros naturales, entonces se tiene para
cierto c # 1 € Hom (N,N) y mn € Nque c x m = ¢ xn ¢ (m x ¢ =n x ¢) implica
m = n. Es decir, ¢ es simultaneamente un epimorfismo y un monomorfismo porque
es cancelable a derecha e izquierda pero no es un isomorfismo pues no existe ¢ € N
talque cx =10 (¢ xc=1).

Proposicién 1.5.38 Sea € una categoria, un morfismo f € Hom¢(A; B) es un iso-

morfismo si y solo si es simultaneamente retraccion y correctraccion.

Demostracion: En efecto, si f es un isomorfismo, entonces por definicién es una
retraccion y una correctraccion.

De manera reciproca, si f es simultaneamente una retracciéon y una correctraccion,
entonces existen morfismos g, ¢ € Hom¢(B; A) tales que fog=1Igy g of = 1I4.
Ademés g =Ipog= (g o f)og=¢g o(fog) =g olg=g. Esdecir el morfismo
inverso es unico. 0
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Proposicién 1.5.39 En toda categoria € el morfismo identidad 14 € Hom ¢(A; A)

es un isomorfismo y Igl =14.

Demostracion: El resultado se obtiene de manera inmediata por definicion de iso-

morfismo. U

Proposicién 1.5.40 Si f : A — B es isomorfismo, entonces f~1 € Hom ¢(B; A)
es isomorfismo y ademds se cumple (f_l)f1 =f.

Demostracién: En efecto; como existe f! : B — A tal que f~lof = I4 ¥y
fo f7! = Ip se concluye que f~! es retraccién y coretraccién. Por lo tanto es un
isomorfismo y ademas (f~1)" = f. O

Proposicién 1.5.41 Sea € una categoria, si f € Hom¢(A; B) y g € Home(B; C)

son isomorfismos, entonces g o f € Hom¢(A;C) es un isomorfismo y ademds se
~1 _ _
cumple, (go f) = ftog™".

Demostracién: En efecto, como f y g son isomorfismos, existen f~! € Hom ¢(B; A)
y 97" € Hom¢(C; B) tales que f~'of = Ix; foft =1 glog=1Ipygog™ =Ic.
Si definimos h = f~tog™': C — A se tiene,

(gof)oh =

De manera analoga se deduce ho (go f) = I4. Por lo tanto go f : A — C es
retraccion y corretraccion, es decir es un isomorfismo. Por definicién de inversa se
concluye (g o f)_1 = flogh O
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Teorema 1.5.42 Sea € una categoria, si B es un objeto final y existe un isomorfismo
f:A— B, entonces A € obj(€) es un objeto final.

Demostracién: Como B es un objeto final, ¢ € Hom ¢(C'; B) es tnico y al ser f un
isomorfismo existe f~! € Hom¢(B; A). Por lo tanto, se demostrard que f~log €
Hom ¢(C; A) es tnico.

En efecto; si existe h € Hom ¢(C; A), entonces f o h € Hom(C; B). Por lo tanto
g=foh,esdecir h=f"log.

De otro lado; si suponemos que h' € Hom¢(C; A), por el argumento anterior se

obtiene g = f o b’ y en consecuencia h’ = h. Por lo tanto A es un objeto final. O

Teorema 1.5.43 Sea € una categoria, si A es un objeto inicial y existe un isomor-

fismo f : A — B, entonces B es un objeto inicial.

Demostraciéon: El resultado se verifica por un razonamiento analogo a la demostracién
del Teorema 1.5.42 . a

Proposicién 1.5.44 En toda categoria €, si f : A — B es retraccion y epimor-

fismo, entonces es un isomorfismo.

Demostracién: En efecto; como f es una retraccién existe g € Hom ¢(B; A) tal que

gof = L Luego de la igualdad (fog)o f = fo(gof) = fola=f=1Igofy
como f es epimorfismo se tiene f o g = Ig. Por lo tanto f es un isomorfismo. a

Proposicion 1.5.45 Sea € una categoria. Si f : A — B es coretraccion y monomor-
fismo, entonces es un isomorfismo.

Demostraciéon: El resultado se obtiene por un razonamiento analogo a la demostracion
de la Proposicién 1.5.44. O

Definicién 1.5.46 (Bimorfismo). El morfismo f: A — B se llama bimorfismo,

si es monomorfismo y epimorfismo.
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Lema 1.5.47 Sea € una categoria, si f : A — B es isomorfismo, entonces es

bimorfismo.

Demostracién: El resultado es consecuencia directa de la definicién de isomor-

fismo. O

Definicién 1.5.48 (Categoria Balanceada). Una categoria €, se llama balanceada,

si todo bimorfismo es isomorfismo.

1.6 Construcciones Categodricas

Muchas propiedades sobre construcciones
matematicas se pueden representar por
propiedades universales de diagramas.

Saunders MacLane.

1.6.1 Ncleo y Contcleo

Definimos a continuaciéon dos elementos cuyos nombres resultan familiares de otras
ramas de las matemaéticas (especialmente, el algebra abstracta). Una vez estudiemos
sus propiedades veremos que no son mas que generalizaciones de conceptos conocidos:

Definicién 1.6.1 (Ntcleo). Sea € una categoria con objeto cero. El par (K; k:er(f))
es un nucleo del morfismo f : A — B, si el morfismo ker(f) : K — A satisface
foker(f) =01y el objeto K es universal respecto de esta propiedad:

Para todo morfismo h € Hom ¢(D; A) que también satisface foh = 0, existe un tinico
morfismo A’ € Hom ¢(D; K) que hace conmutar al diagrama.

K
AN ker(f)
n A —f> B
A
D
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Observacién 1.6.2 Si el par <K, k:er(f)) es un nucleo del morfismo f: A — By

h € Hom ¢(K’; K) es un isomorfismo entonces (K’, ker(f) o h) es un nucleo para f.

Teorema 1.6.3 Si (K, ker(f)) es un nicleo de f € Hom ¢(A; B), entonces el mor-
fismo ker(f) : K — A es un monomorfismo.

Demostracién: Si ker(f) o h = ker(f) o g para ciertos morfismos h,g : C — K,
entonces se demostrara que h = g.

En efecto, como ker(f)og = ker(f)oh, se deduce fo (k;er(f)oh) = fo (ker(f)og) =
0. Luego por la propiedad universal del objeto K respecto del morfismo ker(f) existe
un unico b’ € Hom ¢(C; K) tal que ker(f)oh’ = ker(f)og = ker(f)ohy como h' es
Unico se concluye h = g. O

Teorema 1.6.4 Si (K, ker(f)) y (K’,ker’(f)) son nicleos de f : A — B, en-

tonces K es isomorfo a K' y el isomorfismo conmuta con ker(f) y ker'(f).

Demostracién: Como f o ker’(f) = 0 por la propiedad universal de K respecto al
morfismo ker(f) existe un unico h € Hom ¢(K’; K) tal que ker(f) o h = ker'(f).

Por un argumento analogo respecto al morfismo ker’( f) existe un tinico g € Hom ¢(K; K')
tal que ker’(f) o g = ker(f), finalmente de.

(ker'(f)og) oh = ker(f)oh
ker'(fyo(goh) = ker(f)oh
= ker'(f) ol
g o h = IK/.
y
(k;er(f)oh> og = ker'(f)og
kjer(f) o (h o g) = ker'(f) og
= ker(f)olIx
hog = Ig.

Se concluye que K es isomorfo a K’; ademds el isomorfismo conmuta con ker(f) y
ker'(f). O
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Lema 1.6.5 Si (K, k:er(h)) es un nicleo de h € Hom¢(A;C) y f € Hom¢(A4; B),

g € Hom ¢(C, D) son isomorfismos, entonces (K, fo k:er(h)) es un nicleo del mor-
fismo goho f~' € Hom ¢(B; D).

Demostracién: Es evidente que (goho f~1)o (f o ker(h)) = 0 y ademas, si existe
h' € Hom ¢(K'; B) tal que (goho f7') o h' = 0, entonces h o f~* o h/ = 0 pues
por el Lema 1.5.47, g es un epimorfismo. Luego, por la propiedad universal de K
respecto al morfismo ker(h) existe un unico morfismo h” € Hom¢(K'; K) tal que
ker(h)oh” = f~' o h' es decir <f o k:er(h)) oh” = h'. Por lo tanto (K,f o ker(h))
es un nicleo de go ho f~! € Hom ¢(B; D). O

Definicién 1.6.6 (Coniicleo). Sea € una categoria con objeto cero. (cok’e'r(f); D)
es un contcleo para f : A — B, si el morfismo coker(f) : B — D satisface
coker(f) o f =0y el objeto D es universal respecto de esta propiedad:

Para todo morfismo h € Hom¢(B;C) tal que ho f = 0, existe un tnico morfismo

h' € Hom ¢(D; C) que hace al siguiente diagrama conmutativo.

D

coker(f)
A-L.B h’

PNy

C

Proposicién 1.6.7 En toda categoria con morfismos cero, el morfismo 05 € Hom ¢(A; B)

tiene por nicleo a (A, I4) y como conicleo a (B, Ip).

Demostracion: La afirmacion se deduce del diagrama conmutativo adjunto.

I 0% I
A2 A—BL. B
f / g /_/..--""g
C D
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Teorema 1.6.8 Si <coke7“(f);D> es un contcleo de f € Hom¢(A; B), entonces el
morfismo coker(f): B — D es un epimorfismo.

Demostracién: El resultado se verifica por el Principio de Dualidad aplicado al
Teorema 1.6.3. O

Teorema 1.6.9 Si (coker(f),D) Yy (coker’(f);D’) son contucleos de f : A — B,
entonces D es isomorfo a D'.

Demostraciéon: El resultado es consecuencia directa del Principio de Dualidad apli-
cado al Teorema. 1.6.4 O

Teorema 1.6.10 En toda categoria € con objeto cero, si el morfismo f: A — B es
monomorfismo, entonces el morfismo ker(f) =0 y si es un epimorfismo, entonces el

morfismo coker(f) = 0.

Demostraciéon: Demostraremos solo el primer caso; es decir que <O, 064> es un nucleo
de f. El otro resultado se obtiene por un razonamiento anédlogo.

En efecto; por Proposicién 1.5.16, € tiene morfismo cero, por lo tanto f o 03 = 05.
Suponemos que existe g € Hom ¢(C; A) tal que fog= 08 = f o004, entonces g = 04
pues la hipétesis indica que f es un monomorfismo. Luego por definicién de morfismo
cero existe un tnico morfismo A’ € Hom ¢(C; 0), tal que 05 o ' = g. Es decir (O, OOA>
es un nucleo para f. O

Proposicion 1.6.11 Si € es una categoria con kernel y cokernel, entonces para todo

morfismo f : A — B el par (ke’r’ (cok:er (k;er(f))),K’) es un nicleo de f.

Demostracion: En efecto; si definimos el morfismo g = coker (ker( f )) A — O}
entonces como f o ker(f) = 0, por la propiedad universal de A respecto al morfismo
g existe un tnico morfismo h: C' — B tal que hog = f.

Por otro lado; como f o ker(g) = (hog) o ker(g) = 0, por la propiedad universal
de K respecto al morfismo ker(f) existe un tnico i’ € Hom¢(K’; K) que verifica

ker(f) o h' = ker(g). Finalmente de la igualdad g o ker(f) = 0 y la propiedad
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universal de K’ respecto al morfismo ker(g) existe un tinico h” € Hom ¢(K; K') tal
que ker(g) o b = ker(f). De ker(g) o h” o b/ = ker(g) y ker(f)oh' oh = ker(f)

usando la Proposicién 1.6.3 se sigue b/ o h" = Iy h" o h/ = Ig,. Luego por la

observacion 1.6.2 se concluye que (ker (coker (ker( f ))) K ) es un nucleo de f. O

Proposicién 1.6.12 Un morfismo g : B — D es un morfismo coker(f) si, sélo si
el morfismo g°? € Hom ¢or (C; B) es un morfismo ker(f°P) de f € Hom gor (A; B).

Demostracién: En primer lugar demostraremos que si g : B — D es un morfismo
coker(f), entonces el morfismo g% € Hom ¢or (C; B) es un morfismo ker(f°) de
f € Hom ¢or(4; B).

En efecto; si definimos g = coker(f), entonces go f = 0y si existe h € Hom ¢(B; C)
tal que ho f = 0, luego por la propiedad universal de D respecto al morfismo coker(f)
existe un tnico & € Hom ¢(D; C'), que verifica h o g = h. De la igualdad go f =0y
gracias al Principio de Dualidad se obtiene:

gof =0
(go /)™ = 07
fop Ogop = 0

y como g% o h = h°? | se concluye g% = ker(f°). El reciproco se logra verificar por

un razonamiento totalmente analogo. a

Proposicién 1.6.13 S§i € es una categoria con kernel y cokernel, entonces para todo

morfismo [ : A — B el par (cok’er (k‘er (coker(f))),D) es un conicleo de f.

Demostracién: El resultado se obtiene al definir el morfismo g = ker (coker( f )) y
aplicar la Proposiciéon 1.6.11 y la Proposicién 1.6.12. a

Teorema 1.6.14 FEn toda categoria € con kernel y cokernel el morfismo g : C — A

es un morfismo ker si y sélo si g = ker coker(g)).

Demostracién: En primer lugar demostraremos que si g : C' — A es un morfismo

ker, entonces g = ker (coker(g)).
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En efecto; si g = ker(f) para cierto morfismo f : A — B por la Proposicién 1.6.11

se concluye g = ker( coker(g) ) pues (g,C) es un nicleo de f.

De manera reciproca; si g = ker (cok:er(g)), entonces por definicién g es un morfismo
ker . O

Proposicién 1.6.15 (D,g) es un conucleo del morfismo f : A — B si y solo st

<D,g"p> es nicleo del morfismo fP: B — A.

Demostracion: En primer lugar demostraremos que si (D, g) es un contcleo del
morfismo f: A — B, entonces (D, g°p> es nucleo del morfismo f? : B — A.

En efecto; como (D,g) es el contcleo del morfismo f : A — B se cumple los

siguientes items.

a) go f=0,

b) si el morfismo A € Hom ¢(B; C) cumple la igualdad h o f = 0, entonces existe
h' € Hom¢(K;C) tal que h="Hhog

Al aplicar el Principio de Dualidad a cada una de las afirmaciones anteriores se
verifica la afirmacién. El reciproco se demuestra de manera totalmente andloga a la

demostracién anterior. O

1.6.2 Equalizador y Coequalizador

Si consideramos intuitivamente los niicleos como los objetos formados por elementos
que verifican una igualdad, y los conticleos como cocientes, resulta natural generalizar
estas construcciones a otras categorias donde la nocién de cero no exista pero si una

nociéon de igualdad. Por este motivo se define el equalizador y coequalizador.

Definicién 1.6.16 (Equalizador). El Equalizador de f,g : A — B es el par
(D, h), donde, el morfismo h : D — A satisface foh = goh y el objeto D es
universal respecto de esta propiedad. Para todo morfismo f* € Hom(C;A) que
satisface f o f/ = go f’, existe un unico K’ € Hom ¢(C; D) que hace al siguiente
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diagrama conmutativo.

Proposicién 1.6.17 Si (D,h) Y (D’,h’) son equalizadores de f,g € Hom¢(A; B)
entonces D es isomorfo a D' y el isomorfismo conmuta con los morfismo h y h'.

Demostracion: El resultado es consecuencia de la definiciéon de equalizador. O

Proposicién 1.6.18 Si (D, h) es el equalizador de f,g € Hom ¢(A; B), entonces h

es un monomorﬁsmo.

Demostracién: Sean f’, ¢’ € Hom (E; D); si ho f' = hog' entonces demostraremos
"= ¢'. En efecto; a partir de la igualdad,

fo(hog) = fo(hogd)
(foh)od
(goh)ogd
— go(hog).
y la propiedad universal del equalizador, existe un tinico morfismo A’ € Hom ¢(E; D)

tal que hoh' = ho ¢’ pero como ¢’ también lo cumple, se deduce A’ = ¢’. De manera
analoga se verifica b’ = f’. Por lo tanto f' = ¢'. 0

Proposicion 1.6.19 Si f': D' — D es isomorfismo y <D, h) es un equalizador de
f,g9 € Hom ¢(A; B) entonces (D', ho f') es un equalizador para f vy g.

Demostracién: En efecto; como h € Hom ¢(D; A) satisface f o h = g o h se tiene
(foh)o ff=(goh)o f. Luego del diagrama adjunto,
hof’

h

D—sD—>A—=8BHB

Y. A



y la Propiedad universal de D respecto al morfismo h existe un tinico A’ € Hom ¢(C'; D)
tal que hoh/ = ¢'. Luego si definimos b = f'~' o h/ € Hom ¢(C; D’), es evidente que
(ho f'Yyoh"” = ¢'. La unicidad queda determinada pues h es monomorfismo y f’ es
isomorfismo. a

Proposiciéon 1.6.20 En toda categoria € con objeto cero el nicleo (k:er(f), K) del
morfismo f: A — B es el equalizador de f,0 € Hom ¢(A; B).

Demostracion: El resultado se obtiene por la propiedad universal de K respecto
del morfismo ker(f). 0

Lema 1.6.21 Toda categoria € con objeto cero si tiene equalizador, entonces tiene
nucleos.

Demostraciéon: El resultado se deduce por la Proposicion 1.6.20. O

Definicién 1.6.22 (Coequalizador). El coequalizador de f,g: A — B es el par
(E,h), donde el morfismo h € Hom ¢(B; E) satisface la igualdad ho f = hog y el
objeto E es universal respecto de esta propiedad. Para todo h' € Hom ¢(B;C') con
h o f = I og existe un unico f' € Hom¢(E;C) que hace al siguiente diagrama
conmutativo.

!
A:;B—h>E

a
kef

C

Proposicién 1.6.23 Si (E,h) es el coequalizador de los morfismos f,g: A — B,
entonces el morfismo h es un epimorfismo.

Demostracion: El resultado se deduce por el Principio de Dualidad aplicado a la
Proposicién 1.6.18. O

1.6.3 Pushout y Pullback

Existen diversas nociones matematicas que se usan con frecuencia para construir un
objeto a partir de otras dos partes relacionadas. La nocién categorica que envuelve
la situaciéon descrita es la de Pullback.
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Definicién 1.6.24 (Pullback). Un Pullback para los morfismos g: A — By f:
C — B ocurre si y s6lo si, los morfismos [’y ¢’ satisfacen las siguientes propiedades:

a) Conmuta el siguiente diagrama.

P g C
f’l lf
A B

b) Para todo ¢” € Hom¢(P'; A) v f” € Hom¢(P';C) si fo f” = gog”, existe un
unico h € Hom ¢(P’; P) tal que el siguiente diagrama conmuta.

Es decir ¢ = ffohy f"=¢g oh.

Lema 1.6.25 Dado el Pullback para g: A— By f:C — B

P g C
f/l lf
A - B
S
pP—~ ¢
f”l jf
A B

es otro Pullback para f y g, entonces existe un unico isomorfismo h € Hom ¢(P; P’)
tal que f'=f"ohy g =g"oh.
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Demostracién: Como [ ¢, f”, ¢" satisfacen el item b) de la definicién de Pull-
back existe un tnico h € Hom¢(P; P') y ' € Hom ¢(P’; P) tales que los siguientes

diagramas conmutan.

C

~

B

luego, se deduce las siguientes igualdades:
a) f'o(Woh)=(fol)oh=f"oh=f=folp.
b) g'o(hoh)= (g oh)oh=g"oh=yg =g olp.

Por otro lado; de los diagramas conmutativos adjuntos, las igualdades en a) y b)

respectivamente,

N /

g

‘p-LoC 20

’L f f
se sigue hY oh = Ip y hoh' = Ip/, por unicidad del morfismo en la definicion del
Pullback. a

Proposicién 1.6.26 Dado el Pullback para g: A— By f:C — B.

P g C
f’l lf
A B

g

a) St g € Hom¢(A; B) es un monomorfismo entonces ¢ € Hom¢(P;C) es un

monomorfismo.
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b) Si f € Hom¢(C; B) es un monomorfismo entonces f' € Home(P; A) es un

monomorfismo.

Demostracion:
a) Demostraremos que, si existen h',h € Hom¢(D; P) tal que ¢ o b’ = ¢ o h,
entonces h' = h.
En efecto; de la igualdad fo (¢ oh’) = fo (g oh)y como go f' = fog, se
tiene (go f') o ' = (go f') o h lo que implica f' o h’ = f' o h pues g es un
monomorfismo. Luego, por la unicidad de la factorizacion a través del Pullback
(aplicado al par de morfismos f'oh’ = f'ohy g oh’ = g'oh ) se obtiene h' = h.

b) La demostracion es andloga al {tem anterior. a

Proposiciéon 1.6.27 Dado el diagrama adjunto.

j2 I 9 C
a | L
A———D————B

si cada recuadrado es un Pullback y h : C' — B es un monomorfismo, entonces el

siguiente diagrama es un Pullback.

p—%* ¢
T
A B

Demostracién: Si existen los morfismos f' € Hom ¢(C’; A) y ¢’ € Hom ¢(C’; C') que
satisfacen la igualdad (g o f)o f’ = hog’ entonces demostraremos que existe un tinico
W € Hom(C'; P) con W oh/ = f' y <§0f> oh/ =g¢.

En efecto; como los diagramas conmutativos adjuntos son pullback, existen f” y b’

respectivamente.
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Se deduce, g o (fo h’) = <§ o f) oh! = go f” = ¢; luego aplicamos dos veces la

Proposicién 1.6.26 y se concluye que ' es monomorfismo. Por lo tanto en la igualdad
W oh' = f" el morfismo A’ es tnico. O

Definicién 1.6.28 (Pushout). Un Pushout para los morfismos g : A — C'y f :
A — B ocurre si y sélo si, los morfismos [’ y ¢’ satisfacen las siguientes propiedades.

a) Conmuta el siguiente diagrama.

A— 7 . p

| |

C —
f

b) Para todo f” € Hom¢(B; P') y ¢" € Hom¢(C; P') si f” o f = ¢"” o g, entonces
existe un unico h € Hom ¢(P; P’) tal que el siguiente diagrama conmuta.

A-1.B

A—T1 .p
d o
C——F—P
St
A—71 .p
T
¢——P

también es Pushout de f y g, entonces existe un unico isomorfismo h € Hom ¢(P’; P)
tal que ¢ =hog”" y f'=ho f".
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Demostracion: El resultado se obtiene por el Principio de Dualidad aplicado al
Lema 1.6.25. O

Proposicién 1.6.30 Dado el Pushout para g: A — C y f: A— B

A— T . p

g |

C P
f/

a) Si f € Hom¢(A; B) es un epimorfismo, entonces f' € Hom ¢(C; P) es un epi-
morfismo.

b) Si g € Hom¢(A; C) es un epimorfismo, entonces ¢ € Hom ¢(B; P) es un epi-
morfismo.

Demostracion: El resultado se obtiene por el Principio de Dualidad aplicado a la
Proposicién 1.6.26. O

1.6.4 Producto y Coproducto

En esta seccién presentaremos los conceptos de producto y coproducto. Para tal fin
sugerimos las nociones de la teoria de conjuntos como el producto cartesiano y la

union disjunta.

Definicién 1.6.31 (Producto). El producto de A, B € 0bj(€) (si existe escribire-
mos P = A x B), es un triplete (P,7a,7p), formado por el objeto P € o0bj(€)
y los morfismos 74 € Hom¢(P;A) v mp € Home(P; A), llamados proyecciones
canodnicas, que satisfacen la siguiente propiedad universal respecto del objeto P.
Dado C € 0bj(€) si f € Hom¢(C;A) y g € Hom¢(C; B) entonces existe un tnico
h = {(f,g9) € Hom¢(C;P) tal que maoh = f, tgoh = g. Es decir el siguiente

diagrama conmuta.



Proposicién 1.6.32 Si (P, w4, mg) es el producto de A, B € 0bj(€) y existe un iso-
morfismo h € Hom e(P'; P), entonces (P';ms o h,7p o iL) también es un producto de

Ay B.

Demostracién: Dado el objeto C' € 0bj(€) y los morfismos f € Hom ¢(C; A),
g € Hom¢(C; B), demostraremos que existe un unico h € Hom¢(C; P’) tal que
<7rAOl~z) oh=fy <’/TBOiL) oh=yg.

En efecto; como (P, w4, 7p) es el producto de A, B € 0bj(€) existe un inico morfismo
¢ € Hom ¢(C; P) que hace cumplir la igualdad mpo0 ¢ = f ympog =g.

Por otro lado; como h € Hom ¢(P’; P) es un isomorfismo existe A~' € Hom ¢(P; P').

Luego, si definimos h = <l3‘1 og ) € Hom ¢(C; P’), entonces existe un inico morfismo

h € Hom ¢(C; P') tal que (WAOE>Oh:fy<WBOB>Oh:g. O

Proposicién 1.6.33 Si (P, m4,,7a,) es un producto de Ay y Az, entonces para cada
i € {1,2} los morfismos wa, € Hom ¢(P; A;) son coretraccion si, y sdlo si, la coleccion
Hom ¢(A;; A;) # 0; para cada i,j € {1,2}.

Demostracién: En primer lugar, demostraremos que si los morfismos 74, son core-
traccion, entonces Hom ¢(A;; A;) # 0; para cada 4,5 € {1,2}.

En efecto; como para cada ¢ € {1,2} los morfismos 74, son coretraccién existe
h € Hom¢(A;; P) tal que ma, 0o h = I4,. Luego m4, o h € Hom¢(4;; A;) por lo
tanto Hom ¢(A;; A;) # 0 para cada 7,5 € {1,2}.

De manera reciproca; como para cada ¢ € {1,2}, Home(A;; A;) # 0, al hacer
fii = 1a, y fijar f;; arbitrario, por la propiedad universal del producto existe un
tinico f € Hom ¢(A;; P) tal que 74, o f = f;; para cada j € {1,2}. En particular,
ma, © f = fii = La,, luego w4, es una coretraccion. O

Proposicion 1.6.34 En toda categoria con morfismos cero las proyecciones del pro-

ducto son epimorfismos.

Demostracion: El resultado se deduce por la Proposicién 1.6.33 y la observacién
1.5.30. a
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Teorema 1.6.35 Si (P,wa,7mp) y (P, 7y, 7y) son productos de los objetos A y B,

entonces P es isomorfo a P’.

Demostracion: Del diagrama conmutativo adjunto,

(Fhof)of =mho(fof)=macf =myolp

(rgoflof =ago(fof)y=ngof =ngolp

Como Ip/ y f o f" hacen conmutar el diagrama, por la unicidad en la definicién del

se deduce:

producto se deduce f o f' = Ip.. Simétricamente f' o f = Ip. Por lo tanto, P es
isomorfo a P’. 0

Observacion 1.6.36 Los productos (P, 74, 7mg) y (P, 7y, 7) de los objetos A, B
son candnicamente equivalentes si P’ es isomorfo a P por medio de h y m4 0 h = 7y,

mpoh =7l

Lema 1.6.37 FEn toda categoria con objeto cero, el diagrama es un Pullback para los
morfismos my : P — A ynp: P — B si y solo si P=A X B.

P "5 B
) |
A 0

Demostracién: En efecto; sean f € Hom¢(C;A) y h € Hom¢(C; B) tales que
Oo f =00h =0 (es decir, no hay restricciones sobre f y h), si P = A x B, entonces
por la propiedad universal del producto, existe un unico g € Hom ¢(C; P) tal que
mgog=hymsoqg=f. Porlo tanto el diagrama propuesto es un Pullback.

De manera reciproca, si existen los morfismos f : C — Ay h : C — B tal que
0o f =00h = 0 entonces por la propiedad universal del Pullback existe un tnico
morfismo g € Hom ¢(C; P) tal que rqog=fympog=gesdecir P=Ax B. 0O
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Lema 1.6.38 En toda categoria con objeto cero y producto, si definimos los morfis-
mos 8, € Hom¢(Aj; Ag) para cada j,k € {1,2} tal que 6, = 0 cuando j # k y
dj; = La,, entonces eristen i, € Hom c(Aj; Ay X Ay) llamados inclusiones, tales que
Ta, ©ta; = Ojk, Vi, k.

Demostracién: En efecto; de los diagramas conmutativos y la propiedad universal
de producto, se logra verificar 74, 0 i, = d;x, Vj, k € {1,2}.

Ay Ay
Tay 0
TA, TAq
A1 """"" 7,> Al X A2 A2 """"" 7,> A1 X Ag
T A, TAg
0 Ta,
Ay Ay

Proposicién 1.6.39 §i € es una categoria con productos binarios, entonces dado
los morfismos f € Hom¢(A; C) y g € Hom ¢(B; D), existe un inico morfismo f X g
definido por f x g = (forma,gomp) € Home(A X B;C x D) tal que el siguiente
diagrama conmuta.

A ! C
TA
TC
A X B i ~C x D

Ixg

D
R \
B 5 D
Demostracion: El resultado se obtiene por definicién de producto. a
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Observacién 1.6.40 Por definiciéon de producto, se cumple cada una de las sigu-

ientes proposiciones.
a) Iy x Iy = Layp.
b) (f,g)oh={(foh,goh).
c) (fxg)o(hx [f)=(foh)x(gof).
d) (f xg)o(h, f')y=(foh,gof)

Teorema 1.6.41 En toda categoria, si existe Ax (B x C) y (A x B) x C, entonces
son isomorfos.

Demostracion: De los morfismos mostrados en el diagrama adjunto,

(Ax B)x C

y T

Ax B
y \
A B

y por la propiedad universal de B x C' existe un tnico h : A x (Bx C) — B x C

/

definido por h = (mp o Taxp, Tc), que hace conmutar el siguiente diagrama.

B

TBOTAXB
7B

N

(Ax B) x C = B X

e

C

)

C

Luego, por la propiedad universal del producto (A x B) x C' existe un tinico morfismo
h': (A x B)xC — Ax (B x C) definido por i’ = (74 0 maxp, h) que hace conmutar
al diagrama adjunto.

A
TAOTTAX B
TA
(Ax B) x C - -]»1-/»-»>A><(B><C)
TBxC
N
B xC
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Por simetria, intercambiando (A x B) x C por A x (B x C) se obtiene los siguientes
morfismos, tal cual se pueden observar en el diagrama adjunto.

¥

Ax (BxC(C)
BxC

TBxC \
7

B C

A

%

Luego por propiedad universal de A x B existe un tnico h:Ax (Bx(C)— AxB
definido por h = (ma, ™ 0 Tpxc), que hace conmutar al siguiente diagrama.

B

TBOTBXC
T

Luego, por propiedad universal del producto A x (B x (') existe un tinico morfismo

W :Ax (BxC) — (AxB) x C definido por i/ = <;L,7T007TB><0>, que hace

conmutar al siguiente diagrama.

N

A><(B><C)~-]; ------- > A x

3
hS
hS

A

C
TCOTTBxC
el
Ax (B xC) e (Ax B)xC
TAXB
h \
Ax B

Para verificar que A x (B x C) y (A x B) x C son isomorfos, basta con demostrar
que b’ y h' son inversas una de la otra. En efecto, por observacion 1.6.40, se tiene.

Woh = (A 0 TaxB, ) oh'

= <7TAO7rAxBOi~z',hOfL'>

I
/\

7 71
a0 h,(Tp o Taxp, o) © h>
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A, <7TB OTAxB © h/a ¢ © h,>>

TA, <7TB © ]Nlﬂfc © 7TBxc>>
TA, {TB © TpxC, TC © TBxC))
Ta, {TB, TC) © TExC)

Ta, IBxc © TBxC)

TA, 7TB><C>

De manera andloga se logra verificar Woh =1 (AxB)xC- O

Teorema 1.6.42 En toda categoria si existen los productos binarios, entonces existe
el producto para un nimero finito de objetos de dicha categoria.

Demostracién: La demostraciéon utiliza el principio de inducciéon matematica y el
Teorema 1.6.41 . O

Definicién 1.6.43 (Coproducto). El coproducto de los objetos A, B € o0bj(€)
(si existe escribiremos @@ = A[] B), es un triplete (Q;i4,i5), formado por un ob-
jeto @ € obj(€) y los morfismos iy € Hom¢(A,Q) e ip € Home(B,Q), llama-
dos inclusiones candnicas, que satisfacen la siguiente propiedad universal. Dado
C € 0bj(€) y los morfismos ¢ € Hom¢(A,C), h € Hom (B, (), existe un tnico
f = g]lh € Hom¢(Q,C) tal que foiy = g, foig = h. Es decir el siguiente
diagrama conmuta.
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Proposicién 1.6.44 Dado el coproducto (Q,ia,ip) de los objetos A, B € obj(€), si
existe un isomorfismo h € Hom ¢(Q; Q"), entonces (Q';hoia, hoipg) también es un

coproducto para A y B.

Demostracion: El resultado se sigue por el Principio de Dualidad aplicado a la
Proposicién 1.6.32. a

Proposiciéon 1.6.45 En toda categoria con morfismo cero las inclusiones candnicas
del coproducto son monomorfismos.

Demostracién: El resultado se sigue por el Principio de Dualidad aplicado a la
Proposicién 1.6.34. O

Proposicién 1.6.46 Si (Q,ia,ip) y (Q',y,15) son coproductos de los objetos A; B,
entonces @ es isomorfo a @Q'.

Demostracion: El resultado se sigue por el Principio de Dualidad aplicado al Teo-
rema 1.6.35. O

Teorema 1.6.47 En toda categoria si existen A[[ (B][C) y (Al B) I C, entonces
son isomorfos.

Demostracion: El resultado se sigue por el Principio de Dualidad aplicado al Teo-
rema 1.6.41. O

Lema 1.6.48 FEn toda categoria con objeto cero y coproductos, si para cada j,k €
{1,2}, definimos 05, € Home(Aj; Ax) tal que dj = 0 cuando j # k y 6;; = Ia,,
entonces existen w4, € Hom c(A1 [T A2 Aj), llamados proyecciones, tales que T o
ia;, = Ok, Vj, k.

Demostraciéon: El resultado se sigue por el Principio de Dualidad aplicado al Lema
1.6.38. O

Teorema 1.6.49 En toda categoria € si existen los coproductos binarios, entonces

existe el coproducto para un numero finito de objetos de dicha categoria.

Demostracion: El resultado se obtiene por el Principio de Dualidad aplicado al
Teorema 1.6.42. O
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Capitulo 2

Categoria Abeliana

El concepto de categoria abeliana fue introducido por Buchsbaum en el afio 1955 (con
el nombre de categorias exactas) y en 1957 A. Grothendiek, en su articulo titulado Sur
quelques points d’algebré homologique (Algunos puntos sobre algebra homolégica),
definié la categoria abeliana generalizando algunas de las propiedades de la categoria
de grupos abelianos. Tal formalizacion, tiene su fundamento en la busqueda de ana-
logias entre la teoria de cohomologias con coeficientes en un haz y la teoria de funtores

derivados sobre funtores en categorias de modulos.

2.1 Categoria Pre-aditiva

Definicién 2.1.1 (Categoria pre-aditiva). Una categoria € se llama pre-aditiva

si verifica las siguientes condiciones.

a) Para cada par objetos A y B, (Hom e(4; B);—i—) tiene estructura de grupo
abeliano determinado por la operacién:

+ : Hom ¢(A; B) x Hom ¢(A; B) — Hom ¢(A; B)
b) La composicién:
o:Hom¢(A; B) x Hom ¢(B; C) — Hom¢(A4; C)

es bilineal respecto a la operacion +.
Es decir:

folg+h) = fog+foh

46



(g+h)of = gof+holf

Observacion 2.1.2 La existencia de la estructura de grupo abeliano sobre Hom ¢(A; B)
es una propiedad muy importante que implica el isomorfismo entre el producto y el
coproducto finito.

Proposicién 2.1.3 5i € es una categoria pre-aditiva, entonces tiene morfismos cero
y estos son los elementos neutros de los grupos abelianos Hom ¢(A; B) para todo par
de objetos A, B € obj(C).

Demostracién: Verificaremos, para cada A, B,C € 0bj(€) que 05 € Hom ¢(A; B);
05 € Hom ¢(A; C) y 08 € Hom ¢(C; B) satisfacen las siguientes dos condiciones:

a) fo0F =09, con f € Hom¢(B;O)
b) 05 0g =085, con g € Hom¢(C; A).
En efecto; como f o 0%; 09 € <Hom c(A;C); —l—) se tiene:
foOl+05 = fo0}

fo05 405 = fo(0F+0%)=/fo0f+ fo00f

05 = oot

Por un razonamiento andlogo se concluye el item (b). a

Proposicién 2.1.4 Si € es una categoria pre-aditiva y B € obj(€), entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes.
a) B es un objeto inicial.
b) B es un objeto final.
c) B es un objeto cero.
d) Ig=08:B— B

e) el grupo abeliano Hom ¢(B, B) es el grupo cero.
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Demostracién: A continuacion se verifican las siguientes implicaciones.

a) = d)

Como Hom ¢(B; B) es un unitario y como (Hom ¢(B; B); —1—) tiene estructura de grupo
abeliano, Iz = 05.

d) = a)

Si f,g € Hom ¢(B; A) entonces f = folgy g = golg, luego f—g = (f—g)olp = 04.
Por lo tanto f = g. Es decir B es un objeto inicial.

d) < b)

De manera analoga a los {tems anteriores.

a),b) < c)

Por definicién de objeto cero.

d) =€)

Para todo f € Home(B;B), f = folp = fo 08 = 05. Luego Hom¢(B; B) es el
grupo cero.

e) =d)

Como Hom ¢(B; B) es el grupo cero, Ig = 05. O

Lema 2.1.5 Siiyu, ip, ma y mp son las inclusiones y las proyecciones definidas en el

Lema 1.6.38, entonces en toda categoria pre-aditiva, se cumple i qoms+igong = Iaxp.

Demostracion: Del diagrama,

A M _ Ax BT B
A

:rA\ g(”Aa%
Ax B

y la unicidad del morfismo (74, 7p) se deduce (74, 75) = [4xp. Por otro lado, como
inoma, ipomp € Home(A X BAX B)y (Hom¢(A x B; A x B);—i—) es un grupo
abeliano, (ig oma +igomp) € Hom¢(A x B, A x B). Luego, por el Lema 1.6.38,
mp(iaoma+igomg) =7y Ta(iaoma+igong)=ma Como (ma,7p) es Unico,

se concluye (74, mg) =iq40ma +ipomp. Esdecirigqoma+igonmp = Iaxp. O
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2.1.1 Biproducto

Definicién 2.1.6 (Biproducto). El biproducto de A, B € 0bj(€), es una quintupla
(C,ma, T, ia,ip) donde, C' = A@ B € 0bj(&); ma, T, i, ip son las las proyecciones
y las inclusiones respectivamente y es representado por el siguiente diagrama,

el que sera llamado diagrama biproducto. Ademads se cumple.
g0ty =14, mpoip=Igpeigpoms+igong=Ic.

Observacién 2.1.7 Si (C,74,mp,i4,15) es el biproducto de los objetos A, B en la
categoria € entonces (C,i%, 1%, 7%, 77 ) es el biproducto de A, B en la categoria €

Proposicion 2.1.8 Sea la categoria pre-aditiva €.

a) Si (C,ma, TR, 14,i5) es el biproducto de los objetos A, B, entonces para todo
D € obj(€) y todo par de morfismos fa : A — D, fp: B — D, existe un

inico f € Hom ¢(C; D) que hace conmutar al siguiente diagrama.

b) Si (C,ma,mp,ia,iB) es el biproducto de los objetos A, B, entonces para todo
E € 0bj(€) y todo par de morfismos ga : B — A, g : E — B, existe un

inico g € Hom ¢(F; C) que hace conmutar al siguiente diagrama.
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Demostracion: A continuacién se verificard cada uno de los {tems indicados.

a) Si definimos f = fqoma + fpomp € Home(C; D), entonces f satisface las
siguientes igualdades.

(a) foin=(faoma+ fpomp)ois= fa.

(b) foip=(faoma+ fpomp)ois= fp.

Ahora demostraremos que f € Hom ¢(C; D) es tnico. En efecto; supongamos

que existe g € Hom ¢(C'; D) que hace conmutar el diagrama, entonces

g = golc
= go(iaoma+igomp)
= (goia)oma+ (goip)omp
= faoma+ fpoms

= f
b) de manera andloga al item anterior. O

Proposicién 2.1.9 Si € es una categoria pre-aditiva y (C,ma,7p) el producto de
los objetos A, B € 0bj(€) entonces existen los morfismos ia € Home(A; A X B) e
ip € Hom¢(B; A x B) tal que (C, 74, 7p,i4,1p) €s biproducto de A y B.

Demostraciéon: El resultado se logra verificar por el Lema 2.1.5 y el Lema 1.6.38. O

Proposicién 2.1.10 Si € es una categoria pre-aditiva y (C,ma, Tp,ia,ip) €s el bipro-
ducto de los objetos A, B entonces:

a) (C,ma,mg) es el producto de A, B € 0bj(<).

b) (C,ia,ig) es el coproducto de A, B € obj(€).

Demostracién: El resultado se logra verificar por la Proposicién 2.1.8. a
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Teorema 2.1.11 En toda categoria pre-aditiva, dos objetos tienen producto si y solo

st tienen biproducto.

Demostracién: El resultado es consecuencia directa del item (a) de la Proposicién
2.1.10 y Proposicién 2.1.9 . g

Corolario 2.1.12 En toda categoria, si (C,ma, T, ia,ig) y (C', 7y, 7, 14,i) son

biproductos de los objetos A y B entonces C es isomorfo a C”.

Demostracion: El resultado es consecuencia del Teorema 2.1.11. O

Proposicién 2.1.13 Si € es una categoria pre-aditiva y (C,ia,ip) es el coproducto
de los objetos A, B € obj(€), entonces existen los morfismos ma € Hom¢(A x B; A),
g € Hom¢(A X B; B) tal que (C,ma,mp,ia,1i5) es biproduto.

Demostraciéon: El resultado se logra verificar por la observacion 2.1.7 y el Principio
de Dualidad aplicado a la Proposicién 2.1.9. a

Teorema 2.1.14 En toda categoria pre-aditiva dos objetos tienen coproducto si y

solo si tienen biproducto.

Demostracion: El resultado es consecuencia directa de la Proposicién 2.1.10 item
(b) y la Proposicién 2.1.13 . 0

Observacion 2.1.15 Los Teoremas 2.1.11 y 2.1.14 implican que en toda categoria
pre-aditiva el producto de dos objetos coincide con su coproducto.

2.2 Categoria Aditiva

Definicién 2.2.1 (Categoria Aditiva). Una categoria se llama aditiva si:
a) es pre-aditiva,
b) tiene objeto cero,

c) contiene a todos los productos y los coproductos binarios.
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Proposicién 2.2.2 5i € es una categoria aditiva, entonces € es una categoria adi-

tiva.

Demostracién: La categoria opuesta € es aditiva ya que se verifica las siguientes

condiciones.

a) Como € es una categoria aditiva y obj(€%) := 0bj(€) se sigue que €% tiene

objeto cero.

b) Para todo A, B € obj(€°P) es evidente que A x B, A[] B € 0bj(€°) puesto que
Ax B,A]] B € obj(€).

c) Si A, B € obj(€°) entonces demostraremos que (Hom eon(A; B), +> es un grupo
abeliano aditivo.
En efecto; si f,g € Hom gor (A; B) entonces f°; ¢°? € Hom ¢(B; A) y como € es
una categoria aditiva f? + ¢ € (Hom e(B; A), +>.
Luego, si definimos f+g = (f 4+ g°?)” se concluye que f+g € Hom ¢or (4; B).
Y de manera analoga se verifica cada uno de los axiomas de grupo abeliano.

Por lo tanto (Hom eon(A; B), +> es un grupo abeliano aditivo.
d) La composicion es bilineal. Esta afirmacion consiste de las dos siguientes partes:

(a) Si h,g € Homeo(B;C) vy f € Homgor(A; B), entonces demostraremos
(h+g)of=hof+gof. En efecto; por la bilinealidad de la composicién
en €.

(h+g)of = (K7 +g")" o (fP)*
[/ o (A + g*)]

= (TR 4 o g

= [(ho f)"+(go [)7]™

= hof+4gof

(b) De manera analoga, se verifica la igualdad ho (g9 + f) = hog+ ho f para
todo g, f € Hom gos(A; B) y h € Hom go» (B; C'). O
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Teorema 2.2.3 Sea € una categoria aditiva, si (C,7a,Tp,ia,ip) es el biproducto
de A, B € obj(€), entonces (C,is) es un nicleo del morfismo mp € Hom¢(C; B) y

(C,m4) es un contcleo para el morfismo ig € Hom ¢(B;C).

Demostracion: Demostraremos el primer caso, pues el segundo caso es totalmente
analogo.

Por el Lema 1.6.38 se tiene mgoiy = 0. Si suponemos que K € 0bj(€)y f: K — C
con mg o f = 0 entonces demostraremos que existe de tinico g € Hom ¢(K; A) tal
que igqoqg=f.

En efecto; como i4 0o my +ip 0o mp = I¢ se tiene,

f=Icof=(isoma+ipomp)of=(iaoma)of+(ipoms)of=isomsof.

luego, si definimos g = w4 o f, cumple con lo exigido. Finalmente la unicidad de
g € Hom¢(K;A) enigog= f secumple por la Proposicién 1.6.45. O

El siguiente teorema nos permite caracterizar monomorfismos y epimorfismos a partir

de morfismos cero.

Teorema 2.2.4 En toda categoria aditiva €; se cumplen cada una de las siguientes

Proposiciones.

a) El morfismo f: A — B es un monomorfismo si y sdlo si para cada morfismo
h € Hom ¢(C; A) que cumple la igualdad f o h = 05 se tiene h = 04.

b) El morfismo f : A — B es un epimorfismo si y sélo si para cada morfismo
h € Hom ¢(B; C) que cumple la igualdad h o f = 09 se tiene h = 0.

Demostraciéon: Demostraremos solo la primera afirmacion, la segunda se sigue por
dualidad. Supongamos que f es monomorfismo y que el morfismo A € Hom ¢(C; A)
es tal que foh =08. Como foh =08 = fo0Z, en virtud de nuestra hipdtesis, se
concluye h = 04.

De manera reciproca, si g; ¢ € Hom¢(D; A) y fog= fog, entonces fo(g—4g)=
fog— fog =08. Luego por la hipdtesis se obtiene g — g’ = 09, esto es g = ¢’. Por

lo tanto f es un monomorfismo. a

Teorema 2.2.5 Si € es una categoria aditiva donde todo morfismo tiene nicleos y

conucleos, entonces se cumplen cada una de las siguientes proposiciones.
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a) El morfismo f : A — B es un monomorfismo si y solo si (0;04) es el nicleo
de f.

b) El morfismo f: A — B es un epimorfismo si y sélo si (0%,0) es el coniicleo
de f.

Demostracion: Verificaremos soélo la primera afirmacion, la segunda se consigue por
dualidad. Si f es monomorfismo entonces demostraremos que (0; 03') es el niicleo de f.
En efecto; como f o 07 = 08, supongamos que existe un morfismo g € Hom ¢(K; A)
tal que fog = 0F. Por el teorema anterior item a) se deduce g = 0%4. Luego si
hacemos h = 0% entonces existe un morfismo h € Hom ¢(K;0) tal que 0! oh =g y
es Unico pues 0 es objeto final.

De manera reciproca, si (0;03) el nticleo de f, entonces demostraremos que f es
monomorfismo. Para tal fin consideremos los morfismos h; h' € Hom ¢(K; A) tal que
foh= foh' Como € es una categorfa aditiva se tiene f o (h — k) = 0% y en virtud
de la hipdtesis supuesta, existe un tnico g € Hom ¢(K;0) tal que 0 o g = h — k, es

decir, h = k. Por lo tanto f es monomorfismo. a

Teorema 2.2.6 Si € es una categoria aditiva tal que, todo morfismo tiene nicleo y

contcleo, entonces tiene igualadores y coigualadores.

Demostracion: Se verificara solo la primera afirmacién pues la segunda se obtendra
por dualidad. Si consideramos los morfismos f; g € Hom ¢(A; B), entonces demostare-
mos que existe el par (K; h) tal que el morfismo h € Hom ¢(K; A) verifica las siguientes
condiciones:

a) foh=goh.

b) Si ' € Hom¢(K'; A) satisface la igualdad f oh' = go I/, entonces existe un
morfismo ¢’ € Hom¢(K’; K) tal que hog = h'.

Claramente el par (K " ker(f — g);) satisface las condiciones requeridas. a
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2.3 Categoria Normal y conormal

Definicién 2.3.1 (Categoria Normal y conormal). Una categoria pre-aditiva se

llama normal si:

a) tiene objeto cero,

b) todo monomorfismo es el morfismo kernel de algiun morfismo.
Dualmente, se llama conormal si:

a) tiene objeto cero,

b) todo epimorfismo es el morfismo cokernel de algin morfismo.

Proposicién 2.3.2 Si € es una categoria normal, entonces es balanceada (ver def.
1.5.48).

Demostracién: Demostraremos que todo monomorfismo f € Hom¢(A; B) que es

epimorfismo es un isomorfismo. En efecto; por Teormea 1.6.14, f = ker|( coker(f)),

luego <K’, ker (coker(f))) es un nucleo para coker(f) € Hom ¢(B;C) y a partir de
los argumentos expuestos en el Teorema 1.6.4 se deduce que A es isomorfo a K’.
Como f es un epimorfismo por Teorema 1.6.10, coker(f) = 0% y gracias a la Proposicién
1.6.7 se concluye que (B, Ig) es un nucleo para el morfismo coker(f). Por lo tanto;
existe un isomorfismo g € Hom ¢(A; B) tal que Igog =g = f. O

2.4 Categoria Abeliana

Las categorias abelianas son el marco usual para el estudio del algebra homoldgica,
pues ellas unifican varias propiedades de homologia mediante construcciones alge-
braicas caracterizadas por ciertas propiedades universales de muy alta relevancia en

algebra en general asi como en la topologia algebraica en particular.

Definicién 2.4.1 (Categoria Abeliana). Una categoria es abeliana, si es una
categoria aditiva que ademas satisface las siguientes propiedades:

I. todo f € Hom ¢(A; B) tiene ntcleo y contcleo.
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II. todo monomorfismo es morfismo ker y todo epimorfismo es morfismo coker.

Si una categoria aditiva satisface solo I, se dice que es pre-abeliana.
Lema 2.4.2 Si € es categoria abeliana, entonces es normal.

Demostracién: El resultado es consecuencia directa de la definicién de categoria
abeliana. a

Teorema 2.4.3 Si € es categoria abeliana, entonces es balanceada.

Demostraciéon: El resultado se logra verificar por Lema 2.4.2 y Proposicion 2.3.2. O

Definicién 2.4.4 (Imagen y Coimagen). Sea € una categoria abeliana y el mor-
fismo f € Hom ¢(A; B). Supongamos que (K, ker(f)) y (D,coker(f)) son el nicleo

y el conticleo de f respectivamente.

1. La imagen de f, es el par (Im(f);im(f)), donde im(f) := ker(coker(f)) e
Im(f) € 0bj(€) es el dominio de Im(f).

2. Lacoimagen de f, es el par (C’oim(f); coim(f)), donde coim(f) := coker <k:er(f)>
y Coim(f) € obj(€) es el codominio de Coim/(f).

Proposicién 2.4.5 Si € es una categoria abeliana, entonces €P es una categoria

abeliana.

Demostracion: Por Proposicion 2.2.2, € es aditiva. Solo falta verificar las dos

condiciones siguientes:

1. Si f € Hom ¢or(A; B), entonces demostraremos que existe h € Hom gop (K; A) y
g € Hom ¢on (B; C) tales que h = ker(f) y g = coker(f).
En efecto; dado f € Homgow(A; B), f? € Home(B;A) y como € es una
categorfa abeliana existen los morfismos h € Hom ¢(C; B), § € Hom ¢(A; K)
tales que h = ker(f°r) v g = coker(f°) y por la Proposicién 1.6.15 se tiene
h? = coker(f)y G = ker(f). Luego si definimos h = h*? y g = §° se concluye
lo pedido.
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2. Si f € Hom ¢or(A; B) es un monomorfismo y g € Hom ¢or (C'; D) es un epimor-
fismo, entonces demostraremos que f = ker (coker(f)) y g = coker (ker(f)).
En efecto; por la Proposicién 1.5.33, f € Hom¢(B; A) es un epimorfismo y
g°? € Hom ¢(D; C') es un monomorfismo, luego como € una categoria abeliana
se tiene [P = coker <ker(f)), g°? = ker (coker(f)) y por la Proposicion 1.6.15,

se concluye que f = ker (coker(f)) y g = coker (kzer(f)). a

Proposicién 2.4.6 Dado el diagrama en la categoria pre-abeliana €.

ker(f) coker(f)

D

A f B

y ’

Coim(f) - Lo Im(f)

K

Si g" =1im(f) y h = coim(f) entonces existe un tinico g € (C’oz’m(f),]m(f)) que

hace conmutar al diagrama.

Demostracién: En efecto, como (I m(f),qg" ) es un nucleo del morfismo coker(f),
)

por la propiedad universal de Im(f) respecto del morfismo ker <coker( f )) existe un
unico morfismo h' € Hom¢<A Im(f)> tal que ¢” o A’ = f. Por otro lado, como el

conticleo de ker(f) es (C’oz’m ) y ¢” es un monomorfismo, de la igualdad:
g// o hl — f
(g”oh') oker(f) = foker(f)
"o (h’ o k:er(f)) = 0=g"00

se deduce h’ o ker(f) = 0. Luego por la propiedad universal de Coim(f) respecto del
morfismo coker (ker(f)) existe un tnico g € (Coim(f), Im(f)) tal que goh = h'.

Por lo tanto ¢” o (go h) =g¢"oh’ = f. La unicidad de g se sigue de manera inmediata
por que ¢’ es monomorfismo y h es epimorfismo. O
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Proposicién 2.4.7 Sea € una categoria abeliana. Si f € Hom¢(A; B) es epimor-

fismo, entonces coim(f) = f y si f monomorfismo, entonces im(f) = f.

Demostraciéon: El resultado se verifica por Proposicién 1.6.11 y Proposicién 1.6.13. O

Proposicién 2.4.8 Dado el diagrama, en una categoria abeliana €.

) y — C’oim(f)

f 9
1! v

K" p"* Im(f)

si (¢ K) y (W', K') es un nicleo y un conicleo de f respectivamente con g” = im(f)
y h = coim(f), entonces existe un unico isomorfismo g : Coim(f) — Im(f) que

hace conmutar al diagrama.

Demostracién: Por la Proposicion 2.4.6 existe un tinico g € Hom ¢ (C’oim(f); Im(f)>
que hace conmutar al diagrama indicado.

A continuacién demostraremos que el morfismo g es un isomorfismo. Para esto debe-
mos verificar que es un monomorfismo y un epimorfismo pues el Teorema 2.4.3 garan-
tiza que si eso ocurre entonces es un isomorfismo. Para tal fin demostraremos primero

que h' = ¢” o g es un monomorfismo (ver diagrama).

A ! B
| [
Coim(f) ——5—— Im(f)

Para verificar tal afirmacién, se debe demostrar que, si existe f” € Hom ¢ (D; Coim(f ))
y verifica la igualdad A’ o f” = 0, entonces f” = 0.

En efecto; del diagrama adjunto y la propiedad universal de D’ respecto al morfismo
coker(f") existe un tnico f” € Hom¢(D'; B) tal que f" o coker(f") =h'.

D f// Cozm(f) cok‘€7‘(f ) _D,
\ éf///
B

o8



Por otro lado, como coker(f”) o h es un epimorfismo, este es un morfismo coker de
cierto morfismo, digamos ¢” € Hom ¢(D"; A) es decir coker(g”) = coker(f") o h.
Luego de la igualdad.

f o g//l — (hl o h) ogl// — (f/// o coke,’,,(fl/)) o (h o g/l/) — fl// o <CO/€6T(QW) <:>g///> — 0

y la propiedad universal de K respecto del morfismo ker(f) existe un dnico mor-
fismo A" € Hom ¢(D"; K) tal que ¢’ o h"” = ¢ tal cual se aprecia en el diagrama
conmutativo.
D//
h///

v
K A D’

/

g coker(g'")

1

Asi mismo a partir de la igualdad, hog” = ho (¢ o k") = (ho g’ )oh” =0oh” =0y
la propiedad universal de D’ respecto al morfismo coker(g") existe un inico morfismo

fe Hom¢<D’; Coim(f)) tal que f o coker(g”) = h. como se indica en el diagrama
conmutativo adjunto.

n COkeT(g/”)

D" 9 A D/
\ vf
Coim(f)

Pero como f o coker(g") = fo coker(f")oh = h = Icoim(p) o h 'y h es un epimorfismo
fo coker(f") = Icoim(s), luego a partir de la observaciéon 1.5.25 y la Proposicién
1.5.27, coker(f") es monomorfismo.

De la igualdad coker(f"”) o f” = 0 = coker(f"”) o 0 se obtiene f” = 0. Por consigu-
iente ker(h') = 0 y gracias al Teorema 2.2.5, ' es un monomorfismo, luego por la
Proposicién 1.5.27, g es un monomorfismo.

Finalmente se debe verificar que el morfismo go h : A — Im(f) es un epimorfismo.
Para tal efecto; si definimos i = g o h y suponemos que existe § € Hom ¢<]m(f); E)

tal que g o h = 0, entonces demostraremos que g = 0.
En efecto; por la propiedad universal de G respecto del morfismo ker(g) existe un
tinico morfismo f’ € Hom ¢(A; G) que hace cumplir la igualdad ker(j) o f' = h. Tal

29



como se puede observar en el diagrama conmutativo adjunto,

A E

Im(f)

. %’@

G

y como ¢” o ker(g) es un monomorfismo, este es un morfismo ker de cierto morfismo,
digamos h' € Hom ¢(B; C) es decir ker(h') = ¢" o ker(j). Luego de la igualdad.

Wof=ho(g"ogoh)= (ﬁ’og”>oﬁ= (ﬁ’og”)O(ker(é)Of’> =0

y por la propiedad universal de K’ respecto del morfismo coker(f) existe un tinico
§ € Hom¢(K"; C) tal que §' o coker(f) = k' como se puede apreciar en el siguiente

diagrama conmutativo.

De la igualdad, 2/ o ¢” = (g’ocoker(f)> og/ =go (coker(f) og”) = 0y la propiedad
universal de K" respecto del morfismo ker(h') existe un tnico f” € Hom ¢ (I m(f); K" )
tal que ker(ﬁ’) o f =g,

K" ker(h') B

2y "

f// g

Im(f)

y a partir de ello se sigue.
(9" ker(@)) o " = g"o (ker(g) o J") = g = ¢"  Irm(y).

y como el morfismo ¢” es un monomorfismo ker(g) o f” = I Im(f) Dero por el item a)
de la observacién 1.5.30 y la Proposicién 1.5.34, ker(g) es un epimorfismo. Luego de
la igualdad ker(§) o § = 0, se obtiene § = 0. Por lo tanto & es epimorfismo y por
Proposicién 1.5.34 se concluye que g es epimorfismo. O
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Proposicién 2.4.9 Todo morfismo f en una categoria abeliana se expresa de forma

inica como f =1im(f) o hocoim(f); donde h es isomorfismo.

Demostracion: El resultado se logra verificar por la Proposicion 2.4.6 y la Proposicién
2.4.8. O

Corolario 2.4.10 Todo morfismo f € Hom¢(A; B) en una categoria abeliana € se
expresa como f = go h; de modo que g es epimorfismo y h' es monomorfismo.

Demostraciéon: El resultado es consecuencia directa de la Proposicién 2.4.9 al definir
B =im(f)y g = hocoim(f). O

Observacién 2.4.11 Buchsbaum en [6] y Grothendieck en [3], definen una categoria
abeliana como aquella categoria pre-abeliana que cumple la siguiente condicién.
Si f € Hom ¢(A; B), entonces Coim(f) e Im(f) son canénicamente isomorfos.

Proposicién 2.4.12 La definicion de categoria abeliana en la observacion 2.4.12 es

equivalente a la definicion de categoria abeliana 2.4.1.

Demostracién: En efecto; es evidente que la condicién I) de la definicién 2.4.1 im-
plica que la categoria es pre-abeliana; el item II) de la definicién 2.4.1 y la Proposicién
2.4.8 implican la condiciéon impuesta en la observacién 2.4.12.

De manera reciproca asumimos que la categoria es pre-abeliana y que Coim(f) e
Im(f) son canénicamente isomorfos. Es evidente que se cumple la condicién 1) de la
definicién 2.4.1.

Ahora, demostraremos que si f es un monomorfismo, entonces es un morfismo ker.
En efecto; por Teorema 2.2.5, ker(f) = 0 y por la Proposicién 1.6.7 el par (A, 14) es
su contcleo. Por hipdtesis existe un isomorfismo g entre Coim(f) e Im(f). Luego
del diagrama conmutativo adjunto, se deduce que el objeto A es isomorfo al objeto
Im(f) y por la observacién 1.6.2, f es un morfismo ker.

0 A1 A
ft g
, m(f) !
coker(f) m(f)
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Por un argumento analogo, se logra verificar que, si f es epimorfismo, entonces es un

morfismo coker. O

Con la finalidad de ilustrar el concepto de categoria abeliana, se presenta el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.4.13 Sea A € Ani y denotemos por A-Mod a la categoria de A-mddulos

izquierdos (ver ejemplo 1.3.4). Afirmamos que A-Mod es una categoria abeliana. Para

verificar nuestra afirmacion se demostrara que se cumple la definiciéon 2.4.1.
I. Aditividad.
Para tal efecto, verificaremos los siguientes {tems.

a)

Pre-aditividad. Es evidente que para cada par de A-médulos izquierdos A, B;
<H0m ¢(A; B), +> respecto a la operacion (f 4 g) (a) = f(a) + g(a),a € A es
un grupo abeliano. Ademds, se cumple ho (f+g) =hof+hogy (g+h)of =
gof+hof.

Existencia de objeto cero. Como 0 = {0} es la identidad aditiva de todo
A-médulo izquierdo es evidente que A-Mod tiene objeto cero.

Existencia de producto y coproducto binario. Si A; B € obj(A-Mod),
entonces demostremos que A X B € obj(A-Mod).

En efecto; si definimos la operacion interna (aq;b1) + (ag;be) = (a; + ag; by + by)
y la operacién externa r(a;b) = (ra;rb), para todo r € Ay todo A; B € obj(A-
Mod), entonces con estas operaciones A x B satisface los axiomas de A-mdédulo
izquierdo. Por lo tanto, A x B € obj(A-Mod). Por otro lado, por Proposicién
2.1.9, existe el biproducto. Por lo tanto por Teorema 2.1.14 existe el coproducto.

I1. Existencia de nucleo y conftcleo.

Debemos verificar que todo morfismo en A-mddulo tiene nicleo y conticleo. Esta

afirmacién se verifica con ayuda de los siguientes items.

a)

El nicleo del morfismo f : A — B, sera denotado como (K sker(f )), donde
K = {a€ A/f(a) =0} y el morfismo ker(f) : K — A es definido por
(ker(f)) (x) =z, Vo € K. Demostraremos que (K; k:er(f)) asi definido satis-

face las siguientes condiciones de ntcleo.
i) foker(f)=0.
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ii) Si fog =0, entonces existe un tnico morfimo h € Hom y_ps.q(E; K) tal

que g = ker(f) o h.
. 0
A-1-B
v
0

h:

E

En efecto.

i) Como <f o ker(f))(x) = f(x) se tiene (f o ker(f)) () =0, Yz € K, por
lo tanto f o ker(f) = 0.

ii) La existencia del morfismo h : E — K es consecuencia de la inclusién
Im(g) C K. Luego, si definimos h : E — K como h(e) = g(e), Ve € E de
la igualdad <ker(f))h(e) = g(e) se obtiene ker(f) o h(e) = g(e), Ve € E;
por lo tanto g = ker(f) o h.

b) El contcleo del morfismo f : A — B serda denotado por (D;cok;er( f)),
donde D = B/Im(f) y el morfismo coker(f) : B — D es definido por
(coker(f))(a:) = x + Im(f), Yr € B. Demostraremos que (D;coker(f))
asi definido satisface las siguientes condiciones de contcleo.

i) coker(f)o f=0.

ii) Si go f = 0 existe un tnico morfismo de A" € Hom 5_ps04(D; C) tal que
g = h' o coker(f).

En efecto.



i) Como coker(f)of(a) = f(a)+Im(f) = Im(f) se tiene coker(f)o f(a) = 0;
en D = B/Im(f), Ya € A; por lo tanto coker(f)o f = 0.

ii) De la igualdad, g o f = 0 se deduce que Im(f) C Ker(g), luego definimos
el morfismo h' : D — C por h'(q) = g(b). Siq = <coker(f)> (b), entonces
demostraremos que h' estd bien definida.

Es decir si ¢ = (coker(f)) (b) = (coker(f)) (b'), entonces demostraremos
que g(b) = g(V').

En efecto; por definicién, coker(f) es sobreyectiva; luego existe b € B tal
que ¢ = (coker(f))(b). Luego como g = (coker(f)) (b) = (coker(f)) (V')
se tiene b+ Im(f) =0 +1Im(f), es decir b—V' = f(a) € Ker(g) para algin
a € A; por lo tanto g(b) = g(V'). Ademés A’ es un morfismo de A-Mod, por
estar definido en términos de ¢, y como h' o (coker(f)) (b) = g(b), ¥Yb € B,

se concluye h' o coker(f) = g.

ITI. Los monomorfismo(epimorfismos) son morfismos ker(respectivamente,
coker).

Antes de demostrar que cada monomorfismo es un morfismo ker y cada epimorfismo
es un morfismo coker, se verificara en primer lugar que en A — M od los monomorfismos
(epimorfismos) son los homomorfismos inyectivos (sobreyectivos) respectivamente.
En efecto, sea f : A — B un homomorfismo inyectivo y g, h : C' — A homomorfis-
mos tales que fog = foh. Para cada ¢ € C se cumple f(g(c)) = f(h(c)), es decir
g(c) = h(c), por lo tanto, g = h.

Ahora, supongamos que f : A — B es un monomorfismo de A—Mod y sean x,y € A
tales que f(z) = f(y). Si C el sub-mé6dulo ciclico de A generado por z —y y consider-
emos los homomorfismos i, ' : C' — A, inclusién y nulo respectivamente, entonces
se tiene foi = foh, luego i = h. En particular, i(x —y) =2 —y = h(z —y) = 0,
implica © = y.

En segundo lugar se verificara que, en A — Mod los epimorfismos son los homomor-
fismos sobreyectivos.

En efecto, sea f : A — B un homomorfismo sobreyectivo, y sean g,h : B — C
homomorfismos tales que go f = ho f. Dado b € B existe a € A tal que f(a) = b;
luego g(b) = (g £)(a) = (h o f)(a) = h(b), es decir, g = h.

Por otro lado, sea f : A — B un epimorfismo y C' := B/Im(f) el médulo co-
ciente de B por la imagen del homomorfismo f. Si consideremos los homomorfismos

64



g,h : B — C definidos por g(b) := b+ Im(f) y h(b) := 0+ Im(f), Vb € B, entonces
gof=hof, porlotanto g = h,y de aqui b € I'm(f) para cada b € B, es decir, f es
sobreyectiva.

Retomando la propuesta de demostracién, cada monomorfismo es un morfismo ker y

cada epimorfismo es un morfismo coker. se verificara los siguientes items.

a) Si f € Homa_p04(A; B) es un monomorfismo, entonces demostraremos que
f = ker (coker( f )) Para tal fin, se verificard que f satisface las condiciones

de nicleo para coker(f). Es decir,

i) coker(f)o f=0.

ii) Si coker(f)oh = 0, existe un tnico morfismo g € Hom p_p0q(F; A) tal

que h= fog.
0
A
g B coker(f) B/]m(f)
FE
0
En efecto.

i) Por definicién de coker(f) se tiene coker(f)o f = 0.

ii) Como h : E — By coker(f) o h(e) = 0 se tiene h(e) = f(a) para algin
a € A. Por lo tanto, si definimos g(e) = a se tiene,

(fog)(e) = f(g(e)) = f(a) = h(e), el cual se encuentra bien definido
pues si f es monomorfismo, entonces es inyectivo. Luego, se deduce que
h=/fog.

b) Siel morfismo f € Hom _j10q4(A; B) es un epimorfismo, entonces demostraremos
f = coker (ker( f)) Para tal fin, se verificarda que f satisface las siguientes

condiciones de contcleo para ker(f):

i) foker(f)=0.
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ii) Si hoker(f) =0, entonces existe un tnico morfismo g € Hom _ps,q4(B; C')
tal que h =go f.

B

w

@

ker(f

e
g

En efecto.

i) Por definicién f o ker(f) = 0.

ii) Como h o ker(f) = 0 se tiene K C Ker(h). Luego si definimos el
morfismo g : B — C por ¢g(b) = h(a) con f(a) = b. entonces
demostraremos que se encuentra bien definida.

Si f(a) = f(a’), entonces a—a’ € Ker(f) = Ky h(a—a') = 0, es decir
h(a) = h(a’"). Por lo tanto g se encuentra bien definida y se implica
que h=go f.
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Capitulo 3

Pro-Categoria

Las pro-categorias han encontrado varios usos en las ultimas décadas, desde la ge-
ometria algebraica [3], [4], [16]; la teorfa de formas [10], [13], [30]; la topologia
geométrica [8] y las matemadticas aplicadas [10]. De ahi la importancia de su estudio

y formalizacién.

3.1 Sistemas inversos.

La nocién de sistema inverso aparece por primera vez en los siguientes articulos
de P.S. Aleksandrov, al considerar secuencias inversas de complejos (Espectros de
proyeccion):

1. Une définition des nombres de Betti pour un ensemble fermé quelconque, C.R.

Acad. Sci. Paris 184 (1927) 317-319.

2. Untersuchungen uber Gestalt und Lage abgeschlossener Mengen beliebiger Di-
mension, Ann. of Math. 30 (1929) 101-187.

A continuacién definimos las bases tedricas para posteriormente definir los sistemas

inversos.

Definicién 3.1.1 (Pre-orden). Toda relacién binaria definida sobre un conjunto,

es una relacion de pre-orden, si es reflexiva y transitiva.

Ejemplo 3.1.2 Toda relacién de equivalencia ~ definida sobre un grupo (G, %), que
satisface la condicién, (Vz,z',y,y € G)(x ~ ' ANy ~y = xxy ~ 2’ xy); es una
relacién de pre-orden.

67



Definicién 3.1.3 (Conjunto preordenado). Todo conjunto equipado con una
relacion de pre-orden se llama conjunto preordenado.

Ejemplo 3.1.4 Sipara cada par (21, z2); (y1,92) € R2, definimos la relacién binaria:
(z1,22) < (y1,y2) < 1 > y1, entonces (R, <) es un conjunto preordenado.

Definicién 3.1.5 (Conjunto parcialmente ordenado). Todo conjunto equipado
con una relacién de pre-orden antisimétrica (es decir. xRy A yRx = = = y) se llama

conjunto parcialmente ordenado.

Ejemplo 3.1.6 Sea el conjunto de los nimeros naturales N y la relaciéon <*, definida
para todo n,m € N, como n <* m < ™ € N, entonces (N, <*) es un conjunto

parcialmente ordenado.

Observacién 3.1.7 Todo subconjunto de un conjunto parcialmente ordenado es

también un conjunto parcialmente ordenado.

Definicién 3.1.8 (Conjunto directo). Todo conjunto no vacio I con una relacion
de pre-orden < que cumple la siguiente condicion.:

Dados A\, € T existev € T tal que A\ <v ypu <.

Se llama conjunto directo.

Ejemplo 3.1.9 Sea A un conjunto no vacio. Si definimos el conjunto Z de todos
los subconjuntos finitos de A y la relacién binaria < para cada par \,\" € Z como
A< N & ANC N, entonces (Z,<) es un conjunto directo.

Definicién 3.1.10 (Conjunto cofinal). Dado el conjunto preordenado Z, el sub-
conjunto preordenado J de Z, es llamado cofinal en 7 si para cada A € 7 existe
N e TJ tal que A < N

Ejemplo 3.1.11 Dado el conjunto preordenado (Z,<). Si definimos la relacién ~
como, A\ ~ Ay < A1 < Ay A Ay < Ay, entonces ~ es una relacion de equivalencia.

Por otro lado, si definimos J C Z como un conjunto que contiene un elemento de cada
clase de equivalencia, entonces es evidente que J es un subconjunto preordenado de

7 bajo la relacion <, el cual también es antisimétrico. Por lo tanto J es cofinal en Z.
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Definicién 3.1.12 (Conjunto cofinito). Todo conjunto preordenado Z es cofinito,
si para cada A € Z el conjunto de predecesores de A es un conjunto finito.

Ejemplo 3.1.13 Si consideramos el conjunto de los ntimeros naturales (N) y la

relacion de orden usual <, entonces N es un conjunto cofinito.

Observacién 3.1.14 La ventaja de usar subconjuntos cofinitos radica principal-
mente en poder usar el principio de induccion sobre el cardinal del conjunto de
predecesores.

Definicién 3.1.15 (Preservacién de orden). Una funcién entre conjuntos preor-
denados ¢ : (J,<") — (Z, <) se dice que preserva orden, si para cada u, ' € J
verifica la siguiente condicién, pu <" 1’ = p(p) < @(i').

Ejemplo 3.1.16 La funcién f : (N, <) — (N, <*) definida por f(n) = n!, es una

funciéon que preserva orden.

Lema 3.1.17 Sea (J,<) un conjunto preordenado y cofinito. Si (Z,<) es un con-
Junto directo entonces para cada funcion ¢ : J — I existe una funcion que preserva
orden ¢ : J — T tal que () < ¢(u) para todo p € J.

Demostracion: Se definira la funcién ¢ por induccién sobre el nimero de predece-
sores de p € J distintos de pu.

En efecto; si p no tiene predecesores distintos de p, entonces p(u) = ¢(u). Caso
contrario, supongamos que ¢ ha sido definido para todo u € J con cierta cantidad
de predecesores menores a una cantidad k£ > 1 distintos de p, de tal manera que si
o < pi entonces ¢(u) < ¢(u') y p(p) < o(p).

Si suponemos que p € J tiene k predecesores fiq, fla, ...... , i distintos de p, entonces
cada p; tiene un nimero menor que k predecesores distintos de u;, por lo tanto
¢(p;) se encuentra definido, luego elegimos para ¢(u) un elemento de Z mayor que

¢(N1>7¢(M2)7 gb(uk),go(,u) O
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3.1.1 Sistema inverso.

La definicién de sistema inverso, usada en esta tesis aparece en los siguientes articulos
de S. Lefschetz:

1. On compact spaces, Ann. of Math. 32 (1931) 521-538.

2. Algebraic Topology, Amer. Math. Soc. Colloquium Publ. 27, New York, 1942.
MR 484.

Un tratamiento detallado se puede apreciar en el articulo de S. Eilenberg y N.E.
Steenrod, Foundations of Algebraic Topology, Princeton Univ. Press, 1952. MR
14398.

Definicién 3.1.18 (Sistema inverso o sistema proyectivo). Un sistema inverso,

denotado por A en cierta categoria € es un triplete ((AA), I, (Z, §)>, abreviado
por (AA,cS)\,\/,I> donde:

a) (Z,<) es un conjunto directo, llamado conjunto indice.

b) para cada A € Z, Ay € 0bj(€), es llamado término.

c) Para cada A < X en Z, el €-morfismo ), € Hom ¢(Ay; Ay) es llamado mapeo

estructural del sistema inverso y cumple las siguientes condiciones:
I. dx» = 14, para todo A

11 5,\)\/ o 5,\/)\// = 5,\)\// toda vez que A < N < N

Ejemplo 3.1.19 Dada la categoria de grupos Grp. Una relacion de equivalencia ~

definida sobre un grupo (G, %) es llamada congruencia si,
Vo, o'y, € G)x ~2' Ny ~y = xxy~a' xy).

Ademas; si ~ es una relacion de congruencia, entonces la clase del elemento elemento
neutro denotada por N = [e] es un subgrupo normal de G. De otro lado; como
cualquier subgrupo normal N de G bajo la relacién ~y de equivalencia.

Ve,y € G)(x ~xyy & x*xy ' €N),
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es una relacion de congruencia, se tiene N = [e]NN y ademas el conjunto cociente
G/ ~= G/ ~g= G/N es, en ambos casos, un grupo cociente.

Luego, si denotamos el homomorfismo proyeccién entre Gy G/N por§ : G — G/N'y
definimos el conjunto de indices Z como el conjunto de todas las congruencias ~y= A
entonces al definir la relacién binaria: A < X' < N, C N, (subgrupos) sobre Z y al
tener en cuenta que la interseccion de un par de subgrupos normales es un subgrupo
normal, entonces (Z, <) es un conjunto directo.

Finalmente, si definimos G/Ny = Gy y G/Ny = G, con A < ), entonces existe
tnico homomorfismo dyy : Gy — G definido por dyv([z],) = [z],, que cumple los
siguientes items.

I. oy = I, para todo A
I1. dyn 0 Oyar = Oy toda vez que A < N < )\,

Por lo tanto (G, dyx,Z) es un sistema inverso.

Definicién 3.1.20 (Sub-sistema inverso). El sistema inverso A’ := <AA,5,W“7)

es llamado sub-sistema de A := <A)\, (5,W,I> si J es un subconjunto directo de Z .

Definicién 3.1.21 (Sistema inverso constante). Un sistema inverso constante
(denotado por | A]) es aquel sistema inverso <A x> O I) donde el conjunto de indices
es unitario y oy = 4.

3.1.2 Morfismo entre sistemas inversos.

El estudio de los morfismos entre sistemas inversos aparece por primera vez en H.
Freundenthal en Entwicklungen von Raurnen und ihren Gruppen, Compositio Math.
4 (1937), 145-234.

Definicién 3.1.22 (Morfismo entre sistemas inversos). Un morfismo entre sis-

temas inversos es denotado por (f,, ) : A — B = (B;m Ot j) y consiste de una
funcién que preserva orden ¢ : J — Z, asi como de €-morfismos f, : Ay) — By,
para cada p € J, de manera que para todo u <y existe A € Z con p(u), p(p') < A
tal que.

Ju 0 dpr = 5;;;/ O fur © dp(u)x
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Es decir, el diagrama adjunto conmuta.

A Sip (A A, S () A

w(n) w(p')
g -
Bu 5 Bu’

!

Observacion 3.1.23 A continuacién se presentan los esquemas asociados a los posi-
bles morfismos entre sistemas inversos.

a) Para el caso del morfismo (f,,¢) : A — B se tiene.

Aw(ﬂ)}//h\} /A,\/\ /

() Ap(ur)
I
B, B, B

b) El morfismo (f,,¢) : A — |B], queda determinado por cierto A\g € Z fijo y
un ¢-morfismo f: Ay, — B, tal como se puede observar.

A
f#//
i j Fur
B, B, By

Definicién 3.1.24 (Composicién de morfismos entre sistemas inversos). Da-
dos los morfismos (f,,¢) : A — By (9,,¢) : B— C = (C,,d,, ), definimos
(gy>¢) o (f,ua 90) = (h’VJX) : A — C7 €COoIno:

hy =0u0 fuw): Ayw) — Cvy X=potp: A —T,
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es decir;

Tyw) v
By Cy

Ayw) = Apop)v)

gvofy)

y queda representado por el siguiente diagrama.

A/\//

7

Ayo)y =— A —— Ay =— Av — Ay

fwml jfu lfw(u’)

Byw) B, Byw)
y g
C, C,

Lema 3.1.25 La composicion de morfismos entre sistemas inversos es asociativa.

Demostracion: Con la finalidad de evitar el uso excesivo de la simbologia en la
demostracién escribiremos, (g,,v) o (fu,¢) =go f = (hy,x) = h : A — C donde

h, = <(g,,of¢(y)) ,X>, X = pot. Luegosi (fu,¢): A— B, (g,,¢) : B—Cy
(h;,, ng) :C— D= (Dm Ot E) se tiene:

Wolgof) = Woh=(ioh),

( o hg(n) Xo¢>
o (e Ofwwn))(soowocb)

/!

(
(
- ((ho © Fototn) soowoqb))
((h’ o Fuen soo<wo¢>)
(¢

(hog)o 7900(@/)0¢)>
= (hog)o
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Como se observa en el diagrama.

(gof)qS(n)
A (én))) - wa(n”\/ —>Cotp ——— D,
(R'og),

O

Definicién 3.1.26 (Morfismo identidad para sistemas inversos). El morfismo
identidad I4 asociado al sistema inverso A es el par (14,,idz) donde 14, : Ay — A,
es el €-morfismo identidad para cada A € Z e idz : Z — T es la aplicacion identidad.

Definicién 3.1.27 (Morfismo restriccién). Si A’ es sub-sistema inverso de A
entonces el morfismo (1,,idz) : A — A’ definido por I := 4, : Ay — A, para

todo A € J es llamado morfismo restriccion.

Definicién 3.1.28 (Categoria de sistemas inversos). Dada cualquier categoria
¢, si definimos la estructura inv-€ = (0bj, Hom ), donde.

a) obj(€), es la clase formada por todas los sistemas inversos sobre €,
b) Hom, es el conjunto formado por los morfismos entre los sistemas inversos.
c¢) la composicién es la definida en 3.1.24.

Entonces inv-€ satisface los axiomas de categoria y es llamada categoria de los sis-
temas inversos de €.

Definicién 3.1.29 (Morfismo a nivel). Dado los sistemas inversos A y B index-
ados por el mismo conjunto £. El inv-€-morfismo (f,,¢) : A — B es llamado

morfismo a nivel si ¢ = idz y para todo u < ' el siguiente diagrama conmuta.

7 %
fuL qu’
Bu Y Bu’



3.2 Equivalencia entre morfismos.

Proposicién 3.2.1 Sean A, B € obj (inv — €). Si definimos la relacion ~ para cada

par (fu,gp),( L,gp’) € Hom jpy—e(A; B) como (fu,¢) ~ ( L,gp’) si, y sélo si cada
we J, admite un N € T con X\ > o(p), ' (1) tal que el siguiente diagrama conmuta,

Sip(1)A 0! (u)A
As@(u) = Ay — A ()

x :

B,

==

entonces es una relacion de equivalencia.

Demostracion: Demostraremos que la relaciéon ~ cumple las siguientes condiciones:

a) Reflexividad.
Para todo (f,,¢) € Hom j,p—¢(A; B) se cumple f,, 0 6p(uyn = fu © Iy, por lo
tanto (fu, ) ~ (fu: #).

b) Simétria.

Como ([, ) ~ ( L,QO'), Ju 0 0ppn = 10 0pux <= f1 0 0pr(uyx = fu © ()
( ZUQO/) ~ (f,m@o)‘

c) Transitividad.

Si (fur ) ~ ( L,(p’), ( L,gp’) ~ ( L’,(p”) entonces del diagrama adjunto como

o), @' (1) <Ay ¢'(1), ¢" (1) < N son elegidos de tal manera que los diagramas
inferiores conmutan,

A}\//

/J\A

existe X', A < X tal que (fu, @) ~ (f},¢"). O
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Proposicién 3.2.2 Para todo inv-€-morfismo (f,, ¢), ( " ¢') + A— By todo inv-

C-morfismo (g,, ), (g..,¢') : B — C se verifica las siguientes proposiciones.

a) Si (f;u@) ~ ( ;2790/)7 entonces (guaw) o (f,m(P) ~ (gmw) ° ( ;/;790/)-
b) Si (g, V) ~ (g, ¢"), entonces (gu,1) © (fu,0) ~ (g, 0") © (fus )
¢) Si (g ¥) ~ (9, 9") y (fus ) ~ (fls '), entonces:

(9u7¢) © (f/m@) ~ (gly’7¢,) © (f;/u (70/)

Demostracion: Demostraremos la validez de cada uno de los siguientes items:

a) El resultado se deduce de la conmutatividad del diagrama.

Apww)) Ay A )
N T
By
QV\L
C,

b) El resultado se deduce a partir del siguiente diagrama conmutativo.

A)\//

N

Apy) =— A — Ay =— Av — Apr ()

fwy)l jfu lfwu)
By ) By By
\ /
C,

c) Es consecuencia directa de los dos {tems anteriores. a
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Proposicién 3.2.3 Dado el sistema inverso A y una funcion que preserva orden
0 : T — 1. Sidefinimos el inv-€-morfismo d4 asociado a A como el par | dr,(n), go)
entonces 04 ~ 1 4.

Demostracion: Basta con observar que el siguiente diagrama es conmutativo para
cada A € 7.

(MM

O\
A/\/ 2 A)\

Apn

Ixo(N) Ia,

A

Lema 3.2.4 Dado el inv-€ morfismo (fu,¢) : A — B. Si (J,<) es un conjunto
cofinito y directo, entonces existe un inv-E-morfismo (g, ¢) A — B tal que la funcion
de indices ¢ : J —> T preserva orden y para p < (' el siguiente diagrama conmuta,

So(m)p(u!)
Apy = As(w)
T
H s’ Bu’

pp!

ademds; (g/u ¢) ~ (f;u 90)'
Demostracién: En efecto, para p < i/ € J existe A > o(u), p(i') € Z tal que,

Ju 0 0pn = 5;//»#’ O fur © dp(u)a-

Como J es un conjunto cofinito, cada g tiene un ntimero finito de predecesores, luego
es posible elegir para ¢/, A € Z de modo que para todo pu < y' también es valida
la igualdad anterior; de esta manera se ha definido una funcion ¢’ : J — Z. Por el
Lema 3.1.17 existe una funcién ¢ : J — Z que preserva orden tal que ¢'(p) < ¢(p).
Por lo tanto, f, © 0p(ue(u) = O © fur © dptuysuy, 1 < 1

Finalmente, si definimos el €-morfismo g, = f, 0 dp(yg(u) : Agm) — By, entonces

(gus ®) + A —> B es un inv-€ morfismo que hace conmutar el diagrama dado y ademas

(g,ua(b) ~ (fm@)' .
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Teorema 3.2.5 Cada sistema inverso A indexado por un conjunto directo T admite

un sistema inverso isomorfo B indexado por un conjunto A; directo, cofinito y par-

cialmente ordenado, de manera tal que card(A) < card(Z).

Demostraciéon: Dado el sistema inverso A = (AA, 5,\)\/,I> es suficiente considerar

el caso Z infinito. La estrategia para verificar el teorema, consiste en asociar un

nuevo sistema inverso B = (B#,%M,,A) al sistema A para luego definir los inv-€-
morfismos (f,,¢) : A — By (ga, x) : B —> A de manera que (f,, ¢) o (gx, x) ~ In
¥ (9 X) © (fus ®) ~ I4. Tal construccién se justifica en los siguientes items:

a)

Definimos el conjunto A como aquel que tiene por elementos a los subconjuntos
finitos 1 de Z que tienen un elemento maximal(cuando lo tiene es tinico) deno-
tado por maz {u}. Es claro que card(A) = card(Z).

Si definimos la relacion binaria < sobre A como, py < pe < 1 C g, entonces
afirmamos que (A, <) es un conjunto directo, parcialmente ordenado y cofinito.
En efecto; es ordenado puesto que < es una relacion antisimétrica. Por otro
lado; si pq, 2 € A, entonces elegimos A € Z tal que max {1}, mazx {ua} < A
Luego para p = pup U s U {A} € A es claro que pg, o < p. Por lo tanto es di-
recto. Finalmente como todo subconjunto finito de Z tiene subconjuntos finitos

se concluye que A es cofinito.
Para cada p € A definimos el €-objeto, B, = A0z}

Como para p < p’ se tiene mazx {u} < max{y'}, definimos el €-morfismo
5:”/ = Omaz{p}maz{w} € Hom¢(B,; B,) el cual cumple las siguientes condiciones:

L. 0, = Ip, para todo .
II 5‘;#/ o 6';/#// - 5;#N~

Por lo tanto; de los items a),b) y ¢) se concluye que B = (BM,%M,,A) es un
sistema, inverso.

Si definimos el €-morfismo f, = I : Apaa{y — B, y la funcién entre

maz{u}

indices ¢ : A — T por ¢(u) = max {u}, entonces (f,, ¢) : A — B es un inv-
¢-morfismo, porque u < g’ implica 5:#1’ © fur = Omawiu} maz{wy = Ju © Op(u)s(u')-

Si definimos el €-morfismo gy = 14, : By = Ay — Ay y la funcién entre
indices x : Z — A por x(A) = {A}, entonces (g, x) es un inv-€-morfismo,
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porque si A < X, entonces {A\, N} € Ay mazx{\ N} = XN. Por lo tanto
5}\)\/ (e} g#/ (e) 5f{>\,}{>\7)\/} = (SAA/ = g)\ (@] (Si)\}{)\7/\/}

f) Finalmente, como g)\OfX(/\) = ‘[AA : A(¢ox)(,\) = A)\ — A)\7 (gm X)O(f;u Qb) = IA'
Es decir (g», x) © (fu, ¢) ~ L4. Por otro lado; para (x o ¢)(\) = {max {u}} < p
se concluye f,, 0 gg(u) © Omac{pyn = 1a = I, es decir, (fyu, @) o (g, x) ~ Is.

maz{u}

Por lo tanto; de los ftems (d), (e) y (f) se concluye que los sistemas inversos A y B
son isomorfos. O

3.3 Pro-Categoria

La teoria de pro-categorias indexadas por categorias cofiltrantes pequenas fue intro-
ducida en los anos 60 en el Seminaire de Geometrie Algebrique du Bois-Marie llevado
a cabo por Alexander Grothendieck.

S. Mardesi¢ y J. Segal demuestran (ver [30],pp. 14-15) que los pro-objetos indexados
por categorias cofiltrantes pequenas son isomorfos a pro-objetos indexados por con-
juntos directos, por tal razén se presta detallada atenciéon a las categorias indexadas

por estos conjuntos.

3.3.1 Pro-categoria.

Proposicién 3.3.1 (Pro-categoria). Si ~ es la relacion de equivalencia definida
en la proposicion 3.2.1 sobre Hom j,,_¢ entonces inv-€/ ~ es una categoria, que
serd denotada por pro(€) y la llamaremos pro-categoria de la categoria localmente
pequena €. De manera explicita pro(€) = (obj, Hom ) queda definido por los siguientes
componentes:

a) obj (pro(@)) = obj(inv — C).

b) Para cada par A, B € obj (pro(@)) se define:

Hom pro(e) (A, B) = Hom iy (A, B)/ ~i= {[ 1 /(fur ) € Hom e (A, B)}.

El pro(€)-morfismo [f] : A — B es una clase de equivalencia respecto a la
relacion ~ y por abuso de notacion es denotado por f.
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c¢) La composicion,

o : Hom p,o(e) (A; B) x Hom ro(¢)(B; C) — Hom o) (A; C)
(1£1.191) — gl o111 =g f

es inducida por la de inv-€ y es una clase de equivalencia que encuentra bien
definida por el item (c) de la Proposicion 3.2.2, ademds contiene al inv-€-

morfismo (g,,1) o (f,ua ©).

d) Para cada A € obj (pro(€)> definimos el pro(€)-morfismo [I4] : A — A el
cual por proposicion 3.2.3 es una clase de equivalencia no vacia que contiene al

inv-C-morfismo (I ,idr).

Demostraciéon: El resultado se verifica por la Proposicion 3.2.1 el ejemplo 1.3.7 y
la Proposicion 3.2.2. O

Observacién 3.3.2 Dado el pro(€)-morfismo f : A — |B], por el item (b) de la
observacién 3.1.23; los (gx, @), (hy, ¢’) € f, son iguales si y sélo si existe A" € Z con
N, A< N tal que gy 0 Gy = hy 0 Oyyn.

Ademés, para el pro(€)-morfismo f : |A] — B, por el item c¢) de la observacién
3.1.23; si (gu, @) s (hy, ¢') € f, entonces ¢ = ¢’ es la tnica funcién entre los conjuntos
de indices y g, = h, para todo p € J. En consecuencia, todos los pro(€)-morfismo
f: |A] — B coinciden con los inv-€-morfismos (f,, ¢) : |[A] — B.

Teorema 3.3.3 Si J es un conjunto cofinal en I, entonces el morfismo restriccion
(I,idz) : A — A" es un isomorfismo en pro(<).

Demostracion: Como J es cofinal en Z, existe una funcién v : Z — J tal que
¥(A) > X para cada A € Z. Luego si definimos ) : A, — Ay como 7\ = Ox,(n)
entonces afirmamos que (7,,7) es un inv-€-morfismo entre A" y A. En efecto; si
A < )\ € T entonces existe X € J tal que y(A),v(\") < N. Por lo tanto.

Ya 0 dyn = dax = danr © Yo © Oy

Por la Proposicién 3.2.3 se sigue (¢x, ¢) o (I,idz) ~ I4. De manera totalmente
andloga se concluye (Iy,idz) o (pa, ) ~ Lg. Es decir (Iy,idz) es un isomorfismo en
pro(€). O
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Observaciéon 3.3.4 El Teorema indica que cada sistema inverso contiene un sub-

sistema inverso isomorfo a el.

Proposicién 3.3.5 Si f : A — B es un pro(€)-morfismo, entonces existen sistemas
inversos A y B indezados por el mismo conjunto L, cofinito, parcialmente ordenado
y directo isomorfos a A y B respectivamente y un pro(€)-morfismo f' : A — B tal
que el siguiente diagrama conmuta.

A A
T
B B

Ademas, [’ admite como representante al inv-€-morfismo a nivel (f!,id.).

Demostracion: Por el Teorema 3.2.5, no hay pérdida de generalidad en suponer que
A, B son sistemas inversos indexados por conjuntos cofinitos, parcialmente ordenados
y directos. Segin el Lema 3.2.4 existe un representante (f,,¢) de f tal que ¢ :
J — T es una funcién que preserva orden, tal que para u <y el siguiente diagrama

conmuta.
Ag() Apy
fu l lf;/
B, B,

Si definimos el conjunto £ = {v/v = (A, u) € Z x J; () < A} y la relacién binaria
v=(A\p) <v =N u)sisolosi A < XNy u <y entonces es evidente que (£, <)
es un conjunto parcialmente ordenado, dirigido y ademas cofinito. Por lo tanto si
definimos 4, = A,, B, = By, 0v =0wyo,, = 5;#, es claro que A = (21,,, vt E)

v’

y B= (Bl,, o’ £> son sistemas inversos indexados por L.
Luego, si definimos idg : L — Ly f, = fu00p)x A, =A, — B, = B, entonces

para v < v/ se tiene,

Fo 0 0w = a0 0gun © Oax = fu © piuypr) © Spuyn = Oy © fur © Oy = 00 0 f

Por lo tanto (f/,id;) : A — B es un inv-€-morfismo a nvel.
De manera andloga, si definimos v: L — Z por y(v) = Ay g, = L4, : Ay — Ay =

A,, entonces para v < 1/ se tiene,
gv © 5)\)\’ = 6)\/\’ = 0w O Gy
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Por lo tanto (g,,7) : A — A es un inv-€-morfismo y denotaremos por g a su

correspondiente pro(€)-morfismo.
Finalmente, si definimos 7' : £ — J como v'(v) = py h, = Ig, : By, — B, =

B,, entonces (h,,~') : B — B es un inv-€-morfismo y denotaremos por h a su

correspondiente pro(€)-morfismo.

La conmutatividad del diagrama, se deduce a partir de f), o g, = fur 0 dp)n ¥

h, o f» = f pues se verifica (fl:,idﬁ) o (gv,7) ~ (v, 7)o (fus )

Por tltimo se verificard en los siguientes dos apartados que A y A (respectivamente

B y B) son pro(€)-objetos isomorfismos.

a)

Apartado 01

Si elegimos un pg € J fijo y aplicamos el Lema 3.1.17, entonces podemos elegir
una funcién que preserva orden x : Z — 7 tal que X, (o) < x(\) para cada
A. Luego al definir la funcién ¢ : T — L como ¢(\) = (X(A),uo) es claro

que preserva orden. Por otro lado. si definimos el €-morfismo g} : fld,(,\) =
Ay — Ay como gy = Oxy(n), para cada A < N se tiene, P(A) < P(N),
9 © Tuape(v) = Oax(d) © Ox(x(v) = Oax(v) ¥ O © gy = Oan © Oy (v) = Oay(x)-
Es decir (¢},?) : A — A es un inv-€-morfismo.

Si denotamos por ¢’ a su correspondiente pro(€)-morfismo, entonces de la igual-
dad g} o gyvy) = dxyn) ¥ la Proposicién 3.2.3 se concluye ¢’ o g = I 4. Ademaés
para fi, fto < p' y X(A), ¢(p') < X' se cumple,

IOum) © G0y © TN o)V ) = O3 = Ty ()
por lo tanto por Proposicién 3.2.3, se concluye que go ¢’ = I ;.

Apartado 02
Si definimos la funcién que preserva orden 7 : J — L como 7(u) = (o(u), i)
y el €&morfismo ), : BT(#) = B, — B, como h), = Ip,, entonces para yu < p'

se tiene 7(u) < 7(1), b, 00 = 0,y ¥ 0,0 0Ny =0,,. Porlo tanto

/

| (W) (W)
(h;“ 7') : B — B es un inv-€-morfismo.

Finalmente de la igualdad A}, o hr(y) = Ip, ¥ hixw © Ry ) = Tlog o ¥ 18

Proposicién 3.2.3 se concluye h' oh = Igy hoh' = Ig. a

Observacién 3.3.6 Como f € Hom o) (A; B) no siempre se encuentra definido

nivel a nivel, al aplicar la proposicién anterior se reindexa el dominio de f y este

queda representado por el inv-€-morfismo a nivel (f,, idz).
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3.3.2 Objeto Cero.

Proposicién 3.3.7 Si la categoria € tiene objeto cero, entonces pro(€) tiene como

objeto cero al sistema inverso |0].

Demostracién: Con la finalidad de verificar que |0] es el objeto cero, demostraremos
en primer lugar que para todo A € pro(€). Hom ,(c) (A; [0]) es unitario.

Para tal efecto; si suponemos que f, g € Hom poe) (A; [0]) v (fur ) € f, (9u:0) € 9,
entonces existe A € Z, con (i), ¢(p) < Atal que f,00,(u0x; 9u00p(ua € Hom ¢ (Ay;0);
pero como para todo A € Z, Hom ¢ (Ay;0) es unitario, f, 0 du()x = gu © d(uyr. Luego
por la observacién 3.3.2, f = g.

En segundo lugar, demostraremos que para todo B € pro(€), Hom @) (|0]; B) es
unitario.

En efecto; segtn la observacion 3.3.2; los pro (€)-morfismos coinciden con los inv-€-
morfismos. Luego, si (fu,®), (94, @) € Hom po@e) (10]; B), fu = g, para todo € J.
Es decir Hom p,,(¢) (|0]; B) es unitario. Por lo tanto |0] es objeto inicial y final por
consiguiente es el objeto cero de pro (). O

3.3.3 Tipos de Morfismos.

En esta seccion a menos que se indique lo contrario, € es una categoria arbitraria.

Definicién 3.3.8 (Pro-morfismo a nivel). El pro(€)-morfismo a nivel es un mor-

fismo en pro(€) cuyo representante es un inv-€-morfismo a nivel.

Proposicién 3.3.9 Sean A y B dos sistemas inversos indexados por L y el pro(€)-
morfismo f : A — B representado por el inv-&-morfismo a nivel (f,,id;) : A — B.
f es un isomorfismo si, solo si, cumple la siguiente condicion:

Cada v € L admite v < V' y un €-morfismo g, : B, — A, tal que el siguiente

diagrama conmuta.

A, — B,
aw/l S lfyw,
4,% B,
fv

Demostraciéon: Demostraremos que si f es un isomorfismo, entonces verifica la

condicién indicada.
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En efecto; si el pro(€)-morfismo h € Hom p,o(e)(B; A) representado por (h,,x) €
Hom ;,,_¢(B;.A) es la inversa de f, entonces para cada v € L existe v, y(v) < v/ tal
que f,/ohyoé; o = 0, Y hwo fy() 00y = dur. Ademds como f es representado por
el inv-€-morfismo a nivel (f,,id;); se obtiene la igualdad 5;((1,)1/ o fur = fxw) © Ox(w)v's
del cual se infiere.

hy o (Sywpr © fr) = o (fyw) © dyw)
hr/ o ( ;((1/)1// o fl/’) - 5Vu’

Por lo tanto; si definimos el €-morfismo g, = h, o 5;((,/),}, : B, — A,, entonces
satisface la condicién indicada.

De manera reciproca, si para cada v € L elegimos v < V' = ¢(v) y un €-morfismo
g, que satisface la condicién, entonces demostrare que (g,,¢) : B — A es un inv-€-
morfismo.

En efecto; observe que para cada ¢(v) < v del diagrama conmutativo adjunto,

By

gy
/ l(sll/’g;(l’//)
AV”

Fo
5w<u)u"l j%(v)u“
f

se tiene g, o 5:0(1,)@(1//) = Oy © gy Luego, si v < V' y elegimos ¢(v), (V') < V',
entonces se obtiene una expresion analoga a la anterior; g, o (5; W) = Oy © Gyt
Por lo tanto gl,oéfp(y,)(p(y,,) = 0, 00,11 O Gy = 5wfogl,/o<5;(y,)w(y,,). Es decir (g, ¢) es un
inv-€-morfismo y si denotamos por g a su correspondiente pro(€)-morfismo entonces
afirmamos que fog = Igy go f = I4; pues por la condicién se tiene f, 0 g, = 6,1,

9v © fo(v) = Oup@) ¥ gracias a la Proposicion 3.2.3 se concluye lo indicado. O
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Teorema 3.3.10 Dada una categoria € con objeto cero, A es un pro(€)-objeto cero
sy solo si para cada \ € T existe A < X tal que dxyy es un cero €-morfismo, es decir
(5)\)\/ = 0.

Demostracién: En primer lugar demostraremos que si A es un objeto cero de pro(€),
entonces dyy = 0.

En efecto; por el Lema 1.5.10, A es isomorfo a [0, por lo tanto existe un isomorfismo
f € Hom o) ([0];.A), tal que para todo A, N € Z, 05 = 0 es el C-objeto cero y
ademds oy = Iy : 0y —> 0, es el morfismo identidad asociado al €-objeto cero.
Luego (fx,idzr) : (0x,00n,Z) — A es un inv-€-morfismo a nivel representante del
isomorfismo f. Por otro lado, de la Proposicién 3.3.9, para cada A € Z, con X' > A
existe el €-morfismo g, : Ay — 0y que verifica f) o gy = dyv. Es decir o\ es
factorizable a través del €-objeto cero. Por lo tanto d,y = 0.

En segundo lugar, demostraremos que, si A € obj (pr0(€)> satisface las condiciones
del teorema, entonces A es isomorfo a [0].

Para tal efecto; consideramos los tinicos pro(€)-morfismos g € Hom p,o(e)(A; [0]) ¥
f € Hom p,(¢)([0];.A), los cuales por la Proposicién 3.3.5 quedan representados por
sus pro(€)-morfismos a nivel respectivamente.

Si (fa,idz) € Hom j,p—¢(0; Ay) es el representante del pro(€)-morfismo a nivel de f
y tenemos en cuenta la Observacion 3.1.23 item (b) el pro(€)-morfismo a nivel de
g queda determinado por un Ay € Z y el €-morfismo g : Ay, — 0, entonces para
un A € 7 arbitrario existe A’ > A tal que dyy = 0 y para cualquier X', \y < )\’

se sigue que dyy» = 00 dyys = 0 es un cero €-morfismo y como la composicion

g05>\0 N 0 I

frogodyar : Ay Ay es factorizable a través del €-objeto
cero, se tiene fro(g o dy,n) = 0 = danr es decir frog ~ I4,. Luego por la Proposicién
3.2.3 se concluye fog = I4. Ademés como Ij es el inico morfismo de Hom ¢(0; 0) se

tiene g o fy, = Iy, es decir go f = I}o). Por lo tanto A es isomorfo a [0]. a

Proposicién 3.3.11 Cada epimorfismo (monomorfismo) de la categoria € es un epi-
morfismo (respectivamente, monomorfismo) en la categoria pro(<).

Demostracién: Verificaremos la afirmacién para el caso del monomorfismo. Sea
el monomorfismo f € Hom ¢(A; B) y los pro(€)-morfismos g, h € Hom ) (C; [ A])
tales que fog = foh. Por la observaciéon 3.1.23 item b) los inv-€-morfismo a
nivel representantes de ¢ y h son determinados por vy € Ay /) € A y los €-morfismos
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g:Cy — A h:Cy — A; como existe v > vy, 1 € A delaigualdad fog = fohse
sigue fo (go ,’,',/,,0) = fo (ho5,’j’6y/,> y como f es un ¢-monomorfismo, gody,, = hoél’j’éyﬁ.
Finalmente por la observacién 3.3.2 se concluye g = h.

Respecto al caso del epimorfismo se logra verificar dicha afirmacién por la observacién
3.1.23 item (c). O

Teorema 3.3.12 En toda categoria € con objeto cero, f € Hom poe)(A; B) es mor-
fismo cero si y solo si, para cada @' : J — L el morfismo (0,,¢") es representante
de f, donde 0, : Ay — B, es el €-morfismo cero.

Demostracién: En primer lugar demostraremos que, si f : A — B es el pro(¢)-
morfismo cero, entonces (0, ¢’) es representante de f.

Como f es un morfismo cero entonces por definicion 1.5.15 existen g € Hom ,o(¢)(A; [0])
y ¢ € Hom .0 ([0]; B) tal que f = g’ o g. Pero segiin la Observacién 3.1.23 item
b) el inv-€-morfismo a nivel representante de g es determinado por un \g € Z y el
C-morfismos g : Ay, — 0. Ademés el pro(€)-morfismo ¢’ es representado por el
inv-€-morfismo a nivel (gl’” vd J).

Luego; (f., ) = (gL, idj) og es el representante de f cuando ¢ : J — Z, o(1) = Ao
Y Ju=9g,09: Ay, — B, es un &morfismo cero para cada 1 € J.

Por otro lado, si ¢’ : J — T es una funcién de indice arbitraria y 0, : Ay () — B,
es el €-morfismo cero para cada p € J, entonces (0,,¢") : A — B es un inv-¢-
morfismo tal que para cada p € J y A € Z con A > ¢'(u), Ao se tiene siempre la
igualdad f,, 0 dxgx = 0 = 0, 0 dr)n; es decir (0,,¢") ~ (fu, ). Por lo tanto (0,,¢")
es un representante del pro(€)-morfismo f.

En segundo lugar, demostraremos que, si (0,,¢’) es representante de f, entonces
f € Hom ,,0(¢)(A; B) es morfismo cero.

Si consideramos el inv-€-morfismo (0,,¢), donde ¢ : J — T es la funcién de
indice constante como representante de f, entonces dado cualquier u € J; para el
€-morfismo cero 0, : A, — B, existen los €-morfismos g: A, — 0y g, : 0 — B,
tal que 0, = g/, 0 g. Luego g: A — [0] y (g;“ ids) : [0] — B son inv-€-morfismos
tales que (04, ') = (g),,idy) 0 g; es decir f = [(0,,¢)] es un pro(€)-morfismo cero. O
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3.4 Construcciones Pro-categoricas.

3.4.1 Nucleo y Coniicleo.

Proposicion 3.4.1 Sila categoria € tiene objeto cero y todo €-morfismo tiene nicleo
entonces todo pro(€)-morfismo tiene nicleo.

Demostracién: En efecto; dado f € Hom () (A; B) por la Proposicion 3.3.5 y
el Lema 1.6.5 se puede asumir, sin pérdida de generalidad, que A = (A,, ../, L)
y B = (B,,d!,,L) tienen el mismo conjunto de indice £ y que f admite como

representante al inv-€-morfismo a nivel (f,, I).

Por otro lado, si <Ky, ker(f,)) un nucleo de f, : A, — B, en €, entonces para cada
v <V € L, se verifica la siguiente igualdad,

fv o (6w oker(fur)) = (f,00u)o0 kerf;ﬂ) = ((SIVV/ o fu)oker(f,)= 61,/1/ o0 =0,

luego por la propiedad universal de K, respecto del €-morfismo ker(f,) existe un
tinico €-morfismo 4,/ : K,, — K, tal que ker(f,) o Oy = O O ker(f, ), tal como

se puede observar en el diagrama conmutativo adjunto.

k ’ fur
K, g, g,
SVV/ léllul Lél//l//
v
v ker(fy) Ay fo By

En general, para todo v/, v,v" € L, V' <v <V se tiene,
k'e’f’(fl/> (e} Sl/l/' o Sl/’l/" = 6111/’ (@] ker(fyl) (@] SV/VH = 51/”/ (e} 51/1/// O k'e'f’(fl///) = 5111/” (e) ke?"(fy//)

y por la unicidad del €-morfismo 5,,1,/ respecto al objeto K, 5~W~ = Sl,,,f o 5,,/,//. Es
decir £ = (K,,,gw,/,ﬁ) es un sistema inverso en €y (ker(f,),Iz) : K — A es un
inv-€-morfismo a nivel.

A continuacién, demostraremos que <IC, ker(f)), con [(ker(f,),Iz)] : K — Aes un
nicleo de f en pro(€).

En efecto; como para todo v € L, f, o ker(f,) = 0, por el Teorema 3.3.12 se sigue
foker(f) = 0. Por lo tanto, es suficiente demostrar que, si g : C = (Cm ' A) — A
es tal que fog = 0, entonces existe un tnico A € Hom () (C; K) que verifica
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ker(f)oh=g.

Si g es representado por el inv-€-morfismo (g,, ¢) de la igualdad fog = 0y el Teorema
3.3.12 se concluye para cada v € L existe ¢(v) <n € A tal que 0 = f,0g,0 62(1/)77'
Por lo tanto; no hay pérdida de generalidad en asumir que 0 = f, 0 g, : Cyy — B,,.
Por la propiedad universal de K, respecto del €-morfismo ker(f,) en €, para cada
v € L existe un tnico €-morfismo h, : Cyy —> K, tal que ker(f,) o h, = g,.

Demostremos que (h,, ¢) : C — K es un inv-€ morfismo.

En efecto; como para cada v < /' € L existe un indice n € A tal que:
1" o 11
0w © Gt © Oy = G © V(-

Si consideremos el €-morfismo g, o 5:;(1,)” : C, — Ay, se tiene f, o (gl, o 5:;(”)”) =0
y por la propiedad universal de K, respecto del €-morfismo ker(f,), existe un tinico
¢C-morfismo a : C,, — k, tal que ker(f,) oa = g, o 5:;(,/)77. Luego de la igualdad
ker(f,) o h, = g, se tiene ker(f,) o (h,, o 6g(y)n) = (g,, o 5;;(”)7]) y por la unicidad de
« se tiene a = h,, o 5;;@)77. Finalmente, del diagrama adjunto,

ICET(f,/ fu

K, : A, B,
St Cow) Syt T
050190
Ky b A By
h,, %
Cow)
85 m
077

se infiere,
ker(fu) © Sl/u’ ohy o 6;;(1/)77 = 0y © ker(fu’) ohyo 5:;;@’)77 = 0y 0 gy © 5:;(71)77 =9v° 5;;(”')77'

Por lo tanto 4, o h, o 5:;;(1/)17 =a=h,o0 6;;( Luego (h,, ¢) es un inv-€-morfismo

vn'
representante del pro(€)-morfismo h : C — K con la propiedad requerida. O
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Proposicién 3.4.2 Sila categoria € tiene objeto cero y todo €-morfismo tiene conticleo

entonces todo pro(€)-morfismo tiene conicleo.

Demostracion: El resultado se verifica por un razonamiento analogo a la demostracion
de la Proposicién 3.4.1. O

Lema 3.4.3 Dada una categoria € con objeto cero donde todo morfismo tiene nicleo.
St f € Hom pro(e)(A; B) es un monomorfismo y admite como representante al pro(€)-
morfismo a nivel f, entonces (f,,idy) satisface la siguiente propiedad:

Para cada p € J, existe i > tal que 6, o ker(f,,) =0.

Demostracién: Segin la Proposicién 3.4.1 todo f € Hom p,o(¢)(A; B) tiene niicleo,
por lo tanto; si (IC, ker(f )) es el nicleo del monomorfismo f, entonces por el Teorema
1.6.10 se concluye ker(f) = 0. Ademads por el Teorema 3.3.12 para cierto u € J se
tiene que (0,,ids) es un representante de ker(f). Luego para algin x/ € J con
1 < ' se obtiene 8, 0 ker(for) =0, 08,0 = 0. O

Lema 3.4.4 Dada una categoria € con objeto cero donde todo morfismo tiene conicleo.
St [ € Hom proe)(A; B) es un epimorfismo y admite como representante al pro(€)-
morfismo a nivel f, entonces (f,,idy) satisface la siguiente propiedad:

Para cada p € J, existe pi' > i tal que coker(fy) o4, =0.

Demostracién: El resultado se verifica por un razonamiento analogo a la demostracién
del Lema 3.4.3. a

3.4.2 Imagen y Coimagen.

Observacién 3.4.5 Por Definicién 2.4.4, Proposicion 3.4.1; y Proposicion 3.4.2. Si
¢ es una categorfa abeliana y f € Hom p.oc¢)(A, B), entonces existe el pro-objeto

Im(f) = (Im(fl,),é’wx,ﬁ’> y el pro(€)-morfismo im(f) € Hom pro(e) (Im(f),B);
asi como el Coim(f) := <C’0@'m(f7),5;“7,,V) € obj <pro(€)> y el pro(€)-morfismo
coim(f) € Hom (¢ (.A, Coz'm(f)) :
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Proposicién 3.4.6 Si € es una categoria abeliana y f € Hom ,.e)(A; B), entonces
Im(f) y Coim(f) son pro(€)-objetos isomorfos.

Demostracién: En efecto; dado f € Hom () (A; B) por la Proposicién 3.3.5 se
puede asumir, sin pérdida de generalidad que A = (A,,0,.,,L) y B = (B,,0,,,L)
tienen el mismo conjunto de indice £ y que f admite como representante al inv-¢-
morfismo a nivel (f,, ;). Como € es una categoria abeliana, por la Proposicién 2.4.8
para cada v € L existe un tnico €-isomorfismo g, : Coim(f,) — Im(f,) tal que
hace conmutar el siguiente diagrama.

ker(fv) fv coker(fy)

AV BV Dl/
coim(fu)l Tlm(fu)
Coim(f,) " Im(f,)

K,

Luego, para v < v/ € L se tiene el diagrama conmutativo adjunto.

A, Ju B,
coiW im(f,r)
COIm(fr) vt e Im(f) 5
A
6:;/ Az/ BI/
cotm(fy) fv
im(fy)
Cotm(f,) = oo Im(f,)

A partir del diagrama se deduce g, 06", = &yt © G

Por lo tanto, g,z’d5> : Coim(f) — Zm(f) es un inv-pro(€)-morfismo. Por otro
lado, como para cada v € L, g, es un €-isomorfismo, existe el €-morfismo inverso
g,' - Im(f,) — Coim(f,), luego si definimos para v/ > v € L el ¢-morfismo
g, =6%,0qg, : Im(f,) — Coim(f,) se cumple ¢/, 0 g, = 6%,y g, 0g., = &y €8

decir, el siguiente diagrama conmuta,

Coim(fr) —2— Im(f.)

/
* 1% ~
61/V,l/ /uu,

Coim(f,) ———=Im(f,)



y por la Proposicién 3.3.9 se concluye que g : Zm(f) — Coim(f) es un isomor-
fismo. O

3.4.3 Producto y Coproducto.

Proposicién 3.4.7 Si € es una categoria con producto finito entonces pro(€) también

es una categoria con producto finito.

Demostracién: Dado los pro(€)-morfismos 6 : |[A] — Ay ¢ : |B] — B, defini-
mos A x B = (A,\ X By, 05 % 6! E); donde £ = {(\, ) € Z x J} es un conjunto

'
directo bajo la relacién, v = (A, u) < v/ = (N, 1) siy sélosi A < XNy pu <.

Como (5)\)\/ X(;;“L/ . LAJ X LBJ — Ax B es el €-morfismo (5)\)\/ ><5;W, = <5)\)\/ ¢} 5)\/; 51,#/ o (5le>
que hace conmutar el diagrama

Es claro que, dxx X ), es un mapeo estructural. Ademds, §x 0" : [A] x |B] — AxB
es un pro(€)-mofismo.

A continuacién, se define el pro(€) morfismo proyecciéon w4 para un pu € J fijo, como
uTa s AXx B — A, es decir; como la clase de equivalencia de los inv-€-morfismos
proyeccion (,ma,,¢,) : Ay X B, — Ax, A € Z; donde ¢, : T — T x J se define
por ¢, (A) = (A, ). Ademsds es claro que, si i’ es otro indice, entonces (,74,,¢,) ¥
(wTa,, @) son equivalentes.

Demostraremos que ,74 asi definido es un inv-€-morfismo. Para tal efecto; se veri-
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ficara que el diagrama adjunto conmuta,

5)\/\//><5/ " 5)\/>\//><5',L//

A)\ X B,u s A,\// X BN” £ A)\/ X BM/
Mﬂ'A)\l l‘u’/ﬂ-AA/
A)\ AX
I8V,

En efecto, por la conmutatividad de los diagramas asociados a los €&-morfismos pro-
ducto 5)\/)\// X 5//1/1/' : LAJ X LBJ — A)\/ X BNI; 5)\)\// X (SLM// : LAJ X LBJ — A)\ X BN
y la igualdad,

(5}\)\/ (@] < Hl’]TA)\, (@] (5)\/)\// X (5/:,#,,) = (5}\)\/ (@] <(5>\/>\// (@] 6)\//)
= (5}\)\/ (@] 5}\/)\//) (@] 6)\//

= 6}\)\// 06)\//

!
= uTA,O© (S)\/\// X 6##”

se concluye que 74 es un inv-€ morfismo.

De manera andloga, se define el pro(€) morfismo proyeccién 7z para un A € Z fijo,
por )\ : A X B — B, es decir; como la clase de equivalencia de los inv-€-morfismos
proyeccion (,erwgpA) CAXB— B, u€ J;donde gy : J — I x J se define por
oalp) = (A ).

Finalmente, demostraremos que (.A X B, T4, 7'('3) cumple con la propiedad universal

del producto; es decir, si C = (C,,9”,,,A) € obj (pro(@)), f € Hom po(e) (C;A) y

g € Hom p,q¢) (C;B), entonces existe un tnico h € Hom ,4(¢) (C;A X B) tal que
mgoh=gymqoh=Ff.

En efecto; si los inv-€-morfismos (fy, ) y (gu,%’) son los representantes de f y g
entonces la existencia del pro(€)-morfismo h pasa por garantizar la existencia de su
representante, el inv-€-morfismo (h(y ), ") con la propiedad mencionada.

Como (), ¢/ (u) € A existe v € A tal que v > ¥(N), ¢ (n); luego elegimos un v con
esta propiedad, para definir la funcién ¢ : Tx 7 — A como ¢”(\, ) = v, de manera
tal que para todo (A, i) € T x J se define el €-morfismo Ay ) : Zyrau — Ax X B,
como Ao = ( Fr 0 Fhayurni I © Ty )

Demostraremos que (hy ), ¢") asi definido es un inv-€-morfismo. En efecto; si
(A, p) < (N, i), entonces A < Xy pu < /. Como f, g son pro(€)-morfismos para

92



A < XN existe vy € A con vy > (), (N) tal que f)\oéq’;()\)yl = 6,\,\/of,\/06;2(/\,)yl y para
p < g existe 5 € A con vy > ' (p), ¢’ (1) tal que g, o Ot (ywe = Oppar © Gt © O (-
Pero como A es directo existe v3 > vy, 11, v vy € A tal que vy > " (A, ), " (N, 1),

asi como v > vy, 3. Luego,

Ty © Oy = {3 0 nwagm) © Tmn s T © Oy gy © O (g )
= (20 0w 9 © o)
= (2005 00m © 000 91 © O (s © Oy
= <5Ax o fyo 5{2(»)1/1 o 531,/; 5:“/ OGw © 542/(M/)y2 © 51,//2y>
= (O 0 fx 0 a0y © G © Oy
= (v 0 fv 0 Ty ) © O (v s Oy © Gi © Oy (v gy © O (0 )

= <5/\/\’ X 5,lwf> o hiv ) © 5Z(>\’,u’)v

Observe que para cada (A, i) € Z x J se tiene ,ma, 0 by ) = fro (5{2()\),/. Por lo tanto
m40h = f. De manera analoga se concluye mgoh = g.

Ahora demostremos la unicidad del pro(€)-morfismo h para tal fin, supongamos que
existe h' : C — A x B representado por el inv-€-morfismo (h’( ) ¢> de manera tal
que t4oh' = fymgoh =g.

Como 740l = f, para (A, pu) € I x J existe 1 € A con v > P(A), hyy ) tal que
fro 0y, = umay, 0 hiy 0 6/,@#)”1 y como g o h' = g para (A, u) € T x J existe
Vo € A con vy > ' (), h/(A,u) tal que g, o 5;2,(/07”2 = \TB, © h’()w) o 5”,(%“)”2.

Por otro lado, al ser A directo existe 13 € A con v3 > 15,11 y v € A con v > v, hy );

1

de manera que, fody ), = uTa,ohy, , 00, vy 9190,y = ATB, O )00y .

[ew? (A,u)
Por lo tanto hiy ) © 01 0, = <f)\ 0 8 (3).5 Gu © 5&’(u)w> = h(aw © Ohn - Luego
h' = h. Es decir h es tinico. O

Proposicién 3.4.8 Si € es una categoria con coproductos finitos, entonces pro(€)
tiene coproductos finitos.

Demostracién: El resultado se obtiene por un razonamiento analogo a la demostracion
de la Proposicién 3.4.7. O
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3.4.4 Pre-aditividad y Aditividad.

Proposicién 3.4.9 Si € es una categoria pre-aditiva, entonces pro(€) también es

una categoria pre-aditiva.
Demostracién: Demostraremos que pro(€) verifica las siguientes condiciones:
i) Dados A, B € obj (pro(Qf)) y la operacién binaria:
+ : Hom yro(¢) (A; B) x Hom pro(e) (A; B) — Hom pyo(e) (A; B)

definida por f+ ¢ :=[f]+ [g] = [f + ¢]-

Demostraremos que (Hom () (A; B),+) es un grupo abeliano aditivo. En
efecto; sean f,g € Hom p,o(e) (A; B) por la Proposicién 3.3.5 se puede asumir
sin perdida de generalidad que A = (A,,d,,,,L) y B = (B,,d, ,,L) es de-

vy Yoyl

cir son reindexados por un mismo conjunto de indices £ de manera que f y
g son representado por un pro(€)-morfismo a nivel respectivamente. Luego
(f, + g,) € Hom¢ (A,; B,). Pues € es una categoria aditiva. Si definimos f + ¢
por la familia de €-morfismos f, + g, € Hom¢(A,; B,) es evidente que f + g es
un pro(€)-morfismo y (f + ¢g) € Hom p,0(¢)(A; B). Los otros axiomas de grupo

abeliano aditivo son inmediatos.

ii) Ahora demostraremos
o : Hom () (A; B) X Hom o) (B;C) — Hom pyo(e) (A; C)
es bilineal. Estd afirrmacion consiste de las dos siguientes items a) y b):

a) Si h;g € Hom proe) (A; B) v f € Hom r0e) (B;C) entonces demostraremos
(h+g)of=hof+gof. En efecto; por el argumento expuesto en el item
i), se tiene :

(hl,—l—gl,)ofl,:hl,of,,—l—gl,of,,,paracadavgI/EE.

Por lo tanto (h+g)o f=ho f+go f.
b) De manera andloga se prueba que ho (g4 f) =hog+ho f.

Por lo tanto pro(€) es pre-aditiva. 0
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Teorema 3.4.10 Si € es una categoria aditiva, entonces pro(€) es una categoria

aditiva.

Demostracién: Demostraremos que pro(€) verifica las condiciones de una categoria
aditiva (ver Definicién 2.2.1 ).

a) Se verifica por Porposicién 3.4.9.
b) Se verifica por Proposicién 3.3.7.
c¢) Se verifica por Proposicién 3.4.7 y Proposicién 3.4.8.

Por lo tanto pro(€) es una categoria aditiva. O

Teorema 3.4.11 Si la categoria € es aditiva entonces pro(€) tiene biproductos.

Demostracién: Por Teorema 3.4.10 se deduce que pro(€) tiene productos binarios

y por el Teorema 2.1.11 se concluye que pro(€) tiene biproductos. O

3.4.5 Abelianidad.

Teorema 3.4.12 pro(€) es abeliana, si € es una categoria abeliana.

Demostracién: Para demostrar que pro(€) es abeliana, hacemos referencia a la
Definicién 2.4.1 y para ello verificaremos que se cumplan las siguientes condiciones:

1. Por Teorema 3.4.10 se verifica que pro(€) es aditiva.

2. Por Proposicion 3.4.1 y la Proposicion 3.4.2 se verifica que todo morfismo en

pro(€) tiene niicleo y contcleo.

3. Por Proposicién 3.4.6 y la Proposicion 2.4.12 se verifica que todo monomor-

fismo(epimorfismo) en pro(€) es morfismo ker(coker) respectivamente. O
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3.5 Consideraciones finales.

A toda categoria € es posible asociarle una categoria de sistemas inversos inv-€ y la
pro-categoria pro(€). Un estudio de tal situacién se puede apreciar en esta tesis.

Por otro lado, S. Mardesi¢ y J. Segal demuestran (ver [30],pp. 14-15) que los pro-
objetos indexados por categorias cofiltrantes pequenas son isomorfos a pro-objetos
indexados por conjuntos directos. Tal isomorfismo permite principalmente reindexar
a los sistemas inversos, con la finalidad de obtener una substancial simplificacién en
las demostraciones. Por tal razén, esta tesis utiliza los sistemas inversos indexados
por conjuntos directos para demostrar que, si la categoria € es Abeliana, entonces

pro(€) también lo es.
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