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RESUMEN

El presente trabajo, generaliza el teorema de la conjugacién local
(Grobman-Hartman) y su estabilidad local en los puntos fijos hiperbdlicos, es
decir; que el teorema de la conjugacién local es valida cuando se trabaja en
espacios vectoriales de dimensidn infinita (espacios de Banach). Ademas si h es la
conjugacion local entre dos operadores, h llega a ser solo un homeomorfismo
(contraejemplo de Sternberg). Para obtener los resultados mencionados, se utilizan

argumentos del analisis funcional.



INTRODUCCION

En el estudio de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, se tiene
desarrollada toda una teoria cuando se trabaja sobre un espacio vectorial de
dimension finita. Dentro de ello esta el Teorema que garantiza la conjugacion
local demostrado por Grobman y Hartman respondiendo a una pregunta
formulada por Peixoto'. Lo que pretendemos es probar la validez del Teorema
Grobman-Hartman cuando se trabaja sobre un espacio vectorial de dimensién
infinita y su estabilidad local en puntos fijos hiperbdlicos.

En los capitulos I y II se desarrolla la teoria de operadores lineales en
espacios de Banach. No todos los operadores que vamos a utilizar son lineales
o estan definidos en espacios de Banach es por ello que en capitulo III
estudiamos aplicaciones de Lipschitz definidos sobre espacios métricos

Para describir lo que se desarrolla en el ultimo capitulo, consideremos

algunos comentarios desarrollados en el capitulo I y II: Sea E un espacio de

Banach definido sobre R y T:E ——>E un homeomorfismo lineal. La

complexificacidén de E es el espacio vectorial Ex E = Ec definido sobre C con

una suma usual y un producto
(oc + iB) (x, y) = (ax — By, oy + Bx)
La complexificacion de T es la aplicacién Tc: Ec—— Ec¢ definida por
Te(x,y) = (T(0, T(»)
El espectro de Tc¢ es llamado espectro complejo de T. Diremos que un operador

T : E——E es hiperbolico si su espectro complejo no intesecta al circulo

unitario S' = C. Observamos que si E = R" entonces el espectro del operador

' Para un estudjo detallado del teorema de Grobman y Hartman y la pregunta que formuld, vease:
Sotomayor, Jorge [15], Palis, J. [13].



de T : R"——>R" es el conjunto de las raices (complejas) del polinomio

caracteristico de T.

Los resultados principales que pretendemos demostrar en el capitulo IV,
son:

a) Sea (E,

.II) espacio de Banach, U es un abierto de E tal que 0 e U. Sea

f:U >E un difeomorfismo de clase C' sobre su imagen y 0 es punto

fijo hiperbdlico de f. Denotemos por L =Df(0) € Hip(E). Entonces f es

localmente conjugado a L es decir: 3h eHom(E) / hoDf(0) = foh en
B (0)cE
b) Con la misma hipodtesis de (a) se tiene que: Ir>0 y 3IFe>0 tal que

ge B, (f)cC(U,E). Entonces g es localmente conjugado a f. Ademas si h

es la conjugacion entre f y g , entonces h(0) e B.(0)c E y h(0) es punto
fijo hiperbolico de g
Se concluye que h es solo un homeomorfismo y no siempre llega a ser

diferenciable, para ello se presenta el contraejemplo de Sternberg.



CAPITULO I

OPERADORES LINEALES SOBRE ESPACIOS DE BANACH

I.1 PRELIMINARES

Sean (E, ||z ) ¥y (F, |lI; ) espacios de Banach sobre el campo K (real o

complejo). Denotemos por L(E,F) al conjunto de todas las aplicaciones lineales

y continuas de E en F, es decir:

L(E,F) = {T:E——>F / T es lineal y continua}

Podemos dotar a L(E,F) de una estructura de espacio de Banach. Para
esto, definimos la suma y el producto por un escalar como:

+: L(E,F)xL(E,F)——>L(E,F) y «: KxL(E,F)——L(E,F)
(T1,T2)——)T1+T2 (K,T)———) AT
donde

Ti1+T2: E—=F y AT:E——>F
X —> (T1+T2)(x) = T1(x)*+T2(x) A —> (A T)(x) = A T(x)
De ésta manera (L(E,F),+XK, ) es un K-espacio vectorial. Podemos
definir la norma de un elemento T eL(E,F) como:
I = L(E,F) —R
T— | T|=sup {|| Tx[;:xeE A [|x]; =1 }
Es facil probar que (L(E,F),|l||) es un espacio de Banach® . Si E=F
denotaremos L(E) en vez de L(E,E).

Denotaremos por GL(E) al conjunto de todos los L €L(E) biyectivas:

GL(E)={L€L(E) /L es biyectivo}

¢ Una pruebade que (L(E,F),||:|| ) es un espacio de Banach, esta en el texto de Mauro C. R. [10]



Obsérvese que, como L es continua, lineal y biyectiva; por el Teorema de

la aplicacion abierta, b eL(E).

PROPOSICION 1.1.1 Se cumplen las siguientes propicdades:
1) L1,L2 € GL(E) = LiolL2 € GL(E).
1)) LEGL(E) y A eK = ALeGL(E).

Pruecba:

i) como L1,L2 € GL(E) = L4,L2€L(E) = Liolz €L(E). Resta probar que
L10Lses biyectivo. Consideremos L'; oL"11; observamos que:
(LyoL,)o(Ly ols') =L o(L, oLy )o L5t =Ly oLs" =1
(L7 oL Yo (L, oLy ) =L7 oL oL, )oL, =13 oL, =1
por tanto LyolLzes biyectivoy (Liols)” =L} oL’
.. Lyols € GL(E)

ii) LeGL(E) = LeL(E) = AL €L(E). Resta probar que AL es invertible.
(aL) o(i_ LYy =14 %(LOU) =

(L LYo(al) = LaLtoL) =1
A A

Luego AL es biyectivay (AL)'= L L, y por lo tanto AL €GL(E) N
A

Designaremos por I a la identidad en L(E) , es decir:
[: E—E
X—> [(x) =x

Obviamente || 1][=1.
El siguiente Teorema, serd muy importante, pues ¢l nos servira para

invertir operadores de la forma I+T 6 I—-T.

TEOREMA 1.1.2. Sea T € L(E) tal que | T| < 1. Se cumple:

) I-T €GLE) , (-T" =D T% A ]|(1_T)~'||SI_HIT“
k=0

i) 1+ T € GL(E) , (147" = S (9*T* A | (1) - IIITH'
k=0 -



Prueba:

i) Consideremos la sucesién de sumas parciales {S,} < L(E), definida por:
S =ZT". Probaremos que {S,} es una sucesion de Cauchy en L(E).
k=0

’ +
Obsérvese que paran, me Z (n > m), tenemos:

|, ~Sal = 2T = 2T 2T ST
k=0 k=m+l k=m+1 k=m+l
—ZIITII —ZIITII“ (n>m)
= s, -s,| = —iIITII" . Vn,meZ* (1)
k=0

Consideremos anZ” T|*. Como | T|<1 entonces {c, } es una sucesion
k=0

de sumas parciales en R y ademas

lim & _ T =
i o, = JITF = =y

En particular {o_} es de Cauchy, luego

V €>0,IneZ’/ n,m>N = Icfn—-o"ml<8. (2)
De (1) y (2) obtenemos que:

v £€>0,3neZ/ n, m2n = |S,-S,| <&

Luego {Sp} es de Cauchy y como L(E) es de Banach, 3S € L(E) tal que

> T*=limS, =S (3)
k=0 n—<
Probaremos que (I- T)"] = S. Para ello observemos que:
(I-T)oS,=(I-T)o (ZT“) =Y TE T = [-T™ Vnzg (4)
k=0
Spo (I-T) (Z Tk) -T) = iT" Tkt =1-T™, ¥nxo (5)
k=0
Nuevamente, como | T|<1; llm “ T<lim | T . Por lo tanto

n—»0

T" ——>0, luego tomando limite a (4), se tiene:

lim (I-T) OS,,.= lim (I—T"”)

n—co n—o



y por (3), se tiene
(I-T) oS =1
luego tomando limite a (5), se tiene:

lim S_o(I-T) = lim (I-T"")

y por (3), se tiene
So(I-T) =1
Entonces
So(I-T) = (I-T) oS,
L 8=(1-T)"
Luego

I-T)"' €L(E)=(I-T) eGLIL) y I-T)" = > T¢

7
i[s

por ultimo: si S, 22 3§ = HSn 2 5)S|| y como

S = n THI < n |T|*=c. , ¥Ynxo
k=0 k=0
Entonces
; , 1
1111_{1;} ” Sn(lﬁ,{l_{g Cp = 1—[T]°
1

_ T
T P

ii) Como [|-T||=| T | <1, por la parte (i)
(-(-T)=1+T € GLE), (~(-T)" = 2(-T*.

entonces

=

Ahora generalizaremos el Teorema [.1.2.



COROLARIO. Sea Te L(E) y Le L(E) tal que ||TH<|| L"”ﬂl. Entonces

1
I =

) L-T € GLE), (L-T)" = YLtTeTr y [(L-T)]s

i) L+T € GL(E),(L+T)™ = S (<)L o TE 3 H (L+T)"“s” ,_-1”—11 =
k=0 —

Prueba:
i) Podemos expresar L—T = Lo(I-L"oT), como L € GL(E), = L' € L(E) y
como T € GL(E) = L'oT € L(E) y
[eteT <l < ) =1

con estas condiciones podemos usar el Teorema I.1.2-(i). En efecto
(I-L"eT) € GLE), (1-L"oT)" = D (L7-T)" , y
k=0

1
o 1NN

[-Le1)7|<

como L€ GL(E), = Lo(I-L"T) e GL(E) = L-T € GL(E). Luego:

(L-—-T)-1 o [LO(I-I_-1 oT)]‘1 _ (I_L—l OT)—1 OL—1 - i(L—1T)k ’ L—‘l . iL—(RM)Tk
k=0

[y ey [ IS e et 0

por otro lado tenemos
15/ TR N "
=TT T e - ]

de (1) y (2), se tiene

1]l - 1
SRR

11) Como ”—T || =|| T “ < ” L“”-1 por lo anterior tenemos L —(-T) =L+T €GL(E)

(L+T)" = [L - (—T)] ZL“(R”) (- T) = Z Yk (k) o K

k=0

] -6 T”"l”‘uun O]

7



TEOREMA 1.1.3. Sea ( E,||-||) un espacio de Banach . GL(E) es un subconjunto
abierto de L(E).

Prueba: Sea L, € GL(E) (fijo arbitrario) . Por demostrar que:
3¢>0/B,(L,) S GL(E)

=l

En efecto. Sea L €B(L,), con € = ” L’cf“—1 entonces “ (L—LO)“1!<8= L
entonces L +(L-—-LO) =L e GL(E)

r BE(LO) C GL(E), con € = l L .
Luego, GL(E) es abierto en L(E) |

TEOREMA 1.1.4 Sea (E,|||) un espacio de Banach. La aplicacion
Y : GL(E)— GL(E)
L—> W(L)=L" es continua.

Prueba: Sea Lo e GL(E) (fijo arbitrario). Por demostrar que:

ve>0,38>0/ |L-L,|<s = |¥YOL)-¥L,)| =] -L7|

<E€

obsérvese que
L L) = (L oL, —T)oly =L oL, —L) oL
Entonces

[o-L

< Ui -L i (1)

Luego, acotaremos H L™ ” por una constante que dependa de L,

-1
-1
LY

—— = L -Lal< |e| " = L, +(L-L,)=LeGLE)

i L-L.]<]

y

[o =] L, +(L-L)] )< NE ﬁ i (2)

como



-1

3 | L)

o -1
TR PR Ny TR e Tl S T
entonces
] L:: i =l , 1 2
2 <|l LO” _“L'—.LO — IL:; ‘1__“L__L0 <2“ Lo1| (3)
De (2) y (3) tenemos
_ ~1
| L < 2 ”Ly",smmmmnnw:“L._L°”<||Lj” ()

| ]

Para €>0 tomamos 6 = min{ ST1 L:’;,_" 8} y considerando (1) y (4) tenemos

< |-t <2 L3l

» || LY

2

|L-L,| <8 =L -L7 L, -L]

-2

<2 | L7

€ = ¢

entonces, ¥ es continuaen L, V L, €GL(E). Por lo tanto ¥ es continua en

GL(E)

Los Teoremas de inversién que se han presentado, son validos solo
cuando trabajamos en un mismo espacio E. A continuacion presentaremos un
Teorema que generaliza nuestros resultados cuando trabajamos con operadores

que actuan entre dos espacios de Banach distintos.

TEOREMA I.1.5Sea (E,|l;) y (F,|}l) dos espacios de Banach.
Sea LeL(E,F) tal que L es biyectiva y L' € L(E,F).

Sea TeL(EF) tal que | Tl<|L"|". Entonces:

sy
[T

ii) L+ T es invertible, (L+T)™" € L(F,E) y " (L+T)“l“ < ” L""“—ll T

i) L—T esinvertible, (L-T)" € L(F,E) y " (L-T)"




Prueba:
i) Observe que L—T = Lo(I-L"oT) con L'oT €L(E). Luego L—Tsers
invertible < Ly I-L"oT lo son. Como
[T < T I< e =
Por el Teorema 1.1.2-(i) tenemos que
(I-L"eT) e GLE) = (I-L"=T)" € L(E)

Ademas

1

[(1-17e)7 < T )

Por hipétesis L' € L(F,E) = (I-L"'oT)oL" € L(F,E)
(L-T) o|(T-L"eT) oL = Lo (I-L7eT) o (1L T) " o L' = Lo L'
(-1 T) ol o (L=T) = (1-L7 o T) " oL oLo (1-L o T)
=(I-L"6T) o (I-L"oT) =1
5. L-T esinvertibley (L-T)™" = (I-L" o T)oL™" € L(F,E)

por (1)

|- <) (-1 o) ot <] (1-L o 1) L) < 1_“"5!& |

s . 1
< = =T
(S RO | el e

R (I o o [Pp—
H ”<” L_lll 1_“T”

-1

ii) Como |- T I=|T|= " L', por (i) tenemos:L—(-=T) =L +T es invertible

(L+T)" =[L-(-D]" € L(F.E)

S S
[ e R N A B

|+ <] -y

10



1.2 EL ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL COMPLEJO

DEFINICION 1.2.1 Sea (E,|}||) un C-espacios de Banach y T € L(E). El
RESOLVENTE de T, denotado por p(T), esel conjunto

de los niimeros complejos A tales que AI-T € GL(E).
o(T)={r €C /Al - T eGL(E)}
EL ESPECTRO de T denotado por £(T) es el complemento de p(T) en C.
z(T)=C\p(T)
Nos proponemos demostrar que I(T) es compacto y no vacio para todo

T €L(E).

PROPOSICION 1.2.1 Sea (E, |}||) un espacio de Banach y T €L(E). Entonces

p(T) es abierto en C.

Prueba: Sea A, € p(T) fijo arbitrario. Por demostrar que:
3e>0/ B,(A,) < p(T)

Obsérvese que AI-T=AI-A I+A I-T. Queremos que A]-T €GL(E). Por el

Corolario al Teorema I.1.2, esto se consigue tomando

<Jg-1)7

~11-1
Considero B_(A_ ) con € = “ (xOI—-T) 1“ . Luego, sea A € B_(A,) entonces

AT =i T

1

[a-nf<e=|(a0-T)"

1

=] a-r1]< | (AJ-T)'| = (A-2,)1+(a,1-T) = AI-T €GL(E)

1

= A €p(T) = B,(A,)cp(T),con €= ” (KOI_T)%"“

. p(T) es abierto en C =

11



PROPOSICION 1.2.2 Sea (E, Il-|| ) un espacio de Banach y T € L(E). Se cumple:
) [A[>]T] = 1 ep()

i) (Al=-T)™ = D A YT (serie de Neumann)
k=0

1
- T

iii) | (M—T)“"sIM

Prueba:

=1
i) como [A>IT] = I TI<IAl=|AD™|" = a-T €GLE) = & ep(T)

S AMSIT] = A epm)

i1) Por el Corolario al Teorema I.1.2

(M-T)" = 2D PT* = oAk
= k=0

k=0
U
) - AT

1
<
| [A=]TI

iii) | (M—T)""sH( , pues || =07

5 POI-T)

COROLARIO I1.1.2 Sea (E,|-||) un espacio de Banach y T €L(E). Entonces

2.(T)es compacto en C.

Prueba: Como p(T)es abierto entonces X(T)=C\p(T) es cerrado. Ademads ,

por la Proposicion anterior, se tiene: C\By(0) = p(T). Entonces 2(T) = B (0)

entonces 2(T) es acotado, por lo tanto 2(T) es compacto en C. [

Para probar que 2(T) # ¢, necesitamos un resultado previo.

12



TEOREMA 1.2.3 (Liouville). Sea (E,||||) un espacio de Banach complejo y

g:C ———>E funcioén analitica.
1) |Iﬂim d(A) =0 = g es acotada.

11) g es acotada — g es una constante

Prueba:

i) Por hipétesis, IM>0/ [A/>M = [gi)]<1, € =1

Considero B,,(0) compacto, como g es analitica, se deduce que g es continua

y por lo tanto

3%, €Bu (@ / Jam [|<]or) | . YA eBL(O)

§

Si A eC\B,(0) = [lgn) <1<k

Sea k=max {1, [a,)

Si 2 €By(0) = Jom[<]or.)|<k

En cualquier caso " a(ir) ”Sk vV A €C , entonces (g es acotado.

i1) Como g es analitica en C entonces g(A) = Zekkk , VA €C , donde
k=0

exeE. Sea (@ €L(E,C), entonces

plam) = ole) =2 ple -

k=0

con  (ex) €C, Vk entonces (P og es analitica en C. (1)
Como g esta acotada, tenemos
[oegm |<| o lom [<] @M, viec

= ( og es acotada. (2)
Luego, de (1) y (2) tenemos que
(P 0g:C ——C, es constante (por el Teorema de Liouville en C - ver anexo)
vV ¢ €L(E,C),
Ahora supongamos que g no es constante, entonces

Ella)‘z GC/g(xl) * g(lz) = 9(?‘*1)"9(7\'2)#0

13



"Por el Teorema de Hahn-Banach (ver anexo).
3¢ € LEL)/ §(gr)-9(x,) = | a(r)-a(r,) |

= (90) -5 (9(2,) #0 = (Fog)r)=(Fog)r,)
= ( og no es constante (= | <),

Por tanto g es constante B
Definamos:

Rr: p(T) —> GL(E)
A —>Rr(A)=(AI-T)"

PROPOSICION I1.2.4 Sea (E,|}||) un espacio de Banach en C. Sea Te L(E) y

|-1

o€ p(T). Si A €B,(A,), con €= R, (A,)

Entonces

ee]

Rr(A) = Z(_1)—1(7\’~_ 7\'0)—1RT(7\'o)k+1

k=0

Prueba: En la demostraciéon de la Proposicidon 1.2.1 vimos que si A €B_(A,),

‘_1 entonces Al - T € GL(E). Luego, por el Corolario al

con 8=“ R;(A,)

Teorema [.1.2 se tiene:

Rr(a)=QI-T)" = ((x—xo)n(on-T))" S (—1)-k(x01-T)-(k“)((x-xo)l)"
entonces
R+ (1) =§<—1)"‘<x—xo>“RT<xo>“ B

TEOREMA 1.2.5 Sea (E, ||| ) un espacio de Banach en C, y T € L(E). Entonces
Z(T) = ¢

Prueba: Procediendo por contradiccion. Supongamos que:
Z(T)=¢

entonces P(T) = C, tenemos entonces la aplicacién

14



RTI C——)L(E)
A —>R1(A)

estd definida en los complejos. Por la proposicién anterior se tiene que Rt es

analitica, y usando la serie de Neumann

Rr(x) =D (A)EITh
k=0

e o]

lim RT(M:IHm Zl—{k-m)'rk = S G (K-(k—ﬂ))-rk — 0
—>» 0 k=0

e A L

= lim R,(A)=0

|A|>
Luego, por el Teorema [.2.3 (Liouville), Rt(A ) es constante.
= R7(0)=Rt(1) = 0-T=1-T = 0=1 (= | &)
YO EX" s

DEFINICION 1.2.2 Sea (E,|}||) un espacio de Banach en C, y sea T € L(E) el

radio espectral de T, denotado por I'(T) , se define como

(M) =méx{|[A] /A €2Z(T)}
Formula de Cauchy-Hadamard:

r(r) = lim | T =inf /| T°| , ¥ T€L(E)

n21

PROPOSICION 1.2.6 (Ecuacién de la resolvente). Sea T € L(E) donde (E, ||

es un espacio de Banach complejo. Sea A,H € p(T),

se cumple

Rr(A)-Rr(R) = (K=2)Rr(X) o R7(H).

Prueba:
Rr(A)-Rr(H) = (AI-T)"=(1LI-T)""

= (AM=T) o [I~(A I-T) o (LI-T)™"]
= (AI=-T) o [(RI-T)~(AI-T)] o (HI-T)"
= Ry(A)e(M—2)I[eRr(L)
= (L=A)R7(A)oRr( 1)
J Rr(A)-R7(H) = (L=A)Rr(A) oRr(M). =

15



PROPOSICION 1.2.7 Sea (E, |l]|) es un espacio de Banach complejo, T € L(E),

se cumple:

Rr(A)eT=TeoRr(A) , A €p(T)

Prueba: Usando la serie de Newman

Rr(A)oT = (Z(x)"‘“” T“) o T=Y (A ¥ T =To > (M) ® VT = ToR(A)
k=0 k=0

k=0

S Rr(A)eT=ToRr(X) , A ep(T). m

1.3 DESCOMPOSICION ESPECTRAL
Antes de enunciar y demostrar el Teorema conocido como la
“descomposicion  espectral” necesitamos un resultado previo sobre los

llamados “operadores de proyecciéon”

LEMA 1.3.1 Sea (E,|||) es un espacio de Banach y P € L(E) un operador tal

que P2= P. Entonces N(P) e Im(P) son subespacios cerrados de E

y E=N(P)®Im(P).

Prueba: Recordemos que
N(P)={x€E/Px=0} e
Im(P)={y€E/ 3x€E, Px =y},
entonces Px = Py = Py = y. Reciprocamente: y = Py = y€ Im(P) =

Im(P)={x € E / Px=x}. Demostraremos que N(P) y Im(P) son cerrados

—_—_—

En efecto, sea x EN(P) entonces
3 {xn} < N(P) / X —a = PXy——35 PX = '00—3:Px = x=0= x.€ N{P)
| . N(P) es cerrado.
x €mP) = I{xs}cImP) / xo—3x = Px,— >Px = x.—5Px, por

unicidad del limite: Px =x = x €Im(P)
. Im(P) es cerrado.

Ahora probaremos que E = N(P)®Im(P). En efecto, sea x €E entonces
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x =(x-Px)+Px = P(x-Px)=Px-P?x=Px-Px=0. Luego
x—Px eN(P) y P(Px)=P*x=Px = Pxe€Im(P).
Luego, x € N(P) + Im(P) =» Ec N(P) + Im(P) y como N(P) + Im(P)cCE

= E = N(P) + Im(P) (1)
Xx EN(P)(N1Im(P) = x EN(P) A x €Im(P) = Px=0 A Px=x = x=0,
. N(P)NIm(P) = {0} (2)
Luego de (1) y (2) tenemos
E = N(P)® Im(P). -

TEOREMA 1.3.2 (Descomposicion espectral) Sea (E,|}||) es un espacio de
Banach complejo y TeL(E) tal que X(T)=2,UX,, en

donde =, < B,(0) y Z, =C\B,(0). Entonces, existe una descomposicién de E

en subespacios cerrados E; E; tal que
1) E=E;@E;3
i) Ti=Tlg, €L(E) A To=T|; €L(E)
i) Z(T) =2, A Z(T,)=2,

Prueba: La idea es construir un operador P €L(E) que satisfaga la hipdtesis del
Lema [.2.8, de €sta manera se cumplirad la parte (1), las otras dos condiciones se

deduciran de la forma del operador P.

Obsérvese que por hipétesis se tiene Z(T)NS'=¢ entonces S'c n(T),luego si

|A|=1 = 3 R;(L). Defino entonces:

Como R;(A) eL(E), VA € S! entonces P es lineal.
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Ahora probemos que P es acotado

| Pll=

2 [ RO <55 [ R0 |

como

Rr:S'—>L(BE)
A —> RT(K)

... : 1
es analitica, entonces es continua y desde que S* es compacto

Ir, / R |<|RiA) |, VA S

remplazando este resultado en (1). Tenemos

[Pl<zs [, |R:) | [, ==

|
A =2

Rr(A) Rr(Ao)

l 21 = H Rr(A,)

(1)

Entonces como P es acotado entonces P es continua, por tanto P € L(E). Como

¥, =2(T)B,(0) es cerrado, compacto y esta contenido Z(T), entonces Z, es

compacto; se tiene que S es compacto, entonces d(Zl,Sl)>O, luego, 3 r>0

tal que el anillo

A ={zeC/r<|z| <1 cp(m) ,

De ésta manera, como Ry(A) es analitica VA ep(T), podemos definir

indistintamente

P=#!

Al=1

Rr(Wdh =2 [ Ry (udn

Probaremos que P es una proyeccion:

poP = (25 [ Re(1)dn) o2 ju,erT(u)du)
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- (2-.:i)2 JAI=IRT(A)( ‘[ul— R (M)du)d?» = Zm)z |=1[ Iul=rRT (A)oRy (“)d“')dl

il L ([ R e [, ([ (R e @

Como |A|=1>r, A esun punto exterior al circulo de radio r centrado en cero.

Il

Luego el nimero de vueltas de dicho circulo alrededor de A es cero (ver anexo),

5 ., (o) =0 (3)

Por otro lado p, es un punto interior a S', luego el nimero de vueltas de S'

es decir

alrededor de pes 1, es decir’

2 [ () =1 )
Remplazando (3) y (4) en (2)

PoP =gy [0+ [ Ret du} 2 [ Rr(du=P

.. P es una proyeccidén
Por el Lema 1.2.8, tenemos E = N(P)@Im(P) con N(P) e Im(P) subespacios

cerrados de E. Obsérvese ademas que:

poT=(5gi-Ll R (x)dx) —-;;i-ju R, (L) e de—-ﬁj_lT R, () dA

=T (g—,d- LHRTO‘) dxj =ToP |,
" PoT=ToP.
Con ésta propiedad probaremos que
Tlue) ELONP) A Tl ey €L(ImP))
En efecto
x EN(P) = P(T(x))=PoT(x)=ToP(x) = T(P(x))= T(0) =0 =>T(x) EN(P)
x €Im(P) = P(T(x))=PoT(x)=ToP(x)=T(P(x))=T(x) = T(x) €Im(P)

Resta probar (iii), para ello definimos:

=5‘EJ‘ Br(2) d\ , en donde p ¢S’

A=l PR

* Usamos aqui el teorema de Cauchy para una integral cerrada. Vease M.L. Krasnov, A.I. Kiselev,
G.I. Makarenko - [9] -
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Se tiene que:

Ho(pr-T) = [ B®dd) gy (5)

Rr(A)o(uI-T) (AI-T)" o(uI-AI+AI-T)
L= A - L—A
= R, (A +(35)eI

Reemplazamos este resultado en (5)

Ho(uI-T) =25 [ (-Re(0)+(5r)o1) an

Al=1

= -(AI=T)" + ()l

u-2A

= -5k lelRT(x)dx + (7‘-— j . ;*}J o] (6)

Al=

Luego, para

(RI-T)eH =3[ (I-TRRe () g, (7)

en forma similar a lo anterior se llega a:

(WI=T)oH=-2 L,leT(K)dM(EL—i L_l-;f'%x) ol (8)

1-P , S |Hn|<l1

Ho(pI—T)=(RI-T)oH =- | (9)
= 5 L [l

Ademés
HoP = (-2—‘— [ 23 d}k) o (2 [, Re(@) do.)
_—_(2;02 L|=1"‘_}*7( lerRT(},)oRT(oﬁ)da)dl (10)
se tiene
R () oRy () = R R _—Re@ R _p )0 o)

A —a — (o =2)
“ Ri(M)oR;(a) =R (a)oR:(A)

Reemplazando en (10)

HoP = (27:1')2 -lVA.l:l'X%’T( jal=rRT ((I) ° RT ()\') da) dA
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;. HoP =PoH
Luego
x EN(P) = P(H(x)) =PeH(x) =HoP(x) =H(P(x)) = H(0) = 0 = H(x) eN(P)
x €Im(P) = P(H(x))=PoH(x) =HoP(x) =H(P(x)) =H(x) = H(x) €Im(P)
De esta manera
Hl vey ELIN(P) A Hlime) € L(Im(P))
Luego por lo anterior y por (9)
x eN(P) = Ho(pl = T)(x) = (u - T) e H(x) = (1 -P)(x) = 1(x) - P(x) =1(x) ,
si |n|<1, Hl y@) € LIN(P)) es lainversa de (LI-T) | ) € L(N(P))
W-T e GLN(P)) = pep(T,) con Ti=T| e
= %(T,) =C\B,(0)
si | p|>1, x € Im(P)= Ho(pul - T)(x) = (1l = T) o H(x) = -P(x) = —x
= H| 1me) € L(Im(P)) es la inversa de (RI-T) | .y € LIm(P))
W-T eGLIm(P)) = pep(T,) conTo=T| o
= Z(T;) € B,(0)

Se ha denotado T;=T| Ney Y T2 = T| im(P) » ahora también denotemos a

E;=Im(P) y E;=N(P), luego tendriamos que: E=E|®E;, y Ty€L(E)),

T, € (E;). Luego, como E(Tz)_C_C\Bl(O) = 2(T,)<B,0) con Ty y T, ya

definidos.

Por ultimo, como
p(M) =p(Ty) (1 p(T,) = Z(M=Z(T) UZ(T,)

tenemos

z, =Z(T) N B,(0) =[Z(T1) U (T, )] N B,(0)
=[Z(T‘) [ B'(O)] U [E(Tz) A BI(O)] =x(T) Ud=X(T)

£, =2(T) N (C\B,(0) =[(T) U Z(1,)] N (G\B,(0))

-[z(r) N (6\B,@)] U [z(r,) N (6\B,0))
= U Z(T,) = X(T,) o
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TEOREMA 1.3.3 Sea (E, ||]||) un espacio de Banach complejo y sea T € L(E)

tal que Z(T)< B,(0). Entonces existe una norma |} ||

equivalente a ||-|| y existe ae]o, 1] tal que:

| Tx |, <allxll, , VxeE

Prueba: Sabemos que I(T) = max{ Al /A eXZ(T) }, y como Z(T) < B,(0)

entonces I'(T) <1 =>3JaeR/0< I(T)<a<1. Sabemos que:

r(T)=ixgq/ T = 3IneN/¥|T|<a = o™ TV|<1

Luego;

2T = Sa
k=0 k=0

(=]
[ e r -k k
Afirmacioén: ZO “T "<oo
k=0

En efecto, por el algoritmo de Euclides k =jN+1, 0<i<N -1, se tiene que:

® o N-] o N-] :
Sat| T =TS ab | <SS e T
k=0 j=0 i=0 j=0 i=0
o N-i | | |
=22 (@I TI) e T
j=0

J 1=0
Considerando C = max {O"iHTHi} entonces
0sisN-1

N-1

S| TseT o] T = Ny T <o
k=0 - j=0 j=0

1=0

oS A T <0
k=0

Luego, defino:
||-||l : E—R

A— x|, = Y o™ T |
k=0

Afirmo que |||, es una norma. En efecto

) |x|l_>_0'°| T°x||=||x||20:>||x||1_>..0 . Vx eE

ii) |x|,=O<z>O“°HT°x||.<.||§<||,=O<:>||x||=0<:>x=0 . VxeE
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iii) | Ax |, = %a"‘” T*(Ax) || = ga“‘l A Tox | =1a Iio""” T* | =2 1]x],,
o = k=0

Sl = 1A k], , vaeC, VxeE

iv) [x+y Hl = gc-k" T*(x+y) “ < ga-k(“ Tky ”+” Tky ”)

- St Tl S| Ty = tx 4l

"x+y"l_'£|x||1+“y,I , Vx,y €E

Para probar la equivalencia entre ||| y ||| observe que ya demostramos

IxI<lx|l, ¥ xeE. Por otro lado:

| 1) =§O"‘” Thx | < Z%O”"II T Ix =Ml x|

Solxl<lxl =M x|, vxeE

Por ultimo

“ T ”I = io-k " Tk (TX) " < ig'kg"lg " Tk+lx " — Oig—(kﬂ)
i St k=0

-l"k+lX "

ca> | Tx|<a> o[ Tx | =alxl, , VxeE
k=1 k=0

Tl <alix|, , vxeE, ae]o, 1]

I.4. EL ESPECTRO DE UN OPERADOR LINEAL REAL

En la seccidn anterior se ha trabajado con operadores lineales continuos
definidos en un espacio de Banach complejo y se hall6 resultados interesantes;
ahora queremos que estos resultados obtenidos también sean validos cuando se
trabaja con operadores lineales continuos definidos en espacios de Banach
reales. Para ello seguiremos el siguiente esquema; dado un espacio de Banach
real le asociamos un espacio de Banach complejo y dado un operador lineal y
continuo definido en el espacio de Banach real, le asociaremos un operador
lineal y continuo definido en un espacio de Banach complejo construido

anteriormente. Estas construcciones seran hechas de tal manera que la norma
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del nuevo operador, asi como su resolvente, coincida con la norma y la
resolvente antiguo.

Sea (E,|}|) un espacio de Banach real, le asociamos un C-espacio de

Banach construido de la misma forma como C se construye a partir de R.

DEFINICION 1.4.1 Sea E un R-espacio vectorial, el complexificado de E

denotado por Ec, es el conjunto

Ec= {x+iy/x,yeE}
en donde x+iy=x'+iy' © x=x' A y=y

A continuacion dotaremos a Ec de una estructura de C-espacio vectorial

TEOREMA 1.4.1 En Ec definimos las operaciones de suma y producto por un

escalar:
+ : Ec X Ec —— Ec
(x+iy,x'+iy‘) ——)(x+iy)+(x'+iy') =(x+x)+i(y+y")
e :C X Ec —— Ec

(oc +i1B,x + iy) —>(oc + iB)(x - iy) = (ax — By) + i(ay + Bx)

Entonces ( Ec¢,+,C,¢) es un espacio vectorial

TEOREMA 1.4.2 Sea (E,|}||) un espacio de Banach real, entonces ( Ec, ||||_ )

es también un espacio de Banach, en donde:

1

| (x+iy) |, = max { I x|,

Prueba: Primero demostraremos que /|, es una norma en C.

Ni) | z ||c > 0. En efecto, como z=x + 1y, entonces

y"}ZlIXH Ayl

I zle = (x+iy) |, = max { Ix1,
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se tiene

Ixf=0 A [y[|=o0

||z||C >20Vze Ec, x,yeE

N2) ||z||c=0<:>z=9.En efecto, como z=x+1y , x,y€E, ze Ec

= | x+iy) |, =max {Ix1l, [y[}=021xl A |y[=lIxl=0 A |y]=0

oSx=0 A y=022=0+10=0 & z=0

N3) [Az g =|Allzle VzeEc,x,yeE

|x||Iz||C=|).|max{||x],“y“}=max{|7»|"x||,|7»|”}’||}

= max { I ax |, MY”}':" ?\.x+i?»yHC

=|| A(x +1y) ”C =|rz|, , Vze Ec, x,y€E

Ng) |z +2' | <zl +] 2|, , V22 e Ec

” 7+ 7 HC s” (x+1iy) + (x' +iy") "C =H (x+x)+i(y+v) “C

=max { | x+x) |, [ 7 +y) | } (1)

| Gotxy [ max (Ul [y |+ max { <L [y [ =0z 0 +] 2]

|43 [ max {Uxl [y [+ max {3 ] ]y [} =0z 0o +] 2"

g

b< izl +] 2], .

:max{“ (x+x') [(y+y')

y reemplazando en (1):
”Z Az ”C <| z I, +H Z "C . Vz,2z'e Ec

Luego (E, |, ) es un espacio vectorial normado.
Sea {Z,}CEc una sucesion de Cauchy en Ec, Z, = x, + 1y, , con X,,¥n € E,

v n eN. Probaremos que {x,} CE¢, {yn} CEc son de Cauchy. En efecto; sea

£>0,INeZ*/ n,m>N = || Z, "Zm”c <€

Z, ~Zaly =] (%0 +iy,) = (0 +17,) |, =] (%0 = x0) =130 = va) |,
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=max{ Xn'—xm”’ l yn—ym}l}‘(g

:>3NEZ+/n,mzN =>l|X,,—Xm“<8 N ”yn—ym”<8

por lo tanto {xn} SEc  {ya} SEc son de Cauchy. Como (E,|||) es de Banach

entonces

3x,yeE/xn—>x AN Yn—>Y

Resta probar que: Zz,——> 2z , con Z =x +1iy. En efecto

vV €>0,3N,eZ*/n>N, = lxn—x”<8

AN, €Z*/m>N, = ” Y, =Y ” <E

Sea N=max { N, N,}

SinaN = [x,-x|<€ |y, -v][<e = max{]|x, x|, ]y.-v]}<e
()il =9) | = [ i)~ Gei) | = D2z, <e

dz eE. /Zn

>Z = (Eq |||l ) es de Banach =

Como (Ee, |, ) es un espacio de Banach, podemos considerar L(Ec) el espacio

de aplicaciones continuas y lineales en Ec,

A continuacion asociaremos a cada T € L(E), un operador Tc e L(Ec)

TEOREMA 1.4.3 Sea (E,|l||) espacio de Banach real y (Ec,| ) su
complijificado. Sea T € L(E), definimos Tc por

Tc: Ec—— Ec
(x +1y) —> Te(x+iy) = Tx +iTy

Entonces Tce L(Ec) v || Tel=| T

Prueba:

Primero probaremos que Tces lineal
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To(z + 2) = Te[(x +iy) + (' + iy)] = Te[(x + x') + (y+y)]
=T(x+x) +iT(y +y) = (Tx + Tx') + (Ty +T y')
= (Tx +1Ty) + (Txl + iTy') = Tc(x +1y) + Tc(xl + iy')
=Tc(z) + Tc(zl) ; VZ,Z' e Ec
Te(Az) = Te[(a+ip)x +iy)] = Te[(ax - By) +i(ay + Bx)]
=T(ax-py) +iT(ay+px)=aTx- pTy)tia Ty +ip Tx)
=(a +ip)(Tx+iTy)=ATc(z) , VA eC, ZeEc

. Tc eslineal

Ahora probaremos la continuidad:

| Te(@) g, =[ Telx+iy) [ =1 Tx+iTy |5 = max { ] =1,

Ty} @

como | Tx || Tllx| A ” Ty ” <|TI H y ”, entonces

max { 1T, [ Ty |} s max (I TU0 0, 1Ty |} =0T Fmax {1 x],|

v}

I TH x+iy g =1 T Zzlg,,

luego en (1)
| Te@) |5, <ITHzlg,, >, Yz Ee
S Tc€LE:) y | Tel<IT] (2)
Finalmente, sea x e E entonces x +10 € Ec, luego
| Tx | =max { | Tx|l, | TO| } = Tx+iT0 ”Ec = || Te(x +1i0) ”Ec

<| Tellx+i0llg_ =1 Telmax { IxI, 100 }=1TcllxI

o Tx <l Telllx]l, vxeE = | Tl<| Te

—

por lo tanto, de (2) y del resultado anterior se tiene | Tc|=|T

De esta manera, dado (E, |}|) espacio de Banach real y T € L(E), podemos

asociar Tc e L(Ec); tenemos de este modo una aplicacién de L(E) a L(Ec)
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TEOREMA 1.4.4 Sea ( E,||||) espacio de Banach real, definimos ¢ como:

¢ . L(E)—— L(Ec)
T—— &(T) =Tc

La aplicacién ¢ satisface los siguientes propiedades:
1) AT+T)= E&T)+&T), VT,T' €EL(E)
) A(aT)=a &T), Va ER , VT €L(E)
m)E(TeT) = AT)eAT) , VT, T €L(E)
)| em | =TI, vTeLE)

Prueba:
1) Sean T,T' € L(E)
C(T+T)(2) = AT + TH(x +1y) = (T + T)(x) + I(T + T)(y)
=(Tx +T'X) + (Ty + T'y) =(Tx +1Ty) + (T'x +1T'y)
=AM (x +1y) + AT)(x +1y) = &(T)(x + 1y) + £(T)(x + 1y)
= [em) + em)(x +iy)

=[em) + e(Mi(2) , YZEEc
W AT =TY = e e , YTT ELEE)
11) E(a T)(2) = E(aT)(X +1y) = (a T)X) +1(a T)(Y) = a T(x) + 1a T(¥)
= (a +i0)(Tx +iTy) = a AT)(x +iy) = [« &M](2) . VZEE:
S @aT)=adT), Va ER , VT EL(E)
iii) A(ToT)(2) = &ToT)(x +iy) = (TeT)(x) + {(ToT)(y)
= T(T) + iT(TYy) = ATY(Tx + iTy) = ED[AT)(x + iy)]
= T)eT)(z) , VZEEC
CoGTeTY=(Mel(T) , VT, T €L(E)

iv) | &) =ITcl=IT], VT €LE)
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DEFINICION 1.4.2 Sea (E,|.||) espacio de Banach real y T €L(E). Definimos
EL RESOLVENTE de T, denotado p(T) como el

resolvente de Tc:

p(T) = p(Tc)

De ésta manera, hemos logrado nuestro objetivo. Como Tc € L(Ec), siendo

(Ec, |l ) un espacio de Banach, todos los resultados obtenidos en la seccidn

anterior son validos para T € L(E) por medio de la Definicién 1.4.2. De ahora en

adelante, no haremos distincidn entre espacios de Banach reales y complejos.
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CAPITULO 11

OPERADORES HIPERBOLICOS

I1.1 OPERADORES LINEALES HIPERBOLICOS EN ESPACIOS DE
BANACH

DEFINICION II.1.1. Sea (E,|}||]) espacio de Banach y T eL(E).
T es hiperbélico < Z(T)NS'=¢

Notacion: Denotaremos a Hip(E) al conjunto de los operadores hiperbdlicos

en (E, M)
Hip(E) = {T €GL(E)/ T es hiperbdlico}

El siguiente Teorema es el principal de ésta seccion, lo cual nos dice
que todo operador lineal hiperbdlico descompone al espacio de Banach donde
estd definido en dos subespacios cerrados e invariantes el cual es una

contraccién si lo restringimos a uno de ellos y una dilatacién si lo

restringimos al otro.

Enunciemos los Teoremas que garantizan la validez de lo mencionado

TEOREMA II.1.1. Sea ( E, ||||) espacio de Banach y L € Hip(E). Entonces,

existen dos subespacios cerrados E, y Es, una norma

ll. equivalente a la norma inicial ||| y una constante ae]o, 1[ , tal que
i) E=E,®E;.
ii) Ly = LIE €L(E) v " L', ~<a ”xu . » VX, EE,
Ls =L|1: €(E) ¥y ” Lox,|, SO"XS . » VX, €E;

>

lxs } s X=X +X X €E x €E,

i) 1 = max { [ x,



Prueba: Como L € Hip(E).= >(L)NS' = (b , denotemos
= =2U)NB,0) , =, =2L)Nc\B,(0)

Entonces por el Teorema de la descomposicién espectral, existen subespacios

cerrados E, y Es de E tal que
E=E®Es , Ly=Ll; €UE), L=Ll; €LE) vy

=, =2(,) v =, =2(,)

Como E(Lu) c B,(0), por el Teorema 1.3.3 existe una l-Il, norma en E,
equivalente a la norma ||-|| restringidaa E_, y existe s, 0 < as<1 tal que
. w VX €E,

Como E(Lu) - C\BI(O) entonces Z(L'u') c B,(0) y nuevamente por el Teorema

[.3.3 3 |}||, norma en E, equivalente a la norma |}|| restringida a E, y existe

Qu, 0 <y, <1, tal que

; vVx, eE.

u

S1 tomamos O = max{Q,,ds} = 0< a< 1 lo cual satisface la parte (ii) del

Teorema.
Resta probar que | x ||, = max{ Xoll 5 || Xe } es una norma equivalente a ||| .
En efecto; sabemos que:

Cy || Xu|| =] Xu, =Cy xu' , vVx, €E, , C,C, >0

C, XSIS Xsll, SCaq || X > Vx,.eE, , C;,C, >0

Sea x€E entonces x=x,+X,, tenemos que

| J2 %+ %l S5 %l 3 | %,
S‘E'_ma}({ xu - xs s} + é'max{‘xu u Xs s}
<(&+ %)max{ .} =K1l
: IIXII—IIXII. , VxeE

Para probar la otra desigualdad, recordemos que Es = Im(P), E,=N(P),

X=X,+X,, X, =X—PX A X, =PX, entonces

=(1=lP ) Ix|

entonces
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[ J<-1p D1 xl
<lpllxl = |x[<lPllx] , vxeE
Luego; sea K2=max{cz(l+||P||), AL }

quSC2 Xy SC2(1—”P”)"x”S’K2 ”X”
SCu xS
:>max{ Xl 5 xss}_<_K,||x||

= [xl. <lx], vxeE
“ I x|. es equiavalente a | x | B
Es evidente que los subespacios invariantes depende del operador
L € Hip(E); es decir E = Ey(L)® Es(L). Luego a E, = Ey (L) le llamamos
espacio inestable, Es = Eg(L) espacio estable y | x ||, le llamamos la norma

adaptada al operador L € Hip(E), de ahora en adelante ésta sera la norma

considerada en E.

PROPOSICION II.1.2. Sea (E,|}||) espacio de Banach y L € Hip(E). Se

cumple:

) Ey=Ey(l) = {x €E/ L"x—"22 50}

i) Es=Es(L) = {x €E [ PP xom— >0}
Prueba:

u ll

|_. |X"u> Vnz0con 0<a < |
u

i) x € Ey

::>O<11m“L“x”<11m a"l x|, =

n—o n—»0

= L7"Xx——0 ,si n—>®

=0 , seax=x,+X,,X, €E ,x, €E,

u?o

Por otro lado, sea x €E /lim ” L™"x

n—w

L x=L"x, +L"x, < L"xslss, “x|l ., Vnzo
= lnigl L% = 0.
Ademas
= L“(L‘n )'S , VYnzo
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— - i

. Vns0,cona’>0

S

=N
X[, S| L%,

=0

S

< lim

S noew

= 0<Ilim a™

n—>»co

-n
XS I—S xS

= =

S

= Im a"

n—w

X, X

S

. =0 =x,=0=x€E,

.~ Ey=EyL)={xe€E/ L"x—50)

<

) xeks = |[L'x, Lx| <a” , Vn>0 con 0<a <]

S

X

S

<lim a"

n—»co

= 0<lim H L x X,

N=>»c0

=0 = LU'x——=>0

Reciprocamente: Sea x €E/ I"x————>0 ; tomemos

X=X, +X,,con x, €E ,x, €E,

n, _|n n n I
L'x =Lix, +Lix, = 0<|| Lix | <|LU'x| , Vn=2o0
= 0<limi{Lix, <lim |L'x}[[=0
n— oo U  jnoo
= lim | L\x,]| =0.
n—> u
Ademas
-n n n
Xy 9 2’ Lu (Lnuxu) " =d L“X“ u
= ax,| L%,/ , ¥nso0,cona’'>1
u u
= 0<lim a™|x,| <lim |Lix, | <0
n—»co U noeo u
= lma™|x,j =0 = |x,/. =0 = x,=0 = xeE,
n~—>co u u
S Es=Es(L)={xe€E/ L"x—=0) L

COROLARIO. Sea (E,|[{|) espacio de Banach y L €Hip(E). Entonces
L™ €Hip(E) y Eu(L") =Es(L), Es(L™) = Eu(L)

PROPOSICION II.1.3 Sea (E, ||||) espacio de Banach, entonces Hip(E) es un

subconjunto abierto de L(E)

Prueba: Sea L, € Hip(E), por demostrar que:
3e>0/B,.(L,) < Hip(E).
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Como L, €Hip(E), entonces
(L, )NS" == 8" < p(L, )
Definimos la funcion

Rio: S'— GL(E)
A—>R(2) = (A-L,)"

o : 1
Sabemos que R, es analitica y por tanto continua y como S° es compacto, se

tiene:

3, 8"/ R, () <] R, ()

. VA 681

SR ()| s|R. A . vaesT

-1

Sea L €B,(L,) . con 8=| RLO(KO)

Rl.o (7\0) |~1 < ” RLO (7\,) l-] = ” (M _L)—l ”
,)-(L,-L)=2I-L € GL(E); V1 €S’

-1

= ” L—L0H<8 =

v eS'= (AI-L
= S'cplL) = Z(L)NS' =d = L € Hip(E)

= B.(L,) CHipE) , con e=|R_(A,)| . VL eHip(E)

por lo tanto Hip(E) es abierto en L(E) 4

PROPOSICION II.1.4. Sea (E,|||]) espacio de Banach de dimensiéon finita.
Entonces Hip(E) es denso en L(E)

Prueba: Sea L€ GL(E) y €>0 por demostrar que:

3L, € Hip(E) / |L-L,|<e

Supongamos que dim(E) = n <oo y denotemos X,,A,,...,A_los autovalores de

. . 1
L ordenados de tal manera que los m primeros valores no estan en Sy los

restantes N-m lo estan, es decir:

O g2 NS =0y {hmayshmeasesnf S S
(sii m = n = L es hiperbdlico y no hay nada que probar), es por ello que
consideramos m < n. Ademéas 0 € (L) pues L' € GL(E).

Sean X;=a;+1f;, I<j<n Yy consideremos:

34



} , 0, = min {Iocjl/aji()}

m+lsS)sSn

0, =min{1—|kj

1sjsn

Tenemos que 0,,0, Sson mayores que cero. Sea 0<p<min{6l,62,s} y

consideremos el operador L, =L+pul. Primeramente obsérvese que:
A ep(L) < Al-L €GL(E) & (A +pI) - (L+pI) e GL(E) & A +p ep(L +pI)
Luego A € Z(L) & A+p EZ(L t pl). De ésta manera:

Z(Lo)z{li +“}15j5n ={ (O‘j +“)+ﬁi}

Afirmo que Z‘,(Lo)ﬂS1 =@. En efecto: Si 1< j<n entonces

I€j<n

Sp<l-[a)<1 v 1-]2|<-p

p<| 1- kj‘

entonces
T P S GRVAR P BT (1)

S1 se cumple la primera condicién de (1)

2
+ 2001+ p

'Kjﬂllz =(aj+p)2+B§ =oc§ +2oajp+p2+[3§ ==l A

w+p? Slkj’2+2!kj|u+u2 =(lxj’+p)2>l

<| ;\,.‘2 | : l (1'0

S1 se cumple la segunda condiciéon de (1)

n+n] =|a] +20pen2<|n —2] 0| prp? <) —2]a) p+n?
=(ixj}-p)2<1
> A +pegs
SA+peSt, 1<jsm
Si m+1<j<n entonces p<|a,
Sp<a, Voo < (2)

2 2
’Xj +p‘ =(ocj +p) +B =o +20,u+p + B =14+20,u+p’
Si se cumple la primera afirmacién de (2):

A 2 B g 2
I?»j+u| =1+20,u+p° >1+2pu° +p° > 143" > 1
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1
= A;+u &S
Si se cumple la segunda de (2):
2 2 2 2 2
I?s.j+p| =1+20,p+p” <1-2p" +p° =1-p”° <1
=>A;+p S
SoA +peS , m+si<jsn

De ésta manera queda demostrada la afirmacion. Por lo tanto L, es hiperbdlico.

Ademas

JL-L,

=|ur]=n<e
. Hip(E) es denso en GL(E) o
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CAPITULO III

APLICACIONES DE LIPSCHITZ

II1.1 APLICACIONES DE LIPSCHITZ
No todos los operadores que consideraremos posteriormente, estan
definidos en espacios de Banach., es por eso que necesitamos estudiar
operadores no necesariamente lineales definidos en los llamados espacios

métricos y debemos ser capaces de invertir esos operadores

DEFINICION IILL1. Sean (X.d,) y (Y.d,) dos espacios métricos y

f: X —— Y. Decimos que f es de Lipschitz si y sélo
s1

JK eR" tal que dy(f(x),f(x'))éde(x,x') . Vxx X

Denotaremos por Lip(X,Y) al conjunto de todas las aplicaciones de
Lipschitz de X a Y:
Lip(X,Y) ={f: X—> Y/ fes Lipschitz }

Observaciones:

1) Si (E, |z )y (E, |l ) son espacios normados y f: X——>Y, decimos

que f es de Lipschitz si y sélo si

| fe) -fe) [, <K [x-x'], , vxx'eE

E bJ
2) La minima de las constantes K que cumplen con la Definicién III.1.1, se le

llama constante de Lipschitz de f y la denotaremos Lip(f)

3) Cuando X =Y denotamos Lip(X,X) = Lip(X)



TEOREMA IIL1.1. Sean (X,d,) y (Y.d,) dos espacios métricos. Se cumple:

Lip(X,Y) cc(X,Y)

Prueba: Sea fe Lip(X,Y) = d (fx),f(x))< Lip(Hd, (x,x') , Vxx eX.
Sea x, €X A €>0; si consideramos &= Lip(f)"' &, se tiene:

d (xx)<e = d(fx).fx))< Lip(f)d (x,x') < Lip(f) Lip(f) '€ = ¢
Luego f es continuaenx, Vx, €X

Lip(X,Y) cc(X,Y) B

TEOREMA III.1.2 Sea (E, |l )y (E,Il; ) espacios normados. Se cumple:

L(EF)C Lip(E,F) A Lip(f) =] VfeL(EF)

Prueba: Sea f €L(E,F) y considero x,x' €E
H f(x)—f(x’) ”r =|| f(x—x") “F <[l f| ||x—x'||E ; Vx,x €eE , = feL(E,F)

" L(E,F)c Lip(E,F)
Ademés Lip(f)<| f|l. Para probar la otra desigualdad recordemos que
[fll=inf {c>0 /| fx], <clxlf ; VxeE
[t = feo-f@ |, < Lin(DIx,

= " f| < Lip(f)
Lip(f) = " f

., VfeL(EF) -

TEOREMA 1III.1.3 Sean (X,dx) , (Y,dy) y (Z,dz) espacios métricos,
feLip(X,Y) ,9€ Lip(Y,Z). Entonces QOfEL,-p(X,Z)

y Lip(gof)< Lip(g) Lip(f)
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Prueba: Sean x,x' €X
d,(gof(x),90f(x") = d,(g (fx).g (fx))) < Lip() d, (f(x).F(x")
< Lip(g9) Lip(f)d (x,x')

s gofeLip(X,2). A Lip(gef)< Lip(g) Lip(f) n

COROLARIO Sea (X,dx) espacio métrico y feLip(X). Entonces

f"eLip(X).y Lip(f")<Lip(f)" VneZ’

La demostracion de este Corolario es una aplicacién directa del Teorema

anterior

TEOREMA III.1.4. Sea (E,II-HE) y (E,lHlp) son espacios normados
f.g € Lip(E,F). Entonces:

i) f+geLip(E,F) y Lip(f+g) < Lijp(f) + Lip(9)

ii) Lip(f) = Lip(g) < Lip(f — @)

Prueba: Sean x,x e€X
i) | (F+9)e0—(F+9)e) |, =60 +g60 - (') - 9tx) |,
<] o0 - | +] 960 - 96D [
< Lip(f)| x=x'| + Lip(9) | x - x|
< [ Lip(f) + Lip(9)] | x|
= f+geLip(E,F) y Lip(f+9) < Lip(f) + Lip(g)
ii) Lip(f) = Lip(f — g + g) < Lip(f — 9) + Lip(9)
= Lip(f) — Lip(g) < Lip(f — )

Las funciones Lipschizianas cuya constante es menor que 1, se las llaman
contracciones. Las contracciones son importantes porque ellas tienen un dnico

punto fijo atractor cuando estan definidos en un espacio métrico completo
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TEOREMA III.1.5 Sea (X,d) un espacio métrico completo , fe Lip(X), tal
que Lip(f) < 1. Entonces 3!x, €X tal que:
1) f(X,) =Xo (X, es punto fijo)
ii) lim f"(Xo) = Xo: Vx € X (X, es atractor)

n—>w

Prueba:

Existencia: Sea x €X, si f(X) = X no hay nada que probar. Luego, supongamos
f(x)zx = d(f(x),x) >0
Afirmacion: {fn (X)} o+ €s una sucesion de Cauchy en X. En efecto;

obsérvese que para h,meN, n > m tenemos:

d(f"(x),f™(x)) < d(f" (),F™ () + d(f™' (%), F2 (%)) + . . . +d(f™(x),F"(x))

n-m-1 n-m-1

= > d(f™ (),f™I () < > Lip(f™)d(f(x), x)

3

<> Lip(f™) Lip(f1)d(FC0, %) < Lip(f™)d(F(x),x) > Lip(F)

n-m-1 n-m-1
j J=0

[
o

< Lip(f™)d(f(x), x)g Lip(f') = 1{“_ ipL(ZEf) d(f(x),x)
Como:
lfsz(ZZf) d(f(x),x) < € @ m In(Lip(f)) + In(d(f(x),x)) — In(1 = Lip(f)) < In(e)

&S m 1n(Lip(f))<ln(8)+ln(1— sz(f))—ln(d(f(x),x))

In(g) +In(1- Lip(f)) - ln(d(f (x), x))
= m= In(Lip(f))

Basta tomar N €Z", tal que

In(e) + ln(l — Lip(f)) = ln(d(f (%), x))
In( Lip(f)) ’

N >
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luego si n,m>N tenemos que d(f”(x),fm(x)) <€ entonces {f" (x)} __. es Cauchy

y desde que (X,d) es completo 3x, eX / lim f"(x) = X, . en Xy feLip(X)

n->a

entonces fe c(X), luego f™'(x)——>X, en X y por unicidad del limite:

f(xo)=Xo , lo cual prueba la existencia del punto fijo.
Unicidad: Supdngase que J x'e X / f(x) = x' ; se tiene
d(x' ,xo) = d(f(x'),f(xo )) < Lip(f) d(xI ,xo) ,
= [1-Lip(f)]d(x',x,) <0

= d(x',xo) <0 = d(x',x0)=0 = x'= X,

Prueba de que es atractor: Tomemos x € X y construimos X, = X(x) tal que

f"(x) — > X,. Sea X #X y supongamos que f(x") —> %',

d(x',x, ) = d(x,.f" () + d(f" (), " (")) + d(F ('), X,
< d(x,,f" () + Lu(f)"d(x',x, ) + d(f* '), x5 )
:>Osd(x',xo)SO:d(x',xo)=0:>x’———zxo o

El siguiente resultado, generaliza el Corolario al Teorema 1.1.2 para

operadores de L(E) a Lip(E)

TEOREMA III.1.6 (La funcién inversa de Lipschitz) Sea (E,]|||) un
espacio de  Banach,@ e Lip(E) vy Le GL(E) tal que

Lip(@)<||L?"||". Entonces L+¢ es invertible, (L+@)"' €Lip(E) vy

2 1
|1 - Zol)

Lip ((L + qo)-l)

Prueba: Primeramente observe que X, = X,(x) tal que

[(L+0)x) - (L+@)x) | =] Lx, +00) =Lx, = 0(x,) |

- L(x, - x2)+((P(X1) - (P(xz)) "

v

L(xl “Xz) ”"‘” O(x,) —P(x;) H (1)
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Como:

H X —x2” o “ L"'L(xl _xz) ” = ” L—I” H L(x, - xz) ” = “ L—lll—iu X _xzu -<—|| L(Xl _Xz) “
| ) -000) < Zo(o) [x - 5] = o 00)-000) |2 -Lifo) | x, - x,]
Reemplazando €stos dos ltimos resultados en (1):
| (L+o)ox)-(L+ o)) |2 [ LT - Lisfo)] I, =] 5 Vxix, B (@)

Afirmo que L+ es inyectiva: En efecto, supéngase que
L+o)x) =(L+p)x,)
0=] L+ o)ox)-(L+o)oc) [2 | L™ - Zilo)] |, - x.]
I N Prare——
Por lo tanto L + @ es inyectiva

Afirmo que L+ @ es sobreyectiva: En efecto, sea y €E, por demostrar que:
IxeE/ (L+0)x) =y
Como motivacion para la eleccion del “x”, obsérvese que si ¢ =0 entonces
x=L"y. Como @ eLip(E) entonces es de esperarse que x=L"'y+w», con o €E
(L+(p) o (L‘1y+0)) =y & Lo(L‘ly+oa)+(p(L"y+co) =y
& y+lo+ol'y+o)=y o L) =-0L"y+o)

= o=-L"eqLy+o)

Esto nos lleva a definir:

Ty:E——E
® —>Ty(w) =—L" o(p(L'1y+o))

T, (0,)-T,(o,) ”= ”—L’1 o(p(L"y+oo,)+L‘1 o(p(L"y+032) “

<oy v, ) -0ty +o,) |
<| L) Zito) | Ly +0, -Ly -0,

-1 -1]|~! £
e e -e.f=]e -0,

por lo tanto Lip(T) <1 y como E es de Banach, J o, €E / T(o,)= o,. Con

este resultado probamos la sobreyectividad
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Resta por probar que (L+ @ ) es Lipschitz. Paraello y,y, €E, de (2):

—_——

Iy, =v2] = (L+@)e(L+0) 7)) - (L+p)o(L+®) " (v,)

Lro)L+e)" on)-L+o)L+o) v

2

, VY, Y, €E

|1 - Linto)] [(L+0) " v -(L+0) (v,)

>
e

1
< — i~y
T o

—2 ” L+0)" )-L+9) 2

-1 -1 1
(L+0)" €LipE) A Lip((L+¢)" | s =
( ) | - Zinle)

A a continuacidn nos proponemos obtener una generalizacién del Teorema

[.1.5 pasando de L(E,F) a Lip(E,F)

TEOREMA III.1.7 Sea (E,||l;) y (E,|lll;) espacios de Banach. Sea
T e Lip(E,F) tal que T es biyectivoy T~ € Lip(E,F). Sea
feLip(E,F) tal que Lip(f) < Lip(T™). Entonces T-f es invertible,

(T-f)" e Lip(F,E) ¥

-1 1
Lip((T -1 <
A0 ) e Lo

Prueba: Primeramente, obsérvese que T—f = To (I—T'1 of)., luego T-f serd
invertible si Ty (I-T"'of) los son. Como T~ eLip(E,F). y feLip(E,F)

entonces T 'of € Lip(E) y

=
pr(T" ‘ of] < pr[T‘ ') Lip(f) < sz(T" ‘]pr(T“ '] <1
luego por el Teorema anterior, I—-T ' o fes invertible (I ~T "o f)'1 e Lip(E) y

. -1 5 - : :
sz [(I -T f) ] = ] — Lip(T“] 0 f) 2 1— Lip(T—l)LiP(f)

43



es invertible, luego  (T-H)7=(I-T"of) T, Ademas

(1-T"'of)" €Lip(E)y T™ € Lip(F,E), entonces

(I-Tof) o T =(T=H" eLip(F,E).
Por dltimo:

|
Lip('l'_I ) o Lip(f)

Lip((T-9)")< Li ((1 T f)")Lip(T") <

Como I-T7'of es invertible y T es invertible entonces To (I ~-T of)—i=T—f

como

Hasta el momento, los operadores estudiados estan definidos en todo el

espacio, mas adelante, usaremos operadores que estdn definidos solo en un

abierto del espacio y precisaremos de dos Teoremas analogos a los estudiados

hasta aqui para poder invertirlos. Tales Teoremas son:

TEOREMA II1.1.8 Sea (E, |l||) espacio de Banach y denotamos por E(r) la

bola cerrada de E de radio r y centro 0, es decir:

E(r) ={x e B/l x[ <1]
i) Sea I —f es invertible sobre su imagen U = [I - f][E(r)]

1 7! 1
i) (1=0) < Lip(UE®) ¥ Lip M-8 77

iii) Si f(0) =0, entonces E(r)cU donde r'=r [1-Lip(f)]

Prueba:. Primeramente, obsérvese que:
| (-9 - 1-Dx,) | =] %, —fx) = x, +H(x,) |

> x; — X, -“ f(x,)—1(x,) ‘

=1l X, — X, | = Lip(f) “ X ~%s

= ” ([=)Cx,) — T =1)(x,) ” 2 (1 B Lip(f)) “ X~ Xz" V X,X, €E(r)

i) Supéngase (I-f)(x,)=(1-f)(x,), luego , por (1)
0=] (1-Hx)-(=Nx) |2 (1= Lio®) [ x, = x,

:>||x1—-x2"=0 = X1=X2
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entonces (I—-f) es inyectiva, entonces (I—f) es invertible sobre su imagen

[1~f][E®)]

11) Sea y;,y2 €U, nuevamente por (1)

Iy, = y,l =] G=D o=y -(1~F)o(-D",) |
(1-f)(1=9" ) -C=-Ha-N"v2)) |
>(1- Lip() | 0= ) - (-0 v,) |

-1 -1 _ 1
= |- -0-19 (y2)||—1_Lip(f) |y, -v.] » Vy..y, €U
: -1 . | -1 1
o (1-0" e Lip(E@).E) vy Lip|[(1-1) ]sl_ 0

1i1) Como f(0)=0 entonces 0 €U , de ésta manera U contiene un disco cerrado

alrededor del 0. Sea vy eE(r') con r'=r [1-Lip(f)]. Por demostrar que:
F3eE/(I-f)x) =y
Obsérvese que f=0 entonces el “x” buscado es “y” , ésto motiva a buscar

“x” de la forma “y+w”, en el caso f# 0 entonces se tendria:
I-fily+o)=yoy+o-fy+o)=yo fy+o)=0
Como o debe ser tal que y + o €E(r), tenemos:
||y+o) H_<_”y||+|| oll<r'+|ollsrolollgsr-1'=r1 - [1-Lip(f)] = rLip(f)
Tomemos & =min {r Lip(f) , r }. Defino:

Tyt E(8)——E(0)
o —> Tyo)=f(y+o)

17,00 -T, @) || iy +0) - Ty +0,) | < Lish) | v+, -y -0,
coTye Lip(E(8)) A Lip(Ty) <1l,=> J o, eE(S);E(r)/T(a)O)z W,

=>fy+o)=y+o0,2y+0,-f(y+o,)=y=>1-)(y+o,)=y
Ademas

<|y+]o, |t +8<r'-rLip(f) = 1 [1-Lip(N] + rLip() =

|y +o, _
A% =yt @l @)/ (-l x)=y = y e[l -f][E()]

% E(r')gU : r=r [1-Lip(f)] =
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COROLARIO. Sea (E, |}]|) espacio de Banach, T e GL(E) y f € Lip(E(r),E) tal

que Lip(f) < | T-'|" . Entonces

i) Sea T—-f es invertible sobre su imagen U = [I - f][E(1)]

1
1 - Lip(f)

iii) Si f(0) = 0. Entonces E(r)cU donde r' =7 L[ T =Lip(f)]

i) (T=)" eLip(U,EX)) v Lip [(I—f)“']s

Prueba: Primeramente, obsérvese que T—f = To (I—-T"’ of)., luego T-f serd
invertible si (I—T"l of) lo es, como feLip(E(r),E) y T' eGL(E) entonces

T of € Lip(E(r),E) ¥y
Lip(T' Lo f) < sz(T‘ ‘) L) <[ T | T =1
luego por el Teorema anterior: I-T 'of es invertible sobre su imagen

U= [1-f][E@)], luego, (I-T"of)" € Lip(T,E®) y

< 1 < 1
1- Lip (T-l o f) 1 - “ T ”sz(f)

A

Lip [(I ~T of)_l]

Luego T —f es invertible sobre su imagen, y como (T-f)™' =(1-T"' of)—l o T-!
[T—f][E®)] = T[(I Tt [E(r)]] =T[o]=U
[-T'of €Lip(U,E(r)) A T'e€Lip(u,b)
= (I--'!"I of)~1 o T € Lip(U,E(1)) ¥y

I 1
L= T Lint) 7" = Lip(t)

Lip((T=6)7") < Lip((1-T o) " Lip(1™) <

Por ultimo: f(0) = 0 entonces E(T)c U, donde T =r1 [1-Lip(f)]
S TE(T)STIU] = To (I-T" of)[E(M] = U = [T-f][E(D)]
Afirmo que E(r')c T[E(T)]. En efecto; y €E(r'), entonces
el B i | B2 B R B B R 220
=t (| 7" = 77| Zin()) <x(1-Lip(T0f)) = T

—>: % éE(’f’) /y=Tx = yeT[E(T)]. Por tanto E(r')gT[E (T)]. B
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III.2.EL TEOREMA DE LA APLICACION FIJA

TEOREMA IIL.2.1 Sean (X,dx) un espacio métrico completo y (X,dy) un

espacio métrico. Sea

f:XxY—>X
(%,y) —>1(x,y)
Definimos: fy : X—X A fx: Y—>X
x —>fy(x) = f(x,y) y —>fx(y) = f(x,y)
Supongase que se cumple:
1) fyeLip(X) A Lip(fy)) <K<1 ; VyeY
i1) fyec(Y,X) ; VxeX

Entonces si denotamos x, el unico punto fijo de fy (y € Y), la aplicacion:
¢ . Y¥Y—>X
y— @) =xy

llamado aplicacién fija de f, es continua y satisface

1
d,(000.00") ST (£, (%)) & .y €Y

Prueba:. Sean y,y' €Y:
d,(062,06") = d[x,.x, )= d, (1, x A
<d,(f,(x,)F,(x,) + i, (). )
<d,[f, G, F, () + Lin(t, ) [, %,
d,(f,(x,).f, (%) +K d, (009, 00")
= (1-K) d,(0),00") <d,[f, ). F, ()
4, (0m00") S Todd 0, ) Yyt ey

Para probar la continuidad de ¢, sea y,€Y (fijo arbitrario); como

fx e C(Y,X), entonces , dado

Yo

£€>0,40> O/dy(y,yo) = dx<fxyo (Vo) 1y, (y)) <(l-k)e
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Luego; por la desigualdad probada anteriormente:

1
dx ((P(}’)a (p(yo)) = T:de (fyo (x)'o )’f)' (x)'o ))

1

1 (l—K)E_
=—=d,[f, ), ))<=

entonces (p es continuaeny, Vy, €Y. Por lo tanto ¢ €c(Y,X)

e
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CAPITULO IV

ESTRUCTURA LOCAL DE LOS PUNTOS F1JOS HIPERBOLICOS
PARA DIFEOMORFISMOS EN ESPACIOS DE BANACH

IV.1 PRELIMINARES
DEFINICION IV.1.1. Sea (E, -1 un espacio de Banach, U una vecindad de

0OeE y f:U——>E un difeomorfismo sobre su
imagen. Decimos que 0 es un punto fijo hiperbdlico de f si y sélo si
i) f(0)=0
i1) Df(0) e Hip(E)
Recordemos que si L €Hip(E), entonces, existen dos subespacios cerrados de

E, EyvyEs, ynormas |||, |l]l, en Eyy Es respectivamente tal que
1) E=E,®E;
i) Ly=L|; €LE) vy Li=Lly € LE)
iii) | L3'x,

SSOHXS

o w VYR, EE. ¥ ” i , VX, ek,

, |
u

es equivalente a la inicial || x | en E.

ugo"xu

S

iV) La norma “X “* FRC { I X 5} » X= xu +xs’ xs EES’XU eF’u

u

X

S

Recordemos también que si (E, [lz ), (E, Il ) son dos espacios de Banach

entonces el espacio de funciones continuas y acotadas de E a F, denotado por

cy(E,F) es también un espacio de Banach, es decir:

cy(E,F) = {f: E—>E / f es continua y acotada}



con las operaciones usuales de suma de funciones y producto por un escalar,

es un espacio vectorial y si definimos:

| flzr =sup | f(x) |

xeE

entonces ( Co(E,F), |l 7 ) es un espacio de Banach. Si E=F denotaremos
Cp(E)=Cy(E,F). Ahora probaremos que la descomposicion de E en E, y E,
induce una descomposicion en Cy(E) en donde consideramos |||, =] la

norma de E que satisface (1v).

Primeramente, definimos las proyecciones canénicas IT , IT

I1,: E——E, [L: E—E;
x —> I, (x) = xy x —> I1, (x) = X

<l

Obviamente II, eL(E,Ey) , II, € L(E,Es), ”Hu <1 vy ”HS

Sea f €Cy(E) , definimos f, =II1,of y f =II of, es decir:

u

fi: E—E, fst E——Es
X—)fu(X) = Hu(f(x)) X —'>f5(x) = I_‘[s (f(X))

Como II, e L(E,Ey)SCu(E,Ey) y II, e L(E,Es) 2 Cy(E,Es) entonces
fu ECb(E,Eu) Yy fs ECb(EsEs)
Afirmacion: f =f,+ f; . En efecto, sea x €E

= f(x) EE=E,®E; = f(x) = I1, (f(x)) + I, (f(x))

= f(x) = (IT, of)(x) +(IT, o f)(x) = ([T, of + 1T, of)(x) , Vx €E
= f=f+f, , VfEC,(E),

lo que prueba la afirmacion.

Ademis f €cCy(E,Ey)(1Cco(E,Es) = fECL(E,EL) v fECy(E,Es); luego, para

xeE,f(x) €Ey v f(x) €Es = , f(x) €E.NEs={0} = f(x)=0, VxeE

= f=0. De ésta manera, hemos probado que:

Cp(E) = cu(E,Eu) @ Cy(E, Es)
Sabemos que (Co(E), |Flz £ )» (Cu(E,Eu), ””EE )y (Cb(E‘LEs),“-“Eﬁs ) son
espacios de Banach. A continuacion veremos la relacion que existe entre

””[:1: a“’”E,Eu 4 “'”E,E,

f

S

Afirmacion: |fles =max{ [, [l ) . viea®
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En efecto, para x € E tenemos:

|00 | = max { | 11,(f00) |, | 1.(F00) ||
) , VxeE
e SNl
max{ 4 fs"E,ES}S"f”E,E (1)
Reciprocamente:
fp ST {HfHEE Nt } , VxeE
max { [y, | ls, |+ V€E
= max{ S}Smax{” f“”E.E., , | £, E,E,} , VxeE

} , VxeE
sIE,E,

f

= | f(x) || < max {

ullgE,

||f||EE-—sup Hf(x)||<max{“f|| EE} . VxeE (2)

de (1) y (2) se tiene:

f

u

SE,E,} , Vfecy(E)

| ]z = max {

Considérese ahora T € L(Cy(E)) tal que
To=Tlaees € L(C(EEW) ¥ Ts =T laess € L(Cy(E,Es)),
f € cy(E) entonces T(f) Ecy(E), luego T(f) =[T(f)]u + [T(f)]s donde
[T(H)]u €ECy(E.En) ¥ [T(f)]s €ECb(E,Es). Pero:
[T(f)]u= TI, o(T(F)) = I, o(T(fu+ f5)) = I, o(Tu(fy) + Ts(fs)) = Tu(fy)
[T(f)]s = TI, o(T(f) = I, o (T(fu + f5)) = T, o (Tu(fu) + Ts(fs)) = Ts(fs

E,E, }

Luego;

[Tl = max { [ T e, - 1 7.0

T } En efecto:

Afirmo que: || T [ = max { " u

51



T leg, I <im0 le < max (| T A0,
T e <I T L, <l Tl e < max {70 [T} 0 £l
= mac | | T |y, 760 |y | smac {1 T I T 191
= |70 [ smax { [ T[], [T)Ifls . ¥ fec®)
AT lsmax (1)L T} (1)
Reciprocamente:
T leg, <l TO e, =176 . <ITI )L, - ¥ fu €cu(E.Ed
= | Tl T
T | <ITO g =1 TE) | 0TI l,, » ¥ fs SC(EE)
= [T|<|T|
~ max {| T, | T < T (2)
de (1) y (2) tenemos:
[ Th=max {|T.], [T }

IV.2 EL TEOREMA DE GROBMAN-HARTMAN PARA DIFEOMORFISMOS
EN ESPACIOS DE BANACH

Sea f: U——>E un difeomorfismo de U sobre su imagen, en donde
(E,|l) es un espacio de Banach, U es un abierto de E y 0eU. Lo que se

desea es demostrar que, si 0 es punto fijo hiperbdlico de f, entonces f es
localmente conjugado a Df(0); es decir 3h € Hom(E) / h oDf(0) = foh en una

vecindad del 0 eE. Para conseguir lo que nos proponemos, e€s necesario

desarrollar algunos resultados previos.
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LEMA IV.2.1. Sea (E,|||) esun espacio de Banach, U es un abierto de E y

0eU. Sea f: U——>E de clase C’ sobre su imagen tal que

f(0) =0 y denotemos por L = Df(0) eL(E,E). Entonces Ye>0; 3r(e) =1r>0

y 3¢ €C(E)NLip(E)/ f=L+ @ en B.(0)cE.

Prueba:. Primeramente, defino:

D :U——>E
x— DO(x) =f(x)-L(x)

Obsérvese que: P(0) = f(0) - L(0) = 0 entonces DD = Df - L, luego
D®(0)=Df(0)-L=0

(7]

- |
NI

Se desea extender continuamente @ a todo E de tal manera que su extension

sea continua, acotada y Lipschitziana cuya constante de Lipschitz sea menor

que € . Par ello considero o : R——>[0,1] de clase ¢™, definida por:

o : R——>[0,1] 1
1, |t[<3

0, |t|=1

t— a(t) = {

- T

tal que l o' (1) ls k ] R
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Como fes de clase ¢', = @ es de clase ¢', luego; D @ es continua en 0,

entonces dado €>0, 356=56(g) >0 tal que

[x<8 = | Dd(x) "<k+l

en donde & > 0 es tomando suficientemente pequefio tal que By(0)c U.

Defino:
¢ : E—E
ol (M-)CD( T B %l
X—> O (x) = «
0 , st xeE-U
Obsérvese que si [|[x[>8 = -"-—-I-]->1 = @((x)= a(%)(b(x) 0 por lo

tanto (p es continua.

Para probar que es acotada en E, es suficiente probar que es acotada en

B; (0), ya que afuera vale 0. Sea x € B;(0), se tiene:

[0 = | (oo | =] o($) |1 000 | <] @) [=] 200 -2 |

S( sup | DP(x) “] |x||<————8

xeB; (0) k+1

2 Jom|s—=5 , ¥xeB,(0) (1)

k+1 ’

Luego, concluimos que (¢ €Cy(E)

Para probar la Lipschitzianidad, sea x;,x; €E, tenemos:

| o0x) - 0x) | = | o 5oy - ot o)

S’a(ll%")d)(xl)*a(ﬂ%ﬂ)@(xx) + l) otl)or,) - o ) ox, )

= a(l;‘—") —a(ﬂ%ﬂ) l ” D(x,) || +- ' oc(-"-g—) (2)

Caso 1: Si x,,x, €B;(0), 3t entre bl 'H y ﬂ%—"- tal que:
la(ll'%ﬂ)—a(@) gla( )‘ IiY | _ |Ix:|l ‘ “"‘1"‘%” 3)
|0t |=l o) -2 1< swp Do [ Il <1558 @
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| o(x)) - ©(x,) | < (sup | Do) H] %, - x| s =% -x]

x€Bg (0

Reemplazando (3),(4) y (5) en (2), tenemos

” P(x;) = 9(x,) "< S " 2 —xz“E:TS+I:T|| X —x2“ 2 “ A Xz“

V x,,X, €B;(0)
Caso 2. S1 x, €B;(0) A x, ¢B;(0):

1) S1 x, € U, teniendo en cuenta que oc(" ﬂ) 0 en (2) y por (3) y (4), se

k

denes | 0(x) - 9 £ K], — o8 = e |, =] < [, =)

11) S1 X, €U, entonces:

[ 0690 =] o) |= | eltsd) [ oy |
=l oft) o)
y por (3) y (4), se tiene:
k
“ P(x,) = P(x,) ”— _" X, — Xz""k':fés ki ” X, =X, | <e ” X, —Xz“

Caso 3. Si x,,X, £B;(0)

| o) -00x,) [=0<e|x -x,]
En cualquier caso | @(x)-®(x,) |<e]x -%,]| = ¢ eLi(®) y Lin(p)<e.
Por ultimo, si | x |<2= o) =1; luego @ (x) = @(x) = f(x)-L(x), entonces

tomando r=2% se cumple: f=L+ ¢ en B,(0)cE.

LEMA IV.2.2. Sea (E,|l|) un espacio de Banach y L eHip(E). Si £€>0 es

suficientemente pequefio, entonces YV @,y €Cy(E)(Lip(E)

con Lip(¢),Lip( Y )<e la ecuacién funcional: (L+ (p) o(I+w)=(1+on) o(L + \p)

tiene una unica solucién en Cy(E).

Prueba:. Primeramente, obsérvese que:

(L+0)o(I+) =(I+)o(L+v)
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<:>L+Loco+(po(l+co)=L+\u+mo(L+\u)
Slow —w o(L+\u)=\p—(P°(I+CD)
oo —LT ocx)o(L+\y)=L'1 o(\p—cpo(I+0)))
o(I-L)o =L o(\p—(po(I+co))
en donde L(®) =L" 0w o(L+w)
Si (I-L) fuera invertible entonces
o=(I-L1L)"oL" o(\p-CpO(I+0)));
sea T(0)=(I-L)"oL" o(\y — ol +co))

Suponiendo que T es una contraccion, el inico punto fijo de T seria nuestra

solucién de la ecuacidon funcional dada .

i) | (I-L) es invertible. En efecto: Para @ € Cy(E), L(0)=L"ow o(L+\p)
(en realidad L=L, con W €Cy(E)Lip(E)). Obsérvese que
L €Hip(E)= L,L" €EL(E)C Cy(E); como Wy ECL(E) = L+ ECy(E)
=0 o(L+W) ECHE) =L " o o(L+Y) ECH(E)
Luego;

Iz % Cb(E)—-—)Cb(E)
0 —> L) =L"ewo(L+y)

L(c,0, +¢,0,) =L o(c,0, +¢,0,)o(L+y)
=L oc,0, oL+ ) +cy0, oL+ v))
=cLloo,(L+y)+c,L M ow, oL +y)
YV ¢,,c, eK;V 0,0, €CyE)
. L €L(Cy(E))

Ademas :
® € Co(E,Ey) @ 0 o(L+VY) ECL(E,E))=> L' 0@ o(L+ ) EC,(E,E,)
= L(o) ' €CilEy)
® € Cp(E,Es) = @ o(L+ W) ECH(E,Es)= L™ o @ o(L+ W) ECy(E,Ey)
=>L(w) € Cp(Es)

Luego:
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Lu=Llaee EL(CH(E,Es)) ¥ Ls=L | aees EL(CH(E,Es)),
I—I,~L, y I .—L, soninvertibles. En efecto, sea ® € C,(E,Ey)

| L o 0(L+ \p)(x)

<afelLe+y@)| salolg,,

L, (@)X |<alel; . Vo €CyEE)

=L, @)® |, =

ILu@) ], =sup |

1
1-a

=>|L[sa<i=1,-L, €CEEy) v | @, -L)"<

Lamentablemente, el mismo procedimiento no funciona para Ls pues no

podemos acotar L] de una manera conocida, sin embargo emplearemos

otro método:

Defino:
L., : Cy(E,Es) — Cy(E,Es)
o —> L (o)=Lc0 o(L+\p)-]
Si tomamos Lip(¢)< | L[ = L+ es invertible, (L+y)”" €LipE) y
I
| - Zintw)

Luego; L esta bien definido y se verifica con facilidad que L;=L7', como

Lip [(L + xp)_l] <

I,-L, =L, o(L] ~1,), luego I, - L, serd invertible si L' -1, lo es:

S =” L. o o(L+q;)_1(x) ”S

| L7 (@)(x)

<ale ”E,E, , VXEE

S

<da " m((L(x) + w(x))—l)

entonces

entonces l

L @)% || callolgs, Vo ECHEE)

L (@) |z, =sup |

<a<1 entonces I,—L' esinvertible,

1!
- 1
(1,-L17)" €Lip(Co(BEs)) ¥ Lin[( -L)"] <7
Luego I. - L, es invertible, (I, =L,)” € Lip(Cy(E.Es)) y ademds
Lip[(1, L)) = Lip[(L7 - 1) o L]
|

< Lip[(Ly -1)7 ] Lip (L) —a - I—OO
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entonces

. a
T =

Afirmacién: (I-L)" = (Iu - Lu)_I +(I5 - LS)_I. En efecto:

(-1)o|(1,-L,)" +(1, -L,)"}=@-1)e(t, -L,)" +@-1)o(r, - L,)"
- (Iu —LU)O(IU _Lu)—] +(Is - LS)O(IS —LS)—l

=] +] =1

(1, -L) "+ (L -1) [o-1)= (1, -L,) o (-1) + (1, -L,) " o (1-L)
=(1,-L,) (1, -L,)+ (1, -L,) " o(1,-L.)

=1, +I, =1
Lo cual prueba la afirmacion.

En conclusién, (I-L) es invertible, (I-L)" € Lip(Cy(E)) v

")

|| (I- L)"” = max {

(L-L,)

5 { ] a ]
S Max =
l1-a’ 1-a 1-a

Esto se cumple, siempre que Lip( ) < ” L“”_1

ii) |— T es contractiva. En efecto, para » € Cy(E), definimos
(1-L)" L™ °(W — ol +co)) = T()
(En realidad T = T(Y, ®) con Y, ELip(E)

Observe que:

Qo(l+n) € Co(E),= W-¢o(l+w) ECy(E)
= (I-L)" oL o(\p — ol +0))) = T(») € Cy(E)

Luego:

T : Co(E) —> Co(E)
o —> T(@)=(I-1)" oL o(y -0o(l+0))

Luego:
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[T@)-T@2) | =] (-1 el o (=0 (1+0,)) - (1-1)" oL o(y - ol +0,))]_
= (I—L)'~1 o o(\y—(po(I+c0,)-—w—(po(I+0)2)) ”E’E

<Ja-D oo (t+0,)-po1+0,)],,

I

<= Lin@) |0, -0,

lql, se tiene que T €ELip(Cy(E)) y Lip(T) <1

Si tomamos Lip(®) < (1-Q) " =
y como Cy(E) es de Banach, entonces

Ile, ECKE)/ T(w,)= o,
el cual es solucion unica de la ecuacion funcional dada. Luego es

suficiente tomar

" a-olul ) =a-a o

€ < min { | L

COROLARIO Sea (E,|||) espacio de Banach y L €Hip(E), si
O<s<(1—C1)“L"”_]. Entonces (L+¢) y (L+wy) son

conjugados, V @,y € Co(E)[1Lip(E) tales que Lip(@), Lip(\y) <€

Prueba: Por el Lema anterior, la ecuacién funcional:
Lro)olt+a,)=(1+0,)e(L+v)

tiene unica solucién o € C,(E), También la ecuacion funcional:
(L+(p)o(I+o'30) =(I+650)0(L+\p)

tiene unica solucién @, € Cy(E)

observe que:

(I+a)o)o(1+5o)=1+(c'5o+o)o+cooooo)
(148, )o(1+0,)=1+(0, +&, +0,5,)
y COmo (1)0,(;50 & Cb(E) = 60 + O, +50®0 AYOR +(Bo +cooc750 EC[,(E) Ademas

es evidente que
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(I+O)o(L+cp)=(L+<p)o(I+O) y
(I+0)o(L+y)=(L+y)o(1+0)

por unicidad de la solucién del tipo I+ @ con @ € Cy(E) de las ecuaciones

funcionales anteriores, tenemos:
(I+m0)o(l+5o)= Ji= (I+5o)o(l+coo)
luego (I +coo)_1 = (I 0) €Cy(E), luego haciendo h=I+w_ 6 entonces

+ @
h EHom(E) y (L+¢)oh=ho(L+y)

. L+¢ y L+ w son conjugadas iz

Enseguida enunciaremos y demostraremos el Teorema de Grobman y

Hartman para difeomorfismos en espacios de Banach

TEOREMA 1V.2.3. Sea (E, ||||) espacio de Banach, U es un abierto de E tal

que 0e U. Sea f: U——>E un difeomorfismo de

clase

C' sobre su imagen y 0 es punto fijo hiperbdlico de f. Denotemos por

L = Df(0) € Hip(E). Entonces f es localmente conjugado a L es decir:
Ih eHom(E) / hoDf(0) = foh en B, (0) = E*

Prueba: Sea SS(I-O)“ L"l"-l, por el Lema IV.2.1; existe r>0 vy
3@ EC(E)NLip(E) con Lip(p)<e tal que f=L+¢@ en B,(0)cE.

Haciendo W=0 € Cu,(E)(1Lip(E) entonces Lip( Y )=0<e <(1-a) ” L”’”_‘, luego

por el corolario anterior, L+@® y L son conjugadas, entonces

3h €Hom(E) / Loh=ho(L+g). E_——t® ¢
Luego, si x €B_(0), se tiene: h U h
Loh(x) =ho(L+0)(x) = hof(x) 3 ; -
. L y f son conjugados en B, (0)

4 Este teorema fue demostrado por Grobman y Hartman cuando se trabaja en un espacio vectorial
de dimensién finita. Vease Sotomayor, J. [17]
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Afirmacion: h(0) = 0. En efecto, como Loeh=hc{ en B_(0), se tiene que:

L oh(0) = hof(0) = h(0) = L(h(0)) = h(0)

Si denotamos h(0)=x_ +x,; x, €E ,x, €E, , tenemos:

s ?

L(xu +XS) = XU +XS = Luxu +LSXS = Xu +XS :> LUXU = Xu y LSXS = X'S

[,

xS"S < ” Loe

SSO”xss:(l—O)IXSISS_O::nxsS=O:>xS=O

|
3 Sh S

<alx,

== =10

u u

u=>(1-0)‘xu USO:>“>;U

Por lo tanto h(0) =0+0 lo cual prueba la afirmacién

Una representacion grafica de la conjugacion local, la vemos en el

siguiente diagrama:

O om o RO
, |

IV.3 ESTABILIDAD DE PUNTOS FIJOS HIPERBOLICOS

A continuacion probaremos un resultado importante de los puntos
fijos hiperbdlicos a saber que si una funcion g:U——E esta

“suficientemente cerca” de f:U——E de tal modo que cumpla con las
condiciones del Teorema de Grobman-Hartman, entonces se tendra que g
es localmente conjugado a f y que g tiene un punto fijo hiperbdlico
“cercano” a 0. Antes de probar tal resultado, necesitamos llenar algunos
detalles como: ;qué significa g suficientemente cerca de f ?, y otros

adicionales.

Seag : U——E donde (E, Il ) esun espacio de Banach; decimos

que g es diferenciable en U si y sélo si VxeE, 3L €L(E,E) tal que

i 190+ 8) a0 -5 ] _
50 | & | -

0
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en tal caso denotaremos L = Dg(x). Tenemos entonces:

Dg : U——>L(E)
x —> Dg(x).

Si Dg es continua en U , osea, Dg € C(U,L(E)), diremos que g es una funcién

de clase C' en U. al conjunto de todas las funciones que son una vez

continuamente diferenciable en U , es decir:
C'(U,E) = {g : U——>E/ g es diferenciable en Uy Dg € C(U,L(E)) }

Es posible dotar a C'(U,E) de una estructura de espacio de Banach

siempre que g y Dg sean acotadas en U. En efecto, si g y Dg son acotadas, se

tiene que
l gt | <k, v |Dg [k, » VxeU

con k,,k, constantes reales positivas que dependen de g. Luego existen

sup 900 1=l ¥ sup 10900 =198 e

xeU

Denotamos por “gll al maximo de éstos supremos. De csta manera, Sl

denotamos por Cl(U,E) al conjunto:

C!(U,E) = {geC'(U,E) / g y Dg son acotados en U}

tenemos que:
I, : C3(U.E) —R
ol mox{ sup I 1. s Dol }

U,E). Ademas (C'(U,E), |lll, ) es un espacio de
de f* significara que g,f € C(U, E)

1
es una norma Sobre o

* 1C] cerca
Banach. Luego “g suficientemente

entonces | g—f|| <& es decir:
lge0-f | <e v lIDge-DiC) [ <e, ¥xeU

r otro lado, recordemos que en la prueba del Lema V1.2.2 empleamos

Po
_1|)1-1 )
que si @,y € Co(E)NLip(E) con Lip(0), Lip(w) < (1-0)| L[~ entonces: T

es una contraccion de Cu(E) en el mismo punto y Su unico punto fijo o,

satisface
(L+cp)0(I+oa) =(I+(o)o(L+\|J)
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(I+») €Hom(E)
Denotemos
Y={¢ ECLE)NLip(E) / Lip(p) < (1-a) | L]}
con L € Hip(E), entonces podemos definir

d: YxY—>R
(v,0) — d(y,9) = ” V-0 ||E,s

luego (Y,d) es un espacio métrico. Ademas:
T: Cb(E) XYxY— Cb(E)
-1
(©,9,0) —> T(@,,9) = (I-L,) oL o(y —po(l+0))

es una contraccion V ¢,y €Y.

Si fijamos ¢ € Y, tendriamos

T : Cy(E) x Y ——> Cy(E)
((Da W) —— T((Da\l")

y T, es una contraccion. Denotemos por o, € Cy(E) el tnico punto fijo de

T, entonces la aplicacion fija

0 : Y———-—)Cb(E)
y —> B(y) =0,

estd bien definida. El siguiente Lema prueba la continuidad de 0.

LEMA IV.3.1 La aplicacién fija 0 es continuaen Y

Prueba: De acuerdo al Teorema III.2.1 es suficiente probar que

T, €C(Y,Co(B)) Vo ECHE)

Para y,,y, €Y, se tiene que:

[T =To ) s =] T @ =T, @],

<) @-D)7 oL o(yi o+ w) - (-1 ol oy ~geli+a))
< a-n I v -eo+o)-w, +@oi+a) |,
< (I—L)’l |L“'|| iw,—wzllE'E , Vy,y, eY

Por tanto T, €Lip(Y,C(E)) entonces T, € C(Y,Cy(E)), Voo €Cy(E) O
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Estamos listos para enunciar y demostrar el Teorema de estabilidad

local de puntos fijos hiperbdlicos.

TEOREMA VI1.3.2 Sea (E, ||| ) espacio de Banach, U es un abierto de E tal

que 0 U. Sea f: U —>E un difeomorfismo de

clase
C' sobre su imagen y 0 es punto ﬁjb hiperbdlico de f. Entonces 3r>0 y

3e>0 tal que geB,(f)cC'(U,E) y se cumple que g es localmente

conjugado a f. Ademas si h es la conjugacién entre fy g, h(0)eB.(0)cE y

h(0) es punto fijo hiperbdlico de g

Prueba: Denotemos L = Df(0) € Hip(E). Como Hip(E) es abierto en L(E);

38,>0/[L-L,| <8, =L e Hip(E) (1)

-1

, entonces Jr, >0 y 3@ €CHE)Lip(E). con

Sea O<e<(l-q) “ L
.Lip(q))<§2i tal que f=Lo+ @ en B.(0)cE (2)

Ademaés como f es de clase C' entonces Df es continua en U , en particular es

continua en cero, entonces

e .
w5 (3)

S >»O/||x||<r2 = ” Df(x) -L,

Sea g €C'(U,E), si ”g—f”l es suficientemente pequefio probaremos que

existe 3r>0talqueg=f+y es localmente conjugado a f en B.(0)cE con

£ , , .
v ECW(E)NLip(E) y Lin(y) < —29— Si r=min{ri,r>}, por (2) se tiene que
g=L,+o+y en B, (0)cE

0

€, £
También se observa que Lip(@+wy)<Lip(@)+Lip(y) < —5- + _é_ = E,, luego

por el Corolario al Lema VI.2.2 se tiene que L,+o+y y L +¢ son

conjugados por h, €Hom(E) de la forma h, =I+w, con o, €Cy(E)

Por otro lado se tiene:

0 : Y ——s Cy(E)
W —_— 6(\]/) =W
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es continua. Como L,+¢ y L, +¢ es conjugado por h, =1+0 entonces
0(0) =w, =0. Luego

3
2

r

38, >0/ |y, <8, = [eew)-60],, < 5

= o)., < (4)

Sea r =min {rl : rz} donde 1, , r, son dados por (2) y (3) respectivamente.

r £o

Consideremos ” g-f “1 < € < min {;—;;--2--,82,%-} en donde k = max I o' (1) | con
a:R——>]0,1]

t—— o (t) = < de clase C°

Obsérvese que r,e_,0, y 0, dependen solamente de L, (ver: 1,2,3 y 4)
Ahora probaremos que g=f+yen donde w tiene las condiciones

requeridas. Para ello defino:

D:U——>E
x— O(x) = g(x) - f(x)

Extenderemos @ a Y definida en todo E, de la siguiente manera: Defino

J:E——E
(i :
a(--;--)CD(x) , s1 xeU
X —— Y (X) = < .
v 0 , s1 xeE-U
_ . | x | (K
|-\ es continua. En efecto: si [x [2r=——21 = Y(x) = oc( r )CD(x) =0

I

I—\/ es acotada. Para probar que \y es acotada en E, basta probar que y es

acotada en B_(0), puesto que fuera de ella es 0. En efecto:
[yeo | =] (e | =|al) | oco <l oe =] g -TCo |

< sup |g(x)-f(x) | <[ g-f|, <=

xeB,(0)

L A €eCy(E)

Ademas:

sp [wx) g2 = v, <8, (5)

xeE

|— W es Lipschitziana: En efecto, para probar que W es Lipschitziana,

consideremos tres casos.
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1) X,,X, €B_(0)

[we) - we) | = all)oc) - o i), )

<|a("—’:'l-l)d)(xl)—a(ﬁ-§i)®(x,)l ” Lx ” CD( X,)—a ( )(D(xz)

o 24) - of ) [ @) [+ e 2) | | 01y - 0 |

<) 121154 s o169 1)+ sp I 1] =i

x€B,(0)

k
S_r_ ”xl “lel Ilg"fun +” g—f”l Hxl _lel

k k
e R N P T PR P

k+r r e €,
ez el Ine
ii) Si x, €B,(0) y x, ¢B,(0):
[y -woe) [=hwea = [of2)| o) |=|a(k)-o| foc) |
= la(" t’")—a(hﬁ—") N D(x,) u

Sla'(t') | >:1|| N >:z|| ( sup ” g(x) —f(x) nj
xeB,(0)
k r €, €,
<rerz ooml<g booxl

iii) Si x,,x, €B,(0)

[wix)-wex) |=0<5 |-

" \jj(xl)—\p(xz)”<§-29- " x,—xzn , VX;,X, €E

De aqui

v €CENLKE) ¥ Lin(y) < = (6)

Ademas si x € B% (0)

= y(x) =g(x) - f(x)=>g=f+y en B,(0)

66



r
Como §<r..<_r, por (2) se tiene: g=L,+¢+y en B,(0). Y como

| €, € -
Lin(y) < y Lip(0+w)SLip(@)+Lip(y) < 24— = g,< (1-0) | L

Entonces L, +o+w y L, +¢ son conjugados por h, € Hom(E) de la forma
h, =l+w, con o, €C,E). Luego por (5) "\y“E’E <d, y como

h,(0) =w,(0), entonces por (4) se tiene:

Inol,=lo.0], <], <lew]., <3

2

r
vlgeg <57 entonces h, (0) EB21 (0) y por lo tanto

por lo tanto ” h,, (0) ”EE sl
h, o (Lo +0)= (L, +¢ +v) oh, =h,(f(®) =g (h, )
entonces g (hW(O)) =h,(0) = h,(0) es punto fijo de g

Ademas, tomando H g-—f" <%— y de (3) tenemos

” Dg (h,, (0})- Df(h,, (0) “ ” Df(h, (0))-L,

| Dg (h, () -

0
< sup | Dg(x) - Df(x) |+ =
xeB, (0)

O 6 0 _
.<_]|g—f”1+ > < 5 + > =9,

por (1): Dg (hw (O)) € Hip(E), por tanto h (0) es punto fijo hiperbdlico de g.
£

COROLARIO VI.3.3. Sea (E, ||| ) espacio de Banach, U es un abierto de E
tal que 0e€U. Sea f: U——>E un difeomorfismo
sobre su imagen y 0 es punto fijo hiperbélico de f. Entonces existen r, r'>0
tal que la aplicacion
- £:B,(f) — B, (0)
g — &(9) =h(0)

donde h(0) es el punto fijo hiperbdlico de g en B,(0); es continua de clase C'.
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Prueba: Consideremos B, (f) £C!(U,E) y B, (0) <E las vecindades de fyo,

respectivamente, obtenidos en el Teorema anterior. Definamos la funcidn:
F: B,(f) x B%(O) ——>E
(9,x) — F(g,x) =x—-g(x)
Obsérvese que: F(f,0) =0 - 1f(0) =0
Ademas:
F(g,x +h) - F(g,x) = x+ h—g(x + h) — x + g(x) = h—{g(x + h) — g(x)]
Considerando:

L:E——E
h——>L(h) =h - Dg(x)(h)

| F(g,x+h)~F(g,x)-L(w) | | h-[g0x+h)-g(x)]-h+Dg(x)(h) |
| b B [

_ | g +0) g0 - Dg(x)(w) |
) Ih ]

entonces D, F(g,x) =1, —Dg(x)
Luego: D,F(g,0)=1;-Dg(0)=I,-L, €GL(E), pues L, € Hip(E) por el
Teorema de la funcién implicita en espacios de Banach: Existen r,r' > 0 y
&:B,(f) — B,(0) de clase C' tal que
F(g,5(9) =0 , Vg €B, (!
= E(9)-9(E@)=0 , YgEB,(f) = g(&@) =& , VgeEB,(f)

Luego £(g) es punto fijo de g en B,(0) = B, (0) = &(g) = h(0), por lo tanto

£ :B,(f) — B,(0)
g —> &(9) = h(0)

es continua de clase C' A

PROPOSICION VI.3.4. Sea (E,|l||) espacio de Banach y L, €Hip(E).
- Entonces 36 >0talquel €B;(L,), entonces L

es localmente conjugado a L,
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Prueba. Primero observemos que L=L_+(L-L_,). Si encontramos

v € Co(E)(NLip(E) tal que Lip(y)<e<(1-a) | L y w=L-L,
locamente, la Proposicidén quedaria probada. Para ello defino:
Y : E—E
x——> W (x) =l x )L -L,)(x)
donde
o : R——>[0,1]
1, |tl<3
t—— o (t) = de clase C°
0, |t[>1

Se verifica que Y es continua

Como x €E\B,(0) = | x| >1= o] x[[) = 0= w(x) = 0. Para probar que V' es

acotada en E, es suficientemente probar que Y es acotadaen B,(0)c E

ly) | =] allx DL-L)eo <] L-L)eo | <] L-L,
Ademaés: S1 x,,x, €B,(0)

Ixl<|L-L,

| wex) - wix) | =] el ) -Loe) ol . L -L)ex,)
<l ol %)L - Lo - of| x ) -Lex) |
+] % -Loe) ol %)t Lo |

<[ofl xf) - ol )| L-Lodx) |

+ O‘(I ¥ “)

<lo'@ [l -l =l L-L,

e -l |-t lL-Ll T )

o

| L-L)x) - L-L)(xy) |

xl+L-L,

X _qu

<(k+1) %, = x| | L-L,

Si x, €B,(0) ¥ x, &B,(0)

<(k+1) ” L-L,

=[x [<]L-L,

| wex) - wixs)
Si x,,%X, € E\B,(0)

| wix)-wix,y) |=0<k+D | L-L,

€

k+1

<

donde e<(1-a) | L, ,tenemos que

Luego, si ” L-L,
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Jvexn-wex) <= % - %,

£
k+1

=y ECL(E)NLip(E) v Lip(w)< <g

entonces L, y L_+wy son conjugados.
Si x €B,(0) |[x]|<i+=allx])=1=wx)=(L-L_)x). Luego
3h €Hom(E) / L,och=ho(L, +y)=L,ch=hol en B,(0)

€

<O =
k+1

por lo tanto L y L, son localmente conjugadas si ” L-L,

Ahora probaremos que la conjugacién dada por el Teorema de
Grobman-Hartman, es un homeomorfismo y no siempre llega a ser
diferenciable. Pero es posible conseguir que h sea diferenciable, si los

autovalores de Df(0) € Hip(E) cumplen ciertas relaciones de resonancia.

IV.4 EJEMPLO DE STERNBERG

Sea
f: RP—>R?
(X>Y) —-—‘)f(X,y) = (OX ) by + x2)

donde 0<a<b<1 y b=ad?
1(0,0) = (0,0). -

Afirmacion: (0,0) es punto fijo hiperbélico de f . En efecto:

(resonancia). Se verifica que fEC*(R) y

a 0 a 0
Dfxy)=|, | = Le=Dfo.o)=] =

Luego; hallemos Z(L,):
AT _L A0 a o0 A -0 0
S0 lo 2 jo b|T| 0o a-b

= detAl-L,)=(r-a)(r-b) =>det(Al-L ) =0 r=a y A-b

= 25(L ) ={o,b}:> (L )NS'=¢, por lo tanto L, es hiperbdlico, lo cual

prueba la afirmacion.
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Probaremos que: 2.h e Diff?(R?)/foh= holL_  en B_(0)
En efecto; suponiendo que

3 h eDiff?(R*)/foh=hol (Hip. Aux.)

h:R>—R?
(an) et h(an) = (X X gl (X, Y)ay + g?_ (X, y))
donde gy, g, son de clase C? en R.

Sabemos que h(0,0) = (0;0) = g,(0,0)=0 y g,(0,0)=0

Ademas:
&g % i I 8q, |
G GO N BRI o
Dh(x,y) = = + oy (x,¥)
Doty) 1+ (y)| L0 U2 X
o ox oy = 77 | ox Oy

et

Como foeh=hol_ en B_(0,0)
= Df(h(x,y))Dh(x,y) = Dh(L, (x,))DL,(x,¥) , ¥(xy) €B,(0,0)
= Df(h(0,0))Dh(0,0) = Dh(0,0)DL
= Df(0,0)Dh(0,0) = Dh(0,0)L
= L,Dh(0,0) = Dh(0,0)L,
Podemos suponer Dh(0,0) =1, entonces

0g, 0g, 09, 09,
—(0,0) =— = ——= =—* =

Oy Oy
Tenemos también, para (x,y) € B.(0,0), se cumple: f(h(x,y)) = h(Lo (x,y))
entonces
f(x+9,(6y),y + 9, (%)) = h(ax, by)

ax +ag, (%, ¥),by +bg, (x,7) +(x +g, (x,y))z] = [ax + g, (ax,by), by + g, (ax,by)]

(ag, (%,¥) = g, (ax,by)

2 ]
ngz(xa}’) +(X+gl(X9Y)) o 92 (OX,bY) ( )

<

Observemos primeramente que (X,y) € B.(0,0) entonces (a"x,b"y) € B.(0,0)

pues 0<a<b<1. Calculemos g,(a"x,b"y).

De la primera ecuacién de (1), obtenemos:

g,(ax,by) = g,(a(ax),b(by)) = ag, (ax,by) = a*g, (x,)
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Supéngase: @,(a""'x,b"'y) =a"g, (x,y) (Hip. Ind.)
g,(a"x,b"y) = g (a(a™'x),b(6™"y)) = ag, (a"'x,b""'y) = a"g, (ax,by)

. g,(a"x,b"y) =a"g,(ax,by) , V(x,y) €B,(0,0)

Como g es de clase C?, se tiene:

a n n n 8
=191 @x.6"y)] =" =g, (x.)
agl n n n n gl
= ax(o X,b'y)a" =a o (X,Y)
o %,
= ;{] (Y= éqxl (@"x,b"y) , VneZ", V(x,y) € B.(0,0)
0 0 %
lim -(x,) = lim S(@"x0%y) = 2(lim o' , lim b'y) = =+ (00) =0
0
.'.i(x,y)zo , V(x,y) €B_(0,0)
OX
Ademas:

—a-[g (a"x b“y)] =a" —a-'g (%,¥)
%) oy =

0 3,
= S @b )b = 0" 2 (x,)

= -a&-(x,y) =aq" i9%~(c1“x,b"y) , VneZ", V(x,y) €B.(0,0)
OX OX ‘

. 591 . n agl n n . n
= lim —(x,y) = lim [o —a—x-(c X,b"y) =(r1‘{g.}o )

n—co 6y n—>c

g,
OX

(0,0) = 0

--gg—‘(x )=0 , Y(x,y)eB.(0,0)
Ty ,y)=0 Y - (0,

Luego; como las derivadas parciales de g1 son nulas (0) con dominio B_(0,0)
el cual es conexo, entonces Qi(x,y) = C (C = constante) y desde que
d,(0,0) =0, entonces
g1=0 en B_(0,0).
Reemplazando este resultado en las segunda ecuacion de (1), se obtiene:
g, (ax,by) =bg, (x,y) +x* , V(x,y) €B,(0,0)
© g,(a’%,b%y) =g, (a(ax),b(by)) = a’x +bg, (ax, by)

= a?x? +bx’ +bzgz(x,y) = 2bx” +b292 (X,Y)
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n-2_2

Supdngase: g,(a""'x,b"'y) = (n—-1Db"?*x? +b"'g, (x,y) (Hip. Ind.)
g,(a"x,b"y) =g, (o(o""'x),b(b""‘y)) =a”™?%x* +bg, (a"'x,b"y)
=b""'x* +(n-Db""'x* +b"g, (X,)
= g,(a"x,b"y) =nb™'x* +b"g, (x,y) , VneZ*, V(x,y) € B,(0,0)

Como g, es de clase C?, se tiene:

0 0
Ex—[gz (o"x,b"y)] =2nb"'x +b" -é%-(x,y)

2 2

n g n n n- n g
=™ —3(a"x,b"y) = 200™" +b" —Z-(x.y)
2 2
09, s . 0°9,
= b 6x22 (a"x,b"y) =2mb"" +b" — 5= (%,Y)
a292 n n 2n azgz
=> axz (O X,b Y)— b + axz (X,Y)
n _a&_ iy " )_ 2nbn"1x+b“ _.ag?_(x y)
| o (O X, Vel — Ox 2
8’9, . . 2n 0°g "
= 6x22 (a"x,b"y) =+ 6)(22 (x,y) , VneZ*, V(x,y) €B,(0,0)
0? . 2n 0’
S lim 22 (@txpy) = lim ()

0°g 0°g, . 2n
= gzz-@ﬁ)——axz'(x,}’) = rlll_l)g ™ =Iree

0'g 0'g
ax22 (O’O) i 8x22

(00)=0=40 (= | <)

por lo tanto 35'1hr:‘Diffz(Rz)/foh=hoLo en B_(0,0).
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