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INTRODUCCTION

El origen de esta tesis surgi6 de la inquietud que tuve
en las aulas universitarias, sobre las Redes de Flujo-
en medios porosos y que fue capitalizada y orientada al
miximo gracias a mi Asesor el Dr. Luis Reyes Carrasco-
sefialando un método de aplicabilidad el cual es utili -
zando la Transformacién de CHRISTOFFEL - SCHWARZ, para
el c&lculo de esta red, y la obtencibén de sus caracte -
risticas.

Es asf, que se dividic este estudio en tres grandes par
tes; la Primera un Estudio Tebrico donde se estudia los
Principios fundamentales de la Mecdnica de los Fluidos,
la aplicacién de la variable compleja aplicada al flujo
de fluidos, los conceptos b&sicos de la Aplicacibn o
transformacién conforme, definicibn y demostraciébn de -
la Transformacién de CHRISTOFFEL - SCHWARZ; seguidamen-
te la propiedades fisico - mecé&nicas de una presa de
tierra con base impermeable para culminar con la aplica
cibn de la transformacién de CHRISTOFFEL - SCHWARZ a es
ta presa, capitulo en el cual hallaremos f6rmulas, gra-
ficos para hallar las caracterfsticas principales de --
filtracién de una presa.

En la Seqgunda Parte se hace un Estudio Experimental des
cribiendo los equipos utilizados, el resultado de los -

ensayos realizados tanto en lo referente a la descrip -



cibn de las muestras como al modelo propiamente dicho

realizados en laboratorio; para finalizar con una compa-
racibn de resultados tebricos y experimentales observan-
do el porcentaje de veracidad que tiene uno y otro res -

pectivamente.

En la Tercera Parte, se tiene las Aplicaciones en Inge -
nieria Civil que ademis del modelo ya realizado, que es
una de las principales y précticas, se realiza algunos -
ejemplos teb6ricos de aplicaci6n nombrando tambi&n otros-
que se pudiesen realizar dejando la parte experimental -

para que pudiese ejecutar a posteriori,
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CAPITULO I

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DE LA MECANICA DE FLUIDOS

1.1 Conceptos Sobre Campos de Velocidades y Flujos.-

Los

conceptos mids importantes y fundamentales sobre

Campo de Velocidades y Flujo, son los siguientes:

1.-

2.-

Linea de Corriente.- Es la linea tangente en to

dos sus puntos al vector velocidad. Asi se ten

drd en la Fig. 1.1.

E =1 = d_y-
Y4 u LA dx
. u .. %
’61 6 también:
Hi -
| A [N vdx - udy = 0 (2)
il .
Fig.1l.1

Tubo de Corriente.- Estd conformado por todas -
las lineas de corriente que se apoyan sobre una
superficie cerrada.

Trayectoria.- Viene a ser el lugar geométrico -
de las posiciones de una particula en el trans-
curso del tiempo.

Linea de Emisién.- Se define como el lugar, en
un determinado instante t, de las particulas
fluidas que han pasado por un punto en un ins--

tante cualquiera.

/.



5.- Circulaci6én del Vector Velocidad a lo Largo de
una Curva AB .-

La circulaci6ébn del vector velocidad vendr& da-

da por:
CT,~=.J v.al = udx + vdy + wdz
AB —~ D
B AB

que dependerd de la posici6én de los puntos A y

B; asi como de la forma del trayecto AB.

6.- Teorema de Stokes o del Rotacional.- En gene--
ral se enuncia asi:
"La circulaci6én de un campo vectorial F alre
dedor de una linea cerrada es igual al flujo -
de su rotacional a travéz de una superficie S
limitada por una curva o linea, cuando el sen-

tido de la circulacibn es positivo con respec-

to al flujo"

Js

jb?. dTl = /(V x F).as
L

Siendo L la linea cerrada que limita la superfi

cie S.
#§’= Condici6bn de circuito cerrado.

Siendo el campo vectorial V (Vector Velocidad)

el Teorema de Stokes se puede enunciar:
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"La circulacibn del vector velocidad a lo largo
de una curva cerrada C es igual al flujo rota-
cional de este vector, osea, al doble del flujo
del vector torbellino, a travéz de una superfi-
cie abierta limitada por la curva C" (Fig. 1.2).
Asi se tendra:

= 2T

<|

7 x

Si:Vx ¥V =0 el -
Campo Vectorial

v se llamara -

irrotacional.

VxvVv#0 el campo

Fig. 1.2

vectorial v es Ro-

tacional o de vértice.

7.- Campo Potencial.- Para el caso de un fluido se

llama POTENCIAL DE VELOCIDADES. Si el campo de

velocidades es tal que la circulacibén s6lo de--

pende de la posicién de A y B y n6 del camino

seguido, entonces se dice que el campo deriva -

de un potencial @. Los flujos que satisfacen -

esta propiedad se denominan Flujos Irrotaciona-

les debido a que en todo punto su vector torbe-

llino es nulo.

Asi se tiene:

u= O¢ v= 0¢g w= ©o¢g
0 X oy o 2z
En forma vectorial : V = V @ = grad @
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Propiedades. -
a) Son irrotacionales o conservativos
Vx T =V x99 ¢ = 0
b) La circulacién alrededor de una linea cerrada -

es nula. Por el Teorema de Stokes se tendré&:

- é —
g = v.dL = | (¥V x v)ds = 0

L JS
c) La circulacién entre dos puntos no depende de -
la 1linea que los une, sino de la posicibén de -

los puntos.

lr’P lf/P,
g = Vdf+J V.dL = 0 (1)
Jp, P
(m) ’" (n)

debido que Pn P,m es una

linea cerrada.

De (1)
P P, P
N G
| V.aL = - | 7.aL = | 7V.4aL
I f
I’
)2 P /Po }P JP,
. _ _ (n) (m) (m)
T V.dL = .dL
;é e lo que demuestra que la circu-
o Jéo lacibén entre P y P, es la mis-
(n) (m) ma siguiendo cualquier camino.

d) La circulacién entre dos puntos es igual a la -

calida de potencial entre ellos.
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Siendo Vg = a.,g T + 29 'J'+a—¢ k

vVg.dl, = 4 ¢
'Po
T @ = ,-Ip dag = gpo = ¢P
Flujos Permanentes.- Son los flujos en los que

el campo de velocidades, la presifn y la masa-
volumétrica son independientes del tiempo; por
lo tanto u, v, w son solo funcibn de x, Vy,z.
Ecuacibén de Continuidad.- Esta ecuacibén es im-
portante porque expresa el Principio de Conser
vacién de masa enunciada de la siguiente mane-
ra: "El aumento de masa, en un tiempo t, del
fluido contenido en un volumen dado, ser& igual
a la suma de las masas del fluido que ingresan

a este volumen, disminuidas por las que salen:

If + dPw + J(Pv) + 2(FLw ==FPaq
d t o x oy d z

Siendo Efqv‘P los gastos mdsicos de las fuen
tes y sumideros que puedan existir (Fuente : -
punto en el espacio del cual emerge un fluido

Y Sumidero viene a ser una fuente negativa).

Para un movimiento permanente OF = o0
ot
d(Pw + 2(Pw) + 2 (Pw =3P q
o x oy 9 z
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b) Para movimiento permanente de fluido incompre-

sible ( fD = cte)

ou + 9dv + Ow = E:qv
o x 0z Jz
c) Para un movimiento conservativo (§:f3qv = 0)
du + Jdv + Jdw = 0 (yYyV = 0)
d x Jdz oz
Flujo Bidimensional, Permanente, Incompresible e
Irrotacional.-

Debido a que todas las ciencias de la Ingenieria -
constituyen una relacibn entre la realidad fisica
y las necesarias simplificaciones exigidas para su
estudio matem&tico, es que se estudiara un flujo -
idealizado que sea asequible al tratamiento matemé&
tico y que al mismo tiempo sea ftil para la compa-
racibén de ciertos flujos reales. Debido, asimismo
a que muchos problemas importantes de flujo de
fluidos, hidrodindmica o aerodindmica se realizan
utilizando los métodos matem&ticos de variable com
pleja, tal como en nuestro caso, es que se realizan
estas hipbtesis o suposiciones bdsicas.
1.- El Flujo del Fluido es Bidimensional.- El mode
lo del flujo basico y las caracteristicas del
movimiento del fluido en un plano son escen- -

cialmente las mismas en todo plano paralelo.

./
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Esto nos permite poner nuestra atencién no més
que a un plano simple el cual tomaremos 1igual
al plano Z. Las figuras construidas en este -
plano se interpretan como secciones transversa
les de cilindros correspondientes infinitos
perpendiculares al plano. Efectivamente, un -
cilindro infinito no es mis que un modelo mate
midtico de un cilindro fisico el cual es tan
largo que los efectos lejanos se pueden despre
ciar razonablemente.

El Fluido es Incompresible.- La densidad y el
peso especifico se toman como constantes.
Irrotacionalidad.- Esto implica un fluido no -
viscoso, cuyas particulas se esté&n moviendo =
inicialmente sin rotacién (V x V = 0). Si
no hay viscosidad, las fuerzas de presibén so-
bre la superficie son perpendiculares a ésta.
Un fluido que es no viscoso e incompresible se
llama frecuentemente "fluido ideal". Se debe-
observar que tal fluido es solamente un modelo
matemdtico de un fluido real, en el cual cier-
tamente, tales efectos, se supondr& son insig-
nificantes.

Flujo Permanente.- Implica que todas las pro--
piedades y caracteristicas del flujo son inde-

pendientes del tiempo

./
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Funcién Corriente ( w )
La funcién ¥ (x,y) es llamada FUNCION CORRIENTE y
estd definida: en los flujos bidimensionales, in--

compresibles, irrotacionales y permanentes, como:

u

Q¥ v = - J¥ (3)
dy dx

A lo largo de una linea de corriente; reemplazando-

(3) en (2) se obtiene:

- 9¥ ax - J¥ a
o x Jy

Il
o

Ay = 0 = Y = cte

Asi observamés que el valor de la Funcibébn Corriente
es constante a lo largo de una linea de corriente e
indica la cota de la linea de corriente.

Una de las importantes propiedades fisicas de la -
funcibén corriente es que el caudal por unidad de -
longitud g (normal al plano de flujo) entre dos 11
neas de corriente %’2 3% ¢’l estd dado por la di-
ferencia de sus cotas.

En la Fig. 1.3 se tie-

Y 3 ne

S
g
N

v, [” ¥ (¥,
|
}%

i
% 1L |
ﬁt*u xf"/ yé J!

—h

Fig. 1.3
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La faja situada entre dos lineas de corriente se -
llama CANAL DE FLUJO o de FILTRACION.

Asimismo, la funci6én de corriente cumple con la -
Ecuaci6én de Laplace, que la estudiaremos en el Ca-
pitulo I, 1.5.

Funcidn Potencial ( @ )

La funciébn @ (x,y) es llamada FUNCION POTENCIAL-
y estd definida, en las mismas condiciones que la

funcidén corriente, como:

El significado fisico lo obtenemos diferenciando a

lo largo de la curva @ = cte
dg = O0g ax + g dy = o0 (5)
d x o vy

Reemplazando (4) en (5)

udx + vdy = 0 => dy = - (6)

Q
X
< Ie

Las curvas @ (x,y) = C, siendo C una serie de
constantes, son llamadas Lineas Equipotenciales.
Observando la ecuacib6n (1) y (6) tenemos que las
lineas de corriente y las lineas equipotenciales -
forman un grupo de curvas llamado RED DE FLUJO que
viene a ser una red ortogonal de curvas.

La relaci6én existente entre la funcibn corriente y

a



La funcién potencial viene dada de igualar las ecua

ciones (3) y (4) respectivamente.

e = _.—M = O} g ==> C)¢ — ﬁ (7)
ey d x d x d y

g =.9¢ _ 928 _, D¢ _-_d¥¢ (8)
d x dy dJdy d x

Las ecuaciones (7) vy (8) se denominan la Ecuacibn

de CAUCHY - RIEMANN.

Estas mismas ecuaciones se pueden deducir tambien a
partir del potencial complejo (w ) - (Capitulo II-
2.1).

La faja situada entre dos lineas equipotenciales se
denomina CAMPO DE FLUJO.

La funcién potencial cumple tambi€n con la Ecuacibn
de Laplace (Ver Capitulo I - 1.5).

NOTA 1 : Debemos de hacer notar la existencia de la
velocidad Potencial definida como:

g=-k( P + y )+ C= =-kh+C (9)
al
donde : k = Coeficiente de permeabilidad provenien
te de la Ley de Darcy.
C = Constante arbitraria.
h = Carga total.

La existencia de esta velocidad potencial,
implica que el flujo es irrotacional y es
una funcibén escalar derivada con respecto
a la direccién de la velocidad del fluido,
de donde se obtieme:

u 0B e _ p p=Xh
o x d x (10)
o d¢=—K C)h (11)
Jdy Jdy
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NOTA 2 : La regibn de flujo de las lineas de co- -
rriente y equipotenciales es finica, asi -
considerando la siguiente diferencial:

dﬂﬁ—_-.E}_f'_dx+_iP_dy

d x d v
y reemplazando por las ecuaciones de Cau-
chi - Riemann (7) vy (8), obtendremos:
Y - /(Mdy_ﬂdx
dx CJ}J'
Y ¢=I—d dx—d,&dy
/
J Jdy d x

Es decir, si determinamos una de las fun-
ciones conociendo la condicibn de fronte-
ra o contorno la otra se hallaré& directa-
mente.

Ecuacibn de Laplace y Métodos de Solucibn.-

Ecuacibén de Laplace:

En forma general la Ecuacién de Laplace viene dada
reemplazando en la Ecuaci6én de Continuidad los va-
lores de la ecuacibn (4):

2 2 2
72y o , O . 27 _ ,

J x2 PRE: O 22

En el plano vendr& dada por:

2 2
vz’ °o¢ , 28 _ (12)

C)x2 C) y2

El flujo irrotacional de un fluido incompresible,-
satisface a la Ecuaci6én de Laplace ( V2¢ =0); =

siendo por lo tanto la funci6én § armbnica. Con -

A5
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respecto a esto podemos afirmar que toda funcibén -
arménica que satisface la Ecuacibén de Laplace pue-
de ser considerada como un potencial de velocida--
des correspondiente a un fluido perfecto incompre-
sible.

Similarmente podemos escribir:

'1.2 _:Zz
\?2%:&4-‘-)_5:0 (13)

C}xz 2

Iy
Por lo que podemos aseverar que la funcién ¥ cum-
ple también con la Ecuacidn de Laplace (§72y9 = 0).
Asimismo, podemos decir que si una funcibén cumple-
con la Ecuacién de Continuidad y con la de Cauchy-
Riemann, también cumplird con la Ecuacibén de Lapla
ce.

Una ecuacién importante en el estudio de medios po
rosos y especialmente en presas es la deducida se-

guidamente, proveniente de reemplazar la ecuacibn

(10) y (11) en (12)

cazh + dzh

d x2 2 y?

= 0 (14)

La solucibn de esta ecuacidn observamos que tiene-
la variacibn de la carga de presibén y la direccibn
del flujo para todos los puntos que se encuentran-
debajo de la Linea de Filtracibén, que la estudiare
mos posteriormente; asi los resultados son usual--

mente ploteados en forma de contorno de igual altu

/.



- 25 -

ra o carga piezométrica (lineas equipotenciales).
Asimismo, la familia de lineas de flujo o lineas de
corriente también satisfacen la ecuacibén de Laplace,
tal como lo hemos visto en la ecuacibén (13), en 1la
cual la velocidad potencial la sustituimos por car-
ga de presibn y siendo las fronteras la linea de
filtracién y el estrato horizontal impermeable de -
la presa.

Métodos de Solucibn de la Ecuacibn de Laplace en el

Plano.-

En este punto enunciaremos de una manera general

los métodos que se utilizan frecuentemente:

a) Métodos Gréaficos.- Uno de los métodos mas cono-
cidos es el de PRASIL en el cual @ y ¢ for-
man una red ortogonal de curvas cuyas intersec-
ciones pueden asimilarse a cuadrados curvili- -
neos en los cuales es posible inscribir circun-
ferencias cuyos radios son inversamente propor-
cionales a las velocidades.

b) Utilizacibébn de Funciones Analiticas.- En este -
caso se usa la funcibn f(z) =7 (x,y)+ iyﬁ(x,y)
en la que la parte real corresponde a la fun- -
cién potencial y la imaginaria a la funcibn co-
rriente.

c) Aplicacibébn de la Transformacién Conforme.- La -

cual se aplica a una solucibn conocida, la cual

/.



d)

e)
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proporcionar& una nueva solucifbn.

Uso de Analogias.- Se utiliza generalmente el
de la cubeta eléctrica denominada MEtodo de -
la Analogia Reoeléctrica que sirve para estu-
diar flujos alrededor de obstaculos.
Linearizaci6bn de la Ecuaci6bn de Laplace.- Se
trata de combinar linealmente soluciones cono

cidas a la Ecuaci6n de Laplace.



CAPITULO II

VARIABLE COMPLEJA APLICADOS AL FLUJO DE FLUIDOS

2.1 Potencial Complejo.-

Una combinaci6én de las funciones @ vy y¢ forman

lo que se llama el POTENCIAL COMPLEJO (w ) y se

definen por:

W= ¢ + 1 7 (1)

,

La demostracién de esta funcién se debe a que - -
siendo la funcién @ armbnica, es decir, satisfa
ce la Ecuacibn de Laplace 'Vzﬁ = 0) se dedu
ce que debe existir una funcibén arménica conjuga-

da QZ/ , tal que:

flz) = wi(z) =8 (x,y) +1i £ (x,y)
que es analitica y que caracteriza el flujo poten
cial complejo. Se dice que una funci6én es anali-
tica cuando cumple con las Ecuaciones de Cauchy -
Riemann.

Si diferenciamos con respecto a 2z la ecuacién -

(1) tendremos:

dw _ 3¢ , i ¢ _ 9¢ _ i98
dz Jd x d x J x oy
dw _ 28 ., 09
dz d x Jy
W o oy —iv = W (2)
dz
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La transformacién de la regibén del flujo del plano
Z al plano W se llama VELOCIDAD HODOGRAFA.

La utilizacibén del Sistema Hod&6grafo (W) es impor-
tante ya que la libre superficie y el limite de la
superficie de filtracién que no se conocen inicial
mente en el plano Z quedan completamente defini-
dos en el plano hodégrafo; refiriendonos esto siem
pre a una presa. Cuando estudiemos las condicio--
nes de borde haremos mencién al método que se uti-

liza teniendo en cuenta el plano W.

Representacibén Geométrica de w= f(z) .-

La mayoria de los métodos analiticos para la solu-
cién de problemas de agua subterr&nea en dos dimen
siones estd dada por la determinacién de una fun--
cibén que transforma un problema de un dominio geo-
métrico conociendo una de las soluciones o funcio-
nes.

Asi se tendrd que w= @ + iy es una funcibn -
analitica de z = x + 1y por lo tanto tenemos un -
nmero complejo x + 1y situado en un punto M,
por ejemplo, en el plano Z. Por lo cual mediante
una funcién o transformacibén del punto M lo pasa--

mos a un punto N en el plano w (Fig. 2,1).

vyl Plano 2 N Plano <
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Lo dicho anteriormente lo analizaremos mediante -
dos ejemplos sencillos:

Ejemplo 1l.- Determinar un punto en el plano «w Qque

corresponde al punto z = 3 + 21 en el plano Z supo

niendo que la funcidén @w = zz.
Siendo W = 22 tendremos que:
2
w= g+ 1iy¢Y = (x+ iy)2 = x2 + 21 xy - Y
Igualando términos obtenemos:
2 2

g = x" -y°; Y = 2xy
Sustituyendo en estos valores el punto z = 3 + 21
tendremos:
g = 5; Y= 12 =2 w= 5+ 12i
tal como se muestra en la Fig. 2.2

v Plano 2 ¥4 Plano w

12 12 - L M

£ ] ) w=5+l‘l

(ZL— |

) - ® :

é b o

4 ] ] y

2 éi- B—-—R41) zl._

O 2 4 6 8 40 12 ™ °X O 2 4y 68 A0azwm TP

Fig. 2.2.

Ejemplo 2.- Dada la funcién 2z = w2 localizar en

el plano Z el area correspondiente formado por las
lineas ¥ =1/2; ¢ =1; @ = 1/2; @ = 1; éstas
localizadas en el plano w .

Tenemos que:

x+ iy = (g +i;//)2 = ;?52-1»21;:5;5*-;?2
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de donde: X = ¢2 - ¢’2

20 ¢

Consideremos el plano Z de lineas paralelas al eje

]

Yy

gﬁ (Plano w ), entonces @ = C, Y las ecuaciones

paramétricas serdan:

2
X = C12 - %

Obteniéndose : x = C -y

que definird una familia de pardbolas simétricas -
al eje x con foco en el origen del plano 2 y -
abierto hacia la izquierda.

Asimismo, para lineas paralelas al eje @ , enton-

ces {/ = C2), se tiene:

2
Acz

que representa una familia de pardbolas con foco -

para @ C1 abiertas hacia la derecha.

En la siguiente figura se representa lo analizado,
siendo el &area pedido en ambos casos la achurada -

(Fig. 2.3)
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Plano w Plano 2

7

NN

¥

%

Fig. 2.3

NOTA.- Suponiendo que ¢ , en el caso anterior, se

considera como una funcibn corriente y @ -
como la correspondiente velocidad potencial
la funcién z = w? transforma un modelo de
flujo uniforme del plano w en un modelo de
flujo con focos de par&bola en el plano Z.

Este es uno de los principios de la Solu- -
ci6én de KOZENY para la filtraci6én en una
presa de tierra de base impermeable.

Fundamentos de la Soluci6n del Flujo en Dos Dimen-

siones.-

Los fundamentos en que se basan la solucibén de los

problemas del flujo en dos dimensiones los enumera

remos y explicaremos brevemente, debido a que és--

tos ya han sido definidos o que posteriormente se

definir8d m8s ampliamente.

a)

b)

La Ecuaci6bn de Laplace cuya soluci6én se reali-

za conociendo las condiciones de borde
(V2% g=o0; Vz;é = 0)

La Aplicacibn o Transformacién Conforme.- Es -

una transformacién que tiene la propiedad de -

tener igual &ngulo tanto en magnitud y sentido

o/



- 32 -

al pasar de un plano 2 a un plano e . Uti-

liz&ndose ésta para la solucibén de la Ecua
ci6bn de Laplace.

Asi se tendr& por combinacibén de (a) y (b)
que dado W - @ + 1 %9 = f(z) (potencial-
complejo) y satisfaciendo tanto la parte -
real como imaginaria la Ecuacién de Lapla-

ce en una determinada regién R del plano Z

se tiene:
2 2 2 2
ad¢z+aa;2=o; 0¥ ¥ _,
X 3 axz ()yz

y suponiendo que hay una funcién analitica
z=F (§) con & =m + in en el que pun

tos de la curva C se encuentran dentro -

de la curva Cl (Fig. 2.4)
yﬂ Plano Z ni
SR
- _... :.I'-.;-)!l
' C
= X

Fig. 2.4

Por lo tanto la funcibn w= f [F(§ )] es -
una funcibén analitica de otra funcibn analfi
tica y aplicando la Ecuaci6ébn de Laplace se

tiene:
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b

2 2 2 2

d°p , 278 _ | Q¥ ,2°¢ _ |

& m? o n2 J m? d n?

Con esto)si se conoce las condiciones en el Plano
se podré& trasladar al Plano Z transformando

asimismo las condiciones de borde. Es decir, si

se conoce la solucibn en la regibén R puede tras

1

ladarse a la regi6n R (problema original) median

te la transformacibn inversa.



CAPITULDO ITT

APLICACION O TRANSFORMACION CONFORME

3.1 Conceptos B&sicos.-

En general, dado un conjunto de ecuaciones de trans-
formacibn:

u =u (x,y) v =v (x,y) (1)
define una transformacibn o aplicacién la cual esta-
blece una correspondencia entre los puntos del plano
Xy, Y el plano uv. Si a cada punto del plano uv le
corresponde uno y s6lo uno del plano xy, y reciproca
mente, se dice que hay una aplicacién o Transforma--
cién Biunivoca.

Asi, si un conjunto de puntos del plano xy (curva o
regién) se aplica en un conjunto de puntos en el pla
no uv (curva o regidn) y reciprocamente, los conjun-
tos correspondientes de puntos en los dos planos se
llaman Im&genes uno del otro.

Aplicacibn o Transformacién Conforme.- Supbngase que
por medio de la transformacién (1) el punto (x ,y )-
del plano xy se aplica en el punto (u ,v ) del plano
uv (Fig. 3.1) mientras que curvas C, v C2 (que se in
tersectan en (Xq,Y,)) se aplican respectivamente en
curvas Cl' Yy C2' (que se intersectan en (u,, Vo)) .
Entonces si la transformacién es tal que el &ngulo -

en (%, .,Y% ) entre Ci, Y C2 es igual al &ngulo en -

(ug ,Voa) entre Cl' 3% C2' tanto en magnitud como en

./
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sentido, la transformacibén o aplicacibébn se llama -

CONFORME en (x,,Y,) .

y“ Vv i
C
2 &y
2
U, sV -
=4
Ho vt Yo of
— 1
3 €1
— — U
Fig. 3.1

Una aplicacibén que conserva las magnitudes de 1los
dngulos, pero no asi necesariamente el sentido se -

llama Isogonal.

TEOREMA.- Si f(z) es analitica y f'(z) # 0 en una -
regiébn R, entonces la aplicacién ® = f(z) es con--
forme en todos los puntos de R.

Para las aplicaciones conformes, figuras pequenas -
en la vecindad de un punto z, en el plano z se apli
carén en figuras pequenas semejantes en el plano w
y se aumentan (o reducen) por una .cantidad dada -
aproximadamente por {f'(zo)l2 ; Factor de aumento
de Area o Factor de Aumento.

Distancias cortas en el plano z en la vecindad z, -
se aumentan (o reducen) en el plano w por una canti
dad dada aproximadamente por If‘(zo)l: Factor de -

Aumento Lineal.

/.
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Transformaciones Generales.-

En las siguientes transformaciones se considerarén:

oA, P : Constantes complejas dadas.

a,©e : Constantes reales.

l.- Traslacibn : w = 2z + B
Mediante é&sta transformacién, figuras en el pla
no z se desplazan o trasladan en la direccidn
del vector B .

2.- Rotacibn : w= e z
Por esta transformaci6én figuras en el plano z -
rotan un &nguloe. Si © >0 la rotacibén es en-
sentido positivo y si & < 0 ser& negativa.

3.- Dilatacibn o Contraccibn : W =az
Debido a esta transformaci6én figuras en el pla-
no z se dilatan o contraen en la direccibn z si
a>1l (6 0 <« acl); considerandose las contrac
ciones como un caso especial de dilataci6bn.

4.- Transformaciones Sucesivas.- Si @ = f,(t) apli

ca la regibén R_ del plano t en la regibn R, del

t
plano w , mientras que t - fz(Z) aplica la re-
gibén R, del plano z en la regibn Rt entonces -

se obtiene:
£, [ lez]] aplicado R, a R,

Las funciones f1 Yy f2 definen transformacio-
nes sucesivas de un plano a otro, las cuales

son equivalentes a una finica transformacién.

./
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Transformaci6én Lineal : @ =&z +p

Es una transformacién obtenida mediante trans-
formaciones sucesivas de una combinacién de -
las transformaciones de traslaci6n, rotacién y
dilataci6bn. Asi podemos escribir:

@ =t +pB; t= eié}r ; C= az

y donde X = ae'™®

Inversi6n o Funcién Reciproca : w = 1/z

Transformaci6n Bilineal o Racional :

Estd dada por : @ = a2 B
X z +d

Ad - Py # 0 oL p,d, y : Constantes Com-
plejas.

Esta transformacién proviene de la combinacidn
de la transformacién de traslacibn, rotacién,-
dilatacibn e inversi6n. Asimismo, tiene la -
propiedad de que circulos en el plano z se =
aplican en circulos en el plano w , donde en-
tre los circulos incluimos los de radio infini
to (lineas rectas).

Aplicaci6bn de un Semiplano sobre un circulo: -
Sea z, cualquier punto P en el semiplano supe-
rior del plano z denotado por R; entonces la -

transformaci6n:

ie
W = e Z - Zg )
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Aplica este semiplano superior de una manera -
biunfivoca sobre el interior R' del circulo uni
dad |w| =1 y reciprocamente cada punto del

eje X se aplica sobre la frontera del circulo

(Fig. 3.2).

Wy

A

4

z Plano w

Fig. 3.2

La constante o se puede determinar conocien-
do la im&gen, sobre el circulo, de un punto
particular del eje x. Se puede observar que
los puntos A, B, C, etc. del plano z 1le co- -
rresponden A', B', C', etc. en el plano w
Cuando los puntos z se mueven sobre el eje real
de R desde -<0 (punto A) hasta +o0 (punto F);
los puntos w se mover&n en sentido positivo a

lo largo del circulo unidad desde A' & A'.



CAPITULO IV

TRANSFORMACION DE CHRISTOFFEL - SCHWARZ

Definicién.-

Dado que en los problemas de filtracibén, el campo
de flujo en la regi6n o plano z es representada
por un poligono es que se hace necesaria una trans
formaci6n que relacione z con un plano paramétri-
co, que lo llamarcmos § , es que se origina la -
TRANSFORMACION DE CHRISTOFFEL - SCHWARZ en honor a
dos matemiticos: Swiss E.B. Christoffel (1829-1900)
y German H.A. Schwarz (1843-1921), quienes la obtu
vieron independientemente. Asimismo, la relacidn
del plano w con el plano paramétrico & forma -
también un poligono que generalmente es un rectén-

gulo (Fig. 4.1):

vy ' sy

V77
744

N S

N

céf??{j?ﬁﬁf;;

/7,

NN

y - S P
WA/ 9S4,/ S 49 P47%. (BB
¢1 ¢2
Plano @ Plano §
Fig. 4.1
Por lo tanto teniendo z = Fl(§ ) § w= F2(§ ) noso-

tros podremos hallar todos los elementos del flujo.

./
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TRANSFORMACION DE CHRISTOFFEL - SCHWARZ
Consideremos un poligono situado en el plano z con
Qreeeees , An ; la transformacién en

el semiplano superior del plano § ( §=r + is), -

vértices A, A

donde @1r @preseee.y @ son puntos sobre el eje -

n

real de este plano correspondientes a los vértices

Al’ Byrececsn ,An respectivamente (Fig.4.2), viene -
dado por
2 = M 1‘%&% + N (1)
MY = A 1= An
Y. (5‘“1) (-‘-_;"'11) T 0 (é_:)_'ﬂ-'h) i
donde M y N son constantes complejas; Al’AZ"""An

dngulos interiores en radianes del poligono y ajray,

ce.e..,a_  puntos en el eje real de § correspon- -

n

dientes a A, ,A

1rBoreeee. ,An respectivamente,

Fig. 4.2

La ecuacibn (1) puede venir dada tambien:
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z =M d g
— + N (2)
{E_Q‘Ji-m;"rriﬁ_ql)’lj‘_"’._:fn (5_ an) ol 11
( %/n -1 d’/ﬁ' =) ot -9
z =M [(5-0) (g-az) .. .. ....... (5-04) d& + N (3)

J

Seguidamente demostraremos la validéz de la Trans-
formacibn de Christoffel - Schwarz hallando la re-
laci6n que tienen los lados del poligono del plano
z con el plano £ para ello multiplicaremos por
T los &dngulos interiores del poligono que repre--
sentaridn las magnitudes de éstos &ngulos.
Comenzaremos analizando el segmento AlAz’ el cual
se encuentra en el plano & en el eje real repre--
sentado por a; a2; ademds debemos de considerar el
cambio de la diferencia & - CPUREEEE ) -a, por -
| a, - E seeene - 5 Yy reemplazando por ello -
la constante M por una desconocida Ml' Asimismo,
cambiando la integral indefinida dada en (3) a in-
tegral definida por medio de los limites aj Y §

se obtiene:

22 r’—g D."H "'1 r ““z—l uh—l
B Mlja‘ (5 -a,) (a,-¢) views {an=5) d§ + z; (4)

donde z, es la coordenada compleja del vértice Aq
del poligono.
Reemplacemos la funcibén de la integral dada en (4)

por una funcibén J0 4, ( §)
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T,06) =1(5~-ay) (&g =80, T osillag =59
.. dZ=Mlo-l(§)d§
Asumamos que el segmento A1A2 hace un éngulo-ei con
el eje de la abscisa (Fig. 4.2 - Plano z)
10
_ 1
M= Pe (5)

Siendo jj una constante positiva y obteniéndose asi:

'd
_Ped fo“: )as + s az=Pe Yo (5) as
z -Jf'e 1 5 24 z=J|e 1 5

o

Si G‘l () > 0 a lo largo de A1A2 entonces dz co-

rresponde a un segmento rectilineo que se hace un

dngulo ©, con el eje de la abscisa.

Siguiendo el camino del eje real del plano § llega-
mos al punto A2 en donde § = a, yz=z, siendo z,
la coordenada del vértice A2 y reemplazando (5) en

(4) e introduciendo la funcibn o (§5)

ffaz
p iel |
z, = [ e j 0d1(5) a5 + z4 (6)
o |
designando, ahora, la longitud A1A2 del poligono -
por L12
[ iel
2, - 2y = 12 © y dividiendo la ecuacién (6) -
164
entre e se tiene:
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Sa
[ =P | “a. 5 as (7)

./a]_

Siendo posible la determinacidn de‘F suponiendo los

parédmetros RV IARERE rag conocidos.

Analicemos el segmento A Para ello debemos ano

2R3
tar que en el plano § nosotros estudiamos el punto
alrededor de § = a, a lo largo de un semicirculo

en el sentido de las agujas del reloj (Fig. 4.3)

Y4 Plano =z Plano &
= -‘h3
_1&5},0-1‘.‘\
Rl ? ______//fflgaN\_____
':—lk' * + -
a; 95

Fig. 4.3

El valor a, - § lo hacemos negativo y suponiendo -

que se tiene arg (a2 -5) =0 para § < ay; el arg
(a, - 6 ) decrece de T a 0, es decir, (- T ) alrede
dor de § = a,. Luego el segmento A2A3 podemos es-
cribir:

-Ti -Ti
a,-5=e  Ja, -5 = (s -ape

ol,-1

El factor (a2 —_§ ) lo hallaremos de la siguien

te manera :
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<,-1 -Ti(x,-1) K=l (T =T at,)i
(6-a,) ° e 2 = (5-2a) % e -

donde el dngulo M - T A _ es el &ngulo dado por el

2

vector A A, suponiendo esté dentro de la posicibn

del vector A2A3.
Asimismo, observando la Fig. 4.2 el plano z, pode-

mos escribir:

ey + m-TX 5 = —eé
Ademés:
(&- a ].:{1-1 a.cz—l 0(3—1 o'~ 1
1 (5 -a,) (ag -5)...... (a, =5%) =0,(5)
‘a e
io, [72 10 [
2% [" sres op [ oy 1
94 Ja,
y reemplazando en &sta, la ecuacibén (6)
[
iel {ﬁ-—foz}i f
z=2-2, +fe Te J d,(5)d% + z,
a2
5
it 7
oa=zt et | ay5as (8)
Ja,
Para (12(5) asumimos valores positivos a lo largo
de A2A3.

Llamando l23 a la longitud del segmento A2A3 del -

/.
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poligono y haciendo z = zy Y § = a, para el limite

3
superior de la integral (8) obtenemos:
I/‘El3

2 .
23-32=,Pe f g, (g§) ds

jaz

ieé
pero siendo 2y - 2, = 123 e tendremos:
[ 23
1,5 = fF ;) Ty (5 ) AE (9)
../az

Utilizando el mismo procedimiento podemos obtener-—
ecuaciones anflogas a (7) y (9) para los demias la-
dos del poligono, excepto para los dos Gltimos la-
dos AL_q ALY hn Al debido a que puede tenerse

los vértices A y los &ngulos ﬂbwl Y Moty

A
1 Y %h-1
respectivamente, la posicién del vértice An comple
tamente determinado, pero no se dan nuevas relacio
nes para hallar las ecuaciones que aplican a los -

lados A1 An Yy A, Al. En consecuencia el Glti-

mo lado hallado, con el procedimiento anterior es:

An-1
ln—2’ =f Jn—Z (é ) a6
» n-1
an-Z
o, -1 X -1
donde:CTn_2(§ ISR E S S (5 -a _,)
p-171 *n-1
@ =65 ) (a, -5)
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Por lo tanto las ecuaciones de los lados tendré&n -
n-2 ecuaciones para n+l parémetros:_f,al,az, ..... ’
an; en consecuencia, tres de éstos parédmetros se -
escogerén arbitrariamente. Es conveniente escoger
un punto, por ejemplo a s, en el infinito en cuyo -
caso el Gltimo factor de la f6rmula (4) desaparece

r& y otros puntos tal como ajgr a, ser&n arbitraria

mente escogidos.

Otro de los procedimientos para establecer la vali
déz de la Transformacibn de Christoffel - Schwarz,

es demostrar que la aplicacibén obtenida de

o = o s & f
2 i (5=ay Vg can Xl sy T o)
a5

Se aplica al poligono del plano z en el eje real

(Fig. 4.4)

Plano z

Fig. 4.4
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De (10) :
arg dz = arg dg + arg M +<'4%L -l) arg (§ —a1] +

oy

.,{T -1) arg {E—az} Tt caile g gia i (iﬂ_ﬂ '—l)arg{f; —an}

Cuando § se mueve a lo largo del eje real desde -
la izquierda hacia a, se supone que z Se mueve a
lo largo de un lado del poligono hacia Aq-. Cuando

£ pasa de la izquierda de a; a la derecha de €ste:

91 = arg (g —al) cambia de T a 0 mientras que -

todos los otros términos en (11l) permanecen cons--

tantes.

Por ello:

arg dz decrece en (—%} - 1) arg (§-a;) = ( :?-‘1 T
= (Xl -T &6 crece en T -C%l (creciendo en direc-

cibén positiva).

Asi se deduce de lo anterior que la direccién de Aq
gira el &angulo TT—<X1 por lo que 2z se mueve a 1lo
A

largo de A 5 del poligono.

1
Cuando & se mueve a travé€z de a, : oy = arg(§ -a;)
% e? = arg( & —a2) cambia de T a 0 mientras to--
dos los otros términos permanecen constantes; es -

por ello que otro giro de un &ngulo ﬂ‘—cwz se rea-

liza en el plano z.

(11)
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_/l’.f..r/

1
Plano z Plano §

Fig. 4.5

Sean P4,QSP4o,10s puntos que se aplican en P gpdSPgq
respectivamente podemos considerar PQSP como un ca
so limite de un poligono (tri&ngulo) con dos vért;
ces en Qy S, y el tercer vértice P en el infini-
to.

Por la Transformaci6n de Christoffel - Schwarz - -

[¥s0=s= 7/2]:

W2, w2, M M
d—z=M(§+1) /T 1(5_1) /i 1= 2 1
o Vi-e

7
2=I‘-‘Il d§ + N =M1arcSen5+N
1-52

Aplicando las condiciones dadas

Para 4£=1, z =b =% b = M, arc Sen (1) + N = Ml—H;-+ N
2

Para § -1, z = -b =% -b = M; arc Sen (-1)+N = —Mlef N

2



Resolviendo estas ecuaciones: N = 0

: _2b
c. Z =

T

arc Sené§ 6
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Sn

5 = Sen

Ejemplo 2.- Hallar la funcibén la cual aplica cada una

de las regiones indicadas en el Plano z sobre el semi

plano superior del Plano ¢

(Fig. 4.6):

1 Plano §

'gi_/%/’/;é:

Sean los puntos Py, OQPa que se aplican en Py,

respectivamente los &dngulos interiores de O y Q

Fig. 4.6

son

respectivamente; por lo que tendremos:

T/2 y 3TW/2
/2 3n/2, -1 /2 1/2
dz _ - /m =1 . /mo_ e\ Yl 1 -5
I M (5§ -0) (6-1) M( : )1 ”1(—,5 )
z =M, =l ds
) 5

Haciento % =

z = 2M

= Ml(e+SeneCoseJ + N =

1 Cos ™ H6de = M

Senze-obtenemos

(1+Cos28)de = Ml[G-+% Sen2&) + N

1

Ml <arc Senl\[g_1 + v/g (1-¢ ))+ N

./
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..z =M (arc Sen\/;iv +J 5 (L—f)‘) + N

Para §=0'2=0 -_-% N =0
§=1'z=bl==>bl=Ml:>Ml=2_§__l

Por lo tanto la transformacidn buscada es:

z=2T113i (arc Senv/ § + V5 (1 ‘5))

4.2. PRINCIPALES APLICACIONES SOBRE EL SEMI-CIRCULO SU-

PERIOR
Las aplicaciones que se dar&n a continuacién han -
sido halladas siguiendo el procedimiento de los =

ejemplos anteriormente explicados:

I Sector Infinito de Angulo /m § = zm;m,a.lfz
Y S
c ;f%}i/r a{;?i///;;/f ;
X r
Plano z - Plano §
I1 ;anda Semi-Infinita de Ancho a 5.= Sen zéi

a)
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£ = cos LZ

b) Y s
A A
% LS
////AE . //,//{/////q//“///ﬁ//‘r
a o 1
$ = Cosh lTa—z
& y | s
| B A / /
¢ 57 2 J.m»/ V (% //a,.
A
III Semiplano sin un Semicirculo § = % [\z + %)

v Semicirculo
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m\ 2
\ Sector de un Circulo §==(l t-2 im21/2
1 - 2"
Yy} s
b 7
iz,
L AZ A x
1
VI § = coth (7/z2)
r
[5’ X =1 B/m -1
VII Interior de un Triangulo z =| t (1-t) dt
0
vy | Plano z Planolg
[
s
C
ke i
S
;ﬁji?}/ﬂ///” f;;
i « LR B ek S
A B 1
VIII ' —fs Ss ;
Interior de un Rectdngulo =z = 3
0 A (1-t])(1-k2¢2 )
0<zke1
B, Y, SASSSS S
"/, . Tt ./,./ 7 4
%éf % Y 174 g/ftdﬂn{f; o/ x
C D E -1/k -1 1 1/k




CAPITULDO \Y

ESTUDIO DE LA FILTRACION EN UNA PRESA DE TIERRA CON BASE

IMPERMEABLE

Debido a que en los Capitulos I al IV se ha hecho un es-
tudio de las propiedades de los fluidos, mis importantes,
y del estudio matemdtico que se va a utilizar posterior-
mente en el Capitulo VI, es por ello que seguidamente
analizaremos las propiedades fisico-mec&nicas de una pre
sa tal como también el cdlculo para hallar la permeabili
dad, la filtracibn, etc.

5.1 Ley de Darcy.-

El agua al circular a través de un medio permeable,
(siendo un material o médio permeable cuando contie
ne vacios continuos, existiendo éstos en todos los

suelos), las partfculas de ésta recorren curvas que
se denominan Lineas de Filtraci6én 6 Lineas de co- -
rriente.

Por el estudio de Mecénica de Fluidos para un flujo
uniforme, no viscoso, fluido incompresible; la Ecua

cibn de Bernoulli est& dada por:

=B 4 z + Yi = cte = h (1)
Y 2g
donde : P = presibn (Kg/m2.)

M» = peso especifico (Kg/m3.)

\Y = velocidad de filtracién (m/seg.)

g = gravedad (m/seg.2.)

h = altura total (m).
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Demostraremos que la suma de la altura de presidn
F/Xw , la elevaci6bn z y la velocidad total V2/2g
en un punto dentro de la regi6n del flujo es una

constante.

Ah
5 '
g Ty
~—1 ho
G =
|Z5 | Plano
L l arbitrario

Fig. 5.1

Se debe de tener en cuenta que hay una pérdida de
energia debido a la resistencia que ofrecen indi-
vidualmente los poros del material, es por ello,-
en la Fig. 5.1 podemos apiicar Bernoulli, asi:

2 2
-;-"—4»2,‘4—“ =P“+ZE+V—L+Ah (2)
L8]

29 Yo 2g

donde A h representa la pérdida total de altura 6

energia del flufdo en una distancia Al. Asi:

i = - 1lim Ah = -dh (3)
Al-’O Al dl
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Siendo 1i el gradiente hidr&ulico.

Asimismo, la energia cinética (V2/2g) es muy peque
na entre los puntos A y B pudiéndose considerar co
mo despreciable ya que si la velocidad total es -
muy grande con respecto a la velocidad de filtra--
cibn entre A y B entonces el término V2/Zg seréd
muy pequeno por lo que se le considera desprecia--
ble.

Obteniendo en (2) :

—E*—+z;,‘ = —fﬂ-+zﬁ + Ah

j+ (Zp - 24 ) (4)

Por lo tanto la altura total en un punto se podré&-

escribir simplemente como

h=—&+z
™

Es asi como en el ano 1856 Henry Darcy publica una

simple relacibn basada en la experimentacidn:

v = ki => %, y= =k S

dl
que se le denominé LEY DE DARCY donde demuestra
una dependencia entre el gradiente hidr&ulica (i)-
y la velocidad de descarga (v) que es la cantidad-
de agua que circula en la unidad de tiempo a tra--

vés de una superficie unitaria perpendicular a las

./
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lineas de filtracibn y llam&ndole K, al coeficien
te de proporcionalidad, coeficiente de permeabili
dad teniendo las dimensiones de la velocidad.
Darcy estudi6 el flujo del agua en los suelos uti
lizando un aparato similar al que se muestra a

continuacibn:

il

- = —-

7}"__“ j ﬁ[L ! Ah

//ff(f" 7=

LENE TN R I NTH N

'_‘L/f

NNNNNN

Fig. 5.2

Colocb6 una muestra de longitud 1 vy &4rea trans--
versal A en un tubo que se ajustaba a la muestra-
Yy que tenia los extremos abiertos conect&ndose a
cada extremo del tubo un dep6sito de agua. Deno-
mingdndose la diferencia A h entre los niveles de
agua de ambos dep6sitos PERDIDA DE CARGA. Experi
mentalmente Darcy encontr6 que el gasto de agua -
9 (cm3/seg) era directamente proporcional al - -
drea A y a la relaci6én Ah/l que la denominé Gra

diente Hidr&ulica designada por i. Por lo tanto:

qQ = kiA
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Siendo k el constante de proporcionalidad anterior
mente explicado que se le denomindé Coeficiente de
Permeabilidad 6 simplemente permeabilidad.

Esta f6rmula es correcta siempre que el flujo sea
laminar y es aplicable a todos los suelos mis fi-

nos que las gravas y siempre que i <€ 5.

Coeficiente de Permeabilidad y Mé&todos de Determi-
nacién.-

Coeficiente de Permeabilidad.- Es una constante, -

que tiene las dimensiones de velocidad, gque expre-
sa la facilidad con que el agua atraviesa el suelo.
Generalmente se expresa en cm/seg, pié/mm y en --
suelos muy impermeables mt/dia &6 pié/dia.
Introduciendo la permeabilidad fisica k, que es
una constante empirica que depende de las caracte-
risticas estructurales del medio y es independien-
te de las propiedades del fluido, MUSKAT relacionb

ésta con el coeficiente de permeabilidad

k=32 )
donde : k — Coeficiente de permeabilidad (cm/segq)
ko - Constante empirica (cmz)
A - Viscosidad del agua (gr—seg/cmz)
Xw — Peso especifico.

Fisicamente, si consideramos asi el coeficiente de

permeabilidad debemos tener en cuenta: la magnitud

./
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del coeficiente de permeabilidad depende de la vis
cocidad del agua y del tamano, forma y &rea de los
conductos a través de los cuales fluye el agua.

Se debe de tener en cuenta que la viscocidad es
una funcién de la temperatura, es decir, cuanto
més alta es la temperatura menor es la viscocidad-
y mds alta la permeabilidad. Generalmente la per-
meabilidad es referente a 20°C. Asi, a 0°C serd -
el 56% del valor a 20°C, a 40°C serd el 150% del -
valor a 20°C.

En cuanto se refiere a los factores que determinan
el tamano y forma de los conductos es poco especi-
fica por lo que no se ha encontrado una expresién-
matemdtica para ellos.

En Ingenierfa Civil, la utilizacidn del Coeficien-
te de Permeabilidad es simplemente k para hallar
la velocidad de descarga (v) 6

Sea : v = ki (Ley de Darcy).

Cuyos métodos de determinacién los explicaremos se

guidamente.

Métodos de Determinacibn.-

Los métodos que se utilizan para la determinacién-
del coeficiente de permeabilidad podemos agrupar--

los en dos:

I.- ME&todos Directos

Entre los métodos directos mencionaremos los -

./
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siguientes:

1) Los determinados en Laboratorio.- Los cua-
les se pueden realizar mediante dos proce-
dimientos seglin el equipo que se puede uti
lizar:

a) Permedmetro de Carga Constante.- Se uti
liza para suelos muy permeables y prin-
cipalmente para arenas y gravas.

El esquema de este aparato se observa -

en la Fig. 5.3 :

,___
=3

LI CELE WY R LY

..-.|1.I-l.\

Fig. 5.3

Se hace circular el agua a través de la
muestra y lo que pasa se recoge en una
probeta y se toma el tiempo en que demo

ra un determinado volumen, de tal mane-

/.
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1 -

ra que el coeficiente de permeabilidad

se pueda ca

lcular :

k = M__. cm/seg
A x h xt
donde: A = Area de la seccibn trans-
versal de la muestra (cmz)
h = Carga hidré&ulica (cm)
Vol = Volumen de agua (cm3)
L = Altura del molde (cm)
t = Tiempo transcurrido para
un volumen Vol. (seq)
Perme&dmetro de Carga Variable.- Su uti

lizacidn se

ble que el

hace en suelo menos permea

anterior.

Un esquema de este perme&metro se ve -

en la Fig.

5.4

b
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3
N
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Aplicadndose para este tipo de determina

cibn la siguiente f6rmula

h 2 h
k=2.32%38 155 L6 k=232 Ljoq -2
A x t h2 D2 t h2
donde: L = Altura de la muestra sumer-
gida.
a = Area de la secci6n del tubo
de carga.
A = Area de la seccibn de la -
muestra.
t = Tiempo de h, a h2'
hl = Carga hidrdulica al inicio
de la prueba.
h, = Carga hidr&ulica al final -
de la prueba.

2) Los determinados en el campo mediante po-

zos de bombeo.
Métodos Indirectos

Son los que se realizan

a través de ensayos -

granulométricos, pruebas de consolidacibn, etc.

Asi podemos tener los siguientes:

1) F6rmula de Hazen.- Es la f6rmula relaciona

da con el ensayo granulométrico.

2
Para arenas lfmpias 2k = C (Dlo) .

donde: D10

= Difmetro efectivo (mm) halla-

do de la curva granulométrica

/.
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C — Constante que varia entre
41 y 146.

Si tomamos en cuenta la correccibén por tem

peratura tendremos

2

k =C (0.7 + 0.3t) ( ) .

D10

F6rmula de Schlichter.- Es la f6rmula rela
cionada con la porosidad del suelo y estéa-

dada por:

D102

C

k =771 (0.7 + 0.3¢t)

donde: C es un valor relacionado con la -

porosidad del suelo.

n | 0.26 0.38 | 0.46

C | 84.3 24.1 1 12.8

D Didmetro efectivo (mm).

10°

n : Porosidad.

t : Temperatura del ambiente.

F6rmula de Terzaghi.- Terzaghi di6 la for-

mula siguiente:

k =C., D..%2 (0.7 + 0.3¢t)

2

Siendo : Cl = C, E_;_Q;li

3
"/ 1 - n
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C

o

depende del material,

te tabla aproximada :

Cs 800

_ Are na de gra -l\rle:m de gra [Areng con
Material  |nos redondeadosinos angulosos|  limas

teniendo la siguien

460

< 400

n = Porosidad del suelo.

A continuacib6n daremos dos tablas importantes,

una de valores relativos de permeabilidad se-

gln Terzaghi=Peck y otra de permeabilidad y -

condiciones de drenaje de los suelos seglin -

Casagrande-Fadum, incluyendo en ésta los méto

dos de determinacidén del coeficiente de per--

meabilidad

TABLA I

Valores Relativos de Permeabilidad

(Segflin TERZAGHI-Peck)

|

-
Permeabilidad k (cm/seq) Suelo Tipico
— — =
Muy permeable > 10_1 Grava Gruesa
Moderadamente per -1 -3 Arena, Arena-
meable 10 "-10 | fina.
Poco Permeable 10732107 | Arena limosa-
Arena sucia.
Muy poco permea- _5 _9 Limo-Arenisca
ble 10 "-10 fina
Impermeable <1077 Arcilla.
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En la mayoria de los suelos la permeabili-
dad depende de la direccibén en que se pro-
duce el movimiento del agua. E1 valor de
k en direccién paralela a los planos de -
estratificaci6én es generalmente de 2 & 30
veces mayor que en la direccibn normal a -
dichos planos debido a que las capas del -
suelo son relativamente de baja permeabili

dad.
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5.3 Condiciones Hidr&ulicas de Borde.-
Para el estudio de las condiciones de borde asumire-
mos la presa como la mostrada en la Fig. 5.5 por ser
ella la que sirvib6 a KOZENY para estudiar los proble
mas de filtracibn en una presa de tierra con una su-
perficie libre parabdlica y con una base impermeable
y un dren; obviando Kozeny el problema de entrada o-

transicidén en el punto B que lo analizd CASAGRANDE -

tal como veremos posteriormente.

Y4

Plano z

i)
-

|
'

\u ~linea de

- Qturoc'\én

3—1("*
S R
I
i
b

\ L g
)
:E":

:

Fig. 5.5

Por tener la base impermeable y el dren respectivo -

se tiene que: %}E =0 y @, = 0 respectivamente;
siendo el objeto del dren el control de filtracibn -

de la presa.

/.
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Ahora, por una de las propiedades fisicas de la fun
cibn corriente que dice que entre dos lineas de co-
rriente, tal como 5”30 3% ;éAE' el caudal por uni-
dad de longitud es igual a g (Cap.I, 1.3), se obtie

ne

q=¢BD_%AE=__> }//anq

Asimismo, considerando un punto F sobre AB se tiene

que la presibn de agua es :

P
Y @

Yo (B = y) =2 h= ——+y

-k (—i: + y) + C

= -kh + C

Por lo tanto : ¢AB
Siendo C una constante arbitraria y asumiendo C =0

se tiene

¢AB = - kh

En resumen, las condiciones de borde (campo de flu-

jo) de la presa en estudio serén :
Ak i ?ap = ~kh

Y g =0 J Poe - °

Kozeny para hallar la ecuacibn de la linea de satura

cibn, de la filtracibn a través de la presa se basb

en la relacibn que debe existir entre el plano z vy
2

el plano w que proviene de la funcibén z = Cw en

donde C es una constante.
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La regién de flujo en el plano «w estd dada por @ =0,
Y=0, ¢ = -kh vy ﬂ7= q, tal como se muestra en la-

Fig. 5.6.

Haciendo operaciones :

x + iy = C (¢+i;//)2=c (¢2+2i%¢—5//2)
igualando té&rminos : x = C (¢2— %2); y = 2C¢@
reemplazando en estas ecuaciones por los valores de
@ y ¢ hallados anteriormente a lo largo de la su--
perficie libre (@ = -ky ; ¥ = q)

2. 2 2

x = C (k%" - qg7) (5)

y = - 2Ckyq (6)

de (6) : Cc= - L (7)
2kgq

La ecuacibén de la linea de saturacibén o libre super-
ficie llamada PARABOLA BASICA DE KOZENY est& dada

reemplazando (7) en (5)

T “ky~ + g (8)
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Para x = 0 en (8), llamando a la interseccibn del -
eje y con la superficie y,, la cantidad de filtra-

cibn por unidad de longitud de la presa es

da = kYe (9)

Para hallar la ecuacién de la par&bola reemplazamos

(9) en (8)
2
x=-2-+ Yo & yz-yo2 + 2yoXx =0
2V e 2
= 1
resolviendo para Yo : Yo = X ha ’y/xz + yz’ (10)

En (10): para x = -d ; y = h : y, =V/d%+h? - 4 (11)

Para hallar la distancia focal de la parédbola (a,),

suponemos y = 0 en la ecuacibn (8) : a, = o
2

La soluciébn grafica para hallar y, (ecuacién (11))-
podemos realizarla de la siguiente manera = prolon-
gamos la linea de la superficie libre del agua, con
un radio igual a la recta que une B con E (radio BE
con centro en B) intersectamos dicha prolongacién y
midiendo la distancia que hay desde este (ltimo pun

to al eje y habremos hallado y, (Fig. 5.7)
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Casagrande amplia la solucién de Kozeny incluyendo -
las presas de tierra con un dren trapezoidal aguas -

abajo (Fig. 5.8).

~Linea de satoracign

spPardbola base

Fig. 5.8

donde los puntos en la Fig.5.8 representan lo si-
guiente:

: Punto donde la paré&bola

superficie del agua.

D : Foco de la par&bola base que pasa por los pun-
tos A,, Co Y C.

m : Porcibn horizontal de la porcién mojada del ta

lud aguas arriba.

X : Angulo interno formado por la cara de descarga

del pardmetro aguas abajo y el dren trapezoi--

dal.
h : Carga de agua que origina la filtraci6n.
d : Distancia de A,C horizontalmente.



- 72 -

Asimismo, se debe tener en cuenta que la linea de sa
turacién es una pardbola con ciertas desviaciones
originadas a condiciones locales de entrada y salida
(transiciones entre la lfnea real de saturacién y la
pardbola base). Asi, en la transiciébn de entrada el
punto A, estd localizado a 0.3m . de A debido a la -
desviacibén que se produce en la pardbola de Kozeny a
consecuencia del talud aguas arriba. La condicibn -
de entrada se ajusta también a que el arco AB es nor
mal al talud aguas arriba y tangente a la superficie
libre parab6lica.

Analizaremos mediante la Fig. 5.9 las condiciones lo

cales de salida de la presa mostrada en la Fig. 5.8:

Y

pardbola base
. |

Casagrande hall6 el radio de la pardbola haciendo la
distancia entre C, y D, como 4 a estando el punto C,

sobre la parédbola base y el punto E, sobre la linea

de filtraci6bn, calculando el radio :

./
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R = A a
a +4Aa
el cual lo plote6 como una funcién de ; esto deb£

do a que lo hall6 utilizando la ecuacibn polar de -

una pardbola, que lo grafic6 asi (Fig. 5.10)

L o' ol £ LBo”
f

A

1 104
<L _ oy
™ ’
: S . R 22
| ES a +4a
I —1 0.4
] 0.0
30° 60 Jo° 120° 180" igo"
ol

Fig. 5.10

De aqui halld, una ecuacibn del gasto de filtracién
que se utiliza entre 30°< & <1809 debido a que la -
longitud media del recorrido de filtracibn y el &rea
de la seccibn transversal del gasto de filtraci6én -
tienen muy poca variacién, reemplazando la ecuacibn

(11) en (9)

-
q=k (Wh24a2" - q)

Casagrande demostr6 también que la distancia A a va
ria con X llegando a ser cero cuando & = 180°.
A continuacién, como informacibén podemos hallar las
condiciones de borde en el plano hod6grafo (u,v)

partiendo del concepto de velocidad hodb6grafa dada

/e
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en el Cap.II - 2.1, asi se tendré&

a) Contorno Impermeable.- En el contorno impermea--
ble el vector velocidad est& en la direccibén de
Este y siendo X el &ngulo formado entre el bor-

de y el eje x obteniéndose

§- e
que representa una linea recta en el plano uv, -
pasando contfinuamente del origen en la direccibn
paralela al borde impermeable.

b) Contorno de la Presa.- El borde de la presa es -
una linea equipotencial @ = constante; por lo -

tanto el vector velocidad es perpendicular al -

borde. Si suponemos que la ecuacibébn de borde es
la linea recta : y = xtgx +b, en el plano hod6-
grafo la im&gen del borde viene dada por % = -Céa

pasando por el origen del plano uv y es normal a
este contorno.

c) Superficie Libre.- A lo largo de la superficie -
libre @ +Ky = cte, si diferenciamos esta expre-
sién con respecto a ds (longitud de la superfi-

cie libre) y a su vez multiplicamos por 2@/ s

se obtiene

Q,

2
()S ()S S
Qg

pero Js es la magnitud de la velocidad vector, -

./

joF
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entonces :

u + v + kv =0 (12)

La ecuacibn (12) representa un circulo que tiene-
como origen (0, -k/2) ; radio k/2 (Fig. 5.11)

v i El vector velocidad a

lo largo de la superfi

rs

cie libre puede obte--

nerse por una simple -

construccibébn grdfica -

(0. x2)y (Fig.5.11) donde f§ es-
el &ngulo formado por
la tangente a la su--
perficie libre y la ho

j rizontal.
Fig. 5.11

Superficie de Filtracibén.- A lo largo de la su- -
perficie de filtracibn que en este caso @ + ky -
cte; diferenciando esta expresibén con respecto a
n, la longitud a lo largo de la superficie, se -
obtiene

op

an
Yy siendo x el &ngulo que hace la superficie de -

filtracibn con el eje x vy sabiendo que

o) dy _

~—— = uCosx + vSen Yy == = Sen &

3]

o
QU
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obtenemos : uCos« + vSeno + kSenx = 0

6 v = -uCtg® -k

Ahora, suponiendo que la superficie de filtra--
cidn es una linea recta ( &% = cte) en el plano
uv; es representada como una linea recta normal
a la superficie pasando por el punto (0, -k) re

presentando la im&gen de la superficie libre.
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Métodos de Solucibn para el Cdlculo de Filtracibén en

una Presa con Base Impermeable,-

Para el estudio de los métodos de solucibn para el -

cdlculo de filtracifén en una presa con base impermea

ble consideraremos los siguientes métodos teniendo -

en cuenta la presa utilizada respectivamente por ca-

da autor.

1l.- Solucibn de DUPUIT.- Dupuit aplica que la descar
ga por unidad de ancho en la seccibn vertical de

la presa esté& dada por :

qa=-ky ¥ (13)

AN A NN A S NN A WA T YL Jr e SRLRAT 7
i L "
" !

Fig. 5,12
Integrando y sustituyendo en (13) las condicio--

nes de borde o contorno dados en la Fig. 5.12 :

o/
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Para x =0 , y = hl ; para x =L , vy =h

de donde obtendremos la férmula de Dupuit

2

1 - hy) (14)
2L

Esta ecuacidén (14) nos indica que la super-
ficie libre es parabbdlica denomindndose co-
munmente PARABOLA DE DUPUIT. Debemos de te
ner en cuenta que en esta f6rmula no se to-
ma en cuenta la entrada de la linea de fil-
tracibn o el desarrollo de la superficie 1i
bre.

2.- Solucidén de SCHAFFERNAK y VAN ITERSON.-

Es el primer método de aproximacién que con
sidera el desarrollo de la superficie de -

filtraci6bn que fue propuesta en 1916 por =--

Schaffernak y Van Iterson (Fig. 5.13).
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Aplicando al AACB se obtiene para la descar

ga por unidad de ancho

q = ky ¥y = k aSeng tgd
dx
h fa
y dy = a Sendo ng) dx
aSendo J%COS“
de donde
||
2 2
CosAK Cos“¢ Sen'd

Esta ecuacidén (15) se puede hallar también -
gré&ficamente, de la siguiente manera (Fig. -
5.14)

- Conociendo el punto de entrada (d,h) el
cual es proyectado verticalmente y horizon
talmente encontréndose con el talud aguas-
abajo en los puntos 1 y 2 respectivamente.

- Se dibuja un semicirculo con centro en el
talud aguas abajo, teniendo como didmetro-
el punto 1 y C.

- E1 punto 3 es localizado teniendo como cen
tro a C, radio 2-C.

- Finalmente, un arco de radio 1-3 con el -
punto 1 como centro localizaremos el punto

B sobre el talud aguas abajo. Por lo tanto

" n
.

la distancia del punto C & B seréd "a

o/



T %

h
‘|

|
|
|
|

B e o e B T T T L B R e e .
e — QA ol
e

Fig. 5.14

La Solucibn de Dupuit considera que la para-
bola de la superficie libre, para este caso,
es tangente al talud aguas abajo.

Para la condicibn de entrada, en el talud -
aguas arriba, Casagrande recomienda que el
punto D, (Fig. 5.15), en lugar del punto D,
sea el punto de entrada de la Linea de Satu
raciébn. La condicibén de entrada es obteni-
da trazando el arco DF normal al talud aguas
arriba y tangente a la superficie libre de

parabb6lica (pardbola base).
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TR - "‘mil\'\_\\\\\h-‘?//f' TR s S S B T T S R B S
5 |
,l ! [/ ad
L I d e
-
Fig, 5:15

3.~ Solucidn de CASAGRANDE. -

A escepcibn de Dupuit que asume que la gra-
diente hidrfulica es igual al gradiente =--
dy/dx de la Superficie Libre, Casagrande -
analiza el problema como Schaffernak y Van
Iterson con el gradiente hidraulico igual a
dy/ds donde s es uniforme a lo largo de
la superficie libre (Fig. 5.16). Por lo tan

to

q= -ky X (16)
ds
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Fig. 5.16

Aplicamos (16) a AB (Fig. 5.16) para obte-

ner la cantidad de filtracibn

q = k aSen’y (17)
ahora, para hallar el valor de "a" iguala-
mos las ecuaciones (16) y (17)

aSena ‘s=a

- y dy = asen’ ds (18)

h 0

resolviendo la ecuaci®n (18) y siendo s la

longitud de la lfnea de saturacibn,se ob--

tiene
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2
a=s - g2 - _h (19)

Senzu

la distancia s en esta ecuacibn (19) se di
ferencia muy poco de la linea recta CD, -
que se puede utilizar como primera aproxi-
macién.

En el caso que se necesite una aproxima- -
cibén mds exacta de s se considerard s = a+
BD, ; s =a + BD + 0.3m; etc.; pero siné
es necesario serd suficiente con la prime-

2 2
ra aproximacibn : s =\/h + d° y reempla-
zando este valor en la ecuacibén (19) se -

tiene :

a=va? +n% -4 & - n2ctg™ (20)
Casagrande recomienda una solucibn gré&fica
(Fig. 5.17) para la ecuacibn (20) (similar

a la de Dupuit) :

- 1 ; - 8 . J J a
7;?:-5‘:-7\\\-\1"-.,;ff/_/f'\'\\\.\'\/’f//f/ T & P By o N A TP LWL A WY, \\‘_&
am 1
f— i 4
- e — 1

lf_-
Fig. 5.17 e



- Con diametro AD,

--BR5-

4.- Solucifn de PAVLOVSKY, -
Se proyecta eIl Nnivel de agua hasta el

Pavlovsky considera la presa dividida en
punto 2 y con radio igual a A-2 se 1nter

tres zonas.

La seccibn

k,

=]

Mo opasn

se traza un semicirculo.

AR

secta el circulo hallado anteriormente -

por el talud aguas arritvs
(punto 3).

seccibn central

linea vertical desde el

II

por el e :-
~ Se proyecta el talud aguas abajo hasta -

unt.

el punto 1 sobre el semicirculo D,3A y -

de la superficie libre

la se

F )

con radio igual a 1-3 se halla el punto-

por esta lfnea vertical

4-
aba

Y el

tai

Jurg

Midiendo la interseccidn del puhto 4

jo

(Fig.

5.19).

con el talud aguas abajo y el punto A ha

bremos hallado el valor de
Gilboy,
calcular la filtraci

_(Elg 3, lSlL ec

6%1/
xich1 n d¢ la ecdaq

en 1933,

n

aIl

6n y el valor de

a

rgdliza un abaco para -

uacifn (i9), con la apro-

_\/h

e ién +
- i ' \\\ ¥
2 - o c,'\/ a, AR
21 N 3 ~
- R o N \\ 
._I ~+ 4 L ’ b Sf R S
h | - il [ =/ At g .-
-\dlt‘ "m% '.I ‘°\
I— T AR : ;;r ff//fff// 7 N\,
| / T | A" T-  —
| -/ 1 . | —-I ! \
- 4l <K | L
l*. ).\—J-_ : ] L = ],
L =R i m=0078 T N\~
v /|
R 7 l\\\ 7 N, S Ry, Jz:m&qLWmmum Y
8 et o "
5 \""‘-l-. -
m=0.1
d \\ DN~ gl 1
" \ - b ] L
4 \\-
Bav ;%i asymel ghe|lzs Lfjeals de[corrien-
— m=0.I5
ﬂe— h I—Tqguwe SU{IJ FuT] ITineas e
— !
m=0.2
Euede lazar| por junp ¢quIvEIqmTE |-
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m=0.61/ — S m= 0S5
m=0.7" + e —_— -
me0.8] m=0.9 5 —
0 1 i

20
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7

0

90



4.~ Solucibn de PAVLOVSKY,-

Pavlovsky considera la presa dividida en -
tres zonas. La seccibn I estd comprendida
por el talud aguas arriba y el eje y, la
seccibn central II por el eje y y la -
linea vertical desde el punto de descarga-
de la superficie libre y la seccibn III -
por esta linea vertical y el talud aguas -

abajo (Fig. 5.19).

Fig. 5.19

Pavlovsky asume que las lineas de corrien-
te en la zona I que son curvilineas se -
pueden reemplazar por una equivalente ed,

o sea, asumiendo que existe simplemente -

e
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flujo horizontal en esta zona. Por lo tan-
to, la descarga a través de la elemental-
faja estéd dada por

a

m (hg= ¥)

donde : m = Ctg B

a
- = gradiente hidr&ulico.

m (hd- y)

estableciendo los limites de integracién -

obtenemos
h
al d
q:k_ __L
m hd -y
0
a1 h al hd
g=k — - ln(hd-y)] = k — 1n
m m h, - h
0 d

Por lo tanto la cantidad de filtraciébn en

la zona I es :

ln —94 (21)

Para la zona II , Pavlovsky utiliza la -

férmula de Dupuit (ecuaciébn (14))

2 2
B1” - by,

2L

g = k
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Aplicando esta ecuacibn a la zona II se
tiene la cantidad de filtracibn

h-2 b [au .5 ho:'z
2s

(22)

Para la zona III existirdn dos condicio
nes, las cuales depender&n de que se pre-
sente agua o n6 en el extremo de la presa
(en el talud aguas abajo). Asi

a) Si ho, = 0 se obtiene

(q a,
dqg = k L dy = g = x 22 (23)

j g i
0 0
Siendo m, = Ctg X
b) Si he > 0
1
[ |r’y0 ho
a=%kx; | L+ Yo - fo  ay|
| ml ml (YO—Y) l
/ho 0 -
qg=%k 22 (1 + 1n ao * ho
my a,

Teniendo las ecuaciones (21), (22), (23);

tres ecuaciones para cuatro incbgnitas: h,
aos S, {; propuso una nueva ecuacibébn par-

tiendo de la Geometria de la Fig. 5.19

s = b+ Ctgat [hy = (ao + ho)]

-

& s=b+m [ hy = (ao + ho)] (24)
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de las cuales si asumimos que h, = 0, rela
cionando las ecuaciones (22) y (24), (21)-

Yy (23) encontraremos las siguientes rela--

ciones
b b 2 5
ao = =— + hy - ﬁv(—+hd> - h (25)
my my
h
y 2™ _ (h, - h) 1n -3 (26)
mq hd— h
respectivamente.

Estas dos ecuaciones relacionan a, Y h.

Asumiendo valores de h en (25) y (26) y --
plote&ndolos en un grdfico h vrs. a, halla
remos el valor probable de h y reemplazan
do en (25) 6 (26) hallamos a, Y seguidamen

tes y q



CAPITULO VI

APLICACION DE LA TRANSFORMACION DE CHRISTOFFEL - SCHWARZ

EN UNA PRESA DE TIERRA CON BASE IMPERMEABLE

En este capitulo realizaremos la aplicacibén de la trans-
formacibén de CHRISTOFFEL - SCHWARZ a una presa de tierra

con base impermeable tal como la que se muestra en la
Fig. 6.1

Y

I T 9

T s

Al e ¥=0 . ‘ ; S A6 0epne ~ = —| P2
b 2 mop F b | = -
N R R L O T B I Y R I e T ) A e ) e o 'x
B
b J
Fig. 6.1

FEEL N

6.1 Conceptos y Cédlculos Preliminares

Los conceptos y cdlculos que a continuacidén se dan -
se basan en deducciones realizadas en los capitulos

anteriores y/o en experiencias hechas en laboratorio
por Casagrande, Dupuit o Numerov, para citar algunos

nombres, y que se tomaran para realizar nuestros cél

culos posteriores.
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Asi tendremos en la Fig. 6.1 lo siguiente:

a)

b)

c)

d)

El campo de flujo estd representado por la re
gién ABCD

Las condiciones de frontera de esta regién son -
las lineas de corriente (AB y CD) y las equipo -
tenciales (AD y BC).

El valor de las lineas de corriente son:

- A lo largo de AB = ¢ =0

- A lo largo de CD == ¥y =9

Para hallar el valor de las lineas equipotencia-
les partimos de la relacidn que existe entre la

velocidad potencial y la presidn

P
o —k(—+ )+c
g pg Y
por condiciones experimentales C = k El_; h2
Po
k —
+ ¥
P-Po k H1 + h2
= - k + )+
4 (_A'g ¥ 7

siendo Po la presibén atmosférica y P-Po + y = hl
y9g

entonces se obtiene la velocidad potencial en el
borde de la cabezera o aguas arriba de la presa:

@ = - kH
-

y a lo largo del borde del pie o aguas abajo de

la presa:
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siendo para ambos casos H = hl - h2

C4dlculo de la Funcién Corriente ( ¥ ) y Potencial (¢@)

Del item 6.1 podemos deducir que la regibn del poten-
cial complejo w estd representado por el siguiente

sistema (Fig. 6.2):

Plano w
K IH

I+ -

77777

v &
= A g
’ F, LV Fi q
_," -._-" - -_.- y £ . a i .‘_.'
S . ,; %A } A
VS S / j

/ SN S S
§ oy ‘:/ _r";,/é/ /’/._;"'// ///.-/z/”/) u ¢
B

Fta. 6.2

A

y para la aplicacibébn de la transformacién de CHRISTO
FFEL - SCHWARZ 1introducimos la variable auxiliar

compleja § , llamada generalmente Variable Paramétri
ca, que se encuentra en el semicirculo superior que -
relacionaréd la variable con las dos regiones: La re -
gién de la funcifén z y la regibn de la funcidn @ con
la finalidad de obtener todos los elementos de flujo.
En nuestro caso tendremos el siguiente plano paramé -

trico (Fig. 6.3) :

Plano 5

¥ /7

" ./ ’ # 4 .__r L
VLR R e
{ -m 0 ™

Fig. 6.3
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Aplicando la transformacidén de CHRISTOFFEL-SCHWARZ
con &ngulos interiores en el plano w igual a T7/2

se obtiene :

W= M d s +N
(i. 5 )1-"/2/17 ((+ g)i—"/e/rr(m_5)1-ﬂ/2/rr(w+5)5-"/2/”

o

ré
w=M | dé + N (1)

|
)V (1-82) (we-5%)

Para el c8lculo de las constantes complejas My N

se tiene
a) Punto de simetria : W = 1gq para S5= 0
en (1) se obtiene N = 1iqg
USRI e E% + 1q para £§= 1
en (1) ry
kH ig =M db + iq (2)
2 \ 2. . 2 2.
Jo ¥ (1=67) (m"= &%)
1] .- Generalmente como consecuencia de la transforma

de CHRISTOFFEL =~ SCHWARZ se presentan integrales de

rma
R[ x YP(o] ax

R (x) es una funcibn racional de X vy P(X) es un

polinomio en X. Asi, suponiendo que P(x) es de tercer o

cuart

o grado en X y la integral no se puede expresar por

una sola funcidn elemental dicha ecuacidn es llamada INTE-

GRAL

ELIPTICA.
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La solucibn de las integrales elfipticas de primer &6rden, -

cuya forma es la siguiente:

X
dx , (3)
1 W (1-x2) (1-m2x?)

m : médulo de la integral

fué introducida por LEGENDRE en 18 25, constituyendo el fun
damento de la teorfa de Integrales Elipticas y asociadas a
las funciones elfpticas, y se efectfia de la siguiente mane
ra:

Hacemos x = Sen @@ g = Sen-lx

siendo @ : Amplitud de la integral
de donde se obtiene:

&

I

F (m,®)

dg

.4 2
Js 1-m Sen @

siendo : F (m,d) = Notacidén de LEGENDRE

En esta tesis particularmente trabajaremos con la Integral

Eliptica completa de primer 6rden de la forma

T

K=F (m, T/2) = ag = F(m,arc-Sen 1) (4)
5 ﬁfl-mESenzﬁ

para que una integral eliptica sea completa ¢ T/2

En el Apendice A se presenta una Tabla de las Integrales
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Elipticas completas de primer 6rden,

Ejemplo .- Hallar la sigquiente integral

s = F(0.5, T/2) = K
] vV (1-x2) (1-0.25%%)
X=S8en 1 =@ = T/2 ; lntegral eliptica completa de
primer 6érden con m = 0.5
Del Apendice A con m2 = 0.25 : K = 1.686

Se deber& tener en cuenta en éstos tipos de integrales dos
casos:

I .- (a) Cuando m » 1

X
/( dx
2 > 2.
A \/(1-x ) (1-m%x%)

x =Y/m , Y = Sen ¢

Y/m
j =
o (-v2/m?) (1-¥?)

(b) Cuando mc¢1l

=

F (m, @)

3|
3

donde Sen ¥ = mSen @
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IT .- Amplitud igqgual a 1/m (m < 1)

Ir“ . i/m

“{/m
j{ dx = f dx + | dx
1 | .lr - e | :' _
0 V41—x2)(l—m2x2) jg ”ﬁ[l—xz}[l—mzle J1V41-x2)(1—m2x2)

&/m
= K + /[f dx
\ ’\/(1—x2) (1-m°x2)

Llam&ndole m6dulo complementario (m') : m = 1-m

i/m

dx K + iK'

\/ (1—>~:2)(l-m2x2)u1

0

donde K' es la integral elifptica completa de primer Orden con

médulo complementario m' ,

Debiéndose de tener en cuenta también la siguiente relacidbn
K'(m) = K(m'")

Continuando con el proceso para hallar las lineas de corrien-

te y equipotencial en el plano w en funcibén de § obtenemos

de la ecuacidbn (2) el valor de

i
dx

r =
|
Jo Na- 5% me- 6%

y relacion&ndolo con la ecuacibn (4) tenemos
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/2
K = dg (5)

\/1—m2 Sen? g

reemplazando (5) en (2) se obtiene :

_ kH
Moo= o= (6)

de (6) en (1), obviando el valor de N dado que en el plano
paramétrico § solo se tiene el eje de las absisas, obtene-
mos

w = KH ds (7)

2K - —
o /=62 m*- 5%

Siendo ésta una integral de forma canbénica para su solucidn

hacemos £ = mt
/5/m
w - kB 1o e
2K | e
/ ﬁf{l—mztziimz—mztzi
A0
I,."S/m
w = kE | dt (8)
2K f 3

Jo N (1-t%) (1-m%t?)

Hacemos § = « a lo largo del eje real del plano § para
| & | < m . Asf para el segmento comprendido
™mede la ecuacidbn (8) podemos escribir de la siguien

te manera
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4

e /5 /m }
w = X — v dt (9)

2K ﬂ
o V(1-t%) (1-m?t?)

/ / =
S N 1-£2) (1-m2t?)

Aplicando el concepto de integral eliptica de Legendre y -
multiplicando y dividiendo el segundo miembro por i la ecua

cibn (9) se deduce

c = KH K + 1 / dt ‘
2K f ' '
Jy A %-1?) (1-me?) ]
(5t
w = }ﬂ + kHi | dt 1
2 2K } . 610)
/v A (£2-1) (1-m?t?)
Calcularemos la funcibn :
If"’_§/rﬂ
L (@) = dt
l,‘ =1
.7 N2 - 1) (1n?e?)
Por Legendre sabemos que m'2 = l--m2 siendo m' = mbédulo -
complementario. Asi mismo tenemos que:
- isT
[ m
LE)= &' - K 1 (11)

y
/ *\I,f{l—tz‘,l (o 2%
(@)
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y siendo K' = ; seglin la Nota -

cibén de Legendre.

y teniendo en cuenta la Nota 1 podemos escribir (11) como:

—
L (g) = K'-F (m', arc Sen ﬂéL%Tg——— ) (12)

(11) , (12) en (10) para m < g < 1 hallaremos la Ecua

cidbn General:

w () = kH kHi [ K' - F(m', arc Sen % 1- 0‘7‘)
2 e - (13)
L m
Nota 2 .- Los valores de m, m' , K, K' se dan en el APENDICE

A

En particular para 0= 1 1la ecuacibén (13) la igualamos a

— + gi y obtenemos

= k HK' (14)
2K
reemplazando la ecuacidn (14) en (13) para m < ¢ < 1 se
tiene:
27
- kH . N . Yg,.g__ 1
w(aT) >— + iq 1 F (m', arc Sen ey )i (15)

K'

en forma similar para el intervalo -1 <0 < -m se obtiene:
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w(ag) = = kH + iq 1 - F(m', arcSen Vﬁ_ )] (16)
2
. |
en las ecuaciones (15) y (16) se hace A= arcSen Yi-a°
™m

J1- 02 : .

:Smky se halla en forma general

m'
W(d)= + kH + iq [ 1-F(m',)) (17)
2 K"
Para intervalos ms 0 < 1; -~ 1< 0d £ -m siendo
g=R(s5) se obtiene
.
W= @g+iY = + kH +ig | 1 ~Fm', A ) |
2 K! ]
Por lo tanto:
2
'
g = qtl-F(m.A)] .
Kl
= |
siendo A = arcSen ﬂflw a
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C8lculo de las caracteristicas de filtracidn de una

Presa .-

Para ello obtenemos la relaci6én del plano z y el pla -
no w es decir, 2 (w); para ello nosotros tomamos pa
rdbola de Kozeny (la Fig. 5.5), y la relacibén 2 = C a)z

y su respectiva deduccibn hallando la siguiente férmula:

v o T 1 [ K(h, + hj) _w]z
7Kg 3

en esta f6rmula se debe de tener en cuenta que debido a
que las lineas de corriente son simétricas al eje de or

denado en el plano «w se hace una constante Ho = h,+ h,
2

para una simplificacibn de célculos.
Para hallar la relacién anteriormente mencionada toma -
mos una de las funciones auxiliares utilizadas por Nume

rov para este tipo de cédlculos

Z (w) =X+tY = z(w) + 1 [ k(h, + he ) _w (20)
2kq | 2

A continuacibén estudiamos la naturaleza de la funcidén -
sobre el contorno de la regién de flujo ABCD

a) A lo largo de AB donde ¢ =90 , yz0 = Y =0 (21)

b) A lo largo de BC obtendremos la siguiente ecuacibén -

asi

Y
X-7

De la Fig. 6.1 : Té pm =
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de donde (X-)0) Sen 3T = Y Cos pm
X Senpm - Y Cospmw = J Senpn (22)
asimismo , @ = 1 KH
2

Igualando y resolviendo las ecuaciones (20) y(22) ob

tenemos

X Sen}’ﬂT - Y CospPT = Sen BT j'+Hr|h ‘TL ',“"?]-f('-:.:}i-"'(__&}

)
9

= { Sen B 4 kb Sen gt + by ¢ Cos P - L (2Senpm

249 q 29

-

- Coup [377 Sen 527 2
X Sen PTT -Y Cos BT = .?- .k_h_z ]5@-4}3.“ +}1L‘-L-‘L' 'f»’r ™ = -f_"_r "-!’/ (23)
] ? L:I t_i & b \'j

c) A lo largo de CD donde @ = k(h, + h, ) Ky
2

y ¥=9 — Y=o (24)

d) A lo largo de DA observando la Fig. 6.1:

Tﬂ AT = y_ entonces X Sen«l - Y CosaxT =0
y también se tiene @ = - kH
2

Similarmente a la ecuacibébn (23) se obtiene

-~ A?S :) n I'11COS s -t"l'll a
Sy = Teo¥ = & 29 9 ALY E_zﬁ!f ¥ (25)
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Observando las ecuaciones (21), (23), (24), (25) se nota -
que a lo largo de los lados del recté&ngulo en el plano la
funcibn analitica 2z = X + 17 es desconocida pero -
se expresa como aX + b 7/ = C donde a y b son constan -
tes y C es una funcibn de contorno o de borde. Por 1lo tan-
to el problema, ahora, es resolver la funcibn Z dentro del-
rectédngulo @ » para ello utilizaremos el llamado "Proble
ma de HILBERT - REIMANN'",

Entonces reemplazando (19) en (23) y (25) nosotros obtendre
mos la siguiente simplificacién

a) Para - 1¢Jd < -m

X Sen X1l - Y Cosati = kh 2 Sendl +

2q

. ] 2
ths Cosm[q (l "R A ) )—>J -senxT 9 |1 - F(m',))

q K’ 2 Kq KW |

2
= kh, Sen XT + h, Cos «x- h, CosxTi F(m', A ) -
2gq K'
_ gsenat [ 1 -2Fr(m',A) + Fi(m', A ) |
2 k | K k2 |
= khj2 Sen & T + h, Cos«T - h, Cos«T F(m':)\) _ gSenxT_
29 K 2k
e
gSenX T F(m', A ) _ g SenxT Fm', X )

k K’ 2k K!



- 103 -

Agrupando términos

2
_ [ kh, 1T_qSeno(IT) _
= T Sen A T + h, Cosad e
2
_ _ g SenoT F(m',A) _ (g Sendn F®(m',A)
(h, Cos oW K ) % (=) s
. = 2
Haciendo : aj = kh,” o ¢ & h, Cos ot - q SenaTm
2q 2k
= _ g SenxTm
a; = h.\ Cos 1T P (26)
o = q SenaTr
2 2K
X SenoaT = ¥ Cosd Tl = a, - a; Fm', \) a, E‘Eim'é,l. ) _ P, (27)
K' K!

b) Para m <« 0 < 1

2
X SenpW- Y Cosgm =1 Senpmkthz_ Senp™ - h, Cosp7, ,g)

= SenpBm
2 kq
.
=) Sen BT + kh,? Senpm + h, Cosfﬁﬁrl - F(m', \) J
2q I K!

2

- Senp T q ‘ 1-2Fm',\) , F {méi')'. l}.
2 kg L K' K'

Agrupando términos

={98enpﬂ + khg2 Senpil + h, CosBT - g Senpn} +

2q 2K
q Senp7
+ S i h, Cos 30 F (m', A ) ( —) -
{g'ﬁ%ﬁ_ - ’ } -k T 2k
. F2(m',/\) '
2

Kl
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I

. 2
Haciendo : by, fSen pi+ h,Cos p + kh, Senpw - g _Senps

29 2K
b, = h Cospﬁ - qmggggg;
1 2 K
(28)
b2 = q Senggﬁ
2k
Obtendremos
2
— i - = 1 ; 3
Kt K
c) Para |o|<m y o>t : Y= 0 (30)
Introducimos para la resolucibn del problema una funcidn da-
da por Numerov
. - 1-
T () =i m-5)P m-~-5 "= 1) (31)

examinando esta funcidén observamos que produce valores imagi
narios para valores reales de ¢ [ o = Re (6)]
en el intervalo =mc @ em (1 ¢cy)

Ademds el argumento es de 1M/2 para O £ O <« m

Asi, para diferentes segmentos del eje real tendremos las si

guientes expresiones de T ( § )

a) Para ]oﬂ Zm
T (¢) = 1i(m —-cr)p (m + @ )1—d (1 -o‘)l-P (1 +a0 )%
b) Para n <« c¢ } :
T (g) = (0-mP m+a)t (1-0) 1P (1eo (V2R (32)
c) Para -1 ¢« o <« - m :
P 1-o 1-p & i (37 -)
T () = (m ~0) (-m-aq) (1 -J) (1L +0 ) e
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d) Para =-oo < (@ < =1
T (6) ==im ~a)P (cm )17 (1-0) 7P (21 -6

e) Para 1 < J ¢ oo (32)
T (g) =-i(c-mP m+)" (o= TP (1 4o

siendo  Re [8ﬂi(1/2_u>z}=){5emuﬂ - Y Cos xT

El producto T (¢ ) Z (g ) es puramente imaginario para =

glem \ \GI > 1 y la parte real es cero en

estos intervalos.

En los intervalos m £ 0 < 1 y i & T e = ,

la parte real de la funciébn T (0) 2Z (o) es conocida -

por las ecuaciones (21), (23), (24), (25), (31) y (32).

Seguidamente analizaremos la naturaleza del producto T (5§ )
Z (%) en la vecindad de 5 = o . Como Z (5) es wuna
funcidén analitica limitada en el semi-plano § , para su -

desarrollo podemos aplicar la Serie de Laurent de la forma:

[#=]
; 5
2 (5) = 2, —ow (33)
M=0O
donde: para =<y| > 1 la parte imaginaria de Z es cero

(Y=0 ) vy por propiedad de la funcibén Z (5 ) dada por el -
Principio de Simetria de Schwarz obtenemos unos valores con
jugados en puntos conjugados 5 y 5 . La constante Cn =

es real.
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Para la funcibn T (§ ) en la vecindad del infinito de la -
ecuacidbn (31) y (32) obtenemos

1-o 1-58

.2
T(5)=-i521-m)P @+m)Ta- 0 (140
5 5 £ 5
2 =4
= - 1 1 + R
T (5) i5°( Z =) (34)
donde los coeficientes dn son reales. De las ecuaciones
(33) v (34) en la vecindad de se tiene
.2 d d
T (9) 2 (5) =-1 S " i 2 . + C C
(1 =+ =3 ...) (g §_1+%+ +++++
T(5) 2 (s) =-1¢Cus% -1+ %%y -
- i (o + C19:%%2) + .- (35)
Asi, la nueva funcibn
WIE) =T () 2 (s) +1 % $2% 11 + )¢ (36)
es limitado por y es una funcién finita por lo que es

conveniente utilizarlo como una funcibén auxiliar. En resu
men, es analitica en el semi-plano completo (incluyen-
do § =a ) y continua sobre el eje real. En intervalos -
donde Y = O la nueva funcidén tiene la propiedad que la

parte real desaparece.

La nueva funcidn de finicos valores y continuos sobre el eje

real, pero teniendo las siguientes restricciones:
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F(a) d(q) m g
f(g) =Re W(a) = -P(a) 2 (a) -1 < 0 <¢<-m (37)
© lofem y Jo|>1

donde P y r se dan en las ecuaciones (27) y (29) respec

tivamente y

O
aQ
I

(0 -m)F m+o)t” 1 - I P (1 46

s
qQ
]

m-0f (m -7 1 -0 1+ e)”

Por lo tanto el problema se reduce a la solucibn del llama-
do Problema de DIRICHLET para el Semi-plano, es decir, se -
considera la combinacién lineal de dos funciones X e Y

y solamente se necesita la parte real de Wpudiendo escri -

bir lo siguiente

(1

i f) dt Lic
T j# t - 5 (38)
1

S -

Witg) = -

Siendo C una constante real arbitraria.

Seguidamente reemplazamos la ecuacién (31) en (36) y la =
igualamos con la ecuacibén (38) y dicha ecuacibébn la dividi-

mos entre i y obtenemos

(€091 * €1 § + Cg §2 +(m- § VB o(m o+ 5)1-0( (1- 5)1-’8 (1+5 ).
(1

- 1 | {(t) at
yA = — B +
(&) “..J-i e

C (39)

Para hallar las constantes Co’ Cl’ d y C reemplazando en -

la ecuacibn (39) los valores de S=*Im y & 5 *1
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a) Para £ = m en (39)
i
ey
(Cqdq + Cy) m + Cy m™ = 1 f(¢) dt , ~  (40)
LU t - m
Restando (40) de (39) y dividiendo entre m - 5 se og -
tiene :
o Pl l-t 1-P
Codqy + C + Copm+5) = (m-5) (m+ § ) (L &0
(1
ol {
AL +5) 2(§) = - 1 | _J(+) dt (41)
T ] (t-m) (£-5)
/-1
(41)

b) Para 5 = - m obtendremos una similar expresidn a

utilizando el mismo procedimiento y ésta misma ecuacidn:

Co ~tm-5)F Tm+5)™ T @-sH)TP s 25y =

g

f (t ) dt (42)
(t-m) (t + m) (t= 5 )

= 1
W -1

c) Para § = 1 y realizando el mismo proceso

=T T e Y = P o wiey® 7z (&) =
lri
_ 1 | FC1 ) dat
= °F / 2 (43)
Joy (ET=mT) (E=1)(t=- § )

d) Para § = -1 se obtiene de (43)

4

| fe) ae = o0 (44)
f

J, m2-t}Ha - &%)
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Restando (44) de (43) y resolviendo para hallar Z (§ ) obten

dremos una expresidn dada en forma simétrica

2 (5) = -2 m ) 7" mes)™ 1-5)° ()t
1
f (t) dt (45)
[ (mP-t?) (1-t?) (£- 5 )
Reemplazando (45) en (20) para hallar Z :
2 T .
z(5>=__L[k_Lh thy ] _I1(5)
2kqg 2 Ll
1
|l f(¢) at (46)
J, m®=t?) (1-t?) (e- 5)
siendo T, (5) = (m-5)1"F (m +5)* - (@-5)17

La ecuacidn (46) es llamada La Funcién Caracteristica de
Flujo.

En este momento habremos hallado la solucidn completa de -
las caracteristicas de filtracifén de una presa: q dada en
la ecuacidn (14), @ y ¥ dadas en las ecuaciones (18) y (19)
respectivamente, el m6dulo m que se determine de (44) y -
la funci®én caracteristica de flujo (46); pero el resultado
de estas ecuaciones no pueden aplicarse directamente en In-

genieria por lo que plantearemos algunas restricciones o
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condiciones que generalmente se utiliza para este tipo de
cdlculos

a) El valor de 9/kH es muy pequeno; despreciable

b) E1l mbdulo m tiende a 1y m'«~ O

c) El valor de F(m' , A ) =)\

Aplicando estas condiciones se reducird la ecuacién (44) -

a una forma compatible para lo cual reemplazaremos la ecua

cibn (27) y (29) y (37) en (44) obteniendo:

-m a 2
a F - "2 F
(a, - 21 = ) dye at
. 2 -
. S LS (t2-m?) (1- t2)
1
2
b -b, F - b. F (£) dat
- |(o 21 b, T) s 20 (7
” K" K2 (£2 - n¥) (1 - t%)
"
donde F=F (m' ,A) = F (m' , arcSen \/l —0‘2 )

’
1

m
é}‘ Y d; son definidas en la ecuacibn (37).

La ecuacibén (47) podemos hallar en la misma forma del proce
so anteriormente seguido, designando los siguientes integra
les:

-
. J, ® at

: (t2— m2)(l - t2)
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m
P~ -1

Pa+e 1 ae

Yim -)™% (1 - &)

(m - t)
1
reemplazando t por - t escribiremos Po de la siguiente for

ma
"4
P, i= $ (t) dat
jm
donde ¢(t) = m+ ) Tt -m N1+ P1- =t
Asimismo
[~m . 71
"1 : > 5 = | ¢ () Fat
Ly (E=-m)(1 - €t7) Jm
r-m
i 2
= c) i
P'2 ,] a {t) F at _ .‘ 3 (t) F2 dt
/J--] {tz"mz:' [l"tzl _,.I'rn
e introducimos tres integrales andlogas
F
' —
P! .: @Jt) dt
= T
ri
P'y = | % (t) Fat
A ™
-y ,
EAPE , 3, (t) F° dt
s ™m
= - - o =
siendo @Jt) = (t---m)‘5 l(t + m) (1 - t) P (1 + t) L
Por lo tanto la ecuacibn (47) es de la siguiente forma:
_ a _a _ - b b ,
e Po 1 o “2§.P2 bo P o ¥ =1 P'l —gé P =o (48)
K' K' K' K'

Las integrales Pn y Pn' podemos simplificarla asumiendo

F (e, m') =~ o : m = 1
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Asi, haciendo la deduccibn para la integral Po tendremos:

_ - 1B- - -
mre)? "I ()P 1+ e P =) Pl (p o) (e (1400 T2
|
l+tl
P~-1
= (1 + t) (45)
Asimismo :
-1 - - - =
A+ Et-mTa -0 s a-mTT -t
-1 1 t=-1 =1 1 t-1 1
+ = e = - == 4---.) = =
vy (1 t) > (1 + 5 ) 5 (-1 3 + ) 3
entonces
f1
1 ! 3 - X -1
PO ~ 5 J.'I (t m) (l t) dt
4 m
haciendo el siguiente artificio : 1 - t = (1 - m) X
Convertimos la integral en una FUNCION BETA (T )
[i
P, o~ L | X T(1-x)"%ax = 3 B(x,1 -&)= 2 I (0T o)
2" ¥ I (1)
~ T
2 Sen oo T

Similarmente podemos hacer la siguiente aproximacibn

Para hallar

to gue para

T

2 Sen B

la integral P

P

O

1

utilizamos el mismo procedimien
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2" o
Haciendo F (m', arcSen \[ 1-t -. arcSen 1-t
e ) Tm
1 1 R —

- X ~- = bad

Pl ~ / (t - m) (1 - t) Sen 1 N/ 1 - t2
2
/m m'
-1 o o
reemplazando : Sen V1= _ T 7
m' 2

t = \/; - m'ZSen2 mT ~ 1 - £ m'2Sen2 M T
2

2 2
dt = - =1l m'2 Sen —LL Cos =T d=
2 2 2
1 -t ~ = m'2 Sen2 TT_
2
t - m = (1 - m) [ 1 - l (1 + m)Sen2 = ;:(1—m)Cos2
2 2

reemplazando estos valores para hallar Pl

r

2 ] 1-2 2 ,
T T Ctg Tt dT _ i fi (ot )
4 j 2 4

O
Utilizando el mismo procedimiento hallaremos P2

(4 2

3 1-2« = 3 )
Py . I IJ'CCtg T T dT il fs (
8 y 2 4

Asimismo

i - —
Pyl ol 5 (t-m) P ~1(1-t) P sen”l 1 - t? dt =

/ '
2 /JI.I"I:'H m

| S

2
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1
3 2 -1
v [ ctg” P 3
= ,.' T g rc dT SR | ;1 (1~ )
4 J 2 4
o
3 f_J 7] 2B

' 3
N 2 4

Observamos que la ecuacibén (48) contiene K' que para m' ~ 0

-

podemos tener K' =~ Ti/2.
Reemplazando en (48) las expresiones halladas de Po, Py

P2, ..... , Y las constantes Qs @qr ceeeny bO’ bl’ ...... 5

dadas en la ecuacibn (26) y (28) obtendremos

) =

- — -2 5:1(0() +bl )[1(1‘13)'2""2 )rs(o‘ y +
Sen o T Sen {BTF

+ 2b, f3(1-P) = o0
h, CtgoT -h, CtgPT + kh,2  2k.°
1 2 P dl T2 (h1Coso£TT— g Sen o).
2q 29 k
- - _9g
.fl (A) + (h2Cos pT - _g SenpT) fl(l B ) _k_Senomf3(0< )+

k

+ L Sen pw £, (1 -P ) = O

3

k

Haciendo la aproximacién de esta ecuacién para [/

2 _ 2

)
P~ k —2L 2+ Ctgo(TT—COSNTTf(ol)] +
- 1 1

+ h [—Ctgpﬂ’+CosPﬂ“fl (1—P)]—

0
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- —E— [_ Sen & T fl( o) o+ Sen[3Wfl(l— P)+Sent¥ﬂf3( %) -

- Senpu £, (1 - P )]

Si reemplazamos

1
_ = 1 1-2
f2 (&) fl (o) f3[ ) = / t(1- 5 t)Ctg Tt dt

2

Ao
en la ecuacibn anterior obtenemos

2 2
(h,” = h," )

Y: k

+ hy [Ctgom- CosaTE (ot )] -

J

29

- h 2[Ctgpﬂ - Cospn flil - P JJ -

(L) + SenFIT f2(l -B )}

1
~kQ

[ - Sen« Tt f2

Usando la propiedad de funciones f1 (1 - P ) vy f2 (L -p )

se obtiene para t =1 - T en la ecuacibn respectiva:
*
£, (1= p) = | toceg?P "L _ Tt g
1 | 2
Jb
Yy tendremos :
r1 1
£,(1 -PB) = | cegt 2P 7T | 1-2
1 P | =79 T ——dT - | Tctg PWTT-dr =
.r"lo .’,.-'JIO
= —=— - £, (P)
Sen P T
Similarmente

r1
i - 10 e 1-2p 1w T =
£,(1-p) = } (1- T) (j t+ —— ) Ctg 5 d T

o)
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- £,0B) + £, (P)

Reemplazando estas expresiones obtenidas en la f6rmula de

obtenemos
K (h12 - hzz)
/Q?i +hl[Ctg0(“ - £ (o) Cos o(ﬂ] -
1
2q
" q [ 1

-h, £, (p) Cosp™ - ——| — - f2 () SenoxT-

' k 2

=

- £, (B) SeinT] (50)

De esta ecuacibn conociendo los valores del coeficiente de
permeabilidad (k), de la longitud (/ ), los &ngulos « ¥y

P : vy las funciones respectivas fl' f2, 3% f3 (que se -
grafican en la Fig. 6,4 de acuerdo a las ecuaciones dadas-

para hallar P,, P;, P,) se podra hallar q.
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f f_. de acuerdo a -

1" 72" 73

los siguientes valores de o vy B dados seglin experiencia

En este grdfico hicimos varias a f

(Shankin, Numerov): para fl — 9° < «,B < 81°

Ejemplo .- Hallar el valor de g para una presa rectangu-
lar con dren horizontal.
Solucibn.- Para el caso de una presa rectangular con dren

horizontal se tendrd los siguientes valores

Reemplazando estos valores en la ecuacidn (50) se obtiene:

P,_kH2 _ 9 [

—_—

29 k 2

=

- 1, o)

Como el gré&fico anterior no se puede aplicar debido a que
« = 90°, A = 0° aplicaremos la fb6rmula respecti

va de fEE o ) e

[

1-1/2 x 2
£, (1/2) = | T (1- —L-)cegtV Tl at= =
/o
k H2
entonces ,?:: .
29 6 k
Por lo tanto q = k H

H2

W

) 2
f +\/ JA
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ECUACION DE LA SUPERFICIE LIBRE O LINEA DE SATURACION

Para obtener la ecuacién de la linea de Saturacidn reempla

zaremos en la ecuacibn (46) el respectivo valor de w

1

w= @ +ig = 5 k (hy +h,) = ky + iq
Asi tenemos
_ 2 -
B Ky + L v L n-)T P (- ) F1-0 )P (c1-0) 17
2q 2 k ™
a a F2
o == - ) dt

K K"
J m -t) "% cn-6)® (1-6)® 1 + )% (£ o)

bl Foo- bE F2 -
al 7 } dt

1-P (m + )% (1 - )P (1 + t)

(51)
. 1-o -
f'lﬂ (t - m) (t a) )

Estudiando la parte izquierda de la linea de saturacién limi

tado por - < s - 1 (entre Dy E en la Fig. 6.1)

- o

asimismo, se puede hacer la siguiente sinplificacidn:
m = 1, K' =« T/2 y
F (m',)\ )= X , obteniendose :

x ~ XY . . (1 -0) (-m -0 (-1 g
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[, © =% P w2 pl
. ) ( T mé ) at
2 (-m =) (1 + )% (t - o) N

J-1
i b - 2b ib
( o _wi F — 2 FE )
_ 1 | m L) dt (52)

2 Jy (t-mPPa-n?f oa-o

La diferencia t - 0 en la segunda integral es reemplazada

por 1 - O debido a un estudio de series

1 _ 1 (’1 -t -1 e )
t -0 1 -0 1 -0
para m=1, 1 < ¢ <« m, 1 -0 >2
por lo tanto se tendra i = 1
t -0 1 -&
haciendo la simplificacibn correspondiente
- 4 | ; 4b, 2
a, ~ % p_ %2, g2 | bg = 2b; p - 40, g
—_— —: dt — —7 dt
I T = m m
~
1- % | 1lc
Ay (met) T+ b Jo e -mTPa =P (53
&
. . —d
Multiplicando ambas partes por 1 (-t -‘fo (-1 _(T)l
T
y sabiendo que 1 - O 1 _ 1-t
t-Jad t -

Ahora, restando (52) -~ (53) y cambiando de signo la primera

2 obteniéndose

!

integral donde t = - 1 porque 1 - t

- X
Ky . @ .1 (n-a)*-1-0)?
2 KT
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- 2a 43 2
1 2 F at
Tr 9

ﬂ,z
i
f, (-m —t)d” (1 + t)l_d (t -0)

Introduciendo una nueva variable de integracibén por medio

de la sustituciébén

2

- g =m +(1 - m) d Sen ™ T
t = = 2 (54)
- d -m -(1 - m) Sen2 mT
2
obtenemos :
1
2 ! 1-2
X~- 4 9 4 | Ctg jﬂ C_ (a-221 F - %3 F?) 4t
29 28 Jo ° e
Hacemos
- / ' 1
F =~ Sen L n 15 = t2 ~ Sen ! /1 + t
w 5 ~ A (55)
V 1 -m { 1 - m
Como 1-t . 2 = 1 reemplazaremos
1 -m 2
= - .
sen”1 & por tg . X teniéndose:

De la ecuacidbn (8) se tiene

£ 2 R 0
= m sn «———
k H
Yy para = %@ < 4 £ -1
g = m sn 2% (% + 1iq)
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*
Nota 3 .- Definicién de Funciones Elipticas
FUNCION JACOBIANO

Considerando la funcidn:

X
~1
us= dx = Sen X
|
/ .{ 2
Jo 1 - x
X = SenlU cuando U es compleja

Observando la integral podemos ver que es una especie de -

forma de la integral eliptica de primer 6rden con m = O.
(X rd
; dx dg

.
J — = ] - =r
Jo le-xz}{l—mzxz} j; «jl - m2 Sen2 @

1

donde X = Sen @ y haciendo

@ = am u (amplitud de u )
X =Sen @ = Sen (amu ) = snu
Entonces X = Sen § = snu A
A/l - X2 = Cos § =Cn u FUNCIONES ELIPTICAS

JACOBIANAS

Estas funciones son importantes para la solucidn de los pro

blemas de hidrafilica referentes a medios porosos.

Basandonos en la ecuacibén (14)

J = m Sn - (¥ + igq), m | = m Sn( k'g + iK',m)

q | q

para la parte izquierda de la superficie libre y consideran

do que Y estd muy cera de hl tenemos
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+ - =
@ _ k{hl h2] B ky _ k(hl y) _KH _ Eihl y)
q 2q q q 2q q
Utilizando las f6rmulas deducidas de la NOTA 3 se tiene:
m Sn ( x + iK', m) = 1
Sn (x, m)
Sn (x - K, m) = _cn(x,m)
dn (x,m)
obtenemos
K' k(hl— vy ) 1
. an | —2 ", n
g & o - = - (56)
[} et -
Sn (K_gl m) Cn ,K k(hl Y) ,m|
q L q j
en la ecuacidn (54)
. |-1-¢ ] ar-a
A\l/ -m -G ﬁ‘/ a* - m?
en esta aproximacidn para m 5 1 : c+ 1 ~1
g + m
Asi, en (56)
R = 2 ‘ \
U= [dnx - Cn"x - on | K' k(h;-Y)
- - . m
dn®x - m® Cch®x . '
h —
vk~ ¥ (57)

~ Tgh -—

~

En (57) se tiene
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——

-1 1 -0 -1/ | d*-1
F o tg ( e tg_'T.T?_)xtg](—z_?tg T >
-m - O 2 0% -m

= tg-l(Lth —QE?E——Q

Con los valores de a, (ecuacidén (26)) y el valor de

{1
1-2 o4
llCtg T dT = —  (0<¢ x < 1/2)

Jo 2 Sen & 1

obtenemos la siguiente ecuacibén para la linea de saturacidn:

2 .2 [
k(h, - ¥Y7) 2a 1-2«
X = 1 +h1 Ctgx ; J F Ctg 1T21' a7 -
2gq T do
i
_ 4a2 | F2 Ctgl-2o( TT .
2 )
T 2
/o

Los valores de a; vy a, se dan en la ecuacibén (26) e introdu

ciendo las siguientes notaciones

."1

| _ -
Fl (u, ) = 2 Cos XTr ' Ctgl 2 nmT tg 1(‘th ;EI;_)dr
Tr , 2 2
J D
(1 1-2 ¢ -1
F, (u,e0) = 2 Cos T Ctg Tt tg (utg T ).
o | = 2
A0
[ 1. -1 <
J1 - = tg © (utg }W at
L " 2

Por lo tanto la ecucacidbén de la linea de saturacidn (parte

izquierda) sera
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2 2 ;
k (h -y - k v (h, -
X =~ 1 + K Ctga Fl (tgh 1 Y) u>1+
1 ’
2q 29 J
k 1 (h - vy)
k 29

Similarmente la ecuacibn de la linea de saturacibn (parte

derecha) es :

2 2
x =1 + Kby -y}+h2F3 tgh KT (¥ = hy) ;3J+

2q 2g

q kT (y = h,) :
+ —;— F4 tgh 2 , B (59)
L 2q d
donde: 1
| - -
Fq (u,p) = 2 Cos BT | tg1 2F mT Ctg l(utg nT )dt
i / 2 2
/o
(t
1 2 | 1-2 il -1 ¢
F, (up) ==— -2 genpr |tg “P T | Ctg™ (utg TT | g
2 .' &
/o 2 i} 2
Las funciones F, (u4a), F, (u,x) se grafica en la Fig. 6.5

1 2

para diferentes valores de X.

Las funciones F3 (u,p), F, (u,B) se grafican en la Fig.6.6

4

para diferentes valores de B.
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CAPITULDO VII

EQUIPO DE LABORATORIO

El equipo de Laboratorio utilizado en este estudio expe
rimental es el Perme&metro tipo Darcy y el equipo en el
cual se coloca el modelo de la presa de tierra que nos
servirdn para hallar el coeficiente de permeabilidad vy
las lineas de corriente - equipotenciales (red de flujo)
en el modelo respectivamente.

7.1.- Permefmetro de Darcy.-

El Permedmetro de Darcy o Tipo Darcy como se le -
llama es el auxiliar indispensable para trabajar

en el modelo porque nos permite determinar el coe
ficiente de permeabilidad k de un material segfin
la siguiente férmula:

dh
a1

ve=k (1)

donde v es la velocidad de filtracibén o de de--
rrame en el material a través de una seccibn S y
dh/dl es el gradiente hidr&dulico.

En la Fig. 7.1 se hace un esquema del Perme&metro
tipo Darcy realizado seglin los planos SOGREAH ya
que posteriormente insertaremos fotografias para
observar el que se utiliza en el Laboratorio Na--

cional de Hidr&ulica ( Fotog. 1, Fotog. 2 ).



F6togr. 1.- El1 Permedmetro tipo Darcy tal como se encon
trd en el Laboratorio Nacional de Hidr&duli-

ca.

F6togr. 2.- Permeémetro tipo Darcy que se utilizd para
hallar el coeficiente de permeabilidad en
el cual se observa el equipo tal como se -

uso en la parte experimental.
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PERMEAMETRO TIPO DARCY

Suministro
0

alimentacion

1.63 m

08 m

=
/

0.9 m = -
Fig. 7.1

T

Observando la Fig. 7.1 y basado en el Principio

de Darcy notamos que estd esencialmente consti-

tuido por:
./
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(D . Una barca de ensayo cilfndrico, vertical, des
tinada a contener los materiales que deseamos
medir la permeabilidad. Tiene de seccibn - -

Gtil 100 cm?

. Yy altura Gtil 20 cm.. La dispo
sicibén interior de la barca estd provista pa-
ra que el derrame se elimine completamente vy
correctamente a través de toda la seccidén - -
Gtil del material en ensayo y que la carga in
trinseca del aparato sean sensiblemente nulas
en comparacién con el caudal de infiltracién.

C). Reserva de alimentacibn a carga constante; pe
roregulable de 0 a 50 cm. permitiendo la alimen
tacibn a caudal constante de la barca de ensa
yo. Esa reserva es la misma que alimenta a -
partir de una adicibn de agua propia del labo
ratorio.

(). Tubos piezométricos que por un aparejamiento
de medidas permitiré&n la determinacién de 1la
carga total sobre los materiales.

C). Probeta donde por el método volumétrico se me
dird el caudal de infiltracibn en un determi-
nado tiempo t.

C). Tabla-soporte especialmente adaptada.

Los elementos met&licos esenciales del aparato es

tdn hechos de acero inoxidable, cromados.

Procedimiento.- El procedimiento que se usa es el

/.




siguiente (utilizando la Fig. 7.1):

Se abre el suministro o alimentaci6én de agua para
que pase hasta la barca (2) en la que se encuen--
tr&n dos tuberias en su parte inferior una de las
cuales alimenta a la barca (1) y la otra cuando -
se produce el rebose para desaguar, osea, para
mantener el caudal constante. El material en la
barca (1) est& provisto de filtro de papel y de -
una piedra porosa en ambos extremos, en el cual -
al llegar el agua de (2) comienza a pasar hasta -
que rebose; éste rebose pasa a una probeta (gra--
duada en cm3.) en el que en un determinado tiempo
t se habré& hallado el caudal de infiltracién.
Asimismo, al producirse el rebose en la barca (1)
por otra tuberia pasa el agua hacia el tubo piezo
métrico donde se medir& la carga A H (cms.) y con
estos valores podremos hallar el coeficiente Kk -

por el siguiente célculo:

- — 1 l - — 9
De (1) : k =v A ¢ Pero v S
. _ 0 Al
De donde: k = S AR (2)

Por construccidn

S = 100 cm?

y A1l si tuviese s6lamente los fil- -
tros de papel seria igual a 20 cm.; pero como tam
bién utilizamos la piedra porosa, 1 = 1.2 cm. pa-

ra las dos piedras, A1 = 18.8 cm. y reemplazando

./
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Valores en (2) obtenemos:

K = 18.8 Q 6 sea K = 0.188 Q (3)

100 AH AH
donde Q est& expresado en cm3/seg. y AH (carga -

medida en los tubos piezométricos) en cms.

MODELO DE UNA PRESA DE TIERRA

La presa de tierra (arena) se construye en una cube
ta de 0.96 x 0.23 x 0.45 m3 con caras frontal y pos
terior de vidrio, tiene un soporte metdlico de base
1.35 m. y de altura 1.12 m.; asi mismo para el tra-
zado de las lineas de corriente se llena un reci
piente de fluoresceina que se utiliza como coloran-
te el cual circula a travez de tuberias en cuyo ex-
tremo se tiene agujas hipodérmicas que se colocan--
en el paramento aguas arriba de la presa, éste equi
po se encuentra sobre un soporte de madera. Todo -
ésto podemos observarlo en las Fdtogr. 5 al 10 como
también el abastecimiento de agua y desague.

El material utilizado en la presa es arena, que se
describen en el Capitulo VIII-8-1, de tres sitios -
diferentes: Santa Eulalia, La Molina y San Juan.

El filtro utilizado es confitillo de didmetro no ma
yor de 1/4". Se hizo una compactacidén manual en -

capas de 5 cm.



CAPITULO VIII

COMPARACION DE RESULTADOS TEORICOS Y EXPERIMENTALES

En este capitulo se encontrarén los resultados de los ensa
yos granulométricos y propiedades de las muestras tomadas;
asi como también el célculo del coeficiente de permeabili-
dad y teniendo por fGltimo un item muy importante el cual -
es la comparacibébn de los resultados tebricos y experimenta
les que nos podran ayudar a determinar el porcentaje de ve
racidad de las f6rmulas halladas empleando la Transforma -

cidn de Christoffel - Schwarz con la parte de laboratorio.

8.1 Resultado de los Ensayos Granulométricos, Limites de

Consistencia y Descri€ibn de las Muestras .

El resultado de los Ensayos Granulométricos y de los
Limites de Consistencia de las muestras tomadas se -
hallan en las hojas adjuntas, teniendo como caracte-
risticas principales:

a) Muestra de Santa Eulalia

Dﬁﬂ = (0.215 mm.

D30 = 0.163 mm.

D10 = 0.075 mm. (difmetro efectivo)
Coeficiente de uniformidad : Cu = 2.87

Coeficiente de curvatura : Cc = 1.65
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b) Muestra de La Molina

D 0.260 mm.

60

il

D 0.193 mm.

30

0.090 mm.

Il

P10

Coeficiente de uniformidad Cu = 2.89

Coeficiente de Curvatura : Cc = 1.59

c) Muestra de San Juan

D60 = 0,201 mm.

D

30 0.160 mm.

Il

D 0.064 mm.

10
Coeficiente de uniformidad : Cu = 3.14

Coeficiente de curvatura : Cc = 1.99

Descripcibn de las Muestras .- Para describir las mues

tras tomaremos como base los sistemas de clasificacidn -

siguientes:

1) .- Sistema de Clasificaci6én AASHO (Asociaci6n Americana
de Caminos Oficiales del Estado).
En este sistema obtenemos:
a) Muestra de Santa Eulalia y San Juan
Es un A-2-4 (0), es decir, son del tipo gravas, -
arenas limosas y arcillosas con un comportamiento

de excelente a bueno como terreno de fundacibn.



2) .-
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b) Muestra de la Molina :
Es un A-3 (0), es decir, arena fina con un compor
tamiento de excelente a bueno como terreno de fun

dacién.

Sistema de Clasificacibn SUCS (Sistema Unificado de-
Clasificacién de Suelos).

Las muestras de Santa Eulalia, La Molina, San Juan -
pertenecen al grupo SP-SM cuya descripcibn seglin es-
te sistema es la siguiente: Arenas mal graduadas, --
Arena con grava con poco o nada de finos con mezcla-
de arena limosa, mezcla de arena y limos.

Predominio de un tamamo o un tipo de tamaho con au -
sencia de algunos tamanos intermedios (limos inorgani
cos, polvo de roca, limos arenosos o arcillosos).

De nula a ligera resistencia en estado seco, de tena-

cidad nula y de dilatancia de ripida a lenta.
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Fé6togr. 3 y 4.- Se indica el volumen de agua que ha pa
sado a través del suelo (con la probe-

ta de 100 cm3), y el, tiempo que se demo

ra para hallar el caudal de filtracién.
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COMPARACION DE LAS CARACTERISTICAS DE FILTRACION EN UNA

PRESA DE BASE IMPERMEABLE EXPERIMENTALES Y TEORICAS

Se tomard la muestra de Santa Eulalia como la represen-
tativa de las tres muestras tomadas para esta compara -
cibn debido a que en laboratorio la diferencia entre és
tas es minima pudiéndose considerar despreciable en --
cuanto se refiere a las caracteristicas que se van a --
comparar; pero para justificar esto se ha realizado los
graficos respectivos donde se observa esta minima dife-
rencia principalmente en la linea de saturacibén porque-
en cuanto se refiere a las lineas de corriente practica
mente son iguales; lo mismo se puede afirmar del caudal
de filtracibn esto debido a la relativa diferencia del-
coeficiente de permeabilidad entre las tres muestras --

(item 8-2)

I .- PRESA CON FILTRO TRAPEZOIDAL (Fotog. 5 y 6, Figaip)

% de -
TEORICO * X
DESCRIPCION 129501 1905 DO 1 C Vgglg—
cibn -
X (m) | Y (m) [X (m) Y (m) (Teori
ca/exp)
Lineas de
Corriente
L.inea 1 10.0 8.20 9.77 8.20 | - 2.30
15.7 5.00 [15.94 5.00 |+ 1.53
20.5 0 20.69 0 + 0.93
Linea 2 15.0 12.80 |15.26 12.80 |+ 1.73
22.0 10.00 1|22.64 10.00 |+ 2.90
38.5 | 0 38.70 0 + 0.52




- 149 -~

DESCRIPCION EXPERIMENTAL TEORICO * 3ai?aqi6n
X (m |Y (m | X (m | ¥Y(m ‘zigf)lco/

Linea 3 23.2 |19.8 23.60 [19.80 + 1.72
25.0 |18.6 25.42 |18.60 + 1.68
30.0 | 14.5 | 30.22 [14.50 + 0.73
35.0 | 11.2 34.76 [11.20 - 0.99
40.0 8.9 40.62 | 8.90 + 1.55
45.0 7.0 45.14 | 7.00 + 0.31
50.0 5.0 50.24 : 5.00 + 0.48
55.0 4.0 | 55.83 | 4.00 + 1.51
60.0 3.5 1 61.10 | 3.50 + 1.83
65.0 2.5 66.20 | 2.50 + 1.85
70.0 2.0 71.40 | 2.00 + 2.00

Linea 4 29.2 |24.8 29.56 [24.80 + 1.23
35.0 | 20.5 35.94 |20.50 + 2.68
40.0 |16.5 39.86 [16.50 - 0.35
45.0 !13.5 44.77 |13.50 - 0.51
50.0 |11.5 50.42 |[11.50 + 0.84
55.0 |10.0 55.80 |10.00 + 1.45
60.0 8.5 61.05 | 8.50 + 1.75
65.0 6.0 66.20 | 6.00 + 1.85
71.0 | 4.0 71.96 | 4.00 + 1.35
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DESCRIPCION | EXPERIMENTAL | TEORICO * 3agiacién
X (m) Y (m) [X (m) |[Y (m) | (Teorico/
Exp.)

Linea 5 35.0 29.8 |[35.52 |29.80 | + 1.49

41.0 25.0 |41.38 [25.00 | + 0.93

45.0 22.5 |44.58 |22.50 | - 0.93

50.0 | 20.0 |51.03 |20.00 | + 2.06

55.0 18.0 |56.22 |18.00 | + 2.22

61.0 15.1 |62.09 |15.10 | + 1.79

65.0 12.0 |66.44 |12.00 | + 2.21

70.0 7.0 |71.29 | 7.00 | + 1.84

72.5 4.5 175.14 | 4.50 | + 3.64

Linea 6 40.0 34.0 |40.53 [35.0 | + 1.32

Linea de ! 46.0 31.0 |46.57 |31.0 | + 1.24

Saturaci6n ‘ 50.0 28.0 |50.39 |28.0 | + 0.78

’ 55.0 24.50 |55.65 |24.50 | + 1.18

60.0 21.5 |59.44 [21.50 | - 0.93

} 61.5 20.0 |61.52 [20.00 | + 0.03

' 65.0 17.0 |65.71 [17.00 | + 0.32

67.0 15.0 |67.25 |15.00 | + 0.37

70.0 11.5 |70.26 |11.50 | + 0.37

73.0 6.0 |72.81 | 6.00 | - 0.26

* Se ha calculado el valor de X teniendo en cuenta

las siguientes f6rmulas halladas anteriormente (Ca-

pitulo VI-3)
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a) Para la parte izquierda o aguas arriba

2 2
2q
+ 2 Tq 7 F (u,o)
3 2 ’
k
Siendo : u = Tgh KT (hl - Y

2 q

b) Para la parte derecha o aguas a bajo

XKx=1 + k (h," - y9) +h, Fy (u,B) + q F4 (u,p)

2 g k

Siendo : u = Tgh k7T (y - hz}

2 q

Siendo estas ecuaciones que se utilizan principalmente pa
ra el calculo de la linea de saturacibén se han asimilado-
también para las dem&s lineas de corriente haciendo va --
rias h segln el caso y hallando el caudal de filtracién-

pra cada caso con la fé6rmula:

2

2

1 = k (h,° - h,
29

- h, £,(P) Cospr - _q_[_;_ _ f,() Senal- fE{pmsen_;m]

k

)+ hy [ CtguT- £,() Cos o<1T]—




F6togra. 5.-

Presa con filtro trapezoi
dal; se observa como sube
el agua hasta la altura -
prevista (h) linea blanca
horizontal.

Fétogr. 6.- Presa con filtro trapezoidal; se ve las lineas
de corriente (de color verde) y el caudal de -

filtracibén, que se medira en la probeta de 1la

derecha en un tiempo t.
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Los valores de F,(u,a ), F(u,a), Fy(u,p), Fy(u,p),

fi(c(), f2( <), f3(F ) se hallan de los gréaficos respecti

vos.
CAUDAL DE FILTRACION ( 9exp )
S .
Easde Medi Vol (Cm3) t (seg) o (cm3/seg/cm)
1 250 9.6 26.04
2 250 9.5 26.31
3 250 9.6 26.04
4 250 9.6 26.04
5 250 9.5 26.31
3 de Varia
cibn
g Exp = 26.15 g Teorico = 27.40
4,78
IT .- PRESA CON FILTRO HORIZONTAL (Fotog. 7, 8, 9, 10, y
Fig. 8.3 vy 8.4 )
* DE VARIA-
DESCRIPCION EXPERIMENTAL TEORICO EION. A
X (m Y (m) X (m) Y (m) Teorico/Exp
Lineas de -
Corriente '
Linea 1 11.5 9.8 11.67 9.80 + 1.47
15.0 5.0 15.50 5.00 + 3.33
19.8 ] 19.20 (0] - 3.03
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EXPERIMENTAL TEORICO ** $ DE VARIA |
DESCRIPCION CION -
X (m) Y (m) X (m) | Y (m) TEORICO/EXP
Linea 2 19.0 | 16.0 19.07 | 16.00 + 0.37
25.0 10.3 24.43 | 10.30 - 2.28
30.0 6.0 29.20 6.00 - 2.66
35.0 3.0 34.36 3.00 - 1.82
40.0 1.0 39.91 1.00 - 0.23
Linea 3 23.5 20.0 23.83 | 20.00 + 1.40
25.0 18.0 25.68 | 18.00 + 2.72
30.0 12.5 31.19 | 12.50 + 3.97
35.0 8.5 34.41 8.50 - 1.68
40.0 6.0 39.99 6.00 - 0.03
45.0 4.5 44.83 4.50 - 0.38
50.0 4.0 49 .72 4.00 - 0.56
Linea 4 29.0 25.0 29.79 | 25.00 + 2.72
30.0 24.5 30.42 | 24.50 + 1.40
35.0 18.5 | 34.91 | 18.50 - 0.26
45.0 10.0 44.62 | 10.00 - 0.84
50.0 7.3 49.14 7.30 - 1.72
55.0 4.5 54.30 4.50 - 1.27
Linea 5 35.0 30.0 35.75 | 30.00 + 2.14
40.0 24.8 | 41.19 | 24.80 + 2.97
45.0 19.3 45.48 | 19.30 + 1.07
50.0 14.0 50.36 | 14.00 + 0.72
55.0 .0 54.76 8.00 - 0.44
57.0 .0 55.72 5.00 - 2.24
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I EXPERIMENTAL TEORICO ** : DE VARIA
X (m) Rl AL Y (m) TEORICO/EXP
Linea 6 41.3 | 35.0 41.71 |35.00 | + 0.99
Linea de - | 45.0 | 32.0 44.60 |32.00 | - o0.88
paturacion | .7 o (i 30,0 46.69 | 30.00 | - 0.66
50.0 | 27.0 49.32 | 27.00 | - 1.36
51.5 | 25.0 51.28 | 25.00 | - 0.43
55.0 | 20.0 56.00 |20.00 | + 1.82
58.0 | 15.0 57.41 | 15.00 | - 1.02
60.0 | 12.0 59.10 | 12.00 | - 1.50
60.5 | 10.0 59.80 | 10.00 | - 1.16
62.0 5.0 | 61.16 | 5.00 | - 1.35

** Para hallar el valor de X se ha empleado la siguiente -

formula deducida en el capitulo VI-3
Xak {Hz—xzj + H {CtguﬁT -Fl(u.,m] ] + g ngT\FE{u -
2gq k

Siendo W = Tgh ko (H-y)
2q

y calculando el caudal de filtracibn de:

2 1 f., () SenaT
1=k H_ H[C%uv-fl(u) Cos « T ] --ﬁ%—[—;- .

29g

e igualmente se ha hecho variar H y g en las ecuaciones an-
teriores para hallarse aproximadamente las otras lineas de -

corriente en X.



@g/

YIS

€'8 '6;y2 b4

& 06 SB OF GL OL SS9 OF G O Sy OF S8 08 $2 & & @ &

L —— TP —_—— — 1@
O R e o S -
g ds 457k ol o |
_ | !
| _ .
| _. = I T |-_
] T |
| :‘ . _ A | _ _
— -1 it
_ _ s "
| « | | . - ." i 3
| | , —— “ — - 1
| _ { _ | “ m. | -
. . J _ . _ _ _ = _
ﬁ | _ _ _ m | _
h_ | I { | | | i |
! | | 1| | |
m o 1 I I
_ | ] ] | . Lm g =5 - - | : | -
o =d
Sog/wd, _OI¥OI® 1 =1 NVAM NVS 30 VEiSINN [{IRTAS VIS valS3INW ) “Bespuo .o._.,o_:’._ =R
boy/ws,_0ix218°1 =% VNITOW V1 30 VYIS === b =i
OR/wo 01X 1€8°) =1 VNVINR VIS VNS @gs, T
wGE W Shea

A

= B & 3



Los valores de Fl(u-,d ), F2( w,o), flj <), £
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(«¢) se hallan

2
de los graficos respectivos
CAUDAL, DE FILTRACION
N2 DE ME
DIDAS e ) t (seg) q(cm3/seg/cm)
1 250 7.1 35.21
2 250 7.0 35.71
3 250 7.0 35.71
4 250 7.0 35.71
5 250 7.0 35.71
% de Variacibn
q exp. = 35.71 q teorico = 37.16 Teorico/Exp.
4.06
NOTAS

1.- Para mayor facilidad en la aplicacibén de las f6rmulas he-

mos tomado los valores de

X

y como conocidos para hallar

- No se ha comparado los valores de las lineas equipoten

ciales debido a que no se han tomado experimentalmente de

bido a las limitaciones del equipo,

trazdndolos de tal ma

nera que formen una red octogonal; pero teoricamente se -

puede hallar con las f6rmulas deducida en el Capitulo VI.



F6togr. 7.- Presa con filtro horizontal; el agua co

mienza a subir hasta el limite fijado.

F6togr. 8.- Se observa el llenado de la fluoresceina
una vez llegada el agua a la altura h pa

ra el trazado de las lineas de corriente.
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F6togr. 9.- Se continua llenando fluoresceina en el reci
piente, pudiéndose ver que ya se van dibujan

do las lfneas de corriente.

F6togr. 10.- Se han formado totalmente las lineas de co-
rriente y se toman los puntos respectivos -
de éstas para compararlos con la fase teéri

ca.






CAPITULO IX

APLICACIONES DE LA TRANSFORMACION DE CHRISTOFFEL-SCHWARZ

EN INGENIERIA CIVIL

Ademds de la aplicacién que se ha realizado a través de -
la tesis, que es una de las mas précticas, sobre una pre-
sa de base impermeable con filtros trapezoidales y hori -
zontales que son un tipo de elementos que ayudan a contro
lar los efectos nocivos del flujo eliminandolo de modo --
que resulte inofensiva desde el punto de vista de generar
subpresiones o fuerzas de filtracibn peligrosas o de pro-
ducir arrastres y tubificacién veremos otros tipos de --
aplicaciones.

Asi, se haré un ejemplo tefrico sencillo, utilizando la -
Transformacién de CHRISTOFFEL-SCHWARZ, de un dentellb6n -
con su tablaestaca en el pie (Fig. 9.1), en el cual se ha
llara la ecuacibn general que nos servir& para hallar las
presiones en los puntos més importantes de esta estructu-

ra y/o cualquier punto que se desee de la misma.
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Estudiamos este caso por ser general para este tipo de es

tructuras, es decir, porque si se tiene b b d, s se

17 —2'
tiene el caso de la figura 9,1, pero si s =d = 0 se tie

ne un caso particular igualmente préctico.

La Fig. 9.1 del plano z pasamos al plano & tomando por -

conveniencia los puntos A, C, E, G, sobre los puntos -

£= -, -1, + 1, +© respectivamente (Fig. 9.2) y los -
puntos B, F y D sobre £ = -1,, 1,, m.
Plano g

/{/ //iy’,’/ f/.{, //*"./ {/g/xf;///

Fig. 9.2

Aplicando la Transformaci6én de CHRISTOFFEL~SCHWARZ relacio

nando el plano z con §

" d’ + N
z = T
(5-1i~ T2/ (o4 )1 V2/0 (o
,
as
z =M = + N
G077 s+ 12 (¢ m L

z = M J (G-m) _df 4y

) V2-a
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— .
z =M \/ 5 =1 — MmCosh § + N (1)
Sabiendo que cosh™! I3 =1n (¢ +VGTEM:I)

Para hallar las constantes M, N y m se analizaré asi

Punto E : z = id ; £ =1

en la ecuacibn (1) : N = id
Punto C : z =0 : LE o= -1

en (1) : Mm = G

T
Punto D : z =1 (d+s) ; §= m <1
2R
5T == 1-m _ Cos_lm
d m

Sustituyendo estos valores en la ecuacidén (1)

7 = '%%ﬁ N/gz -1 - ~%7-Cosh_l5 + id (2)

Observando la Fig. 9.1 también podemos graficar dichos -

contornos en el plano w ; (Fig. 9.3)

L.’ §

P\Qno w

L
=
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Relacionando el plano w vy

CL):M

{

f

dé

5 se obtiene:

)

W =i M, Sen

Siendo

1

1

1/2 1/2
(5+ 1]) (5-1,)

25 + 11 - 1s

1

+ 1

1 2
.Y "
A
1 - 2 om
2
g Y L
2

Analizando similarmente que en el caso anterior:

Punto F :

Punto B :

w =

2
N =
w = -kH
My I
, T = M,

(3)
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En la ecuacién (3)

w= KB genl _StA kH
L A
Sen ( w + &%—> 5| S § 4 Xy
k H by
Cimplificando:
§ = A Cos -%}ﬁﬂ- — iy )

Sustituyendo (4) en (2) se obtiene la ecuacidn general -

que relaciona z con W 3

1/2
z g ()\ Cos bl Ali)z -1] - 9 cos h—l(...
T m KH m
Tw -
Cos remadic: = § ) + d 5
(/\ K H 1 1 (5)
En particular para Y = 0 a lo largo del contorno de 1la

estructura le corresponde un punto a lo largo de este con

torno y el potencial en este punto es:

3 el [ CXCOS gu _ A1>2 —1] - —g— Cosh-l<”
T m

(P-.Ccs T}Tj = ) + id

Para el cédlculo de las presiones escribiremos primero la -

distribucibn de presiones:
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¢= -k(i-y>+c (5)

C=-k (h - hl)

Ahora, considerando la ecuacién (4) a lo largo del contor

no impermeable ( (¢ =0 ):
g = - _%?_ cos™t Jé;%ji. para O ¢ Cos™! s 4')L.§'ﬁ
A
De (5) : _ @ .
F—Xm[—;-+3 - H + hl]

y reemplazando en esta aecuaci6n el valor de @ simplifi

cado hallamos la ecuacidn general de presiones:

r

1 H -1 * +-h

= — COS 5 1

P Juﬁt i ———;T--+ y - H + hl]

Es asi como podemos utilizar la Transformacién de -

CHRISTOFFEL-SCHWARZ para hallar presiones; asi en parti-

cular:
-1
Presibn en C : Pc =3L (f%— Cos A -1 _ H+ hl)
A
. _ H -1
Presibn en D : PD -Xw('TF‘COS Xg}n" + s + h2>
Presi6n en E : P =3L ( # cos™1 Ay 4 hz)
A
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* Ademds de este tipo de aplicaciones podemos tambié&n rea
lizar en cualquier tipo de tablaestacas (horizontales, -

inclinadas) utilizando el mismo procedimiento.
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CONCLUSTIONES

La Transformacién de CHRISTOFFEL-SCHWARZ es de suma 1im
portancia en los problemas de filtracién debido a que-
el campo de flujo en la regién o plano Z es representa
da por un poligono y es esta tranformacién que nos re-
laciona con un plano paramétrico ¢ como también lo ha
ce con el plano w lo cual nos simplifica la solucibn-

de estos tipos de problemas.

Para los cédlculos se ha relacionado a Kozeny y la -
transformacién de CHRISTOFFEL-SCHWARZ obviando el pro-
blema de entrada analizado por Casagrande para mayor -

facilidad en los c&lculos.

En la parte experimental se tomaron tres muestras de-
arena de Santa Eulalia, La Molina y San Juan (reali -
zandose de cada una un estudio granulométrico, limi -
tes de consistencia y descripcibn) que por tener prac
ticamente el mismo coeficiente de permeabilidad y ha-
biendo obtenido cercanas lineas de corriente y caudal
de filtracibén es que se tom6 para el estudio compara-
tivo la muestra de Santa Eulalia y siendo ésta de pro

cedencia un rio el estudio se hace de un carlcter méas
préactico.

Para hallar el coeficiente de permeabilidad se empleb
el Perme&metro Tipo Darcy (el cual no se utilizaba ha
ce 6 o 7 anos) el cual nos dio valores en el rango se

glin Tabla de Casagrande - Fadum por lo que se hace de
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gran utilidad para hallar este valor tan importante; -
recomendandose por lo tanto su utilizacibn méas frecuen

te

La Transformacién de CHRISTOFFEL-SCHWARZ nos permite -
llegar a ecuaciones que nos aproximan valores para po-
der graficar las condiciones de borde como también 1la
red de flujo de una presa ya sea con filtro trapezoi -

dal u horizontal.

El porcentaje de variacién de las lineas de corriente-
Tebrico/experimental utilizando la Transformacién de-
CHRISTOFFEL-SCHWARZ es de + 5% este porcentaje pode -
mos considerarlo 6ptimo si tenemos en cuenta que Terza
gui-Peck y Sowers & Sowers dan un porcentaje de varia-
cién de + 5% y en cuanto se refiere al caudal de fil-
tracién ellos dan un porcentaje de + 5 al 10% y se ha
obtenido + 5% por lo que esta transformacién se puede-
considerar de gran uso para calcular la linea de co --

rriente, equipotenciales y por ende la red de flujo.

No se ha podido hallar la variacién de porcentaje teb-
rico/experimental de las lineas equipotenciales debido
a que experimentalmente no se ha realizado, debido a -
la limitacibn del equipo de laboratorio pero se calcu-

lan teoricamente segfin las f6rmulas respectivas.

Se debe hacer notar que la variacibn producida en las
lineas de corriente, ya sea en un valor positivo o ne-

gativo, se puede deber a que al discurrir la fluores -
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ceina hay puntos donde se dispersa ésta y que al tomar
las coordenadas, para su compracibén tedrica, no se es-

t& tomando exactamente las correctas.

En cuanto se refiere al modelo en si se empleo para la
observacién de las lineas de corriente fluoresceina, -
la cual se debe administrar continuamente; se compactd
cada h - 4 cms. y para el filtro se utiliz6 confi-

tillo.

La aplicacidn de la transformacién de CHRISTOFFEL- -
SCHWARZ, ademds del tipo de presas con filtro trapezoi
dal y horizontal, en Ingenieria Civil es en el estudio
del cdlculo de presiones de un dentelldén con su tablaes
taca en el pie (forma general) y demés formas particu-
lares; como también para el cdlculo de cualquier tipo-
de tablestacas (horizontal o inclinadas) debiéndose --
realizar un estudio experimental para hallar el porcen
taje de variacidn ya que en esta Tesis solamente se ha

ce el cilculo téorico.
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