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Resumen

Este trabajo de tesis estudia dos algoritmos de punto interior para la programacién lineal;
el algoritmo de Karmarkar y el primal-dual en una de sus versiones iniciales. Se desarrolla
en detalle ambos algoritmos y se prueba que son polinomiales en el peor caso, en con-
traposicion al algoritmo simplex que es un algoritmo exponencial en el peor caso. Estos
algoritmos, asi como algunos de sus variantes mas modernas, han demostrado tener un
mejor desempefio (ndmero de iteraciones y tiempo de CPU) que el algoritmo simplex para

problemas de programacién lineal de gran tamaiio.



Introduccion

Este trabajo de tesis trata acerca del algoritmo de Karmarkar y del algoritmo primal-dual
de puntos interiores. El algoritmo de Karmarkar desarrollado en el afio 1984, fue el primer
algoritmo de puntos interiores eficiente para la programacién lineal, basado en ideas de
programacion no lineal y geometria proyectiva. Resuelve los problemas de programacién
lineal en tiempo polinémial, recorriendo la regién factible en busca del éptimo por su

nterior.

El algoritmo de Karmarkar ha revolucionado la literatura especializada en pro-
gramacién lineal, y porque no decirlo, la de la optimizacién en general, dando lugar a
algoritmos nuevos, asi como a software, ya comercialmente disponible, que reducen mucho
los tiempos obtenidos con el método simplex para problemas de programacién lineal
de gran tamaflo. Inicialmente intentamos presentar en este trabajo solo el algoritmo
de Karmarkar, pero debido al ripido desarrollo en ésta area, nos parece oportuno
desarrollar también un algoritmo mads eficiente que es el algoritmo primal-dual de puntos
interiores. Sin embargo solo presentamos una introduccién a los algoritmos primal-dual,
un tratamiento mas extenso hubiera hecho este trabajo demasiado denso. El contenido

de esta tesis estd estructurado como sigue:

En el Capitulo 1 elaboramos los elementos necesarios de la teoria de complejidad

computacional.

En el Capitulo 2 introducimos a las ideas y conceptos escenciales relacionados con
el algoritmo de Karmarkar, para de este modo lograr que su estudio detallado sea mas

facil de entender.

En el Capitulo 3 desarrollamos el algoritmo de Karmarkar en detalle y estudiamos

los principales aspectos relacionados con él.



En el Capitulo 4 mostramos como convertir un problema de programacién lineal en
forma standar a la forma requerida por el algoritmo de Karmarkar. Si bien esto pudo
hacerse en el capitulo 3 preferimos hacerlo separadamente para no hacer la lectura de

dicho capitulo demasiado dificil, finalmente

En el Capitulo 5 presentamos una introduccién a los algoritmos primal-dual de
puntos interiores. El algoritmo que serd presentado trabaja con una longitud de paso
contante y converge linealmente. Para el estudio detallado de algoritmos primal-dual de
convergencia superlineal recien desarrollados en los 1dltimos afios, lamentablemente no
ha quedado espacio suficiente, asi que damos solamente referencias e indicaciones a la

bibliografia respectiva.

En el Capitulo 6 presentamos los resultados numéricos obtenidos con estos algorit-
mos y su comparaciéon con el algoritmo simplex en cuanto al nimero de iteraciones y
al tiempo de CPU, sobre un conjunto de problemas reales y sobre problemas generados

aleatoriamente.



Capitulo 1

Complejidad computacional de la

programacion lineal



1. Complejidad computacional de la
programacion lineal

En este capitulo, se establecen las bases y resultados esenciales de la teoria de complejidad
computacional; definiremos conceptos que serdn necesarios para ser usados posteriormente
a lo largo de este trabajo de tesis. Ponemos enfasis en el caso del problema de la progra-
macidn hneal y se presentan las principales conclusiones que se han obtenido en relacién
al algoritmo simplex para la programacién lineal.

Cabe mencionar que la presentacién de los conceptos estudiados en este capitulo esta
basada en las ideas presentadas en el articulo escrito por B. Wah y C. Ramamoorthy [18]

y en la monograffa escrita por S. Nash y A. Sofer [14].

1.1 Nocién de complejidad

La teoria de complejidad tiene dos objetivos principales

1. Analizar la eficiencia de diferentes algoritmos para un determinado problema y com-

pararlos.
2. Clastficar los problemas utilizando como criterio su grado de dificultad.

Hay muchos criterios para caracterizar la eficiencia de un algoritmo, de los cuales los dos
criterios mas importantes son el tiempo necesario para ejecutar el algoritmo, el cual se da
como una funcién del tamaifio de la entrada, y el espacio de memoria, medido en bits, que
el computador necesita, para la ejecucién del algoritmo.

La complejidad de un algoritmo mide el tiempo é espacio de memoria 6 una com-
binacién de ambos, requeridos para ejecutar el algoritmo. En este trabajo de tesis nos
restringiremos en esencia al criterio del tiempo de ejecucién ya que es una medida mas

facil de analizar. Es decir, expresaremos la complejidad de un algoritmo como una funcién



del tamaifio de la entrada, sobre la cual se ejecuta el algoritmo, calculando el tiempo de
ejecucién requerido para resolver un problema especifico.

Sin embargo, para que nuestro andlisis tenga validez general y, en particular, no de-
penda del tipo de computador usado, requerimos de una medida apropiada para el tiempo
de ejecucién. Por esta razén asumiremos que cada operacién elemental (adicién, multi-
plicacién, divisién, comparacién, etc) requiere de una unidad de tiempo. Esto motiva la

siguiente definicién (S. Nash y A. Sofer [14]).

Definicién 1.1 Fl tiempo de ejecucidén de un algoritmo es el nimero de operaciones
computacionales requeridas, para resolver un problema particular usando un algoritmo

especifico. a

1.2 Entrada y tamano de la entrada de un problema
de programacién lineal

Definiremos ahora los conceptos de entrada y tamaiio de la entrada aplicados al caso
de la programacién lineal. Segin B. Wah [18] se define:

Definicién 1.2 Consideremos el problema de programacién lineal:

min Tz
sujeto a Az =b
z >0,

donde A e R™**, beR™ zeR™

Como entrada de un problema de programacidén lineal se entenderd el comjunto de
datos que permite su caracterizacion. Una entrada o concretizacién para este problema

es caracterizada por un conjunto especifico (m,n, A, b, c) de datos. a

Definicion 1.3 El tamafo de la entrada de un problema de programacién lineal 6 sim-
plemente el tamaifio del problema, es la cantidad de bits requeridos para almacenar todos

los datos de entrada del problema de programacién lineal.

5



De acuerdo con esta definicién, el tamanio de un problema de programacién lineal concreto,
sera el nimero de bits requeridos para representar el conjunto de datos (m,n, 4,b,c). Si
denotamos con L el nimero de bits requeridos para representar el conjunto de datos

(m,n, A, b, c); tenemos seglin S. Nash y A. Sofer [14] que:

L= Hi:f:l%qa,ﬂ + 1)“ + [[ilogz(lbd + 1)” + H}_Z_:;logz(lcj'l ) 1)]] +

Jj=1 i=1 i=1

Boga(n + 1)] + Plogy(m + D] + (mn+ n+ m + 1)

(La notacién [z], denota el mayor entero menor o igual a z).

El término final (mn + n + m + 1) representa el espacio necesario para almacenar
los signos de todos los nimeros, mas un bit adicional para indicar cuando el problema
de programacién lineal es un problema de minimizacién 6 uno de maximizacién. Se ha
agregado un 1 en cada término logaritmico con la finalidad de que ningtn término dentro
del logaritmo se reduzca a cero a causa de que algin g;;, b; o ¢, sea nulo.

Desarrollamos a continuacién un ejemplo propuesto por S. Nash y A. Sofer [14].

Ejemplo 1.1 Calcular L, el tamado del problema de programacién lineal:
max z=bzy+ Teg+ 925+ 1224
sujeto a: 3zy — 9z9 + 63 — 42y =12
2z, + 32— 2234+ Ty =21
Ty, T2, <3y Ta 2 0

En este caso tenemos:



c=(5 7 9 12)7,

b= (12 21)7,
n =4,
m=2
Luego:
4 2 4
SO logalaiil +1) = 3 { loga(lass| + 1) + loga(laz;] + 1)}
i=1 i=1 =1
= logy(lann| 4 1) +1logy(lazai| + 1) +logy(|aiz} + 1) +log(laz| + 1)+
logy(|ass| + 1) +log,(Jazs| + 1) + log,(|ars| + 1) +log,(Jazs| + 1)
= log,(|3| + 1) +log,(|2] + 1) + log,(| — 9] + 1) +log,(|3] + 1)+
10g2(|6| +1)+ 10%2(| - 2|+ 4 10g2(| -4+ 1) + log2(|1| +1)
= log, 4+ log, 3 4 log, 10 + log, 4 + log, 7 + log, 3 -+ log, 5 + log, 2
= 16.621,
entonces:
4 2
szlogz(l%'l + I)H = 16.
j=1 =1
Ademas:

2
Zlogz(lbil +1) = log,(|ba| + 1) + log,(|b2| + 1)

i=1

= log,(|12| + 1) + log,(|21] + 1)
= log,(13) +log,(22)

= 81159,

]

1=



4
D _loga(les| +1) = logs(ler| + 1) +loga(leal 4 1) + logy(jesl + 1) + logy(les] + 1)

j=1

= log,(|5] + 1) +logy(|7| + 1) +log,(|9] + 1) +log(|12] + 1)

= log, 6 + log, 8 + log, 10 + log, 13

12.607,

HZ logy(|¢;| + 1)]] = 12,

flogy(n+1)] = [log,(4 + 1)] = flog, 5] = 2,

Ploga(m + 1)] = flog,(2+ 1)] = [log, 3] = 1.

Finalmente resulta:

L= 16+8+12+2+1+(2x4+4+2+1) bits.

L= 54 bits.
Definicién 1.4 (S. Nash y Sofer [14]) Sean
ftNRY y g:N=R%
becimos que f(n) = O(g(n)), st existe una constante ¢ > 0 y un ny € N tal que
f(n) <cg(n), Vn2ne O
Observacién: g(n) es un limite superior para f(n) a partir de ng.

k

Ejemplo 1.2 Un polinomio p(n) = Zc;n" es O(n*). En otras palabras, ignoramos
=0

todos los términos de grado inferior a k y todas las constantes. Eso significa que sélo se

estd considerando el comportamiento asintético de la funcién cuando n — oo.



1.3 Algoritmo polinomial

En esta seccién definimos lo que es un algoritmo polinomial. Un algoritmo polinomial
podria (informalmente) definirse como aquel que puede resolver alguna entrada de un pro-
blema usando un mimero de operaciones elementales, el cual esta acotado superiormente
por algin polinomio cuya variable es el tamafio del problema. Segiin S. Nash y A. Sofer

[14] se define:

Definicién 1.5 Sean el tamaiio de un problema, sea ademds T'(n) el tiempo de ejecucién
de un algoritmo para resolver el problema. El algoritmo es llamado polinomial, st existe
un polinomio P(n) tal que:

T(n) = O(P(n)). O

Todos los algoritmos cuya complejidad no estd acotada por algin polinomio, serdn llama-
dos exponenciales, porque 2" es el paradigma para una tasa de crecimiento no polinomial.

En la siguiente tabla (S. Nash y A. Sofer [14]) se compara el crecimiento de algunas
funciones polinomiales y otras no polinomiales. S6lo damos valores aproximados, ya que

estos son suficientes para ver el orden de crecimiento de funciones polinomiales y no

polinomiales.
n n? n® n100 2" n!
2 4 8 1x 10% 4 2
5 25 1 x 102 8 x 108° 32 1 x 10
10 1 x 102 1 x 10° 1 x 1010 1107 4 x 108
50 3 x 103 1 x 10° 8 x 10189 1 x 10 3 x 10%¢
100 xRz 1 x 108 1 x 10200 1 x 103%° 9 X 10157

Tabla 1.1: Comparacién del orden de crecimiento




La ventaja de los algoritmos polinomiales, podré ser apreciada comparando el creci-
miento de n? versus 2" si n representa el tamafio de algin problemay si A; y Az son dos
algoritmos para estos problemas y si ademas suponemos que la complejidad del algoritmo

A; es O(n?) y la del algoritmo A; es O(2%). Entonces esto significa que:

Tiempo de ejecucién del algoritmo A; < ¢n? vy

Tiempo de ejecucién del algoritmo A; < ¢32™,

Luego, para un tamafo del problema de n = 50, asumiendo ¢; = ¢, = 1, el algoritmo A,
requerird no mas de 2500 operaciones y el algoritmo A; podria requerir 1 X 105.
Existen dos anomalias con este sistema de evaluacién de los algoritmos.

Primero, debemos tratar de obtener cotas polinomiales de grado bajo. Un algoritmo poli-

100) podria no ser de valor més practico que el algoritmo As.

nomial con complejidad O(n
Segundo, las magnitudes de los coeficientes de las cotas polinomiales deben ser relativa-
mente pequefias. Si ¢; = 250 y c; = 1 entonces, aiin cuando el tiempo de ejecucién del
algoritmo A; se incrementa con n mucho mas rapido que en el algoritmo A; desde un
punto de vista practico A; no es manejable para algin valor de n > 1, no obstante el
algoritmo A; es manejable para valores pequefios de . Afortunadamente en la practica

esto no suele ocurrir, es decir cuando se encuentran algoritmos polinomiales, éstos son de

grado bajo y con cotas polinomiales relativamente pequefias.

1.4 Analisis del peor caso y del caso promedio

Como mencionamos en 1.1, la teoria de complejidad, caracteriza la eficiencia de un
algoritmo, midiendo el tiempo necesario para ejecutar el algoritmo como una funcién del
tamaiio de la entrada, que el computador necesita, para la ejecucién del algoritmo. Para
el estudio de la complejidad, segiin B. Wah y C. Ramamoorthy [18], se pueden distinguir
dos enfoques distintos: Un anilisis en el peor caso y un analisis en el caso promedio. En

esta seccién estudiaremos brevemente ambos enfoques.
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1.4.1 Analisis del peor caso

Sea X un problema determinado, I y J conjunto de indices y sea X;,¢ € I, la familia
de sus concretizaciones. Sea X;(n),j € J, la familia de las concretizaciones de X, cuyo
tamadio de la entrada es n, y sea Tj(n) el tiempo de ejecucién del algoritmo para la

concretizacién de X;(n). Tenemos la siguiente definicién:

Definicién 1.6 (Comportamiento en el peor caso) El comportamiento en el peor

caso es definido como el maximo tiempo requerido por cualquier entrada posible, es decir:
T(n) = max{T;(n)] je€J}. O

T(n) se llamar3 el tiempo de ejecucién del algoritmo para resolver X. Se debe reconocer
que, en esta definicién del tiempo de ejecucidn, reside la mayor debilidad de la teoria de
complejidad, porque T'(n) es la medida m4s pesimista posible para el tiempo de ejecucién

(para las concretizaciones cuyo tamafio de entrada es n).

1.4.2 Anadlisis del caso promedio

Como en 1.4.1, sea X un problema determinado y X;,¢ € I, la famiha de sus con-
cretizaciones. Sea X;(n),j € J,la familia de las concretizaciones de X, cuyo tamaiio de la
entrada es n. Sea P(X;(n)) la probabilidad de que X;(n) ocurra, y sea Tj(n) el tiempo de
ejecucién del algoritmo para la concretizacién X;(n). Segin B.Wah y C. Ramamoorthy

[18] se define:

Definicién 1.7 (Comportamiento en el caso promedio A(n)) El comportamiento
en el caso promedio A(n) es definido como el tiempo esperado, requerido por todas las

concretizaciones de X, es decir:

A(n) = Y P(X;(n)T3(n). O

jeJ
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1.4.3 Analisis en el peor caso vs Analisis en el caso promedio

En el andlisis en el peor caso, se debe estudiar la concretizacién mds desfavorable para
su desempeio, de modo de asegurar que, para cualquier concretizacién del problema, el
tiempo de ejecucién esté acotado por alguna funcién de su tamafio. Sin embargo, estas
concretizaciones son de rara ocurrencia y no son representativas de una concretizacién
tipica del problema. Es decir con este tipo de andlisis no es posible dar una imagen
real de cuando un gran porcentaje de concretizaciones de un tamanio dado puede ser
rapidamente resuelto y sélo un porcentaje muy pequefio requiere de considerablemente
mas tiempo. En estas situaciones, serian preferibles medidas tales como el analisis en
el caso promedio. Pero medidas que requieren una distribucién de probabilidad de las
concretizaciones, parecen ser mas dificiles de analizar, ya que elegir la distribucién de
probabilidad y medir la probabilidad de ocurrencia de las diversas concretizaciones no
es facil de hacer. La funcién de distribucién de probabilidad, estd determinada por la
experiencia y/o informacién especial acerca del problema concreto que se estd estudiando.

Ademds el andlisis del caso promedio casualmente es complicado y son necesarias
simplificaciones y suposiciones para facilitar el analisis y el tratamiento matemadtico del
comportamiento del algoritmo en promedio, o en relacién a sus concretizaciones mas

tipicas.

1.5 Comportamiento del algoritmo simplex en el
peor caso

En esta seccidm discutiremos brevemente la performance del algoritmo simplex en
el peor caso, y mostramos la principal conclusién a que se ha llegado en este caso: El
algoritmo simplex no es polinomial.

Como mencionan S. Nash y A. Sofer [14], se han observado que el nimero de itera-
ciones reélueridas por el algoritmo simplex para hallar la solucién éptima a un problema

de programacion lineal, es a menudo un miltiplo del nimero de restricciones. Esto es

12



importante desde que un problema de n variables y m restricciones podria tener (:;)
soluciones basicas (por supuesto, muchas de estas probablemente sean no factibles).

Siempre existid la posibilidad de que el algoritmo simplex pudiese examinar todas estas
bases antes de hallar la base éptima, pero hasta 1970 nadie habia sido capaz de exhibir
una serfa de problemas de programacién lineal (con un ndmero arbitrario de variables)
donde el algoritmo simplex tenga que hacer un nimero exponencial de iteraciones para
hallar la solucién 6ptima.

Hay una considerable diferencia entre m y (;) iteraciones. Si ponemos n = 2m

entonces los valores de estas dos cantidades son: Avn para valores pequefios de m el

m =)

1 2
5 252
10 184756
20 1x 101!
50 1x 10%

100 9 x 10%
200 1 x 10119
300 1x 107
400 2 x 102
500 3 x 10%%°

Tabla 1.2: Comparacién entre m y (2:‘) iteraciones

nimero de bases posible es inmenso. Si tuvieramos una computadora capaz de realizar un
: . : : . 0
billén de iteraciones simplex por segundo, entonces examinar (*%) bases (aqui m = 50)

tomarfa 3 199 243 548 302, 2 afios ( [14] ).

13



Si el nimero de iteraciones simplex fuera proporcional a m, segiin S. Nash y A. Sofer
[14], el método simplex seria polinomial. Ademads los mismos autores hacen ver que todas
las operaciones de una iteracidon simplex, son cdlculos vectoriales y matriciales, con un
total de operaciones aritméticas del orden de O(mn).

La refactorizacién periédica de la matriz basica tiene una cantidad de operaciones
aritméticas del orden de O(m?®). Luego el nimero de operaciones aritméticas de una
iteracién simplex es del orden de O(m3 + mn) y si el niimero de iteraciones fuera siempre
del orden de O(m), entonces la cantidad total de operaciones aritméticas del algoritmo
simplex seria del orden de O(m* + nm?). Este nimero es polinomial en m y n. Por otro
lado, si (:]) iteraciones fueran requeridas, entonces el algoritmo simplex seria un algoritmo

exponencial, ya que:

(2) = = (B (255) (2=5) - (2=2=3).

cada factor es de la forma

n—1 )
-, 0<:<m-1.
m-—z
Como
= n p
-:>— 1=0,...,m—1, tenemos
m—1 m

m—1

n n! n—1 ny\m
= =] 2> ()"
(m) ml(n — m)! ]1 m—1{ " \m

1=

WHOEE

Luego el algoritmo simplex serfa un algoritmo polinomial (si el nimero de iteraciones

Sin > 2m, entonces:

fuera siempre del orden de O(m)) & un algoritmo exponencial (si el ndimero de iteraciones
fuera algunas veces ( iy ) y n>2m).

En un articulo escrito en 1992, Klee y Minty [7] mostraron que existen problemas de
tamafio arbitrario, para los cuales el algoritmo simplex requiere un nimero exponencial de

iteraciones y de este modo probaron que el algoritmo simplex, es un algoritmo exponencial

en el peor caso.

14



Presentamos aquf una variante del problema original de Klee y Minty [7], tomado del

libro de S. Nash y A. Sofer [14]:

i

max z = Zlo"“jxj
=t
1—1
1 sujeto a : 2210i“ja:j+m; < 100, t=1lwu .,m
J=1
l z1 = 10

Cuando se afiaden variables de holgura hay 2m variables y m restricciones. Puede
probarse (Klee-Minty [7]) que estos problemas tienen 2™ bases factibles y todas ellas son

examinadas por el algoritmo simplex.
Ejemplo 1.3 Si m = 3 el problema de Klee-Minty, tiene la forma:

max 2z = 100z; + 10z, + =zj

sujeto a : z <1
20z, + < 100
200z, + 20z, + s < 10000

T, , z , 3 2> 0.

S1 anadimos variables de holgura: sy, 33,33 2 0, el problema anterior se escribe como:

max z = 100z, + 10z + a3

sujeto a : T3 + s = 1
202y + g + 399 = 100
200z; + 20z; + + ss = 10000
zy g , T3 , 81 , S2 , s3 =2 0

La regién factible es mostrada en la Figura 1.1.

15



X3

X2

N

Figura 1.1: Problema de Klee-Minty

Cuando el algoritmo simplex es aplicado, la sucesién de soluciones basicas factibles es;

como se muestra en la tabla:

Bases z
8y = sz = 100 sg = 10000 0
Thi=11 sy = 80 s3 = 9800 100
Zp=11 z; = 80 83 = 8200 900
81 =1 zo = 100 83 = 8000 1000
s =1 z, = 100 zg = 8000 9000
=11 zo = 80 zg = 8200 9100
z;=1 s; =80 zg = 9800 9900
8 =1 83 = 100 z3 = 10000 10000

Tabla 1.3: Soluciones basicas factibles para el problema de Klee-Minty (m = 3)
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Este problema tiene 23 soluciones bdsicas factibles y todos son examinadas por el
algoritmo simplex.
A continuacidn, presentaremos las principales conclusiones a las que se llegé en relacién

al comportamiento del algoritmo simplex en el caso promedio.

1.6 Comportamiento del algoritmo simplex en el caso

promedio

En esta seccidon presentaremos, brevemente, algunos resultados acerca del compor-
tamiento del algoritmo simplex en el caso promedio y que, en cierto modo, validan su
efectividad en la prictica. Nos referimos al trabajo de Nash y Sofer [14].

Estos autores mencionan que la evidencia empirica mostraba que un problema de
programacién lineal con n variables y m restricciones, requeria entre m y 3m iteraciones
para ser resuelto con el algoritmo simplex. Este nimero de iteraciones era considerado lo
suficientemente bajo para hacer del algoritmo simplex, un algoritmo eficiente y efectivo.

Anin los ejemplos pesimistas de Klee y Minty, no lograron opacar el entusiasmo por el
algoritmo simplex. Sin embargo, estudiar el comportamiento del algoritmo simplex en el
caso promedio es dificil, y los resultados obtenidos son influenciados por la accesibilidad
y tratabilidad de los instrumentos matematicos apropiados.

En esta seccién asumiremos que los problemas de programacion lineal estan en la

forma:

max 2 CT$

sujetoa : Az <b
donde A € R™*", La fila i-ésima de A es denotada por af. Asumiremos también que
un punto inicial factible zg, es dado (para ciertos resultados, el vector b es escogido como
b=e=(1,...,1)7, y asi o serd automdaticamente factible para estos problemas).
El primer teorema que demostrd que, en promedio, el algoritmo simplex converge en
un nidmero de iteraciones que es polinomial en m y n fue descubierto por Borgwardt [1]

en 1982. Su teorema es presentado a continuacién sin prueba. Este teorema asume que
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los coeficientes en el problema de programacién lineal son escogidos aleatoriamente en
R\ {0}. El vector del lado derecho b, del problema de programacién lineal considerado
en el teorema no es aleatorio; es el vector e = (1,...,1)T. Notese que no hay restricciones

de no negatividad sobre las variables, es decir no se pide que z > 0.

Teorema 1.1 (Borgwardt[1], Nash y Sofer [14]) Consideramos un problema de pro-
gramacién lineal de la forma

1k

max z = ¢'x
sujetoa : Az <e
donde c,ay,...,Gmn, las columnas de A, son escogidos aleatoriamente y estdn uniforme-

mente distribuidos en R" \ {0}. Si el algoritmo simplex es aplicado a este problema, el

nimero esperado de iteraciones estd acotado, segin Nash, Sofer y Borgwardt, por:
17n8m!/n! O

Este resultado establece el comportamiento polinomial en el caso promedio del algo-
ritmo simplex, pero la cota obtenida no correspondia a la observada en la practica, esto
es, entre m y 3m iteraciones.

S. Nash y A. Sofer [14], mencionan que un resultado con una conclusién ma4s satisfac-
toria fue obtenido independientemente por Haimovich y Adler en 1983. Ellos usan una
forma del problema de programacién lineal diferente a Borwardt (el lado derecho b es

ahora también aleatorio).

Teorema 1.2 (Haimovich-Adler [5], Nash y Sofer [14]) Consideremos un pro-

blema de programacidn lineal en la forma:

max z = ¢'%
sujetoa : Az <b
donde ¢, b y los coeficientes de A son escogidos aleatoriamente. Si el algoritmo simplex es

aplicado a este problema, entonces el niumero esperado de iteraciones estd acotado por:

n/m—n+2)
N nt+1 /

18



Conclusion: En este capitulo, hemos dado los fundamentos de la teoria de complejidad
computacional y nos hemos limitado al caso de la programacién lineal. Hemos comparado
los algoritmos exponenciales y polinomiales basado en la programacién en el peor caso. De
acuerdo a esto, se ha probado que para el algoritmo simplex existe una clase de problemas
donde efectiia un nimero exponencial de iteraciones. Sin embargo, también vimos que
existen algunos resultados en el andlisis del caso promedio que ayudan a resolver la dis-
crepancia entre el analisis en el peor caso y la eficiencia prictica observada en el algoritmo
simplex. Los problemas para los cuales existen algoritmos polinomiales que las resuelven
son llamados problemas de clase P. El algoritmo simplex no permitia responder a la pre-
gunta de que el problema de programacion lineal era o no un problema de clase P. Esta
pregunta quedé respondida afirmativamete cuando L. Kachian en 1979 propuso un algo-
ritmo polinomial para el problema de la programacién lineal pero, desafortunadamente,
las experiencias computacionales con el algoritmo de L. Kachian no fueron satisfactorias
(lo cual significa que su performance en el caso promedio era cercana a su performance
en el peor caso).

Un algoritmo polinomial eficiente para el problema de programacién lineal fue pro-
puesto por N. Karmarkar, el cual serd tratado en detalle en los capitulos siguientes. Cu-
riosamente, este y otros algoritmos que presentamos, son aplicaciones de la programacién

no-lineal a problemas de programacién lineal.
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Capitulo 2

Conceptos basicos relacionados con

el algoritmo de Karmarkar



2. Conceptos basicos relacionados
con el algoritmo de Karmarkar

En este capitulo presentaremos los fundamentos del algoritmo de Karmarkar, es decir
los aspectos bésicos en los que se fundamenta. Explicaremos el rol que desempeiian en
el algoritmo conceptos como la transformacién proyectiva, el rol jugado por un poliedro
especial llamado simplejo standard, y la optimizacién de la funcién objetivo en una esfera
inscrita en este simplejo. Dejaremos para el capitulo siguiente el estudio de la funcién
potencial, ya que serd alli donde se aprecie mejor el rol jugado por esta funcién dentro del

algoritmo. Los conceptos presentados aqui tienen como base el articulo de Karmarkar [6].

2.1 Una nocidn intuitiva del algoritmo

Empezamos esta seccién con una presentacion intuitiva de las ideas bdsicas del algo-
ritmo de Karmarkar, para que de este modo, la formalizacién de los conceptos presentados
de manera intuitiva, sea mejor comprendida.

Supongamos que el problema de programacion lineal que nos interesa considerar tiene

la forma:
T

min c¢'z
sujetoa: Az =b
z2>0
donde A € R™**, ¢,z € R" b € R™, m < n.
Sea z° un punto interior del conjunto de soluciones factibles. A partir de este punto,

..., z* € R™ de puntos interiores

el algoritmo de Karmarkar generara una sucesién z°, =
que converge a la solucién 6ptima del problema. En esta construccién, un punto de la
sucesién se obtiene a partir del punto anterior. Para entender cémo se construye esta
sucesién, consideremos la siguiente representacién grafica del problema (Figura 2.1), en

la que las lineas punteadas corresponden a curvas de nivel de la funcién objetivo y z* es
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la solucién Sptima del problema.

Figura 2.1: Graifica del Problema

Supongamos que E y E’ corresponden respectivamente, a la mayor esfera inscrita y a

la menor esfera circunscrita al conjunto de soluciones factibles con centro en z° (sean r y
R los radios de estas esferas). Consideremos ahora un nuevo problema de optimizacién,

Tz sobre los puntos contenidos en E. La solucién éptima

que corresponde a minimizar ¢
de este problema corresponde al punto zZ de la figura, y se obtiene desplazando la funcién
objetivo en la direccién apropiada hasta que sea tangente al borde de la esfera E.

Es evidente que al movernos de 2° a zZ (y en este sentido este podria corresponder al
siguiente punto de la sucesién, esto es, ' = z¥) nos hemos acercado a la solucién éptima
del problema. ;Cémo se puede medir este acercamiento?. Para poder hacerlo en términos
de la modificacién que se ha producido en el valor de la funcién objetivo, consideremos el
siguiente problema auxiliar:

Minimizar ¢’z sobre los puntos contenidos en E', la solucién corresponde al punto zZ'

de la Figura 2.1.
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Luego se tiene los siguientes problemas de optimizacidn:

min ¢’z min cT'z min c* z
Az =b le =2 < r |z — 2| < R
z>0 z>0 z>0

Debido a las relaciones de inclusién que existen entre los tres problemas de optimizacién

que hemos definido, se cumple que
Tz5 < e < T2E, (2.1)

y por lo tanto
eT2® — T2® < T2? — TP < Tx? — T, (2.2)
Ahora bien, si llamamos 7 a la proporcién entre el radio de la esfera circunscrita y el de

la inscrita, es decir

R
v=—
Ahora, de la Figura 2.1, observamos que:
HOoF = 20zt
entonces:
2B — 2% = 4(zF - 2% 6 20 —3F =4(z° - 2F)

Entonces por la linealidad de la funcién objetivo se tiene que:

Tz — Tz® = 4(cT2? — T2F). (2.3)

A partir de (2.2) y (2.3) se obtiene
T2® = Ta? < 4(cT2® — T2P),

y luego

o bien;



0 T

Sumando c¢Tz% — cTzP a ambos lados de esta desigualdad se obtiene

cTa® — cTa? < (1- —r-){c 2% — cTz?), (2.4)

La desigualdad (2.4) representa uno de los elementos bdsicos en el que se fundamenta
el algoritmo. Indica que si nos movemos del punto z° al punto 2%, logramos reducir la
distancia inicial al valor éptimo (esto es cTz® — ¢TzP) en el factor 1 — 1 <1

Recordemos que <y es una relacién entre los radios de la esfera circunscrita y la inscrita
y por lo tanto siempre serd mayor que 1, pero mientras mas cercano a 1 sea su valor,
mayor serd el acercamiento obtenido al valor éptimo.

Asi por ejemplo, s1 v = 1.1, 1 — 1 ~ 0.09 y por lo tanto, si la distancia inicial (del
centro) al valor §ptimo es 1000 en el pZnto zF esta distancia se reduce a 90 (por lo menos).

El valor de v depende fundamentalmente de dos factores: del punto inicial z° y de la
frontera del conjunto de soluciones factibles. Esta dependencia resulta dificil de cuantificar

en general. Un caso en que ambos factores juegan en contra del procedimiento mencionado

anteriormente aparece representado en la Figura 2.2.

Figura 2.2:
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En todo caso, en base a lo que ya ha sido expuesto, es posible disefiar un algoritmo
secuencial que operaria del siguiente modo: A partir de un punto inicial z°, optimizar
la funcién objetivo sobre la mayor esfera inscrita en el conjunto de soluciones factibles
con centro en z°. Denominamos z! este punto z!, y optimizamos nuevamente la funcién
objetivo sobre la mayor esfera inscrita en el conjunto de soluciones factibles con centro en
z!, y asi sucesivamente.

Ahora nétese, que si uno quiere asegurar que en un cierto nimero de iteraciones, el
algoritmo se acercard suficientemente al éptimo, es necesario estimar a priori los valores
de v en las iteraciones sucesivas. Este es nuestro primer problema. En la medida que la
geometria del conjunto de soluciones factibles es simple, es posible realizar tal estimacion.
Por ejemplo, consideremos un conjunto correspondiente a un tridngulo equilatero como el
que aparece en la Figura 2.3 y en la que se escoge como punto z°, al centro geométrico de

este triangulo.

Figura 2.3:
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Por Geometria elemental es conocido, que en este caso v = — = 2, En general, en un
r
espacio n-dimensional, el equivalente a esta figura correspondera a los puntos ¢ € R™ que

satisfacen:

n
z>0 y ) m=1 (2:5)

1=1

Probaremos que en este caso es posible hacer una estimacién de .

Para esto, el algoritmo de Karmarkar, llevard a cabo una transformacién del conjunto
de soluciones factibles, de modo que la geometria de este conjunto se transforme en una
como la que aparece en la Figura 2.3.

En este conjunto se llevardn a cabo las optimizaciones sucesivas de la funcién objetivo
sobre la esfera inscrita. Antes de describir esta transformacién que serd llamada Trans-
formacién Proyectiva, damos en la siguiente seccidn, la formalizacién del concepto de

puntos z € R™ que cumplan (2.5).

2.2 El simplejo S™

En esta seccidn, definiremos el concepto de simplejo §*, el cual en base a la motivacién
hecha en 2.1 juega un papel importante en el algoritmo de Karmarkar. Antes recordemos

la definicién de cdpsula convexa de un nimero finito de puntos.

Definicién 2.1 Sea X = {z!,z2%,...,2™} un conjunto de puntos en R*. La cépsula
' Ty ) DS

convexa de X, denotada por C(X), es:

C(X) := {Zm:,\.-:c‘ /] TEX, N> o,ix: 1}

=1 i=1

Ahora, segiin Nikaido [15], se define:

Definicién 2.2 Un m-simplejo S (0 < m < n), es la cdpsula convexa de m + 1 punios

en R*, llamados los vértices de S.
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Ejemplo 2.1 Se muestran a continuacién, algunos m-simplejos

m m-simplejo §
0 ° (punto)
1 e—— o (segmento)
2 (tridngulo)
3 (tetraedro)
Figura 2.4:
Sea X = {ej,ez,...,e,} donde e; es el i-ésimo vector unitario en R™ (e; es el vector

cuyas componentes son todas nulas excepto el i-éstmo que es la unidad). Segin Nikaido

[15] se define:
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Definicién 2.3 El simplejo S™ es la cdpsula convexa de X = {ej,ey,...,e,} es decir

St:={z€R": z>0, ) z=1}

1=1

Ejemplo 2.2 La Figura 2.5 ilustra el caso de n = 3

es
S8
&2
€1
Figura 2.5: Caso n =3
Definicién 2.4 El vector .
111
a’ = —
n
1
perteneciente a S™ seré llamado el centro de S™.
Lema 2.1 (Karmarkar [6]) Sean
St := {ze€R": z>0 eTz=1}
B@r) = {seR™: efo=1, e-chsr),

B(@% R) = {z€eR": efz =1, |lz—a°2 <R},
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donde eT =(1,1,...,1).

Entonces para

1 n—1
= —_—, = A
Vn(n = 1) n

se cumple:

B(a%r) c 8™ C B(a%R).

Prueba: Los vértices de S™ son los vértices unitarios e;, y uno puede darse cuenta

) . 1 !
ficilmente que R es igual a la distancia del centro a® := —e de S™ a cada vértice e, es
n
decir:
1 n—1
R=||2e— el = /22
n

0

o . . : 1
Similarmente r es igual a la distancia del centro a° := —e a el punto en el borde
n

1 1 1
(n—l’m"'.’\el"..’n—l)

la cual es:

T e 11
rz\/g—n—l) (n—1)+;2-——_\/n_—_(n-—1)

Geométricamente esto significa que el simplejo S™ tiene una bola inscrita y una bola

circunscrita en el hiperplano:
H:i={zeR": efz=1}

Graficamente:
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Figura 2.6: Esfera inscrita y circunscrita a S™

2.3 Aplicacién de la transformaciéon proyectiva

En esta seccién describimos la transformacién proyectiva. Esta transformacién es
uno de los procedimientos analiticos de mayor relevancia que el algoritmo de Karmarkar
emplea y como veremos posteriormente en el Capitulo 3, serd empleada para transformar el
conjunto factible del problema de programacién lineal sobre la interseccién de un simplejo
y un espacio afin.
n

Definicién 2.5 (Karmarkar [6]) Sea S":={z: =z >0, z:c,- = 1}. Sea, ademds,
t=1

a = (a,az,...,a,) € 8%, a > 0, ¢ = 1,...,n. Consideremos la matriz diagonal

D := diag(a;,as, .. .,0n).
Por T: & + y S

T Y
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D™z
eT D1z
Su relacién inversa es dada por:

y=T(z;a) =

, se define una transformacién proyectiva, donde e = (1,...,1).
T-!: 8™ = S"

Yy —» =

Dy

i O
el Dy

TE= T—I(y; a) =

En forma vectorial la transformacién proyectiva puede escribirse como:

I}

r_ 1 T Tg Ty

T(:B],IL'Q,-..,-'L'n) =i (—)_)"')_
z; \a1 Q2 Qn

—

3 ag
i=1

y la transformacion inversa como:

-1 T 1 2
i & (yhyitﬂ*‘ryn} == (alyhaﬂyﬂa-“tﬂnyn) .

T
=1

El siguiente lema resume las propiedades mdas importantes de esta transformacién; y

entre otras propiedades garantiza la existencia de la transformacién inversa. El lema fue

establecido por Karmarkar [6].

'Lema 2.2 La transformacién proyectiva tiene las siguientes propiedades:
1

(1) T(a;a) = ~e.

(2) Paraz# 2’ es T(z;a) # T(z';a), es decir T' es inyectiva.

(3) T'(z;a) € S® Vze 8.

(4) T es suryectiva, es decir para cualquier punto y € S, existe un dnico punto ¢ € S”,

que satisface:

y =T(z;a).
Fl punto z se da mediante
Tz = Dy
~ eTDy’
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Si z e y satisfacen (4) escribiremos:

z=T"Yy,a).
Prueba:
Dz
1. T(z;a) = T, ————, entonces
D='q 1
Pl ey
(a53) TDa n

2. Supongamos que T'(z; a) = T(z';a), es decir

D1z _ D

eTD-1z  eTD-1g’

¢ z z’ . el D'z
entonces — = e
eTD-1z e D-1g g

el D=ig!

>(2)

= z=2z| =
g
i=1 & ;
= =2z
3. Sea y = T(z; a).
. z;
a;
= yJ — =
T
a;

Es inmediato que y; > 0, Vj=1,...,n ya que z,a € §™.
Ademss:

!:-
m; El

el
ZF‘J Z(Z;):J: ; = L
j=1 Jj=1 . il

=1 i=1 L
= y=T(z;a) €S"
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4, Sea y € &™.

y D1
Definiendo z := - Y )
el Dy
e Y,
L = =ty
Zﬂu?/i
v=1
n
i
resulta. z; > 0 z=1 = cesy= e
;=1

Observacién: En la definicién de transformacién proyectiva se ha escrito y = T'(z;a) en

lugar de sélo y = T'(z), para indicar la dependencia de la transformacién respecto de a.

I’l ejemplo siguiente pone esta dependencia en evidencia.

Ejemplo 2.3 Sea S* = {(z),z2,73) € R* /| o, + a3+ 33 =1, z),m,23 > 0}, Fl

133 3 . o ., A
puntoa = (?, 3! g)T € 83 déla sigulente transfurmacion proyecliva:
1 33 l & 8
F(f*‘h I, Tx} '[ ) = g1 (’L'ﬁh et —?3.1)
‘B8 8 8 3773
19'| + '_'i-r"‘:l_ + :'i.TJ

. I #lg . .
Por ejemplo para («;, z4, 3) = (;3- T —;) € S? se liene:
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3. Algoritmo de Karmarkar

En este capitulo presentamos el algoritmo de Karmarkar, pero antes (en las secciones
3.1, 3.2, 3.3) establecemos los resultados previos necesarios a fin de poder presentar el
algoritmo de un modo mas simple. Damos también la prueba de que el algoritmo es

polinomial y presentamos los teoremas en los cuales se fundamenta el algoritmo.

3.1 Definicién del problema

Para resolver un problema de programacion lineal, Karmarkar considera que el pro-

blema esta escrito en la forma siguiente:

mnz = c'z

sujetoa: Az =0,

r (P)

z 2> 0. )

donde: A € R™**, ran(4)=m, c¢,z€R™e=(1,1,...,1)T.

Dos suposiciones fundamentales se asumen para el problema (P):
(A1) El punto 2 = (l, e %) es factible para el problema (P).

n
(A2) El valor éptimo de la funcién objetivo del problema (P) es cero.

A primera vista la forma del problema de programacién lineal (P) y las suposiciones
(A1) y (A2) pueden parecer muy restrictivas. Sin embargo, como veremos posteriormente
(Capitulo 4), cualquier problema de programacién lineal puede ser llevado a la forma (P).
Cuando un problema de programacién lineal estd escrito en la forma (P), se dice que estd

en la forma normal de Karmarkar.
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3.2 Transformacién proyectiva del problema lineal

En esta seccidén veremos cémo cambia el problema lineal (P), bajo la transformacién

proyectiva. Para ver esto, sea:

St:= {zeR"”: eTz=1, >0},

a= (a,az...,a,) €ES®, a;>0 i=1,...,n,

D := diag(a;,as,...,a,).

Consideremos la transformacion proyectiva
T(z;a): S*+— S™
D'z

la cual, por el Lema 2.2 es biyectiva, y su relacién inversa es dada por:

Ty =

T Yy;a): S*"+— S™
Dy
eT Dy’

y—=x=

El problema lineal (P) puede escribirse también como:
minz= clz
sujetoa: z €l

donde
II = QnNns™,

2 = {zeR*: Az=0},
S = {zeR*: z>0, eTz=1}
Veamos ahora como cambia la regién factible II, bajo la transformacién proyectiva. Si

usamos la relacion

T = ____Dy
eTDy’
obtenemos:
Ar=A(2Yy=0 = (AD)y=o.
eT Dy

Luego Q2 es transformado en
Q={yeR*: (AD)y=0},
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pero, observamos algo mas:
D™z
y =
eTD-1g’

implica

T n-1
T_eD ﬂ}'_
y20 y ey=gpm-=1

Entonces: S™ es transformado bajo la transformacién proyectiva en
S*={yeR*: y>0 Ty=1}
Luego II es transformado en:
F(IT) =pH=L01 A5

Ahora veamos cémo cambia la funcién objetivo cTz. Ponemos:

T = Dy
~ eTDy’

entonces:
g = cT' Dy _ (Dc)Ty
eTDy eTDy

Luego, cuando aplicamos la transformacién proyectiva T'(z;a) a el problema lineal (P)

este es transformado en:

sujeto a: (AD)y =0,
Ty=1, (PLF)

y>0.

Presentamos a continuacién dos lemas que establecen relaciones entre las soluciones de

los problemas lineales (P) y (PLF).

Lema 3.1 (S. Mehrotra[11]) y = T(z; a) es factible para (PLF) si y sélo si = es factible
para (P).
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Prueba:

-1
=) Siy= T(x;a) =

Tpoi; & factible para (PLF),
entonces
(AD)y — O’
ETy — ]1
y =2 0
De (AD)y = 0 tenemos
D71z
AD)(Fp=) =0 &=  Az=0,
y por la transformacién inversa * = ———, se tiene,
eTDy
eT Dy
> 0 T P — ;
T > y e T Dy 1

Entonces z es factible para (P).

4=) Esto se probd cuando se vié la transformacién del problema (P) en el problema

(PLF). O
Lema 3.2 (S. Mehrotra[11]) y* = T(z*;a) es una solucién Sptima para (PLF) si y
8dlo si z* es una solucién éptima para (P). Ademds w® = w(y*) = 0.

Prueba: Consecuencia inmediata del Lema 3.1. a

El siguiente lema permite linealizar la funcién objetivo del problema lineal (PLF).
Lema 3.3 (S. Mehrotra[11]) y* es solucién dptima para (PLF) si y sélo si y* es
solucién Sptima del problema lineal

minv(y) = (Dc)’y,

sujeto a: (AD)y =0,
eTy =1,
y=20.

Ademds v* = v(y*) = 0.
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Prueba: Por el Lema 3.2, si y° es éptimo para el problema lineal (PLF) entonces

w(y*) = 0, pero
(De)'y _

b g, T
ETDy' =0 <<= (D‘c) Y "D:

w(y’) =
es decir v* = v(y*) = 0.
Ademas:

(AD)y* =0 A eTy*"=1, 3" >0.
Esto implica que y* es 6ptimo de

minv(y) = (Dc)Ty,

sujeto a : (AD)y =0,
ey =1,
y 2 0. a

3.3 Optimizacion sobre una esfera

Esta seccién estd basada en el desarrollo hecho en el Capitulo 2 (Seccién 2.1), en el
cual se vi6 que era posible construir un algoritmo eficiente para el problema de progra-

Tz, sobre un conjunto més reducido el cual

macién lineal, al optimizar la funcién objetivo c
recordemos que era la esfera inscrita en el conjunto de soluciones factibles. Brevemente

recordemos que en la Seccién 2.1 consideramos el problema de programacién lineal:

min clz,

Ar = b,
z > 0,

|

(PL)

sujeto a:

donde A € R™*"™ ¢,z €R”, beR™ SeaP={z€R*: Az =15, z>0},el
conjunto de soluciones factibles de este problema (PL). Sea adem3as F una esfera inscrita
en P de centro z° y radio r y E’ una esfera circunscrita a P de centro z° y radio R.

Luego, en la Seccién 2.1, resolvimos:
min cTz.

sujetoa z € F.
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y obtuvimos que:

Tzl — TaP < (1~ %][ch" — cT'z?),

donde cTzP es el valor éptimoy v = o

Tal como mencionamos en su oportunidad, si uno quiere tener la seguridad que en un
cierto nimero de iteraciones, el algoritmo se acercard suficientemente al 6ptimo, entonces
necesitamos estimar a priori el valor de «, el cual depende de los radios de la esfera circun-
scrita e inscrita al poliedro P. Ahora, en el caso general es dificil trabajar directamente
con el problema de programacién lineal (PL), ya que vy cambiard con cada problema con-
creto que se considere. Aun cuando es tedricamente posible encontrar para un poliedro
dado P el radio de una esfera inscrita y circunscrita a él, este es un problema relativa-
mente complicado. Karmarkar probé que todo problema de programacién lineal (PL)
puede convertirse a la forma (P) con una ventaja: Cuando el problema estd en la forma
(P) es fécil definir una esfera inscrita y circunscrita al conjunto de soluciones factibles,
cuyos radios sdlo dependan del nimero de variables n y de ningin otro pardmetro, lo cual
no ocurre en el caso del problema (PL). Adem3ds al estar el problema en la forma (P)
se podrd probar la convergencia polinomial del algoritmo y ciertos aspectos relacionados
con €l

En la Seccién 3.2, vimos que después de aplicar la transformacién proyectiva al pro-

blema (P) este se transforma en el problema de programacién lineal equivalente (P):

min (Dc)Ty.
(AD)y = 0,
sujeto a: eTy = 1, 3 (P)
y 2 0.

Ahora apliquemos las ideas de la Seccién 2.1 a este problema de programacién lineal.
Consideremos una restriccién del problema de programacién lineal (P). Para definir
esta restriccién haremos uso del Lema 2.1, en donde para el simplejo &™ encontramos

. 3 1
B(a® ar), la esfera inscrita en S™ de centro a® y radio ar, @ €(0,1), r = m
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Y3

Figura 3.1: Esfera inscrita en &2

Ahora consideremos el problema restringido:

min (Dc)Ty.
(AD)y =0, 1
L 1
sujeto a : il — » (PLB)
y20,
y € B(a% ar). )

La especificacién del valor del pardmetro o serd discutida posteriormente. Degde que

y > 0 estd implicado por la interseccién de la esfera y la restriccién {y € R*: Ty =1}
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el problema (PLB) es equivalente al problema

.min (Dc)Ty.
(AD)y =0,
sujeto a : eTy=1, ¢ (PLB)
y € B(a%ar).

La siguiente Figura 3.2, ilustra la regién factible sobre el simplejo 3-dimensional.

B(a%ar)n{y€R": (AD)y=0, e'y=1}

B(a% ar)n&*

(AD)y =0
efy=1
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Figura 3.2: Regidn factible sobre S?
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Ahora debemos resolver el problema (PLB). Pero para hacer esto, debemos establecer

AD
e & |
e

sabemos que ran(4) = m, D es una matriz diagonal con n componentes positivas, y e’

dos lemas previos. Definamos

es un vector fila de n unos. El siguiente lema, establece que BB7 es invertible.

'AD
B:= ,
BT

Prueba: Vamos a demostrar que Nuc(B7T) = {0}.

Lema 3.4 (Karmarkar [6]) Sea

entonces BBT es regular.

Sea 0= BT ( ) = DAT.Z + 218,

Zm+1
=» 0=ADATz + 2,1 4e

Por (A1) tenemos Ae = 0, entonces

0=ADATz,
= 2z=0 (porran(A)=m) y 2zp41 =0
=> ran(B)=m+1
—> BBT es regular. a

Consideremos el vector ¢, = (I — BT(BBT)~!B)Dc, el cual es la proyeccién ortogonal del
vector Dc en el espacio nulo de la matriz B.
El siguiente lema establece una conclusién muy importante, acerca de la solucién del

problema de programacién lineal (P) si ¢, = 0.

Lema 3.5 (Karmarkar [8]) Sic, = 0, entonces cualquier z € QN S™ es solucién dptima

del problema de programacién lineal (P ).
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Prueba: Sic, = 0, entonces Dc € Im(B7T). Luego, existen z € R™, zm+1 € R con

De = DATz + Zm+1€,

¢ =ATz+ zp D le.

Si z* € 2N S™ fuese la solucién Sptima del problema de programacién (P), entonces se

cumpliria
0=c"z" = (A2*)7z + 2pnp1eT D 12"
Por
Az* =0 y &' D7'z° >0,
resultaria
0=cT2® = zpnef D712,
entonces

Zm+1 = 0.

De ¢ = ATz se obtiene que para cualquier z € Q N S se tiene ¢’z = (Az)Tz = 0. a
Damos a continuacién el algoritmo para resolver el problema (PLB), podemos asumir por

el lema anterior que ¢, # 0.

Algoritmo A

1. Proyecte (Dc) ortogonalmente en el espacio nulo de B.

¢, = (I — BX(BB")"B)De.

2. Normalice c;:
- CP

? = el

3. Tomar un paso de longitud ar en la direccién —¢,

b =ad° — ardy.
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Teorema 3.6 El punto b’ retornado por el algoritmo A maximiza (Dc)Ty sobre

B@%er)n{yeR*: (AD)y=0, eTy=1}, «€{0,1).

Prueba: Primeramente mostramos que b’ es factible para PLB.

Obviamente Bcp, = 0 y por esto tenemos que: b’ = a® — aré,

(AD)(a® = ard,) = ADd® - arAD—2

lleell2

= 0-0=0
Ademas:
eTt = eT(a® — ard,)
T
= TS —qr—2
no el
= 1-0=1.

Luego ¢’ es factible para (PLB).
Ahora para cualquier z € B(a% ar)Nn{y €eR™*: (AD)y=0, eTy=1}
gse obtiene debido a: B(b’ — z) = 0 lo siguiente:

(DT —2) = (c,+ BT(BBT)~BD)T(H — z)
= cg'(b' - z),
entonces (Dc)"(b' — z) = c} (b’ — z) (3.1)
Por c,(b'—z) = ||cl|282(a® — aré, — 2)
= (g (& (@® = 2) — ar),

&l (a® = z) < ||&||2lle® = z{|2 < ar y z € B(a®; ar) obtenemos en (3.1);

' -2)<0 = (Do)f(¥'—2)<0
=> (Dc)T < (Dc)?z
Vz € B(c®;ar)N{yeR": (AD)y=0, eTy=1}, «€(0,1).
Hasta aqui hemos empleado sélo el argumento sobre la esfera mscrita al simplejo. Veremos
el rol que desempefia la esfera circunscrita al simplejo, y finalmente veremos cémo el

argumento presentado en la Seccién 2.1 funciona bien y permite resolver el problema (P)

eficientemente. Primero consideremos una relajacion del problema (P). La construccién
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del problema de relajacién requerido, considera la esfera circunscrita B(a®; R) al simplejo

S*,con R = Cak

(Lema 2.1). Ahora consideremos el problema obtenido afiadiendola
restriccién (redundante) y € B(a?; R) en el problema (IS), pero relajando las restricciones

de no—negatividad:

min (Dc)Ty.
(AD)y =0,
sujeto a : eTy =1, (ﬁL\R)
y € B(d% R).

Por el algoritmo A, la solucién de este problema es dada por:

R,

"%"9'

(La prueba en el teorema 3.6 no depende del radio de la esfera).

b=a" - (3.2)

La siguiente figura ilustra la relajacién sobre la esfera circunscrita.
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(0,0,1)

B(a%; R)n{yeR": eTy=1}

B(a®%ar)nS®

(1,0,0) (0,1,0)

Figura 3.3: Relajacién sobre la esfera circunscrita.

Uno puede ahora obtener una estimacién, para medir el progreso con respecto a la

funcién objetivo (Dc)Ty como sigue: primero por el Teorema 3.6, nétese que:
(De)Tb’ < (De)"a®.

Denotamos con y* la solucién Sptima del problema (13) Desde que el problema (PLB)

(resuelto por b') es una restriccién de este problema y el problema PLR (cuya solucién es
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b) es una relajacién de este problema, tenemos:
(Dc)™h < (De)Ty* < (D)™ < (De)Tal.
Por otra parte, usando (3.2) y por el hecho de que ¢, = (I ~ BT(BBT)~!B) Dc, obtenemos:

0 < (D( = ¥) < (D( —y*) < (DP(—B)
R(Dc)T

el 7

= 20yt - ),

luego:
(DI™(a" ~ 47) € —-(De)T(e® - b)
= R (DeT(@ - %) - (Do (v - )]

ar
Resolviendo para (Dc)T (b’ — y*) en términos de (Dc)T(a® — y*) > 0, obtenemos:

(D)f(b'—y*) _,_er_.__«
(Dc)T(a® — y*) s1 R~ L n—1 (3:3)

Note que bajo la suposicién (A2) tenemos: (Dc)Ty* = 0, ast:
(Dc)To! o
— <] — 3.4
(Dc)Ta® — n—1 (34)
De este modo en el punto b’ el valor de la funcién objetivo, comparado con el valor de

. N 1 . .
la funcién objetivo en el centro a® := —e, es reducido por un factor menor o igual a
n
@
1-—

. De acuerdo a lo desarrollado en la Seccién 2.1 tenemos que la distancia al
n [—

. B_s 1
valor éptimo, disminuye en el factor 1 — — =1 — =
,7 =
7 es sdlo funcién de n (ya que o tomard un valor determinado), y de este modo hemos

I nétese ademdas cémo el valor de

podido probar cémo las ideas de la Seccién 2.1 funcionan bien en el caso del problema
(P). Nétese que tenemos a priori una estimacién de v al estar el problema en la forma
(P)l

Ahora, si aplicamos a

b =a — Errc—P
llepll2’
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la transformacién proyectiva inversa 7~!(b’) obtenemos el punto z’ = T!(4') como:

, DV

= o5
Observe que b’ > 0, porque estd en el interior de la esfera inscrita al simplejo S™, entonces
es también z’ > 0. 2z’ corresponderd al segundo punto de la secuencia generada en el
conjunto original. Ahora z’ servird como punto base para definir la siguiente transfor-
macién proyectiva. De este modo podemos definir un proceso iterativo, el cual crea en
cada iteracién un nuevo punto factible estrictamente positivo, con el valor de la funcién

objetivo en este punto, menor que el valor objetivo en el punto anterior por un factor
o’

cercano a 1 — .
n—1

El siguiente organigrama, muestra como pasar de una solucién factible a la siguiente

solucién factible

problema (P) T pro})lema (]5)
z€eENNS™ _ Ad==-ec¥NnsS*
z>0 £

problema (P) 71 problema (PLB)
deQnst |e— ¥ € B(a%ar)n
z'>0 {yeR*: (AD)y=0, eTy=1}

3.4 Descripcion del algoritmo de Karmarkar

En esta seccién, usaremos el trabajo hecho en las secciones anteriores a fin de pre-

sentar el algoritmo de Karmarkar de un modo compacto. Buscamos una solucién del
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problema (P) descrito en la Seccién 3.1. El algoritmo de Karmarkar generard una secuen-
cia z!,2?,...,2%,... de puntos positivos, estrictamente factibles z*. Con cada punto z*

estd asociada una matnz diagonal Dy definida mediante:
Dy := diag(z", 2%, ..., 2¥).
Sea o € (0,1) (su eleccién serd discutida posteriormente). Sean

L= [[E logy(|ai;| + 1)]‘ + ﬂzlogz(Ile + l)ﬂ + [logy (n + 1)} + [loga(m + 1)]

g=l, = i=1

+mn+n+m+1

y
1

T Vn(n=1)

Algoritmo de Karmarkar:

1 1

Paso 0: Dado 2°:=a’:= —e, k:=0, ri= ——, L, «€/(0,1),
n b ] \/Tz(—n——l—).’ ( >
= LN =
n—1
Paso 1: Calcule:
Dk = dja,g,{ri‘, m’{, veuy mﬁ),

By

1l

ADy
ET
c:': = (I-BE{B;‘H;")BE)D;;C

Sicﬁ:D,

entonces z* = z* es la solucién Sptima.

De lo contrario ir al paso 2.

Paso 2: Calcular

k
1 c
k+1 . P
y - == ors——
n Ikl
gt o DR
k ETD_ay"'”-
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Paso 3: Sicfz** > 2-L

entonces £ := k+ 1. Ir al paso 1.

k+1

De lo contrario = es la solucidn,

Paso 4: z* = gFt!,

Observacién: Para propdsitos tedricos el algoritmo termina cuando

pero para propdsitos practicos, el algoritmo finaliza cuando el valor de la funcién objetivo
es suficientemente cercano a cero. El fundamento tedrico para este criterio de terminacién
(cTz*+! < 27L) se encuentra en el lema 3.8.

Antes de presentar este lema probaremos que el conjunto factible del problema de

programacion lineal en la forma normal de Karmarkar estd acotado.

Lema 3.7 Sea M :={z € R*"/Az =b, z >0} # ¢. Entonces M es acotado si y solo si
no existe un vectord € R*, d # 0 con Ad=0,d >0

Prueba:

(¢<=)d#0,d>0,Ad=0 = Az +td€ M paracadaz € M y paratodot € R,
luego M no esta acotado.

(=) si M no es acotado entonces existe una sucesién {rx} C M, ||zi]ls = oo, defi-

T : >
namos dy, := ﬁm—l:‘“:, entonces existe una subsucesién {dx,} condy; = d,d > 0, Ad=0. O

Este lema puede ser aplicado a un problema de programacién lineal en la forma

normal de Karmarkar para lo cual basta definir

- A 0
Az =

8
i

el 1

entonces por el lema anterior no existe > 0 con Az = 0.

Ahora tenemos el siguiente lema.
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Lema 3.8 (ver C. Gonzaga [4]) Consideremos el problema de programacién lineal

(PL). Si el conjunto factible estd acotado, entonces para todo punto factible z, se cample:

Tz <2

Prueba: Sea z un vértice del conjunto factible. El sistema Az = b puede particionarse
como

Agrp+ Ayzy =56

donde z5 es un vector cuyas componentes son las componentes positivas de z y Ap es
la matriz con las correspondientes columnas de A. Entonces 2y = 0 y el sistema puede
escribirse como Agzg = b.

Si z es un vértice entonces las columnas de Ap son linealmente independientes. Asum-
iendo que Ap es cuadrada (caso contrario lasg ecuaciones redundantes pueden eliminarse).

Entonces la solucién del sistema es dada por la regla de Cramer,

A; :
=T para i€ B,

donde A = det(Ap) y A; es el determinante obtenido por sustitucién de b por la columna
A;. Sean [} y [, el ndimero total de bits usado por {A,b} y por c respectivamente. Desde
que |A;] <2y A#0, z;<2". De aquisigue que ¢;z; < 20t = 2,

cTz < 2! < 2%, Esto establece el teorema para todos los vértices del conjunto factible.
Como el conjunto factible esta acotado, cualquier punto factible puede ser expresado

como una combinacién convexa Z /\jiL‘j de vertices, donde A\; > 0 para j € J
JEJ
Y Zz\j = 1. Se sigue que ¢’z = Z:\_,'ch-" < ?.LZA,' = 2%, completando la
jed jerJ JEJ
prueba. O

Usaremos este lema en la prueba del teorema 3.12, donde estableceremos el
comportamiento polinomial del algoritmo. La siguiente figura muestra cémo pasar de la

iteracién z* a la siguiente z**!.
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Figura 3.4: Construccién de z**! a partir de z*.

Ejemplo 3.1 Resolver

min To
sujeto a:
21 + Lo =— 2(123 = 0,
7 + 22 + 3 = 1,
2| y T2 ) T3 Z 0.

Solucién: En este cason=3, m=1, A=[11-2],c=(0,1,0)T
El punto z° = (1/3,1/3,1/3)7 es factible. La solucién éptima es (2/3,0,1/3)7, el valor

de la funcién objetivo es cero, las hipStesis del algoritmo de Karmarkar se cumplen.
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.0 . 111
Iteracién 1: Partimos del punto z° := (5, 3 g)T

3
Obtenemos D, = diag(},1,3). Como e’Di'z = 232:,- = 3, la transfor-

i=1

macién proyectiva resulta en

D'z
T((L‘)=§B‘_‘.—1;=m.
0
Dic = Dic=11/3
0
AD, = AD = %: ';': “g‘)
AD, L L _2
Calculamos B; = = B=|3"3 : )
el 11 1
Cp = (] — B;I‘(BIB;P)_lBI)DIC =
1 00 T
11 _2 ok _2 L1 _2 i
— 0101-1%°¢% 3 ( T3 3 T 3 3 ) %
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 01
0 L
I | ®
y 3 3 3 %_ — —é‘ ,
11 1
0 0
luego

1 1, V2
llepl| = §+§+0 =5

, Ny, 111 .

Obsérvese que en este caso la direccién c, nos lleva desde (3,5:3)T hadiala
. . 2 g L\T

solucién éptima (%,0,3)".

El nuevo punto es:

54



1/3 /s 1/6
v={13]-@Q% | ~vs |,

Aplicando la transformacién inversa, el nuevo punto del proceso iterativo es:

0.4119
ﬂly
2= —===] 0.2548
ETDIy
0.3333

El valor de la funcién objetivo en este nuevo punto es cTz’ = 0.2548.

Iteracién 2: D, = diag(0.4119, 0.2548, 0.3333).
Calculamos Dsc
0
Dye= | 0.2548 |,
0
AD, = (0.4119, 0.2548, —0.6666),

AD, 0.4119 0.2548 —0.6666
B = - )
? eT 1 1 1
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¢ = (I-BY(BB")~'B)Dy,

+0.1243
¢ = | —0.1455 |,

0.0212
llesll = 0.1925.

El nuevo punto en €l conjunto transformado es:

0.4051

y=S _ap- P | 0.2494
n lfepl]

0.3456

Aplicando la transformacién inversa, el nuevo punto del proceso iterativo en

el conjunto original es:

0.4828
D
2 2¥
- o — = | 0.1838
e Day
0.3333

El valor de la funcién objetivo en este nuevo punto es cTz? = 0.1838.

3.5 Funcion potencial y convergencia del algoritmo

En esta seccién definimos la lamada funcién potencial. Esta funcién es usada por
Karmarkar para medir el progreso del algoritmo y para demostrar que el proceso iterativo

generado por la aplicacién de la transformacién proyectiva y la optimizacién de la funcién

objetivo sobre la esfera inscrita en el simplejo S™, es polinomial. A continuacién definimos

la funcién potencial.

Definicién 3.1 (Karmarkar [6]) Sea cTz la funcién objetivo del problema lineal (P).

Consideremos
X:{:cGIR”: Az =0, eT:t:=l, CT:!:}U1 zr>0}
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La funcidén potencial

f:;t’l—:‘R

es definida por
Zn Tz

Nétese que si Tz -0 = f(z) = —c0.

Veamos, a continuacién, cémo cambia la funcién potencial bajo la transformacién
proyectiva. Para esto, sea a := (a;,...,a,) €8%, a; > 0,1=1,...,n,
D := diag(ay,...,a,). Porla transformacién proyectiva tenemos

Dy — ajyj

=&y S @py Theon

entonces
(Dc)Ty
Tz eTDy _ (Dc)Ty
. a4y - I
z; e LEAR a;Y;
eT Dy

Ahora la funcién potencial (3.5) se transforma en:

Sea F'la funcién definida por:
(DC)Ty)
F(y) = F(T(z;a)) := ) In ( ;
(v) = F(T(z;a)) : Z

entonces

Fly) = zm( (D) =j§:;m(~@£ﬁ)—im<aj> (3.5)

@5Ys =1
= }:m ((—Qf)—y> — In (det(D)).
= Yi
El siguiente teorema da una relacién importante entre f(z) y F(y).

Teorema 3.9 (Karmarkar [6]) Se cumple F(z') — F(y') = f(z)— f(y), Vz,yeS* y
, Dz Dty

~a o= y = eTD-1y’
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Prueba:

F(z') - F(y') = ilﬂ (%L_?’i) _ ih’ ([Dc}Ty’)
= flz)-fly). O —

Ahora mediremos el decremento en el valor de la funcién potencial (3.5) é equivalente-

mente en la funcién potencial (3.6) en el y-conjunto en la iteracién k. Usando la funcién

potencial (3.6), obtenemos con las notaciones en el algoritmo de Karmarkar:

P R =i (50 S,

1 . .
desde que a.? = ~ para j = 1,...,n. Recordando que en (3.4) obtuvimos que
n

(Dc)Ty’ = a
(Dc)Ta® =7 n-—1'

(Dc)Ty a o
(Dc)Tad Sln l—n—l S—n—l'

Usando esta desigualdad, obtenemos

se cumple

F(') — F(a°) < -n”_"‘l = iln(nb;.). (3.7)

i3

Luego, s1 — E In(nbY) no se incrementa demasiado en relacién a
=1
una cota en la disminucién en la funcién potencial. Para ver que esto es cierto necesitamos

= podremos obtener
n-—1

el siguiente lema.

2

Lema 3.10 (Karmarkar [8])) Si|z| < 8 < 1, entonces |In(1+z) — z| < 2(1:1:— o

Prueba: Probaremos que:

=2
2(1 - [a)

La primera desigualdad z > In(1 + z) es consecuencia directa de la funcién logaritmo.

z>In(14+z)>c—

La segunda desigualdad es probada por Karmarkar mediante el desarrollo del logaritmo
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en serie de Taylor:

2 3 4
In(1 + 2} 88 ke o
(1+2) = = 22+3 -+
= m-—%(l—-gm+i~m2+ )
22
> E—E(1+12I+I$F++”)
22
2(1 - jz[)
entonces
Inf ) 2 g
2+1) >0 >z — :
2(1 - |=|) 2(1-p)
$2
De z > In(z + 1) > 2 — ———— obtenemos:
F+1)2 2= 5077
z? z?
——————<In(l+2z)—2< §
T IS )
luego
In ) —z| < Z,
142)—=2 _,
1o < 5-p)

Si seleccionamos « € (0, 1), suficientemente pequefio tal que

[ n
n_loe<l,

podemos entonces establecer el siguiente lema.

Lema 3.11 (Karmarkar [6]) Sea f:= = i qe<l 0 < o < 1, entonces
In(nb’)| < :
2. 1(3)| < 555

Prueba: La sumatoria Eln(nb;«) puede escribirse como:
j=1

fjlﬂ(nb;) = iln(n) + zn:ln(b;-) = - Zln (-71;) + Z]n(bg),

J=1

=§(ln(b;-)-ln (%)) " bz’ - ks (i—:{,) ,

J=1

Jj=1
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S

0 —
Ya que aj = —,

¥ € B(a’; ar) implica:

J=1,...,n

n

T
In|14-2-n
1
n
2
1 1’3—%
= Ta-p| "I | S
n 1
I B
2-p) = | 1
n

Il
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<  nPair?
g — 1Y
n
< nio? =
1 WS A1) ¢
n
p— 2
—
1 < B J=1, )y T
n
1 1% 2
,——
s 1 il
eyl
n n
-1 ol b
In |14 nl.. n 1 I n
1 " CTR=g) L
) n n n
n b’.—l n b’.._.l
J J 1
S| 14—50 - .
j=1 l §=1 l —2(1—:6)
n n

b — =

S|



resulta finalmente

1y 2 1 182
Y (L C by~ — R L s
= 2| <N Inl1+ <
Efl-ﬂ)g 1 ‘J}; 1 '2(1—ﬂ)jz=; 1
n] n 12 n
n b;.__ 1 n b;.__
— 4 In | 1+ LC < n
2 | Smopd |
n ﬁz n
~2(1-p)
iln(b’) < £ a
== n <
= J 2(1-p)

Ahora podemos mejorar la estimacién (3.7), por el Lema 3.11:

P(b) ~ Filat) s === ;h:(nb;-),

no p?
n—1+20~ﬁy

= F')-F(a®) <-

n
Como £ = \/ o , tenemos:
n—1

F(¥) - F(a®) < ———n+ =

F(¥) = F(®) - |——~ L

Si definimos:

——

—n—l_Z(n-—l) (]—a\/nﬁl)!

F(t) - F(a®) < -6

entonces:

Nétese que la anterior relacién significa que la funcién F(-) puede ser reducida por una

constante en cada iteracion.
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Observaciones:

1. Para valores grandes de n, g = a.

. @A . 1 . ey 1
! =q— —— == =>=
V) fP-Eoé o 20 —a) Si ponemos « 3 ,entoncesnh_*ngoé Az 30
en general
2
- — 0
o 20 =) > —
3a? — 2

e 0 <= 2/3.
1) > <2/

Ahora si hacemos zF = T~1(a®) y &**t! = T-!(¥’), se cumple
F(T(z**")) - F(T(z*)) < -4,
y por el Teorema 3.9
f(&*) = f(=%) = F(T(z**)) - F(T(z*)) < -4,
entonces:
F(e**) - f(=*) < 4.

Es decir, esta reduccién de § en el valor de F(T'(z¥)) se traduce en la misma reduccién en

F(z*) y debido al siguiente teorema esta reduccién en f(z*) se traduce también en una

reduccién en cTzF.

Teorema 3.12 (Karmarkar [6]) Sea L definido como en el algoritmo de Karmarkar
(vea seccion 3.4). En un nidmero total de operaciones aritméticas del orden O(nL) el

algoritmo de Karmarkar encuentra un punto factible =* tal que:
Rl
1 p .
donde z°:=a° = —e es el centro del simplejo S™.

n
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Prueba: Sean {z*} los puntos generados por el algoritmo de Karmarkar. La funcién
potencial cumple:

f(=**) < f(2*) - §;
y después de la k-ésima iteracién tenemos:

f(F) < F(z°) — k3.
= f(zF) - f(2°) < —kd.

1
pfees (—-, . --,—3;), f(z*) es dado por:
f(z*) = nln(cTz*) — Zln(:cf),
i=1

f(z°) = nln(cTz%) — Z]n(mg), entonces resulta:
i=1

f(=F) = F(=°) *nln(cT:c")—Zln z§) = nln(c” °)+Zln(:c°)

j=1

= ki (cw) (Zln(x") - Zln(x"))

j=1

Como 20 = % By e e
e =16 =nin (S55) - (im{m_ﬁfnijmtn})
- (c%ﬂ) il(m(a +In(n))
. (GTED) 'J‘ilzn{nzk),
edloross

Usando el hecho de que Ia media geometnca es menor o igual a la media aritmética:

= 1n Z"‘f
Lﬂ(xf)] L=
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n
y aprovechando de quez :z:§f =1k
Jj=1

Eln(n:z:k) =nln l:n (ﬁ xf)un] < nln (zn: mjf) =0.

tenemos

-

J =
Entonces resulta,

lo que implica
T k o (T0 ( kJ)
cz" < (cz)exp | —

n

%L y por empleo del Lema 3.4

T 5.k < ( 3:} exp ( :J) < (Z 2) exp(—2L)
j=1
< 209~ = -k,

Luego tenemos que para k > 2

es decir eTzk < 2-F,

Ahora en cada iteracion el algoritmo calcula

ck = (I = B (BxBY) ™' By) Die

)

lo cual implica calcular la inversa de (B BY') 4 equivalentemente resolver un sistema lineal

de ecuaciones de la forma (B;CB,c Ju = v el cual toma en el peor de los casos un mimero de

operaciones aritmeticas del orden de n® (es decir O(n?)) y como el ntimero de iteraciones

k = O(nL) la complejidad total del algoritmo es O(n® - nL) = O(n*L) O

3.6 Comentarios adicionales sobre la complejidad del

algoritmo

El mayor esfuerzo computacional del algoritmo de Karmarkar en cada iteracién estd

dado por el célculo de c;f:
= (I - BE(B;,BE}'IE;‘) Dye.
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Tenemos que encontrar la inversa de BxB} & equivalentemente, hallar la solucién de la

ecuacién normal:

Bkﬁfh = B_:. ch.

Estos cdlculos dominan la complejidad tedrica del algoritmo. Sabemos que:
AD
Bi=|" " |.
ET

AD}AT ADwe | | ADEAT 0
(ADre)T  eTe 0 nl|

Dy es una matriz diagonal que contiene la solucidn de la k-ésima iteracion

Entonces

BkB;f = l:

Dy, = diag(z*).

Entonces
-1
AD}AT ADpe AD;
c: = |[I—(DiA%,e) i LC,
ETD;,AT n &
3
AD}AT 0 ADjy,
= |I = (DrAT,e) Die,
T
0T n 4
1
ci‘ — [} —_ (AD&}T(ADEAT)_IAD,& - ;1*8£T] Dre.
Poniendo

d = (AD?AT)'ADyDyc
= [(ADk)(ADk)T]"lADkac,

d satisface las ecuaciones normales
[AD;J(AH;E}T-:E = AD; Dye,
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es decir, d es solucidén de:
min [|[(ADg)Td — Diellz d e R"

Otra posibilidad de solucionar las ecuaciones normales es una factorizacién QR por los
métodos Householder 6 Givens. En las implementaciones del algoritmo de Karmarkar
se aplica la descomposicién de Cholesky a la matriz By Bf (en realidad a la expresién
AD?AT) es decir:

ByB{ = LU,

donde L es una matriz triangular inferior y U es una matriz triangular superior.

El procedimiento de Cholesky escoge
lii = ugg i=1,....m+1

con lo cual resulta que U = LT y ByBF = LLT, entonces sdlo es necesario evaluar y

almacenar la matnz L.

De esta forma, la inversién de la matriz BBl queda sujeta a las réapidas técnicas de

inversién de matrices triangulares.

3.7 Estabilidad numeérica

En esta seccién presentamos un ejemplo que prueba que el algoritmo de Karmarkar
es mas estable numéricamente que el algoritmo simplex para una determinada familia de
problemas de programacién lineal. Este ejemplo le fue proporcionado al autor de la tesis

por C. Roos [16].

Considere el siguiente problema de programacion hineal

max z

]
o
8

sujetoa Az < b
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donde

[ 1 1 |
2 3 n+1
1 1 1
1 1 1
Ln+1 n+2 7 2n ],
=1
b‘ = s 2.'=], N
j:lz+‘7
2 —

I
N

-

3

Cs 3 + 3 .
141 J.=2t+]

Este problema tiene una tnica solucién 6ptima:
z=(11,..., )%,

y el problema dual tiene también una solucién éptima inica:
y=(2,1,1,..)%.

Cuando este problema es resuelto por el algoritmo simplex los resultados son malos, se
alejan de la solucién verdadera z = (1,1,...,1)T. La razén es la mala estructura de la
matriz A. Al aplicar el algoritmo de Karmarkar a este problema los resultados son mucho
mejores. La Tabla 3.1 muestra las soluciones producidas por el algoritmo de Karmarkar

para varios valores de n.
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Capitulo 4

Forma normal de Karmarkar



4. Forma normal de Karmarkar

El algoritmo de Karmarkar s6lo es aplicable a problemas de programacién lineal en la
llamada forma normal de Karmarkar, para los cuales el valor 6ptimo es conocido y vale
cero, y ademas esta dado un punto inicial interior a partir del cual se empieza a iterar.
En este capitulo veremos que todo problema de programacién lineal, puede transfor-
marse en un problema de programacién lineal que satisface estos requerimientos; es decir

que puede llevarse a la forma normal de Karmarkar, la cual recordemos que es:

min ¢’z 1

sujeto a: Az =0

(P

i

donde: A € R™*", ¢,z € R*, e:=(1,...,1)T € R", b € R™y cTz* = 0, donde z* es la

s’ / ] . . . . . .
solucién de (P) y ademds zo := —e es un punto inicial interior factible, ran(A4) = m.
n

El desarrollo de este capitulo estd basado en el articulo de Karmarkar [6].

4.1 Transformacion de un problema lineal a la forma
normal de Karmarkar

Consideremos el problema de programacién lineal de la forma:

maxcfrv

. Ao‘U
sujeto a : (PL) (4.1)
v 2 0

IA

donde: A, € R¥, v,d € R! b € R¥, ran(Ao) =k
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El problema dual para (4.1) se escribe como:

min b7y

ATy

u 2

v

(PD) (4.2)

sujeto a:

Supongamos que ambos problemas de programacién lineal (4.1) y (4.2) son factibles y sea
v un punto factible para (4.1) y uo un punto factible para (4.2). De esta forma tenemos
que:

?)T'U,o Z (ono)Tuo Z dTvo, (43)

es decir:

5Ty > dT v (4.4)

De la teorfa de la dualidad (Teorema de Kuhn-Tucker) para programacién lineal se infiere
que hay igualdad en (4.4) si y sélo 81 v y ug son soluciones Sptimas para (4.1) y (4.2)
respectivamente. De ahi, se deduce que (4.1) tiene una solucién éptima finita si y sdlo si

la combinacién de los problemas primal y dual:

on S E
Ty > d
A At = : (4.5)
bTu—dTy = 0
w20 , e

es factible.

Al introducir variables de holgura no negativas, (4.5) puede reescribirse en la siguiente

forma: ,.
Agv+s = b
Afu—r = d (4.6)
bTu—dTv = 0
donde: v >0, u>0, >0, r>0
Si vg, uo, ,8, roson todos vectores positivos entonces (4.6) serd factible, si y

s6lo si, el valor minimo de A es cero en el problema de programacién lineal (4.7).

71



Introduccién de una varniable auxiliar:

min A
Aqv+s+/\(8—-ono—so) - b
Afu—r+Ad~-ATuy~1r) = d (4.7)
bTy — dTy — A(?JTuo —dTyy = 0
donde: v2>0,u2>0,s>0,r>0.
Si (4.1) tiene una solucién éptima, entonces el valor éptimo en (4.7) serd cero.
Debe notarse que:
v=1v, uU=uy, S=8, r=ry A=1 (4.8)

es un punto factible positivo, que puede usarse como punto de partida. De este modo se
ha demostrado como (4.1) puede reformularse para cumplir la exigencia de que el valor
dptimo sea cero; y también se da un punto inicial factible. El problema reformulado

adquiere la forma siguiente:

min \
[ 4 i 0 T I o0 B—ono*so--v"
0 AT 10 =11 d-Afuo-n || ’
sujeto a sl=1d (4.9)
~dT P BT 0 i 0 —bTuy+dTu L:‘ ’

i ‘

donde: v = vy, u = 1y, $ = Sg, 7 = 19, A = 1 es un punto inicial interior factible.

Existen diferentes formas mediante las cuales se puede manejar el problema con el lado
derecho que es diferente a cero. (Es decir, el problema se “homogenizard”). A contin-
uacidn, se presentars el método utilizado por Karmarkar [6]. Este método ha funcionado

bien en la practica y no han existido problemas con su implementacién. En lo sucesivo se

empleari la notacion:

¢ = (0,..,0,1)%, (4.10)

2k+21
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S
I
o A, o

(4.11)
v
u
zZl = s |, al
. (4.12)
A
mi=k+I[+1 , n:=2k+2(+1 (4'13)
Ao 0 1 0 B—ono—.?o
A = 0 : AT ¢ 0 =1 ! d=ATuy+ro (4.14)
—dT P 8T L0 0 ¢ —bTuy+dTy,
ran(A) = m porque las filas de A son linealmente independientes.
El problema (4.9) serd entonces reemplazado por:
min ¢z,
sujeto a : Az = b,
z > 0, (4.15)
AeR™" czeR* , beR™
Ademas
a := (v, o, S0, To, 1)7, (4.16)

es un punto inicial factible, y el valor éptimo es cero. Con ayuda de una transformacién
proyectiva, este problema puede transformarse a la forma normal de Karmarkar,;
después de lo cual puede resolverse por medio del algoritmo de Karmarkar. Ahora la
transformacién proyectiva que se usara difiere, ligeramente, de la que se usé anteriormente.
Esto es debido a que considerabamos que teniamos el problema de programacién lineal
en la forma (P), y en esta forma la ecuacién del simplex aparecia incorporada en las

restricciones del problema (P), lo cual no ocurre en (4.15).
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Sea P, :={z€R": =z >0}

n+l
S*tli={z e R**: Z:z:; =1, z>0}

=1
se definird una transformacién proyectiva que asocie a cada punto en P, un punto en

S§™*1. En la Figura 4.1 se representa esta transformacién para el caso bidimensional.

T2

Y2
\
N
AN

\.\yl/

Figura 4.1: Transformacién proyectiva

N

Ys

Consideremos la transformacién proyectiva

T: Py v S
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definida por:

donde a = (a,ay, .. .,a,) denota el punto dado por (4.16).

Esta transformacién es biyectiva y su inversa es dada por:

THI :S“-H — P+

1
Yn+1
Gl

)
Yn+1

(alyla vy an.yn)T)

T—l(yl) Y25+ 3 Yny yn+1)T =

es decir: o= Il [

Ahora es claro que la imagen del punto a = (a;,az,...,a,)T es el centro del simplejo

8§™*1, desde que

1 a; a
T{ahﬂ’ﬂ:'”iaﬂ}T = —E"_‘_l’—z’”"ﬁ’l)’r

1'*'2% a; daz an
= 1_(11 1,1)7
i n+1 PR IR Bl |

1 T
n+16 .

i

Si A; denota la i-ésima columna de A en (4.15), extonces Az = b puede escribirse como

iA;:n; = b.

1=}
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acys

Escnibiendo z; = , obtenemos
Yn+1
D> Ay :
=1
—_—=) = Aiaiyi — by = 0.
Yn+1 Z . B

=1
Si definimos las columnas de una matriz A por medio de

Eed

A; = a;A,- — 1,...,n. (417)
Apsy = —=b, (4.18)

obtenemos un sistema de ecuaciones homogéneo:

el cual era el objetivo de la transformacién.

Ahora deseamos que el valor éptimo en el problema transformado sea también cero.

Sea
Z={zeR": ::Tzzﬂ}
Sustituyendo
-
T = ‘y‘) t=1,...,n
Yn+1
obtenemos:
= ey
Paen g
1=1 Yn+1
Definamos ¢ mediante:
E;=a,-c; i=1,-~wn1 én+1=01
entonces ¢’z = 0 implica éTy = 0.

Luego Z se transforma en

Z'={yeR": dy=0}
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que es lo que deseabamos.

El problema transformado es:

min &Ty
sujetoa Ay =0
J y ) (4' 19)
efy =1,
y 20.
1
El punto o° = e es un punto de partida factible. Para ver esto, escribamos el

n+1
sistema homogéneo Ay = 0 en la forma

n+1

Z/iiyi — 0)

i=1

entonces
n+41 n

Z«‘i;yi = Z/iiyi + Ant19nt1.

t=1 i=1

Por (4.17) y (4.18) obtenemos

n+l

Z,‘iiy; = Za;A;y; — byn+h

=1 i=1
pero ahora en estas ecuaciones reemplazamos las coordenadas del punto a°

1
n41'

n+1 A n 1 1
= > Ay= Ea;A;(;ﬁ:—l) —b(n_H) =

=1 =1
1 n
n+1 (ZG‘A" —b) y

n
pero Za‘-A‘- — b =0 yaque el punto a dado por (4.16) es un punto factible para el

& =y = t=1,...,n4+1.

=1

1

n+41
Ademds si y = y* es Sptimo del problema (4.19) entonces T~!(y*) serd una solucién

problema (4.15). Luego a° =

e es un punto inicial factible de (4.19).

éptima del problema 4.15 (lemas 3.2 y 3.3).
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Ejemplo 4.1 Transformar el problema de programacién lineal

max . 2'01 + U2,

sujetoa v; — v, <2
v + 2‘!)2 S 4,
un o, v 20,

a la forma normal de Karmarkar.

Solucion: En este caso tenemos

1 -1
Ao= 3

] 2
b= (2,9)7,
di= (@291)%
U= (vhvz)

El problema dual asociado es

min: 2u; + U,
sujetoa u; 4+  up > 2
—U3 + 2U.g Z 1,

u’l ) u2 Z O.
Por (4.5) la combinacién de los problemas primal y dual es

u — v 2
v + 2up <4,
uy +  ux 22,
—u; + 2up 21,

211.1+u2—22)1—!)2=0,

nz0 vz20, vu20, u2>0
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Al introducir variables de holgura no negativas, podemos reescribir el problema anterior

en la forma (4.6)
vy = vy + 5 =2,
v+ 2up + sp =4,
U + uy = =2
—u + 2u; — rp =1,

2u1+u2—2v1-—v2=0,
i Eﬁi ﬂ!i‘ﬂ: u ZD. UEE'D:-?I :_)ﬂ: 52..:3&: ™ En: ?'2:_"[:'-

Escogemos vy, ug, So, 70 € R? vectores positivos, una posible eleccién es:

v = (1,1)7,
u = (1,1)7,
s0:= (1,1)7,
ro:= (1,17,

Por (4.7) y (4.9) el problema reformulado adquiere la forma siguiente:

_min A

v

Uz
[ 1 -1 0010 0 o 1]]y (o
1 2 0 0 01 0 0 0 Uus 4
sujeto a 0 0 1100-1 0 1 s; | =12
0 0 -1 2 00 0 -1 1 32 1
_—2 -1 2400 0 0 -3 r 0
ra ) ]

-A..
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Por (4.10), (4.11), (4.12), (4.13) y (4.14) tencmos

c:= ( QO, 0, 0, 0, 0, 0, 0, l)T,
b:= (2) 4, 2) 1, O)T:

z= (21, Ts, T4, Z5), T, Tr, Ta, Tg)T 1= (1, va, wy, Uz, 51, 92, 71, 72, A)T,
m:= 39,
n:= 9,
] 1 -1 0010 O O 1 W
1 2 0 0 01 0 0 0
A= 0 0 1100 -1 0 1
0 0 -1200 0 -1 1
L -2 -1 2400 0 0 -3 1.

Por (4.15) el problema de programacién lineal anterior es reemplazado por:

min zq
T3 —I2 +z5 +zT9 =
Ty 12z +z¢ =
sujeto a +z3 Fx4 -y +zg =2
—z3 t2z4 —zg +zg =1
—2z; —xzp +2z3 +4z4 -3z =0

Ademis a := ( 1],1,1,1,1,1,1,1)7 es un punto inicial factible (como puede verificarse
ficilmente).
Por (4.17) y (4.18) definimos las columnas de una nueva matriz A por medio de

A= aA; i=1,...,9,

A= —(2,4,2,1,0).

Comoa; =1, :=1,...,9 obtenemos, debido a esto

fi;= A =1 19
Ao= —(2,4,21,0)7.
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Luego A es dado por:

[ 1 -1 0010 0 0 1 —21
1 2 0001 0 0 0 -4
A=1 0 0 1100 -1 0 1 —2
0 0-1200 0 -1 1 -1
= -1 2400 0 0-3 0
Definamos é mediante
¢ = ac, 1=1,...,9,
¢io= 0.
Nuevamente, comoa; =1 ¢=1,...,9 tenemos
&= e =" Lyen 00,
o= 0.

Finalmente por (4.19) el problema de programacién lineal, en la forma normal de Kar-

markar es:
min yp
Y1 —Y2 +ys +Ys —2y10 =2,
v 2y +Ye —4y0 =4,
) +ys  +ys —Y7 +y9 —2y10 =2,
su)eto a
—ys +2y4 =Y +Y -y =1,
—2y1 -y +2ys +4ys —3ys = 0,

Y1 t+y2 tys  Hys +ys ¥ tyr t+ys  +ys 4y =1,
%20 i=1,...,10 ,

1 C e .
y donde ademds el punto a® = ﬁ(l’ 1,1,1,1,1,1,1,1,1)7 es un punto inicial factible.

Finalmente resumimos en forma de un algoritmo los pasos necesarios para llevar

un problema de programacién lineal, a la forma normal de Karmarkar.
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Algoritmo B

Paso 0: Definir los datos de entrada del problema de programacién lineal (4.1): Ao €
Rk d e Rv € Rl,a € R*, y escogemos arbitrariamente vg,ry € R! con vy >

0,10 > 0, ug, 80 ER¥con ug>0,5>0 y MER™ con A =1.

Paso 1: Definir los datos de entrada del problema de programacién lineal (4.15):

Ao 0 I 0 8'—A000—30
A= 0 AT 0 -1 d-Afuo+ro
—dT T 0 0 —bTuy+ dFuq

ci=(0,...,0,1)7,

2%+2
b:= (b,d,0)7,
z = (v,u,8r N7,
m:=k+14+1,
n=2k+2k+1,

a := (vo, o, %0, 70, 1)T

Paso 2: Definir los datos de entrada del problema lineal (4.19):

-

A= aiA; t=1,...,n,

An+1 = ""b,
Ci '= aC;, t=1,...,n,
g1 = 0,

yi= (yl)yQ) o '1yn)'

Paso 3: Calcular la solucién del problema lineal (4.15):

Si y* es solucién éptima del problema lineal (4.19), entonces el punto z* con coor-

denadas
IB: — a; y;
Yn+1

t=1,...,n
es la solucién éptima del problema lineal (4.15).
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Paso 4: Recuperar la solucién del problema lineal (4.1):

Del punto z* escoger las ’I’ primeras componentes, es decir

Yn+1

el vector cuyas componentes son estos nimeros resuelve (4.1).
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Capitulo 5

Algoritmo primal-dual de puntos

interiores



5. Algoritmo primal-dual de puntos
interiores

En este capitulo presentamos otra aproximacién de punto interior para la programacién
lineal, que es conocido como el algoritmo primal-dual de puntos interiores. Este algo-
ritmo trabaja directamente con el problema de programacién lineal en forma standard y
no requiere que el problema sea transformado a un formato especial como si ocurre con
el algoritmo de Karmarkar y por lo tanto no se requiere que el valor éptimo (i.e. cfz?,
z* solucién éptima) sea conocido. Este algoritmo trabaja simultdneamente con el pro-
blema primal y dual y resuelve el problema de la programacién lineal en O(y/nln(1/¢))

iteraciones donde ¢ es la precisién deseada para la solucién del problema de programacién

lineal. El desarrollo de este capitulo estd basado en los articulos escritos por: R. Monteiro

[13], M. Kojima [8], C. Gonzaga [4], C. Roos [16] y S. Wright [19].

5.1 Las condiciones de optimalidad de primer orden

En esta seccién revisaremos las condiciones de optimalidad para problemas de opti-
mizacién con restricciones de igualdad, las cuales serdn formuladas usando la llamada
Funciéon de Lagrange.

Un problema de optimizacién no-lineal con restricciones de igualdad tiene la forma:

min c(z) (5.1)

sujeto a: g(z) =0

donde ¢ : R* =+ R, g : R* — R™ son en general funciones de clase C*.
Las condiciones de éptimo para (5.1) pueden ser formuladas minimizando la funcién

de Lagrange que se define como:
L(z, A) := c(z) = MTg(z) (5.2)
donde A € R™ es conocido como el vector de multiplicadores de Lagrange.
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Las condiciones de éptimo de primer orden para (5.1) son:

Val(zy) = Ve(e) = (J(g(=))TA =
Vial(z,y) = —g(=z)

(5-3)
0

donde V; y V, denotan las derivadas parciales de L respecto de z e y y donde J(g(z))
denota el jacobiano de g(z).

Las condiciones de Sptimo (5.3) son en general sélo condiciones necesarias para el
éptimo. Una solucién Sptima de (5.1) satisface (5.3), pero una solucién de (5.3) no es
necesariamente una solucién éptima para (5.1). Si el problema es convexo (es decir, ¢(z)
y g(z) son funciones convexas) entonces es conocido que estas condiciones son necesarias
y suficientes para el éptimo. En resumen hemos mostrado que un problema de progra-
macién no-lineal puede reducirse a un conjunto de ecuaciones no-lineales. Por esta razdn,
un método de solucién para el problema de programacién no-lineal (5.1) necesita un pro-
cedimiento para calcular una solucién de las condiciones de éptimo (5.3). Las ecuaciones
(5.3) son ecuaciones no-lineales, el método que usualmente se usa para resolver ecuaciones

no-lineales es el método de Newton el cual es recordado en la siguiente seccidn.

5.2 El método de Newton

En esta seccidén, repasamos el método de Newton para resolver ecuaciones no-lineales,
el material presentado aqui es bien conocido, por lo que esta seccién sera breve.

Si f: R+ Ry debemos resolver

f(z) =0,
dado un punto inicial z°, calculamos una sucesién de soluciones aproximadas mediante
k
kit g S(2) k=0,1,2,....
f’(ﬂ:k) b} )

Paramos cuando |f(z*)| < ¢, donde € es la precisién deseada para la solucién.
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Sea f : R™ = R™ y consideremos el problema de resolver f(z) = 0.

El jacobiano de f en el punto z, J(z) es definido como la matriz con componentes (3, j)
o5,
Oz; i

g* 1 = F — [J(cF)] F(=F)

y el método de Newton es:

k+1

Si hacemos Az := zF*! — z* entonces la ecuacién anterior puede escribirse como:

J(z*)Arz = — f(2*) (5.4)
Si en (5.3) definimos:

. [ Ve(s) - J(g(@)y ]

—g(z)

entonces la direccién de bésqueda Az = (Az, Ay) en la k-ésima iteracién del método de

Newton para f(z) = 0 son dadas debido a (5.4) por:

V2c(zF) - Zy.‘vzgi(xk) —Vg(z*) [ Arz :| . [ Ve(z*) = Vg(a*)y* } (5.5)

i=1
_vg{mk)T 0 Ary —g(z*)

5.3 La funcién barrera

Recordemos que el problema de programacién hineal que estamos considerando es:

min ¢’z
@ sujeto a Az =),
z 20,

donde ¢,z € R*, b € R™, A € R™*",

Con fr? denotamos el interior de la regién factible del problema lineal (P), es decir
Fy={z€R": Az=b, z>0}

Tenemos la siguiente definicién.
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Definicién 5.1 (ver C. Roos[16]) Dado u > 0 se define f, : 3 — R por

fulz) := Tz~ ,uzln e

j=1

fu es llamada la funcidn barrera logaritmica para (P) con pardmetro de barrera p.
El siguiente teorema da una propiedad importante de la funcién barrera.
Teorema 5.1 (ver C. Roos[186]) La funcidn f, es estrictamente convexa.

Prueba: Sabemos que:

fulz) = cTz—yp Eln T
j=1

= ) (cz; — plngy).

J=1
La funcién ln(z;) es céncava, lo cual implica que —uln(z;) es convexa. Por esto, la
funcién barrera es una suma de funciones convexas, lo cual implica que la funcién es

convexa. Ahora veamos que f, es estrictamente convexa: Si definimos

Ty 0 o O
. 0 Ty o 0
X = diag(z)=| = 1
L o= 0 AN I
1
e = )
1
entonces: : >
- B
3;1_1 0 e 0 T 1 W 31_1
=1 -1
xte=| O O]
6 0 ...z}t 1 i ;!

Entonces el resultado anterior, también lo podemos verificar del hecho que:
pr=c~uX—le y Vii=pXY
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Ahora sea v € R™\ {0} entonces:

vTvzf#v =l X %= ,uZ(vj:c;l 2>0
i=1
paraz > 0y uu > 0. Esto prueba que el Hessiano de f, es definido positivo lo cual implica

que f, es estrictamente convexa. a

5.4 El problema primal-dual

En esta seccién consideraremos el problema primal-dual y establecemos las condiciones
de 6ptimo para este problema, ademas definimos conceptos importantes para uso posterior
en el desarrollo del algoritmo.

Consideremos el problema primal en forma standard:

mmn Tz,
(P) sujeto a Az = b,
z 20,

donde ¢, z € R™, b € R™, A € R™*", ran(A) = m.
El problema lineal (P) tiene asociado el problema dual:

max bTy,
(D) sujetoa ATy + z=c,
z>0.

El siguiente teorema, establece una relacién entre las soluciones factibles de (P) y (D).

Teorema 5.2 (ver C. Roos[16]) Sean z y z soluciones factibles para (P) y (D) respec-

T T

tivamente. Fntonces: cTz — bTy = 2Tz > 0. Ademds, si 2Tz = 0, entonces = es una

solucién éptima de (P) y (y, z) es una solucién éptima de (D).
Prueba: La prueba es directa, se tiene que:
0< 2Tz=2T(c— ATy) = Tz — (Az)Ty = Tz — bTy.
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T

De aqui: 67y < cTz. Esto implica que cT'z es una cota superior para el valor objetivo

éptimo de (D) y 6Ty es una cota inferior para el valor objetivo 6ptimo de (P) y ademads

T

si 6Ty = cTz, entonces el par (z,y) es optimal O

T T

Nota: El nimero ¢’z — 6Ty se llama brecha dual y al nimero 7z se le conoce como

condicién de complementaridad.

Condiciones de optimalidad: Debido al Teorema 5.2 podemos decir que una solucién
primal—dual factible (z,y, ) es éptima si y sélo si la brecha dual es cero. Nétese que

T

desde que z,2 >0 z“2=0 siysdlosi zz =0,i1=1,...,n.

Esto da las siguientes condiciones de optimalidad (las cuales coinciden con las condiciones
de Karush-Kuhn-Tucker) para el problema primal-dual, el cual es un sistema de ecuaciones

que caracteriza el éptimo

r ATy+2z = ¢
Az = b
(p-p) { (56)
a5z = 0
T,z > 0

.
Damos a continuacién, algunas notaciones que seran usadas posteriormente.
Notacién 1: Los conjuntos factibles para los problemas (P), (D) y (P-D) serdn denotados

como Fp, Fp y F respectivamente. Asi se llama

Fp:={z €R": Az =0b, =z >0} el conjunto primal admisible y
Fp:={(y,z) e R*"xR": ATy+z=c, 2> 0} el conjuntodual admisible,
F = {(:c,y,z)ERnXRmXR"': ATy+Z=C, Az =b, z,22>0}e

conjunto primal-dual admisible.

Los puntos interiores de F,, Fp y F seran denotados como: F5y Fp, F° respectivamente.

Ast:
f;::{zER"’: Az = b, .’L‘>0},
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Fpi={(vy2) eR™xR": ATy+4z=c, 2z>0}
Foi={(z,y,2) ER*"xR™xR*: ATy+z=¢, Az=0b, =z,z>0}.

Estos conjuntos se considerardn no vacios.
Notacién 2: Dados los vectores «, z con X, Z. Denotaremos la matriz diagonal definida
por estos vectores. El simbolo e denotar4 el vector de unos, con dimensién dada por el

contexto.

5.4.1 Lagrangeano y condiciones de optimalidad de primer or-

den

Apliquemos el método de la funcién barrera logaritmica a el problema (P). La funcién

barrera logaritmica para el problema (P) es:
n
foim a3 lnley)
=1
y esto convierte al problema (P) en:

min: cfz— ,LLZ].D(:DJ'),
PP‘ j=1

sujeto a : Az =b.

El problema lagrangeano para este problema es:
n
min I(z, A) = "z — ) _In(z;) — AT(Az - b),
j=1
las condiciones de éptimo de primer orden, se obtienen derivando L(z, A) respecto de z y

Al
V.L(z,)) =0 => c—pXle—-ATA =0

Val(z, ) =0 => Az —b =0

En el problema (D) despejamos z de:

Aly+z=c = z=c—-ATy
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Como la variable y no estd restringida en signo y A tampoco lo estd, entonces podemos
hacer A = y, es decir z = ¢ — ATy = ¢ — AT). Luego tenemos las siguientes condiciones

necesarias para (FP,) en combinacién con (D):

z—uX"le = 0,
Az —b = 0, (5.7)
c—ATy—2z = 0.

(5.7) puede escribirse también como:

Xz = pe,
Az == b, (5.8)
ATy4+z = ¢
pero desde que: i s o ) ;
21 0 3 ¢ 0 z1 -‘ T121
0 zo ... O 29 To22
Xz = ==
LO 0 Tn | LG_l Lz“zn_,
(5.8) se deja escribir como:
ziz = g i=l..,n
) Az =g b
Sulz, ¥, 2
F( ? ATy 8 =y B
TNz = 0.

Su(z,y,2) es llamado también sistema perturbado de Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T),
porque son idénticas a las condiciones (K-K-T) para (P) las cuales por (5.6) son:

’

T2 = 0 =1, [
Condiciones (K-K-T) Az s
para el ﬁ ATy+2z = ¢
bl P
problema (P) oz = lol
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excepto que las condiciones de complementaridad z;2z; = 0 han sido perturbadas por p (si
1 = 0 son idénticas a las condiciones de complementaridad). De este modo una solucién
de S,(z,y,z) para u suficientemente pequefio es una buena aproximacién a la solucién
éptima para el problema (P). Como fue probado en el Teorema 5.1 que la funcién barrera

logaritmica
fulz) ="z - /.LZln(x_,')
i=1

es estrictamente convexa. Ademds el conjunto {z € R*: Az = b} es convexo, es decir,

el problema
min T — uzln(xj)
3=l

sujeto a: Az =,
¢,z €R? beR™ AeR™*,
es un problema convexo, entonces las condiciones de primer orden (i.e, el sistema

Sy(z,y, z)) son condiciones necesarias y suficientes para optimalidad.

5.4.2 Curva central

En esta seccién, definimos el importante concepto de curva central.
Por lo argumentado en la seccién previa, las condiciones de primer orden son condiciones
necesarias y suficientes para la optimalidad del problema (P,) y (D). Luego para cada
p > 0 el sistema S,(z, y, z) tiene una Wnica solucién (z{u), y(u), (1)) y define una curva

llamada curva central, esto es precisamente el contenido de la siguiente definicidn.

Definicién 5.2 (ver C. Gonzagal4]) La curva central se define como el conjunto de
puntos (z(w), y(1), 2(u)) tal que:

[ ATy(w) + 2(n)

o J As(y) " _ (5.9)
:B,‘(,U.)Zi(/i) M 1=12,...,n
0,

i T >

c

i

Ml

es decir (z(u), y(1), 2(1)) € € => (z (1), y(w), z(1)) satisface (5.9) con p > 0.
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Desde que: z;(pu)zi(u) =p  ¢=1,2,...,n, tenemos

Z zi(p) 2 (u) Z p = ny,

=1 i=1

entonces

27 (p)z(u) = np,
tomando z7(u)z(1) como un objetivo a minimizar queremos encontrar puntos sobre la
curva central con g — 0. En el algoritmo primal-dual los puntos iterados siguen a la

curva C en la direccién de la disminucién de p.

El algoritmo inicia con un valor yg > 0, un punto inicial (z°%,4°, z°) y genera:
a) una sucesién {ug}x>1 con px — 0,

b) una sucesién {(z*, y¥, z¥)} en F°, la cual (debido a que px — 0) converge a la solucién

éptima del problema primal—-dual (5.6).

3

Ahora el punto (z*,y*, 2F) € F° estd en la curva C siysolosi zFzf =

i paratodo ¢ = 1,...,n pero en general los productos z¥z* de los puntos iterados

k2F = 1 no es satisfecha exacta-

seran distintos para cada ¢, y por lo tanto la condicién z;
mente, y es debido a que la curva central C es basicamente una trayectoria tedrica, C estd

formada por todas las soluciones del sistema. (5.9) esto es,

C = {(=z(u), y(u), 2(w)) : 1> 0}.

En general no es posible obtener una representacién paramétrica de C; lo que el algoritmo
genera son puntos préximos a esta trayectorna.

Por lo tanto es necesario trabajar con ciertas vecindades que limiten dichos puntos iter-
ados. Necesitamos medir la desviacién de los productos z¥2¥, del k-ésimo punto iterado,

= 1, la desviacién es medida comparando los productos z¥zF con

il
> =
(_,,_:R}Tzk o

! n

de la condicién a:" "

j‘_{ —
y para esto damos la siguiente definicidn.
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Definicién 5.3 (ver C. Gonzaga[4]) Sea(z,y,z) € F°,
p = (zF)T2*. Definimos la medida de proximidad por:

k .k
Ty 2 H

1 1 .
5(3'&: Sf'k:. 5 p) = =|| XpZre — pells = ~ : 2
£ K
Znty £l o

Lema 5.3 (ver C. Gonzaga[4]) Si lHXkae — ue||l2 < 1 entonces z*, zF > 0.
L
Prueba: Supongamos que existe ¢ tal que £f =06 zF =0
=r —[|[X"Zre— pella 2 —|eiz = pl = =0 —pl =1
p i "

lo cual es una contradiccién. O

Si en la definicién 5.3 hacemos:
XrZye — ue = up, donde

lellz = 6(=*, ¥, 2*, p),

obtenemos, multiplicando por e” la expresién Xy Zxe — e = up, y aplicando la desigual-

dad de Cauchy-Schwarz:
(c*)72" < (n+ 8", o, 25, m)Vn)u. (5.10)
Damos a continuacién la definicién de vecindad N(6).

Definicién 5.4 (ver C. Gonzaga[4]) Sea 6 € (0,1), u =

K\T ,k
& 21 % , entonces MN,(6) es
definido por:

No(8) = {(oF,u%, 2*) € Fo | Xk Zre — pe||2 < 6u}
= {(e* ") e For §(zk % 2k p) <0} O

El algoritmo primal-dual generard puntos en M3(f), (teorema 5.9)

[lustramos el caso n = 2, donde tenemos:

Ny(8) = {(=5, 5, 2*) € F° || XrZre — pell < 8u, 6 € (0,1)}
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entonces:

(chok — P+ (eheh— P < 042
" (23?1:5?—:}1‘3{‘ "WE"’%)Z + (2*’232 m?zl "ﬁgzg)i < PP
2 2 -
— (3’1‘3{‘— m§x§)2 (::“'z — ¥ z,) < @
2u 2u -
_ =gy < o
ot zl e :izg -
K.k
) i< FIT‘Z_I.__“".’ﬁ < V.
z1 “+ mzzg
.lr k I:
De V8 < -z—-}——z—ﬂ odemos deducir:
De = z{‘ +z§ § P
- Q- VBeket < (1+VE)sish
140
—— .'z:"z" < k k a
? 222 = 1——\/_ Z12 ( )
k. K k
De El—"f-}ﬁ—izﬂ < V8 deducimos:
ok 2} + o52f
m’fz{‘ i mﬁzﬁ < 131 2 ] \/—3':32
= (1=VOeft < (1+Vh)h4
1-V0 kK ok
Ty S Tl (8)
(1+\/§) = :

de (o) y (B)

Jd —
I e
IS
e’
]
':4?:'
Ll o

1—V08 bk Kk
- <
(14—»@) HERR S

Los limites superior e inferior son rectas y como




decimos que los bordes de esta vecindad A/;(6) convergen a la curva central por arriba y

por abajo. Gréficamente podemos ver éste proceso en la figura (5.1)

ToZy

C : Curva central

Na(6)

I1zy

Figura 5.1: Vecindad N;(f)

5.4.3 Desarrollo del algoritmo primal-dual

En esta seccién desarrollamos el algoritmo primal-dual y este desarrollo lo haremos
teniendo como base lo presentado en las secciones anteriores.

Recordemos que el sistema S, (z, y, 2)

[ Xz = pe
Az -b = 0

c—ATy—z = 0

T, % 2 0,

L

daba condiciones necesarias y suficientes para optimalidad del problema F,. Ahora fijemos

el pardmetro real o € (0,1), el cual como veremos posteriormente tiene relacién con el
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tamailo de paso & y u y consideremos ahora el sistema;:

Xz = opue,
Az —b = 0,

c=ATy-z = 0,

l @Gyzh 2 10

Para resolver este sistema por el metodo de Newton definimos la funcién no-lineal

Fcr . R2n+m Y R2n+m

" 4 -
Xz —oue 0
Fo(z9,2):=| Az—b |=]|o0
—_ ATy —
| ¢ Aty z | LD-

Asumamos que (z*, y*, z*) es dado con z* > 0, zF > 0, entonces una iteracién del método

de Newton aplicado al sistema:

FG($> Y, Z) =0
es igual a ] )
Ak:c
VFU(mk)yk>zk) Ay | = —Fﬂ(xk)yk»zk))
L Dy
donde: i W
Iy 0 Xi

VE(E ¢, =1 a4 o o




Entonces las direcciones de Newton obtenidas a partir de los puntos z*, y*, z* se obtienen

del siguiente sistema lineal:

-

Zr 0
A 0
3 [

X Az
0 Ary
—1 Apz

=—| A —b

Pero como z* , y* | z* es factible para (P) y (D) entonces:

—

#

Azk —b

- ATyk - z"

Asi el sistema anterior se reduce a:

De aqui obtenemos:

Recordemos que:

L z2>0
Zr 0 X W Npz
A 0 0 Ary
0 —-AT -I L Az
Az + XDz =
Al =
—ATAwy — Axz =

e O,

i u}

).

Xiz* — ope
=¥ 0
0

Xz +ope |
0,
0

Xp = diag(zlfa T :L'ﬁ),

Zr = diag(zf, .
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Xiz* — cue

o= ATyk —

" Y

(5.11)
(5.12)
(5.13)



y denotando por v(u) = —Xiz* + oue, podemos escribir el sistema anterior como:

MAYAVE D CYAVE IR (7) (5.14)
AArz = 0 (5.15)
~ATAw— Az = 0 (5.16)

Multiplicamos (5.14) por Z; !, obteniendo
Az = Z7 v(p) — Z7 Xz (5.17)

De (5.16) resulta:
Bz = HAT.&;,y.

Multiplicando (5.17) por A y considerando (5.15) obtenemos:

AAiz = AZ7w(p) — AZ7 XAz

= 0 = AZ7 o(p) - AZ7 XDz
reemplazando Arz = ATAry resulta
0 = AZ7'o(u) + AZ7' XpATAry

entonces tenemos
B = —(AZ7 XeAT) AZ; o(p),
(por 5.16) Axz = AT(AZ7' X AT)'AZ w(p),
(por 5.14) Az = {Z;' — 27 XpAT(AZT Xp AT) P AZ Yo ().
Ahora sea:

gt = g(a) = oF + oz,
y¥ = y(a) = yF + edry
2F = 2(a) = 2F + oAz, @ € (0, 1],
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el nuevo punto iterado.

Debemos tener en cuenta lo siguiente:

a) Denotemos la relacién entre el valor del pardmetro de barrera u correspondiente al

punto (a(a), y(e), 2(a)) con ().

b) Tenemos que construir una sucesién {u}r>1 con lim px = 0, pero que ademds
= k—oo

satisfaga una relacién adicional crucial para la convergencia del algoritmo.
c) Tenemos que elegir el tamaifio de paso «.

d) Tenemos que garantizar que (z(@), y(@), z(c)) € N2(6) y por lo tanto que este punto

es factible.
e) Tenemos que garantizar la convergencia del algoritmo en tiempo polinomial.
Estos puntos serdn estudiados en los lemas y teoremas que siguen.

Lema 5.4 (S. Wright [19]) Sea (Axz, Ary, Axz) la direccién generada por el método

de Newton. Entonces se cumple:
(Arz)T Az = 0,

plo) = (1~ (1 ~0))p

Prueba:
De (5.13) resulta Az —~AT Ay
— (,&;,.‘J',‘)T.&kz = —{ﬁ;‘.ﬂ}TﬂTﬁky
= (Ak:c)TAkz = —( AAkZ‘ )TAky
=0 (porb.12)

= (&m}Tﬂkz = 0.
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De (5.11) se tiene

2§ 0] Apzy ok 0 AV
z§ JAVE. ) :L‘é Arz

+
L 0o zk | Arz, 0, z¥ TAVE

......

L —~zkzk 4 op
= : 5 . 5 1
¥ Az 2k Arz —zF2F o op
Z:I;Ak.'vz .’L‘éAkZz —:vézé‘ +ou
L zE Az, 2 Apzy —zkzE +ou
- = - a L
entonces
ZF ARz, + 2 Arzy = —z¥F 4 op
k
zé‘Ak:z:g + mé‘Akzg = —T2y + O
k
zr;:&kmn + miﬂkzn - -—xﬁzﬂ + oy

sumando miembro a miembro se cumple
(zfAkg;l + Zé‘Akﬂfz TEHY z,’:Aka:ﬂ) + (:z:’fAkzl -+ zé‘Akzz R zﬁAkzn)

k_k k
= —(z171 + :L‘gZé; t-eet+ ng,,:) + nou,
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lo cual puede escribirse como:

(zk)Tﬂs;,m-I-{mk}T&kz - -—-(rk)Tzk+na'p
= —(zT* +no ((zk)Tzh)
n
" (zk}Tﬁkmﬁ-(zk}Tﬂskz = —-{z"}TzI‘-l—n'[:.:k)Tzk

= ()Y Are + ()T Az = ~(1 - a)(=)* 2. (5.18)

Ahora tenemos

z(a) = o* + aliz
z(a) = 2 + aliz
= (z(a))Tz(c) = (2% + clrz)T(2* + alsz)

= (aF)T2* + o((zF)T Arz + (Arz)T 2F) + o2 (Akz)T A 2.
N e’
=0
Por (5.18) queda:

(2(e)f7x(a) = ()7 - ol - o)(a*)7 s
= (1- o1 = o)) (aH)7sH

— se) = (1—al—o)u O

Este lema implica que el valor del pardmetro de barrera p decrece con un incremento en
a. Ahora cuando se calculan las direcciones empleando el metodo de Newton, se toma

usualmente una longitud de paso unitaria (¢ = 1), en este caso tendriamos

Pikp1 = Ol k=0,1,--.
6
Ahora tenemos que ¢ € (0,1) y una forma de escoger o es o=1- =
n

En el algoritmo primal-dual se toman longitudes de paso unitarias, y se toma § = 0.4, de

este modo
0.4

Hrt1 = (1 ~ ﬁ) ke
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29,0 . . . J 2
Esta iltima relacién es también necesaria para probar la convergencia del algoritmo

: , 6
(teorema 5.10). Despues de k—iteraciones tenemos Lk = (1 = %> Ho

luego: lem pr = 0. Esto implica que la sucesién {u}r>1 converge para cero que es lo
= z
: . . ¢
que deseabamos. Finalmente en particular, si 0 < « <1y ¢ =1 — — resulta

v~

g
Bkt S <1 . %> J772

Algoritmo Primal — Dual

0.4
Paso 0: Dado9=04,0=1-— NS Sea (z°,3°, 2°) € M;() un punto inicial,

‘J_
e €(0,1), k:=0.
Paso 1: Sean Xk, Zx las matrices diagonales de z* y 2* respectivamente.

Paso 2: Célculo del valor de u

0.4
Pr+1 = | 1— Jn ok

Paso 3: Célculo de las direcciones de Newton

Calcular:
M = {27 = Z7 Xp AT(AZT X AT) TV AZT M= X + ope)
Ay = —(AZ7' X AT)VAZT (=~ Xiz* + ouge)
Az = AT(AZT' X AT) ' AZD N (—Xi2® + opge)

Paso 4: Calculo de los nuevos puntos iterados

i

gFHl = 2k 4 Are
| ¥ = A
L 2 = R Az
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Paso 5: SicTzk — pTyk < ¢

ir al Paso 6, sino k:=k + 1,

retornar al Paso 1.

Paso 6:
i
z* = mk+1
I *
: g = gRH
2t o= g

Fin del algoritmo.

Observacién: A pesar de que el pardmetro o € (0, 1] puede tener longitud variable,
nosotros solo tomaremos o = 1, existe una variante del algoritmo presentado aqui que
escoge longitudes de paso variables y que tiene convergencia superlineal, este algoritmo
es llamado el algoritmo predictor—corrector, una buena presentacion de este algoritmo se

encuentra en S. Wright [19]

0.4.4 Calculo del punto inicial

Estudiaremos la manera de escoger un punto interior (z°,3°, 2°) € N2(0.4) de modo
de poder inicializar el algoritmo.
Sea (z°,1°,2°) € Rntm*n un punto arbitrario satisfaciendo z° > 0 2° > 0.
Sean k£ y A dos niimeros positivos suficientemente grandes, su magnitud sera especificada

posteriormente. Junto con el par de problemas lineales (P) y (D), que deseamos resolver,
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consideremos el par de problemas artificiales primal y dual:

#

min eTa + kzng

sujeto a Az + (b — Az®)zpy1 = b
(P’) v ( + )

(AT + 2 =)o+ 2o = A

Y
L

(27, Tn+1, $n+2)

%

donde 2,41 y Zn+2 son variables artificiales,

(
max Ty + Ayms

sujetoa ATy + (AT + 2 - )1 +2 = ¢
(D') 4 (b- A:co)Ty + Zpe1 = =z,

U1+ Zng2) = 0,

IV
o

{Z-. Znt1y Znt3)

\

donde Y41 s Zn+1 ¥ Zn+2 80N vanriables artificiales.

Necesitamos tomar k& y A satisfaciendo
A > (AT + 20— )T,
y k> (b— A%,

para que (%, 28,1, 23,5) ¥ (¥°) ¥%+1) 2° Zo41s 2042) 8€an soluciones factibles de (P’) y (D)

respectivamente, donde

T = 1,

Tl = A— (ATy° + 2%~ &)T2® |
Upir = —1

Ry = k= (- 40T

0 s
Znt2 = 1.
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De este modo podemos aplicar el algoritmo primal-dual a los problemas artificiales (P’)
y (D') con estas soluciones factibles iniciales.

Sean z* y (y*,2°) soluciones éptimas de los problemas originales (P) y (D) respectiva-
mente. El siguiente teorema , establece condiciones suficientes sobre las constantes k£ y
A para que el algoritmo aplicado a los problemas artificiales (P’) y (D') tenga éxito en

generar soluciones aproximadas de los problemas originales (P) y (D)
Teorema 5.5 (ver M. Kojima [8]) Si ademds de
A > (AT 4+ 20— )7L,
Y k > (b—A.’BO)T 0’
suponemos que
A > (AT + 20 - )T,
] /C > (b—A.’UO)T ‘,
entonces se cumple:

(a) Una solucidn factible (2, Zn+1, Zn+2) de (P') es dptima si y solo si & es una solucidn

éptima de (P)y Zp,41 = 0.

(b) Una solucidn factible (§, fm+1, 2, Znt1y 2n42) de (D’) es dptima si y solo si (3, 2) es

una solucidn dptima de (D) y Jm41 =0

Prueba: Definamos

Top1 = 0,
This = A— (ATy° + 2° - ¢)Tz*

3 . 7 .
Entonces (2°, T%, 1, T5,7) €8 una solucién factible de (P'). Sea (&, Tn+1, Tn+2) una solucion

factible arbitraria de (P’) con zn4+1 > 0. Entonces obtenemos

Tz + kzpyy = (v°)7b
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= (¥")"{Az + (b — Az")zp41}

< (c=2)Tz+kzny; (debidoa Ay*+2"=c , ZTny1 >0,
k> (b— Az")Ty")

< c"z4kra  (debidoa (2°)Tz >0)

Esto implica que (z,T,41, Tpy2) con 2,41 > 0 no puede ser una solucién 6ptima de
(P'). En otras palabras, toda solucién minimal de (P’) debe satisfacer z,+; = 0. Por
la continuidad, vemos también que (z*,z} .,z ,) es una solucién Sptima de (P’). De
este modo si una solucién factible (2, £,+1,Zn+2) de (P’) es Sptima, entonces £n41 =0y
cTs =cle.

Como £ satisface todas las restricciones de {P), este punto debe ser una solucién éptima
de (P).

Reciprocamente, si (&, 0, £,42) es una solucién factible de (P’), y si £ es solucién Sptima
de (P), entonces el valor objetivo  ¢T# + k#,4; coincide con el valor objetivo éptimo
cTz* +kzl,, ,luego este es solucién éptima de (P’). De este modo hemos probado (a).
La prueba de la parte (b) es similar O

0

Sitomamosz’=e , =0 y 202=e¢,

entonces las condiciones

(ATyO + ZO _ C)Txo ,
(b o AxO)TyO )
(AT 4+ 22 — )T

(b _ A(L’O)Ty‘ ’

vV V V V

E D S N

y

4

impuestas sobre las constantes k y A darfan

A > (e—c)Te=n—cTe |
k>0,
A > (e—co)fz*=eTe* =Tz
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y k> (b=Ae)Ty =Ty - (v°) Ae

(:L‘k)Tzk

Como = entonces g =1

]

Y |[XoZoe —¢|lz=0<0.4

b

entonces  (z°,3°, 2°) € My(9).

5.5 Convergencia del algoritmo Primal-Dual

En esta seccién desarrollamos el teorema que establece la convergencia polinomial
del algoritmo primal-dual, pero antes demostraremos que los puntos iterados (z*, ¥¥, 2*)
pertenecen a M3(f), para k£ =1,2,.... Ahora necesitamos probar el siguiente lema que
sera usado como lema auxiliar para probar un resultado que establece una cota para el

producto Arz;Axz;

Lema 5.6 (ver Gonzaga [4]) Sean u y v vectores arbitrarios en R™ con uTv > 0.

BEntonces

UVella < 27%||u + vlj2,

donde
U = diag(u1, ..., un), V = diag(v, ..., v,).

Prueba: Vamos a usar el siguiente resultado

Sean «,f€R:
= (a—pP=+p*—-2e8 > 0 ,
= (a+f8)° 2 4of ,
entonces st af >0=> |a+ B> > 4|af] (5.19)

Despues tenemos:

0<ufy = Z wv; + E u; vt

wiu >0 <0
= Y lwud = 3 v (5.20)
Wy tEM
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donde P = {i: wy; >0}, M={i: wu <0}

— llUVE||'2 = [[ululji + [ugﬂg,]: b R hAL - [unﬂ“}i}lfz
1/2
= Z(u;v;)z S Z(u;v;)z
iep ieM
Como ||« |l2 < || - |l;, entonces

IUVellz = [l(wive)iepl? + || (wivi)ien |2

1/2

IA

[l (usve)ier 12 + | (wive)serdll?]
@ll(wv)ierl3)?  (por 5.20)

= R(uwiw|+---+ [um”z]i,-‘i
= \/é (ZIU;U;I)
iEP

< ﬂ(i) S (w4 ) (por 5.19)

t€P

1A

T

< 2-—3/2 z(u‘. at ‘U‘.)2

1=1

= 27%u+of7. O

En el Lema 5.4 se vio que (Axz)TArz = 0, pero los productos individuales no son

necesariamente iguales a cero. El lema siguiente da una cota para Arz;Agz;.

Lema 5.7 (ver S. Wright [19]) Si (zF, v, 2*) € N,(6), entonces se cump.k:

6> + n(1 — o0)?
BR(1-6)

[ArX ArZe||2 <
Prueba: Sea D = X,i/sz_I/2 una matriz diagonal. Por (5.11) sabemos que:

Zrhpz 4+ XpApz = = Xp2* + ope.
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Multiplicamos por (X Z;)~'/? y obtenemos:

X P2 taw + X270 Arr = (XuZi) A~ XnZre + opse)
e e’ — r—
D™ Az + DAz = (XpZy)"Y*(~XpZre + ope)

Como ArXArZ = ArXD™? DALZ = (D_IAkX)(DAkZ)
se cumple

[|ALX A Ze||2 = "(D*lﬂ.k}(][ﬂﬂ;;Z}E"z. (5.21)
Ahora podemos aplicar el lema anterior a esta ecuacién para lo cual se debe hacer:
u= D" Apz, v = DAz, obteniendo
|AxX AxZe|ls < 2732|| D' Az + DAg2||2
= 273||(Xk Zk) 72 (— XiZre + ope)|l3

— 9=3/2 5:: (—zfzf + op)?
- =1 mf‘zf‘ -

n

I R .
= 2"3/22( wiz +ou) < s Z[—mf‘zf‘+cr,u]’

v= LU?'Z;-& a T i=1
T o932
= = | Xk Zre — -::r_ue]ﬁ. (5.22)

Ya que (2, y¥, zF) € Ny(6) se cumple

p—min z¥zf < |p — minzf 7] < [Jue — X Zgells < pf

se obtiene:
minz¥zF > (1-0)u (5.23)
También:
eT(XrZre — pe) = (2*) T2~ pefe=np—nu=0
= | XxZre—opell} = [(XxZre — pe) +(1-o)uell;
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= || XkZre — uell3 +2(1 - U}MPT[XkaE = pﬂl

=0

+(1 = o)*peTe

< P+ (1-o0)uln (5.24)

Sustituyendo (5.23) y (5.24) en (5.22) resulta finalmente

6>+ n(1—o0)?

2972(1 = ) .

|ALX ArZe|| <

El siguiente lema establece cudnto se aleja el punto (z(«), y(«), 2{x)) de la curva central

segin la medida en norma 2.

Lema 5.8 (ver S. Wright [19]) Si (z*, 4, zF) € N3(6), se cumple

1 X()Zi(e)e — pleellz < |1~ of|| X Zre — pell2 + 2| Ax X ArZel|2

9% + n(1 - a‘ﬁ}]
23/2(1 — §) '

£|}—a|ﬁ'p.+a2[

Prueba: Por (5.18)
ZAz+ XAz=—-XZe+ ope,

en coordenadas

FALz; + F Az = —ff tou, i=1,...,n (5.25)

también
Xk(@)Za(a)e = p(a)e = [ef(a)2f (o) = ()], i=1,...,n. (5.26)
Del Lema 5.4  sabemosque  p(a)=(1-a(l - 0o))p (5.27)

luego resulta de (5.26) y del Lema 5.4, para todoi = 1,...,n:

k(@) 2k () — pla) = zkzf +a(2F B+ ofDez) + P Dizibiz — (1= a(1 - 0))u
= ofzf + a(—akzf + op) + P Dpzidizi — (1 - (1 = o))u
= zFzH(1 — @) + aop + Plizilrz — (1 - o + ao)p
= zF2F(1 - o) + P AgziDpzi — (1 - o)y,
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entonces
mi‘z{'(l —a)= (1 - a)u+ ?Apz Arzy
[ Xk(c) Zi(c)e — p(a)ells = :
zpzi(1 = a) ~ (1 — a)p + P Apza Apzn
< |1 = of||XkZre — pel|z + ?||Ax X Dr Ze||a

02 +n(1 —a)?
_ 2
i albiie [ 2731 — 9) ]“ H

2

El siguiente teorema define una relacién enfre 6 y ¢ y prueba que aun tomando la
longitud de paso maxima « =1 |, alo largo de la direccién generada por el método de

Newton, los puntos iterados estdn en N> (6).

Teorema 5.9 (ver S. Wright [19]) Sea 6 € {(0,1), y o € {0,1) tales que satisfacen la

siguiente relacién

02 + n(1 - o)?
FA(1=0) < af (5.28)
Entonces si (z*, y*, 2*) € N,(0) tenemos que:

(z(a), y(@), z(cr)) € N2(F), Ve € ({0,1].

Prueba: Del lema 5.4

[ Xx (@) Zk(@)e = wla)ella = |1~ alfu+c? [9 zj/:((:: 5) ]

< (1-a)fu+?obu

< (l-a+oa)
= (1-o(l-0))bu
= fu(a) (Lema 5.4) (5.29)

= || Xk(@)Zi(@)e — p(e)e|| < Ou(w)

esto establece que (z(), y(«), z(«x)) satisface la condicién de pertenecer a M,(6).

Recordemos que:
Na(8) = {(=", 4", ) € F°: || XnZre — pella < O, 6€(0,1)}.
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Para que (z(c), y(@), z(a)) € Nz( 6),falta mostrar que (z(e), y(@), z(x)) € F°.

z(e) = z* + ez, y(a) = v* + alry, z(a) = 2F + algz,

t A = AcfF + a Az = b 5.12
entonces Az() e +a -::v (por )
ATy(a) + z(e) = AT(v* + cAry) + 2% + a2

= ATy" 4 25 +a(A" Ary + Dv2)

—————

=c =0 por 5.13

entonces ATy(a) + z(a) =c.
Solo falta probar que: z(@) > 0, z(a) >0 Va€(0,1].
De
_ri(a)(a) + a(a) < lai(eale) — se)] < IX(@)Z(@)e = ulael
< fu(e)
tenemos

zi(@)zi(e) 2 (1= O)u(e) =(1=0)1 -l —0g))p >0

donde la desigualdad estricta es una consecuencia de 6 € (0,1), o € (0,1] y ¢ € (0, 1),
luego  (z(c), y(e), 2(a)) € F°

Nota: Para nuestro caso basta tomar o = 1

Hasta este punto, la prueba de validez del algoritmo primal-dual, es casi completa, solo

falta probar que, nuestra forma de escoger los pardmetros 6 y o,

0.4
= . =1- —_—
6 =04, a Tn
satisface la condicion (5.28) para todo n > 1. Pero esto no es dificil de establecer, tenemos
0.4 0.4 0.4 0.4 ( 0.4 ( 0.4)
—_— < l——Vn>1l = —<1l-— = <04(1-—).
Vi T V206 T v/2(0.6) V' v/2(0.6) v
0.4\*
2 2 (0.4)* +n ("—)
Por (0.4) = 2(0.4) resulta: vn <04|1- pad ;
V2(0.6) ~ 23/%(0.6) 2°/1-0.4) V2
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wrisf-(-5)
finalment B _
nalmente 2121 = 0.4) <04 (1 \/ﬁ)
Ahora, la validez del algoritmo primal-dual es completa.

El siguiente teorema, prueba que el algoritmo primal-dual converge en tiempo polino-

mial.

Teorema 5.10 (ver S. Wright [19]) Dado ¢ € (0, 1), supongamos que el punto inicial
(2°,4°, 2°) € N2(0.4) en el algoritmo primal-dual satisface

HoSE—,

para alguna constante positiva 7. Entonces existe un fndice K con K = O(y/nln(1/¢))
tal que:
ur <e paratodo k> K

Prueba: Tenemos

0.4
Mr S (11— ﬁ M

Tomando logaritmos resulta:
0.4
In(pper) < In (1 . ﬁ) + In(us).

1
Por aplicacién repetida de esta {ormula y usando o < e tenemos

Inus) < kln (1- %) +1n () < kln (1—%) +7ln G)

La estimacion para la funcion logaritmo
ln(l'*'ﬂ)slg V:B>_13

implica que =
0.4 1
In(px) < k (“—\/—n;) +7ln (Z)

De este modo, el criterio de convergencia  ux < ¢ es satisfecha si tenemos

(88 ) e
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Esta desigualdad se mantiene para todo &k que satisface

1 1
e 0 —— =
k> K 014[1‘-1- 1)v/nln (G) !

esto completa la prueba O

Figura 5.2: Convergencia de las iteraciones
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Observacién: Existe una variante del algoritmo primal-dual presentado aqui, lla-

mado el algoritmo predictor—corrector el cual es actnalmente el mas eficiente com-
putacionalmente, y se encuentra implementado en diferentes software de uso comercial
(HOPDM, CPLEX, OB]1, etc). El algoritmo predictor—corrector tiene (entre otra cuali-
dades) convergencia superlineal, un tratamiento de este y otros algoritmos primales—duales

esta fuera del objetivo de esta tesis, el lector interesado puede consultar el excelente libro

de S. Wright [19]
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Capitulo 6

Resultados numeéricos



6. Resultados numeéricos

En este capitulo presentamos resultados numéricos que muestran la performance (menor
ndmero de iteraciones y tiempo de CPU) del algoritmo de Karmarkar y del algoritmo
primal-dual en comparacién con el algoritmo simplex. Los resultados numéricos que
presentamos se encuentran en los articulos de I. Lustig, C. Monma, D. Shanho [12] y
R. Marsten, M. Saltzman [10], estos articulos contienen resultados computacionales que
comparan, la performance de estos algoritmos, utilizando para este fin software ya com-

ercialmente disponible en el cual estos algoritmos se encuentran implementados.

6.1 Performance numeérica

R. Marsten, M. Saltzman [10] mencionan en su articulo: ”Una de las mds sorpren-
dentes e importantes caracteristicas de los algoritmos de punto interior es que el niimero de
iteraciones requeridas es insensible al tamaifio del problema. Ellos requieren entre 20 y 80
iteraciones para ser resueltos. Existe evidencia experimental que indica que el nimero de
iteraciones se incrementa con el logaritmo del nimero de variables. Dado este comporta-
miento, la superioridad de un algoritmo de punto interior comparado al algoritmo simplex
depende de qué tan eficiente pueden ser realizados los pasos individuales del algoritmo”.

Queremos mencionar aqui, que existe un articulo de I. Lusting, R. Marsten [9] que
contiene resultados computacionales que comparan una implementacién del algoritmo
primal-dual predictor—corrector en un software denominado OB1 con el algoritmo simplex
implementado en un software denominado MINOS 5.0 esta comparacién es hecha sobre
un conjunto de modelos de pequefio y mediano tamafio, y sus resultados prueban que
cuando m + n (ndmero de ecuaciones+nimero de variables) > 2500 los algoritmos de
punto interior tienen mejor performance que el algoritmo simplex.

Antes de presentar los resultados numéricos damos algunos detalles de indole numérica,

sobre la implementacion de estos algoritmos.
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6.1.1 Implementaciéon

El trabajo en cada paso de los algoritmos de punto interior, es dominado por el re-
querimiento de resolver cierto sistema de ecuaciones.

En el algoritmo de Karmarkar buscamos d que satisfaga,
(AD*AT)d = AD%, donde D :=diag(z1, -, Zn),
en el algoritmo primal-dual buscamos d que satisfaga
(AD?AT)d = —AZ~Y (=X z + ope),

donde D = Z-1/2X1/2,

Usaremos la abreviatura (AD2AT)d = r parareferinos a cualquiera de estos sistemas,
r es el vector del lado derecho que representa a AD?*c 0 a —AZ~!(—=Xz + oue) segun sea
el caso.

La matriz AD?AT es simétrica y definida positiva, cabe mencionar que las diferentes
variantes de un algoritmo de punto interior tienen el sistema (AD?AT) = r en comiin,
solo la definicién de D y del vector del lado derecho es diferente.

Ahora la solucién del sistema
(AD?*AT)d = 1,

es obtenido usando la factorizacién de Cholesky de AD? AT,
AD*AT = LI,

donde L es triangular inferior, reduce el sistema (AD?AT)d=r a (LLTYd=r lo

cual puede resolverse con dos sustituciones triangulares
Ly=r para hallar y (6.1)

y luego por
Lfd=y para hallar d. (6.2)

Ahora como mencionan R. Marsten, M. Saltzman [10] la factorizacién de AD?AT toma

cerca del 75% del total del tiempo de computo, mientras que la solucién de los sistemas
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(6.1), (6.2) toma cerca del 10% del tiempo. Estos mismos autores afirman que la aprox-
imacién de Cholesky para resolver el sistema (AD?>AT)d = r est4 basada en dos factores

claves:

1. La cantidad de elementos no nulos en la matriz de Cholesky L no depende de la

matriz D y es por esta razén la misma en cada iteracién.

2. El nimero de elementos no nulos de L depende solo del ordenamiento de las filas de

A

Asimismo mencionamos que el trabajo requerido en la factorizacién y la solucién de los
sistemas triangulares resultantes (6.1), (6.2), es directamente proporcional al nimero de
elementos no nulos en L. Por lo tanto es crucial ordenar las filas de A de modo de obtener
un factor L esparcido.

La factorizacién de Cholesky de una matriz usualmente produce lo que usualmente se
conoce con el nombre de fill-in; que consiste en lo siguiente, algun elemento en la matriz
triangular inferior L es no-nulo aun cuando la misma localizacién en la matriz original
AD?AT es cero.

Existen algoritmos heuristicos para minimizar el fillHin y de este modo obtener un
factor L esparcido, el mas empleado es el lamado minimum degree desarrollado por A.
George, J. Liu 3], aqui el término degree refiere al nimero de elementos no—nulos en una
columna de la matriz, excluyendo la diagonal.

Para ilustrar la importancia del ordenamiento de filas, consideremos el problema
SHIPOA4S, tabla 6.2, con las filas de A en el orden dado, L tiene 39674 elementos no-
nulos (61% densa); despues de aplicarle el algoritmo , L tiene 4400 elementos no—nulos
(51% densa).

Ademds los autores mencionan que el tiempo usado por el algoritmo es usualmente
modesto, esto es algo muy favorable para problemas de programacion lineal grandes.

Aun cuando existen otros aspectos importantes relacionados con la implementacién
de estos algoritmos no profundizamos en ellos, en el libro de S. Wright [19] se estudia con

regular detalle estos aspectos.
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Presentamos a continuacidn los resultados numéricos.

6.1.2 Pruebas numéricas

A continuacién presentamos los resultados numéricos obtenidos tanto por los algorit-
mos de punto interior como también por el algoritmo simplex, primeramente en la tabla
6.1 se compara el desempeiio del algoritmo de Karmarkar (implementado en un software
denominado KORBX) y el algoritmo primal-dual (implementado en el software denomi-
nado OB1). Debido a la mejor performance del algoritmo primal-dual es que en adelante
solo compararemos el algoritmo primal-dual con el algoritmo simplex. = La Tabla 6.2
presenta un conjunto de problemas lineales que son generados aleatoriamente y forman
parte de un conjunto de problemas de prueba que se hallan en la NETLIB. La primera
columna de la tabla da el nombre del problema. Las otras tres columnas dan el nimero
de filas, columnas y elementos no nulos respectivamente. = La Tabla 6.3 reporta los
resultados del algoritmo simplex sobre estos problemas, en la implementacién simplex, se
usa el MINQOS 5.0 que es la mejor implementacién del simplex actualmente. La Tabla
6.4 muestra los correspondientes resultados sobre estos mismos problemas obtenidos por
el algoritmo primal-dual. En la Tabla 6.5 se reportan los resultados computacionales de

la implementacién primal-dual comparada con el simplex.
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Vemos de estas pruebas numéricas, la mejor performance del algoritmo primal-dual
sobre el algoritmo simplex tanto en numero de iteraciones como en tiempo de CPU, a
medida que se incrementa el tamafio del problema. Quiza sea también necesario mencionar
que los algoritmos de punto interior son poco afectados por degeneracién lo cual no

ocurre con el algoritmo simplex.

6.2 Conclusiones

El algoritmo de puntos interiores de Karmarkar marca un nuevo desarrollo en pro-
gramacion lineal. Este algoritmo y otros desarrollados a partir de la idea original de
Karmarkar, como los algoritmos primales-duales, marcan un nuevo desarrollo en progra-
macién lineal, pero no podemos decir que un algoritmo ha venido para reemplazar al otro.
Ambos juegan papeles complementarios dentro de la programacién lineal, el algoritmo
simplex continua siendo un algoritmo estandard para uso rutinario de la programacién
lineal. Sin embargo, los algoritmos de puntos interiores, se usaran mas gradualmente en
problemas grandes de programacién lineal, los conceptos matemdticos para entender un
algoritmo de punto interior son mds elaborados que los necesarios para entender como
funciona el algoritmo simplex.

Ademas es necesario mencionar que estos métodos ya han sido extendidos a otras
areas como la programacién convexa y programacion entera con buenos resultados tanto

teoricos como practicos.
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