UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE CIENCIAS

scuola Profesional do Malomdlica

TESIS PARA OPTAR EL TITULO PROFESIONAL
DE LICENCIATURA EN MATEMATICA

TITULADA:

HSTABILIDAD NUMERICA DE ALGORITMOS PARA
EL DISENO GEOMETRICO

PRISENTADA POR;

PAREDIS SORIA | 1 eopoldo

LIMA - PPFRU
1998



A mis queridos padres Leopoldo
y Julia, a mis hemanos Irene,

Gladys y Roberto.



AGRADECIMENTOS

Mi maés sincero agradecimiento al Profesor Rolf Schroeder por su
asesoria y direccién en la realizacién de este trabajo, y por brindarme la aportunidad

y los medios para desarrollarlo.

Asimismo a las personas que indirectamente me brindarén todo su

apoyo y me motivaron para seguir adelante hasta culminar este trabajo.

No puedo dejar de mencionar a mis padres y hermanos, quienes me

motivaron y apoyaron en todo momento, brindandome todo su comprensién y amor.

v



RESUMEN

En el presente trabajo se realiza el analisis de la estabilidad numérica de
varios algoritmos del drea del CAGD (Diseno Gréafico Asistido por Computadora),
para la evaluaciéon de polinomios en cualquier base. En particular se analiza en la
base de potencia y de Bernstein, considerando los errores de redondeo que son ob-
tenidos de los cdlculos aritméticos. Se consigue algoritmos que mejoran los niimeros

de condicién de las raices sin considerar el error de calculo.
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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como objetivo principal garantizar la
estabilidad de los algoritmos que manejan polinomios para la representacion y
manipulacion de disenos de objetos a través del computador, tales como curvas y

superficies.

En sus inicios los sistemas CAGD (Diserio Grafico Asistido por
Computadora) contaban con algoritmos que no consideraban los errores de
calculo en los procesos de evaluacion de polinomios. Estos errores deben
tomarse en cuenta ademés de los errores propios que tiene cada algoritmo. Asi
podemos comparar con mayor certeza la eficiencia de los algoritmos. Se
desarrollan un diferente y largamente inexplorado aspecto favorable de los métodos
de Bernstein-Bézier, su estabilidad numeérica inherente ante la influencia de

las perturbaciones de los datos de entrada.

En el capitulo uno se dan conceptos basicos sobre el error de
redondeo, la influencia en los polinomios de base potencial, y también en las

matrices debido a perturbacion de los datos de entrada.

En el capitulo dos se dan teoremas basicos del CAGD y a su vez se
estudia los polinomios en la base de Bernstein, asi como las operaciones aritméticas

que se realizan en la base de Bernstein y potencial.

En los capitulos tres y cuatro se evaluan y se analizan los nimeros
de condicién de los algoritmos de Casteljau, elevaciéon de grado, subdivisién y la

transformacion de la base de potencia a Bernstein.



1 ANALISIS DE ERRORES

1.1 Conceptos Basicos

En este capitulo se da a conocer las nociones fundamentales de los
calculos internos que realizan las maquinas, para minimizar en lo posible los errores,
en particular cuando se realiza calculos recursivos.

Esta seccidn esta basado en los trabajos de Kincaid y Cheney [7], Burden y Faires [1],
Nieves y Dominguez [9] y Stoer y Bulirsch [10].

En algunos casos los pueden ser méas grandes que los nimeros de maquina. Se habla
de una CAJA NEGRA, si no se tiene conocimiento de los calculos internos que
realiza la méaquina, y si se tiene conocimiento se habla de una CAJA BLANCA o

CAJA TRANSPARENTE.

Caracteristicas del Manejo de una Computadora

Las computadoras trabajan con las bases con las que fueron disenados.
En adelante trabajaremos con maquinas que usan el sistema binario con 32 bits de

precision, donde los niimeros reales son representados por:

signo del nimero real x (S) : 1 bit
signo del exponente E (s) : 1 bit
exponente (entero E ) : 7 bits
mantisa (numero real q) : 23 bits

Un ntimero distinto de cero tiene la forma z = +q x 2*#. Su mantisa se encuentra

en el rango % < g < 1. El primer bit distinto de cero es 1 y por lo tanto no

requiere almacenamiento. La mantisa q estd representado por ¢ = (0.1F), donde F'

es de 23 bits. El bit menos significativo en la mantisa representa unidades de 2=

2



Signg de la mantisa (S) Signo del Exponente (s)
\ e

\ / Exponente (E) Mantisa Normalizada (F)
Bits: 1 1 T 23

[+]
punto radical implicito

Figura 1.1: Representaciéon del Punto Flotante

(aproximadamente 10~7). Con el asignamiento de 7 bits para el exponente (E), se
cumple 0 < E < (1111111); = 27 — 1 = 127. Luego la méquina puede manejar
nimeros tan pequeiios como 10738 ~ 27127 y tan grandes como 10% ~ 2?7, La
representacion del punto flotante para un numero real de precisién sencilla en la
computadora de 32 bits se divide en 3 campos, como se muestra en la figura (1.1).
Por consiguiente, los nimeros maquinas normalizados no nulos se decodifican como

sigue: = (—1)% x g x 2CV°E,

Notacién Cientifica Normalizada

Los nimeros reales son expresados mediante la notacién cientifica
normalizada. Eso significa que el punto decimal se desplaza de tal manera que
todos los digitos aparecen a la derecha del punto decimal y con el primer digito
distinto de cero. Sea r = +q x f*f, £ < g < 1, donde z # 0 y E es un entero
(positivo, negativo, o cero). El nimero ¢ se llama mantisa y el entero F exponente.
Consideremos que en una computadora binaria tanto q¢ y F estan representados

como numeros en base 2.

Numeros de Maquina Préximos

Suponemos que se tiene: z = q x 2%, % <qg<1, E <127, donde

T = (.0102- - Q3094005 - - - )2 X 2¥F. Descartando los digitos ags, as,asr, - -, se




obtiene el nimero de méquina préximo z' = (.a1ap- - - ag)2 X 2¥F, donde z’ se
encuentra a la izquierda de = en la recta real. Este procedimiento se llama
TRUNCAMIENTO, el cual puede ser un redondeo exacto (redondeo correcto,
cuando el bit azs = ag = --- = 0). Otro nimero de maquina préximo =" queda a
la derecha de z. El cual se obtiene mediante el proceso de redondeo por EXCESO,
aumentamos en una unidad el tltimo bit en la mantisa de z7! ( referente a
ag4), resultando z" = ((.a1az - - - agq)a + 272%) x 2%F.

. ! .
Si z representa mejor a z, entonces resulta:

/ 1 n /
|a:—z|§§|a: —m|:1><2“24x2ﬂ3=2“3‘25

2

El error relativo esta acotado como sigue:

' 2:1:E——25 2—-25 < 2—25 _ 2_24
=172

r—

z < q X 2*E q
0 ’ ’ " !
En el segundo caso, si x estd més cercana a £ que a =, cumple:

Se concluye que el error relativo no excede de 272%. Si E es demasiado grande se
dice que ha ocurrido un DESBORDAMIENTO POR EXCESO. En muchas
computadoras la ejecucion del programa se interrumpira de manera automatica,
cuando se use en el calculo, la variable que contiene la indeterminacién. Si F es
demasiado pequeno hablamos de un DESBORDAMIENTO POR DEFECTO.
Muchas computadoras simplemente asignan a la variable el valor 0 y el calculo
continia. Haciendo 8 :<$*$ m), donde z* = (1 + §8), |6] < 272, se utiliza la
notacién fl(z) para representar el nimero de maquina de punto flotante z* maés
cercano a r. El niimero 272* se denomina error de redondeo unitario para la

computadora.



Analisis del Error de Punto Flotante

El diseno interno de la maquina realiza los siguientes pasos para
combinar aritméticamente dos nimeros:
Se forma correctamente la combinacion, se normaliza, se redondea, y se almacena
en la memoria en la forma de una palabra de méquina. Las operaciones (+,—, /, X)
son representadas por ®:
- Si £ y y son numeros de maquina, fl(z ® y) = (z ® y)(1 +6), |6 < 272,
- Si £ y y no son nimeros de maquina, el resultado correspondiente es:

fl(fUi(z) ® fl(y)) = (z(1+ 61) ® y(1 + 62))(1 + 83), |6 <272, i =1,2,3.

Epsilén de la Maquina

Una méquina funciona con una base  (puede ser binario, octal 6
hexadecimal) y utiliza n posiciones en la mantisa de sus niimeros de punto flotante,

entonces: fl(z) =z(1+9), |6] <7, donde:

n= 3B"" en caso de redondeo correcto, (1.1)

n= " en caso de truncamiento.

El error de redondeo unitario 7 varia ampliamente entre las computadoras modernas,
debido a las diferencias en las longitudes de una palabra de méaquinas, diferencias
en las bases utilizadas para la aritmética, el tipo de redondeo utilizado, etc. Las
longitudes de palabra varian: Entre 64 y 60 para computadoras cientificas
(grandes), 32 y 36 para méaquinas de tamano mediano, y 16 para algunas
computadoras personales. Los diferentes tipos de redondeo utilizados son: El
redeondeo perfecto, y el truncamiento.

Algunos compiladores poseen un switch, el cual permite al usuario seleccionar el

tipo de redondeo para realizar los calculos.



Pérdida de Digitos Significativos

Los errores de redondeo son inevitables y a su vez dificiles de controlar.
Sin embargo, algunos tipos de errores son facilmente controlados. En el estudio
del Anaélisis Numérico es importante entender y controlar varios tipos de errores.
Presentamos un tipo de error que con frecuencia aparece como consecuencia de

descuidos durante el proceso de programacién.

Ejemplo 1.1. Se deben tener mucho cuidado en la diferencia de dos nimeros muy
proximos. Para x = .6532186521 y = .6531032022 se tiene z — y = .0001144499.
Para una computadora de base dectmal con una mantisa de cinco digitos, se tiene:
fl(z) = .65322 fl(y) = .65310 = fl(z —y) = .00012.

El error relativo es muy grande:

z —y—[fi(z) - fl{y)] .0001144499—.00012 ;
. = 00011444900 ~ 0.04, es decir 4%.
Al analizar se afiaden ceros a la derecha para tener 5 digitos en la mantisa, los
cuales carecen de sentido y no representan una exactitud adicional. Por lo tanto
fl(z) = fl(y) se representa en la computadora como 0.12000 x 10~2 aunque los ceros

en la mantisa sdlo sirven para denotar el lugar decimal. O

Inestabilidad Numeérica

Se habla de INESTABILIDAD, cuando los pequenos errores en los
procesos del cédlculo en alguna de sus etapas se agrandan en etapas posteriores y
degradan seriamente la exactitud de dichos célculos. En base a los errores relativos,

se puede establecer si un proceso es numéricamente ESTABLE o INESTABLE.



Condicionamiento

Si un pequeno cambio en los datos de entrada da lugar a grandes
cambios en las salidas (respuestas), se dice que dicho problema estd MAL
CONDICIONADO. Por consiguiente las  palabras =~ CONDICION vy
CONDICIONAMIENTO se usan para indicar cual sensible es la solucién de un
problema respecto de pequenos cambios relativos en los datos de entrada. Para
ciertos problemas se puede definir un nimero de condicién. Si el nimero es grande

eso significa que se tiene un problema mal condicionado.

Ejemplo 1.2. Dado el polinomio de distribucion lineal de las raices reales =§,

k=1,2,...,n, en el intervalo unitario [0,1] de n = 20:

P(z) = 12_0[ (:c— %)

k=1
El desarrollo expresado en forma potencial es el siquiente:

1 2 19 20 210 1x2x---%x20
P(@) = (2= 55) (5= 55) (3 = poHE — 55) = (3= S+ Jo+ —— =

—23
Perturbando el coeficiente a9 con 6 =510~ 5.7 % 10710, el resultado de las nuevas

raices Son:

z; = .05000000, 2 = .10000000, z3 = .15000000, x4 = .20000000, zs = .25000000,

zg = .30000035, x7 = .34998486, xg = .40036338, xg = .44586251, x;9 = .50476331—.03217504%,
11 = .50476331 + .032175047, x;, = .58968169 — .08261649:, x13 = .58968169 + .08261649:,

T14 = .69961791 — .125941507, x5 = .69961791 + .12594150%, z,6 = .83653687 — .140631241,

17 = .83653687 + .97512197%, 18 = 97512197 — .097016527, x19 = .97512197 + .09701652¢,

Too = 1.04234541.

Los resultados nos indican que se trata de un problema mal condicionado, por
ejemplo: x5y — oo = 1 — 1.04234541 = 0.04234541 y también aparecen valores
complejos de x con partes imaginarias muy grandes, ver Farouki y Rajan 87, (p.

209). O



Numero de Condicion de una Raiz de un Polinomio

El numero de condicién es una medida de la sensibilidad de sus
soluciones a perturbaciones en sus parametros de entrada. Los nimeros de condiciéon
pueden también servir como una indicacién de la sensibilidad de una solucién a los
errores de redondeo durante la ejecucion del algoritmo.

La condicién de polinomios con respecto a la evaluacion y determinacion de raices ha
sido extensamente estudiado por Wilkinson (en 1959). En este trabajo nos referimos
a Farouki y Rajan ’87, (p. 199).

Consideremos el desplazamiento §x de una raiz real z, de un polinomio en la base

{¢x(2)}:
T) =) Mdi(), (1.2)

debido a una perturbacién ), de un coeficiente simple A.. Si x5 + 6z es una raiz

del polinomio perturbado, tenemos:
P(zs + 6z) = =6\ ¢r(zs + 6). (1.3)

Desarrollando una expansion de la serie de Taylor alrededor de x; en ambos lados

de (1.3) y teniendo en cuenta que P(z;) = 0, obtenemos:

P(z,+6z) = P($3)+P !§T3)5 . ”( )(5 )? + Z( P(")(

En forma aniloga para ¢,(zs + 6z), y luego reemplazando en (1.3) se tiene:

n

br(zs + 62) = Z k1 ) (z,)
k=0
ﬁi@,f!—)k-ﬂ’“’(xs) = —6A,.an (fa) ¢z (1.4)

k=



Si z, es una raiz simple de P(z), se tiene P'(z,) # 0. Como (6z)* — 0 para

k=23,---,ny 6\ (6x)" — 0 para k = 1,2,--- ,n, de (1.4) se obtiene:

62{P'(z, +§j G poa,)y = —shid(e. +Z OoF (2.}

X ox 1 rﬁbr(xs) . Afﬁbr(ma)
= T T ARGy - Pl

Para raices simples, la ecuacién (1.5) predice un desplazamiento 6z de la raiz real

la cual crece linealmente con la perturbaciéon relativa {5%: en el r-ésimo coeficiente,

en el limite de las perturbaciones infinitesimales. El valor absoluto del lado derecho

de (1.5), es llamado nimero de condicién de la raiz z, con respecto al

coeficiente ),.

Si ahora permitimos perturbaciones aleatorias de magnitud relativa fija
lé/\rl r=0,1,...,n, pequeno en cada coeficiente, la magnitud del

desplaza.mlento méaximo de una raiz simple puede sufrir cambios, en el limite cuando

e — 0.
|6$| - A7‘¢7‘(1"3) f) -]
TonaD = Py = [PE ()
Se tiene:
|6z| = |P'(zs)|” 1le\ Or(zs)|——= < |P'(zs)|” 1Z:|/\ or(zs)| €.
r=0
Cas
De esto se obtiene:
62| < Cye con Cy = |P'(z5)|1 ) M), (1.6)
r=0

donde C, es el nimero de condiciéon total de la raiz z,. Nos referimos a esta
cantidad como el nimero de condicién simple de la raiz del polinomio en la base

dada.



Note que el numero de condicién dado por (1.6) estd definido en términos
de las permutaciones absolutas de una raiz inducido por permutaciones relativas
de los coeficientes. En aplicaciones de modelo geométrico, estamos usualmente
involucrados con aproximaciones de raices zs en [0, 1] con un error absoluto fijo
dz. El crecimiento no acotado de los errores relativos %z— en las raices del origen
(zs — 0), no tiene significado especial, dado que es facilmente eliminado por un
cambio de origen. Para los coeficientes, consideramos solo perturbaciones
relativas, como significativos; las raices son inalterables al multiplicarse por un
escalar arbitrario (no-nulo) a todos los coeficientes del polinomio.

Ahora, si los coeficientes son derivados de un célculo uniforme del punto flotante de
los datos de entrada, ellos tenderan a sufrir similares errores relativos de redondeo.
Las raices multiples son inherentemente mal condicionadas, el desplazamiento de
las raices tienen un rapido crecimiento lineal con la perturbaciéon de los
coeficientes. Si x, es una raiz de m — cortes, m > 2, entonces
P(z,) = P'(zs) = P'(z,) = --- = P™(z,) = 0 y la ecuacién (1.4) predice un

desplazamiento tipico de la raiz 6z satisfaciéndose:

:(6;:;)' P (z,) + Zn: (_‘Slz)k_p(k)(a,s) = —hala )~ Z(é;:l) 6B (z)
k=m+1 =
: (6z)™ B Ar(br(ll?s)
Ao e ™ pm(z,) (1.7)

para una perturbacién 6, en un coeficiente tinico A,. Si permitimos perturbaciones
o g 9 . £ 6A7~

aleatorias de magnitudes relativamente fijas e ,7=20,1,... ,nencada

coeficiente, sus contribuciones para (6z)™ se adicmnan para definir un nimero de

condicién de raiz multiple an). Trabajando en el limite cuando € — 0:

bolm (o)
St TPO,)

10



obtenemos con —| e | =0,1,... ,n:

6z|™ = ml| P (z,)| lzm,.

+.

— |6z < (muP(m) AP ZM-(%)

De esto se obtiene:

i 1/m
m m m m!
|6z < q; el/m  oon c;) = IWZP&,(;&,.(:BS)]] . (1.8)
8 f‘=0

Una perturbacion causara generalmente una raiz de m— cortes para multiplicarse en
m distintas raices, y algunas de estas o todas pueden ser complejas. La inecuacion
dado por (1.8) implica que estas raices distintas, estaran contenidas dentro de un
disco de radio R = C™el/™ en el plano complejo centrado en (z4, 0).

Finalmente notamos que si el polinomio P(z) es el multiplo de
una de las funciones de la base {¢r(z)}, donde ¢P(zs) =0 o
d(zs) = ¢ (zs) = @ (z5) = - = ¢(™ I(z,) = 0, entonces el niimero de condicién

de sus raices dados por (1.6) 6 (1.8) son identicamente igual a cero.

Ejemplo 1.3. Usando el ejemplo anterior, determinamos los nimeros de condicion
de las raices, con la perturbacion realizada al coeficiente a9, para dicho calculo se

usa (1.6), para la base de potencia.

Los resultados han sido calculados con 4 digitos significativos, y las evaluaciones
han sido realizado en una vecindad de z, = 1. Estos resultados son malos (ver los
resultados del ejemplo (1.2)), esto esplica, porque el nimero de condicidn es muy
grande, con lo cual se tiene un problema mal condicionado. En la siguiente

tabla se muestran los numeros de condicionamiento de cada una de las raices xy.

11



k Cp(zs) k Co(z,)

1 2.100x10* 11 7.822x10'2
2  4.380x10® 12 1.707x10'3
3 3.028x10° 13 2.888x10'3
4 1.030x107 14 3.777x10'3
5 2.059x10® 15 3.777x10!3
6 2.677x10° 16 2.833x10'3
7 2409x10° 17 1.541x10'3
8 1.566x10'! 18 5.742x10'2
9 7.570x10*! 19 1.310x10'2
10 2.775x10'2 20 1.378x10!!

Ver Farouki y Rajan ’87 (p. 209). O

Ejemplo 1.4. Consideramos ahora el polinomio de progresion geométrica de las

raices reales Ts = 2—2k, k=1,2,--- ,n, en el intervalo unitario [0,1] de n = 20:
o 2
P(x) H <z — §?>
k=1

El nimero de condicion de (1.6), en la base monomial sobre [0,1] es calculado con

aritmética exacta para cada raiz, y sus puntos flotantes son formados con 4

digitos significativos, como se muestra a continuacion:

Kk GCp(z) k  Cplz)
1 1.651x10' 11 1.323x10°!
2 2477x10' 12 6.598x10~2
3  2.064x10' 13 3.275x107?
4 1.327x10' 14 1.613x10~?
5 7.518x10° 15 7.815x1073
6  4.001x10° 16 3.671x10°3
7 2.064x10° 17 1.620x10°3
8  1.048x10° 18 6.299x10~*
9 5279x10~' 19 1.890x10°*
10 2.647x10~' 20 3.149x10°°




En este ejemplo las raices son razonablemente bien-condicionadas en la
forma potencial, porque el nimero de condicion es pequeno, ver Farouki y Rajan 87

(p. 211). O

Nimero de Condicién para la Evaluaciéon del Polinomio

Otra consideracién importante en la evaluacion polinomial es la
estabilidad con respecto a la perturbacién en los coeficientes. Esto depende de las
bases del polinomio escogido, mas no de la evaluacién del algoritmo (el cual,
se asume, opera en aritmética de precisién finita). Consideremos la magnitud |6 P|
de los cambios en P(z) inducido por la perturbacién de la magnitud relativa e

en cada coeficiente. Se verifican las siguientes cotas:

P = ZéAm(xs)
6A
6P| = |Z ’°,\,,¢k(x3
6P| < Sy(zs)e, donde Su(zs) = Y [Aede(zs)l. (1.9)
k=0

La suma Sy4(z;) es el nimero de condicién para la evaluacién del polinomio P(z) en
Zs en la base ¢. El cual juega un rol muy importante en los condicionamientos de

las raices de los polinomios.

Condiciéon Matricial

Sean M = (my;) € R™1x R 6 C™! x C™14,5=0,1,--- ,n, y
p=(p) € R sCli=01,---
M~ = (my') € R xR 6 (C"HX(C"+1 ,j=0,1---.ny
g=(g) € R 6C™i=01,---,n

13



Sea ||.|| una norma de vectores en R**1 § C"*1,

La norma matricial inducida por la norma ||.|| se define por:
Mz
IM|| = sup | “ (1.10)
20 |
Para las normas matriciales mas usadas se cumplen:
n
1Ml = o%%’%; mag| [ Mlleo = max Z; [msg] (1.11)
y
1Mll2 = max VA, (1.12)
donde los \g, A, ... son los (n+ 1) valores propios (reales, no negativos) de la matriz

simétrica MTM.

Transformacion de q a p por M

Dado el sistema Mp = q. Si queremos transformar el vector p por M
al valor ¢ nos interesa como influye el error relativo §2
Sea 6q el error absoluto de ¢ y ép el error absoluto de p. De ¢ = Mp se tiene
(g+6q9) = M(p + 6p), donde g = Mbép. También se cumple ||6q|| < ||M|| ||6pl-

Como p = M~1q, resulta ||p|| < ||[M~}| |lg|]. Luego obtenemos:

144l 1 ||f5pll
e LR Vi 1.13)
El nimero Cond(M) := |[M||||M~!|| es lamado la condicién de M.
Definiendo €, = ””5;7”“ = ””6;”[ se tiene:
€ < Cond(M)é,. (1.14)
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Se calcula la condicién y se tiene el error de p, entonces se puede determinar el error

de g, ver en Farouki '91 (p. 31).

Solucionar un Sistema Lineal

Un sistema lineal de n X n es un sistema de n ecuaciones lineales con
n incognitas. Nuestra notaciéon para un sistema lineal general es Ax = b, donde
A no singular y b # 0. Deseamos obtener una descripcién cuantitativa de como
pequenos cambios en A o b pueden afectar la solucién z = A~'b. Supongamos que
A es exacta pero b es alterada por 6b. Si designamos a la solucién exacta del sistema
alterado por z + 6z, entonces A(z + 6z) = b + 6b; de donde, Adz = 6b, esto es,
5z = A~16b. Aplicando norma a b = Az y 6z = A~16b se obtiene ||b]| < || Alll|lz]| ¥
|6z|| < [|A™1]|]|60]], de lo cual

|6z | [160]]
< Cond(A
Tl = “ 4T
ob
Puesto que las razones ”” ”” ||||b||| | pueden interpretarse como los cambios relativos

respectivos de z y b muestra que el cambio relativo en la norma del vector solucién no
puede ser mayor que Cond(A) multiplicado por el vector de términos independientes.

De manera similar, si A tiene un error §A pero b es exacta, entonces la desigualdad

< Cond(A )”||A||” donde Cond(A) = || A|l.| A7,

puede obtenerse e interpretarse de modo analogo, ver Melvin (8].

Ejemplo 1.5. Sea

o

I

(e ] —
m =D
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Para € > 0 pequerio se cumple Cond(A) = % > 1 para las normas ||z||2, ||z||1 o
IZ]loo- Supongamos que b = (1 €)T se altera por b = (0 0.01€)T convertiendose

en by = (1 1.01€)T, y que la solucién eracta del sistema lineal Az = b es

z=A"1= (b b—ez)T, z = (1 1)T se altera por 8z = (0 0.01)T para convertirse en
8b )
z; = (1 1.01)T. Usando ||.||co, obtenemos ”||b||” = 0'?16= 0.0l€ y wz 0.01¢, asi
) b
e % = %H, de modo que el valor grande de Cond(A) =% indica en forma

correcta que un pequenio cambio €% en ||b|| puede causar un cambio mucho mayor

de 1% en ||z||-

1.2 Errores de la Evaluacion de un Polinomio
por el Algoritmo de Horner

En este capitulo se muestra el funcionamiento del algoritmo de
Horner, y sus respectivos errores que se generan debido a los calculos realizados por
las computadoras. Este algoritmo fue considerado eficiente por mucho tiempo, pero
actualmente existen otros algoritmos que son mas convenientes de utilizar.
El Algoritmo de Horner (también conocido como multiplicador de nodos) se viene
usando desde el tiempo de Newton para la evaluacién de polinomios en forma
potencial, donde P(z) ='n§0aimi, a; € R6C.

=

Se calcula el polinomio por la recurrencia:

e = Gy

P = zP_1+ap-rparar=1,2,...,n (1.15)

Mediante (1.15) se evalua el polinomio P(z) en un punto £ = z;. Se obtiene
finalmente P(z,) = P,. Asociados a la multiplicacién y adicién en cada estado
r de (1.15) estan los errores aleatorios ||, |0, < 7, donde 7 estd dado en

n+1)

n
(1.1). El método de Horner es eficiente. Se requiere 5 multiplicaciones y
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n adiciones para la evaluacidon usual, mientras que por el método de Horner, se
requiere n multiplicaciones y n adiciones, reduciendose en un 60% el niimero de
multiplicaciones requeridas.

Consideremos el comportamiento del algoritmo con una ejecucién en aritmética de
punto flotante de precisién finita.

Sean a;, ¢ = 1,2,... ,n los nimeros de maquina. Si el error e} denota la magnitud
de error maximo en la cantidad calculado F,, entonces tenemos manteniendo
solo términos de primer orden en pequenas cantidades.

Definimos e} : = fl[P,| — P,, parar = 1,2,--- ,n, ademés resulta e;_,n = 0 porque
er = fl[F) - P =PFP(1+n)— P.= Pn, parar =1,2,... ,n, y se esta trabaja en
punto flotante, ver Farouki y Rajan 87, (p. 196).

e, = fl[]-F
= flgP—1 + an—r] — Pr
= {zfl[F-1](1+1) + an—r} (1 +1) — F
= {z(fl[P1] = Po1 + Py)(1 +1) +an—r}(1+7) — Pr
= {z(goy + Po)(1+n) +anr M1 +n) - P
= {ze_1tzh-m+PR}1+n) - F

= ze,_, +zB._im+ Pmn.

La estimacion siguiente nos permite obtener la cota superior sobre la magnitud del

error de redondeo |6 P| en el valor calculado P(z,) del polinomio para z, € [0, 1].

er < |zler—1 + {|2||Br-a] + [P}

Inicializando eg = 0 tenemos:

er =le;l < |zleo+ {|z||Fo| + |Pl}n
{|z||Po| + | Prl}n
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ea < faler {4 1P b
{el ol 1+ el 1P [Pl
(e Pol 4 20l | P |2l b

@&

eg < |wlea A+ {x)| ] 1 [P0
el R] + 2Ll Py ]+ 1+ (o
{*| Pol 4 20| 2] 4 20 [ Fal 4 |[Pal by

)
2

F P Y

o < Al IR 2 Pk 2l Pl P

Ejemplo 1.6. Consideremos el polinomio P(x) — a* — 2x |+ |y su perturbacion

P(x) = 22 — 2.00001z + 1. Por el algoritmo de Horner, oblencmaos:
P(x) (2 — 2.00001)z | 1.

Los coeficientes del polinomio P(x) son {ag,ay a9} = {1,-2.00001,1}, vy las
raices 8on T 10032 y @y = 09968, donde seleccionamos v, — @y, Las rwices
exactas son @y — g — 1.

Sabemos que el error relativo para este polinomio de sequndo orden. es:
" w2 2 ol 12 NP
e < AlelP[Fol A+ 20| | Pi] 1| Pal b
Determinemos los Fy, Py, Py y P, I, I, seqin la recurrencia del polinomio:

P, (1(0.9968) — 2.00001)(0.9968) + 1~ 0.0000003 #, — 0
Po— 1(0.9968) — 2.00000 = —1.008, 1 =

I)() rl, I)() I.



Reemplazando se tiene: e; = 2.9947.

En el caso del error absoluto del polinomio no perturbado resulta:

ez = {[1P[1[ +2[1]| — 1|+ [0]}n = 3n.

Si consideramos n = 0.5 x 107® con wuna mantisa de 4 digitos, se obtiene
€2 < 1.497 x 1072 cuya cota es mayor que n, y para el otro caso e; = 1.5 x 1073,
que también es mayor que 7. Por lo cual conclutmos que el método aplicado no es

el adecuado. Nuestro objetivo es encontrar que el error relativo total sea menor que

n. O
Denotando

-PM = maT{|$|r|Po|= |$|rhllplla 22 }lR‘l}:
y poniendo |6 P| = |e,|, obtenemos:

= {2Py +2Py + -+ +2Py}n = 2nPyn

Otra consideracién importante en la evaluacién polinomial es la estabilidad con

respecto a la perturbacion en los coeficientes.

Determinacion del Error del Polinomio

Se debe tener en cuenta los coeficientes del polinomio. Dependiendo si

son o no son numeros de maquina se presentan dos casos:

Primer Caso : Sean a;, ¢ = 1,... ,n y £ niumeros de maquina, y 0; y 7,
t=1,2,... ,n son los errores de la adicién y multiplicacién, respectivamente. Para
determinar el polinomio de grado m con su respectivo error relativo, se usara la

ecuacién (1.15). Veamos por induccién:
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Para n =1, se tiene

JU(P) = fUzF +an_1)

[zan(1 + 1) + an-1](1 + 01)

I

= (zan + an-1) + [Zan(m + 01) + an-101].

Para n = 2, se tiene

fz(PQ) = fl[:z:(:can +an—1) +an—2]
= {z[za,(1+m)+ an_1](1 + o1)(1 + m2) + an—2}(1 + 02)
= (2%an + Tap_1 + an_2) + [Pan(m + T + 01 + 02) +

Zan-1(T2 + 01 + 02) + an—202).

Supongamos que para m = m se cumple
fU(Pn) = (£™am+---+ao)+ [xmam{z Tr + Zar} +

Z[ Z T + ZUr]xm * ik + a0 ).

k=1 r=k+1

Veamos el caso n = m + 1, entonces

fU(Pns1) = flfzPon+ a)

= [z{Pn + 2™ am1[z™ %{Zﬂr+20r}+z Z T +

k=1 r=k+1
m
Z o Je™ 2 am—kt1 + 810 }Q + Tnt1) + o) (1 + Opns1)
r=k
m+1 m+1

= (@™ + -+ 60) + [T {d M+ Y op} +

m m+l m+1

Z[ Z Ty + Z orlz™" k+1am—k+1 + aOmt1)-

k=1 r=k+1
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De tal manera se cumple:
fi(B) = (z"an+- - +a0) + [x"an{z o + Z o} +

Z[ Z Tr + Zar]:n" an_k + aoon) (1.16)

k=1 r=k+1

donde |m,|, |o,| <7 parar =1,2,.
El error absoluto 6P = |fI[P(z)] — P(z)| en el valor calculado (1.16) es entonces:

SP =1z an{Zm + Za,} + Z[ Z Ty 20’ "Kap_k +aoon  (1.17)

k=1 r=k+1

Estamos interesados en los valores de las variables aleatorias {m,.} y {0}, sujeto a
las restricciones |m,|, |o,| < n para r =1,2,... ,n, si se considera |m,|, |o,| =7 el
cual a (1.17) determinar una cota de error maximo para el valor calculado. Esto
corresponde a un problema de programacion lineal en 2n variables, y para sacar
posteriores conclusiones teniendo en cuenta su solucién, necesitamos informacién
concreta guardando sus signos y la magnitud de los coeficientes ag, a1, ... , an.

Por cosiguiente, se debe tener presente la asistencia de un error, el cual no puede
ser despreciado, que es arrastrado en el calculo de las raices del polinomio o en
cualquier otra operacién con dicho polinomio. Debemos recordar que los errores se

incrementan en cada operacién que se realiza, ver Farouki y Rajan ’88, (p. 11, 12).

Ejemplo 1.7. Analizaremos para este caso, el Ejemplo 1.6 con n = 2. Resulta:

fU(P) = P + [(z,)%ay {Eﬂr + ZU"} + Z[ Z T + Zor]xz kay_i + ao0,)

k=1 r=k+1

Los coeficientes potenciales son {ag,a1,a2} = {1, —2.00001,1}.

Sabemos que el error absoluto para este polinomio de sequndo orden es:

|6P| = fl(Pp) — Py = [my + My + 01 + 02]02272 + [me + 01 + 03]y + ago.
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Procedemos a determinar los w;, 0;:

0.9968 — 0.9968,

— =0
gt 00968 !
~1.003 + 1.00321
= | | = 2x107*
Al T _1.00321 %
0.9998 — 0.9997904
= | | = 10°°
2 00097904 |
.. _ 00002 — 00002
x| 0.0002 L= =

Se obtiene |m;|,|o;| < 0.5 x 1073, Para i = 1,2, resulta:

6P| = |[0420 x 107° +107° 4 0](1)(0.9968) +
[20 x 107° + 1075 4 0](—2.00001)(0.9968) — (1)(0)|
= |21 x 107°[0.9936 — 1.994]|
= 0.2x107®

El resultado es menor quen = 0.5x 1072 segin (1.1) donde estamos considerando 4
digitos significativos, lo cual nos indica que se ha obtenido una mejor aproximacion

utilizando este método en lugar que el ejemplo anterior. O

Segundo Caso : Los a;, 2 = 1,2,... ,n y = no sean nimeros de maquina, y
por consiguiente los errores aleatoreos de redondeo sea |6;] <7, i =1,2,... ,n.
Se procede a convertir a nimeros de maquina: fl(a;), para i = 1,... ,ny fl(x).

Procedemos a determinar el polinomio de grado n con su respectivo error relativo
usando el método de HORNER.
Veamos por induccioén:

Para n = 1, se tiene

fUP) = fl(zF+ an-1)
= [z(1 +nz)an(l + 6)(1 + 1) + an—1(1 + 6n-1)](1 + 1)

= (xa'n G an—l) 5 ¢ [man(a:!: + 611 + T+ Jl) -+ an—1(6 o, 0'1]-
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Para n = 2, resulta

fUR) =

fllz(zan + an-1) + an—s)

{z(fU(zan) + an-1(1 + 6a-1)l(1 + 01)(1 + 72) + @n—2(1 + 65-2) }(1 + 02)
{z[z(1 4 62)an(1+ 6,)(1 +71) + an_1(1 4 6,_1)](1 4+ 01)(1 + 72) +
an—2(1 + 6n—2) }(1 + 02)

(z2an + Tan-1 + Qn-2) + [22an(26; + 6 + M1 4+ T2 4+ 01 + 02) +

Tan_1(0z + 6n_1 + T2 + 01 4 02) + n_2(bn—2 + 02))].

Supongamos que para n = m se cumple

fU(Prm)

(z™am + -+ - + ag) + [z"am{mb; + ém + Z T + Z or} +

r=1 r=1

Z[k:é + Zém rt Z T +Zo-r]am 7.27 +a0(60+0m)]-

r=k+1

Para n = m + 1. Se tiene entonces

fl(Pm+1)

fU(Pm+1)

fllzPrm + ao)

Pt + TP 1Tmy1 + TPmy16: + [xmam{méz SO Z T + Z 0',.}

r=1 r=1

+ Z[k& 4 Z Om—r + Z T + Z Or|Am—rZ™F + ag(60 + Om)]

r=k+1

m+1 m+1

P+ [#™ a1 {(m + 1)6; + 6myr + Zm Za,.} + Z[ké +

m+1 m+1

25’”“ —r + Z Tr + Z Or)ams1-r™F + ag (80 + Tmi1)],

r=k r=k+41 r=k
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Por consiguiente se cumple

n n n—1
fUP) = (2"an+ - +00) + [a"an{nbs + 80t D 7o+ D07} + O (Kb, +

r=1 r=1 k=1
n—1 n n
Y bnrt > Tt Y 0rlan_rz™ ™+ ag(bo + ). (1.18)
r=k r=k+1 r=k

Se observa que cuando los coeficientes ingresados, no son nimeros de méaquina, el
error relativo aumenta, lo cual nos indica que tenemos que tener bastante cuidado
al trabajar con dichos nimeros. Podemos encontrar casos en donde el error relativo
resultaria mucho mayor que el nimero y se debe evitar tales casos con los métodos

conocidos.

1.3 Errores en el Calculo de los Ceros de
Polinomios

Como los errores relativos son extendidos a traves de los calculos que
se realicen en la determinacion de los ceros del polinomio, se presenta el Método de
Horner Iterado para el calculo de una derivada, que se usa para la aplicacién del
método de Newton-Raphson. Los siguientes teoremas son utiles para la evaluaciéon

del polinomio, para determinar a su vez la primera derivada y encontrar sus raices.

Teorema 1.1. Sea P(z) = apz™ + -+ a1 + a0 Yy bp = an. Si b = ax + bry1Ts

parak =n—1,n—2,...,1,0, entonces bo = P(xs), donde a;,b; ¢ R. Ademds, si
Q@) =bpa"™ '+ bp 12" 2+ bow + by

entonces:

P(z) = (z — 2,)Q(2) + bo.
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Se obtiene:
Pl(z) = Q(z) + (z — 2,)Q'(z) = P'(zs) = Q(zs)
Demostracion: Por la definicion de Q(z).

(= 2)Q(x) +bo = (z—z5)(bnZ" ™t +bp1Z™ 2+ + boz +by) + bo

= bpx™ + (bno1 — bpZs)x™ 4 - - + (b — boxs )z + (B — biTs)
Por las hipotesis del teorema b, = an y by — bp4+1%s = ax, ast que:

(z —z25)Q(z) + b = P(z) y bo = P(zs). M

El proceso de evaluacién de P(z;) es mostrado en la siguiente tabla:

To=2Ts | Qn Qn-1 e ay ao
bp X9 -+ by Xx0 bo X xo
|Bn  baa - B bo=Pzo)

En forma analoga se procede para evaluar P'(z;). Ahora determinamos

las raices de una ecuacién polinomial P(z) = 0.

Sea P(z) = anz"™ + --- + a3z + ap con g = T, usando el Teorema 1.1 se

obtienen las evaluaciones de P(z;) y P'(z;). Para hallar un cero de P(z) con el

P Lh—

método de Newton-Raphson se ejecutan las iteraciones zj := Tk-1= Pi(z,

i)
L hasta

que |zx — Zx-1| <7, donde 7 esta dado por (1.1).

Ejemplo 1.8. Sea P(z) = 4z* + 32® — 202 + 4z — 8 con zo = 1.5, consideramos 5

digitos significativos y en base 10.

Sean a;, para i = 0,1,2,3 nudmeros de mdquina: ao = —0.80000 x 10,
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a; = 0.40000 x 10, a; = —0.20000 x 10, a3 = 0.30000 x 10 y a4 = 0.40000 x 10. Por

los teoremas 1.1 y 1.2 se obtiene:

zo = 1.5000 | 0.40000 x 10  0.30000 x 10  —0.20000 x 10  0.40000 x 10  —0.80000 % 10
0.60000 x 10  0.13500 x 102 0.17250 x 102 0.31875 x 102
0.40000 x 10  0.90000 x 10  0.11500 x 102  0.21250 x 102  0.23875 x 102
r—
=P(zo)
0.60000 x 10  0.22500 x 102  0.51000 x 102
0.40000 x 10  0.15000 x 102 0.34000 x 102  0.72250 x 102
e e
=P'(zo)
0.23875 x 102
e1 = |z1 — zo| = |1.1696 — 1.5| = 0.3304
z; = 1.1696 | 0.40000 x 10 0.30000 x 10 —0.20000 x 10  0.40000 x 10  —0.80000 x 10
0.46784 x 10  0.89807 x 10  0.81646 x 10  0.14228 x 102
0.40000 x 10 0.76784 x 10  0.69807 x 10  0.12165 x 102 0.62282 x 10
e’
=P(z;)
0.46784 x 10  0.14453 x 102  0.25069 x 102
0.40000 x 10 0.12357 x 102 0.21434 x 102  0.37234 x 102
——
=P'(z,)
0.62282 x 10
=0. 0 — semememem—m— = (). 0
Zo 11696 x 1 TR 0.10023 x 1
ez = |2 — 1| = [1.0023 — 1.1696| = 0.1673
xo = 1.0023 | 0.40000 x 10  0.30000 x 10 —0.20000 x 10  0.40000 x 10  —0.80000 x 10
0.40000 x 10  0.70092 x 10  0.50253 x 10  0.90369 x 10  0.10577 x 10
———
=P(z2)
0.40092 x 10  0.11043 x 102 0.16105 x 102
0.40000 x 10 0.11018 x 102  0.16068 x 102  0.25142 x 10?
N—
=P’/(z2)
0.10577 x 10
=0.10023 X 10 — ——————s = (.
s 10~ 595142 x 102 ~ 0902

e3 = |3 — z2| = |0.96023 — 1.0023| = 0.04207
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z3 =0.96023 | 0.40000 x 10  0.30000 x 10 —0.20000 x 10  0.40000 x 10  —0.80000 x 10
0.38409 x 10  0.65688 x 10  0.43871 x 10  0.80535 x 10
0.40000 x 10 0.68409 x 10  0.45688 x 10  0.83871 x 10  0.53500 x 10~*
S——ee
=P(z3)

0.38409 x 10  0.10257 x 102  0.14236 x 102

0.40000 x 10 0.10682 x 102  0.14826 x 102  0.22623 x 10?

S —

=P’'(z3)
0.50500 x 10~}
Ty = 0.96023 — m = 0.95787
e4 = |74 — 3| = |0.95787 — 0.96023| = 0.00236
x4 = 0.95787 | 0.40000 x 10  0.30000 x 10  —0.20000 x 10  0.40000 x 10  —0.80000 x 10
0.38315x 10  0.65437 x 10  0.43523 x 10  0.80004 x 10
0.40000 x 10  0.68315 x 10  0.45437 x 10  0.83523 x 10  0.40000 x 103
——
=P(z,)

0.38315 x 10  0.10214 x 102 0.14136 x 102

0.40000 x 10  0.10663 x 102  0.14758 x 102  0.22488 x 10?2

e e

=P’'(z4)
0.40000 x 10~3
5 = 0.95787 — 2 — 0.95785

0.22488 x 102

El valor aproximado obtenido nos garantiza una mejor precision a la
raiz del polinomio. Hay que tener presente que en cada calculo que se realiza se
tiene un error de redondeo. La suma de todos ellos da el error redondeo total, el

cual tiene que ser considerado también. O
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2 TEOREMAS BASICOS DEL DISENO
GEOMETRICO

Los polinomios de Bernstein fueron originalmente introducidos por
Bernstein (inicié su trabajo en 1912), en la aproximacién de funciones continuas
f(z) en un intervalo [, 5]. El Teorema de Weierstrass dice: Si f est4 definida y es
continua en [0, 1], dado € > 0, entonces existe un polinomio F,, definido en [0, 1],

con la propiedad de que
|Pa(z) — f(z)] < ¢ Vz € [0,1]. (2.1)
Esto es, decimos que la sucesiéon de polinomios P, converge uniformemente a f,

lim Po(z) = f(=), (2.2)

n—00

sobre el intervalo [0,1]. A través de los polinomios de Bernstein se puede probar

este teorema de una manera elegante.

Definicién 2.1. Para n € N, se definen los polinomios de Bernstein
I55(a5) = (Z)(l—x)"_kxk, k=0,1,...,n, z € [0,1], (2.3)

donde:

(n) | Ty » k € {0,1,...,n}

0 , €aso contrario
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2.1 Caracteristicas de la Base de Bernstein

Las caracteristicas geométricas atractivas de las formulaciones de
Bernstein nacen de ciertas caracteristicas elementales de las funciones bases de

Bernstein: Las propiedades de la positividad y de la particién de la unidad sobre

[0,1] son:
Bi(z) >0, k=0,1,...,n y Y Bp(z)=1 (2.4)
k=0
Definicién 2.2. Dados los puntos cg,¢y,... ,¢n € R2 0 R3. Entonces se denomina
a
P(z) = cBp(z), P:[0,1] — R, (2.5)
k=0
el polinomio de Bézier y C := P([0,1]) la curva de Bézier. Los coeficientes
¢k, kK =0,1,... ,n, son llamados puntos de Bézier y el poligono que pasa por la

secuencia ordenada de estos puntos es llamado poligono de Bézier.

En un valor particular zo, sobre [0, 1], se puede imponer cotas més finas
por la propiedad de la cédpsula convexa (ver figura 2.1). La capsula convexa de
n+1 puntos pg, p1, - - - , P €n €l plano, es la regién definida por el conjunto de puntos
dados por la combinacién afin ponderado de los {pi}, p = wopo + wypy + - -+ + UnPp
de tal manera que los pesos {ux} son no-negativos y suman la unidad.

Definiendo un poligono de control para el polinomio de Bézier (2.5) como la
secuencia ordenada de puntos py = (zx, yx), donde z; zs Y Yx = Cx, consideremos

la curva plana:

r(z) = {z,P(z)} = > mBi(o). (2.6)
k=0
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P(x)

x0 \/ X

Figura 2.1: Un polinomio cubico P(z) de Bernstein sobre [0,1] y su poligono de
control (la regién es la capsula convexa del poligono de control).
La barra vértical indica las cotas locales determinado por la capsula
convexa en un valor particular z = zq.

Por las propiedades de la positividad y particién de la unidad de la propiedad (2.4)
de los {Bp(z)}, es evidente que la cipsula convexa del poligono de control contiene
cada punto {z, P(z)} de la curva (2.6). El confinamiento de la cépsula convexa
proporciona una alternativa a la propiedad de la variacién decreciente para raices

aisladas y para la aproximacién de raices de polinomios de Bézier.

Lema 2.1. (ver Farin 1992) Los polinomios y curvas de Bézier tienen las siguientes
propiedades:
1) P(0) = co y P(1) = ¢y, es decir, la curva empieza en ¢y y termina en c,.
2) La curva de Bézier esta dentro de la capsula conveza
n

Co{co,c1,... ,en} = {D> Meck: >0, k=0,1,...,n, ) X =1}
k=0

k=0
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3)

n

! n-—r
P (z) = —.r)' ZArckB,:‘_r(x), r=0,1,...,n
" k=0

(n

con las diferencias
A% := Alep = ATcr, = AYA™?
Gy t= By NGy =Chy1— 6y A=A Ck)-

4) El polinomio queda invariante bajo transformaciones afines del intervalo del

parametro.

El siguiente teorema sirve para evaluar al polinomio por el algoritmo

de De Casteljau.

Teorema 2.1 (El Algoritmo de De Casteljau). Considerando el polinomio
P(z) de Bézier definido por (2.5). Definiendo PP(z) = ¢, k = 0,1,...,n y

calculando
PN (z) = (1-2)PT N (z) + 2P0V (z), (2.7)

conr=1,2,... ,n, yk=r,r+1,...,n, resulta que P(z) = P}(z), es el punto con
parametro x sobre la curva de Bézier de grado n.

Prueba : Veamos por induccion: Parar =1, se tiene:
Pl(l) = (1-— xs)Péo) + :vsPl(o).

Para r = n, se cumple:

P™ = (g) (1-—z,)"PO + ("1‘)(1 — 2,)"12,PO ¢ ... + (2) z" PO
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Para r =n+ 1, se tiene:

PG = (1-a)PY + 2,0

~ -z { (3) (1—2)"P® + .. + (Z):zzp,sm} +
, { (g) (1-2,)"P® + .. + (:) xgpr(t(-)i-)l}

n n+1 ” n+1 n
. ( )(1—%) +1Pé°J+( )(l—ms) 2PO + .. +

0 1
n+1 " n+1 0
(") -zdazp®+ (21 YaraY,

Entonces se ha probado:

1
— P(z,). (2.8)

P,E") - (g) (1- xs)"PéO) + <n> (1- xs)"_lxspl(o) + ...+ (Z) xZP,go)

Una técnica frecuentemente empleado en manipulaciéon de curvas de
Bézier es la elavacién de grado, que puede ser usado para introducir nuevo vértices
sobre el polinomio de control de una curva sin alterar su forma. Un polinomio P(z)
de grado n siempre tiene una representaciéon no-trivial en una base de Bernstein
{By*"(z)} de grado superior (r > 1), i.e,, los n + 7 + 1 coeficientes {c}"} en esta

base son, en general, todos no-nulos.

Teorema 2.2 (Elevaciéon de Grado). Un polinomio P(z) de grado n, siempre
tiene una presentacién no-trivial en una base de Bernstein {Byt"(z)} de grado
superior (r > 1), es decir, los n + T + 1 coeficientes cin”) en esta base son, en

general, todos no-nulos y estdn dadas por

n+r _ i< (k:?') (?) n 2.9
¢ = “—T““(n ,,) c; (2.9)
k -

j=maz(0,k—r)
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parak =0,1,... ,n+r.
Prueba : Consideramos primero un estado simple de elevacion de grado (r = 1).

Mostramos que los nuevos coeficientes son obtenidos de:

ck+1 = n+lck'1+(1_ n+1)ck
donde:
(n-{—l)_ (n+1)! (n+ 1)n!  n+1 (n)
i) ilm+1=5)" jln+1—35)(n—3)! n+1-j\j/

Reemplazando se tiene:

@ - Ziﬂ() Z(l‘#l)%

j=0 n+l-j 3=0
ko (k-
1 k(‘~1) k—
= ¢ — n-l—lz ) c; po'rquej()—k(j_;)
=0 J
. k k
gt = +1ck_ +(1 n-;—l)c;: (2.10)
parak =1,2,... ,n, y gt = ¢, 1l = . De (2.8) sabemos que:
n+1\ (n+1)! - n+l-k (n+1)!  n+l-kin+l
k+1)  (k+D!n—k)!  k+1 "~ klln+1-k)!  k+1 k
_ k+1(n+1\ _ntl-k(n+l
n+1\k+1) n+1 k
(" k+1(n+1
k) n+1\k+1)
Luego:

Bi@) = t(i11)a-ortetia-o)+al

k+1/n+1 ntl—k k k+1/n+1 n—k, k+1
n+1<k+1)(1 z) * +'n+1 k+1 (1-a)™e
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De la definicion de los polinomios de Bernstein:

ntl-kin+l k+1(n+1
Bp(z) = —<n )(1 ) k+_,< )(1_$)n+1—(k+1)$k+1

n+1 +1\k+1
k n E+1_,
= (1= =B @)+ B e) 2.11)

Para determinar los coeficientes {c;*"} de P(z) despues de aplicar (2.10) T veces,
primero notemos que (2.11) puede ser generalizado para expresar la funcién base

{Bg(z)} en terminos de cualquier base de grado superior {Bp*"} como:
Bp(z) == <:>(1 —z)" FF[(1 —z) + 2] = ( ) nk "Z < > (1—z) iz
- E <Z> (;) (1 — g)tr—G+E) itk

7=0

Haciendo J=j+k, (=0=J=k,yj=r = J =k +r) resulta:

Bi(z) = i(z) (,7 )a-ari

- i%ﬁ’"”( ), k=0,1,...,n (2.12)
J=k

Los coeficientes {cpt"} de elevacion de grado son:
min(n,k) ( r )(n)
i) 3) o
SUE ﬁcj (2.13)
j=maz(0,k—r) k
parak =0,1,... , n+7r. B
El procedimiento generalizado de elevacién de grado (2.13) puede ser

requerido en la performancia de operaciones aritméticas en polinomios de la forma

de Bernstein.

Elevando sucesivamente el grado, el poligono de control converge hacia la curva
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(ver Farin [3]).

Distinto a la forma potencial, el actual o minimo grado de un polinomio en la forma
de Bernstein no es inmediatamente aparente por inspeccién de sus coeficientes. Por
eso requerimos de un método para determinar si un ajuste, dado de los puntos de
control {c}}, realmente representa la forma de elevacién de grado de un polinomio
de grado < n, y si, calculamos sus coeficientes en la base de menor grado posible.

Llamemos al tltimo proceso reduccién de grado.

El criterio de reduccién de grado de un polinomio P(z) con coeficientes {c}} en
el n-ésimo orden de la base de Bernstein para ser de grado actual n —1r (donde

r>1).

Teorema 2.3 (Reduccién de Grado). Dado un polinomio P(x) de grado n,
CON Cp = Cpe1 = *+* = Cppt1 = 0, pero ¢, # 0, puesto que los coeficientes c}
presentan un r — esimo grado de reduccion de un polinomio de grado actual n —r,

se tiene los coeficientes ¢~ ", dado por

ey ks e D)
Gdr= (-1 ’—T(,I_TLC}’ (2.14)
3=0 k
para k =0,1,... , n—r.
Prueba: Consideremos primero el caso r = 1, supongamos que ¢, = 0 para
cn-1 # 0, y deseamos para derivar los coeficientes {c}~'} en la base de grado n — 1
de los coeficientes {cy} dado. Revisando el procedimiento de elevacidn de grado

(2.10) obtenemos el (consistente) sistema de n+ 1 ecuaciones lineales:

yg = ; =4, (2.15)
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en los n desconocidos {c}~'}. Por induccidn para k, la solucién para (2.15) es:

1 1 1 1
@ = 2+ (1-p)at = 2d+ (1-1) g

n

n—-1 __ = n—1-—j (?) n
— Cﬂ—l - Z(_l) n—]_) c_}

Entonces se ha probado:

Gt =3 (-1, k=0,1,...,n—1 (2.16)
= (")
Para el caso general, sicp, = ch—1 = -+ = Ccp—py1 = 0 pero c,_, # 0, puesto que

los coeficientes {c}} representan unar —esima elevacidn de grado del polinomio de
grado actual n — r, por induccidn en (2.16) obtenemos los coeficientes {c; "} en la

base de grado n — r en terminos de los coeficientes dados {ci} como:

k k—j+r—1\ (n
= Z(_l)k—j(_r:l_)(i)_cn (2.17)

par SO

parak =0,1,... , n—7. A
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Destacamos el procedimiento de reduccién de grado (2.17) no puede
ser aplicado a polinomios arbitrariamente, solo con aquellos que satisfacen la

condicién ¢, = ¢p—1 = +++ = Cp—r41 = 0, ver Farouki y Rajan ’88, (p. 9).

Teorema 2.4 (Subdivisién). Se particiona el polinomio P(z) en el punto x5 dando
sus coeficientes de Bernstein para los intervalos [0,zs) y [2s,1] a la izquierda y

derecha de x4, entonces:
PO(O), Pl(l)’ e aPrEn) Yy Prs,n)v Pr(z,n_l)a Tt ’P‘rs())’ (218)

son los puntos de Bézier de las curvas a la izquierda y derecha respectivamente,

cuando los intervalos son mapeados en [0,1] por las transformaciones

T—1T
= UE [0,1] y 1_33; = v € [0,1].

Prueba : Notemos primero que las cantidades P,ST), generadas por la recursividad
(2.1), pueden ser expresadas en los terminos de los coeficientes de Bernstein {cx}

en la forma:

PO = (1-z)PI + 2, PIY

= (1-2,)[(1 = 2)P5” + 2 PP 4 2l(1 - 20) PP + 2, P

r , T . T\ ,
= <0> (1— =) P)E[i)r + <1> (1—zs) lzst((—])rﬂ +-o-t (r>$sPIEO)

r . \
= (0> (1 = xs)TCk—r + (1> (1 - $3)7—1$30k~r+1 + -+ <T> :L‘ch

T
Z (r) (1- :vs)r“jxick_r+j para k=r,r+1,---,n

Il

=0
T
= Z B} (%s)ck-ryj para k=717 +1,---,n (2.19)
3=0
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lo cual se verifica facilmente por induccion. Los coeficientes de (2.7) pueden entonces

ser escritos como:

PF = ZB’“ (zs)c; y P70 = ZB"_k(ms)cJ, (2.20)

7=0 =k

conk=0,1,---,n

Luego, si sustituimos z = zsu, 1 —z = (1—u)+ (1 —z5)u yz = z5(1 —v) + v,
11—z = (1—-2)(1 —v) en la definicion de las funciones de la base de Bernstein
B} (z) en términos de las bases {Bp(u)} y {Bg(v)} sobreu € [0,1] yv € [0,1],

respectivamente, resulta:

B'(z) = ( (1—z5)" Iz = (;") [(1 =) + (1 = zo)u]" [z suf

> K" ( n—j ) (1 = w)"KuK (1 — 5,)5~323 | (haciendo K = k + j)
_ i{ (}’;) (1 - uFuk Y (I]‘f ) (1 - z)%~7zi)
= > Bx(w)Bf(z.) (2:21)

En forma andloga se realiza los cambios * = z5(1 —v)+v yl—z = (1 —x,)(1 —v)

se obtiene:

Z Br¥(z,)B%(v) (2.22)

K=0

Si ahora introducimos las transformaciones (2.21) y (2.22) entre las bases de

Bernstein sobre ¢ € [0,1] y aquellos sobre w € [0,1] yv € [0,1] en la forma
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original de P(z) obtenemos:

P(z) = ich;-‘(a: ZcJ ZB" (z5)Bg (u
i=0

= {_chB;?(zs)}B" +{Zc, (2} B3 (u) + -+ {D_ i B} (w5)} Br(w)

= Z{Z% [ (25)} By () (2.23)

k=0 j=0

En forma andloga se tiene:

Y B B (2:24)
k=0 j=k
Los coeficientes de P(z) en las bases {By(u)} y {Br(v)} en los intervalos a la
derecha y a la izquierda de x5 son simplemente las cantidades de (2.23) y (2.24).8

Note que cada divisién del polinomio duplica aproximadamente el
nimero de coeficientes de Bernstein distintos requeridos, para representarlo sobre
el intervalo original. Con iteracién de particién uniforme, los polinomios de control

en cada sub-intervalo, convergen al polinomio sobre el intervalo (ver Forauki y Rajan

'87, p. 197).

2.2 Superficies

Se puede utilizar dos conjuntos de curvas de Bézier para representar
superficies de objetos especificados por puntos de control de entrada. La funcién
vectorial paramétrica de la superficie de Bézier se forma como el producto cartesiano

de las funciones de combinacién de Bézier:

P(u,0) =YY paB] (B (o), (225)



con pjx € R3, que especifica las localidades de los (m + 1) por (n + 1) puntos de
control. Las superficies de Bézier tienen las mismas propiedades que las curvas de

Bézier y ofrecen un método adecuado para aplicaciones de diseno interactivas.

2.2.1 Algoritmo de De Casteljau para Superficies

L]
La superficie de Bézier de producto tensorial puede ser obtenida

aplicando el algoritmo de De Casteljau para superficies. Dado los puntos pj;; con
0 < j,k < ny valores de parametro u,v (0 < u,v < 1) el siguiente algoritmo genera
un punto sobre la superficie determinado por la red de control {Bj;}, considerando
para el caso m = n.

a) Dados {Bjr}7, v (w,v) € [0,1] x [0, 1].

b) Determinar:

r—1,r—1 Br—l,'r—l

r,r ),k ), k+1
By = L —u 1—1 r—1 1-1 r—1 (228)
Bj+1,k Bj+1,k+1 v
parar=1,2,... ,ny j,k=0,1,... ,n —r. Empezando con B;J,’EO = Bjk.

c) El punto B;’,;" es el punto con valores de parametro (u,v) sobre la superficie de

Bézier P(u,v).

Los algoritmos de subdivisién y elevaciéon de grado se transforman facilmente en

caso de superficies.

2.3 Tipos de Evaluacion

Los tipos de evaluaciones para los polinomios de Bézier son:
a) Evaluar P(t) =% ¢ By (t) calculando los polinomios de Bernstein,
k=0
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b) evaluacién por el algoritmo de Horner aplicado a la base de Bernstein,
c) el algoritmo de De Casteljau,
d) transformar la base de Bernstein a la base monomial, y evaluar esta,

e) por el algoritmo de elevacién de grado (el poligono de control converge

hacia la curva),

f) aplicando el algoritmo de reduccién de grado, y evaluar el nuevo

polinomio,

g) por el algoritmo de subdivisién, obteniendo asi una convergencia rapida

del poligono del control a la curva.

2.4 Operaciones Aritméticas

Dados dos polinomios de Bézier f(z) y g(z) de grado m y n con puntos
de control {ct}, {dx} C R? sobre [0,1], donde asumimos m > n sin pérdida
de generalidad. Determinaremos los puntos de control por la suma, diferencia, y
producto de estos polinomios, y el cociente del polinomio restantes cuando f(z)
es dividido por ¢g(z). También comparamos la estructura de la curva de Bézier
con estos algoritmos, cuando f(z) y g(z) son especificados por sus coeficientes de

potencia conocidos, {ax}, {bx} € R, ver en Farouki y Rajan ’88 (p. 13).

Adicién y Subtraccion

La suma o diferencia f(z) =+ g(x) es un polinomio de grado m a lo mas,
cuyos puntos de control {c;} pueden ser obtenidos de la siguiente manera. Si n = m,
nosotros simplemente tomamos la suma o diferencia ¢, =crtde, k=0,1,... ,m,

de sus correspondientes coeficientes de f(z) y g(z). Sin embargo, si n < m, debemos
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de elevar el grado de g(z) a un total de m — n veces de (2.14), dando:

C, =k E Z == d;, parak=0,1,... 6m. (2.27)
k

min(n,k) (m-n) (n)

j=maz{0,k—m+n}

Por comparacién, cuando f(z) y g(z) estan dados en forma potencia, los coeficientes
de potencia {a,} de los polinomio f(z) #+ g(z) son simplemente

a, = ar £ by parak =0,1,... . n (2.28)

ya;Eakparan-lekSm.

Multiplicacién

El producto f(z)g(z) puede ser expresado como:

f@o@ =35 s () (1) -yt (2:29)

i=0 j=0

que es un polinomio de grado m + n. Para cambiar (2.29) en labase de Bernstein
{BZ*™(z)} de grado m + n, lo reescribimos como una suma simple sobre su indice
k =i+ j. Esto da entonces los puntos de control {c,} de grado m + n, de f(z)g(x)
como la suma ponderada de productos de los coeficientes {ci} y {dx}. Desarrollando

tenemos:

f(z)g(z) = X:; cod; (?) (1—g)™tn—igd 4 Zn: c1d; (T) (?) (1 — g)mHn-1-igits

j:f]

= m n . :
N A Z Cmd; (m) (}) (1 — g)mHn—m=igm+i
=0
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f@)g(z) = (’g) (g) codo(1 — 7)™ + Zj (T) ( 1 fj)cjdl_j(l — gymin-igl

J=0

m
e o , (1 — )0gm+n
£ 32 (7) (o 4 )t =21

m+n  min(m.k) i n

=2 X
k=0 j=maz(0,k—n)

m+n  min(m,k) (m)( n

k

SO

W) m+n _
G102
k=0 j=maz(0,k—n) k

min(m,k) (m)( n )

[ k._
—q= Y Gl

ﬁg(ﬂql‘;F?{)'_cjdk_j para k =5 0) 1} ven gy m + n. (230)
j=maz(0,k—n) k

La expresion correspondiente a los coeficientes de potencia es:

min(m,k)
a = Z ajbe—; parak =0,1,... ,m+n. (2.31)

j=maz(0,k—n)
Division

Sean los polinomios f(z) y ¢g(z) dados en la forma de Bernstein, donde
f(z) es dividido por g(z). Consideremos ahora la determinacién de puntos de
control para los polinomios cociente y residuo, q(z) y (z) de grados m—n y n—1,

respectivamente, definidos por:
f(z) = q(z)g(z) + (=), (2.32)

los polonomios q(z) y 7(z) estan definidos por m — n + 1 y n puntos de control,
{qr} y {rx}, respectivamente. Esto es, m + 1 coeficientes desconocidos deben ser
determinados conjuntamente.

Si aplicamos el procedimiento de multiplicacién al producto de los términos g(z)g(z)
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en el miembro derecho de (2.32) y elevando el grado del término restante r(z) un
total m—n+1 veces. Expresando ambos miembros de (2.32) en la base de Bernstein
de grado m e igualando los coeficientes de cada base de funcién By*(z) en ambos

lados de (2.32) se obtiene un sistema lineal de m + 1 ecuaciones:

’ min(m—n,k) (an) (kn ) min(n—1,k) m—n—.kl) ("'f 1)
6 =2 —J(T—)_J—qjdk—j + > %Tj, (2.33)

j=maz(0,k—n) j=maz(0,k—m+n—1)

k=0,1,...,m, en los m + 1 incognitas {qx} y {7}

Los coeficientes de potencia ¢ (z) y d(z) deben ser obtenidos resolviendo el sistema
lineal (2.33), a diferencia de la adicién (2.27) y multiplicacién (2.30), no es posible
escribir expresiones compactas cerradas para estos coeficientes.

Para el caso especial n = m, el cociente q(z) es justamente una constante q y la

ecuacion (2.33) se reduce a la forma simple:

I

cg = qdo+To
T m KE y &y )
C:-n TS qdm+'rm-1

Multiplicando la j-ésima ecuacién lineas arriba por (—1)™7 (T), adicionandolas a
todas juntas, y usando las transfomaciones de bases que se indicard mas adelante
se tiene ¢ ='Z"—TZ (i.e., la razén de los coeficientes de potencia de f(z) y g(z)) por el
valor de los cocientes, y substituyendo este valor en la ecuacién (2.34) permiten a
los coeficientes 79,71, ... ,7m_1 del residuo a ser calculados directamente.

La divisién de (2.32) por polinomios f(z) y g(z) en forma de potencia se procede en la
siguiente forma. Los coeficientes qg, q1,--- y@m-n ¥ T0,T1, - - - ,Tn—1 del cociente ¢()

y residuo 7(z) en forma potencia son las soluciones del sistema de m + 1 ecuaciones
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lineales:

min(m—n,k)

A — Z ijk—j + T k= 0, 1, ce.,Mm, (235)
j=maz(0,k—n)
en las incognitas {qx} y {rx} (nosotros hacemos r, = 0 en (2.35) para k < n).
Para el caso especial m = n, tenemos ¢(z) = ¢ 2% y los coeficientes de residuo
m

pueden ser entonces determinados directamente en la forma ry = a; — gbr para

k=0,1,... ,m—1.

2.5 Uso de los Coeficientes de Bernstein
Escalados

Los algoritmos de (2.27), (2.30), y (2.33) para la adicién, multiplicacién,
y divisién de los polinomios en forma de Bernstein se asemejan a sus analogos (2.28),
(2.31), y (2.35) de la acostumbrada forma de potencia. Esto es mucho mas aparente

si usamos los puntos de control escalados.

& = <Z>ck, k=0,1,... n (2.36)

Con coeficientes escalados, el procedimiento para la adicién y multiplicacién es:

min(n,k) m—n) (n
o= ar 5 &G,

j=maz(0,k—m+n) (T)

min(n,k)
o) = (2) (=5)6)
C. — Ck + Z s . dj,
( k k j=maz(0,k—~m-+n) < J J
min(n,k) m— )\ ~
G, = Gt Z (k ,)dk,kzo,l,...,m,

j=maz(0,k—m-+n) -
min(m,k) m n
ol > "—*—“( 'Egn&cr:)'?) cjdr—j,

j=maz(0,k—n) k
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min(m,k)
m+n\ . m n
( k >C’° =) (j)cj(k—j>d’°“‘"’

j=mazx(0,k—n)

min(m,k)
E;c= Z ¢idk—j, k=0,1,... ;m+n, (2.37)

j=maz(0,k—n)

mientras que para division, el sistema de m + 1 ecuaciones lineales:

min(m—n,k) (m—n) ( n ) min(n—1,k) (m—n+1) (n—l)
; ) (" et 4
j=maz(0,k—n) k j=maz(0,k—m+n—1) k
min(m—n,k) ~ min(n—1,k) m—mn+1
= Y Gde+ > < s )F,- (2.38)
j=mazx(0,k—n) j=mazx(0,k—m+n—1) J
k = 0,1,...,m, debe ser resuelta para los coeficientes escalados de q(z) y r(z).

Una comparacién de (2.37), (2.37), (2.38) con (2.28), (2.31), y (2.35) revela que las
operaciones aritméticas en la forma de Bernstein son ahora casi identicos a
la formulacién de potencias, la principal diferencia sobresale de la necesidad de
la elevacién de grado en la adicién de dos polinomios de diferentes grados, y en la

determinacion del residuo cuando se dividen dos polinomios.

Otros procedimientos son también simplificados por el uso de los puntos de
control escalados, incluyendo la formula de elevacién y reduccién de grado, entre las
potencias y las formas de Bernstein. Como los coeficientes escalados reducen los
calculos requeridos en las operaciones aritméticas polinomicas, recomendamos su uso
en algoritmos en los cuales demandan muchas operaciones de ese tipo. Sin embargo,
muchas propiedades del polinomio de Bézier, tales como la propiedad de la capsula
convexa, no se aplican a coeficientes escalados. Cuando es preferible trabajar con
coeficientes originales {c,}, recomendamos el uso de los coeficientes binomiales
factorados, esto ayuda a minimizar explicitamente los costos adicionales y el error

incurrido por el calculo racional de combinaciones de los coeficientes binomiales.
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3 ERRORES EN LA EVALUACION DE UN
POLINOMIO POR EL ALGORITMO DE
DE CASTELJAU, ELEVACION DE GRADO
Y SUBDIVISION

En este capitulo se muestra el funcionamiento del algoritmo de De
Casteljau, y sus respectivos errores que se generan debido a los célculos que se
realizan por las computadoras.
Las caracteristicas geométricas atractivas de las curvas de Bézier, nacen de ciertas

caracteristicas elementales de las funciones basicas de Bernstein.

Con el Teorema 2.1 se evalla un polinomio de Bernstein de
la forma P(z) =§:: ce(3) (1 — )" *z* por una secuencia finita de interpolaciones
lineales entre los pulntos de control. Dados cp,¢,...,cn € R% d = 1,23y
z, € [0,1]. Sea:

PISO) = Cg parak:(),l,--- y T
PO = (1-z)PlP 4+, P parak=rr+1,.. 0, (31)

r=12,...,n

Este algoritmo incurre en n(n + 1) multiplicaciones y en %n(n + 1) adiciones, como
se muestra en (2.8) produce un tnico P(zs) — P,

Otra vez hacemos un anélisis del error como en la seccién (1.2). Consideremos
otra vez |m,.| = |o,| = m, para r = 1,2,... ,n, con el cual se obtendra el error
maximo. Ademés se considera n? — 0, porque es practicamente despreciable para
~

los calculos, donde &) := fI[P{"] — P{"), también se considera que & "'n = 0

- - - -1
porque é<kr—11)"7 = {fl[P,Er_ll)] - Plgill)}n = Plsil )772-
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Los errores pueden ser escritos en la forma siguiente:

'é'i"‘) fl [P("‘)] ("')
= fl[(1 - z5)PT7) + 2P0 V) - PO
= {(1-z)0" + PEN1L +9) + 2,607 + PE)(1+0)}(1 +7) — B

= {(1-z)& P+ (1= 2) BT + (1= z,)el P+ (1 — 2,) P 0 +

If

xsgfcr Y + msP(r_l) + xs/(kr 1)77 + stlSr_l)n}(l +n) — P(T)
= (1- xs)/éir 11) + P(r) +(1- )P(T 11)77 + ms’”(’ 1) +$3P(r 1)
(1 _ zs)’é( P("),’7 + (1 _ :US)P(r 1)77 +$s'~(r 1)77 g P(r 1) 2 P(r)
= (1—z,)&" 11) + (1= 2) PT9n + 26l + 2, PV + POy
Para obtener el error maximo, en las cantidades calculadas P,ST) , se considera el error

absoluto e | )I a cada término, resultando:
e < 1= zalel)” +laolef ™ +{I1 =zl B+ el BTV + IR0 (3:2)

parak =7,7+1,... ,n. La relacién (3.2) nos permite estimar las cotas superiores
en la magnitud de los errores de redondeo |§P| en el valor calculado P(z,) de los
polinomios para z; € [0,1]. Inicializamos con e = 0 para k£ =0,1,2,.

y notando que la combinacién convexa dado por (3.1) produce cantidades
intermedias los cuales estan acotadas por el tamano de los puntos de control iniciales
mas grandes, ver en Farouki y Rajan 87, (p. 196).

A partir de la inecuacién (3.2), se obtienen:

Para n = 1, se tiene:

o

IN

(1- :vs)e(o) + :z:se(o) + {(1 :cs)P,Sg)l + st,SO) + P,Sl)}n

< 2{(1- avs)P(o)1 -+ msP(O) .
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Para n = 2, se tiene:

65&:2) S (1 - mS)eE:l)l + 278 (1) + {(1 - .’L'S)Plgl)l +$3P(1) + P(z)}n
< 2{(1 - 2o P2, + (1= 2) PO 0 + 2{zo(1 — 2) B, + 2P0 Y +

[(1 = z){(1 — 25) P, + 2, PO} + z{(1 — 2z,) PO, + 2. PO} +
{(1 — z5) P, + 2, PP
< 22{(1 — =) P(O) + 2z,(1 — xs)P(o) +x2P(0)}n

Para n = r, se cumple:
r T T = r T
efc) < 2xr{(l-—=z,) P,SE)T + <1> (1 —x,) :103P,for+1 e <r> zSP,So)}n

Para n = r + 1, se tiene:

IA

egﬂ) (1-— xg)efc )1 + z4€; el + {(1- :v&,)P(r)1 +z P(r) + P,STH)}U

(1—2)2x H{(1 =2 PO, +---+ () PO +

(1= 2 {(1 =2 PO,y -+ () O3+

IN

,
z,{(1 - z.) B2, + @(1 — o) Tz Pl e (T> R
r 0 r+1 r 0
{(1 - zs) +1PI§—)1'—1 +--- 4+ (7‘ + 1>$s+1PIE )}]T]
1
< 2x(r+ (-2 R+t (i 1>w:+1P,§°>}n.

Por consiguiente se ha obtenido:

eg) <2xr{(1- rcs)rP;EE)f + (;) (1—=z)" 373P150r+1 oot (:)J::PJEO)}T?, (3.3)
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Definimos:
Cy = max{2 x n(1 — :t:s)"ck_",n(?:)(l — L) g Chna1y - oo 5 2 X NETCE}

La cota de error crece linealmente con el grado n del polinomio, a pesar que el
numero de operaciones aritméticas crece cuadraticamente con n para el Algoritmo

de De Casteljau, de Farouki y Rajan [4] se tiene, entonces:
|6P| < 2nCym (3.4)

Podemos definir la condicién para la evaluacién polinomial en la base de Bernstein

de (1.9) se cumple:

Siw) = 3ol ) =2 tatl v o) = PGSz, (39

La suma Sy(zs)e es el nimero de condicién para la evaluacién de los polinomios

P(z) en z4 en la base de Bernstein, ver Farouki y Rajan ’87, (p. 196).

Ejemplo 3.1. Usando el Ejemplo (1.2), determinamos los numeros de condicion

de las raices en la base de Bernstein, ver Farouki y Rajan ’87.

Ch(zs) k Ch(zs)
3.413x10° 11 3.321x108
1.453x102 12 2.215x108
2.335x10° 13 1.115x10°
2.030x10¢ 14 4.153x10°
1.111x10° 15 1.111x10°
4.153x10° 16 2.030x10%
1.115x108 17 2.335x103
2.215x10% 18 1.453x10?
3.321x10%° 19  3.413x10°
10 3.797x10° 20  0.000

© 0 N O Gl A W N |

o0



Los resultados han sido calculados con 4 digitos significativos, y las

evaluaciones han sido realizados en una vecindad de z, = L. Comparando con el

5.
ejemplo 1.3 se observa que los nimeros de condicion de la base de Bernstein son

notablemente mds pequenios. O

Por consiguiente es recomendable trabajar con las bases de Bernstein

en lugar de la base monomial.

3.1 Determinacion del Error del Polinomio

En este caso también se debe considerar en primer lugar si los
coeficientes del polinomio son o no son nimeros maquina. Entonces se presentan

dos casos:

Primer Caso: Seanc, £k =0,1,... ,ny z, nimeros de maquina. Para determinar
el polinomio de grado n con su respectivo error, se usara la férmula recurrente de DE
CASTELJAU. Denotamos con 7; y 0; a los errores de la multiplicacién y adicién,

respectivamente, obtenemos:

PY = 1-2)P® +2,P®  k=1,2,...,n
ﬂ[PJEl]] = fll(1- xS)PIS(i)l + :csP,SO)]
= {(1 —$3)Ck_1(1+7r1)+1'30k(1+7l'2)}(1+0'1)

= [(1 = zs)ee-1 + z5ci] + [(1 = zs)cx-1{m + 01} + zscr{m2 + 01 }]

P® = (1-2,)PY, +2,P0

= (1-2:)[1 = 25) P2, + 2, PO ] + [(1 — 25) B, + 7,57
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fI[P®) FUQ = 24)[(1 = Zo)ckoz + Toch_1] + Ts[(1 — Ts)Cho1 + ToCk]]
{(1 = 2)[(1 = z5)ck-2(1 + m5) + Tock—1 (1 + my) (1 + 02) (1 + 71) +

Ts[(1 — 2s)ce-1(1 + 75) + 50k (1 + 6)] (1 + 03) (1 + m2) }(1 + 01)

fl[P,E2)] [(1 = z5)%ce_p + 225(1 — T5)ck—1 + 22¢k] +
{1- $s)2ck-2(02 +oy+7m3+m)+
Ts(1 — z5)ck-1(03 + 02 + 201 + 5 + Ty + My +7y) +

r2ci (03 + 01 + T + ™)}

Segiin se observa no se puede obtener una férmula recursiva debido a la complejidad

del resultado.

Segundo Caso : Si ¢, kK = 0,1,...,n y T, no son nimeros de maquina.
Denotamos con §;, m; y 0; los errores de los nimeros, multiplicacién y adicién,

respectivamente, obtenemos:

PY = 1-2)P® +2,P®  k=1,2,...,n
fUPP) = fI[(1 - z) B2, + 2,
= {(1 = 2)(1 4+ 6x)ce—1(1 + 1) (1 + 1) +
Ts(1 + 8g)ce(1 + 8 )(1 4 m2) }(1 + 01)
= [(1 —zg)ck—1 + zsck] + [(1 — z5)cr_1{6z + bx_1 + T + 01} +

TsCk {6z + Ok + mo + 01 }]

En este caso solo se ha desarrollado para r =1 debido a la complejidad de
los calculos, esperando que la idea intuitiva ha sido captado de la manera como se

determina la representacion en punto flotante del polinomio de mayor grado.
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3.2 Condicion de Bernstein en Elevacion de
Grado y Subdivision

Mostraremos mas adelante que el nimero de condicién de una raiz
real simple o € (0,1), de un polinomio P(z) de grado n es siempre menor en
la elevacién de grado en la base de Bernstein {Bpt!(z)} que en la base original
{Bg(z)}. Sin embargo, como en el caso de la conversién de potencia-a-Bernstein,
ningun mejoramiento de la condicién de la raiz ha resultado de la elevacion de grado.
Supongamos que cada coeficiente nominal {c}} sufre un error aleatorio de magnitud

relativa méxima €. De la ecuacién (2.10), vemos que:

k

k N[ n
G = =t (- e
k n+l-k
< —]cr_. —)|c}|.
- n+1|ck~1|+( = )lckl
Se define ahora wy, Kk =1,2,... ,n, como
k|ct 1—k)|ck

(n+1)lcg™] B

Yy Wo = Wpy1 = 1. Sea ) := maxwy una cota superior sobre el factor por el cual
el nimero de condicién de la raiz c;n41(Zo) en la base de Bernstein {Bp*!(z)} es
reducido relativamente a ¢, ,(Z0) en la base {BZ(z)}. Esto puede significar, que en
el peor de los casos, el error de amplificacién en los coeficientes (3.6) en el
desarrollo de elevacion de grado, anula los mejoramientos del condicionamiento de
la raiz de la elevacion de grado de las bases.

El mismo razonamiento se aplica a la subdivisién polinomial usando el algoritmo
de De Casteljau. Si P(z) tiene puntos de control {c}} sobre [0, 1], este puede ser

subdividido en el punto z; € (0, 1), para obtener sus puntos de control {I}} y {7} },
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en los intervalos (0,z;] y [zs, 1] a la izquierda y a la derecha del punto de corte z,.

k n
= Bi(@s)d} y i = Bk (e, (3.7)
— =
para k = 0,1,... ,n. Sabemos del teorema 2.4, que las raices de P(z) en [0,z y

[zs,1] son menos sensitivos a perturbaciones de los coeficientes {lp} y {r}},
respectivamente, que dquellas perturbaciones en los coeficientes originales {c}}.

Si los coeficientes {cy } estan sujetos a errores aleatorios de magnitud méxima relativa
g, sin embargo, los errores relativos maximos en los coeficientes (3.7) excederan al

error € por los factores:

k n
1 1 —k
we = > B (zs)c}| y ﬁ' B} f(zs)c}l, (3.8)
k j=0 k =k
para k = 0,1,... ,n, respectivamente. Las cantidades w; en (3.8) son nimeros

de condicién para los puntos de control subdivididos {l{}} y {rr}, con respecto a
los coeficientes originales {c}}, y por la desigualdad triangular, estos satisfacen la
cota inferior wy > 1. Si caracterizamos la subdivisién por el nimero de condicién
simple ) = max{ws}, por la conversién de potencia-a-Bernstein se prueba que Q es
una cota superior en el factor, por lo cual los nimeros de condicién de las raices,
son reducidos a través de la subdivision. Esto significa, en el peor de los casos, que
ninguna ventaja en la estabilidad de la raiz resulta del uso explicito de la subdivisién

(ver Farouki y Rajan [5]).

Consideremos luego el comportamiento de los niimeros de condicién de

la raiz en las bases de Bernstein bajo el procedimiento de elevaciéon de grado.

Teorema 3.1. (vea Faroukiy Rajan ’87, p. 208) Para un polinomio arbitrario P(x)
de grado n expresado en la base Bernstein sobre [0,1], sea Cyo(zs) el nimero de
condicion de cualquier raizz, € [0,1], cuando P(z) es elevado de grado v > n.
Entonces Cpu41(0) = Cou(0) = 0 y Cyo11(1) ~ Cho(1) = 0, mientras que para

cualquier raiz T, sobre un intervalo abierto < 0,1 > tenemos Cpyy1(zs) < Cho(zs),
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es decir, el numero de condicion decrece monotonamente bajo la elevacion de grado.

Prueba : De (2.10), consideremos el comportamiento de la suma:

(3.9)

v > n, bajo la transformacion (2.10). Primero calculamos el caso de los puntos

limates del intervalo unitario.

v

Sualan) =165 (0) @ =2 1t (3) @ = 2yt oo il (2) 0 -,

()

To=0=> Sp4(0) = |c§| + 0+ +0=|c| = g ™| = Spv+1(0),
Ts=1= Spu(1) =0+0+---+|c5| = || = |CZE = Spw+1(1)-

Tenemos entonces:

Sp,0(0) = leg| = |5+ | = Sh41(0)

Sp0(1) = ley] = €1l = Spoaa(1)

y en realidad estas cantidades se anulan cuando z,=0 0 z, =

(3.10)

1, respectiva-

mente. El nimero de condicion (1.6) ¢ (1.8) de una raiz para los puntos extremos

de [0,1] es invariante bajo el grado de elevacidn. Entonces consideramos la raiz en

el intervalo abierto < 0,1 >, usando (2.10), (3.9) y aplicando la inecuacion

triangular para cada termino |kcy_, + (v + 1 — k)ci| en la suma aprozimada.

Obtenemos usando la regla de Descartes:
v+1

v v+ 1 o1
Sl LIV )0 -zt

k=0
el (1= z5)"*! +

k=1
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k 1
Sru+1(zs) < |egl(1 — -’Bs)v+1 + z lC_T_ 11| (U ¥ )(l )vﬂ_kwﬁ +

I - 1
2|z + E (v+ k)lcx| ('U o )(1 25) "1 gk

v+1

Haciendo:

<v+1>_ v+1)! (v+1)v! v+l v
k) Kw+1-k)! kk-1)v-(k-1) &k <k—1)’

(UZI) - k!(v+(;)i_llc;?i—k)! - viJlrikG)

tenemos reemplazando:

V|V - v v v -
Spu41(Ts) < ||zttt + ; |2, | <k B 1) (1 —z,)v i *gk 4
Icgl(l _ _,Bs)v+1 + Z ICZI <Z> (1 _ ms)u+1—kx§
: k=1
¢ v v v— v—
= e Y lal(, ) a - e)rat+ 1= ) Zml( )= a)ta
k=0
- v s v—k_k
= Zlck|<k> (1 _-Ts) Ts —Sb,v(xs)- (3.11)
k=0
De esto y de (3.5) se tiene:

= |Pl($8)|_lsb,v+1($8) < IPI(IS)I_lsb,v(xS)

=>Cb,v+1($s) < Cb,,,(:vs). [ |

Ejemplo 3.2. Dado el polinomio P(z) = 22 — z + 0.25, y el polinomio perturbado
P(z) = z2 — 1.00001z + 0.25 y P'(z) = 2z — 1.00001. Resolviendo el polinomio
perturbado se tiene x, = 0.5022 y £, = 0.4978. Consideramos x, = x1, entonces los
coeficientes son c((,2) = 0.25, c§2) = —0.250005 y cgz) = 0.24999, donde el nimero de

condicion es Cp(0.5022) = 569, usando ;™' =%}, + (1 - ;£;)c se determina

56



paran=2yv=2:

1
k=1 Y= 5025+ (1 - %)(—0.250005) = —0.08334

2
k=2 = %(-0.250005) + (1 - 3)(0.24999) = —0.08334,

también se cumple C(()s) = c(()2) =025y c§3) = c:(f) = 0.24999.

Luego Sy 3(0.5022) = 0.12501 y el numero de condicion es Cp3(0.5022) = 28.4752.
Entonces se tiene que Cj 3(0.5022) < C;2(0.5022).

Las soluciones reales son 1 = x5 = 0.5, donde los errores relativos son 0.0044 en
ambos casos.

El polinomio de Bernstein es P(z) = 0.25(2)(1— )2+ —0.25(%) (1 —z)z+0.25(2) 22,
y el polinomio perturbado P = 0.25(2)(1 — z)? + —0.25001(%) (1 — z)z + 0.25(%) z?,
donde los puntos de control son: c((,2) = 0.25, c§2) = —0.25001, y cgz) = 0.25, y los
nuevos cyp puntos de control son: c¢3 = 0.25, c§3) = —0.08334, cga) = —0.08334,
¢ = 0.25, donde S,5(0.50223) = 0.12501 y P'(0.50223) = 0.00446 entonces
Cy,3(0.50223) = 28.0291, el cual también satisface que Cp3(xs) < Ch2(zs). O

Otro procedimiento el cual produce aproximaciones poligonales
convergentes al polinomio de Bernstein es la tecnica de subdivisiéon asociada con
el algoritmo de Casteljau. Esto también induce a un decrecimiento monétono de los

numeros de condicion de la raiz.

Teorema 3.2. (vea Farouki y Rajan ’87, p. 204) Para un polinomio arbitrario
P(z) ezpresado en la base de Bernstein sobre [0,1], sea Cy(zo) el nimero de
condicion de cualquier raiz xo € [0,1]. Ahora dividimos P(z) en algun punto
s € < 0,1 >. Por el algoritmo de De Casteljau, obtenemos los coeficientes
de Bernstein en las bases transformadas {Bp(u)} y {Bp(v)} definido sobre
:c% =u € (0,1 y ET:Z‘:; — v € [0,1], respectrvamente.

Sea Cy(z,) el mimero de condicion en las bases {B2(u)} y {BpF(v)} despues de la

particion, de acuerdo a que st To estd a la izquierda o a la derecha de 5. Entonces

en los puntos ertremos de [0,1] tenemos Cy(0) = Cp(0) = 0 y Cy(1) = Cp(1) = 0, y
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los puntos de division C,;(:Bs) = 0 < Cy(zs). Finalmente, si g cae sobre cualquiera
de los intervalos abiertos (0,z,) J (zs,1), entonces la desigualdad estricta
Cy(zo) < Co(wo) se mantiene, es decir, el nimero de condicion decrece
mondtomamente bajo la subdivision polinomial.

Prueba : Fzaminemos el caso zo € [0,z,] solamente, donde los argumentos de

To € [zs, 1] son exactamente analogos. Consideremos la suma:
8i(z0) = Y 1P:"1 B (uo) (312)
k=0

donde ug =%§, caracterizando el nimero de condicion C,(x;) en la base {By(u)},
definido en u € [0,1] despues de la particion. Comparamos (3.12) con la suma
Se(zo), que caracteriza el numero de condicion Cy(zo) antes de la particion.

Para la izquierda en el punto final, desarrollando (8.12) y evaluando zo = 0(=

ug = 0), obtenemos:
53(0) = |F3”|B3(0) + | PL"|BY(0) + - - + |P{™| Br(0), (3.13)

donde
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Reemplazando en (3.12) se tiene Sy(0) = |P{¥| = |co| = S,(0) (= 0, cuando zo = 0

es una raiz). También, si xo = x5, entonces up = 1 tenemos:

Sy(o)

Sy(@s)

Luego:

= Y |1PP|BE (uo)
k=0

= Y |1P®|Bp(1)

k=0
= |PO1B3 (1) + |PP|Br1) + - + | PM|BR(1)

B (u) = (:) (s *(;j);““uk

Biw) =(1-w" By(1)=0

)(1 —u)"lu  BM1)=0

B::(u):<z>un | BR(1) = 1.

Reemplazando se tiene:

Sy(zs) = |PO x 0+ |PY| x 0+--- + |PM| x 1,

S;(.'L's) S |P£ﬂ)| = 0)

ya que el valor P™ determinado por el algoritmo de De Casteljau debe de ser cero

para una raiz s de P(x) (i.e. si el polinomio esta dividido por una raiz, esta raiz

puede tener condiciones perfectas). Por contraste Sy(zs) > 0, desde que toda la

funcion base sobre [0,1] es positivo para z, € < 0,1 >.

n
Consideremos el caso zo € <0,z >. Usando Pf =3 ¢;B¥(z,) podemos escribir la
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suma (8.12) como:

n

k
Sy(zo) = 1S B (zs)c;| By (uo) ZZ|¢,|B () B (uo)

j=0 k=0 j=0

|c;|B (xs)Bo Uo) +ZICJ|B zs) By (uo)

b

o |l
o

M

= ol Bg (z5) B (uo) + Z 1 Bf (zs) By (uo) + -+ +
k=1

+Z|cn|B:(xs>B::(uo)

Sy(zo) < z|cj|3?($0)=3b($o) (3.14)
|P'(z0)| 2 Sy(z0) < |P'(z0)|™*Ss(zo)

/

Co(20) = Cyzo) (por (3.5))

. P .., ] 3 . .
Si el numero de condicidn Cy(zo) es definido usando las derivadas con respecto a

oo . . T e
la transformacion de la variable dependiente u =, este deberd crecer en un factor
8

xi. Sin embargo, argumentamos que las derivadas con respecto a la variable original
8

x son las apropiadas para C’;(xo), desde que estamos interesados en la magnitud de
las perturbaciones relativas de la raiz en el intervalo unitario original que a los

subintervalos generados por el corte. Ignoraremos entonces este factor. W

Ejemplo 3.3. Dado el polinomio P(z) = (1 — z)* — 2(%)(1 — z)z + 1.00001z2 y
ﬁ’(z) = 12.00002z — 6, resolviendo el polinomio perturbado se tiene x, = 0.7887 y

xo = 0.2113. Consideramos T, = 1 entonces los coeficientes co =1, ¢, = -2 y

¢z = 1.00001, donde el nimero de condicion es Cy(0.7887) = 038487, considerando
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zs = 0.5 €< 0,1 > se determina v = 0.5774 y wusando (8.14) se tiene
S,(0.7887) = 1.2441 y el mimero de condicion es C,(0.7887) = 0.3591. Entonces
se tiene que C;(0.7887) < C,(0.7887).

Las soluciones reales son x1 = 0.7887 y x5 = 0.2113, donde los errores relativos son

cero en ambos casos. O
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4 TRANSFORMACIONES ENTRE LA BASE
MONOMIAL A LA BASE DE BERNSTEIN

El objetivo de este capitulo es comparar la estabilidad numérica de
las dos bases que se encuentran frecuentemente en los modelos de aplicaciones
geométricas. Trabajaremos en el dominio unitario [0, 1] y luego generalizaremos

para un intervalo arbitrario [, ().

4.1 Conversion Basica

Dado el polinomio de grado n, expresados en las bases monomial y de

Bernstein sobre el intervalo unitario [0, 1].

P(z) = Zakﬁk = ch<:> (1—z)"*z*, k=0,1,... ,n. (4.1)
k=0

k=0

Cada funcién de base de potencia puede ser expresado como una combinacién lineal

de n + 1 funciones en la base de Bernstein, y vice-versa.

=S m(pu-are (o-are-Sine w
k=0 k=0

para j = 0,1,... ,n. Determinamos los elementos de la transformacién matricial A,

9 = 29{(1 — ) + z}"~7 donde:

(]

T ) [ o e (e

k=0 k=0

Poniendo k + j = K, obtenemos:
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Sabemos:

n=J = (n —J)! _ j!(fg—!j)! 7S K!(:—!K)! B (I;) n
(n—K) (= K)(K-j)! J'_(_:lﬁ = (?)( ) (4.4)

Reemplazando (4.4) en (4.3) tenemos:
o =G n
o = Y () a-aran (45)
K=j
Los elementos de la transformacién inversa A~! son obtenidos de la expansién:

G) (1= 2yin — (;3) o i (” : 3) (=z)*, (por expansién binomial)

- ()Fer( e

Poniendo k + j = K, y por (4.4) obtenemos:

(?) (1 —z)" iz = :Ln‘:.(_l)K_j (I;) (;)xx (4.6)

De (4.2), (4.5), y (4.6) se tiene:

QO ()

para j < k, mientras Ajx = /\;kl = 0 para j > k. Vemos que las matrices A y A~}
son triangulares superiores, y que los elementos de A son todos no-negativos.
Las siguientes transformaciones entre los coeficientes potenciales {a;} y los

coeficientes de Bernstein {c;} son obtenidos:

P(z) = Za, Z (-% <Z>(1 e ch(:)(l — z)n gk,

k=j
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Desarrollando se tiene:

ZA%< ) )"k gk + +a,z/\lk( )(1_x)n kpk 4.

%(3)0 )" %%+t (?)(1—$)""$’+“"

donde 0 < I < n. Igualando el factor comun (Tl‘) (1 — z)™ !z se obtiene:
A+ - FaAy+--+a,App=c¢, donde 0 <I<n.

Sabemos que Aj; = 0 cuando j > [, y haciendo ! = k se tiene:

n k k n -1
ck=2aj/\jkz2(_)(_) a;.
e 3} \J

§=0

Luego:
n n n n k n n
Saet =3 e >0 () (5) = Lo L
k=0 j=0 k=j J ;
En forma analoga se desarrolla para el otro caso, se tiene:

n n
aom0+---+a¢xl+---=COZ/\5,3:B’°+ +CzZ/\fklxk+ +cnz/\nk$
donde 0 < I < n. Igualando el factor comiin z! se tiene:

a = N+ taN + e Age 0L 1< n.
n ] 1
- = s\ (1
ar = ch/\jzl = ch/\jfl = Z(_I)l J(J) ( -)Cj-
7=0 j=0 §=0 J
Haciendo ! = k tenemos:

S-S0

J=0
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Los elementos Aji y /\;k1 de las matrices de conversién pueden ser calculados usando
un algoritmo de aritmética racional exacta, y luego convertidos a punto flotante por
una divisién simple (convertirlos en niimeros de méquina). Los coeficientes potencial
y de Bernstein pueden ser dados como punto flotante, entonces en cualquiera de dos
casos, calculamos cada a; o ¢, usando (4.8) y (4.9). Entonces se requiere a lo mas
k + 1 multiplicaciones y k adiciones en punto flotante, ver Farouki y Rajan ’87, (p.

105).

4.2 Conversion Basica Matricial

Dados dos vectores de coeficientes a y ¢ de P(t), de potencia y de
Bernstein, respectivamente. Las matrices de transformacion M := (mj) vy

M1 .= (m;kl) son ambos triangular superior y estan dada por:

1)k (M (3 sij>k sij>k
mjk - ( ) (_7) (k) . ] - y m;—kl — m
0 sij<k 0 sij<k.

(4.10)

Lema 4.1. Las matrices M y M~ son matrices simétricas en la diagonal

secundaria j =n —k, es decir:
- -1 ) .
Mp—kn—j = Myk Y My _gpnj = My para 0<7,k<n

Prueba: De (4.10) para j > k se cumple
C_ (—1)n-R-m- [ T n=k\ _ (") (7 =
mn—k)n_J ( ]‘) (n _ k) (n - j) ( ) j k mjk

= Mp—kn—j m, para 0 < j,k < n. (4.11)
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De manera similar se procede para el otro caso, para j > k de (4.10):

B o N -
S S B R
= myl ., = mypara0<jk<n B (4.12)

4.2.1 Los Nimeros de Condicion

Ejemplo 4.1. Asumamos los calculos obtenidos con 32-bit y 64-bit en una precision
simple y doble, respectivamente. Sean s = 24 y s = 56 la cantidad de bits de la

mantisa en la representacion del punto flotante. Sean las matrices M y M~ dadas

por (4.10):

n Ml |IM Yo Conde(M) Conda(M)
2 4 3 12 8.8

3 12 4 48 26.7

4 32 5 160 80.8

5 80 6 480 244.7

6 240 7 1680 741

7 672 8 5376 2242

8 1792 9 16128 6781

9 5376 10 53760 20494
10 15360 11 1.69xE+5 61904
11 42240 12 507xEtS  1.86xE*S
12 1.27xE*® 13 1.65xE16  5.64xE*+S
13 3.66xE*S 14 5.12xE*t6  1.70xE*6
14 1.02xE*S 15 1.54xEt7T  5.13xE*6
15 3.07xE*6 16 4.92xE*T  1.55xE*7
16 8.95xE*6 17 1.52xEt8  4.66xE*7
17 2.53xE*7 18 4.56xEt®  1.40xE*8
18 7.60xE*7 19 1.44xEY®  4.23xE*8
19 2.22xE+8 20 4.44xE*®  1.27xE*°
20 6.35xE+8 21 1.33xE110  3.83xE*°
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Esta tabla nos muestra los valores establecidos que tienen las ||.||e ¥
Cond. (M) para un valor de n que se encuentra entre 2 y 20, ver Daniel y Doubisse,
(p. 125).
Suponemos que los componentes de p son precisos y que la perturbacién asociada
solo afecta el dltimo bit de la mantisa. En este caso, ¢, equivale a Cpqar, tenemos la

mayor perturbacion en la computadora.

107% = 107 %me=  27°

= log;, 107 =log;y27° = ¢, = slog;y 2.

Para s = 24 resulta ¢, = 24(0.301) = 7.22.

Para s = 56 obtenemos c, = 56(0.301) = 16.86.

Se obtiene la siguiente tabla, ver Daniel y Doubisse 89, (p. 126).

n c,~722 ¢, >~1686 ¢, ~3
2 6 16 2
3 6 15 1
4 5 15 1
5 5 14 0
6 4 14 0
7 3 13 0
8 3 13 0
9 2 12 0
10 2 12 0
11 2 11 0
12 1 11 0
13 1 10 0
14 0 10 0
15 0 9 0
16 0 9 0
17 0 8 0
18 0 8 0
19 0 7 0
20 0 7 0
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Esta tabla nos indica los nimeros de digitos significativos cuando n

toma un valor entre 2 y 20.

Denotamos con R; y Ci la suma de los valores absolutos de los elementos

matriciales mj, a través de filas j y columnas k de la conversién matricial basica

M, respectivamente. En forma analoga, sean R;* y C;! las correspondientes sumas
’ ) 4) k

de la matriz inversa M1,

Lema 4.2. Las sumas de filas y columnas de la matriz M son dados por:

Rj = Coy = (?)W para j = 0,1,---,n

Prueba: Consideramos primero la suma de las filas R; donde tenemos:

Ry = ) mgl

k=0

Sabemos que mjr y m, k son obtenidos de (4.10), resulta:

B = T = 3 el + 5 ol = Z(j) (D) = (5)2. wmw

k=0 k=0 k=j+1 k=0
para j = 0,1,... ,n. Para la suma de columnas Cy podemos recurrir al Lema 4.1 y
escribimos:
i N n—k n
- . n—k
Zlmgkl Zlmn k,n— Jl_Rn. k_JZD(n_k)< _}' )_(n—k)2 .

Haciendo k =n — 3, 3 = n —k, obtenemos:

Cpyg = <7.l)2" para j=0,1,... ,n. B (4.14)
J
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Lema 4.3. Las normas |.||; y ||.|le de la transformacién matricial M son

por:

Ml = Mo = <Z>2

2(n+1
donde v denota el mayor entero que no ezxcede a (n?;l- )

Prueba: Como:

T
1Ml = Org,ggglzolmjkl , 1Moo = o?,?s’%;'mﬂ"’
7= =

tenemos por el Lema (4.2):

1M]l; = max G , [[Mllo = max R;,

donde {Cy} es la suma de la columna k y en la suma de la fila j. Se cumple:

1Ml = mex Ci = max R, = max R;= max R; =Ml
= M|, = [IM].

Definimos las diferencias:

ARJ' = Rj—Rj—l
- (’-L)”"(." )2"‘1, (vor Lema (4.2))

J
nl27-1 {Q(n —j+1)—3j
=G - jn—35+1)

Il

}, j=12,...,n,

y st R; es no decreciente, (i.e. AR; > 0), cuando:

2n—-j+1)—-J5 2 0,

i< 2(n+1)-
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y st R; es decreciente (AR; < 0) de otro modo. Se dan dos casos segin el grado de
n:
i) Sin no es de la forma 3r+2 parar = 0,1,..., la ecuacién en (4.16) es realizada

por el entero j, y tenemos:

Ry <+ <Ry-1 <Ry>Ry41>-> R,

2(n+1
donde v denota el entero par de (n3+ , €l cual es par.
2(n+1
1) Si n es de la forma 3r + 2 parar = 0,1,..., donde (n; ) es un entero y de
2(n+1
(4.16) tenemos la ecuacion de j = (n3+ )

R0<...<RU_1:RU>...>R4“

2 1
donde v = % |

Lema 4.4. Las normas de la transformacion matricial M~ estan dadas por:
M7 = IM7 Yo = n+1

Prueba: FEs suficiente consideramos las sumas de las filas 6 columnas solamente.

De la suma de la j — esima fila y por (4.10) tenemos:

-1 s -1 ! -1 - -1 (fc) n) ™ Zj n—k
R; =§:|mjk|=§:|mjkl+zlmjk - (75)_:<j n—j3)
k=0 k=0 k k=0

J

Haciendo | = j — k, resulta:

g = (Y s (vt (4.17)
S " a-g J '
=0

Sabemos que:
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Reemplazando se tiene:

Rﬂ:<n>“1<n—j+j+1 _(n\ 7 nt1
’ J n—j+1 j n—j+1)’

por la simetria de filas y columnas:

_ - n+1 :
Bt =CL = n—j+1 para j=0,1,---,n.

Luego, como sabemos:

-1 _ =1 n+1 .
IM™ o = Ol%l%ﬁRj = fax—— 7 = n+ 1.

Por el Lema 4.3 se tiene:
||M'1||c.° = ||M'1||1 =n+1. N (4.18)

Proposicién 4.1. (ver Farouki ’91) El nimero de condicion de la transformaciin
de los polinomios P(t) de grado n en la base de Bernstein sobret € [0,1] a la base

de potencia, cuando t =0 (o vice-versa) en las normas ||-|l1 ¥ ||.|leo, esté dada por:
Condy (M) = Conde(M) = (n+ 1)(2)2”,

2(n+1
donde v es el mayor entero que no excede (n; )

Prueba: De (4.18) y por el Lema 4.3, obtenemos:
A n v
MM = M1l = a4 0()2

2(n+1)
donde v denota el mayor entero que no excede 3

Entonces:
- n
Cond; (M) = Cond(M) = (n+1)(v)2”, (4.19)
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2(n+1
donde v denota el mayor entero que no excede @ |

4.2.2 Una Expresién Aproximada de Cond (M)

El nimero de condicién estda dado por (4.19). Recordando la

aproximacién de Stirling para la funcién factorial.
m! =~ V2rme ™m™, (4.20)

tenemos:

(n - n! nnt1/2 1 n 1"V2[n_v)®
v) (TL = ’U)!’U! o (n — U)("“‘U)+1/2\/27rvv” - Vorv |[n—wv () .

Sustituyendo en (4.19) tenemos:

Cond(M) ~

n+1 {

:|n+1/2 2(71,—'0) v
V21 .

n—v v

Para simplificar notemos que nﬁv ~ 3, donde n es de la forma 3r + 2, y de

n —
—3 disminuye cuando n se

otro modo es ligeramente mayor que 3, el residuo et

2(n—
( 7 ) ~ 1,sin = 3r+2, de otro modo es ligeramente

2(n—v)

incrementa. Analogamente,

que disminuyen con 7.
2(n—v)
v

menor que 1 con un residuo 1—

Si condideramos la aproximacion ——=~ 3 y ~ 1 se obtiene:

1 3nt1/2 % 1
Cond(M) =~ L ST (n+ )

2 vV 2mv

Finalmente, asumiendo que v 22?”, YA/ n—zlz 1 reemplazando:

n+1/2 3‘n+l
Cond(M) .o 2 pee ) R+l (4.21)

Vo) o VT




Si el valor preciso de la Cond(M), (4.21) puede ser simplificado por el
factor Q%N 0.85, escribiendo.

Cond(M) =~ 0.85 x 3" x v/n + 1.

La aproximacién de (4.21) es mas facilmente calculado y ilustrado que (4.19) al
extremo de la sensibilidad del proceso de conversidon basico del polinomio de grado
n.

Por ejemplo, es evidente que si n es grande, el valor de la Cond(M) es incrementado
por un factor aproximadamente 3, para un incremento en la unidad del grado.
[lustramos el aumento en forma exacta de (4.19) para Cond(M) de grado n, ver
Farouki ’91.

n Cond; = Condy Conda

2 1.20 x 10! 7.71 x 100
3 4.80 x 101 2.31 x 10!
4 1.60 x 102 6.95 x 10!
5 4.80 x 102 2.09 x 10?
6 1.68 x 103 6.30 x 102
7 5.38 x 103 1.90 x 103
8 1.61 x 10¢ 5.71 x 103
9 5.38 x 10* 1.72 x 104
10 1.69 x 10° 5.17 x 10*
11 5.07 x 10° 1.56 x 10°

12 1.65 x 108 4.68 x 10°

4.2.3 Las Condiciones de Conversion entre la Base
Monomial y de Bernstein

Las operaciones del punto flotante nos obligan a utilizar adecuadamente
las propiedades asociativas.
Supongamos que se nos da coeficientes de potencia {ax}, los cuales sufren errores

aleatorios intrinsecos de una magnitud relativa maxima €, y calculamos los puntos
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de Bézier {c;} usando (4.8). El error relativo maximo §; en ¢; seré:

1 s
0; :=wje, donde wj;:= — Z %|ak| >1 (4.22)
leil = ()
para j = 0,1,... ,n. Llamamos w; al nimero de condicién de la conversién de los

puntos de Bézier ¢;, con respecto a los coeficientes de potencia {ax}, y el menor
valor w; > 1 sale de la aplicacién de la desigualdad triangular por (4.8) (note que
w; = 1 solamente cuando ag,a;, ... ,a; son todos del mismo signo).

Esto es, los errores relativos en los coeficientes de potencia son siempre ampliados en
los puntos de Bézier cuando los coeficientes finales son obtenidos por la conversiéon
(4.8). Veremos en la siguiente seccién que este efecto cancela el mejoramiento de
la raiz por la condicién de la forma de Bernstein. Si fueramos a caracterizar la
conversién de potencia-a-Bernstein en (4.8) por un numero de condicién simple §2,
se considera:

Q = max{w,}, (4.23)

0<j<n

puesto que los nimeros de condicién siempre miden la perturbacién peor posible de
las salidas.

Debera notarse que los errores de amplificacién de los coeficientes de la conversion de
potencia-a-Bernstein demostradas lineas arriba realmente ocurren en la conversién
entre cualquier dos bases (incluyendo la conversién de Bernstein al caso de potencia).

(ver Farouki y Rajan ’88).

4.3 Numero de Condicion de las Raices

Los nimeros de condicién Cy(zs) y Cp(zs) de una raiz real simple

z; € [0,1] del polinomio P(z) en las formas de Potencia y de Bernstein,
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respectivamente, son dados por:
Cp(zs) = |P'(zs)|7'Sp(xs)  Colas) = |P'(xs)| 7" Sp(s). (4.24)

donde S,(zs) :Jg:jolajlxg, y Sp(zs) :jngolcﬂ(?)(l — 1,)"I27 segiin (1.6). Veremos

que Sp(zs) < Sp(zs), Vzs, € [0,1] (la desigualdad se cumple solamente en el caso

T, = 0). Bajando el factor |P'(zs)|™! en (4.24), el cual es independiente de las

bases, comparamos las sumas Sp(zs) y Sp(zs) los cuales caracterizan el numero de

condicién en las bases de potencia y de Bernstein. Por (3.5) y (4.22), tendremos

parazs € [0,1]:
n

Sp(zs) = Y _ el (;") (1 —z,)"igd =

— 1
=0 = wit ()

y introduciendo §2 por (4.23), reagrupando y reordenando la sumatoria, se obtiene:

Sp(xs) = me{ }i ’% ()1—%)*‘ Igd

k

iy |ak|(j) e

j= 01:—0

. 21 k;Z (j)(l—ms)ﬂ i)

- ZW*(-’C = 55(zs) (por (4.5)). (4.26)

\Y)

Cuando se cumple esta desigualdad, esto significa que la cantidad 2, dada por (4.22)
y (4.23), representa una cota superior en el factor é, por el cual también el nuimero
de condicién de la raiz en la base de Bernstein es relativamente menor que en la
base monomial, tanto por el cual los errores relativos de los coeficientes son
amplificados en la conversién potencia-a-Bernstein (4.8). En el peor caso, la pobre
condicién de las bases de conversion esencialmente anula el mejoramiento en la

condicidon de la raiz obtenida en la base de Bernstein.
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Concluimos que las conversiones explicitas de la base potencia-a-Bernstein a traves
de (4.8) no son una via significativa para el mejoramiento de la estabilidad numérica.
En su lugar, se recomienda que los problemas deben ser expresados en la forma de
Bernstein inicialmente, y deberian formularse algoritmos para aceptar las formas de

Bernstein en las entradas y genera salidas sobre ellos. (ver Farouki y Rajan ’88).

4.4 Propiedades de Transformacion de los
Niumeros de Condicion

Mostraremos dos importantes propiedades de la transformacién de los

numeros de condicién de (1.6) y (1.8).

1.- Tenemos la base {¢x(z)} la cual es linealmente independiente. Entonces

generamos una nueva base dado por:

bk(z) = sedr(z), K =0,1,... ,n, (4.27)

donde los {s¢} son factores escalares arbitrarios diferentes de cero. Los

coeficientes de (1.2) cambiarian simplemente por:

D = iAk, k=0,1,...,n. (4.28)
Sk

Entonces la suma que caracteriza los numeros de condicién de (1.6) y
(1.8) es la misma en la nueva base que en la base original.
Equivalentemente, podemos decir que el nimero de condicién de una
cierta raiz de un polinomio dado, depende solamente de la configuraciéon

de la raiz de las funciones bases en las cuales esta expresado.

2.- Supongamos que tenemos que ver con raices en un intervalo arbitrario

[a, 8] de un polinomio P(z) dado por coeficientes {Ax} en la base {¢x }
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en el intervalo. Si mapeamos el intervalo z € [o,8] ent € [0,1] a

traves de la transformaciéon

(4.29)

y definimos un nuevo conjunto de funciones bases {©,(t)} en [0,1] desde

el {¢x(z)} por:
Ok(t) = dr(a+t(B—a)), k=0,1,... ,n. (4.30)
Entonces: t =a=t=0,z =08 =1t =1, luego
= Cla,g = (B8 — )Cpy), (4.31)

donde Ci,g) es el nimero de condicién de una raiz z, definido en P(z)
con coeficientes {A\; } en la base {¢x(z)} sobre [a, 8], y Cjo,1) €s €l nimero

o0 g ITs—« . . .
de condicién de la raiz g =(( ﬁs—a)) del polinomio con coeficientes

identicos {A\¢} en la base {Ok(t)} sobre [0,1].

Claramente, las sumas en los nimeros de condicién (1.6) 6 (1.8) son
las mismas cuando son calculadas en la base original sobre [a, 3] en
las bases transformadas sobre [0, 1]; el factor (8 — a) es debido a las

expresiones derivadas multiplicando estas sumas. (ver Farouki y Rajan

'87)

4.5 Condiciones de las Raices en las Bases de
Potencia y de Bernstein

Comparamos el nimero de condicién (1.6) y (1. ) de las raices reales
simples y multiples de los polinomios expresados en las bases de potencia y de

Bernstein en un intervalo unitario [0, 1]. Para polinomios arbitrarios, el nimero de
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condicién de una raiz z; € [0, 1] en la base de Bernstein es siempre menor o igual
que en la base de potencia (sera obtenido la igualdad solamente con las raices en
el origen). Eso lo probaremos en los Teoremas 4.1 y 4.2. También consideraremos
la generalizacion de los argumentos para la condicién de las raices reales sobre un

intervalo arbitrario [e, ().

Teorema 4.1. (ver Farouki y Rajan ’87, pag. 201) Para un polinomio arbitrario
P(z) con una raiz simple z, € [0,1], sean Cpy(zs) y Cy(z,) los nimeros de condicion
de (1.6) la raiz en las bases de potencia y de Bernstein sobre [0, 1], respectivamente.
Entonces Cy(zs) < Cp(zs) Vz, € [0,1]. En particular Cy(0) = Cp(0) = 0.
Mientras que z, € <0,1] tenemos la desigualdad estricta Cy(zs) < Cp(zs).
Prueba : Primero examinemos la condicion de una raiz simple x; = 0 para el
origen.

Sp(xs) = |a0| + |a1$s| +---+ Ianl":'
n n— n
(o) = leolt = 2| +ler (] ) (1= 2Tzl 4+ el

Resulta: Sp(0) = |ag|, Sp(0) = |co|. Sin embargo, de la transformacién de
los coeficientes (4.7) y (4.8) se tiene, haciendo k = 0: co = ag = 0 (desde s = 0
es una raiz), entonces Sp(0) = Sp(0) = 0. Considerando nuevas raices z, sobre
el intervalo < 0,1], obtenemos de la desigualdad triangular para la sumatoria las
siguientes relaciones sobre z, € < 0,1]. Note que los elementos Njx son definidos

no-negativos:

Sy(z,) = Z|Za, /\_,k( ) {1 =)™ ’°|<22|a,|/\,k( ) (1—z,)" "2k,

k=0 =0 k=0 j=0

Por la regla de signos de Descartes se tiene que los coeficientes a; no pueden ser

todos del mismo signo. Arreglando la orden de la sumatoria resulta:

Sp(zs) < Zla’jll\jﬂ ( )(1_373 ) +Z|GJ|AJR ( ):L‘?
=0
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Siee) = Dl Y A (}'j) (1 — 2oy *ak, (432)

Recordemos que la sequnda suma en (4.82) es simplemente la j — esima funcion de

la base potencial evaluado en x4, y de (4.5) y (4.7) tenemos:

n

Se(zs) < Z|aj|$§ = Sp(zs) paraz, € <0,1] (4.33)
=0

|Pf(333)|_18b(3'3) < |P’($8)]*18p(373)
=> Cy(zs) < Cp(z,). A

Ejemplo 4.2. Dado el polinomio P(z) = 22—z +0.25 = (m—%)2 y el polinomio
perturbado P(z) = z2 — 1.00001z + 0.25 y P'(z) = 2z — 1.00001, donde las raices
son Z, = 0.5022 y 0.4978.  Determinemos Sp(zs) para z, = 0.5022,
P'(0.5022) = —0.00439, donde los coeficientes no perturbados y perturbados de
potencia son ag = 0.25, a; = —1.00001 yas =1, y ag = 0.25, a@; = —1.00001 y

a, = 1. Se tiene que:

S,(0.5022) = ]0.25| + | — 1.00001(0.5022)| + [1(0.5022)?| = 1.004

Luego el niimero de condicion potencial es Cp(0.5022) = 6}63%9 = 228.8. Procedemos

a determinar los coeficientes de Bernstein por (4.7), donde:

¢ = a = 0.25

& = @aﬁgal 0.25 + 0.5(—1.00001) = —0.250005

ARG
S IO T IR _
c; = () (2) 1+(2) = 0.25—-1.00001 + 1 0.24999
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En forma analoga se calculan los cg = 0.25, ¢; = —0.25 y ¢, = 0.25. Luego:

2
5,(0.5022) = 0.25| (g) (1 —0.5022)2 + | — 0.25] ( 1) (1 - 0.5022)0.5022 +

10.25| (g) (0.5022)?
— 0.06195 + 0.1250 + 0.06305 — 0.25

El niimero de condicién de Bernstein es C,(0.5022) = 2238 = 56.9. Entonces se
tiene que Cy(0.5022) < C,(0.5022).

Las soluciones reales son 1 = o = 0.5, los errores relativos son 0.0044 en ambos
€asos.

El polinomio de Bernstein es P(z) = 0.25(2) (1 — )% — 0.25(%) (1 — z)z +0.25(2) 22,
el perturbado P(z) = 0.25(3)(1 — z)? — 0.25001(3) (1 — z)z + 0.25(%)2?,
ﬁ'(:z:) = 2.00004z — 1.00002. Las raices son z; = 0.4978 y 2z, = 0.5022,
13’(0.5022) = 0.0044 y S;(0.5022) = 0.25 entonces Cy(0.5022) = 56.8, el cual también
satisface Cy(z,) < Cp(zs).

Las soluciones reales son x1 = o = 0.5, los errores relativos son 0.0044 en ambos

casos. Los errores relativos son practicamente los mismos. O

A pesar de un cambio de base no se puede remediar el crecimiento
no lineal (1.8) del desplazamiento de la raiz con el pardmetro perturbacién que
caracteriza las raices multiples. Mostramos que el factor constante en (1.8) es sin

embargo mas pequeno en la base de Bernstein que en la base Monomial.

Teorema 4.2. (vea Farouki y Rajan ’87, pag. 202) Para wun polinomio P(z)

arbitrario con una raizz, € [0,1] de multiplicidad m > 2, sean ™ (z4) y C,fm) (zs)

los mimeros de condicion (1.8) de la raiz multiple en las bases de potencia y de

Bernstein sobre 0,1], respectivamente. Entonces Cém)(O) = CS™(0) = 0, y para

zs € <0,1] tenemos la desigualdad estricta C,Em)(xs) < CM(z,).

Prueba : FEl resultado es consecuencia de la inecuacion (1.8) y de la prueba del
m!

. 1/m . .
teorema (4.1). Podemos ignorar el factor y == , que es independiente
v gmora e foctor )
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de la base, y comparamos las cantidades:

V Sp(@s) ¥y ¥/ Se(@s)- (4.34)

Hemos probado que S,(0) = S,(0) = 0 y donde C’,Sm)(O) = C$™(0) = 0. Para una
raiz T, €< 0,1] tenemos Sy(z5) < Sp(zs) por (4.83). Esta inecuacion es preservado
en la m — esima raiz en cada lado (m > 2), y por eso Cém) (zs) < C,(,m) (zs) para

z, €<0,1. W

Ejemplo 4.3. Sea el polinomio P(z) = 22 — 2z + 1, P'(z) =2z — 2 y P"(z) = 2,

donde las raices son z, = 1 de multiplicidad m = 2, determinemos el Sy(z,) para
!

zs =1, P'(1) =0, P"(1) = 2, se obtiene %’-: 1 y donde los coeficientes de potencia

sonapg =1, ay = -2 yas =1, se tiene que:

VS(1) = VII+ -2+ 1(1)? = VI+2+1 = 2.

Luego el nimero de condicion para la base de potencia es C,(,z)(l) =%: 2.

Procedemos a determinar los coeficientes de Bernstein por (4.7), donde:

o Sk
& = %ao+%a1 = 140.5(-2) = 0,

® = PerteuteeT

Luego:

2

V() = \ﬁu_@(n? +10) (?)(1)2 + |0|<2>(1)2 —VIT040=1.

El numero de condicion de Bernstein es C§2)(1) _—_%: 1. Entonces se tiene que
2 2
G0 < G2(1).

S1 perturbamos el coeficiente a; por 0.0001 del polinomio, se obtiene las nuevas raices
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z1 = 0.9968 y z, = 1.0032, de los cuales el error relativo es 0.0032.
El polinomio de Bernstein es P(z) = (1 — )%, donde para cualquier perturbacion

que se realizara, se obtendria las mismas raices ya dadas antertormente. O

El resultado de los teoremas 4.1 y 4.2 no depende de la eleccion del
intervalo [0, 1] de ninguna forma esencial, por lo tanto facilmente podemos probar
que los numeros de condicién de la raiz son mejores en la base de Bernstein sobre
un intervalo [e, 3] que en la generalizacién de las bases de potencia en ese intervalo.
Es decir la expansion de las series de Taylor sobre £ = @, y su numero de condicién
esta dado por Cy(z,) = |P'(zs)|_1j;:20|fj¢j(:v)|, siendo f; :P(J;'(a) y las funciones

$3() = (= = a)f. |

Teorema 4.3. (vea Farouki y Rajan ’87, pag. 203) Para un polinomio P(z)
arbitrario con una raiz s sobre un intervalo general [, ], sean Cy(zs) y Cy(zs) los
ndmeros de condicién de la raiz en una expansion de la serie de Taylor alrededor
de z = a, y en la base de Bernstein sobre [a,]. Entonces Cy(a) = Ci(a) = 0,
mientras que para T, € < a, (3], se cumple la desigualdad estricta Cy(zs) < Cy(zs).

Prueba : El polinomio P(z) esta dado por:

n - (B — z)"*(z — a)*
Pi)=Y fie—af =% - (4.35)
o= L=, (1) ==

PW(a)
7!
dentro el polinomio P(t) sobre [0,1]. De (4.30) la base de Bernstein transforma

donde f; =

. Aplicamos la transformacion (4.29) con P(z) sobre |[a,p]

dentro de la base de Bernstein sobre [0,1], la serie de Taylor de la base de funciones
¢i(z) = (z — a)? se convierte en ©;(t) = (B — a)yt?. Ignorando el factor (8 — a),
introducido en ambas bases (4.81) por la transformacion, la magnitud comparativa
del numero de condicién de la Taiz z, en la serie de Taylor, cuando se aproxima a

z = « en la base de Bernstein sobre |a, (], puede ser determinada por la suma.
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tg BL=>:BS—a=(,B—a)t0

P(z,) = Zfa B—a)tef = |P(z,)| < Zm (B—a)t) = Si(to)

7=0 7=0
Sabemos que B — z, = (B — a)(1 — o), entoncesf — « :xst;a. Reemplazando
obtenemos:
= n\ (B — z,)" *(z, — a)* - n "
P(z,) = ck(k)( (;_i)n L = ch(k)(l—to) "o
k=0 k=0
= n z n
1P(zs)l = [) e(, J(A—t)" "5l < ) lexl(, J(1 —t0)" "5 = Sp(to)
k k
k=0 k=0

El numero de condicion es independiente de los escalares de la base funcional.
Podemos reesinscribir Sy(to) como una suma sobre terminos de la forma |a,|t},
donde a; = (B — a)’ f; son los coeficientes de la serie de potencia de P(t), y son
relatados con los coeficientes de Bernstein ¢, por (4.7) y (4-8) Las inecuaciones
derivadas en la prueba del teorema 4.1 pueden ser aplicadas en la suma (4.85) para
establecer la prueba del teorema 4.3.

Para to =0 obtenemos zs = a, luego S;(0) = |ao| donde a; = (B— ) f; donde
Sp(0) = |eg| entonces S;(0) = Sp(0) = 0. Luego:

n - -
Zlck|<k>(1—to) “t
k=0

Sp(to) < Si(to) paraty € <0,1].

Ejemplo 4.4. Dados el polinomio P(z) = (z—2)2+5z—-2)+2, vy
el polinomio perturbado P(z) = 1.00001(z — 2)2 + 5(z —2) + 2,
donde P'(z) = 2.00002(z — 2) + 5. Haciendo t =z —2 y resolviendo el
polinomio perturbado, se tiene t; = —0.43845 y to = —0.45615, por lo tanto
z; = 1.5616 € [1,2] yzo = —2.5615 € [-3,-2]. Consideramos x5 = x3,
a=-3yB=-2 ademds fo =2, /i =5y fg: 1.00001 por la transformacion
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aj =(B—a)f;, j=0,1,2, por lo tanto ag = 2, a; = 5 y a; = 1.00001. Resulta
S;(—2.5615) = [1.00001(—2.5615)%| + |5(—2.5615)| + |2| = 21.3688

Luego el nimero de condicion es Cy(—2.5615) = 5.1828.

Procedemos a determinar los coeficientes de Bernstein por (4.7), donde:

5 =

En forma analoga se obtiene co =2, ¢; = 4.5 ycy = 8. Luego Sp(—2.5615) = 4.3848
y el numero de condicion de Bernstein es C,(—2.5615) = 1.0635. Entonces
se tiene que Cy(—2.5615) < Cy(—2.5615).

Las soluciones reales son r; = 1.5616 y £ = —2.5616, donde los errores relativos
son 0 y 0.00004.

FEl polinomio de Bernstein es P(t) = 2((2)) (1 —t)2+4.5(f) (1—t)t+8t2, y el polinomio
perturbado es P(t) = 2(2)(1—t)? + 4.50001 () (1 — t)t + 8t2, con raices T, = 1.56156
y T, = —2.56167, P'(t) = 1.99996¢ + 5.00002 con P'(—0.43844) = 4.12316 y
Sp(1.56156) = 11.3521, entonces Cy(2.43844) = 2.75325. También resulta que
Ch(zs) < Ci(zs).

Las soluciones realés son x, = 1.5615 y zo, = —2.5616, donde los errores relativos

son 0.00004 en ambos casos. 0O

Afortunadamente, podemos probar en forma general que las bases de
Bernstein exhiben un 6ptimo condicionamiento de la raiz entre una familia grande
(sino de todos) de las bases polinomiales sobre [0, 1] las cuales estan caracterizadas

por simples propiedades.
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Teorema 4.4. (Faroukiy Rajan ‘87, p. 206) Una base polinomial {¢}(z)} de grado
n sobre 0,1] serd llamada una combinacién no-negativa de las bases de Bernstein
{Bx(z)}, si cada ¢}(z) es una suma ponderada de las n+ 1 funciones base de
Bernstein con coeficientes no-negativos. Sean Cy(zs) y Cp(zs) los nimeros de
condicion de cualquier raiz z, € [0,1] de un polinomio arbitrario P(z) expresado
en la base arbitraria y de Bernstein, respectivamente, entonces Cp(Zs) < Cy(zs).

Prueba : Consideramos una base polinomial {¢}(z)} definida sobre [0,1], la cual

puede ser expresada en la forma:
Zm]kB ) para j =0,1,. (4.36)

donde my, > 0 para j,k = 0,1,... ,n. Las funciones base de Bernstein son no-
negativas sobre [0,1], los {¢}(z)} son también no-negativas en el intervalo. Un
polinomio P(zx) con coeficientes {)\;} en la base {¢}(x)} puede ser expresado en

forma de Bernstein como:

chBk ) donde ¢y = Z Ajmix, k=0,1,... ,n (4.37)

J=0

El nimero de condicidn de una raizxz, € [0,1] en la base {¢}(z)} es dado por:
Cy = |P'(zs)| " Sy(xs) donde Sy(zs) Z RYHEN] (4.38)

Los elementos de la matriz {m;.} son todos no-negativos.

Sp(zs) = D lexBr(zs)l = Y |cel By(zs)
k=0 k=0

Y > \mal By (zs) por (4.37)

k=0 j=0

= >IN Imaxl Bi ()
=0 k=0

IA

85



So(ms) = D INloH(@s) = Ss(zs) (por (4.38)) (4.39)

=0

IPI(-'ES)I—le(:ES) < |P1($8)|_15¢(5Es)
Co(zs) < Cy(zs)

La igualdad se cumple cuando la raiz es para x;, = 0 ¢ 1, donde solamente uno de
las cantidades {mjo} y {mjn}, respectivamente, es diferente de cero. W

Ejemplo 4.5. Usando el polinomio del ejemplo (4.5), donde la matriz M estd dado

por

1.8 =23 2
M = 40 32 10 |,
30 -1.0 5

se obtiene de (4.87) Ao = 0.1518, A\, = 2.3947 y A\, = 3.1173 y usando (4.38) se
tiene S(0.7887) = 26.993 con 13'(0.7887) = 3.4644, donde los nimeros de condicion
son Cy(0.7887) = 7.7912 y Cp(0.7887) = 0.38487.  Entonces se tiene que
Cy(0.7887) < Cy(0.7887). O

El nimero de condicién de una raiz en las bases de Bernstein sobre [0, 1]
es mas pequefio o igual que en cualquier otra base sobre [0,1]. Las funciones
bases pueden ser expresadas como una combinacién lineal no negativa de las
funciones bases de Bernstein. Consideramos ahora la naturaleza de las bases las

cuales satisfacen esta condicién.

Teorema 4.5. (Farouki y Rajan ’87, p. 207) Una condicidn suficiente (pero no
necesaria) para que las bases {¢7(x)} sean una combinacion no-negativa de las bases
de Bernstein sobre (0, 1] es que cada cada raiz de cada funcion base ¢ (x) debe caer
fuera del disco abierto D en el plano complejo el cual tiene al intervalo (0,1) como
diametro.

Prueba : Desde que Bf(z) > 0 parak =0,1,... ,n, ¢ € (0,1), las funciones
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dadas en (4.39), donde my, > 0 para j,k =0,1,... ,n, claramente no tienen raices
sobre (0,1) tampoco. Un polinomio ¢}(x) sin raices reales sobre (0,1) puede ser
descompuesto en factores de tres tipos basicos, los cuales estdan expresados en forma

de Bernstein como sigue:
T+ ¢ =(¢Bi(z) + (1 = ¢)Bl(z), donde ¢ >0,

n—x =nBy(z) + (n— 1)Bi(z), donden > 1,

(@ (p+io)Ho—(p—io)} = [ +0%B)+{(p = 5) + " — ()} Bi(x) +
(o= 1) + %) B}(z).

Estos son polinomios de Bernstein con coeficientes no-negativos, dado que las raices
conjugadas complejas p *i0 de cada ¢} (z), j = 0,1,...,n, fuera del disco
abierto D en el plano complejo sobre el intervalo (0,1) como diametro.

Probando lo anterior: z +( =z +z{—2{+(=C((1—2z)+ (1 +{)z.

Como se cumple Bj(z) = (})(1-2)'°2° = (1-z), Bi(z) = ()1 —z) 'z
tenemos = + (= (B}(z) + (1 — ¢)Bi(z), donde ¢ > 0.

Luegoes n—z = n—an+zn—z = n(l—z)+ (n—1)z, entonces

n—z =nBY(z) + (n — 1)Bi(z), donden > 1.

Finalmente:

{r—(p+io)Hz — (p—i0)} = {(p+io)—zH{(p—io) -z}
= {(p+10)B;(z) + [(p + i) — 1)Bi (z)} X

{(p —i0)B5(z) + [(p — i0) — 1) B1(z)}

{a=(p+io)Ha—(p—i0)} = (p+0)Bil) +{(p—5) +0* = (5)}Bi(x) +

{(p—1)*+ 0%} B}(z)
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donde:

2

BB = 1-a)1-2) = (;

)(1 —2)7 %% = Bi(z)

2B (z)By(z) = 2z(1—1z) = (?)(1—3:)2‘%1 = B¥(z)

2

Bi@)Ble) = 2 = (3

)(1 —1)*22? = B%(z)

St trabajamos con la conjugada de p +i0 se obtendra:

@-GFrHe-T—®) = {a—(p—io){z~(p+i0)}
= [P+ o%B3E) +{(p— ) + 0% — (5} B@) +
{(o= 17+ 0"} Bi(a)

El producto de dos polinomios de Bernstein con coeficientes no-negativos es otro
polinomio de Bernstein con coeficientes no-negativo, y por eso vemos que una

condicion suficiente para los {¢}(x)}, j=0,1, ... ,n puede estar exterior a D. W

La condicién de arriba no es necesaria como se puede ver en un contra-
ejemplo. Las raices cubicas z;, = —1 y %:t:%z tienen coeficientes de Bernstein no-
negativos, y justamente con otros tres polinomios linealmente independientes con
coeficientes de Bernstein no-negativos (1, z, z2) forman una base de la forma (4.37),

aun cuando las raices %:l:%z estan en el interior de D.
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CONCLUSIONES

En el analisis del punto flotante es recomendable trabajar con nimeros
de méquina (en base dos, octal o hexadecimal), debido a que error relativo resulta
IMeNor en ese caso.

Debe quedar claro que cuando realizamos procedimientos con
polinomios, ya sea para determinar su raiz, o determinar un polinomio
aproximante, el error relativo total que se debe considerar, es el error propio mas
el error del cédlculo, lo cual nos indica si el algoritmo utilizado para el polinomio es
estable o no.

Se han realizado comparaciones entre polinomios de base potencial y
de Bernstein, llegando a la conclusién que es recomendable trabajar en la base
de Bernstein directamente antes de usar la transformacién de la base de potencia
a la base de Bernstein, ya que trabajando directamente en la base de Bernstein se
tiene una variedad de algoritmos en los cuales decrece monotomamente el niimero
de condicién. A pesar de ello no podemos afirmar que dichos algoritmos son més
eficientes, porque tenemos que analizar su aritmética de punto flotante en cada
operacion que se realiza, la cual depende también del grado del polinomio.

Es preferible trabajar en la base de Bernstein porque las raices que se
obtiene pueden ser transformadas para trabajar sobre el intervalo unitario [0, 1] lo
que facilita el trabajo para los algoritmos. Ademas, si no son considerados los errores
de calculo, la interpretacion apropiada de nuestros resultados puede ser expresada

de la siguiente manera:

a) Si es posible derivar ambos, tanto los coeficientes de potencia como de
Bernstein para un polinomio de la misma exactitud relativa, la forma

de Bernstein es preferible.
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b) Si los coeficientes de Bernstein pueden ser determinados en una
exactitud relativa dada en intervalos diferentes, el menor intervalo

conocido que contiene todas las raices de interés es preferible.

c) Si los coefientes de Bernstein en un intervalo fijo pueden ser
determinados por una exactitud relativa dada en las bases de
Bernstein de diferente grado, los coeficientes en las bases de mayor grado
son preferibles (asumiendo que el mayor grado del polinomio puede ser

procesado con igual exactitud).

Es ademas conveniente, volver a recalcar que las conversiones explicitas
de potencia-a-Bernstein, la subdivision, y la elevaciéon o reducciéon de grado todos
degradaran la aproximacién relativa si se desarrollan en punto flotante. Es
entonces deseable adoptar formulaciones algoritmicas las cuales satisfacen los
criterios mencionados anteriormente sin considerar en tales procedimientos.

Comparando los algoritmos presentados se tiene que el método usual

n(n+1) e . .
requiere de 9 multiplicaciones y n adiciones, el método de Horner con n
multiplicaciones y n adiciones, la evaluacién en la base de Bernstein requiere
de n(n+1) multiplicaciones y n_(%l-L) adiciones, el método de elevacién 6
reduccién de grado tiene O(n) operaciones, el método de la subdivisién tiene O(n?)
operaciones. Todos ellos tienen un grado de dificultad, el cual depende del grado
del polinomio y de la evaluacién de los calculos. Si no se tiene en cuenta este ultimo

se puede garantizar que el método de subdivision es el méas conveniente de utilizar,

en otro caso no se puede garantizar que algoritmo es eficiente.
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