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Resumen

En este trabajo estudiamos la cuantizacién candnica de la teoria de campos y,
como aplicacion, coustruimos un modelo pava representar los decaimientos de kaones
en mesones. Cada decaimiento se incorpora en el Lagrangiano del modelo como un
término de interaccién individual, lo cual permite el célculo de amplitudes con dia-
gramas de Feymnan a nivel de arbol. A mmodo de ¢jernplo mostramos como calcular

el tiempo de decaimiento de un kadén en dos piones.



1. Teoria del campo escalar

Para describir el modelo de kaones y piones de este trabajo se necesita una
teoria de interacciones de particulas de espin cero. también Hamnadas escalaves. Esta,
es la {eoria cudntica del campo escalar. Tal como en el caso de la mecdnica cudntica
de una particula, es necesario desarrollar primero la teoria clésica, y posteriormente

cuantizarla.

1.1. EIl campo escalar clasico

Puesto que estainos interesados en aplicaciones a fisica de particulas relativistas,
tomamos el espacio base sobre el cual definiremos los campos como el espacio de
Minkowski R®!, que es el espacio R* dotado de una métrica n = (- + ++). El
grupo de transformaciones isométricas de R3?, es decir, el grupo de transformaciones
R3! — R3! que mantienen la métrica invariante, se llama grupo de Poincaré, y
consiste en transformaciones de Lorentz (las cuales comprenden rotaciones espaciales
y boosts) y traslaciones. (En otras aplicaciones de teoria de campos, por ejemplo en
materia condensada, el espacio base es euclidiano en lugar de Minkowski, y el grupo
de transformaciones isométricas es el grupo cuclidiano, que comprende rotaciones y
traslaciones espaciales, pero no boosts.)

Un campo (cldsico) es un objeto fisico representado por una funcién ¢ : R3! —
RY 0 ¢ : R®%! — CV, donde N es un ntimero natural. El espacio ¢ debe formar una
rcpresentacion lincal N-dimensional del grupo de Lorentz, en el sentido que bajo una

transformacién de Lorentz z — z' = Az,

¢°(z) = ¢°(2') = U(A);o"(2), (1.1.1)

donde U(A) es una matriz N x N (compleja o real dependiendo de si el rango del
campo es RY o CV) que representa a la transformacién de Lorentz A. Recordemos

qiic una representacion finita del grupo de Lorentz (que es un grupo no compacto)



no puede ser unitaria. Notemos también que los campos forman una representacién
del grupo de Lorentz, no del grupo de Poincaré.

La razén por la cual requerimos que un campo pertenezca a una representacion
del grupo de Lorentz es que esta es la manera mas natural de incorporar a los campos
como objetos con los que, més adelante, costruiremos el Lagrangiano. Las simetrias
del Lagrangiano descienden a simetrias de cantidades fisicas medibles, y queremos que
estas cantidades se transformen apropiadamente bajo el grupo de Lorentz. (Debemos
remarcar que nuestra definicién de campo clésico es nistica, pero suficiente para este
trabajo. Mas elegantemente, se puede entender los campos como objetos que viven en
un producto tensorial del fibrado tangente de R®!. Para introducir campos gauge, es
necesario introducir el concepto de fibrado principal. Esta manera matemdaticamente
mas rigurosa dc cstudiar los campos csta fucra del ambito dc csta tcsis.)

En particular, en este trabajo estamos interesados en el caso mas simple, el
del campo escalar, que corresponde a la representacién trivial del grupo de Lorentz.
Un campo escalar es un campo ¢ : R¥ — R o ¢ : R¥! — C que es invariante
bajo transformaciones de Lorentz, es decir, que bajo una transformacién de Lorentz

z — 1’ = Az se transforma de la siguiente manera,

o(z) = B(z') = ¢(2). (1.1.2)

Como nota, recordemos que la complexificacion del dlgebra de Lie so(3, 1) del
grupo de Lorentz es isomorfa a sl(2,C) x sl(2,C), y por tanto las representaciones
de dimensiéon finita (y por tanto no unitarias) del grupo de Lorentz SO(3,1) son
las mismas que las del grupo SU(2) x SU(2). En particular, una representacion
de ditneusion finita del grupo de Lorentz se etiqueta con dos mimeros setni-enteros
no negativos (j;,72) (cuyos estados son de la forma (m;.mgz), con —j < m; <
g1, —J2 < mg < Jo), y es de dimensién (2j; -+ 1)(2j2 -+ 1). El mimero J = j; +
j2 se llama espin del campo. En este sentido, el campo escalar, que corresponde a
la representacién (0,0), es i campo de espin cero. Las ofras representaciones que

aparecen comiinmente en fisica de altas energfas son (1/2,0) y (0,1/2) (fermiones



de espin 1/2), (1/2,1/2) (bosones vectoriales), (1/2,1) (gravitino, espin 3/2), y (1,1)
(gravitén, espin 2). Existen arguneutos fisicos para no utilizar campos con espiu

J > 2 en teorias de campo sin gravedad.

1.1.1. Principio variacional para un campo cldsico

Rigurosamente hablando, el principio variacional para campos requiere técnicas
de espacios de Banacly, las cuales estan fuera del alcance de este trabajo. En lugar
de cllo, estudiaremos una versién simplificada para un solo campo escalar, y nos
limitaremos a mostrar la generalizacién para mas campos.

El Lagrangiano de un campo escalar real es una funcién £ : R x R3! — R,
(Si queremos trabajar con un campo escalar complejo, entonces requerimos £
C x C3! + R, pero cambiar R por C no afecta los argumentos de esta seccién.
Lo importante es que en cualquier caso el Lagrangiano debe tomar valores reales.) Si
¢ es un campo escalar real, el Lagrangiano debe ser invariante bajo transformaciones

de Lorentz, en el sentido que debe satisfacer

9¢

T oun

L), o2 (21) = L(5(2), 2o (2)) (1.1.3)

donde 2z — x' = Az es una transformacién de Lorentz. Puesto ¢ue hemos asumido
que el campo es escalar, ¢'(7') = ¢(z), y solamente es necesario que las derivadas
0,.¢ aparezcan en el Lagrangiano en una forma invariante bajo Lorentz (por ejemplo
en un término 9,¢d"¢). (Notemos que si estuvieramos trabajando con campos en
otras representaciones del grupo de Lorentz, el requisito de invariancia de Lorentz
del Lagrangiano atin estd dado por la ecuacién (1.1.3).)

Un ejemplo de Lagrangiano es la funcién L(u,v*) = v*v, + m?u?, conocido
comno Lagrangiano de Klein-Gordon. Otro ejemplo que veremos frecuentemente es el
Lagrangiano ¢*, definido por £(x, v*) = v*v, + m2u? + M.

A continuacién veremos el principio variacional para un campo escalar, que
deternina una ecuacion diferencial para el campo, llatnada ccuacion de movimiento.

Esto es anélogo al caso de mecdnica clasica, en que el principio variacional determina



la ecuacién de Newton. En adelante nos restringiremos a ecuaciones diferenciales
de segundo grado. Una razon importante para esta restriceidn es que no existe un
método consistente para cuantizar sistemas clasicos que corresponden a ecuaciones de
movimiento con derivadas de orden superior al segundo. Esta dificultad se hard mas
claro cuando discutamos el tema de cuantizacion.

Si nos restringimos a ecuaciones diferenciales de segundo orden, deseamos im-

poner dos condiciones de contorno para el campo escalar ¢,

t_ljl_noo A1, %) = Poco(%). (1.1.4)
lggloo A(t,%X) = Pioo(X). (1.1.5)

donde P_oo ¥ P+oo son funciones R® — R. Por razones técnicas (convergencia de
algunas integrales) también necesitamos la condicién

lim ¢(t,x) =0. (1.1.6)

|x|]—= o0

Sea F el conjunto de campos escalares que cumplen estas tres condiciones de contorno.

Definimos ahora la funcional de accién S : F — R, dada por

Slg] = / 05 L(0(), D)) (11.7)

(Cuando el camnpo escalar es complejo, también requerimos que la acciéu tome valores
reales.) Asumiremos que esta integral converge para cualquier ¢ € F.
Queremos ahora definir un concepto de derivada de S con respecto a varia-

ciones del campo. Sea 1 : R® — R un campo escalar real que cumple las siguientes



condiciones de contorno,

tLﬁ}l o(t,x) =0, (1.1.8)
flgnoo #(t,x) = 0, (1.1.9)

lim &(t, %) = 0. (1.1.10)
|x|—00

Sea V el conjunto de campos escalares que cumplen estas condiciones. Nétese que
V posee una estructura de espacio vectorial real, pues si #;,32 € V, entonces
athy + P, € V, donde a.f € R. (Por otro lado, F no tiene una estructura de
espacio vectorial. Como nota aparte, remarquemos que sobre V' se puede definir una
estructura de espacio de Banach, que es un espacio vectorial con producto interno
que satisface ciertas propiedades.)

Is claro que si ¢ € F y 9 € V, entonces ¢ + 17 € F. Lo que haremos a
continuacién cs definir la derivada de la accién en un punto ¢ € F, pero con respecto
a una direccién 2 € V.

Definamos ahora la funcién f;, : R = R dada por

Jou(a) = S[d + a?l), (1.1.11)

y la derivada de S en ¢ € F con respecto a ¥ € V' como

_ A _ I+ ow) - S
- doe T a0 « ’

a=0

84S[¢) (1.1.12)

Nétese que hemos definido la derivada funcional §,S5[¢] como una derivada coniin
de una fimeién real f, ., de variable real a.

El principio variacional, 6,S[¢] = 0, implica que la accién es estacionaria con
respecto a variaciones pequeiias de ¢. IEn general ¢ puede ser un minimo, un maximo,

o un punto de inflexién de S en el espacio F.



Asumiendo que es posible expandir £ en serie de Taylor, tenemos

S[o + ay) = / FL(B(x) + (), 0,0(x) + a8, h(x)) (1.1.13)
4 oL / 2
=sldl+a [ d'a | Sonto)+ 0" o] + 0. (1)
(1.1.15)
Entonces
. 4 aLr
§,S[d] = fr.i [ —(x) + {aﬂ@)ﬁ'ﬂw{m}] . (1.1.16)
Podemos escribir
AL AL : AL ;
m’@,uw(z} = au (m@{I]) = d,. (m) 'I‘.\'-Il'[ﬂ.]l. (1117)

La divergencia en el primer término del lado izquierdo de esta ecuacién se anula por
el teorema de Stokes y por las condiciones de contorno que 1) satisface. (Uno puede
imaginar que el espacio R*>! es reemplazado por una caja 4-dimensional finita, y que
se toma el limite cuando la caja adquiere volumen infinito. Usando el teorema de
Stokes antes de tomar este limite, uno necesariamente debe evaluar ¥ en { = +oc 0
|x| = oo, ¥ por tanto la integral tiende a cero.)

Entonces tenemos

d4S[d] = f [— ip(x) — (Ef&%ﬂ)] P(z). (1.1.18)

Puesto que 1 € V es arbitrario, encontramos que ,.5[¢] = 0 implica la ecuacién

diferencial

al ol
A o T Y 1.1.16
76 % (a(a,@)) (1.1.19)

que se conoce como ccuacion de Euler-Lagrange.

Es posible generalizar los argumentos de esta subseccién a wn sistema con N

campos escalares reales. En este caso, el Lagrangino es una funcién £ : (Rx R3)N —



R. La accion se define como

Sld1,....on] = /d4rzr£((j)1(a:),8,,qb1(:1:),...,(/)N(m),a,,,qu(a:)), (1.1.20)

y la ecuacién de Fuler-Lagrange es

ar ac
26, (a{a,.ef»i)) ' —

dondei=1,...,N.
La generalizacién a campos escalares complejos. e incliso otras representaciones
del grupo de Lorentz no implica complicaciones adicionales, y los argumentos de esta

subseccion se extienden naturalmente a dichos casos.

1.1.2. Ecuacion de Klein-Gordon

En esta seccién veremos la ecuacion de movimiento del campo escalar cldsico
en su versién mads sencilla, a saber, cuando el campo es libre. Asumiremos que la

ecuacion de movimiento es la ecuacion de Klein-Gordon:
(A + m?)é(z) = 0. (1.1.22)

Aqui O denota el operador D’Alembertiano O = 9,0" = 0? — V2. La ecuacién de
Klein-Gordon es explicitamente invariante hajo transformaciones de Lorentz. Por el

momento asumimos que ¢ es un campo real.

Heuristicamente, existen varias mancras de justificar la eleceién de la ecnacion
de Klein-Gordon. La més conocida de ellas proviene de buscar una forma relativista
de la ecuacién de Schrédinger de la particula libre (vefs. (3], [5], [14], [17], [20], [?],
(23]). Bu cfecto, esta ultima cs (B — P2/2m)¢(z) = 0, donde P = —iliV es el
operador cudntico dc momentumn lineal y & = 470, es el operador de energia. La
ecuacién corresponde a la energia de una particula libre, £ = p%/2m. Si en su lugar

se considera la expresion relativista 22 = p2 + m?, y se recuerda que (5, p), al igual



que su versién en operadores 13’,, =1h0, = (E, 15), es un 4-vector, se obtiene
(—E2 + P +m?)¢(x) = (- B, P" + m)d(z) = (O + m?)é(z) = 0,

conUd=9,0" = — 15,‘ P Sin embargo, esta asociacion con la ecuacién de Schrodinger
pucde conducir a confusién: sc pucde mostrar que la ccuacion de continuidad quc sc
deriva de la ecuacién de Klein-Gordon, que normalmente se interpreta como conser-
vacién de probabilidad, asigna una cantidad que puede tomar valores negativos al
objeto que normalmente se interpreta como densidad de probabilidad. I'n otras pal-
abras, no existe una interpretacién probabilistica del campo de Klein-Gordon analoga
a la de la funcién de onda.

La ecuacion de Klein-Gordon tainbién se puede obtener del principio variacional

mediante la siguiente densidad Lagrangiana:

77?,2'&2

1
Lz, u,v) = 5

1
o
vt =
Es conveniente también estudiar el caso cuando el campo escalar puede tomar no sélo
valores reales, sino complejos. Se tiene entonces una funcion ¢ = ¢; + i¢,, donde ¢,
¥ ¢2 son dos campos escalares reales. Kl Lagrangiano puede tomarse como la suma

de dos Lagrangianos libres de Klein-Gordon, uno para cada campo:

1, 1 ¥ . 1
'E:(:E: iy, Uy, Uz, 1’2} = 5”111”1 - 51‘7;211? “F 5”2;:1% - Emaﬂg

Haciendo los célculos, se obtiene que tanto ¢; como ¢2 cumplen la ecuacion de Klein-

Gordon independientemente:
(@O+m?)gi(z) =0 , (O+m?)ga(z)=0.

En lugar de describir el sisterna con los campos ¢; y ¢2 se puede utilizar el campo

complejo ¢ y su conjugada compleja ¢*. En términos de cstos campos, cl Lagrangiano



anterior se escribe de manera mas compacta:

1 1
L(z,u,v) = av;v" -3 2uty

y tanto ¢ como ¢* cumplen la ecuacién de Klein-Gordon
O+m*g(xz)=0 , (@O+m?¢*(z)=0.

Puesto que el campo real es el caso especial donde ¢ = ¢*, basta con estudiar el

campo complejo para cubrir ambos casos.

1.1.3. Soluciones como combinaciones de ondas planas

Puesto que la ecuacién de IKlein-Gordon es lineal hiperbdlica, es posible
construir una base de ondas planas, en términos de las cuales se puede escribir
cualquier solucién de la ecuiaciéon en la fonna de transformada de Fourier. 5] espacio
de soluciones de la ecuacién de Klein-Gorden forma, evidentemente, un espacio

vectorial.

Si asumimos que ¢ es de cuadrado integrable, su transformada de Fourier ¢

existe y se expresa segun:

é(z) = (%255(77)6""” (1.1.23)
é(p) =/ (3—7:;2¢(a:)ei”1. (1.1.24)

En principio, p es simplemente una variable de integracién y al no depender de
x, no tendria porqué transformarse cuando x lo hace. Por otro lado, la funcién ¢
si debe ser un invariante de Lorentz. Es claro que cuando 2z se transforma bajo una

transformacion de Lorentz,

ot - o = LIz, (1.1.25)
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p ¥ ¢ también deben transformarse de la siguiente forma,
p* = p* = Lip”, é(p) = ¢'(0') = é(p), (1.1.26)

para mantener la invariancia Lorentz de ¢. En otras palabras, ¢ también debe ser
cscalar, ¥ vemos que sc induce naturalmente una métrica de Minkowski cn ¢l cspacio
de coordenadas p; de ahora en adelante llamaremos al espacio de coordenadas p
el espacio de momentos. Si se realiza una transformacién de Lorentz en el espacio
de coordenadas x. sc¢ dcbe realizar simultdncamente la misma transforinacién en cl
espacio de momentos.

Nétese que no nos hemos preocupado de la medida de integracién d*p, puesto

que es naturalimente un invariante de Lorentz,
d*p’ = |det L|d*p = d*p.

La ccuacion de Klein-Gordon permite obtener una ccuacion para la trausformada ¢.

Se tiene:

@+ o) = [ 6P + mape ™ =0

De aquf, la independencia lineal de las funciones e~"7* implica la signiente ecuacién

algebraica para ¢,

(»* +m?)d(p) = 0. (1.1.27)

Noétese que esta ecuacion es invariante bajo transformaciones propias de Lorentz en

el espacio de momentos.
La ecunacién (1.1.27) significa que ¢(p) puede ser diferente de cero solamente en los

puntos p tales que p? + m? = 0. Existen dos soluciones para esta ecuacién,
° = +(p? + m?)"/2,

que se conocen como soluciones de energia positiva y negativa, respectivamente. Iistas
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soluciones representan las dos ramas de un hiperboloide invariante de Lorentz en el

espacio de momentos. Se denotard con B, a la solucion positiva,
- 2 2y1/2

con lo cual las soluciones dc cnergia positiva y ncgativa son p? = £ E,,.
De otro lado, fuera del hiperboloide p? + m? # 0 se tiene claramente ¢(p) = 0. Por

tanto, es razonable asumir que &(p) posee un factor d(p® + m?), es decir,

é(p) = 6(p* + m?)d(p)

donde % es una funciéén continua de p. Nétese que como d(p) y §(p? + m?) son
escalares de Lorentz en el espacio de momentos, 1(p) también lo cs. Usando csta cx-
presion, la transformada de Fourier se convierte en una integracion sobre la superficie

de masa,

4
8 = [ osd + mp e
=/5%E%Wf+&wauEmamfm

da i(Fpt—px) dsp T E i(Ept+px)
md’(ﬂnp)@ + m’/’(‘ 4 P)e :

Bajo un cambio de variable p — —p en la segunda integral se tiene

* —§ d3p 7 i(Ept+px)
L)L e
—00 —co —00 d3 -
=L L Bt

= /_oo /_oo /_oo (27;)32@1.5(—537,, _p)ei(Ept——px),

pues 5, es una funcién par de p. Recordando que pz = p°2° — px, se tiene entonces

d® . . " .
d(x) = f mez—ﬂ[w(pjc“’“ + P(—p)e™ ] 0=n,. (1.1.28)
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. 3
La medida © dﬂ%l-’ aparece muy frecuentemente y por ello definimos

d3p
dp :=
P™= (am2E,
con lo cual la ecuacién (1.1.28) se escribe
¢(z) = / dp[th(p)e™"* + P(—p)e?] =g, (1.1.29)

Veremos ahora que dj es una medida invariante bajo transformaciones propias de

Lorentz. En efecto, la ecuacion (1.1.29) es de la forma

o) = / 3 f (0, 7)o

donde f(p.x) es una funcién Lorentz-invariante. Se tiene

d®
00)= [ G/ @ Dles,

Pero §(p® + m?) = 2%1, (6(p° — E,) + 6(r° + E;)). Entonces

6l = %ﬁiﬁ + 0%/ (p,) (1.1.30)

donde 6(p°) es igual a 1 si p° > 0 e igual a 0'si p° < 0. Esta funcién es también invari-
ante bajo transformaciones propias de Lorentz, ya que p° no cambia de signo bajo
dichas transformacioncs (sin cmbargo, bajo una transformacién general de Lorentz,
0(p°) sf puede cambiar). Finahmente, sabemos que dp es invariante de Lorentz, y
por tanto dp también lo es. Usando (1.1.30) se tiene una expresién explicitamente

invariante de Lorentz para (1.1.29):

o(z) = f {S:TI;S ﬁ{pz + mE]‘”(jJDj h@{p)c-r‘px + 'U:’L( iy p]ci;}x}i

Pasando a otro punto, la condicién dc rcalidad decl campo ¢ impone una condi-
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cién sobre la funcidon . Hallaremos esta condicién. En efecto, tenemos ¢* = ¢, donde

# @)= [ Lo + O ()™ + 3 (e,

Consecuentemente, de la independencia lineal de las funciones ¢**P%, se obtiene la
rclacion

¥"(p) = Y(—p).

Por tanto, es conveniente definir

a(p) :=v(p)|w=s,
a*(p) ="2;* (P)|po=E, = 17)(—}))[;,0:5:,,,

para simplificar la expresion (1.1.29),

¢(r) = / dp[a(p)e™"" + a” (p)e™],

donde se ha omitido indicar la evaluacién de las funciones 7 en p° = F, por
comodidad. Esta relacién se interpreta como la descomposicion lineal de ¢ en la base

de ondas planas ¢P*. Esta interpretacion se estudiard en mayor detalle més adelante.

Ahora, se puede calcular los coeficientes a(p) tomando la proyeccién del campo

#(z) sobre una onda plana deterinada e%* = ¢i(Fat~a%);

/ drd(z)e™ = / dpla(p) / "2 @35 4 o* (p) / gtz B )

—QE;<)+a<m&¢ﬂ
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Similarmente, de la expresién de dpd(z), que se denotara en adelante 7(x):

m(x) == dpd(z) = /(1]3(—7'.]5,,)[a,(p)e“i”z — a’(p)e™],

se obtiene otra relacién para los coeficientes a(g):

f B rohd(z)e"™ = -;{a{q] - a"(g)e”*)

Despejando algebraicamente a(g), se tiene

a(g) = /ds:l:[quﬁ(;!:) + im(r)]e* (1.1.31)

Nétese que por definicion, ¢° = £, ni a(y) dependen del tiempo. En efecto, podemos
comprobar que la aparente dependencia del tiempo en el lado derecho de (1.1.31) se
cancela.

Ast, los valores de ¢(x,lp) ¥ 7(X. lp) para un tiempo inicial dado y fijo {y sirven de
condicione. dniciales para la ecnacién de Klein-Gordon; la correspondiente soluecién
¢(x,t) para un tiempo ¢ arbitrario se halla calculando primero las funciones a(g)

segun (1.1.31).

1.1.4. Interaccién de campos cldsicos escalares
Se desea ahora estudiar nn sistema con miiltiples campos. Si se asume que la

densidad Lagrangiana es separable, es decir, si se puede escribir en la forma
Llug, v, ... un, V) = Llug, o)) + -+ + L{un, vh), (1.1.32)

entonces para cada campo la ecuacién de Euler-Lagrange predice una ecuacién de
movimiento independiente de los demas campos. Iisto sistema se puede interpretar
como un conjunto de camnpos libres, donde la evolucién de cada campo no es afectada
por la presencia de los demds campos.

Un caso més interesante es el de campos en interaccidn, es decir, cuando las ecuaciones
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de movimiento presentan acoplamientos entre los distintos campos. Un caso especial
de esta forma resulta si a una densidad Lagrangiana separable (1.1.32) se le suma un
término que combine dos o méds campos. Este no es en absolulo la tinica forma de
obtener ecuaciones acopladas, pero las densidades Lagrangianas que se estudiaran en
lo sucesivo seran precisamente de esta forma particular.

La parte libre de la densidad Lagrangiana es siempre separable en el sentido de
(1.1.32). Por otro lado, el término de interaccién combina uno o mas campos y se
asumira que depende solo de los campos en si y no de sus derivadas.

Considérese entonces un sistema de N campos escalares y sea V : RY — R la densidad

Lagrangiana de interaccion. Entonces la densidad Lagrangiana total es
Lua,vly) = Lo(ua. vly) — V(ua)

donde Ly es la suma de las densidades Lagrangianas de los campos libres:

La funcién V también se conoce como el potencial del sistema.
Is conveniente separar en la densidad Lagrangiana libre Lq los términos que dependen

de los campos de aquellos que dependen de las derivadas:
Lo(ua, v) =T (V) — Z 2’”4“ A

donde

T.'“ - E :Evﬁ Ap

i=1

se denomina el término de energia cinética y los sumandos

—mPuy,

2
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parai=1,..., N, se llaman términos de masa.
Entouces si se conoce el potencial, se puede escribir la ecuacion de Euler-Lagrange
para cada campo:

0 oL

dr, vy

(@ 05(2),Bu8(e) = " (@ 6n(e), Oun(z)

obteniéndose

O+ mA)oa(@) =~ . (85(2))
para A,B =1,..., N. Este sistema de ecuaciones acopladas exhibe la interaccién de
los campos escalares ¢i,...,®x5 ¥ es, en general, no lineal. La solucién analitica de

cste sistema cstara sijeta a las condiciones iniciales o de contorno que se impongan.

El ejemplo mas simple de interaccion es el de un solo campo:
" 1 7 2,2
L(u,v") = 2(1) v, — mu®) — V(u).

En estas condiciones se dice que se tiene un caso de autointeraccién.
Un ejemplo de autointeraccién es la teoria ¢*:

V(u) = %uﬂ .

donde ) es una constante. En este caso la ecuacién de Euler-Lagrange es

(O + m*)@(x) = —% (x)®.

1.1.5. Interaccién con un potencial externo y funcién de Green

Aqui trataremos el caso de un sistema no cerrado de campos que interactia
con un campo externo. De ello resulta necesario el estudio de las funciones de Green
de la ecuacién de Klein-Gordon, que serdn de mucha importancia en el estudio de

los campos cuédnticos.

En la scecion anterior sc tratd con un sistema cerrado de campos. Se vio que sce tiene
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conservacion de energia, momento y momento angular. En cambio, si se considera
el sistema parcial formado por sdlo algunos de los camnpos, se ticue un sisterna no
cerrado, ya que existe interaccion externa con el resto de los campos, y por tanto las

cantidades fisicas como la energia de este sistema parcial no se conservan.

En esta seccion estudiaremos el caso de un sistema de campos no cerrado A que
interacttia con otro sistema B, de modo que el sistema total sea cerrado y asumiendo
conocida la evolucién de los campos de B. Se dice que el sistema A interactiia con
un potencial externo, creado por 3.

Las ecuaciones de movimiento de los campos del sistema A se hallan por el principio
variacional reemplazando en la densidad Lagrangiana total, correspondiente al sis-
tema cerrado A + B, las expresiones conocidas de los campos de B.

Asi, si la densidad Lagrangiana total es

L= ['0/1 + Lop — V(A, B),

se tendré al reemplazar la evolucién de B

L=Los+ EOB(SL‘) — V(A, :L‘)

El término Lyz(z) se puede omitir porque no depende ni de los campos de A ni de sus
derivadas, y por tanto no tiene efecto sobre las ecuaciones de movimiento de dichos

campos. Por tanto se puede escribir

L="Lop— V(A z).

De este modo, el movimiento de un sistema de campos en un potencial externo se
define por una densidad Lagrangiana ordinaria, con la tinica diferencia que ahora el
potencial puede depender explicitamente de ..

Un caso de especial importancia es el de un campo ¢ en un campo externo definido
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por el potencial

U, ¢(z)) = ¢(x) ()

donde F es una funcién M* — R de clase C*. En estas condiciones la ecuacién de
movimiento de ¢ es

(O +m?)d(z) = F(x).

Lsta ecuacion inhomogénea de Klein-Gordon tiene la propiedad de linealidad. Asf,
es posible aplicar los varios métodos conocidos para resolver ecuaciones lineales. En
particular, sera de utilidad aqui y en el estudio de los campos cudnticos estudiar la
solucion mediante ¢l método de la funcién de Green.

Primero, deben estar dadas ciertas condiciones de contorno para el problema. Si se
conoce una solucién particular ¢p de la ecuacién inhomogénea, la solucién general
estd dada por

®=duy+ dp

donde ¢y es la solucién general de la ecuacién homogénea de Klein-Gordon con condi-
ciones de contorno de Dirichlet o de Neumann.

El método de la funcién de Green provee una solucién particular del problema in-
homogénco. Scgiin cstc método, cxistc una funcién G : M* x M* — R, denominada

funcion de Green, con las siguientes propiedades:
1. G depende de las condiciones de contorno del problema.
2. G es continua en su dominio y es de clase C' en puntos (z,¥) con z # .

3. G es solucién de la ecuacién homogénea respecto a la primera variable:

(A +m?)G(z,y) =0 T # v,

4. La funcién

4r(@) = [ 96w
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es solucién del problema no homogéneo, es decir,
(O+m?)p(z) = F(z)

y ¢p cumnple las condiciones de contorno del problema.

Asi, la solucién general de la ecuacién con fuente es:

6x) = dola) + [ ¢u6(2,9)90)

donde ¢g es la solucién general de la ccuacidon homwogénea y la funcidn de Green
G(z,y) es:

Glz,y) = Gilz,y)  paraz® <y’
G(z.y) = Gala,v) para z° > 9°

siendo ademas en 20 = 90 la fimcién G(x.y) continuia y su derivada presenta un salto
(es discontinua).
Las funciones Gy y G2 son combinaciones lineales de 2 soluciones A+) y AG) de la

ccuacion de Klein-Gordon:
G1(z) = a(y) A (z) + b(y) A (z)

Ga(x) = c(y)A™M (z) + d(y) A1) (x)

Definimos:

1 Py 1 "
() AT _— pFilwpt—FF)
Az iff @n) 2, ¢

donde w, = \/ 7% + m?2. Es posible escribir cstas funciones cn forma cxplicitamente

Lorentz-invariante:

4 .
A*(x) = f E%ﬁ{ﬂ:m]ﬁ(f — m?)e=e

donde © es la funcién de Heaviside o funcién escalon.
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Verifiquemos que A* son soluciones de la ecuacién homogénea:

1 dp 1 = .
O+m?)A® = :{:-;f (2;;3 E;-(—uﬁ + 7° + m?)eFilrt=FE) —
p

Las funciones A®) coinciden con los residuos de la funcién compleja:

d3 —ipx —ipz
7L(7)0)=T/( 2 (]

i 27)3 p2 — m?2 B (n0)? — w2

En efecto, la funcién u tiene 2 polos de primer orden en p° = tw,. Los residuos son:

e~ipT e—ipT i(wpt+7E)
Ry = Res [——] = lim (®°+w = —
(#0)? = i) o, ,,a_.-h.,,{" ""]{su“]2 — w? o,
e g - i (gt — 757
Rs = Res {——-] = lim (° — w =
] IR S

Entonces una funciéon de Green se puede escribir como una combinacion lineal
de estos residuos. De otro modo, una funcién de Green corresponde a la integracion
en un plano complejo pg = Re(p?) +ilm(p°) sobre un coutorno definido C que cubre
toda la recta real de 7° y que rodea los puntos +w,. La forma explicita de este
contorno depende evidentemente de las condiciones que debe cumplir la solucién de

la ecuacién. Es decir, tenemos:

d4p cip(::-—y)
Glan=
(2.9) /c (27)4 p? — m?

1.2. El campo escalar cuéantico

En la teoria clésica, el campo y sus cantidades conservadas son funciones bien
definidas del espacio-tiempo y se conocen con toda precisién. En la teoria cuédntica
se asume que la funcién de campo no se puede conocer con toda certeza, sino solo
la probabilidad de que el campo esté representado por una determinada funcién de
campo. Del mismo modo, no se puede hablar de un valor determinado de las can-

tidades conservadas del campo, sino sélo de una distribucién de probabilidad para



21

sus valores. Asi, se habla de valores medios y de la indeterminacién de dichas canti-
dades conservadas. Bsta modificacion de los conceptos basicos de la teoria conduce
a la cuantizacién del espacio de estados del campo, y finalmente a la interpretacién
del campo en términos de particulas. Mientras que en esta seccién sélo se estudia el
campo cudntico libre, en la siguiente seccién se estudiara la interaccién de campos

cuanticos, o lo que es lo mismo, la interaccién de particulas.

1.2.1. Cuantizacién de la teoria clasica

En las secciones anteriores el campo estaba representado por una funcién
M* — R denominada campo clasico. Se dice que el estado (cldsico) del campo esta da-
do por dicho campo clasico. Conocido el camnpo clésico, se conocen también las can-
tidades conservadas del campo como la energia y el momento. Es decir, la teoria del
campo clésico es determinista, en el sentido que conocer el estado del campo implica
qie las cantidades conservadas estan completainente determinadas.
La cuantizacion de la teoria cldsica consiste en una modificacion de algunas asun-
ciones de la seccién anterior. La idea principal es que la teoria cuéntica es no de-
terminista. cn cl scntido que conocer cl cstado del campo implica conocer sélo una
distribucion de probabilidad de los valores de las cantidades conservadas. Para ello es
necesario modificar el concepto de estado del campo. Asi mismo, el término conser-
vacion de una cantidad toma otro sentido. Por ello se prefiere el término observables
para referirse a la versién cuéntica de las cantidades conservadas.
La construccion de la teoria cudntica se realiza respetando el principio de correspon-
dencia, es decir, la teorfa clasica se debe obtener de la teoria cudntica como el Hnite
para muy pequeiias indeterminaciones en las distribuciones de probabilidad de los

observables. Esta construccion se basa en las siguientes asunciones:

1. Existe un conjunto de estados posibles del campo con la estructura de un espacio

de Hilbert .

2. El campo esta representado por una funcién qB : M* = L(#H;H) que a cada x

en M* le asocia un operador lineal ¢(z) : H — H, llamado operador de campo,
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tal que

(bCx), dla)] = [@'(x). d(a)] =0 para .2’ € M4,
donde @t (x) representa el operador adjunto de (;(’c)

Existe una funcién # : M* — £(#;H) que a cada = en M* le asocia un operador

lineal 7 (x) : H — H, llamado momento conjugado del campo, tal que

[7(x), 7 («")) = [#¥(x), #(2")] =0 para w2’ € M¥

[0, %), #(1,x)) = i6®(x - ¥) para teR; x.x RS

Los operadores ¢(z) y #(x) son invariantes de Lorentz.

. A cada observable le corresponde un operador lineal H — H hennitico que es

funcional del operador de campo g%(a,) En particular, a la energia le corresponde
un operador H , denominado Hamiltoniano, y al momento lineal un operador

P. Juntos forman el operador de 4-momentum, * = (7 ,15).

. Los operadores ¢(z) y #(z), asi como todo observable A(z), satisfacen la

ccuacion de movimicnto de Heisenbery,

[A(z), P = i0" A(z)

Se construiréd en primer lugar los operadores que corresponden a los observables. Por

el principio de correspodencia, un campo cldsico ¥(z) se interpreta como el valor

medio del operador de campo (/3(:1:) en un cierto estado del campo [i):

W(z)  (Pld()l)

Similarmente, una cantidad conservada clasica A corresponde al valor medio de un

operador observable A en un estado del campo |).

A ¢ (| Alp)
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s natural entonces suponer que los operadores observables tienen la misma ex-
presion que las cantidades conservadas. Sin embargo, debido a que el producto de
nimeros reales es conmutativo, existen muchas expresiones equivalentes de las can-
tidades conservadas que corresponden a operadores diferentes. La solucién a este
problema estd en el ordenamiento normal, que se tratarda més adelante. Por aho-
ra, podemos asumir que el Hamiltoniano (que corresponde a la energia clasica) y el

operador de momento poseen la misma forma clasica:

. / d:"x[%{a“ﬁ{ﬂ:]}ﬂ + é{vfj.{.q;jf + %m%(rcfl

= ; PR X
= [ Px50d(2)V ()
Estas expresiones aparecen cxplicitamente en la ecuacién de Heisenberg,

[A(z), 7] = i8,A(z)

[A(z). P] = iV A(z).

De aqui es claro que un observable A conmuta con el Hamiltoniano si y sélo si dicho
operador no depende explicitamente del tiemnpo. En particular, iOH = [ﬁ ff] =0,
cs decir, ¢l Hamniltoniano cs constante en ¢l ticinpo. Adcinds, sc probara was adclante
que []9', ]5] = 0; esto implica que el operador de momentum es también una constante
de movimiento.

De la misma manera, un observable A conmuta con el operador de momentum si y
sélo si dicho operador no depende explicitamente de la coordenada espacial x, o en
otras palabras, es invariante bajo traslaciones. En particular, [fi, 13] = [P ] =0y
por tanto /7 y J° son invariantes bajo traslaciones.

De la primera ecnacién de Heisenberg, se ve la dependencia temporal del campo ¢(z),

iaam@=@Mxp/ff§w%amw”+;vaumﬁ+;m%mffn
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Utilizando las reglas de conmutacidn, se obtiene

i0,d(1,x) = it (1, %),

es decir,

#(z) = &,é(x),

analogamente al caso clasico. Sin embargo. nétese que esta expresién no proviene de
un tratamiento Lagrangiano.

Similarmente, la primera ecuacién de Heisenberg aplicada a 7 (z) da
871, %) = —i(=V2 + m?)@(t,x),
y por tanto, de la expresién de 7(z) antes obtenida,
(O + m*)é(z) = 0.

Es decir, el campo ¢(z) cumple la ecuacién de Klein-Gordon, también en analogia
con el caso clasico. Obsérvese sin embargo que la ecuacion 1o proviene de un principio
variacional.

Es interesante notar la manera cdmo estas dos expresiones clasicas tienen su equiv-
alente cuantico como consecuencia conjunta del principio de correspondencia, de la

ecuacion de Heisenberg y de los conmutadores asumidos entre é(v) y 7(x).

1.2.2. El espacio de momentos

En esta seccién construiremos una expresion en ondas planas del campo
cuantico. Los coeficientes de dicha expansidn, que ya aparecian eu el caso clasico,
tienen en la teoria cuantica una estructura maés rica que se ird viendo en esta y las

siguientes secciones.

Considere un espacio de Minkowski M%, al que se denominard espacio de mo-
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mentos y sea k = (k% k) un elemento de dicho espacio. Dado un valor temporal £, se
define el operador de eniquilacidn a(k) en el tiempo ¢ en analogia con la componente

de Fourier a(k) del campo clésico,

f Px{ Ead(z) + i#(z)} e,

donde k° = E;. Similarmente, el operador de creacién para un ¢ se define como el

operador adjunto al operador de aniquilacién para i,
_ f B Bud(z) — i#(a) e,

Se verd primero que estas expresiones no dependen del 1 elegido, es decir, son inde-

pendientes del tiempo. Para ello basta calcular el conmutador con el Hamiltoniano,
(a(k), A)

Con la ayuda de los conmutadores entre ¢(r) y (), se puede calcular el conmnutador
de a(k) y a'(k). Para esto se elige por comodidad el mismo tiempo valor temporal

en las expresiones de a(k) y af(k),

9, a' (@] = [ &x [ @y (B, EIg), o)) + o ic n(y), o)
— i B p(y), m(a)] — e icn(y), w(x)])
=[x [ Eyi(B+ BT e - )
=B + E,) / d3xetk=a)=

=(Ey + E,)(2m)36(k — q) BBt
Como esta expresion es diferente de cero solo cuando k = q, se puede escribir

[a(k), a'(q)] = (2m)*(2E1)8(k — q)
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Este conmutador serd de extrema importancia en lo sucesivo. De manera similar se
obtieue la relacion

[a(k),a(q)] =0 para todo k., g.

Los operadores ¢(z) y #(z) se pueden recuperar de los a(p) y al(p) por medio de

proyecciones, obteniéndose

d(z) = / dp{a(p)e™* + &' (p)eir?}

#(z) = f dp(~iEy) {a(p)e=7* — 4t (p)e).

Estas relaciones son andlogas a las expresiones de la transformada de Fourier del
campo clasico. Como primera aplicacion, se vera que la imposicion del conmutador
equitemporal no-covariante [¢({,x), % (¢, x')] = i6®(x —x’) implica relaciones de con-
mutacién covariantes entre el campo $(z) y su momento conjugado #(z).

Para verificar esta afirmacion, ndtese en primer lugar que la expresién del campo se
puede entender como la suma de un término de energia positiva y un término de

energia negativa de ¢(x), cada uno Lorentz-invariante,

39(a) = [ dpap)e

) () :/dﬁﬁ.f(p)e_im.
De este modo. la separacion ¢(x) = ¢*(x) + ¢~ () es Lorentz-invariante. Natural-
mente se puede separar del mismo modo el operador #(z) como suma de un término

de energia positiva y otro de energia negativa.

Se comprobara entonces que el conmutador [@(z), ¢(y)] tiene una expresién covari-

ante. Se tiene:

[6(2), p()] = [¢D () + 67 (), () + 67 ()]

Como ¢ sélo posee operadores de aniquilacién y ¢(~) operadores de creacién, ellos
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conmutan:
(6P (@), 6 ()] = [67) (&), 6 (y)] =0.
Luego,

[6(2). 6(y)] = [6""(z), ¢ ()] + [¢7)(2), 6 ()] -

Por otro lado se tiene:

Bk

= iR E) =4 (+) ==
(2#]32111;_.6 PRI E =),

y evidentemente,

[6(2). 6P (w)] = - [ (), ¢ ()] = —iA* (y - 2) = A (z — y)

Note que A v A=) son Lorentz-invariantes. Entonces:

[6(2), ¢(y)] = (AP (2 — y) + AT (2~ y))

Es claro que este conmutador es Lorentz-invariante. De la misina manera, se puede
verificar que para los conmutadores [¢(z), #(y)], [#(z), #(y)] se deducen expresiones
Lorentz invariantes.

Con la expresién en serie de Fourier de ¢(z), y sabiendo que los operadores observables
son funcionales de d)(:c) v de sus derivadas, aquellos se pueden escribir en funcién de
los operadores de creacién y aniquilacién a(k) y af(k). Estas cxpresiones scran muy
Utiles mds adelante para estudiar el espectro de valores propios y vectores propios de

observables como el [amiltoniano y del operador de momentum.
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Asi, se tiene para el Hamiltoniano,

H =faﬁx}-[ﬁ'{::~r}2 + (Vé(x))* + m?$(2)?)

f / o dﬂ “{{ ) ( (z_;:ri)[i*j)zia(pww_af(p)ew;

4 (&[q]c“ﬁﬁt = &T(q]ﬁu}:r) 4 'J'H- -1 = ai(p]Lqﬂ;]

1

x (a(q)e™™* + a'(q)e™)}

d3 d3 i G :
=p / %W{( )(L(j;]IDE:,)JEQpE,,)Q) (a(P)a(a)e 0" (2m)%6(p + q)-

— a(p)at (q)e Bt (21)36(p — q) — &'(p)a(q)e’ B P (2m)36(p — q)+

2
+at(p)at (@) B (27)%6(p + q)) + e (a(p)a(q)e™ Bt Bt

x (2m)%6(p + q) + a(p)at (q)e ™ Fr=E (27)36(p — q)+

+a (p)&(q) ¢E=Ed(27)35(p — q) + &' (p)at (q) ' PrHEd (2m)36(p + q)) }
B24+p?+ m2>

_a/ (27 a(p)a )+&T(p)&(p))‘< ] (2E,)?

y por tanto

T = % / dpz, (a(p)at(p) + &' (p)a(p)) .

Ademds, el conmutador [a(p),a'(q)] = (27)32E,8(p — q) permite escribir

A= [ dpE,a (p)a(p) + f *pé(0)E,.

El segundo sumando, que se considera infinito, sera tratado mas adelante.

Similarmente, para el operador de momentum,
P= [ Px7 () V()
se tiene la relacién

2= / dj pat(p)a(p) + 5 / d’pd(0)p.
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Aunque el sumando con §(0) aparece también aqui, la integral se anula por ser impar,

de modo que para este caso se tiene exactamente

- / 45 P (p)a(p).

Como aplicacién dirccta, cs sencillo comprobar que cl opcrador P no depende ex-

plicitamente del tiempo:

08 =P, 1] = | [ dp [ 708,15 (p)a(p), &' (@a(a)
L / dp / 4G pE, ! (p)[a(p), 4" (@)]alq) + &' ()[a' (p), &(a)]a(p)}
="/d7’/ dgpk {01 (p ( )(27‘.)32};’11)5(13 -q)— dT(Q)&(P)(?ﬂ)% F,'q(f(p - Q)}

v luego, [P, H] = 0, por tanto
311‘) — D1

que es lo que se queria comprobar.

Se vera ahora el tratamiento del segundo sumando en el Hamiltoniano. En realidad,
ain no se sabe si el otro sutnando también da un resultado divergente. Se verd pos-
teriormente que no es asi.

El Hamiltoniano corresponde al observable de energia del campo, por tanto, para un

cierto estado |¢) normalizado del campo, la energia es
By = (H)y = (0| HY).

De acuerdo a lo dicho, ¢l valor de la energla diverge. En realidad en una medicion
lo que obtiene no es el valor (H)y, sino su valor relativo respecto a un nivel cero

de energia. Para esto, es necesario designar un estado arbitrario |y), y definir un

operador

=1 - (A),.

Evidentemente, {/I'),, = 0, es decir, x sc ha dcfiuido como ¢l cero de la cnergla.
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Ahora, para un estado 1,

<ﬁ,\'>w =<ﬁ)z” - U:[)x

= [ aima @) - W [ B e
De aqui que es conveniente estudiar el operador djF,at (p)a(p), al cual denotaremos

1T:ﬁ——/@%am@

Es decir, H’ es el Hamiltoniano sin el término infinito. Note que |h) es un vector

propio de 4’ con valor propio 1,

H'\hY = h|h)

hl

si y solo si |h) es vector propio de / con valor propio I + 1 [3ps(0)E,
. 1 4
Inhy = (h+ 5 d°pd(0)E,)|h).

Con csta notacién,

A, =H - (H',.

Ademis,
A= B
si y solo si

[, 4) = B.

Es decir, H' cumple las mismas reglas de conmutacion que /7. De todos estos resul-

tados, es clara la conveniencia de estudiar H "en lugar de H.
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1.2.3. Interpretacién de particulas del campo cuantico

Aqui veremos la importancia de los operadores de creacién v aniquilacién en
la interpretacién de particulas del campo cudntico libre. Adem4s, calcularemos los
vectores propios del Hamiltoniano y su espectro de valores propios. Veremos que estos
vectores son también vectores propios del operador de momento P.

Sea |A) vector propio de H' con valor propio ),
H'|\) = AN).
Suponiendo por comodidad que |A) estd normalizado, se tiene
(ALA'|X) = MA|N) = ),

es decir,

f i, (it (P)a(p)|A) = [ dpis, || a(P)|A) [2= A || 1A) 2.

De aqui es claro que A > 0, es decir, los valores propios del Hamiltoniano no pueden
ser negativos. Ademds, suponiendo que |A) # 0, se tiene que A = 0 si y sélo si
a(p)|A) =0, para todo p. Un estado tal se denomina estado de vacio.

Veamos que el suponer la existencia de un vector propio cualquier |)), implica la

existencia de un estado de vacio que se denotaré |0), es decir, un estado tal que
H0)=0

En efecto, si A = 0, simplemente |A) = |0). Il caso A > 0 requiere primero verificar

las siguientes identidades para todo p:

(17", &' (p)] =Ea' ()

17", a(p)] = — Epa(p)-
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La veracidad de estas relaciones es directa. Por ejemplo,
', (p)] = | dg (@i(a), &' ()

- / 43 E,i! (q)[a(e), & ()]

= / diE,a! (q)(27)%2E,6(q - p)

=Ep&f(p)-
Similarmente, se¢ prueba la relacién [H',a(p)) —E,a(p). Entonces, dado p

cualquiera, se tiene

Ta(p)|A) = (A — E,)alp)|A),

es decir, el operador a(p) disminuye el valor propio A en una cantidad positiva £,.

Asl, por induccién,

H'a(p)"|A) = (A = nE,)a(p)"|A).-

Entonces, existe n. tal que A —nl5, <0< A—(n— 1)F;,. Pero un valor propio de I

no puede ser negativo, luego A = nk, y
H'a(p)*{A) = 0.

De este modo, se puede identificar |0) := a(p)™|A). En realidad, dado un estado de
vacio |0), cualquier miltiplo de él también lo es. El conjunto de estados de vacio
forma un espacio vectorial. Se asumirda que dicho espacio vectorial es simplemente
una recta, es decir, que. salvo transformaciones de fase, existe un tinico estado de
vacio |0) con (0]0) = 1.

Note que se cumplen las importantes propiedades del estado de vacio:

a(p)|0) =0

(ola' (p)
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para cualquier 3-momento p. La segunda igualdad se deduce al tomar la adjunta
de la primera. De estas propiedades se deduce que el campo cldsico correspoudiente
al estado de vacfo es nulo. En efecto, ¢(z) = (0|¢(2)|0) = 0, ya que r?)(r) es una
combinacién lineal de operadores a(p) y a'(p).

Por otro lado, de [[7’,a!(p)] = K,af(p) se deduce que
H'a!(p)[0) = I5,a!(p)|0),
es decir, af(p)|0) es un vector propio de I’ con energia [, Por induccién,
II'a1(p)"|0) = nE,a' (p)"[0);

o en otras palabras, af(p)™]0) es vector propio de /7' con encrgia n[,, para n natural.
Se ver4 ahora que los estados af(p)™|0) son tamhién estados propios del momento P.

En primer lugar se cumplen las relaciones

Ademids, de @(p)|0) = 0 para todo p, se tiene que
Pl0) =0

Yy por tanto,

Pal(p)|0) = pal(p)|0).

[Finalmente, por induccion,

Pa! (p)"|0) = npa' (p)"(0).
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De manera més general, para r momentos p;, ..., p, y 7 mimeros enteros no negativos

1"y, - - ., Ny, S€ tiene

&t (p)™ ... &' (p,)™[0) =(n1 By, + - - - + n, I3, )al (py)™ . ... a1 (p,)™]0)

Pat(p,)™ ... (p,)™|0) =(mip, + - + n.p,)dl (p)™ ... & (p,)™

0)

De esta manera, el estado af(p;)™ ... al(p,)™ |0) se interpreta como un estado forma-
do por n; particulas de momento p; y energia <, ,...,n, particulas de momento p,.
y energia F, . En concordancia con la férmula de energia, E, = (p2 + m?)!/2, se dice

que estas particulas poseen masa m. El estado gt(p,)™ ... & (p,)™|0) se denotara:

[Py, mep,) = a1 (py)™ .. &' (p,)710)

Los estados propios de H y de P se denominan estados maltiparticula.

Segiin esta interpretacién, el operador de creacién af(p) afiade una particula de mo-
mento p y energfa /,. mientras que el operador de aniquilacién a(p) elimina una de
estas particulas. Si ninguna de dichas particulas esta presente, es facil ver que las

reglas de conmutacién implican que el operador a(p) elimina el estado. Es decir,

a(q)at(p,)™...al(p,)™10) =0 si q#Ppy.....P,

Como las reglas de conmutacién también implican que no interesa el orden en que
se crean las particulas, se dice que las particulas que representa el campo escalar son

bosones.

Finalmente, el producto escalar de dos estacdos multiparticula se deduce de las reglas

de conmutacién. Por ejemplo,

(pla) =(0ja(p)a’(q)|0) = (0|(27)*2E,8(p — q) + &'(q)a(p)|0)

=(27)°2E,6(p — q)-
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De aqui es claro que que los estados multiparticula no son normalizables.

1.2.4. Ordenamiento normal

Aqui presentarcmos una solucién cstandar para cl problema de las divergencias
en la energia y otros observables del campo.
Las operaciones realizadas para calcular el espectro de valores propios del Hamilto-
niano H se han realizado a través del operador H' para el cual no aparecen téruinos
infinitos en la energia. Se mencion que es necesario elegir un estado referencial |x)
(normalizado) para el cual se considera que la energia es cero. En otras palabras, la
energia de cualquier otro estado se mide en comparacién con la del estado |x). Esto

se hizo definiendo el operador I-AIX:
A, = H - (), = /&' — (),

Con el fin de eliminar el infinito en sus valores propios, este procedimiento se extiende

a cualquier observable A definiendo el operador

De este modo, el estado |y) es el nivel referencial para todos los observables,
(A)x =0.

Ahora se escogera un estado referencial

x) particular, a saber, el estado de vacio |0)
nommalizado. Se verda que la razén de esta cleecién os fundamentalmente la simplifi-
cacién de la férmula para el observable modificado A,. En estas condiciones, se dice

que el observable est4 ordenado normalmente, y se utiliza la notacién

N{/i} = /‘i|0) =A- (0|/i|0)
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La operacién N{-} se denomina ordenamiento normal. Se veran ahora las propiedades
que muestra la eleccidon particular que se ha hecho.

En general los observables son funcionales del campo ¢ y de sus derivadas Oop = #
y 8;¢. Como ya se conoce la descomposicién del campo en serie de Fourier, siempre
es posible expresar los observables como integrales en el espacio de momentos de
expresiones con los operadores de creacién af(p) y aniquilacién a(p). Los observables
que se han visto presentan combinaciones cuadriticas del campo y de sus derivadas,
por cllo, en las integrales en el espacio de momentos sélo aparecen combinaciones de

los tipos

al(p)a'(p), a'(p)a(p). a(p)a'(p) y alp)a(p).

Por otro lado, es claro de la definicién que el operador de ordenamiento normal es

lineal, es decir:

N{aA + BB} = aN{A} + BN{B}

Por tanto, la operacién N{-} entra en el signo de integral y se tienen individualmente

los siguientes térnninos:

N{a'(p)a'(p)} =a'(p)a’(p) — (0la'(p)a’ (p)I0) = a'(p)a"(p)
N{a'(p)a(p)} =a'(p)a(p) — (0la'(p)a(p)|0) = &'(p)a(p)
N{a(p)a'(p)} =a(p)a' (p) — (Ola(p)a’(p)I0) = a'(p)a(p) + 8(0)-

— (0la(p)a' (p)|0) — (010)5(0) = &' (p)a(p)

N{a(p)a(p)} =a(p)a(p) — (0la(p)a(p)|0) = a(p)a(p)

donde hemos utilizado la propiedad a(p)}0) = 0 = (0]af(p) y hemos asumido (0]0)=1.
Se ve que el ordenamiento normal sélo tiene efecto en el operador a(p)af(p), a saber,
N{a(p)at(p)} = af(k)a(k). Es decir, el efecto del ordenamiento normal es, en general,
colocar los operadores de aniquilacién a la derecha de los operadores de creacion.
En realidad esta propiedad se extiende a un producto de operadores de creacién y

aniquilacién en cualquier nimero. Ademas, el orden entre operadores solamente de
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creacién o solamente de aniquilacién no es importante pues conmutan.

Por ejemplo para el Hamiltoniano,

N{IT} =N{% / dpE, (a(p)at(p) + &' (p)a(p))}
= / 4, (N{a(p)al (p)} + N{a' (p)a(p)})

— [ et 0)ato)} = i1

De aqui que los resultados obtenidos para H’ son vélidos para N {fi}. Por ejemplo,

N{H}lplpz) = (Em + HFE) |P1P2}

Del mismo modo, para el operador de momento
NP} = [ dppil(p)a()} = P.

Este resultado tiene sentido puesto que ya se habfa visto que en el momento P el
infinito se anulaba por sf solo.

De este modo, de aqui en adelante los observables como el Hamiltoniano y el mo-
mento del camnpo seran reemplazados por sus respectivos operadores ordenados nor-

malmente.

1.2.5. Espacio de Fock

Aqui completaremos la caracterizacion del espacio de Hilbert de estados del
campo cudutico escalar.
Anteriormente se han construido estados propios del [Hamiltoniano y del operador de
moinento, es decir, del operador de 4-momentum. Istos estados tienen momento, y

por tanto energia, completamente delinidos,

N{H}lpu e 7pr) =(Em + By +--- F Epr)[pl . Pr)

]V{P}Iplv v apr) =(p1 +--+ Pr)lpl .o pr)
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Estos estados no pueden corresponder a estados fisicos reales. En efecto, los estados
fisicamente interpretables en la teorfa cudntica no poseen un momento definido, sino
una distribucién de momento. Asf, un estado fisico de una particula tiene la forma

de un paquete de ondas:
W = [ dse)p),

donde f es una funcién de cuadrado integrable:

P = / 471 (P)P? < co.

De este manera %) es normalizable, ya que

(W) = / a5, / d * (91) 1 (P2) (71 2)
- / a5, / 0 S (91)(92) (27)*2,6(ps — D)
- / dp) f(py)[? = |11

Es decir, |¢) est4 normalizado si y sélo si |f|2 = 1. Asi, el valor medio de P en el

estado [¢) estd definido como:

(BY, — (DIPl)y = / a5, / 45 S (01)J () (P [Plp)
= / dpy / dpJ*(p;) S (P)PO(P; — P)
_ / 471/ (p)*p

y luego | f(p)|? se puede interpretar como la probabilidad de que el estado [¢)) posea

momento p.

De manera similar, se puede definir la desviacion standard como

(AP)y = /(PB)y = (P,
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Con esto se tiene una interpretacién estadistica del observable P similar a la de la
mecanica cudntica no relativista.
El conjunto de estados normalizables de una sola particula forma un espacio de

Hilbert que se denotara por H;.

Del mismo modo, un estado de + particulas es un paquete de ondas de la forma

m=/@mumewmmemx

donde f c¢s una funcion de cuadrado integrable:

1~ [asr [ a1 s, B P = (1) <o

Por tanto, |3/) cs normalizable. Ademas. f debe ser tal que |¢) obedezea la estadisti-
ca de Bose-Einstein. Para ello, |i)) debe ser invariante bajo el intercambio de sus
particulas. Especificamente, dado un operador de transposicién S;; (1 < i.j < 7,
i # ), se debe tener S;;|i) = [¢). Para los cstados de momento definido, se ticuc

claramente

S;jlplf...,p,,...,pj,...,pf} =!p|f...1pj,...,pl,.‘,,pf}

:Ip],---’pn--ij’---apr>

Para tener la misma propiedad en 1)) se debe exigir que S;; [ = f, es decir, que

f{plsv-nph--ijn---:pr}:f‘[Plr~--1pj:—-':Pr‘:---:P.-)

para todo 1 < i,j <, 1 # j. En general, como todo operador de permutacién
P se puede expresar como un producto de transposiciones, se tiene también que
Pf(p1,.-Py) = J(Piys- - P3,) = /(py,---,P;), donde P transforma j en i;, para
1 < j < r. Esdecir, [ es invariante bajo el intercambio de cualesquiera de sus particu-

las.
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El conjunto de los estados normalizables de particulas forma un espacio de Hilbert
He. Aqui también es posible una interpretacion estadistica de [. En este caso,
|/ (P1,---,P,)* corresponde a la probabilidad de tener 7 particulas con momentos
P1,-- -, P;. Notese que por la manera cémo se han definido los estados, no tiene sen-
tido preguntarse cuil particula tiene cudl momento.

Por completitud se considerara al espacio de Hilbert de estados con ninguna particu-
la, Ho = {a]0)}, a € C}, que no es sino la recta que contiene al vacfo |0).

Ahora, el estado fisico mas general es una combinacién lineal de estados de 0 particu-

las, 1 particula, 2 particulas, etc.; en otras palabras, un estado de la forma

) =1o[0) +/d73.fl(p)|p>+/dﬁl/d7f2.f2(pl~p2)|p17p2) + ot
+/dﬁl.../dp”kfk(pl,...,pk)Ipl,...,pk)+...,

en donde cada una de las funciones f (1 < k < cc) se asume de cuadrado integrable.

Se supone ademis que Y oo, | fx]? < oo, siendo

W) = 1Rl + AP+ + )2+ < .

Es decir, se exige que [1) sea normalizable. En este caso, | fi(py. - - -, Pr)|? se interpreta
como la probabilidad de que se midan k particulas con momentos p;. . . ., .. Por otro
lado, |fi;|? se interpreta como la probabilidad de encontrar k particulas.

El espacio de Hilbert al cual pertencen estos estados es H = Ho @ HI1 @ Ha D --- D
Hp B - = Z;’io M;, y se denomina espacio de Fock. El estd formado por estados
dc varias particulas, y cs cl cspacio sobre cl quc actian los opcradores que sc han
discutido hasta ahora.

Obsérvese también que se ha utilizado el hecho que estados con diferente nimero de
particulas son necesarimnente ortogonales. En efecto, sean |4,.) € H, y |,) € Hs

estados de r y s particulas respectivamente (7 # s). Entonces,

<7p1‘|?ps> =/dﬁ]---dﬁrd(jl'--dés.[:(p]:"':pr).[S(Qh"'1qs)<p11'"1p1~|q]s---1qq)'
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Asi, basta mostrar que (P1,-..,P.lqy,-..,q,) = 0 para todo P+ sPr Q1.+ 5 9,
En efecto, este producto es igual a (0]a(p,). .. a(p,)al(qy) . ..at(q,)|0). Mediante el
uso del conmutador [a(p),al(q)] = (27)3(2E,)é(p — q) un ndmero finito de veces,
es posible convertir dicho producto a una suma de expresiones en las que aparecen

elementos (0]at(q) = 06 «(q)|0) = 0. Para ilustrar este procedimiento, se mostrara un

ejemplo:

(P1, P2lP3) =(0la(p;)a(py)al (ps)|0)
=(0la(p;) (a'(ps)a(py) + (27)°(2E,,)8(ps — P3)) 10)
=(0la(p;)al (pg)a(p,)[0) + (2m)(2£5,,)8(p2 — P3)(0la(p;)|0)

=0

En conclusién, si bien los estados multiparticula con momento definido |[py,....p,)
no representan cstados fisicos reales, éstos son combinaciones lincales de estados de
momento definido, por ello se dice que ellos generan el espacio de Fock . Justamente
por este hecho se justifica que se estudien sélo los estados de momento definido. Las
expresiones para cstados fisicos sc obticnen naturalinente de las expresiones corre-
spondientes para estados de momento definido. Se volvera a tratar este tema cuando
se calculen secciones eficaces y tiempos de decaimiento, las cuales son cantidades
fisicas medibles, v que deben por tanto se tratadas en el contexto de los estados

fisicos.

1.3. Interaccién de campos cuanticos

Los procesos dindmicos como decaimientos y dispersiones, que pueden incluir
particulas del mismo tipo o de varios tipos, aparceen al considerar los campos cudnti-
cos en interaccién. En este caso se asume que el Lagrangiano del sistema se puede
escribir como la suma de dos Lagrangianos: un Lagrangiano libre, que es la suma de
los Lagrangianos libres para cada uno de los campos considerados, y un Lagrangiano

de interaccién. Dicho Lagrangiano de interaccién no es en general conocido, y usual-
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mente debe asumirse su forma segiin ciertos criterios o caracteristicas deseadas.

Para trabajar con varios camnpos es conveniente realizar una transformacion sobre
estados y operadores que separe la parte libre de la parte de interaccién en el La-
grangiano. Esto introduce la llamada imagen de Dirac. Con ayuda de ella se construye
una expresion para el operador de evolucion del sistema, y a la vez para la matriz
de interaccion o matriz S. Las cantidades fisicas como el tiempo de decaimiento y
la seccién eficaz dependen directamente de la matriz S; por ello, se hacen necesarios
métodos para calcularla. El método cominmente utilizado es la teoria de perturba-
ciones, la cual introduce los llamados diagramas de Feynman. Finalmente, se ilustra

la teoria con un ejemplo para un campo con autointeraccién: la teorfa ¢*.

1.3.1. Postulados de la teoria de interaccion

En esta seccidn iniciaremos el estudio de un sistema de N campos cuanti-
cos escalares que interactiian entre si. La construccién de la teoria se hard de
manera similar a la teorfa del campo cuéntico libre, es decir, estard basada en el
principio de correspondencia. Por otro lado, s6lo desarrollaremos el caso de interac-
ciones que se anulan en || — oo, a modo dc habilitar ¢l estudio dc los proccsos més

importantes desde el punto de vista experimental: los decaimientos y las dispersiones.

Al anularse la interaccion entre los camnpos del sistema para |t| — oo, se ten-
dra en este limite campos libres, de manera que en ambos limites existen operadores
de creacién y aniquilacién y por tanto una base de estados multiparticulas. En otras
palabras, se puede hablar de estados de particulas libres en ¢ = oo y L — —o0. Sin
embargo, fuera de estos limites la interpretacion de particulas ya no tiene sentido.

Dado un sistema de N campos cuénticos interactuantes se hara las siguientes asun-

ciones:

1. Existe un conjunto de estados posibles del sistema con la estructura de un

espacio de Hilbert H.

2. El campo i {1 < ¢ < N) esta representado por una funcién b M4 — L(H,H),
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que a cada x en M* le asocia un operador lineal J)i(m) : H — H, llamado

operador del campo i. Los operadores de los campos son tales que:
[62), d1(@)] = [d(@), ds(2)] =0

parai.j=1,...,Nyz,z' € M}, y donde (Z)f(:z:) representa el adjunto de (;i(x).

. Para el campo i (1 < i < n), existe una funcién #; : M* = L(H;H) que a
cada r en M* le asocia un operador lineal #;(z) : H — H, llamado momento

conjugado del campo, tal que

[#s(2), #(2")] = [ (2). #;(«)] =0 para =z,2’ € M*;

(6:(1, %), 7t;(1,x")] = i6,;6®(x —x') para 1€R; xx €R3

teniéndose en ambas expresiones, i.j =1,..., N.

. Los operadores ¢;(z) y ;(x) (1 < i < N) son escalares de Lorentz.

. A cada observable del sistema le corresponde un operador lineal H — H
hermitico que es funcional de los operadores de campo ¢;(z) (1 < 7 < N).
En particular, a la energia le corresponde un operador H , denominado Hamil-
toniano, y al momento lineal un operador P. Juntos forman el operador de

~

4-momentum del sistema, * = (IT.P).

. Los operadores de campo ¢;(z) y #;(z) (1 < i < N), asf como todo observable

A(z) del sistema, satisfacen la ecuacidn de movimiento de Heisenbery,

[A(z), P*] = 0" A(z)

. El Hamiltoniano del sistema / es tal que

lim H|p) = Ho e H

[t| =00
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para todo estado |¢) € H. Aqui flo denota el Hamiltoniano libre de los campos:

N
Ho=73 f Prli() + (Vo)) + mPb ()2,

f=1

8. El estado de vacio |0, ent) correspondiente a los campos libres presentes en el

limite 7 = —co y el estado de vacio |0,sal) correspondiente a los campos libres

presentes en el limite ¢ — 0o, son iguales:

|0, ent) = |0, sal) =: |0)

Como en el caso del campo libre, se puede suponer por el principio de correspondencia
que la expresion de los operadores observables os la misma que cn el caso de la

interaccion de campos clasicos. Luego, el Hamiltoniano es

I:I=ZI{I()1+V,

i=1

donde ffo,- (1 <i < N) es el Hamiltoniano libre del campo i:
o= [ ozl + (Vh(@)? +m*b(@)?)
y V es el operador potencial,
V= / BaV(di(x)),

donde V(¢;(z)) es el operador correspondiente al potencial clasico V(a;(z)).

Por las reglas de conmutacion, se tiene
[51(:":]1 H-ﬂ_'.r'] = t.'-F"i;,rﬁ'i {ﬂ-).

Similarmente,

[ﬁ',{.l.j, I‘;ﬂj] == —iﬁ;j{—vz - ?JLE]QB,'{;!:}.
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Por tanto, de la ecuacién de Heisenberg aplicada a &l(T),

i0:8(@) = [3:(z), H] = ini(z) + / &2/ [3:(x), V()] = i#s(@)-

Luego el momento conjugado del campo 7 es el mismo que para el campo cuéntico
libre,
wi(x) = 8ui(z).

Por otro lado, de la ectiacién de Heisenherg aplicada a 7;(z) se tiene
idi(x) = [fi(®), A] = —i(= V% + m?)i(x) + [#:(x). V.

Es decir,
(O +m?)¢i(z) = i[V, &(z)],

que es la ecuacién de Klein-Gordon para el campo 7 del sistema.
Se ver4 ahora el ejemplo de la teoria ¢? en su versién cuédntica. Se tiene un solo campo

é(x) con la autointeraccion correspondiente al potencial clasico

V(d(a) = ()"

es decir, e}l operador de potencial es

Entonces

V.7 (2)] = f #x 2 S8, 7@

Es facil comprobar, usando las reglas de conmutacién, que

(b)), 7 (2)] = 4i0%(x — x')§(x)°®
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Luego,
y consecuentemente,

Esta ecuacién con operadores de campo es la misma que la ecuacién de movimiento

cldsica obtenida antes para la teorfa ¢*.’

Generalizando, se puede mostrar que

[P(Bu(2)), #i(e)] = id®(x — x’%w(m‘n,

entonces,
1V (90(0), () = £ ()

Es decir, el efecto de conmutar con #;(x) es el de derivar con respecto a la variable

que representa al campo ¢;(z), lo cual es andlogo al caso de wecdnica cudutica, en
— ;0

donde [p, f(z)] = 155.

Luego, la ecuacién de Klein-Gordon para campos en interaccién queda como
4 k
(O +m?)di(2) = ——(4"(2)).

1.3.2. La imagen de interaccién

Aqui definiremos el concepto de imagen, que permite escribir los operadores
y estados que representan el sistema fisico en distintas formas equivalentes entre si.
Presentamos como casos particulares la imagen de Heisenberg, con la que se ha es-
tado trabajando; la imagen de Schrodinger, més conocida en mecdnica cudntica; y la
imagen de interaccion, que utilizaremos en las siguientes secciones.
En una tcoria cudntica las cantidadcs mcdibles sc cxpresan sicmpre en términos de
probabilidades de obtener ciertos resultados. La amplitud de una probabilidad es la
proyeccion de un estado sobre otro, de modo que, en suma, las cantidades medibles

dependen de los estados y de los operadores solo a través de elementos de matriz
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(al A(2)15)-

Asi, si se transtorman los operadores v los vectores de estado de modo tal que
cualquier elemento de matriz permanezca invariante, no se modifican los valores
fisicos medibles. Entonces, una descripcién del sistema fisico con los operadores y
estados transformados es equivalente a aquella con los operadores y estados antes

de transformar. Una transformacién con estas caracteristicas queda definida por un

operador U mediante:

Entonces los elementos de matriz no cambian si y sélo si UT = U™, es decir, si el

operador U es unitario:

WA (@)|) = WU T A0 U W) = (| A(z)|)

Al realizar una transformacién de este tipo se dice que se ha hecho un cambio de im-
agen. De acuerdo a esto existen diversos imagenes o sistemas de estados y operadores
que describen la misma situacién fisica, todos ellos relacionados por una transforma-
cién unitaria. La imagen con la que se ha trabajado hasta este momento se denomina
imagen de Heisenberg.

Counsidérese ahora el cambio de imagen segiin la transformacién

U= U(L) — C—ZtH.
Este operador es unitario porque ¢l Hamiltoniano es hermitico. La transformacién

segiin U(t) es,

(1)) r=e~ " fah)

/715('1,) :zc—itl-lf'i(l.)eitﬂ,
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donde se ha denotado a los nuevos estados y operadores con el superindice S (para la
imagen de Heisenberg no se utilizard ningin superindice). Los operadores y estados
transformados segiin U(t) definen la imagen de Schrodinger.

En la imagen de Schrodinger, los operadores son independientes del tiempo, ya que:
iﬂiﬁ.s{x] o ia{(E-:'u?f,iH{I}cilﬁ) - [ﬁ, .415{:::}] iy z‘c""“’}ﬂtﬁ”{m]e‘m

= (71, A%(@)] + [4%(2), ] = 0

Como caso especial, el Hamiltoniano coincide en ambas imdgenes:
HS=H.

Por otro lado, el vector de estado se hace ahora dependiente del tiempo. Esto es claro
del hecho que su ley de transformacién por depende de ¢ y que el vector de estado en
la imagen de Heisenberg no depende del tiempo. El vector de estado de Schrédinger
en el instante inicial £ = 0 coincide, segin la expresién de U(t), con el vector en la

imagen de IHeisenberg,

[¥(0))" = [#),

es decir,

19(8)* = e~ 3 (0)) .

IEsta cxpresion cs cquivalente a la ccuecion de Schrédinger:
L1y = I lp()®
W) = I¥l(0)

Note que la ccuacion de Schrédinger estd escrita en forma claramente no-covariante
pues distingue el tiempo en su transformacion.

La discusién hasta ahora es valida tanto para campos libre como para los campos en
interaccion. La imagen de Heiscuberg provee una descripeion covariante del sisteima,

mientras que la de imagen de Schrédinger no. Por otro lado, se encontré que las solu-
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ciones de la ecuacién de Heisenberg, o equivalentemente la ecuacién de Klein-Gordon,
sou combinaciones de ondas planas. Sin embargo, para el caso de la interaccidu, la
ecuacion de movimiento ya 1o es en general equivalente a la ecuacién de Klein-
Gordon, y no se puede encontrar soluciones como ondas planas. En este caso es 1itil
pasar a una lmagen que no presente estas inconveniencias.

Una imagen con estas caracteristicas es la imagen de Dirac o de interaccion. Ya se ha
visto que en un problema de campos interactuantes el Hamiltoniano se puede escribir

como la suma de dos operadores Lorentz-invariantes Hy y V,

donde Hj es el Hamiltoniano libre y V' es el término de interaccion. La transformacion
para pasar de la imagen de Schrédinger a la de Dirac est4 determinada por el operador
unitario

ﬂ:“) o emgal

y por tanto:

()" = (1))

."?i.j(:'r] =e:’ﬂ§!j5{$)ﬂ—iﬂ',}5;+

Aqui se ha utilizado el superindice I para denotar los operadores o estados en la
imagen de interaccién.

Es claro de la transformacién qie el Hamiltoniano libre en la imagen de interaccion

y en la de Schrodinger coinciden:
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Se verdn ahora las ecuaciones de movimiento de estados y operadores en la imagen

de interaceion. Para los vectores de estado se tiene:

i 1h(t))" =id, (¢T84 w(t))®)
== A1) + M8 A1)
=ciﬁ05t{/sld)(t))s

=Ciﬁgt"‘/se-—iﬁ§t|w(t)>1’

es decir,

iR p(1))" = V' |(0)!

Esta ecuacién es similar a la ecuacion de Schrédinger; sin embargo, aqui la variacién
temporal de los estados estd determminada dnicamente por el Hawiltoniano de inter-
accion.

A partir de alhora al hablar de ecuacién de Schrodinger se hace referencia a esta
ultima ecuacién en la imagen de interaccién.

Por otro lado, para los operadores se tiene
i A(x) = —ASA(z) + A(x) IS + ¢i784i5, AS (z) e~ 113",
Pero como A = A y 8,A%(x) =0,
i0,A(z)! = [A(z)", H]).

Luego, la evolucién temporal de un operador en la imagen de interaccién esté deter-
minada tdnicamente por el Hamiltoniano libre.

Sc vera ahora la relacion cntre la imagen de interaccion y la de Heisenberg. Se tiene:

[(t))! =8 e |3(0))’

— il itH e““c_“yl'qb),
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entonces
(1)) = ¢ o )

Similarmente,

-

Al = c—-'r.i’.'cltnu_;iﬂ—i:ﬁncun‘

es decir, la transformacion de la imagen de Heisenberg a la de Dirac corresponde al
operador unitario

U// — e-—thethu

~

Noétese que en ausencia de interaccién (V' = 0) U” 1, es decir, la imagen de

Heisenberg y la de interaccién coinciden.

1.3.3. El operador de evoluciéon y matriz S

En e staseccién definiremos el operador [/(42.1)) que transforma el estado del
sistema en un tiempo i; al estado en el tiempo {3. Con ello se definira el operador S,
que lleva el estado inicial en i = —o0 al estado final en t — o0, asi como la matriz
S, que da la amplitud de probabilidad de que un cierto estado inicial termine en un
estado final particular.

Sean ¢;. t; € R. Se ha visto que

(1))’ == f et Moy = U7 (1))
(1))’ =em#2 i lojyy = 0" (1)),

entonces

[(t2))! = 0" (12) (0" (1)) b ().

Se define
Ulla, 1) == 0" (12) (0" (11)) ™

y se denomina a U(la,1;) operador de evolucion. Se cumple entonces la siguiente

propiedad fundamental:
[h(t2)) = U (te. t1)|o(ts))
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Esta relacién significa que el operador de evolucién contiene toda la informacién sobre
la evolucion tanporal del sisteina. De este modo, si se tiene un estado inicial dado

ent — —oo,

se tendra para el estado final en ¢t = oo, denotado [(00))?,

[¥(e0)) = lm lm Ulty, ts)|1b(t1))".

fp—o0 i) —b—on

Ya se ha mencionado que en ¢ — 300 los campos son libres (por asuncién), de modo
que existen dos bases, parat — oo y t — —o0, de estados multiparticulas. Si se elige
el estado inicial |#)7 como nn ecstado multiparticula de la hase ¢ - —co, y dado un
estado multiparticula [f) de la base ¢t — oo, se tiene que la amplitud de probabilidad

de obtener |f) al medir el estado final |1)(co)) es:

300

oo = (11 (Jim, im0 Y

Este producto interno se llama elemento de matriz S del estado final f y el estado

inicial i, y se denota:

Sy =" ([1$(00))’ = (fl1(c0)).

La ultima igualdad proviene del hecho que los productos internos son invariantes bajo
un cambio de imagen. Como |f) y |i) son elementos arbitrarios de bases del espacio
de Hilbert, el conjunto de elementos de matriz Sy; determina un operador lineal S

llamado operador de dispersién u operedor S. Lspecificamente, dado un estado

[y = (ilw)li)

Se define
Slopy == {il4h) Spild).
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y las cantidades Sy; son efectivamente los elementos de matriz del operador S en las
bases multiparticulas en t = —oco y { = oco.

Asi, la informacion sobre la dindmica del istema para un estado inicial |i) en t = —co
estd dada por la matriz S.

De manera informal, se puede decir que el operador S es un limite del operador de

evolucidn:

S="1m lm O(ts ty).

{o—00 1) ——

El problema con esta igualdad estd en que no se estd especificando la manera en que
se realiza el limite de un operador. Un estudio més cuidadoso muestra que un modo
correcto de hacer esto es tomando el limite a los estados, comno en la definicion de la
matriz S. Por ello se definié primero matriz S y después el operador S.

En todo caso estas observaciones indican que para encontrar una expresién para
la matriz S més apropiada para el cdlculo, se debe comenzar por encontrar una

expresion tal para el operador de evolucion.

1.3.4. Teoria de perturbaciones

Aqui deduciremos una expresién en serie de la matriz S apropiada para el ca-
so cuando la interaccién es una perturbacién. es decir. cnando sus efectos sobre el
sistema de campos son pequenos. En el transcurso de la discusion definiremos el pro-
ducto cronoldgico de operadores, cuya importancia se ird revelando en las siguientes

Secclones.

Con el fin de encontrar dicha expresién para la matriz S se parte de la relacién que

define el operador de evolucién U(t, to):
":IU LU] 2t E-r'lf:u'ei[l.—!n_}ﬁneii'“f?l

Puesto que los estados en la imagen de interaccién satisfacen la ecuacién de

Schrodinger, es razonable que el propio operador de evolucidn la satisfaga también.
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En efecto,

Y

iU (L. tg) =HU (1, 1) — e~ [yei(t—t0)Tho gito 1

s E—u}? v ﬂi;ﬁ' E-utff c:‘(a—m}f?o citnff
entonces
0.0 (1,10) = V' (1)U (1, bo)

Se puede encontrar una relacién iterativa para U(i,1p) transformando esta ecuacién
diferencial en una ccuacion intergral. Notando que U(ig, 19) = 1 e integrando de ¢ a

{ se tiene:

A

L
wu@ﬂ+eq/wwwwmm
L
Dt . 1 11 R ~ 1
=1+ (*‘?)/ dthI(tl) + (—i)2/ diy / dthI(z‘,l)V (?’,2) +...
lg to Jtg
1 -1 " N
+&N/dw”/ V() V) +
10 to
In este punto es conveniente introducir el concepto de ordenamiento cronologi-
co. Dados n operadores dependientes del tiempo Al(tl),...,/i,,(tn), evaluados en

tiempos diferentes ({; # 1;), su producto ordenado cronoldgicamente, denotado

T“{fil(i]], ..., An(ln)}, se define por
Tn{Al(i'l)v LR Aﬂ(tn)} = Z O(Lpn SRR i’Rz)APl (tp1) <o AP,,U»P,,),
donde la suma es sobre todas las permutaciones P de {1, ...,n} elementos y

ﬂ[:f.pl,..‘,f.ﬁt) =] si Lp, >lp, > ... > lp,

0 en otro caso.

Debido a la funcién 0, la operacién T,{. .. } coloca a los n-operadores en orden tem-

poral decrecicnte. A partir de aqui sc prescinde de la letra 7 y de las comas que
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separan las entradas de la funcién T, escribiéndose
T{A()... Aultn)} = T{Ar(1), ..., An(ta)} = A ) .. A, (1),

donde {4; ...4,} es una permutacién de {1,...,n} tal que &;; > ... > t;,.
El ordenamicnto cronoldgico cs invariantc de Lorentz. cs decir, si #;, > ... > 4, , en-
tonces bajo una transformacion propia de Lorentz, se tendrd ¢ > ... > i; . En efecto,
si se considera que los tiempos ¢). corresponden a eventos en una misma posicién es-
pacial x, entonces para cada k = 1,....n — 1 la diferencia U =t = i =t
tiene el mismo signo que (i;, — ;,,,) > 0. Luego ¢}, > i}, parak=1,...,n— 1.
Cuando en un producto de operadores dependientes del tiempo algunos de los tiem-
pos son iguales, existird una ambigiedad al tratar de definir el producto ordena-
do cronoldgicamente. Para ver con més cuidado lo que ocurre, considérese un es-
pacio euclidiano n-dimensional y dendtese con (t1,...,%¢,) los puntos de este es-
pacio. Dados t,tg € R tales que ¢ > 1p, se restringira la discusién al cubo n-
dimensional K = [lp.#] x --- X [to,1] (n veces). Asi. para cada penmutacién P de
{1,....n}, considérese el conjunto Vp de los puntos (¢i,...,%,) en el cubo K tales
que tp, > ... > 1p,.

Por simetria, las regiones abicrtas Vp dividen el cubo en n! volimenes iguales. que
son divididos por hiperplanos (n — k + 1)-dimensionales donde k& coordenadas ¢; co-
inciden. En particular, el conjunto de los puntos donde t; = --- =1, es una recta.
De esta discusion se ticne que el ordenamicento crounoldgico de n operadores determi-
nados es una funcién continua de las variables temporales ;. ..., %, en cada regién
Vp. ya que alli estd fijo un cierto orden temporal. En cambio, en los hiperplanos donde
algunos tiempos coinciden (intersectados con el cubo), ocurren las discontinuidades
de esta funcién.

Se aplicard alora el concepto de producto cronoldgico al desarrollo el operador
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-

U[:i, !.0}:

. L . ! A R R
0(t 1) =1 + (i) / AV (1) + (—i)? / dis / dsT{V () (1)) + ...
10 o o
t lny R N
+(—i)"/ dz,,.../ ATV (). T )} + ..
() tg

Témese el sumando con n (n > 2) elementos. Observe que es la integral sobre el

volumen Vj, descrito anteriormente, correspondiente a la permutacién identidad I:

(—i)" [ t diy ... fr o di,T{V'(t) ... VI(1)} = ()" fv T{VI(t)... VI (t.)}-

Alora, note que el orden en que se escriban los operadores V! dentro del producto
cronoldgico es irrelevante. Por tanto, dada una permutacién P de {1.....n}, dendtese

con {i prlyesesl p-1} la permutacién inversa de P. Se tiene
T{V{)...V ()} = T{‘.?”{r.,-ﬁ_lj . 1?"(:1-%, )}.

entonces

/ TV(t)... V(L)) = fv T{ff’(nﬁ..)---ﬂ"(zi,“_l)}
— f TV (1)... VI(ta)}
Vp

La tltima igualdad proviene de haber cambiado las variables mudas de integracion
t1.. Entonces el valor de la integral de T{V!(t) ... V!(i,)} sobre el volumen Vp para

cnalquicr permutacion 2 de {1,..., n} es el mismo. Por tanto,

[ ). V) 23 [ )
v n: P Vp

L (i) V)

n:-Jx

=.;_! /L N ./; T{VI(t)... VI(t.)}
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pues la integral sobre el cubo n dimensional K = [to, 1] X --- X [tg, ] es igual a la

integral sobre la uniéu de los voldmenes Vp (el conjunto K \ (U pVp) # 0 tiene
volumen n dimensional nulo y no contribuye a la integral).

Reemplazando este resultado en el desarrollo de O(L, 1),

U(t,to) = 1+an 1,l,/ / T{VI (t1) - VI( Ln)}s

donde se ha denotado T{V/(1)} = V'!(1). Esta expresién se representa simbélicamente

por
U(t, to) = T{exp ([{: dev? [i’])}

Con el resultado anterior se encontrard ahora una expresion para la matriz S:

Sy = (mh;nw ti 7o | ra'Vf(z'>)}|w(to>>f)

f|z>’+Z— lim_lim du / A JITL7 (1) - V() H0))!

'n, tp——0o0 L—00

=(/f13) +Z — lim /; dr,l.../_xdtn<f|T{f/'(z.1)...\“/’(zn)}u)

]t)

—(/14) +Z 5 /Z dt; .../_Zdtnuw{w(tl) RN )

Por otro lado,

'l:”{ﬂj] =E"I-11.ffi;’£ﬂjf‘-l'
it f PxV (i)
_ f ExV (dulz;)).

Entonces,

=+ Y [ dm [ T ) P Gtz

n=l
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Esta expresién de la matriz S es de mucha utilidad para el cdlculo aproximado de la
i J . o 3y ih . ’ ’ e
matriz S, como se verd un poco mds adelaute. De aqui tambicn se puede obtener una

expresién para el operador S. En efecto, se tiene

Sp=Un+d 5 [dta... JE T i)V GuCe,

n=]

y luego

" o 1 15 e
S=1+ Zl ~ f d'xy... jdj‘ﬂ:,,T{U"(qﬁk{z;]J o Vo(xa )}

Esta relacién se expresa simbdlicamente como

§=Tiexp [ ¢V (Gula)),
y correspondientemente para la matriz S,

Sy = {J|T{exp f EV (i)}

1.3.5. Teorema de Wick

En esta seccién estableceremos un teorema que se utilizard para el cilculo de

productos cronolégicos de la forma
TV (di(1)) ... V' (dl2n))}-

que son importantes pues aparecen en la expresion de la matriz S. En realidad sélo
estudiaremos interacciones V' (ng("r)) que son funciones polinomiales de los campos
q?n,(:z:) (k=1,...,# de campos) o en series de potencias de ellos (por ejemplo, si la
interaccién se puede expresar en serie de Taylor). Veremos que el problema se reduce
a determinar productos cronoldgicos de monomios cn los campos ¢(z).

Para esto, nétese en primer lugar que la operacién de ordenamiento cronolégico T'{-}
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es lineal en los operadores:

T{(eAi(tr) + bA} (12)) Ag(ts) .. . A1)} = aT{(A;(t1) As(ts) . .. An(tn)}+

+ OT{ (A} (1) As(ta) . . . An(tn))

De este modo, es necesario el problema se convierte en el de determinar productos

cronoldgicos de la forma

T{.ﬁ,[:r:;] o Arm)},

donde los operadores A; son operadores de campo ¢, no necesariamente diferentes

entre si.

De otro lado, en la imagen de interaccion, los operadores de campo se expresan en serie

de Tourier y por tanto se descomnponen en térmiuos de energia positiva y negativa,
. s _—
Ailes) = A () + A7) ()

Sc considerarid primcero el caso del producto de 2 operadores y se verd posteriortuente
el caso general por induccion.

Sean los operadores /i(zl) y B(ze) con z; = (¢1,%1), Zo = (l2,X2) tales que i; > 1.

Entonces:

T{A(z1)B(22)} =A(z1) B(z2)
=AW (2)) B (22) + A (21) B (22) + AT (1) BH ()
+ A (2,) B (x2)

=N{/i(1:1).l§(.7;2)} + [/‘i(ﬂ (z1), B(—)(@)]

El conmutador [A(+)(a:1),B(")(.’c2)], es necesariamente un multiplo del operador
identidad. IEn efecto, si A y B corresponden a operadores diferentes, el conmu-
tador es cero. Si corresponden a un mismo operador, al reemplazar la expresién

de las partes positiva y negativa de A o B, apareceran conmutadores de la forma
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[a(p), a'(q)] = i(2m)*2E,6(p — q). Por tanto, el conmutador es igual a la identidad

multiplicada por un mimero ¢ (que probablnente incluya deltas de Dirac). Entonces:

(A1), BO(@2)] =e = o(0]0) = (0]el0) = (0] [AP(z1), B (22)] 10)
=(01 A (21) B (2)[0) = (0] A(w1) B(22)[0)

=(0|T{A(z1) B(x2)}|0).

Aqui se ha utilizado la asuncién 4, > i y las propiedades (0].4(H)(z) 0y

B©)(2)|0) = 0. En conclusién se tiene
T{A(£1)B(tz)} = N{A(x1) B(2)} + (OIT{A(y) B(2)}, 0),

véalida para {; > lp. Pero como los productos 7"y N son invariantes bajo permuta-

ciones de sus factores,
T{A(22) B(x1)} = N{A(22) B(21)} + (OIT{A(z2) B(z1)}10).

Intercambiando z; por zs, se tiene que la relacién obtenida es igualmente véilida si
l; < 1o

El término (O)T{ A(z1) B(w2) }0) aparecerd frecuenteinetue y se denomina contraceion
de A(71) y B(xa):

-~ -

Alzy) B(ag) = (OIT A(z1) B(22)10)-
L . B
ODbsérvese que la contraccién es conmutativa:
A1) Blan) = A(z2) Bl2n) -

En términos de la contraccién se puede escribir la descomposicién del producto T'

como:

T{A(:) B(z2)} = N{A(z1) B(a2)} + Alz1) B(aa)
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Este resultado es el teorema de Wick para dos operadores. Similarmente, el producto

T de 3 operadores /i, 13, C resulta

T{ A1) B(z2)Clas) =N A(z1) Blz2)Cloa)} + N{Aa1) Blz) Clza)}+

(T2
——

+ N{A(21) B(22)C(x3) } + N{A(z1) B(x2)C ()}

Similarmente, el resultado para N operadores A;(z;)...An(z,) (abreviando A; por

f‘ir("bz)) €s
T{A;..An} =N{A;.. A} + 1\'{@3.../1,1} + N{A1A2A;3.. A} + -+

+ N{AiAz... Ap-1An} + N{A1 Ay A3A, ... A
{ 142 1 1‘+ {.r"]l"lg.f’lg;‘l.g, ﬂh}-‘l‘

+ N{AlAz...{in_3/in_2 /in_l/in} + términos con 3 contraccioncs + ...

~ N

Si N s par, ol filtimo término tendri todas las combinaciones de N/2 contracciones,

mientras que si N es impar, se tendra las combinaciones de (/N — 1)/2 contracciones.

1.3.6. Calculo de términos perturbativos de la matriz S

En esta seccidn explicaremos de manera practica el modo en que se utiliza

cl teorema de Wick para caleular un cierto orden de perturbacion de la matriz S

correspondiente a algiin proceso determinado.

Se desea calcular los elementos de matriz Sy = (f |5]i), es decir, la amplitud de
probabilidad dc que sc mida cl cstado final [f) en el sistema cuyo estado inicial es
[} = |(t = —o0)). Como ya se ha indicado, estos estados inicial y final pueden

elegirse como estados de particulas libres, es decir:
li) = |kakz ... kn) = 0¥ (k1) .. @} (kn)[0)

If} = |fI|¢?2 - ‘?rn} = at{‘::'l] con ‘11{‘?111”0}1
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donde no se ha excluido la posibilidad de que haya varias particulas con el mismo

mommentuin. Entonces se tiene

Sri = (Ola() .. . a(gm)Sa' (k1) . . . o' (kn)[0).

Por otro lado, se sabe que el operador S es:

§= Z/dm/(ﬂ ./d4a:,,T{/\’{\}’(xl)}N{fi’(mg)}...N{f)’(:c,,)}}

n=0

Sea S el n-ésimo término en la sumatoria de S, al que se llama n-ésimo (érmino
perturbativo. Segun esto, el elemento de matriz también puede escribirse como una

sumatoria:

Z q(n) Z |‘§(n)li>

n=0 n=0
El operador S se descompone en una suma de productos de operadores de creacién
y aniquilacién. Sélo algunos de estos términos dan una contribucién no nula a S}’i'),

a saber aquellos que son productos de la forma:

a'(qy)al(ay).-a'(a,)a(k )alks)..aks)

En efecto, si en el producto faltara uno solo de estos operadores o lubiera algin otro
de m4s, dicho operador anularia el elemento de matriz segiin una de las propiedades
a(k)|0) é (0]a(K).

Antes de evaluar el elemento de matriz que resulta de dichio producto, es instructivo
calcular dicho elemento de matriz para el caso especial de 2 particulas entrantes y 2

particulas salientes. En este caso los vectores |f) vy |i) son:
i) = &' (ki1)a' (k2)|0)

1) = a'(q,)a'(a.)10)
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Y el producto que contribuye a .S'(':) es:

al(qy)a’ (ay)a(k:)a(ky)

y el elemento de matriz es:

(fla'(ay)a’ (az)alkr)alke) i) = (0la(as)alay)al (q,)al (az)alk: Jalks)a! (k) a! (k,)[0)

Entonces, dado un proceso determinado, se puede saber exactamente qué términos
de la expansion de S contribuyen al elemento de matriz del proceso. Por otro lado,
también se puede caleular la expansién de S y saber a qué procesos contribuira cada

orden de dicha expansion.

1.3.7. Diagramas de Feynman para la teoria ¢*

Haremos un célculo explicito de los elementos de matriz para una teoria escalar
Holdl). D,0(x)) = 3,0(x)0*d() — m? ()

con una interaccion

D(o(x)) = 7o(a)"

Se examinara los términos en la expansion de S:

S =T exp{ f d*zN{V' (é(z))}}
—T exp{ f nr*-r_ N{#*(#)})}
"% G_f‘.)n / iz, f d'y... f Lo, T{N{6 ()} N{6' @)} ... N{6*(@n)}}.
n=0 i
El término de orden cero es 50 = | que es igual a S cuando V' = 0. Ya que

() 5";(0)*,1) = d;, simplemente implica que en ausencia de interaccién, para que el

proceso tenga sentido, se debe tener 15y = |])-
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El término de primer orden es:

Rint: = . - P
0= [aarivigan = 22 JEIe)

Se tiene:
N{&l} =i+ 4 4 G L ghl-124+)2 4 AGERGH) 4 G-

Veamos a qué proceso corresponde cada término de S™M). Si se recuerda que (13(‘*)
posee operadores de aniquilacion y ¢ operadores de creacién, entonces se sabe que
el término ¢™M* sélo contribuird a un proceso en el que hay 4 particulas en el estado
inicial y ninguna en el final, es decir, para [¢) = [0) ¥ |f) = |p1papsps). Del mismo
modo. cl término é(“)qg(“% corresponde a un proceso con una particula inicial y
3 finales; $()2¢(")2 a un proceso con 2 particulas iniciales y 2 finales; ¢33 a
un proceso con 1 particula inicial y 3 finales; y finalmente, &4 a un proceso con

ninguna particula inicial y 4 finales.

Veremos ahora un caso més interesante: el término de segundo orden de S:

2 )
5@ = _‘1—? ffidiﬂaffifﬂ:zT{N{&ﬁ(Iﬂ}N{*ﬁd(i‘—‘ﬂ}}

Representaremos estos 5 procesos por un sélo diagrama de Feynman. y entenderemos
que se puede deducir qué procesos sor pouiendo los extremos libres del diagrama ya

sea para el lado de los estados iniciales o finales. Este diagrama tinico es:
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Por el Teorema de Wick se tiene:

T{N{$* (@) }N{G" (x2)}} =N{N{d* (1)} N{$*(22)}}
+ (1) d(2) N{N{d) (@) IN{F (w2) }}+

11)¢ T2) ) N{N{¢2 ’Ll)}N{sz(ﬂ?z)}}
+ ( B(z1)d(22) ) N{N{d(z1)} N{d(z2)}}

+ (90

Note que se ha representado cada contraceién por la unién de dos extremos
libres del diagrama bésico. Note también que estos diagramas no corresponden
ain a un proceso determinado: para esto hay que especificar si cada extremo
libre corresponde a una particula del estado inicial o final. Matcindticamente, csto
corresponden a descomponer cada d; en operadores q3(+) y ¢). Por ejemplo para el
segundo diagrama hay 6 extremos libres, que pueden corresponder, por ejemplo, a 2

particulas entrantes y 4 salieutes 6 a 3 entrautes y 3 salientes.

Generalizando, el diagrama de Feynman correspondiente al término de orden n
en la expansion de S consiste en n diagramas basicos, en los cuales se puede realizar
contracciones, es decir, unir 2 extremos libres cualesquiera. IEn si, el teorema de
Wick descompone el término de orden n de S en (21 + 1) sumandos. Para el caso de
¢* cada uno de estos sumandos tiene m contracciones y (dn — 2m) extremos libres,
donde m =0.1,2,...,2n. Es decir. ¢l término de orden n contribuye a procesos con

2,4, 6, ... dn particulas asintéticas (entrantes + salientes).

Sc calculard ahora un clemento de matriz para un caso especifico. Por ¢l método

que se ha descrito, se puede calcular dicho elemento de matriz hasta el orden que se
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desee. Entonces los estados de dos particulas entrantes y dos salientes es:
i) = |p1p2)

|/} = |psps)

El término de orden cero siempre es un término del tipo dy;, asi que si se

considere |f) # |i), se puede omitirlo. Entonces, hasta el segundo orden se tiene:
(1131 = 5= 50 4 5@

Tenemos:
y —% . 2
Sﬂj =0 (‘4—7) f d*z(paps| 9P ()02 () |prpa)

donde:
(papa) 012 (x) ()| p1p2) = f AP ley d® Ky d®legd® kg (2w, 2w, 2wy, 2w, )~ E @Rk kade o

x (papalal (ka)a' (ks)a(k2)alks)|pip2)

Aquf:
(papalal (ks)a! (ks)a(ka)a(kr) prpe) = (Ola(ps)a(pa)a’ (ka)al (ks)a(ke)a(ki)a' (p1)a' () [0)
Usando las propiedades a(k)|0) y a(k)a!(p) = ol (p)a(k) + id(p — k):
a(kz)a(ky)at (m)al (p2)|0) = a(ka)al (m)a(k)a! (p2)10) + i8(ps — ki)a(ka)a' (p2)]0)

= i8(p2 — k1)a(k2)a’ (p1)]0) + i6(pr — k1)ib(p2 — k2)|0)

= —{8(p2 — k1)d(px — k2) + 6(p1 — K1)d(p2 — k2)}0)
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Similarmente:

(Ola(ps)a(ps)at (ka)al (ks) = ~{0(ps — ka)6(ps — kos) + 8(ps — ks)(ps — k) 0|
Entonces:
{pfip‘l‘¢'{_}2{m]95t+]2(3]F1?1P2} = (2wy, &um2wm2wm]'lﬂ (B~ Cntrammpos

Y por tanto:

(1 —A "
b}i] =0 (T) (2up, 2w, 2upy 2w, ) W (2)0(p1 + 12 — p3 — 14)

In general, se puede mostrar que para este proceso el elemento de matriz en cualquier
orden posee un factor 8(p; + p2 — p3 — ps). Este factor expresa la conservacién de la
energia y el momentum.

Para el término de segundo orden calculamos S®

2
5@ = (;—f‘) f 0oy e TN (21) IV {6 () }}

De la descomposicion de T{N{¢*(x1)} N{¢*(22)}} por ¢l Teorema de Wick, el térmi-

no que nos interesa es el de 4 particulas libres, es decir, de 4 extremos libres:
(@(z1)p(@2) 2 N{N {¢*(21) } N {*(2) }}
et o
Ademas:
N{N{¢*(21)}N{d*(z2)}} = 2 (20) 9 (10) + 260 (2:2) 7% (1) o (22) +

¢ 2(20) 9% (21) + 200 (21) 6 (1) 2 (22) +

) (1)) (2) 6 (1) 6D (2) + 260 (12) 6 (2§ (1)
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+¢ % (21) 6 (22) + 267(21) ) ()6 (z2) + 62 (21)0 % (p)

Como en el proceso analizado tiene 2 particulas entrantes y 2 salientes, los sumandos

de interés son:

6 ()¢ (2y)
467 (1)9 7 (2) 6 (1)) (2)
2 (21)6™ (a).
El elemento de matriz en segundo orden para el proceso es:

AR
Si= (E?) [d"irxdqizftﬁ(xl}ﬁﬁ(:ﬂz]]z(Ps?lil{'if’i_}zizﬂﬂﬁwz(ml)'l'

460 (21)6) (22) ) (21)6 (22) + 6 (21) 82 (@) }pa2)

Por simetria, la primnera y tercera integrales son iguales (basta intercambiar z; por

Tp), por tanto:
2
S = (TT?) f &1 d*2a(§(1) 0 (2)) X(papal {260 (22) 62 (21 )+

+4¢7) (21)07) (22) 6™ (1) (22) Y p2)

Ya sabemos que:
(papal () 62 (2) Pypa) = (Ruipy 2ty 2y 20t ) T2 (2) e P1HPI—P ROz
Por otro lado:
(paps| 02 ()72 (2) ap2) = f Pl P lad®kzd®ley (2urgy 2ty g Ui, ) 12 @b ha—ka—kadz o

x (papalal (k) (ks)a(ke)a(k:) [pip2)



2. Cinematica de decaimientos

En este capitulo se discutird la desintegracién o decaimiento espontineo de una
particula y la dispersion o choque de dos particulas. Estos procesos sou los mds im-
portantes entre los llamados procesos dinamicos.

En un proceso dindmico se tiene un estado inicial en un tiempo ¢ = —oo que evolu-
ciona a un estado final en { = 400. Se asume que la interaccion es apreciable solo
dentro de un cierto intervalo de tiempo [T, T]. Esto significa que los estados inicial
y final pueden considerarse estados de campos libres. Estos estados pueden escribirse
como combinaciones lineales de estados multiparticula. El estado inicial se puede
asumir como un estado multiparticula puro de n particnlas iniciales: |i) = |py ... pa)-
No se puede asumir nada sobre la forma del estado final puesto que se encuentra de-
terminado por la dinamica del sistema. Por ello, el estado final consiste en general en
1ma combinacion lineal de estados multiparticula posibles. Bajo ina medicion el csta-
do final hara una transicién a cualquiera de estos estados con una cierta probabilidad.
De este modo, aparece el concepto de canal para hablar de un estado multiparticu-
la final posible. Un canal csta caracterizado por ¢l nmdmero y la naturaleza de las
particulas del estado multiparticula.

Un canal se dice abierto si la transicién es permitida por las leyes de conservacién.
En caso contrario, el canal se dice cerrado.

En esta discusién no se ha considerado que, debido al principio de incertidumbre, las
particulas del estado inicial no pueden poseer momentum completamente definido, es
decir, el estado inicial no puede ser exactamente un estado multiparticula, sino que
en general serd mm paquete de onda, como los que se han discutido anteriormente.
En realidad este paquete de onda puede tener un valor apreciablemente diferente de
cero en una vecindad de un cierto valor, de modo que el estado inicial se aproximna
a mm cstado multiparticula con toda la precisién que se desee. Por el principio de

incertidumbre, a mayor precisién en el momentum, mayor serd la indeterminacién de
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la posicién de las particulas.
A pesar que la discusion arriba se aplica a un proceso inicial con un ntimero arbitrario
de particulas, los procesos de mayor importancia son sélo los de una particula (de-

caimientos) o dos particulas (dispersiones) en el estado inicial. Estos procesos serdn

estudiados a continuacién con mayor detalle.

2.1. Decaimientos

Un decaimiento o desiniegracion es un proceso dindmico con una sola particula
en el estado inicial. Los posibles estados finales pueden consistir en muchas particu-
las. Se dice que la particula incidente se desintegra en particulas producto. Cada
estado multiparticula final posible determina un modo de desiniegracion.

Se estudiard primero el problema cinematico de un decaimiento desde el punto
de vista de la mecanica relativista. Se tiene una particula inicial de masa ;. s
conveniente trabajar en el sistema del centro de masa (CM), el cual se define como
el sistema de referencia donde el momentum total es cero. En el sistema CM la
particula inicial se encuentra en reposo. Esta particula decaec en N productos de
masas my, ..., my y 4-momentums py, ..., py.

N

mi(fi = 0, B = mi) = Y _ m;(i, B;)
=1

Por conservacion de momenturn y energia,

Puesto que F; = ,/m? + p? > m;, la desintegracién (espontdnea) sélo es posible si
N . e , RIS . .

m; > Y . . En tal caso. la particula m; se dice inestable.

Las ecuaciones de conservacién no son suficientes para determinar los 4-momentums

en el caso general. Esto sélo es posible en el caso N =1 (trivial).

En el caso N = 2 se puede determinar la energia y el médulo del momentum de los
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productos. En dicho caso se tiene:

l+?.-3'2=ﬁ El-f-ff-gzﬂ],‘.

Entonces, py = —P2 = py ¥y [ = E; = F;. De la segunda ecuacidn, se tiene

\/?3_?-}-1?1?4— \/ﬂfr-i-m%:mi,

de donde

vV (m? —mZ — m2)? — dmZm2

277?.,'

Py =
De esta expresion también se pueden calcular las energias de los dos productos:

_miemiomi miemd—nd
- 1_.2_

L
: 2m; 2m;

Sc utilzara ahora los resultados de la tcoria cscalar para calcular ¢l ticmpo de desin-

tegracién. El estado inicial es un paquete de ondas de una particula,

d°k

Gr)2r, f(R)|E)

i) =

donde la funcién f(k) es la componente de Fourier del paquete de onda. Supondremos
que el paquete no es disperso, sino que basicamente tiene un momentum medio p. Es
dccir, asumircmos que la funcién f(k) cs apreciablemente diferente de cero sélo cn
una vecindad de cierto momentum p.

Por otro lado, e estado final es un estado de N productos. Al igual que en el estado
inicial, los momentuns de los productos no son definidos, sino que forman parte de
un paquete de onda. Sin embargo, esto sera considerado més adelante, asi que por el
rﬁomento,

|/} =1Ip1-- . pn)-
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La matriz Sy; para el proceso es

Spi = (J15}i) = / ﬂ—-f(k)(m ... DNIS|k) = / Lk T(E)S(pr, ... o ).
(2m3)2 B, (2792 Ey P1s-- -y PNi K
Para la matriz S(p;....,pn; k) se tiene
S(P1:- .- pwi k) = 8+ i(20)* 6> p; — k)M (pr, - ... P ).
Por tanto, asurniendo que los estados inicial y final son diferentes,
Syu= [ ks entis(p, — )Mk,

donde hemos abreviado M (pi.....pn3k) = M(p;; k). La probabilidad de transicién

es
W = 1Syl = @n®) [ dbs [ dkad(F pi=ka)6(S py—ka) () () M )M (5 k)
Asumiremos que M(p;; ki) = M(pj;; k2) = M(p;; p). Ademas,

ﬂ@=/thAm
F@)f = / s / 0™ [ () * (k)

(2m) 48 (ky + k2 — q) =/(i4:nei("’1+"’2"”)’".
Reemplazando se obtiene
W= / diz|f ()20 (p1 + p2 — )| M (1, p2; p)*.
Por el Teorema de Paiseval, [ d®z|f|*> = [ d*p|f|2. Entonces:

W = /dt6(4)(p1 + 2 — p)IM (p1, p2; D)
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Ya que la cantidad en la integral no depende de 1, la integral, y por tanto W, es igual
a infinito. Esta ecuacion se puede interpretar como que la cantidad que acompaiia a
la integral es la probabilidad (constante) por unidad de tiempo de que la transicién
ocurra:

= ‘5{4:‘{;‘,1 + g — p}]M{pl.Pz;P}lz

De aqui que la probabilidad de transicién W es infinita porque dicha probabilidad
constaute por unidad de ticipo se ha sumado sobre un ticmpo infinito.
Luego se tiene que la razén de decaimiento diferencial es

d3;31 d®py
dll = (4) - . |2
(27)3F, (27)3Fs,, 6" (p1 + p2 — ) IM (1, P2 1l

y se aprecia que es independiente de la funcién f.

La razén de decaimiento total es I' = [ oT.

2.2. Integracion del espacio de fase

Tanto en los problemas de decaimiento como en los problemas de dispersién
se debe integrar sobre el diferencial de espacio de fase dLips(P?;py,...,pn). Se
describirad explicitamente el procedimiento de dicha integracién para el caso N = 2.
El caso general de N particulas sc pucde reducir por induccién a varias integraciones
para 2 particulas, como veremos en la siguiente seccién.

Es mas facil hacer los calculos en el sistema del centro de masa, el cual se define
como cl sisteina en donde ¢l 3-momentuin total s cero. En ¢l caso de 2 particulas,
el momentum inicial total es p; = 0 y por tanto en el estado final, 5 + p» = 0. Es

decir, p1 = —pp = 7.
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Se tiene:
. d*p d?
dLips(p?; py, pg) =i P2 A5(ECM _ 2 \s@) (5 4
ps(p;; 1, p2) @r)2Ey, (Gr)2hE (2m)"6( B E, — E,,)0% (P + pz)
o d®p; 4 M 1
= @nyany, amyarz, o OB = By — By)
pidpy dQd

- A pCM _ 1 _ e
@ry2Ey Gnyag, ) o B = B

Para abreviar, cambiemos p; por p, y definamos E; = E} y E* = E2. Tenemos:
B = By 4 By = (m? 4+ 1)/ + (1} + 7)1

de donde pdp = E’DAWE Asi,

] dQ(2n)ip
dLips =——2dE§(EM - E
ips (27r)6,4.Edn)(F’ E)
_ pdf
“15172[5"?’”

donde p = |pi| = Ips| vy BFM = /pl'pi.

En el caso escalar, los integrandos son esféricamente simétricos, de modo que dw = 4.

Luego,
) ; Yy
dLips(p?; p1. po)M = ———
( 1) : ) 47TE"(,A/]
Para el caso de un decaimiento (em dos particulas). FEM = m;, es decir,
) 1

dLips = p/4mm,.



3. Modelo escalar para decaimientos KX — w

3.1. Lagrangiano del modelo

Los decaimientos de kaones neutros en piones son importantes porque fueron
histéricamente los primeros en los que se observd la violacion de la simetrin CP.
Los mesones no son particulas fundamentales, sino que estdu compuestas de quarks.
Los decaimientos de kaones en piones violan la conservacion de exirafeza. Puesto
que la interaccién débil es la vinica que permite esto, ella es la responsable de cstos
decaimientos. Kl estudio de los decaimientos por medio del modelo estindar es im-
posible debido a la complicacion en los calenlos.

Esta imposibilidad es la principal motivacién para buscar construir un modelo cfec-
tivo, no fundamental, que describa los decaimientos ce kaones en piones.

Iin cl modclo a presentar sc incluirdn exclusivammente los decaimicntos de kaones nen-
tros en piones. No se incluirdn los decaimientos de kaones cargados o los decaimientos
semilepténicos de kaones neutros, los cuales incluyen también muones.

Los kaones neutros K% y K forman wun par particula- antiparticula, y por ello se les

representa por un camnpo escalar complejo. Por otro lado, el triplete de piones nt, 7

0 se representa como un campo escalar real para el pién neutro y un campo com-

ym
plejo para los piones cargados. Consecnenteanente se tendrd (W) = K0, (7)) = 70

y (1)t = -, El Lagrangiano de la teorin libre sera

Lo = (9,7 + (@) (0n™) = mZen®7m® — mZy a4

+(8,K°) 8, K°) — mi KO K.

La interaceion entre kaones y piones se especificard agregando un término en ol La-

grangiano por cada proceso conocido de decaimiento de un kaén nentro en piones.
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De acuerdo a esto, se agrega ocho términos y el Lagrangiano completo serd,
L= Lo+ g1 77" + g2 I 07070 + g3 ICOn%7%70 + ga K07%7 %70+

+95 K1t 1™ + go Ko7t n™ + g1 KOt a—a® + go K07+ o n°,

en donde los coeficientes g; (1 < 7 < 8) son complejos. Para asegurar la hermiticidad

del Lagrangiano, se debe exigir g2 = g7, g4 = ¢3, Ys = ys* ¥ g8 = 93, de modo que:
L= Lo+ g K7°7° + g RO7°7° & g3 KO®2°7° + g3 KOn0n070+-

+g5 I ™ + gL Kot e + g K%t w4+ G KOt o,

De esta manera, los pardmetros del modelo son los cuatro coeficientes complejos
91,93, 95 Y 97-

Con este Lagrangiano se puede calcular la matriz S en cualquier orden de aproxi-
macion para los diversos decaimientos. Se realizara estos cédlculos solo para el primer
orden de aproximacion, ya que los drdenes superiores requeririan un tratamiento con

técnicas de renormalizacion, las cuales no se discutiran en este trabajo.

3.2. Razén de decaimiento para el proceso K% — 7070
Las expresiones de los campos de kaones y piones en funcién de sus respectivos
opcradorcs dec crecacién y aniquilacién son las siguicntes:

dak —ikz ik
I{D{ﬂ:] == f m[ﬂkc k -+ CI:[: Ltl

:'.i'u]

o d*k 3
i(z) _—.fm[che k= 4 ale

d*k

—ikzx t ikx

()

dak —ikz T ikz
1T+[:E:] = fm[d;,ﬂ + hkﬁ] 1
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d*k

()= | e dlet

El estado inicial posee un tinico kaén y no es un estado de momentum definido sino

un paquete de onda:
: d°k
0= [ s SR

Aqui la fimeién f(%) cs la componente de Fourier del paquete de onda. Se aswmirad que
el paquete no es disperso, sino que tiene la forma de un pico angosto centrado alrede-
dor de un momentum medio p. Es decir, la funcién f(k) es apreciablemente diferente
de cero sdlo en una veeindad de p.

Por otro lado, el estado final contiene dos particulas: 7+ y #~. Aligual que en el caso
anterior, hay que considerar los paquetes de onda de momento de los piones. Por el
momento se tomarau solo estados de momento delinido, y después se incluiran los

paquetes de onda por superposicion. Asi:

|f) = \p1p2).

La matriz S;; para el proceso es

d®l: d*k "
Sy = (f|Sh) = f mj{k}{mmlﬂlk) = [ mf(k)b(?lnm;ﬁﬂ-

Como se menciond, se calculard S(p;, ps, k) sélo en primer orden:

SO(py, pa; ) =g / iz / &, / G, / 3, (010(p)b(pa) 0t (01)b (02)0(as)at ()]0)

=2, (2m)*6 (k - p1 = pa)-

Segtin la definicién de la matriz M, S(p1,p2; k) = i(2m)*o(k — py — p2) M (py, 23 k) ¥y

consecuentemente

MO (py, pay k) = —2ig,.
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En adelante se prescindird del simbolo (1) para denotar primer orden, entendiéndose
que no se trata de la matriz M completa.

Por tanto,
Syi= f dley [ (k) (27)*i6(py + p2 — k)M (pr, pa3 ).

La probabilidad de transicién es

W= |"3_f='|2 - '[27]'8] ] 'ﬂ:"l fdszs'[?’l +p2—k1)d(m ‘!‘Fz"‘kz:’f(kl}f'[-‘%”M{Pl:Pz;-’ﬁ}F

Se asumird que M (p1, pa, k1) = M(py, pa, ko) = M (py, p2, p). Ademds,

f(2) = / ke 1 (k)
F@) = / &, / Phre™ [(k0) * (a)

(2m)*0(k;y + ko — q) =/d4a:ei(k‘+’°2"’7)z.
Reemplazando se obtiene
W = /d4x|f($)|25(4)(P1 +p2 — P)|M (p1, p2 p)*-
Por el teorema de Parseval, [ d®z|f]? = [ d*p|f|*. Entonces:
W = ]dr.&“]{p] +p2 = )| M(pr. p2; ).

Ya que la cantidad en la integral no depende de ¢, la integral, y por tanto W, diverge.
Sin embargo, la cantidad finita que acomparia a la integral se interpreta como la

probabilidad w (constante) por unidad de tiempo de que la transicién ocurra:

= rf'[‘ﬂhh T - F)|M(P1:J'12;P”2
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Ademas, la razén de decaimiento diferencial es

@p d*pa
- (ﬂwr):’;_'l{'z-;r}iﬂ 8 (p1 + p2 = )| M (p1. p; 9%,

y se aprecia que es independiente de la funcién .

La razén de decaimiento total es T = [ dI'. Calculemos par csto la intcgral

d3:ﬂ1 daj‘?g . .
= / G By, BB, o + B = B0+ 72 = 7)

IEn el sistema del centro de masa, /i + i = 0, es decir, i = —f = 7. Entonces
rJ:apI
= ——>—0(F,, + -F
] {ZFT}EIEPIE { H p)
2
pydpsdSd
= | (kS + I, — E
/(ET)GI&F[ J.-‘, ( " P2 FJ

- _Ampy
217 GE /tﬁl_; (2m) GB}

Finalmente,

_Ampy
(@n)ok, JBE
ol lo1[°p
d?r5E,,'

= |M (p1,p2; p)|?

Esta expresién para la razén de decaimiento estd dada en el sistema del centro de
masa. Para calcular la razén de decaimiento en el sistema de laboratorio hasta hacer

070 es esencial-

la transformacién correspoudiente. El célculo para el proceso K° — 797
mente el mismo, y da lugar a la misma razén de decaimiento. Este resultado era de

csperar ya quc la razén de decaimicnto depende sélo del médulo de g;.



Conclusiones

En este trabajo se han expuesto los fundamentos de la teoria de campos clésica
v cudntica del canpo escalar y se lia mostrado un modelo de iuteraccion sencillo que
describe los decaimientos de kaones en piones. Ademds, se ha explicado en detalle
cémo calcular tiempos de decaimiento. El siguiente paso natural es hacer un modelo
que describa las interacciones de kaones y pioues de nanera mds fiel a la realidad.
El trabajo se puede extender con los conceptos de simetria gauge y de multipletes de
grupo. Con ellos, se puede intentar construir un modelo con simetrias adicionales a la
de Poincaré del cual se deduzcan todos los decaimientos sin necesidad de introducir
cada uno individuahmente. Otra extensién plausible seria la de afiadir wn término
que viole la simetria CP, aumentando asi la consistencia del modelo con la realidad.
Una técnica estandar para construir este tipo de términos es hacer imaginaria la
constantc de acoplamicnto correspondicnte. Un Lagrangiano con cstas caracteristicas
seria 1til en la descripcion de los decaimientos de kaones en piones, y de esta forma
también 1itil en el estudio de la violacion de simetria CP, sin necesidad de recurrir a

los modclos mdas complicados que se utilizan cu la actualidad.

80



Bibliografia

(1] Ahlfors, L.: Complex analysis. New York. (1966)

[2) Berestetskii, V.B.; Lifschitz, E.M.; Pitaevskii, L.P.: Relativistic quantum

theory. Oxford: Pergamon Press. (1971)

[3] Bjorken; Drell: Relativistic quantum mechanics. New York : McGraw-Hill.

(1964)

(4] Bjorken, J.; Drell, S.: Relativistic quantum fields. New York : McGraw-Hill.
(1965)

(5] Bogoliubov, N. N.: Introduction to the theory of quantized fields. New York.
(1959)

(6] Bogoliubov: Quantumn fields. Massachussets: The Benjamin/Cummings

Publishing Company, Inc. (1983)

(7] Cartan, H: Formes différentielles, applications élémentaires au calcul des

variations et a la théorie des courbes et des surfaces. Paris : Hermann.

(1967)

(8] Choquet-Bruhat, Y.; DeWitt-Morette, C.; Dillard-Bleick, M.: Analysis,

manyfolds and physics. Amsterdam: North-Holland. 1982.

[9] Coddington, E.; Levinson, N.: Theory of ordinary differential equations.
Boston: McGraw-Hill Company, Inc. (1982)

[10] P. Dcligne ct al.: Quantum ficlds and strings: a coursc for mathcmaticians.

American Mathematical Society (1999). (1987)
[11] Derrick: Variable compleja con aplicaciones. México : Iberoamérica. (1987)
[12] Feynman, R.P.: Quantum electrodynamics. New York: Benjamin. (1973)

[13] Gell-Mann, M.; Ne’eman, Y.: The eightfold way. New York: Benjamin.

(1964).

81



82

[14] Greiner, W.: Field quantization. Berlin : Springer-Verlag. (1994)

[15] Greiner, W.; Miiller, B.: Quantum mechanics: Symmetries. Berlin :

Springer-Verlag. (1994)
(16] Hamermesh, M.: Group Theory. Massachussetts : Addison-Wesley. (1964)
(17] Ttzykson: Quantum field theory. New York : McGraw-Hill. (1980)

(18] Jauch; Rohrlich: Theory of electrons and photons. Massachussetts :

Addison-Wesley. (1959)

(19] Landau, L.D.; Lifschitz, E.M.: The classical theory of fields. Oxford:
Pergamon Press. (1975)

(20] Mandl, F.; Shaw, G.: Quantum field theory. Chichester : John Wiley & Sons.
(1993)

(21] Peskin, M.; Schroeder, D.: An introduction to quantum field theory.
Massachusetts: Addison-Wesley Publishing Co. (1995)

(22] Pilkubn, . M.: Relativistic particle physics. New York: Springer-Verlag.
(1979)

(23] Schweher, S.: An introduction to relativistic quantum field theory. New York

: Harper & Row. (1962)
[24] Sokolov: Electrodindinica cudntica. Mosct : Mir. (1989)

[25] Valqui, H.G.: Construccién de las funciones de Green. Caso unidimensional.

Lima: Revista de Ciencias de la UNI. Vol. 2. No. 3. (1996)

[26] Valqui, H.G.: Construccién de las funciones de Green. Caso n-dimensional.

Lima: Revista de Ciencias de la UNI.

[27] Wightman, A.; Streater, R.: PCT, spin and statistics and all that. New

York: Benjamin. (1964)

[28] Wu-Ki-Tung : Group Theory in Physics. Philadelphia : World Scientific.
(1985)



