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Resumen

En este trabajo se intenta dar algunas caracteristicas de la dindmica clasica a la
dinamica cuantica no relativista. Como es sabido la dinamica cuantica no relativista
estd regida por la ecuacién de Schrodinger:

R, ) B . h B
——VAU(4,Z) + V(,T)V(L,T) | -{ag\ll(t,a:) 0

2m
Escribiendo la funcién de onda en la formas:
1S(t,T)

U(t,z) = R(t,z)exp =

transformamos esta ecuacién en el sistema de dos ecuaciones:

LRVQS + iVR.vs + 3R =0
2m m
1 ) h? V2R
— 0,S — — =
(VS)?*+V 16,8 5T 0

En este sistema de ecuaciones, la primera corresponde a la ecuacién de conservacion de la
densidad de probabilidad cuédntica escrita en terminos de R(t,z) y S(¢,z); mientras que
la segunda ecuacién es propiamente la ecuacion de llamilton-Jacobi, pero con un término
adicional de perturbacion, y que convenientemente llamaremos ecuacién de lamilton-
Jacobi-Perturbada. Aprovechando esta similitud, y utilizando herramientas del formalismo
de Hamilton-Jacobi podemos representar “clasicamente” las soluciones de la ecuaciéon de
Schrodinger.

A lo largo de este trabajo consideraremos a h como un parametro, y las soluciones
para los campos R(l,z) y S(t,Z) seran determinadas analiticamente. Aqui construiremos
funciones de onda, las que dependeran del parametro h, con la propiedad de anular el
término de perturbacién en la ecuacién de I'lamilton-Jacobi-Perturbada cuando se asigna
el valor h = 0. De este modo sc logra llevar “continuamente” las soluciones de
la ecuacién de Schodinger a un caso clasico.



l.a ecuacion de Schrodinger determina la evolucién del sistema fisico a partir de la fun-
cion de onda inicial. Para representar particulas usaremos, por conveniencia en el calculo
y como es usual en mecdnica cuantica, funciones de onda inicial del tipo de paquetes
gaussianos. Para obtener analiticamente la funcién de onda en cualquier instante a partir
de funcién de onda inicial utilizaremos el método del propagador de IFeynman, también
por conveniencia en el cdlculo.

Una vez obtenida la funcién de onda en cualquier instante despejaremos los campos
R(t,z) y S(t,z). I\l campo R(t, z) estd directamente relacionado con la densidad de proba-
bilidad cudntica por medio de la expresién ||W(t, z)||? — R?(t,z); de modo que este campo
no agrega mas informacién de la que brinda la propia funcién de onda. Sin embargo debe-
mos mencionar que en este trabajo esta densidad de probabilidad cuantica sera llevada
“continuamente” al caso clésico por medio del parametro h.

Para el campo S(¢, z) analizaremos sus frentes de onda y construiremos trayec-
torias para particulas, de la misma manera como se procede con el campo Sy(t, z) solu-
cién de la ecuacion de IHamilton-Jacobi. Asi el campo S(t, z) permite asociar trayectorias
y frentes de onda al movimiento de la densidad de probabilidad cudntica, informacién que
no brinda la presentacién usual de la dindmica cudntica. 'l'ambién pasaremos de S(¢,z)
a So(t,z) “continuamente” por medio del parametro h. Como ejemplo en donde desar-
rollaremos esta representacion sugerida presentaremos los casos de la particula libre, el
oscilador arménico y el tiro de proyectil.



CAPITULO 1

Introduccion

En el estado actual del conocimiento, el triunfo de la teoria cudntica, basado en sus
explicaciones y predicciones de ciertos fenémenos fisicos, demuestra que el mundo mi-
croscopico no es el mundo macroscépico visto a una menor escala. Por tal motivo nuestra
intuicion fisica, desarrollada a partir de nuestra interaccién con los objetos del mundo
macroscépico, no es de mucha utilidad para el estudio de los sistemas microscépicos.

En la bisqueda de un mejor entendimiento del mundo microscépico, siempre ha es-
tado presente el tratar de relacionar los resultados de la mecanica cuantica con los de la
mecanica cldsica. Tal vez el primer resultado importante en esta direccién fue dado por
Ehrenfest!, y hoy es conocido como el teorema de Ehrenfest.

En este trabajo transformaremos la ecuacién de Schrodinger, realizando un cambio
en la funcién de onda, asi obtendremos una ecuacién similar a la ecuacion de Hamilton-
Jacobi. Aprovechando esta similitud, utilizaremos las herramientas del formalismo de
Hamilton-Jacobi para representar e interpretar de forma alternativa las soluciones de la
ecuaciéon de Schrodinger.

La funcién de onda W(¢,x)" que describe el estado dindmico de un sistema fisico
evoluciona en el tiempo obedeciendo la ecuacién de Schrodinger:

fiv%(t )+ V(t, D)V (L,T) + ﬁa W(t, ) =0
—2m ' I ) ) i t )
Debemos notar que ¥ es una funcién compleja. Realicemos el cambio:
W(L,T) — R(t,T)exp {%S(t,a‘:)} (1.1)

'P. Ehrenfest, Zeitschr. f. Physik 45, 455-457 (1927)
"El significado fisico de la variable z presente en la funcién onda queda esclarecido en la interpretacién
probabilistica de la funcién de onda.



donde R(t,T) y S(t,T) son funciones reales. Esta separacion es conocida como la forma
polar de la funcién de onda y aparece por primera vez en la literatura en la referencia
[1]. La funcién ¥(t,T) al ser una funcién compleja es dificil de representar gréficamente,
en cambio las funciones R(t,z) y S(t,z) al ser funciones reales pueden ser representadas
graficamente sin mucha dificultad.

Ahora introduciremos el cambio (1.1) en la ecuacién de Schrodinger, para esto calcu-
lamos las siguientes derivadas:

QZVR.VS] - {é}

1 i
2 o 2p _ — 2 . 2L “
VA = [v R— 5 R(VS) + 2 RV?S + 5 ;

h?

: S
o — |01 + %R@S] exp {%}

Al reemplazar estas derivadas en la ecuacién de Schrédinger obtenemos:

k2 . {f.":‘}
oxXp ¢ —
F h

2m
iSY i iS |

@mo exp {%S(t,f)} # 0 para cualquier valor de (¢, ), entonces obtenemos la ecuacion
compleja:

. T R .
[v-ff— 1 pvsy + Lrvis + 2vRVS
h* h h

2
L vsyriv+ ats] ~ M Gep [—1- RVS 4 LVRVS + &R] 0
2m 2m m

R2m

De esta ecuacién compleja se deducen las siguientes ecuaciones reales:

1 . h? V2R
b o L.
2m(VS) +V +6S = (1.2)
L rves + -I—VR.VS +0R=0 (1.3)
2m m -

Estas ecuaciones son equivalentes a la ecuacién de Schrodinger. En este trabajo conéider-
aremos h como un pardmetro real. Nétese que las ecuaciones (1.2) y (1.3) son inalterahfes
ante un cambio de h por —h, luego sus soluciones R(t,Z) y S(t,Z) también permaneceran
inalterables ante este cambio como se podra notar concretamente en los ejemplos presen-
tados en los siguientes capitulos. Por esto es suficiente considerar el parametro A positivo
o cero. Asimismo debemos notar que los campos R(t,Z) y S(t,Z) dependen paramétrica-
mente de h.

La ecuacién (1.2), que convenientemente llamaremos ecuacién de lamilton-Jacobi-
Perturbada, difiere de la ecuacién de Hamilton-Jacobi por la adicién del término que
aqui llamaremos “potencial ficticio” V;(t,T):

h? VIR(t,7)

V,(L,T) = —-
) = = RULT)

(1.4)

Como consecuencia de que R(t,Z) depende del parametro h, el “potencial ficticio” también
depende del parametro h.



Aqui construiremos funciones de onda con la propiedad de anular Vy cuando se asigna
el valor h = 0, con el objeto de poder pasar de la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Perturbada
a la ecuacién de Hamilton-Jacobi al cambiar el pardmetro h. Asi cuando hacemos h — 0
cl campo S(t, z) pasa a ser una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, de
esta manera los campos R(t,z) y S(t,T), que en principio describen la dinamica
cuantica, pasan “continuamente” a un caso clasico.

Ahora mostraremos que la ecuacién (1.3) es una ecuacién de conservacién. Multipli-
cando (1.3) por 2R:

1 2
—R?V?S + ZRVRYVS + 2RO,R — 0
m m

luego acomodando adecuadamente los términos, y utilizando propiedades del operador V,
tenemos:

RV (y—S) v (vie) X ame—a
m m
v. <R2‘—7n§) +OR? - 0 (1.5)
7

obteniendo asi la ecuacién de conservacién. A continuaciéon veremos que esta ecuacion
de conservacién obtenida a partir de (1.3) es la conocida ecuacién de conservacién de la
densidad probabilidad de la mecanica cuantica. Para esto recordemos que la densidad de
probabilidad p y la densidad de corriente de probabilidad .J en la mecénica cudntica estan
definidas por:

p= Vv
g

2ma

= (U*VV — UV

De (1.1) es facil notar que p(t,T) = R?(t,z). Ahora para la densidad de corriente de
probabilidad, tambien de (1.1) obtenemos:

v <VR+%RVS)exp{%S(t,T)} - UV RVR+’%H2VS

v <v1z—%Rvs)exp{—%su,f)} WYY - RVR - LR?VS

h
luego: _
ARVA SR AvA\ %’szs
h
(V*'VY — WV r2VS
2mi m
Asi tenemos que:
J,7) — Rt 7)o BT
m

Esto termina de verificar que (1.5) es la ecuacién de conservacién de la densidad de
probabilidad cuéntica escrita en términos de R(¢,Z) y S(¢, ).

Como ya senalamos, los campos R(t,Z) y S(t,Z) dependen del parametro A, por lo
tanto la densidad de probabilidad p(t,Z) y la densidad de corriente de probabilidad .J(¢,T)



1.1. Interpretacion probabilistica de la funcién de onda. Funcién de onda inicial 6

también dependen del parametro h. Ademas debemos notar que la ecuaciéon de conser-
vacion de la probabilidad escrita en la forma (1.5) es valida para cualquier valor
del parametro h, en particular para h — 0, lo que lleva la conservacién de la
probabilidad cuantica a un caso clasico.

1.1. Interpretacién probabilistica de la funciéon de on-
da. Funcion de onda inicial

En la interpretacion probabilistica de la funcién de onda tenemos que esta representa

equivalentemente'":

i) A una particula en un nimero muy grande de experimentos realizados sucesivamente
bajo las mismas condiciones (“casi” la misma posicion inicial, “casi” la misma ve-
locidad o momentum inicial y sometida al mismo campo de fuerza). Debido a que
experimentalmente es imposible preparar a la particula exactamente con los mismos
posicién y momentum, de modo que es inevitable tener una distribucién de valores
para estas cantidades. Esto es independiente del modelo cudntico o del clasico.

ii) A muchas particulas, que no interactuan entre si, en un unico experimento.
Entonces para el conjunto de particulas tendremos distribuciéones de posiciones y
momentums.

Normalizando estas distribuciones de posicién y momentum, obtenidas en cualquiera
de los dos casos, se les interpreta como (densidades de) probabilidad para la posiciéon
y el momentum. En la dindmica cuantica, la densidad de probabilidad de posicién en
cualquier instante estd dada por |W(t, z)||?, y la densidad de probabilidad de momentum
(en el espacio de momentum) en cualquier instante estd dada por ||®(¢, p)||?, donde ®(¢, p)
es la transformada de Fourier de ¥ (¢, z).

En cualquiera de los dos casos, ya sea una particula en muchos experimentos o muchas
particulas en un solo experimento, las densidades de probabilidad iniciales ||¥(0,z)|? y
|®(0,P)||* son preparadas por el experimentador.

Dentro del modelo matematico ambas densidades quedan determinadas a partir de la
eleccion de la funcién de onda inicial (0, z); esta funcién de onda inicial puede ser elegida
casi libremente, salvo algunas restricciones que vienen de su interpretacion fisica tales
como continuidad, diferenciabilidad, valores medio reales y la condicién de normalizacion:

[Iv@alae -
w
donde W C R™ es la region del espacio donde se lleva a cabo el proceso fisico.

En este trabajo analizaremos la dinamica de particulas que desarrollan su movimiento
en 1,2 6 3 dimensiones (n = 1,2 6 3), sometidas a potenciales que no dependen del tiempo

MTa equivalencia entre los items i) y ii) es una forma de expresar el principio ergédico
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y la regién donde se desarrolla el proceso fisico es todo el espacio R™. Para los problemas
que presentaremos utilizaremos como funciones de onda iniciales a paquetes de onda, esto
es debido a que:

- Las funciones de onda monocromaticas o monoenergéticas' son entelequias matema-
ticas auxiliares y, por si solas, no tienen significado fisico. Ademas, si bien estas
funciones de onda monocromaticas sirven para construir soluciones generales de
la ecuacion de Schrodinger; no son utiles para la ecuacion de IHamilton-Jacobi-
Perturbada, pues esta es una ecuacién no lineal.

- La ecuacion de Hamilton-Jacobi-Perturbada considera las interacciones de particulas
fisicas y sus consecuencias, que cuanticamente son representadas por paquetes de
onda.

Como es usual, para representar particulas usaremos como funciones de onda inicial a
paquetes de ondas gaussianos de la forma":

b.7

U(0,T) = Bexp {—aT2 + sz} (1.6)
)

donde ay B € R+, b € R™. Ahora pasaremos a detallar algunas caracteristicas de esta

funcién de onda inicial.

Calculando la densidad de probabilidad de posiciéon para la funcién de onda inicial
(1.6), obtenemos:
€(0,%)||* = B%exp {—QaTZ}

Verificamos asi que la densidad de probabilidad inicial de posiciéon es una gaussiana cen-
trada en el origen de R™. De la condiciéon de normalizacién obtenemos el valor de la
constante B:

3 nfd
/ B? exp {—QuTZ} d'zt=1 =% B= (f)
Rn T

Para hallar la densidad de probabilidad inicial de momentum, hallamos la transfor-
mada de Fourier de (1.6):

B 1 - I
o0, p) (2_7rﬁ)"7 /R" U(0,T) exp {——pﬁ—} d'z
1 _,  ibE DI\
@rhyil2 Jyn B OXP {_“‘T " T} o {_h}‘“

B i(b—p).T
R e

VPara potenciales independientes del tiempo V(Z), se obtienen ondas monocromaticas de la for-
ma P, (t,T) &n(T) exp ’—Eh&, donde Hy, E,.¢,. Matematicamente estas funciones de onda
monocromaticas dan el espectro de energias posibles del sistema fisico, las cuales se pueden obtener

al realizar una medicién de la energia del sistema.
VLa parte imaginaria del exponente es necesaria para garantizar que los valores medios sean reales
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_(¢-p)? .
®(0, p) BeXp{ . } / exp 4 —a |T — {O=D) : d"z
' (2mh)n/2 n 2ah?
B exp {—%} 7\ n/2
Qrhyniz " (Z)
_ B (b —p)? }
£10,7) (2ah)n/2 R {_ 4ah?

Calculando la densidad de probabilidad de momentum para la funcién de onda inicial
(1.6), obtenemos:

asi obtenemos:

B? (b—p)’
®(0,p)|I” -
190,91 = oo o0~
Verificamos asi que la densidad de probabilidad inicial de momentum es una gaussiana
centrada en el punto b del espacio de momentums.

Ahora vamos a calcular el valor medio de los operadores X y P para la funcién de
onda inicial (1.6). Para el operador X tenemos:

(X)w, f F|| (0, F)||*d"z ff*jq T exp { —'.:"r;f‘} d"x
Pero fg» Texp {—2az?} d"z = 0, luego:
(X)‘I’o 0

Para el operador P tenemos:

) h %z -
(P)e, /ﬂa V*(0,2)= V(0 )d"s /R B2 (— az +b) exp {~202} d"z

2aBQih(Y) vo + b/R B2exp {—2aT2} d'z

—

como (X)y, = 0y [gn BZexp {—2a7?} d"z = 1, obtenemos:

~

(P)‘I’o b

— ~

Como los valores medios iniciales (X )y, y (P)y, son nimeros reales, queda asegurado que
estamos trabajando con una buena funcién de onda inicial.

1.2. Valores medios de algunos operadores cuanticos

en términos de 2y S

Ahora calcularemos los valores medios de algunos operadores cudnticos, para ello re-
alizaremos el cambio ¥ = Rexp {’,‘ii} en las expresiones conocidas para calcular dichos
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valores medios. En esta seccién nuevamente consideraremos que el proceso fisico se real-
. . ad v . . e v . . -’ /
iza en cierta region W del espacio. En dicha region W se debe satisfacer la condicién-d€
normalizacion:

f R 2)yd e = 1
w

Dada la interpretacién de densidad de probabilidad de la funcién R? y de densidad de
corriente de probabilidad de la funcién [{2%‘9, entonces ambas densidades deben ser nulas
fuera de la regién donde se realiza el proceso fisico; esto se logra imponiendo condiciones
de contorno tinicamente sobre el campo R. [.a condicion requerida para el campo R es la
siguiente:

- R(t,T) = 0 para T ¢ W y todo t. Esta condicién garantiza que la funcién de onda,
y por lo tanto la densidad de probabilidad de posicién, sea nula fuera de la region
W . Ademas debido a la continuidad de R, esta condicion también debe ser valida
sobre el contorno OW de la regiéon W, garantizando asi que en el contorno OW la
densidad de corriente de probabilidad también es nula“'.

144
R(t.x)—0

Figura 1.1 - Esquema de la region donde se realiza el proceso fisico, donde se
estda considerando que en OW los campos se anulan.

Ahora pasaremos a calcular el valor medio de algunos operadores cudnticos.

1.2.1. Operador de posicion
El valor medio del operador de posicién esta definido en términos de ¥ por:
(X)y / VTV / U Uz
w w

Reemplazando ¥ R exp{-’f-‘}, tenemos que el valor medio del operador X se puede
escribir:

(X)y [ ﬂf’-‘u._.:f;rr';j (1.7)

Esta expresién confirma la interpretacién de [2%(¢,Z) como densidad de probabilidad de
posicion.

VIUsualmente la region donde se realiza el proceso fisico es todo el espacio, de modo que esta condicién
se traduciria en R(¢,T) = 0 para T muy alejados de la zona donde se lleva acabo el proceso fisico.



1.2. Valores medios de algunos operadores cuanticos en términos de Ry S 10

1.2.2. Operador de momentum

El valor medio del operador de momentum esta definido en términos de W por:
(P = [ W PUds
w

donde P hV Si realizamos el cambio ¥ Rexp{ } podemos notar:

- )
PU = Jl,i'ﬁ'(f'f{?hap{JI })
i h
)
(WH 4 E?ff)!x;:{L}
i I
Luego:
" i<
(P)w f Hl"(p{ } (H‘FH i ’—TJ"H) f-xp{%;-}ff‘;r
/ RVSd ' + 1 f RV Rd"z
+ W 1 W

% ! R*
[ RV Sd"x —*f ‘G‘(,—);Pu-
Jw t Jw 2

Por otro lado, como una consecuencia del teorema de la divergencia, obtenemos:

Lo(T)ee= . 7o
2

ademds de la condicién de contorno sobre R tenemos que [y, %-d& 0, asi el valor medio
de P se puede escribir:

(P)y f R*VSd s (1.8)

En esta expresion, el campo matematico VS(¢,T) se interpretado como el campo de mo-
mentum para las particulas. Es decir, si en un instante dado ty colocamos una particula en
una determinada posicién T esta adquiere el momentum VS(to,Zo). De este modo para
las particulas el producto R?(t,T)VS(¢,Z) es la densidad de momentum en el espacio de
coordenadas. En la mecénica cuantica usual, es conocida la expresién para el valor medio
del operador de momentum en términos de la densidad de probabilidad de momentum
en el espacio de momentum. Asi tenemos dos expresiones, con sus respectivas interpreta-
ciones fisicas, para el valor medio del operador de momentum; en ciertos casos podria ser
conveniente trabajar con ambas interpretaciones.

En mecénica clésica, si Sp(t,Z) es solucion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, entonces
VSo(t,Z) es el campo de momentum para las particulas. Asi notamos que VS({,7Z) y
VSo(t,Z) se comportan similarmente. En mecénica clésica el campo VSy(t,T) permite
hallar la trayectoria que va a seguir la particula.
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1.2.3. Operador de energia
El valor medio del operador de energia est4 definido en términos de ¥ por:
(H)y = j: U HUd
"

donde H —%Vg +V,y Vesel operador de energia potencial. Si realizamos el cambio
U = Rexp {-i;l—g}, tenemos:

v | rvs2ivie— " vin- M pers - Mypvs exp{Z }
2m 2m 2m m h
Luego:
i -2

Wt HW QL R?(vs)2+v1z2—2h—'nv2n M pegrg M RVR VS
m
2| 1 2 _h_2V2R _ E 2
R [Qm(VS) +V - - —[V.(R vs)]

Entonces:

(H)y /W {R"’ [-1—(\75)2 +V - %V—;@] — % [v. (R*VS)] } "z
h? V2 [{2]

/Rz[ (VSR v— LYY

7| fy [ (£99)] 2

2m

Utilizando la ecuacion de Hamilton-Jacobi perturbada (1.2) cambiamos la primera inte-
gral, asi obtenemos:

» [ fua 2 J i
f R* (—8,8) d"z — oy N V. (R*VS)| d'x
Por otro lado, para la segunda integral, del teorema de la divergencia obtenemos:

Lo (%) [ %

m W m

y de las condiciones de contorno sobre R tenemos que [y Rz%.dﬁ 0, con esto el valor
medio del operador fI se puede escribir:

f‘ | B(-08)d" (1.9)

En esta expresion el campo matematico —0,S(¢,Z) se interpreta como el campo de energia
para las particulas. Es decir, si en un instante dado ¢y colocamos una particula en una
determinada posicién T, esta adquiere la energia —0,S(to,Zo). De modo que el producto
R2(t,7)(—0,S(t, 7)) es la densidad de energia en el espacio de coordenadas. En mecanica
clasica, si So(¢,T) es solucién de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, entonces —d,Sy(t, T)
es el campo de energia para las particulas. Asi notamos que —3,S(¢,T) y —9,50(¢, ) se
comportan similarmente.
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1.2.4. Operador de momentum angular

El valor medio del operador de momentum angular estefinido en términos de ¥ por'":

(L)y [ W Lwd's

donde L = T x ?V. Si realizamos el cambio ¥ Rexp{-’f}, podemos notar que:

LY T X f—,LV <Rexp{fé})
) h
h S
(RT x VS + ;T X VR) exp{%}
Luego:
(L) / Rexp{-_ig} <R:TXVS+§,TXVR) exp{f}dax
w h ) h
/ R?(Z x VS) &z + '—l/ 7 x (RVR) d®z
w ¢ Jw
/ R (z x VS)d®z + E/ 7 x VR*d*z
w 2t Jw
Hasta aqui este valor medio tiene un término imaginario, el cual es nulo como veremos a

continuacién. Para este propdsito escribiremos una integral del tipo [, T x V fd3z de la
siguiente manera:

ﬁr".r"xvfrjur _/;{_,{Zmiajféi)(éj}dsx
j;v {Z 05 (z:f) — 6 f] & x Ej} d*z
]

fw {%f:ﬂj{r;f}i?f * i'_,-} e ];‘_ {%&jféi X éj} d’z
€i (z:f) € d°
%:e x/wa,(zf)e, T
> e x/ V(zif)d*z
: w
Utilizando el teorema de de la divergencia, obtenemos:

f V(. f)d*z f z.fda
W aow

entonces:

7 YV fdr - "“‘1, / ;
_L_.rx fd*a l“f x | aifda

VI'En esta subseccién consideramos que el movimiento del sistema fisico se realiza en W < R3
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[.uego, aplicando este resultado al término imaginario en la expresién de (/) tenemos:
/ zx VR*dz = e; x / z; R2d*z
w ; ow

y de la condicién de contorno de R tenemos que [i, £ x VR2d®z = 0, asi el valor medio
de L se puede escribir:

[{L}w ﬂ R: (7 x VS)d"r (1.10)

Esta expresion ratifica la interpretacion de V.S como campo de momentum para la particu-
la, asi z x V.S es el campo de momentum angular y 22z x VS| es la densidad de mo-
mentum angular.

1.3. Interpretacién sugerida para esta representacion
de la dinamica cuantica

[.os resultados obtenidos en la seccién anterior muestran un comportamiento simi-
lar entre el campo S(¢,z) , solucién de la ecuacién de llamilton-Jacobi-Perturbada, y el
campo Sy(t,z), solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. En este contexto, el campo
VS(t, z) se comporta como el campo de momentum para la particula.

[.a ecuacion de conservacion (1.5) es una expresion casi directa de la conservacion de la
cantidad de particulas, teniendo presente que nuestro sistema fisico no posee fuentes que
generen particulas ni vertederos que atrapen particulas. Asi, la ecuacion de conservacion
(1.5) es también consistente con la interpretacién de Vs%’il como el campo de velocidades
de las particulas, y por lo tanto consistente con la interpretacién de VS(t, z) como campo
de momentum para las particulas, que rige el movimiento de ellas y por lo tanto la
evolucién la densidad de probabilidad R?(t, ).

[.a dindmica cuantica trata de la evolucién de la densidad de probabilidad de posicién
de una particula (o equivalentemente de muchas particulas como mencionamos en la
seccion 1.1). La dindmica cudntica usualmente viene dada por la ecuacién de Schrodinger,
esta ecuacion da la evolucién la funciéon de onda y de alli directamente la evolucién de
densidad de probabilidad.

Como ya mencionamos, si realizamos el cambio W Rexp{‘f} en la ecuacién de
Schrodinger, ahora la dindmica cudntica es gobernada por las ecuaciones de llamilton-
Jacobi-Perturbada (1.2) y de conservacién de la probabilidad (1.5), que a continuacién
listamos: I oy

2 i- VoIt
— (VS +V+a8S5———=10
'.Em[ ) =2 2m R

= VS
N ‘G’.(H ‘i?_) 0

U

De acuerdo con estas ecuaciones, y para explicar la evolucion de la densidad de prob-

abilidad tomaremos la siguiente interpretacion“': Consideraremos que la ecuaciéon de

VillEsta interpretacion esta basada en la interpretacién presentada en la referencia [2]
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Hamilton-Jacobi-Perturbada (1.2) es “realmente” una ecuacién del tipo de [lamilton-
Jacobi™®, en el sentido en que da la dindmica del sistema fisico al cual describe de acuerdo
con el formalismo de Hamilton-Jacobi.

De este modo, el campo VS(¢,z) seria “realmente” el campo de momentum para
las particulas. Asi VS(t,z) permite hallar trayectorias £(t) para las particulas, las que
llamaremos trayectorias cuanticas, las cuales son soluciénes de la ecuacion:

= t £
£ VS(4¢) (1.11)

m

Estas trayectorias son otra manera de visualizar la evolucion de la densidad de probabili-
dad, pues dado que la densidad de probabilidad R?*(t, ) es una expresién de la distribucién
espacial de las particulas y estas deben seguir las trayectorias soluciones de (1.11).

Aqui construiremos funciones de onda para las cuales el “potencial ficticio” (1.4) se
anule cuando elijamos h — 0. Senalaremos con un subindice 0 en los campos 'y
S cuando hallamos elegido h — 0. Entonces haciendo A = 0 en las ecuaciones de la

dindmica obtenemos: |

m
VS
OR2 + V. (R@ E()) 0
De aqui notamos que Sp({,z) es solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi; de este
modo las soluciones de la ecuacién de Schrodinger pasan a un caso clasico. Asi tenemos

una densidad de probabilidad de posicién clésica R3(t,z), cuya evolucién estd dada por
el campo de momentum clasico VSy(t, z).

(VSo)*4+V +8,S 0

Al igual que en el caso cuantico, las trayectorias cldsicas €,(t) soluciones de la ecuacion:

= VSo(t, &)

£o "

dan una presentacion alternativa de la evolucion de la densidad de probabilidad clasica
R2(t,z), en el mismo sentido que para el caso de R?(t, z), ya mencionado lineas arriba.

(1.12)

En el formalismo de llamilton-Jacobi, los frentes de onda del campo Sy(¢,z) son or-
togonales al rastro de las particulas en cada instante, como se muestra en la figura 1.2%.
Asi estos frentes de onda de Sy(t, z) también presentan otra caracteristica de la evolucién
de la densidad de probabilidad clsica R3(t, z).

Para la interpretaciéon de la dindmica cudntica presentada aqui, también podemos
utilizar esta herramienta del formalismo de Hamilton-Jacobi. De este modo, los [rentes
de onda del campo S(¢,z) son ortogonales al rastro “cudntico” de las particulas. Asi los
frentes de onda del campo S(t,z) dan otra caracteristica de la evolucion de la densidad
de probabilidad cudntica R?%(t,z).

En los siguientes capitulos presentaremos sistemas [isicos en los cuales aplicaremos
la interpretacion presentada aqui para explicar la dindmica de los mismos. Para hallar

XNo olvidar que la ecuacién de Hamilton-Jacobi-Perturbada, para h — 0 pasa a ser la ecuacidn de

Hamilton-Jacobi
XVer Apéndice A
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los campos S(t,z) y R(t,z) no resolveremos directamente las ecuaciones (1.2) y (1.3)*',
sino a partir de la funcién de onda inicial y utilizando el método del propagador de
FFeynman obtendremos la funcién de onda en cualquier instante posterior. De esta funcién
de onda despejaremos las funciones S(t,Z) y R(t,z) de acuerdo con (1.1). Utilizamos
aqui el método del propagador de Feynman sélo por conveniencia operativa. El objetivo
de este trabajo no es calcular los propagadores en si, sino utilizarlos para calcular la funcién
de onda; estos propagadores se pueden encontrar, entre otros libros, en la referencia [3].

Figura 1.2 - Frentes de onda del campo Sy(t, z) y rastros clasicos para la particula
libre en 2 dimensiones. Las lineas rojas son las rastros de las particulas, las lineas
grises son los frentes de onda del campo Sy(t, x).

XISi bien hemos desarrollado nuestra interpretacién tomando a la ecuacién de conservacién (1.5) como
parte central; al momento de verificar la validez de las soluciones, y para evitar cédlculos mas engorrosos
de lo necesario, utilizaremos la ecuacién (1.3). No hay que olvidar que las ecuaciones (1.3) y (1.5) son

equivalentes.



CAPITULO 2

Particula libre

En este capitulo desarrollaremos la interpretaciéon sugerida en el capitulo anterior
para el caso de la particula libre, trataremos tanto el problema unidimensional como el
tridimensional por que ellos permitiran notar diferentes aspectos. El objetivo principal
es hallar analiticamente los campos R(t,z) y S(¢,z), y explicar el comportamiento del
sistema utilzando estos campos. Asi es conveniente la presentaciéon de numerosas graficas
para cumplir con tal objetivo.

2.1. Particula libre unidimensional

[La ecuacion de Schrodinger para este problema es:
h? h
~ Yty 2ou -0
2m ¢

Como ya mencionamos, para calcular la funcién de onda utilizaremos el procedimiento
dado por Feynman, es decir la funcion de onda esta dada por:

U(t,z) /K(t,z, 0,z0)V(0, zo)dzy

donde K (t,z,0,z¢) es el propagador de Feynman del problema. El propagador para la
particula libre unidimensional es:

m \1/? m
K(t,z,0, (__> {__ __2}
(h2,0,20) = {o7ini) P17 g5 (5 20)
Definiendo A? QZI;M’ escribimos el propagador en la forma:

A
K(t,z,0,z0) 172 &XP {—,42(:1: — :1:0)2}

16
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2.1.1. Calculo de la funcién de onda y obtencién de Ry S

De acuerdo con lo argumentado en la seccion 1.1, la funcién de onda inicial es:

b
U(0,z) = Bexp {—am + %}

donde B = (2a/7r)1/4. ‘ambién en la seccién 1.1 se demostré que para esta funcion de
onda inicial se tienen los valores medios iniciales (X )y, = 0y (FP)y, = b.

Aplicando el método del propagador, calculamos la funcién de onda en cualquier in-
stante posterior:

* A 9 5 bz
U(t,z) / l/Qexp{ —A (x—xo)}xBexp{ a10+z—h—}dzo

00 b.
W(t,z) -AIB / exp {—Az(z —z0)? —azd +i =0 } dz, (2.1)
us /2 oo h
En el exponente:
2 ibz 2 2 2.2 bzo
—A(z—xo) — exg %—h— — Az +2A110—A1‘—a10+zT

b
= —A%*z? — (A*+ o)z + <2A2z + z’—l> T

2,2 2 a 2 ib
—Az° - A <1+A2>$0+2A (erQFA?)

definiendo N? =1 + a/A? = 1 +iat, donde a = 2ah/m; y M = z + ib/2hA? = = — bt /m,
obtenemos:

— A%z — 20)? —azo + Zsz —A%z? — A2N21‘g + 24% Mz,
M M? A2 M2
2,2 2 2,2
—AI —A [N 1130—2<N> (Nxo) -+ m] W
M? M2
2 2 2

M* M
2
/ <N5_$> AzN?(“ N7 )

Luego al reemplazar esta expresion equivalente del exponente en (2.1), tenemos:
AB [ M? M2
U(t, ) =y, cmexp{A? <N2 —ac2> — A%N? (a:o— N2) }dmo

AB M? 00 M\?
~7z ©XP {A2 (m —12>}/mexp {—A""N2 (1'0 - }W) }dzo
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Finalmente al reemplazar A, N y M en la expresion anterior obtenemos:

B m [(z— %)
W“@_wlimnwem{%m[lw4m o (2.2)

Ahora para escribir esta funcién de onda en la forma (1.1) y obtener R(t,z) y S(t,z),
debemos separar el exponente de la funcién exponencial en sus partes real e imaginaria,
asi como escribir el denominador (1 + iat)'/? en su forma polar. Entonces, manipulando
el exponente:

m [(z—:’—,‘l)2 )
-
2%kt | 1+ iat
__im'u—%fU—MQ_ﬁ
O 2ht | 14 a¥?
- im [(:L'— 22 o ot <x— bt>2]

oht |1+ a2 1+ al?
ma < bt )2 im [(z — %)2 2:'
& - oo g

" 2h(1 + a2t?) m 2ht | 1 + a?t?
2 .
a bt im o  2bxt  bAE L, L
- — — - { —z°—a’t
1 + a?t? <:1: m) 2ht(1 + a?t?) [:r m m? ‘
a bt \? . i be b2t . 2a%h2tz?
1 + a?t? m h(1 + a?t?) 2m m
Por otro lado, tenemos que (1 + iat)!/? = (1 + a?t?)!/4 exp{%arctan(at)}. LLuego al

reemplazar estos resultados en (2.2), obtenemos:

B e ot\* y
(1 + a2t2)1/4 exp 1 4+ a2 T m

ex ‘ : bx — i + Sy _ 5 arctan(at)
Pk |17 o222 2m m 2 “

De aqui identificamos los campos R(t,z) y S(¢,z):

U(t,z) =

bt 2a%hitx? )
S(t _— - —  ——| - =
l (t,z) [T ot [):r 5 - ] 2arctan(at) (2.3)
B a bt \I
I - —_— ——— —=
Ut 2) (1 + a?t?)i/4 exp{ 1 -+ a?t? (:1: m) j (24)

donde a = 2ah/m ; BB (2a/7r)1/4. Dado que a depende de h, aqui notamos que £(t, )
y S(t, z) efectivamente dependen de h.
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Ahora verificaremos que los campos R(t,z) y S(t,z) obtenidos satisfacen las ecuaciones
(1.2) y (1.3). Para esto calculamos las siguientes derivadas (y para simplificar, escribimos Q =
14 a?t?):

2n bi
T W P el (7SN
:f Q(Jr rn)Jr
) g T2 2
&R [_2& h£+Bnht(I__bl) |2“b(u:—m)]n

mee m<Q? m me) m

B . 2a Ada* bt 2
o= |-G G (e-3) |

1 da*hitr
S == | b+
3 (o)

_ Ba*h*t bt 2a%h%z?| 1 (2a%h%2z% P ah?
&S = ——— |bx — J + = - -
m=0Q* 2m m Q m 2m me)

5":: g _ da*h*t
m)

Luego en la ecuacién (1.2) tenemos:

1 o &R
—(8:5)% + BS — — =
2m (9:5)"+ O 2m R
1 1a*KHx )" Banit T
= (1 o DT e G OOV O
ﬂmQ‘!( i m ) m20)? (bﬂ‘ = m )

' l 2a°h*e? b ah® 12 2a I da* ( M',):
Q m 2m mé} 2m Q Q= o
2N % ga252 2 9. 2E2y 2
- 1“1 h+4uf¢|‘: _Huhl‘ bzhf_}_."[.!uh.m
me-| 2 m m 2m m

2 b
— 24°K* (I - E) } i —I— (24.'11“;“’\!?.1'2 — h—)
m mi) 2

1 {b_ﬁ Radntgdes ; 4a’httbr  Ba*hlthr i da k12 16t it e

._mQ'-a 2 m? m m m? m*
2.2 da*hthe 20 K170 1 sun-a: DA
—2a%h* s 4 - o = } b 2a* Wz — —
m m= mi) 2

1 [ 4ah* 12 B 4ah*t? | B oA s R
B = ¥ : _9a2p2,.2 _ ) 9a2h2:2 _
mQ'{ 2 ( : m= ) o (] * m= )} I md) (M (i 2)

1 (Y 2a Kz | 4 1 2002 b 0
=— = = i —_— S — -
mQ \ 2 18] ' 2

- [ 0
2m R

Asi queda demostrado que los campos R(t,z) y S(t,z) efectivamente satisfacen la ecuacion (1.2).

| .
g 2 0o
'4‘,*.':-1.‘:“3I )7 +8S
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Ahora, para la ecuacién (1.3):

1 1
o RO2S + — ;RO + O R

R [4a%h%t 1 _g_a< _bL)R] 1 b+4_a?iit_:l{
9m \ mQ +;[Qza 0 =

| 2a2h%t  8a3h?t (z bt)2+ 2ab (x_ g> A
m2Q + m2Q)? m mQ m

2aR {4a2ﬁ2z ( bt)2 < bt) ( 4a2h2tz>} 2abR ( bt)
s {—\lz——) —|2—— b+ —— +—\z——
meQ)- m m m m mQ m

2aR ( bt) {4a2h2t ( bt) 4a%h%tz)|  2abR ( bt)
T — — r—— ) —-b- - + r— —

m m m I meQ m
2an (z g)b et 4a%h?t? N 2abR<x B pt_)
mQ? m m? mQ m
2abR ( bt) 2abiR ( bt)
— T— =]+ T — — 0
meQ) m me) m

1 ,
=S + EOI RO:S +9R=0

Asi queda demostrado que los campos R(t,z) y S(t,z) efectivamente satisfacen la ecuacion (1.3).
Entonces tenemos una solucién del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3). Ahora
verificaremos que los valores medios de los operadores {(A y P se comportan cldsicamente de
acuerdo con el teorema de Ehrenfest. El valor medio de X, de acuerdo con (1.7) es'

®hv~ [~ 2r2(,2)ia
[ oGl e
- | [ e ) exaf (o= ) e [T R (e )]
gl ool 2 e [ e e

B? oo <7rQ)1/2
Q2" m\ 2a
y reemplazando el valor de B, obtenemos:
(X)w, = — (2.5)
Ahora, el valor medio P, de acuerdo con (1.8) es

(P, [:R2(t,z)6z5(t,z)dx
oo 1 4a’htr
/ RA(t, x)Q(b+ - )do

252 o0
{/ th:z:d +————/ :z:RQtz }
oo -

'Aqui para simplificar, seguimos utilizando () que ya fue deﬁnid&neas arriba.
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De la condicién de normalizacion tenemos que foooo Itz(t,z)dat 1 y del cédiculo del valor medio
de X tenemos (X)y, = [% zR%(t,z)dz — 2, luego:

() L, ! da*h*t*b
— b ——
=S m?
[ da*h*t®
(] m?
reemplazando Q — 1  a?t? =1 4 4“35‘2 tenemos:
(P)w, = b (2.6)

De (2.5) y (2.6) podemos notar que se satisface el teorema de Fhrenfest.:

d(X)y
7, el
(Pl =m—0p

Concluimos entonces que (X)y, se mueve de acuerdo con la ecuacién clasica de movimiento,

para cualquier valor de h.

2.1.2. Representacion graflica de Ry S

Para la solucién hallada en la seccién anterior, tenemos que el “potencial ficticio” es:
y q

h? |- 2a 1a® b\

Podemos notar que V;(¢, ) es nulo cuando h = 0, lo que significa que el campo S(¢,z)
pasa a ser solucion de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi, cuando es evaluado en h = 0.
Analizaremos las soluciones halladas (2.3) y (2.4) de este problema en dos casos, cuando
h = 0 (caso clasico) y h # 0 (caso cuantico). Todas las graficas presentadas en esta
subseccion corresponden al caso de la particula libre unidimensional.

2.1.2.1. Caso clasicoh 0

Evaluando (2.3) y (2.4) en i = 0 tenemos":

b4t
So(t . - —
So(t, z) = bz — o (2.7)
1/4 <
Ro(t, x) <&) exp § —a <:c - QE) (2.8)
™ m

La figura 2.1 muestra la grafica del campo Sy(¢, ), este campo es propiamente una solucién
de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

UEn esta subseccién indicaremos con un subindice 0 a los campos (¢, z) y S(¢, z) cuando son evaluados
en h = 0.
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A A
e
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i{_/f!/!_,;,,,

A O L& FF 7=
o ffff.r;,’/"‘,f{f,/,z A 4
m | L L

74

Figura 2.1 - Campo Sp(t,z). Comparar con la figura 2.8.

De (2.8) la densidad de probabilidad es:

Ri(t,z) = (2;(1)1/2 exp {—2(: (;r ~ :i—':)u}

Debemos notar que R2(¢, T) es una gaussiana (vista como funcién de z), cuyo valor maximo

es R2 .. (2a/7r)1/2, y notesé que dicha cantidad no cambia con el tiempo. Este valor
maximo se alcanza en el punto Zomax %,_y de acuerdo con (2.5), este punto Zgmayx tiene

la misma trayectoria que el valor medio (X)y,.

Otro parametro importante en las gaussianas es el ancho de la campana y una me-
dida de este ancho es la desviacién media cuadratica. Para R2(t,r), la desviacién media
cuadritica es & = (2a)7'/2, y nétese que esta no cambia con el tiempo. Por lo tanto
concluimos que la curva de densidad de probabilidad R3(t,z) avanza sin deformarse. La
figura 2.2 muestra el movimiento de R3(¢, z).

De (2.7), el campo de momentum es:
O:5u(t,z) = b

[a figura 2.3 muestra la grafica del campo de momentum 0,Sy(¢, ). Si colocamos particu-
las en el campo de momentum 0,5y, obtenemos sus trayectorias resolviendo la ecuacién

(1.12), que para este caso es:

. b
fo=—

Estas trayectorias son de la forma &y(t) = % + zy, donde z4 es la posicion inicial de la

particula. La figura 2.4 muestra algunas de estas trayectorias, para diferentes posiciones

iniciales.
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Figura 2.2 - Movimiento de la densidad de probabilidad R3(t,z): Puede observarse

que la curva de densidad de probabilidad avanza sin deformarse. Recordando que

esta densidad de probabilidad representa a muchas particulas que no interactuan

entre si, podemos decir que estas particulas avanzan como una estructura rigida.
Comparar con la figura 2.9

Figura 2.3 - Campo de momentum 9,Sy(t, z): Este es un campo constante y uni-
forme, y permite hallar las trayectorias cldsicas que siguen las particulas. Comparar
con la figura 2.10
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Figura 2.4 — Trayectorias para fi — 0: Claramente estas trayectorias corresponden a
trayectorias de particula libre cldsica, como era de esperarse, pues Sy(t, ) es solucién
de la ecuacién de llamilton-Jacobi.Comparar con la figura 2.11

En el caso de la particula libre unidimensional no se puede hacer uso de los frentes
de onda del campo Sy(¢, z) para el estudio del movimiento de las particulas, sin embargo
se pueden hacer otros tipos de gréficas como las presentadas en las figuras 2.5 y 2.6.
Presentamos estas graficas con el objeto de compararlas con las que corresponden al caso
cuantico.

b

Figura 2.5 — Curvas de nivel del campo Sy(t, ) y trayectorias para i 0. Comparar
con la figura 2.12
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So(t.x)

Figura 2.6 Campo Sy(t,z) y trayectorias para h — 0: Sobre la superficie So(t, z)
se han “pintado” las trayectorias de tres particulas. Comparar con la figura 2.13

El movimiento rigido de la densidad de probabilidad presentado en la figura 2.1 puede
ser explicado utilizando las trayectorias £y(t). Recordemos que la densidad de probabilidad
R3(t,z) es en realidad una distribucién de posicién de particulas normalizada, de modo
que si colocammos “marcas” en la grifica de R3(t,z) estas deben moverse como particulas,
describiendo trayectorias del tipo &y(t). La figura 2.7 muestra la gréfica de R2(¢, z) junta-
mente con la trayectoria de tres marcas (particulas marcadas) hechas en los extremos y
el centro de la gaussiana.
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Figura 2.7 - Movimiento de la densidad de probabilidad Rg(t, x) y tres trayectorias
para h = 0. Comparar con la figura 2.14

2.1.2.2. Caso cuantico i #£0

De (2.3) y (2.4) para h # 0 tenemos:

b*t  2a*h%z?] R 2aht
S(t, x) e [bﬂ? — 5 + - } ~3 arctan (?) (2.9)
1/4 2
2a a bt
Rt,z) = | ———r |  expd ————gr [z — — 2.10
(¢, ) [7!‘(1 n 403:22231 XP{ o 403:%2 ( m) } ( )

La figura 2.8 muestra la grafica del campo S(t,z). De (2.10), la densidad de probabilidad

es:
92, 2a e 2a bt >
R (t,.’L‘): —4“_2,?_ exp —W I_E

Debemos notar que R2%(t, ) es una gaussiana (vista como funcién de z), cuya valor méxi-

2p2,211/2 .
mo es RZ,, [2a/7r(l 4 deht )] ; y como podemos notar este valor va disminuyendo
al pasar el tiempo. Este valor maximo se alcanza en el punto z,,, — £, y de acuerdo con
m

(2.5), este punto Tpyax tiene la misma trayectoria que el valor medio (X)y,. Ademés debe-
MOS Notar que Tmqy (punto de maximo de R*(t, 1)) y Tomax (Punto de maximo de R3(t, z))
coinciden. Para R?(t, z), la desviacién media cuadrética es § = [(1 t "—"%;ﬁ)/Qa]U?; y co-
mo podemos notar, esta desviacion aumenta al pasar el tiempo. Por lo tanto concluimos
que la curva de densidad de probabilidad R%(t,z) avanza dispersandose. La figura 2.9
muestra el movimiento de R2(t,z).
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L]
..

Figura 2.8 - Campo S(t,z). Comparar con la figura 2.1.

Figura 2.9 - Movimiento de la densidad de probabilidad R%(t,z): Puede observarse
que la curva de densidad de probabilidad avanza dispersandose. Comparar con la

figura 2.2
De (2.9), el campo de momentun es:
1 da*h*tzx
0;5 = 1aiRig (b L )
B S o m

En la figura 2.10 presentamos la grafica del campo de momentum 0;S(¢, ).

27
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Figura 2.10 Campo de momentum 3;S(¢,x). Comparar con la figura 2.3.

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum 8, S, obtenemos sus trayec-
torias utilizando la ecuacion (1.12); que para este caso es:

1 ( 1a’h*tE )
e Lol
m (l { —n—"“::b) n

Resolvemos esta ecuaciéon numericamente y presentamos estas trayectorias graficamente.
La figura 2.11 muestra algunas de estas trayectorias, aqui notamos como estas se van
“dispersando”.

Figura 2.11 - Trayectorias para h # 0. Comparar con la figura 2.4

En las figuras 2.12 y 2.13 presentamos una comparacion gréafica del comportamiento
del campo S(t,z) y de las trayectorias que él determina.
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Figura 2.12 Curvas de nivel del campo S(t,z) y trayectorias para h # 0. Com-
parar con la figura 2.5.

S(1.x)

Figura 2.13 Campo S({,z) y trayectorias para h # 0: Sobre la superficie S(t,x)
se han “pintado”las trayectorias de tres particulas. Comparar con la figura 2.6.

El movimiento de la densidad de probabilidad presentado en la figura 2.9 puede ser
explicado utilizando las trayectorias £(t) presentadas en la figura 2.11. Recordemos que la
densidad de probabilidad R?(t, z) es en realidad una distribucién de posicién de particulas
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normalizada, de modo que si colocamos “mnarcas” en la grafica de R%(t,z) estas deben
moverse como particulas, describiendo trayectorias del tipo £(¢). La figura 2.14 muestra la
grafica de R?(¢, z) conjuntamente con la trayectoria de tres marcas (particulas marcadas)
hechas en los extremos y el centro de la gaussiana.

Figura 2.14 Movimiento de la densidad de probabilidad R2(t,z) y tres trayecto-
rias para h # 0. Comparar con la figura 2.7.

Para finalizar esta seccién, la figura 2.15 muestra las trayectorias cldsica y cuantica de
cinco particulas con distintas posiciones iniciales, y para cada particula ambas trayectorias
(clésica o cudntica) tienen las mismas posiciones iniciales.

X

(]
)
wn

-~ 1

Figura 2.15 - Comparacion de las trayectorias cldsicas| (lineas rojas) y cudnticas
(lineas azules punteadas) de ci i
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2.2. Particula libre tridimensional

Lia ecuacion de Schrodinger para este caso es:

W, h
—EV L ZT(()!\I] 0

Para calcular la funcién de onda utilizaremos el procedimiento dado por IFeynman, es
decir la funcién de onda es:

/ K(t,,0,%0)¥(0, Zo)d®zo

donde K(t,Z,0,Zg) es el propagador de FFeynman del problema. El propagador para la
particula libre tridimensional es:

3/2
K(6,7,0,%0) = (5 ) exp{—Z—”(f—fo)z}

2mitt 2iht
Si definimos: A? 2%-, escribimos el propagador:
3
K(t,%,0,T0) = —g exp {-A%z - 70)?}

2.2.1. Calculo de la funcion de onda y obtencion de Ry S

De acuerdo con lo argumentado en la seccién 1.1, la funcién de onda inicial es:

b.
(0, 7) Bexp{—ax +Z—$}

)
donde B = (2a/m) 3/% También en la seccién 1.1 se demostré que para esta funcién de
onda inicial se tienen los valores medios iniciales de los operadores (X )y, = 0y (P)y, = b.

Aplicando el método del propagador obtenemos la funcién de onda en cualquier ins-
tante posterior:

A3 . b.zo
U(t,T) = / ——= exp {—Az(f - 50)2} x [ exp {—aa:o + Z_;_} Pz,
)

R3 T3/2
. A’B o 5 bz
WU(t,7) 372 Jra exp{—,»’l?(a:—aco)2 — az? +zT}d3xo (2.11)
En el exponente:
2 2 bz 2 2 2.2 bz
—A*(z — z¢) —a$0+zT —Az; + 2A°T.29 — Ax —axo—}zT-
1

—A%*z* — (A® ta)zi + <2A2z + 1;—> To

b
2-=2 2 2 -’
—A%2 A <1 A2)xo+2/1 <$+2hA2)
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definiendo N? = 1 4+ a/A? = 1 + iat, donde o = 2ah/m; y M = T + ib/2hA* = T — bl /m,
obtenemos:

—A*(T —To)* — aTj + zb—;o = —A*T? — A2N?Z2 4 2A%M 7
'V TF ==
. M M A M
= 22 ‘ =
— —A%F% — AN Ty — 2(N>(N230) + NZ t N7

M? M 2
— A2 =2 2 _

Lo 2
M M
- ( _52) - (fO_ N2>

Luego al reemplazar esta expresion equivalente del exponente en (2.11), tenemos:
. A%B , (M A7 AN
\Il(t,r):m‘ézaexp{/l (—/\75— — A°N To — 3 d’zg
A*B , (M7 M\
- :3:; nx]r{.-‘-’l‘ (F — .’fz) } ];“ [?KI]{—A2N2 <fo — ﬁ) d*x,

e
X ASN3

Finalmente al reemplazar A, N y M en la expresién anterior obtenemos:

B m |[(T— Q)z
(1, F) = —— m) _ g2 ,
(&2) = T3 ianyoz P {2iht [ [ tiat (2.12)

Ahora para escribir la funcién de onda en la forma (1.1) y obtener R(¢,Z) y S(¢,7),
debemos separar el exponente de la funcién exponencial en sus partes real e imaginaria,
asi como escribir el denominador (1 +4at)*? en su forma polar. Entonces, en el exponente:

m [(T— By f2]

2tht | 1+ at

im [(z — %)2(1 —iat)
- -7

2ht 1 + a?t?

m (T — E)2 _ iat A%
i L e TR e T —

2ht | 1 4+ a?t? | + a?t?

ma _w\ am [(@-Ep
= -— - x _—— — e ! £ - — .'f'-
2h(1 + a?t?) m 2ht | 1 + a?t2
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m | (T — %)2 _ 2
2tht 1 + zat

o 2
a ' m 9
1 + a?¢? m 2RL(1 + a?t?)

bt b4,
—— T
m me

- a E—E 4 1 Fore 52t
1+ 22 m R(l +a2t2) |~ 2m

+

. 2a%h%t7z?
m

— a2 szz}

Por otro lado, tenemos que (1 + iat)¥? = (1 + a?t?)**exp {% arctan(al)}. Luego al

reemplazar estos resultados en (2.12), obtenemos:

w4 B B it : b\’
(&%) = (1 + a?t2)3/4 TPl T2 \" T m "

ept i [ L (5z- 0%,
p hll4a®t? | 2m

De aqui identificamos los campos R(tT) y S(t,T):

e

B 1 - bt
S(t,T) [ o2 Ty [h..r . i "

2a%h2tz?

3h
) arctan(at)

a

=\ 2
B bt
LD = T gy exp{‘m (=) }

donde o = 2ah/m ; B
y S(t,T) efectivamente dependen de h.

2a° h* T 3h
— e = arctan(at)

(2.13)

(2.14)

(2a/7r)3/4. Dado que a depende de h, aqui notamos que R(t,T)

Ahora verifiquemos que los campos R(t,Z) y S(t,Z) satisfacen las ecuaciones (1.2) y (1.3).

Para estos calculamos las derivadas (y para simplificar escribimos Q = 1 + aQtQ):

2a [ bt
V= —a (JT m) R

, 6t 8Pt [ B\ 2ab b
i [— 20 4 03 (J - ;) + E (,r— E)] R

= Ga  da® [ bt £
V'R {—E}E(I—;)‘H

§=——= |bF
o m=()* 2m m
V2 12a°h*t

mi)

m 2m

Ra2h?t bt 2a°hE] 1 (220K B 3ah?
R e S e — e o
Q meQ
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Luego en la ecuacion (1.2):

1 o kK ViR
75V 4 8 E,,' e
2m (VS)~+ 5 2m R

A A N T
S [ b4 bZF——+4
2m)- I m*Q 2mn m
: 1 2a%0%% b 3ah*  h* G : 1a® [ Wt d
s WL LI PR B Sl 2 " e
Q) m 2m mQ  2m R  Q* m
1 [1 (5, dahz * BaRR ; B | 20H%F
=—y = |h — - — f —
me- | 2 m m 7 om !
=\ 2 =2
q . {I'- I N h
= 2a°h" (T - L) } = (Eu*h"f' - T)
m ) 2

i[5 } Sat it 2Fe ; AERHDT  Ba*RHbT : Qa2 16a B 2
n'uf,}"*3

e m m m* me
2Rt bz 2524 2p° B’
_9q2p2g? 4 O 2a ,_f + L (oa2m2z2 2
m m mQ 2

1[0 402 R242 S 4a%K 12 1 vg o b
(1 ) —2a?h%2 (1 4 — (202772 - =
mQ2{ 2 < iy L N s oo\ v T

h* VR
VS 4+ &S == 0
.Emf )+ %S “9m R
Asi queda demostrado que los campos R(t,T) y S(t,T) satisfacen la ecuacién (1.2). Ahora para
la ecuacién (1.3):

1
Lmﬂs + —VR. VS &R
2m m

R [ 12a°%R%t 1 2 [ bt 1 [~  4a®h%zT
e |2y = - = z==|R|.|= by ——=
2m mQ m Q m Q m
.\ 6a25'-’-1.+8a3h2:. bt 2 9db __ bt B
m2Q = m2Q? m mQ’ m
%R {4a252 (_ ) ( bt (_ 4azh2tf>} 2aRb ( 5z>
= — ). |+ —— )} + == (- =
mQ? m m m m mQ m
2aR 4a?h?t - 4a2h2t.—x1 2aRb / bt
= —b- + —F — -
mQ? m J mQ \ m
~ 2aRb ( bl) ( 4a2h2t2) 2aRb (_ bz)
= - 1+ + T - —
m
¢ +2aRb
’ITL

—1ev2s+ —vu VS +@&R=0
2m

8|

m
b

B 2aRb
. m
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Asi queda demostrado que los campos R(t,Z) y S(t,T) efectivamente satisfacen Ja ecuacion (1.3).
Entonces hemos obtenido una solucién del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3) para el caso de la
particula libre tridimensional. Ahora verificaremos que los valores medios de los operadores ’)\x
y P se comportan cldsicamente de acuerdo con el teorema de Ehrenfest. I\l valor medio de X,
de acuerdo con (1.7) es'":

(XY, — / ZRA(1,7)d%
R3
zB? 20/ bl\2 3
" Jas Q—me’“’{‘a(ﬂf— ) }d e
B? = bt 20, bt\2) o bt 20/ bt\2] 3
_@5 [/Rs(a:— ;) exp{—a(a:— ;) }d z /’RS ;exp{—a(x— %) }d T

B? 20z 3 bt 2/ bt\2 3
_@5 [/Rs}fexp{— =5 }d z+ - R:’exp{—a(x— ;) }d z
B B? y bt (mQ\3/?

_QT/E m E)

reemplazando el valor de B, obtenemos:

Ahora, el valor medio P, de acuerdo con (1.8) es:

(P)y, = . R2(t,T)VS(t,Z)dz

R

1 (= 2R245
R*(t,7)— (b } -43—h£> &3z
Q m

R3

1 1= n . dasht ” '
— [.’:f Rt )z + = j f.’f"“.f]d‘!,!‘]
Q RS m Ry

y de la condicién de normalizacion tenemos que fR3 Rz(t, E)dsx 1 y del calculo del valor medio
de X tenemos que (X)y, = [gs ZR(t,Z7)d%z = &, luego:

~ 1 [+ 4a®h*%b
(P)\p, P2y bﬁ
Q m
b - 4a’ht?
Q m?
reemplazando: Q = 1 + o?t? = 1 + 4—“:7;"122, tenemos:
(P)y, =D (2.16)

De (2.15) y (2.16) podemos notar que se satisface el teorema de Ehrenfest:

]’5 J(X)‘I’t
(P)y, = m——1—
dt
Concluimos entonces que (X )y, se mueve de acuerdo con la ecuacién clasica de movimiento,
para cualquier valor del parametro /.

"M Aqui seguimos utilizando @) que ya fue definido lineas arriba.
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2.2.2. Representacion graficade Ry S

Para la solucién hallada en la seccién anterior, tenemos que el “potencial ficticio” es:

Vi(t.T) h? ba Aa’® (T 5t>2]
VAN 9 4a2R%2 4a2h212 .
2m | S (1 + S5 m

Podemos notar que V{(t,Z) es nulo cuando A = 0, lo que significa que el campo S(t,Z)
pasa a ser una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi cuando es evaluado en h = 0.
Analizaremos las soluciones halladas (2.13) y (2.14) de este problema en dos casos, cuando
h = 0 (caso clésico) y cuando h # 0 (caso cudntico). Todas las graficas presentadas
en esta subseccion corresponden al caso de la particula libre tridimensional.

2.2.2.1. Caso clasico h — 0

Evaluando (2.13) y (2.14) en h = 0 tenemos'":

%

So(t,Z) = b.T —

(2.17)

¢

4 T\ 2
Ro(t,T) (2—:)3/ exp {—a (E— 7%) } (2.18)

Para el campo Sy(t,T), analizaremos sus frentes de onda, pues ellos son perpendiculares

en cada instante a los rastros que dejan las particulas. Para Sy(¢,T), los frentes de onda
en el instante tg son:
B,
2m
donde ¢ € R. Cada valor de ¢ determina un frente de onda, y como podemos notar
estos frentes de onda son planos con vector normal igual a b. La figura 2.16 muestra el
movimiento del frente de onda ¢ = 0 del campo Sy(t,T)".

bT — c

De (2.18), la densidad de probabilidad es:

R:(t, ) (2?(1)3/2 exp {—Qa <T — %)2}

Debemos notar que R2(t,Z) es una gaussiana (vista como funcién de z), cuyo valor maximo
es R2 .. = (2a/7r)3/2, y notesé que esta cantidad no cambia con el tiempo. Este valor
maximo se alcanza en el punto Zomax = bt/m, y de acuerdo con (2.15), este punto Fomax
tiene la misma trayectoria que el valor medio (X)y,. La desviacién media cuadrética
para R2(1,7) es do = (2a) " '/?, y esta desviacién no cambia con el tiempo. Por lo tanto
concluimos que la superficie de densidad de probabilidad RZ(¢,Z) avanza sin deformarse.
Las figuras 2.17 y 2.18 muestran el movimiento de R3(¢, ).

IVEn esta subseccién indicaremos con un subindice 0 a los campos R(t,z) y S(¢, z) cuando son evaluados
en h=0.

VCon el objetivo de visualizar mejor el comportamiento de los campos, en las figuras que presentamos
en esta subseccidn, eliminaremos una dimensién espacial
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x

=0~

(=]
L.
L RS

-‘l

Figura 2.16 - Movimiento de un frente de onda del campo Sy(t,T). Comparar con

la figura 2.26.
=5
-
t=2.5
=0
.
o Y

n

Figura 2.17 - Proyeccién de la densidad de probabilidad Rg(t,a':) en el espacio de
coordenadas. Comparar con la figura 2.27



2.2. Particula libre tridimensional

38

t=0

RI3)

=5

Figura 2.18 - Movimiento de la densidad de probabilidad para k = 0: Puede ob-

servarse que la superficie de densidad de probabilidad avanza sin deformarse. Recor-

dando que esta densidad de probabilidad representa a muchas particulas, podemos

decir que estas particulas avanzan como una estructura rigida. Comparar con la
figura 2.28
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De (2.17), el campo de momentum es:
VSo(t,z) — b

[.a figura 2.19 muestra este campo de momentum.

-
-

N5 N
NN NN NN
NN N NN N
NN N NN N
NN N NN N
NONN NN N

\

Figura 2.19 — Campo de momentum VSy(¢,z): Este es un campo constante y
uniforme, y permite hallar las trayectorias clasicas que seguiran las particulas. Com-
parar con la figura 2.29.

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentums VSy(t, z), obtenemos sus
trayectorias utilizando la ecuacién (1.13), que para este caso es:

§o — —

m
Estas trayectorias son de la forma £(t) % + x9, donde z( es la posicién inicial de la
particula. [a figura 2.20 muestra algunas de estas trayectorias, para distintas posiciones
iniciales. [.a figura 2.21 muestra algunos rastros que dejan las particulas. La figura 2.22
muestra los rastros dejados por algunas particulas y los frentes de onda del campo Sy (¢, ).
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Figura 2.20 - Trayectorias para i — 0: Claramente estas trayectorias corresponden
a trayectorias de particulas libres clasicas, como era de esperarse pues Sp({, ) es
una solucion de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Comparar con la figura 2.30

Figura 2.21 - Rastros para h = 0. Comparar con la figura 2.3]

40
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N

Figura 2.22 Frentes de onda del campo Sy(!,z) y rastros para h = 0: Aqui pode-
mos notar que los rastros son perpendiculares a los frentes de onda del campo
So(t, 7). Comparar con la figura 2.32.

El movimiento de la densidad de probabilidad R3(#,2) presentado en las figuras 2.17
y 2.18 puede ser explicado utilizando los rastros de £,() que dejan las particulas, o el
campo de momentum VSu(l,z). La figura 2.23 muestra la proyeccién de la densidad
de probabilidad R3(t,7) y el campo de momentum VSy(¢, ). La figura 2.24 muestra la
proyeccién de la densidad de probabilidad R3(t, z) los rastros que dejan las particulas. La

figura 2.25 muestra la proyeccion de la densidad de probabilidad R3(¢,z) y los frentes de
onda del campo Sy(t, ).

7SS
PP P
S eSS
R dd
a S
£ AL

o

= i b
0

Figura 2.23 - Movimiento de la densidad de probabilidad Rg(t,:c) y campo de
momentum VSy(t,x). Comparar con la figura 2.34.
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Figura 2.24 - Movimiento de la densidad de probabilidad R3({,Z) y rastros de
particula para h = 0. Comparar con la figura 2.33.

=5
: .

t=2.%5

¥

x
=

I
L t=
N

Figura 2.25 - Movimiento de la densidad de probabilidad RS((,I') v los frentes de
onda del campo Sy(t,¥). Comparar con la figura 2.35.



2.2. Particula libre tridimensional 43

2.2.2.2. Caso cuantico h # 0

De (2.13) y (2.14) para h # 0 tenemos:

72 :
I ] — bt 2a%h*tz? 3h 2aht
P 34 = \2
b 2a 7} bt
H“.;f} - [le Exp{_—l_'_T:::t? <.’E - 7; ) ] (220)

Para el campo S(t, Z), analizaremos sus frentes de onda, pues ellos son perpendiculares

en cada instante a los rastros que dejan las particulas. Para S(¢t,T), los frentes de onda
en el instante t¢ son:

=2
I bt n2H24m2 : :
1« =7 |OLTE — : 1 ot - i—h arctan zﬂh-"
] 4 dahtt m 9

: 2m m
—

donde ¢ € R. Cada valor de ¢ determina un frente de onda; y para ¢y — O estos frentes de

onda son planos con vector normal igual a b. Mientras que para tg > 0 los frentes de onda
toman la forma:

o mb \° m(l+%t—2) e 3h . 2aht m52_
T dan 2a2h2t 2 MO T T sazh2t

Asi podemos notar que los frentes de onda, para tq > 0, son esferas cuyos radios y centros
cambian con el tiempo. [.a figura 2.26 muestra el movimiento del frente de onda ¢ = 0 del
campo S(t, 7).

t=5

X2

1=(-)‘-.__

X

Figura 2.26 — Movimiento de un frente de onda del campo S(t,T).
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De (2.20), la densidad de probabilidad para h # 0 es:

3/2 - Y
o S 2a _ {
R(1,T) = IW}] "'XP{_I + %‘;ﬁ <z j"}

Debemnos notar que R?*(t,T) es una gaussiana (como [uncién de 7), cuyo valor méximo
2 . 1028242\ 372
es Ry .. (Za/w(l -+ _m?_))

méximo de R*(t,T) sc alcanza en el punto Zme = %; y de acuerdo con (2.15), este

punto Tppar — % sigue la misma trayectoria que el valor medio (X)y,. Ademas debemos

notar que T,.; — 1% (punto de maximo de R*(t,7)) Y Temar = % (punto de maximo
de R3(t,T)) coinciden. La desviacién media cuadrética para esta gaussiana R?(t,Z) es

, valor que disminuye con al pasar el tiempo. Este valor

2 1/2 L .
J= ((l + 'ﬁ‘;";‘—z )/21) , ¥y podemos notar que esta desviacion auinenta al pasar el tiempo.

Por lo tanto concluimos que la superficie de densidad de probabilidad #%(¢t,T) avanza
dispersandose.Las figuras 2.27 y 2.28 muestran el movimiento de R?(¢,T).

t=5

X3

=

-y

=]

Figura 2.27 - Proyeccion de la densidad de probabilidad Rz(l,a':) en el espacio de
coordenadas. Comparar con la figura 2.17.
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1=0

R

R

Figura 2.28 - Movimiento de la densidad de probabilidad para h # 0: Puede obser-
varse que la superficie de densidad de probabilidad R?(¢,z) avanza dispersandose.
Comparar con la figura 2.18
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De (2.19), el campo de momentuins es:
B | ~ 4a*h*tz
VS((,.’L‘) = I+ 'lizzﬁ?t?_ (b -l ﬂ
T

La figura 2.29 muestra este campo de momentum.

VA A A e~
. 1 A 1 1 1 L i Y
[ // é é évé’
Figura 2.29 - Campo de momenturn VS(t, F): Las flechas negras corresponden
al campo de momentum en ¢ — 0, las flechas verdes corresponden al campo de

momentum en ¢t = 2,5, y las flechas rojas corresponden al campo de momentum en
t = 5. Comparar con la figura 2.19.

Si colocamnos algunas particulas en el campo de momentuins VS(¢, 7), obtenemos sus
trayectorias utilizando la ecuacién (1.12), que para este caso es:

E : 1 (ﬁ " 'lﬂl‘!ﬁ?f{)

FFRTE]
14 255 m
=

Resolvemos esta ecuacion numéricamente y las presentainos estas travectorias grafica-
mente. l.a figura 2.30 muestra algunas de estas trayectorias, la figura 2.31 se muestra
algunos rastros que dejan las particulas; cn cstas graficas notamos como las particulas se
van dispersando. l.a figura 2.32 muestra los rastros que dejan las particulas y los frentes
de onda en un instante particular.
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X

Figura 2.30 ‘lrayectorias para h # 0. Comparar con la tigura 2.20.

/

B

i

Figura 2.31 - Rastros para h # 0. Comparar con la figura 2.21

47
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Figura 2.32 - ITentes de onda del campo S(t,T) y rastros para h # 0: Aqui podemos
notar que los rastros son perpendiculares a los frentes de onda del campo S(¢,T).
Comparar con la figura 2.22.

El movimiento de la densidad de probabilidad R*(¢,Z) presentado en las figuras 2.27
y 2.28 puede ser explicado utilizando los rastros de £(t) que dejan las particulas, o el
campo de momentum S(t,Z). La figura 2.33 muestra la proyecciéon de la densidad de
probabilidad R*(¢,T) y los rastros que dejan las particulas. La figura 2.34 muestra la
proyeccién de la densidad de probabilidad R%(t,Z) y el campo de momentum S(t, ). La
figura 2.35 muestra la proyeccion de la densidad de probabilidad R%(¢,T) y los frentes de
onda del campo S(t, z).

g

Ay

=0

‘;.

o

[~}
ol
it

X3

Figura 2.33 - Movimiento de la densidad de probabilidad R*({,¥) y rastros de
particula para h # 0. Comparar con la figura 2.24.
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Figura 2.34 — Movimiento de la densidad de probabilidad R?(¢,z) y campo de
momentum VS(¢,z). Comparar con la figura 2.23.
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Figura 2.35 — Movimiento de la densidad de probabilidad R?(t,z) y los frentes de
onda de S(t,z). Comparar con la figura 2.25.
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Para finalizar esta seccién, la figura 2.36 muestra las trayectorias cldsica y cuantica de
cinco particulas con distintas posiciones iniciales, y para cada particula ambas trayectorias

(clasica o cudntica) tienen la misma posicién inicial. Asi mismo la figura 2.37 muestra los
rastros cldsicos y cudnticos para las misma particulas.

Ly
Figura 2.36 Comparacion de las trayectorias cldsica (lineas rojas) y cudantica
(lineas azules punteadas) de cinco particulas.

Xy

Figura 2.37 — Comparacion de los rastros clasico (lineas rojas) y cuantico (lineas
azules punteadas) de cinco particulas.



CAPITULO 3

Oscilador armonico

En este capitulo desarrollaremos la interpretacion sugerida en el capitulo 1, para el caso
del oscilador armoénico, trataremos tanto el problema unidimensional como el bidimen-
sional por que ellos permitiran notar diferentes aspectos. Nuevamente el objetivo principal
es hallar analiticamente los campos R(¢,Z) y S(¢,Z), y explicar el comportamiento del
sistema utilizando estos campos. Asi es conveniente la presentacion de numerosas graficas.

3.1. Oscilador armonico unidimensional

La ecuacion de Schrédinger para este problema es:

mw?z® h,

+ z—,dt\Il 0

h’2
“am=
Como ya mencionamos, para calcular la funcién de onda utilizaremos el procedimiento
dado por FFeynman, es decir la funcién de onda esta dada por:

U(t, ) /K(l.,x,O,mo)lIJ(O,a:o)da:o

donde K (t,z,0,zq) es el propagador de Feynman del problema. El propagador para el
oscilador arménico unidimensional es:
mw 1/2 mw S
K(t, z,0,zo) (27r_iﬁ—ser1wt> L {<_21Lb._sanwt) [(I + @p) coswt — Z:L‘ol‘]}
muw

2thsen wt

Definiendo A? = , escribimos el propagador en la forma:

K(t,z,0,zo) W/]—l/a exp {—A2 [(:1:2 + J:S) coswt — 22:0:10]}

52
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3.1.1. Calculo de la funciéon de onda y obtencion de 2y S

De acuerdo con lo argumentado en la seccién 1.1, la funcién de onda inicial es:
. ibx
U(0,z) = Bexp {—a:v2 + {ﬁ_}

donde B (2a/7r)1/4. También en la seccién 1.1 se demostré que para esta funcién de
onda inicial se tienen los valores medios iniciales (X )y, = 0y (P)g, = b.

Aplicando el método del propagador, calculamos la funcion de onda en cualquier ins-
tante posterior:

U(t,z) = / _é_ exp {—A2 [(132 I 22) coswt — onx]} x Bexp {—aa:g + z_hf(_’} dzo

oo /2
AB [ b
U(t, ) ﬂl—ﬁ/ exp{—A2 [(g;2+:cg)coswt—2x0$] — az? +z‘%}dm0 (3.1)

En el exponente:
ibﬁl)o
h
ar? z'bar:o]

2 (2, .2
—A [(r + z§) coswt — 2zxg 2 Al

—A? [(12 + z2) coswt — 21:03:] —azi +

b
= —A%z2 coswt — A? [(coswt + /-(;—2) 3:3 =12 (:c 4 2}1,42) :1:0]
definiendo N? coswt + afA? coswt + tasenwt donde « 2ah/mw y
M =z +ib/2hA? = z — Bsen wt donde B = b/mw, obtenemos:

b
—A® [(1‘2 + xg) coswt — 2:r0$] —azi + z_,"lfg

= —A?z? coswt — A? (Nzrg - 2M1:0)
M M? A% M2

2,2 SR ENONE N
—A“z*coswt — A [N 10—2<N> Na:o+m] — =

2 2
A? (K —z? coswt) — A? (N.’Bo - %)

Nz

M? M\?
2 2 2 772
A (F—m coswt)—AN (:vo——m)

Luego al reemplazar esta expresiéon equivalente del exponente en (3.1), tenemos:
AB [ M? M \?
U(t, ) 7I_m/ooexp{fl2 (W—zzcoswt) — A2N? <$0—m) }dmo
AB M? o0 M \?
172 ©XP {A2 <N2 — r? coswt) } /_w exp {—/PN2 <xo — N2> }da:o

AB 5 M2 5 71’1/2
ﬂJ—ﬁexp{A (F z° coswt x/lN
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2
U(t,z) = Eexp {A2 (M — I coswt)}

N N?
Finalmente al reemplazar A, N y M en la expresion anterior obtenemos:
B
W(t,z) = 7 exp{

(cos wt + i sen wt

mw (z — Bsenwt)?
2ifrsen wt | cos wt + i sen wt

-z coswtl } (3-2)

Ahora para escribir esta funcién de onda en la forma (1.1) y obtener los campos R(¢, z)
y S(t,z), debemos separar el exponente de la funcién exponencial en sus partes real e
imaginaria, asi como escribir el denominador (coswt | ia sen wt)]/2 en su forma polar.
Entonces manipulando el exponente:

mw [ (z — Bsenwt)® 22 cos th

2¢h sen wt | cos wt + i sen wt

mw [(z — Bsen wt)?(coswt — iasenwt) }
= — z”coswt

~ 2hsen wt cos? wt + a? sen? wt

cos? wt + a?sen? wt cos?wt + a? sen?wt

. mw ia sen wt(z—Bsen wt)?
2ih sen wt

—I-coswt[ (z — Bsenwt)? —-xz]}

mwa(z — [ sen wt) mw cos wt 2
- — 5 R — - P °—20zx senwt
2h(cos*wt + a?sen*wt) = 2ih sen wi(cos?*wt + a? sen?wt)
+ 52 sen® wt — z? cos® wt — oz? sen® wt]
a(z — Bsen wt)? muw cos wt

= : 1 — o?)z?senwt
cos? wt + a?sen?wt  2ihsen wi(cos?wt + a?sen?wt) [( )

— 2Bz senwt + ° senzwt]

~ a(z — Bsenwt)? ¢ [ mw coswt [(a®— 1)z*senwt + 20z — B*senwt] |
~ cos?wt + a?senwt = h| 2(cos? wt + a? sen? wt) I

Por otro lado, tenemos que:

iarctan(a tan wt) }
2

(cos wt + iasen wt)/? = (cos® wt + a® sen®wt)/* exp {

Luego al reemplazar estos resultados en (3.2), obtenemos:

B a(z — [ senwt)?
‘I‘(t,.’lf) = . X
(cos? wt + a? sen? wt)1/4 cos? wt + a? sen? wt
i [mw cos wt [(a? — 1)z?sen wt + 2Bz — B?senwt] h . . !
22 h[ 2(cos? wt + a?sen? wt) 2 2T¢ an(c tapwt)

De aqui identificamos los campos R(t,z) y S(t,z):

mw coswt [(a?® — 1)z?senwt + 28z — B?senwt] h
weoswi | )z Bz — 5" sen ]—éarctan(atanwt) (3.3)

S(t,z) =

2(cos? wt + a?sen? wt)
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R(t,z) = — d Yz exp { a(z — Bsenwt)® }

(cos?wt + a?sen2? wi cos? wt + a? sen? wt

(3.4)

donde a = 2ahi/mw ; 8 = b/mw y B = (2a/7 )% Dado que a depende de h, aqui notamos

que R(t,z) y S(t,z) efectivamente dependen de h.

Ahora verifiquemos que los campos R(t,z) y S(t,z) obtenidos satisfacen las ecuaciones
(1.2) y (1.3). Para estos calculamos las siguientes derivadas (y para simplificar, escribimos:

2

Q = cos?wt + a?senwt = 1+ (a® — 1)sen? wt = o? — (a? — 1) cos? wt):

2a(z — Bsenwt)

O:R=- 0 R
[ w(a® — 1) senwtcoswt  2awpg cos wt(z — Bsen wt)
| 20 ! Q
2aw(a? — 1) sen wt cos wt(r — Bsen wt)2] R
Q2 J
2 [ 2a  m*w?a?(r — Bsen wt)2]
;R = + — R
[ @ nQ J
mw cos wt [(a? — 1)z senwt + ]
, mw?(a? — 1) cos? wi(z — Bsenwt)?  mw?(z — Bsen wt)?
A= & ' 2Q
mw? cos®wt [(a? — 1)z2 4+ g2] mw?z?  ah?
20 2 mQ
028 mw(a? — I)Sen wt cos wt
Luego en la ecuacién de Hamilton-Jacobi perturbada (1.2):
1 o  mwiz? h? 0%R
G 0e5)” H =5+ &S —gh=ps
2 2 2.2 2
mw* cos® wt 9 2 mw‘r muw 2
= -1 t- -
507 [(a )z sen wt -+ ﬁ] + 5 + 20 (z — Bsenwt)
2 2 2rl .2
mw* cos® wt [, o 2 2]  Mmwz ah
T -1 - 2
2Q [(e* - 02"+ £°] - =5 mQ
mw?(a? — 1) cos? wt o R2 20  m?wia?
— 1)V - — |  — (r— t)?
02 (z — Bsenwt) om |70 + 0z (z — Bsenwt)
2 2
—% {cos2 wt [(02 — 1)zsen wt + ,3] +2(a® = 1) cos?wt(z — Bsen wt)?
2 2 mw? o mw?cos? wt 2 2 2
— a“(z — Bsenwt) +-‘—2Q—(:1:—556nwt) —T[(a -1z +ﬁ]
. 2
ngg {cos2wt [(012 — 1)z sen wt + ﬁ] -+ (a2 -1) cos? wt(x — Bsen wt)2
2
4 [(02 — 1) cos?wt — 02] (z — Bsen wt)z} + 732 (z — Bsenwt)?

mw? cos? wt

5o (@ =t + 6]
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1 wo | mwiz? h2 92R
am 05 a8 - o=
2 .2
mw* cos® wt 2
=2—Q2~ {[((12 — 1)z sen wt + ﬁ] + (a?® — 1)(z — Bsen wt)2}
muw? 2 muw o mw?cos?wt [, , A—
-5 (x — Bsenwt)* + E-(z——ﬁsenwt) ~ T [(a -z +6]
2 2
muw* cos® wt
—'T {((12 — 1)2z%senwt + 2(a? — 1)Brsenwt + 4 + (a® — 1)z?
2 2
t
—2(a? — 1)Brsenwt + (a* — 1)3° sen? wt} _ e ?(ZS - [(02 - Dz? + ﬁz]
mw? cos? wt
Z“—‘zQT—*{(a2 — l)z2 [l + (a2 - l)senzwt] + 32 [] + (02 - l)senzwt]}
muw? cos® wt
_mw2 cgs2 wl [ 2 _ )42 ﬂz] mw? cos? wt 2 )2 ﬁz] _ 0
= 20 (a® = 1)z* + ——%—[(a—)x—% =
1 muw?z? h* 9°R
—(0:5)? BE -t =
2m( =S5)" 4 2 + 2m R

Asi queda demostrado que los campos R(t,z) y S(t,z) efectivamente satisfacen las ecuacion
(1.2). Ahora, para la ecuacién (1.3):

1 1
2—mR8§S + —0:R0:S + AR

R [mw(a2 — 1) sen wt cos wt-|

“om | Q J
R [ 2a(z—@senwt)] {mw cos wt[(a? — 1)zsenwt + g I
m | Q J Q
[_ w(a? — 1) sen wt cos wt | 2awfcos wi(z — Bsenwt)
2Q L Q
2aw(a? — 1) sen wt cos wt(z — Bsen wt)?
= G
mw?
—-TQ2 { (a® —1)sen wt(z — Bsenwt)? — (z — Bsen wt) [(012 — l)zsenwt + ﬂ]}
‘Zawﬁgcoswt (z — Bsenwt)
~ 2awR cos wt

_T-(a: — Bsenwt) [(02 — 1)zsenwt — (a? — 1)@sen® wt
2 I t
— (a* — 1)z sen wt —ﬁ] + aw,@@&

14 (a®—1)sen?wt

Q

(x — Bsenwt)

~ 2awBR coswt

Q2

(z — Bsenwt) [—

1
%Rags t —0r RS + Ok = 0
m

Asi queda demostrado que los campos £(t, z) y S(t, x) efectivamente satisfacen las ecuacién (1.3).
Entonces tenemos una solucién del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3). Ahora verificaremos que
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los valores medios de los operadores X y Pse comportan clisicamente de acuerdo con el teorema
de Ehrenfest. El valor medio de X de acuerdo con (1.7) es':

(X)g, /w TR(t, z)dz

—00

© g B2 2a 2
exp{ ——(z — Fsen wt) }d:c

T ) QI Q
_B_2 /oo( -p t _2_0' t)? b dr
=~ 0o:p senw)exp{ Q(:E—ﬁse"w)}

+ /:ooﬁsen wt exp{—%(:n — (@sen wt)z}dx}

B* f . { 2az* } oo 2a -
e zexpy ——— p»dz 4 Gsen un‘f t:x;:{—~—{.r — [Fsen !m‘}'}f.i.-r
QI'I‘ | - 2 ac &

n*

/2
= —— ¥ [F5en u (E)
Qe 2n

y reemplazando el valor de B, obtenemos:

(X)y, = Bsenwt (3.5)

Ahora, el valor medio de 13, de acuerdo con (1.8) es:

(ﬁ)‘l’t :[: Rz(t,x)HIS(t,z)d:c

:/oo R%(t, I)mw CQOSE [((12 — 1)zsenwt + ,3] dz

—00

t
_mwerl [((12 — 1)sen wt/

Q 00

(o 0]

TR%(t,T)dz + ﬁ/w Rz(t,:z:)da:]

y de la condicion de normalizacién tenemos que [°% R%(t,z)dz = 1y del calculo del valor medio
de X tenemos ()?)q,t = [% zR%(t,z)dz = Bsenwt, luego:

muw cos wt

0 [((12 ~ 1)Bsen® wt + ﬁ]
muw cos wt

Q

<1’5)‘I’t
[(a2 — 1)sen? wt + 1]
reemplazando el valor de Q = (a® — 1)sen?wt + 1 y 8 obtenemos:

(P)y, = bcoswt (3.6)

De (3.5) y (3.6) podemos notar que se satisface el teorema de Ehrenfest:

s d("" }‘Pt

(Ple.=m—

Concluimos entonces que (X)y, se mueve de acuerdo con la ecuacién clasica de movimiento,

para cualquier valor de h.

'Aqui para simplificar, seguimos utilizando () que ya fue definido lineas arriba.
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3.1.2. Representacién grafica de Ry S

Para la solucién hallada en la seccién anterior, tenemos que el “potencial ficticio” es:

2 A2 g _ lrsenwey2
Vf(t, CL') = ——ﬁ 20:n2 = o™z M )
2,4 o da2h 2 Aot .
2m | cos? wt + 57 sen’ wi (ms‘."' wi 4 :-:J :j senw ,)

Podemos notar que Vj(¢,z) es nulo cuando & = 0, lo que significa que el campo S(¢, z)
pasa a ser una solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, cuando es evaluado en i = 0.
Analizaremos las soluciones halladas (3.3) y (3.4) de este problema en dos casos, cuando
f = 0 (caso cldsico) y i # 0 (caso cuédntico). Todas las graficas presentadas en esta
subseccion corresponden al caso del oscilador arménico unidimensional.

3.1.2.1. Caso clasico h =0

Evaluando (3.3) y (3.4) en / = 0 tenemos':

b? t
So(t,r) = ——— <2bz — mwz? sen wt — —ﬂ> (3.7)
2 cos wt muw
2a 1/4 a bsen wt \ *
t =(—— — - 3.8
Ro(t,z) (ncos"’- wt) XN ConZwt <$ muw ) )

La figura 3.1 muestra la grafica del campo Sy(¢. x), este campo es propiamente una solucién
de la ecuacion de Hamilton-Jacobi, resaltando que esta solucién es no separable y ademas
no esta definida en los instantes t = (2n + 1) /2w con n € Z.

- -y

Figura 3.1 - Campo Sp(t,z). Comparar con la figura 3.8.

"En esta subseccién indicaremos con un subindice 0 a los campos R(t, z) y S(t, z) cuando son evaluados
en i =0.
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De (3.8) la densidad de probabilidad es:

1/2 2
RX(t, z) ( 2(12 ) exp{— 22a (x_bsenwt) }
T cos® wi cos< wt muw

Debemos notar que RZ(t, ) es una gaussiana (vista como funcién de x), cuyo valor maximo

es R3 .. (2a/m cos® wt)lﬂ. [Iste valor maximo es una funcién del tiempo y posee singu-
laridades para valores de t = (2n + 1)7/2w con n € Z, y para estos valores R3 .. — 0.
El valor maximo de R3(t,z) se alcanza en el punto Tome: = bsenwl/mw, y de acuerdo
con (3.5), este punto Tomez tiene la misma trayectoria que el valor medio (X)y,.

Para R3(t,z) la desviacién media cuadrética es § = (cos? wt/2a)1/2 y esta es nula para
los valores de t = (2n + 1)7/2 con n € Z, que son los mismos instantes de tiempo donde
R2(t, z) tiene singularidades Asi notamos que estas singularidades corresponden a puntos
donde las particulas se acumulan. La figura 3.2 muestra el movimiento de R3(t,z).

Figura 3.2 - Movimiento de la densidad de probabilidad Rg(l.,z)‘ Comparar con
la figura 3.9.

De (3.7), el campo de momentums para i = 0 es:

b — mwzx sen wt

0:50(L, x
25o(t, <) coswt

Al igual que para RZ(t,z), este campo de momentum tiene singularidades en los puntos
t = (2n+ 1)w/2 con n € Z. La figura 3.3 muestra la gréfica del del campo de momentum

8ISO(t, IL‘)

Si colocamos particulas en el campo de momentum 09;Sy(¢, ), obtenemos sus trayec-
torias utilizando la ecuacién (1.12), que para este caso es:

. b — mwéq sen wt
€o

m cos wt



3.1. Oscilador armoénico unidimensional 60

[stas trayectorias son de la forma &(t) = bsenwt/mw + xocoswt, donde g es la
posicion inicial de la particula. La figura 3.4 muestra algunas de estas trayectorias. .a
figura 3.5 se presenta una comparacién grafica del comportamiento de las lineas de nivel
del campo So(t,x) y de las trayectorias que él determina.

3:So(t.x

=b

r ;

Figura 3.3 Campo de momentum 9;So(t, ). Comparar con la figura 3.10.

Figura 3.4 — Trayectorias para h — 0: Estas trayectorias corresponde a trayectorias

de oscilador arménico clasico, como era de esperarse pues Sg(t,z) es una solucién de

la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Aqui también se puede notar como las trayectorias
se “estrangulan”. Comparar con la figura 3.11.
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Figura 3.5 — Curvas de nivel del campo Sqy(¢, ) y trayectorias para h = 0. Coinparar
con la figura 3.12

La figura 3.6 muestra graficamente la relacién que existe entre las singularidades del

campo Sy(t, ) y las trayectorias que él determina, aqui se puede notar como las trayec-
torias se “estrangulan” en las singularidades del campo Sy(¢, z).

So(t.x

Figura 3.6 — Campo Sy(t, ) y trayectorias para h — 0: Sobre la superficie Sy(¢, )
se han “pintado” las trayectorias de tres particulas. Comparar con la figura 3.13.

El movimiento de la densidad de probabilidad Ri(t, ) presentado en la figura 3.1
puede ser explicado con las trayectorias &y(t). Recordemos que la densidad de probabil-
idad R2(t,z) es en realidad una distribucion de posicion de particulas normalizada, de
modo que si colocamos “marcas” en la grafica de R3(t, z) estas dehen moverse como par-
ticulas, describiendo trayectorias del tipo &(t). La figura 3.7 muestra la grafica de R3(¢, x)
juntamente con la trayectoria de tres marcas (particulas marcadas) hechas en los extremos
y el centro de la gaussiana.
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Figura 3.7 - Movimiento de la densidad de probabilidad R2(t,z) y tres trayectorias
para fi = 0. Comparar con la figura 3.14.

3.1.2.2. Caso cuantico i # 0

De (3.3) y (3.4) para h # 0 tenemos:

252 v . 2
mw cos wt [(@51%5 - 1) z?senwt + & — b—"’%f-u%’-‘]

S(t, T i m W m
) 2 (cos2 wt + 482R2 gen2 wt) (3.9)
h <2aﬁ tan wt)
— —arctan | ————
2 muw
1/4
2a
R(t,z) = X
(t.2) [w <0032 wt + f:g;zi sen? wt)] (3.10)

2
a bsen wt
e - r— —
i cos? wt + 4?“%; sen? wt muw

La figura 3.8 muestra la grafica del campo S(t, z). De (3.10), la densidad de probabilidad
es:

1/2
Rt x) - X
o) =
' T <0052 wt + "#‘27:% sen? wt)

b ]
2a bsenwt \ "~
expy — 52 T —
cos? wt + f;“z—zﬁz sen? wt muw

Debemos notar que R2?(t, ) es una gaussiana (vista como funcién de z), cuyo valor méxi-

‘mazx
tiempo, y a diferencia de lo que sucede en el caso clasico no posee singularidades. El valor

méximo se alcanza en el punto Tmer = bsen wt/mw, y de acuerdo con (3.5), este punto

252 1/2 P :
mo es R2, = [2(1/71'(0052 wt + 248 sen? wt)} . Este valor maximo es una funcién del
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Tmaz tiene la misna trayectoria que el valor medio (X)y,. Ademas debemos de notar que
Zmaz (Punto de maximo de R%(1,2)) y Zomee (punto de maximo de R3(f,z)) coinciden.

L . e . 2),2 1/2
Para R?(t,z), la desviacién media cuadrética es o cos® wl | f—,:‘:;;.:—:q sen? wl./2u) . Ssta
desviacién, a diferencia de la desviacion clésica dp, no se anula para algin {, es decir no
existen puntos donde se acumulan las particulas. La figura 3.9 muestra el movimiento de

R2(t, 2).

i
oo
t‘*""ﬁ*ﬁ-ﬁt’"’
?:-v*ﬁ a8 '

S,
Ili;’; 3

i
-
[EC

0
Figura 3.8 - Campo S(¢,z). Notesé que este campo estd definido sobre todo el
espacio z — t, a diferencia del campo So(¢,z) Comparar con la figura 3.1.

Figura 3.9 - Movimiento de la densidad de probabilidad #2(t,z). Comparar con
la figura 3.2.
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De (3.9), el campo de momentumn es:
mw cos wi [(37‘;1’525’1; - l) zsenwl + %J

2 K2
cos? wt + 248 sen? wi
mcw

0:S(t, z)

Este campo de momentum no posee singularidades, a diferencia de lo que sucede en el
caso clésico. En la figura 3.10 presentamos la gréifica del campo de momentum 9;S(¢, ).

i
L

Figura 3.10 - Campo de momentum 9,;S(t,z). Comparar con la figura 3.3.

=0

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum 9;S(¢, x), obtenemos sus
trayectorias utilizando la ecuacién (1.11), que para este caso es:

w cos wi [(fﬁ;;ﬁ; — 1) Esenwt + Ebi]

2 K2
cos? wt + 24 sen2 wt
mcw

3

Resolvemos esta ecuacién numéricamente y presentamos estas trayectorias graficamente.
[La figura 3.11 muestra algunas de estas trayectorias. En las figuras 3.12 y 3.13 presentamos
una comparacién grafica del comportamiento del campo S(t,z) y de las trayectorias que

él determina.
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Figura 3.11 - Trayectorias para h # 0. Comparar con la figura 3.4.

Figura 3.12 -~ Curvas de nivel del campo S(t, ) y trayectorias para h # 0. Com-
parar con la figura 3.5
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Figura 3.13 - Campo S(¢,x) y trayectorias para h # 0: Sobre la supercie S(¢, z)
se han “pintado” las trayectorias de tres particulas. Comparar con la figura 3.6.

El movimiento de la densidad probabilidad R?(t, z) presentado en la figura 3.9 puede

ser explicado utilizando las trayectorias £(t) presentadas en la figura 3.11. Recordernos
que la densidad de probabilidad R?(t, ) es en realidad una distribucién normalizada de

particulas, de modo que si colocamos “marcas” en la grafica de R*(t,z) estas deben de

moverse como particulas y describir trayectorias £(t). La figura 3.14 muestra la grafica de
R?%(t, x) conjuntamente con la trayectoria de tres marcas (particulas marcadas) hechas en

los extremos y el centro de la gaussiana.

Figura 3.14 - Movimiento de la densidad de probabilidad de R%(t, ) y tres trayec-
torias para h # 0. Comparar con la figura 3.7.
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Para finalizar esta seccion, la figura 3.15 muestra las trayectorias cldsica y ciiantica de
cinco particulas con distintas posiciones iniciales, y para cada particula ambas trayectorias
(clasica o cudntica) tienen las mismas posiciones iniciales.

Figura 3.15 - Comparacién de las trayectorias clasicas (lineas rojas) y cudnti-
cas(lineas punteadas azules) de cinco particulas.

3.2. Oscilador armonico bidimensional

[a ecuacién de Schrodinger para este problema es:

52 2.2 2,2
k* _, mwzz*  mwyy
——VU + +
2m 2 2
Para calcular la funcién de onda utilizaremos el procedimiento dado por Feynman, es

decir la funcién de onda esta dada por:

U(L,7) =/k’(t,T,O,fo)\Il(O,:To)d2z0

h
+—-(")t\11 =0
1

donde K (t,Z,0,Tp) es el propagador de Feynman del problema. Para este problema, el
propagador K (t,T,0,T,) se separa de la siguiente manera:

K(I’ 51 07 EO) - K’I(ta -z, 0’ l'(])k’y(t, Y, 03 yO)
donde:

K:(t,z,0,z9) = —3/52- exp {—A?c [(:z:2 + 22) cosw,t — 2:1;0:1;]}

. A,
Ky (£,,0,90) = =75 exp {~ A} [(u” +y8) coswyt — 240y}

y A2 = muw, /2ihsenw,l, A; = muw, /2ih senwyt. Debemos notar que K; y K, son propa-
gadores de tipo oscilador arménico unidimensional y estan asociados a la ccuacién de
Schrodinger del oscilador armonico unidimensional.
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3.2.1. Calculo de la funcién de onda y obtencion de Ry S
De acuerdo con lo argumentado en la seccién 1.1, la funcién de onda inicial es:

- ) 5, ibT

U(0,z) = B exp ( —aZ” + —=

donde B (2&/#)1/4. También en la seccién 1.1 se demostré que para esta funcion de

—~

onda inicial se tienen los valores medios iniciales (X )y, = 0y (P)y, = b.

Debemos notar que la funciéon de onda inicial, al igual que el propagador, es separable,

es decir:
¥(0,Zo) =B exp {_@3 N %
Bexp {—a;,;g + ib:hzq } x Bexp {_ayg + ?%yq }
y definiendo:
¥2(0,z0) = Bexp {—amg v ib:}:;?o }
¥y (0, y0) = Bexp {—ayg ' i_lis;i'yq}
obtenemos:

\D(Oa f0) - wr(oa -TO)?/)y(Oa yO)

Luego, en el calculo de la funcién de onda:
W(t,z) /K(t,T,O,TO)\D(O,TO)deO
/: Kz(t,z,0,20)1z(0, zo)dzo X /o; Ky(t, 4,0, 90)1y(0, Yo)dyo
=Y=(L, o)y (L, Y)

donde v¥.(¢, ) y ¥, (¢, y) son funciones de onda de oscilador arménico unidimensional. Este
resultado indica que la funcién de onda de este problema se separa como el producto de dos
funciones de onda de oscilador arménico unidimensional. El cadlculo de estas de funciones
de onda unidimensionales fue hecho en la seccidén anterior, de modo que aqui resurniremos
brevemente los resultados mas importantes.

Para 1,: Tenemos:

B { a(r — B; sen wt)? }
p — X

t,x -
va(t,2) (cos? wyt + a2 sen? w,t)/4 cos? wyt + a2 sen? wyt

{ ) [mwI coswgt [(aZ — 1)z?senw,t + 26,z — B2senw,t| h } }
exp

— — —arctan tan wet
h |_ 2(cos? w,t + a2 sen? wyt) 2 (az tanw,l)
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Si escribimos ¥, en la forma ¥, (t,z) = R(t,z) exp {iS;(t, z)/k}, identificamos R, y S;:
Si(t,z) = mw; cos wyt [(a? — 1)z2 sen wyt + 20,z — B2 sen wyt|

2(cos? wyt + aZsen? w,t)

Ry(t, ) 2 )1/4 exp { al — B senw,t)” }

(cos?w,t + a2 sen? w,t cos? wzt + a? sen? wt

h
—3 arctan(a, tan wgl)

donde a; = 2ah/mw, ; y B; = by /mw,. Estas funciones satisfacen las ecuaciones:

1 mw?2z? h? 921
—(828))* : ) — et =0 3.11
2m( 251)" 4 2 + 05 2m R, ( )
| 1
2;[‘?1655] + 77261,/{16351 + O R, 0 (312)
Para 1,: Tenemos:
B a(y — B, senw,t)?
1 - Y Y X
¥(t,y) (cos?wyt + a2 sen?w,t)!/4 i { cos?wyl + a2 sen®wyt
i [mw, cosw,t [(aj — 1)y?senwyl + 2B,y — 32 senwyt] 1)
exp - . S — ., arctan(ay tanwyt)
h 2(cos?wyt + a?sen?wt) 2

Si escribimos v, en la forma ¥, (¢,y) = Rg(t,y)exp{@%y‘l}, identificamos Ry y So:

MW, CoS Wyt [(0‘32/ — 1)y?senwyl + 28,y — ﬁg sen wyl] h
—3 arctan(a,, tan wyt)

S2(t’ y) =

2(cos? wyt + a2 sen? wyt)

B o {_ a(y — By sen wyt)? }

2 = 1/4 2 o2 sen2
(cos? wyt + ay sen wyt) / COs* Wyt I o sen® wyt

R2(tv y) -

donde a, = 2ah/mwy; y B, = b,/mw,. Estas funciones satisfacen las ecuaciones:

1 , mwiy? _ p2 PR
5 (0352 + == +0:S: — %—322—2 =0 (3.13)
1 1
%Rgang + anRgaySQ +0;R2 =0 (314)

Ahora debemos escribir ¥ en la forma (1.1). Como V(t,z,vy) Yz (L, )y (L, y);
Y = Ryexp {iS;/h}, y ¥, = Rzoexp {iSz/h} tenemos que:

i(sl(t7 I) 1 SZ(tv y)) }

h

Asi podemos notar que R(t,z,y) = Ri(L,2)R2(t,y) y S(t,z,y) = Si(t,z) + Sa(t,y),
entonces:

— _

S(t2,7) _ Mwg cos wgt [(az — z?senwgt 4 20,z — ﬁﬁ sen wyt|
At 2(cos? wgt ++ o sen?w,t)

U(t,z,y) I{I(t,x)lfg(t,y)exp{

mw, cos wyt [(ai — 1)y*senwyt + 2B,y — B; sen wyt]

2(cos? wyt + a2 sen? wyt)

) h
-3 arctan(ag tan wgt) — 3 arctan(ay tan wyt)
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B
H“.J'.y] = = ~ = - = »
(cos? wet + af sen? w, 1)/ (cos? wyt + a2 sen® w, )14
¢ ’ (3.16)
. . ‘-. 2 — 2 .
- . n.II:I:r — B H:n m,f] B u‘(y — By M‘.‘Il myf)
cos® wel + agsen?w.l cos®wyl + afsen® wyl

donde a; = 2ah/mw,, o, = 2ah/mw,, B = (2a/7r)]/4, Bz = bz/mw; y By = by/muw,.
Dado que a; y a, depende de h, aqui notamos que R(¢,z,y) y S({,z,y) efectivamente
dependen de h.

Ahora debemos probar que los campos R y S satisfacen las ecuaciones (1.2) y (1.3); para
esto debemos calculamos las derivadas™:

VS — 8:51€ + 0yS2€:
S = 8,51 + 8,5,

V25 = 828, + 815,

VR = Ry, R1€, + R 19, Rae2
AR = RoO Ry + R10:Ro
VIR = R202Ry + R10} Ry

Luego en la ecuacién (1.2):

1 mw?z? mw2y2 B2 V2R
—_ S 2 T 1 Y S_ e
am (VO At as - o
1 ke 2y? h2 (Ro®%Ry + R ®%R
5 (05181 + 0, 5582)" + "B 4 T 4 O,S1 + 85y — 2m( S 2
m 1112
1 222 mw3y? W2 [02RrR, O2R
=% [(8:1:51)2 + (6y52)2] + mu;zx + ny + 6¢Sl + 6252 = 2_m :;2 ! 72 2
1 2
1 o  mwiz? h? 82R,; 1 9 muw2y? F2 02R,
L = 8,8y — — -E — (8,8 y 0,8y — — Y2
o (0e51)" + L R, o (G 52)" + LR

como S; y Rj satisfacen (3.11), y Sz y R2 satisfacen (3.13); obtenemos finalmente:

1 pgyzy muEt | MY U
2m 2 2 2m R

Asi queda demostrado que los campos R(t,z,y) y S(t,z,y) efectivamente satisfacen la ecuacién
(1.2). Ahora para la ecuacién (1.3):
1
—l—RV2S + —VRVS + 8,R
2m m

1 1 - = i .
= Ri Ry (9251 + 85 S3) + — (Radz Ry + R10y Ryea) - (95121 + 0,S122)

2m
+ RO Ry + R10:Ro
1 1 1 1
=R, —RIE)ESI +—0:R10:S1 + atRl] + R —R28252+—8yR26y82 + 0 Ry
2m m 2m= Y m
como S; y R satisfacen (3.12), y S; y R, satisfacen (3.14); obtenemos finalmente:

1 1
{—RV2S + —VRVS+,R=0
_2m m

MTos vectores {&};_, » son la base canénica de R?
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Asi queda demostrado que los campos R(t,z,y) y S(t,z,y) efectivamente satisfacen la ecuacién
(1.3). Entonces tenemos una solucién del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3) para el caso del
oscilador arménico bidimensional. Ahora verificaremos que los valores medios de los operadores

X y P se comportan claswamente de acuerdo con el teorema de Ehrenfest. El valor medio de X
de acuerdo con (1.8) es

(X, / ZR2(1, ) d*x
R?

utilizando la descomposicion R(t,z,y) = Ri(t,z)R2(t,y) tenemos:
(X)), / 1'R2(t :L')R2( ,y)dzdye, - I—/ yR2 ¢ :z:)RQ(t y)dzdyes

/ RA(t,y dy/ TR3(t,z)dze; - / R¥(t,z) da:/ yR:(t,y)dye,

Pero, de la condicién de normalizacién tenemos que %% R"fdx = 1, f_°°°o R%dy = 1; y del cal-

culo del valor medio de X para el caso del oscilador armdnico unidimensional tenemos que
fmsz%dx Besenwzt y [0 yRidy = B, senwyt, luego:

()f(h)\;,t Bz sen wzte) + B, sen wytes (3.17)

Ahora, el valor medio de P, de acuerdo con (1.9) es

(P)y, ) R3(t, )V S(L,T)d*c
R

utilizando la descomposién R(t,z,y) = Ri(t,z)R2(t,y) y S(t,z,y) = Si(t,z)+ S2(t,y) tenemos:

<13>\1’¢ :_/';2 R%(t,a:)R%(t,y) (3151(t,$)51 + aySQ(tay)€2) d2-73

oo (o o] oo (o o]
=/ R%(t,y)dy/ R3(t,z)0.5)(t, z)dze; +/ R';’(t,:r)d:z:/ R(t,v)9,5:(t, y)dyes
—00 — 0o --00 —00

Pero, de la condicion de normalizacién tenemos que f’°°°o Rfd:z: 1, f_°°°o R%dy 1; y del cal-

culo del valor medio de P para el caso del oscilador armoénico unidimensional tenemos que
20 RE(t,2)0:S1(t, z)dx = by coswet y [ RE(t,4)9,S2(t,)dy by cos wyt, luego:

(P)y, = by cos wyte, + by cos wyte, (3.18)
De (3.17) y (3.18) podemos notar que se satisface el teorema de Ehrenfest:
s d(X)y
(P)w, mT

Concluimos entonces que (X)y, se mueve de acuerdo con la ecuacién cldsica de movimiento,
para cualquier valor del pardametro h.

3.2.2. Representacion grafica de Ry S

Para la solucién hallada en la seccién anterior, tenemos que el “potencial ficticio” es:

Vit ] h* 2a } 2a
ALY i) T . =
2m | cos® w,t 4 ?f".%‘ senfw,l  cos? wyt 4 L‘,—hq S67 iy
¥ Wy
2(y __ bzsenwgt\2 __ bysenwyt\2
4a%(z e B 40*(y hm"—%
N 2 4R 2 2 2 4’k 2 5
(cos? w,t + o sen? wgt) (cos® wyt + mTwl sen? wyt)
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Podemos notar que Vy(¢,z,y) es nulo cuando h = 0, lo que significa que el campo S(t, z,y)
pasa a ser una solucion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi cuando es evaluado en h = 0.
Analizaremos las soluciones halladas (3.15) y (3.16) de este problema en dos casos, cuando
F = 0 (caso clésico) y cuando h # 0 (caso cuéantico). Todas las graficas presentadas
en csta subseccion corresponden al caso del oscilador arménico bidimensional.

3.2.2.1. Caso clasico h = 0

Evaluando (3.15) y (3.16) en h = O tenemos'":

. I 2 b; sen wt
So(t,x,y) T b, — mw,r” sen w,l — ——
COs w miw
: A (3.19)
! Y 5 : b, sen wyt
— | 2b,y — mw, Yy senw,f — —
2 cos w,t 2 v * mau,
n 1/4
(2a/7)* ;
Ro(t,z,y) T T " X
cos* .t cos® wyl
(3.20)

m— z y
cos? wgt \ mw, |  costwyt \ mw,

2 2
exp{ - a ( bzsenwrt\ a [ bysenwyt) }

Para el campo Sy(t, z,y) analizaremos sus frentes de onda pues ellos son perpendiculares
a los rastros que dejan las particulas. Para el campo Sy(¢,z,y), los frentes de onda en el
instante tg son:

I

b sen w ity
2cosw.ly

i 2
2b,x — mw.x” senwyly —
i,

!.-'; sen wyh;)

.
(Eby y — mw,y” sen w,lo — —
g ')

t.__—._

2eosw,ly

donde ¢ € R. Cada valor de ¢ determina un frente de onda, y para t;x = O estos frentes

de onda son planos con vector normal igual a b = (b, b,). Mientras que para to # 0 los
frentes de onda toman la forma:

2 )

2 2
muwg tan wztg . b, csc wzty " mw, tan z_uﬂ . by csc wyto
mw;

muwy

b2cotwgty b2 cot wyto

2mwg 2mw,

Estos frentes de onda pueden ser circulos, elipses o hipérbolas, dependiendo del valor que
se elijan para los parametros b;, b,, wz, w, y to. La figura 3.16 muestra el movimiento del
frente de onda ¢ = 0 del campo Sy(¢, z,y)".

IVEn esta subseccién indicaremos con un subindice 0 a los campos R(t, z) y S(¢, z) cuando son evaluados
en h =0.
VComo referencia, hemos elegido :‘:: =3,307s y i—’: =2,417s
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Figura 3.16 - Movimiento de un frente de onda del campo Sy(t,z,y). Comparar
con la figura 3.25.

De (3.20), la densidad de probabilidad es:

2a/m
(cos? wyt cos? wyt)!/2

2a b, sen wl : 2a b, sen w,t \ :
expt ———— [z — = Yy —
cos? wt mwz cos? wyt mw, )

Debemos notar que R? es una gaussiana (vista como funcion de (z,v)), con curvas de
nivel dadas por las elipses:

2 2
2a b, sen wt 2a b, sen w, ¢
T — T zv + - Y — Yy Y —d
cos? wgl mwg COSs* Wyt mw,

R3(t,x,y) =

El valor méximo de esta gaussiana es R%,,. = 2a/m(cos? wyt cos® wyt)!/?, cantidad que
cambia con el tiempo, y tiene singularidades en los puntos ¢ = (2n + 1)7/2w; 6 t =
(2n + 1)m/2w, con n € Z; y para estos valores RZ, .. — o0o. El valor mdximo de
R%(t,z,y) se alcanza en el punto Tomez = bg senwgl/mw e + b, sen wyt/mwye,, y de

acuerdo con (3.17), este punto Tom,; tiene la misma trayectoria que el valor medio (X)y,.
La densidad R(t,z,y) tiene dos desviaciones medias cuadraticas, una correspondiente al

eje X de valor igual a do; = (cos® w,,.t/2a)l/2 con la propiedad de anularse en los instantes
t = (2n+ 1)m/2w; con n € Z; y otra desviacion correspondiente al eje Y de valor igual a
b0y = (cos? wyt/Qa)l/2 con la propiedad de anularse en los instantes ¢ = (2n + 1)m/2w, con
n € Z. Como podemos notar las desviaciones se anulan en los puntos donde la densidad
de probabilidad R%(t,z,y) presenta singularidades; estas singularidades corresponden a
puntos donde las particulas se acumulan. [.as figura 3.17 y 3.18 muestran el movimiento

de R3(t,z,y).
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Figura 3.17 - Movimiento de la densidad de probabilidad para i = 0. Comparar
con la figura 3.26.

1=3

1=2

-', 0 i.:.

Figura 3.18 - Proyeccion de la densidad de probabilidad R3(t,z,y) en el espacio
de coordenadas. Comparar con la figura 3.27.
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De (3.19), el campo de momentum es:

— Mw,T sen wit b, — mw,ysen w,t _
VSo(t, z,y) = 1+ =2 - Lz,
COS Wzt COS Wyt

Ql

Al giual que la densidad de probabilidad R(t,z,y), este campo de momentum tiene
singularidades en los puntos & = (2n + 1)7/2w; 6 t = (2n+ 1)7/2w, con n € Z. La figura
3.19 muestra este campo de momentum.

Y }
XY

o X Y

o
(=]

» b

mw, mw,

Figura 3.19 - Campo de momentuin VSy(¢, z,y): Las flechas negras corresponden

al campo de momentum en t = Os, las flechas verdes corresponden al campo de

momentum en ¢ = 2s; y las flechas rojas corresponden al campo de momentum en
t = 4s. Comparar con la figura 3.28.

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum VSy(¢, ,y), obtenemos
sus trayectorias £;(1) utilizando la ecuacién (1.12), que para este caso es:

E be — muw Ly, SEN u-,..*_ﬁ ‘ by, — mwp, sen u-yf{__
0= 1 w3 2
C0s el cos w,t

Estas trayectorias son de la forma:

_ b, sen wzl b, sen wy,t
£,(t) = ( - =+ 29 COS Wy ) e+ <u + Yo COS 'wyl) &2

mMwg muw,

donde (g, yg) es la posicién inicial de la particula. La figura 3.20 muestra algunos de
los rastros que dejan las particulas. La figura 3.21 muestra los rastros que dejan algunas
particulas y los frentes de onda del campo V Sy(t, z,y).
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Figura 3.21 - TFrentes de onda del campo Sy(t,z,y) y rastros para i — 0: Aqui
podemos notar que los rastros son perpendiculares a los frentes de onda del campo
So(t,z,y). Comparar con la figura 3.30.

El movimiento de la densidad de probabilidad RZ(t,z,y) presentado en las figuras
3.17 y 3.18 puede ser explicado utilizando los rastros de &,(t) que dejan las particu-
las, o el campo de momentum VSy(¢,z,y). La figura 3.22 muestra la proyeccién de la
densidad de probabilidad R3(t,z,y) sobre el espacio de posiciones y el campo de momen-
tum VSy(t,z,y). La figura 3.23 muestra la proyeccién de la densidad de probabilidad
R3(t,x,y) y los frentes de onda del campo Sy(l,, y). La figura 3.24 muestra la proyeccién
de la densidad de probabilidad R3({,z,y) y los rastros que dejan las particulas.
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Figura 3.22 - Densidad de probabilidad R3(¢,z,y) y campo de momentum
VSo(t, z,y). Comparar con la figura 3.32.
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Figura 3.23 — Movimiento de la densidad de probabilidad Rg(l,,;r,y) y los frentes
de onda del campo Sy(t,z,y). Comparar con la figura 3.33.
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S M

Figura 3.24 - Movimiento de la densidad de probabilidad R%(t,z‘,y) v rastros de
particula para /i = 0. Comparar con la figura 3.31.

3.2.2.2. Caso cuantico i # 0

De (3.15) y (3.16), para h # 0 tenemos:

bz b2 senwat |
mwz m2w? |

2

252
Mwz coS Wyt [(+4“——2"2 — 1)z®senwgt +
I

S(t,z,y) = 2
(&2,9) 2(cos? wqt + %Sen? wel)
242 ) wyt |

muw, cos wyt [(f;“zfg — Dy?senwyt + :fi: - bynsf;w{t (3.21)
- J

2(cos? wyl + ‘%%% sen? wyt)

2ah tan wyt ) h ( 2ah tanwyt )
— g arctan | ————=

muw;

h
— —arctan
2 muw,

(2a/m)"/?
4a2h? 4a2h?
2

2 2 1/4( cog? 2 £)1/4
(cos? wyt + 255 sen? w;t)'/4(cos? wyt + m7 Sen? wyt) /

T

o (o bezmeat) a (y - sy’ -

exp § — 21,2 252
2 4a?h 3 2 da-h 2p
cos? wyt + e sen wel  cosuyt + =5 2 Sen wyt

R(t,z,y) =

Para el campo S(t, z, y) analizaremos sus frentes de onda pues ellos son perpendiculares
a los rastros que dejan las particulas. Para el campo S(t,z,y), los frentes de onda en el
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instante ¢y son:

2
MWz COS Wyt [( :7:51—3 l)x senwgt + @;_ _ blsenwgt

i
2(cos? w,t + %‘352 sen? th)
. y 4a?h? b2 sen wyt |
N MW, CoS Wyt [( - ’3 1)y? sen wyt + —L — "‘—mzwz" ‘
2(cos? wyt + 44 5 7 sen2w,t)
h 2ah tan wgt h 2ah tan wyt
- zarctan| —— | — —arctan| ————— | = ¢
2 mwg 2 muw,

donde ¢ € R. Cada valor de ¢ determina un frente de onda; y para tg = 0 estos frentes

de onda son planos con vector normal igual a b = (b, b,). Mientras que para ty > 0 los
frentes de onda toman la forma:

2
mwg (1 — 24 )tan wzlo [ b, csc w,lo
. PR 2 - T
2{1 t m lH.]'j w 'i"] r”‘“':“ m'lu-'i}
maw, (1 — ""‘:]tﬂ.n w, ! g
v miwg y'o b, cscwyty
Yy — )
‘lﬂ AT oo I _ dadhd
2(1 4 = mTul LAD wylo) mawy( 1 TET:]
b% cot w,tg Lr' cot wyty .
5 41;"';{:_ i Jah? N
2mw,(1 — ;;1.—T} ?rmnu[l - )

m* u‘IEI

Estos frentes de onda pueden ser circulos, elipses o hiperbolas, dependiendo del valor que

se elijan para los parametros b, by, wz, wy y to. La figura 3.25 muestra el movimiento del
frente de onda ¢ = 0 del campo S(¢, z,y).

2h_ t=0
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mwy /
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s i i L i S—
Zadbyg — 0 A L. !
Mwy - -y

X

Figura 3.25 - Movimiento de un frente de onda del campo S(¢,z,y). Comparar

con la figura 3.16.
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De (3.22), la densidad de probabilidad es:

‘ 2
2 a/m
Riha) (cos? wt + 320 gon2 gy 'r-/' 2, ¢ ok, t)/? 2
5= Uiy Tl n? w i)' 3(cos? w,t mTuT 20 sen wyt)
.}” (T . f.l-I Ft o] ulI[)', Eﬂ ([’t oy bl LTl l.tlll!)"
exp - H ¥R o & Frama v
cos® wyt %wn wel  cos® wyl | 10Tk sen? wil

Frp® 1..| 'll'l' Hf'

Debemos notar que R? es una gaussiana (vista como funcion de (z,v)), con curvas de
nivel dadas por las elipses:

20 (z — tezmeat) 4 2 (y — tzemest)” d

2 52
cos? wst + 25ty sen?wyt  cos?wyt + 4 'ig sen2 wy!

El valor maximo de esta gaussiana es:

[{2 - 2(1/71'
o 2 K2
T (cos? wgt + A5 sen? w,t)1/2(cos? wyt + 4“75 sen? w,t)1/?

Este valor mdximo cambia con el tiempo, y no presenta singularidades como el cor-
respondiente en el caso clésico. El valor maximo de R?(t,z,y) se alcanza en el punto
Tmes = bz sen wgt/mwg€; -+ b, sen wyt/mwyé,, y de acuerdo con (3.17), este punto Z,,ez
tiene la misma trayectoria que el valor medio (/?)q,t.

l.a densidad R%(t,z,y) tiene dos desviaciones medias cuadraticas, una correspondi-

1/2
ente al eje X de valor igual a §, = [(cos2 wgt + ‘1“;%2 sen? th)/Qa] / ; y otra desviacion

1/2
correspondiente al eje Y de valor igual a ¢, = [(cos2 wyt + 4;“;%_ sen wyt)/Qa] ;y es
tas desviaciones no se anulan como las correspondientes al caso clasico, por lo tanto
aqui no existen puntos donde las particulas se acumulen. las figura 3.26 y 3.27 muestran
el movimiento de R%(t,z,y).

=0
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t=4

Figura 3.26 — Movimiento de la densidad de probabilidad para h # 0. Comparar
con la figura 3.17.

=3

L.
™y

—-N 0 =

vy -y

X

Figura 3.27 - Proyeccién de la densidad de probabilidad R2(t,z,y) en el espacio
de coordenadas. Comparar con la figura 3.18.

De (3.21), el campo de momentuin es:

4g2h? b
MWz COS Wl [(m_”w,, — 1) Tsen Wyt 4 —2=|

VS(t,z,y) = e

252
cos? w;t + f,fzgg sen? wyt

422 , b.
MW, Cos wyl [(n:‘gu:% - 1) ysen wyt + k-

Qf

+ 4a2h? 2

cos? wyt + = sen? wyt
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[La figura 3.28 muestra este campo de momentum.

b by
mw,

—% % :
—

. o
—

e, mwy

. y’ >, F £
L 0

-y mwy

X

Figura 3.28 - Campo de momentum VS(t,z,y): Las flechas negras corresponden

al campo de momentum en ¢ = 0, las flechas verdes corresponden al campo de

momentum en t = 2, y flechas rojas corresponden al campo de momentum en ¢ = 5.
Comparar con la figura 3.19.

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum VS(¢,z, y), obtenemos sus
trayectorias £(t) = €.(¢)€) + &,(t)€; utilizando la ec. (1.11), que para este caso es:

252
A, CoS Wyt [(% - l) €z senwgl + J
T T

& =

2p2
cos? w,t + 48t sen2w,t
miwg
4a2h? ) by
) TN, COS Wyt [(—-.;—:- - 1) £y sen wyl + —_—
&y -

2 4a2h? 2
COS® Wyt + Wsen W, t

Resolvemos esta ecuacién numericamente y presentamos estas trayectorias graficamente.
La figura 3.29 muestra algunos de los rastros que dejan las particulas. La figura 3.30
muestra los rastros que dejan las particulas y los [rentes de onda del campo VS(t, z,y)
en un instante particular.
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Figura 3.30 Frentes de onda del campo S(¢, z,y) y rastros para i # 0: Aqui pode-
mos notar que los rastros son perpendiculares a los frentes de onda del campo
S(t,z,y). Comparar con la figura 3.21.

El movimiento de la densidad de probabilidad R?(t,x,y) presentado en las figuras
3.26 y 3.27 puede ser explicado utilizando los rastros £(t) que dejan las particulas, o el
campo de momentum S(¢,z,y). La figura 3.31 muestra la proyeccién de la densidad de
probabilidad R?(t,z,y) y el campo de momentum VS(¢t, z,y). La figura 3.32 muestra la
proyeccién de la densidad de probabilidad R%(¢,zx,y) y los frentes de onda del campo
S(t,z,y). La figura 3.33 muestra la proyeccién de la densidad de probabilidad R?(t, z,y)
y los rastros que dejan las particulas.
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Figura 3.31 - Movimiento de la densidad de probabilidad R%(t,z,y) y el campo
de momentum VS(t,z,y). Comparar con la figura 3.23.
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il
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Figura 3.32 - Movimiento de la densidad de probabilidad R%(t,z,y) y los frentes
de onda del campo S(¢,z,y). Comparar con la figura 3.24.
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mw,

X

Figura 3.33 Movimiento de la densidad de probabilidad R?(t,x,y) y los rastros
que dejan las particulas. Comparar con la figura 3.22.

Para finalizar esta seccion, la figura 3.34 muestra los rastros cldsicos y cuanticos de
cinco particulas con distintas posiciones iniciales. Para una particula, ambas trayectorias
(clasica o cuantica) tienen la misma posicion inicial.

Figura 3.34 Comparacién de los rastros clasicos (lineas rojas) y cudanticos (lineas
punteadas azules) de cinco particulas.



CAPITULO 4

Tiro de proyectil

En este capitulo desarrollaremos la interpretacion sugerida en el capitulo 1, para el
caso del tiro de proyectil, trataremos tanto el problema unidimensional como el tridimen-
sional por que ellos permitiran notar diferentes aspectos. Nuevamente el objetivo principal
es hallar analiticamente los campos R(t,z) y S(t,z), y explicar el comportamiento del
sistema utilizando estos campos. Asi es conveniente la presentacién de numerosas graficas.

4.1. Tiro de proyectil unidimensional

La ecuaciéon de Schrodinger para este problema es:

h? h

——0;¥V + mgz + -6,V — 0

2m 1

Como ya mencionamos, para calcular la funcién de onda utilizaremos el procedimiento

dado por Feynman, es decir la funcién de onda esta dada por:
W(t,2) - [ K(t,,0,20)¥(0, zo)dzy

donde K(t,z,0,z¢) es el propagador de I'eynman del problema. El propagador para el
tiro de proyectil unidimensional es:

m \1/2 m ) , g
K(t7$’0,$0) (2 i} t) exp{—22ht l:(x_xO) —g(.'L' + ‘To)t - 12 }
Definiendo A? E, escribimos el propagador en la forma:

2iht

A 2 2 g%t
K(t,z,0,z0) 7rl#exp {—A [(x—xo) — g(z + zo)t? — b J}

90
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4.1.1. Calculo de la funcion de onda y obtencion de iy S

De acuerdo con lo argumentado en la seccién 1.1, la funcion de onda inicial es:

W(0,z) = Bexp {—a:z:2 + ZI)TI}

donde B = (2a/7)Y*. También en la seccién 1.1 se demostré que para esta funcién de
onda inicial se tienen los valores medios iniciales (X )y, = 0y (P)y, = b.

Aplicando el método del propagador, calculamos la funcién de onda en cualquier in-
stante posterior:

U(t, ) /°° A p {—/P [(:r — 20)? — g(z + zo)l2 — %4-] }

h

244
gt zb:co

ibxg
xBexp{ azj + i}d:ro

(t, ) ﬂi—fz [ e {_A2 [<r — 20)*—g(z + T0)*—

En el exponente:
2,4 -
gt ibxo
—A? [(a:—a:o )2 — g(z + zo)t* — —1_2} —az? + —
’ibl‘g

2,4

t
-2 T tz—g-— — az? + —
<x TTo +r0 gz gZo 2 0 h

4 t2 b
x—gxt——t- - A% |22 -2 L Zg —aa:ngzﬂ
2 h

g%tt . ) gt? ib
<.’E —q.’l)t - ) A [( Az)ro 2<1+T+2f/12

definiendo N2 = 1 + a/A? = | + iat, donde a = 2ah/m; y M = z + gt?/2 + ib/2hA?
T + gt?/2 — bt /m, obtenemos:

244 -
gt bz
—4? [(z — 20)? = gl + 20)1? - E] Baihie
244
—A2<x2—g1:t2—%> A2( zg—QM:ro)
244 2 2
EREPLY PR AL BT ~ (M>N AEPLE
= —A*[2° — gzt L2> A [N 2 N ( $0)+N2 e

12 N? N

244 2
2 gt M 2 72 ﬂ
$2_g$t—ﬁ'——/'v—2'> AN<:EO_N2

244 2 A
—A2<x2—g.’ct2—gi—M> A? (Na:o——4>
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Luego al reemplazar esta expresién equivalente del exponente en (4.1), tenemos:

AB o 244 2 2
U(t,z) w17 | eXp {—/12 <$2 —gzt? — % = %) — A%N? (:co - %) }dzo

Al 24 pp2 o 2
172 &XP {—A2 (:cz—g:ct2—‘% —~ W) } / exp {—/12N2 (ro — %) }dmo

AB 2,4 2
- exp{—A2 (xz_gﬂz_gt M )} /2

/2 12~ N2 )" AN
B 244 \p2
—exp{—A2(g? g2 9L T
N { (‘T & 12 N?

Finalmente al reemplazar A, N y M en la expresién anterior obtenemos:

t2 be )2
Y(t, z) —B——exp PLLE z? — gzt® — gt - (ar: te - 5)' (4.2)
(1 +iat)l/2 2iht 12 11 iat '

Ahora para escribir la funcién de onda en la forma (1.1) y obtener R(t,z) y S(¢, ),
debemos separar el exponente de la funcién exponencial en sus partes real e imaginaria,
asi como escribir el denominador (1 + iat)!/? en su forma polar. Entonces, manipulando

el exponente:

g2t (_7; + %2 — 2)2

L z? — g:rt2 — - =
2iht 12 1l +iat
2

mi| o o g (z+ % - 2)°(1 - iot)

=——, |1r° — - — -
2ht . 12 1 4 a2t?

. 2 2 . 2

mi | o 2 gt (z+F-8) iat(ztg-¥)

—— | — - — s\
2ht 9z 12 I roee = T 1+ a2

B ma gt2  bt\? mi 5 , gitt -
T T 2N(1 + a2t?) (:” 2 E) T 7 ey |\& 9 Ty | (L4 a7

2
gt? bt
— _+ g — ——
<z 2 m
244

2 .
ma gt* bt mi ) , g% 5 90
2h(1 + a??) (‘T“L ) " (1 T o) [x S T
2,246 204 122 3
0,4 giatt 9 gttt bt o . 2bxt  gbt
. L S SR /U S — qzt® +
gra 12 * 4 nre grt= m i m

a | gt2  bt\’ . i b+ 2a2h?*z? b?
. — - — —_— bz = —
lre22\" " 2 " m h(1 + a?t?) m R !

gbt? B (m92 N 2a2h,2g$> 3 a2h,2g2t5]

2 6 m om
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Por otro lado, tenemos que (1 + iat)'/? = (1 + a?2)1/4 exp{ arctan at)} [Luego al
reemplazar estos resultados en (4.2), obtenemos:

B a gt b\’
v Wexp{‘m(IJr?‘a)

o 2 1 bt 4 2a°h%z? b? ; gbt?
h|1+ o?t? m 9T o * 2

mg?  2a%h? . 2p2g245
—< J + ¢ Igr)ﬁ—ah—gt}—garctan(at)

6 m 6m

De aqui identificamos los campos R(t,z) y S(t,z):

207h2? B2 ght?
S L N o — 4
(¢, z) 1 -02t2[ +< It om 2
2 N . (4.3)
2a%h h°g%t
_ (262 pecd m-‘”) 3 — 9;79] - garctan(at)
e 2
gt bt
R(t e ] - 2 m &
W)= (e "y e (0 T ) } o

donde a = 2ah/m; B = (2a/7)"/*. Dado que a depende de h, aqui notamos que R(t,z) y
S(t,z) efectivamente dependen de h.

Ahora verificaremos que los campos R(t,z) y S(t,z) obtenidos satisfacen las ecuaciones
(1.2) y (1.3). Para esto calculamos las siguientes derivadas (y para simplificar, escribimos Q
1=%a 2¢ )

2 2 bt
81R=——a <m+g—-——) R

Q 2 m
o [ S (e % 2B R o)
!
R - 20 aa?( 9‘2 m\zl R
ACAE AT
S = é [b 4 (4027:2% - mg) t — Qa_QiTig_t:;}
&S = —mgz — %2’5; [bx + <202::L2$2 —mgx — 2()_7;‘71) t+ QQLZ - <T6£ | EHE:;JHI) $?
B @:‘_@_"E_T'J } 1 I‘Zu"’hﬂ:{' - ﬁ gt — (ﬂrg:J : Eu"!r'i:g.r) 2 _ {{ﬁh:gﬂf"] B ah®
G Q m 2m 2 m G m)
ghg 8

* )
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Luego en la ecuacién (1.2) tenemos:

1 dﬂ!{
2_(H.8Y +V 3L____.._
.zfﬂ-[ } I\ t : 2"’1 R

1 du‘h 2a it gt? *
=—0 |b+ —— —mg | 1 — + mgr — mygx
md) m m

Ba*h*t 2a’h*r* b* gt* mg  2a°Wgx a “h 5.215]
e 1% —mgr— e |+ (DO TN DT
m2Q? [ ' ( m ) T e T Te

m firre
1 (222K »* mg®  2a*higx\ . Sathig*t'|  ah®
R —_— — t" — —
+ [ tolt ( 2 i m fim m)

SRS, 9. 252,377 252, a2y
:v—l-: l b4 L h'L—mg I_Eu wgt —Eu,,hi b 4 ( o —mg:r)!
m? | 2 m m m2Q m
(!

2
2 2 252 252 2,5 o 2 b
bt gt (mg 2Wgz)s aWgl| papa(a4 T _Z }
2m 2 i m i 2 m

1 2112 ﬁ",*mu h: mﬂﬂ Eu'.*ﬁ?yz 4 5a hﬂg'.! i
L LMY . I S
[

Q) m 2m 2 m fim
2 L P P = _1 4 ﬁ,-l Etﬁ ‘iuzflgtﬂ'
=——L— uh— + Saes t n da~h-gx | I + 28 ,? } —mgh |
mQ? | 2 m* 2 m* m
2 b4t 2 253 o252 2 2\
- Eu?ﬁfg‘;btd B Bﬂq h"'yf - Eﬂ‘lﬁ‘zg? rl— Ba ﬁzbﬂ."f B Ha-h 2a-h-x" p—— ‘h_) 'J
m m* m m m 2m
4‘]2;12_9“3 Ra-h= mg’-’ ; 2&2.’125;.1‘ fi i dat i '?.16 _5g8 ;-3 2 uﬂfl":gzﬁ
; m - (i m ' 3mn? 2
242 242 2p2 aht P
2a* b 1* won o AdathPbat 207 ght 1 252
— — 2a"hgxt” + 1 + — |2a*h%x* — — + mgbt
T m? LB m : m mQ 2
mﬂgﬂti

(4

1 4a h ? _ u'.r_j da* e Aa ki t?
mQ {-—-2{1 hex® (l b )-+ 5 (l i - 1y —3
2.8 25:242 sa2h2altt da2ht?
m g t* 40?h32\ | a9 o f. 4R q . !
: 2 (I ¥ m? taoctget- | 1 m* ? (i & m-

2a*h* y.’r!“! - 5__“‘-Eﬁﬂgﬂg-1 ]

2 2242 L . Eg2p2afh
1 |, 9.2 b mgt_ 9,2 3 g B
-l'E[Eﬂ ﬁg:r*—-z- + mgbt — 2a-hgxt —r— ]
h* 2R
__ =]
21{35} RV H A 2m R

Asi queda demostrado que los campos R(t, z) y S(t,z) efectivamente satisfacen la ecuacion (1.2)
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Ahora para la ecuacidn (1.3):

1w 1,
EI{(};;" F Efj:fl!ﬁ;-"l‘. | I"'jrrf

R [ 4a*K*t | 2a gt* bt 1 da“h*x 2a° K gt?
al— |+t ==+ — — — — —_—— R
2m ( me) ) m [ Q (.r : 2 rn)R (9] [b I ( m mg) : m ] }

2a°h*t  Ra’ht gt* bt 3 2a gt* bt b

Fl—mmt s s+ - =] == — - = -

[ m=6) m=()? (.r l 2 " ) i 2 m) (g!‘ m) It
N 2aR [ 4a*h*t i q_i" L :_ gt* bt f da*h*z 2a* 1 gt?
mi)? m 2 m B 2 m it m mg |t - m
_ 2aR - gt bt b

Q@ ("'I B m)

{¢1u=h=r (i f gt* f_:ii) i (.-m‘—‘ﬁi’;r - m_q)r : 2u=h‘-‘_qr“}
m 2 m m m

2aR ( gt* M )
m{}= 2 1

2aR gt* bt
. ;(5 (:r i 5 :) (mgt — b)
2aR o4 gt2 bt b 4a2h%t? H " da*h*1?
mQ? 2 m m2 UL s m*
2aR gt? bt
—m—Q <:L"|' 7——> (mgt——b)

2aR gt? bt 2aR gt? bt
M= (PR t—b) — == S —b) —
0 <:1: f 5 ) (mg ) 0 <$+ 2 (mgt —b) =0

2L ROZS 4 I—i};h‘ﬁ;ﬁ‘ | SR
2m m

Asi queda demostrado que los campos R(t,x) y S(t,x) efectivamente satisfacen la ecuacién
(1.3). Entonces tenemos una solucién del sistema de ecuaciones (1.2) y (1.3) en el caso del tiro
de proyectil unidimensional. Ahora verificaremos que los valores medios de los operadores X y
P se comportan cldasicamente de acuerdo con el teorema de Ehrenfest.

El valor medio de X, de acuerdo con (1.7) es':

~

(X)y, —/_0; TR%*(t,z)dz

Lm0 %-0) )
St Sl Bt 2
SR )

'Aqui para simplificar la escritura, seguimos utilizando @, que ya fue definido lineas arriba.
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- 2022 gt bt = 2a gt? bt :
zexp{ — dr — [ Z- - = = I :
[zl (2 m)/_me"p Q (” 2 “m) [©
B? (b gt?\ /7Q\'/?
QU2 \m 2 (2_a>

y reemplazando el valor de I3, obtenemos:

~ B?
<A)\I’t _C?/_?[

- bt t2
(X)\I‘c === Z

— -2 (4.5)

Ahora, el valor medio de 13, de acuerdo con (1.8) es:

Pro.= [ R(,2)0:(t,2)d

-00

00 | 4 2h2t 9,252 43
—/ R*(t,z)— <b+ ¢ x—mgt—zi"—gt-)dx

—o0 Q m m

1 00 252 00 oo
[b/ R?(t,z)dx + il t-/ TR?(t,z)dr — mgt/ R%(t,z)dz

Q - 00 m —00 —00

20 R0l ™ .,
- i—’—"-—-[ R (t, )

e

de la condicién de normalizacion tenemos que [°0 RQ(t,:z:)d:r = 1, ademas del calculo del valor

medio de X tenemos (XA)\p, ffooo TR%(t,r)dx fn—t — %2, luego:

" L[ 4a*K%t (bt gt® 2a kgt
¥ = e BN Y L — ‘l- — ¥
(Pre. ) i m (m 2 ) H m }
1 -h } '1!‘1:fll:'1':f2h - -Iu?h:y!':}

(8] m= m

[ da<h* dash4p?
= bl 14 “ t —mgt| 1+ - t
) m-= m-

'."Il“!

b —maqgl - -'Iu"’."rzrﬁ}
Q

25242
reemplazando Q = 1 + %% =1+ 4—“;2%‘—, obtenemos:

(P)w, = b— mgt (4.6)
De (4.5) y (4.6) podemos notar que se satisface el teorema de Ehrenfest:

d(X)y,

Py, —
( )‘I’z m dt

Concluimos entonces que (X)y, se mueve de acuerdo con la ecuacion cldsica de movimiento para

cualquier valor de h.
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4.1.2. Representacion grafica de Ry S

Para la solucion hallada en la seccidon anterior, tenemos que el “potencial ficticio” es:

h? 2a 4a? gtz b\’
Vi(t,z) = — = I =
162 = o | 4 deihie (1+ 4a::t;t_2)2 (””L 2 m

Podemos notar que V(t,z) es nulo cuando h = 0, lo que significa que el campo S(¢, )
pasa a ser una solucion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi, cuando es evaluado en h = 0.
Analizaremos las soluciones halladas (4.3) y (4.4) de este problema en dos casos, cuando
R = 0 (caso clasico) y h # 0 (caso cudntico). Todas las graficas presentadas en esta
subseccién corresponden al caso del tiro de proyectil unidimensional.

4.1.2.1. Caso clasico h =0

Evaluando (4.3) y (4.4) en h = 0 tenenmos"

b? gbt>  mg*t?
S P o S et 4.7
o(t, ) T (mg:l: + 2m> t+ 5 6 (4.7)
20\ /4 2 b\’
Ro(t, x) (;) exp {—a (:1: + 97 — ;) (4.8)

La figura 4.1 muestra la grafica del campo Sy(¢, ), este campo es propiamente una solucién
de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

1

Figura 4.1 - Campo Sy(t,z). Comparar con la figura 4.8.

"En esta subseccién indicaremos con un subindice 0 a los campos R(t,z) y S(t, z) cuando son evaluados
en h = 0.
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De (4.8) la densidad de probabilidad es:

20\ '/? b\’
RA(t, ) (_a) exp {—2a (x el i )—>
T 2 m

Debemos notar que R3(t, z) es una gaussiana (vista como funcién de z), cuyo valor maximo

es R2,.. = (2a/m)'/2, valor que no cambia con el tiempo. El valor méximo se alcanza
. ¢2 . .

en el punto Tomee = —%&- + %, y de acuerdo con (4.5), este punto Zoma, tiene la misma

trayectoria que el valor medio (X)y,.

Otro parametro importante en las gaussianas es el ancho de la campana, y una me-
dida de este ancho es la desviacién media cuadritica. Para R3(t,z), la desviacién media
cuadratica es dy = (2a)/?, y esta desviacién no cambia con el tiempo. Por lo tanto con-
cluimos que la curva de densidad de probabilidad R%(t,z) avanza sin deformarse. La figura
4.2 muestra el movimiento de R(t, z).

Figura 4.2 — Movimiento de la densidad de probabilidad R3(t,z): Puede observarse
que la curva de densidad de probabilidad avanza sin deformarse. Recordando que
esta densidad de probabilidad representa a muchas particulas, podemos decir que
estas particulas avanzan como una estructura rigida. Comparar con la figura 4.9.

De (4.7), el campo de momentum es:
0:So(t,z) = b—mgt

La figura 4.3 muestra la grafica del campo de momentum 0, Sy(t, z). Si colocamos particu-
las en el campo de momentum 3;Sy(t,z), obtenemos sus trayectorias resolviendo la
ecuacién (1.12), que para este caso es:
: b
=——gl
fo=——9

Estas trayectorias son de la forma &(t) = %‘l — 9;—2 + 20, donde z¢ es la posicién inicial de
la particula. L.a figura 4.4 muestra algunas de estas trayectorias.
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Figura 4.3 Campo de mometum 9;So(¢,x). Comparar con la figura 4.10

b2
2m"2g |

Figura 4.4 - Trayectorias para fi = 0: Claramente estas trayectorias corresponden
a particulas en un movimiento vertical, como era de esperarse pues Sy(¢, ) es una
solucién de la ecuacion de Hamilton-Jacobi. Comparar con la figura 4.11.

Si bien en el tiro de proyectil unidimensional no se pueden hacer graficas de los frentes
de onda del campo Sy(t, ) para analizar el movimiento de las particulas, sin embargo se
pueden hacer otros tipos de graficas como las presentadas en las figuras 4.5 y 4.6.
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Figura 4.5 Curvas de nivel de Sy(t.z) y trayectorias para h = 0. Comparar con
la figura 4.12.

»
2m2g
. e —
0
[ AL A [ i Sol1.x)
——
e
¥
10 29

2b {

Figura 4.6 - Campo Sp(t,z) y trayectorias para h — 0. Comparar con la figura
4.13.
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Il movimiento rigido de la densidad de probabilidad representado en la figura 4.1 puede
ser explicado utilizando las trayectorias £(t). Recordemos que la densidad de probabilidad
R3(t, z) es en realidad una distribucién de posicién de particulas normalizada, de modo
que si colocanos “marcas” en la gréfica de R%(t, z) estas deben moverse como particulas y
describir trayectorias del tipo &y(). La figura 4.7 muestra la grafica de R3(¢,z) juntamente
con las trayectorias de tres marcas hechas en los extremos y el centro de la gaussiana.

Figura 4.7 - Movimiento de R%(t,:r) y trayectorias para i = 0. Comparar con la
figura 4.14.

4.1.2.2. Caso cuantico h # 0

De (4.3) y (4.4) para h # 0 tenemos:

2u?hia? B2 ght?
et LT B 2 o — 5t o
S(t’l‘) 15 -tn*h;t- [bil‘ F ( m mgr 2771) ; 2
rn.2 . . (4.9)
P L . | o A h .
_(me” 2a*h*gx 3 WWEVL o tan ?G_ht
6 M fim 2 m
1/4 2 2
2a a gt bt
e[| o oR) | e

La figura 4.8 muestra la grifica del campo S(t, z).
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¥
2m"2g

Figura 4.8 - Gréfica del campo S(t,z). Comparar con la figura 4.1.

De (4.10), la densidad de probabilidad es:

1/2 2
2a 2a gt® bt
R*(t, z) [———J exp {———— (a: + 5= — )
D 4a2h2¢? 4a2R2t?
Debemos notar que R%(t, z) es una gaussiana (vista como funcién de z), cuyo valor maxi-

252,2,71/2 ' .
mo es R2 __ [Qa/ﬂ(l + dh L )] ; y como podemos notar este valor maximo va dis-

. . e 2
minuyendo al pasar el tiempo. Ll valor maximo se alcanza en el punto z,,., f—; — %,

y de acuerdo con (4.5), este punto T, tiene la misma trayectoria que el valor medio
(X)g,. Ademés debemos notar que Tmaez (punto de méaximo de R%(t,x)) y Zomee (Punto
de méximo de RZ(t,z)) coinciden.

Para R?(t,z), la desviacién media cuadritica es § = [2(1/(1 + 4—";%;‘—2) _1/2; y como

podemos notar, esta desviacion aumenta al pasar el tiempo. Por lo tanto concluimos que
la curva de densidad de probabilidad R?(t, ) avanza dispersindose. La figura 4.9 muestra

el movimiento de R?(t, ).

De (4.9), el campo de momentum es:

I da*hiz 2a° k= gt?
. S(t, x) ﬁm: Ib f ( ' —~ m_r;).i i u,}

m (I

En la figura 4.10 presentamos la grafica del campo de momentum &;S(¢, x).
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Figura 4.9 - Movimiento de la densidad de probabilidad 2(t,z): Puede observarse
que la curva de densidad de probabilidad avanza deformandose, a diferencia de la
correspondiente curva en el caso clasico. Comparar con la figura 4.2.

0

Figura 4.10 - Campo de momentum &@;S(¢,z). Comparar con la figura 4.3.

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum 0;S(¢,z), obtenemos sus
trayectorias utilizando la ecuacién (1.12); que para este caso es:

; I b da*h? 2a*higt?
£ |y e | fas L EL

} i m* : m*

L]

Resolvemos esta ecuacién numéricamente y presentamos estas trayectorias graficamente.
[La figura 4.1]1 muestra algunas de estas trayectorias. ISn las figuras 4.12 y 4.13 presentamos
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una comparacién grafica del comportamiento del campo S(t,z) y las trayectorias que él
determina.

Figura 4.11 - Trayectorias para h # 0. Comparar con la figura 4.4.

S(t.x)

Figura 4.12 — Campo S(t, ) y trayectorias para h # 0. Comparar con la figura
4.6.



4.1. Tiro de proyectil unidimensional 105

X

Figura 4.13 Curvas de nivel de S(¢, z) y trayectorias para h # 0. Comparar con
la figura 4.5.

El movimiento de la densidad de probabilidad presentado en la figura 4.9 puede ser
explicado utilizando las trayectorias £(¢) presentadas en la figura 4.11. Recordemos que la
densidad de probabilidad R?({,z) es en realidad una distribucién de posicién de particulas
normalizada, de modo que si colocamos “marcas” en la grafica de R?(t,x) estas deben
moverse como particulas y describir trayectorias £(t). La figura 4.14 muestra la gréfica de
R?(t, z) juntamente con la trayectorias de 3 marcas hechas en los extremos y el centro de
la gaussiana.

Figura 4.14 Movimiento de Rz(t,:r) y trayectorias para h # 0. Comparar con la
figura 4.7.

Para finalizar esta seccion, la figura 4.15 muestra las trayectorias cldsica y cuantica de
cinco particulas con distintas posiciones iniciales, y para cada particula ambas trayectorias
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(cldsica o cudntica) Lienen las mismas posiciones iniciales.

Figura 4.15 — Comparacion de las trayectorias clasica (lineas rojas) y cudntica
(lineas punteadas azules) de cinco particulas.

4.2. Tiro de proyectil tridimensional

La ecuacion de Schrodinger para este problema es:

._.__vl'lll — ™mij b it}ﬂlf =]
2m

donde g = —ge3. Para calcular la funcién de onda utilizaremos el procedimiendo dado por
Feynman, es decir la funcion de onda esta dada por:

/K 7,0, To) W(0, Tg)d3xg

donde K (t,x,0,To) es el propagador de Feynman del problema. El propagador para el
tiro de proyectil tridimensional es:

m \3/2 m [ o a2
HESS D (zmm) o {_ﬂ [(I - %0)’ + 3T+ T - T

m
Si definiendo A% = 5E escribimos el propagador en la forma:
vh

3

A .
K(i,'THO) IU) - ;(_372- exp {___AZ 12

(T —%0)? +3.(T + To)t? —52—11]}
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4.2.1. Calculo de la funcién de onda y obtencién de Ry S

De acuerdo con lo argumentado en la seccién 1.1, la funcién de onda inicial es:

V(0,7) = Bexp {—-ui" 4 El;—f}
:

3 4 4 ol .2 L4 ’ L4
donde B = (2a/m) /4 También en la seccién 1.1 se demostré que para esta [uncién de

—

onda inicial se tienen los valores medios iniciales (X )¢, =0y (ﬁ)q’o b.

Aplicando el método del propagador obtenemos la funcién de onda en cualquier in-

stante posterior:

3

A
v(t,T) /Rs —372 OXP {—A2 [(a‘c — %)% + 3.(Z + Zo)t* — gu

2447

-2t4-

A*B

- }Bexp{—afﬁ—!—i

l_)..'Eo

h

} d3$o

_ T o e = 1,2 9 2 -B'TQS
U(t,T) WT/f/msexP {—A2[(1_z0)2+ 9.(T + To)t*— =—- —ax0+z—-ﬁ}d:r0 (4.11)

12

I<n el exponente:

gt o b
—A2 [(f — 50)2 - g(.’f + fo)tz E) TQ_] — G.TO + 1 —

—A? [5‘00 — XTI+ T2+ 5.(T+ aco)t2 - —LQ—] — aTg 5 =0
=244

12

t .
—A? [21'22+ g7t — 9—--] = A?[-fg + (gt""—%)jo] — aT> + i—

A2

gt ib  gt?
—A? [i‘2 +g.7t° — %—} - AQ[(I + —a-) z5— 2 (T - g—2> -To]

definiendo N2 — 1 + a/A%? = 1 | iat, donde a = 2ahi/m; y M = T + ib/2hA? — gt?/2

z — bt/m — gt?/2, obtenemos:

gt bT
—A? (T —T0)? + 3.(T + To)t? — I _az? i
12 h
§2t4 o
—A? [ﬁ + 9.7t — ﬁ} — A? [N%g - 2M.EO]
g2t _ M?
—A2 [52 + g‘fﬁ — ‘?l 2-1] —A? [N?'Tg —2M.Ty + m] +

Eve =244 ] ak
M _ — gt 2| Ars M
2 2 _ 2 J | — — E=
A N2 I‘— 9.7l + T A [Nro N

N2

2 _2t4'1 X M 2
a2 |2 gy I —AQN'[TO— —]

A2
N2
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Luego al reemplazar esta expresion equivalente del exponente en (4.11), tenemos:

-~ /1313 —244
\D(t,:c) —_— xp{ |i____x_gxt2+£] A2N2

A°B A2 Al 2 ps2 M1
= 37z exp m—r gz:t+—-l—2— x/wexp —AN[zO—mJ d°xg

A3B [ 77° 7244
= exp {A2 — — T gt 9t X Zh 2

/2 N? 12 A3N3
B M e

i = 2
: B m (T_ LI 2 —2t4
v, ) = —— L 2} a2, I
(t,2) (1 + iat)32 P\ 2iht I +ial LT )

Ahora para escribir la funcién de onda en la forma (1.1) y obtener R(t,Z) y S(t,Z),
debemos de separar el exponente de la funciéon exponencial en sus partes real e imaginaria,
asi como escribir el denominador (1 44at)*? en su forma polar. Entonces, en el exponente:

T — 2
= _ bt _ gt —244
m (I m 2) _2__T gt

2iht 1 +iat 12
[ (= bt _ gt N
m (:r—;—gz—) (l—zat)_Tz__Tt2+g_2ti
2:ht 1 + a?t? ) 12
7 b gt2\? = bt _ gt?
2tht 1 4 a®t? 12 1 + a?t?
gt? —__ bt gt Z ~
( —-‘l ) _m_ (_‘T‘m _i_lﬂ_gftz_{_ﬁ
2h(1 +a'—’t2) 2iht 1 + a?t? ' 12

a _ bt "t2\ m _ bt gt .

Tl vz \" T m 2 ) 2im(texd)|\" T m 2
o —2';_-1-

— (1 En."](.r IT;.‘*E.‘“—QI—:Z)]

a T 2! i b5k v b : 2a°h*:
o _l | e - 1Tl 2 h[l “+ n:!:} 3 9% 2m m

q.bt* + (Eﬁ'ghﬁﬁf m.ﬁ"') . r["h”ﬁ”f.""J

2 m N fi fim

|..'|”

[ B

S
o
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Por otro lado, tenemos que (1 + iat)¥/? = (1 + aztz)exp{ arctan(at)} Luego al reem-
plazar estos resultados en (4.8), obtenemos:

- B a [ b gt?\’
e Uﬁv"{n—t(-‘g} .

t 1 T b’ | 22°R%z*\, 7. bt?
X - b.T - a -
ep{h{l+azt2[$k< mg- " 2m i m } 2

2a2h2a 7 =0 2125245 ;
+( a fngz mé; )ta—a’é,it } _?_;arctan(at)}}

l-il

De aqui identificamos los campos R(¢,T) y S(¢,T):

] & 2,22 2
S(t,z) = == |b.T + | mg.T — b : Qahx\t—qbt
1 + a®t : 2m m } (4.13)
. (2(12}1,2_(]..’13 mg2\t3 a2h2q2t5 3h . t .
— 2 — — a
o= 6 } : 5 arctan (at)
B a bt gt? :
LT = T ey P [ Tt n g } =

donde a = 2ah/m ; B = ‘2a/7r)3/4 Dado que a depende de h, aqui podemos notar que
R(t,T) y S(t,T) efectivamente dependen de h.

Ahora verifiquemos que los campos R(t,Z) y S(t,Z) satisfacen las ecuaciones (1.2) y (1.3).

Para esto calculemos las siguientes derivadas (y para simplificar escribimos
Q = 1 + a?t?, entonces:

2a bt gt?
VR=-=|z- R
Q (

m 2
6a?h?t  8a3h%t bt g2\’ 2 (b bt gt?
O R=|— T — —|—=+4gt)|.[T- R
‘ [ m2Q+mZQ2 T w2 *Q m+g T 2
- 2
6a 4da bt gt?
2 =
R=|l-—+=|ZF-—-Z=| | R
v [ 0 + 07 (z - 3 ) ]
1 [; 402’z 202h%t3g
vs =2 54 [mg+ a“h‘T 'y a“h“t°g
Q m
=2
_ 8a’R¥U ([ __ b 2%\ (2d°h*gz m@?)\ 4
aLS =mgqg.T — m2Q2 [b T+ (mgz - '2771 + m / \ = — 6 )t
B g.bt? 02ﬁ2§215] H _1_ [2a2h2T2 b — G+ {2a2f'12_ T mg2\ ;2
2 em | Ql m am 7T m 2 )
5a2h?g?t*]  3ah?
6m J mQ

12a%h%¢
mQ

V23S =
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Luego en la ecuacién de Hamilton-Jacobi perturbada (1.2):

1 h? V2R
—(VS)* - NS g
2m oS 2m R
o[- _ 4a®RE 2220239 Ba®RR[r
= Qng b+ | mg+ = t 4 - " ~mg.T + mg.T — h2Q2 .T
72 2322 22 =2 7 bt2 2525245
+(m§._$__b_12aha:>t'<2ahg.m_mg)t3_g. a’h®g*t°]
2m m m 6 2 6m
25222 72 2p2= = -2 252244
+l 2a“h*T b —§.5t+(2ahg'z mg\’52 5a*h°g°t” |
Q m 2m V m 2 } 6m |
3ah? - h? [ 6a " 4a bt qt2 }
mQ 2m| Q Q2
i gl [y @ _ 4a2h2 \  20%h%t%g ]’ 8aR[._ ght* a*KgH"
— =13 b+ mgqg + e b.x— o .
m 2 m J m 2 firn

Q
b Eﬂ“:h"i") (Eazhzg.r mﬁz) 3} 9.2 -.-(_ bt ogt* :}
ng.x ——-+ t- - t*] —2a*°A° | — — — =
? ( e 2m I m ' m G 9
b n.n N ., Sathtgtt
+ —1— Ya*h*T? E— — . bt 4 (‘Eu'ﬁ,‘ﬁ.f = m‘g )Ea’r L ,_Tg_}
mi @ 9

T2 . 6 lhl.-r,’ 04 ,2 :Ed"ﬁ'l_:f.ﬂ :za‘."hﬂﬁjrﬂ
:--!—{b— + (m"_ﬁ" { ]—E--r— + H‘-u‘h'@.f) g +

m m* 2 m? m
_— 4a*K*b.F 5 20 s } :’In“h:"ﬁi) T Ba*hb.7t N dahg.ot*
T (mg.b ) m ) 1 m 1o m 1] m

8a*H* B 2R, BaPh? (2a%K%gE  mgt\ ., AaRigitt
- (mﬁ.f—— | )r*— - g DR

. ¥
2m i m Tt G Jm-

e 2 o m

2T 2g3=24 2 '.”".-_ . . ?thz—.t_ﬂ”
_Eﬂghg?ﬂ_iﬂlﬁbi 4 h=g-t Ifiuhﬁ.::f b 2a2K%5 32 — u-h-g

2

79 2 dath212 aa2h22
” ok 14 da he e ) b mg bl‘(] la ,f,! ) g ‘!F"I“(l-} la~h )
m? | 2 m* m= m*

i 22 =, 2p2m2 44
PR i Aon_ = T 5 oa-h=g-t
i : 20 W T — < — mig.bt + (2{1‘”;'5.:1'- g )t‘ — }
me)

2 Aa2 242 — rln'ﬂhﬁl';' 5{:'2'1*'.."—"2!-1 _,tu?ﬁﬂr'..’
i Lia il 14 fa f{,l )—2&'.’135.&:1(1 4 = ) i .g (I+ - )
2 m= m= L] m=
52 2242 2522244
1 223 0 ,_my’t _5& 7]
..n_q{ﬂu h"E --jﬂﬂuh!iﬂa o X > r
e . nus g . TATLE o Saligett
EN L b ma.bt — 20°h*F 4 g — 20°h*g.3t" ==
mQ | 2
e 25242 2525244
1 ) ,.2:2:2 b =T 1 9as ke ﬂ:_mﬂj* __5{1!3‘} —0
4 __mQ{_]u Rz — E- — mi.bt + 2a“h°g. 5 G



4.2. Tiro de proyectil tridimensional 111

1 h? V2R
—(VS)?2-mgz+6,S - —~——-=0
o (VS) ~maE %S - 50
Asi queda demostrado que los campos R(L,Z) y S(t,T) satisfacen la ecuacién (1.2). Ahora para
la ecuacién (1.3):

1 1
—RVIS+ —VRVS | 8,R
2m m
R [ 12a%h%t 1| 2aR b 2 - 242 021243~
___‘_( a )+__a i_f)ﬁ_gi . ]{b| m§+4allz\t+2ailtg]]
2m\ mQ m Q m / m JJ
2a [ b vat) (z bt gt?
al = gt).|\T - 2

[ 6a2h?t 8a3h2t< bt §t2>2
2aR [ 4a%h?t <T_ bt gt*\? (_ bt gt? [E _ 4a’h’z t
mQ? m m 2 ) *Tm 2 /) t\met m '

g "mr\T T m T 2

2a%h%t3g 2aR /- bt gt®

%}' — (b t).|z—
+ m + mQ ( +mg ) (:z: m 2
2aR (f bt gt?\ [4a®K%t (_ bt gt? E— izt 4a%h2Tt

- - . T— —b-— -

mQ? m 2/ m 2 "

20°h%Gt | 2aR /- gt?
_ =8ty I+ 5 (b+m§t).<f—bt gt

m I mQ m 2

_ 2aR (T bt gt? 5(1 4a%K?t? _t<1 N 4a'~’n2t2)
- mQ? m 2 } i i m2

2aR /- bt gt
(T at) (7 —
+ mQ () +mg ) (:c m 2
2aR /- _ _ bt gt? 2aR /- _ bt gt?
— (b4 mgt) <.’L‘—m ) +——-(b+mgt) (a:—m 2 0

i . 1
{—nvzs + ;Lvn.vs + @R 0]

2m

Asi queda demostrado que los campos R(t,Z) y S(t,Z) efectivamente satisfacen la ecuacién (1.3).
Ahora verificaremos que los valores medios de los operadores X y P se comportan cldsicamente
de acuerdo con el teorema de Ehrenfest. El valor medio de X, de acuerdo con (1.7) es™':

()?)\h / TR(t,T)d3z
R3

zB? 2a (B _g2\*| 4
rs Q3/2 °xp Q \.., m 2 “
_ - 2
B? bt gt? 2 [ bt gt? 3
Q__L/ﬁa<x_7§_2)e)(p{ o m 7)) (4"
. Y - 2
bt gt* 2a (bt gt? .
+/Ra(m+ 2>exp{ Q(I m 2)}(13:

M Aqui seguimos utilizando @) ya definindo lineas arriba.




4.2. Tiro de proyectil tridimensional 112

()?)\Iq 63/—2l/ ZLX;){_L}(IBZ F(H/ex { 2a ( - :‘T‘: B ﬁéﬁ)-}‘ﬁm]

y bt bt gt? gt?\ /mwQ\3/?
Q3/2 m 2 ( 2a )

reemplazando el valor de /3, obtenemos:

~ bt gt?

(X)‘I‘e

Ahora, el valor medio de P, de acuerdo con (1.8) es
(P)g, /uas R¥(1,2)VS(t, ) dx
1 [. An2p27 252543
R%(t,7) - lb + <m§+ do I $>t | 2o gt Jd%
Q m m

2 2— 2,.
! [(b + mgt + 2—1—> R(t,7)dz + da it TR2(t,:t)d3z]
Q m 3

m  Jrs

e (4.15)

R?

De la condicién de normalizacién tenemos que [gs R%(t,Z)d3z = 1, y del calculo del valor medio
de X tenemos que ()’(\)q,, Irs TR(t,7)d%r % + %—2, luego:

p ! (3 20225t 212, [Ty =42
(P)y, == || b + mgt + a“h’g da“h“t (bt gt
Q . m —
O W T
5 o
Q m? 9 2

reemplazando Q = 1 + a?t? = 1 + ‘ﬁmh;ﬁ, tenemos:
(P)y, = b+ mgt (4.16)
De (4.15) y (4.16) podemos notar que se satisface el teorema de Ehrenfest:
p UK )
(P)‘I’t =m dt -

Concluimos entonces que (X)y,, se mueve de acuerdo con la ecuacién clasica de movimiento,

para cualquier valor de h.

4.2.2. Representacion grafica de Ry S

Para la solucion hallada en la seccidon anterior, tenemos que el “potencial ficticio” es:

h? 6a 4a (_ bt gt? 2]

Vit ) = o [Ty e e T T g

Podemos notar que Vj(t,T) es nulo cuando h = 0, lo que significa que el campo S(t,T)
pasa a ser una solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi cuando es evaluado en h = 0.
Analizaremos las soluciones halladas (4.13) y (4.14) de este problema en dos casos, cuando
h = 0 (caso clasico) y cuando h # 0 (caso cudntico). Todas las graficas presentadas
en esta subseccion corresponden al caso del de proyectil tridimensional.
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4.2.2.1. Caso clasico h =0

Evaluando (4.13) y (4.14) en h = 0 tenemos'':

Sot ) b 52 §5t2 1rﬂ'E:3.":i
(L, T .z 9T — — |t — = —— .
0 mg.z = t 5 8 (4.17)
_ 2a\%/1 bt gtt\’
Ro(t, %) — (—) exp { —a (.‘1‘"' e 3 L") (4.18)
T m 2

Para el campo Sy(t,z), analizaremos sus frentes de onda, pues ellos son perpendiculares
en cada instante a los rastros que dejan las particulas. Para Sy(t,Z), los frentes de onda
en el instante ¢y son:

— T2 2,3
b + [mgz — p U myt
2m 2 6

bt gt mgi®

b gt).7
(b+ mgt).z c+2m+ 5 6

donde ¢ € R. Cada valor de ¢ determina un frente de onda, y como podemos notar estos
frentes de onda son planos con vector normal igual a b + mgt. [.a figura 4.16 muestra el
movimiento del {rente de onda ¢ = 0 del campo Sy(¢,7)".

!
I
b; \ \ i ] /
Teerg| N ; I ' !
13 \ \ ] [ ’
\ \ i 1 /
| \ \ i ! ’
\ \ i ] /
\ \ I ] ’
) \ H ] ’
\ \\ H [I /I
\ \ ! f /
\ \ I ' /
\ \ \ I ] /
\ \ ! i 7 / P
- N \ \ i f / /7
L] \ \ I / /
\ \ \ i ! / ’
\ \ \ 1 / 4
\ \ \ | ' ’ .
N \ \ ! ] / 4
| \ | 7
X \ \ ] ’ P
N \ \ v ’ ,
\ \ \ v b / ’ P
\ \ \ v by / ’ p
| R \\ \ v by ’ ,/ 4
. \\ vy /, , e
0 S \ NV, ’ ’
=0~ oo ’ 1=5
\\ \\ LAY // , -~
N \ Wy, P
\ \ \vy Vi 7
N W s Ve
I 1 4 i
0 s
m

X1

Figura 4.16 - Movimiento de un frente de onda del campo So(t,Z). Comparar con
la figura 4.26.

IVEp esta subseccién indicaremos con un subindice 0 a los campos R(t, ) y S(¢,z) cuando son evaluados
en h =0.

YCon el objetivo de visualizar mejor el comportamiento de los campos, en las figuras que presentamos
en esta subseccion, eliminaremos una dimension espacial.
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De (4.18), la densidad de probabilidad es:

20\ ¥? gt ’
Rg(",T) (—) exp {—Za (T - b—i - g_)
™ m 2

2 = 5 5 0 - 70
Debemos notar que I5(t, Z) es una gaussiana (vista como funcién de Z), cuyo valor maximo

2 3/2 . . .
es Rymaz = (2a/m)%/ , valor que no cambia con el tiempo. Este valor maximo se alcanza

— =92
en el punto Zomaz % + ’é—, y de acuerdo con (4.11), este punto Zomqz tiene la misma
trayectoria que el valor medio (X)y,.

Para R?,_ .., la desviacién media cuadratica es 6y = (2a)/?, y esta desviacién no cambia
con el tiempo. Por lo tanto concluimos que la superficie de densidad de probabilidad
R2(t,T) avanza sin deformarse. las figuras 4.17 y 4.18 muestra el movimiento de R3(¢, Z).

t=0
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=5

R3LT)

Figura 4.17 - Movimiento de la densidad de probabilidad para h = 0: Puede

observarse que la superficie de densidad de probabilidad avanza sin deformarse.

Recordadndo que esta densidad de probabilidad representa a muchas particulas,

podemos decir que estas particulas avanzan como una estructura rigida. Comparar
con la figura 4.28.

1=2.5

o

L ]

x

Figura 4.18 — Proyeccion de la densidad de probabilidad R3(t,T) en el espacio de
posiciones. Comparar con la figura 4.27.

De (4.17), campo de momentun es:

VSo(t,T) = b+ mgt

La figura 4.19 muestra este campo de momentum.
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iy

Figura 4.19 Campo de momentumn VSy(t,z): Las flechas negras corresponden

al campo de momentum en ¢t — 0, las {lechas verdes corresponden al campo de

momentum en t = 2,5, y las flechas rojas corresponden al campo de momentum en
t = 5. Comparar con la figura 4.29.

Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum VSy(¢, x), obtenemos sus
trayectorias utilizando la ecuacién (1.13), que para este caso es:

b
=— +gt
€o " g
Estas trayectorias son de la forma &;(t) = ;E;' + §;—q + zy, donde zg es la posicién inicial de
la particula. La figura 4.20 muestra algunas de estas trayectorias. La figura 4.21 muestra
algunos de los rastros que dejan las particulas. La figura 4.22 muestra los rastros dejados
por algunas particulas y los {rentes de onda del campo Sy(t, z).

=T

Figura 4.20 Trayectorias para h = 0. Comparar con la figura 4.30.
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2m"2g ‘ o \

Figura 4.21 - Rastros para h = 0: Clarainente estos rastros corresponden a rastros
de particulas en un movimiento parabdlico, como era de esperarse pues So(t, ) es
una solucion de la ecuacion de Hamnilton-Jacobi. Comparar con la figura 4.31.

sb

¥ 7

Figura 4.22 Rastros para h — 0: Aqui podemos notar que los rastros son perpen-
diculares a los frentes de onda del campo Sg(t, ). Comparar con la figura 4.32.

El movimiento de la densidad de probabilidad R3(t, ) presentado en las figuras 4.17
y 4.18 puede ser explicado utilizando los rastros de £y(t) que dejan las particulas, o el
campo de momentum VSy(t, x). La figura 4.23 muestra la proyeccién de la densidad de
probabilidad R3(t,z) y el campo de momentum VSy(¢, z). Las figuras 4.24 muestra la
proyeccién de la densidad de probabilidad R3(¢,x) y los frentes onda del campo Sy(t, z).
La figura 4.25 muestra la proyeccién de la densidad de probabilidad R3(t, z) y los rastros

que dejan las particulas.
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Figura 4.23 - Movimiento de la densidad de probabilidad R3(¢,Z) y el campo de
momentum VSp(¢,T). Comparar con la figura 4.33.
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Figura 4.24 — Movimiento de la densidad de probabilidad RZ(t,z) y los frentes de
onda del campo Sy(t, ). Comparar con la figura 4.34.
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Figura 4.25 - Movimiento de la densidad de probabilidad R2(¢,T) y rastros de
particula para i = 0. Comparar con la figura 4.35.

4.2.2.2. Caso cuantico i # 0

De (4.13) y (4.14), para h # 0 tenemos:

-2 § e,
1 = b 2a?h*1? \ 7.bt?
S(t,T) ==——==5=|bT + q.T — i t
(t,7) 1+ 40;#[ ’ (mgl‘ 2m m } 2 (1.19)
{2a2fi?§.f mgz\ 3 azhz_?fts] 3h 2aht '
g1 t° — - — —arctan
\ m 6 } 6m J 2 m

3/4 T —,2\ 2
- 2a a _ bt gt
D)~ | {1'— 7z (7 %‘TH e

Para el campo S(t,T), analizaremos sus [rentes de onda, pues ellos son perpendiculares
en cada instante a los rastros que dejan las particulas. Para S(¢,T), los frentes de onda

en el instante ¢y son:
. B 2a’r?, gt
—i—l & 40_@;‘—2 T + mgqg.x& 2;,7 T - }b
2p27 ] 2125245 K 2aht
+ 2ahg:c_mg ta—alg ]—S—arctan - =c
m 6 6m J 2 m

donde c € R. Cada valor de ¢ determina un frente de onda; y para {o = 0 estos [rentes de
onda son planos con vector normal igual a b. Mientras que para ¢y > 0 los [rentes de onda
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toman la forma:

b 2= T C AN
. & LI T
da*h*t = da*h* 2

m(1 L"?u{_! . 3h .
2a°h=t 9 arctan

2ah.!.> m2g.b N mb’ L m*g*t mgzts}

m 4a?h? ' 8a?h2t ' 8a*h? ' 6

Asi podemos notar que los frentes de onda, para ty > 0, son esferas cuyos centros y radios
cambian con el tiempo. l.a figura 4.26 muestra el movimiento del frente de onda ¢ = 0 del

campo

Figura 4.26 — Movimiento de un frente de onda del campo S(t,Z). Comparar con
la figura 4.16.

De (4.20) la densidad de probabilidad para h # 0 es:

1{2(t _.) 2a 3/2 o 2a = 5' l_t2 :
, T —_— Xpy ————7 | T — — — T—
7r(l + 4af::£2) p | + 4a:’:22t2 m 2
Debemos notar que ?%(¢, T) es una gaussiana (vista como funcién de Z), cuyo valor méximo

3/2
es R2,_ (2a/7r(1 + 4";5‘2 )) / , valor que disminuye con el tiempo. Este valor maximo
By ?’-;—2; y de acuerdo con (4.11), este punto

de R?(t,Z) se alcanza en el punto Znaz
Tmaz Sigue la misma trayectoria que el valor medio (X)y,. Ademas debemos notar que

Tpmaz (punto de maximo de R%({,T)) y Tomar (Punto de maximo de RZ(¢,Z)) coinciden.

. ; . : 2
l.a desviacién media cuadratica para R%(t,z) es ¢ g_(}l + 4—“";“;‘—2)/2(1)1/ , y podemos
notar que esta desviacién aumenta al pasar el tiempo. Por lo tanto concluimos que la
superficie de densidad de probabilidad R%(t,Z) avanza dispersandose. l.as figuras 4.27 y

4.28 muestra el movimiento de R?*(t,T).



4.2. Tiro de proycctil tridimensional

1=

o (3]

~
2|9

FLE)

Figura 4.27 — Movimiento de la densidad de probabilidad para i # 0: Puede obser-
varse que la superficie de densidad de probabilidad R?(t,z) avanza deforméndose, a
diferencia de la correspondiente en el caso cldsico. Comparar con la figura 4.17.
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Figura 4.28 - Proyeccién de la densidad de probabilidad R?%(t,T) en el espacio de
posicion. Comparar con la figura 4.18.

De (4.19), el campo de momentum es:

L [ 1RPT 2R
?S[L.'F_} = —amag {n’) ks (IHE -+ e ) L —
| delt m m

M EELEL
[ EEEEELd
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Figura 4.29 - Campo de momentum VS(t,Z): Las flechas negras corresponden

al campo de momentum en ¢t = 0, las flechas verdes corresponden al cammpo de

momentum en ¢ = 2,5, y las flechas rojas corresponden al campo de momentum en
t — 5. Comparar con la figura 4.19.
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Si colocamos algunas particulas en el campo de momentum V.S(¢, ), obtenemos sus
trayectorias utilizando la ecuacién (1.12), que para este caso es:

- | - da?h2E 2a2h%gL3
§=_W[b+(n7ﬁ+ - '5\.',+ Gl
m(1 4 _n‘ﬁ") m } m J

Resolvemos esta ecuacién numéricamente y presentamos estas trayectorias graficamente.
La figura 4.30 muestra algunas de estas trayectorias. L.a figura 4.31 se muestra algunos

rastros que dejan las particulas. La figura 4.32 muestra los rastros que dejan las particulas
y los frentes de onda del campo S(¢,T) en un instante particular.

s)7

Figura 4.30 — Trayectorias para /i # 0. Comparar con la figura 4.20.

-
‘5'

Figura 4.31 - Rastros para h # 0. Comparar con la figura 4.21.
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Figura 4.32 - Rastros para h # 0. Comparar con la figura 4.22.

El movimiento de la densidad de probabilidad R2(t,Z) presentado en las figuras 4.27
y 4.28 puede ser explicado utilizando los rastros de z(t) que dejan las particulas, o el
campo de momentum VS(t,T). La figura 4.33 muestra la proyeccién de la densidad de
probabilidad R?({,Z) y los rastros que dejan las particulas. La figura 4.34 muestra la
proyeccién de la densidad de probabilidad R*(,T) y el campo de momentum VS(t,T).

La figura 4.35 muestra la proyeccién de la densidad de probabilidad R?(t,T) y los frentes
de onda del campo S(¢,T).

Figura 4.33 - Movimiento de la densidad de probabilidad R?(t,T) y rastros de
particula para i # 0. Comparar con la figura 4.23.
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Figura 4.34 — Movimiento de la densidad de probabilidad R#%(¢,T) y el campo de
momentum VS(t,T). Comparar con la figura 4.24.
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Figura 4.35 - Movimiento de la densidad de probabilidad R2(¢,T) y los frentes de
onda del campo S(¢,T). Comparar con la ligura 4.25
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Para finalizar esta seccién, la figura 4.36 muestra las trayectorias clésica y cuantica
de cinco particulas con distintas posiciones iniciales, y para particula ammbas trayectorias
(cldsica o cudntica) tienen la misma posicion inicial. Asi mismo la figura 4.37 muestra los
rastros clasicos y cudnticos para las mismas particulas.
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Figura 4.36 - Comparacién de las trayectorias clasica (lineas rojas) y cuantica
(lineas punteadas azules) de cinco particulas.

L] Xl

Figura 4

g7 - Comparacién de las rastros clasico (lineas rojas) y cuantico (lineas
punteadas azules) de cinco particulas.



Conclusiones

En este trabajo hemos presentado una representacion alternativa de algunas soluciones
de la ecuacion de Schredinger, obtenida a partir de una expresién diferente de la funcién
de onda, que nos ha permitido hacer un paralelo con la descripcion de la dinamica clasica
dada por la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

Asi hemos podido asociar trayectorias y frentes de onda a la evolucién de la densidad de
probabilidad cudntica, obtenidos estos a partir del campo S(t,z) solucién de la ecuacién
de Hamilton-Jacobi-Perturbada, tan igual como se hace en la dindamica cldsica con la
solucién de la ecuacién de Hamilton-Jacobi.

También hemos constatado que el efecto del parametro h depende del problema a
tratar, y no siempre implica la dispersiéon de las trayectorias al pasar el tiempo, como
se ha demostrado con los ejemplos presentados aqui. Adicionalmente, se ha encontrado
una solucién no separable para la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi en el caso del oscilador
armoénico [ver (3.7)], distinta de la que comunmente se presenta en los textos de mecénica
clasica.
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