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Resumen

En el capitulo 1 hacemos una breve introduccién, motivando el estudio de las ecuaciones en

diferencias mediante un ejemplo y con un uso bésico de dichas ecuaciones.

En el capitulo 2 se estudia las ecuaciones en diferencia comenzando con ecuaciones en di-
ferencia de primer orden de dimensiéon uno, luego los sistemas lineales de primer orden
multidimensional, y luego se dedica unas lineas a sistemas no lineales, no profundizando en
este ultimo tdépico, por no ser necesario para el desarrollo de los siguientes capitulos que son

la base de este trabajo.

En el capitulo 3 estudiamos cl modelo de Solow, cl cual es bédsico en la macroeconomia; cn
dicho modelo se hace uso de las ecuaciones en diferencia, donde observamos a la variable
tiempo, como una variable discreta.

En el capitulo 4 analizaremos una cxtension del modelo de Solow, dado en el capitulo 3.
[Este modelo resulta de extender el anterior modelo agregando unas variables a la funcién de

produccioén.

Finalmente en el capitulo 5 vamos a dar las conclusiones de este trabajo.
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Introduccion

Aquellos problemas en los que alguna de las variables adopta solamente un conjunto dis-
creto de valores dan lugar, en muchos casos, a modelos matematicos en los que intervienen
ecuaciones en diferencias. Por ejemplo en economia, tal variable discreta sucle ser el ticin-
po. Los valores de importantes magnitudes econdmicas (renta, ahorro, consumo, etc.) son
susceptibles de determinacion en intervalos de tiempo uniformemente espaciados; los datos
suelen acumularse por meses, trimestres, anos. A cada cantidad corresponde una fecha re-
presentativa del periodo para el que la cantidad se ha calculado; asi, podemos referirnos a la
renta nacional del periodo inicial (i = 0), a la del periodo siguiente (¢ = 1), a la del periodo
2, etc. El economista, a través del analisis en periodos estudia el comportamiento de la renta
nacional y demés variables econémicas por medio de un conjunto discreto de valores. Un

importante instrumento para este tipo de anélisis es la ecuacién en diferencias.



Como uno de los tantos usos de las ecuaciones en diferencias, consideremos el estudio de la
renta nacional y a su variacion, respecto al tiempo. La renta nacional, en un periodo dado,

se compone de:
1) gastos de consumo (compras de biencs de consumo)

2) inversiones privadas inducidas (compras de equipo capital,es decir, maquinaria usada

para incrementar la produccién) y
3) gastos publicos.

Si denominamos ?; a la renta nacional, C; a los gastos de consuno, [; a la inversién privada
y Gy a los gastos publicos, indicando con ¢ el periodo al que dichas variables estén referidas,

que supondremos anual, para mayor facilidad, tendremos:
thct‘f‘[[,'f‘G[, (11)
ademds supondremos las siguientes relaciones entre las variables

(a) El consumo de cualquier periodo es proporcional a la renta renta nacional del periodo

anterior.

(b) La inversién privada inducida en un periodo cualquiera es proporcional al incremento

de consumo que ha tenido lugar en dicho periodo con relacién al periodo precedente.
(c) Los gastos piblicos son cuantitativamente iguales en todos los periodos.

Vamos a analizar la renta nacional sujeta a tales condiciones. Para ello, establecemos los
supuestos en forma matemaética y trataremos de hallar una ecuacién en la que intervenga

sélo la renta nacional en {uncién del tiempo.

La constante positiva de proporcionalidad establecida e¢n (a) se denomina propensidn mar-

ginal al consumo. Si la designamos por a, la relacién (a) se podra representar en la forma

C; = l‘.\:’lff._i.
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donde se destaca el hecho que las variables estan referidas a periodos de ticmpo consecutivos.

La constante positiva de proporcionalidad que se establece en (b) se denomina coeficiente de
aceleracion o relacidon, y la designamos con 8, con lo que la relacién (b) puede escribirse de

la siguiente manera

Iy = B(Cy = Cy—1).

Observacién 1.1. Si el consumo decrece, la diferencia C; — Cy_; serd negativa y, por lo
tanto, tendremos I; < 0. IEsto puede interpretarse por el hecho de no dedicar a la inversién
cantidades que normalmente se hubieran dedicado a la [ormacién de bienes capital, como

seria, el caso de no reemplazar maquinaria depreciada.

Por tltimo, el supuesto (c), donde ¢l gasto ptiblico es contante podemos escribirlo comno

eligiendo la unidad de forma que el gasto sea igual a uno.

Para obtener una ecuacion en la que aparezca sélo la renta nacional, reemplazamos en la

Ecuacién (1.1) y tenemos

Rt — Ct[‘l),t_l + ,B(Ct - Ct—l) + 1
= (lh)g_.l + ,B(Q]'l)t 1 — ()Jl‘l)t._g) o 1

y simplificando obtenemos la ecuacién en diferencias finita de la renta nacional

R,=ea(l+B8)Riy—aBRin+1. (1.2)

Esta Ecuacion, que relaciona la renta nacional de un periodo con los dos periodos anteriores,

contiene dos parametros: la propensién marginal al consumo a y el coeficiente de aceleracion

8.

Suponiendo que los valores iniciales de la renta son Ry = 2, Ry = 3 y que los valores de las

constantes son: a = 0,5, = 1, la Ecuacién (1.2) se convierte en
Rt = Rt—l - 0, 5Rt_2 - 1.
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Haciendo t = 3 y considerando los valores dados, obtenemos
R3= Ry —0,5R +1=3-0,52)+1=3.

Andlogamente calculando Ry, Rs, ... obtenemos los valores de la renta nacional, que se re-

sumen en la primera columna del Cuadro 1.1.

b R, Ry
a=05=1|a=0,88=2

1 2,00 2,00
2 3,00 3,00
3 3,00 5,00
4 2,50 8,20
d 2,00 12,68
6 1,75 18,31
7 1,75 24.606
8 1,87 30,89
9 1,99 35, 68
10 2,05 37,21
11 2,05 33,22
12 2,03 21,19

Cuadro 1.1: Valores de R; segun la Ecuacién (1.2), siendo R, = 2, Ry = 3.

Cuando consideramos el caso en que o = 0,8, f = 2, tenemos que la Ecuacion (1.2) toma la
forma

Ry =2,4R;_1 — 1.0+ 1

y, con los mismos valores iniciales de R; y Ra, obtencmos los valores de la segunda columna

del Cuadro 1.1.

Analizando ambos casos, observamos que la renta nacional presenta unas oscilaciones, sicndo

éstas mayores en la segunda columna. Pero estos 12 valores no basta para afirmar que el



comportamiento de la renta seguira oscilando en el futuro. Para conocer el comportamiento

de R; debemos analizar la Ecuacién (1.2), usando técnicas matemadticas que nos permitan

;
determinarlo, estableciendo ademas cuéles son los valores que debe tomar a y 3 para que
la renta ofrezca dicho comportamiento. Este andlisis nos permitird, demostrar que cuando
a=0,5y B =1,siendo R) o Ry distinto de 2, que R, oscila y tiende hacia 2, mientras que
para a = 0,8 y B8 = 2, la renta presenta oscilaciones cada vez mayores a medida que au-

menta el tiempo. También es posible hallar valores de a y & para los cuales la renta no oscila.

Con este ejemplo tenemos los siguientes hechos:

1) las ecuaciones en diferencias pueden surgir al describir matematicamente cierto tipo

de problemas de la economia vy,

2) son necesarias las técnicas matemadticas a fin de resolver importantes cuestiones rela-

tivas a las variables analizadas.

En este trabajo vamos estudiar las ecuaciones en diferencias para después aplicar en el estudio

de dos modelos en macroeconomia.



Ecuaciones en diferencias

En este capitulo analizaremos las ecuaciones en diferencias finitas. Analizaremos lo que se
entiende por ecuaciones en diferencias, los sistemas de primer orden de dimensiéon uno tanto
el caso lineal como el no lineal, luego extenderemos el estudio al caso de sistemas lineales
de primer orden multidimensional y caracterizaremos su solucién, por ultimo veremos la

linealizacién de sistemas no lineales de primer orden multidimensional.

2.1. Introduccion

Las ecuaciones en diferencia usualmente describen [enémenos que varian con el tiempo.
Por ejemplo si cierta poblacién tiene generaciones discretas, el tamaifio de la (n + 1)-ésima

generacién x(n + 1) es una funcién de la n-ésima generacién x(n). Esta relacién se puede



expresar como la ecuacion en diferencia

Otra forma de ver este problema. es de la siguiente manera. Comencemos de un punto zg y

generamos la sucesion

o, f (o), [(f(0)), [([([(z0)));----

Si adoptamos la notacién [*(zo) = [(f(z0)), [*(z0) = [([([(z0))), etc. f(zo) es llamado
el primer iterado de xg, f™(z) es llamado el n-ésimo iterado de zy. El conjunto de todos
los iterados positivos {f™(zo) : n > 0} donde [(zy) = zq, es llamado la drbita posiliva
de zp. Este ejemplo iterativo es un ejemplo de un sistema dindmico discreto. Poniendo

z(n) = f™(xq), tenemos

z(n+1) = MY xp) = f(f*(x0)) = flza).

Y de esa manera recuperamos la Ecuacion (2.1). Después de esto podemos decir que las

ecuaciones en diferencias y los sistemas dinamicos discretos representan la misina situacion.

Si la funcién f en la Ecuacién (2.1) se reemplaza por una funcién g : INx IR — IR, obtenemos

(]
0]
~—

z(n +1) = g(n,x(n)). (2.

Definicién 2.1. La Ecuacidn (2.2) es llamada ecuacion en diferencia no autdnoma. Mientras

que la Ecuacién (2.1) es llamada ecuacion en diferencia auténoma

A partir de ahora vamos a denotar a z(n) por z,.

Ejemplo 2.1.

Las siguientes ecuaciones en diferencias son lineales en el orden indicado

Ye+2 + OYre1 — Ty, = 21 (orden 2

Yiw2 T OYry1 = 2L

o

( 2)
(orden 1)
Yreo — Ty = 20 (orden 2)
( 3)

A%143 — 3'yrs2 + 2'Y41 — Yy =1 (orden
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Unicamente las tres primeras ecuaciones son ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes

constantes. O

Ahora analizaremos las ecuaciones o sistemas de primer orden en dimensién uno, donde
veremos los teoremas de existencia y unicidad y después extenderemos el analisis a ecuaciones

o sistemas multidimensionales.

2.2. Sistemas de primer orden de dimensién uno

En esta seccién vamos a analizar la evolucion de una variable de estado en una dimension.
Vamos a caracterizar la trayectoria de la variable de estado, en rclacidén a su equilibrio de

estado estacionario, examinando la estabilidad local y global.

La primera parte de esta seccion caracteriza los [actores que determinan la existencia, unici-
dad y la estabilidad de un equilibrio de estado estacionario, en sistemas auténomos lineales
de primer orden de dimensién uno. La segunda parte examina la traycctoria de sistemas
no lineales basado en la caracterizacion de sistemas linealizados en la proximidad de un

equilibrio de estado estacionario.

2.2.1. Sistema lineales

Consideremos una ecuacién en diferencias lineal auténomo de primer orden de dimension

uno donde la evolucién de la variable de estado y;, sobre el tiempo estd dado por
Y1 =0ayy +0, (=0,1,2,...,

donde el valor de la variable de estado y; € IR, los pardmetros a, b son nimeros reales cons-

tantes, ademads iy € IR es dado.

Este sistema describe la evolucién de una variable de estado de dimensién uno, %1, cuyos

valores dependen linealmente de su valor en el periodo previo, ;.



2.2.1.1. Caracterizacion de la solucién

Una solucién a la ecuacién en diferencias yi4.; = ay; + b es una lrayectoria (o una senda) de
la variable de estado, la cual denotaremos por {y;},, que satisface la ley de movimiento en

cualquier t.

Hay varios métodos para encontrar una solucién, en particular el método intuitivo de ite-
raciones genera un patrén que se puede generalizar, esto es, dado 7y = y(0), la ecuacién

Yi+1 = ayy + b implica que y; = y(1), es
Y1 =ayy + 0.
Dado y1, el valor ys = y(2), se determina como
Y2 =ay1 + b =a(yo + b) + b = a’yo + ab + b.

Andlogamente tenemos

ys = ayp+b=ala*y+ab+b)+b=a*yy+a*b+ab+b
g = ay+a~b+a"2+...4ab+b.
Por lo tanto, parat =1,2,..., tenemos

t—1
¢ S
Yyy=ay+b 2 al.
3

Como
t—-1 1—at .
. =2 sia#1,
Za1 = l1—-a
=0 , sia=1,
tenemos
u’yg+b‘—]2_‘—’ai, sia#1,
Yt =
Yo + Ot sia=1;
es decir,
b
(yo——>at+ , sia#l,
= 1—a l1—a (2.3)
Yo + Ut, sia=1.

Asi, cuando tenemos una condicidn inicial yg, la trayectoria de la variable de estado se

determina de manera Unica.



2.2.1.2. Existencia del equilibrio de estado estacionario

El equilibrio de estado estacionario nos da un punto de referencia para un andlisis cualitativo
del comportamiento de un sistema dinamico. Un equilibrio de eslado estacionario es un valor
de la variable de estado y; que es invariante bajo la ley de movimiento, dictado por el sistema

dindmico.

Definicién 2.2. Un equilibrio de estado estacionario § € IR, de la ecuacion en diferencia

Yi+1 = ay; + b, es un valor que cumple
y=ay-+b.

Si la variable de estado estd en un cquilibrio de estado estacionario, permanecerd asi en la
ausencia de cualquier perturbacién del sistema dindmico debido a cambios en los pardmetros
a,b o perturbaciones directas en los valores de las variables de estado, es decir, si y; = v,

entonces ys = ¥, para todo s > L.

Tenemos la siguiente proposicién.
Proposicion 2.1. Un equilibrio de estado estacionario de la ecuacién en diferencia
Y1 = ayr + 0

existe si

Demostracién: De la Definicién 2.2. tenemos que cuando e # 1, existe un nico equilibrio de

estado estacionario
b
I1—-—a

~
{

para la ecuacion en diferencia y;41 = ay; + b.

Sia=1yb=0, entonces y;4+1 = y; para todo ¢, en particular ¥, = Y41 = yi_2a = = Yo

y el sistema esta en un equilibrio de estado estacionario donde i = .
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Sia=1yb350, no existe un equilibrio de estado estacionario y la variable de estado crece

indefinidamente (si b > 0) o decrece indefinidamente (si b < 0).

Luego tenemos que

b
s, i 1,
)= = sia#

Y0, sia=1yb=0.

Observacion 2.1. La solucién se puede expresar en términos del valor inicial, y, y de su

equilibrio de estado de equilibrio 7, es decir,

(Yo —g)a* +y, sia#l,
Yt =
Yo + Ui, sia=1.

2.2.1.3. Unicidad del equilibrio de estado estacionario

Proposicién 2.2. Un equilibrio de estado estacionario de la ecuacién en diferencias
Ye+1 = aYs + b es unico si y sélo si a # 1.

2.2.1.4. Estabilidad de equilibrios de estado estacionario

A continuacién vamos a ver que cuando un equilibrio de estado estacionario es atractivo o
repulsivo para determinados valores iniciales, pudiendo facilitar el estudio de propiedades
locales o incluso globales ayuddandonos en el andlisis de perturbaciones que ocurren en una

vecindad de un equilibrio de estado estacionario.

Definicién 2.3. Un equilibrio de estado estacionario y de la ecuacién en diferencias

Yiv1 = Y + b es:

o globalmente estable, si

lim y, = ¢, Vyo € R,
t—>C
o localmente estable, si

th’m v =y, Vyo € IR tal que |yo — g| < ¢ para algin ¢ > 0.
—2C
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Observacion 2.2. La cstabilidad global de un equilibrio de estado estacionario necesita,
la unicidad global del equilibrio, pues si hay mas de uno, ninguno puede ser globalmente

estable.

Proposicion 2.3. Un equilibrio de estado estacionario de la ecuacién en dilerencias

Yi+1 = ay; + b es globalmente estable sélo si el equilibrio de estado estacionario cs tinico.

La estabilidad local de un cquilibrio de estado cstacionario necesita la unicidad local del
equilibrio de estado estacionario. Si el sistema estd caracterizado por un continuo de cquili-

brios, ninguno de estos es localmente estable.

La estabilidad de un cquilibrio de cstado estacionario se puede obtcner examinando las

propiedades del sistema cuando ¢t — oco. Esto cs

(yo —9) lim o’ + ¢, sia#1,

h'm Yy = t—o0
e Yo+ 0 lim ¢, sime= ¥
t—oo
de donde obtenemos lo siguiente
(
191, si (Jal <1) o (la>1]y o =9),
lyol, sia=1yb=0,
lim || = 1 Yo cuando 1 =0,2.4,...
oo vl ’ sia=—1,
b —yo| cuandot=1,3,5,...
00, en otro caso.

b

Observamos que |y,;| estd determinado por los valores de |af y [b]. En particular, se puede

clasificar cualitativamente al sistema dindmico de cinco maneras:

1) Equilibrio de estado estacionario globalmente estable tinico (o] < 1). Si el
coeficiente |a| < 1, entonces el sistema es globalmente estable convergiendo al equilibrio de

estado estacionario § = b/(1 — a), sin considerar la condicién inicial .

Si 0 < a <1, tenemos el diagrama de fase mostrado en la igura 2.1 donde la evolucién del

estado variable estd caracterizado por la convergencia mondtona a ¥ sin considerar y.



L=

Yi+1

Yi+1 =Wt

Y1 = ays +0

?/1 .................

= =
Yo ny Yi
Figura 2.1: Equilibrio de estado estacionario globalmente estable tnico (0 < a < 1).

Si —1 < a < 0, la convergencia a y es oscilatoria. [l diagrama de fase se muestra en la

Figura 2.2.
Yr1 1§
Y+1 = Ut
“'M._‘-‘-“-II
| Y1 = aye + b
no
= : -

Yo y Yt

[igura 2.2: Equilibrio de estado estacionario estable globalmente tinico (—1 < a < 0).

2) Continuo de Equilibrios de estados estacionarios inestables (a = 1,0 =0). Si

a=1yb=0, tenemos el diagrama de fase que se muestra cn la Figura 2.3.
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%Hﬂ Yee1 = ayy + b
Yetr1 = W
45° .
Yo=17 Y

Figura 2.3: Continuo de equilibrios de estado estacionario inestables.

3) No existencia de un equilibrio de estado estacionario (e =1,b#0). Sia=1y
b # 0, el sistema no tiene equilibrio de estado estacionario y las variables de estado divergen

a 400 0 a —oo. Este caso se muestra en la Figura 2.4.

Y= ay + b

Yi+1 4 /
/ %fﬁwl=m

|

b

-

Ui

Figura 2.4: No existencia de equilibrios de estado estacionario.



4) Ciclo de dos periodos (a = —1). Sia = —1, tenemos el diagrama de fase dado por
la Figura 2.5, donde tenemos un continuo de ciclos de dos periodos inestables y un unico

equilibrio de estado estacionario § = /2, que es inestable.

Y+l
Y1 = Yt

b— i

Y1 = Gy + b

45° | _
Yo §=0/2 b—1yp Y

Figura 2.5: Ciclo de dos periodos inestables (a = —1).

5) Equilibrio de estado estacionario tnico inestable (|a| > 1). Si |a| > 1 el sistema

cuyos estados de fase estdn dados por las Iliguras 2.6 y 2.7 es inestable. Si a > 1, la variable

de estado y; diverge de manera mondtona. Si a < —1, la variable de estado y, diverge en

oscilaciones.

15



Yi+1 Y1 = ayy + 0

R

Yi+1 = Yt

T
Ui

Figura 2.6: Equilibrio de estado estacionario inestable (a > 1).

Yt+1 T Y+1 = Ui

Yo = ag + b

—tr

Yoy Yt
Figura 2.7: Equilibrio de estado estacionario inestable (a < —1).

Los cinco casos anteriores se pueden resurnir en la siguiente proposicion.

Proposicion 2.4. Un equilibrio de estado estacionario de la ecuaciéon en diferencias

Y41 = a¥y; + b es globalmente estable si y sélo si |a| < 1.

16



Corolario. Si yg € IR, entonces

lim y, = g, lal <1,
t—00
donde

a) la convergencia en mondtona si y sélo si a € [0, 1),
b) la convergencia cs oscilatoria si y sélo si a € (—1,0).

Ejemplo 2.2.
Veamos el estudio del crecimiento de la renta nacional en una economia cn desarrollo utili-

zando un modelo clasico.

La renta nacional se compone de consumo e inversién. Vamos a considerar las variaciones de
estas cantidades a medida que transcurre el tiempo y la renta nacional, consuino e inversion

denotada respectivamente por R,C e /.

Tenemos que

Los gastos de consumo se relacionan con la renta nacional a través de la funcién consumo,

que supondremos lineal, es decir toma la forma
Ct=C+mRt, t=0,1,2,...,

donde ¢ y m son constantes. l.a constante m sc denomina propension marginal al consumo;
estas constantes cumplen:

¢ >0, O<m<1.
La restricciéon que m € (0,1) implica que cualquier incremento en la renta se convierte en

parte en incremento en el consumo.

Supongamos que la renta no se consume totalmente y que parte de la renta se destina a la
inversién. Cuando esta parte se haya invertido efectivamente habra dado lugar a un incre-

mento de la capacidad del sistema (por lo tanto de la renta nacional) por lo que, si se quiere
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mantener el pleno empleo, los gastos de inversién deberdn aumentar. Y este aumento en la

inversion originard un aumento en la capacidad y asi se incrementard la inversion.

Intentaremos determinar que tipo de crecimiento de la inversién es necesario para mantener
el pleno empleo y describiremos el crecimiento de la renta nacional y de la inversion a través

del tiempo.

Veamos primero en qué forma el nivel de inversion influye sobre la renta nacional. Para cllo
supondremos que existe una constante r, que se denomina factor de crecimiento y se cumple

ARt=Rt+1_Rt=TIt, [=0,1,2,...,

es decir, el aumento de una unidad de inversién es igual a 7, debido a esto vamos a suponer

que 7> 0.

Luego tenemos

Riyv — Ry = 1l
= (R, —Cy)
= Ry —r(c+mRy).
Por lo tanto,
Ry =[1+r(Ql—m)|R; —rc, 1 =0,1,2,..., (2.4)

que es una ecuacion en diferencias de primer orden con coeficientes constantes que satisface

la funcién de renta nacional.

Para hallar la ecuacién correspondiente a los gastos de inversién, tenemos
Iip— 1 = (Rt-n - C&+1) - (Rt. - Ct)
= (Ri11 — R) = (Cea — )
= rly —m(Riyy1 — Ry)
= rl; —mrl.
Por lo tanto,

Ly =[1+r(1-m)L, t=0,1,2,.... (2.5)
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Como 7(1 —m) > 0, tenemos que I es una funcién creciente. La solucién a la Ecuacién (2.5)
es

L=[1+r1-m)l, t=0,12,...,

donde Iy es dado y la sucesién {/,} diverge a +cc.

Para resolver la Ecuacién (2.4) hacemos a =1+ r(1 —m) y b = —r¢, por lo que

R =

l1—a 1—-m

La solucién, para Ry dado, es
Re=[1+r(1=m)"(Ry—R)+ R, t=0,1,2,...,

por lo que si Ry > R*, la sucesién {R,} diverge a +oc. O

2.2.2. Sistemas no lineales

Analicemos la evolucién de una variable de estado en sistema dindamico discreto no lineal de
primer orden de dimensién uno basandonos en una aproximacién lineal en la vecindad de un

equilibrio de estado estacionario. Para eso consideremos la ecuacién en diferencias no lineal
Y1 = [(y:), L =0,1,2,. ..,
donde f : IR — IR es una funcién continuamente diferenciable y tenemos de dato el valor

inicial de la variable de estado, .

Una solucién a la ecuacién en diferencia 3,41 = f(L;), es una trayectoria de la variable de
estado {v:}, que satisface la ecuacién para todo ¢. Usando el método de iteraciones la

trayectoria se puede escribir como
5! I (yo)
Y2 fn) = 1(f (o)) = f*(yo)
ye = [(w0).
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2.2.2.1. [Ixistencia, unicidad y multiplicidad de equilibrios de estado estaciona-

r10

Definicién 2.4. Un equilibrio de estado estacionario § € IR de la ecuacién en diferencias

Yer1 = f(y) es tal que

=

().

Asi como las ecuaciones lineales, las ecuaciones no lineales se pueden caracterizar por la
presencia de un equilibrio de estado estacionario, convergencia al equilibrio de estado esta-
cionario, etc.

2.2.2.2. Linealizaciéon y estabilidad local de equilibrios de estado estacionario

La evolucion de un sistema no lineal en la proximidad de equilibrio de estado estacionario

se puede analizar basdndonos en la aproximacion lineal.

Consideremos la expansién de Taylor de y;+1 = f(y,) alrededor del equilibrio de estado

estacionario ¥, esto es,

Yerr = [(we) = S(@) + f'(9) (e — §) + Rn,

donde R, es el residuo.

Luego tenemos que el sistema linealizado alrededor del equilibrio de estado estacionario es

Yo = J(@)+ @)y —0)
= @y + [(@) = [(@)y

= 4ay - I!?,

donde a = f'(g) y b= f(y) — f'(§)7 son constantes dadas.

Aplicando los resultados para sistemas lineales tenemos que el sistema linealizado es estable
si|a] = [f'(y)| < 1, pero esto es s6lo un andlisis local de la ecuacién en diferencias no lineal.

Con estas observaciones tenemos la siguiente proposicion.
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Proposicion 2.5. Ll equilibrio de estado estacionario y del sistema dindmico

Y1 = [(ye) es localmente estable si y sélo si

dijeq1

L]

dy;
Ejemplo 2.3.

Consideremos un sistema con multiples estados de equilibrios de estado estacionario {1, ¥a, ¥3}

tales que yi, y2 son localmente estables, mientras que #» es inestable, esto es,

?71) Si 3/0 € (0» 92)7

limye=9q g2, si g0 =,

Ys, sl Yo € (%2, 00).

Consideremos un diagrama de fase asociado a este sistema como el mostrado en la Figura 2.8.

Ye+1 Y+1 =

A = [(y)

- - - .
0 i Y3 Yt
Figura 2.8: Sistema no lineal de primer orden de dimensién uno con varios equilibrios de

estado estacionario.

Como f'(y;) < 1y f'(y3) < 1, tenemos que %;,ys son equilibrios de estado estacionario
localmente estables, mientras que f'(7,) > 1, implica que ¢, es un equilibrio de estado

estacionario inestable. O



Observacién 2.3. En caso de tener f’(y) = 1 no se puede analizar el sistema no lineal en

la proximidad de .

2.2.2.3. Estabilidad global

El Teorema de la Contraccién nos da condiciones suficientes para la existencia de un
unico equilibrio de estado estacionario y su estabilidad global. Para eso veamos antes la

siguiente definicion.

Definicién 2.5. La funcién f : IR — IR es una coniraccion si existe 8 € (0,1) tal que
[f(zx1) = f(z2)| < B2y — 22}, Va1, 22 € IR

Teorema 2.1 (Teorema de la Contraccién). Si f : IR — IR es una contraccién, entonces

o f tiene un unico equilibrio de estado estacionario, es decir, existe un tnico Z € IR tal

que
[@) =2
o Para todo zg € IR y para 8 € (0, 1), tenemos
| [ (o) — 7| < B"xp — Z|, Yn=0,1,2....,
donde f™(xg) es la n-ésima iteracién de f sobre .

Demostracién: Ver [6], pdgina 127 o (7], pdgina 50. [

Corolario. Un equilibrio de estado estacionario de la ecuacién en diferencias y:41 = [(¥;)

existe, es unico y globalmente cstable si [ : IR — IR es una contraccién, es decir,

|f(yer1) = Fye)l <1, vt=0,1,2,...,
[Yes1 — yil

o en caso que f sea diferenciable, se cumpla que
[yl <1, Vy € R

Demostracién : Basta observar que |f'(v:)| = |a| < 1 y aplicando la Proposicién 2.4 obtene-

mos la afirmacién del corolario. [ ]

N
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2.3. Solucién de sistemas lineales de primer orden mul-

tidimensional

Aunque los sistemas dindmicos lineales no necesariamente gobiernan la evolucion de la ma-
yoria de los fendmenos dindmicos en el universo, sirven como una importante refcrencia para
el andlisis de las propiedades cualitativas de sistemas no lineales, proporcionandonos la ca-
racterizaciéon de la aproximacién lineal de sistemas no lineales en una vecindad de equilibrios

de estado estacionarios.

La caracterizacién dc la trayectoria temporal de un sistema multidimensional de variables de
estado interdependientes estd basado en la construccién de una transformacién que convierte

el sistema en un nuevo sistema dinamico de

o variables de estado independientes cuya evolucién se puede derivar basdndonos en el

analisis del caso unidimensional, o

o variables de estado dependientes parcialmente cuya evolucién estdn determinadas ba-

sadas en propicdades de la matriz de Jordan.

Consideremos un sistema de ecuaciones en difcrencia lineal auténoma de primer orden donde

los valores iniciales del vector de variables de estado, g = (19, Zo0, - - -, Tao), ¢s dado.
5 - = =D ik =
T1g41 a1y @2 @3 ‘G| | Tue by
a4l Gg1 @2z Qg3 -+ Q2 Loy ba
= R
Tnt+1 L"lrzl dps Qpy -+ Qg L'-an by,

La evolucién del vector de variables de estado x, esté gobernado, por el sistema lineal
Ty = AI’Cg-f—B, = 0,1,2,...

donde el vector de variables de estado x; es un vector real de dimensién n, x; € IR, A es una
matriz de dimensién n x n de cocficientes constantes a;; € IR, para s, =1,2,...,ny B es

un vector independiente del tiempo de dimensién n con elementos b; € IR, 1 =1,2,...,n.
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El sistema estd definido como un sistema lineal auténomo de primer orden de dimensién n
de ecuaciones en diferencia que describe la evolucién de un vector de variables de estado x;
cuyos valores dependen de forma lineal y auténoma de los valores de vectores en el periodo

previo.

2.3.1. Caracterizacion de la solucion

Una solucién a un sistema lineal multidimensional, x,,; = Az;+ B, es una traycctoria {x; }§2,

del vector de variables de estado x; que satisface esta relacion lineal en cualquier ¢.

Anédlogamente al caso de dimensiéon uno, el método de iteraciones generan un patrén que
constituye una regla para encontrar una solucién general. Dado el valor del vector de variables
de estado en zg = x(0), el sistema dindmico 4+, = Az, — B implica que el valor del vector

de variables de estado en subsecuentes periodos de tiempo cs:

T, = Axg+ B
To = A(E1+B=A2.’L‘0+AB-?-B
T3 = Ar,+ B = AB.TO + A’B+ AB+ B

T, = Alzg+ AV'B+ A B+..-4+ AB+ B.

Luego el valor del vector de variables de estado en el periodo ¢ es

t-1
r = A'm+ Y A'B. (2.6)

i=0
A comparacién del caso de dimensién uno, en este caso tenemos una serie geométrica de
matrices, que para su analisis necesitamos algunos resultados

. e . t 1 ; .
Lema 2.1. La suma de una serie geométrica de matrices, >, ,A*. cuyo [actor es la matriz

A, es
t—1
D A== A=A, si ] - Al #0.
=0

Demostracién :

-1
AT -A=T+A+ A%+ + AT - [A+ A2+ A%+ + Al =T- A

o~

o~
I
o
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multiplicando ambos lados por [I — A]~! (que existe pues |/ — A|~! # 0) obtencios el

resultado del Lema. B

Usando el resultado del Lema 2.1 tenemos la solucién a la Ecuacién (2.6)

En analogia al caso de dimensién uno, los aspectos cualitativos del sistema dindmico cstan

determinados por los pardmetros de la matriz A.

2.3.2. Existencia y unicidad de equilibrios de estado estacionario

Las propiedades cualitativas del sistema dinamico se puede determinar examinando la evo-
lucién del vector de variables de estado en relacién a los equilibrios de estados (puntos fijos)

del sistema.

Definicidén 2.6. Un equilibrio de estado estacionario de un sistema lineal de ecuaciones en

diferencia ;4.1 = Az; + B es un vector z € IR™ tal que
T=AT+ B.

Andlogamente al analisis del sistema unidimensional, existe un equilibrio de estado estacio-

nario

z=(I—-A)'B, si|I - A #0. (2.8)

Proposiciéon 2.6. Un cequilibrio de estado estacionario del sistema x;,.; = Az; + B es unico
si y sélo si

|/ — Al #0.
Reemplazando la relacién (2.8) en la Ecuacién (2.7), la solucién al sistema es
T = Al(zg — ) + T. (2.9)

En general A no es una matriz diagonal, por lo que nccesitamos un método de solucién,

este método transforma un sistema de variables de estado interdependientes z; en un nuevo
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sistema de variables de estado y, mediante una transformacién independiente del tiempo @),
es decir, se construye una matriz no singular Q € IR"*", basado en los autovectores de la
matriz A, tal que
T = Qu + 7T, (2.10)

y la evolucién del vector de variables de estado y;, es

Yer1 = Dy,
donde D € IR"*" es diagonal (o diagonal por bloques), Luego

— Dt
Ye = LYo

Reemplazando en la Ecuacién (2.10), tenemos,

Yo = Q {xo — 7)

T = QDY +Z=QD'Q  xy—T) + T,

donde @ es una matriz invariante en el tiempo y D! es la matriz elevado a la (-ésima poten-
cia. Analizando tenemos que x; se aproxima a su nivel de estado estacionario Z, si la matriz
QD'Q! se anule (pero como @ y Q! son independientes del tiempo, es equivalente a que

Dt se anule).

Si la matriz D es diagonal, entonces D! es diagonal, y z; se aproxima a su nivel de estado

estacionario z, si todos los elementos de la diagonal son menores que 1 en valor absoluto.

A continuacién veamos dos ejemplos donde se hace uso del caso unidimensional en el primer

ejemplo y en el segundo ejemplo se construye la matriz ¢ para poder resolverlo.

Ejemplo 2.4.

Consideremos la ecuacién x4 = Az, tal que

HATES 2 0 Tt

Tapi 0 05| |z
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con condiciones iniciales zo = [z10, Za0)-

Como A es una matriz diagonal, la evolucién de cada variable de estado es independiente de

la otra, esto es, T1:4+1 s6lo depende de x4, y z2:41 s6lo depende de z;;. Usando la relacién

(2.9) tenemos la solucién z¢ = A'zg, es decir

I
T 2 il T1o
Loy 0 U,EI I2n
o de manera mas directa,
=1 ot
Ty = 2Ty
Tor = O,Stfllgo.

Por lo tanto el equilibrio de estado estacionario es
(il‘. iz} = {U! 0)'

Para la primera variable de estado tenemos

—oo, sixp <0,
lim zy; = ¢ 7, =0 six=0,
t—oo

o0 si T19 > 0.

Para la segunda variable de estado tenemos

o Si xog > 0, el valor de xo; se aproxima a cero de manera mondtona del cuadrante

positivo de xa,

o Si x99 < 0, el valor de xy; se aproxima a cero de manera mondtona del cuadrante

negativo de xq.

Luego tenemos

(—00,0), sizo <0,
0, 0) st Ti0 = Ov

(
O0,0) si T > 0.

t—oo

En la Figura 2.9 vemos que el equilibrio de estado estacionario (Z1,%2) = (0,0) es un punto

silla.
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Figura 2.9: Equilibrio de estado estacionario para el Ejemplo 2.4.

Ejemplo 2.5.

Consideremos la siguiente ecuacién en diferencias

Tit41 1 0,5 |&u

Topg 1 1,5 Loy

con condicién inicial g = [T10, Ta0)-

El equilibrio de estado estacionario es (Z;,Z2) = (0,0). Vamos a rcsolver convirtiendo este
sistema en un nuevo sistema de coordenadas tal que x1; y 2o son interdependientes basando-

nos en los autovectores de la matriz A.

Para obtener los autovalores de la matriz A, resolvemos la ecuacion
|A - Al =0,

es decir

ap — A  am;
=0’

dy2 Qs = A

luego el polinomio caracteristico es
5 O
c(A) = A —5A+1=0,

de donde obtenemos los autovalores A\; = 2, A, =

o



Si f1, f2 son los autovectores de la matriz A asociados a los autovalores A;, A, respectivamente,

entonces los valores de estos autovectores se obtienen resolviendo:

[A—AI]fi=0 cuando f;#0,
[A=A]fo=0 cuando f,#0,

donde f; = [fi1, fio) para i =1, 2. Luego el autovector asociado al autovalor A\; = 2 estd de-

terminado por la solucién al sistema de ecuaciones

-1 0,5 fu 0
1 =05 | fiz 0

mientras que el autovector asociado al autovalor A = 0,5 esta determinado por la solucién

del sistema de ecuaciones
0,5 0,5 | fa2 0

11 S 0

Asi el primer autovector estd determinado por la ecuacion
fiz=2fu,

mientras el segundo autovector estd dado por la ecuacién
foa = —far.

Es decir, los autovectores f; y fa son

f1= ’ f2=

(]
[
[—

. . . 2 . . 2
Como f1 y f» son linealmente independientes,. entonces generan IR*. s decir si z; € R?,

existe ¥, = (Y11, ¥ae) € IR? tal que

Ty = fl!..fu + oy



Es decir existe una matriz @ tal que
Iy = ng

Como f; y f2 son linealmente independientes, la matriz @ es no singular, por lo tanto existe

Q7 !, asf tenemos

-1
yt = Q Ty,
es decir,
Yt I =1l —1 Tt
Yot 3 -2 1 Loy
por lo tanto
1
Yy = =(x1+ To),
Yo = g(?.’l:u — .'Z:Qt).
Asi tenemos
Yy =0 & Ty = —ay,

(2.11)
yu =0 & xo = 2114

En la Figura (2.10) mostramos los ejes del nuevo sistema de coordenadas (v, yo:) generadas

respectivamente por los autovectores f; y fo Tenemos

(vor = 2y)

'y

Y1t

Yot
(ror = —rye)

Figura 2.10: Sistema de coordenadas (Y14, yar)-

-1
Yer1 = Q7 Tip1.
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Luego
Y1 = Q"lj-]:;;,;

o en términos del nuevo sistema de coordenadas
_ i
Y1 = @ AQuy,.
Si definimos D = Q! AQ, entonces

— - = 9
D=Q“AQ=—% I -1 fL o5 |1 1| |2 0

-2 1|1 15| |2 -1 o 05

La evolucidon del vector de las nuevas variables de estado y;, estd dado por

2 0
Yt+1 = Ye,
0 0,5
que mediante iteraciones nos da
¥ = D'y,
es decir,
yie = 2y .
(2.12)
ya = 0,5'%a0

con Yo = Q lzg. Y el equilibrio de estado estacionario del sistema 3,41 = Dy, es un vector

7y € IR tal que § = Dg. Por lo tanto en el nuevo sistema tenemos
g = (91,92)" = (0,0)".

Como

-1 0 )
0
entonces el equilibrio de estado estacionario § = (0,0) es Unico. Analizando como en el

Ejemplo 2.4 tenemos
(—OO»O)) sl Yo < 0’

H]n Yt = (01 O)\ sl Yo = O)
t—oc

(OO,O) si Y10 > 0»
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2t

=

Yt
Figura 2.11: La evolucién de ;.
lo cual se puede observar en la Figura 2.11.
Como z; = Qy,, entonces
T 1 1 Yie
T 2 1| |y
y usando las Ecuaciones (2.12), tenemos
Ty 1 1 290 | | 20 + 0,520
Tat 2 —1| (0,5 25 1y10 — 0,540
con 3o = @ 'zy. Luego, usando la Ecuacién (2.11) nos queda
Y10 1 (-1 —=1] |70
Y20 31-2 1| |z
por lo tanto
1 -
Ve = §(Im -+ Tag)
Y2o = E(Qi'm — Tap).
Luego i
2t _ 0.5¢
Tyt E{Im == :L'z.u} -+ T{?.Tm o Igg}
- (B3] 0.5‘!
Ty E (10 + T20) — 75 (2210 — T20)



El diagrama de fase del sistema original se obtiene colocando el diagrama de {ase que describe
la evolucién de ¥, relativo al nuevo sistema de coordenadas (y1, ¥2), en el plano (z1, z2) como

se muestra en la Figura 2.12 a

(o = 20ryy)

Yu

Figura 2.12: La evolucion de y;

Lema 2.2. Sea A € IR™*". Entonces existe una matriz 1V € IR"*" tal que
A=VDV,

y la matriz D es la forma candnica de Jordan que corresponde a la matriz A, es decir,

Dy 0 0 O 0

0 Dy 0 O 0

0 0 0 0
D =

0 0 0 Dy 0

0 0 0 0O ++ Dn

o para cada autovalor A, real distinto de la matriz A,

Dh = f\".f:
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e para autovalores reales repetidos A de la matriz A,

A 0 0 0
1 A0 0
Dp=10 1 A 0
)

0 00 Al

o Para un par distinto de autovalores complejos {un, fin}, de la matriz A, donde

Ly = ap Bhi Y iy = oy — Bhia
Qp _.Blz
Dh |
/311 ey

o Para pares de autovalores complejos repetidos {u,ji} de la matriz A, donde

ayp —+ ﬁhi Yy /'_Lh = Qap — /6/17:-,

Qyp, _Bh O O O O 0 O
G, ap 0 0 0O 00 O
1 0O a«a, =8B, 0 0 0 O
0 1 B, a, 0 0 0 0
Dh .
0 0 0 0 1 0 a -8
0 0 0 0 0 1 8 «
Demostracién : Ver [5], capitulo G. [ ]

Un sistema dindmico no homogéneo se puede transformar en sistema dindmico homogéneo

trasladando cl origen del eje del sistema no homogéneo a su equilibrio de estado estacionario.

Proposicién 2.7. Un sistema no homogéneo de ecuaciones en diferencia lineal de primer
orden

Ty = A.’L‘t + B,
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se puede transformar en un sistema homogénco de ecuaciones en diferencia lineal de primer
orden

Zopr = A,

donde z; = x; — T es una variable de estado que caracteriza la evoluciéon de la desviacion de

xy de su valor de estado estacionario z = [[ — A]7!'B.

Demostracién : Sea z; = x; — T, entonces

41 = Lp41 —
Como x4+ = Axy + B, teneinos

Zt41 = A+ B -z
= Alzz+Z)+B-1&
= Azt—[[—A]ff+l3,

pero z = [I — A]~! B, por lo tanto

Zep1 = Az

Proposicién 2.8. La evolucion del vector de variables de estado z; en un sistema de ecua-

ciones en diferencia lineal de primer orden no homogéneo
Tyl — A.'Et + B

estd dado por

T, =QD'Q Yzy —3) + 7
donde D es una matriz en la forma candnica de Jordan que corresponde a la matriz A, el
vector o es la condicién inicial del sistema, y & = [/ — A]7'B es el equilibrio de estado

estacionario del sistema.
Demostracién: Sea 2z, = x; — T. Por la Proposicién 2.7, tenemos quc
zi+1 = Az

Por el Lema 2.2 existe una matriz ) no singular tal que A = QDQ~* donde D es la matriz

de Jordan, luego
241 = QDQ 'z (2.13)
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Sea y; = Q7 'z, reemplazando en la Ecuacién (2.13), después de multiplicar por Q7! se
tiene

Yt+1 = Dyy;
y usando el método de iteraciones

v = D'yp,

donde yo = Q7 '29 y 20 = 20 — Z. luego
= DIQ lﬁ-Tn —):

Ademds, como Q7 'z; 1y, eutonces z = Qu, por lo tanto z = z; — Q. Luego
obtenemos

‘1"? = Qy( + "Z‘s

por lo tanto

Ty =QD'Q Yxg — T) + 7. a

2.4. Caracterizacion de sistemas lineales de primer or-
den multidimensional

[l esquema cualitativo de un sistema lineal multidimensional z,,; = Az, + B, depende
de los coeficientes de la matriz A4, esto es, si la matriz A tiene autovalores reales distintos,

repetidos, autovalores complejos distintos o repetidos.

Consideremos el sistema lineal multidimensional
T1 = Az + B, 1=0,1,2,. .., (2.14)

donde z; € IR™, la matriz A € IR™*" independiente del tiempo y B € IR".

A continuacién veamos los distintos casos
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2.4.1. Autovalores reales distintos
2.4.1.1. Caracterizacién de la solucion

Supongamos que la matriz A en la Ecuacién (2.14) tiene n autovalores reales distintos
{A1, A2, .., An}. Supongamos ademas que |1 — A| # 0. Por el Lema 2.2 existe una transfor-
macion del vector x, en un sistema dindmico de variables de estado independientes y;; en

particular existe una matriz @), cuyas columnas son los autovectores de la matriz A; scan

{fl, f2, ey fn} estos autovectores, luego tenemos
=0y +7T,
donde & = [I — A]7' B es el equilibrio de estado estacionario del sistema. Ademas
Yee1 = Dy,

donde D es una matriz diagonal cuyos elementos en la diagonal son los autovalores de la

matriz A, ) i
Ay 0 swm: O

oo 0 M -+ 0

i [ 1A o

Por el método de iteraciones y; = D'yq, tenemos

Y1t Al 0 - 0 |y
Yot 0 A -+ 0| |y
Ynt 0 0 use ).L Yno

por lo tanto la evolucién de cada clemento de las variables de estado ¥;; estd gobernado por

St S 1
Yit = N, 1= 1,2,...,n.
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Como el vector de variables de estado x;, puede ser expresado como una funcién de y;, esto

es, Ty = QY + T, tenemos

Ty Gu Qi - Q| | My T
Tat | _ Q21 Qa -+ Qanl| | My ~ Ty
_'-Tntj _in Qn? T an A:!ynﬂ Ty

Por lo tanto

n
i t R o
Ty = E QisYjoN; +~ T, i =1,2,...,n,

j=1
donde L g L )
Y1o Qu Qi =+ Qun Tio — Ty

Y20 Qo Qo2 +++ Qo Top — T2

Yno Q!Il Qnﬁ gy an Tno — jn

Luego tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.2. Consideremos el sistema x;47, = Az; + B, donde z; € IR y zy es dado. Si

[I — A] #0 y A tiene n autovalores reales distintos {A. Aa...., A\, }. Entonces
a) El equilibrio de estado estacionario Z = [/ — A] ' B es globalmente estable si y sélo si

N <1.Vi=12.. . n

b) lim,,e z: = T si y sblo si para todo j = 1,2,....n
{IAj] < 1oy =0},

dondeyg = Q@ (zg—x), y Q@ € IR™ " es no singular cuyas columnas son los autovectores

{f1,fa,. .., [u}, de la matriz A

Demostracién: Ver (3], pdgina 62. ]
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2.4.1.2. Diagramas de fase del caso de dimensién dos

A continuacién veamos varios tipos de diagramas de fase que caracterizan la evolucién de y;
en el caso de dimension dos, cuando el sistema original esta caracterizado por una matriz de

coeficientes A que tiene autovalores reales distintos. En particular
Y41 = D?/!.:

donde D es una matriz diagonal con elementos en la diagonal, \;. As.

Los diagramas de fase estdn gobernados por autovalores reales distintos, dependiendo del
signo de los autovalores, sus valores absolutos relativos a la unidad, y su magnitudes entre

ellas.

1) Autovalores positivos
Si ambos autovalores son pesitivos, entonces la evolucion de los dos variables de estado
es mondtono. El sistema converge a su equilibrio de estado estacionario o diverge

dependiendo si los autovalores son mayores o menores gue uno.

a) Nodo estable: 0 < Ay < A} < 1. El cquilibrio de estado estacionario
y = (y1,2) = (0,0) es globalmente estable. Es decir limy,_, (y11, ) = (0,0),
para (Y10, y20) € IR%. En el Figura 2.13 tenemos el caso cuando \y < Ay por lo que

la convergencia de ys; a 0 es mas rdpido que la convergencia de ¥;; a 0.

Yo

Figura 2.13: Nodo estable: 0 < Ay < A} < 1.
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b) Silla: 0 < A2 < 1 < A.. Es decir, lim,_ e yar = 0,Vyyy € IR, mientras que
lime, y1: = 0 si v sblo si ¥ = 0. Como ejemplo tenemos el diagrama de [a-
se dado por la Figura 2.14.

Yot

ik SR )

Figura 2.14: Silla: 0 < Ay < 1 < Ay,

c) Foco: 0 < A\; = Ay < 1. El cquilibrio de estado estacionario es globalmente estable,
es decir 1my o (v16,¥2) = (0,0),Y(y10, ¥20) € IR? La Figura 2.15 muestra que
la convergencia al equilibrio de estado estacionario (0,0) es mondtona y que la
rapidez de convergencia es la misma para cada variable de estado, ademads que su
trayectoria es lineal.

Yau

Y

Figura 2.15: Foco: 0 < A} = A2 < L.

d) Fuente: 1 < A} < Ag. El equilibrio de estado estacionario (0,0) es inestable. s

decir, 1my,o0(Y11,Y2t) = (£00, £20), (10, 320) € IR*\ {0}. En la Figura 2.16
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tenemos el caso cuando Ay > A, (yy diverge més rapido que yi;).

Yat

€ s It

Figura 2.16: Fuente: 1 < A\; < Aq.

2) Autovalores negativos
Si uno de los autovalores es positivo y el otro es negativo, entonces la variable asociada
con el autovalor positivo converge o diverge de mancra mondétona, mientras que la va-
riable asociada con el autovalor negativo estd caracterizado por convergencia oscilatoria
o divergencia. Si ambos autovalores son ncgativos. las variables de estado oscilan entre
valores negativos y positivos. [En ambos casos el sistema puede converger a su nivel de
estado estacionario o diverger dependiendo si los valores absolutos de los autovalores

SOn mayores o menores que uno.

a) Nodo estable (convergencia oscilatoria de una variable de estado): —1 < \; < 0 <
A; < 1 cuando ¢, 7 = 1,2. Como el valor absoluto de ambos autovalores es menor
que uno, el sistema converge globalmente a su equilibrio de estado estacionario
7 = (1, ¥2) = (0,0). La Figura 2.17 muestra el caso donde y;; converge de manera

monotona, mientras que yq, converge en oscilaciones, alrededor del eje yy;-

b) Nodo estable (convergencia oscilatoria de ambas variables de estado): —1 < \; <
A; < 0 cuando 4,5 = 1,2. El equilibrio de estado estacionario es globalmente
estable. La Figura 2.18 muestra este caso.

c) Silla (convergencia oscilatoria y divergencia): {\ < =1 < X; < 0}, {\ <

-1y0 <A <1}h,o{h >1y —1< )\ <0} cuando %,j = 1,2. si ambos
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You

Yt

el

Figura 2.17: Nodo estable (convergencia oscilatoria de una variable de estado): —1 < Ap <
O< A <1

autovalores son negativos, una variable converge de manera oscilatoria, mientras
que la otra diverge de manera oscilatoria. Si una es negativa y la otra positiva, una
variable converge de manera moneétona y la otra diverge de manera oscilatoria. En
la Figura 2.19 muestra el caso donde A\; > 1 y —1 < Ay < 0; la convergencia a su
equilibrio de estado estacionario ocurre en oscilaciones a lo largo del eje vertical

y diverge en oscilaciones a lo largo de y;, \ {0}.

Foco (Convergencia oscilatoria): —1 < A; = Ay < 0. El equilibrio de estado
estacionario es globalmente estable. La convergencia de ambas variables de estado

es oscilatoria.

Fuente (Divergencia oscilatoria): {A; < A\; < =1} o {A\; < =1 y A; > 1} cuando
1,7 = 1,2. El equilibrio de estado estacionario es inestable; la divergencia de au-
tovalores negativos es oscilatoria, mientras la divergencia de autovalores positivos

es monotona.



"’_) Y2t ‘.1

Y

Figura 2.18: Nodo estable (convergencia oscilatoria de ambas variables de estado):

—1< A <A<

2.4.2. Autovalores reales repetidos
2.4.2.1. Caracterizacion de la solucién

Consideremos el sistema

Ti+1 = /l.’Eg + B,

donde la matriz A, tiene n autovalores reales repetidos A. Ademads supondremos que |/ — A| #

0.

Existe una transformacién invariante del vector z; en un sistema dindmico de variables y;,
cuya evolucién se puede analizar usando las propiedades de la matriz de Jordan. [En particular

existe una matriz ) no singular tal que
Ty = Q?J.‘ o -Ii'a
donde z = [T — A]"! B es el equilibrio de estado estacionario del sistema. Ademds

U1 = Dy,
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Figura 2.19: Silla (convergencia oscilatoria y divergencia): —1 < A <0y Ay > 1.

donde i )
A0 0 O 0
1 X0 O 0
D 01 A O 0
0 0 1 . 0
0 00 "= X O
00 0 -+ 1 A

La evolucién de la primera nueva variable de estado ;; es independiente de todas las otras
variables de estado, excepto la primera, la evolucién de la segunda variable de estado depen-
de de la evolucién de la primera y la segunda variable de estado, la evolucién de la tercera

variable de estado depende sélo de la segunda y la tercera, y asi sucesivamente.

Por lo tanto la evolucién del vector y; estd dado por

yr = D'y,
donde para t > n,
' At 0 0 0
Al A0 0
Pt t(t.~12)!,\‘ 2 5 Lt BBV 0
0
_z(z—x)(z(:lriﬁ:?!)xf-"+‘ i e, pAt-l A‘_
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Por lo tanto tenemos que el valor de y; cuando ¢t > 7 es

yie = Ay
Yoo = 1Ay + Mygg
i =12 = 1
Yau = AL + LA Y20 + Auso
tt—1 (L —n 4 2)\-n+l
Ye #= ) ) Y10 + - - + Ayno.
(n—1)!
Luego para todo i = 1,2,...,n se Liene
=l gy
Yir = <A> ARy ko
k=0 N

Como el vector z; se puede expresar como una funcién de ¥, es decir, ; = Qy; + Z, tenemos

que la evolucién del vector z; es

Iy Cu Qp - Qun Myio I

- | Qn Qx -+ Qo IA ™ 10 + AMyag 2 2
~1)(t—n+2 /\l nt1l b

--'L'nt“ hQn] Qn? S an‘ _t(t L ((tnf;;!)) Y10 + )\tyn[) In

Por lo tanto para todo 7 =1,2,...,n,

n—1
l
Ty = Z < >/\Lﬁml(i,mr-1 + i, (2.15)

m
m=0

donde I;,n+) son constantes iguales al producto de la i-ésima fila de @ y las condiciones
iniciales (y10, #20; - - - » Yno)- Por lo tanto la evolucion del vector x; estd gobernado por el valor

del autovalor repetido A y las condiciones iniciales. Estos resultados nos llevan al siguiente
teorema.
Teorema 2.3. Consideremos el sistema z;,, = Az; + B, donde z; € IR" y zy es dado.

Suponiendo que [I — A] # 0 y A tiene n autovalores reales repetidos A. Entonces el equilibrio

de estado estacionario, T = [I — A]™'B, es globalmente estable si y sélo si || < 1.

Demostracién: La doble implicacién se obtiene de manera directa analizando la

igualdad (2.15). [



Observacién 2.4. Si |A| > 1 el sistema no converge a su equilibrio de estado estacionario a

menos que comience en su punto de equilibrio.

2.4.2.2. Diagramas de fase del caso de dimension dos

La evolucién del vector de las nuevas variables de estado y;, estd dado por

Yit+1 A Oy
Yat+1 I A Yot

Y siguiendo el método de iteraciones

h = D!?Jn-.
donde -
Dt — A0
(A pE

por lo tanto la trayectoria de las dos variables de estado estd dado por

yie = My
Y = LT yig + My
Luego tenemos
Yieer = Ayt
Yorr1 = AYa.

Por lo tanto el cambio en el valor de cada uno de las nuevas variables de estado del periodo

t al periodo t + 1, Ayy,2=1,2es

Ay = yier1 —yie = —(1 = Nyu,
Ayn = Ya+1 — Y2 = Y1 — (1 = Ay
Luego
Ay = 0 {y=06A=1}
Ayy = 00 {(yp=E5yA#1)o(yu=0y A=1)}
Los diagramas de fase del sistema dindmico dependen si el valor absoluto del autovalor es

mayor 0 menor que 1.
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1) Autovalores positivos

a) Nodo estable impropio: \ € (0,1). El equilibrio de estado estacionario (0,0) es
globalmente estable, pero, aunque el autovalor es positivo, la convergencia a su
equilibrio de estado estacionario no ¢s monotono. En las Figuras 2.20 y 2.21,
tenemos que si ya; < 0y yy; > 0, entonces ya; crece de manera monétona a través
del cuadrante positivo y alcanza su punto mds alto cuando Ayg = 0, después
decrece de manera mondtona y converge a su equilibrio de estado cstacionario
y=0.

Yau

I Ayy =& (—l =1

N7/
L,

«1

Ayay =0

Figura 2.20: Nodo estable impropio: A € (0, 1).

Y1t You
Yo
? Yit y Yot
¥ ri y
Yo

Figura 2.21: Evolucién mondétona de y;, y evolucién no mondtona de ya, A € (0, 1).
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b) Fuente impropia: A € (1, oc). El equilibrio de estado estacionario es globalmente
inestable; aunque el autovalor es positivo, la divergencia no se da de manera
monotona. n la Figura 2.22, el lugar geométrico Ay, = 0 coincide con el eje yq,
mientras que el lugar geométrico Ay, = 0 es una linca con pendiente ncgativa

1/(1 = A); si yar < 0y 91, > 0, entonces ya decrece de manera mondtona y

comienza a awmentar cuando cruza el lugar Ay, = 0.

4_1 Yoy

Yt

2) Autovalores negativos

a) Nodo estable impropio (convergencia oscilatoria): A € (—1,0). El sistema conver-
ge a su equilibrio de estado estacionario (0,0). Dependiendo de las condiciones
iniciales, el sistema oscila entre los cuadrantes /V y II o entre los cuadrantes [ y

II1.

b) Fuente impropia (Divergencia oscilatoria): A € (—oc, 1). El sistema diverge a +oo
o —o0. Dependiendo de las condiciones iniciales del sistema, el sistema oscila entre

los cuadrantes IV y II o entre los cuadrantes [ y I11.

3) Autovalor de médulo uno

En este caso el sistema se caracteriza por un continuo de equilibrios inestables.
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a) Continuo de equilibrios de estado estacionario inestables: A = 1. Podemos ver un

ejemplo en la Figura 2.23.

Y

Y1t

v v

7

Ayy =0

Figura 2.23: Continuo de equilibrios de estado estacionario inestables: A = 1.

2.4.3. Pares distintos de autovalores complejos
2.4.3.1. Caracterizacion de la solucion

Consideremos el sistema

Tiy1 = Axy + B.

Supongamos que la matriz A tiene n de autovalores complejos distintos

{pa, iy, p2, fias - . - fing2s fnga}ts

donde
Mt = (l’j‘*‘,ﬁji,
A = a; =B

Ademds supondremos que |I — A| # 0.

Existe una transformacién del vector x; al vector y; de variables de estado independiente,

cuya evolucién se puede analizar basdndonos en las propiedades dec la matriz en la forma
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canodnica de Jordan. En particular, existe una matriz no singular ¢) tal que

Iy = Qy-' = :EI

donde & = [I — A]7'B es el equilibrio de estado estacionario del sistema, ademas

Y1 = Dy,
donde

01 -8 0 0 0o 0 |

Bi a 0 0 0 0

0 0 ay —B 0 0

D 0 0 B a 0 0

0 0 0 0 0 0

O 0 0 0 0 0
0 0 0 0 e —Buy2
00 0 0 v cre Bap Gn/2 |

Por lo tanto, cada par de variables de estado {y2;-1,, y2;:} evoluciona de manera indepen-

diente de los otros pares. In particular, para todo j = 1,2,...,n/2,
Y2j—1,t41 a; =Bi| |y2y-1.
Y2541 ﬂ; Q) Y2t

Por el método de iteraciones, la trayectoria de evolucidn de cada para de variables de estado
{y2j-16,¥25. 18,7 = 1,2, ...,n/2 satisface la ecuacién

t
Yoj—1.t Ck; "13_7 Y25-1.0

Yoyt ."3; Q,y Y2350
La evolucién de cada par de variables de estado se puede expresar en términos de las coorde-
nadas polares (a;, f;), por lo que la estabilidad del sistema dindmico dependen de los valores

de a; B;.

Consideremos la representacién geométrica de los autovalores p; = a; + 62, ft; = a; — Bji,

en el plano cartesiano tal como se muestra en la Figura 2.24. Sea r; = /(o + B3) el médulo
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Eje imaginario

i}

Eje real

—/j’j"“'""“"""'“'"" ,'j — O] —_ ,3-]'?-

Figura 2.24: El espacio cartesiano complejo.

del j-ésimo autovalor. Luego tenemos que

aj = r;cosb;
B; = rjsend;,
luego
a; —f3 costl; —send;
=T;
g7 V&) senf); cosfl;

Por lo tanto, la evolucién de cada par {yz;-14,¥2;¢} se puede determinar mediante propie-

dades trigonométricas.

Lema 2.3.
cosfly —senb;| ., [cosf; —senby;
{r; Y=ri
senf; cosb; senty;  cosby;
Demostracién: Ver (3], pagina 80. a

Por el Lema 2.3 tenemos

Yoj—1t o COSs f,gj‘ —sentﬁj Y25-1,0

J
Y.t sentf;  cosib; 25,0

Como el vector z; se puede expresar como una funcién de ¥y, tenemos que la evolucién de z;
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eS

> - o " o
Ty G Q12+ Qun 74 (cos 6,y10 — sen LO;ya0) T
Tae| Qan Qn - Qan | |7!(sen LBy + cos 10120) Ta
b— [ +
_:L‘ntu _-in Qn? j N an j:r.l
Por lo tanto la evolucién de cada variable z;,7i = 1,2,...,n, csta dado por

Ty = er([i’ij cosl0; + K sen t9;) +
J

donde I(i; = Qigj—1¥25-10 + Qizjy20 v Kij = Qizjysj_10 — Qi2i—1Y250, para todo

AL 2 L

Teorema 2.4. Consideremos el sistema x,.; = Az; + B, donde x; € IR". Ademds suponga-

mos que se cumple |/ — A| # 0 y que A tiene n/2 pares de autovalores complejos distintos

{/-1'1, p'la /‘LQ)/]‘Za <o Hay2, /—ln/?}) donde ey = Qy =+ 6_}21 ,[L] = a5 — B]?' para 7 = 17 2, o o c 1n/2
Entonces el equilibrio de estado estacionario del sistema dindmico 7 es globalmente estable

si y sélo si el médulo de cada autovalor de la matriz A es menor que 1, es decir,

;= 4/(a? + 7)< 1, para todo j =1,2,....n/2.

Demostracién : Ver [3], pdgina 81. ]

2.4.3.2. Diagramas de fase del caso de dimensién dos

La evolucién del vector ¥; esta dado por
Y1t a —f| [Yu
Yat+1 g Yot
El desarrollo asintético del sistema dindamico se puede determinar por el mddulo » y los
valores de a y B.
1) Orbita periddica: r =1

a) Orbita periédica en sentido anti-horario: 4 > 0. Podemos ver un ejemplo en la

Figura 2.25.



Yau

1t

3>0
Figura 2.25: Orbita periddica en sentido anti-horario: g > 0.

b) Orbita periddica en sentido horario: 5 < 0. Como ejemplo tenemos la Figura 2.26.

You

Y1

3<0

Figura 2.26: Orbita periddica en sentido horario: 8 < 0.

2) Pozo espiral: 7 < 1
La Figura 2.27 muestra este caso, donde la convergencia es hacia su equilibrio de
estado estacionario (0,0). Si # > 0 el movimiento es antihorario, mientras que si 8 < 0

el movimiento es horario.

3) Fuente espiral: 7 > 1
Mostramos este caso en la Figura 2.28, donde la divergencia se da del equilibrio de

estado estacionario (0, 0) en sentido antihorario cuando 8 > 0 o sentido horario cuando
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Y2 Yot

-\' Yu /-\ Uit
) N

,-j >0 ,ij' <0
Figura 2.27: Pozo espiral: 7 < 1.

8 < 0.

Ya Yo

N

/- Ye
L/

K —
.

=

350 3<0

Figura 2.28: Fuente espiral: ©» > 1.

2.4.4. Pares repetidos de autovalores complejos

Consideremos el sistema

Tgyey = /ll‘[ + B.

Haciendo un andlisis como en el caso de pares de autovalores complejos distintos tenemos

Y1 = Dy,
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donde

[ =8 0 0 0 0
B a 0 0 0 0
10 o -4 0 0
p_ |01 B o 0 0
0 0 0 o0 0 0
0 0 0 © 0 0
0 0 0 O a —=f
_O 0 0 O B «
Por lo tanto
y: = D'yo.
Asi, para 7 =1,2,...,n/2, tenemos

j-1
W
Yoj-14 = Z pik <A> (cos(t = k)Oyaj-r)-10 —sen(l — k)Oya(j — k), 0)

k=0
j-1
oft .
Yoig = T ’~<k>(sen(t—k)ayg(j_kJ 10 + cos(t — k)Bya(j — k), 0).
k=0

Como z; = Qy; + T, la evolucién de cada z,,7=1,2,...,n, estd dado por
(n/2)-1 ; B
Tip = Z Tk < ' >(](im_ cos(t —m)f + Kinsen(t —m)f) + Z;
m

m=0

donde K, v Kin son constantes.

Teorema 2.5. Consideremos el sistema x;,, = Ax; + B, donde z; € IR*. Supongamos que
|/ — A] # 0y que A tiene n/2 pares de autovalores complejos repetidos {x, [z, .. ., i, ji},
donde = a + Bi, i = a — [i. Entonces el equilibrio de cstado estacionario Z = [I — A]"!B

es globalmente estable si y sélo si 7 = y/a? + 8% = 1

Demostracién: Ver (3], pdgina 86.

2.4.5. Caso general

Los casos anteriores se pueden generalizar en uno solo, para eso se hace uso del siguiente

lema.



COI‘Olal‘iO. Consideremos el sistema Tip1 = A;pt - B’ donde T; € IR”’ y supongamos que
|I — A] # 0. Entonces, el equilibrio de estado estacionario 7 = [I — A]7' B es globalmente de

manera asintotica si y sélo si el médulo de cada autovalor de la matriz A es menor que 1.

En el caso de dimensién 2 (Figura 2.29), un equilibrio de estado estacionario de un sistema
lineal de dimensién 2 es globalmente estable de manera asintética si los autovalores de la

matriz A se encuentran en el interior del disco unitario.

Eje imaginario

Eje real

Figura 2.29: Condiciones necesarias y suficientes para estahbilidad asintética global de un

sistema lineal: autovalores en el interior del disco unitario.

2.5. Sistemas no lineales de primer orden multidimen-
sional

Vamos a utilizar el andlisis de sistemas lineales de primer orden multidimensionales para
caracterizar la trayectoria de sistemas no lineales mediante la linealizacién en la proximidad
de un equilibrio de estado estacionario, y la revisién de las propiedades locales y globales de

estos sistemas basados en el Teorema de la Variedad Estable.

Consideremos el sistema de ecuaciones en diferencia de primer orden no lineal auténomo,

donde la evolucién del vector de variables de estado, x;, estd gobernado por el sistema no

lineal
Tt+1 = ([)(.’Et), b = O, l, 2, 500
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donde ¢ : IR™ — IR™. Es decir,

. (o
Ty = & (Ty, Toy .o, The)
. .
Toprr = O%(T1, oty - ooy The)
Tnter = O"(T1e, Tar, ..., Tne),
donde ¢* : R® — IR,z = 1,2,...,n es una funcién continuamente diferenciable, y cl valor
To = (%10, T20, - - -, Tno) estéd dado.

Una solucién de la ecuacién en diferencia @+ = ¢(z,) es una trayectoria del vector de varia-
bles de estado {z,}$°,, que satisface esta ley de movimiento para cualquier ¢. Los equilibrios
de estado estacionario nos dan importantes puntos de referencia para la caracterizacién de

sistemas dinamicos no lineales.

Definicién 2.7. Un equilibrio de estado estacionario del sistema no lincal de ecuaciones en

diferencia 41 = ¢(z;) es un vector Z € IR™ tal que
T = ¢(Z).

La caracterizaciéon del desarrollo cualitativo de este sistema dindmico no lineal requiere su
aproximacion lineal en la vecindad de su equilibrio de estado estacionario z. En particular,
el analisis de estabilidad de los equilibrios de estados estacionarios del sistema determinan
cuando un equilibrio de estado estacionario es atractivo o repulsivo para todos o por lo menos

un conjunto de condiciones iniciales.

Definicién 2.8. Un equilibrio de estado estacionario T del sistema no lineal z;4; = ¢(z;)
es:
o globalmente estable, si

lim z, = &, Vag € IR.

t—oo

o localmente estable, si
Je > 0 tal que th’m Ty =T, VTo € B(Z),
—00
donde B.(Z) ={z € R" : |z; — %] <eVi=1,2,3,...,n}.
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Estabilidad global de un equilibrio de estado estacionario necesita unicidad global del equili-
brio de estado estacionario. Por lo tanto, si existe més de un equilibrio de estado estacionario,
ninguno de los puntos de equilibrio pueden ser estable globalmente, pues si los sistecmas estan
en un equilibrio de estado estacionario, nunca sc alcanzaran otros equilibrios de estado es-

tacionario.

Estabilidad local de un equilibrio de estado estacionario necesita unicidad local del equilibrio
de estado estacionario. Es decir, requicre la ausencia de cualquier punto adicional en una

vecindad cerrada del estado estacionario del cual no hay escape.

2.5.1. Analisis local

2.5.1.1. Linealizacion

Supongamos que el sistema dindmico tiene un equilibrio de estado estacionario z. Es decir,
existe z € IR tal que T = ¢(%). La funcién x4, = ¢(z;) se puede aproximar alrededor del
valor de estado estacionario z. En particular, si ¢ cs una funcién diferenciable, tenemos la

aproximacioén de Taylor
Tir1 = @' (Th) =

d@+ S 2B )+ R,

donde R, es un residuo. Luego tenemos que la ecuacion linealizada alrededor del estado

estacionario Z, estd definido por

) [ — Iy s ) = n o 44
0¢*(7) 0¢*(T) . 0p*(T) i(n 09 (T) _
Tit+1 = —Iu-.‘--_—--Igz-r"'T—,'—'ant"'Cb(”?)_ i Tj.
az‘u d'l:;zt dl‘nt =1 Zjt
Por lo tanto el sistema linealizado es
i ] (00t (z)  O0l(2) @] [.. 1 [ i1/ _cn 864 - |
:Elt+l Oz 1t dxae OZnt Ilt (/) (’C) Z]:l 32}15 Eae’]
99 (2) B¢°(z) oe% (i) 205\ _ o 96%(E) =
T2t+1 e Iz O0z2¢ Oznt Lot e ¢ (1) Z]:l ox;, I
9en(2) 06" (z) senia) | |, n(z) S0 90M(E) =
[Trtr1]  [Tom oea Ser ) LZnt]  [0708) = Lga T

Es decir, el sistema no lineal se aproxima localmente alrededor del equilibrio de estado

estacionario por un sistema lineal,

Tey1 = Az + B,
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donde

[o0l(z) 98'@) .. eM&E)
23] iroy Pl T
o (2) 9d%(x) . Bei(x)
A= diene oot g - D(f)(’lf)
= = x),
det(z)  de(E) . dO"(E)
L 813“ a.'llgy OZny =2

es la matriz Jacobiana de ¢(x;) evaluado en Z, y

- del (2] = T
o' (%) _EL] ey oI
tl)?{_-‘f] i~ E:rl. afﬂ'i!] —

= o™ (2) ~
Ld)n(T) p— Z;;l rarjj: .’E]'.-

es un vector columna constante.

[l desarrollo local del sistema dinamico no lineal en la vecindad del equilibrio de estado
estacionario = se puede determinar usande la base del sistema lineal que aproxima el no lineal
en la vecindad de su equilibrio de estado estacionario. Luego tenemos que los autovalores de

la matriz Jacobiana De(z) determinan el desarrollo local del sistema no lineal de acuerdo a

los resultados dades en los Teoremas 2.2,2.3 y Corolario 2.4.5.
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El modelo de crecimiento de Solow

3.1. ¥l entorno econémico del modelo basico de Solow

Para estudiar el modelo bédsico de Solow vamos a considerar una economia cerrada.

ademds que la economia esta “corriendo” hacia un horizonte infinito (¢ =0, 1,2,...).

También asumiremos que todos los hogares son idénticos, por lo que la economia admite un
hogar representativo y que los hogares guardan una [raccién exdgena s € (0, 1) de su ingreso

disponible.

Ademads supondreios que Ltodas las firias en esta cconomia ticnen acceso a la mnisma funcién

de produccién para la mercancia final, o que la cconomia admite una firma representaliva.
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La funcién de produccién agregada para el tinico bien final es escrito como
Y(t) = F(IK(L), L(t), A(l)) (3.1)
donde:
o Y(1) es la cantidad total de producciéon para el bien final en el tiempo ¢.
o K(1) es el capital, por lo general medido en términos del valor de las méquinas.

o L(t) es el trabajo total, que puede ser medido en diversas formas (horas de trabajo,

numero de empleados, etc.).

o A(t) es la tecnologia en el tiempo ¢. esta variable no tiene unidad natural, es simple-
mentc una variable que modifica la funcién de produccién. Podemos pensar que A(t)
incorpora los efectos de la organizacién de produccién y de mercados sobe la eficiencia

con que los factores de produccién son usados.

Definicién 3.1. Sea I € IN. La funcién g : IR®? — IR es homogénea de grado men z,y € IR

S1

9(Ax, Ay, z) = A"g(x,y, z) paratodo A € Ry y z € IR,.

Teorema 3.1. Supongamos que g : IR"? — IR es diferenciable en z,y € IR, con derivadas

parciales denotadas por g;. g, y es homogénea de grado m en x e y. Entonces
mg(z,y, z) = gz(T,y, 2)T + gy(7,y, 2)y para todo r,y € Ry 2z € R%.

Ademés g.(z, vy, z), gy(2, y, z) son homogéncas de grado m — 1 en z e y.

Demostracién: Ver [1], pagina 29. L

Vamos a imponer los siguientes supuestos esténdar sobre la funcién de produccion agregada.
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Supuesto 1
F satisface continuidad, diferenciabilidad, positividad, producto marginal decreciente
y retorno constante a escala, es decir, la [uncién de produccion F' : H{i — IR, cumple

que es dos veces dilerenciable en I y L y satisface

OF(K,L, A (K, L, A
Fre(K, L, A) = #‘l >0, Fi(K,L,A) = % > 0,
PF(K, L, A) P F(IC. L, A)
A = - o, — gEamN s
Fxr(K,L,A) e Fri(K,L,A) =

Ademds, F cumple la propiedad de retorno constante a escala en I y L (esto es, F' es

linealmente homogéneo en I y L).

Observacion 3.1. Existen funciones de produccién que no son diferenciables e incluso que

no son continuas.

El Supuesto 1 también nos dice que los productos marginales son positivos (el nivel de pro-
duccién crece con la cantidad de insumos). Ademés este Supuesto requiere que los productos
marginales del capital y trabajo sean decrecientes (Fi < 0, Fr, < 0), por lo que més
capital, manteniéndose todo constante, aumenta la produccién poco a poco, aplicindose lo

mismo al trabajo.

Asumiremos que todos los bienes y mercados de factores son competitivos (los factores de
produccién son posesiones de los hogares). En particular supondremos que los hogares po-

seen todo el trabajo que ofertan ineldsticamente.
La condicién de compensaciéon del mercado de trabajo se puede expresar como

L(t) = L(t) para todo ¢, (3.2)

donde, L(t) denota la demanda de trabajo (y también el nivel de empleo). En particular si
denotamos el precio de alquiler de trabajo o el indice salarial en el tiempo ¢ por w(t) entonces

la igualdad (3.2) toma la forma

L(t) < L(t),w(t) > 0 y (L(t) = L(t))w(t) = 0. (3.3)
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Las relaciones (3.3) nos dice que la condicién de compensacién del mercado de trabajo no

pasa a sueldo negativo.

Observacion 3.2.

1. La condicién dada por (3.3) no vamos a usar, pues, el Supuesto 1 y el mercado de

trabajo competitivo asegura que los sueldos sean estrictamente positivos.
2. Los hogares son duenos del capital de la economia y lo alquilan a las firmas.

Denotaremos al precio de renta del capital en el tiempo t por R(1).

El mercado de capital requiere que la demanda de capital de las firmas sea igual a la oferta

de capital de los hogares:

K(t) = (),

donde, I{(¢) es la oferta de capital de los hogares y K (1) es la demanda de capital de las

firmas. Tomaremos el capital inicial de los hogares, K (0) = 0 como dado.

El siguiente supuesto es que el capital se deprecia, porque las médquinas usadas en la produc-
cién pierden valor por uso. Asumiremos que esta depreciacién toma una forma exponencial.
El capital se deprecia (exponencialmente) al indice § € (0, 1), es decir si usamos una unidad
de capital en este periodo, sélo 1 — § queda para el siguiente periodo. Luego el indice de

interés mostrado por los hogares es:

Es decir, una unidad de bien final puede ser consumido o usado como capital y rentado a las
firmas y por esto el hogar recibe R(t¢) unidades de bien en el siguiente periodo como precio
de alquiler por sus ahorros pero pierde ¢ unidades de tenencia de capital, pues una fraccién

0 de capital se deprecia con el tiempo.

El objctivo de la firma cs maximizar la ganancia. Dado ¢l supuesto que existe una funcién

de produccion agregada, cs sufi iente considerar ¢l problema de una firma representativa.
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Para un nivel de tecnologia A(t), y para R(t),w(t) dados, el problema de maximizacién dc

ganancia de la firma representativa en el tiempo ¢ se puede representar como:

II;}EZL(:)(;:P (K, L, A(t)) — R(HK — w(t)L. (3.4)
L>

Observacion 3.3. Como [ tiene la propiedad de retorno constante a escala, el problema
de maximizacién (3.4) no tiene una solucién bien definida, esto se debe a que en un mundo
con retorno constante a escala, el tamano de cada firma individual no estd determinado, sélo

estan determinados los agregados.

Un equilibrio competitivo requiere que todas las firmas maximicen ganancias y la oferta se
iguale a la demanda. En particular la demanda para el trabajo y capital debe ser iguales a
la oferta de estos factores en todo t. Esta observacion implica que la firma representativa
no tuviera ganancias, pues de otra forma, arrendaria cantidades arbitrariamente grandes
de capital y trabajo excediendo la oferta, que estan fijas. También implica que la demanda
total de trabajo L, debe ser igual a la oferta disponible de trabajo L(t). Andlogamente, la
demanda total de capital I, deberia ser igual a la oferta total K(¢). Si esto no es el caso
y tuviéramos L < L(t), entonces habria un cxceso de oferta de trabajo y los salarios serfan
iguales a cero. Pero csto no es consistente con la maximizacion de la firma por el Supuesto 1,
entonces la firma representativa desearia arrendar una cantidad arbitrariamente grande de
trabajo, excediendo la oferta. ISste argumento, combinado con el hecho que F es diferenciable
implica que dada la oferta de capital K (t) y trabajo L(t¢) en el tiempo ¢, los precios de los
factores deben satisfacer las siguientes condiciones igualando los precios de los factores a los

productos marginales

w(t) = Fp(K(t), L(¢), A1), (3.5)
R(t) = Fi(K(t), L(t), A()). (3.6)

Proposicién 3.1. Suponiendo que se cumple el Supuesto 1. Isntonces en el equilibrio del

modelo de crecimiento de Solow, las firmas no hacen ganancia. y en particular
Y (1) = w(t)L(t) + R(t)K(¢t).

En adicidon al Supuesto 1, las siguientes condiciones se imponen en el anélisis de crecimiento

econdmico y equilibrio macroeconémico.
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Supuesto 2 (Condiciones de Inada)

I satislace las condiciones de Inada

fm Fr(K, L A) =00y lim Fie(K,L.A)=0VL>0,VA
En}) Fi(K,L,A) =00 y !lim Fi(I{,L,A) =0V > 0,VA.
= L=

Ademads, FF(0, L, A) = 0 para todo L y A (el capital es un insumo esencial).

Estas condiciones implican que las primeras unidades de capital y trabajo sean altamente
productivas y cuando el capital o trabajo sean suficientemente abundantes, sus productos

marginales son cercanos a cero.

3.2. El modelo de Solow en tiempo discreto

Recordemos que I se deprecia exponencialmente a la tasa 4, luego la ley de movimiento
del capital estd dado por

K(l+1)=(1=38)K{) + 1), (3.7)

donde I(t) es la inversion en el tiempo (.

La cantidad total del bien final en la economia debe ser consumida o invertida, asi tenemos
Y(t)=C() + I(1), (3.8)

donde C(t) es el consumo.

Usando las relaciones (3.1),(3.7) y (3.8), cualquier asignacién dindmica factible en esta eco-

nomia debe satisfacer
K(t+1) < F(K(1), L), A(L) + (1 = 0) (L) = C(1), t=0,1,....

Como la economia es cerrada (no hay gastos del gobierno), la inversién agregada es igual al

alorro

65



El supuesto que los hogares ahorran una fraccién constante s € (0,1) de su ingreso, se

exXpresa como

S(t) = sY (1),
lo cual implica que consumen la fraccién 1 — s restante de su ingreso y asi
C(t) =(1=9)Y(1). (3.9)

Luego tenemos
Kt+1)=(1—-0)K(t)+S(t)=(1-9)K()+ sY().

[gualando la oferta y la demanda y usando las relaciones (3.1) y (3.7), tenemos la ley fun-

damental de movimiento del modelo de crecimiento de Solow
K(t+1)=sF(K(t), L), A(t)) + (1 = 6)K(2). (3.10)

Los hogares no optimizan cuando afecta sus ahorros o decisiones de consumo. Sin embargo

las firmas maximizan sus ganancias y la oferta se iguale a la demanda.

Definicién 3.2. En el modelo bdsico de Solow para una sucesién dada de {L(t), A(?)}2,
y un capital inicial K(0), una senda de equilibrio es una succsion de capitales, niveles de
produccién, niveles de consumo, salarios y tasas de renta {/(¢), Y (¢), C(t),w(l), R(t)}2, tal
que K(¢) satisface (3.10), Y (¢) estd dado por (3.1), C(f) estd dado por (3.9), y w(t), R(t)

estan dados por (3.5) v (3.6) respectivamente.

Un equilibrio estd definido como una senda entera de asignaciones y precios. Un equilibrio
econdmico no se refiere a un objeto estdtico, se refiere a una senda entera de desarrollo de

una economia.

3.2.1. Equilibrio sin crecimiento poblacional y progreso tecnoldgi-
co

Para analizar un equilibrio sin crecimiento poblacional y progreso tecnoldgico empezaremos

con los siguientes supuestos:
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1. No hay crecimiento poblacional, es decir, la poblacién total es constante a un nivel

L > 0. Ademads como la oferta de trabajo de los hogares es ineldstico, implica que
L(t) = L.

2. No hay progreso tecnoldgico, es decir A(l) = A.

Definimos la razdén capital-trabajo de una economia como

Usando el supuesto de retorno constante a escala, la produccién per cépita, y(t) = Y (¢)/L,
Se expresa como
y(t) = F(EE1,4)
= [(k(1)),
esto es, con retorno constante a escala, la produccién per capita es una funcién de la razon
capital-trabajo. Como A es constante, podemos hacer A = 1. El producto marginal y el
precio de renta del capital estd dado por f’(k). Entonces por el Teorema 3.1, el producto

marginal de trabajo y el indice salarial estdn dados por:

R(t) = [f'(k(1)) >0
w(t) = f(k()) - k@) (k1) >0

(3.11)

Ejemplo 3.1 (La funcién de produccién Cobb-Douglas).

La funcién de produccién Cobb-Douglas se escribe como

V() = F(K(1),L(l), At))
= AK*({)L'"*(), 0<a< 1.

Esta funcién satisface los Supuestos 1 y 2. Dividiendo por L(t), la funcién de produccién per
capita se escribe como

y(t) = AK*(1),
donde y(t) denota la produccién por produccién y k(l) es la razén capital-trabajo. Luego,

usando las relaciones (3.11), tenemos

_AAR() . (1ee)
R(t) = =gpey— = oAk (1),
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que en términos de la funcién original nos da

R(t) = aAK®" (t)L' (1)

Andlogamente
w(t) = Ak(@t) — oAk~ ()(k(0))
= (1 —a)AK*(t)L™(1).
a

La representacién per cédpita de la funcién de produccién agregada nos permite dividir ambos
lados de la relacién (3.10) entre L para obtener la ecuacién en diferencias de la evolucién de
la razén capital-trabajo

k(i +1) = sf(k(t) + (1 — 6)k(1). (3.12)

Definicién 3.3. Un equilibrio de estado estacionario sin progreso tecnoldgico y crecimiento

poblacional es una senda de equilibrio en que k(¢) = k* para todo ¢.

En un equilibrio de estado estacionario, la razén capital-trabajo permanece constante. Como

no hay crecimiento poblacional, implica que el nivel del capital también permanece constante.

Matemaédticamente, un equilibrio de estado estacionario corresponde a un punto estacionario

del equilibrio de la ecuacién en diferencias (3.12).

Gréficamente observamos que en la Figura 3.1 se satisface la igualdad

f(k’f*) -2 (3.13)

Proposicién 3.2. Consideremos el modelo béasico de crecimiento de Solow y suponiendo
que se cumplen los Supuestos 1 y 2. Entonces existe un equilibrio de estado estacionario

tnico donde la razén capital-trabajo k* € (0, co) satisface

f(E)
k»

)
==
la produccién per cédpita esta dado por

y' = f(k%),
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k(t+1) ,450

4

T sF(R()) + (1 — 8)k(r)

Figura 3.1: Determinacion de la razén capital-trabajo de estado estacionario en el modelo

de Solow sin crecimiento poblacional y cambio tecnolégico.
y el consumo per cépita estda dado por

ct = (1-3s)[(K)

Demostracién: La proposicién nos dice que cualquier £* que satisface (3.13) es un estado

estacionario.

Para probar la existencia, notemos del supuesto 2 y de la regla de I'Ilospital que,

. f(k) _ . fk) _
s =oa g gl

Ademds f(k)/k es continuo por el supuesto 1, luego por el Teorema del Valor Intermedio

existe k£* tal que se satisface la igualdad (3.13).

Para ver la unicidad, derivemos f(k)/k con respecto a k, obteniendo

QUK _ [RE=FH) __w
ok - k2 k2 '

donde la iltima desigualdad se obticne de las relaciones (3.11). Como f(k)/k es estricta-

mente decreciente, existe un unico valor £* que satisface la igualdad (3.13), de donde se

sigue las ecuaciones de la proposicion. [ ]
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Las ciudades con altos indices de ahorro y mejores tecnologias tendréan grandes “razones”
capital-trabajo y serdn maés ricos. Las ciudades con mayor depreciacién tecnoldgica tendran

nienor razén capital-trabajo y serdn méds pobres.

La misma estdtica comparativa con respecto a A y § se puede aplicar a c¢*. Existe un unico
indice de ahorro sgoq que maximiza el nivel de estado estacionario de consumo. Para ver

esto, tenemos

I

c*(s) (1=s5)f(k"(s))
= [(k*(s)) — 0" (s),

pues en estado estacionario, s f(k) = dk. Luego diferenciando respecto a s (usando cl Teorema

de la Funcién Implicita), obtenemos

Ac*(s)

28— (o) - 6)

ds
Definimos la regla dorada del indice de ahorro sgiq tal que

*

c
%(Sgold) =0,
el correspondiente capital en la regla dorada de estado estacionario es definido como K-

Proposicion 3.3. En el modelo de crecimiento de Solow basico el més alto nivel de consumo
de estado estacionario es alcanzado por sgiq, con el correspondiente nivel de capital de estado

estacionario kgoq tal que

f/(kgold) = (5

Demostracién : Ver (1], pdgina 42. [ |

La Figura 3.2 muestra lo que nos dice la Proposicion 3.3.



Consumo

(1= 8)f(Roq)

Tasa de ahorro

[am—y ¥

*
Sgold

Figura 3.2: El nivel de la regla dorada que maximiza el consumo de estado estacionario.

3.3. Dinamica de transicion en el modelo de Solow en

tiempo discreto

Recordemos gue una senda de equilibrio no se refiere sélo al estado estacionario, también
a la cantidad de capital, produccién, consumo y precio de factores. Recordar también que la
cantidad total de capital en el comienzo de la economia K(0) = 0, es tomado como variable

de estado, y la oferta de trabajo, L es fijo.

Proposiciéon 3.4. Supongamos que se cumplen los Supuestos 1 y 2. Entonces el equilibrio
de estado estacionario del modelo de crecimiento de Solow descrito por la ecuacién en di-
ferencias (3.12) es globalmente estable, y comenzando de cualquier k(0) > 0, £(¢) converge

monotonamente a k™.

Demostracién: Ver [1}, pdgina 45. n

La Proposicién 3.4 se puede graficar en la Figura 3.3
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Figura 3.3: Dindmica de transicién en el modelo de Solow bésico.

Cuando la economia comienza con poco capital relativo a su oferta de trabajo, la razén
capital-trabajo aumenta. Asi el producto marginal del capital decaerd debido al retorno
disminuido de capital y el indice salarial aumentard. Reciprocamente, si la economia comienza
con mucho capital, el capital disminuird, y en el proceso el indice salarial disminuird y el
indice de retorno de capital aumentard. I'n consecuencia, el modelo bésico de Solow (sin
progreso tecnoldgico) sélo puede generar crecimiento econdmico a lo largo de la senda de
transicién al estado estacionario (comenzando con k(0Q) < k*), sin embargo este crecimiento

no es sostenido, pues conforme pasa el tiempo se vuelve més lento.

3.4. El modelo de Solow en tiempo continuo

Tenemos
z(t+1) —z(t) = g(z(1));
luego, haciendo la aproximacién

Tt + At) — 2(t) = Atg(z(t)),

para cualquier At € (0, 1]. De donde obtenemos
i z(l + At) — (1)
At30 At

— (1) ~ g(z(1)).

=~
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Los alorros estan dacdos por
St = st

Asumiremos que la fuerza de trabajo L(t) crece proporcionalmente, es decir,
L(1) = " L(0). (3.14)

No olvidemos que no consideramos progreso tecnoldgico.

Recordemos que

o = K()
de donde obtenemos . ;
K(t) - w
k(1) K(t)  L(1)
K1)

K(t)
usando de la relacién (3.14) el hecho que L(t)/L(t) = n.

Luego la ley de movimiento del capital estd dado por
K(t) = sF(IX(), L(1), A(t)) — 6K (1).

Usando la definicién de k(t) y las propiedades de retorno constante a escala de la [uncién
de produccién, tenemos la ley fundamental del movimiento del modelo de Solow en tiempo

continuo ’
k) _ J(k)
k(t) k()

- (n+9) (3.15)

Definicion 3.4. En el modelo bésico de Solow en tiempo continuo con crecimiento pobla-
cional a la tasa n, sin progreso tecnoldgico y con capital inicial K (0), una senda de equilibrio
estd dado por sendas (sucesiones) de capitales, trabajo, niveles de produccién, niveles de
consumo, salarios, y tasas de renta {/(¢), L(t), Y (t),C(t), w(t), R(t);t > 0} tal que L(¥)
satisface (3.14), k(1) = I (t)/L(t) satisface (3.15), Y (t) estd dado por (3.1), C(t) estd dado
por (3.9), y w(t) y R(t) son dados por (3.5) y (3.6), respectivamente.
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Kl equilibrio de la Ecuacién (3.15) tiene un tinico estado estacionario en k*, que cs dado por
una ligera modificacién de (3.13) al incorporar crecimiento poblacional,

J(E) n+s6
B s

Gréficamente tenemos en la Figura 3.4.

Output (& + n)k(t)
J(kY)

Consum¢

sf(k*)

[nversion

Figura 3.4: Inversién y consummo en el equilibrio de estado estacionario con crecimiento de

poblacién.

La cantidad de inversion, sf(k), es usado para rellenar la razén capital-trabajo, pero ahora
hay dos razones para esto, el capital se deprecia exponencialmente a la tasa d, y con esto, el
capital debe aumentar cuando la poblacién crece para mantener la razén capital-trabajo a

un nivel constante.

3.5. Dinamica de transicion en el modelo de Solow en
tiempo continuo

Proposicion 3.5. Suponiendo que se cumplen los Supuestos 1 y 2. Entonces el modelo de
crecimiento de Solow bdsico en tiempo continuo con crecimiento poblacional constante y
sin cambio tecnoldgico es asintoticamente estable globalmente y comenzando de cualquier

k(0) > 0, tenemos que k() converge monotonamente a k*.
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Demostracion: Ver {1], pdgina 52. O

La Figura 3.5 grafica la Proposicién 3.5.

o] P
—~
| o
~—l~—

0 - e k(1)

P- ﬁ\-
{I0)

OB (0 + g+ n)

Figura 3.5: Dindmica de la razén capital-trabajo en el modelo bésico de Solow.

Ejemplo 3.2 (Dindmica con la funcién de produccién Cobb-Douglas).
Tenemos

F(K,L,A)= AK°L'™®, con 0 < a < 1.

Ista funcidon tiene elasticidad de sustitucion entre capital y trabajo igual a 1.

Para una funcién de produccién homotécica F(K, L), la elasticidad de sustitucién estd defi-

nido por

[5108(F1(/FL)} 2
[ Olog(i/L) |

donde Fy y F denotan los productos marginales de capital y trabajo. La funcién F es

homotécica cuando Fy/Fy es funcién de K/L. Para la funcién de produccién Cobb-Douglas

tenemos
% N al

Fr -k

Por lo tanto o = 1.

Iisto implica que las porciones de los factores en equilibrio serdan constantes a pesar de la
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razon capital-trabajo. IEn particular, la porcién de capital del ingreso nacional es
RUK()  Fre(K(1), LK)
ag(t) = —= -
Y(t) Y (¢)
ALY *()K(L)
AKe(t) L= (1)

Andlogamente, la porcién de trabajo es ap (1) = 1 —a. Asi, con una elasticidad de sustitucién

igual a 1, cuando el capital crece su producto marginal decrece proporcionalmente, dejando

la porciéon de capital constante.

Recordemos que con la tecnologia Cobb-Douglas, la funcién de produccién per cdpita toma

la forma
f(k) = Ak?,
entonces el estado estacionario estd dado por
k= n+d
B S
A(k)e-t = PO
s

es decir,

= ()

Luego k™ es creciente en s y A y decreciente en n y §. Adicionalmente £* es creciente en a.

Luego obtenemos

k(l) = sAk®(t) — (n+ 0)k(t).
con condicién inicial £(0) > 0. Para resolverlo, consideremos x(t) = k'~%(t) entonces
() = (1—-a)sA— (1 —a)(n+a)z(l),

cuya solucién es

sA sA o) ntd
z(l) = + {.7:(0) - n+5]e eme)@-£0)L

y en términos de k(t)

k(t) = [ s4 + [kl_”(O) =i i] e_(]_")("“)‘] #.

n+4 n+9
Esta solucién ilustra el hecho de que empezando de cualquier £(0), tenemos que el equilibrio
2 e gl \rha
k(t) — k= (24)7 O
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3.6. Modelo de Solow con progreso tecnoldgico
Los tipos de modelos pueden ser:
1) F(I(1), L(t), A(t)) = A(L)F(K(t), L(t)) (Hicks-neutral).
2) F(K(1), L(t), A(t)) = F(A()K(1), L(t)) (Solow-neutral).
3) F(I(1), L(1), A(t)) = F(IK(t),A(t)L(1)) (Harrod-neutral).

Las porciones de capital y trabajo en el ingreso nacional son

ak(t) = R(}t)g)(t) yap = %

Por el Supuesto 1 y el Teorema 3.1, tenemos que aj + o = 1.

Teorema 3.2 (Teorema de Uzawa). Consideremos un modelo de crecimiento con funcién

de producciéon agregada

Y(1) = F(K(t), L(1), A(),

donde F : IPL?+ x A — IR (donde .4 es un subconjunto arbitrario de IR') y A € A representa
tecnologia en el tiempo ¢. Suponiendo que F' tiene la propiedad de retorno constante a escala

en Ky L.

La restriccién de recursos agregada es
K(t) =Y(t) - C(t) — 6K(1).

Suponiendo que existe un indice de crecimicnto constante de poblacién, L(t) = e™L(0),
y que existe T' < oo tal que para todo ¢ > T, Y()/Y() = gy, K1)/ K() = g >0y
C(t)/C(t) = gc > 0. Entonces

1) 9y =9x =9c ¥y

2) para todo ¢ > T existe una funcién F : IR? — IR, homogénea de grado 1 en sus dos

argumentos tal que la funcién de produccién agregada se puede representar como
Y(t) = F(K(), AQ)L(1)),
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donde A(t) e R, y
_W) — 0=
A([) g gy n.

Demostracion :

Parte 1

Para ¢t > T tenemos,
Y(t) = ety (z)
K(t) = e9xt=T) [ (t)
L(t) = et-TIL(t).

Como K (t) = g I{(t), la restriccién de recursos agregada en t implica
(g + 6K (t) =Y (t) - C(1),
lo cual dividiendo por e9%¢=T)  obtenemos
(grc + VK (T) = gl —ax it T}i’[T} — elac—ax)it- TIC[T}I,"E’ t>T
Y diferenciando respecto a t, tenemos
(9y — 9x)eW9r IRV (T) — (go — gic)el9e—9)=TIC(T) =0, ¥ t > T

Esta ecuacién se cumple para todo t si cualquiera de las siguientes 4 condiciones es

verdadera
a) gy = gk = gc,
b) gy =gc y Y(T) =C(T),
c) gy =gx y C(T) =0,
d) gc =gr y Y(T)=0.
Las posibilidades b), ¢) y d) llevan a una contradiccién. Por lo tanto tenemos

gy = 9K = gc-

Parte 2

Para cualquier ¢t > T, la funcién de produccién agregada en el tiempo T se escribe

como
e =Ty ¢y = Fe 95D i (2), e TV L(e), A(T))
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multiplicando por e9v¢=T) y ysando la propiedad de retorno constante a escala de F

tenemos

Y (t) = F(IC(t), e D@ =2 (1), A(T))

lo cual es verdadero para todo ¢t > T y como Fes homogéneo de grado 1 en K y L,

existe [ : H{?, -+ IR} homogéneo de grado 1 tal que
Y (t) = F(K(L),e' ™ L(¢)),
es decir,
Y(t) = F(K(), A(t), L(t)),

con A(t)/A(t) = gy — .

3.7. El modelo de crecimiento de Solow con progreso
tecnoldgico en tiempo continuo

El Teorema 3.2 implica que cuando la economia estd experimentando crecimiento soste-

nido, la funcién de produccién tiene representacion de la forma
Y(t) = F(K(), A(t)L({1));

ademas en el andlisis macroecondmico se asume

Alt)
A0 - g>0.
Usaremos la ecuacion
K(t) = sFIL(t), A(L)L(t)) — 0K (L). (3.16)

Analizando en términos de una variable normalizada. Como ias unidades de eficiencia de
trabajo son dados por A(t)L(t) y F tiene la propiedad de retorno constante a cscala en sus
dos argumentos, definimos k(1) como la razén capital-trabajo efectiva (capital dividido por
unidades cficientes de trabajo), es decir

K(t) -
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Diferenciando respecto a. ¢

k(1) K(1)
HE-—RES—(~WL (3.18)
La cantidad de produccién por unidad de labor efectiva se escribe
, Y () (1)
3 — — P(i—e
(®) A(t)L(1) (A(t)L(t)’ 1)
= J(k(1)).
El ingreso per cépita es y(t) = Y (t)/L(t), luego
Y(t) = AQ)Y(1)
= A(l)f(k(1)),

sustituyendo K(t) de la Ecuacién (3.16) en la Ecuacién (3.18) tenemos

s/ (k(L))
k(1) k(1)

~(0+g+n).

La diferencia con el modelo sin progreso tecnolégico (Ecuacién (3.15)) es la presencia de ¢
que refleja el hecho que & no es més grande que la razén capital-trabajo, pero si con la razén
capital-trabajo efectiva. Asi para que k permanezca constante en el estado estacionario, la

razon capital-trabajo necesita crecer a la razén g.

Luego tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.6. Consideremos el modelo de crecimiento basico de Solow en tiempo conti-
nuo con progreso tecnolégico Harrod-Neutral a la tasa g y crecimiento poblacional a la tasa
n. Supongaios que se cutnplen los Supuestos 1y 2, y definimos la razén capital-trabajo efec-
tivo como en la Ecuacién (3.17). Entonces existe un unico equilibrio de estado cstacionario
donde la razén capital-trabajo efectiva es igual a £* € (0, oc) dado por

f(E") _ 6+g+nl

5 s

La produccién per cépita y consumo crecen a la tasa g.

Demostracién: Ver (1], pigina 66. =

La Figura 3.6 nos muestra este hecho.
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Figura 3.6: Dindmica siguiendo un crecimiento en la tasa de ahorro de s a s'.
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El modelo de Ramsey-Cass-Koopmans

4.1. Supuestos

Los supuestos sobre las firmas es que existen un nimero grande de firmas idénticas. Cada

una de estas firmas tienen funcién de produccion
Y = F(K,AL),

que satisfacen las mismas hipdtesis que el Capitulo 3. Las firmas contratan trabajadores y
rentan capital en mercados de [actores competitivos, y venden su produccion en un mercado

de produccién competitivo. Para las firmas la tecnologia A es dado. Ademéds A crece exdge-

namente a la tasa g.

Observacion 4.1. Ademds la funcién de produccién satisface el Teorema de Uzawa, por lo
P
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tanto tiene una representacién Harrod-neutral.

Los supuestos sobre los hogares es que existen un nimero grande de hogares idénticos. El
tamafo de cada hogar crece a la tasa n. Cada miembro del hogar oferta una unidad de
trabajo en todo t = 0, 1,2, .. .. El capital inicial de los hogares es [{(0)/H, donde K (0) cs la
cantidad inicial de capital en la economia y H es el nimero de hogares. Asumiremos también

que no existe depreciacién.

La funcién de utilidad del hogar toma la forma

L(1)

L
o dL. (4.1)

U=/ e Pu(c(t))
Jo
donde:

e ¢(t) es el consumo de cada miembro del hogar en 1,

u(-) es la funcién de utilidad instantdnea, que da la utilidad de cada miembro,

(o}

L(t) es la poblacién total de la economia, por lo que, L(t)/H es la utilidad instantédnea

(o]

total del hogar en ¢,

o

p es la tasa de descuento.

4.2. FEl comportamiento de hogares y firmas

Iin cada t las firmas emplean la cantidad de trabajo y capital. pagan sus productos
marginales y venden la produccién resultante. Como la {funcién tiene retorno constante y la

economia es competitiva, las firmas tienen cero de ganancias.

El producto marginal 9F (K, AL)/OK es f'(k), donde f(-) es la funcién de produccién per
capita. Como los mercados son competitivos, los capitales ganan su producto marginal; y
como no hay depreciacién, la tasa real de retorno sobre el capital es igual a sus ganancias

por unidad de tiempo. Asi la tasa dc interés real en { cs

r(t) = ['(k(2).

83



El producto marginal de trabajo efectivo es 9F(I{, AL)/O(AL). Es decir, en términos de
f(-),es f(k) —kf'(k). Asl el salario real por unidad de trabajo efectivo es

Como el producto marginal de trabajo es AOF (I, AL)/9(AL), cl ingreso por trabajo de un
trabajador en ¢ es A(t)w(t).

4.3. Problema de maximizacién del hogar

El hogar representativo toma las sendas de r y w como dados. Su restriccién presu-
puestaria nos dice que el valor presente de su consumo no puede exceder su riqueza inicial
mas el valor presente de su ingreso por trabajo. Para escribir formalmente la restriccién
presupuestaria, nceesitamos considerar el hecho que r puede variar con el tiempo. Para eso
definamos t

R(t) = / r(7)dT.
0
Luego tenemos que una unidad del bien producido invertido en ¢ = 0 nos da e®® unidades
del bien en t; equivalentemente, el valor de una unidad de produccién en ¢ en términos de

produccién en 0 es e~ (1),

Como el hogar tiene L(t)/H miembros, su ingreso laboral en ¢ es igual a A(t)w(t)L(t)/H, y
sus gastos por consumo es C(t)L(t)/H. Por lo tanto la restriccién presupuestaria es

RN 1) S () B A YRR A I 4.9
/0 OO T b < +'/0 e PO A(Lyw(t) S dt (4.2)

Expresemos la restriccion presupuestaria en términos de consumo e ingreso laboral por uni-
dad de trabajo efectivo, para eso definamos ¢(t) como ¢l consumo por unidad de trabajo
efectivo. Il consumo total del hogar C(t)L(T)/H es igual al consumo por unidad de traba-
jo efectivo ¢(t) por la cantidad del hogar de trabajo efectivo A(t)L(t)/H. Andlogamente el

capital inicial que hay es k(0) veces A(0)L(0)/H. Luego la Ecuacién (4.2) se transforma en

Ry AGLR) oy AOLO) % gy, AOLE)
/Oe"”c(t)TdtSA(o) o /O e M) = d (43)
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Ademés como A(t)L(t) = A(0)L(0)e+9 tenemos que

/ e RO e(1)entoltgy < k(0) + / e~ Rty (1) emotdy. (4.4)
Jo Jo
De la Ecuacidn (4.3) se tiene
k(0) * R CL(t)
A + /o e (w(t) — c(i))A(t)th > 0, (4.5)
lo cual es equivalente a
k(0 2
E;—%LjﬂG*MMMH-CMMHW%QﬁED-
Si hacemos
K (s) r(s) ££(0) S RS)-R() [ A WL,
= 7t /0 e (w(t) — c(L))A(L)—}—I-di,
entonces la Ecuacién (4.5) se convierte en
K(s

Como {(s) es proporcional a k(s)e™*9* tenemos

lim e~ (s k() > 0.

§—+0C

El problema del hogar es elegir la senda de c¢(t) para maximizar la utilidad sujeto a la
restriccion presupuestaria. Como la utilidad arginal de consumo es siecmpre positiva, el

hogar satisface su restricciéon presupuestaria en la igualdad.

4.4. La dinamica de una economia

A continuacién analicemos una economia donde la funcidn de utilidad instantanea esté da-

da por
C(L)1-0
1-0

Esta funcién es llamada “utilidad de aversién al riesgo relativo constante”.

u(e(t)) = 0>0,p—n—(1-6)g>0. (4.6)

Observacién 4.2. Vale la pena mencionar tres caracteristicas de la funcion de utilidad
(4.6):
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1) C' es creciente si § < 1 y decreciente si § > 1.

2) Si @ — 1, entonces la [uncién de utilidad instantdnea se simplifica a Inc, esto es, si
restamos 1/(1 — c) de la Ecuacién (4.6) (lo cual no afecta el desarrollo, pues se cambia
la utilidad por una constante) y tomamos

1-0 _
lim I~ 1
0—1 1-60

el cual usando la regla de L'Hospital nos da Inc.
3) El supuesto p —n — (1 —8)g > 0, nos asegura que la utilidad no diverge.

Ahora vamos a escribir la funcién de utilidad del hogar, y la funcién de utilidad instantdnea

dada por la Ecuacién (4.6) en términos del consumo por unidad de trabajo efectivo. Es decir

CO' = (A@e(e)**
(A(©)e) (1)~
1-6
1-6

o 1-0_(1-0)g:¢(1)
A(0) e 1=

Il

(4.7)

donde usamos el heche que el consumo por trabajador C(?) es igual a A(t)c(t).

Sustituyendo la Ecuacién (4.7) en la Ecuacion (4.1) y usando el hecho que L(t) = L(0)e™,

tenemos

o
]

1-6 H
o0 N1-0 nt
B P PR Cla L
0

o< 1-0
/ e iV -[ﬂdt
0

1-6 H

= )
= A(O)l_BEI({E)'/ C_pt@(l 0)gtentcl(t)19dt
0 =

o '—Btc(t)l—(idl 48
B/O ] (48)

donde B = A(0)'"?/H y 8 = p—n — (1 —#)g que es mayor que cero por condicion de la
Ecuacién (4.6).
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Luego usando la funcién objetivo (4.8) y la restriccién presupuestaria (4.4), tenemos el

Lagrangiano

nfty c(1)t=* oo 00 _
(= B/ e’ml——-g—dt + A[k(0) + / e~ R e+ adtyy (1) dt — / eMWerate()qy).
0 - 0 0

La primera condicidn para c(t) es
Be Pe(1)™? = N~ Bitlplnsalt
tomando logaritmo, nos queda
InB—0l—0lnc(t)=Inl— R(t) + (n+g)L,

y derivando tenemos

) _ _dR(Q)
—b-0G = —a t(ntyg)

es decir,

Como C(t) es igual a c(t)A(t), la tasa de crecimiento de C es igual a la tasa de crecimiento
de ¢ més la tasa de crecimiento de A. Es decir, la Ecuacién (4.9) implica que el consumo
por trabajador estd creciendo a la tasa (1) — p/6. Intuitivamente, la Ecuacidn (4.9) nos dice

como ¢ debe comportarse en el tiempo dado ¢(0).

La manera mas conveniente de describir el desarrollo de la economia es en términos de la

evolucién de ¢ y k.

4.4.1. Dinamica de ¢

Como todos los hogares son lo mismo, la Ecuacién (4.9) describe la evolucién de ¢ no como
un Unico hogar, sino de la economia como un todo. Como r(t) = f'(k(t)), tenemos

¢(t)  fl(k@)—p—109 (4.10)
c(t) 0 '
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Luego tenemos que ¢ es cero cuando f'(k(t)) = p + 0g. Sea k™ tal que f'(k*) = p + fg,
entonces cuando k£ > k*, se tiene que f'(k) < p+0g y ¢ es negativo; cuando k < k*, tenemos

que ¢ es positivo. Listo puede ser observado en la Figura 4.1.

c
=10

(¢ >0) (¢ <0)

e k

Figura 4.1: Dindmica de c.

4.4.2. Dindamica de k

Como en el modelo de Solow, £ es igual a la inversién actual menos la inversion de equilibrio.
Como estamos suponiendo que no hay depreciacién, la inversién de equilibrio es (n + g)k,

ademés la inversion actual es la producciéon menos el consumo, esto es, f(k) — ¢, es decir,

k(1) = J(k(1)) = e(t) = (n + g)k(0). (4.11)
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Figura 4.2: Produccion, inversién y consumo de la senda de desarrollo.

Para un & dado, el nivel de ¢ que implica que £ = 0 esta dado por f(k) — (n + g)k.
En la Figura 4.2 vemos que & es cero cuando el consumo es igual a la diferencia entre la
produccién actual y las linea de inversién de equilibrio. Este valor de ¢ es creciente en &
hasta f'(k) = n + ¢g y entonces decrece. Cuando c excede el nivel que corresponde a k=0,
k decrece; cuando ¢ es menor que este nivel, £ aumenta. Para & suficientemente grande, la
inversién de equilibrio excede a la produccién total, por lo que k£ es negativo para todos los

valores positivos de ¢; todo esto se puede visualizar en la Figura 4.3.

4.4.3. El diagrama de fase

La Figura 4.4 combina las Figuras 4.1 y 4.3. Las flechas muestran el movimiento de ¢ y &k,
ademads en el punto £ no hay movimiento pues ¢ =k =
Observacion 4.3. En la Figura 4.4, k* se encuentra a la izquierda del punto donde k cumple

que £ = 0 (la cima de la curva en la Figura 4.4). Esto se cumple, pues k* estd definido
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Figura 4.3: Dindmica de %.

c
¢=10
E)
I r =0
[ k

Figura 4.4: Dindmica de c y k.

mediante

y cuando k = 0, se cumple que

.fl(lcgold) =n+4g.

Como f"(k) < 0, tenemos que k™ < kgota si y s6lo si p + flg > n + g; es decir,
p—n—(1-0)g >0,

lo cual es una hipétesis en nuestro planteamiento. Por lo tanto £ estd a la izquierda de kgyq.
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4.4.4. El valor inicial de ¢

Dado los valores iniciales de k y ¢, tenemos como evoluciona k y ¢, como el valor inicial de
k es dado, falta determinar el valor inicial de c. Este hecho estd abordado en la Figura 4.5.

Sin pérdida de gencralidad podemos asumir que £(0) < k*. La Figura 4.5 muestra la senda

o I

;‘;/ =0
o)

Figura 4.5: Desarrollo de ¢ y & para varios valores iniciales de c.
de c y k para varios niveles iniciales de c.

o Si¢(0) se encuentra arriba de la curva k& = 0, por ejemplo el punto A, tenemos que ¢
es positivo y k£ es negativo, por lo que la economia se mueve hacia la parte superior

izquierda en la Figura 4.5.

o Si ¢(0) es tal que k = 0, por ejemplo el punto B, la economia sc mueve hacia arriba,
obteniéndose que ¢ es positivo y £ es negativo; como en el caso anterior, la economia

se mueve hacia la parte superior izquierda en la Figura 4.5.

o Si la economia comienza ligeramente debajo de la curva £ = 0, el punto C en la Figura
4.5, k es positivo pero cercano a cero. ¢ es positivo y en este caso la economia se mueve
hacia arriba y ligeramente a la derecha; cuando cruza la curva & = 0, tenemos que £

se vuelve negativo y la economia estd sobre una senda que aumenta ¢ y decrece &.

o Si la economia comicnza con un cousumo inicial muy bajo, como ¢l punto D en la
Figura 4.5. Como ¢ es proporcional a ¢ (por la relacién (4.10)), cuando ¢ es pequeilo,

¢ es pequeno, entonces ¢ permanece pequeno, por lo que con el pasar del tiempo la
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economia cruza la linea ¢ = 0, después de esto ¢ se vuelve negativo y k pcrmanece

positivo, haciendo que la economia se mueva a la parte inferior derccha de la Figura

4.5.

o Como ¢y k son [unciones continuas de ¢ y &, existe un punto critico (el punto F en la
Figura 4.5) entre los puntos C y D tal que en ese nivel inicial ¢, la economia converge

al punto estable F.

Observacién 4.4. Las economias que tienen las sendas anteriores satisfacen las Ecuaciones
(4.10) y (4.11), pero las sendas de las economias que estudiamos se restringen, pues los
hogares deben satisface su restriccién presupuestaria o que el stock de capital de la economia
no puede ser negativa. Si la economia comienza en algiin punto arriba del punto F, k se vuelve
negativa (para que se siga satisfaciendo las Ecuaciones (4.10) y (4.11)), pero como esto no

se cumple, todas estas sendas son eliminadas.

4.4.5. La senda silla

Para cualquier nivel inicial positivo de k, existe un tnico nivel inicial de ¢ que es consistente
con la optimizacion intertemporal de los hogares, la dindmica del stock de capital, la restric-
cién presupuestaria del hogar y el requisito que k no puede ser negativa, la funcién c inicial

como funcién de k es conocida como la senda silla, la cual es mostrada en la Figura 4.6.

Figura 4.6: La senda silla.
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Conclusiones

Las conclusiones del presente trabajo son las siguientes:

o Las ecuaciones en diferencias son una herramienta importante en la economia, pues a
través del modelo de Solow nos permite estudiar el movimiento de la economia a través

de los dias.

o El modelo de Solow es un modelo bdsico en la macroeconomia, con el cual se comienza
el estudio de una cantidad considerable de individuos y como las variables econémicas,

capital, trabajo y tecnologia interactuan.

o Mediante la teoria cualitativa de las ecuaciones en diferencia se puede estudiar estabi-

lidad de la funcién de produccién, en la cual intervienen las variables econdmicas.

o Agregando una variable al modelo de Solow, obtenemos otro modelo, el modelo de
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Ramsey-Cass-Koopmans, con un poco méas de dificultad que el anterior, el cual nos

ayuda a mejorar nuestro acercamiento a lo que sucede en la realidad.
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