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RESUMEN

El objetivo de esta tesis es determinar el nicleo de viabilidad para un problema
de control en tiempo discreto asociado a modelos de gestion en recurso forestal
distribuidos por clases de edades. La dindmica asociada a este modelo serd del tipo
lineal, z(t+1) = Axzy+bh(t) (t € N) con z(0) dado, donde la matriz A sera considerada
matriz del tipo Leslie.

Nos centraremos basicamente (para comprender mejor el comportamiento de este
problema) cuando la funcién h es constante (no dependiendo de t) y mostraremos en
este caso, que la existencia de este nicleo de viabilidad esta estrechamente relacionada
con la existencia (factible) del punto fijo (que bajo ciertas condiciones este es tinico)
de la funcién (para h fijo) £ — Az + bh sobre RZ.

También introduciremos el concepto de conjuntos deseables, nticleo de
viabilidad hasta el tiempo finito k, etc, y estudiaremos la relacién existente
entre estos conjuntos con el punto fijo antes mencionado.

Ademas, para un sistema asociado a una matriz de evolucién de orden 3,
hallaremos en forma grafica el nicleo de viabilidad asociado, mediante el proceso
computacional de coloreo. En efecto, dado k finito, se dice que un punto inicial
tomado aleatoriamente en el conjunto admisible esta en el micleo de viabilidad hasta
el tiempo k, y serd pintado de color verde, si este punto hasta su k—ésima iteracion
permanecen siempre en el conjunto admisible. En caso contrario, este punto inicial
admisible sera pintado de color rojo. Luego, comparando las regiones coloreadas
para diferentes k's, podemos obtener el nicleo de viabilidad deseado.

En la ultima parte daremos ejemplos particulares en la que calculamos el nicleo
de viabilidad.
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Introduccion

Una de las mayores amenazas para la vida del hombre en la Tierra es la deforestacion.
Los bosques ayudan a mantener el equilibrio ecoldgico y la biodiversidad, limitan la
erosion en las cuencas hidrograficas e influyen en las variaciones del tiempo y en el
clima. Asimismo, abastecen a las comunidades rurales de diversos productos, como
la madera, alimentos, combustible, forrajes, fibras o fertilizantes organicos.

En esta tesis proponemos un mecanismo, como primera aproximacion, de como
mantener por siempre en una configuracién deseable (satisfaciendo ciertas restric-
ciones: bioldgicas, econdmicas, etc.) la forestacién y asi no llegar por ejemplo a la
extincién de estos recursos. Para tal efecto abstraemos tal problema mediante una
formulacién de un sistema de control modelando un recurso renovable estructurado
por clases de edades mediante la siguiente ecuacién en diferencia [1], [3], [4], [7]:
iL‘(t+1) =f(1;(t)’h(t))7 t=0717"' (1)

z(0) dada,

donde la variable z(t) pertenece al espacio de estado de dimensién finita X = R™ y la
variable h(t) pertenece al espacio de control, también de dimensién finita, U = R™v.
La funcién f: X x U — X representa la evolucién del sistema.

En nuestro caso, la dinamica f sera modelada mediante la siguiente funcién afin
X x U> (z,h) = f(z,h) := Az + bh, donde A en una matriz del tipo Leslie [4], [7],

l—a, 1—an 0 swge 0O 0
0 0 l—ap— ... 0 0
0 0 0 s 00 1 — ey
IBn ﬁn—l ;Bn—Z v ﬁ‘z /Bl



En este caso, h € U representa el nivel de extraccién de estas especies.

La herramienta basica matematica de estudio en este trabajo es el andlisis
de nicleo de viabilidad para el caso discreto [1], (3], [4], que estd estrechamente
relacionado, en este caso, con la sostenibilidad (hasta un tiempo prefijado: finito
o infinito) de estas especies.

La teoria de la viabilidad fué desarrollada a principios de los anos 1990 por el
matematico francés Jean-Pierre Aubin [1] y sus colaboradores. Inicialmente este fué
presentado para problemas continuos asocidos a la inclusién dinamica del tipo

z'(t) € F(z(t)) para casitodo t>0, (2)

_ . . ., . . .
donde F : X 5 X es considerada una multifuncién arbitraria. En este caso, se dice
que un subconjunto K C dom (F) es un dominio de viabilidad de F' si

F(z)NTk(z) #0 paratodo z€ K,

donde Tk (z) denota el cono contingente de K en z definido por

Tk (z) = {v: liminf gzt b, k)

h—0+

=0},

denotando d(z, K) la distancia (Euclidiana) de z a K, d(z, K) = infyek ||z — w].

Se define el micleo de viabilidad (para este caso continuo) como el mayor (en el
sentido de inclusién) dominio de viabilidad K de F' (este puede ser vacio).

Asociado a la dindmica (2), se dice, para K C dom(F), que una funcién
z(-) : I = X es viable en K sobre el intervalo I si

z(t) e K paratodo tel.

El siguiente hecho muestra la relacién existente entre nucleo de viabilidad y
funcién viable ([1]). En este caso la multifuncién F es considerada una multifuncién
Marchaud: F es semicontinua superior con dom (F) # 0 tal que

|EF(z)|| <c(|le]| +1) paratodo x € dom (F)
para algin ¢ > 0.
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Teorema 0.0.1 Considerando F' Marchaud, sea I C dom (F) cerrado. El nicleo de
viabilidad de K es igual al conjunto de puntos iniciales xy tel que existe z(-) solucion
de (2) con z(0) = xo, viable en K sobre I = [0,+00].

La definicién de nicleo de viabilidad para el caso discreto ([1]), se sigue directamente
de la definicion para el caso continuo haciendo uso la aproximacion de Euler para la
derivada ([6]):

Para p > 0 (fijo arbitrario) y asociado a la dinamica (2), se define la dinamica en

tiempo discreto
Tp4+1 — Tk

P
Denotando G, = I + pF, el sistema (3) puede ser escrito como

€ F(z;) paratodo k€ N. (3)

Tr+1 € Gy(xe) para todo k€ N. (4)

En este caso (ver [1], [8]), reemplazando G, por G, se dice que un subconjunto V
es un dominio de viabilidad (discreto) de G si

G(r)NV #0 paratodo z € V.

En este caso el nucleo de viabilidad de G respecto a un conjunto K es el mayor
(en el sentido de inclusién) dominio de viabilidad de G contenido en K.

En particular, si se considera la siguiente dinamica gobernada por la ecuacién en
diferencia

{ Tit1 = f(Th, ur), K=0,1,--- (5)

g, dado

con f:X x U — X una funcién arbitraria, entonces definiendo F : X — X tal que
G(zy) := {f(zp,up) : (Tp,ux) € D} paratodo k€ N

con D C X x U, se tiene que el nucleo de viabilidad de G respecto a un conjunto
K = Projx(D) es

{170€X

3 (uwo, w1, --) y (@0, z,, ) satisfaciendo (5)
y (z,ux) € D paratodo k=0,1,--- '




A continuacién pasamos a describir los capitulos de esta tesis:

En el primer capitulo, estudiaremos las matrices de Leslie, explicaremos bajo que
condiciones la poblacion cumple la dinamica de poblacién de Leslie.

En el segundo capitulo, formulamos el problema y damos algunas definiciones
basicas: conjuntos deseables, nucleo de viabilidad, nucleo de viabilidad hasta el
periodo k (finito), etc. Establecemos en esta parte que deteminar el micleo de
viabilidad esta estrechamente relacionado con el analis de convergencia de sucesiones
del tipo {A'z};en (cuando z € RZ,) y de la serie D oo A%b.

En el tercer capitulo, que es el capitulo que contiene los resultados principales de
este trabajo, establecemos, ademas del estudio de la convergencia de las sucesiones
antes mencionadas, que para matrices del tipo Leslie primitiva, deteminar el nucleo
de viabilidad mediante un algoritmo finito (haciendo uso los nicleos de viabilidad de

periodos finitos) estd estrechamente relacionado con que el punto limite de la sucesion
Alz + (357} AJb)h esté en el interior relativo del poliedro

re = 1T = (T1,Z2,- -+ ,Ta) ERY: Zx]- = v}.
=1

Finalmente en el Capitulo 4, damos algunos ejemplos particulares para deteminar
el nicleo de viabilidad. Este hecho lo desarrollamos numéricamente haciendo uso de
Matlab 7.5.



Capitulo 1

Modelo de Leslie

Cuando la variacién de un poblacién se realiza en funcién del tiempo, obtenemos
un proceso (continuo o discreto) que recibe el nombre de dindmica de la poblacién.
El objetivo de la dinamica de poblaciones es estudiar los cambios numéricos que
sufren las poblaciones, determinar sus causas , predecir su comportamiento y analizar
sus consecuencias ecologicas. Estudiaremos un importante modelo de dinamica de
poblaciones denominado modelo de Leslie en honor al autor del método, el fisidlogo
Patrick Holt Leslie (1900-1974).

Los modelos que estudian el crecimiento independientemente de la densidad de
dichas poblaciones, corresponden a los casos mas simples. Existen dos procesos que
afectan al cambio del tamano de la poblacion: los nacimientos y las migraciones, que
aumentan su tamano, y las defunciones y la emigraciones que la disminuyen. En los
modelos mas simplistas podemos suponer que estamos estudiando una poblacién en
la que no intervienen ninguno de esos procesos. Las hipdtesis mas simplistas que
podemos plantear serian del tipo:

e Todos los individuos son iguales (especialmente lo que hace referencia a la
natalidad y a la supervivencia).

e Los recursos disponibles son ilimitados.

Es evidente que estas hipdtesis seran validas solamente en un niimero limitado de
casos. PParece que la tasa de mortalidad serd mayor entre los individuos de mayor
edad que entre los mas jovenes. Asimismo la tasa de fecundidad depende también
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de la edad (por ejemplo las hembras demasiado jévenes no podrén tener hijos en los
primeros estadios de su vida).

Con caracter general, podemos suponer que la poblacién consiste enteramente
de hembras. En realidad, para la mayoria de las especies la cantidad de machos es
practicamente la misma que la de hembras. [Por otra parte, en lo que respecta a las
cuestiones reproductivas, el papel determinante es jugado por las hembras y no por
los machos.

Vamos a plantear en esta seccién modelos para el estudio de una poblacién en
los que se tienen en cuenta caracteristica particulares de cada uno de los individuos.
Segun estas caracteristicas los agruparemos en clases que sean homogéneas a efectos
reproductivos y de supervivencia.

Como ya hemos comentado, normalmente el nimero de descendientes producidos
depende de la edad de los adultos. Por ejemplo, en una poblacién humana la mujer
adulta con un promedio de edad de 50 anos tendra menos hijos que la mujer con
un promedio de 21 anos. A fin de superar esta dificultad es necesario introducir un
modelo que permita el agrupamiento por edades con diferentes tasas de fertilidad.
Este es el modelo que comunmente utilizan los demodgrafos para el crecimiento de
una poblacién (humana o animal). Como en muchas de las poblaciones estudiadas
es muy dificil determinar la paternidad, ya hemos mencionado también que, por
regla general, solo se analiza la evolucién de la poblaciéon de hembras. Cuando la
poblacién que tenemos que estudiar es tal que el nimero de hembras y machos es
muy diferente, entonces esta hipdtesis supone una gran restriccion sobre el modelo,
pero por lo general, esta circunstancia no suele darse en la mayoria de los casos.
Por tanto, el modelo de Leslie describe el crecimiento de la parte femenina de una
poblacion clasificando a las hembras por edades en intervalos de igual numero de
anos. Supongamos que la edad maxima alcanzada por una hembra de una poblacién
sea L anos y que esta poblacién la dividimos en n clases de edades. Cada clase, es
evidente que tendra L = n anos de duracién. Por lo tanto, podemos construir la
siguiente tabla

1 0, &

n' n

-1 n-2)L (n—1)L
n [_L_u_)_M .

n o [(n—nQL, L>



Supongamos que en el momento inicial (¢ = 0) conocemos el nimero de hembras
que hay en cada uno de los intervalos. Llamaremos z;(0) al nimero de hembras
existentes en el intervalo ¢—ésimo en el momento inicial. Podemos construir el vector

z(0) = (2,(0),z2(0), ..., za(0)),

conocido con el nombre de vector de distribucién inicial de las edades. Al pasar
el tiempo, por causas bioldgicas (nacimientos, envejecimiento, muertes), el nimero de
hembras que hay en cada una de las clases se va modificando. Lo que pretendemos
es ver como evoluciona el vector z(0) de distribucién inicial con el tiempo.

La manera mas facil de proceder, para estudiar el proceso de envejecimiento es
hacer observaciones de la poblacién en tiempos discretos tg,ty,..., ty,... .El modelo
de Leslie requiere que la duracion entre dos tiempos consecutivos de observacion sea
igual a la duracién de los intervalos de edad; esto es:

L 2L kL
t0=0,t1=—,t2=—,,tk=—,
n n n

Bajo esta hipdtesis todas las hembras de la clase (7 + 1) en el tiempo tx.; estaban en
la clase 7 en el tiempo ¢ (suponiendo que no existen muertes ni nacimientos).

Los procesos de nacimiento y muerte entre dos tiempos consecutivos de
observacion se pueden describir mediante los siguientes parametros demograficos:

e Al promedio del niimero de hijas que tiene una hembra durante el tiempo
que permaece en la clase de orden %, lo llamaremos a; con 1 =1,2,...,n.

e La fraccion de las hembras que estdn en la clase ¢ y se espera que sobrevivan
y pasen a la clase de orden 7 + 1 la llamaremos b, con 2 =1,2,...,n — 1.

Es evidente, segin las definiciones dadas que
l. g, >0,1=1,2,...,n.
2.0<b;<lconz=12,...,n—1.

El caso b; = 0, no puede ocurrir ya que esto supondria que ninguna hembra viviria
mas alld de la clase 7. También supondremos que hay al menos un a; > 0 lo que
garantiza que habra nacimientos. A la clase donde a; > 0 la llamaremos la clase
fértil.



Sea x(k) = (z1(k), zo(k), . . . T,(k)) el vector distribucién de las edades en el tiempo

El nimero de hembras de la primera clase en el tiempo t; vandrd dado, inicamente
por las nacidas entre los tiempos tx_; y tx. [Podemos escribir,

(k) = ayzi(k — 1) +asza(k — 1) + ... + anza(k — 1) (1.1)

Por otro lado, el numero de hembras en la clase de orden i +1coni=1,2,...,n—1
en el timepo ¢ es igual al nimero de hembras de la clase de orden 7 en el tiempo t4_;
que todavia estan vivas en el tiempo ty.

:Ei.1[k]:bi.l','“"-1]1 i=1,2,...,n—1. (12)

1.1 Matrices de Leslie

Expresando matricialmente (1.1) y (1.2) tenemos,

:t:](k)\ @ Ay ... Gp-y Qg z(k—1)
.’L'Q(k) hl | R 0 0 ’Ug(k - 1)
"63(}0) = 0 b2 s 0 0 ’133(}6 — 1)
T (k) ) 0 0 ... by O To(k—1)
o de una forma vectorial,
z(k) = Lx(k — 1) (1.3)
donde
a; Q9 Qpn—1 Qn
by O 0 0
L=]10 b 0 0
0 0 ... bpy O

es lo que se denomina matriz de Leslie. De (1.3) se tiene que
o(k) = L*z(0)

De este modo, conocida la distribucién inicial £(0) y la matriz L, se puede determinar
la distribucién de las hembras en cualquier tiempo futuro.



Capitulo 2

Formulacion del Problema

En esta Tesis estudiaremos el siguiente sistema en tiempo discreto modelando un
recurso renobable estructurado por clases de edades y expresado mediante la ecuacién
en diferencia

{ x(t+1) = Ax(t) + ba(t), t=0,1,--- (2.1)

X(O) = Ty,
donde x(t) pertenece al espacio de estado de dimensién finita X = R” y la variable
h(t) pertenece al espacio de control, también de dimensién finita, U = R™. b es
t
un vector columna, por ejemplo b = ( -1 0 ... 01 ) y A es una matriz de

evolucién natural (esto es, sin extraccién). Ejemplos tipicos de estas matrices A son
aquellas del tipo Leslie:

1—an 1— Qnoy 0 .. 0 0
0 0 1— anos 0 0
: : : i o : (2.2)
0 0 0 . 0 1-—a
B Br-1 BPnz ... B2 B

donde a;,; son nimeros en [0,1]. Los pardmetros ¢; representan la mortalidad
natural del recurso en estudio, y los §; el reclutamiento (natural o artificial).

Parat =0,1,---, cada componente z;(t) (j = 1,2,--- ,n—1) del vector x(¢) en el
sistema (2.1) representa la cantidad de individuos cuya edad en el tiempo t estan es
j—1y j,y lacomponente z,(t) representa la cantidad de individuos (adultos) cuya
edad en el tiempo t son mayores que n — 1. En este caso, x(t) representa la cantidad



de individuos por clases de edades en el tiempo t.
Asi por ejemplo, si en el sistema (2.1) la matriz A es la matriz de Leslie (2.2) con

T
B: = a; (para todo i=1,2,--- ,n) y el vector b de la forma ( -1 0 ... 01 ) ,
entonces la cantidad de individuos por clases de edades en el periodo ¢ + 1 son:

i) EL TOTAL DE ADULTOS: z,(t+ 1) = (1 — ap)za(t) + (1 — ap—1)Tn—1(t):=la
suma de adultos sobrevivientes mas el total de individuos (pre-adultos) sobre-
vivientes de edad entre n — 2 y n — 1, todos del periodo ¢.

ii) EL TOTAL DE INDIVIDUOS DE EDAD ¢ = 2,--- ;n — 1. z;(t + 1) = (1 —
a;—1)T;— (t):= el total de individuos sobrevivientes de edad entre s — 2 y ¢ — 1
del periodo ¢.

iii) EL TOTAL DE JUVENILES: z,(t +1) = 7. | auz;(t):= el total de individuos
reclutados (naturalmente o artificialmente) que coincide con el total de individ-
uos muertos (también, naturalmente o artificialmente) de todas las edades en
el periodo t.

2.1 Conjuntos deseables y el niicleo de viabilidad

Un conjunto deseable del sistema (2.1) es un subconjunto no vacio D de X x U
satisfaciendo:

(x(t),h(t)) € D paratodo t=1,2,--- (2.3)

El conjunto de los estados deseables y controles deseables son las proyecciones del
conjunto D sobre los espacios X y U, respectivamente. Esto es,

El conjunto de los estados deseables = Proj x(D).
El conjunto de los controles deseables = Proj (D).

Definicion 2.1.1 Se dice que un subconjunto V de X es debilmente invariante (o un
dominio de viabilidad ) respecto al sistema (2.1) y a un conjunto deseable D), si

VzeV, FheU con (z,h) €D tal que Ax+bheV.
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Se sigue de la definicién que si para algin (z,h) € D se cumple z = Az + bh,
entonces el conjunto unitario {z} es un dominio de viabilidad del sistema (2.1) con
respecto a . Este punto z es llamado un punto de equilibrio deseable del sistema
(2.1) con respecto a D. En general, denotando

E:={zeX:3heU talque (z,h) €D y z = Az + bh},

entonces, E también es un dominio de viabilidad del sistema (2.1) con respecto a D.

El nicleo de viabilidad del sistema (2.1) con respecto a D es el mayor dominio de
viabilidad (en el sentido de inclusién) del sistema (2.1) con respecto a D. Denotando
por

X xU> (z,h) = f(z,h) :== Az + bh, (2.4)

denotemos a tal nicleo de viabilidad por V(f,D). Entonces,

3 (R(0),h(1), ) ¥ (2o = 2(0),2(1),"--) } (2.5)

V(f,D) = eX
(f,D) {xo satisfaciendo (2.1) y (2.3) paratodo t=0,1,---

Debido a que cada z € V(f, D) implica (z,h) € D para algiin h en U, se tiene
V(f,D) c V° := Projx(D);

pero, en general la inclusion es estricta.

Conocer el nicleo de viabilidad tiene un interés muy importante, ya que describe
en nuestro caso, el conjunto de biomasas iniciales (en el instante ¢t = 0) para el cual
puede ser controlada (variando sobre el conjunto de controles factibles Projy(D)) y
mantenerse por siempre (parat = 1,2,---) en una situacién deseable (respecto a D) y
asi evitar por ejemplo la extinsion de las especies en estudio. No obstante, calcular este
nucleo de manera explicita no es una tarea facil en general. En esta tesis mostraremos
que bajo ciertas condiciones razonables, este nicleo de viabilidad puede ser obtenida
mediante un algoritmo finito. En particular, para el caso cuando la matriz asociada al
sistema (2.1) es del tipo Leslie (con B; = o; = a para todo ¢ = 1,2,--- ,n), entonces
este algoritmo consta de a lo mas n — 2 iteraciones. También mostraremos mediante
un ejemplo que si §B; # a; para algun ¢, entonces el algoritmo anterior termina en mas
de n — 2 iteraciones.

Para construir tal algoritmo, el hecho de introducir el nicleo de viabilidad hasta
el periodo k= 1,2, -+, es necesario.
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Definicién 2.1.2 Con las mismas notaciones anteriores en la definicion de nicleo de
viabilidad, se define el nicleo de viabilidad hasta el periodo k € N, como el conjunto

3 (h(0), A(1), - ,h(K)) y (0 = (0),x(1),- - ,z(K))
Vi(f,D) := § xy| satisfaciendo (2.1) para t =0,1,--  k—1 . (2.6)
y (2.3) para t=0,1,--- ,k

Por definicion,
V(£,D) € Vi (f,D) € Vi(f, D) C Vo(f, D) = V°. (2.7)

Ademas, por induccidn, los nucleos de viabilidad hasta el instante k satisfacen la
siguiente relacién de programacion dinamica,

vO(f’ID)zvoy

Visr(f,D) = {;I.‘ e Vi(f, D)

JheU, (z,h) €D
flz,h) e Vu(£.D) [

Debido a la relacion (2.7), se tiene la aproximacion siguiente:

V(£,D) € (| V(f,D) = lim Vi(f,D).

ken

Ademds (ver [5)), si la sucesion {Vi(f,D)}i—o,1 2. se estabiliza, esto es, si para algin
k se tiene Vi(f,D) = Vi, (f,D), entonces para p > 1 se tiene Vi, ,(f,D) = Vi(f, D)
y ademads Vi(f,D) coincide exactamente con V(f,D).

Esto se resume en el siguiente teorema [5):

Teorema 2.1.1 Respecto a una iteracion arbitraria finita k, las siguientes dos rela-
ctones son equivalentes:

i) Vi(f,D) = Vi (f, D).

Asi, para encontrar el nicleo de viabilidad se deben hallar en cada iteracion los
conjuntos Vi (f, D) y ver en que momento se obtiene la igualdad en 7). Pero, a menudo,
no es una tarea facil expresar explicitamente estos conjuntos Vi (f, D). En efecto, la
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dificultad radica en el hecho que en cada iteracion surgen nuevas restricciones ya sea
sobre la variable de estado o sobre la variable de control (o ambos), y atn teniendo
la igualdad en %), puede ocurrir que V(f,D) no quede expresado explicitamente; esto
dependera mucho del conjunto deseable D y de la dindamica f que intervienen en
el problema. Mas adelante veremos que para la dindmica y los conjuntos deseables
estudiados en este trabajo, este nicleo de viabilidad se obtiene de manera explicita
haciendo uso el Teorema 2.1.1.

2.2 Iterando los conjuntos V(f, D)

En lo que sigue de esta tesis, el conjunto admisible D) asociado al sistema (2.1) sera
de la forma
D= RZ, x {h}, (2.8)

donde v y h son dos ntimeros reales no negativos con vy > 0, y
n
R?, = {z= (21,22, ,2,) ERL: D z; =1}
i=1

De (2.6), se sigue

Vo(f,D) = {z€R},}
Vi(f,D) = {z€Rl, : Az +bh € RT,}
Vo(f,D) = {z€R}, : Az +bheR:, , A’z + (Ab+b)h e RD,}

1—1
Vi(f,D) = {z€R: :A'z+ () Ab)heR:, paratodo i=1,2- k}

J=0

Asi, para garantizar la existencia del nicleo de viabilidad V( f, D) y, si es posible, la
expresién de este, las expresiones de estos Vi (f, D) nos lleva a estudiar la convergencia
de las sucesiones {A'z}ien (cuando z € RZ,) y de la serie ) o) A’b. Mostraremos
en el capitulo siguiente, que para matrices Markov A (en particular, para matrices
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Leslie (3.5) con 3; = o; paratodo i = 1,2,--- ,n) y para vectores b en la que la suma
de sus componentes suman cero, estas sucesiones (para todo z € RT,) y esta serie,
son convergentes. En efecto, en este caso, la convergencia de la sucesion {A'z}ien
no depende de = y que su limite es de la forma yv, donde v es un autovector de la
matriz A cuyo autovalor correspondiente es u = 1. En este caso (y es tinico con esta
propiedad), las componentes de este vector v son todas estrictamente posivas y cuya
suma es igual a 1. Denotando ¢ = 2;0 AJb, entonces x := yv + ch es un punto fijo
(en realidad mostraremos en la Proposicién 3.5.1 que este es el inico punto fijo) de
la funcién R7, >z — Az + bh:

x = A% + bh. (2.9)
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Capitulo 3

Deteminacion del Nucleo de
Viabilidad

Con las notaciones del capitulo anterior, mostraremos en esta parte, ademas de las
convergencias mencionadas en la ultima parte del capitulo anterior, los siguientes
items: denotando x el punto fijo definido en (2.9),

e x pertenece siempre a RY.
e x € RY, siysdlosi V(f,D) es no vacio.

e si xe R”

T+t = RI, NRY, entonces existe kg € N tal que

Vi, (f, D) = V(f,D).

En este caso, si denotamos D, := RZ, x {h} (en este caso Dj = D), existe § > 0
tal que
Vh,|h—h| <6 setiene V(f,D),) # 0,

e para x € R7, tal que al menos una de sus componentes es cero, entonces existe
una sucesion {h;};en € Ry con h; — h tal que V(f,D,, ) = 0 para todo j € N.

Asociado al sistema (2.1), haremos uso de la siguiente hipdtesis:

Hipotesis H1: Asumamos las siguientes condiciones sobre la matriz A y el vec-
tor b:



3.) V?,]G{l,,n}, CI,UZO y Z:l:la‘ijzl’
b) 3, b =0.

Observacion 3.0.1 La condicién a) de la Hipdtesis H1 aplicado a la matriz de Leslie
(8.5) implica que B; = a; para todoi=1,--- ,n

Gran parte de las definiciones y notaciones de este capitulo son dadas de [9).

3.1 Conjunto invariante

Definicién 3.1.1 Se dice que un subconjunto V C X es invariante por la dindamica
(2.1) con nivel h € R, si para todo x perteneciente a V se tiene que Az+ bh también
pertenece a V. FEsto es,

AV 4+ bh C V.

Proposicion 3.1.1 Asumiendo las condiciones de la Hipdtesis H1, el conjunto RY
es invariante por la dindmica (2.1) con nivel h, para todo h € R..

Demostraciéon Sea x = (z1,T3,...,%,)7 € R* y h € R,, entonces

ZL 1 a1,T + b1 h

Ax + bh = ZJL 1 G2kTh + ba-h

> ey GnukZr + bo.h

Considerando ahora x € R7 y denotando y = Ax + bh, se tiene, por Hipdtesis H1 y
por el hecho que Y_¢_, zx = 7,

Zy: Zzazkxk—i’ Zbk)h—zzazkzk—sz:’y

i=1 k=1 k=1 i=1

Por lo tanto Ax + bh € Rfy‘. ]

Corolario 3.1.1 Asumiendo las condiciones de la Hipdtesis H1, el conjunto RZ, es
invariante por la dindmica (2.1) con nivel h = 0 (sin extraccion).
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Demostracién DPor lo visto en la proposicién 1 solo basta demostrar que si x > 0
entonces Ax > 0, pero este se sigue del hecho que todas las componentes a;; de A
son no negativos. [ |

3.2 Matriz de Markov

Las matrices de Markov surgen de manera natural en biologia, psicologia, economia,
demografia y en muchas otras dreas de estudio, por lo que son una aplicacién im-
portante del algebra lineal y de la probabilidad. El nombre, matriz de Markov se
debe al matematico ruso Andrei Andreevich Markov (1856 -1922), quien las definié
por primera vez en un articulo de 1906 que trataba la ley de los grandes nimeros y
posteriormente demostré muchos resultados estandar sobre ellas. Su interés en estas
sucesiones se originé en las necesidades de la teoria de la probabilidad; Markov nunca
trato sus aplicaciones a las ciencias.

Definicién 3.2.1 Una matriz real cuadrada de orden n, A = [a;;], es llamada una
matriz de Markov o matriz estocastica por filas si su traspuesta At satisface
la condicion a) de la Hipdtesis H1, es decir

al) Vi, J € {1, ,n}, Qij > 0.

a.2) Vie {1, ,n}, Z:_ 1 Qrj =1.

Observacién 3.2.1 - La condicion ay) es equivalente a la relacion Ap = p, donde
p=[1,...,1)". De esto se tiene que p =1 es siempre un autovalor de una matriz de
Markowv.

- La traspuesta de las matrices de Leslie (3.5), son matrices de Markov st y solo
st q;=pF; parai=1,--- ,n.

- Mds tarde veremos que para este wltimo tipo de matrices Leslie, estos también
tienen la propiedad de ser matrices primitivas (ver definicion mds adelante).

Proposicién 3.2.1 Cada autovalor A de una matriz de Markov satisface |A| < 1.

Demostracion Sea A € C un autovalor de A y x su correspondiente autovector,
entonces

Ax = Ax. (3.1)
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Sea k tal que |z;| < |zi| para todo j € {1,--- ,n}. Entonces considerando la k—ésima
componente del sistema (3.1) se tiene

Z QT = AT (3'2)
j=1

y por lo tanto,

IALlal = il = 1) awgas) < D awgles] < anglae] = (3.3)
j=1 j=1 1

j=
de donde se obtiene |\| < 1. =

Ahora estudiemos la convergencia de las sucesiones {A’z};en (cuando z € R7,) y
de la serie 22, A’b mencionadas en la capitulo anterior. Una condicién suficiente
para que la sucesién {A'T};cn sea convergente es que la susecién de matrices { A*}ien
lo sea. Este ultimo no se consigue solo suponiendo la condicién a) de la Hipotesis H1,
como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.1 consideremos

AsS
Il
o o =
—_ o o
o~ O

Esta matriz cumple la condicion a) de la Hipdtesis H1 pero la sucesion {A'}ien no
es convergente, pues para i par, A* = I y para i impar, A* = A. Es por ello que
necesitamos una condicion adicional.

3.3 Matriz de Markov positiva

Definicién 3.3.1 Una matriz Markov positiva es una matriz de Markov con
todas sus componentes estrictamente positivas. Para tal matriz A escribiremos A > 0.

Proposicion 3.3.1 St A es una matriz Markov positiva, entonces 1 es el inico au-
tovalor de A de maddulo 1. Mds ain, el subespacio asociado a este autovalor 1 es de
dimension 1. Esto es, dim(Nu (A — 1)) = 1.
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Demostracién Sea |[A\| = 1 y = # 0 tal que Ax = Az. Entonces, similar a la
desigualdad (3.3) se tiene

n n

|k = !th;u:l'jl < Z agsle;] < Z“k.rLF-‘-'I = |xx|. (3.4)
j=1

Entonces, por el hecho que a;; > 0 para todo j,
|zj| = |zx] paratodo j=1,2,---,n. (3.5)
Ademés, de (3.4),

mn n
1> agzs| = D lawgzs),
j=1 j=1

se tiene que todos los nimeros complejos ax;z; (j = 1,2,--- ,n) estan en la misma
direccion y sentido del numero complejo aprzy: para todo 7 = 1,2,--- ,n, existe
t; > 0 tal que ay;z; = tjamzy. De donde z; = 7z para 7; = (¢j)am/ar; > 0.

Luego de la ecuacién (3.5), se tiene 7; = 1 y por lo tanto z; = zx para todo
7=1,2,---,n.

De esto, x = zxp con p = [1,...,1]T y por lo tanto Nu (A — I,) =< {p} > (el
subespacio generado por p).

Finalmente, la ecuacién (3.2) implica

n n
E a;T; = ATy = E arjTy = Tk,

y por lo tanto A = 1. [

El siguiente corolario es importante y hace uso de la proposicién anterio con AT
en lugar de A.

Corolario 3.3.1 St A es una matriz de Markov y ademds positiva, entonces todos

los autovalores de AT tienen mddulo menor o igual a 1, y 1 es el dnico autovalor de
mddulo 1. Ademds, dim(Nu (AT —1,)) = 1.

Demostracién Como los autovalores (incluyendo las multiplicidades) de AT y A,
coinciden, entonces por la Proposicién 3.2.1, los autovalores de A7 son todos menores
oiguales a 1 y que 1 = 1 es el tinico autovalor de AT cuyo subespacio asociado tiene
dimensién 1. ]
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Haciendo uso del algebra lineal, sabemos que toda matriz A posee una forma

canénica de Jordan J4 y una matriz inversible I’ de tal manera que A = P~'J,P,
donde

s, 0 0 ... 0 )
0 Irgrs, 0 e 0
Ja= 0 Srgrag we 0 : (3.6)
0 . 0 5
0 0 ] ..-I;.,“I,.,m )
Aqui, paracada k =1,2,--- ,n, J \kiry, €5 €l bloque cuadrado de orden 7y correspon-

diente al autovalor Ax. Dichos bloques tienen la siguiente forma Jx, r, = D, +Nry m
donde D,, es una matriz diagonal cuyos elementos de dicha diagonal son los auto-
valores Ay y N”k .m €s una matriz nilpotente, de orden 7, con orden de nilpotencia m.

Recordemos por la Observacion 3.2.1, si A es Markov, entonces 1 = 1 es un
autovalor de esta matriz y por lo tanto existe j € {1,2,--- ,n} en la descomposicién
(3.6) tal que A; = 1. Asi el bloque asociado de esta descomposicién es de la forma
J/\j,mj = Jl,r,

Proposicién 3.3.2 S5t A es una matriz de Markov positiva, entonces

Z) T1=1.

1) A™ — B cuando m — oo, donde B = : es una matriz de Markov
i
positiva, stendo x es el unico vector cuyas componentes son todas estrictamente

positivas cuya suma es 1, y satisfaciendo ATz = z.

Demostracién Como dim(Nu (A —1,)) = 1, la forma canénica de Jordan de A tiene
la forma

Jis 0 0 0\
0 Jyr, O 0
Ja=] 0 gy +e O = Jirs ® Jagn, @+ B Jrpa,
0 0o
0 0 0 Jun, /




donde, por la Proposicién 3.2.1, |A\;| < 1 para todo ¢ # 1. De esto deducimos que
para todo ¢t = 2,3,--- ,n, Jit,  — 0, xr, cuando m — oo.
Para la descomposicién J4 = P~' AP, se tiene, para todo m € N

pPtAmp — J;?}. D . /\";,”2 PP J;\’:h”ﬂ_

i) Supongamos, por contradiccién, que r; > 1. Como el subespacio asociado al
autovalor y = 1 de la matriz A tiene dimension 1, entonces el bloque J,,, es de la

forma
/110 0
011 0
Iy =l 0001 0
\ 000 -+ 1

Entonces, para m € N, la matriz J", tiene un bloque (submatriz) de orden 2 x 1 de
m m
la forma ( 1 ) . Luego || ( | ) || = oo cuando m — oo.

Por otro lado, como la matriz A es Markov, entonces para todo m € N, la ma-
triz A™ también es Markov. Luego existe L > 0 (finito) tal que ||A™| < L para
todo m € N. Consecuentemente, la componentes de P~!A™P son acotados cuando
m — o0o. Esto es una contradiccién, y por lo tanto se debe tener que r, = 1.

ii) Por la parte i) tenemos la convergencia
PI'A™P 5,0 y A™ > B:=P(,®0P' cuando m — . (3.7)

La matriz B es de la forma

t"xf.

para algin vector columna x y numeros reales t,,...,t,. Como B es una matriz de

arkov (ya que para todo m S IMos asumir qu mponentes
Markov (ya que para tod € N, A™ lo es), podemos as jue las componente
de x son todas positivas cuya suma es 1. Entonces se sigue que t; = ... =¢t, =1y
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por lo tanto

p=| : |. (3.8)

Ahora, de A™ - B y A™*! = A™A — BA cuando m — oe, se tiene B = BAy
A'B* = B (3.9)
De las ecuaciones (3.8) y (3.9) se tiene
A ] = [x]+ Ix

y por lo tanto Ax = x. Ahora como x > 0y A* > 0 (ya que A es positiva),
concluimos que x = A'x > 0.

En cuanto a la unicidad de x > () con suma de sus componentes igual a 1, se sigue
del hecho que el subespacio Nu (A" — ;) es de dimensién 1. L]

Observacion 3.3.1 El vector x de la proposicion anterior es llamado vector esta-
cionario de la matriz de Markov A.

En el siguiente ejemplo comprobamos parte de la proposicion anterior

Ejemplo 3.3.1 Consideremos la siguiente matriz de Markov

1 11
P12
A= 5 5 3
111
T T 3
Entonces AT — I3 reducida por filas nos da
4
10 —g
01 -%£
00 O
De esto
1 4
NI](A I:;J:< 3 >:< 19 >
] 9
‘ 19

N
N



Por otro lado tenemos

Se observa en este caso que el polonomio caracteristico de A es dado por

Py = (x—1)(z* — 1/24).

3.4 Matriz primitiva

Por definicién, la matriz de Leslie (3.5) con B; = «; (para todo i = 1,2,--- ,n) no
es una matriz positiva y en consecuencia las proposiciones enunciadas anteriormente
respecto a este ultimo tipo de matriz no podrian en principio ser aplicadas. No
obstante, la matriz de Leslie cumple la propiedad de ser primitiva, y como veremos
luego, propiedades similares a las proposiciones anteriores se verifican para este tipo
de matrices.

Definicion 3.4.1 Se dice que una matriz A es llamada regular o primitiva st eziste
k> 1 tal que A* > 0.

Proposicion 3.4.1 St A es una matriz de Markov primitiva, entonces A satisface
las mismas propiedades enunciadas en las Proposiciones 3.3.1 y 3.3.2 para matrices
de Markov positivas.

Demostracién Supongamos que A* > 0 y como
Pa(z) = (. — \)" (2 = A2)™ - (. — Ap)™,

entonces
Pae = (= X)* (2 — A5)® -+ (z — Ay,

Como A* es una matriz de Markov positiva, existe un tinico j tal que X} = 1y ¢; = 1,

: . : . -
entonces concluimos que A; = 1 pues si fuera complejo entonces tanto /\Jk- como A;
tendrian moédulo igual a 1, es decir A* tuviera dos autovalores con mdédulo igual a 1,
esto seria una contradiccion con la Proposicién (3.3.1), entonces

Pa(z) = (2= M)™ (2 = X)™ - oo (z = 1) ooe (2 = X))
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donde \; # 1 para ¢ # j. Con esto quedaria demostrado la proposicién (3.3.1) y el
item i) de la Proposicién 3.3.2. Para demostrar el item ii) de la Proposicién 3.3.2 solo
necesitamos darnos cuenta que

lim (A%)* = B = lim A* = lim A™.

8—C0 8—00 m—C0

Para mostrar que v > 0, observemos que si A'v = v, entonces (A*)tv = v. |

La siguiente proposicién muestra que para matrices primitivas A, la sucesion

{yk}kGNa con
yr = A*zy para todo ke N (3.10)

converge a un Unico punto independiente de xo € RT.

Proposicidn 3.4.2 Sea =y € R y A una matriz matriz primitiva satisfaciendo la
condicion a) de la Hipdtesis H1, entonces las sucesion y, dada en (3.10) es conver-
gente y converge a yv € R7, | donde v es el vector estacionario de la matriz A.

Demostraciéon Sea v = (vy, v, ...,v,), entonces por el item i) de la Proposicién
3.3.2, A* - B cuando k — oo, donde

v vy ... Yy

Up Un ... Up

De esto, Bx = v para todo x € RY y como v € RT, y v > 0, entonces yv € R7, .=

Proposicion 3.4.3 Sea A una matriz de tipo Leslie (3.5) con tasa de mortalidad
0 < a; < 1. Si A satisface el item a) de la Hipdtesis H1, entonces este es una matriz
primitiva

Demostraciéon Una matriz de Leslie que cumple el item a) de la Hipdtesis H1
satisface 3; = «; paratodoi=1,2,--- ,n,

l—a, 1—an 0 0\
0 0 l—ap ... 0
A= : : : - : (3.11)
0 0 0 1—a
Qp Qn—y Qn—2 o
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Mostraremos que A®~! > 0 donde n es el orden de la matriz A, para ello notemos que
si AP tiene una fila de elementos positivos entonces AP*! posee la misma propiedad
en la misma fila, esto es debido a que la matriz de Leslie no posee ninguna columna
nula. Por cuestiones de notaciones usaremos * para dicha fila. Entonces

( (1—an)? (1-an)(l—an1) (1 —an2)(l—any) --. 0

0 0 0 0

A% = :
(1—a)(an) (1 - ai)(an-1) (1 — ay)(an=2) (1= ar)(ay)

K * * * %

De esto vemos que la penultima fila es positiva y usando nuestra notaciéon obtenernos

(1—an)? (1 =an)(l—ano1) (1 —an_o)(l —an_) 0
0 0 0 0
A? =
* X * £ 3
* * % *
Siguiendo este proceso obtenemos que A™~! > 0. m

Proposicion 3.4.4 Sea A una matriz primitiva satisfaciendo el item a) de la Hipotesis
H1 y un vector b satisfaciendo el item b) de la Hipotesis H1, entonces la serie
> oo Atb es convergente.

Demostracion Se sabe que la descomposicién de Jordan .J4 tiene la forma

i 0 0 =20
0 Jurm, 0 e 0
J4 = 0 Srgrag oo 0
0 0 .
0 0 0 i,

donde J,\m”p es el bloque correspondiente al autovalor A, es decir

J‘}‘F"-r-\p = ”J‘}‘j' T hl"-
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siendo D, una matriz diagonal cuyos elementos de dicha diagonal son todos iguales
al autovalor A\,, y N es una matriz nilpotente de orden de nilpontencia ).
Analizemos la convergencia de la siguiente serie:

o0 o0
D Ab=> PJiPb. (3.12)
j=1 J=1
0
*
Demostraremos que P’b es de la forma |, donde * indica numeros arbitrarios.
*

Debido a este hecho, sélo nos interesard analizar la convergencia de la siguiente serie

ZP Y(J4) Pb
j=1

donde
J A2,y 0 Sy 0
. R N |
Ja =
0 0 0
0 0 0 D,
Denotando

S:=3 Bur. =D _(Dp+ Na),
1=0

=0

S = i( )D’+Z( )D;-‘.Nm+---i(mz_l)ﬂ;’,-"‘**iu':,’,‘“+u+---.

1=0 =0

De esto, es suficiente estudiar la convergencia de

5 (1o

=0

£ (1)
1=0
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para un valor fijo de & < m. Debido a que Df\;"' es una matriz diagonal, es suficiente

probar la convergencia de
= t ik
()

i=0
Para tal efecto utilizando el criterio de la razén, se tiene

G+ DINF Rl — k)Y
m — ; =
oo KI(i+ 1 — R)! iNR=1 e T — (&)

y por lo tanto la serie anterior (y en consecuencia (3.12)) es convergente.

Ahora solo nos resta probar que Pb es de la forma

0

*

*

Como A¥b — Bb = 0 cuando k — oo, entonces P~!'J% Pb — 0 cuando m — oo.
Sea C = limg_00 P~ J% = P! limy_,00 J%, entonces

P11 P12 ... Din 10 0 pn 0 ... 0
C = P21 P22 ... DPon 0 - 0 pa 0 ... 0
: : : : Lo 0 A T
Pn1 DPon --- Dnn 0 0 0 Dn1 0 zeas 0
De esto, denotando Pb = (uj, ug, - ,ua)7,
pn 0 ... 0 U P
0 2w O U
o=cpb=| P2 T LI | P (3.13)
Pn1 0 ... 0 Un Pnil)
Pero como los pj, (para j = 1,2,---,n) son las componentes de la primera
columna de la matriz inversible P, entonces p;; # 0 para algin j. Luego de (3.13),
u; = 0. ]
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Observacion 3.4.1 De las Proposiciones 3.4.2 y 3.4.4 se tiene que las sucesiones
{yk}kEN y {zk}keN con

y=Afzg Yy oz = A'd  para todo k€N (3.14)

son convergentes. En este caso la primera sucesion converge a yv (independiente del
punto inicial g € R7) y denotando c el limite de la sequnda sucesidn, la sucesion
{yr + (2x)h}ren converge a yv+ ch para todo h € R,

Por induccion,
Ty = yYp + (2x)h  para todo k€N

satisface la siguiente relacion de programacion dindmica
Tr = ATy +bh  para todo k€N
Se sigue de la Proposicién 3.1.1, para todo xp € RZ,
T € RT  para todo k€N,

De esto, yv+ ch € RT.

3.5 Resultados principales

Ahora ya estamos en condiciones de enunciar nuestros resultados principales de este
trabajo

Proposicion 3.5.1 Sea h > 0 y A una matriz primitiva satisfaciendo la condicion
a) de la Hipdtesis H1 y b un vector satisfaciendo condicion b) de la Hipdtesis H1.
El vector x = yv + ch es el unico punto fijo de la funcion RT >z — Az + bh:

x = Ax + bh. (3.15)

En este caso, para todo zy € R, la sucesion {zk}k=0,,.. con T = Azk_, + bh para
todok =1,2,---, converge a T.
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Demostraciéon DPor la Observacion 3.4.1 y la continuidad de A, el vector yv + ch
satisface (3.15). Ahora sca w satisfaciendo (3.15). Por induccidn,

j—1
v = lim[ATW + A'b)h
lim [A7 (; )h]
j—1

= lim A’W + lim (Z A'b)h
=0

€
I

j—o0o Jj—oo 4

( y por la Observacion 3.4.1)

= yw+ch=X

El resultado se sigue. ]

En lo que sigue de este capitulo haremos uso de las notaciones dadas en las ecua-
ciones (2.4) y (2.8) del Capitulo 1:

XxU> (z,h) = f(z,h) ;= Az +bh y D=RZ, x{h} (h>0).

La siguiente proposicién muestra la relacion entre el ntcleo de viabilidad y el
punto fijo.

Proposicién 3.5.2 Con las hipdtesis de la Proposicion 3.5.1, sea w(h) el inico
punto fijo de la funcién R? > — Az + bh, entonces las dos relaciones son equiva-
lentes:

i) V(f,D) # 0.
it) w(h) > 0.

Demostracién Por la Observacién 3.4.1, w(h) € R}. Sea z € V(f,D) entonces
para todo k € N, xi(z) := A*z + (Z;”-é A’b)h > 0. Tomando limite deducimos
que w(h) > 0. Esto muestra que %) implica #2). Ahora sea w(h) > 0, como w(h) =
AFw(h) + LZ;: | A7b)h, se tiene w(h) € V(f, D) y por lo tanto %) implica ). =

Recordemos por la Observacién 3.4.1, la sucesién {zi}ren con z = Az, + bh
converge al tinico punto fijo w(h) de la funcién R} 5> £ — Az + bh (h > 0) para
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todo zp € R]. La siguiente proposicién muestra que si w(h) € R7, . entonces existe
k € N tal que

zr € RY,; paratodo zp € R7, y paratodo k> k.

Para w € R™, denotemos por Bs(w) la bola abierta de R™ de centro w y radio
d > 0.

Proposiciéon 3.5.3 Denotemos w(h) como en la Proposicion 3.5.2. Supongamos
que existe & > 0 tal que Vs(w(h)) := Bs(w(h)) "R C RY,, entonces eziste un k
dependiendo solo de § tal que x; = Azp_, + bh € V(;( w(h)) para todo zo € RT, y
para todo k > k.

Demostracion Sea {ve;}j=12,. » la coleccién de todos los vertices de RZ, , entonces
para j = 1,2,--- ,nexiste k, € N de tal

|(A*(ve;) ZA’ )h —w(h)| <& paratodo @ > k;.

Seax € R?, = {>°7_ a;7e; : (a1,a2, - ,an) €RY, 377 | a; = 1}, entonces para
algin (ay,a2, -~ ,a,) € R} con 327 a; =1,

n
o Z a,ve,. (3.16)
j=1
Considerando zy = z, se tiene

zy = Azo+bh =) a;(Ave;+bh)

J=1
n

Ty = Az +bh =A%+ (Ab+b)h =) a;[A%e; + (Ab+ b)h]
j=1
En general, para k € N

k-1 n k—1
o, = Afz+) (Ab)h = a;[Ave; + ) (A'b))A].
i=0 j=I i=0
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De donde

n k-1
lzx —w®)| = 1D a;(A*ve;+ Y (A'b)h — w(h)|
i=1 =0
n k—1
< Dl (Ave; + D (Ab)h — w(h).
=1 1=0
Es decir,
n k—1
ok = wB)ll < 3 asll(A*ye; + 3 _(Ab)h — w(R)]| (3.17)

Tomando ky = max{k,ky, - ,kn}, tenemos de (3.17),
lzx — w(h)] < z a;6 =6 paratodo k> k.
j=1

El resultado se sigue. m

Esta proposicién nos motiva introducir la siguiente condicién sobre la sucesion {zx } ren
con Ty = Tp_1 +bh y xg € RY :

Asumamos que existe k € N tal que
zr € RT,  paratodo zq € Rl y paratodo k> k. (3.18)

Entonces, como {z }1en converge al punto fijo de RY 3 z — Az + bh, este punto fijo
pertenece a R7, .

Teorema 3.5.1 Con las hipétesis de la Proposicion 3.5.1 y k satisfaciendo (3.18),

se tiene
Vi_(f,D) = Vi(f, D). (3.19)

Ast, por el Teorema 2.1.1, Vi_,(f,D) = V(f, D).

Demostracion Recordemos en este caso, para todo k € N,

3 (20,21, - ,2) con zp = 2
Vi(f,D) = { z| satisfaciendo zj € RY, para j=0,1,---,k . (3.20)
y 2j = Azj_;+bh para j=1,... k
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Demostraremos la igualdad en (3.19) por doble inclusién. Como Vi(f,D) C
Vi_,(f,D), solo faltarfa demostrar que Vi_,(f,D) C Vi(f, D).

Sea 2o € Vi_,(f,D) entonces z; € R?, para todo j € {01, ,k —1}. Como
Tip = Azp_, + bh, por (3.18) se tiene g € Vi(f, D). ]

Observacion 3.5.1 Para la matriz A del tipo Leslie (2.1) satisfaciendo B; = a; =
T
a € [0,1] para todoi =1,2,--- ,n, y b= ( -1, 0, ---, 0, 1 ) , la sucesion

{Zi}ren con xp = A +bh (para h > 0) satisface (por induccion) para todo xy € RY
y para todo k> n —1,

(1-a)" 'y ([ -Tie0—ay
a(l — a)* 2y (1— )2
Tp = : + : h. (3.21)
a(l —a)y (1 —a)
ary \ 1

Asi, para este caso particular:

e Ll punto fyo de RY 5z — Az +bh es el vector suma a la derecha de la iqualdad
de (3.21).

n

o Si este punto fijo pertenece a R7,, entonces por (3.21), la sucesion {Tj}ren
satisface la condicion (3.18) con k = n—1. Por lo tanto, por el Teorema 3.5.1,

Voo(f,D) = V(f,D).

Concluimos este capitulo expresando explicitamente el punto fijo mencionado en la
Proposicion 3.5.1 cuando la matriz A es del tipo Leslie.

Proposicion 3.5.4 Si en la Proposicion 3.5.1 la matriz A es del tipo Leslie (2.2),

T
b = (—1, 0, ---, 0, 1 ) y h > 0, entonces el tinico punto fijo w(h) es
(Wn, Way, - - - ,wl)T, donde
i = B iy
w, = 1 ‘,__2 2j=0 ™ con Tr=(1—-a)(l—a)(1—a,)
HH{ZJ‘:U HJ} + My
QnZn+ h :
;= e——  para =n-—1,---,1.
R S ’
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Demostraciéon Como w(h) satisface w(h) = Aw(h) + bh, entonces

[ wn [1—0n 1—an- 0 e 0 wn \ [ —h
Wn_1 0 0 l—a,_o ... 0 Wn_1 0
wn_2 | = : : : S : wn-2 |+| O

5 0 0 0 P l—oy : -

\ w \ a. Oy -9 ik o1 w, [ \ h

El cual nos genera n — 1 igualdades, es decir:

wn = (1 —an)wn+ (1- On—1)Wn—1 =
Waoy = (1 —op_2)Wn_2
Wn2 = (1l — op—3)Wn_3

Ua = [I. - L'I']}E,l-';.

De la cual obtenemos

_ onwanth
Wn-1 = (_1 = an—l)
B apWy, + h
U T 0= an2)( — an)
onWn + h
“rt T 1= an-9)d = an-2)(1 — n1)
A, + h
w =

(1 = “l}l e [1 — {-"!4—3}{1 = “'r:—'ZHI = “:l—l} '

Ahora solo faltaria hallar el valor de z,, para el cual adicionaremos la ecuacion
que nos genera la invarianza del conjunto R} (Proposicién 3.1.1), es decir:

Wn+ Wno) + Wno+...w =7.
multiplicando por (m,-;) a la ecuacién anterior obtenernos:
Wy Tp—1 + Wy -1TTn-1 T Wn-2Tn—1 T ... TWTp—3 = VTn-1.
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Reemplazando los valores de w; j = 1,2---,n — 1 hallados en las tltimas ex-
presiones, se obtiene

(Cnttn + h) + (apw, + h)m + (@aws + B)ma + . ..+ (G, + R)Tp_g + W Ty = YWn1,
de donde
(anTn + h)|[mo+ M + ... + ln_g] + TnTpn_y = FTn-1,

y por lo tanto

n—2 n—2

wn[an(z 75) + Ty = YTp_y — h(z j).

j=0 j=0
De esto se tiene que
Y1 — h Z?;(? UF;

=3 ;

an (D520 ™) + Mo

La expresion explicita de w(h) se sigue. n

Wy =

Como consecuencia directa de la proposicién anterior, se tiene la siguiente ex-
presion explicita de w(h) cuando la matriz de Leslie A satisface 8; = a; = a para
todot=1,---,n.

Corolario 3.5.1 Con las condiciones de la Proposicion 3.5.4 ademds con a; = a €
(0,1) se tiene

wa

awgp+h
(1-a)

wh)= | 2%

ity +-
l—a)" -1 /
con
Wp =(1 — an_l) —h
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Capitulo 4

Implementacion Numérica para
Determinar el Nicleo de
Viabilidad: Ejemplos Particulares

En esta parte daremos tres ejemplos asociados a la dindmica (2.1) vista en el Capitulo
1:

{ x(t +1) = Ax(t) + bh(t), t=0,1,- - (4.1)

X(O) = Xg.
El primero de estos ejemplos sera considerado sin extracién y los otros dos con

extracciones h=1y h = 2.
En estos tres ejemplos la matriz A y el vector b asociados a la dinamica (4.1)

seranmn: v 3
g 1 U -1
A=10 0 ; y b= 0
111 1
8 4 2

Ademas en estos tres casos el nivel de poblacién v asociado al conjunto admisible
D = R$ x {h} serd considerado siempre v = 12.
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4.1 Ejemplo sin extraccion

Vemos que A y b cumple la Hipdtesis H1, pues son elementos no negativos cuya

suma de sus columnas es igual a 1 y ademds al ser una matriz del tipo Leslie

(al =ﬁ| = %,

tiva y ademas la Proposiciéon 3.4.2 nos dice que el autovector yv = 9

es un punto fijo atractor de la dinamica (4.1) con h =0

To

To

To

To

To

- N W

— 00 O

o — 0o — W

o = O

el [SiNe] g [ V]

Ty | T T3 T4 Ts T T7 Too
3 (413|511 |555|5.78 589|594 6
2 2 [1.44|123]|1.11(1.06 | 1.03 1
4 1288 |245(2.23]2.11]2.06 ] 2.03 2
T | T T3 T4 Ts T T7 Too
0 6 | 563586592 596|598 6
8 1050(1.25]1.06 |1.04 | 1.02 | 1.00 1
1 ]250]213]2.08]|204]202]2.00 2
To | T T3 T4 Ts Tg T7 Tio
4 [6.50 | 6.06 |6.05|6.02]|6.01]|6.01 6
4 10.50|1.00 {097 0.99|0.99 | 1.00 1
1 ({200 (1.94]1.98|1.99|1.99 ] 2.00 2
T | T T3 T4 Ts T T7 Z oo
8 | 775 | 6.78 | 6.40 | 6.20 | 6.10 | 6.05 6
1 10.000.631]0.800.90]0.95]|0.98 1
01125]1591.80}|190 195|198 2
To | T T3 T4 Ts T T7 Too
010.751]3.66 | 479 | 5.40 | 5.70 | 5.85 6
1 1400 (213|1.61]130|1.15]|1.08 1
8 14.25(3.22 260 |230] 215 | 2.08 2

=PF=1a=p0= 3) la Proposicién 3.4.3 afirma que A es primi-

6
=] 1
2

Todos estos datos se pueden apreciar mejor en la Figura (4.1) donde cada condicién

inicial esta representada por colores diferentes y la linea de mayor grosor es el autoes-

pacio correspondiente al autovalor v
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Nu(A-D

re 4.1 Grafico del punto fijo sin extraccion

Figu
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4.2 Ejemplo con extraccion h =1

En este ejemplo veremos que en presencia de una extraccién h = 1 todos los valores

3.33
de z¢ se siguen acurmulando en Unico punto fijo w(l) = | 1.89
3.78

5 o | T) T3 | T4 | z5 | T6 | T7 Too |

. (2) 3 13131323 (328331332333 3.33

o |2 ]200| 194|101 190190189 1.89

4 | 388|383 |380(3.79|3.78 | 3.78 3.78

0| T T3 | T4 | z5 | T6 | T7 Too

. (g) 0 15.00 1 3.75 | 3.59 | 3.46 | 3.40 | 3.36 3.33

)| 8 |1s | s |1 183 186 | 187 1.89

1 | 3501350366 |3.71]3.75|3.76 3.78

zo | T T3 | 4 | x5 | 6 | T7 | Too

4\ 4 550219 | 3.79 [3.56 | 3.45 | 339 | ... [3.33

To=1 4 4 los0]|150]|1.66]1.78|1.83]1.86 1.89

V11500331 355|367 (372375 3.78

zo | z1 T3 | T4 | x5 | T6 | T7 Too

8 N8 [6.75 [ 491 | 4.14 | 3.73 | 353 | 3.43 3.33

. (1) 1 1000 |1.13]1.48 [ 1.69 | 1.79 | 1.84 1.89

0 295 | 297|338 358|368 373 3.78

0| T 23 | T4 | Ts | T6 | T7 Too

O\ o T-025 178 [ 253 | 293 | 3.13 | 3.23 3.33

zo=| 1 11| 4 |113(230]209|1.99|1.94 1.89

8/ 18| 5925 |450]418]|398]|388]383 3.78
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4.3 KEjemplo con extraccion h = 2

Al igual que en el ejemplo anterior se tiene que en presencia de una extraccion,

ahora de h = 2 todos los valores de z; se siguen acumulando en tnico punto fijo

0.67
w@) = | 278
5.56

. o | T, 3 | T4 | x5 | 6 | 77 Zoo

. (2 3 213|136 |1.02|084|075]0.71 0.67

o ]| 2 |200] 244|260 269|273 | 276 2.78

4488520538547 551|553 5.56

To | T 3 | 24 | z5 | w6 T7 .

. (g 0 | 400 | 1.88 | 1.33 | 0.99 | 083 | 0.75 0.67

L ]| 8 |050|225] 244|262 | 270 | 274 2.78

1450488523 539|547 |5.51 5.56

o | T, T3 T4 | x5 | TG | T7 Too

Y\ 2 [250 | 231 | 1.52 | 1.09 [0.88 | 0.7 0.67

0= 401 4 [ 050200234234 267|272 2.78

V711 | 400 460 | 513 | 5.13 | 5.45 | 5.50 5.56

o | T T3 | T4 | 5 | T6 | T7 Too

8\ I8 1575303187 | 127 | 097 | 0.82 0.67

o= Lty fo00| 163|217 248|263 270 2.78

0/ 10 |325|434|496 526|541 |5.48 5.56

To | T T3 T4 Ts T z7 Too

O\ [0 17125 [0.00 [ 0.26 [ 0.47 | 057 | 0.62 0.67

o= L1l | 400|313 |299|288]283]280 2.78

8/ 18 1625|507 575|566 |561 558 5.56

Comno hemos podido observar tanto para una extraccién h = 1 como para h = 2 las
poblaciones siguen tendiendo a un punto fijo w = w(h) independiente de la condicién
inicial zy como lo muestra la Figura(4.2), dicho punto fijo tiene la forma w = vy+ch.
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Figure 4.2: Grafico de los punto fijos con extraccion
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4.4 Programaciéon hecho para Matlab 7.5

Este programa nos va a servir para hallar graficamente los nicleos de viabilidad hasta
el tiempo A y por la proposicion 3.5.1 también el nicleo de viabilidad.

m=1/8;n=1/4;p=1/2;
A=[1-m 1-n 0; 0 0 1-p; m n p|;
n=input(’Ingrese el valor de k para hallar el Nucleo de Viabilidad
hasta el tiempo k ’);
h=input(’Ingrese el valor de la extraccion h ’); hold on
S=12;
AXIS([0 S0 S 0 S))
for k=1:100000

r=round(2*rand+1);
u=S*rand;
v=(S-u)*rand;
w=S-u-v;

if(r==1)

X=u;

y=v

Z=W;

end

if(r==2)

X=V;
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for i=1:n

x1=(x;y;2];
x0=x1;

B=[0; -1 ;1};

1=0;
k=0;
while (k < n+1)
k=k+1;
x0=A*x0+DB*h;
if (min(x0)<0)
=i+
break
end
end if (j==1)
plot3(x1(1),x1(2),x1(3), +r’);
end if (j==0)
plot3(x1(1),x1(2),x1(3),+8);
end
end
end
view(-10,-26)
hold off
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4.5 Nucleos de Viabilidad hasta el tiempo k£ y Nicleos
de Viabilidad

Dada la dinamica (2.1) del Capitulo 1

x(t +1) = Ax(t) + bh
Xg dado.

O ajw
o
I
—

O ajw

con A = , Yy=12 y h=3

D
o [—
NN

Nos daremos cuenta con los graficos siguientes que la convergencia de conjuntos de
la Proposicion 3.5.1 acaba para k = n — 2.

Nucleo de Viabilidad
st el tiemnpo 1

Figure 4.3: Gréfico de V,(f,D) paray =12y h=3
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Nucleo de Vinbilliad
hasta el tlempo 2

Figure 4.4: Grafico de Vy(f,D) =V, (f,D) = V(f,D) paray =12y h =3



Dada la dinamica (2.1) del Capitulo 1

{ x(t+ 1) = Ax(t) + bh

Xg dado.
7 3
§ 10 -3
conA=100 5|, b=| -1 |, v=12 y h=41
11 1 1
8 1 32

En las gréficas siguientes se muestran los Nucleos de Viabilidad hasta el tiempo &

y nos daremnos cuenta que es una sucesion decreciente de conjuntos que converge en
forma finita k = 5 al Nicleo de Viabilidad V(f,D).

Nucleo de Vinbitided

/— hasta el tleinpo §

———————/
. x ) 6 8 10 12

-

Figure 4.5: Gréfico de V|(f,D) paray =12y h=4.1




Niicleo de Viabitidnd

/-—— hasta el tleinpo 2

Figure 4.6: Gréfico de Vy(f,D) paray =12y h=4.1

Nacleo de
—— Viabilidad hasta
el Geinpo 3

Figure 4.7: Gréfico de V3(f,D) paray =12y h=4.1
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Nucleo de Viabitidad
hasta el empo 4

Figure 4.8: Gréfico de V,(f,D) paray=12y h = 4.1

Nacleo dec Viabilidad
hasta ¢l tiempo §

Figure 4.9: Gréfico de V5(f,D) = V(f,D) paray =12y h = 4.1
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Conclusiones

En este trabajo hemos estudiado una dinamica vectorial del tipo z'(t) = Az(¢t)+ hb en
donde A es una matriz de tipo Leslie y hemos utilizado una herramienta nueva como
es el nucleo de viabilidad V(f, D) y unos conjuntos Vi(f, D) los cuales convergen en
un numero finito de pasos hacia el nacleo de Viabilidad.

Se ha estudiado el caso donde b € R™ es un vector constante cuya suma de coor-
denadas sea distinto de cero, nos queda la inquietud de averiguar que pasa cuando
b = b(t), es decir depende del tiempo o el caso donde b sea constante pero la suma de
sus coordenadas sea distinto de cero.

Hemos tomado ejemplo en 3 dimensiones para poder visualizarlos pero se podria
realizar analiticamente para mas dimensiones.

Creo que se ha hecho un gran aporte en el area de la bioeconomia pero sabemos
que aun falta mucho por hacer, y espero algun dia poder continuar con este trabajo.
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