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Resumen

El presente trabajo enfoca el problema de la composiciéon y deformacion de cur-
vas, superficies y volimenes de Bézier. Los algoritmos para encontrar los puntos de
control de la composicion (f‘: F o g) de simplejos o formas de producto tensorial
de Bézier g: R"— RY y F: RY 5 RY a partir de los puntos de control de g y
F tienen aplicaciones practicas en el CAGD (Computer Aided Geometric Design).
Estos algoritmos inicalmente fue presentado por DeRose [DeRo 88]: el algoritmo pro-
ducto para la deformacion de formas libres y otro llamado algoritmo de Blossom.
Una de las aplicaciones de la composicion de funciones es la deformacion de formas li-
bres, obteniéndose otro método de modelamiento geométrico, inicialmente introducido
por Sederberg y Parry [Sed 86] y Bézier [Bez78]. Algunas aplicaciones simples de la
composiciéon en CAGD son la evaluacién, subdivisién y reparametrizaciéon de repre-
sentaciones en forma de simplejos o producto tensorial de Bézier. Una solucién directa
mediante la composicién de funciones, es la conversién de rectangulos a triangulos (de
Bézier), cuyas soluciones iniciales estan dados por Goldstein [Gol 87] y también puede
encontrarse en Valverde [Val 95]. Otra aplicacién practica se da en la unién de dos
curvas de Bézier con continuidad geométrica de orden arbitrario.

Los objetivos de este trabajo es desarrollar los fundamentos tedricos con el fin de
construir algoritmos eficientes para encontrar los puntos de control de la composicién
y establecer las bases para el desarrollo de un paquete de programas computacionales
para ejecutar estos algoritmos con eficiencia y de manera flexible.

Mediante la teoria de los Blossoms se obtiene un enfoque distinto al presentado
por Lasser [Las 93] para la composicién de dos representaciones del producto tenso-
rial de Bézier (racionales). Resultando formulaciones mas sencillas y optimas, cuyas
correspondientes pruebas son mas cortas y a la vez mas faciles de comprender e im-
plementar.



INTRODUCCION

El presente trabajo enfoca el problema de la composicién y deformacién de cur-
vas, superficies y voliimenes de Bézier. Los algoritmos para encontrar los puntos de
control de la composicién (f‘ = F o g) de simplejos o formas de producto tensorial de
Bézier g: R"— R y F:R" — R? a partir de los puntos de control de g y F
tienen aplicaciones practicas en el CAGD (Computer Aided Geometric Design). Una
de las aplicaciones de la composicion de funciones es la deformacién de formas libres,
obteniéndose otro método de modelamiento geométrico, inicialmente introducido por

Sederberg y Parry [Sed 86] y Bézier [Bez78].

Algunas aplicaciones simples de la composicién en CAGD son la evaluacién, sub-
divisién y reparametrizacion de representaciones en forma de simplejos o producto
tensorial de Bézier. La evaluacién puede verse como la composicién con una funcién
constante. La reparametrizacién es, por definicién, la composicién con un cambio de
variables. La subdivision es un caso especial de reparametrizacion donde el cambio de
variables es una funcion lineal.

Una solucién directa (aunque menos obvia) mediante la composicién de funciones,
es la conversién de rectangulos a triangulos (de Bézier), cuyas soluciones iniciales
estan dados por Goldstein [Gol 87] y también puede encontrarse en Valverde [Val 95].
Otra aplicacién préctica se da en la unién de dos curvas de Bézier con continuidad
geométrica de orden arbitrario.

El presente trabajo tiene los siguientes objetivos:

1. Desarrollar los fundamentos tedricos con el fin de construir algoritmos eficientes
para encontrar los puntos de control de la cumposicion.

2. Analizar el manejo de indices para lograr formulaciones mas sencillas, més faciles
de comprender e implementar.

3. Establecer bases para el desarrollo de un paquete de programas computacionales
para ejecutar estos algoritmos con eficiencia y de manera flexible.

En el capitulo 1 se presentar los elementos basicos para el CAGD, tales como
curvas y superficies de Bézier, producto de polinomios de Bernstein, espacios afines,



k-simplejos, coordenadas baricéntricas, simplejos de Bézier de dimension n. Para los
capitulos siguientes, se propone un procedimiento para el manejo de los indices de los
puntos de Bézier y se dd una introduccion a la teoria de los blossoms que es muy im-
portante en la construcion de ciertos algoritmos. En particular, resulta una deduccién
elegante del algoritmo de de Casteljau para curvas y simplejos de Bézier.

En el capitulo 2 se desarrollan las ideas de deformacién de formas libres introduci-
dos por Sederberg y Parry [Sed 86|, cuya interpretacién geométrica para deformar un
objeto consiste en considerar que este objeto se encuentra en una caja transparente
(consistente de un elemento eléstico al igual que el objeto), de modo que si se deforma
la caja el objeto tambien sera deformado. Se presentan los procedimientos con la fina-
lidad de deformar un objeto que se encuentra en el espacio, donde puede representarse
como un conjunto de puntos que estan relacionados entre si. Ademas de su ubicacion
en el espacio el objeto puede tener otras propiedades, tales como color o intensidad, y
los puntos pueden depender del tiempo. Se propone un procedimiento y los
correspondientes algoritmos para solucionar este problema, al cual se le ha agregado
un criterio de correccion, dado que el objeto no debe cambiar si los puntos de control
no han sido movidos.

En el capitulo 3 se elaboran los fundamentos tedricos para construir algoritmos
eficientes para encontrar los puntos de control de la composicién F=Fog de dos
simplejos de Bézier g : R"— R y F: RY — R? (n < N < d) a partir de los puntos
de control de g y F. Se obtienen dos tipos de algoritmos inicialmente presentados
por DeRose [DeRo 88] (que son apropiados para la implementacién de programas) :
el algoritmo producto para la deformacion de formas libres y otro llamado algoritmo
de Blossom. Este ultimo provee una construccion geométrica de los puntos de control
de F= F o g, con lo cual se obtiene una idea intuitiva del manejo de los puntos de
control de g y F para lograr una deformacién apropiada F=Fo g de g mediante F.
En particular, también se desarrollan algoritmos para la composicién de curvas de
Bézier. Se mejoran los algoritmos de Blossom para la composicidn en la versién de
DeRose |[DeRo 88] los que se presentan en este trabajo en una forma maés eficiente
para la programaciéon. Finalmente, aplicando la teoria de los Blossom, se resuelve el
pro-
blema de obtener los puntos de control de la composicién de dos simplejos de Bézier de
manera general, extendiendo éstos resultados al caso de simplejos racionales de Bézier.

En el capitulo 4 se presenta algunos resultados de blossoms multi-afines de una
superficie y un volimen de producto tensorial en base al trabajo realizado por Lasser
[Lass 93] y se proponen dos algoritmos para la evaluacién del blossom de estas
representaciones, los cuales son necesarios en la implementacion de la composicion.
Utilizando la teoria de los Blossoms se obtienen un enfoque distinto al presentado por
Lasser [Las 93| para 2 composicién de dos representaciones del producto tensorial de



Bézier (racionales). Resultando formulaciones mas sencillas, cuyas correspondientes
pruebas son mas cortas y a la vez mas faciles de comprender e implementar. Con éste
nuevo enfoque los puntos de control de la nueva funcién compuesta son expresados
como una sumatoria en cuyos términos aparece el blossom multi-afin de una funcién.
Adicionalmente, se presenta una mejora sustancial al reducir el niimero de términos
de la sumatoria que representan a los puntos de control. Con los resultados obtenidos
se tiene una formulacién completa de los algoritmos para la composicion de esta clase
de funciones.



1. PRELIMINARES

En este capitulo se presentan los conceptos bésicos, definiciones, notaciones y algunos
resultados que seran requeridos en el desarrollo de los capitulos siguientes. También
se propone una alternativa para el manejo de los indices de tridngulos y tetraedros de
Bézier y se presenta una deduccion interesante del algoritmo de de Casteljau a partir
de la teoria de los Blossoms.

1.1. Simplejos de Bézier

1.1.1. Polinomios de Bernstein y Curvas de Bézier.

Definicién 1.1. Los Polinomios de Bernstein de grado k son definidos por
Brw) = ¥ )t —w** p=0,1,.k ue0,1] (1.1
P u) = P U u ) pP=YU,L,.., K, LS B . )

donde el coeficiente multinomial

kY _ | e P E{0,. k) i
<P>'_{é | p¢{0,....k}. (1.2)

Los polinomios de Bernstein tienen las siguientes propiedades

a)

5l ,sip=k=0
H:;[uj:: 0 ,sip<O0Vp>k (1.3)
(1 — u)BE~(u) + uBj~1(u) , en otro caso.

b) Particién de la unidad:

> By(u) =1.

p=0
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Figura 1.1: Una curva aibica de Bézier

Se cumple que cada polinomio de grado < k puede expresarse como

flu) = 3 b BEw), (14)

=0

donde las constantes b, son llamados los coeficientes de Bernstein.

Definicion 1.2. Una curva de Bézier de grado n en u es una curva paramétrica dada
en la forma de Bernstein-Bézier

S(u) =Y _dpBp(u), Yuel0,1] (1.5)
p=0
donded, € R%, (p=0,1,...,n) son llamados puntos de control o puntos de Bézier.
El poligono cuyos vértices consecutivos son do,dy, ..., d, es denominado poligono de
Bézier.

Ejemplo 1. :

e En la figura 1.1, se muestra una curva ciibica de Bézier.

e En la figura 1.2, se muestra una curva de Bézier en el espacio .
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Figura 1.2: Una curva de Bézier en el espacio

Notaciones de indices:

Introduciremos un conjunto de notaciones compactas que seran utilizadas mas
adelante. Aunque parezca un poco tedioso familiarizarse con ellas, estd notacién
introducida servira para reducir la complejidad visual al derivar los resultados, asi
como para exponer las estructuras fundamentales simples .

—
e El conjunto de todos los multi-indices i := (ig,%1,...,%n) € Z%*!, serd denotado
por I p.

e El conjunto de todos los multi-indices T := (J1, J2, ---» Jn) € Z%}, serd denotado
por I 5.

e La norma del multi-indice i se denota por |_1)| y se define como la suma de
sus componentes.
Por ejemplo: i =(0,2,5,1,3),| i|=0+2+5+1+3=11.

. > ’ . s .
e Ll simbolo e; sera usado para denotar un multi-indice cuyas componentes son

—
todos cero excepto el j-ésimo componente, que es uno. Con 0 se denotara un
multi-indice cuyas componentes son todos cero.
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e El conjunto de todos los multi-indices i := (g, %1, ...,95) € Ipn tales que

|T| =19+ + ...+ ¢, = d, sera denotado por Hgvn. Por ejemplo:

]I?],Q = {(O, 07 3)7 (0, 17 2)7 (0, 2’ 1)’ (0, 3’ 0)7 (170’ 2)7 (1, 2, 0)’ (27 0’ 1), (2’ 1’ 0), (37 07 0)}
e El conjunto de todos los multi-indices T := (71, -, Jn) € L1 tales que

|T| =ji1 + ... + Jp = d, sera denotado por H‘li,n. Por ejemplo:

I3 s = {(0,0,3),(0,1,2),(0,2,1),(0,3,0),(1,0,2),(1,2,0),(2,0,1),(2,1,0),(3,0,0)}

. . ’ : '_’ P i .—) d
e El conjunto de todos los hiper-indices I := (i ,...,in) donde iy ,.. ., im € Ij,
sera denotado por llﬁ,',"

— — —_—
e El conjunto de todos los hiper-indices J := (j; ,...,jm) donde j; ,... ,Jm € ]Il s
seré denotado por Iy

e Sil:= (1_;, : lm ) € Igw' se define el nuevo multi-indice |I| € I3, por
1| := 1—]) +...+ 1,,, Con lo cual se obtiene |I| = ]11 |+...+ |1_,:[ = dm.

El siguiente resultado sera aplicado para obtener resultados para la composicién
de curvas, superficies y voliimenes (racionales) de producto tensorial.

Lema 1.3. (Producto de polinomios de Bernstein)

n ("")B'“'{u
HB““{UJ (“,) . q=23,... (1.6)

b
| i}

donde i := (i),...1) €l ¥ I = (ny,...,ny) €L, .

Prueba: Induccion sobre g:
g = 2 : De la definicién de los polinomios de Bernstein, se cumple

BM(u)BR2(w) = (’: uit (1 — w)m (’;;) wr(1 —u)2®

(5] (ng‘\
?] ‘?'_J_') (TJ‘I + ?!2) u” +.-:2(1 . _u}:”] }n-_s]—lll:‘ +14)

- N + no 1] + 29
11 + 22

(H|)( )

‘rj:llll;itl:: u]
ny -+ Ty
( !‘1 -+ J‘J )

=]



Hipdtesis inductiva: Supongamos que (1.6) , se cumple inclusive para g.
Veamos para (¢ + 1): De la definicion de los polinomios de Bernstein y de la
Hipdtesis Inductiva, se obtiene

q

+1
T B™(u) = 1 B™(w)BL™ ()
k=1

k=1 fg+1

IE[ (m) B!E]{H}

g ‘& 1i]

P = Tig+1
= (=) By (v)
il
g ()
— H (nk) 19+1 |T“|+nq+1(u)
kg VI (I 1|+nq+1) [T +igsn
I i |+iq+)

1.1.2. Espacios afines

Definicién 1.4. Una combinacion afin (o combinacién baricéntrica) de los puntos
Po,P;,..., P, de un espacio vectorial real W es una combinacion lineal de la forma
aoPo+a P+ ...+ 0,P,, donde oy + a1 +... +a, =1, op,ay,...,0, € R. En caso
de que a; > 0,2 =1,...,n, se habla de combinaciones convexas. El conjunto de todas
las combinaciones convexas de Py, Py, ... P, denotado por COC({Po, Py,...,P,}),
es llamado la cdpsula convexa de Py, Py,... Py, esto es

COC({Po,Pl,...,Pn}) = {Za;P,‘ : Zai = 1, o; > 0, 1= 1,...,1’1} .
=0 =0

Definicién 1.5. Si un subconjunto A de un espacio vectorial real es cerrado sobre

combinaciones afines se dice que A es un espacio afin, es decir, A es un espacio afin,

si y sdlo si, para cualquier conjunto de puntos Py, Py,... P, € A y mimeros reales
n

o, 01,...,0, € R con 3 o; =1, se cumple que agPp + 0P + ... + Py, € A.
i=0

Ejemplo 2. Sea V un subespacio vectorial de un espacio vectorial W y Qo € W. Se
cumple que la traslacion de V

M:=Qo+V:={Qo+Vv/veV} (1.7)

8



es un espacio afin. Esto se obtiene a partir de que para cualquier conjunto de numeros

reales ag, 1, ..,0q € Rcon Y o; =1 y puntos vo, vy, ..., Vv, €V, la correspondiente
o
n ) n
combinacidn afin v =% a;(Qo + vi) = Qo + 3 a;v; € Qo + V. Reciprocamente, se

puede demostrar que cualquier espacio afin M puede ser escrito en la forma dada por
la ecuacion (1.7).

Una manera natural de generar un espacio afin es por medio de la generacién de
un conjunto: Si B es un conjunto de puntos de un espacio vectorial V | entonces el
conjunto

g q
AG(B) = {Za,-b,-/bo,...,bqu, ao,al,...,aqeRconZa,-:l} (1.8)
=0 =0

es llamado el espacio afin generado por el conjunto B. Se cumple que AG(B) es un
espacio afin.

Definicién 1.6. Se dice que los puntos Py, Py,... P, de un espacio afin A son afin
independientes o que estan en posicion general , si v solo si los vectores

P] - PO,PQ - POa ) Pn - I)0
son linealmente independientes.

Definicién 1.7. Un base afin de un espacio afin A es un conjunto B := {Py,P,,... P}
de puntos en A con la propiedad que cada punto u € A tiene una inica representacion

u = 3 u;P;, como una combinacion afin con respecto a B.

1=

Dado que
n n
u =Zu,’P,‘ ~ ZU,‘(P,‘ — P()) =u — Py,
—0 i=1
se cumple que B := {Po, Py,...,P,} es una base afin de un espacio afin A , si y sdlo
si Po,Py,...,P, son afin independientes.

Definicién 1.8. Si B := {Py,Py,...,P,} es una base afin de un espacio afin A , la
dimensidn de éste espacio se define como el nimeron = Card(B) — 1, donde Card(B)
denota al numero de elementos de B.

Ejemplo 3.

a) Una base afin de un espacio afin de dimensién 1(una linea) tiene dos elementos.
b) Una base afin de un espacio afin de dimensién 2 (un plano) tiene tres elementos.



NOTA:

e Se cumple que dos bases afines B; y Bj cualesquiera de A consisten del mismo
numero de puntos.

e Consideremos el espacio afin A = Py+V := {Po+v/v € V}, donde {v,,...,v,}
es una base del subespacio vectorial V, entonces B := {Pg, Po+Vvy,...,Po+ vy}
es una base afin de A. Cada punto u = P, + v tiene una unica representacion

n

u= (1 — Zui)Po + iui(Po + Vi) (19)

i=1

como una combinacion afin con respecto a B. Se cumple n = dim(A) = dim(V).

Definicién 1.9. Sea A unn-espacio afin (espacio afin de dimension n) y sean Py, Py, ..

P.(k <n) puntos en A que se encuentran en posicion general. La céapsula convexa de
estos puntos es llamado un k-simplejo v los puntos vértices.

Geometricamente la familia de los simplejos tienen el siguiente significado:

— Un I-simplejo es un segmento de linea.
— Un 2-stmplejo es un triangulo.

— Un §-stmplejo es un tetraedro y asi sucesivamente.

En adelante a un n-espacio afin lo denotaremos por A". Si S es un n-simplejo con
vértices Pg, Py, ..., Py, entonces cada punto u € A" puede representarse de manera
Unica como una combinacidn afin

u =uwPo+uv1Pi+..+u,P,, con wo+u +..+u,=1, (1.10)

donde (ug,uy, ..., u,) son llamadas las coordenadas baricéntricas de u relativo a S.
Con esto se tiene una asociacion de cada punto u € A" con el punto (ug, vy, ..., u,) €
R™!. Este proceso encaja al espacio afin A" como el subconjunto afin en R"*1.

Observacion:
Las coordenadas baricentricas de un punto u relativo a un simplejo &, tienen un

significado geométrico.

a) Dos puntos distintos Py y P; de R", determinan un subespacio afin el cual es
una recta £ y se encuentran en posicion general. Cada punto u de £ puede
expresarse como una combinacién afin de Pg y Py, es decir, u =uyPg + u; P4
con ug +u; = 1. Si ademas, se cumple ug,u; > 0, se tiene que u =uyPy + u, P,
es una combinacion convexa de Py y P, y divide al seamento [Py, P;] que es un
1-simplejo en la razon ug : uq. Vease la figura 1.3

10
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U1 Uo
Po - P4
[ S kU‘l } IKUO _

L

Figura 1.3: Un 1-Simplejo (segmento [y, [7] ) y la ubicacién de u = ugPo + us Ps.

b) Consideremos el tridngulo o 2-simplejo APoP,P, en R™ que determina un
subespacio (el plano que pasa por los vértices de este triangulo). Para cada
punto u € A PoP, P, existen ug,u;,u2 > 0 1inicos con ug + u; + ug = 1 tales
que u =upPo + u1 P + uyPy, esto es, a cada punto u € A PoP,P, le correspon-
den las inicas coordenadas baricéntricas (ug, uy,u3) y se cumplen las relaciones
geométricas mostradas en la figura 1.4.

Figura 1.4: Relaciones geometricas de las coordenadas afines (ug, uy,us) de u.

Para el caso particular en que se cumpla ug = u; = up = 1/3 , se tiene que
u =ugPo + u;P; + u3P5 viene a ser el baricentro del triangulo APoP,Ps.

Finalmente se debe notar que aunque las coordenadas del punto u € A PoP, P,
sean mayores a la unidad, las componentes de la coordenada barincentrica de u
relativo a APoP,P, se encuentran en [0, 1].

11



Definicién 1.10. El polinomio de n-variante de Bernstein de grado m es definido por

m m s Le >
BT{“‘J?“'}T"'! u’h} = 1 u‘l} 'u'] “1 1 = {1"-'1-:7']:'--1"1‘1) G EE?" 1 (111)
donde
m m! =
ut+u+..+u, =1y ( —_ ) =1 dgliyl...d,! sijif=m (1.12)
L 0 , en otro caso.

De esta definicion se obtiene la siguiente relacion recursiva:

1 ,sim=[1|=0
2 o
B%(uo, u1, -, Un) 1= 0“ ,si|i]|#m (1.13)
b u{,B?_L :Euﬂ"ul’ ..., Uy ) , €n otro caso
a=0 =t
donde €, = (0,....0,1,0,...,0)” € Z"*. En efecto:

a-1

a) Para m = |T| = 0 la relacién se cumple por la definicién de <

~-| 3
N~———

b) Para m = ITI >1:
— —
Sean i := (ig,%1,...,7n) € Z3H conig+i1+...+ip=m y i

De la definicion de BT_I. se obtiene

1 —€eaqa

g ) g
ZUQB’" - (uo,ul,...,u,n) :Zuu(—.-’"? Juguy e g

(to + iy + ... +ip)(m— 1)!

— 10,11 fa 1
= ST Ug Uy - 0.
20:23 1
m!

— ~ 10, 21 i

-1 1U" Ul H“ ..Hnr

LTHES RS

_ nm
= B—i.(uo,ul,...,un). |

De modo maés general los polinomios de Bernstein son definidos en espacius atines.
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Definicion 1.11. Siu es un punto de un n-espacio afin cuyas coordenadas baricéntricas
relativas a algin n-simplejo S son (ug, 1, ..., u, ), entonces los polinomios de Bernstein
de grado m definidos sobre S estan dados por

H'—:l{u] 1= H'l;-{uu, U, eyt ) (1.14)

donde ug > 0,u; > 0,..,u, >0y B%(w,ul,...,un) es el polinomio de n-variante de
Bernstein de grado m.

El siguiente Lema afirma que el producto de los polinomios de Bernstein de grado
m y k puede expresarse como un polinomio de grado (m + k).

Lema 1.12. (Producto de polinomios multivariados de Bernstein)
Para los polinomios de Bernstein B%.(u) y B%. (u) definidos sobre un n-simplejo S

se cumple
=) (&
B—’:‘-(u)B%»(u) = %B?ﬁ%(u) (1.15)
i+

Prueba.-El polinomio de Bernstein BZ. (u) es definido como

= — . . . -
donde u’ :=uguj..ulr, i = (i0,%1,--,%n),| 1 |=myuw+u +...+u, = 1.
Usando esta notacién y la definicion explicita de un polinomio multivariado de
Bernstein se obtiene:

BZ(u)B%(u) =(F)u’(5)u

+k
- (m-H ) i+
143
(3)(5)
o i J m+-k
— (l{‘*ﬁ.) BT+T(u) ]
i+)
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Teorema 1.13. Sean B‘:_l. (u),..., B;‘_. (u) polinomios de Bernstein definidos sobre un

k-simplejo S y sean Bf'™ (u) := B‘iil.(u) . B%n.(u), 1=(i,..., 1_,:) eIlgy =I5, x...x I3,

"

S
m

Entonces se cumple

B{™(u) = KI)B{™ (u), (1.16)

donde K(I) es una constante combinatoria dado por
(5 .. (B
K(I) =4t _im/
(HIH)
1|
Prueba.- Por Induccion Matematica sobre m y aplicando el Lema precedente se
obtiene este resultado. |

Definicién 1.14. Una funcién F : S — R® en forma de Bernstein- Bézier

F(u) = d+BT(u), u €S, :=(ig,....in), d7 €R%, (1.17)
|7

|=m
donde S es un n-simplejo , es llamado un simplejo de Bézier de dimension m.

Definicion 1.15. Un simplejo de Bézier de dimension 1 es llamado curva de Bézier,
un simplejo de Bézier de dimension 2 es llamado un tridangulo de Bézier, un simplejo
de Bézier de dimension 3 es llamado un tetraedro de Bézier.

Una curva Bézier puede expresarse en cualquiera de las dos formas: en forma
estandard como en (1.5) ; o como un simplejo de Bézier de dimensién 1:

F(Uo,ul)= Z d(io,il)B(To.i,)(’U-o,ul)-

|(io,i1)|=m

Definicién 1.16. Una funcidnr : S — R® en forma

Z wTdT Bm—l. (u)
|7 |=m —

, u €8, i :=(ip...,%#), d+ € R,
Z w7B_1?‘(u) 1 {.n L 1

-
| i]=m

r(u) =

donde S es un n-simplejo y w+ € R son los pesos, es llamado un simplejo racional de
Bézier de dimension n.
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11 X

vy don

Figura 1.5: Ejemplo de una superficie cuadratica de Bézier.
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1.1.3. Indices de los puntos de control

—_
El conjunto de indices i de los puntos de control d+ del simplejo (1.17) , estd dado
por
—_
i

Hg}n::{.

Introducimos una relacién de orden lexicografico "<’ para los elementos de este

= (io,...,in) € Z7" tio+ ... +in = m}.

conjunto mediante

.

= (i0,81---,%n) < J = (Jo,J1---,7n)s

si y s6lo si i, < jp para algin p € {0,1,...,n} y i, = j, para todo ¢ = 0,1,...,p —
1. Por ejemplo, el orden lexicografico para los elementos de 113,2 es

(0,0,3) < (0,1,2) < (0,2,1) < (0,3,0) < (1,0,2)
<(1,1,1) < (1,2,0) < (2,0,1) < (2,1,0 <( ,0,0).

Indices de triangulos de Bézier
Para los triangulos de Bézier de grado m se usan el conjunto de indices I§,. Por
ejemplo, para m = 2 se tiene

12, ={(0,0,2),(0,1,1),(0,2,0),(1,0,1),(1,1,0),(2,0,0)}

cuyas componentes pueden ubicarse sobre un arreglo triangular:

(0,0,2)
(1,0,1)

(0,1,1) (2,0,0)
(1,1,0)

(0,2,0)

y los puntos de control deben seguir el ordenamiento del triangulo por ejemplo

d(0,0,2)
d(01)

do,1,1) dizooy do € R?
d1.1.0)

d(0,2,0)

Estos puntos de control no son necesariamente equidistantes. tal como se muestra
en la figura 1.6 .
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d(0,0,2)

d{U,T,'i] d“.D,T}

d (2,0,0)

d.2.0)

d(1,1,0)

Figura 1.6: Distribucién de los puntos de control

Se presenta un algoritmo para generar los elementos de I, :

Para i:=0:(1):m
Para j:=0:(1):(m-1)
escribir(i,j,m-i-j)
fin
fin

Los elementos del arreglo triangular de los puntos de control d+ podrian almace-
narse en un arreglo rectangular, como sigue:

d(010»2) d(l,O,l) d(2,0,0)
D := (D;;) := | d@1,1) dg,10 *
d20  * *

y para accesar al contenido de d; jx) se usaria d; k) := Dj;1,i41. Pero lamentable-
mente existe un desperdicio del espacio de almacenamiento; no se estd usando D), ;
para ¢ > j. Para evitar este problema otra posibilidad seria utilizar un arreglo unidi-
mencional Sy almacenar d+ siguiendo el orden lexicografico de sus indices:

S = (Sp) = [d(00,2) d(0,1,1),9(0,2,0) d(1,0,1), d(1,1,0), A(2,0,0)] "

En este caso se cumple que d; jx) := Sp, con p := %1(2 *m—1+3)+j+1, donde
m es el grado.

17



Indices de tetraedros de Bézier

Para los tetraedros de Bézier se usan el conjunto de indices Ig;. Los elementos de
este conjunto pueden ser obtenidos mediante el siguiente algoritmo

Para i:=0:(1):m
Para j:=0:(1):(m-1)
Para k:=0:(1):(m-i-j)
escribir(i,j,k,(m-i-j-k))
fin
fin
fin

Los elementos de [; forman un arreglo tetraedral. Para m=2, el arreglo tetraedral
de los puntos de control d— es mostrado por niveles en la siguiente figura:

Nivel cero Nivel uno Nivel dos
d(0,0,0,2)
d0,1,0,1) d1,00,)
d(0,0,1,1) d(0,2,0,0) d(1,100 | d2000)
d(0,1,1,0) d(1,0,1,0)
d(0,0,2,0)

Figura 1.7: Puntos de control en un arreglo tetraedral (m = 2).
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Los elementos del arreglo tetraedral pueden ser almacenados en un arreglo unidi-
mensional

S:=(S;):=[d=,dw,... ’di_,,']T’ p = card(I5}s)

io? i
—

y donde ip < i} <...< ip.

Una propuesta para accesar a los elementos d , seria generar un arreglo de indices
rudires e T . Yy e

Ind := [ip, i1,..., i, |* y ubicar la posicién ”¢” donde se encuentra i en el arreglo

Ind y luego asignar d—:= S, esta solucién requiere de un gran nimero de bisquedas

y comparaciones. Otra posibilidad de accesar de manera directa al contenido de d-

—-) . . . .
con i = (o,1;,1%,13) es usando
m+1
d—:= Sgq, 9=7 le(p+1)+i1(2*z’0—z’1+3)+i2+1.
p=io—

1.2. Curvas B-Splines

Definicién 1.17. Se dice que T := (...,t_5,t_1,%0,%1,t2,...) s una secuencia de
nodos, si la sucesion {t;}rez C R es infinito , mondtonamente no decreciente y tal
que lim t; = foo.

t—=to0

Definicién 1.18. Dado la secuencia de nodos T := (..., t_o,t_y,t0,t1,t5,...) , para
cadai € Z y k € N se definen la funciones B, : R — R por

L 1 ,Sit,gf<ti+1
Bua(t) = { 0 , en otro caso (1.18)
B, (t) == w; () By () + (1 = wiyq 4 (1)) Birpa(t), b =2,3,... (1.19)
donde w; s : R — R estan definidos por
At i <t<t
“"l.kl!} .= :"I'I'I,--—I _ f[ ' Si f :+k_] (120)
0 , en otro caso,
Las funciones B;,, k = 1,2,..., son llamados B-Splines de orden k (o de grado
(k — 1)) respecto a la secuencia de nodos T.
Definicién 1.19. Dado la secuencia de nodos T := (..., t_9,t_1,to,t1,t2,...) con
l; < tiyx paratodo k en Z. A la curva
X(t) = ZdiBi,k(t), di € R2 o Rd (121)
1€Z

se denomina un Spline de orden k. Los coeficientes d; son llamados puntos de Boor o
puntos de control. Si ademds [a,b] C R, se dice que C:x[a, b] es una cnrva B-Splines
de grado (k — 1).
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En la préctica con frecuencia se trabaja sobre un intervalo [, )] y con una secuencia
de nodos finitos llamado vector nodo.

Ejemplo 4. Para el vector de nodos T := (ty,t;,1,13,t4,15) = (0,0,0,1,1,1) y k = 3,
calculamos los B-splines de orden 1, 2y 3:

Boi(t) = By1(t) =0, teR
1, 0<t«l1

Baa(t) = 0, en otro caso
Bg,l(t)=B4()_0 tER
Boa(t) = woa(t)Boa(t) + (1 — wi(t))B1a(t) =0, teR
1-1, 0<t<1
81 2“] 'Il‘.-"1-:“]H] '[” -+ (1 — Wy Q[f}]Bg](ﬂ} = 0, en otro caso
t, 0<t<1
Bualt) = waa€)Baa(t) + (1~ wea®)Bia(t) = § & 2SI<L
B3a(t) = waz(t)Bsa(t) + (1 — wap(t))Baa(t) =0, t€R
1-t, 0<t<1
Boa(t) = woa(t)Boa(t) + (1 — wi(t)) Bra(t) = { 0, en otro caso
2%(1—t), 0<t<]1
Bra(t) = wia(t)Bralt) + (1~ was(t)) Baalt) = { 2 st
te, 0<t<1l
Baa(t) = waa(t)Baa(t) + (1 — wsa(t)) Baa(t) = { 0, en otro caso.
De esto se obtiene B;3(t) = B%(t), te€[0,1>, i=0,1,2

En general el B-spline  Bix(t) =0,(i=0,...,k —1) deorden k € N respecto
al vector de nodos
T := (5’0 =0,...,k=0=1,...,tua_ = 1.),

o Y
— —

k k

restringuido al intervalo [0,1 > se reduce al polinomio de Bernstein Bf~!(t) de grado
(k—1), esto es, para t € [0,1 > se cumple

Bik(t) = (k B !

()

)ti(l — )t =B 1), i=0,... k-1
para mayores detalles revisar L. Piegl [Pie 95].

Observacion:

e Parat € [t;,t,;7 > en T, se cumple:

x(t) =Y d;B.,(t) = d;B; (t). (1.22)



Si el vector nodo T := (tp, tps1,- - ., tpsnik) satisface

Ep = tp-H = tp'Hc"].: a < tp+k S S tp+n <tp+n+1 = tp{-n+2 == tp+n+k= b,
K k
(1.23)

se obtiene la curva B-Splines :

pn

=3 diB(t), di€R? t€ o] (1.24)
Ademas esta curva pasa por los puntos de control d, y dpyn ( X(a) = d, y

x(b) = dpin)-
Para p = 0, se obtiene

=3"d:B;(t), di€R? te€[ab]. (1.25)

Para p = —k + 1, se obtiene

n—k+1

> diB(t), d,eR’, tea,b].
i=—k+1
Para el vector nodo T(n, k) := (to,t1,---,tn+s), definido por
0 ,parat=0,..., k-1
ti;=4 i—k+1 ,parat=k,...,n (1.26)

n—k+2 ,parat=n+1,...,n+k,
donde los nodos tg = 0y t,4+; = n — k + 2 son nodos de multiplicidad k y
t; <tiy1,71=k,..., n, se obtiene la curva B-Splines :

=5"diB;(t), d;€R® te€la,b=[0,n—k+2 (1.27)

que pasa por los puntos de control dg y d,.

Usando el resultado del ejemplo anterior, se obtiene la extensién para un B-
Spline trivariante

ngkykz u,v, 'LU ZZ Zb JAB B ( )Bi,k;(w) (128)
1=05=0 k=0
donde
u€e0,n—ks+2, ve0,m—k,+2], wel0,l—k,+2]

y los vectores nodos T(n,k;) , T(m,k,) y T(l k,) estan definidos por (1.26).
Mas adelante sera utilizado éste resuitado.
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1.3. BLOSSOMS
Definicion 1.20. Sean P y Q dos espacios afines de dimension finita.

Una funcion H : P — Q es llamado afin , si preserva las combinaciones afines,
esto es, si

H(Ztkuk) = ZtkH(uk),Vul,...,uk € P, tl,...,tm € R, Ztk =Ny
k=1

k=1 k=1

NOTA:

e SiP:=Po+V,:={Pp+v/ve V}yQ:=Py+V,:={Py+v/v €V}
son dos espacios afines representados como en la ecuacién (1.7), entonces cada
funcién H : P — Q puede ser expresado en la forma

H(Po + v) = H(Po) + ¢(v),

donde ¢ :V; — V, es una aplicacion lineal. Por consiguiente, cada funcién lineal
es una composicion de una aplicacion lineal y una traslacion. En particular se
tiene:

H es afin <= H(x) = Ax+ v, A € R¥¢

e Las funciones afines tienen un significado geométrico. Por ejemplo, para un
triangulo APoP Py vy u =Py + ©;P; + u,Py € APyP,Py se cumplen las
proporciones geométricas que son mostradas en la figura 1.8.

Definicién 1.21. A una funcién h : P* — Q de n argumentos multiafines, se dice
que es n-afin o multi-afin, si y sdlo si es afin en cada uno de sus argumentos cuando

los otros argumentos permanecen fijos, es decir, sl Uy, ..., Ug_1, Ug41,- .-, Um € P | se
cumple
h(U], ceey, Uk, (1 - t)u + t'U, Uk 41,y - -- ,Um) = (1 — i,)h(ul, ey Ug—1, Uy Uk+1y - - - ,’U.,n)

+t’h(u’1. ’uk—17v7uk+1,"'7uﬂl)’ V'U,, v EP, teR

Definicion 1.22. Se dice que una funcion H : P — Q es un polinomio de grado n,
si es posible elegir un sistema de coordenadas cartesianas para P y Q donde cada
coordenada de H(u) puede ser expresado como un polinomio de grado menor o igual a
n y al menos con uno de ellos de grado n en las coordenadas del argumento del punto
u.
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I

Ry F H(P)

S

e -
Po e £ .
H(Po) H(Py)

Figura 1.8: Significado geométrico de una funcién afin.

Ejemplo 5. Una funcion H : R? — R es una funcidén polinomial de grado n si y sdlo
si H(uy,...,uq) es la suma de términos de la forma
q
cuf‘,...,ukq, ky,...,kq €24, ij <n

q
=1

y donde c es una constante. La funcién polinomial H (u;, up) = 2u?ul + 2u; +u3 es
de grado 5.

Definicién 1.23. Si P es de dimension uno se dice que la funcién polinomial H :
P — Q es una curva polinomial y cuando P es de dimension dos se dice que H es una
superficie polinomial.

Ejemplo 6. Para P = R? Q = R?, la funcién polinomial H : P -+ Q definido por
H(v,w) = (v+ w? + 1,vw + v) es una superficie de grado dos o superficie cuadrética.

Definicién 1.24. Una funcién h : P* — Q n-afin se dice que es simétrica si esta
funcion se mantiene constante para cualquier permutacion de sus argumentos, es decir,
sl

h(uy, ..., w0, u) =h(uy, o uy g, u,), V=100 0, ... € P

La prueba del siguiente resultado se puede encontrar en [Ram 87].
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Proposicién 1.25. El principio de Blossoming (afin variante):

Si P y Q son espacios afines de dimension finita, entonces las funciones poli-
nomiales H : P — Q de grado n son equivalentes a funciones simétricas n-afines
h: P" — Q. En particular, dado una de estas funciones existe una unica funcién del
otro tipo que satisface la identidad H(u) = h(w,...,u).

La funcién h es llamado el blossom multi-afin de H y a la funciéon H se le denomina
la diagonal de h.

1.3.1. Los Blossoms de las curvas de Bézier:

Sea H: R — Q una curva polinomial de grado n y sea h : R" — @ su blossom, esto

es, h es la tnica funcién simétrica n-afin que satisface H(u) = h(u,...,u) para todo
uen L.
Consideramos el segmento [s,t] CRy h(w,...,u,) conu; € R;2=1,...,n cada

argumento u; de h puede expresarse como una combinacién afin de puntos s y t :
U; — 8 , — §
w - (122, ()
l—s l—s
l — uy (u,- — s)
= H s+ L.
pae— t—s

como h es afin respecto a cada uno de sus argumentos u;, se preservan las combina-
ciones afines, esto es,

i

\
15

h(up, ..., %, .. ,uy) = (z
+(

Aplicando en cada uno de los argumentos de h , se obtiene:

(=)

iel t—s

)h(ul;'"7ui—1187u1+13"'7un)

|
@«

e }h(ul,... ,u,-_l,t,u(H,... ,Un)

an
|
Il

I1 (ui - 8) h(s, st ,t)  (1.29)

icJ t—s e

h(uy,...,u,) = Z
plae 1

1UJ={1,2,...,‘n}

que es una sumatoria con 2" términos.
A partir de esta identidad, se obtiene que la funcién simétrica y n-afin h: R* — Q
esta completamente determinada por los valores particulares:

h(s,s,...,s,s)
h(s,s,...,s,t)



Sean dy, . ..,ds (n+ 1) puntos en Q. Una funcién simétrica y n-afin h : R* — Q

definido por
Uy — S
d
) I1 ( — > #())

h(u,...,un) = > H(

INJ=¢ €l teJ
uJ={1,2,...,n}
tiene la propiedad
h(s,...,s,t,...,t) = dy,
et N
n—k k

donde #(J) denota el nimero de elementos de J y con esto se ha probado la siguiente:
Proposicion 1.26. La férmula

h(s,...,s,t,....t)=ds, k=0,...,n
S N
n—k k

dd una correspondencia uno a uno entre la funcion simétrica multiafinh: R* — Q y
las (n + 1)-uplas (d,, ...,ds) en Q.
Proposicion 1.27. (Segmento de una curva de Bézier)

La formula de la proposicién anterior, provee una correspondencia uno a uno con
la curva polinomial H: R — Q de grado n y (n + 1)-uplas (d,,...,d,;) de puntos en
@, donde h en la proposiciéon anterior denota el blossom de H . Ademas, los puntos
d,,...,d, son los puntos de Bézier del arco de curva H([s,t]).

Prueba.- Sea

deB" ("::;) (1.30)

una curva de Bézier de grado n , con los puntos de control d,, . ...d,.
Siendo H(u) la diagonal del Blossom h(u, ..., u), u € L, sustituyendo u para cada
uno de los u; en la ecuacién (1.29) , se obtiene

H(u) = h }:B"(_Z—> h(s,...,s,t,...,t), k=01,....n. (1.31)
t— s \-.-..,_/Bv—/
n—~k k

Comparando las férmulas dadas por (1.30) y (1.31) se obtiene finalmente

dk=h(3,...,8,t,...,t), k=0,1,...,n.



Ejemplo 7. :

La parabola H(u) = (u,u?), u € [s, ], tiene como su blossom a la funcién

h(uy,uy) = (———- U U | vy los puntos de Bézier estan dados por:

do = h(s,s) = (s,s?)

d; =h(s,t) = (H:f,si)

d, = h(t,t) = (¢,1?)

Ahora si t divide al segmento [s,t] en la razon u) : ug se tiene t =ups+ uit y
se cumplen

(t,s) = uph(s, s) + u;h(s, )
ugo h(t,s) + v h(t,t)

De esto se obtiene

Con esto se tiene un medio geométrico para ubicar o evaluar un punto H(t) =
h(t,t). Para el intervalo [s,t] := [-1,2],t:=1y up = 1/3 y u; = 2/3. esto se ilustra
en figura 1.9.

A partir de una afirmacién de DeRose [DeRo 88|, se obtiene el siguiente resultado
para curvas de Bézier.

Proposicion 1.28. La funcién h! : R" — RP? (I > () definido por h'(u,,. .. w) :=
h,(uy,...,u;d) con i fijo es el blossom de la curva de Bézier H'(u) = El: diHB;-('u.)
donde d :=(d;, ..., di1) ¥ .
{u—ug¢+uﬂﬂl sil=1

(1 —w)hi(wy,. .., w-1;d) + whyyi(uy, ..., w-y;d) , en otro caso

h;(us,...,u;d) =

Prueba.- Debido a la unicidad del Blossom de un polinomio, sera suficiente probar
que h' es simétrico, n—afin y h'(u,...,u) = H!(u). Lo cuil se va a probar por
induccion completa sobre [ :

l=1: Se cumple

hl(y)) = hy(u;d) = (1 —w)di + uidiy,
= d;Bj(u) + d.y1 By (u)
= I‘I“ZHZJ
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‘ ' ' ' h(t:t)=d[2] |
ar
3 - -
21 | /2 hty) T
h(s,s)=d[0] ]
1T 3 HO=h(.})
or —y — —
h(s.t ; i
b (sb
: | N 4
-2 h(s.t)=d[1]
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
X
Figura 1.9:

27



y h?(u;) es simétrico y 1—afin.
Hipdtesis Inductiva:

a) h'=1(wy,...,u_,) es simétrico y (! — 1)—afin.

b) H(v) = h'"Y(u, ..., u).

(t-1)
Veamos para [ :

a) De la definicién de h' y la hipdtesis inductiva a), se obtiene que es [—afin y para
la simetria serd suficiente probar que h;(u;, ug, . . ., w_,w;;d) = hy(w, ug . .., w—y, uy;d).
De la definicién de h' y de hipétesis inductiva (a) se cumple:

hi(ug, ..., upd) = (1 —u)hi(wy, va, ..., u_n, w3 d) + whyy i (ug, ug, ..., U, Uppid)
= (1 —w)hi(w_,up, ... w0, up;d) + wh, (g, us, ..., uj_o, uy;d)
= (1 —w)[(1 — wy)hi(ryy, ua, ..., w_o;d) + uphyyy{w_y, wa, . .., w_n:d)]
+ (1 — vy Yy (wy_y, g, .., g d) + uyhyo(ty_y, ug, . . ., w_yp: d))
= (1 - u)[(1 — w)hi(w_1,ug, ..., w-2:d) + whep(w_y, ty, ..., w—y: d)]
+ug[(1 — w)hyy g (g, us, . . ., g, d) + why (g, ua, .. ., tuy_o:d)]
= (1 — uy Yhy(wg—q, s, ..., g, d) +uyhy g (woy. we, - wmo, u d)]
= (1 — uy )h(wy, ug,. .., yn, iy d) + wyh g (g, ug, oo weg, wmy; d))]

= hi(ub Uy, ..., U—2, Uj—1, Uy, d)-

b)
hi(u,...,u) =h;(u,...,u;d)
N e
'
= (1 —u)h;(u,..., w,d) + uby g (u, ..., u; d)
'1-...—.\,..-—- ——
-1

= (1 u}H' o u}—*- uH,“{u}
3
= (1~ u) Zd B Yu)+ u "'7' d,“,',nj'l[rr.}
_J'

i+~

1 -1
= (1-v) 5 di B (W) +u S
!I

I--'I
T- diy; B —1'[“']'
_;.-_-[ I

i=

= (1—u)d;By ' (u) + ]{1 — u) By (u) + uBiZ  (u)ld,y 5 + ud, B= (u).

.T

De la definicion y propiedad recursiva de los polinomios de Bernstein | se obtiene:
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-1
bhi(w,... u) = Bi(u)d; + Z d,~+jB;-(u) + Bj(u)di4

l =1

=" dyy;Bi(u) = Hiu).
=0

Definiendo

b®.=qd;, i=0,1,2. ..

b .= hy(u,...,u;d), i=1,2,...
R

i

se obtiene el conocido algoritmo de de Casteljau:

dy =: bg"’
by,
d, = b{" bg”
b{"
d, =: b’ by?
b by’ = H(u)
d; =: by’ :
I A
: S
d = bso)

donde b :=(1-wb{™ +ubly’ =12 ..

!
Corolario 1.29. (Algoritmo de de Casteljau) Sea H(u) = 3° d;Bj(u) una curva de

7=0
Beézier. Sean

b?:=d,, k=0,1,2,...,1
bl == (1 —ubl ™ +ubf,l, i=1,2,...,0, k=0,..,01—i
kT k k+1 » . Lt IR A | EIRRA ]

Entonces H(u) = b,
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1.3.2. Los Blosssons de superficies de Bézier
Ahora se va a desarrollar algunos resultados para superficies de Bézier.

Proposicion 1.30. Sean P y Q dos subespacios afines, S := (Py,Py,...,P;) un
simplejo en P donde los vértices Pg,P;,... P, se encuentran en posicion general.
Una funcidn simétrica y n-afin h : P* — Q estd completamente determinada por sus
imagenes evaluadas en los argumentos Py, Py, ... P,. En particular, la formula

h(Po,...,Po,P1,...,Py,...,P;,...,P) = d

- = -

. 20 1) _’11
- R - - . l+1 - - . O
Vi .—(Zo,l],...,l()€Z+ = |1|—2()+21+...+z,—n,

provee una correspondencia uno a uno entre funciones simétricas n-afines h y arreglos

de ("“) puntos (d_.) en Q.

Prueba.- Como Py, Py, ..., P, se encuentran en posicion general, cada punto u €7,
puede escribirse de manera unica como una combinacién afin de puntos, en la forma

u=u0P0—+—u,P1+...+u1P1

Siendo h : P* — @ una funcidn simétrica y n-afin, expandiendo el primer ar-
gumento u(l)zu(()l)Po + ugl)Pl + ...+ ufl)Pl de h en términos de Py, P;,.... P, . se
obtiene

h(u®, ... u®™) =u{"n(P,, u(2) S u™) 4+ oPR(P u® L u)
+ ...+ u, h(Pl,um,. o um),

Expandiendo de manera 51m11ar cada uno de los argumentos
u® = )P(] + ulz)P +... .ty )P[ de h, se obtiene

h(u(]), o Z Z Z U(l)“(z) <(1:1) h(Pg,,Pg,....Pg,).

91=0 93 =0 gn=0

De esto se deduce

hu®,...,u™)=5 ] «f® I] ... [T w*h(Po,....Po,Pr,... . Py, Piy. P

;€T ig€lp 1€l 3 €l i 7;- 2

(1.32)

donde T = {l; : I; (i = 0,1,...,1) es una particién de {1,2,...,n}}. Para [, = ¢

se considera [] uff“ := 1 y no debe aparecer P, en el argumento de h lo que equivale
iq€lq

adecir que aparece ” 7, := 0 veces”. La sumatoria obtenida tiene (/ 4 1)" términos.
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Proposicién 1.31. Sea A' un subespacio afin de dimensionl y S := (Po,Py,...,P))
(I < d) un simplejo en A' con los vértices Py, Py, ..., P, que se encuentran en posicion
general . Sea I : A! — R? un polinomio de grado n y h : (A")" — R? su blossom.
Entonces la red de control de Bézier de I relativo a S (de lo que corresponde a H(S))
son los valores del blossom:

d_T. == h(PO)v--;POaPI,---,Pl,---,Pl;---,PQ
. e o om— o D ~
20 1] B
para todo 1 := (ig,%1,...,4) €EZ con |i|=dp+4;+...+i =n.
Prueba.- Si todos los argumentos del Blossom h(u?,... uY) son iguales a u =

uwoPo + ©1P1 + ... + 4Py, los (! + 1)" términos de la sumatoria dado por (1.32). se
reducen a

h(u,u,...,u) = Z (l—'i“l)ug’ui’ ...’U-flh(P(),...,Po,Pl,...,Pl,...,p[,...,Pl)
"-.—.M,_-—r'- o - L — -

i
|i|=n

L1 11 L7

De la definicién 1.11 del polinomio l-variante de Bernstein de grado n se obtiene

h(u,u,...,u) = Z B%a(uo,ul,...,u,)h(PO,....PO,FI,...,PL,...,P,,...,P,).

i

— s
| i|=n 0 1] Yy

Comparando con la definicion de la representacion en forma de Bernstein-Bézier.
se obtiene el resultado buscado.
=
Para | = 2, resulta:

Corolario 1.32. (Pedazos de Superficie triangular de Bézier)

Sea H : A —» R? un polinomio de grado n y h: (A?)" — R su blossom. Sean
Py, Py, P, los vértices de un tridangulo de Bézier APoP,P,, entonces los puntos de
Bézier con los cuales es controlado el pedazo de superficie triangular H{(AP,P,P,)
son los valores del blossom

coni+j+k=n ijkeZ,.

Ejemplo 8. : El paraboloide S : z = x? +y? estd definido por el polinomio cuadratico
H : R? — R3 H(u,v) = (v,v,u? + v?). El blossom h : R? x R? — R? de éste

uy +uy v+ Uy
g 2_’u'1'“'2+'“1'“2)

polinomio cuadrético H(u,v) estd dado por h(wy, w3) = (

donde Wy = (u1,71) y Wg = (ua,v2).
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Consideremos el triAngulo APyP,P; con Py = (0,0), P, = (0,1), P, = (1,1),
luego se tiene que H(APoPP;) define un pedazo tridngular de la superficie cuadratica
S, tal como se aprecia en la figura 1.10. Los puntos de Bézier estan dados por

d(l,O,l) = h(P07 PZ) - h((0,0),( ) )) = (1/2’ 1/2’ O):

Figura 1.10:
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Los Blossoms de simplejos de Bézier.

A partir de una afirmacién de DeRose [DeRo 88|, se obtiene el siguiente resultado
para simplejos de Bézier.

Teorema 1.33. Sea H™.: R" — R un simplejo de Bézier de dimensién N

HZ.(u)= Y d4,$B%(u), ueRY, i czl* dp 5 eRY T, €zl

i+ i+
|3 1=m

La funcién h™: (RN)m — R? definido por h™(uy,uy, ..., u,,) == h=(u;,uy,. .., upy;d)

con i fijo, es el blossom de H™(u), donde

N

o :
ufd—, sim =

ago 1T i+ean ’ 1

h—(u;.uy,.... u,;d) :=
Py .
E_ u,mh—i~+?a“ (uy,...,4,_1;d) , en otro caso.
. N ] 0 N . ’, .
donde i € ZY*! y w),... up, son las coordenadas baricéntricas de u,, respecto

al dominio simplejo de H™ y d es el vector que contiene a los puntos de control de H™.

Prueba.- La prueba es similar a la prueba de la Proposicion 1.29. Debido a la uni-
cidad del Blossom de un simplejo de Bézier, sera suficiente probar que h™ es simétrico.,
m—afin y h™(u,...,u) = H™(u), lo cual se va a probar por induccién completa sobre
m:

m = 1: Se cumple que

N
hi(u) = h—(u:d) = > u®d~+
a0

—a. 1 . 1 1
—di+?1BT+?l(u)+"'+dl+9N+1 |+eN1(u)B](U)
= H'(u)
y h'(u) es simétrico y 1—afin.
Hipotesis Inductiva:
a) h™ !(uy, ..., um_;) es simétricoy (m — 1)—afin.
b) HH (u) = b (u, .., ).
1 (3 N
(m-1)
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Veamos para m:

a) Para la simétria seré suficiente probar que
h—(u ... 0, . 0,:d) = h—(upm, vy, ..., up_g,u;: d)

De la definicién de h™ y de hipétesis inductiva (a) se cumple:

N
hr(ug,ug, ... Uy, Ui d) = > uphe o (W, vy, Un g, upy;d)
—o

J— &« .
= _5_ umh—i~+?a+1 (Wp_q, 1, .., Uy g, u;;d)
a:[)

N N
p— a o4 .
- Zumzulh_l‘_*_? — (Um_],uz,...,unl_2,’d)
a=0 2_0 a+1

Cambiando el orden de las sumatorias y usando la definicién de h™ se obtiene

N N
h—(uy,u,, ..., Wi Uad) = Z u® Z uphs o e (W1, U2, . Uyy_g,: d)

a -
Z ’U.] h_’|‘+;‘a+] (um—h uz, ..., 1lm—2, Uy, d)

a=0

Aplicando nuevamente la hipétesis inductiva (a) se obtiene finalmente

N
. — (e .
h—(u;,uy, ..., Up—1,Um; d) = Z uth, o (Um, U2, ..., Um_2,Up_1:d)
a=0
- hT(“ma Uz, ..., Wy—1, U1, d)

Con ésto queda establecido que h™(uy, ..., u,,) es simétrico. Luego, para probar
que h™(u,,...,u,,) es m—afin, sera suficiente probar que ésta funcién es afin en su
dltima componente; esto es, se debe probar que la funcién o(u,,) := h™(uy,...,u,,)
es afin.
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Veamos que o(u,,) := h™(uy,...,u,,) es afin:
T

Sean [, ..., Bp niimeros reales tales que Z B, = 1. De la definicion de h™ se obtiene
p=l

m

rr(z .{ij.,um_,;} = hm(ul, o, Uma, Z}ﬂpum.p)
p:

p=1

N n

= Z (Z ﬁpufn,p)hT+—9‘a+l (ul y U2, . .. , Um—-2, Wy -1, d)

a=0 p=1
n N
a .

= Z IBP Z u"l,PhT-}-_e‘a_H (ula Ug,...,Wn-2,Um-1: d)

=1 a=0

= Z ﬁph—i‘+?°+l (ul yUg, ..., Um-2, Um—1, Ump; d)

b) De las definiciones de h™, HT. y de la hipdtesis (b) se obtiene

h™(u.....u) =h—;(u,...,u;d)
e N——

(m) (m)
— Z'U,ah—‘ u’uuﬂd)
h\/—J

i +€a+l
(Tn—l)

— Z uaHm 1 (u)

i+eo4

= Z'Uva Z d(l+ea+l) B") l( )
a=0

—

| j]=m-1

—_—

— N -
Mediante el cambio de indices k = €441 + ]

N
m-—1
h™(u, ..., u) Z “‘adT+(-e‘o+,+T)B(T+?o+,)—?u+a (u)

—'. —
|j+€am1l=m

u® m—1
Z d—l+kBk—?o+1(u)'



De la definicién y propiedad recursiva de los polinomios de Bernstein de N-variantes
(1.13), se obtiene:

h'“[\__v_’ Z dv, v ZUQB':-_90+1 (u)
() |k|_m
Z dT+?B—‘ u)
|k|=m
= H%.(u).
]

A partir de éste resultado definiendo

b(o —d |?|=m
b(_’. = Zu“h?+e L ugid), i=1,2,

se obtiene el algoritmo de de Casteljau para simplejos de Bézier :
Corolario 1.34. (Algoritmo de de Casteljau para simplejos de Bézier)

Sea H’%: R"Y — R? un simplejo de Bézier de dimensién N :

+

H™"(u)= Y d+B%(u), ue R® d R’ § ez

13 |=m

X
N
(¥) e |- T N+1 ; _ Tl — o 4
b_.—z bk+ea+1 k €eZV* i=1,2,....m, | k|=m—1
a=0
donde w2, ..., uN son las coordenadas baricéntricas de u,, respecto al dominio sim-
plejo de H™.

Entonces H(u) = b(_o.m).
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2. DEFORMACION DE FORMAS LIBRES

En ésta seccidn se da una corta explicacion del significado de la deformacién de un
solido encerrado en una caja como se encuentra descrito por Sederberg y Parry [Sed

86] y Bézier [Béz 78.

2.1. Definicién de una caja Q = (P,,U,V, W) en R?

Sean U,V y W tres vectores linealmente independientes en R3. Los vectores U, V
y W con origen en el punto Py = (g, Yo, 20) definen la caja Q =(£, U, V, W) | lo
cual es ilustrado por la figura 2.1.

Figura 2.1:

Un punto P(z,y, 2) est4 en la caja Q si y sélo si existen u,v,w € [0,1] , tal que
P := Py + uU+vV+uwW. (2.1)

Las coordenadas locales (u, v, w), pueden obtenerse resolviendo el siguiente sistema

lineal

(U, V, W) ( . ) ~P - P, (2.2)

w
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En caso de que U, V, W sean ortogonales también puede utilizarse

(P=Py)(VXW)  (P-Py)(UxW)  (P—Py).(UxV) (2:3)
T U(VxW) 7 V.(UxW) W.(U x V) '

donde ’. 'y ' x' denotan a los productos escalar y vectorial respectivamente.

2.2. Red de puntos de control de la caja

La caja QQ es marcado con una red de puntos de control:

L,
by = Po+ ~U+tLlV+-W (2.4)
n m l

connm,leN, 0<i1<n, 0<737<m, 0<k<L

La red de puntos de control esta definido por (n + 1) planos que son paralelos con
el plano VW (m + 1) planos que son paralelos con el plano UW y (I 4+ 1) planos que
son paralelos con el plano UV, tal como se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2:

2.3. Polinomios trivariantes de Bézier

Cada punto (u,v,w) de la caja Q puede ser representado como

(u,v,w) iii b; i BY (w) BT (v) By (w) (2.5)

1:=0 j=0 k=0
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port = 3 0;BP(t), donde b; = i/n, i = 0, ..., n.
1=0

Cambiando los puntos b; ;; definidos por 2.4, se obtiene una nueva red con nodos

l’;i'j'k . Entonces las coordenadas locales de cada punto (u,v,w) € Q pueden ser
desplazadas al punto (4,7, @) de la siguiente manera

n m |
(@,9,@) =3 > > by;xB (u) B} (v) By (w). (2.6)
i=0 j=0 k=0

El resultado es una caja-de-Bézier.
Afirmacion:

e No es cierto que la caja-de-Bézier sea una combinacién convexa de todos puntos
b; jx, mientras que los puntos (%,7,1) son una combinacién convexa de los
puntos b; ;.

e Superficies que se encuentran en la caja pueden ser transformadas en una su-
perficie de Bézier.

e De este modo cualquier superficie definida en este caja. puede ser deformada
mediante éste proceso, moviendo los nodos de la red.

2.4. Deformacion de un obj)eto dentro de la caja:

Un objeto S de forma arbitraria puede ser deformada de la siguiente manera:

Sea Q =(£, U, V, W) una caja y S un objeto que esta en el interior de Q. Una
deformacién de Q causa una transformacién de todos los puntos interiores de Q y por
lo tanto de todos los puntos de S.

2.5. B-Splines trivariantes
En este caso consideraremos, por comodidad, los vectores
U :=(a’ 0’0)’ V :=(07l), 0)’ “f :=(07 07 C)7 a?b7ce R+’

que son paralelos a los ejes de coordenadas. En este caso los puntos P(z,y,z) de la
caja Q , satisfacen

o<z <zp+a
Yo<y<yo+tb
pw<z<zz+c
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Coordenadas Locales de un punto

En la seccién (1.2) se da una breve introduccién a los B-Splines. En el caso

particular donde el vector nodo T(n,k) := (to,ty,.-.,tnsk), esta definido por
0 ,para1=0,... k-1
t;:==¢ 1—k+1 ,parai=k,...,n

n—k+2  parai=n+1,... n+k,

(2.7)

es decir, los nodos {9 =0 y 41 = n —k + 2 son nodos de multiplicidad &k y

t; <tiy1, 1 =Kk,...,n, se obtiene la curva B-Spline

x(t) =3 diBii(t), d;€R’, t€a,b]=[0,n—k+2]

1=0

que pasa por los puntos de control dg y d,,. De manera similar se obtiene la extension
para un B-Spline trivariante. Dados los ordenes k;,k, y k. con k; < n+2,k, <m+2

y k; <!+ 2 de tres B-Splines se cumple
n m [
X kok, (8, v,w) = Z Z Z b, i Bik, (u) B, (v) Bug. (w)
1=0 3=0 k=0

donde
u€(0,n—k,+2, ve[0,m—k,+2, wel0,l—k. +2]

y los vectores nodo T(n,k.) . T(m, k) y T(l,k.) estan definidos conforme a 2.7.

Definicién 2.1. : Las coordenadas locales (u,v, w) de la caja de un punto P(z,y,

R?® estdn definidas por :

u = ((z — zo0)/a)(n — kz + 2)
v=((y — y0)/b)(m — ky + 2)
w=((z = z0)/c)(l — ky + 2).

De esta definicion se concluye de inmediato que
ue0,n—k,+2, veE[0,m—ky+2], wel0,l—k,+ 2

En este caso el punto (u,v,w) del caja Q se pueden representar como

il /] i N :
(wo,w) =33 ST by BE (w) B (0) B (w)

=0 3=0N5=0
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r Zmax

Po Ymax v

rmmu

Figura 2.3: Construyendo una caja.

moviendo los puntos b; , x se obtiene una nueva red con nodos b; j; y el punto (u,v,w)
se desplazara al punto

n

m
@0,0)=3"3

=0 =0k

n[\/]-

B o BED () BS (v) B (w)

De este modo cualquier superficie definida en este caja Q, puede ser deformada
mediante éste proceso, moviendo los nodos de la red.

La idea dada en esta seccidn, es también aplicable a otros tipos de representaciones
de superficies.

2.6. Implementacion

Dado un conjunto de puntos P = jP—; = (P—; o Py o Py ,) € R3/ iel } que
describen a un objeto S en el espacio, donde I es un conjunto de 1nd1ces que relacionan

a los puntos de P.
Observando la figura 2.3, se obtiene el siguiente algoritmo para construir una caja

Q= (P,,U,V,W).
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Algoritmo para construir una caja Q = (P,,U,V, W)
o [ o . . 3 . Y
ENTRADA: © =\P7=(Pr Py, P ) €RY/ i €1
con junto de puntos que describen a un ob jeto

Topin = min{P—* /1 el!l ax (= Max {P—i-'m/Tre I}
Ymin 1= min { Pr /1 EIi, ymaxzzmax{P—.‘ /_ibel\'
i A

Ziini= mlan—i'.z/l el Py Zmax 1= max{P—i' i EIJ>

pO = (xmm, Ymin> '-'mm)
U := (Tmax — Tmin,0,0)
V = (anmax — Ymin, O)
W= (O, O, Zmax — "mm)
SALIDA: Q= (P,,U,V,W) la caja que contiene el objeto S. |

Una vez que se ha obtenido una caja Q = (P,, U, V, W) que contiene al objeto S,
se necesita marcar Q con una red de control b, ;. que son obtenidos por la interseccion
de planos paralelos a las caras de la caja Q. Esto puede realizarse mediante el siguiente
algoritmo:

ALGORITMO PARAOBTENERUNARED DE CONTROL
Entrada: Q = (P,,U,V, W)
‘ n : indica (n+ 1) planos paralelos al plano VW.
m: indica (m + 1) planos paralelos al plano UW.
! [ : indica (l +1) planos paralelos al plano UV.

|

Parai:=0,...,n

Para k:=0,...,l
t),,,j,k :=Po+ tU+LV+iW

: Red de control {b;;;:0<i<n, 0<j<m, 0<k <} ’
que marca la caja Q.

|
l

{Paraj:=0,...,m ,
|
a

" Salid

Resulta conveniente visualizar en el monitor de una computadora los puntos de
control b, , x y el objeto S que va a ser deformado, con la finalidad de poder desplazar
los puntos de control b, ; x en f),,j,k, y con ello desplazar cada punto (u,v,w) € P C Q
en (4,7,w) . El siguiente algoritmo tiene éste propdsito:



Entrada: b;;,:0<i<n,0<j<m, 0<k<1! (red de control que marcan |
a una caja Q)

(2 {P_‘.’ = (P~ _, P- NS R3/_i> el } conjunto de puntos

et Lyt T
que describen a un objeto S.

Para cada punto P € P

u
Resolver : (U,V,W)| v |=P— —Py

obteniendo (u,v,w).

1=0 3=0 k=0
. U — Tmin U — Ymin . W — Zmin
u = 3 ) = - ; —
Tmax — Lmin Umax Umin “~max — <min

P— = Py + aU+TV+aW
SALIDA: P = {f’—; / G e I} conjunto de puntos que describen al objeto ’
| deformado S.

Para continuar deformando el objeto S se puede asignar S:=S y P:=7P e
Iniciar nuevamente este procedimiento.

La sumatoria que aparece en éste algoritmo para obtener (%,7,®) puede ser
evaluado eficientemente usando el algoritmo de de Casteljau.

El algoritmo propuesto puede ser usado para U, V .y W de modulos mayores a la
unidad. Si se ejecutan todos los pasos del método, sin cambiar los puntos de control la
figura no varia, lo cual es una mejora de la propuesta original presentada por Serderbeg

y Parry [Sed 86].
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A continuacidén se presentan algunos ejemplos, que han sido obtenidos utilizando
el método propuesto anteriormente.

N O
-2
10

Figura 2.5: Deformacién N. 01 del Toro (vista 01)
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Figura 2.6: Deformacién N. 01 del Toro (vista 02).

Figura 2.7: Deformacion N. 02 del Toro.
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Figura 2.8: Superficie a deformar.

Figura 2.9: Superficie deformada.
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3. COMPOSICION DE POLINOMIOS DE BEZIER

Este capitulo esta basado en los trabajos de DeRose[DeRo 88] y [DeRo 93]. Se
desarrollaran los fundamentos tedricos para construir algoritmos eficientes para en-
contrar los puntos de control de la composicién F=F o g de dos simplejos de Bézier
g:R"- RV yF:RY SR (n<N< d) a partir de los puntos de control de g y
F. En general los algoritmos de composicién pueden ser aplicados para resolver varios
problemas, tales como: evaluacién, subdivision, reparametrizacién polinomial, unién
de curvas de Bézier con continuidad geométrica de orden arbitrario, etc. En especial
estos algoritmos pueden ser aplicados para la determinacién de la red de control de
pedazos de superficies y volumenes de superficies triangulares después que han sufrido
una deformacién al mover los puntos de control de uno de los simplejos de Bézier. Por
ejemplo, si consideramos que g es una superficie a ser deformada por el volumen de
Bézier F. entonces F=F o g representa la deformacion de g mediante F.

Se obtienen dos tipos de algoritmos que son apropiados para la implementacién.
uno de los cuales llamado el algoritmo de Blossom. provee la construccion geométrica
de los puntos de control de F= F og, con lo cual se tiene una idea intuitiva del manejo
de los puntos de control de g y F para obtener una deformacién apropiada F=Fog
de g mediante F. Este procedimiento de deformacion, puede ser aplicado sucesiva-
mente definiendo cada vez a la funcién g como F y eligiendo otra deformacion F.

Se presenta una mejora de los algoritmos de Blossoms para la composicion. También
se resuelve el problema de obtener los puntos de control de la composicién de dos sim-
plejos de Bézier de manera general aplicando la teoria de los Blossom. Finalmente se
extiende éstos resultados al caso de simplejos racionales de Bézier.

3.1. Composicion de curvas de Bézier

Esta seccién estd encaminado a la solucién del problema general de composicion
de dos curvas de Bézier. El problema puede proponerse de la siguiente manera:

Dado: Una curva de Bézier F(t) de grado m con puntos de control do,...,ds, vy
una funcién de Bézier g(u) con ooeﬁcientfs de Bernstein by, ..., b,.

-

Encontrar: Los puntos de control dy,...,dms de la curva compuesta de Bézier

F(u)= F(g(u)). ‘

El siguiente Teorema es fundamental para solicionar este problema.
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Teorema 3.1. Seang: R — R v F: R — R dados en forma de Bernstein-Beézier:
g(u) = b, BE(w), u e [0,1], by € R, (3.1)

=>"d;B"(t), t € [0,1], d, € R".
=0

Entonces para cada s € {0,1, ..., m} se cumple

m—s ks
F(u)=F(g(w)= 3 BI"(g(w)) 3_di B (u),
1=0 r=0
donde los puntos dt »1=0,....,m—s, r=0,1,.., ks son definidos recursivamente por
i dz 5 Si S = 0
d[s] _ 1 k(s-1) . ,
tr -~ Z ("(J ”)( )W,[Jl,_] . en otro caso,
\ ( i ) Jj=0
y donde [
“725.1 r—j — (1 - b"—])dls ” + br J‘ﬂ;?,{!

Prueba. Induccidon sobre s.

s=0:

=iB{" Zd'mB” Zd .B™(g(u)) = F(g(w)).

1=0 r=0 1=0

Hipdtesis Inductiva:

m—s+1 k(s 1)
= S Broety Z a7 B (). (3.2)
1=0
Definimos
k(s-1) N
s—1 s—1 s—1
T )= ST dl B (). (3.3)

1=0

De la definicién recursiva de los polinomios de Bernstein (1.3) se obtiene
BI" Y (g(u)) = (1 — g(u))B"*(g(u)) + g(u) B (g(u)) (3.44)
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Usando (3.3) y (3.4) la ecuacién (3.2) puede expresarse como

m—s+1

Z {(1= g(w))BI*(g(u) + g(u) BI'7* (9(u))}TE ™ (w).

De la definicion de los polinomios de Bernstein resulta

F(u) = (1 9B w) + S gBI(olu) T ),

Mediante un cambio de indices en la segunda sumatoria se cumple

m-—s

F(u) = Y {BI"*(9(w)(1 = g(u)) T " (w) + B (g(u))g(w) T3y ()
s (3.5)
= 3 B (9() [(1 - g(e)Ti ™ (w) + 9() T3 w)]

De la representacion de Bernstein de g(u) dado por (3.1) y como los polinomios de

Bernstein forman una particion de la unidad ¢ b,B*(u) = 1), resulta
p p=0 P~p

m-—s k

F(u) =Y B (9(w)) [Z ((1 = b,) T () + 0, T (w)) B () (3.6)
=0 =0

De la definicién de W[ ]]p y Tls 1l y de la ecuacion anterior se obtiene
m—s k k(s—1) ;
=S BM(g(w) [ S (1 -by)als" + 0,di5)) BTV (w) BE(w)
1=0 p=0 ;=0
m-—s k k(s-1) 1sl K(s—1)
= BI(g(w) 3. > W5,B7 T (u)By(w).
1=0 p=0 ;=0
(3.7)

Aplicando el Lema 1.3 (caso ¢ = 2 de polinomios de Bernstein de una variable.
resulta :

m—s k k(s—1) (k(s- )) (’v) 1o B
- Z B"™*(g(u)) Z Z _—_iks ’ W Brii(w)- (3.8)
=0 p=0 ;=0 (j+p>
Reagrupando los términos en el interior de las sumatorias, eligiendo los indices j y
7:= j + p . se obtiene finalmente

_ & pm- s = ( " 1))( J) [s] ks
—ZBI Z Z wt]r—gBr ()
1=0 r=0 =0 (r)

m-—s ks k(s-1)
=ZB:"-S<g<u)>Z{(j—s> S (I(E )Wisj'r_J}Bfé"('u) (3.9)

=0 r =0

=3 Brs( Z d 1Bk (u)
=0

r=(
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Figura 3.1: Ubicacién del elemento d{sll_

A partir de este Teorema de obtiene el siguiente resultado que es importante para
el célculo de los puntos de control de la funcién compuesta.

Corolario 3.2. Sean las funciones g y F como en el Teorema(3.1). Los puntos de
control dO, dmk para la curva compuesta (reparametrizada) F(u) estan dados por

d, =dm r=0,..,mk, (3.10)
donde los puntos dlsl estdan definidos en el Teorema(3.1).

Prueba. Este resultado se obtiene directamente del Teorema(3.1) con s = m

km
F(u) = Y dl BE™ (u). ]

r=0

Discusion del Teorema
Del Teorema anterior se obtlene un algoritmo llamado algoritmo producto, el cual
construye un arreglo de puntos d” Para entender el procedimiento ubicamos al
elemento dil en un arreglo de tres dimensiones, tal como se muestra en la figura 3.1.
La construccion se inicia en el nivel s = 0, con dl0| :=d;i:=0,...,m (figura 3.2):
Luego, se construye los puntos dl | del nivel s = 1 usando lo puntos del nivel
anterior ( figura 3.3).
De este modo se construyen los otros niveles, formando un arreglo tetraedral

(figura 3.4)
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Figura 3.2: Construccién en el nivel inicial s = 0.

Figura 3.3: Construccion de los puntos en el nivel s.

ol



Poligono parametrizado
o / et

§
& ‘.,

-3 4 : i 3
[ /m Poligono original

Figura 3.4: Construccién de los puntos finales.

52



En este arreglo tetraedral los puntos d,, ...,d,, se encuentran ubicados en la parte
mas baja. mientras que los puntos finales 80, e 8mk se encuentra en la parte mas alta.

En general, los puntos dlsl del nivel s son construidos a partir de los puntos del
nivel (s — 1). Esto significa que no se tiene la necesidad de tener almacenados todos
los puntos del arreglo tetraedral.

A partir del Teorema 3.1 y del Corolario 3.2 se obtiene un algoritmo, llamado
el algoritmo producto para curvas. Una versién de éste algoritmo se presenta a

continuacion :

Algoritmo producto para curvas

funcién d := alg-prod(do, . . ., dm, m,bo ..., bk, k)
do,...,dn : poligono de control de la curva de Bézier F
Entrada: : . )
bo....,bx : coeficientes de Bernstein del poligono g
Parai:=0,...,m
I, ai,O = dz |
Paras:=1,....m

Parar:=0.... ks

| Para i := 0....,(m—2y)

| Qir ‘= 0 i

—— —

gmin = maz{0,7 — k} |

=3

J gmaz := min{r, k(s — 1)} |

Para j := jmin,..., jmaz |

1 [qi,r =qu+ (M) (5 {1 = bp)des + brojdis1s) |

, Qi,r - = q i

LT T pgy ALT

e () |

| Cambiar(d, q) ‘

= = = ]

I;Salida: Poligono de control d := (doy, - ., do.mk ) I
En este algoritmo se requiere el uso de dos matrices D y @ := (g.,) de orden
[m + 1] % [k(m +1)], los cuales no se llegan a usar completamente Se puede verificar
ficilmente que es sufiente utilizar una sdla matriz D de orden [m + 2] x [k(m + 1)]

donde se comparta dos en forma simultanea, para lo cual en el algoritmo se deben
realizar el cambio de ¢; . pOr Dpyi—ik(mi1)—r-
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12

10

dy

Figura 3.5: Reparametrizacién de una curva.

Ejemplo 9. Consideremos la curva de Bézier g con puntos de control
bo = 0.125,b, = 0.375, by = 0.500,b3 = 0.750 (k = 3)
¥ la curva cuadratica de Bézier F con puntos de control
do = (0,0),d; = (10,10),d; = (20,4) (m = 2).

Mediante el algoritmo producto para curvas para la reparametrizacién (ciibica) de
una curva cuadratica (Fog ), se obtienen los puntos de control de Fog

d, =d?, =(2.5,2.25),
d, = d};"‘l = (5,4.25),
d, = d}fL = (7.0,5.25),
d, = di} = (8.75,5.9)
d, =dy, =(105,6.3),
d, = difl = (12.5,6.5),
dg =dliy = (15,6).

En la figura 3.5 se muestra la ubicaciéon de los nuevos puntos de control dg y se
puede notar que la nueva curva definido por Fog esta contenida en la curva definido
por F y ademas esta nueva curva tiene un mayor niimero de puntos de control.
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3.2. Composicion de curvas por Blossoms

3.2.1. El Algoritmo de Blossom para curvas

El algoritmo producto es relativamente eficiente computacionalmente y no es dificil
de implementarlo. Sin embargo, la intuicidon geométrica que provee sobre el procedi-
miento es un tanto limitado. Puede obtenerse mas intuicidon geométrica para este
problema, describiendo una variante del algoritmo producto llamado el algoritmo de
Blossom para curvas. En el capitulo 1, se encuentra una introduccién a los Blossoms.

Definimos las cantidades h;(a;,a,,. .., a;;d) por

(1= a1)di + a1y, sil=1
i(ay,...,and) = ’
h;(a; a;;d) { (1- az)hi(al,.--,al—l;d) + a/h;y1(a,...,a-1;d) , en otro caso.

a,...,oy € R, d:=(d,...,d;y;)” € R, En la proposicién (1.28) , se ha visto
que la funcién h' : R — R (I > 0) definido por h'(uy, ... w) := h(uy, ..., u;d) con i
!
fijo es el blossom de la curva de Bézier H'(u) = 3~ d;4;Bj(u) donde d :=(d;, .. ., dits).
=0

Teorema 3.3. Los puntos disl dados en el Teorema 3.1, son combinaciones convexas
de todos los puntos h,(b,,,...,b;s;d) con iy, +1iy+ ... + i, = r. Mds precisamente se
tiene

o) . 5 - - .
di,r = ]\r('l,],’l,g,...,ls)h,'(b,“...,bis,d)
il.iz,....ise{o ..... k}
l]-f'i2+...+ts’—'1‘

donde

K.(%5,482,. .. i,) := (L)

Prueba.- Por induccidn sobre s.
Para s = 1: A partir de la definicion de d\*) :

d’ = (1-1b,)d, +b.d,,,
- = hy(b; d)

K. (T)h,(b,; d)

S K. (3,)h(bs,; d).

N=r

Hipdtesis inductiva:

et o= 25 K, (reiay oo Bamt)y(biy s o o Bis i d);

#1820 rin—1 €{0.....k)
i] +22+4 ctig-1=T1

i = C.,im—s+1), 7=0,1,....,k(s—1).

-
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Aplicando la definicién recursiva de dlsl resulta:

k(s—=1) k(a.—l) k.
dit =3 ) {0 =)l + b}

%)

Sustituyendo la hipétesis inductiva para d[f; Uy dii—,li , se obtiene
k(s—1) k(s=1)\(
[s] S . ] —;
d;, = Z Z Kj(zl,zg,...,zs_l).(—Lkl(-r—J)—
J=0 1 iny--'vis—l e{oyyk} ( Ts)

1142+ His—1=J

x {(1 = br by, bis_yid) + by_jBis1 (Biyy - - bigoyid) } - (3:11)

Por la definicién de los h; , esto se reduce a

¢l _ k(s—1) PR . (k{-‘_”)('f )
di:qr_ JEO u.i:.....t.;:E{ﬂ ..... Hh.?[“'m ..... f.!-l}_jm;-—

iy Higtetia—1=]

Sustituyendo 7 — i por j . se obtiene

o - .
=g D Ky (i1, y i)
TSR 1IN T ig_1E{0,... k} ( )

i1 Fiadaig- 1 =T—1 >

Dado que se cumple

() ()

e ——

(*)

ka{flf:f.‘} = l“i.-r._h[l:!,fg.......FI._.'_.I}

se obtiene finalmente

ls)  _ 5 . .
di.-r = Z Z [{7(21,12,...,23) hi(bil""’bis—lyblsvd)
s t],iz,...,is_lé{O,..,,k}
i1+i2+...+is-1=]

_ D K, (31,39, - -»1s) n(biy,- - bigid). ®

11.1:2,'..,1:36{0 ..... k}
11 +ig+...His=T
Ejemplo 10. Consideremes la curva de Bézier g con puntos de control

bo = 0.125,b; = 0.375, by = 0.500, b3 = 0.750 (k = 3)

v la curva cuadratica de Bézier F con puntos de control

dy = (6,0),d4, = (10,10),dy = (20,4) (m= 2).
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Definimos M;(iy,%2, .. .,3p) := hi(b;, by, ..., b;5d), p=1,2,..,m.
El algoritmo de blossom para la reparametrizacion (ciibica) de una curva cuadratica

(Fog ), geometricamente funciona de la siguiente manera:
Paso 1: Poniendo M;(i;) := d\'l = h,(b;,;d) = (1= b;,)di +bi,diy 1, i1 = 0,1, k.
En el segmento [dgy,d;] se ubican y marcan los puntos Mo(%;), ¢ = 0,1,2,3
donde M (Z;) divide a este segmento en la razén b; : (1 — b;).

En el segmento [d;, d3] se ubican y marcan los puntos My(¢;) := (1—0b;,)d; +0;,d2,
1 =0,1,2,3.

En general, en cada segmento [d;,d;;,] (i = 0,1,...,m — 1) se ubican y marcan
en los puntos M;(%;) := (1 — b;,)d; + b;,di4y , 4, =0,1,... k. Esto se muestra en la
figuras 3.6 y 3.7. Ademas en la figura 3.6 se puede apreciar las proporciones con que
son ubicados los puntos M;(0), M;(1), M;(2), M;(3), respecto a los puntos de Bézier

bo, by, b2, b3.

1 dwl
-
-
Ve
-
P
-7 M. (3)
P -~
P P
P ,’,
,// ’/’
g 1 ,,’ ’,M,(z)
s - -
rd b3 - -
e B - 1
7 - ,”’MI( )
7z - - _ -
s - b2 -
7 _- - -
//:,’ ,//'b_“/ -
P - -
e -4 M, (0)
Pt - bal @ @ o amm—-—-—- [
[ e il ] R d
S ———_——— 0 §
=TT T ap EE S | L

Figura 3.6: Paso N. 01 de la composicion de curvas.

Para el ejemplo se obtienen los siguientes resultados
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My(0) = (1 — bo)do + bod; = (1.25,1.25)
Mo(1) = (1= b)do + bid, = (3.75,3.75)
Mo(2) = (1 —by)do + byd, = (5.0,5.0)
Mo(3) = (1 —bs)do + bsd; = (7.5,7.5)
M,(0) = (1—1Do)d; + byd, = (11.25,9.25)
M;(1) = (1=by)d; + bydy = (13.75,7.75)
M](Q) = (1 - bg)d] + b2d2 = (150,70)
M,(3) = (1—0bs)d; +bsdy = (17.5,5.5)

Paso 2: En cada segmento [My(4;), M;(%;)] (z; = 0,1,2,3) se ubican y marcan
los puntos Mo(1,22) := (1 — b,,)Mo(21) + b;, My (34) . 3y = 0,1,2,3, que divide a éste
segmento en la razén b;, : (1 — b;,). Esto se muestra en la figuras 3.8 y 3.9 en el
cual también se aprecia que los puntos My(;,75) y Mg(i2,4;) coinciden, debido a la
simetria de Mg(i;,9).

En general, cada segmento [M;(i;,),M,,,(=4)] (:=10,...,m —2) i, =0,1,...
se marcan los puntos M;(iy, i) := (1 — by, )M, (31) + 0, Mg (41) -

My(0,0) = (1 — bg)Mg(0) + boM,(0) = (2.5,2.25)
Mo(0,1) = (1 — b;)Mg(0) + b;M;(0) = (5.0,4.25)
My(0,2) = (1 — by)Mg(0) + b,M;(0) = (6.25,5.25)
Mg (0,3) = (1 — b3)Mp(0) + b3M;(0) = (8.75,7.23)
Mo (1,0) = (1 — bo)Mo(1) + bpM, (1) = (5.0,4.25)
Mo(1,1) = (1 — by)Mo(1) + b;M;(1) = (7.5,5.25)
My(1,2) = (1 — by)Mo(1) + b,M,(1) = (8.75,5.75)
Mo(1,3) = (1 — bs)Mp(1) + bsM, (1) = (11.25,6.75)
Mg(2,1) = (1 — b))Mg(2) + biM,(2) = (8.75,5.75)
My (2,2) = (1 — by)Mp(2) + b,M;(2) = (10.0,6.0)
1\10(2,3) - (1 - bS)Mo(Q) + ng\/Il(Q) — (125,65)
My (3,0) = (1 — bo)Mo(3) + boM;(3) = (8.75,7.25)
MO(S, )=(1- b,)MO(S) + 0 M;(3) = (11.25,6.25)
Mo(3, 3)=(1- b3)1\10(3) + M, (3) = (15.0,6.0)

Paso 3:Este ejemplo, termina en este paso. Los puntos de control d, de la com-
posicién Fyg son las combinaciones convexas de los Mo(2,,72) (31 + 72 = 7) porque

> Ki(in,i2) =1
11.12€{0,....3}
i14i9="
De esto se obtienen los siguientes resultados
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Mo (0,3) + 2 Mo(1,2) + 2 Mg(2,1) + 5,Mo(3,0)

20

(=]

-
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Dados los puntos de control do, ..., dmi € RY de una curva de Bézier F(t) y los
coeficientes de Bernstein b . . .,0; € R de una funcién g(u) , por el Corolario 3.2 y la
Afirmacién 3.3 se obtiene que los puntos de control de la curva compuesta de Bézier
F(u)= F(g(u)) estan dados por

d =d" = 3 K. (i1,0a, - im) ho(bsy, .., bisd), 7=0,1,... km

1] ,iz,...,imG{O,...,k}
t1+i24...+im—T

k k k
(n ) (_1-_-} EanT (:H‘I)
5

En la proposicién 1.26 se ha visto que la funcion M;(uy, ..., ) == h(ur, ..., tm; d)
es el blossom de una curva de Bézier, por consiguiente la funcion

(3.12)

K.(11,12,..-,im) =

‘]-F'{i]r?.?.t reey rmi = h-r{f.'l- L tm) h:”’n li'T‘_\'! s ey h;,": d)

es simétrica porque K (i1, i2,...,%m) es obviamente simétrica, luego d, puede expre-

sarse como



12

Figura 3.7: Paso N. 02 de la composicion de curvas.
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Figura 3.8: Paso 02.
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Figura 3.9: Paso N. 02
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Figura 3.10: Puntos de control de la nueva curva. Las marcas cuadradas indican los
nuevos puntos de control, que son una combinacién convexa de aquellos marcados con

circulos.

63



= |'|:r|f i s ‘ S -
d, =dg, Z Pﬁr(h.?g,...,_1,,,]}‘-...{1,,33,...1 tm ) Mop(iy, 72, .
183, m €40, k)
ittt tigm=r
1Sizs.. Sim

T:TJ'I j T

(3.13)

donde Per(;,1,...,%n) representa el niimero de permutaciones de (11,72, .., Tn).

Con esta representacién se ha mejorado el algoritmo original de Blossom para la
composicion.

Ejemplo 11. Para el ejemplo anterior se tendria que calcular

dy = Per(0,0)Ko(0,0)Mq(0,0) = 1 x 1 x Mq(0,0) = (2.5,2.25),
d, = Per(0,1)K,(0,1)M(0,1) = 2 x 1 x M(0,1) = (5,4.25),
d, = Per(0,2)K2(0,2)Mo(0, 2) + Per(1,1)Ka(1,1)Mo(1,1)

=2x 1 x Mo(0,2) + 1 x EMy(1,1) = (7.0,5.25),
d; = Per(0,3)K3(0,3)Mo(0,3) + Per(1.2)Ka(1,2)Mo(1,2)

=2 x J My(0,3) + 2 x 5 M(1,2) = (8.75,5.9),
d, = Per(1,3)K4(1,3)Mgy(1,3) + Per(2.2)K4(2,2)M(2,2)

=2x{xMp(1,3) +1x $Mg(2,2) = (10.5,6.3),
d;, = Per(2,3)K5(2.3)Mp(2.3) = 2 x 1 x Mq(2,3) = (12.5.6.3).
dg = Per(3,3)Kg(3,3)Mg(3,3) = 1 x 1 x My(3,3) = (15,6).

En este caso 83 estd representado por dos sumandos, con la primera version del
algoritmo de blossom dj tendria Per(0,3) + Per(1,2) = 2 + 2 = 4 sumandos.

Ejemplo 12. Para b := (bg, by, b,03,04), k =4y d = (do,d;.dy,d3), m = 3 se tiene
d,r=01,... mk=12

d, = Per(0,0,2)K5(0,0,2)Mo(0.0.2) + Per(0,1.1)K(0,1,1)Mo(0,1,1),

(o9
o
I

Per(0,4,4)Kg(0,4,4)Mg(0,4,4) + Per(1,3,4) Ks(1,3,4)My(1, 3, 4)
+Per(2,2,4)Ka(2, 2,4)Mg(2,2,4) + Per(2,3,3) Ka(2, 3,3)Mg(2. 3, 3),

d,, = Per(2,4,4)Kio(2,4,4)Mo(2,4 ,4) + Per(3,3,4) K 1y(3,3,4)M(3, 3, 4).
En este caso d est4 representado por cuatro sumandos. con la version original de
DeRose del algeritmo de blossom d tendria Per(0,4,4)+ Per(1,3,4) + Per(2,2.4) +
Per(2,3,3)=3+6+3+3=15 sumandos
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3.3. Composicion de simplejos de

Bézier

Teorema 3.4. Sean g : R"— R" y F: R" — R¢ simplejos de Bézier de dimensidn

n y N, respectivamente,

g(u) = bT;B%(u), ucR"
e
F(t) = d+-BZ(t), te R”

Entonces para cada s € {0, 1, ...,m} se cumple

F(u): S B'_i"._’(

—
| i |=m-—s

= —
i EZQH], T EZ'+'+],

, P €2, by eRY, (3.14)

—_—
. i ezt d+ e RY

g(u) ¥ d2_B%(u),

| T'|=ks

3 e — . .
onae 10s puntos a— _, . = , — = , SONn dernlaos recursivamente por
donde 1 tosd _ . |[i|=m—s,|T|=ks definid t

d— ,s18=10
1 [ k(s—1 k
d? = == 5 (_> ) . = |WE _ _ _ enotro caso
1.1 ks il ] r— j iy d.v—1]
— | 13 1=k(s=1)
r ’
o
con j € 2% y con
[s] = [s=1]
L4 _ Q S—
Rk S DL L JC N
donde b(lp., b%, e b% denotan las coordenadas baricéntricas de by relativo al dominio

simplejo de F.

Pruebe - Por induccion sobre s

Para s = 0:
Fu)= > BZ(g(w) Y dF _B%(u)
|TI=m |?|:O
Hipotesis inductiva:
Pa)= 3
|1 —m=—s+1
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donde

=)= > dULBHY(y). (3.16)
1 — i)
|7 |=k(s—1) ’
Sean g°(u), g*(u),...,g" (u), las coordenadas afines de g(u) relativas al dominio

simplejo de F, entonces de la definicién recursiva de los polinomios multivariados de
Bernstein se obtiene segiin (1.9)

N
Br (g(u)) = 3 P(w)Bm,  (g(w), (317)

N
donde Y~ ¢%(u) =1.
a=0

Ademas, siendo b%,b%,. . b%, las coordenadas baricéntricas de by relativo al
dominio simplejo de F | se tiene

g9%(u) = Z IJ%B%(U). (3.18)
IPI=k

De (3.15) y (3.17) resulta

N
Fw= ¥ T @B, W)
|T|=m—s+l a
Realizando dos cambios de indices b = ? — €ot1 Y 5 = —}_:, se obtiene

- o m—s
F(u) = 5 T (u) © g%(u)B2*(g(u))
— h+eqt a=0 h
Ih“} eo+]|—'m -s+1
- N m-—3
=z T (W) X 6B (g(w) (3.19)
N

= ¥ BM())Zg()T'” (w).

— i i+€a+1

De (3.17) , (3.18) y de la definicién de Tl_j-_”(u) se cumple

N B N [s—1) k(s—1)
Tl u) = S e BEMu)} ¥ dE —~BZ7(u)
agog ( ) ’+e°+’( ) ch::O{rﬁ'l:k PP |J| k(s—1) iy ’
- x % {Eiedl _}BND(u)BL(u)
1P’ I=k |3 |=k(s—1) *=0

Aplicando el Lema 1.12 y de la definicién de WIT 5.5 5€ obtiene

k(s;l) k
SgrT W =y T who p-(~(J—ksl()—")B“ _(u).

A — — . = ’ +p
= i+€at1 IPl=k |7 1=k(s—1) i+P
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Eligiendo los indices j y T := j + P vy de la definicién d'_:'l. - resulta

k(tl) kL
( J )(r—J)BE(U)

p— —

|5 |=k(s=1) | T |=ks

= Z. {(kl‘) > (k(sfl))(?'i?)wl‘?]‘,?,—r'-"f}Bk"s(u)

/T l=k(s-1)

Reemplazando en (3.19) se obtiene finalmente

Flu)=Fgu) = Y BZ(g) Y d5 BFw. =

lTl=m—s | T'|=ks

Corolario 3.5. Se cumple
Pu)= Fg) = Y. dvB™(), ucR" T eZl"
| T’ |=mk

~ —
donde d+ = dlml_r. .y 0 € Zﬁ’“ es el multi-indice consistente enteramente de

0.
ceros.
Prueba.-
Para la prueba es suficiente tomar s := m €n el teorema anterior.
Definimos las cantidades h(ay, ..., as; d) por
[ $ aed l
afd—, - sil=1
I G !
i J a=0 a+1
hTRal ----- a],d} = N
Q
a®h— — (a1,...,a-1;d en otr .
ago ! ,+ea+]( 1,...,a_1;d) , en otro caso
e N 0 N . . :
donde i € Z¥*' y a,...,a; son las coordenadas baricéntricas de a; respecto al

dominio simplejo de F.
En la practica se utilizan 7, N y d tales que n < N <d<3.

S . .
Teorema 3.6. Los puntos di—_ll - dados en el Teorema 3.4, son combinaciones con-

vexas de todos los puntos h—;(b—.r],...,b—i's;d) con i+ igt...+ 1= T . Mas

precisamente se tiene



d_l._? = ]\T.( 11, 12,...,1 S)h—‘(b—’ ’ ’b ’d)’
: i ~ - 1 14
| L}I=I__5 2|=. '=_|.' s|=k
i1+ i 24..41i,=T
donde
- = = (F)E) (1)
)5
]‘?’(]1)127' 313)'— =

Prueba.- Por induccion sobre s.

Para s = 1, puede verificarse directamente a partir de la definicién de dz 3

a=0
h(by;d)
K+(T )hfip—;;d)
= _.Z K—r‘( i l)hT(b i l;d).
i1=T
Hipotesis inductiva
—_— —
d= = S Ke(in, ig.oe, i o)he(be . b
1T 11=1T ol=.=l T s l=k
i1+ iod.tisa=T
Aplicando la definicién recursiva de dl ' , donde | i|=m-s,|7T|=ks

. (5 -
dT.?:z Z fJ_(T‘ZbT—Jdl‘feu-f-lsT’

|3 I=k(s-1) e
sustituyendo la hipédtesis inductiva para dsr + T Se obtiene
[ ] [H:“ I_IIH: ...t __} N — =
= == /) S—— by — Ke(ig, 1:
T, T E: (%) :5—-: t—-J = Z - _1[: 1
[T I=k(s=1) - ITal=| Tal=e=| Tacil=h
i,'fi"l-ri..t =]
xhs, o (bT,""’st-,;d)‘

Cambiando el orden de la sumatoria
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(s] _ 2E o -
—l.,—r. - z . . . [\_j.(lla 12, ) ls—l)

I3 |=k(s=1) ligl=]io=..=| i s=1|=k

R R R R
N
a
S z;]b?—_’hl-i-euﬂ( ig? ’bl, ],d),
a=

y utilizando la definicién de h—, se obtiene

(4] - = e e
d—;-?— Z . —.Z_‘ KT(]],]Q, .,13_1)
I3 I=k(s=1) ial=]i2l==| i s 1|=k
i1+ 024t i so1=)
(k(a—]))( k_.)
: o
X =) h.(bi’ b _F._J,d)
r
Sustituyendo j por (T — i ,) se obtiene
M )4
[s] y e e (T-‘—i -1 is
d_l-.—f" =; Z = ]—r-h_—l‘s(l 1, ) ls—l) SE) Tt
' iallll_—.lli"— —Ilsll—_". :
igtigt.tis=T—1is5
XhT(b— 00 A .X,b—.;s:d)
k(s—l)) k)
5 < = -5/ \is
= ya IT-‘_TS( 1 1, b 1 8—1) )
lial=lizl=..=| isl=k —r‘)
i1+ i24..4+is=T
Xh—*(b—iol, .,b—l°s ],b—‘~sid).
Se cumple

Por consiguiente se obtiene finalmente

— —_ Co
d[i]._‘-—— Z K?(llal‘b'"7ls)h_j‘(b—i'ﬂ'"
1.r —_—
T3 1=(T 2l=..=| 7 s|=k
Tt izttt i=TF

A partir del Teorema 3.4, se obtiene el sigmente algoritmo:
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Algoritmo producto para la deformacién de formas libres.

Entrada: {d5}71=m C R3: red de control que describe un tetraedro de Bézier F
(la deformacién).
{bs}5}=x C R® : red de control que describe un triangulo de Bézier g.
Nota: Los multi-indices i y €, € Z% tienen cuatro componentes y los otros
multi-indices tienen tres componentes.

0 p1 12 13 S
b b%, 0%, b3 son las coordenadas baricéntricas de b+ respecto al
dominio tetraedral de F.

= -
Para todo i tal que | i | = m hacer

(0) — d_
S i,(0.0.0) ° ds

Paras:=1....,m

r e =
Para todo i tal que | i | =m — s hacer

Para todo T tal que | T'| = ks hacer

B

i1

r

-
| Para todo J tal que | j | = k(s — 1) hacer

3
a4 () () S e s

l

] "
|
|

‘—j]‘._r' - d‘—j]'T/(frj)

| Para todo T tal que | T'| = mk hacer

| 3. . qim
)__’ de = d(().0.0,0,),—r'

| Salida: Red de control {d+ : | T'| = mk} que describen Fog.

3.4. Composicion de Simplejos de Bézier por Blossoms

El siguiente resultado es una generalizacion de la composicion de dos simplejos de
Bézier basados en [DeRo 93].

Teorema 3.7. Dados los espacios afines P, de dimension n, Qn de dimension N v

—

—
. ., . g . )
R de dimension arbitraria. Sean {b— - i < Ij, } los puntos de control que definen
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un simplejo de Bézier de grado k, g : P,,— Qn relativo al dominio simplejo Ap, C Pr
y {d+ : e IT'v} los puntos de control que definen un simplejo de Bézier de
grado m, F : Oy — R relativo al dominio simplejo Agy C Qn y sea f :QF— R el
blossom de F. Entonces los puntos de control {87 : 7 € I§"™} del simplejo de Bézier
D(u) = F(g(u)) de grado m x k relativo al simplejo Ap, estan dados por

3 e "% TT

d- = Y KDf(by), j € Igm, (3.20)
Iell'l‘:;"
=7

donde K (I) son las constantes combinatorias dados por
It | lim|
1\/'(1) — ( i ) (im )

)

IZ:(i‘l:"'ainl)a ip E]I:)n :={T=('I:(),...,Z.n)ezli+lf'l:()+...+?:n:l}

(3.21)

y by = (b;?,...,bi:) con

yeentm)| = 0 + .o .

y [l =|(
Prueba.- Como f :QF— R es el blossom de F se cumple que

D(u) = F(g(u)) = f( g(u),...,g(u)). (3.22)

Sustituyendo la forma de Bézier- Bernstein de g(u) se obtiene

Du)=f( Y brBrm),.... X b—B(u) ). (3.23)
hel, im€il .

Dado que los polinomios de Bernstein suman uno , se tiene que el primer argumento
es una combinacién afin de los puntos b3y siendo f una funcién afin en cada uno de

sus argumentos, se obtiene
K k ,
elk imelk
Usando el mismo criterio en el resto de los argumentos, resulta la expresion
k k -
Du)= > ... >, f(bg,....bg )B(u). .. B:+(u). (3.23)
Trets,  imelf,

Utilizando la notacién de hiper-indices. escribimos

71



D(u) = E f(by) BF™ (u). (3.26)

1el (:I'rl

Aplicando el Teorema 2.13 para el producto de polinomios de Bernstein, se obtiene

= 3 f(b)K(I)B™ (u). (3.27)

Ielgm
El j —ésimo coeficiente de Bézier es el coeficiente que multiplica a Bk""‘(u) .

Estos puntos pueden ser obtenidos agrupando todos los términos tales que |I| = J
obteniendo

D(u) = Z S f(b ) )BE™ () (3.28)

J Gno'n Ieﬂk';"
=7y
y como los polinomios de Bernstein son linealmente independientes se obtiene final-
mente que los puntos de control estan dados por

d- = 3 f(b)K), j €L (3.29)
| (= :“"

OBSERVACION:

En este teorema no aparecen explicitamente los puntos de control del simplejo de
Bézier F, sin embargo ellos son requeridos para evaluar el blosson f de F en cualquier
punto.

Para la implementaciéon computacional se necesita evaluar el blossom f de la
funcién F en cualquier punto. A continuacidn se presenta un algoritmo para evaluar
el blossom f de una funcién F:



EvalBlossom(V,u,d, AQ) T
Entrada: V : Red de control de un simplejo de Bézier Q de dimension k.

u := (uy,...,uy) :Punto donde va a ser evaluado el blossom q de Q.
d : grado de Q.

AQ : dominio simplejo de Q.
Para todo i € I3«

WI(:] =V=

Parap:=1,...,d i

~ 1
(bg, ..., b)) : coordenadas baricentricas de u relativo al dominio simplejo AQ. |

e -
Para todo i € Iy}”

LW@ = boWE R bW

i+%e 1+ € k4

i

— wld
q(u) := W=

Salida: q(u)

donde e; = (0,....,0, 0,...,0) € Z:y

= (i, .y i) € ZX 4y + ...+ = d).

3.5. Composicion de Funciones Racionales

Consideremos los espacios afines M,,, y V;, de dimensién m y n respectivamente. A
cada punto u de My, le asociamos el punto (ug, ..., un) € R™*! donde (uy, ..., un)
son las coordenadas baricéntricas de u relativo a algun simplejo Ay C M,,. De esta
manera el subespacio afin M,, se puede "encajonar” como un subconjunto en R™*!

cuya ecuacion es
up+ ... +um=1, (uo,...,un) € R™" (3.30)

Anslogamente N, también puede ”encajonarse” sobre el subconjunto afin wy +
...+ w, =1 en R Por consiguiente una funcién racional r :M, — N, de grado
d, puede ser tratado como una funcién de R™*! en R"*! expresados como el cociente
de dos polinomios T: R™*! — R™! y ¢: R™"! — R | ambos de grado d

r(u) _—_-i:(u) = (’7‘\('(11)’ Soo 'Fn(u)) (331)




donde 7,...,7, son la funciones componentes de r(u). Dado que r mapea en el
subespacio afin de R"*!, se tiene que

Fc"((::)) fo (3.32)

o equivalentemente,
c(u) =rp(u) + ...+ 7, (u) (3.33)

Definimos la funcién proyeccién Proy : R™! — R™*! mediante

Proy(zo,..., z,) = (——) 3.34
(e, ) = oo fe) (3:34)

De (3.31) y (3.33) se obtiene que Proy(r(u)) = ( ), esto significa que r(u) es la
proyeccién de T(u) sobre el subespacio afin g+ ... + z, = 1. Ademas, se cumple

Proy(ax) = Proy(x), Vx € R""'\{0}, a € R\{0} (3.35)

Si r(u) esta dado en forma de simplejo racional de Bézier con los puntos de control
b— v pesos w, entonces T(u) esta dado por

r(u) = Z u*-;-h—l.-!f'—’r[u:l (3.36)

-
i

|T|.

red

0.k

donde cada uno de los puntos de control b+ esta representado por las coordenadas
baricéntricas (b—,,...,b— ) . En general es mas conveniente usar la notacién

b— = webs = (webeg,. ... w—b— ) (3.37)

El hecho de que los polinomios multivariantes de Bernstein son polinomios ho-
mogéneos de grado d, se tiene que r. la homogenizacion de r, es un polinomio de
grado d.

Se tiene que asociado con cada polinomio homogeneo de grado d, existe una funcién
multilineal y simétrica que en su diagonal coincide con este polinomio. este resultado
se puede ver en Ramshaw [Ram 89]. Por consiguiente, la funcién r estd asociada con
el blossom multilineal R(u;,...,u,) de T. La homogeneidad de T es producido por el
“encajonamiento” dado por la ecuacién (3.30) y es por ello util.

Una consecuencia importante de la forma homogenea de T es que

r(au) =r(u), Va #0 (3.38)

En efecto. dado que T es una funcién homogenea de grado d . se tiene t(au) =a“r(u)
y por (3.35) se cumple:



3.8 . pnr+l N - . , .
Teorema 3.8. Sea g : R""" — R™*! un simplejo de Bézier racional de grado k,

g(u) =", (3.39)

con los puntos de control {b—} v pesos w y sea F: RN+ _ R un simplejo

de Bézier racional de grado m con homogenizacion F. Entonces, los pesos w— y los

. . 7’ . ! N
puntos de control d  del simplejo de Bézier racional D =F og de grado k x m
estén dados por

wo i=dog+ . +ds o § EL™ (3.40)
y
d_4 — P (a_. _dT B KeTn
7 o=Proy(dy)= ", i€l (3.41)
donde ~ ~
ds = Y f(b)K(®D), | eIt bri= (b, bp), (3.42)
1€l
)= j

B—r = w—by = (webs g w—;b—;.N) v f es el blosson multilineal de F.

Prueba.- Dado que D es el cociente de dos polinomios homogeneos. usando (3.38)
se obtiene

—~

D(u) - F(g(w) = F (5—(—“—)> _ F(g(w))

c(u)

Usando el operador proyeccion Proy definido por (3.34) y de esto se obtiene
D(u) = F(g(u)) = Proy(F(g(u)). (3.43)

La funcién D(u) = F(g(u) es un polinomio homogéneo de grado k x m que es el
resultado de la composicién de dos pohnomlos (homogéneos) Fyeg

Aphcando el Teorema 3.7. para F vy g se obtiene que los puntos de control de
D = Fog estan dados por

OOk, 3 €Ly (3.44)

y donde f: RV RN*™ es el blossom de F.
Reeemplazando en (3.43)



T e
4. f2kem
7 ERYm

Z _z &‘T.Iﬂ?m(u}

d d—

iy J k

X, 2d7i |5 BX™(u)
T ethem =0 T
et D d7,
s (=0
d -
e ksm
E J.!B'J'-' {u;]
7 elgm =0

F.’
De esto se obtiene finalmente que los pesos estan dados por W = Zd.?l v los
=0

—~

d— ~
puntos de control por dT =L = Proy(dT).l
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4. PrRopDuUCTO TENSORIAL DE BEZIER

En éste capitulo se presentan algunos resultados y algoritmos para la composicion
de curvas, superficies y volumenes (racionales) de producto tensorial. El manejo de
los puntos de control de estos tipos de representaciones resulta mas sencillo que en el
caso de los simplejos de Bézier.

Se presenta un enfoque distinto al presentado por Lasser [Las 93|, para la com-
posicion de dos representaciones de producto tensorial (racional). Utilizando la teoria
de los Blossoms se obtienen formulaciones mas sencillas, cuyas correspondientes prue-
bas resultan mas cortas y a la vez mas faciles de comprender. Con éste nuevo enfoque
los puntos de control de la nueva funciéon compuesta son expresados como una suma-
toria en cuyos términos aparece el blossom multi-afin de una funcién. Por éste motivo
se han desarrollado dos algoritmos para evaluar el blossom multi-afin de una funcidén
en cualquier punto. Adicionalmente se presenta una mejora sustancial al reducir el
numero de términos de la sumatoria que representan a los puntos de control. Estos
resultados nos dan una formulacién completa de los algoritmos para la composicién
de esta clase de finciones.

Definicion 4.1. Una superficie de Bézier de producto tensorial (SuperficieeBPT) de
grado (I, m) esta definida por

I m
S(u,v) = Zzbi‘jgf(u)g;n(w), u,v €[0,1], by, €R®, i=0,..,0, j=0,...,m.

1=07=0

Definicién 4.2. Un volimen de Bézier de producto tensorial (Volumen-BPT) de
grado (I, m,n) estd definido por

i m 1
V(w,v,w) = 2 5 3 b Bl(w)Bp0)Bi(w),  wv,we 0,1 b € R,

1=0 =0 k=0

i=0,..,1,7=0,...,m k=0,..,n

~
~
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Por la definicién del producto tensorial las propiedades de las superficies y volumenes
de Bézier son similares a algunas de las de curvas y pueden deducirse facilmente a par-
tir de las propiedades del esquema fundamental de las curvas de Bézier, tales como la

propiedad de la capsula convexa, las curvas frontera de las superficies rectangulares
de Bézier son curvas de Bézier entre otras propiedades.

Debido a la definicién del producto tensorial los algoritmos conmutan en w , v y
w, y el resultado es independiente del orden de éstos.

Definicion 4.3. Una curva racional de Bézier de grado | en u esta definido por

!
E.ﬂibiBf(u)
r(u) = ’—{———*, u € [0,1], b; € R (4.3)

E_:OﬂiBf (u)
donde 3, € R son los pesos.

Las Superficies-BPT y Volumenes-BPT racionales son definida de manera similar.
En el caso de que los pesos son positivos, se tienen todas las propiedades de algoritmos
para curvas, superficies y volumenes racionales de Bézier que se cumplen para las
representaciones no racionales.

4.1. Blossom multi-afin de una superficie-BPT y volumen-BPT

En la seccién 1.3 se dio una breve introduccién al Blossom multi-afin h : P" — Q de
una funcién H : P — Q. Ahora se extendera este concepto para superficies y voliumenes
de Bézier de producto tensorial, con la finalidad de obtener pruebas mas concisas y
claras de la composicién de curvas, superficies y volimenes.

Definicién 4.4. El Blossom multiafin de una superficie bipolinomial F : R xR — R¢
de grado (l:m) es una funcién multi-afin f : R' x R™ — R* tal que es simétrico en
los primeros | argumentos . simétrico en los ultimos m argumentos y que satisface la

identidad F(u,v) = f(u,...,u;v,...,v).

Segun la Proposicion 1.25 se tiene que cada superficie polinomial tiene un unico
blossom multi-afin. Segin esta Proposicion y eligiendo los intervalos de referencia
[a,b] v [c,d], cada uno de los primeros argumentos de f puede ser expresado como
una combinacion afin de a y b, mientras que los ultimos m argumentos estan como
combinacidn afin de ¢ y d. Los puntos de control de Bézier estan dados por los valores

——
-1 1 m=J J

f(a,..ab, . bc..,cd ..d), 1=01,.., 57=01,.,m (4.4)



Ejemplo 13. Sea F:R? — R¢ d = 2,3 una superficies-BPT polinomial de grado
(I,m),

F(uv) = Y3 dyBU)BP(), wve [0,1), (4.9

1=0 ;3=0

l m ;-
yf: R xR™ — R? su correspondiente blossom. En este caso los puntos de Bézier
satisfacen

d;,; =f(0,..,0,1,..,1;0,...,0,1,....,1), :=0,1,....!, 7=0,1,...m. (4.6)
e N N—— N —
l—1 1 m—3 J

Ejemplo 14. La superficie cuadratica F : RxR — R3, definido por

F(u,v) =(u,v,u?* +v?), (u,v) € [-1,1] x [-1,1] (4.7)
de grado (2, 2) tiene como su blossom multi-afin a la funcién f : R®xR? — R3 definido
por

U + Uy vy + Vg
f(ul,uz;vl,lb) = 9 , 9

¥ sus correspondientes puntos de Bezier por

, Uity + v1v2> (4.8)

d()_():f( —1, —1', —1, —1):( —1, —1, 2),
d].():f( —1, 1, —1, —1)2( 0, —1, 0),
d2.0:f( 1, 1. -1, —1)=( 1, -1, 2)’

d()'l = f( —1, —-1: -1 1) = ( —1, 0, O),
dL] = f( —1, 1 —1, 1) = ( 0, O, —2), (49)
doy=f( 1, 1, -1, 1)=( 1, 0, 0),

dop =f( -1, =1: 1, 1=( -1, 1, 2),
d1.2=f( _1a 1 1a 1):( 0) 1: 0)7
d2,2=f( 1, 1', 1, 1)=( 1, 1, 2)

El algoritmo de de Custeljau para superficies bipolinomiales F, calcula el valor
del blossom f(u, .., u;v1, .., Um) ejecutando (I 4+ m) etapas de interpolaciones lineales
empezando con los puntos de Bézier. En la Figura 4.2 se muestra la grafica de una
porcién de una superficie bipolinomial S de grado (2,2) del ejemplo anterior.

Debe notarse que

{ m i“‘-"l = f'+1
§:Fluv) =Y Y dBi(— =Bl (—=), wrel-11. (10)

0 j=10)
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Ejemplo 15.
d

0,0

Y 1 1d11

Figura 4.2: Puntos de control de una superficie-BPT
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ZZd,,B @)BT(v), @,9€[0,1], (4.11)

1=0 j=0

por lo cual, es suficiente trabajar en el intervalo [0, 1].

A continuacién se presenta un algoritmo para evaluar el blossom f (uy, .., w; v1, .., Um)
de la funcién

ZZ%B (v), wve[01]. (4.12)

Este algoritmo es una generalizacidn del algoritmo de de Casteljau para curvas (
Corolario 1.29).

—

Algoritmo para evaluar el blossom f(uy, .., u; vy, .., tp)

Entrada:

d;; eRY(i=0,...,l, =0,...,m) puntos de Bézier

. que definen un volimen-BPT polinomial F : R?® — R¢,
d = 2,3 de grado (I, m) cuyo blossom es f.

(uo, ---, U5 Vo, ---, U ) : parametros donde sera evaluado f.

Paraz:=0,...,1

Para j:=0,...,m

%_ai,j =d,,
Para i:=0,...,!( (4.13)
r_Paraj:=1,...,m I

Parap:=0,...,m—7]

Jaz,p:z(l — V)& + Viap11
Parai:=1,...,!

vy -

Parap:=0,...,l —1

5 a’p,0:=(1 — U;)3p0 + Uidpt1.0
i 1%
LSALIDA: f(ug, ..., s Vo, .., Um) = Ao




Estos resultados pueden ser generalizados para un volumen de Bézier de producto
tensorial (Volimen-BPT) de grado (I,m,n),

! m n
F(u,v,w) =Y di;xB{(w)Bl*(v)Bp(w), u,v,w € [0,1],b;;x € RY, (4.14)

1=0 y=04k=0

cuyo correspondiente blossom f: R'XR™xR" — RY es una funcién multi-afin que
es simétrico en los primeros ! argumentos, simétrico en los siguientes m argumentos,
simétrico en los ultimos n argumentos, y que satisface la identidad

F(u,v,w) =f(u,.., wuv,.. v,w, .. w). (4.13)
En este caso se cumple
di].k = f( O, ...,0,1,...,1:0,...,0, 1,..., 10,,0,1,1)
E —_—— ——— ———— —— —— ~Y——
-1 1 m—) ) n—~k k (_116)
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A continuacién se presenta un algoritmo para evaluar el blossom f(; ; ) en
cualquier punto.

Algoritmo para evaluar el blossom f(uy, .., w; vy, .., Um; Wy, .., Wy, )
Entrada:

dijr ER*(:=0,...,1, j=0,....,m, k= 0,...,n) puntos de
Bézier que definen un voliimen-BPT polinomial F : R* — R¢,
d = 2,3, de grado (l, m,n) cuyo blossom es f.

(%o, ..., Uy; Vg, -.., Um; Wo, ..., Wy,): parametros donde sera evaluado f

Paraz:=0,...,1

Para j:=0,...,m

Para k:=0,...,n

a, k= dijk

Para::=0,...,!

Para 3 :=0,...,m

Para k:=1,...,n (-‘1].17)

Para p:=0,....n—k l

ijp = (1 — wk)a,,p + Wedi jp1 |

'Parai:=0,...,! ’

Para j:=1,...,m '

Parap:=0,...,m—j
a;5.0:=(1 — vj)a,p0 + vy, py10
Parai:= 1,...,1
Para p:=0,...,[ —1

a,00:=(1 —u,)a,00 + %iaps1.00

l
i
|
[
|

l SALIDA: f(uo, ..., U; 10, -+, Um; Wo, -, Wy ) 1= 80,0,0

Observacion:
Es facil notar que los algoritmos para evaluar el blossom de una funcién son una

generalizacién de los algoritmos de de Casteljau. Tambien se puede notar que al
evaluar el blossom de una funcién se efectiian varios pasos del algoritmo de de

Casteljau.
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Los algoritmos presentados para evaluar el blossom, son sumamente importantes
para la implementacion computacional de los resultados que se van a presentar mas
adelante.

4.2. Composicion de Curvas Racionales de Bézier y Superficies-
BPT

Por comodidid) definimos los siguientes conjuntos de indices:
Lip(L) =4 =(i1,0p) €25 : 0 <y, < L},
Lip(L):={1 =(i1,..,3p) €ZF :0<4 < ... < i, < L}.

Por ejemplo para p= 3 y L =1 se tienen los conjuntos

Lia(2) ={ (0,0,1),(0,1,0),(1,0,0),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0),(0,0,2), (0,2,0),
(2,0,0), (0.2,2),(2,0,2),(2,2,0),(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1),(1,2,2),
(2’ 1’ 2)? (2’ 27 1)’ (0’ 0, 0)) (1’ 1’ 1)’ (2? 27 2) }’

ﬁ1_3(2) ={ (0,0,1),(0,1,1).(0,0,2),(0,2,2),(1,1,2),(1,2,2),(0,0,0),(1,1,1), (2,2, 2)}.
También definimos

B,(L):={1 =(i1,ip) €Z5 : 0<ds. iy < L | 1| = g},
T(L)={1 =(ir,nip) €ZL:0<i .. i < L, | 1] =g},

donde | i | = (41, .y p)| = 61 + ... + 4y

Por ejemplo, parap=3, L =2 y g =4 se tienen los conjuntos de indices
I, (2) = {(0,2,2),(2,0,2), (2,2,0),(1,1,2),(1,2,1),(2,1,1)}

I15(2) = {(0,2,2), (1,1,2)}.

Recordemos también la definicion de la norma

NCE, 3= 11(Gs e Bp)s Gre s I =T+ J 1=+ i+ o1+

También definimos

= =[5 = ~ P
Us = Ug,, ) = (- Lug,) para i €1, := { i =(i1,..,%) € 24}
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VT = v(j),---,jq) = ('Uj], ...,'qu) paraj € ]Il,q = { j = (jla-"ajq) € Zi} :

Los siguientes teoremas son basados en el trabajo de Lasser [ Lass 93] y por motivos
ya mencionados han sido transformados por la aplicacién de los blossoms.

Teorema 4.5. (Curvas Racionales de Bézier y Superficies-BPT)

Sea g : R — R?una curva de Bézier racional de grado L
gls) ==———, s€[0,1], (4.18)

donde g(s) = (u(s)

) (s), v(s)) y con los puntos de Bézier b, = (u,,v;) y los pesos 3; € R.
Sea H: R* - R%, d=

2,3 una superficies-BPT polinomial de grado (I, m).
H(u,v) = > Y a,;Bi(u)Bl*(v), uv€|0,1], (4.19)

y sea h : R'xR™ — R el blossom de H. Entonces

H(s) = H(gl(s))

=— e Y. per(1) K+ (L 1)Bjyi™"(s) h( ur:ivi).
('\E' l'..:‘f.;]f.l’s)) l-"i.:-;:'é:.rm{i-]
1= '
(4.20)
donde
Igr[[\:p”{[lu_l )} = p:r[l 'lp:!{l, % (4.21)
11 6 () 11 B (%)

KA (L T) == “”j”' —, (4.22)
( L] )

PRI ,i?;itlvv < ,”'fn) € il.nl(L) = iI\II(L) X jI\l.m(L)-

con I'= (i, i) = (%

Prueba.- Como h : R'xR™ — R es el blossom de H se tiene

—

H(s) = H(g(s)) = H(u(s),(s))
= h( u(s), ..., u(s); v(s),...,v(s)). (4.23)

s_._,‘,_.—.ns..,—,.—-r
l m

Sustituyendo la for:na de Bézier de u(s) en la primera componente de h
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H(s) = H(g(s)) =h(-— - s u(8);v(8), ..., v(8))
2 BBy (s)
L 3

=h( > -L_HLHE.I:{S} s . u(8);0(8), -, 0(8) ).
§=0\ ¥ B:BE(s)
i={

(4.24)
L By
Dado que Z —L#-Bf’.l.(s) = 1, se tiene que el primer argumento es una
#=0 3 B:BL(s)
1=0

combinacion afin de los puntos w;x y siendo h una funcién afin en cada uno de sus
argumentos, se obtiene

H(s) = H(g(s) = > | i | BE(s) hlus, ufs)..., u(s): v(s), ..., u(s)).
=0 gﬁ.BfJ(s) “_l:"l'_"

Usando el mismo criterio en el resto de los argumentos, resulta la expresion

1 £ L M M
= , = E: }’,tl-fff?llhlll L ."I',?Ht-ﬂ;.{ﬁ} E: _'{Ei.ﬂi-_{b.]m i" i-lll‘:.-_BTtI{";.! hiut;vr}
- . BL L i'=0 V=0 v =0
(Eoﬁ ‘ (S))
' 1 L L M M , i i
- = > 0 >y Bhi(s)..Bi(s)BE(s)-. B (s)
<i ﬁiBL(s)> #=0 #=0i¥=0 i%=0
1=0
l m _
« ] Bis T] Bish(ug; vy), donde (i, iy ) € Lm(I)
p=1 g=1

(4.26)

Aplicando el Lema 1.3 para el producto de polinomios de Bernstein. se obtiene



113 fi ¢

1 L L M M 3/ oo )
— - +m)L
L I+m ..Z uz: p: 3 (+m)L Bt bir 4104 tity (5)
> ﬁiBzL(S)) im0 dRdn da (g A i)
1=
X I_I ﬁl“ Hﬂ«lvh u—‘ V'—‘
(4.27)

Utilizando la notacion de hiper-indices, de (4.22) y de esto se obtiene finalmente

—_

H(s) =H(g(s))

1 1
== 1 I4-m E m{L I}HH]“ }L ]hEuE'V:*J
(E: :giBiL{“";}) IL{:rHJEiLm[[J
1=0

Siendo h el blossom de H, se tiene que
h(u~ V—‘) == h(u(l i ), V(z’ n)) = h((u,-u, ...,'U,,'u); (’Uiy, Soac Ui:’n))

iy’

es simétrico respecto a los argumentos (us, ..., =) ¥ (v, ..., ¥ ), con lo cual se con-
cluye la prueba.m

Para los pesos B; =1, i =0,...,L , H=F. se obtiene
Corolario 4.6. (Curvas de Bézier y Superficies de Bézier de Producto Tensorial)

Sea g : R — R?una curva de Bézier polinomial plana de grado L.
L
— S bBHs), s€l01), (4.29)
1=0

donde g(s) = (u(s),v(s)) y con los puntos de Bézier b, = (ur,v,) € R2
Sea F : R? — R¢,d = 2,3 una superficies-BPT polinomial de grado (I,m),

Flu,v)=>_ > di,jBf(/u)B;”(v), u,v € [0,1], (4.30)

donde F(u,v) = (z(u,v),y(u,v),2(u,v)) y di; = (zi;, Yij, 2.,;) son los puntos de
Bézier y sea f : R'xR™ — R el blossom de F. Entonces

Fs)=Flgls) = > per(D) K™(LIBE™ s) fugiv),  (431)

1=(in ,iv )ED.m (L)
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donde

per(1) = per((iu, i )) = per(iy ) per(iv), (4.32)
(&) i ()
Kh™L )= =L 1 e, (L) (4.33)

(I+m)L
(“ii)
Teorema 4.7. (Curvas Racionales de Bézier y Superficies-BPT racional)

Sea g : R — R?una curva de Bézier racional de grado L

L
Y Bibi Bf(s)
g(s) = S)——, s€e0,1), (4.34)
;06181.'1‘(8)
con g(s) = (u(s),v(s)) y con los puntos de Bézier b; = (u;,v;) y los pesos 3, € R. Sea

F: R? - R% d = 2,3 una superficie-BPT polinomial racional de grado (I, m),

_ Q(u,v) -
F(u,v) = Clu ) u,v € [0,1], (4.35)
donde ‘
Qlu,v) =3 3 w,,jdi,jBf(u)BJ’-"(v), u,v € [0,1],
it (4.36)
Clu,v) = ¥ 3 wi;Bi(w)B'(v), u,v€0,1],
1=07=0

donde F(u,v) = (z(u,v), y(u,v),z(u,v)) y di; = (T, ¥is,%,,) (caso d = 3 )son los
puntos de Bézier y pesos w,; € R. En el caso de que d = 2 (Sélido-2D) tenemos :
z,; = 0 para todo 4,j. Sean q: R‘xR™ — R¢ el blossom de Q y ¢: R'XR™ — R el
blossom de C. Entonces

{{4m)L -
Qats)) o BT (6)
. g & k=l) | 7
5] = F . = = ! i-l!”ll
F'.r?} {gi*}l (:Ti.g{-?"” {i+m)L

z ﬁ.‘;_-HL“"”L[-‘*':I

k=

donde los pesos estan dados por

Wy = Z per(I) K*™(L,1) c(ui—;: vir), k=0,...,(l+m)L, (4.38)
1=(i i )€l m(L)
MR

los puntos de control por

d; ;= <71—> Z per(I) K™ (L, 1) q(u;ve), =0, .., (l+m)L, (4.39)
Wy —_ = A

I=( iy yill )eﬁlm(L)
M=k
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el coeficiente por

I'[ﬂ: Hﬁ:
K™ (L,1) =2=* (’) ()

(“T&T.“)

el conjunto de super-indices por

T “u U,
oie ) = [t o sil) e T,

(4.40)

i
u = (1, i) €ZL:0<i¥L... Lt < L)
(o in) €l 0 RN<... S <L)

b EUE‘ \r—-} - {uﬂ:? Tiey Ui}‘: 1‘11";' 3y aemy I”*.:-; }

Prueba.- Siendo q : R*XR™ — R¢ el blossom de Q y ¢ : R’”xR™ — R el blossom

de C, por el Teorema 4.5 se tiene que

Q(g(s)) = Q(v(fl)ﬂ’(S))

" w2 per(l) K(L DB (s)alugivio),
( 38 HL{S}) 1=(5 )€l m(L)
Py

(4.41)

1 T+Tn
=y nEmo L-:ﬁ per(I) h”"{L.I)BIiIfI mL( o\ c(ug: V).
(Z B,B[‘(s)) 1=(1u. 1) €l m(L)
=0

(4.42)
Dividiendo se obtiene
. ~ Q(s(s))
Bls) = Fle(s)) = G
S per(l) K4(L.) qlug;ve) Bl ™ (s) (4.43)

1=(iu,iv )€l m(L)

S per(D) K¥(L,T) clugivi) Bl ™ (s)

I= (:-I-L- .‘E'E!.m'[L]

.. : - Lim)L
El i-ésimo punto de Bézier es el coeficiente que multiplica a B’AE tm) (s) . Estos

90



puntos pueden ser obtenidos agrupando los términos tales que ||I|| =k, obteniendo

C(g(s))
(t+m)L \
> > per(I) K4™(L, 1) q(up; ve) | BY ™% (s)
k= I:(::E‘)ei\l,vn(l’) : ’
_ \ litl=x ) (4.44)
(t+m)L ( ‘I‘
> > per(I) Ktm(L,1) clug;vi) B£l|+m)1'(5)
k=0 1=(iu. i )€l m(L) J
\ =k
De esto se obtiene que los pesos estan dados por
Wy 1= Z per(I) KY™(L,1) c(u:; Vi—v‘), k=0,.,(l+m)L (4.45)
1=(iu iv )€l .m (L)
[1I][=k

y los puntos de control por

- 1 )
di = <:' ) > per(I) K'™(L,T) q(uisve), =0, ({+m)L. (4.46)
O @) Em()
IT]1=k

4.3. Composicion de Superficies-BPT racional y volumenes-

BPT
Consideramos tambien los conjuntos de hiper-indices

L (M) = {3 := (G, du 2 ) € Ta(M) x Ty (M) x T (M) )

il.m,n(L) == {I o= (:, f» lw) € ﬁl,l(L) X ﬁ].m(L) X iln(L)}

donde la norma ||.|| esta definido por

] = 15 T Bl = R+ R | il = i i P+,
también denotaremos

ur = (s ey U gu )y Vg o= (Viv jvs s Vi )y Wiz 5o o= (Wiy gy, oo Wi ).

y definimos

3 — —> — — —

per(I) :=per((iy . i, iy ) :=per(iy ) per(iy ) per(iy).
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Teorema 4.8. (Superficies-BPT racional y volimenes-BPT ) Sea g : R? — R® una
superficie-BPT racional de grado (L,M),

L M
2 XY BibiiBE(s)BY (1)
=0 5=0

L M
> 2 ﬁi,jBiL(S)Bfl(t)

1=0 =0

g(s,t) = s,t €[0,1] (4.47)

donde g(s,t) = (u(s,t),v(s,t),w(s,t)) y con puntos de Bézier by ; = (u; j,v: j,ws ;) €
R3 y pesos 3., € R. SeaH : R* — R®, un volhimen-BPT polinomial de grado (I, m, n).
Seah : R'xR™xR" — R? el blossom de H. Entonces

—

H(s,t) = H(g(s,t)) 1

= — T ar [+m+n L "‘Z 2 per(I)
(E P ;'Ttljﬂif'{ﬁ:’ﬂjﬂ{f}) T={Tu:ie i) Elpmnl(L) (4.48)

=0 ;=0 J={j_-a.~.'i-:.]_1:] E:I.'rn.ﬂ.‘.h”'

X A’l.m.n(L, A/I,I, J) h('l_L—‘ Vs — W ~_')B([+m+n)L(5)B|(|l_]—'i|m+n)M (t)

fusju’ lv.Jv’ lwyJuw ”I“
donde
11 (5) 3.5 1T ()8 2 1T (4) ()3
Kb (L, ML J) =5 e Ty -
(mulu ) (T ") (4.49)

- — A 5 o 5 T 0 =
I = (iu, iv 5 iu,) = (1}]‘, ...,1}‘;7,111, ...,'lynil’iL, ...,'l:) € I[[.m.n(L),
—_ — —

J=(Ju.dv,dw) = G 385580 G 310 ) € Lumn (M),

Pruebe.- Como h : R*xR™xR" — R3 es el blossom de H se tiene

—_

H(s,t) = H(g(s,t)) = H(u(s,t),v(s,t),w(s,t))
¢ o = h( y(s,t),...,u(s, t):v(s, 1), ..., v(s,t);w(s, t), ..., w(s,t))
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Sustituyendo la forma racional de Bézier de u(s,t) en la primera componente de
h, resulta

L M
2 X Py wy sy Bi(s)Bj(1)
H(s,1) = h(1 2422 g .
(s, 1) ( AT s u(s,t);vu(s,t), ..., v(s,t);w(s, t), ..., w(s, )
53 s BH)BH)
i=0 j=

L M ﬁ~u .u
= h{ Z Z 12 BII-;‘(S)BA‘/{(t) ui«;,j;‘,

i

=0 5=0 J
yu(s,t);v(s, t), ..., v(s, t);w(s,t),...,w(s,t)).
(4.51)
L M Biu | ju
Dado que Z S oy Bil,:(s)BJ’.‘f(t) = 1, se tiene que el primer ar-
#2037 =0 3" g, BE(s)BE(D) :

1=07=0
gumento es una combinacién afin de los puntos w; ;« y siendo h una funcién afin
en cada uno de sus argumentos, se obtiene

—

H(s,t) = H(g(s,t))

- Byu, ju
o B

= L M Btl‘;‘(g)BJA}{(t)

X h( wm ju,u(s.t), ..., u(s, t):v(s, t), ..., v(s. t);w(s, 1), ... w(s,1)).

—

-1

Usando el mismo criterio en los siguientes (I — 1) argumentos, resulta la expresion

ﬁ(s, t) = H(g(s,t))

L M L M
. ;'i,--]al.,t-Hl-;Tl;{S}”j}.{f}l... N7 3 By e Bi(s)BX(1)
I:':‘-—I.'I'Jf:'—" o=l j*=0
— " 1
L M
(£ 50 BH0BHO)
1 J

xh(ug 2 v(s,t), ..., v(s,t);w(s,t),...,w(s,t))

Reordenando se obtiene



i L M M | I 1
b T 2. o I111 8, s H Bji(s) HHM{I‘]
iy=0 '=041=0 ji=0p=1g=1 =1 =] =
— . (403)
L M
(£ 56 BB |
1=0 3=0

xh(ug 750(s, ), ..., v(s, t);w(s, t), ..., w(s,)).

Usando el mismo criterio en el resto de argumentos, aplicando el Lema 1.3 para el
producto de polinomios de Bernstein y usando la notacién de hiper-indices, se obtiene

—

H(s,t) = H(g(s,1))

1 m+n
B M Z Z B|(|11-ﬁ N )L(S)

L 1 +m+n I e
(Z 2 Bi; B (S)B,’“(t)> I=(iu iy iw) €T, , 3= 50 Jw) €1,

+m+n)A Alm.an
x B M (t) Kb (L, ML) h(ug = Vi o we )

lu o Ju by de? ey Jw??
(4.54)
donde K'™"(L, M,1,.J) esta definido por (4.49).
Siendo h es el blossom de H, se tiene que
}](u:u)—u.‘ V_l_l; J—L" “’EE) - ll(ul;"]lu u"l Ju vzl jl ’U J;)ﬂ wi] 7J] wzn 7]n )

es simétrico respecto a los argumentos (uz jx, ..., 'U-i;"jl“) . ('Ui’]f"j;', ey Uiy v ) Y (willl’!jlu'
se concluye la prueba.m

Para §;;=1,i=0,...,L, j=0,...,M y H:=F se obtiene el siguiente resultado.
Corolario 4.9. (Superficies-BPT v volimenes-BPT)

Sea g : R? — R®una superficie-BPT polinomial de grado (L,M),
g

ZL:Zb,JB" )BM(t), s,t€0,1], (4.53)

1=0 j)=0

donde g(s,t) = (u(s,1),v(s,t),w(s,t)) y con puntos de Bézier b, ; = (wyg,vp,,w;5) € R
Sea F:R® — R® un volimen-BPT polinomial de grado (I,m,n),

m n

F(u.v,w) Z Z Z d,, . Bj(u ) B (0) B (w),  wu,v,w € 0, 1], (4.56)

1=03=0k=

U4

cey Wiw qw)
) ? zYl’JYl



donde F(u,v,w) = (z(u, v, w), y(uv,v,w), z(uw,v,w)) y di jx = (Tij, Yijk, Zijk) SON los
puntos de Bézier. Sea f : R‘xR™xR"— R? el blossom multi-afinde F: R x R x R — R3 ;
f(uy, .. w;v1, ..., Um; Wi, ..., w,) tiene las propiedades: f es multi-afin en cada argu-
mento, f es simétrico en u, ...y, f es simétricoen v, ..., U, f essimétricoen w,, ..., wy,,
y F(u,v,w) = f(u,..u;v,..,v;w,..,w).

Entonces

(H4+m+n)L (L+m+4n)M

F(s;)=F(g(s,0)) = Y 3 dpoBE™mHs)BS™ ™M (1) (4.57)
P=0 Q=0

con los puntos de control

dpo = Z per(I) Kt™™(L; 1) Kb™™ (M ; .])f(u-i:-’;:; \mirad w;;-']—-w)
L=(ia ivoiw) € Tim (L), I = P
J:(.-i_:vj_l:).]:) € El.1'n,n(h/,)v “Jll b Q
para i =0,...l+m+n)L, j=0,...(l+ m+n)M,
(4.58)
las constantes
{ m n
L L L
o ROROLG
K (L’ I) = ((l+m+n)L) ’ (459)

el

Ktmn(M;J) =

(l+m+n)M> ? (460)
)

I3l
=Y or o . -y - W ~w T
J = (Gu» Jurdw) = (G230 (01,5 0), G5+ -5 30) € Lyma(M).

Ejemplo 16. Para (L, M):=(2,2) y (I, m,n) := (2,2,1) los puntos de control dpo
de la superficie-BPT polinomial de grado ((l + m 4+ n)L,(l+m + n)AM) = (10, 10),

~ 10 10

F(s,t) = F(g(s,t)) = > > dpo Bp(s)Bg (1),

P=0Q=0

son obtenidos mediante el corolario 4.9.

<
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—_ — —

Para P =2y @Q =1, los indices I := (iy, i,,1y) € i2,2,2(2), ||
estan dados por la siguiente tabla

iy | K*21(2;1) | per(I)
> | 1/45
1| 4/45
0| 1/45
0| 4/45
1| 4/45
0
0
0

4/45
1/45
] | 4/45

coocor o oo

OO0~ O~ NN = O
— R DD =D o

—_— e —

y los indices J := (Ju, Jus Ju) € Da21(2), (] = Q=1por

I’ I}’ ,]:: K221 J
‘ 00 0 0 1 2/ 40
00 01 0 2/45
‘ 0 0 10 0 2/45
01 00 0 2/45
1100010 2/45
Recordando que para los sub-indices
L= (T, 1y 1) = ( (3,32), (3%, 33), (5))

T = (5as Jus dw) = ( (%, 50, (7Y, 32): (31))

se tiene

f( . __,,_4w__.._.) = fl’”.‘n‘;u J'.l‘-' u !1\J't I'T ;l‘ H.1_ J}']

1y 1.7u 1y, Jv’ tw,Jw
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En particular se obtiene

dpo = per(0,0;0,0;2) K221(2;(0,0;0,0;2)) |

K221(2; (0,00, 05 1)) f (o0, uo; Vo0, Uooi W)
+[(2'2’1(2; (0) 0;0,1; .)) f(uO,Oa Up,05 V0,0, V0,1, wzv())
+I\’2'2'](2; (0, 0;1,0; 0)) f(uo,o, Ug,0; Vo,15 V0,05 wz.o)
+K221(2;(0,1;0,0;0)) f(uo,0, o,1; V0,0, Yo0; W2.0)
+K221(2;(1,0,0,050)) f (0,1, 0,05 Y00, Yo0; W20)]

+per(0,0;0,1;1) K2*1( 2;(0,0;0,1;1)) |

K%21(2;(0,0;0,0;1)) f(ug0,uo0; V0,0, V1.0) W1,1)
+K221(2;(0,0;0,1;0)) f(uoo,uo0;voo, V1,1, W1,0)
+K%21(2;(0,0;1,0;0)) f(uoo, u0,0; Vo,1,v1,05W1.0)
+K*%1(2;(0,150,0:0)) f(uo0,u0,1; V0.0, V1.0: W1,0)
FK221(2;(1,0;0,0:0)) f(ug,1,Uo0; Y00, V1.0, Wi0)
+....+
per(1,1;0,0;0) K**(2;(0,0:0,1;1)) |
K2-2-1(2; (0,0:0,0:1)) f(ul.o, 1.0} V0.0, V0.0: Wo.1)
+K221(2;(0,0;0,1;0)) f(uy.0,u1.0; Y00, Vo.1; Wo.0)
+ K221 (2; (0,0:1,0: 0)) f(uy.0,u1,05v0.1, 0,0} Wo,0)
+K?%%1(2:(0,1:0,0; 0)) f(u1,0,u1,15 0.0, Yo.0; Wo.0)
+K21(2;(1,050,0:0)) f(ur1, 1,05 %.0, Vo.0; Wo.)]

Teorema 4.10. (Superficies-BPT racionales v vohimenes-BPT racionales)

Sea g : R? — R®una superficie-BPT racional de grado (L.M).

L. M ¥
5: S Bisbi i BE(s)BM (1)
=l J=

=]
L M
3 E;i,J[f’q ) BM(t)

g(s,t) = s, t € 0,1], (4.61)

donde g(s, t) = (u(s,t),v(s,t),w (s t)) y con puntos de Bézier by ; = (ur.u, 1. J,Wry) €
R3 y pesos 3, € R. Sea F : R3® — R3 un volimen-BPT racional de grado (I.m,n),

R(u,, w) i
b0 — ) Jw € [0,1], (4.62)
F(u,v) : Clu,v.w) u,v,w € [0,1]
con
[ m n
= s awdi ke Bi(u) BT (v) B (w), w,v,w€ 0,1, v
Q) zgo]gmgo skdijieBi(w) ;() k ees)
L m mn . )
Clut) = 5= 5 35 w3 BUw)BP(0) B (w), w,v,w € 0,1,
1—0]_33.":
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donde F(u, v, w) = (z(u,v,w), y(u, v, w), 2(w,v,w)) y di jx = (Tijk, Yi.jx, 2iz) S0n los
puntos de Bézier y los pesos w; jx € R. Sean q : R'xR™xR" — R3 el blossom de Q
y ¢: R'XR™xR" — R el blossom de C. Entonces

F(s,t) =F(g(s,t))

(I+m+n)L (I4+m+n)M _ (464)
Z Z ,l‘[)p’qdp,qu()l+m+n)L(s)B((ll+m+n)M(t)

(+m4n)L (I4+m+n)M

Z p qB(l+m+n)L( )B((Il+m+n)M(t)

=( q:“

donde los pesos estan dados

'lZ'p‘q = Z per(I) [{l'm’"(L, ]W,I, .]) (u—~3‘—: Ao J—‘: w’::_]_;/)’
1=(iu v .iw) €T mn(L), I1I=p
I=(Ga,3v 3u) € Lim (M), 1311 =0
p=0,...,(l+m+n)L, ¢g=0,....(l+m+n)M,
(4.65)
los puntos de control por
d, := (:-1—) Yy per(l) Kt (L, M, 1) q(ug 5= v 50w =),
Wp q Sy e u v ,Jv lw,)w
T=(h by i ) € B o (L) 1Tl=p
I=(30 3 5w) € din n (M), [19]l=0
p=0,...,(l+m+n)L, ¢g=0,...,(l+m+n)M,
(4.66)

el coeficiente por

1 (2) ()85 11 (G5 T (D) (&)

p=1

Ktmn(L, M, 1,J) = ((l+m+n)L> ((l+m+ﬂ)L) ©(4.67)

[1]] [131]
—_— B B
1= (Ta, To, 1) = (8% 02538, oy 603 82 s 12) € (L),
—

- — i -
] (.]u I .]‘U ,.]w) - (71‘7a7[ 3.7] 3 '-'7]1717.71 bl "‘a]n) E ]Il,'"l-ﬂ(ﬂ )

Prueba.- Siendo q: R'xR™xR" — R? el blossom de Q y ¢ : R'xR™xR" — R
el blossom de C, por el Teorema anterior se tiene que

_ Qlgls, 1))

= Clge. 1)’ o



donde
Qlglst) = | > per(I) Kt™™(L, M, 1,3) q(ug: 7 v 525 Wiz 5)
I=( lu,ly qlw) enl,yn.yl(”)

Jz(.iu Vv -J_w.) € pnl,m,n(M)

- B[1+m+n}L{ }Bl!+m+n}M“}1

i S5
(4.69)
C(g(S,t)) — E - {-""!37[1} h-l.m.u{L. !"r'.?., I,J] C(tl:-‘ :I-*: \"t—u- J—‘ = _T']
I=(Tn v hw) € Timn(L) wsdu ' w
T=(5u Jv ) € Tt onm(M)
(I4+m4n)L l+m4n)M
x By ™ (o) Bl M (0).
(4.70)

El punto de Bézier d,, es el coeficiente que multiplica a B{+mL(s s)Bi+mL()

Estos puntos pueden ser obtenidos agrupando términos tales que ||I|| =p y ||J|| =g,
obteniendo

F(s,t) = F(g(s,1))

(t+m+n)L (I+m+n)M —
Z Z '&:'p,q dkB’gHm+n)L(S)Bél+m+")M (t) (4..{.1)
(I4+m+n)L (+m+n)M

m4n)L l+m+n)M
Z Z By BY T () BTN (1)

donde los pesos estan dados por

By = 3 per(1) K (L, M,LJ) e(ur wive miws 52),
1= (Iu lv lw) € Hl m, VL(L “I“—p
I=(iur3v dw) € T n (M), 19lI=q
p=0,...,(l4+m+n)L, ¢g=0,...,(l+m+n)M,
(4.72)
y los puntos de control por
ak. = (E:::) Z per(I) Ktmn (L, M,1,J) q(ui—‘:,z; Vi W;:,J—u*y)
I=(i iy iw) € Tpm,n (1) [1II=P
I=(5uJv Jw) € Lm,n(M), 13]1=g
p=0,...,(l+4m+n)L, ¢g=0,...,(l+m+n)M.
(4.73)

||

Observaciéon

En la implementacién computacional de cualquier algoritmo siempre se requieren
de datos de prueba para verificar si vamos por un camino correcto y tambien para
verificar los programas. En nuestro caso para la composicién de una superficie-BPT v
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volimen-BPT, los datos de prueba pueden ser obtenidos mediante los siguientes pasos

i) Elegir dos funciones polinomiales g : R*> — R® de grado (L.M) y F: R* - R?
de grado (I, m,n).

ii) Obtener los blossoms multi-afin g,: R“xR™ — R3®deg, F;,: R'xR™xR" — R?
de F y Hb5 R(l+m+n)LXR(l+m+n)M —R3deH:=Fo g

iii) Hallar los puntos de control b;;,7 =0,...,L, j=0,..... M de

ZZb”BL ()BM(1), s,t€0,1],
1=0 j3=0

mediante

bi; =g(0,..,0,1,..,1;0,...,0,1,....,1), i=0,1,...,L, j=0,1,..., AL

Hallar los puntos de control d, , ;. de

I m n
Flu,o,w) =Y Y Y di 1 Bi(w) Bl (v) Bi (w), u,v,we€ 0, 1],
1=0 3=0 k=0

mediante

d,;» =F,(0,..,0,1,..,1:0,...0,1,...,1;0,...,0,1, .., 1),
[—1 1 m—j) J n—k k

1=0,..,01, 7=0,...,m, k=0,...,n.

Hallar los puntos de control c_lw.;.- de

(I+m+n)L (l4+m+n)M

H(S, t) = F(g(s’ t)) = Z Z d.p B(l+m+n)L( )B(l+m+n M(L)

P=0
mediante

dpo =Hy( 0,..,0 ,1,..,1; 0,..,0 ,1..,1), i=0,1,..,(+m+n)L,
' —— ~—— ~—— ——
(l+m+n)L—1 4 (I+m4n)M— J

J=0,1,..,(l+m+n)M.

Esto se muestra mediante el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 17. Sea g: R*> — R?® una superficie polinomial de grado (L.M) = (2,2)
definido porg(s,t) = (s,t, (3 —s?—t?+1+s)), s,t € [0,1]. El blossom g;,: R*xR? — R?
de ésta funcion estd definido por

o g plg Tl = 2

S1+ 82 1+t 2,3 141
gb(slv‘s?;tl)tZ):( 1 2 1 2 ]+ 2+S]+52)>

v los puntos de Bézier son

b0,0 = gb( 07 O! 07 0) = ( 07 07 %))
bl,O = gb( 0) 17 0’ 0) = ( %a 07 g)v
bao=gs( 1, 1; O, 0)=( 1, 0, %)’
bO.l = gb( Oa 09 0 1) = ( 11 %a ?’;)
bl,l = gb( 0’ 1a 01 1) = ( %7 %’ 1)’
b?,l = gb( 1, 11 0, 1) = ( 1» %7 g)>
bO.? - gb( 07 s ) 1) = ( Oa 17 g)a
bia=g( 0, 1, 1, 1)=( 3, 1, %),
b?l_gb( 1’ : 3 1)=( 13 ) %)

con esto se tiene definido la superficie-BPT polinomial de grado (L, M) = (2,2).
2 2
gls,t) => > bi;Bl(s)Bj(t), stel0.1],
1=0 =0
La funcién polinomial F : R* — R3 de grado (I,m,n) = (2,2,1) definido por
F(u’ 'U,'UJ) = (u, v,w(u2 -f—l'?)), u,V,w e [0,1]
tiene su blossom multi-afin a la funcién F,: R'xR™xR" — R® dado por

Uy + Uy UV} + Vg

Fy(uy, up; vy, v9;wy) = < ,wi(ugug + Uﬂ’z)) .

2 72
Vv sus puntos de Beézier
do,00 = F4(0,0:0,0; 0) = (0,0, 0) doo1 = F4(0,0;0,0;1) = (0, 0. 0)
d1 00 = Fy(0,1;0,0;0) = (,0,0) dioy = Fy(0,1:0,0;1) = (3,0,0)
droo = Fy(1,1;0,0:0) = (1,0,0) 9201 =Fu(1,1:0,0;1) = (1,0.1)
doso=Fy(0,0;0,1;0) =(0,2,0) o1 =Fu(0,0:0,1:1) =(0,4,0)
diio = F4(0,1;0,1;0) = (1,1,0) diia = Fu(0,1:0,1;1) = (3,1,0)
daro=Fy(1,1;0,1:0) =(1,{,00 du=F1,L0151) =(1,11)
dgoo = Fu(0,0;1,1:0) = ((l), 1,0) doay = Fu(0,0,1,1;1) = (0,1, 1)
dl?O—Fb(Oul;l 1'0) = {E 1'()) dl'2'l _Fb(o’l’l’l-’l) = (%’1a1)
dpyo = Fo(1,1;1,1:0) =(1,1,0)  de2a =Fo(1,1;1,1:1) =(1,1.2)
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que definen el volumen-BPT polinomial de grado (I, m,n) = (2,2,1),

F(u,v,w) ZZZd,,AW ) B3 (v) By(w), u,v,w € [0,1],

i=0 j=0 k=0
Para la funcién polinomial H := F og : R? — R?® definido por
H(s,t) =F(gk,t))

203 _ 2 _ 42
F(s,t,2(5 —s*=t: +t+5s))

(.6, 23 — 82— 2+t +5)(s* +12))

= (5,6, (s +12) = 2(s" + 2822 + 14) + 2(s* + st? + 52 + 1)),

se ha determinado de manera similar su correspondiente blossom multi-afin con-
siderandolo a éste polinomio de grado (({ + m + n)L,(l + m + n)M) = (10,10) y
tambien los puntos de Bézier &p_Q , P,Q =0,...,10( en total, 121 puntos). los cuales
han coincidido con los puntos obtenidos mediante la implementacion correspondiente.

NOTA:

Cuando se trata de deformar un objeto mediante la composicion de funciones en
la forma de producto tensorial de Bézier. se tiene que encontrar los puntos de control
de la funcion g;:= Fog, y luego mostrar en el monitor de una computadora la nueva
imagen y la nueva red de control. Para poder elegir los nuevos puntos de control
de la nueva funcién de la deformacion F5, moviendo los puntos de control de F,;.
Luego se hallan los puntos de control de gy:= Fy0g, v se procede de la misma manera
hasta obtener la forma del objeto que se busca. Esto significa que se tiene que hallar
los puntos de control de las funciones gi4+3:= Fi4108; con go :== g y donde F; son
funciones de deformacion.

En los resultados obtenidos en ésta seccion los dominios de las funciones g y F son
intervalos, cuadrados 6 cubos unitarios, esto no da mucha flexibilidad cuando se trata
de deformar un objeto, debido a que formalmente el rango de g deberia estar siempre
contenido en el dominio de F ( rango(g) C Dom(F) ).

Por ejemplo, para las funciones

g:[0,1 - R% g(t) = 2_biBi(t),

F:[0,1] % [0,1] — RY F(s.1) szuB ()BT (1),

J=01=0



la funcidén F o g estara bien definida, si CO(byg, by, ..., b;) C [0,1] x [0, 1], dado que la
imagen de g se encuentra en la capsula convexa de sus puntos de control b;. A pesar
de que se cumpla

CO(b())b]) "'7bl) C [Oa]-] X [0’ 1]

en el primer paso, no se puede garantizar que los puntos de control de F o g se en-
cuentren en el dominio [0,1] X [0,1] de la nueva funcién de deformacién. Para evi-
tar este inconveniente se puede utilizar la funcién auxiliar h: [a,b] — [0, 1], definido
l—a
; que satisface h(a) = 0, h(b) = 1 y h([a,b]) = [0,1] y definir
—a
gk+1:= Fry10(g,0h) para el procedimiento de deformacidn sin tener que preocuparse
de la eleccion de los puntos de control de la funciéon de deformacion Fy.

por h(t) =

4.4. Aplicacion : Transformacion de superficies rectangulares
de Bézier a triangulares.

Una aplicacién de la composicién de funciones es la conversion de rectangulos de
Bezier a triangulos de Bézier. Este problema puede plantearse de la siguiente manera:

Dada una superficie-BPT polinomial de grado (I,m), F: R* = R¢ d = 2,3,
Fluv)=3 > dy,BI(, _ IBP( " 0), welad], ve led],

se busca una representacion en forma de simplejo de Bézier.

Este problema puede ser solucionado considerando la funcién identidad g : R? —
R? v llevandolo a su forma de simplejo de Bézier de dimensién 2 y primer grado,

gu)= > b l—io(u), ue R’

—
1

i = (7:():1.’1’7“2) € Zi—a bT € R21

donde g(u) = (u(s),v(s)) con los puntos de Bézier b+ = (u+,v—).

Considerando que los puntos Py = (a,¢), P1 = (b,¢), Py = (a,d) son puntos
de control de g y considerando que se encuentra definido en el simplejo AP(P,P,, se
cumple que F o g, definido en el simplejo APoP P, representa un triangulo de Bézier

(ver figura 4.3).

Sea f : R‘xR™ — R el correspondiente blossom multi-afin de F. Luego. se tiene

F(u) = F(g(u)) = F(u(u),v(u))
= f(u(u),...,u(u);v(u),. .. v(ua)).

! m
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Figura 4.3:

104



Sustituyendo la forma de simplejo de Bézier de u(u) en la primera componente de
f, resulta

F(u) = f( up B (u), .., u(u);v(u), ..., v(u); wlu), ..., wu)).

1 I3
|i1 |=1

Dado que EIT{|=1 Bi_l.(u) =1, se tiene que el primer argumento es una combinacién
afin de los puntos u+ , siendo f una funcién afin en cada uno de sus argumentos. Se
obtiene

Usando el mismo criterio en los siguientes (! — 1) argumentos, resulta la expresién
F(s,1) =F(g(u))= > .. > B:—l-(u)Bll—;(u) flup, . upso(u), . v(u).
=1 |5=1

Usando el mismo criterio en el resto de argumentos y aplicando el Teorema 1.13
para el producto de polinomios de Bernstein obtenemos:

F(s,t) = => > K BIII( )Biy(w) flug, . ugivss, vy

I|=t|J|=m
(4.74)

— " 1
I'—_(l]u"')ll) 02.—1102 "XI[O,Q’

] = <7 PO lm' Il
J=0, ,Jm) € i=lg, x ... xI,,

m

y las constantes combinatorias dados por

1 . 1

W

Por el Lema 1.12 para los polinomios de Bernstein BIII( u) y BG'(U) definidos
sobre un 2-simplejo S, se cumple

K{I) =

Biy(u) Bjj)(u) = %Bﬂhm(u) (4.75)
03]
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De esto y de (4.74) se obtiene

~ 1 .
F(s,t) = F(g(u)) = Z TBII&,J)I(U) (r=T e ...,vj—m-),
NE@I)|[=t+m (|I|+|J|)

y los puntos de Bézier estan dados por

g 1 - -
- = (T,Z_)f(ui'{"”’“‘i—,‘;vﬁ"""vj_,,‘.)’ i =[I+|Jcon|1i]|=14+m.
IT[+13]
Nota:
De manera similar se puede tratar para el caso de transformaciéon de superficies

triangulares a rectangulares.
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CONCLUSIONES

Para la composicion (F o g) de dos representaciones de producto tensorial de Bézier
F y g se requiere que se cumpla Rang(g) C NDom(F), lo cual en algunos casos no es
muy flexible en la practica, mientras que usando representaciones de simplejos de
Bézier no se tiene este problema, dado que se trabaja con las coordenadas afines. Sin
embargo, el manejo de los indices en las representaciones BPT resulta mas sencillo
que el de los simplejos de Bézier. Por la existencia de este 1iltimo inconveniente se da
una propuesta del manejo de indices de los puntos de control de los simplejos de Bézier.

Se ha obtenido la representacion del blossom de un simplejo de Bézier. A partir
de ella se han obtenido derivaciones inmediatas del algoritmo de de Casteljau
correspondiente.

Los puntos de control de la composicién (F o g) de dos representaciones de Bézier
F y g pueden expresarse como una sumatoria. cuyos términos dependen del blossom
de F. El numero de términos ha sido reducido por la simetria del blossom de F, con
lo cual se obtienen mejoras de los algoritmos de blossom para la composicion.

En el caso de representaciones de PTB, mediante los blossoms multi-afin. se han
simplificado los resultados para la composicion presentados por Lasser [Lass 93]. Con-
siguiendo pruebas mas sencillas y disminuyendo el nimero de operaciones. A partir
de los resultados obtenidos pueden deducirse facilmente los respectivos algoritmos.

El nimero de puntos de control de la funcién compuesta (F o g) . crece rapidamente
respecto al nimero de puntos de control de F y g. Para las curvas de Bézier F y g
con (I+ 1)y (m+ 1) puntos de control respectivamente. la funcién compuesta (F o g)
tiene (I * m + 1) puntos de control.

En la deformacion de una curva o superficie o volumen de Bézier g mediante la
composicién (usando la deformacion F), cada paso de deformacion equivale a la
realizacion de una composicion g :=(F o g), lo cual implica que en cada paso se tiene
un crecimiento del nimero de puntos de control en la nueva representaciéon g.

Otra alternativa (mas general) es la propuesta presentada del procedimiento basado
en los trabajos iniciales de Sederberg y Parry, con lo cual se han logrado algunos
ejemplos interesantes. Mediante la composicion se han obtenido una formulacion
sencilla para la transformacion de superficies rectangulares a triangulares (de Bézier),
cuyos algoritmos pueden deducirse facilmente.
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