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FACULTAD DE CIENCIAS

U
N
IV
E
R
SI
D
A
D

NA
CIONAL

DE
IN
G
E
N
IE
R
IA

LIM
A

P
E
R
U

1876

S
C
IE
NT
IA

ET

LA
B
O
R

TESIS
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Resumen

La teoŕıa de señales y sistemas juegan un rol importante en las diversas

áreas de las ciencias e ingenieŕıa es aśı que los conceptos de la transformada

de Laplace en el tiempo continuo y la transformada Z en el tiempo discreto

surgen como un instrumento adecuado en las diversas aplicaciones de dichas

áreas.

En el contexto discreto o continuo la respuesta impulso nos facilita el

estudio directo de sistemas concentrados, discretos y distribuidos de orden

arbitrario. Lo anterior nos ayuda a desarrollar un entorno unificado para ob-

tener sus respectivas respuestas dinámicas. Asimismo, las respuestas que se

obtienen de los sistemas se descomponen en una respuesta permanente y en

una respuesta transitoria.

Teniendo en cuenta la base dinámica obtenida por la respuesta impulso

de forma estándar y normalizada se desarrolla una teoŕıa de manera mas

general y directa para los sistemas de n-ésimo orden, mas aún sin tener en

cuenta una formulación de nuestros sistemas en variables de estado. Para ello

se han considerado sistemas de primer orden para mostrar varios resultados

que en la literatura está dada a través de la formulación de la variable de

estado.

Dado que deseamos clasificar los métodos para el cálculo de la respues-

ta impulso en este trabajo se han tenido en cuenta los métodos espectrales

como no espectrales y numéricos. En el presente trabajo se hace énfasis en
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los métodos no espectrales ya que la respuesta impulso solo admite una ex-

presión en la que tenemos que usar tres ecuaciones caracteŕısticas de tipo

algebraico, diferencial y en diferencias.

Se ha realizado una simulación numérica en el contexto de sistemas dis-

tribuidos, considerando el modelo de Euler-Bernoulli sometido a una fuerza

axial, sujeto a una entrada oscilatoria con amplitud triangular. Las solucio-

nes permanentes se han calculado empleando la función de Green espacial.

La respuesta impulso ha sido aproximada con el uso del método espectral.

iv
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2.1.3. Señales básicas en tiempo discreto . . . . . . . . . . . . 14

La sucesión escalón unitario . . . . . . . . . . . . . . . 14

La sucesión impulso unitario . . . . . . . . . . . . . . . 14

Sucesiones exponenciales complejas . . . . . . . . . . . 15

Sucesiones sinusoidales . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.4. Sistemas y clasificación de sistemas . . . . . . . . . . . 16

ix



Representación de sistemas . . . . . . . . . . . . . . . . 16

Sistemas en tiempo continuo y sistemas en tiempo dis-

creto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

Sistemas con memoria y sin memoria . . . . . . . . . . 17

Sistemas causales y no causales . . . . . . . . . . . . . 17

Sistemas lineales y no lineales . . . . . . . . . . . . . . 18

Sistemas invariantes en el tiempo y variantes en el tiempo 19

Sistemas lineales invariantes en el tiempo . . . . . . . . 19

Sistemas estables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Sistemas retroalimentados . . . . . . . . . . . . . . . . 20

2.1.5. Sistemas lineales invariantes en el tiempo . . . . . . . . 20

Respuesta de un sistema LTI en tiempo continuo y la

convolución mediante la integral . . . . . . . 20

Propiedades de la convolución . . . . . . . . . . . . . . 21

Operaciones del integrando de la convolución . . . . . . 22

Respuesta escalón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.1.6. Propiedades de sistemas LTI en tiempo continuo . . . . 23

Sistemas con o sin memoria . . . . . . . . . . . . . . . 23

Causalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.1.7. Autofunciones de sistemas LTI en tiempo continuo . . 24

2.1.8. Sistemas descritos por ecuaciones diferenciales . . . . . 25

Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-

tantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

Linealidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Causalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Invariancia en el tiempo . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

Respuesta impulso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.9. Respuesta de un sistema LTI en tiempo discreto y la

convolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Respuesta impulso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

Respuesta a una entrada arbitraria . . . . . . . . . . . 27

Convolución . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

x



Propiedades de la convolución . . . . . . . . . . . . . . 28

Operaciones de la convolución . . . . . . . . . . . . . . 29

Respuesta escalón . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.1.10. Propiedades de sistemas LTI en tiempo discreto . . . . 30

Sistemas con o sin memoria . . . . . . . . . . . . . . . 30

Causalidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

Estabilidad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

2.1.11. Autofunciones de sistemas LTI en tiempo discreto . . . 31

2.1.12. Sistemas descritos por ecuaciones en diferencias . . . . 32

Ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes cons-

tantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Formulación recursiva . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Respuesta impulso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2. Sistemas y modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2.1. Parámetros concentrados y distribuidos . . . . . . . . . 35

2.3. La exponencial matricial en sistemas concentrados de primer

orden . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4. La transformada de Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.1. Conceptos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

2.4.2. Propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

2.5. La transformada Z . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

2.5.1. Conceptos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5.2. Propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.5.3. La transformada Z Inversa . . . . . . . . . . . . . . . . 44

Expansión en series de potencias . . . . . . . . . . . . 44

Expansión en fracciones parciales . . . . . . . . . . . . 44

2.5.4. La función del sistema: sistemas LTI en tiempo discreto 46

La función del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Caracterización de sistemas LTI en tiempo discreto . . 46

Función del sistema para sistemas LTI descritos por

ecuaciones en diferencias lineales con coefi-

cientes constantes . . . . . . . . . . . . . . . . 47

Interconexión de sistemas . . . . . . . . . . . . . . . . 48

xi



2.5.5. La transformada Z unilateral . . . . . . . . . . . . . . 49

Propiedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

La función del sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Valores inicial y final . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

3. Representación dinámica de sistemas lineales concentrados y

discretos invariantes en el tiempo 53

3.1. Sistemas concentrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

3.1.1. Solución fundamental . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

3.1.2. Respuesta a un impulso y función del sistema . . . . . 55

Respuesta al impulso y la función de transferencia . . . 59
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Caṕıtulo 1

Introducción

En el contexto de la teoŕıa de vibraciones y de control, los sistemas con

parámetros discretos, concentrados y distribuidos es un tema amplio y de

permanente interés en las ciencias e ingenieŕıa. Existe una vasta literatura,

tanto desde el punto de vista teórico como práctico, véase [22], [12]. En la

mayoŕıa de las situaciones, por conveniencia teórica y dificultad del análisis,

se asume que el sistema no posee amortiguamiento. Por este motivo, en el

estudio de la dinámica de sistemas, la técnica de desacoplamiento por modos

normales ha sido la mas empleada. Por ejemplo, todos los sistemas f́ısicos

poseen amortiguamiento sin importar cuan pequeño sea, pero se desprecia

debido a que el tiempo de observación es pequeño [32].

Los modelos continuos para sistemas vibratorios y de control son vistos

como modelos reales, pues sus propiedades están en el contexto de sistemas

con parámetros distribuidos, en lugar de ser concentradas en puntos discretos.

Dichos modelos generan una mayor complejidad en la formulación y resolu-

ción del mismo. Para modelos concentrados las ecuaciones de movimiento son

sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que para modelos

distribuidos son utilizadas las ecuaciones diferenciales parciales, véase [21].

Las principales dificultades son los factores computacionales y el poco énfasis

encontrado en la literatura respecto a la analoǵıa existente entre ambos tipos

de ecuaciones. El uso de la computación digital motiva la incorporación de
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modelos totalmente discretos, en el tiempo y el espacio, descritos por ecuacio-

nes en diferencias. Ellas permiten obtener resultados numéricos aproximados

para la dinámica de los sistemas concentrados y distribuidos.

Continuando con los trabajos de [3], [7], [4], [5], [14], [31], [9] [10], [15],

entre otros, se ha desarrollado una formulación general, en el dominio tiem-

po, para sistemas concentrados, discretos y distribuidos. Una ventaja de esta

metodoloǵıa es que diferentes sistemas son tratados sistemáticamente de un

manera compacta, simple y conveniente para la simulación numérica en el

tratamiento de datos. Además de eso, a diferencia de la mayoŕıa de los traba-

jos encontrados en la literatura de control y de algunas áreas en ingenieŕıa,

esta metodoloǵıa se desarrolla en su propio espacio f́ısico, esto es, sin pasar

por la formulación de espacio estado, que transforma todas las ecuaciones

a primer orden, ampliamente utilizada en el estudio de sistemas de control;

como referencia véase [20]. Recientemente, en [28] se ha considerado el uso

del espacio f́ısico para el control óptimo de sistemas vibratorios.

En este trabajo, se da énfasis a una formulación de la respuesta dinámi-

ca para sistemas de parámetros concentrados, discretos y distribuidos en

términos de la respuesta impulso. Una adecuada formulación en el dominio

temporal tiene una inmediata aplicación, tanto en el dominio de frecuencia

como en las aplicaciones. Por ejemplo, el control activo de las vibraciones

de sistemas giroscópicos ha recibido mucha atención debido a su importante

aplicación en la robótica, dinámica de motores, maquinaria de alta veloci-

dad y precisión y en grandes estructuras espaciales. En varios problemas de

control es necesario obtener la respuesta en frecuencias de vigas delgadas su-

jetas a una distribución de fuerza arbitrariamente armónica, conforme a los

trabajos de [33], [12] .

En el caṕıtulo 2, se presenta un resumen acerca de la teoŕıa de sistemas

y modelos aśı como su respectiva clasificación. Una versión del Teorema de

Existencia y Unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias

lineales de primer orden con coeficientes constantes es dado con uso de la
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exponencial de una matriz. Se presentan los conceptos y algunas propieda-

des importantes de la transformada de Laplace y de la transformada zeta y

de sus respectivas inversas. Finalmente se caracteriza a los sistemas lineales

invariantes en el tiempo (LTI) en el caso discreto.

En el caṕıtulo 3, se presenta un estudio de sistemas concentrados y dis-

cretos en términos de la respuesta impulso y la base dinámica generada por

la misma. Este estudio se ha desarrollado utilizando una formulación directa

a través del método operacional en términos de una respuesta fundamental,

denominada también de solución dinámica del sistema, véase [3], [7], [6], [4].

En el caṕıtulo 4, se calcula la respuesta dinámica o total mediante méto-

dos espectrales y no espectrales. En particular se consideran sistemas de pri-

mer orden concentrados y discretos. También se presentan técnicas básicas de

obtención de la respuesta dinámica de sistemas concentrados y discretos de

orden superior. Se discute la representación en el espacio de estado a través

de la matriz compañera.

En el caṕıtulo 5, se ha realizado el calculo simbólico de respuestas perma-

nentes de sistemas concentrados sujetos a diferentes tipo de entradas, tales

como: lineales, escalón, polinomiales, armónicas, exponenciales y seccional-

mente definidas. La respuesta forzada de sistemas concentrados, de acuerdo a

[4], y discretos es descompuesta como la suma de una respuesta permanente

y una respuesta libre inducida por las condiciones iniciales de la respuesta

permanente.

Finalmente, en los caṕıtulos 6 y 7, se presenta una teoŕıa directa para sis-

temas distribuidos, en términos de la respuesta impulso o función de Green

temporal y se realiza una descomposición de respuestas forzadas. Esta des-

composición es considerada para una viga fija apoyada con fuerza axial, de

acuerdo a la teoŕıa de Euler-Bernoulli, para entradas oscilatorias en el tiempo

y triangular en el espacio.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1. Señales y sistemas

Los conceptos de la teoŕıa de señales y sistemas son necesarios en los di-

versos campos de la ingenieŕıa y en diversas disciplinas de las ciencias. En esta

sección introduciremos una formulación matemática para describir, represen-

tar y clasificar señales y sistemas. En particular, se definen algunas señales

básicas importantes para nuestro estudio. En esta sección hemos considerado

el punto de vista de [18].

2.1.1. Señales y su clasificación

Una señal es una función que representa una variable o cantidad f́ısica,

y t́ıpicamente, contiene información sobre el comportamiento o naturaleza

del fenómeno. Por ejemplo, en un circuito RC la señal puede representar el

voltaje a través del capacitor o el flujo de corriente a través de la resistencia.

Matemáticamente, una señal es una función de una variable independiente t

y denotada por x(t). Usualmente t representa el tiempo. Los valores de x(t)

pueden ser escalares, vectoriales con n componentes escalares o funcionales.
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Señales en tiempo continuo y tiempo discreto

Una señal x(t) es denominada continua o analógica cuando el tiempo t

es una variable real continua. Si t es una variable discreta, esto es, tn = nT ,

donde n es un número entero, T un valor escalar constante, entonces x(t)

es denominada una señal discreta o digital en tiempo discreto, teniendo esto

en consideración, una señal discreta muchas veces se identifica como una

sucesión de números, denotada por {xn} o [xn] o x[n], donde n es un entero.

Una señal en tiempo discreto x[n] puede representar un fenómeno para

el cual la variable independiente es inherentemente discreta. Por ejemplo, el

cierre diario promedio de los mercados es por su naturaleza una señal que

evoluciona en puntos discretos en el tiempo (esto es, al cierre de cada d́ıa). Por

otro lado una señal en tiempo discreto x[n] puede ser obtenida muestreando

una señal en tiempo continuo x(t) tal como:

x(t0), x(t1), · · · , x(tn), · · ·

o de forma mas abreviada como:

x[0], x[1], · · · , x[n], · · ·

o

x0, x1, · · · , xn, · · ·
donde se sobreentiende que:

xn = x[n] = x(tn)

y los xn son llamados muestras y los intervalos de tiempo entre ellos son lla-

mados intervalos de muestreo. Cuando los intervalos de muestreo son iguales

(muestreo uniforme), entonces:

xn = x[n] = x(nTm)

donde la constante Tm es el intervalo de muestreo.

La suma y producto de dos señales discretas siguen las definiciones usuales

de las sucesiones:

{cn} = {an}+ {bn} → cn = an + bn
{cn} = {an}{bn} → cn = an bn
{cn} = α {an} → cn = α an, α : constante
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Señales analógicas y digitales

Una señal analógica usualmente se refiere a una variable f́ısica que depen-

de del tiempo variando continuamente y que es convertida en señal eléctrica,

en la cual el voltaje, la corriente o el contenido de frecuencia, representan la

información de un determinado fenómeno. En la práctica, la variable f́ısica es

convertida en una señal analógica con el uso de un transductor. La duración

del tiempo en una señal analógica puede ser de naturaleza finita o infinita,

esto es, la señal en tiempo continuo x(t) está definida en un intervalo con-

tinuo 〈a, b〉, donde a puede ser ser −∞ y b puede ser +∞. En lo que sigue,

una señal en tiempo continuo x(t) será llamada una señal analógica cuando

representa mediciones f́ısicas en tiempo real (continuo).

Una señal digital se refiere a una señal eléctrica analógica (tiempo y am-

plitud variando de manera continua) que ha sido muestreada en el tiempo

(señal discreta) y que su amplitud ha sido cuantificada: solo asume uno de

los N niveles de un cuantificador previamente definido. En el caso de pro-

cesamiento por computadores es el sistema binario. Aśı, una señal digital es

normalmente referida a una señal discreta en tiempo y amplitud. En lo que

sigue, una señal en tiempo discreto x[n] será llamada una señal digital cuan-

do representa solamente un muestreo en el tiempo. Al igual que las señales

analógicas, las señales discretas o digitales tienen duración finita (número

limitado de tiempos) o infinita (número ilimitado de tiempos).

Señales reales y complejas

Una señal x(t) es una señal real si su valor es un número real y una señal

x(t) es una señal compleja si su valor es un número complejo. En general una

señal compleja x(t) es una función de la forma:

x(t) = x1(t) + x2(t) i (2.1)

donde x1(t) y x2(t) son señales reales y cabe resaltar que t puede ser una

variable continua o discreta.
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Señales determińısticas y aleatorias

Las señales determińısticas son aquellas señales cuyos valores son especi-

ficados completamente para algún intervalo de tiempo dado. Por lo tanto una

señal determińıstica puede ser modelada por una función conocida del tiempo

t. Las señales aleatorias son aquellas señales que pueden tomar valores alea-

torios en cualquier tiempo dado y deben ser caracterizados estad́ısticamente.

Señales periódicas y no periódicas

Se dice que una señal en tiempo continua x(t) es periódica con peŕıodo T

si existe un valor positivo T diferente de cero tal que:

x(t+ T ) = x(t), para todo t. (2.2)

El peŕıodo fundamental T0 de x(t) es el menor valor positivo de T para el cual

se cumple la ecuación (2.2), note que esta definición no sirve para una señal

constante. Una señal en tiempo continuo la cual no es periódica es llamada

señal no periódica (o aperiódica).

Las señales periódicas en tiempo discreto son definidas análogamente.

Una sucesión (señal en tiempo discreto) x[n] es periódica con peŕıodo N si

existe un entero positivo para el cual:

x[n+N ] = x[n], para todo n. (2.3)

El peŕıodo fundamental N0 de x[n] es el menor valor positivo entero N para

el cual se cumple la ecuación (2.3). Una sucesión la cual no es periódica es

llamada señal no periódica (o aperiódica).

Hay que notar que una sucesión obtenida por muestreo uniforme de una

señal periódica en tiempo continuo puede no ser periódica. Además la suma

de dos señales periódicas en tiempo continuo puede no ser periódica pero la

suma de dos sucesiones periódicas es siempre periódica.
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2.1.2. Señales básicas en tiempo continuo

La función escalón unitario

La función escalón unitario u(t) es definida como:

u(t) =

{
1, t > 0

0, t < 0
, (2.4)

la cual es discontinua en cero. De manera mas general tenemos la función

escalón unitario desplazada u(t− t0) definida como:

u(t− t0) =

{
1, t > t0
0, t < t0

. (2.5)

Distribuciones

A continuación hemos considerado el punto de vista de [29].

Definición 2.1.1 Sea K ⊂ Rn compacto, se define:

DK = {ϕ ∈ C∞(Rn) : sop ϕ ⊂ K}.

Definición 2.1.2 Sea Ω ⊂ Rn un abierto, se define el espacio de funciones

de prueba por:

D(Ω) =
⋃
K⊂Ω

DK , K subconjunto compacto de Ω.

Definición 2.1.3 A los elementos de D′(Ω), el dual de D(Ω), los llamaremos

distribuciones (o funciones generalizadas)

D′(Ω) = {T : D(Ω)→ R o C/T es lineal y continuo}.

La función impulso unitario

La función impulso unitario δ(t), también conocida como la función delta

de Dirac, juega un papel importante en el análisis de sistemas. Usualmente

9



δ(t) es definida como el ĺımite de una función convencional elegida adecua-

damente que tiene área unitaria sobre un intervalo de tiempo infinito y posee

las siguientes propiedades:

δ(t) =

{
0, t 6= 0

∞, t = 0

y ∫ ε

−ε
δ(t) dt = 1.

Pero una función ordinaria la cual es cero en toda parte excepto en un solo

punto debe tener integral cero (en el sentido de Riemann). Por lo tanto, δ(t)

no puede ser una función ordinaria y matemáticamente se define como:∫ ∞
−∞

φ(t) δ(t) dt = φ(0) (2.6)

donde φ(t) es cualquier función continua regular en t = 0.

Una definición alternativa de δ(t) es dada por:

∫ b

a

φ(t) δ(t) dt =


φ(0), a < 0 < b

0, a < b < 0 o 0 < a < b

no definida, a = 0 o b = 0

. (2.7)

Hay que resaltar que (2.6) o (2.7) es una representación simbólica y no se

debeŕıa considerar como la integral de Riemann ordinaria. En ese sentido,

δ(t) es muchas veces denominada una función generalizada y φ(t) es conocida

como la función de prueba. De manera similar la función delta desplazada

δ(t− t0) es definida por:∫ ∞
−∞

φ(t) δ(t− t0) dt = φ(t0) (2.8)

donde φ(t) es cualquier función regular continua en t = t0.

Si x(t) es continua en t = 0 tenemos las siguientes propiedades para δ(t):

δ(at) =
1

|a|
δ(t) (2.9)

δ(−t) = δ(t) (2.10)

x(t) δ(t) = x(0) δ(t) (2.11)
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Si x(t) es continua en t = t0:

x(t) δ(t− t0) = x(t0) δ(t− t0). (2.12)

De (2.8) se tiene que cualquier señal x(t) en tiempo continuo se puede ex-

presar como:

x(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ) δ(τ − t) dτ. (2.13)

Derivadas generalizadas

Si g(t) es una función generalizada, su n-ésima derivada generalizada, esto

es:

g(n)(t) =
dng(t)

dtn

se define por la siguiente relación:∫ ∞
−∞

φ(t) g(n)(t) dt = (−1)n
∫ ∞
−∞

φ(n)(t) g(t) dt (2.14)

donde φ(t) es una función de prueba, la cual se puede derivar una cantidad

arbitraria de veces y se anula fuera de algún intervalo fijo y φ(n)(t) es la

n-ésima derivada de φ(t). Por lo tanto de (2.14) y (2.6), se puede definir la

derivada de δ(t) como: ∫ ∞
−∞

φ(t) δ′(t) dt = −φ′(0) (2.15)

donde φ(t) es una función de prueba la cual es continua en t = 0 y se anula

fuera de algún intervalo fijo y φ′(0) =
dφ(t)

dt

∣∣∣∣
t=0

. De (2.14) se puede demostrar

que la derivada de u(t) es δ(t), esto es:

δ(t) = u′(t) =
du(t)

dt
. (2.16)

Entonces la función escalón unitario u(t) se puede expresar como:

u(t) =

∫ t

−∞
δ(τ) dτ. (2.17)
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Note que la función escalón unitario u(t) es discontinua en t = 0, por lo

tanto la derivada que figura en (2.16) no es la derivada de una función en el

sentido ordinario y se debe considerar como una derivada generalizada en el

sentido de funciones generalizadas. De (2.17) vemos que la función u(t) no

está definida en t = 0 y por (2.7), donde φ(t) = 1, tenemos:

u(t) =

{
1, t > 0

0, t < 0
.

Este resultado es consistente con la definición de u(t) dada en (2.4).

Señales exponenciales complejas

La señal exponencial compleja:

x(t) = eiω0t (2.18)

es un ejemplo importante de señal compleja. Usando la fórmula de Euler,

esta señal se puede definir como:

x(t) = eiω0t = cos(ω0t) + i sen(ω0t) (2.19)

Esto es, x(t) es una señal compleja cuya parte real es cos(ω0t) y parte com-

pleja es sen(ω0t). Una propiedad importante de la señal compleja exponencial

x(t) en la ecuación (2.18) es que es periódica y su peŕıodo fundamental T0

es:

T0 =
2π

ω0

. (2.20)

1. Señales exponenciales complejas generales

Sea el número complejo s = σ + iω, se define x(t) como:

x(t) = est = e(σ+iω)t = eσt(cos(ωt) + i sen(ωt)). (2.21)

La señal x(t) en (2.21) es conocida como una señal exponencial compleja

general cuya parte real eσt cos(ωt) y parte imaginaria eσt sen(ωt) son

señales sinusoidales exponencialmente crecientes (σ > 0) o decrecientes

(σ < 0).
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2. Señales exponenciales reales generales

Si s = σ (s es real), entonces (2.21) se reduce a una señal exponencial

real:

x(t) = eσt. (2.22)

Si σ > 0, entonces x(t) crece exponencialmente y si σ < 0 entonces x(t)

deccrece exponencialmente.

Señales sinusoidales

Una señal sinusoidal en tiempo continuo se puede expresar como:

x(t) = A cos(ω0t+ θ) (2.23)

donde A es la amplitud (real), ω0 es la frecuencia (en radianes por segundo)

y θ es el ángulo de fase (en radianes). Esta señal es periódica con peŕıodo

fundamental:

T0 =
2π

ω0

. (2.24)

El rećıproco del peŕıodo fundamental es denominado frecuencia fundamental

f0 (en hertz):

f0 =
1

T0

. (2.25)

De (2.24) y (2.25) se tiene:

ω0 = 2πf0 (2.26)

la cual es denominada frecuencia angular fundamental. Usando la fórmula de

Euler, la señal sinusoidal (2.23) se puede expresar como:

A cos(ω0t+ θ) = ARe
(
ei(ω0t+θ)

)
(2.27)

donde Re denota la parte real. También se usa la notación Im para denotar

la parte imaginaria, por lo tanto:

A sen(ω0t+ θ) = AIm
(
ei(ω0t+θ)

)
(2.28)
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2.1.3. Señales básicas en tiempo discreto

La sucesión escalón unitario

La sucesión escalón unitario u[n] es definida como:

u[n] =

{
1, n ≥ 0

0, n < 0
, (2.29)

de manera mas general tenemos la función escalón unitario desplazada u[n−k]

definida como:

u[n− k] =

{
1, n ≥ k

0, n < k
. (2.30)

La sucesión impulso unitario

La sucesión impulso unitario δ[n] es definida como:

δ[n] =

{
1, n = 0

0, n 6= 0
, (2.31)

de manera mas general tenemos la función impulso unitario desplazada, de-

notada por δ[n− k], definida como sigue:

δ[n− k] =

{
1, n = k

0, n 6= k
. (2.32)

De (2.31) y (2.32) se tiene que:

x[n] δ[n] = x[0] δ[n] (2.33)

x[n] δ[n− k] = x[k] δ[n− k]. (2.34)

De las definiciones (2.29) a (2.32) se tienen las siguientes relaciones entre u[n]

y δ[n]:

δ[n] = u[n]− u[n− 1] (2.35)

u[n] =
n∑

k=−∞

δ[k]. (2.36)
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Usando la definición (2.32), cualquier sucesión se puede expresar como:

x[n] =
∞∑

k=−∞

x[k] δ[n− k]. (2.37)

Sucesiones exponenciales complejas

La sucesión exponencial compleja es de la forma:

x[n] = eiω0n. (2.38)

Usando de nuevo la fórmula de Euler, x[n] se puede expresar como:

x[n] = eiω0n = cos(ω0n) + i sen(ω0n). (2.39)

Esto es, x[n] es una señal compleja cuya parte real es cos(ω0n) y su parte

compleja es sen(ω0n). Esta señal es periódica solo si ω0/2π es un número

racional y el peŕıodo fundamental de la sucesión x[n] de (2.38) es:

N0 = m

(
2π

ω0

)
. (2.40)

Otra diferencia importante entre las señales en tiempo continuo y tiempo

discreto es que las señales eiω0t son todas distintas para valores diferentes de

ω0 pero ese no es el caso para las señales eiω0n.

Consideremos las sucesiones exponenciales complejas con frecuencia (ω0+

2πk), donde k es un entero, entonces:

ei(ω0+2πk)n = eiω0nei2πkn = eiω0n (2.41)

De esta última ecuación vemos que la sucesión exponencial compleja con

frecuencia ω0 coincide con las que tienen frecuencias (ω0 ± 2π), (ω0 ± 4π) y

aśı sucesivamente. Por lo tanto cuando trabajemos con señales exponenciales

en tiempo continuo, solo necesitaremos considerar un intervalo de longitud

2π en el cual debemos escoger ω0. Usualmente se usa el intervalo [0, 2π〉 o el

intervalo [−π, π〉.
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1. Sucesiones Exponenciales Complejas Generales

La sucesión exponencial compleja general es a menudo definida como:

x[n] = Cαn. (2.42)

donde C y α son número complejos en general. Note que (2.38) es un

caso particular de (2.42) con C = 1 y α = eiω0 .

2. Sucesiones Exponenciales Reales

Si C y α son reales en (2.42) entonces x[n] es una sucesión exponencial

real. Note que si α = 1, x[n] es una sucesión constante y si α = −1,

x[n] alterna su valor entre C y −C.

Sucesiones sinusoidales

Una sucesión sinusoidal se puede expresar como:

x[n] = A cos(ω0n+ θ). (2.43)

Si n es adimensional, entonces ω0 y θ están en radianes. La señal sinusoidal

(2.43) se puede expresar como:

A cos(ω0n+ θ) = ARe
(
ei(ω0n+θ)

)
. (2.44)

2.1.4. Sistemas y clasificación de sistemas

Representación de sistemas

Un sistema es un modelo matemático de un proceso f́ısico que relaciona

una señal de entrada (o excitación) y una señal de salida (o respuesta).

Sean x e y las señales de entrada y salida de un sistema respectivamente.

Entonces el sistema es visto como la transformación (aplicación) de x hacia

y. Esta transformación se representa matemáticamente como:

y = Tx (2.45)

donde T es el operador que representa alguna relación bien definida por la

cual x es transformado en y.
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Sistemas en tiempo continuo y sistemas en tiempo discreto

Si las señales de entrada y salida son señales en tiempo continuo, entonces

el sistema se denomina sistema en tiempo continuo. Si las señales de entrada

y salida son señales en tiempo discreto o sucesiones, entonces el sistema se

denomina sistema en tiempo discreto.

Sistemas con memoria y sin memoria

Se dice que un sistema es sin memoria si la salida en cualquier instante

depende solo de la entrada en el mismo instante. De otra manera se dice

que el sistema tiene memoria. Un ejemplo de un sistema sin memoria es un

resistor R, tomando la corriente como la entrada x(t) y el voltaje como la

salida y(t). La relación entrada-salida de un resistor (ley de Ohm) viene dada

por:

y(t) = Rx(t). (2.46)

Un ejemplo de un sistema con memoria es un capacitor C con la corriente

como entrada x(t) y el voltaje como la salida y(t), entonces:

y(t) =
1

C

∫ t

−∞
x(τ)dτ. (2.47)

Otro ejemplo de un sistema con memoria es un sistema en tiempo discreto

cuyas sucesiones de entrada y salida están relacionados por:

y[n] =
n∑

k=−∞

x[k]. (2.48)

Sistemas causales y no causales

Un sistema es denominado causal si su salida en cualquier instante de

tiempo t = t0, depende solo de la entrada x(t) para t ≤ t0. Esto es, la

salida de un sistema causal en el tiempo presente solo depende de los valores

presentes y/o pasados de la entrada, no de sus valores futuros. Además, en un

sistema causal no es posible obtener una salida si una entrada no es aplicada
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al sistema. Un sistema es denominado no causal si no es causal. Un ejemplo

de sistema no causal es:

y(t) = x(t+ 1).

Note que todos los sistemas son causales, pero no viceversa.

Sistemas lineales y no lineales

Si el operador T en (2.45) satisface las siguientes condiciones:

1. Aditividad: Sean Tx1 = y1 y Tx2 = y2, entonces

T(x1 + x2) = y1 + y2 (2.49)

para cualquier señal x1 y x2.

2. Homogeneidad:

T(αx) = αy (2.50)

para cualquier señal x y escalar α.

Entonces T se denomina operador lineal y el sistema representado por dicho

operador lineal T se denomina sistema lineal.

Cualquier sistema que no satisface (2.49) y/o (2.50) es clasificado como

un sistema no lineal . Se pueden combinar las condiciones (2.49) y (2.50) en

una sola condición:

T(α1x1 + α2x2) = α1y1 + α2y2 (2.51)

donde α1 y α2 son escalares arbitrarios. A (2.51) se le conoce como propiedad

de superposición. Ejemplos de sistemas lineales son el resistor (2.46) y el

capacitor (2.47). Ejemplos de sistemas no lineales son:

y = x2, y = cosx

Note que una consecuencia de la propiedad de homogeneidad de sistemas

lineales es que cuando la entrada es cero también se obtiene cero en la salida.
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Sistemas invariantes en el tiempo y variantes en el tiempo

Un sistema es denominado invariante en el tiempo, si un desplazamiento

en el tiempo (retraso o adelanto) en la señal de entrada produce el mismo

desplazamiento en la señal de salida. Por lo tanto, para un sistema en tiempo

continuo, el sistema es invariante en el tiempo si:

T(x(t− τ)) = y(t− τ) (2.52)

para cualquier valor real de τ . Para un sistema en tiempo discreto, el sistema

es invariante en el tiempo (o invariante por desplazamiento) si:

T(x[n− k]) = y[n− k] (2.53)

para cualquier k número entero. Un sistema el cual no satisface (2.52) o (2.53)

es denominado sistema variante en el tiempo. Para verificar si un sistema es

invariante en el tiempo, podemos comparar el desplazamiento en la salida

con la salida producida por el desplazamiento en la entrada.

Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Si un sistema es lineal y a la vez invariante en el tiempo, entonces dicho

sistema se denomina sistema lineal invariante en el tiempo, lo cual se abrevia

como ”LTI”(Linear Time Invariant) por sus siglas en inglés.

Sistemas estables

Un sistema es BIBO (bounded in/bounded output) estable para cualquier

entrada x acotada, esto es:

|x| ≤ k1 (2.54)

la correspondiente salida y también es acotada, esto es:

|y| ≤ k2 (2.55)

donde k1 y k2 son constantes reales finitas.

19



Sistemas retroalimentados

Una clase especial de sistemas de gran importancia consiste de los siste-

mas que tienen retroalimentación. En un sistema retroalimentado, la señal de

salida es realimentada y agregada a la entrada del sistema.

2.1.5. Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Las propiedades mas importantes en el estudio de sistemas son la lineali-

dad y la invariancia en el tiempo. A continuación desarrollamos las relaciones

fundamentales entre entrada y salida para sistemas que tienen estas propie-

dades. Se muestra que las relaciones entre la entrada y salida de sistemas

LTI está descrita en términos de la convolución. La importancia de la con-

volución en sistemas LTI se deriva del hecho de que conociendo la respuesta

de un sistema LTI a la entrada impulso unitario, esto nos permite hallar su

salida para cualquier señal de entrada. Además se estudia las relaciones entre

la entrada y salida para sistemas LTI definidas por ecuaciones diferenciales

y ecuaciones en diferencias.

Respuesta de un sistema LTI en tiempo continuo y la convolución

mediante la integral

1. Respuesta impulso

La respuesta impulso h(t) de un sistema LTI en tiempo continuo (re-

presentado por T) es definido como la respuesta del sistema cuando la

entrada es δ(t), esto es:

h(t) = T(δ(t)) (2.56)

2. Respuesta a una entrada arbitraria

De (2.13) la entrada x(t) se puede expresar como:

x(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ) δ(t− τ) dτ. (2.57)
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Dado que el sistema es lineal, la respuesta y(t) del sistema a una entrada

x(t) arbitraria se puede expresar como:

y(t) = T(x(t)) = T

(∫ ∞
−∞

x(τ) δ(t− τ) dτ

)
=

∫ ∞
−∞

x(τ) T(δ(t− τ)) dτ.

(2.58)

Dado que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos:

h(t− τ) = T(δ(t− τ)). (2.59)

Sustituyendo (2.59) en (2.58) se obtiene:

y(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ)h(t− τ) dτ. (2.60)

Esto último nos indica que un sistema LTI en tiempo continuo está

caracterizado completamente por su respuesta impulso h(t).

3. Convolución de dos señales en tiempo continuo

La convolución de dos señales en tiempo continuo x(t) y h(t) es deno-

tada por:

y(t) = x(t) ∗ h(t) =

∫ ∞
−∞

x(τ)h(t− τ) dτ. (2.61)

A (2.61) se le denomina la convolución. Por lo tanto tenemos que la

salida de cualquier sistema LTI en tiempo continuo es la convolución

de la entrada x(t) con la respuesta impulso h(t) del sistema.

Propiedades de la convolución

La convolución tiene las siguientes propiedades:

1. Conmutativa:

x(t) ∗ h(t) = h(t) ∗ x(t). (2.62)

2. Asociativa:

(x(t) ∗ h1(t)) ∗ h2(t) = x(t) ∗ (h1(t) ∗ h2(t)). (2.63)

3. Distributiva:

x(t) ∗ (h1(t) + h2(t)) = x(t) ∗ h1(t) + x(t) ∗ h2(t). (2.64)
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Operaciones del integrando de la convolución

Aplicando (2.62) a (2.61) obtenemos:

y(t) = h(t) ∗ x(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ)x(t− τ) dτ. (2.65)

Lo cual puede ser a veces mas fácil de evaluar que (2.61). Luego de (2.61)

observamos que la convolución implica los siguientes cuatro pasos:

1. La respuesta impulso h(τ) en inversión temporal es h(−τ) y entonces es

desplazada t para formar h(t− τ) = h(−(τ − t)) la cual es una función

de τ con parámetro t.

2. Las señales x(τ) y h(t − τ) son multiplicadas juntas para todos los

valores de τ con t fijo en algún valor.

3. El producto x(τ)h(t− τ) es integrado sobre todo τ para producir una

salida y(t) con valor único.

4. Los pasos 1 a 3 se repiten cuando t vaŕıa de −∞ a ∞ para producir la

salida y(t) completa.

Respuesta escalón

Se define la respuesta escalón s(t) de un sistema LTI en tiempo continuo

(representado por T) como la respuesta del sistema cuando la entrada es

u(t), esto es:

s(t) = T(u(t)). (2.66)

En muchas aplicaciones, la respuesta escalón s(t) es también una caracteri-

zación del sistema. La respuesta escalón s(t) se puede determinar fácilmente

por (2.65), esto es:

s(t) = h(t) ∗ u(t) =

∫ ∞
−∞

h(τ)u(t− τ) dτ =

∫ t

−∞
h(τ) dτ. (2.67)
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Por lo tanto, la respuesta escalón s(t) se puede obtener integrando la res-

puesta impulso h(t). Derivando (2.67) con respecto a t se obtiene:

h(t) = s′(t) =
ds(t)

dt
. (2.68)

Entonces la respuesta impulso h(t) se puede determinar derivando la respues-

ta escalón s(t).

2.1.6. Propiedades de sistemas LTI en tiempo continuo

Sistemas con o sin memoria

Dado que la salida y(t) de un sistema sin memoria depende únicamente

de la entrada presente x(t), entonces, si el sistema es LTI, esta relación solo

puede ser de la forma:

y(t) = K x(t) (2.69)

donde K es una constante. Además, la correspondiente respuesta impulso

h(t) simplemente es:

h(t) = K δ(t). (2.70)

Por lo tanto, si h(t0) 6= 0 para t0 6= 0, el sistema LTI en tiempo continuo

tiene memoria.

Causalidad

Como se sabe un sistema causal no responde a una entrada hasta que

el evento ocurre actualmente. Por lo tanto, para un sistema LTI causal en

tiempo continuo, tenemos la condición de causalidad:

h(t) = 0, t < 0. (2.71)

Aplicando esta condición a (2.65), la salida de un sistema LTI causal en

tiempo continuo es expresado como:

y(t) =

∫ ∞
0

h(τ)x(t− τ) dτ. (2.72)
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Si aplicamos la condición (2.71) a (2.61), se tiene:

y(t) =

∫ t

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ. (2.73)

De esto último, vemos que los únicos valores de la entrada x(t) usados para

evaluar la salida y(t) son aquellos donde τ ≤ t. Basados en la condición de

causalidad (2.71) cualquier señal x(t) es llamada causal si:

x(t) = 0, t < 0. (2.74)

y anticausal si:

x(t) = 0, t > 0. (2.75)

Por lo tanto de (2.72), (2.73) y (2.74), cuando tenemos una entrada causal

x(t), la salida y(t) de un sistema LTI causal en tiempo continuo es:

y(t) =

∫ t

0

h(τ)x(t− τ) dτ =

∫ t

0

x(τ)h(t− τ) dτ. (2.76)

Estabilidad

La estabilidad BIBO de sistema LTI se puede verificar fácilmente a partir

de su respuesta impulso. Se puede demostrar que un sistema LTI en tiempo

continuo es estable BIBO si su respuesta impulso es absolutamente integrable,

esto es: ∫ ∞
−∞
|h(τ)| dτ <∞. (2.77)

2.1.7. Autofunciones de sistemas LTI en tiempo conti-

nuo

Las autofunciones de sistemas LTI en tiempo continuo representados por

T son las funciones exponenciales complejas est, con s ∈ C. Esto es:

T(est) = λ est (2.78)
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donde λ es el autovalor de T asociado con est. Haciendo x(t) = est en (2.65),

tenemos:

y(t) = T(est) =

∫ ∞
−∞

h(τ) es(t−τ) dτ =

[∫ ∞
−∞

h(τ) e−sτ dτ

]
est = H(s) est = λ est

(2.79)

donde:

λ = H(s) =

∫ ∞
−∞

h(τ) e−sτ dτ. (2.80)

Por lo tanto, el autovalor de un sistema LTI en tiempo continuo asociado con

la autofunción est es dado por H(s), el cual es una constante compleja, cuyo

valor es determinado por el valor de s usando (2.80). De (2.79) se tiene que

y(0) = H(s).

2.1.8. Sistemas descritos por ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Una ecuación diferencial lineal con coeficientes constantes de orden N

(N -ésimo orden) está dada por:

N∑
k=0

ak
dky(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkx(t)

dtk
(2.81)

donde los coeficientes ak y bk son constantes reales. El orden N se refiere a

la mayor derivada de y(t) y M la mayor derivada de x(t) en (2.81). Estas

ecuaciones diferenciales juegan un rol importante en describir las relaciones

de entrada y salida de una gran cantidad de sistemas mecánicos, eléctricos,

biológicos, etc. La solución general de (2.81) para una entrada particular es

dada por:

y(t) = yp(t) + yh(t) (2.82)

donde yp(t) es una solución particular que satisface (2.81) y yh(t) es una

solución homogénea que satisface la ecuación diferencial homogénea:

N∑
k=0

ak
dkyh(t)

dtk
= 0. (2.83)
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La forma exacta de yh(t) es determinada por N condiciones auxiliares. Note

que en (2.81) no se especifica completamente la salida y(t) en términos de

la entrada x(t) a menos que las condiciones auxiliares sean especificadas. En

general, un conjunto de N condiciones auxiliares son los valores de:

y(t),
dy(t)

dt
, · · · , d

N−1y(t)

dtN−1

en el mismo instante de tiempo.

Linealidad

El sistema (2.81) es lineal si:

i) El sistema posee la propiedad de superposición.

ii) El sistema posee la propiedad de la homogeneidad.

Causalidad

El sistema (2.81) es causal si todas las condiciones iniciales son cero. Es

decir x(t) = 0 cuando t ≤ t0, entonces y(t) = 0 cuando t ≤ t0. Por lo

tanto la respuesta para t > t0 puede ser calculada a partir de (2.81) con las

condiciones iniciales:

y(t0) =
dy(t0)

dt
= · · · = dN−1y(t0)

dtN−1
= 0

donde:
dky(t0)

dtk
=
dky(t)

dtk

∣∣∣∣
t=t0

.

Claramente en el reposo inicial yzi(t) = 0.

Invariancia en el tiempo

En un sistema lineal causal, las condiciones auxiliares iguales a cero im-

plican la invariancia en el tiempo.
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Respuesta impulso

La respuesta impulso h(t) de un sistema lineal LTI en tiempo continuo

descrito por (2.81) satisface la ecuación diferencial:

N∑
k=0

ak
dkh(t)

dtk
=

M∑
k=0

bk
dkδ(t)

dtk
(2.84)

con las condiciones auxiliares iguales a cero.

2.1.9. Respuesta de un sistema LTI en tiempo discreto

y la convolución

Respuesta impulso

La respuesta impulso (o respuesta impulso unitaria) h[n] de un sistema

LTI en tiempo discreto (representado por T) se define como la respuesta del

sistema cuando la entrada es δ[n], esto es:

h[n] = T(δ[n]). (2.85)

Respuesta a una entrada arbitraria

De (2.37) la entrada x[n] se puede expresar como:

x[n] =
∞∑

k=−∞

x[k] δ[n− k]. (2.86)

Dado que el sistema es lineal, la respuesta y[n] del sistema a una entrada

arbitraria x[n] se puede expresar como:

y[n] = T(x[n]) = T

(
∞∑

k=−∞

x[k] δ[n− k]

)
=

∞∑
k=−∞

x[k] T(δ[n− k]). (2.87)

Dado que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos:

h[n− k] = T(δ[n− k]). (2.88)
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Reemplazando (2.88) en (2.87) se tiene:

y[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k]. (2.89)

Esto último nos indica que un sistema LTI en tiempo discreto es caracterizado

completamente por su respuesta impulso h[n].

Convolución

A partir de (2.89) se define la convolución de dos sucesiones x[n] y h[n]

denotado por:

y[n] = x[n] ∗ h[n] =
∞∑

k=−∞

x[k]h[n− k]. (2.90)

A (2.90) normalmente se le denomina convolución. Por lo tanto, tenemos el

resultado fundamental de que la salida de cualquier sistema LTI en tiempo

discreto es la convolución de la entrada x[n] con la respuesta impulso h[n]

del sistema.

Propiedades de la convolución

Las siguientes propiedades de convolución en tiempo discreto son análogas

a las propiedades ya dadas de la convolución en tiempo continuo:

1. Conmutativa:

x[n] ∗ h[n] = h[n] ∗ x[n]. (2.91)

2. Asociativa:

(x([n] ∗ h1[n]) ∗ h2[n] = x[n] ∗ (h1[n] ∗ h2[n]). (2.92)

3. Distributiva:

x[n] ∗ (h1[n] + h2[n]) = x[n] ∗ h1[n] + x[n] ∗ h2[n]. (2.93)

28



Operaciones de la convolución

Aplicando (2.91) a (2.90) obtenemos:

y[n] = h[n] ∗ x[n] =
∞∑

k=−∞

h[k]x[n− k]. (2.94)

lo cual puede ser a veces mas fácil de evaluar que (2.90). Similar al caso en

tiempo continuo, la convolución (2.90) implica los siguientes cuatro pasos:

1. La respuesta impulso h[k] en inversión temporal es h[−k] y entonces

desplazada n para formar h[n−k] = h[−(k−n)] la cual es una función

de k con parámetro n.

2. Las sucesiones x[k] y h[n − k] son multiplicadas juntas para todos los

valores de k con n fijo en algún valor.

3. El producto x([k]h[n − k] es sumado sobre todo k para producir una

salida simple y[n].

4. Los pasos 1 a 3 se repiten cuando n vaŕıa de −∞ a ∞ para producir

la salida completa y[n].

Respuesta escalón

La respuesta escalón s[n] de un sistema LTI en tiempo discreto con la

respuesta impulso h[n] se obtiene de (2.94):

s[n] = h[n] ∗ u[n] =
∞∑

k=−∞

h[k]u[n− k] =
n∑

k=−∞

h[k]. (2.95)

De esta última relación se obtiene:

h[n] = s[n]− s[n− 1]. (2.96)
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2.1.10. Propiedades de sistemas LTI en tiempo discre-

to

Sistemas con o sin memoria

Dado que la salida y[n] de un sistema sin memoria depende únicamente

de la entrada presente x[n], entonces, si el sistema es lineal e invariante en el

tiempo, esta relación solo puede ser de la forma:

y[n] = K x[n] (2.97)

donde K es una constante. La respuesta impulso h[n] es:

h[n] = K δ[n]. (2.98)

Por lo tanto, si h[n0] 6= 0 para n0 6= 0, el sistema LTI en tiempo discreto

tiene memoria.

Causalidad

De manera similar que en el caso continuo, la condición de causalidad

para un sistema LTI en tiempo discreto es:

h[n] = 0, n < 0. (2.99)

Aplicando esta condición a (2.94), la salida de un sistema LTI causal en

tiempo discreto es expresado como:

y[n] =
∞∑
k=0

h[k]x[n− k]. (2.100)

Si también aplicamos la condición (2.99) a (2.90), se tiene:

y[n] =
n∑

k=−∞

x[k]h[n− k]. (2.101)

De esto último vemos que los únicos valores de la entrada x[n] usados para

evaluar la salida y[n] son aquellos donde k ≤ n. Como en el caso continuo,

diremos que cualquier sucesión x[n] es llamada causal si:

x[n] = 0, n < 0. (2.102)
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y anticausal si:

x[n] = 0, n ≥ 0. (2.103)

Por lo tanto, cuando la entrada x[n] es causal, la salida y[n] de un sistema

LTI causal en tiempo discreto viene dada por:

y[n] =
n∑
k=0

h[k]x[n− k] =
n∑
k=0

x[k]h[n− k]. (2.104)

Estabilidad

Se puede demostrar que un sistema LTI en tiempo discreto es BIBO

estable si su respuesta impulso es absolutamente sumable, esto es:
∞∑

k=−∞

|h[k]| <∞. (2.105)

2.1.11. Autofunciones de sistemas LTI en tiempo dis-

creto

Las autofunciones de sistemas LTI en tiempo discreto representados por

T son los exponenciales complejos zn, con z ∈ C, esto es:

T(zn) = λ zn (2.106)

donde λ es el autovalor de T asociado con zn. Haciendo x[n] = zn en (2.94),

tenemos:

y[n] = T(zn) =
∞∑

k=−∞

h[k] zn−k =

[
∞∑

k=−∞

h[k] z−k

]
zn = H(z) zn = λ zn

(2.107)

donde:

λ = H(z) =
∞∑

k=−∞

h[k] z−k. (2.108)

Por lo tanto el autovalor de un sistema LTI en tiempo discreto asociado con

la autofunción zn es dado por H(z) el cual es una constante compleja cuyo

valor es determinado por el valor de z usando (2.108). De (2.107) se tiene

que y[0] = H(z).
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2.1.12. Sistemas descritos por ecuaciones en diferen-

cias

Aśı como las ecuaciones diferenciales son importantes en sistemas en tiem-

po continuo, las ecuaciones en diferencia son importantes en sistemas en

tiempo discreto.

Ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes

Una ecuación en diferencias lineal con coeficientes constantes de orden N

(N-ésimo orden) es dada por:

N∑
k=0

ak y[n− k] =
M∑
k=0

bk x[n− k] (2.109)

donde los coeficientes ak y bk son constantes reales. El orden N se refiere

al mayor retraso de y[n] en (2.109). De manera análoga al caso en tiempo

continuo, la solución de (2.109) y todas las propiedades de sistemas, tales

como linealidad, causalidad y la invariancia en el tiempo, se puede desarrollar

siguiendo una aproximación de manera similar que se desarrollo para las

ecuaciones diferenciales. Enfatizamos que los sistemas descritos por (2.109)

serán causales y LTI si el sistema tiene condiciones auxiliares iguales a cero.

Formulación recursiva

Se tiene una aproximación alternativa y simple para la solución de (2.109),

despejando y[n], como sigue:

y[n] =
1

a0

{
M∑
k=0

bk x[n− k]−
N∑
k=1

ak y[n− k]

}
(2.110)

por lo tanto obtenemos una expresión para calcular la salida en el instante

n en términos de la entrada presente y los valores previos de la entrada y

salida. De (2.110) vemos la necesidad de condiciones auxiliares y que para

calcular y[n] empezando en n = n0, se deben tener los valores de y[n0 −
1], y[n0 − 2], · · · , y[n0 − N ], aśı como la entrada x[n] para n ≥ n0 − M .
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La forma general de (2.110) se denomina ecuación recursiva debido a que

especifica un procedimiento recursivo para determinar la salida en términos

de las entradas y salidas previas. En el caso particular cuando N = 0, de

(2.109) tenemos:

y[n] =
1

a0

{
M∑
k=0

bk x[n− k]

}
(2.111)

la cual es una ecuación no recursiva dado que los valores de las salidas previas

no son requeridos para calcular la salida presente. Por lo tanto en este caso

no son necesarias las condiciones auxiliares para determinar y[n].

Respuesta impulso

A diferencia del caso en tiempo continuo, la respuesta impulso h[n] de un

sistema LTI en tiempo discreto descrito por (2.109), o equivalentemente, por

(2.110) se puede determinar fácilmente como:

h[n] =
1

a0

{
M∑
k=0

bk δ[n− k]−
N∑
k=1

ak h[n− k]

}
. (2.112)

Para sistemas descritos por (2.111) la respuesta impulso h[n] está dada por:

h[n] =
1

a0

M∑
k=0

bk δ[n− k] =

{
bn/a0, 0 ≤ n ≤M

0, en otro caso.
(2.113)

Notamos que la respuesta impulso para este sistema tiene una cantidad fi-

nita de términos, esto es, solo diferente de cero para un instante de tiempo

finito. Por esta propiedad, el sistema especificado por (2.111) se conoce como

sistema de respuesta impulso finita (IFR). Por otro lado, un sistema cuya

respuesta impulso es diferente de cero para un tiempo infinito se dice que es

un sistema de respuesta impulso infinita (IIR).

2.2. Sistemas y modelos

Para Las definiciones de esta sección hemos considerado el punto de vista

de [11].
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Definición 2.2.1 Por proceso se entenderá una realidad f́ısica cualquiera

que conlleva, en algún intervalo de tiempo, un cambio de estado que exhiben

sus componentes esenciales.

Definición 2.2.2 Un sistema es una abstracción de una realidad f́ısica de

acuerdo a los objetivos de estudio planteados. Tener en cuenta que a un

mismo proceso pueden asociarse variados sistemas. La asociación depende

de cuáles sean los objetivos de análisis considerados.

Definición 2.2.3 Las variables de entrada son aquellas mediante las cuales

se actúa desde el exterior sobre el proceso y a total voluntad. Éstas permiten

determinar las principales caracteŕısticas de comportamiento del proceso.

Definición 2.2.4 Las variables de salida constituyen el medio que permite

efectuar el análisis del proceso, mediante la evaluación directa de los objetivos

de estudio.

Definición 2.2.5 Las perturbaciones son variables que también actúan des-

de el exterior pero que no son manejables a voluntad y cuyo efecto sobre el

proceso siempre es conocido. Introducen una componente de incertidumbre

en el estudio.

Definición 2.2.6 Las variables de estado son aquellas variables que definen

totalmente la condición del sistema, desde el punto de vista de los objetivos

de estudio, en cuanto a la información contenida en éste y a su evolución

frente a una acción del medio.

Definición 2.2.7 Los parámetros son cantidades que fijan ciertas carac-

teŕısticas del proceso, estableciendo un marco al cual estará condicionado su

comportamiento; se consideran fijos cuando el resto está sujeto a variaciones.

Definición 2.2.8 Un modelo es una representación de un sistema. Además

el modelo es una herramienta usada para el análisis de procesos, a través del

análisis de sistemas. En este caso vamos a usar los modelos matemáticos los

cuales a su vez pueden ser:
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Anaĺıticos, los cuales representan un conjunto de ecuaciones asociadas

a la descripción de un sistema.

Numéricos, que representan un conjunto de algoritmos que no tiene

necesariamente un equivalente anaĺıtico.

2.2.1. Parámetros concentrados y distribuidos

Un modelo de parámetros concentrados considera que las propiedades en

un proceso asumen valores que son independientes de su ubicación espacial,

ya sea porque se considera homogénea o porque se define una caracteŕısti-

ca representativa de ella. Por el contrario, un modelo distribuido pone en

evidencia expĺıcita la dependencia espacial de estas propiedades. Los prime-

ros se rigen, ya sea por ecuaciones algebraicas o diferenciales ordinarias; los

segundos por ecuaciones diferenciales parciales. La solución de modelos de

parámetros concentrados es bastante más simple que aquellas usadas en la

solución de modelos de parámetros distribuidos. En algunos casos, la solución

de éstos se logra luego de resolver un conjunto de aproximaciones a modelos

de parámetros concentrados.

2.3. La exponencial matricial en sistemas con-

centrados de primer orden

A continuación consideramos um sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias con coeficientes constantes

x′ = Ax

x(0) = x0

, (2.114)

donde A es una matriz constante n×n y x un vector n×1, siendo un modelo

concentrado baśico el cual es descrito en términos de la función exponencial

de una matriz.
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Usando el método de Cauchy de la series de potencias, suponemos que la

solución de (2.114) es de la forma:

x(t) =
∞∑
k=0

ck
k!
tk. (2.115)

Substituyendo esta, se obtiene:

∞∑
k=0

[ck+1 − Ack] tk = 0,

y por lo tanto, ck+1 = Ack, k = 0, 1, · · · .
Por consiguiente haciendo uso de la recursión se obtiene:

ck = Akc0.

Finalmente cualquier solución es de la forma:

x(t) =

(
∞∑
k=0

Ak

k!
tk

)
c0 (2.116)

donde c0 = x(0).

Por otro lado de manera compacta, se tiene:

x(t) = etAx(0) (2.117)

donde:

eA =
∞∑
k=0

Ak

k!
(2.118)

representa la función exponencial de una matriz cuadrada A.

La convergencia de esta serie se detalla a continuación.

Si ||A|| denota una norma matricial, ella posee la propiedad ||AB|| ≤
||A||||B||, aśı, obtenemos que las sumas parciales son acotadas superiormente,

esto es: ∥∥∥∥ N∑
k=0

Ak

k!

∥∥∥∥ ≤ N∑
k=0

||A||k

k!
≤ e||A||

y por lo tanto, la serie matricial de potencias (2.118) es absolutamente con-

vergente para cualquier matriz A de orden n× n.
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Definición 2.3.1 Dada la matriz A ∈ Rn×n, se define la función real con

valores matriciales

ΦA : R → Rn×n

t → ΦA(t) = etA.

Se observa que ΦA es un camino en el espacio de matrices cuadradas n×n.

La siguiente proposición nos dice que ΦA es diferenciable.

Proposicion 2.1 Si A ∈ Rn×n, entonces:

Φ′A(t) = etAA = AetA, ∀t ∈ R.

Demostración Por definición de derivada:

Φ′A(t) = ĺım
h→0

ΦA(t+ h)− ΦA(t)

h
= ĺım

h→0

e(t+h)A − etA

h

= ĺım
h→0

etA+hA − etA

h
= ĺım

h→0

etA ehA − etA

h

Luego:

Φ′A(t) = ĺım
h→0

etA(ehA − I)

h
. (2.119)

Pero ehA − I = hA+
1

2!
(hA)2 +

1

3!
(hA)3 + · · ·, luego:

ehA − I
h

= A+
1

2!
hA2 +

1

3!
h2A3 + · · ·

reemplazando en (2.119):

Φ′A(t) = ĺım
h→0

etA
(
A+

1

2!
hA2 +

1

3!
h2A3 + · · ·

)
= etAA.

De manera similar se prueba Φ′A(t) = AetA.

Corolario 2.1 La función ΦA : R→ Rn×n es de clase C∞ en R.
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Teorema 2.1 Si A ∈ Rn×n y x0 ∈ Rn, entonces la única solución del Pro-

blema de Valor Inicial (P.V.I.):{
x′ = Ax

x(0) = x0

(2.120)

es dada por:

ϕ : R → Rn

t → ϕ(t) = etA x0.

Demostración Por la proposición 2.1:

ϕ′(t) = (AetA)x0 = A (etA x0) = Aϕ(t),∀ t ∈ R,

además:

ϕ(0) = e0A x0 = eθ x0 = x0, donde eθ = I.

Por lo tanto ϕ es solución del P.V.I. (2.120).

Para probar la unicidad, sea ψ : R→ Rn otra solución del P.V.I. (2.120).

Ahora definimos:

f : R → Rn

t → f(t) = e−tA ψ(t).

De donde:

f ′(t) = e−tA (−A)ψ(t) + e−tA ψ′(t) = −e−tAAψ(t) + e−tAAψ(t) = 0,

por lo tanto f ′(t) = 0, ∀ t ∈ R. Se sigue que f(t) = C ∈ Rn, ∀ t ∈ R. En

particular C = f(0) = e−0A ψ(0) = I x0 = x0, de donde f(t) = x0.

De esta manera e−tA ψ(t) = x0, es decir ψ(t) = etA x0 = ϕ(t), ∀ t ∈ R.

Se debe observar que en el teorema anterior, el instante inicial t = 0 puede

ser reemplazado por cualquier t = t0 ∈ R, esto es precisamente lo que nos

indica el siguiente corolario:
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Corolario 2.2 Si A ∈ Rn×n, x0 ∈ Rn y t0 ∈ R, entonces la única solución

del P.V.I.: {
x′ = Ax

x(t0) = x0

(2.121)

es dada por:

ϕ : R → Rn

t → ϕ(t) = e(t−t0)A x0.

Corolario 2.3 El P.V.I. lineal homogéneo de orden n:{
x(n) + a1 x

(n−1) + · · ·+ an−1 x
′ + an x = 0,

x(t0) = x0
0, x

′(t0) = x1
0, . . . , x

(n−1)(t0) = xn−1
0

donde a1, . . . , an ∈ R y t0, x
0
0, . . . , x

n−1
0 ∈ R, admite una única solución en R.

Revisar [1].

2.4. La transformada de Laplace

En esta sección hemos considerado el punto de vista de [11].

2.4.1. Conceptos

Definición 2.4.1 La integral

∫ +∞

−∞
f(t) dt se dice que converge en forma

simple si se tiene que

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(t) dt

∣∣∣∣ ≤ M < ∞ y se dice que converge de

forma absoluta si

∫ ∞
−∞
|f(t)| dt ≤M <∞, para algún M > 0.

Definición 2.4.2 Se define la transformada de Laplace unilateral de una

función f(t), como:

L{f(t)} = F (s) =

∫ +∞

0

f(t) e−st dt,

donde: f(t) ∈ R, t ∈ R y s = σ + ω i ∈ C.
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Definición 2.4.3 Se define la abscisa de convergencia absoluta de la trans-

formada de Laplace de una función f(t), al valor σc, tal que L{f(t)} converge

∀σ > σc.

Lema 2.1 La abscisa de convergencia absoluta de toda función acotada y

con soporte compacto es σc = −∞.

Definición 2.4.4 Se define la transformada de Laplace unilateral inversa de

una función F (s), como:

f(t) = L−1{F (s)} =
1

2π i

∫ c1+∞i

c1−∞i
F (s) ets ds,

donde: c1 > σc.

Definición 2.4.5 Se define la transformada de Laplace bilateral de una fun-

ción f(t), como:

L2{f(t)} = F2(s) =

∫ +∞

−∞
f(t) e−st dt,

donde: f(t) ∈ R, t ∈ R y s = σ + ω i ∈ C.

2.4.2. Propiedades

Linealidad: Sean f(t) y g(t) y sus transformadas de Laplace F (s) y

G(s), respectivamente, y además sean α1 y α2 constantes reales, enton-

ces:

L{α1 f(t) + α2 g(t)} = α1 F (s) + α2G(s).

Escalamiento en el tiempo: Sean f(t), su transformada de Laplace F (s)

y a una constante real, entonces:

L{f(at)} =
1

a
F
(s
a

)
.

Desplazamiento en el tiempo: Sean f(t) (soporte positivo), su transfor-

mada de Laplace F (s) y a una constante real, entonces:

L{f(t− a)} = e−as F (s).
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Desplazamiento en la frecuencia: Sea f(t), su transformada de Laplace

F (s) y a una constante real, entonces:

L{e−at f(t)} = F (s+ a).

Derivación: Sea f(t) y su transformada de Laplace F (s), entonces:

L{f ′(t)} = s F (s)− f(t)|t=0.

Integración: Sea f(t) y su transformada de Laplace F (s), entonces:

L
{∫ t

0

f(τ) dτ

}
=
F (s)

s
.

Teorema del valor inicial: Sea f(t) y su transformada de Laplace F (s),

entonces:

f(t)|t=0 = ĺım
t→0

f(t) = ĺım
s→+∞

s F (s).

Teorema del valor final: Sea f(t) y su transformada de Laplace F (s),

entonces:

f(t)|t=+∞ = ĺım
t→+∞

f(t) = ĺım
s→0

s F (s).

Señales periódicas: Sea f0(t), su transformada de Laplace F0(s) y la

señal periódica f(t) =
+∞∑
j=0

f0(t− jT ), entonces:

L{f(t)} =
F0(s)

1− e−sT
.

Convolución: Sean f(t) y g(t) y sus transformadas de Laplace F (s) y

G(s), respectivamente entonces:

L{f(t) ∗ g(t)} = F (s)G(s).

2.5. La transformada Z

Para esta sección hemos tomado como referencia [13].

41



2.5.1. Conceptos

Definición 2.5.1 Para una señal en tiempo discreto x[n], la transformada

Z de x[n], que se denota como X[z], se define como:

X(z) =
∞∑

n=−∞

x[n] z−n (2.122)

donde z ∈ C. Simbólicamente se expresa como:

X(z) = Z{x[n]} o x[n]↔ X(z).

A la transformada Z definida en (2.122) con frecuencia se le denomina la

transformada Z bilateral, para distinguirla de la transformada Z unilateral,

la cual se define como:

X(z) =
∞∑
n=0

x[n] z−n. (2.123)

Definición 2.5.2 Las series dadas en (2.122) y (2.123) puede no converger

(existir) para todos los valores de z. La región en el plano complejo, para los

cuales la serie converge (o existe) se denomina región de existencia o región

de convergencia para X(z).

2.5.2. Propiedades

Linealidad: Sean x1[n] y x2[n] dos sucesiones y X1(z) y X2(z), sus

respectivas transformadas Z, con regiones de convergencia R1 y R2,

considerando α1 y α2 constantes reales, entonces:

α1 x1[n] + α2 x2[n]↔ α1X1(z) + α2X2(z)

con región de convergencia R ⊂ R1 ∩R2.

Desplazamiento en el tiempo: Sea x[n] y X(z) su respectiva transfor-

mada Z con región de convergencia R, entonces:

x[n− n0]↔ z−n0 X(z)

con región de convergencia R′ = R ∩ {0 < |z| <∞}.
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Inversión en el tiempo: Sea x[n] y X(z) su respectiva transformada Z

con región de convergencia R, entonces:

x[−n]↔ X

(
1

z

)

con región de convergencia R′ =
1

R
.

Por ejemplo si

R = {z ∈ C/rmin < |z| < rmax}

entonces

R′ = {z ∈ C/
1

rmax
< |z| < 1

rmin
}.

Desplazamiento en la frecuencia: Sea x[n] y X(z) su respectiva trans-

formada Z con región de convergencia R, entonces:

zn0 x[n]↔ X

(
z

z0

)
con región de convergencia R′ = |z0|R.

Derivación: Sea x[n] y X(z) su respectiva transformada Z con región

de convergencia R, entonces:

nx[n]↔ −z dX(z)

dz

con región de convergencia R′ = R.

Acumulación: Sea x[n] y X(z) su respectiva transformada Z con región

de convergencia R, entonces:

n∑
k=−∞

x[k]↔ 1

1− z−1
X(z) =

z

z − 1
X(z)

con región de convergencia R′ ⊃ R ∩ {|z| > 1}.
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Convolución: Sean x1[n] y x2[n] dos sucesiones con X1(z) y X2(z), sus

respectivas transformadas Z, con regiones de convergencia R1 y R2,

entonces la transformada de la convolución de estas sucesiones está

dada por:

x1[n] ∗ x2[n]↔ X1(z)X2(z)

con región de convergencia R ⊃ R1 ∩R2 ∩ {|z| > 1}.

2.5.3. La transformada Z Inversa

Se define la transformada zeta inversa de X(z) como:

x[n] =
1

2πi

∮
C
X(z) zn−1 dz (2.124)

donde C es un contorno de integración con sentido antihorario que contiene

al origen. Simbólicamente se denota como:

x[n] = Z−1{X(z)}. (2.125)

Expansión en series de potencias

La expresión que define la transformada Z (2.122) es una serie de poten-

cias donde los valores de la sucesión x[n] son los coeficientes de z−n, esto

es:

X(z) =
∞∑

n=−∞

x[n] z−n = · · ·+x[−2] z2+x[−1] z+x[0]+x[1] z−1+x[2] z−2+· · ·

(2.126)

entonces podemos determinar cualquier valor particular de la sucesión deter-

minando el coeficiente de la potencia apropiada de z.

Expansión en fracciones parciales

De manera similar que el caso de la transformada de Laplace inversa,

el método de expansión de fracciones parciales generalmente proporciona la
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manera mas útil para hallar la transformada Z inversa, especialmente cuando

X(z) es una función racional de la forma:

X(z) =
N(z)

D(z)
= K

(z − z1) (z − z2) · · · (z − zm)

(z − p1) (z − p2) · · · (z − pn)
. (2.127)

Suponiendo que el grado de D(z) sea mayor que el de N(z) y que todos

los polos son sencillos, entonces la fracción X(z)/z es una función propia y

puede ser expandida en fracciones parciales:

X(z)

z
=
c0

z
+

c1

z − p1

+
c2

z − p2

+ · · ·+ cn
z − pn

=
c0

z
+

n∑
k=1

ck
z − pk

.

donde:

c0 = X(z)|z=0 ck = (z − pk)
X(z)

z

∣∣∣∣
z=pk

.

Por lo tanto obtenemos:

X(z) = c0 + c1
z

z − p1

+ c2
z

z − p2

+ · · ·+ cn
z

z − pn
= c0 +

n∑
k=1

ck
z

z − pk
.

(2.128)

Determinando la región de convergencia para cada término en la ecuación

(2.128) a partir de la región de convergencia total de X(z), se puede hallar

la transformada inversa de cada término y luego la transformada Z inversa

completa.

Si m > n en la ecuación (2.127), entonces se debe añadir un polinomio en

z de grado (m−n) al lado derecho de la ecuación (2.128), luego la expresión

en fracciones parciales tendŕıa la forma:

X(z) =
m−n∑
q=0

bq z
q +

n∑
k=1

ck
z

z − pk
. (2.129)

Si X(z) tiene polos de orden múltiple, sea pi el polo con multiplicidad r,

entonces la expansión de X(z)/z consistirá de términos de la forma:

λ1

z − pi
+

λ2

(z − pi)2
+ · · ·+ λr

(z − pi)r
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donde:

λr−k =
1

k!

dk

dzk

[
(z − pi)r

X(z)

z

] ∣∣∣∣
z=pi

;

k = 0, 1, . . . , r − 1.

2.5.4. La función del sistema: sistemas LTI en tiempo

discreto

La función del sistema

La salida y[n] de un sistema LTI de tiempo discreto es igual a la convo-

lución de la entrada x[n] con la respuesta al impulso h[n], esto es:

y[n] = x[n] ∗ h[n].

Aplicando la propiedad de la convolución de la transformada Z, se obtiene:

Y (z) = X(z)H(z) (2.130)

donde Y (z), X(z) y H(z) son las transformadas Z de y[n], x[n] y h[n]

respectivamente. La ecuación (2.130) se puede expresar como:

H(z) =
Y (z)

X(z)
. (2.131)

A H(z) se le conoce como función del sistema (o función de transferencia

del sistema).

Caracterización de sistemas LTI en tiempo discreto

Causalidad: Para un sistema LTI de tiempo discreto, tenemos que:

h[n] = 0, n < 0.

Como h[n] es una señal unilateral derecha, el requisito correspondiente

sobre H(z) es que su región de convergencia es de la forma:

|z| > rmax.
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Es decir la región de convergencia es el exterior de un ćırculo que con-

tiene todos los polos de H(z) en el plano z. De forma similar, si el

sistema es anticausal, es decir:

h[n] = 0, n ≥ 0,

entonces h[n] es una señal unilateral izquierda y la región de conver-

gencia de H(z) es de la forma:

|z| < rmin.

Es decir la región de convergencia es el interior de un ćırculo que no

contiene a los polos de H(z) en el plano z.

Estabilidad: Un sistema LTI de tiempo discreto es estable si y solo si:

∞∑
n=−∞

|h[n]| <∞.

El requisito correspondiente sobre H(z) es que su región de convergen-

cia contenga al ćırculo unitario, es decir, |z| = 1.

Sistemas causales y estables: Si el sistema es causal y estable, entonces

todos los polos de H(z) deben de estar ubicados en el ćırculo unitario

del plano z, debido a que la región de convergencia es de la forma

|z| > rmax, y como el ćırculo unitario está incluido en la región de

convergencia, debemos tener rmax < 1.

Función del sistema para sistemas LTI descritos por ecuaciones en

diferencias lineales con coeficientes constantes

Para un sistema LTI de tiempo discreto para el cual la entrada x[n] y la

salida y[n] satisfacen la ecuación en diferencias lineal con coeficientes cons-

tantes de la forma:

N∑
k=0

ak y[n− k] =
M∑
k=0

bk x[n− k]. (2.132)
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Aplicando la transformada Z y usando las propiedades de desplazamiento en

el tiempo y de linealidad de la transformada Z, se obtiene:

N∑
k=0

ak z
−k Y (z) =

M∑
k=0

bk z
−kX(z).

o

Y (z)
N∑
k=0

ak z
−k = X(z)

M∑
k=0

bk z
−k. (2.133)

Aśı pues:

H(z) =
Y (z)

X(z)
=

M∑
k=0

bk z
−k

N∑
k=0

ak z
−k

. (2.134)

Por lo tanto H(z) es racional, observamos que la región de convergencia

de H(z) no es especificada por la ecuación (2.134) sino ella debe inferirse

con los requerimientos adicionales sobre el sistema, requerimientos como la

causalidad o la estabilidad.

Interconexión de sistemas

Para dos sistemas LTI (con respuestas al impulso h1[n] y h2[n] respecti-

vamente) en serie, la respuesta al impulso total h[n] está dada por:

h[n] = h1[n] ∗ h2[n]

Por lo tanto las funciones de los sistemas están dadas por el producto:

H(z) = H1(z)H2(z). (2.135)

De manera similar, la respuesta al impulso de una combinación en paralelo

de dos sistemas LTI está dada por:

h[n] = h1[n] + h2[n],
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de donde:

H(z) = H1(z) +H2(z). (2.136)

tanto en (2.135) como en (2.136) las regiones de convergencia de H1(z), H2(z)

y H(z) son R1, R2 y R respectivamente y además satisfacen: R ⊃ R1 ∩R2.

2.5.5. La transformada Z unilateral

Definición 2.5.3 Para una señal en tiempo discreto general x[n], la trans-

formada Z unilateral de x[n], que se denota como XU(z), se define como:

XU(z) =
∞∑
n=0

x[n] z−n (2.137)

la cual se diferencia de la transformada bilateral en que la serie se calcula

solamente para n ≥ 0. Aśı, la transformada Z unilateral de x[n] puede con-

siderarse como la transformada bilateral de x[n]u[n]. Como x[n]u[n] es una

sucesión lateral derecha, la región de convergencia de XU(z) está siempre

fuera de un ćırculo en el plano z.

Propiedades

Se cumplen las mismas propiedades que la transformada Z bilateral.

La transformada unilateral es útil en el cálculo de la respuesta de un

sistema causal a una entrada causal cuando el sistema es descrito por una

ecuación en diferencias lineal de coeficientes constantes con condiciones ini-

ciales diferentes de cero.

Una propiedad de gran utilidad de la transformada Z unilateral es la

propiedad de desplazamiento en el tiempo, la cual es diferente de la misma

propiedad para la transformada bilateral.

- Propiedad de desplazamiento en el tiempo:

Sea x[n] y su respectiva transformada Z unilateral XU(z) con región de
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convergencia R, entonces para m ≥ 0, se tiene:

x[n−m]↔ z−mXU(z) + z−m+1 x[−1] + z−m+2 x[−2] + · · ·+ x[−m]

(2.138)

x[n+m]↔ zmXU(z)− zm x[0]− zm−1 x[1]− · · · − zx[m− 1]. (2.139)

La función del sistema

De manera similar al caso del sistema LTI en tiempo continuo, para la

transformada Z unilateral se define la la función del sistema:

H(z) =
Y (z)

X(z)

bajo la condición de que el sistema está en reposo, es decir, todas las condi-

ciones iniciales son iguales a cero.

Valores inicial y final

- Teorema del valor inicial:

Sea x[n] y X(z) su respectiva transformada zeta. Entonces se tiene:

x[0] = ĺım
z→+∞

X(z) (2.140)

el cual es el teorema del valor inicial para la transformada Z.

Como x[n] = 0 para n < 0, tenemos que:

X(z) =
∞∑
n=0

x[n]z−n = x[0] + x[1] z−1 + x[2] z−2 + · · ·

y cuando z → +∞ se tiene z−n → 0 para n > 0 y tenemos (2.141).

- Teorema del valor final:

Sea x[n] una sucesión causal y X(z) su respectiva transformada zeta. Enton-

ces, si X(z) es una función racional con todos sus polos estrictamente en el

interior del ćırculo unitario excepto posiblemente un polo de primer orden en

z = 1, se tiene que:

ĺım
N→+∞

x[N ] = ĺım
z→1

(1− z−1)X(z) (2.141)
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el cual es el teorema del valor final para la transformada Z.

Usando la propiedad de desplazamiento en el tiempo, de (2.138) tenemos:

Z{x[n]− x[n− 1]} = (1− z−1)X(z)

el lado izquierdo de esta última ecuación se puede escribir como:

∞∑
n=0

{x[n]− x[n− 1]} z−n = ĺım
N→+∞

N∑
n=0

{x[n]− x[n− 1]} z−n.

Si hacemos z → 1, entonces se tiene:

ĺım
z→1

(1− z−1)X(z) = ĺım
N→+∞

N∑
n=0

{x[n]− x[n− 1]} z−n = ĺım
N→+∞

x[N ] = x[∞].

51



52



Caṕıtulo 3

Representación dinámica de

sistemas lineales concentrados

y discretos invariantes en el

tiempo

Algunas aplicaciones de la dinámica estructural en la ingenieŕıa mecánica,

aeroespacial y civil tienen esencialmente los mismos principios y técnicas de

resolución. En este caṕıtulo enfatizamos una formulación de la respuesta

dinámica en tiempo continuo o discreto en términos de la respuesta impulso.

3.1. Sistemas concentrados

Definición 3.1.1 Los sistemas lineales concentrados son representados me-

diante una ecuación diferencial de la siguiente forma:

N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = r(t), (3.1)

donde los coeficientes Aj son matrices constantes de orden n (independientes

del tiempo), AN es no singular, y(t) es el vector de salida de orden n y r(t)

es el vector de entrada de orden n.
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Los sistemas concentrados de tipo (3.1) son denominados de múltiple en-

trada con múltiple salida cuando n > 1, lo cual lo denotaremos por MIMO

(multiple input - multiple output). En particular, para n = 1 estos siste-

mas son denominados sistemas de entrada simple con salida simple, lo cual

denotaremos con SISO (simple input - simple output).

Usualmente, r(t) puede representar una entrada forzada simple:

r(t) = f(t), (3.2)

o una entrada que describa una dinámica de control:

r(t) =
M∑
j=0

Bj
dju

dtj
(t). (3.3)

Donde los coeficientes Bj son matrices constantes de orden n × p y u(t) es

un vector de orden p. Se asume que N ≥M .

Con el propósito de considerar ambos tipos de sistemas, se asume que

r(t) es una combinación lineal de ambos, esto es:

r(t) =
M∑
j=0

Bj
dju

dtj
(t) + f(t). (3.4)

Por conveniencia nos referiremos a f(t) como entrada forzante y a u(t) como

entrada de control.

3.1.1. Solución fundamental

Definición 3.1.2 La respuesta libre del sistema (3.1) es la solución de la

ecuación diferencial ordinaria homogénea:

r(t) =
N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = 0, (3.5)

que corresponde al sistema con entrada idénticamente nula.
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Denominaremos respuesta forzada en el instante t = t0 a la solución de la

ecuación diferencial (3.1) cuando todas las condiciones iniciales:

y(t0),
dy

dt
(t0), . . . ,

dN−1y

dtN−1
(t0), (3.6)

son idénticamente nulas.

Definición 3.1.3 La respuesta total está dada por la suma de la respuesta

libre y la respuesta forzada.

Definición 3.1.4 La solución fundamental o solución dinámica del sistema

(3.1) es la respuesta libre hd = hd(t) que satisface las condiciones iniciales:

hd(0) = 0,
dhd
dt

(0) = 0, . . . ,
dN−2hd
dtN−2

(0) = 0, AN
dN−1hd
dtN−1

(0) = I. (3.7)

Donde I es la matriz identidad de orden n.

3.1.2. Respuesta a un impulso y función del sistema

Usando el método operacional se puede caracterizar la respuesta total

del sistema (3.1) para t > 0, con condiciones iniciales presentes en t = 0 y

suponiendo la condición de reposo y(t) = 0 para t < 0.

Aplicando la transformada de Laplace en (3.1) se tiene la siguiente ecua-

ción operacional:(
N∑
j=0

sjAj

)
Y (s)−

N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0 = R(s), (3.8)

donde yi0 = y(i)(0) denota las condiciones iniciales de salida en el instante

t = 0.

Y tenemos las transformadas de Laplace de la salida y(t) y del término

forzante r(t) dadas por :

Y (s) =

∫ ∞
0+

e−sty(t)dt y R(s) =

∫ ∞
0+

e−str(t)dt, (3.9)
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Luego la transformada de la salida y(t) se puede expresar como:

Y (s) = H(s)

(
N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0

)
+H(s)R(s). (3.10)

donde H(s) se define como sigue:

Definición 3.1.5 A la matriz

H(s) =

(
N∑
j=0

sj Aj

)−1

, (3.11)

se le denomina función del sistema representado por la ecuación (3.1).

Definición 3.1.6 A la inversa de la transformada de Laplace de la matriz

H(s) se le denomina respuesta a un impulso del sistema (3.1), y se denota

por h(t) (es una matriz de orden n).

Teorema 3.1 La matriz h(t), para t > 0, satisface el sistema:

N∑
j=0

Aj h
(j)(t) = 0, (3.12)

sujeto a las condiciones iniciales:

h(0+) = 0, h′(0+) = 0, . . . , h(N−2)(0+) = 0, ANh
(N−1)(0+) = I. (3.13)

Teorema 3.2 La matriz h(t), para t > 0 y considerando h(t) = 0 para t < 0,

satisface la ecuación:
N∑
j=0

Aj h
(j)(t) = δ(t) I, (3.14)

sujeta a las condiciones iniciales de reposo:

h(0−) = 0, h′(0−) = 0, . . . , h(N−2)(0−) = 0, h(N−1)(0−) = 0. (3.15)
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Se observa que h(t) es la respuesta del sistema en reposo cuando se aplica

el impulso r(t) = δ(t).

Por lo tanto tenemos:

h(t) =

hd(t) , t ≥ 0

0 , t < 0
. (3.16)

Teorema 3.3 Sea el polinomio matricial:

∆(s) =
N∑
j=0

sj Aj, (3.17)

con inversa H(s), por (3.11), entonces se tiene que h(t) es una solución por

la izquierda y por la derecha, esto es:

N∑
j=0

Aj h
(j)(t) =

N∑
j=0

h(j)(t)Aj = 0. (3.18)

Teorema 3.4 Aplicando la transformada inversa de Laplace en (3.10) y em-

pleando el hecho de que:

L(h(j)(t)) = sj H(s), para j = 0, . . . , N − 1. (3.19)

Considerando las condiciones iniciales de h(t), se obtiene una expresión para

la respuesta total del sistema (3.1) en términos de la respuesta a un impulso

asociado al sistema.

Por lo tanto la salida está dada por:

y(t) =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t)Aj y
i
0 +

∫ t

0

h(t− τ) r(τ) dτ. (3.20)

Observación:

El primer término del segundo miembro corresponde a la respuesta libre del

sistema y el segundo viene a ser la respuesta forzada. La respuesta se expresa

en función de las condiciones iniciales y de la entrada del sistema (3.1).
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Introduciendo las funciones matriciales:

hj(t) =

N−j−1∑
i=0

h(i)(t)Aj+1+i, para j = 0, . . . , N − 1, (3.21)

las cuales pueden ser denotadas matricialmente por:

(
h0(t) h1(t) · · · hN−1(t)

)
=
(
h(t) h′(t) · · · h(N−1)(t)

)


A1 A2 A3 · · · AN
A2 A3 · · · AN 0
...

...
...

. . .
...

AN−1 AN 0 · · · 0

AN 0 0 · · · 0

 ,

(3.22)

la salida se puede expresar de manera expĺıcita en relación a los valores

iniciales, esto es:

y(t) =
N−1∑
j=0

hj(t) y
j
0 +

∫ t

0

h(t− τ) r(τ) dτ. (3.23)

Estrictamente, las fórmulas (3.20) o (3.23) son válidas para t ≥ 0.

Substituyendo h(t) por hd(t) en (3.1), se verifica que:

y(t) =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

h
(j−1−i)
d (t)Aj y

i
0 +

∫ t

0

hd(t− τ) r(τ) dτ, (3.24)

es una solución de (3.1), con condiciones iniciales dadas en t = 0 y r(t)

actuando en todo instante de tiempo t real.

Similarmente, introduciendo:

hd,j(t) =

N−j−1∑
i=0

h
(i)
d (t)Aj+1+i, para j = 0, . . . , N − 1, (3.25)

tenemos:

y(t) =
N−1∑
j=0

j−1∑
i=0

hd,j(t) y
j
0 +

∫ t

0

hd(t− τ) r(τ) dτ, −∞ < t <∞. (3.26)
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Respuesta al impulso y la función de transferencia

En el caso de los sistemas de control en los que r(t) viene dado por la

expresión:

r(t) =
M∑
j=0

Bj
dju

dtj
(t). (3.27)

Conforme a lo descrito en (3.3), la respuesta total se puede expresar en

términos de u y de sus valores iniciales.

Integrando por partes la expresión:∫ t

0

h(t− τ) r(τ) dτ, (3.28)

y utilizando los valores iniciales de h(t), se tiene:∫ t

0

h(t−τ)

(
M∑
j=0

Bj
dju

dtj
(τ)

)
dτ =

∫ t

0

g(t−τ)u(τ) dτ−
M∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t)Bj u
i
0,

(3.29)

donde:

g(t− τ) =
M∑
j=0

h(j) (t− τ)Bj, (3.30)

y los ui0 = u(i)(0) son los valores iniciales asociadas al vector de control,

teniendo en cuenta a la función g(t) como la respuesta al impulso del sistema

de control.

La expresión (3.30) también se puede obtener a través del cálculo de la

transformada inversa de Laplace del término:

H(s)R(s) =
M∑
j=0

sj H(s)BjU(s)−
M∑
j=1

j−1∑
i=0

s(j−1−i) H(s)Bj U
i
0 (3.31)

y usando (3.19).

Teniendo en cuenta las condiciones iniciales nulas, tanto de entrada como

de salida, a partir de (3.10) se tiene que:

Y (s) = G(s)U(s), (3.32)
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donde:

G(s) = H(s)
M∑
j=0

sj Bj =
M∑
j=0

sj H(s)Bj, (3.33)

es la función de transferencia del sistema de control, que relaciona las trans-

formadas de entrada y de salida.

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuación (3.33) y utili-

zando la propiedad (3.19) se obtiene la respuesta impulso (3.30) del sistema.

En el caso de que las condiciones de entrada y de salida sean nulas (yj0 =

0 y uj0 = 0), la respuesta forzada del sistema se puede expresar a través de

la convolución:

y(t) =

∫ t

0

g(t− τ)u(τ) dτ. (3.34)

Las fórmulas de variación de parámetros son dadas por las expresiones

(3.20) y (3.23), con el término integral en r(t) sustituido por la integral (3.29).

Observaciones

1. La función de transferencia G(s), se puede considerar como la transfor-

mada de Laplace de salida simultánea correspondiente a las entradas

impulsivas concentradas por componentes, es decir, dada la entrada

uk(t) = ek δ(t) para k = 1, . . . , p, se tiene que la transformada de sali-

da, expresada por:

Yk(s) = G(s) ek, (3.35)

es la k-ésima columna de la matriz G(s).

Luego para la entrada matricial:

u(t) =
[
u1(t) u2(t) · · · up(t)

]
= δ(t) I, (3.36)

donde I denota la matriz identidad de orden p, se tiene que U(s) = I.

Por lo tanto, la salida matricial Y (s) correspondiente es la función de

transferencia.
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2. Para sistemas simples del tipo:

N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = u(t), (3.37)

la respuesta impulso g(t) coincide con la respuesta h(t). Por este mo-

tivo muchas veces se usa indistintamente la denominación función del

sistema o función de transferencia.

3.1.3. Bases dinámicas

A partir de las ecuaciones (3.24) y (3.26), se tiene que la respuesta libre

(r = 0) dependerá de hd(t) y de sus derivadas hasta de orden N − 1.

Como los sistemas considerados son invariantes en el tiempo, cualquier

respuesta libre se puede expresar de la forma:

y(t) = hd(t− t0) c0 + h′d(t− t0) c1 + · · ·+ h
(N−1)
d (t− t0) cN−1, (3.38)

donde hd(t) satisface la ecuación (3.5) sujeta a las condiciones iniciales dadas

por (3.7), o también se puede expresar como:

y(t) =
N−1∑
j=0

hd,j(t− t0) yj0, (3.39)

donde hd,j(t) son definidas en (3.25).

Los vectores constantes ck en (3.38) se calculan usando las condiciones

iniciales, resolviendo el sistema:
c0

c1

...

cN−2

cN−1

 =


A1 A2 A3 · · · AN
A2 A3 · · · AN 0
...

...
...

. . .
...

AN−1 AN 0 · · · 0

AN 0 0 · · · 0




y0

y′0
...

yN−2
0

yN−1
0

 (3.40)

donde los datos yj0 son proporcionados por la función y(t) en el instante t = t0.
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Luego la expresión de variación de parámetros dada por (3.24), se puede

escribir de la siguiente manera:

y(t) =
N−1∑
j=0

hd,j(t− t0) yj0 +

∫ t

t0

hd(t− τ) r(τ) dτ, (3.41)

para salidas con valores iniciales dados en t = t0 dentro del dominio de r(t).

La función dinámica o fundamental hd(t) y la respuesta a un impulso

h(t), generan los siguientes sistemas de funciones matriciales:

{hd(t), h′d(t), . . . , hN−1
d (t)} y {h(t), h′(t), . . . , hN−1(t)}, (3.42)

a los cuales denominaremos base dinámica y base impulso respectivamente.

De manera similar, a las funciones matriciales {hd,j(t)} para j = 0, . . . , N−
1 y {hj(t)}, para j = 0, . . . , N − 1, los denominaremos base dinámica nor-

malizada y base impulso normalizada, respectivamente.

Observaciones

1. Cabe recalcar que en el caso donde los coeficientes vaŕıan con el tiempo,

una solución y sus derivadas no siempre forman una base [17]. Sin

embargo, la respuesta impulso h(t, τ) de un sistema lineal variante en

el tiempo siempre genera una base de soluciones, véase [23].

2. Por [3], se tiene que la solución dinámica h(t) puede ser calculada

simbólicamente en términos de las tres ecuaciones caracteŕısticas: alge-

braica (polinomio caracteŕıstico), diferencial (cuyos coeficientes son los

mismos del polinomio caracteŕıstico) y en diferencias (ecuación discre-

ta). Para sistemas de orden arbitrario y sin el uso de la formulación de

estado véase [4].

Esta metodoloǵıa, en términos de la base dinámica, será desarrollada en

la siguiente sección para sistemas discretos y en el caṕıtulo 6 para sistemas

distribuidos.
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3.2. Sistemas discretos

Sea el sistema discreto:

N∑
j=0

Aj yk+j =
M∑
j=0

Bj uk+j + fk, N ≥M, (3.43)

donde los coeficientes Aj y Bj son matrices de orden n× n y n× p, respec-

tivamente y yj = y(j) y uj = u(j) son los vectores de salida de orden n y de

entrada de orden p, respectivamente.

Por simplicidad, estudiamos las entradas que son nulas para el tiempo

negativo.

Considerando uk = rk, fk = 0, B0 = I y Bj = 0 para j = 1, . . . ,M en el

sistema (3.43), se tiene:
N∑
j=0

Aj yk+j = rk (3.44)

El sistema (3.43) se puede analizar usando la transformada de Laplace en

tiempo discreto, denominada transformada zeta o combinando la formulación

continua de la sección anterior con el uso de serie de potencias, conforme a

[7]. En este trabajo, usaremos la segunda opción.

Para el tiempo positivo, se tiene hd(t) = h(t). Aśı:

h(t) =
∞∑
k=0

hk
tk

k!
, hk = hkd(0). (3.45)

Reemplazando (3.45) en la ecuación (3.12), tenemos que hk es solución

del siguiente problema inicial discreto:

AN hk+N + AN−1 hk+N−1 + · · ·+ A1 hk+1 + A0 hk = 0

h0 = 0, h1 = 0, . . . , hN−2 = 0, AN hN−1 = I,
(3.46)

donde I es la matriz identidad de orden n.
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A esta solución matricial la denominaremos solución dinámica discreta

del sistema (3.43) cuando considera k ∈ Z o respuesta a un impulso discreto

cuando se asume que es nula para el tiempo negativo.

Cuando el tiempo es positivo ambas coinciden.

De (3.18) se tiene que hk también satisface:

hk+N AN + hk+N−1AN−1 + · · ·+ hk+1A1 + hk A0 = 0, (3.47)

Por lo tanto hk es una solución tanto a la izquierda como a la derecha. Además

para k > 0 el problema inicial dado por (3.46) es equivalente al problema

inicial:

AN hk+N + AN−1 hk+N−1 + · · ·+ A1 hk+1 + A0 hk = δ(k)

h0 = 0, h1 = 0, . . . , hN−2 = 0, hN−1 = 0,
(3.48)

donde:

δ(k) =

1, para k = 0

0, para k 6= 0
,

Por unicidad, se verifica que si los coeficientes Ak son simétricos, la solu-

ción hk es una matriz simétrica.

Del estudio realizado para sistemas concentrados en las secciones anterio-

res, cuando yk = y(k)(0), se tiene que la solución del problema inicial asociado

al sistema (3.43) con condiciones iniciales yj = y0
j , para j = 0, . . . , N − 1, es

dada por:

yk =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

hj−1−iAj y
0
i−

M∑
j=1

j−1∑
i=0

hj−1−iBj u
0
i+

k−1∑
i=0

M∑
j=0

hj+k−1−iBj ui+
k−1∑
i=0

hk−i−1 fi.

(3.49)

Los dos primeros términos del segundo miembro corresponden a la res-

puesta libre del sistema, introducida por las condiciones iniciales de salida y

de entrada y los dos últimos términos forman la respuesta forzada, debido a

las entradas uk y fk, respectivamente.
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Introduciendo las funciones:

hk,j =

N−j−1∑
i=0

hk+iAj+1+i, para j = 0, . . . , N − 1, (3.50)

de modo que hk,N−1 = hk AN , se tiene que la respuesta libre del sistema

(3.43) viene dada por:

yk =
N−1∑
j=0

hk,j y
0
j −

M∑
j=1

j−1∑
i=0

hj−1−iBj u
0
i (3.51)

Considerando las condiciones iniciales nulas, tanto de entrada como de

salida, de (3.49) se tiene que la respuesta forzada es dada por la convolución

discreta:

yk =
k−1∑
i=0

(
M∑
j=0

hj+k−1−iBj

)
ui +

k−1∑
i=0

hk−1−i fi = gk ∗ uk + hk ∗ fk (3.52)

donde:

gk =
M∑
j=0

hk+j Bj, (3.53)

corresponde a la respuesta impulso discreta.

Para entradas de tipo exponencial, uk = zk v y fk = 0, se tienen salidas

del mismo tipo, yk = zkG(z) v, donde G(z) corresponde a la función de

transferencia dada por:

G(z) =
M∑
j=0

zj−1H(z)Bj, (3.54)

donde:

H(z) = z

(
N∑
i=0

Aiz
i

)−1

, (3.55)

es denominada la función del sistema.
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Cabe resaltar que la solución dinámica discreta, hk, genera las bases:

[hk,0, hk,1, . . . , hk,N−1] y [hk, hk+1, . . . , hk+N−1],

pues el Casoratiano (Wronskiano en el contexto discreto) es diferente de cero.
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Caṕıtulo 4

Cálculo de la respuesta

dinámica de sistemas lineales

concentrados y discretos

invariantes en el tiempo

La respuesta dinámica o total de un sistema lineal invariante en el tiempo

(LTI) usualmente se calcula de forma simbólica o numérica. Cabe resaltar que

en el cálculo simbólico, la gran diferencia entre una y otra técnica es el uso

o no de autovectores (modos). Por lo tanto las técnicas en este contexto se

pueden agrupar en tres métodos:

Modal o espectral.

No modal o no espectral.

Numérico.

Generalmente en la teoŕıa de control mediante un cambio de variable ade-

cuado se transforma el sistema original a un sistema de primer orden en el

tiempo el cual es denominado sistema en el espacio de estado. Por lo tanto

las técnicas que se desarrollan en la próxima sección resuelven problemas

que usan la formulación de espacio de estado. Por simplicidad, estudiamos
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primero la resolución de sistemas de primer orden y después se realiza la

generalización para sistemas de orden arbitrario.

4.1. Resolución de sistemas de primer orden

4.1.1. Sistemas concentrados

Sean los sistemas lineales continuos de primer orden:

A1
dy

dt
(t) + A0 y(t) = g(t), (4.1)

con condición inicial y(0) = y0.

El sistema (4.1) usualmente se escribe de forma normal como sigue:

dy

dt
(t) = Ay(t) + f(t), (4.2)

donde A = −A−1
1 A0 y f(t) = A−1

1 g(t), este sistema es equivalente al siste-

ma anterior. De (4.2) podemos obtener todas las derivadas de y de manera

directa.

Se puede emplear la ecuación de respuesta impulso h(t) dada por:

h′(t) = Ah(t), (4.3)

con condición inicial:

h(0) = I, (4.4)

para obtener las derivadas de orden arbitrario de h(t) en el punto t = 0.

Por lo tanto la expansión en serie de Taylor de la respuesta impulso se

puede escribir:

h(t) =
∞∑
k=0

h(k)(0)

k!
tk =

∞∑
k=0

Aktk

k!
. (4.5)
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Como la última serie corresponde a la expansión de Taylor de la exponencial

de una matriz A, se tiene:

h(t) = etA =
∞∑
k=0

Aktk

k!
, (4.6)

la cual es solución del problema de valor inicial conformado por las ecuaciones

(4.3)-(4.4).

De manera análoga al caso escalar, se escribe:

y(t) = etA y0 +

∫ t

0

e(t−τ)A f(τ) dτ. (4.7)

Otra derivación de esta fórmula se realiza por el método de variación de

parámetros.

En la formulación de espacio de estado, la matriz A corresponde a la

matriz compañera, mientras que para este caso la matriz exponencial en

(4.6) fue identificada por [7], [4], en términos de los elementos de la base

dinámica [h0, h1, · · · , hN−1] para ecuaciones de orden N , donde hN−1 = h(t)

es la respuesta impulso del sistema. Mas aún:

etA =


h0 h1 · · · hN−2 h(t)AN
h′0 h′1 · · · h′N−2 h(t)′AN
...

...
. . .

...
...

h
(N−1)
0 h

(N−1)
1 · · · h

(N−1)
N−2 h(N−1)(t)AN

 . (4.8)

A continuación, se presenta de forma detallada, algunos métodos para la

resolución de sistemas lineales de primer orden.

Métodos espectrales

Los métodos espectrales se aplican en la resolución de sistemas lineales

asociados a una matriz que es diagonalizable, en otras palabras, que genere

una base de autovectores.

Consideremos una matriz A diagonalizable de orden n, con autovalores

(λ1, λ2, . . . , λn) y sus respectivos autovectores (v1, v2, . . . , vn).
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Superposición lineal

Para el sistema (4.2) buscamos una solución de la forma:

y(t) = yh(t) + yp(t), (4.9)

con condición inicial y(0) = y0.

Donde la solución homogénea yh(t) se escribe como combinación lineal

de las n autofunciones del tipo eλt v, esto es:

yh(t) = c1 e
λ1t v1 + c2 e

λ2t v2 + · · ·+ cn e
λnt vn. (4.10)

Una solución particular del sistema se puede descomponer como una

sumatoria de n soluciones particulares, teniendo cada una de ellas la

misma forma que las correspondientes componentes de entrada f , es-

crita como combinación lineal de los autovectores. En otras palabras, se

escribe en primer lugar el término forzante f como combinación lineal

de la base de los autovectores {v1, v2, . . . , vn}, esto es:

f = PP−1f = d1 v1 + d2 v2 + · · ·+ dn vn, (4.11)

donde P corresponde a la matriz modal denotada por:

P =
[
v1 v2 · · · vn

]
y P−1 =


wT1
wT2
...

wTn

 . (4.12)

Aśı, wTi vj = δi,j para i, j = 1, . . . , n y di = wTi f para cada i = 1, . . . , n.

En el caso que la matriz A sea simétrica el cálculo se simplifica, pues

P−1 = P T , donde dj = vTj f .

Por lo tanto se busca una solución particular de la forma:

yp(t) = yp1(t) + yp2(t) + · · ·+ ypm(t), (4.13)
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donde ypj (t) es del mismo tipo del componente dj(t) vj del forzante f ,

relativa al autovector vj.

Luego las j-ésimas soluciones particulares son de la forma:

ypj (t) = gj(t) vj. (4.14)

Por otro lado, para determinar los valores de los coeficientes gj(t) se

resuelve el siguiente sistema desacoplado:

dgj
dt

(t) = λj gj(t) + dj, para cada j = 1, . . . , n, (4.15)

que se obtiene al sustituir la expresión (4.14) en el sistema (4.2).

Una solución particular no homogénea para la ecuación (4.15) tiene la

siguiente forma:

gj(t) =

∫ t

0

eλj(t−τ) dj dτ. (4.16)

Las constantes de la parte homogénea (4.10) son calculadas a partir de

y(t) en t = 0 con el valor inicial dado, de donde se obtiene:

c = P−1(y0 − yp(0)),

donde c es el vector de constantes de la parte homogénea yh(t).

Variación de parámetros

Se busca la solución del sistema (4.2) expresado como combinación

lineal de las autofunciones del sistema, esto es:

y(t) = c1(t) eλ1t v1 + c2(t) eλ2t v2 + · · ·+ cn(t) eλnt vn, (4.17)

donde los coeficientes también dependen de la variable temporal t.

Como en el método anterior P denota la matriz nodal, cuyas colum-

nas son los autovectores asociados a los autovalores de la matriz A y

la entrada f es descompuesta en la base espectral. Para el cálculo de
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los coeficientes cj(t) relativos a la solución (4.17), se necesitan las de-

rivadas de y(t) las cuales substituyéndolas en el sistema, se obtienen n

ecuaciones escalares de primer orden desacopladas, denotadas por:

dcj
dt

(t) = e−λjt dj, para j = 1, . . . , n. (4.18)

Por lo tanto:

cj(t) =

∫ t

0

e−λjτ dj dτ + cj(0), (4.19)

dado que los coeficientes cj(t) para t = 0 son obtenidos empleando

la condición inicial. Por consiguiente tenemos que el vector de estos

coeficientes definido por c0 es igual a P−1y0.

Desacoplamiento matricial usando cambio de variables

Asumiendo que la matriz A es diagonalizable, esto es A = PDP−1.

La matriz D, denominada matriz espectral, es una matriz diagonal, cu-

yos elementos de la diagonal son los autovalores de A, denotados por

(λ1, λ2, · · · , λn) y la matriz modal P tiene en sus columnas los auto-

vectores asociados al problema de autovalor.

Multiplicando el sistema (4.2) por P−1 a ambos lados, se tiene:

P−1dy

dt
(t) = DP−1y(t) + P−1f(t). (4.20)

Considerando los cambios de variable:

q(t) = P−1y(t), (4.21)

g(t) = P−1f(t), (4.22)

se tiene un sistema equivalente desacoplado (diagonal) como sigue:

dq

dt
(t) = D q(t) + g(t), (4.23)

lo que nos permite obtener cada componente qj(t) resolviendo las n

ecuaciones desacopladas:

dqj
dt

(t) = λj qj(t) + gj(t), para j = 1, . . . , n. (4.24)
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Mas aún:

qj(t) = eλj(t) qj(0) +

∫ t

0

eλj(t−τ) gj(τ) dτ, (4.25)

donde qj(0) se determinan a partir de la ecuación (4.21), esto es, el

vector q(0) es igual a P−1y0. Por consiguiente la solución del sistema

queda determinada por:

y(t) = P q(t). (4.26)

Desacoplamiento matricial a través de la fórmula de variación

de parámetros

De acuerdo con la fórmula de variación de parámetros, la solución del

sistema de primer orden (4.2) con valores iniciales en t = 0 se expresa

como sigue:

y(t) = etAy0 +

∫ t

0

e(t−τ)A f(τ) dτ. (4.27)

Dado que la matriz A es diagonalizable, se tiene que A = PDP−1. Por

lo tanto, el cálculo de la exponencial se hace mas simple, esto es:

etA = etPDP
−1

= PetDP−1. (4.28)

Obteniéndose la siguiente expresión:

y(t) = PetDP−1y0 + P

∫ t

0

e(t−τ)D P−1 f(τ) dτ, (4.29)

donde:

etD =


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eλnt

 (4.30)

Métodos no espectrales

Estos métodos no emplean autovectores. Serán descritos los métodos ope-

racionales (transformada de Laplace), variación de parámetros, la fórmula

anaĺıtica y el método polinomial.
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Método operacional

Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados del sistema (4.2)

y empleando la condición inicial dada, se tiene que:

(Is− A)Y (s)− y0 = F (s). (4.31)

Denotando ∆(s) = Is−A, como una función matricial de primer orden,

en la variable s, se tiene que:

Y (s) = H(s) y0 +H(s)F (s), (4.32)

donde H(s) = ∆(s)−1.

Observamos que H(s) es el factor de transferencias para entradas del ti-

po f(t) = est v, cuyas salidas correspondientes son del tipo y(t) = estw,

de donde se obtiene que w = H(s) v.

Finalmente, aplicando la transformada inversa de Laplace se retorna a

la variable original del problema.

Fórmula de variación de parámetros utilizando una base cual-

quiera

Escribiendo la solución del sistema (4.2) como sigue:

y(t) = etA c(t) (4.33)

y substituyéndola en la ecuación obtenemos:

etA c′(t) = f(t). (4.34)

Luego aplicando la propiedad:

etA eτA = e(t+τ)A, (4.35)

se tiene: e−tA = [etA]−1 y e0 = I.
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Por lo tanto de la ecuación (4.34) obtenemos:

c′(t) = e−tAf(t). (4.36)

Luego integrando la expresión, obtenemos:

c(t) = c(0) +

∫ t

0

e−τA f(τ) dτ. (4.37)

Donde el valor inicial c(0) es el valor inicial de y(t), como y(0) = I c(0).

Finalmente reemplazando (4.37) en (4.33) obtenemos:

y(t) = etA y0 +

∫ t

0

e(t−τ)A f(τ) dτ. (4.38)

Fórmula anaĺıtica

Teniendo en cuenta el sistema representado por la ecuación (4.1) y

el método de variación de parámetros se obtiene una fórmula para la

solución, la cual esta en función de la solución dinámica del sistema,

como sigue:

y(t) = h(t)A1 y0 +

∫ t

0

h(t− τ) g(τ) dτ, (4.39)

donde la función h(t) llamada solución dinámica del sistema satisface

el problema homogéneo:

A1 h
′(t) + A0 h(t) = 0, (4.40)

con condición inicial A1 h(0) = I.

Por otro lado, la solución del problema homogéneo se puede expresar

como:

h(t) = e−t(A
−1
1 A0)A−1

1 . (4.41)

Teniendo en cuenta A = −A−1
1 A0 y f(t) = A−1

1 g(t) el sistema lineal

(4.1) se puede reescribir en la forma normal:

dy

dt
(t) = Ay(t) + f(t), (4.42)
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cuya solución viene dada por:

y(t) = h(t)y0 +

∫ t

0

h(t− τ) f(τ) dτ, (4.43)

donde h(t) = etA.

La función matricial h(t) se puede obtener como un caso particular de la

fórmula anaĺıtica obtenida por [7] para ecuaciones de orden arbitrario.

La cual es definida por la expresión:

h(t) = etA =
n∑
j=1

(
j−1∑
k=0

bn−k d
(j−1−k)(t)hn−j

)
. (4.44)

La ecuación (4.44) relaciona tres ecuaciones caracteŕısticas del tipo al-

gebraico, diferencial y en diferencias.

La ecuación algebraica corresponde al polinomio caracteŕıstico:

P (s) = det(Is− A) =
n∑
k=0

bk s
k, (4.45)

asociado al sistema (4.42) el cual nos proporciona los valores de los

coeficientes bk.

La función temporal d(t) cuyas derivadas aparecen en la ecuación (4.44),

satisface el problema de valor inicial dado por:

bn d
(n)(t) + bn−1 d

(n−1)(t) + · · ·+ b1 d
′(t) + b0 d(t) = 0, (4.46)

con las condiciones iniciales:

d(0) = 0, d′(0) = 0, . . . , d(n−2)(0) = 0, bn d
(n−1)(0) = 1. (4.47)

Finalmente, la función en el contexto discreto hk satisface la ecuación

matricial en diferencias:

hk+1 = Ahk, (4.48)

donde hk = h(k)(0) y considerando el valor inicial h0 = I.
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Método polinomial

Las funciones matriciales de la forma:

f(A) =
∞∑
k=0

f (k)(0)
Ak

k!
, (4.49)

son obtenidas a partir de las series de potencias del tipo:

f(x) =
∞∑
k=0

f (k)(0)
xk

k!
, (4.50)

reemplazando la variable x por la variable matricial A de orden n, se

pueden calcular empleando el teorema de Cayley-Hamilton.

De la división:
f(x)

p(x)
= q(x) +

r(x)

p(x)
, (4.51)

tenemos:

f(x) = p(x) q(x) + r(x), (4.52)

donde:

p(x) = det[Ix− A],

corresponde al polinomio caracteŕıstico de la matriz A, de grado n y

además:

r(x) =
n−1∑
k=0

an−k x
n−k, (4.53)

es un polinomio de grado n− 1. Por lo tanto se tiene:

f(A) = q(A) p(A) + r(A) = r(A), (4.54)

dado que, por el teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0. Por lo tanto

obtenemos la siguiente expresión para f(A):

f(A) = r(A) = an−1A
n−1 + an−2A

n−2 + · · ·+ a1A+ a0 I, (4.55)

donde los escalares an−1, an−2, . . . , a1, a0 se obtienen teniendo en cuenta

lo siguiente:
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Para cada autovalor λj de A, de (4.52) tenemos que:

f(λj) = r(λj), (4.56)

pues p(λj) = 0.

Si λj es un autovalor de A de multiplicidad dos, se considera:

p(λj) = 0, p′(λj) = 0, p′′(λj) 6= 0. (4.57)

A partir de (4.52), se obtiene:

f ′(λj) = p(λj) q
′(λj) + p′(λj) q(λj) + r′(λj) = r′(λj).

Por inducción para cada autovalor λ de multiplicidad k, siendo k ≥ 1, se

tienen las siguientes ecuaciones:

f ′(λ)
∣∣
λ=λj

= r′(λ) |λ=λj

f ′′(λ) |λ=λj = r′′(λ) |λ=λj
... =

...

fk−1(λ) |λ=λj = rk−1(λ) |λ=λj

(4.58)

que relacionan las derivadas de f(λ) y r(λ) con respecto a λ.

Resolviendo el sistema de n ecuaciones (4.58), para los s autovalores dis-

tintos λj, con multiplicidad mj, j = 1, . . . , k, tales que m1+m2+· · ·+mk = n,

se obtiene los valores de los coeficientes ak y aśı, obtenemos f(A) teniendo

en cuenta la ecuación (4.55).

4.1.2. Sistemas discretos

Considerando los sistemas lineales discretos de primer orden, denotados

por:

A1 yk+1 + A0 yk = gk, (4.59)

con la condición inicial y0 = y(0).
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En general, el sistema (4.59) se escribe en la forma normal, como sigue:

yk+1 = Ayk + fk (4.60)

donde A = −A−1
1 A0 y fk = A−1

1 gk. Por lo tanto todas las traslaciones de

yk se pueden obtener directamente de la ecuación y luego emplearse en el

método que se requieran.

Por ejemplo, a partir de la solución de la ecuación:

hk+1 = Ahk, (4.61)

con condición inicial h0 = I, se obtiene mediante iteraciones las potencias de

la matriz A, esto es, la solución de este problema corresponde a la respuesta

impulso discreto hk, dada por:

hk = Ak. (4.62)

De manera análoga al caso continuo, la fórmula de variación de paráme-

tros en el contexto discreto se escribe como:

yk = Aky0 +
k−1∑
j=0

Ak−1−j fj. (4.63)

En la formulación del espacio de estado la matriz A del sistema (4.60),

corresponde a la matriz compañera de orden N , denotada por (3.44), cuyas

potencias han sido identificadas por [7], [4], en términos de los elementos de

la base dinámica [h0,k, h1,k, · · · , hN−1,k], donde hN−1,k = hk corresponde a la

respuesta impulso del sistema (3.44), expresado por:

N∑
j=0

Aj yk+j = fk. (4.64)

Mas aún:

Ak =


h0,k h1,k · · · hN−2,k hkAN
h0,k+1 h1,k+1 · · · hN−2,k+1 hk+1AN

...
...

. . .
...

...

h0,k+N−1 h1,k+N−1 · · · hN−2,k+N−1 hk+N−1AN

 (4.65)

A continuación se presentan algunos métodos para la resolución de sistemas

lineales de primer orden en el contexto discreto.
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Métodos espectrales

Los métodos espectrales se aplican en la resolución de los sistemas lineales

discretos siempre y cuando la matriz asociada al sistema sea diagonalizable,

en otras palabras que genere una base de autovectores. Vamos a suponer que

la matriz A es diagonalizable de orden n, cuyos autovalores son denotados

por (λ1, λ2, . . . , λn) con sus autovectores correspondientes (v1, v2, . . . , vn).

Superposición lineal

A continuación buscamos la solución del sistema discreto (4.60) de la

forma:

yk = yhk + ypk, (4.66)

considerando la condición inicial y0 = y(0).

La solución homogénea se expresa como la combinación lineal de las n

autofunciones del tipo λkv, esto es:

yhk = c1λ
k
1v1 + c2λ

k
2v2 + · · ·+ cnλ

k
nvn. (4.67)

En el caso de que haya un autovalor nulo, λ1 = 0, se considera δ0,k, en

lugar de λk1. Una solución particular del sistema se puede descomponer

como la suma de n soluciones particulares, siendo cada una de ellas

del mismo tipo que las correspondientes componentes de la entrada fk,

escrita como combinación lineal de los autovectores de la base, esto es:

fk = PP−1fk = d1,kv1 + d2,kv2 + · · ·+ dn,kvn, (4.68)

donde P y P−1 vienen expresados por (4.12) y wTi vj = δi,j para i, j =

1, . . . , n y di,k = wTi fk para cada i = 1, . . . , n. En caso de que la matriz

A sea simétrica, el cálculo se simplifica, pues P−1 = P T y se obtiene

dj,k = vTj fk

Hallando ahora una solución particular de la forma:

ypk = yp1,k + yp2,k + · · ·+ ypn,k (4.69)
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donde ypj,k es del mismo tipo que la componente dj,kvj de la función

forzante fk, relativa al autovector vj. Luego las j-ésimas soluciones par-

ticulares cumplen:

ypj,k = gj,kvj. (4.70)

Para determinar los valores de los coeficientes gj,k, se resuelve el sistema

equivalente desacoplado:

gj,k+1 = λjgj,k + dj,k, para j = 1, . . . , n, (4.71)

que se obtiene al reemplazar ypj,k dada en la expresión (4.70), en el

sistema original (4.60). Luego la solución particular no homogénea para

la ecuación discreta (4.71) es dada como sigue:

gj,k =
k−1∑
r=0

λk−1−r
j dj,r. (4.72)

Las constantes ck de (4.67) se calculan a partir del valor inicial de la

solución y0, resultando el vector:

c = P−1(y0 − yp0),

generado por esas constantes.

Variación de parámetros

Vamos a expresar la solución del sistema (4.60) como combinación lineal

de las autofunciones del sistema, esto es:

yk = c1,kλ
k
1v1 + c2,kλ

k
2v2 + · · ·+ cn,kλ

k
nvn, (4.73)

teniendo en cuenta que los coeficientes son funciones en la variable

discreta k.

De manera similar que en el item anterior, la entrada fk se descompone

en la base espectral. El cálculo de los coeficientes cj,k de la solución

(4.73) se obtiene a partir de una traslación unitaria en esta expresión

con la substitución de los resultados en el sistema (4.60), obteniendo aśı

81



n ecuaciones escalares discretas de primer orden desacopladas, dadas

por:

cj,k+1 = cj,k + λ−k−1
j dj,k, para j = 1, . . . , n, (4.74)

cuya solución viene dada por:

cj,k =
k−1∑
r=0

λ−r−1
j dj,r + cj,0. (4.75)

Los coeficientes cj,0 para j = 1, . . . , n se obtienen aplicando la con-

dición inicial del problema. Finalmente el vector compuesto por estos

coeficientes es denotado por c0 y es igual a P−1y0.

Desacoplamiento matricial empleando cambio de variables

Suponiendo que la matriz A es diagonalizable, esto es A = PDP−1,

donde la matriz D es una matriz diagonal denominada matriz espec-

tral, los elementos de su diagonal son los autovalores de A y la matriz

P es una matriz modal.

Premultiplicando el sistema (4.60) por P−1 a ambos lados, se obtiene:

P−1yk+1 = DP−1yk + P−1fk (4.76)

Considerando los cambios de variable:

qk = P−1yk, (4.77)

gk = P−1fk, (4.78)

obtenemos un sistema discreto diagonal equivalente que se expresa co-

mo sigue:

qk+1 = Dqk + gk, (4.79)

lo que nos permite obtener las componentes qj,k resolviendo las n ecua-

ciones desacopladas de la forma:

qj,k+1 = λjqj,k + gj,k para j = 1, . . . , n, (4.80)
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cuya solución tiene la forma:

qj,k = λkj qj,0 +

(
k−1∑
r=0

λk−1−r
j gj,k

)
, (4.81)

donde los términos qj,0, para j = 0, . . . , n, son calculados a partir de

la ecuación (4.77), esto es, el vector q0 generado por estos términos es

igual a P−1y0.

Finalmente la solución del sistema (4.60) se determina a partir de:

yk = Pqk. (4.82)

Desacoplamiento matricial a través de la fórmula recurrente

del método de variación de parámetros

De acuerdo con el método de variación de parámetros, buscamos una

solución para el sistema (4.60) de la forma:

yk = Akck. (4.83)

Entonces tenemos la expresión:

yk = Aky0 +

(
k−1∑
r=0

Ak−1−rfr

)
. (4.84)

Considerando la matriz A diagonalizable, se tiene que A = PDP−1. De

esta forma el cálculo de las potencias de A se hace mas simple, esto es:

Ak = (PDP−1)k = PDkP−1. (4.85)

Finalmente la solución de (4.60) viene dada como sigue:

yk = PDkP−1y0 +

(
k−1∑
r=0

PDk−1−rP−1fr

)
, (4.86)

donde:

Dk =


λk1 0 0 · · · 0

0 λk2 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · λkn

 (4.87)
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Métodos no espectrales

Los métodos no espectrales que analizaremos son: el método operacional

discreto (transformada Z), la fórmula discreta y el método polinomial, te-

niendo en cuenta que estos métodos no utilizan los autovectores asociados al

sistema.

Método operacional

Aplicando la transformada Z en ambos lados del sistema (4.60) y te-

niendo en cuenta la condición inicial dada, se obtiene:

(Iz − A)Y (z)− zy0 = F (z). (4.88)

Denotando:

∆(z) = Iz − A, (4.89)

como una función matricial de primer orden en la variable z, se tiene

que:

Y (z) = H(z)y0 +H(z)
F (z)

z
, (4.90)

donde:

H(z) = z∆(z)−1. (4.91)

Observación

El término ∆(z)−1 corresponde al factor de transferencia para las en-

tradas de tipo fk = zkv, cuya salida es del mismo tipo, denotada por

yk = zkw, donde operando tenemos:

w =
H(z)

z
v.

Finalmente, se aplica la transformada Z inversa para regresar a la va-

riable original del problema.

Fórmula discreta

Teniendo en cuenta el sistema representado por la ecuación (4.59) y el

método de variación de parámetros se obtiene una expresión para la
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solución, la cual está en función de la solución dinámica del sistema,

esto es:

yk = hkA1y0 +

(
k−1∑
r=0

hk−1−rgr

)
, (4.92)

donde la función hk satisface el problema discreto de valor inicial:

A1hk+1 + A0hk = 0, (4.93)

con la condición inicial A1h0 = I.

Podemos expresar la solución de este problema homogéneo como sigue:

hk = (−1)k(A−1
1 A0)kA−1

1 . (4.94)

Por conveniencia, consideraremos el sistema lineal (4.59) escrito de la

forma:

yk+1 = Ayk + fk, (4.95)

cuya solución viene dada por:

yk = hky0 +
k−1∑
r=0

hk−1−rfr, (4.96)

donde hk = Ak.

La función matricial hk se puede obtener a partir de la extensión de la

fórmula anaĺıtica, por la expresión (4.44), dado que:

Ak =
dketA

dtk
∣∣
t=0
. (4.97)

Luego:

Ak =
n∑
j=1

(
j−1∑
l=0

bn−ld
(k+j−1−l)(0)hn−j

)
. (4.98)

Haciendo dk = d(k) (0), de (4.44), tenemos que dk satisface la ecuación

en diferencias de orden n:

bndk+n + bn−1dk+n−1 + · · ·+ b1dk+1 + b0dk = 0, (4.99)

85



con valores iniciales:

d0 = 0, d1 = 0, · · · , dn−2 = 0, bndn−1 = 1. (4.100)

Los parámetros bk son los coeficientes del polinomio caracteŕıstico:

P (z) = det(Iz − A) =
n∑
k=0

bkz
k (4.101)

Y la función discreta hk = h(k)(0) satisface la ecuación matricial en

diferencias:

hk+1 = Ahk, (4.102)

cuyo valor inicial es h0 = I.

Método polinomial

Una dificultad para la obtención de la solución del sistema de primer

orden (4.60) es el cálculo de las potencias de la matriz A. Por ende

el método polinomial, presentado para el caso continuo, nos permite

calcular dichas potencias usando la función f(z) = zk. Entonces se

tiene que:

f(A) = Ak = r(A) = an−1A
n−1 + an−2A

n−2 + · · ·+ a1I + a0I, (4.103)

donde los escalares an−1, an−2, · · · , a1, a0 son determinados de forma

análoga que en el caso continuo, esto es, se resuelve el sistema de n

ecuaciones dado por (4.58) para los s autovalores distintos λj con mul-

tiplicidad mj, j = 1, . . . ,m, tales que m1 + m2 + · · · + ms = n. Por lo

tanto se puede calcular f(A).

4.2. Sistemas lineales de orden superior

A continuación desarrollamos algunas técnicas anaĺıticas generales para

resolver sistemas lineales concentrados y discretos de orden superior mediante

los métodos espectrales y no espectrales.
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4.2.1. Técnicas básicas de resolución para sistemas con-

centrados

Vamos a considerar sistemas lineales concentrados de ordenN de la forma:

N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = f(t), (4.104)

con las condiciones iniciales:

y(t0),
dy

dt
(t0), . . . ,

d(N−1)y

dt(N−1)
(t0) (4.105)

Métodos espectrales

Para poder aplicar el método espectral en la resolución de sistemas des-

critos por la ecuación (4.104), se debe cumplir que el problema asociado de

autovalor: (
N∑
j=0

Ajλ
j

)
v = 0, para v 6= 0, (4.106)

genera a partir de sus Nn autovalores (λ1, λ2, . . . , λNn) y sus autovectores

correspondientes (v1, v2, . . . , vNn) una matriz V de orden Nn, denotada por:

V =


v1 v2 · · · vNn
λ1v1 λ2v2 · · · λNnvNn

...
...

. . .
...

λN−1
1 v1 λN−1

2 v2 · · · λN−1
Nn vNn

 =


V0

V0D
...

V0D
N−1

 , (4.107)

cuyas columnas son linealmente independientes. Donde D es la matriz es-

pectral, la cual es una matriz diagonal de orden Nn cuyos elementos son

los los autovalores del problema y V0 es una matriz, cuyas columnas son los

autovectores asociados al problema, esto es:

D =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λn

 y V0 =
[
v1 v2 · · · vNn

]
(4.108)
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En particular, este resultado se satisface cuando el sistema posee todos sus

autovalores distintos.

La técnica de superposición lineal se usa usualmente cuando se tiene una

entrada simple de tipo exponencial, trigonométrica o polinomial, sin embargo

el método de variación de parámetros se aplica a cualquier tipo de entrada.

Cálculo de la respuesta libre a través del método de superpo-

sición lineal

En este contexto se buscan las respuestas libres de la forma:

y(t) =
Nn∑
j=0

cje
λjtvj, (4.109)

donde las constantes cj se obtienen resolviendo el siguiente sistema:
c1v1 + c2v2 + · · ·+ cNnvNn = y0

c1λ1v1 + c2λ2v2 + · · ·+ cNnλNnvNn = y′0
... =

...

c1λ
N−1
1 v1 + c2λ

N−1
2 v2 + · · ·+ cNnλ

N−1
Nn vNn = y

(N−1)
0

cuya matriz de coeficientes corresponde a la matriz V .

Cálculo de la respuesta total del sistema a través del método

de variación de parámetros usando la base espectral

Para el sistema (4.104) se busca una solución de la forma:

y(t) = c1(t)eλ1tv1 + c2(t)eλ2tv2 + · · ·+ cNn(t)eλNntvNn. (4.110)

El cálculo de las derivadas de y(t) se simplifica empleando las condi-

ciones de Lagrange como sigue:

Nn∑
j=1

c′j(t)λ
k−1
j eλjtvj = 0 para k = 1, . . . , N − 1, (4.111)

de modo que:

y(k)(t) =
Nn∑
j=1

cj(t)λ
k
j e
λjtvj para k = 1, . . . , N − 1. (4.112)
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Reemplazando y(t) y sus derivadas (4.112) en la ecuación (4.104), se

obtiene:

AN

Nn∑
j=1

c′j(t)λ
N−1
j eλjtvj = f(t). (4.113)

Por lo tanto las N ecuaciones descritas por (4.111) y (4.113) generan

el siguiente sistema lineal:

Nn∑
j=1

c′j(t)e
λjtvj = 0

Nn∑
j=1

c′j(t)λje
λjtvj = 0

... =
...

Nn∑
j=1

c′j(t)λ
N−2
j eλjtvj = 0

Nn∑
j=1

c′j(t)λ
N−1
j eλjtANvj = f(t)

el cual también se puede expresar de forma matricial como sigue:
v1 v2 · · · vNn
λ1v1 λ2v2 · · · λNnvNn

...
...

. . .
...

λN−1
1 v1 λN−1

2 v2 · · · λN−1
Nn vNn



eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eλNnt



c′1(t)

c′2(t)
...

c′Nn(t)

 =


0

. . .

0

A−1
N f(t)


(4.114)

Este sistema también se puede representar de forma abreviada como

sigue:

V eDtc′(t) = F(t), (4.115)

donde:

V =


V0

V0D
...

V0D
N−1

 , eDt =


eλ1t 0 · · · 0

0 eλ2t · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · eλNnt

 , (4.116)
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c′ =


c′1(t)

c′2(t)
...

c′Nn(t)

 y F =


0

0
...

A−1
N f(t)

 . (4.117)

Resolviendo (4.115) en términos de los componentes del vector c′(t),

obtenemos:

c′ = (V eDt)−1F(t) (4.118)

Por lo tanto la solución de esta ecuación diferencial matricial de primer

orden, para t = 0, se puede expresar como sigue:

c(t) = c(0) +

∫ t

0

e−DτV −1F(τ)dτ. (4.119)

Luego, la solución (4.110) se puede escribir como sigue:

y(t) = V0e
Dtc(0) +

∫ t

0

V0e
D(t−τ)V −1F(τ)dτ, (4.120)

donde el vector inicial c(0) es obtenido a partir de las condiciones ini-

ciales del problema, esto es:

c(0) = V −1


y0

y1

...

yN−1

 . (4.121)

Métodos no espectrales

A continuación se desarrollan el método de variación de parámetros, uti-

lizando una base cualquiera y el método operacional que utiliza la transfor-

mada de Laplace, ya descrito en sistemas de primer orden. Mediante el uso

del método operacional [7] obtuvo una fórmula para la respuesta al impulso.

Cálculo de la respuesta total a través del método de variación

de parámetros empleando una base cualquiera
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La respuesta total para sistemas concentrados del tipo (4.104) se puede

escribir de la siguiente forma:

y(t) = c1(t)φ1(t) + c2(t)φ2(t) + · · ·+ cNn(t)φNn(t) = Φ(t)c(t), (4.122)

donde Φ =
[
φ1 φ2 · · · φNn

]
es una base del sistema.

Se asumen las condiciones de Lagrange:

Φ(t)c(k)(t) = 0, para k = 1, . . . , N − 1, (4.123)

para determinar las funciones cj(t).

Luego al realizar las k-ésimas derivadas de y(t) se obtiene una expresión

de la forma:

y(k)(t) = Φ(k)(t)c(t) = 0, para k = 1, . . . , N − 1. (4.124)

Reemplazando y(t) y sus derivadas (4.124) en la ecuación (4.104), se

obtiene:

ANΦ(N−1)(t)c′(t) = f(t). (4.125)

Por lo tanto las N ecuaciones descritas por (4.123) y (4.125) generan

el siguiente sistema lineal:

Nn∑
j=1

c′j(t)φj(t)vj = 0

Nn∑
j=1

c′j(t)φ
′
j(t)vj = 0

... =
...

Nn∑
j=1

c′j(t)φ
(N−2)
j (t)vj = 0

Nn∑
j=1

c′j(t)φ
(N−1)
j (t)vjANvj = f(t)
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el cual también se puede expresar de forma matricial como sigue:
φ1(t)v1 φ2(t)v2 · · · φNn(t)vNn
φ′1(t)v1 φ′2(t)v2 · · · φ′Nn(t)vNn

...
...

. . .
...

φ
(N−1)
1 (t)v1 φ

(N−1)
2 (t)v2 · · · φ

(N−1)
Nn (t)vNn



c′1(t)

c′2(t)
...

c′Nn(t)

 =


0
...

0

A−1
N f(t)

 .
(4.126)

Este sistema también se puede representar de forma abreviada de la

siguiente manera:

V c′(t) = F(t). (4.127)

donde:

V =


V0

V ′0
...

V
(N−1)

0

 , c′ =

c′1(t)

c′2(t)
...

c′Nn(t)

 y F =


0
...

0

A−1
N f(t)

 (4.128)

Resolviendo el sistema en términos de las componentes del vector c′(t),

se obtiene:

c′(t) = V −1F(t). (4.129)

Por lo tanto la solución de esta ecuación para t = 0 está dada por:

c(t) = c(0) +

∫ t

0

V −1(τ)F(τ)dτ. (4.130)

Finalmente la solución (4.110) se puede escribir como sigue:

y(t) = V0c(0) +

∫ t

0

V0(τ)V −1(τ)F(τ)dτ, (4.131)

donde el vector inicial c(0) se obtiene a partir de las condiciones iniciales

del problema, esto es:

c(0) = V −1


y0

y1

...

yN−1

 . (4.132)
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Fórmula anaĺıtica

Mediante el uso del método operacional, [3] obtuvo un resultado en

el contexto no modal para la solución dinámica de sistemas de segun-

do orden. Además se obtuvieron varias propiedades de las soluciones

dinámicas. En el trabajo de [7], este resultado fue extendido para sis-

temas de orden arbitrario y luego [4] obtuvo de manera directa estos

resultados, esto es, sin el uso del artificio de utilizar la reducción de

Hamilton para una ecuación de estado de primer orden, véase [26], [27].

Las técnicas numéricas se consideran en dos grandes grupos: aquellos

que consideran el cálculo aproximado de fórmulas y propiedades para

h(t) y, los que de manera directa, integran numéricamente la ecuación

del sistema con el uso de diferencias finitas o interpolación. Los siste-

mas de primer orden han sido estudiados exhaustivamente, véase [24],

[16].

La solución dinámica h(t) y la matriz de transferencia H(s), han sido

establecidas en los trabajos de [3], [7] y [4], a través de fórmulas que

involucran ecuaciones caracteŕısticas de los tipos algebraico, diferencial

y en diferencias. Mas aún:

h(t) =
Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

bid
(j−i−1)(t)hNn−j, (4.133)

donde hk = h(k)(0) satisface la siguiente ecuación matricial en diferen-

cias :
N∑
j=0

Ajhk+j = 0, (4.134)

considerando los valores iniciales:

h0 = 0, h1 = 0, · · · , hN−2 = 0, ANhN−1 = I.
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El polinomio de grado Nn, denotado por:

P (s) = det

[
N∑
j=0

sjAj

]
=

Nn∑
k=0

bks
k, (4.135)

corresponde al polinomio caracteŕıstico asociado al sistema y d(t) re-

presenta la solución del problema de valor inicial expresado por:

bNnd
(Nn)(t) + bNn−1d

(Nn−1)(t) + · · ·+ b1d
′(t) + b0d(t) = 0, (4.136)

considerando los valores iniciales:

d(0) = 0, d′(0) = 0, . . . , d(Nn−2)(0) = 0, bNnd
(Nn−1)(0) = 1. (4.137)

Aplicando la transformada de Laplace a (4.133), se obtiene la matriz de

transferencia, dada por la expresión (3.11), también se puede escribir

como sigue:

H(s) =

(
N∑
j=0

sjAj

)−1

=
Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

bi
sj−i−1

P (s)
hNn−j =

Q(s)

P (s)
, (4.138)

donde:

Q(s) =
Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

bis
j−i−1hNn−j. (4.139)

Una propiedad importante de la solución finita fue obtenida por [Claeyssen,

1999], que corresponde a la traslación de las derivadas de la solución dinámica

h(t) con respecto al tiempo hacia las derivadas discretas de hk, por lo tanto

podemos escribir la k-ésima derivada de h(t) como sigue:

h(k)(t) =
Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

bid
(j−1−i+k)(t)hNn−j =

Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

bid
(j−1−i)(t)hNn−j+k, para cualquier k.

(4.140)

94



4.2.2. Técnicas básicas de resolución para sistemas dis-

cretos

Consideremos los sistemas lineales discretos representados de la siguiente

forma:
N∑
j=0

Ajyk+j = fk, (4.141)

teniendo en cuenta las condiciones iniciales:

y0, y1, . . . , yN−1. (4.142)

Métodos espectrales

Para poder aplicar el método espectral en la resolución de sistemas dis-

cretos descritos por la ecuación (4.141), se debe cumplir que el problema

asociado de autovalor:(
N∑
j=0

Ajλj

)
v = 0, para v 6= 0, (4.143)

genera a partir de sus Nn autovalores (λ1, λ2, . . . , λNn) y sus autovectores

correspondientes (v1, v2, · · · , vn) una matriz V de orden Nn, dada por:

V =


v1 v2 · · · vNn
λ1v1 λ2v2 · · · λNnvNn

...
...

. . .
...

λN−1
1 v1 λN−1

2 v2 · · · λN−1
Nn vNn

 =


V0

V0D
...

V0D
N−1

 , (4.144)

cuyas columnas son linealmente independientes. Donde D es la matriz es-

pectral, la cual es una matriz diagonal de orden Nn cuyos elementos son

los los autovalores del problema y V0 es una matriz, cuyas columnas son los

autovectores asociados al problema, esto es:

D =


λ1 0 · · · 0

0 λ2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λNn

 y V0 =
[
v1 v2 · · · vNn

]
. (4.145)
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En particular, este resultado se satisface cuando el sistema posee todos sus

autovalores distintos.

La técnica de superposición lineal se usa usualmente cuando se tiene una

entrada simple de tipo exponencial, trigonométrica o polinomial, sin embargo

el método de variación de parámetros se aplica a cualquier tipo de entrada.

Cálculo de la respuesta libre a través de la técnica de super-

posición lineal

En este contexto se buscan las respuestas libres de la forma:

yk =
Nn∑
j=0

cjλ
k
jvj. (4.146)

Donde las constantes cj se obtienen resolviendo el siguiente sistema:
c1v1 + c2v2 + · · ·+ cNnvNn = y0

c1λ1v1 + c2λ2v2 + · · ·+ cNnλNnvNn = y1

... =
...

c1λ
N−1
1 v1 + c2λ

N−1
2 v2 + · · ·+ cNnλ

N−1
Nn vNn = yN−1

cuya matriz de coeficientes corresponde a la matriz V .

Cálculo de la respuesta total del sistema a través del método

de variación de parámetros utilizando una base espectral

Para el sistema (4.141) se busca una respuesta total de la forma:

yk = c1,kλ
k
1v1 + c2,kλ

k
2v2 + · · ·+ cNn,kλ

k
NnvNn. (4.147)

Expresando yk+1 como sigue:

yk+1 =
Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+1
j vj +

Nn∑
j=0

cj,kλ
k+1
j vj

y considerando la condición de Lagrange:

Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+1
j vj = 0.
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De manera análoga, expresando yk+2 como:

yk+2 =
Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+2
j vj +

Nn∑
j=0

cj,kλ
k+2
j vj,

y considerando la condición de Lagrange:

Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+2
j vj = 0.

Teniendo en cuenta el principio de inducción tenemos:

yk+m =
Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+m
j vj +

Nn∑
j=0

cj,kλ
k+m
j vj, (4.148)

con su respectiva condición de Lagrange como sigue:

Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+m
j vj = 0, para m = 1, . . . , N − 1. (4.149)

Tenemos entonces que:

yk+N =
Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+N
j vj +

Nn∑
j=0

cj,kλ
k+N
j vj

Reemplazando las expresiones yk, yk+1, . . . , yk+N , obtenidas a partir de

(4.147), tenemos que:

AN

[
Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+N
j vj

]
= fk. (4.150)

De esta manera el sistema lineal formado por las N ecuaciones (4.149)
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y (4.150) está definido por:



Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+1
j vj = 0

Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+2
j vj = 0

... =
...

Nn∑
j=1

(cj,k+1 − cj,k)λk+N−1
j vj = 0

Nn∑
j=1

AN(cj,k+1 − cj,k)λk+N
j vj = fk

Teniendo en cuenta las variables en diferencias ∆cj,k = cj,k+1 − cj,k, el

sistema se puede representar de forma matricial como sigue:


v1 v2 · · · vNn
λ1v1 λ2v2 · · · λNnvNn

...
...

. . .
...

λN−1
1 v1 λN−1

2 v2 · · · λN−1
Nn vNn



λk+1

1 0 · · · 0

0 λk+1
2 · · · 0

...
...

. . .
...

0 0 · · · λk+1
Nn




∆c1,k

∆c2,k

...

∆cNn,k

 =


0
...

0

A−1
N fk


(4.151)

el sistema anterior también se puede representar de forma abreviada

como sigue:

V Dk+1∆Ck = Fk, (4.152)

donde:

V =


V0

V0D
...

V0D
N−1

 , Dk =


λk1 0 · · · 0

0 λk2 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · λkNn

 , ∆Ck =


∆c1,k

∆c2,k

...

∆cNn,k

 y Fk =


0
...

0

A−1
N fk

 .
(4.153)
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Denotando:

ck+1 =


c1,k+1

c2,k+1

...

cNn,k+1

 y ck =


c1,k

c2,k

...

cNn,k

 ,
la expresión (4.152) es equivalente a la siguiente ecuación en diferencias

de primer orden:

ck+1 = ck + (V Dk+1)−1Fk, (4.154)

donde la solución tiene la forma:

ck = c0 +
k∑
j=1

(V Dj)−1Fj.

El valor del vector c0 se obtiene a partir de las condiciones iniciales

y0, y1, . . . , yN−1, luego:

c0 = V −1


y0

y1

...

yN−1

 . (4.155)

Finalmente, se puede obtener la respuesta total del sistema a partir de

la expresión:

yk = V0D
kc0 +

k∑
j=1

V0D
k−1−jV −1Fj, (4.156)

Métodos no espectrales

Para sistemas discretos emplearemos el método de variación de paráme-

tros para una base cualquiera y el método operacional empleando la transfor-

mada Z la cual nos permite obtener una fórmula para la respuesta impulso

discreta.

Método de variación de parámetros empleando una base cual-

quiera
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Aplicando el método al sistema (4.141), podemos escribir la respuesta

total de la forma:

yk = c1,kφ1,k + c2,kφ2,k + · · ·+ cNn,kφNn,k = Φkck, (4.157)

donde Φk =
[
φ1,k φ2,k · · · φNn,k

]
es una base del sistema discreto

libre.

Para determinar las funciones cj,k, se asumen las condiciones de La-

grange:

Φk+m∆Ck = 0, para m = 1, . . . , N − 1, (4.158)

donde ∆Ck = ck+1 − ck.

Luego:

yk+m = Φk+m∆ck, para m = 1, . . . , N − 1. (4.159)

Reemplazando yk y sus respectivas traslaciones dadas por (4.159) en el

sistema (4.141) y considerando el hecho de que cada columna de Φk es

solución, tenemos que:

ANΦk+N∆Ck = fk. (4.160)

Por lo tanto las expresiones (4.158) y (4.160) forman el siguiente sistema

de ecuaciones lineales:

Nn∑
j=1

∆cj,kφj,k+1 = 0

Nn∑
j=1

∆cj,kφj,k+2 = 0

... =
...

Nn∑
j=1

∆cj,kφj,k+N−1 = 0

Nn∑
j=1

AN∆cj,kφj,k+N = fk

,
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el cual se puede escribir de forma matricial como sigue:
φ1,k+1 φ2,k+1 · · · φNn,k+1

φ1,k+2 φ2,k+2 · · · φNn,k+2

...
...

. . .
...

φ1,k+N φ2,k+N · · · φNn,k+N




∆c1

∆c2

...

∆cNn

 =


0
...

0

A−1
N fk

 (4.161)

Este sistema también se puede representar de forma abreviada como

sigue:

V∆Ck = Fk. (4.162)

Donde:

V =


φ1,k+1 φ2,k+1 · · · φNn,k+1

φ1,k+2 φ2,k+2 · · · φNn,k+2

...
...

. . .
...

φ1,k+N φ2,k+N · · · φNn,k+N

 ,∆Ck =


∆c1,k

∆c2,k

...

∆cNn,k

 y Fk =


0
...

0

A−1
N fk

 ,
(4.163)

Resolviendo el sistema en términos de las componentes del vector ∆Ck,
se obtiene:

ck+1 = ck + V −1Fk. (4.164)

La solución de la ecuación en diferencias en el contexto matricial de

primer orden (4.164) viene dada por:

ck = c0 +
k−1∑
j=0

V −1Fj. (4.165)

Por lo tanto la solución del sistema (4.141) se puede escribir como:

yk = Φkc0 +
k−1∑
j=0

ΦkV
−1Fj. (4.166)

El vector c0 se obtiene a partir de las condiciones iniciales del problema,

esto es:

c0 = V −1


y0

y1

...

yN−1

 . (4.167)
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Fórmula discreta

A continuación presentamos una extensión del caso continuo a siste-

mas discretos de orden N . Como se realizo anteriormente, la respuesta

impulso discreta hk es obtenida de forma directa, sin emplear la formu-

lación del espacio de estado.

La respuesta impulso discreta corresponde a la solución del problema

de valor inicial discreto, dado por la siguiente ecuación matricial en

diferencias:
N∑
j=0

Ajhk+j = 0, (4.168)

donde hk = h(k)(0) y considerando las condiciones iniciales:

h0 = 0, h1 = 0, . . . , hN−2 = 0, ANhN−1 = I. (4.169)

La fórmula discreta desarrollada es:

hk =
Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

bidk+j−i−1hNn−j, (4.170)

donde los parámetros bi son los coeficientes del polinomio caracteŕıstico

asociado al sistema, denotado por:

P (z) = det

[
N∑
j=0

Ajz
j

]
=

Nn∑
k=0

bkz
k, (4.171)

la función discreta dk = d(k)(0), corresponde a la solución de la ecuación

en diferencias:

bNndk+Nn + bNn−1dk+Nn−1 + · · ·+ b1dk+1 + b0d0 = 0, (4.172)

con valores iniciales:

d0 = 0, d1 = 0, . . . , dNn−2 = 0, bNndNn−1 = 1. (4.173)

Aplicando la transformada Z a (4.170) se obtiene la matriz de transfe-

rencia, cuya expresión es como sigue:

H(z) = z

(
N∑
j=0

Ajz
j

)−1

=
Q(z)

P (z)
, (4.174)
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donde:

Q(z) =
Nn∑
j=1

j−1∑
i=0

biz
j−i−1hNn−j. (4.175)

4.3. Representación en el espacio de estado

para sistemas lineales concentrados y dis-

cretos de orden superior

4.3.1. Sistemas concentrados

Considerando los sistemas lineales concentrados de la forma:

N∑
j=0

Aj
djy

dtj
= f(t), (4.176)

donde los coeficientes Aj son matrices de orden n, la salida y(t) y la entrada

f(t) del sistema son funciones matriciales en t, con las siguientes condiciones

iniciales:

y(0) = y0,
dy

dt
(0) = y1, . . . ,

dN−1y

dtN−1
(0) = yN−1. (4.177)

Definimos la sucesión de N vectores de orden n, denotados por:
z1 = y

z2 = y′

... =
...

zN = y(N−1)

. (4.178)

Por lo tanto podemos escribir la ecuación (4.176) como sigue:

z′1 = z2

z′2 = z3

... =
...

z′N−1 = zN
z′N = −A−1

N A0z1 − A−1
N A1z2 − · · · − A−1

N AN−2zN−1 − A−1
N AN−1zN + A−1

N f

.

(4.179)
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Finalmente las N ecuaciones en el contexto matricial originan una ecuación

diferencial matricial de primer orden denotada por:

Z ′ = AZ + F , (4.180)

donde:

Z =


z1

z2

...

zN

 ,F =


0

0
...

0

A−1
N f

 y A =


0 I 0 · · · 0

0 0 I · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · I

−A−1
N A0 −A−1

N A1 −A−1
N A2 · · · −A−1

N AN−1

 .
(4.181)

A la matriz A y al vector Z se les denomina matriz compañera y vector de

estado respectivamente.

A partir de la teoŕıa desarrollada en la sección 4.1.1, se tiene que la

solución de una ecuación no homogénea arbitraria de primer orden del tipo

(4.180) es dada por la expresión:

Z(t) = h(t)Z(0) +

∫ t

0

h(t− τ)F(τ)dτ, (4.182)

donde h(t) es la solución matricial del problema de valor inicial:

h′(t) = Ah(t), h(0) = I. (4.183)

4.3.2. Sistemas discretos

Para sistemas discretos de orden n, de la forma:

N∑
j=0

Ajyk+j = fk, (4.184)

donde los coeficientes Aj son matrices de orden n, yk y fk son funciones

vectoriales en k, con condiciones iniciales dadas por: y0, y1, . . . , yN−1.
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Definimos la sucesión de N vectores de orden n, denotados por:
z1,k = yk
z2,k = yk+1

... =
...

zN,k = yk+N−1

(4.185)

Por lo tanto podemos expresar la ecuación discreta (4.184) como sigue:

z1,k+1 = z2,k

z2,k+1 = z3,k

... =
...

zN−1,k+1 = zN,k
zN,k+1 = −A−1

N A0z1,k − A−1
N A1z2,k − · · · − A−1

N AN−2zN−1zN,k + A−1
N fk

.

(4.186)

Finalmente podemos expresar las N ecuaciones en forma matricial por una

ecuación en diferencias matricial de primer orden:

Zk+1 = AZk + Fk, (4.187)

donde:

Zk =


z1,k

z2,k

...

zN,k

 ,Fk =


0

0
...

0

A−1
N fk

 , y A =


0 I 0 · · · 0

0 0 I · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · I

−A−1
N A0 −A−1

N A1 −A−1
N A2 · · · −A−1

N AN−1

 .
(4.188)

A la matriz A y al vector Zk se les denomina matriz compañera discreta y

vector de estado discreto respectivamente, para mayores detalles revise [22],

[27].

De la teoŕıa desarrollada en la sección (3.1.3), se obtiene que la solución

de una ecuación no homogénea discreta de primer orden está dada como

sigue:

Zk = hk Z0 +
k−1∑
j=0

hk−1−jFk, (4.189)
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donde hk es la solución matricial del problema de valor inicial discreto:

hk+1 = Ahk, h0 = I. (4.190)
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Caṕıtulo 5

Cálculo simbólico de respuestas

forzadas para sistemas

concentrados y discretos

En este caṕıtulo, se considera la obtención de respuestas libres en torno

de las respuestas dinámicas o en particular de las respuestas forzadas. Como

las componentes libres de la respuesta dinámica de una máquina, contiene

informaciones valiosas acerca de las propiedades del sistema. Tales informa-

ciones pueden ser empleadas para monitorear y diagnosticar problemas en

la misma, véase [34]. Tanto para un sistema concentrado o como para un

sistema discreto, la respuesta forzada se descompone como la suma de una

respuesta permanente y una respuesta libre, la cual depende directamente de

los valores iniciales de la respuesta permanente, actuando esta última como

una retroalimentación del sistema.
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5.1. Descomposición de la respuesta forzada

para sistemas concentrados

La respuesta forzada de un sistema concentrado que corresponde a la

solución del sistema matricial:

N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = f(t), (5.1)

con las siguientes condiciones iniciales nulas:

y(t0) = 0, y′(t0) = 0, . . . , y(N−1)(t0) = 0, (5.2)

viene dada por la integral de convolución:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ) f(τ) dτ. (5.3)

En la práctica, el cálculo de esta integral siempre presenta una respuesta

permanente y puede incluir respuestas libres. A continuación, se mostrará

que estas respuestas libres son introducidas por las respuestas permanentes

como una retroalimentación en el sistema. Su caracterización se obtiene con

el uso de la base dinámica generada por la respuesta impulso h(t) y de sus

derivadas. Por lo tanto, la respuesta forzada dada por (5.3) es descompuesta

en una solución homogénea, yh(t), y en una solución no homogénea, yp(t),

esto es:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ) f(τ) dτ = yh(t) + yp(t). (5.4)

Como {h(t), h′(t), . . . , hN−1(t)} forman una base de soluciones de la ecuación

homogénea:
N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = 0, (5.5)

la integral (5.3), que corresponde a una solución no homogénea, la cual se

puede escribir como sigue:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ)f(τ) dτ =
N−1∑
j=0

h(j)(t− t0) aj + yp(t), (5.6)
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donde los parámetros aj son vectores que son determinados a partir de las

condiciones iniciales nulas de y(t) en t = t0, es decir resolviendo el siguiente

sistema: 

0 =
N−1∑
j=0

h(j)(0) aj + yp(t0)

0 =
N−1∑
j=0

h(j+1)(0) aj + y′p(t0)

...

0 =
N−1∑
j=0

h(j+N−1)(0) aj + y(N−1)
p (t0)

. (5.7)

Sabemos que la respuesta impulso satisface la ecuación (5.5), con condiciones

iniciales h(0) = 0, h′(0) = 0, . . . , AN h
(N−1)(0) = I. Usando este resultado

determinamos los valores de h(j)(0), para j ≥ N + 1. Por lo tanto se tiene

que: 

aN−1 = −AN yp(t0)

aN−2 = −AN−1 yp(t0)− AN y′p(t0)

aN−3 = −AN−2 yp(t0)− AN−1 y
′
p(t0)− AN y′′p(t0)

...

a1 = −A2 yp(t0)− A3 y
′
p(t0)− · · · − AN y(N−2)

p (t0)

a0 = −A1 yp(t0)− A2 y
′
p(t0)− · · · − AN y(N−1)

p (t0)

. (5.8)

o de forma abreviada:

aj = −
N−j∑
k=1

Ak+j y
(k−1)
p (t0), para j = 0, . . . , N − 1. (5.9)

Por lo tanto la respuesta libre introducida por la convolución es:

yh(t) = −
N−1∑
j=0

N−j∑
k=1

h(j)(t− t0)Ak+j y
(k−1)
p (t0). (5.10)

Empleando la base impulso normalizada descrita en (3.21), se tiene que:

yh(t) = −
N−1∑
j=0

hj(t− t0) y(j)
p (t0). (5.11)
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Esta expresión nos indica que, siendo conocidas las condiciones iniciales de

una solución no homogénea, yp(t), la solución homogénea, yh(t), queda de-

terminada con ayuda de la respuesta impulso h(t).

De esta manera, el cálculo de la respuesta forzada se reduce a obtener

la respuesta particular, yp(t), y se tiene la siguiente expresión para la res-

puesta forzada del sistema (5.1), la cual caracteriza la descomposición de la

convolución:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ) f(τ) dτ = yp(t)−
N−1∑
j=0

hj(t− t0) y(j)
p (t0). (5.12)

Está fórmula se puede emplear para entradas donde yp(t) se puede calcular

fácilmente. Por ejemplo, para entradas lineales, exponenciales o armónicas,

donde se puede utilizar el método de los coeficientes indeterminados. En

este caso la respuesta permanente yp(t) es del mismo tipo, implicando una

combinación lineal de la entrada y de una cantidad de sus derivadas. Aśı,

los valores iniciales de yp(t), dependen directamente de los valores iniciales

de la entrada. Esto último se considerará posteriormente en un contexto de

entradas arbitrarias.

En la próxima subsección, se estudia la descomposición de la respuesta

forzada del sistema, sujeto a los diferentes tipos de entradas.

5.1.1. Descomposición de la respuesta forzada para di-

ferentes tipos de entrada

Entrada lineal

Cuando la excitación es lineal, f(t) = c t + d, donde c y d son vectores

escalares de orden n, se puede expresar una solución particular como sigue:

yp(t) = α t+ β, (5.13)

donde los vectores α y β se obtienen al resolver los sistemas lineales:{
A0 α = c

A0 β = d− A1 α
(5.14)
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resultado de la sustitución de (5.13) en el sistema (5.1). Para A0 no singular

tenemos:

yp(t) = A−1
0 [c t+ d− A1A

−1
0 c]. (5.15)

Con las siguientes condiciones iniciales:
yp(t0) = A−1

0 [c t0 + d− A1A
−1
0 c]

y′p(t0) = A−1
0 c

y
(j)
p (t0) = 0 para j = 2, . . . , N − 1

. (5.16)

La respuesta forzada dada en (5.12), sujeta a una entrada lineal y con con-

diciones iniciales nulas en t = t0 está dada por:

y(t) = yp(t)− h0(t− t0) yp(t0)− h1(t− t0) y′p(t− t0) (5.17)

donde yp(t) está definida por la expresión (5.15).

Entrada escalón

En particular, para una entrada escalón:

f(t) =

{
0, t < t0
d, t > t0

, (5.18)

se tiene una respuesta forzada del mismo tipo:

y(t) =

{
0, t < t0

A−1
0 d− h0(t− t0)A−1

0 d, t > t0
, (5.19)

Entrada polinomial

Consideramos una entrada polinomial homogénea definida por:

f(t) = tm v, m ≤ N, (5.20)

buscamos una solución no homogénea polinomial del mismo tipo:

yp(t) =
m∑
k=0

tk

k!
ck, (5.21)
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donde los vectores constantes, ck, son obtenidos por el método de los co-

eficientes indeterminados. Por lo tanto después de reemplazar (5.21) en el

sistema (5.1), se obtiene el sistema lineal:
A0 A1 A2 · · · Am
0 A0 A1 · · · Am−1

0 0 A0 · · · Am−2

...
...

...
. . .

...

0 0 0 · · · A0




c0

c1

c2

...

cm

 =


0

0

0
...

m!v

 , (5.22)

el cual se resuelve por retro-sustitución.

En particular para una entrada cuadrática, f(t) = t2 v, se tiene una res-

puesta permanente como sigue:

yp(t) = A−1
0 (t2 − 2t A1A

−1
0 + 2(A1A

−1
0 )2 − 2A2A

−1
0 ) v, (5.23)

por lo tanto la respuesta forzada es de la forma:

y(t) = yp(t)−h0(t− t0) yp(t0)−h1(t− t0) y′p(t− t0)−h2(t− t0) y′′p(t0). (5.24)

Entrada armónica

Sea una entrada armónica:

f(t) = eiωt v, (5.25)

donde ω es la frecuencia, denominada frecuencia de entrada y v un vector

constante conocido.

Supongamos que la solución permanente del mismo tipo:

yp(t) = eiωtw, (5.26)

luego sustituyendo en la ecuación (5.1) se tiene que:

yp(t) = H(iω) eiωt v, (5.27)

donde:

H(iω) =

(
N∑
j=0

(iω)j Aj

)−1

, (5.28)
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es la respuesta en frecuencia del sistema.

Por lo tanto el sistema (5.1) para una entrada armónica con amplitud v

y frecuencia ω tiene como respuesta forzada a:

y(t) = eiωtH(iω) v −
N−1∑
j=0

hj(t− t0) [(iω)k−1 eiωt0 H(iω) v]. (5.29)

Por lo tanto empleando el principio de la superposición lineal, se tiene que

para una entrada del tipo:

f(t) =
N∑
k=0

eiωkt vk, (5.30)

la repuesta es:

y(t) =
N∑
k=0

eiωktH(iωk) vk. (5.31)

Entrada exponencial

Para entradas del tipo exponencial:

f(t) = eλt v, (5.32)

donde λ es un escalar y v es un vector constante conocido, buscamos solu-

ciones permanentes del mismo tipo:

yp(t) = eλtw, (5.33)

por lo tanto al sustituir en (5.1) se obtiene:

yp(t) = H(λ) eλt v, (5.34)

donde:

H(λ) =

(
N∑
j=0

(λ)j Aj

)−1

, (5.35)

es la función de transferencia del sistema.
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Por lo tanto el sistema (5.1), para una entrada exponencial con amplitud

v y exponente λ, tiene una respuesta forzada como sigue:

y(t) = eλtH(λ) v −
N−1∑
j=0

hj(t− t0)[(λ)k−1 eλt0 H(λ) v]. (5.36)

Por lo tanto por el principio de superposición lineal para entradas del tipo:

f(t) =
N∑
k=0

eiωkt vk, (5.37)

obtenemos una respuesta de la forma:

y(t) =
N∑
k=0

eλktH(λk) vk. (5.38)

Entrada seccionalmente continua

Sea el sistema:
N∑
j=0

Aj
djy

dtj
(t) = f(t), (5.39)

donde el término forzante f(t), es del tipo:

f(t) =

{
fk(t) , tk < t < tk+1, k = 0, . . . , N − 1

0 , t ≥ tN
(5.40)

donde t0 < t1 < . . . < tN . Las funciones fk(t) son tales que es sencillo

construir una correspondiente respuesta particular, yp,k(t), del sistema en el

intervalo [tk, tk+1]. Por la fórmula de variación de parámetros, dada por la

expresión (3.20), se tiene que en cada subintervalo [tk, tk+1] la respuesta total

viene dada por:

y(t) =
N−1∑
j=0

hj(t−t0) y(j)(tk)+

∫ t

tk

h(t−τ) fk(τ) dτ, para t ∈ [tk, tk+1]. (5.41)

Por la descomposición de la respuesta forzada descrita en (5.12), se tiene que:

y(t) = yp,k(t)−
N−1∑
j=0

hj(t− tk) [y
(j)
k (tk)− y(j)

p,k(tk)] (5.42)

para t ∈ [tk, tk+1].
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5.2. Descomposición de la respuesta forzada

para sistemas discretos

La respuesta forzada de un sistema discreto corresponde a la solución del

sistema matricial:
N∑
j=0

Aj yk+j = fj, (5.43)

con las condiciones iniciales nulas:

y0 = 0, y1 = 0, . . . , yN−1 = 0. (5.44)

Empleando la convolución discreta se obtiene:

yk =
k−1∑
j=0

hk−j−1 fj. (5.45)

Por lo tanto la respuesta se puede descomponer en la forma siguiente:

yk = yh,k + yp,k, (5.46)

donde yp,k es la solución permanente y yh,k es la respuesta libre. Las res-

puestas libres, análogamente que en el caso de sistemas concentrados son

introducidas por las respuestas permanentes como una retroalimentación al

sistema. Ellas se pueden caracterizar empleando la base dinámica generada

por la respuesta impulso discreta, hk y de sus traslaciones. Por simplicidad

se utiliza la descomposición desarrollada para sistemas concentrados, y a

partir de estos resultados se obtiene la respuesta dinámica discreta por sim-

ple diferenciación, esto es, haciendo yk = y(k)(0) en (5.12), se tiene que la

descomposición para la respuesta forzada discreta es dada por:

yk = yp,k −
N−1∑
j=0

hj,k yp,k+j, (5.47)

donde:

hj,k =

N−j−1∑
i=0

hk+iAj+1+i, para j = 0, . . . , N − 1,
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y hk es la respuesta impulso discreta.

Esta descomposición es práctica cuando la respuesta permanente se puede

obtener fácilmente.
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Caṕıtulo 6

Sistemas distribuidos

En este caṕıtulo, consideraremos sistemas distribuidos como sigue:

N∑
j=0

Aj
∂jy

∂tj
(t, x) = r(t, x), (6.1)

donde las funciones y(t, x) y r(t, x), que dependen del tiempo t y del espacio

x, corresponden a la salida y a la entrada del sistema, respectivamente.

En particular, para sistemas distribuidos con dinámica de control consi-

deramos:

r(t, x) =
M∑
j=0

Bj
∂ju

∂tj
(t, x) + f(t, x), (6.2)

donde u(x, t) y f(t, x) también dependen del tiempo t y del espacio x. Los

coeficientes Aj y Bj son operadores espaciales que contienen únicamente las

derivadas con respecto a la variable x definidos como sigue:

Ajw(x) =

mj∑
k=0

pjk(x)
dkw

dxk
, j = 0, . . . , N, (6.3)

Bjw(x) =

bj∑
k=0

qjk(x)
dkw

dxk
, j = 0, . . . ,M. (6.4)

El valor del parámetro m = máx{m1, . . . ,mN} corresponde al orden espacial

del sistema distribuido, esto es, el valor máximo de las derivadas que figu-

ran en los coeficientes Aj, descritos por los operadores de la parte espacial
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(6.3). De forma similar, mb = máx{b1, . . . , bM} corresponde al orden espacial

relativo a la entrada del sistema, esto es, el valor máximo de las derivadas

que figuran en los coeficientes Bj, descritos por los operadores de la parte

espacial (6.4). Se asume que N ≥M .

La respuesta libre del sistema es la solución de la ecuación diferencial

(6.1) cuando la entrada r(t, x) es idénticamente nula.

La respuesta forzada en el instante t = t0 corresponde a la solución de la

ecuación diferencial cuando todas las condiciones iniciales:

y(t0, x),
∂y

∂t
(t0, x), . . . ,

∂N−1y

∂tN−1
(t0, x), (6.5)

son idénticamente nulas. Si además de las condiciones iniciales también se

satisfacen condiciones de frontera genéricas, véase [10], [25], denotadas por:

α0k y(t, 0) + α1k
∂y(t, 0)

∂x
+ · · ·+ αm−1k

∂m−1y(t, 0)

∂xm−1
+ β0k y(t, L)+

+ β1k
∂y(t, L)

∂x
+ · · ·+ βm−1k

∂m−1y(t, L)

∂xm−1
= 0, para k = 1, . . . ,m.

(6.6)

Aplicando la transformada de Laplace en (6.1), se tiene que:

N∑
j=0

sj
mj∑
k=0

pjk(x)
∂kY (s, x)

∂xk
=

N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0 +R(s, x). (6.7)

Reordenando la expresión (6.7), se obtiene:

m∑
k=0

pk(x, s)
∂kY (s, x)

∂xk
=

N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0 +R(s, x). (6.8)

para ciertas funciones pk(x, s). Aqúı, yi0 = ∂i

∂ti
y(0, x), denota las condiciones

iniciales de la salida del sistema, Y (s, x) y R(s, x) denotan las transformadas

de Laplace de la salida y(t, x) y de la entrada r(t, x) del sistema, respectiva-

mente. Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera
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dadas por la expresión (6.6), se tiene que:

α0k Y (s, 0) + α1k
∂Y (s, 0)

∂x
+ · · ·+ αm−1k

∂m−1Y (s, 0)

∂xm−1
+ β0k Y (s, L)+

+ β1k
∂Y (s, L)

∂x
+ · · ·+ βm−1k

∂m−1Y (s, L)

∂xm−1
= 0, para k = 1, . . . ,m.

(6.9)

Definiendo:

∆(s) =
N∑
j=0

sj Aj =
N∑
j=0

sj
mj∑
k=0

pjk(x)
dk

dxk
=

m∑
k=0

pk(x, s)
dk

dxk
.

Por lo tanto el problema de frontera (6.8) se puede escribir de forma reducida

como sigue:

∆(s)Y (s, x) = F(s, x), (6.10)

donde:

F(s, x) =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0 +R(s, x), (6.11)

para funciones Y (s, x) que satisfacen las condiciones de frontera (6.9).

Por otro lado considerando H(s, x, ξ) la función de Green del problema

(6.10), se obtiene que:

Y (s, x) =

∫ L

0

H(s, x, ξ)

[
N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0(ξ)

]
dξ+

∫ L

0

H(s, x, ξ)R(s, ξ) dξ,

(6.12)

esto es:

Y (s, x) =

∫ L

0

H(s, x, ξ) F(s, ξ) dξ. (6.13)

Definiendo:

h(t, x, ξ) = L−1[H(s, x, ξ)] (6.14)
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y considerando la propiedad:

h(0, x, ξ) = ĺım
x→∞

sH(s, x, ξ) = 0

h′(0, x, ξ) = ĺım
x→∞

s2H(s, x, ξ) = 0

...
...

h(N−2)(0, x, ξ) = ĺım
x→∞

sN−1H(s, x, ξ) = 0

AN h
(N−1)(0, x, ξ) = AN ĺım

x→∞
sN H(s, x, ξ) = δ(x− ξ)

(6.15)

para la función h(t, x, ξ) de modo que:

skH(s, x, ξ) = L(h(k)(t, x, ξ)), para k = 0, . . . , N − 1. (6.16)

Por lo tanto la salida del sistema se puede expresar como:

y(t, x) =

∫ L

0

(
N∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t, x, ξ)Aj y
i
0(ξ)

)
dξ+

∫ L

0

∫ t

0

h(t−τ, x, ξ) r(τ, ξ) dτ dξ

(6.17)

o de la forma:

y(t, x) =

∫ L

0

(
N∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t, x, ξ)Aj y
i
0(ξ) +

∫ L

0

∫ t

0

h(t− τ, x, ξ) r(τ, ξ) dτ

)
dξ.

(6.18)

Esta representación nos muestra una distribución espacial de la salida del

sistema, la cual podemos simplificar introduciendo la solución dinámica h(t)

del sistema distribuido definida a través del operador integral:

h(t)φ(x) =

∫ L

0

h(t, x, ξ)φ(ξ) dξ, (6.19)

donde h(t, x, ξ) es la transformada inversa de Laplace de la función de Green

H(s, x, ξ) del problema de frontera, definida por las ecuaciones (6.9) y (6.10).

Teniendo en cuenta la solución dinámica, la salida del sistema se puede

escribir en la forma evolutiva como sigue:

y(t) =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t)Aj y
i
0 +

∫ t

0

h(t− τ) r(τ) dτ, (6.20)
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donde y(t) es una función con valores distribuidos, esto es, para cada t fi-

jo, y(t) es una función que depende de la variable espacial y cuyo valor es

y(t)(x) = y(t, x). Análogamente, para r(t) se tiene r(t)(x) = r(t, x).

Aplicando la transformada de Laplace a la solución dinámica (6.19) obte-

nemos el operador de transferencia H(s) que actúa sobre funciones de variable

espacial como sigue:

H(s)φ(x) =

∫ L

0

H(s, x, ξ)φ(ξ) dξ, (6.21)

que viene a ser el operador inverso del operador:

∆(s) =
N∑
j=0

sj Aj, (6.22)

definido sobre funciones que satisfacen las condiciones de frontera (6.9), esto

es:

∆(s) H(s) = H(s) ∆(s) = I. (6.23)

Por lo tanto, la relación (6.12) con condiciones iniciales nulas, se puede es-

cribir como:

Y(s) = H(s) R(s), (6.24)

donde Y(s) y R(s) son funciones con valores distribuidos espacialmente, esto

es, Y(s)(x) = Y (s, x) y R(s)(x) = R(s, x).

El sistema distribuido de control dinámico definido por:

N∑
j=0

Aj
∂jy

∂tj
(t, x) =

M∑
j=0

Bj
∂ju

∂tj
(t, x), (6.25)

lo analizaremos de manera análoga.

Aplicando la transformada de Laplace a (6.25) obtenemos:(
N∑
j=0

sjAj

)
Y (s, x)−

N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iAj y
i
0 =

(
M∑
j=0

sj Bj

)
U(s, x)−

M∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−iBj u
i
0,

(6.26)

121



donde ui0 denotan las condiciones iniciales de la entrada del sistema en el

instante t = 0. Entonces:

Y (s, x) =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−i H(s)Aj y
i
0+

M∑
j=0

sj H(s)Bj U(s, x)−
M∑
j=1

j−1∑
i=0

sj−1−i H(s)Bj u
i
0.

(6.27)

Empleando la expresión (6.21) obtenemos:

Y (s, x) =
N∑
j=1

j−1∑
i=0

(
sj−1−iH(s, x, ξ)Aj y

i
0(ξ) dξ

)
+

M∑
j=0

(∫ L

0

sj H(s, x, ξ)Bj U(s, ξ) dξ

)

−
M∑
j=1

j−1∑
i=0

(∫ L

0

sj−1−iH(s, x, ξ)Bj u
i
0(ξ) dξ

)
(6.28)

Por lo tanto tenemos que en el dominio temporal, la salida del sistema está

dada por:

y(t, x) =

∫ L

0

(
N−1∑
j=0

hj(t, x, ξ) y
j
0 (ξ) +

∫ t

0

M∑
j=0

h(j)(t− τ, x, ξ)Bj u(τ, ξ) dτ

−
M∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t, x, ξ)Bj u
i
0(ξ)

)
dξ (6.29)

donde:

hj(t, x, ξ) =

N−j−1∑
i=0

h(i)(t, x, ξ)Aj+1+i, para j = 0, . . . , N − 1. (6.30)

Considerando condiciones iniciales nulas tanto para la entrada como para la

salida del sistema respectivamente, a partir de (6.27) obtenemos:

Y (s, x) = G(s)U(s, x), (6.31)

donde:

G(s) =
M∑
j=0

sj H(s)Bj, (6.32)
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es denominada la función de transferencia del sistema de control, la cual

relaciona las transformadas de entrada y salida del sistema.

Aplicando la transformada inversa de Laplace a la expresión (6.32) y

teniendo en cuenta que L[h(j)(t)] = sj H(s), para j = 0, . . . , N−1, obtenemos:

g(t) =
M∑
j=0

h(j)(t)Bj. (6.33)

Considerando las condiciones iniciales nulas de entrada y de salida del

sistema (yj0 = 0 y uj0 = 0) la respuesta del sistema se puede expresar como

sigue:

y(t) =

∫ t

0

g(t− τ) u(τ) dτ. (6.34)

Para sistemas del tipo (6.25) a la función temporal g(t) se le conoce

como respuesta impulso. Esta denominación se puede justificar considerando

la entrada como una función impulso temporal u(t, x) = δ(t) I, donde I

denota el operador espacial identidad, esto es, Iw(x) = w(x). En particular,

para sistemas distribuidos simples dados por la ecuación (6.1), la respuesta

impulso coincide con la solución dinámica. Los resultados anteriores han

sido, por conveniencia, establecidos para un dominio espacial unidimensional

Ω = [0, L]. Sin embargo, con la transformación del tiempo t en un parámetro

s, se obtiene la ecuación operacional espacial:

y(t, x) =

∫
∂Ω

(
N−1∑
j=0

hj(t, x, ξ) y
j
0(ξ) +

∫ t

0

M∑
j=0

h(j)(t− τ, x, ξ)Bj u(τ, ξ) dτ

−
M∑
j=1

j−1∑
i=0

h(j−1−i)(t, x, ξ)Bj u
i
0(ξ)

)
dξ (6.35)

donde:

hj(t, x, ξ) =

N−j−1∑
i=0

h(i)(t, x, ξ)Aj+1+i, para j = 0, . . . , N − 1 (6.36)

y ∂Ω denota la frontera de la región Ω en dos o tres dimensiones, véase [2].
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Caṕıtulo 7

Cálculo simbólico de respuestas

forzadas para sistemas

distribuidos

En este caṕıtulo consideramos la obtención de respuestas libres a partir

de respuestas dinámicas, en particular de respuestas forzadas. Para un siste-

ma distribuido la respuesta forzada es descompuesta como la suma de una

respuesta permanente y de una respuesta libre, que depende directamente de

los valores iniciales de la respuesta permanente, actuando esta última como

una retroalimentación del sistema. Para entradas temporales armónicas el

cálculo de la respuesta permanente, en este caso la respuesta frecuencia, se

puede realizar con el uso de la función de Green Espacial.

7.1. Descomposición de la respuesta forzada

para sistemas distribuidos

La solución del siguiente sistema matricial:

N∑
j=0

Aj
∂jy

∂tj
(t, x) = f(t, x), (7.1)
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con condiciones iniciales nulas:

y(t0, x) = 0, y′(t0, x) = 0, . . . ,
∂N−1y

∂tN−1
(t0, x) = 0, (7.2)

se denomina solución de respuesta forzada en t = t0, la cual está determinada

por la siguiente integral de convolución:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ) f(τ) dτ, (7.3)

donde y(t) es una función con valores distribuidos, esto es, para cada t fi-

jo, y(t) es una función que depende de la variable espacial y cuyo valor es

y(t)(x) = y(t, x), análogamente para f(t) = f(t, x).

La respuesta impulso h(t) fue definida en (6.19) a través del operador

integral:

h(t)φ(x) =

∫ L

0

h(t, x, ξ)φ(ξ) dξ, (7.4)

donde h(t, x, ξ) corresponde a la función de Green temporal, esto es, la inversa

de la transformada de Laplace de la función de Green espacial H(s, x, ξ) del

problema de frontera (6.9) - (6.10).

Teniendo en cuenta estas funciones, la respuesta forzada dada en (7.3) lo

escribimos en la forma usual:

y(t) =

∫ t

t0

[∫ L

0

h(t− τ, x, ξ) f(τ, ξ) dξ

]
dτ. (7.5)

Para efectos de la descomposición en el tiempo, es conveniente trabajar en

forma evolutiva (7.3) y luego escribir el resultado en la forma usual.

La respuesta forzada se puede descomponer en una respuesta libre yh(t)

y en una respuesta particular (permanente) yp(t), esto es:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ) f(τ) dτ = yh(t) + yp(t), (7.6)

donde yh(t)(x) = yh(t, x) y yp(t)(x) = yp(t, x).
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Dado que el conjunto {h(t), h′(t), . . . , hN−1(t)} forma una base de solu-

ciones de la ecuación homogénea:

N∑
j=0

Aj
∂jy

∂tj
(t, x) = 0, (7.7)

Por lo tanto la integral (7.3), que corresponde a una solución no homogénea,

se puede escribir de la siguiente manera:

y(t) =

∫ t

t0

h(t− τ) f(τ) dτ =
N−1∑
j=0

h(j)(t− t0) aj + yp(t), (7.8)

donde los aj son funciones de variable espacial que son determinadas a partir

de las condiciones iniciales nulas de y(t) en t = t0.

De esta forma, se obtiene el siguiente sistema:

0 =
N−1∑
j=0

h(j)(0) aj + yp(t0)

0 =
N−1∑
j=0

h(j+1)(0) aj + y′p(t0)

...

0 =
N−1∑
j=0

h(j+N−1)(0) aj + y(N−1)
p (t0)

(7.9)

Los valores de h(j)(0), para j ≥ N+1 son determinados a partir de la ecuación

diferencial, que es satisfecha por h(t) con condiciones iniciales en t = 0.

Por lo tanto:

aN−1 = −AN yp(t0)

aN−2 = −AN−1 yp(t0)− AN y′p(t0)

aN−3 = −AN−2 yp(t0)− AN−1 y
′
p(t0)− AN y′′p(t0)

...

a1 = −A2 yp(t0)− A3 y
′
p(t0)− · · · − AN y(N−2)

p (t0)

a0 = −A1 yp(t0)− A2 y
′
p(t0)− · · · − AN y(N−1)

p (t0)

(7.10)
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o de forma simplificada:

aj = −
N−j∑
k=1

Ak+j y
(k−1)
p (t0, x), para j = 0, . . . , N − 1. (7.11)

Luego la respuesta libre introducida por la convolución, viene dada por:

yh(t) = −
N−1∑
j=0

h(j)(t− t0)

N−j∑
n=1

Ak+j y
(k−1)
p (t0)

= −
N−1∑
j=0

N−j∑
k=1

h(k−1)(t− t0)Ak+j y
(j)
p (t0), (7.12)

donde:

h(j)(t)φ(x) =

∫
Ω

∂jh

∂tj
(t, x, ξ)φ(ξ) dξ. (7.13)

Por consiguiente en el dominio original tenemos:

yh(t, x) = −
N−1∑
j=0

N−j∑
k=1

∫
Ω

∂k−1h

∂tk−1
(t, x, ξ)Ak+j y

(j)
p (t0, ξ) dξ. (7.14)

De esta expresión deducimos que empleando las condiciones iniciales de una

solución no homogénea yp(t, x), la solución homogénea yh(t, x) queda deter-

minada usando la respuesta impulso funcional h(t).

Por lo tanto, el cálculo de la respuesta forzada se reduce a la obtención

de la respuesta particular yp(t), la cual se expresa como sigue:

y(t) =

∫ t

t0

h(t−τ) f(τ) dτ = yp(t)−
N−1∑
j=0

N−j∑
k=1

h(k−1)(t−t0)Ak+j y
(j)
p (t0) (7.15)

donde se observa la descomposición de la convolución.

A continuación a través de un modelo de una viga fija apoyada sujeta

a perturbación oscilatoria en el tiempo mostramos la descomposición de la

respuesta forzada para sistemas distribuidos.
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7.2. Modelo de una viga de Euler-Bernoulli

con fuerza axial

En las formulaciones de las teoŕıas de estructuras clásicas para vigas las

descripciones geométricas son simplificadas a una dimensión (longitud), una

propiedad de la sección transversal (área o momento de inercia) y una pro-

piedad constitutiva (Young o cizallamiento), para mayores detalles véase [8].

Para el análisis infinitesimal de vigas isotrópicas, esto es, que presentan las

mismas propiedades f́ısicas, se considera en la presente tesis que, cualquiera

que sean las direcciones de propagación de los fenómenos que inciden sobre la

viga, se van a despreciar las fuerzas de cizallamiento y de inercia de rotación,

esto es, se va seguir el modelo de Euler-Bernoulli.

La teoŕıa de Euler-Bernoulli considera un campo de desplazamiento en

el que cualquier sección transversal de la viga permanece siempre plana, con

la misma forma y perpendicular al eje de la misma, esto es, la curvatura es

proporcional al momento.

El modelo matemático para una viga flexible sometida a la acción de una

fuerza axial constante que interactúa con los desplazamientos laterales, de

acuerdo a la teoŕıa de Euler-Bernoulli, está dado por la siguiente expresión:

ρA
∂2y(t, x)

∂t2
+ E I

∂4y(t, x)

∂x4
+N

∂2y(t, x)

∂x2
= F (t, x) (7.16)

que corresponde a una ecuación diferencial evolutiva de segundo orden con

respecto al tiempo y de cuarto orden con respecto al espacio, sujeta a las

condiciones iniciales:

y(0, x) = y0(x) y yt(0, x) = y′0(x). (7.17)

Donde A es el área transversal de la viga, E es el módulo de Young, I es el

momento de Inercia del área de la sección transversal, N es la fuerza axial,

ρ es la densidad.

En la figura (7.1) se presenta un viga con condiciones de frontera fija-libre,

que satisface el modelo de Euler-Bernoulli. Para la deducción del modelo

véase [19], También se puede encontrar una breve descripción en los trabajos

de [30] y [15] .
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Figura 7.1: Viga fija libre bajo la acción de una fuerza axial N

Las condiciones de frontera del modelo se pueden escribir de forma genéri-

ca como sigue:

Bj(y) = α1jy(t, 0) + α2jyx(t, 0) + α3jyxx(t, 0) + α4jyxxx(t, 0)+

β1jy(t, L) + β2jyx(t, L) + β3jyxx(t, L) + β4jyxxx(t, L) para j = 1, . . . , 4
(7.18)

de manera similar de forma matricial se puede expresar por BY = 0, donde:

B =


α11 α21 α31 α41 β11 β21 β31 β41

α12 α22 α32 α42 β12 β22 β32 β42

α13 α23 α33 α43 β13 β23 β33 β43

α14 α24 α34 α44 β14 β24 β34 β44

 y Y =



y(t, 0)

yx(t, 0)

yxx(t, 0)

yxxx(t, 0)

y(t, L)

yx(t, L)

yxx(t, L)

yxxx(t, L)


(7.19)

7.2.1. Cálculo modal

Asumiendo que la fuerza externa (F (t, x) = 0) es nula obtenemos que la

solución del problema corresponde a la vibración libre del sistema.

El método espectral nos proporciona soluciones del tipo oscilatorio de la

forma:

y(t, x) = eiωt φ(x) (7.20)

a φ(x) se le denomina modo o autofunción asociada al autovalor λ = iω.

130



Estas soluciones también se pueden representar como sigue:

y(t, x) = [a cos(ωt) + b sen(ωt)]φ(x). (7.21)

Sustituyendo la expresión oscilatoria (7.20) en la ecuación homogénea aso-

ciada a (7.16) se obtiene:

M ∂2y(t, x)

∂t2
+Ky(t, x) = 0, (7.22)

donde:

M = ρAI, (7.23)

es un operador constante, I denota a la identidad, además:

K = E I
d4

dx4
+N

d2

dx2
, (7.24)

es un operador diferencial lineal espacial de cuarto orden, que actúa sobre

funciones que satisfacen las condiciones de frontera (7.18), se obtiene:

K φ(x)−Mω2 φ(x) = 0. (7.25)

A partir de los operadores diferenciales descrito en (7.23) y (7.24) se obtiene

la ecuación modal del problema:

φ(iv)(x) + p2φ(ii)(x)− q4 φ(x) = 0, (7.26)

donde:

p2 =
N

E I
y q4 =

ρAω2

E I
(7.27)

y con condiciones de frontera:

Bj(y) = α1jφ(0) + α2jφ
′(0) + α3jφ

′′(0) + α4jφ
′′′(0)+

β1jφ(L) + β2jφ
′(L) + β3jφ

′′(L) + β4jφ
′′′(L) para j = 1, . . . , 4.

(7.28)

La solución de la ecuación diferencial homogénea (7.26) se expresa como la

siguiente combinación lineal:

φ(x) = c1 φ1(x) + c2 φ2(x) + c3 φ3(x) + c4 φ4(x) = Φ c, (7.29)
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donde las columnas de la matriz Φ = [φ1 φ2 φ3 φ4] forman una base de

soluciones de (7.26) y c corresponde al vector de variables. Para la solución

del problema se usa la base espectral o la base dinámica.

En el presente trabajo de tesis se considera el uso de la base dinámica la

cual es generada a partir de la respuesta impulso o solución dinámica espacial

h(x) y de sus derivadas hasta el tercer orden.

Por definición, se tiene que h(x) satisface el problema:

h(iv)(x) + p2h(ii)(x)− q4 h(x) = 0, (7.30)

con las condiciones iniciales:

h(0) = 0, h′(0) = 0, h′′(0) = 0, h′′′(0) = 1. (7.31)

Por lo tanto la respuesta impulso del sistema esta dada por:

h(x) =
δ senh(ε x)− ε sen(δ x)

δ ε (ε2 + δ2)
(7.32)

donde los parámetros ε y δ se originan a partir del cálculo de las ráıces del

siguiente polinomio caracteŕıstico asociado al sistema como sigue:

P (λ) = λ4 + p2 λ2 − q4, (7.33)

cuyas ráıces proporcionan los autovalores λ, dados por:

λ1,2 = ±iδ y λ3,4 = ±ε, (7.34)

donde:

δ =

√√
q4 +

p4

4
+
p2

2
y ε =

√√
q4 +

p4

4
− p2

2
. (7.35)

A partir de los parámetros del problema obtenemos las frecuencias de los

modos de vibración, la cuales se expresan de la siguiente manera:

(ωn)m = q2
m

√
E I

ρA
, para m = 1, 2, . . . . (7.36)
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Por lo tanto los elementos de la base dinámica ΦD se pueden expresar de la

siguiente forma:

φ1(x) = h(x) =
δ senh(ε x)− ε sen(δ x)

δ ε (ε2 + δ2)

φ2(x) = h′(x) =
cosh(ε x)− cos(δ x)

(ε2 + δ2)

φ3(x) = h′′(x) =
ε senh(ε x) + δ sen(δ x)

(ε2 + δ2)

φ4(x) = h′′′(x) =
ε2 cosh(ε x) + δ2 cos(δ x)

(ε2 + δ2)

. (7.37)

Por otro lado los elementos de la base normalizada ΦDN son obtenidos a

partir de la expresión:

hj(x) =

N−j−1∑
i=0

h(i)(x)aj+1+i para j = 0, . . . , N − 1, (7.38)

donde los ak corresponden a los coeficientes de la ecuación del problema. De

esta manera, los elementos de la base normalizada están dados por:

h0(x) = p2 h′(x) + h′′′(x)

h1(x) = p2 h(x) + h′′(x)

h2(x) = h′(x)

h3(x) = h(x)

. (7.39)

Reemplazando las expresiones (7.37) en (7.39), se obtiene:

φ1N(x) = h0(x) =
δ2 cosh(ε x) + ε2 cos(δ x)

(ε2 + δ2)

φ2N(x) = h1(x) =
δ3 senh(ε x) + ε3 sen(δ x)

δ ε (ε2 + δ2)

φ3N(x) = h2(x) =
cosh(ε x)− cos(δ x)

(ε2 + δ2)

φ4N(x) = h3(x) =
δ senh(ε x)− ε sen(δ x)

δ ε (ε2 + δ2)

. (7.40)
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Los coeficientes cj de la solución (7.29) se determinan resolviendo el sistema

lineal obtenido de las condiciones de frontera del problema espacial (7.26),

denominado problema modal algebraico, denotado por:

U c = 0. (7.41)

Donde U = BΥ, siendo B la matriz de los coeficientes de las condiciones de

frontera (7.19) y Υ la matriz de la base, definida por:

Υ =



h(0) h′(0) h′′(0) h′′′(0)

h′(0) h′′(0) h′′′(0) h(iv)(0)

h′′(0) h′′′(0) h(iv)(0) h(v)(0)

h′′′(0) h(iv)(0) h(v)(0) h(vi)(0)

h(L) h′(L) h′′(L) h′′′(L)

h′(L) h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L)

h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L)

h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L) h(vi)(L)


y c =


c1

c2

c3

c4

 . (7.42)

Finalmente las ráıces ω se determinan a partir de la ecuación caracteŕıstica

∆ = det(U) = 0.

7.2.2. Cálculo de la función de Green espacial

La ecuación (7.16) se puede expresar de la siguiente forma:

M ∂2y(t, x)

∂t2
+Ky(t, x) = F (t, x), (7.43)

donde:

M = ρAI, (7.44)

es un operador constante, I denota al operador identidad y:

K = E I
d4

dx4
+N

d2

dx2
, (7.45)

es un operador diferencial lineal espacial de cuarto orden, que actúa sobre

funciones que satisfacen las condiciones de frontera (7.18).
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Considerando una entrada de tipo armónica:

F (t, x) = eiωtf(x),

tenemos la respuesta en frecuencia de la forma:

y(t, x) = eiωtφ(x), (7.46)

donde φ(x) satisface el problema de frontera espacial:

K φ(x)−Mω2 φ(x) = f(x), (7.47)

es decir, el problema de frontera no homogéneo de la forma:

φ(iv)(x) + p2 φ′′(x)− q4 φ(x) = f(x),

Bj(y) = α1jφ(0) + α2jφ
′(0) + α3jφ

′′(0) + α4jφ
′′′(0)+

β1jφ(L) + β2jφ
′(L) + β3jφ

′′(L) + β4jφ
′′′(L) para j = 1, . . . , 4.

.

(7.48)

Cuya solución es expresada en términos de la siguiente integral:

φ(x) = [K −Mω2]−1f(x) =

∫ L

0

G(x, ξ) f(ξ) dξ, (7.49)

la función de Green espacial G(x, ξ) está dada por:

G(x, ξ) =
H(x, ξ)

∆
, (7.50)

H(x, ξ) = det


h0(x) h1(x) h2(x) h3(x) g(x, ξ)

B1(h0) B1(h1) B1(h2) B1(h3) B1(g)

B2(h0) B2(h1) B2(h2) B2(h3) B2(g)

B3(h0) B3(h1) B3(h2) B3(h3) B3(g)

B4(h0) B4(h1) B4(h2) B4(h3) B4(g)

 , (7.51)

∆ = det


B1(h0) B1(h1) B1(h2) B1(h3)

B2(h0) B2(h1) B2(h2) B2(h3)

B3(h0) B3(h1) B3(h2) B3(h3)

B4(h0) B4(h1) B4(h2) B4(h3)

 (7.52)
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y

g(x, ξ) =
sgn (x− ξ)

2W (ξ)
det


h0(x) h1(x) h2(x) h3(x)

h′′0(ξ) h′′1(ξ) h′′2(ξ) h′′3(ξ)

h′0(ξ) h′1(ξ) h′2(ξ) h′3(ξ)

h0(ξ) h1(ξ) h2(ξ) h3(ξ)

 , (7.53)

donde:

W (ξ) = det


h′′′0 (ξ) h′′′1 (ξ) h′′′2 (ξ) h′′′3 (ξ)

h′′0(ξ) h′′1(ξ) h′′2(ξ) h′′3(ξ)

h′0(ξ) h′1(ξ) h′2(ξ) h′3(ξ)

h0(ξ) h1(ξ) h2(ξ) h3(ξ)

 . (7.54)

A partir de (7.50), se obtienen diferentes expresiones para la función de

Green, pues ella está condicionada a las condiciones de frontera del problema.

Para mayores detalles véase las referencias [25], [2], [23].

7.2.3. Descomposición de la respuesta forzada

Por lo anteriormente desarrollado se puede establecer que la respuesta

forzada del sistema se puede descomponer de la siguiente manera:

y(t, x) = yp(t, x) + yh(t, x)

= yp(t, x)−
∫ L

0

[
h(t, x, ξ) ρA

(
∂

∂t
yp

)
(0, ξ) + ρA yp(0, ξ)

(
∂

∂t
h

)
(t, x, ξ)

]
dξ,

(7.55)

donde yh(t, x) es la respuesta libre inducida por la respuesta permanente

yp(t, x).

En la próxima subsección presentamos simulaciones numéricas para una

viga fija apoyada, en el que la respuesta impulso expresada de forma modal

[15], como sigue:

h(t, x, ξ) =
∞∑
n=1

sen(ωn t)

ωn

1

m

(
Xn(ξ)Xn(x)

‖Xn‖2

)
, (7.56)

donde ‖Xn‖ es la norma integral cuadrática del modo Xn, obtenido al resolver

la ecuación modal algebraica (7.41).
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Considerando entradas del tipo:

F (t, x) = eiωt f(x),

en el sistema distribuido (7.16), a partir de (7.46) y (7.49), se tiene que la

respuesta permanente la podemos expresar como:

yp(t, x) = eiωt
∫ L

0

G(x, η) f(η) dη. (7.57)

Finalmente la respuesta forzada del sistema es:

y(t, x) = eiωt
∫ L

0

G(x, η) f(η) dη−

ρA

[∫ L

0

(
iω h(t, x, ξ) +

∂

∂t
h(t, x, ξ)

)(∫ L

0

G(ξ, η) f(η) dη

)
dξ

]
(7.58)

Descomposición de la respuesta forzada para una viga fija apoyada

En esta sección consideramos condiciones de frontera de tipo fija apoyada

para una viga de Euler-Bernoulli con fuerza axial descrita por la ecuación

(7.16), conforme a lo mostrado en la figura (7.2):

Figura 7.2: Viga fija apoyada

Para una viga de este tipo tenemos las siguientes condiciones de frontera:{
φ(0) = 0, φ′(0) = 0

φ(L) = 0, φ′′(L) = 0
(7.59)
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y la ecuación modal algebraica (7.41), U c = 0, es dada por:
h(0) h′(0) h′′(0) h′′′(0)

h′(0) h′′(0) h′′′(0) h(iv)(0)

h(L) h′(L) h′′(L) h′′′(L)

h′′(L) h′′′(L) h(iv)(L) h(v)(L)



c1

c2

c3

c4

 =


0

0

0

0

 .
Sustituyendo h(x) y sus derivadas en x = 0 y x = L, el sistema de cuatro

ecuaciones se simplifica a un sistema de dos ecuaciones, en este caso, al

obtenerse c3 = c4 = 0. Luego, la ecuación modal se reduce a:[
h(L) h′(L)

h′′(L) h′′′(L)

][
c1

c2

]
=

[
0

0

]
.

De esta expresión se tiene que la ecuación caracteŕıstica es:

∆ = h(L)h′′′(L)− h′(L)h′′(L) = 0. (7.60)

Resolviendo la ecuación modal para las ráıces de (7.60), se tiene que la forma

de los modos para estas condiciones de frontera es:

X(x) = h′(x) + σ h(x), donde σ = −h
′′′(L)

h′′(L)
. (7.61)

Empleando la base dinámica normalizada se tiene que la expresión de los

modos se escribe como sigue:

X(x) = h2(x) + σ h3(x), donde σ = −h0(L)− p2h2(L)

h1(L)− p2h3(L)
. (7.62)

Reemplazando:

h(x) =
δ sinh(ε x)− ε sen(δ x)

δ ε (ε2 + δ2)
,

en (7.60), obtenemos la ecuación caracteŕıstica correspondiente:√
ε2 + p2 tanh(εL)− ε tan(

√
ε2 + p2L) = 0. (7.63)

138



A partir de (7.63) se obtienen los valores de ε y por consiguiente se determinan

los parámetros q y δ descritos como:

q =

√√√√√(
ε2 +

p2

2

)2

− p4

4
y δ2 = ε2 + p2.

Por lo tanto las frecuencias naturales, ωn, del sistema son obtenidas a partir

de la siguiente expresión:

q4 =
ρAω2

n

E I
,

donde q = q(ε) para ε = εm y m = 1, 2, . . ..

Considerando la la base dinámica normalizada ΦDN = [h0, h1, h2, h3] en

la función de Green dada en la expresión (7.50) obtenemos:

H(x, ξ) = det


h0(x) h1(x) h2(x) h3(x) g(x, ξ)

1 0 0 0 g(0, ξ)

0 1 0 0 gx(0, ξ)

h0(L) h1(L) h2(L) h3(L) g(L, ξ)

h′′0(L) h′′1(L) h′′2(L) h′′3(L) gxx(L, ξ)

 , (7.64)

y

∆ = det


1 0 0 0

0 1 0 0

h0(L) h1(L) h2(L) h3(L)

h′′0(L) h′′1(L) h′′2(L) h′′3(L)

 . (7.65)

Por lo tanto estas expresiones se hacen realizables empleando la base dinámi-

ca normalizada.

La función g(x, ξ) calculada a través de la expresión (7.53) es:

g(x, ξ) =


1

2

ε sen(δ(x− ξ))− δ senh(ε(x− ξ))
ε δ(δ2 + ε2)

, x < ξ

−1

2

ε sen(δ(x− ξ))− δ senh(ε(x− ξ))
ε δ(δ2 + ε2)

, ξ < x
. (7.66)

Finalmente, calculando las expresiones (7.64) y (7.65) se obtiene la función

de Green espacial para una viga fija apoyada, denotada por:

G(x, ξ) =

{
G1(x, ξ), 0 ≤ x ≤ ξ

G2(x, ξ), ξ < x ≤ L,
(7.67)
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donde:

G1(x, ξ) = −
[
−δε sen(δ(L− ξ)) cos(δx) senh(εL) + δε sen(δ(L− ξ)) senh(ε(L− x))
δ2ε2 [−δ2 + ε2 + (δ2 − ε2) cos(δL) cosh(εL)− 2δε sen(δL) senh(εL)]

+
δε sen(δL) cosh(εx) senh(ε(ξ − L)) + δε sen(δ(L− x)) senh(ε(L− ξ))
δ2ε2 [−δ2 + ε2 + (δ2 − ε2) cos(δL) cosh(εL)− 2δε sen(δL) senh(εL)]

+
δ2 cos(δL) senh(εx) senh(ε(L− ξ)) + ε2 sen(δx) sen(δ(L− ξ)) cosh(εL)
δ2ε2 [−δ2 + ε2 + (δ2 − ε2) cos(δL) cosh(εL)− 2δε sen(δL) senh(εL)]

]
y

G2(x, ξ) = −
[
−δε sen(δ(L− x)) cos(δξ) senh(εL) + δε sen(δ(L− x)) senh(ε(L− ξ))
δ2ε2 [−δ2 + ε2 + (δ2 − ε2) cos(δL) cosh(εL)− 2δε sen(δL) senh(εL)]

+
δε sen(δL) cosh(εξ) senh(ε(x− L)) + δε sen(δ(L− ξ)) senh(ε(L− x))
δ2ε2 [−δ2 + ε2 + (δ2 − ε2) cos(δL) cosh(εL)− 2δε sen(δL) senh(εL)]

+
δ2 cos(δL) senh(εξ) senh(ε(L− x)) + ε2 sen(δξ) sen(δ(L− x)) cosh(εL)
δ2ε2 [−δ2 + ε2 + (δ2 − ε2) cos(δL) cosh(εL)− 2δε sen(δL) senh(εL)]

]
.

En la simulación numérica se ha considerado una entrada continua por

intervalos, en la parte espacial, es decir:

f(x) =

{
f1(x), 0 < x < L/2

f2(x), L/2 < x < L
. (7.68)

De este modo la respuesta espacial permanente puede ser escrita de forma

adecuada:

φ(x) =



∫ x

0

G2(x, ξ)f1(ξ) dξ +

∫ L
2

x

G1(x, ξ)f1(ξ) dξ +

∫ L

L
2

G1(x, ξ)f2(ξ) dξ, 0 ≤ x ≤ L/2

∫ L
2

0

G2(x, ξ)f1(ξ) dξ +

∫ x

L
2

G2(x, ξ)f2(ξ) dξ +

∫ L

x

G1(x, ξ)f2(ξ) dξ, L/2 < x ≤ L

.

(7.69)
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7.2.4. Simulación numérica

Los valores numéricos de los parámetros usados en las simulaciones se

encuentran en el cuadro 7.1.

L E

1 m 8000 N/m2

I ρ

1 m4 300 000 Kg/m3

A N

0.01 m2 16000 N

Cuadro 7.1: Valores de los parámetros empleados en la simulación del modelo

de viga

Para estos valores, se han calculado las ráıces εm, para m = 1, . . . , 5, de

la ecuación caracteŕıstica (7.63) y se han determinado los correspondientes

valores de qm, δm y (ωn)m, los cuales se encuentran en el cuadro 7.2.

m εm qm (ωn)m δm

1 3.699351189 3.827677072 23.92516533 3.960454421

2 6.936058637 7.007048374 80.17788531 7.078764682

3 10.11664554 10.16571093 168.7562547 10.21501429

4 13.27949641 13.31698936 289.5986091 13.35458816

5 16.43447034 16.46481008 442.6880688 16.49520583

Cuadro 7.2: Valores calculados para los parámetros ε, q, ωn y δ

También se ha calculado los cinco primeros modos de vibración del siste-

ma, a partir de (7.62), es decir usando:

Xm(x) = h′[m](x) + σm h[m](x), σm = −
h′′′[m](L)

h′′[m](L)
, (7.70)

donde h[m](x) es la solución dinámica h(x), obtenida a partir de la resolución

del problema de valor inicial (7.30)-(7.31), correspondiente a cada parámetro
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qm asociado a la frecuencia natural (ωn)m, resultando:

h[m](x) =
δm senh(εm x)− εm sen(δm x)

δm εm (δ2
m + ε2

m)
, (7.71)

Los modos se presentan en la figura (7.3).

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

2

x

X
x

Modos

Modo 1
Modo 2
Modo 3
Modo 4
Modo 5

Figura 7.3: Cinco primeros modos del sistema

Entrada triangular en el espacio

Vamos a considerar la entrada del sistema oscilatoria en el tiempo y trian-

gular en el espacio, expresada por:

F (t, x) =


5x

2
sen(ωt), 0 < x < 1/2(

5

2
− 5x

2

)
sen(ωt), 1/2 < x < 1

(7.72)

y para la frecuencia ω igual a 289.5986, cuyo valor es cercano de la cuarta

frecuencia natural del sistema

La función de Green espacial del problema para las frecuencias conside-

radas se presentan en la figura (7.4):

En la Figura (7.5) presenta la parte espacial de la entrada f(x).

En las figuras (7.6) la parte espacial de la respuesta permanente del sis-

tema φ(x), para la frecuencia de entrada considerada.

En la figura (7.7) graficamos la excitación.

En la figura (7.8) graficamos la respuesta permanente:
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Figura 7.4: Función de Green espacial (frecuencia = 289.5986)

Figura 7.5: Excitación - parte espacial
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Figura 7.6: Respuesta permanente - parte espacial (frecuencia = 289.5986)

Figura 7.7: Excitación

Figura 7.8: Respuesta Permanente

144



Caṕıtulo 8

Conclusiones

En este trabajo se desarrolla una plataforma unificada para el estudio de

sistemas concentrados, discretos y distribuidos, en términos de la respuesta

impulso. Una ventaja de esta metodoloǵıa es que, diferentes sistemas evolu-

tivos y de orden arbitrario se pueden tratar sistemáticamente de una manera

compacta, simple y conveniente para la simulación numérica y procesamien-

to de datos. El uso de la respuesta impulso permite observar la introducción

transitoria en la respuesta forzada, debido a la excitación en el sistema.

La metodoloǵıa desarrollada fue probada con diversas aplicaciones para

obtener las respuestas dinámicas de los sistemas, donde estos cálculos fueron

realizados directamente en el espacio f́ısico del problema, sin transformarlo

en un sistema de primer orden. Cabe resaltar que, la reducción de un siste-

ma de n-ésimo orden a un sistema de primer orden, muchas veces, ocasiona

pérdidas importantes como la simetŕıa o la positividad de los coeficientes del

sistema. Pero, como los sistemas de primer orden poseen muchas técnicas

para su estudio, ellos merecen especial atención.

El uso de la respuesta impulso ha sido fundamental en la integración

simbólica de sistemas de tiempo continuo con excitaciones lineales por inter-

valos. Los resultados de la descomposición de la respuesta dinámica en cargas

armónicas y no armónicas, fueron expuestos detalladamente. Para sistemas
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distribuidos, se considero el modelo de una viga Euler-Bernoulli con fuerza

axial, con entrada oscilatoria en el tiempo y entrada triangular en el espacio.

La función espacial de Green fue empleada para la obtención de la distribu-

ción de amplitud espacial. Se registro la introducción de las contribuciones

libres debido a cada cambio de intervalo en la entrada.

Se consideraron sistemas discretos de primer orden, en particular, por su

uso en la dinámica estructural a través del método de las matrices de trans-

ferencia. Se desarrollaron sistemas discretos de orden superior, pues no se

encontraron muchos trabajos con un enfoque directo, sin utilizarse la reduc-

ción del espacio de estado. Muchos de los esquemas iterativos utilizados, para

la integración numérica de sistemas no lineales para el estado permanente,

se consideran condiciones iniciales nulas, esto es, se calcula teóricamente una

respuesta de tipo forzada. Sin embargo no se discute sobre como es que la no

linealidad influye en la introducción de respuestas libre.

La metodoloǵıa desarrollada nos permite en el futuro continuar el tra-

bajo, a través del estudio de sistemas distribuidos con amortiguamiento, del

estudio de problemas de control óptimo en vibraciones, sin el uso del espa-

cio de estado, realizar simulaciones numéricas con sistemas que poseen una

geometŕıa simétrica plana y espacial y considerarse además sistemas concen-

trados y discretos singulares, los cuales son de interés para problemas con

restricciones tales como los encontrados en el área de la robótica.
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