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Resumen

La teoria de senales y sistemas juegan un rol importante en las diversas
areas de las ciencias e ingenieria es asi que los conceptos de la transformada
de Laplace en el tiempo continuo y la transformada Z en el tiempo discreto
surgen como un instrumento adecuado en las diversas aplicaciones de dichas

areas.

En el contexto discreto o continuo la respuesta impulso nos facilita el
estudio directo de sistemas concentrados, discretos y distribuidos de orden
arbitrario. Lo anterior nos ayuda a desarrollar un entorno unificado para ob-
tener sus respectivas respuestas dinamicas. Asimismo, las respuestas que se
obtienen de los sistemas se descomponen en una respuesta permanente y en

una respuesta transitoria.

Teniendo en cuenta la base dindmica obtenida por la respuesta impulso
de forma estandar y normalizada se desarrolla una teoria de manera mas
general y directa para los sistemas de n-ésimo orden, mas aun sin tener en
cuenta una formulacion de nuestros sistemas en variables de estado. Para ello
se han considerado sistemas de primer orden para mostrar varios resultados
que en la literatura estd dada a través de la formulacion de la variable de
estado.

Dado que deseamos clasificar los métodos para el célculo de la respues-
ta impulso en este trabajo se han tenido en cuenta los métodos espectrales
como no espectrales y numéricos. En el presente trabajo se hace énfasis en
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los métodos no espectrales ya que la respuesta impulso solo admite una ex-
presion en la que tenemos que usar tres ecuaciones caracteristicas de tipo

algebraico, diferencial y en diferencias.

Se ha realizado una simulaciéon numérica en el contexto de sistemas dis-
tribuidos, considerando el modelo de Euler-Bernoulli sometido a una fuerza
axial, sujeto a una entrada oscilatoria con amplitud triangular. Las solucio-
nes permanentes se han calculado empleando la funcién de Green espacial.

La respuesta impulso ha sido aproximada con el uso del método espectral.
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Capitulo 1

Introduccion

En el contexto de la teoria de vibraciones y de control, los sistemas con
parametros discretos, concentrados y distribuidos es un tema amplio y de
permanente interés en las ciencias e ingenieria. Existe una vasta literatura,
tanto desde el punto de vista tedrico como préactico, véase [22], [12]. En la
mayoria de las situaciones, por conveniencia tedrica y dificultad del anélisis,
se asume que el sistema no posee amortiguamiento. Por este motivo, en el
estudio de la dinamica de sistemas, la técnica de desacoplamiento por modos
normales ha sido la mas empleada. Por ejemplo, todos los sistemas fisicos
poseen amortiguamiento sin importar cuan pequeno sea, pero se desprecia
debido a que el tiempo de observacién es pequetio [32].

Los modelos continuos para sistemas vibratorios y de control son vistos
como modelos reales, pues sus propiedades estan en el contexto de sistemas
con parametros distribuidos, en lugar de ser concentradas en puntos discretos.
Dichos modelos generan una mayor complejidad en la formulacion y resolu-
cién del mismo. Para modelos concentrados las ecuaciones de movimiento son
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias, mientras que para modelos
distribuidos son utilizadas las ecuaciones diferenciales parciales, véase [21].
Las principales dificultades son los factores computacionales y el poco énfasis
encontrado en la literatura respecto a la analogia existente entre ambos tipos
de ecuaciones. El uso de la computacién digital motiva la incorporacién de



modelos totalmente discretos, en el tiempo y el espacio, descritos por ecuacio-
nes en diferencias. Ellas permiten obtener resultados numéricos aproximados

para la dinamica de los sistemas concentrados y distribuidos.

Continuando con los trabajos de [3], [7], [4], [5], [14], [31], [9] [10], [15],
entre otros, se ha desarrollado una formulacién general, en el dominio tiem-
po, para sistemas concentrados, discretos y distribuidos. Una ventaja de esta
metodologia es que diferentes sistemas son tratados sisteméticamente de un
manera compacta, simple y conveniente para la simulacion numérica en el
tratamiento de datos. Ademas de eso, a diferencia de la mayoria de los traba-
jos encontrados en la literatura de control y de algunas areas en ingenieria,
esta metodologia se desarrolla en su propio espacio fisico, esto es, sin pasar
por la formulacién de espacio estado, que transforma todas las ecuaciones
a primer orden, ampliamente utilizada en el estudio de sistemas de control;
como referencia véase [20]. Recientemente, en [28] se ha considerado el uso
del espacio fisico para el control éptimo de sistemas vibratorios.

En este trabajo, se da énfasis a una formulacién de la respuesta dinami-
ca para sistemas de parametros concentrados, discretos y distribuidos en
términos de la respuesta impulso. Una adecuada formulacion en el dominio
temporal tiene una inmediata aplicacién, tanto en el dominio de frecuencia
como en las aplicaciones. Por ejemplo, el control activo de las vibraciones
de sistemas giroscépicos ha recibido mucha atencion debido a su importante
aplicacion en la robodtica, dindmica de motores, maquinaria de alta veloci-
dad y precision y en grandes estructuras espaciales. En varios problemas de
control es necesario obtener la respuesta en frecuencias de vigas delgadas su-
jetas a una distribucién de fuerza arbitrariamente armonica, conforme a los
trabajos de [33], [12] .

En el capitulo 2, se presenta un resumen acerca de la teoria de sistemas
y modelos asi como su respectiva clasificacion. Una versiéon del Teorema de
Existencia y Unicidad para sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias
lineales de primer orden con coeficientes constantes es dado con uso de la



exponencial de una matriz. Se presentan los conceptos y algunas propieda-
des importantes de la transformada de Laplace y de la transformada zeta y
de sus respectivas inversas. Finalmente se caracteriza a los sistemas lineales

invariantes en el tiempo (LTT) en el caso discreto.

En el capitulo 3, se presenta un estudio de sistemas concentrados y dis-
cretos en términos de la respuesta impulso y la base dinamica generada por
la misma. Este estudio se ha desarrollado utilizando una formulacién directa
a través del método operacional en términos de una respuesta fundamental,

denominada también de solucién dindmica del sistema, véase [3], [7], [6], [4].

En el capitulo 4, se calcula la respuesta dinamica o total mediante méto-
dos espectrales y no espectrales. En particular se consideran sistemas de pri-
mer orden concentrados y discretos. También se presentan técnicas basicas de
obtencion de la respuesta dinamica de sistemas concentrados y discretos de
orden superior. Se discute la representaciéon en el espacio de estado a través

de la matriz companera.

En el capitulo 5, se ha realizado el calculo simbdlico de respuestas perma-
nentes de sistemas concentrados sujetos a diferentes tipo de entradas, tales
como: lineales, escalén, polinomiales, armonicas, exponenciales y seccional-
mente definidas. La respuesta forzada de sistemas concentrados, de acuerdo a
[4], y discretos es descompuesta como la suma de una respuesta permanente
y una respuesta libre inducida por las condiciones iniciales de la respuesta
permanente.

Finalmente, en los capitulos 6 y 7, se presenta una teoria directa para sis-
temas distribuidos, en términos de la respuesta impulso o funcién de Green
temporal y se realiza una descomposicién de respuestas forzadas. Esta des-
composicion es considerada para una viga fija apoyada con fuerza axial, de
acuerdo a la teoria de Euler-Bernoulli, para entradas oscilatorias en el tiempo

y triangular en el espacio.






Capitulo 2

Preliminares

2.1. Senales y sistemas

Los conceptos de la teoria de senales y sistemas son necesarios en los di-
versos campos de la ingenieria y en diversas disciplinas de las ciencias. En esta
seccién introduciremos una formulacién matematica para describir, represen-
tar y clasificar senales y sistemas. En particular, se definen algunas senales
bésicas importantes para nuestro estudio. En esta seccion hemos considerado
el punto de vista de [18].

2.1.1. Senales y su clasificacion

Una senal es una funcién que representa una variable o cantidad fisica,
y tipicamente, contiene informacién sobre el comportamiento o naturaleza
del fenémeno. Por ejemplo, en un circuito RC' la sefial puede representar el
voltaje a través del capacitor o el flujo de corriente a través de la resistencia.
Matematicamente, una senal es una funcién de una variable independiente ¢
y denotada por x(t). Usualmente ¢ representa el tiempo. Los valores de x(t)

pueden ser escalares, vectoriales con n componentes escalares o funcionales.



Senales en tiempo continuo y tiempo discreto

Una senal z(t) es denominada continua o analdgica cuando el tiempo t
es una variable real continua. Si ¢ es una variable discreta, esto es, t, = nT,
donde n es un ndmero entero, 7' un valor escalar constante, entonces z(t)
es denominada una senal discreta o digital en tiempo discreto, teniendo esto
en consideracién, una senal discreta muchas veces se identifica como una
sucesion de nimeros, denotada por {x,} o [x,] 0 z[n], donde n es un entero.

Una senal en tiempo discreto z[n| puede representar un fenémeno para
el cual la variable independiente es inherentemente discreta. Por ejemplo, el
cierre diario promedio de los mercados es por su naturaleza una senal que
evoluciona en puntos discretos en el tiempo (esto es, al cierre de cada dia). Por
otro lado una senal en tiempo discreto x[n] puede ser obtenida muestreando

una sefnial en tiempo continuo z(t) tal como:

Jf(t0)71;(t1)7 . ,l’(tn), ...

o de forma mas abreviada como:

Loy X1y 3 Tpy -
donde se sobreentiende que:
x, = x[n] = x(t,)

y los x,, son llamados muestras y los intervalos de tiempo entre ellos son lla-
mados intervalos de muestreo. Cuando los intervalos de muestreo son iguales

(muestreo uniforme), entonces:
x, = x[n] = x(nT,)

donde la constante T;,, es el intervalo de muestreo.
La suma y producto de dos senales discretas siguen las definiciones usuales
de las sucesiones:
{ev} ={a} +{bn} —cn=a,+b,
{en} ={an }H{bn} — ¢p = ay, by,
{ev} = a{a,} — Cp = QL ay, « : constante

6



Senales analdgicas y digitales

Una senal analdgica usualmente se refiere a una variable fisica que depen-
de del tiempo variando continuamente y que es convertida en senal eléctrica,
en la cual el voltaje, la corriente o el contenido de frecuencia, representan la
informacion de un determinado fenémeno. En la practica, la variable fisica es
convertida en una senal analdgica con el uso de un transductor. La duraciéon
del tiempo en una senal analdgica puede ser de naturaleza finita o infinita,
esto es, la senal en tiempo continuo x(t) estd definida en un intervalo con-
tinuo (a,b), donde a puede ser ser —oo y b puede ser +00. En lo que sigue,
una senal en tiempo continuo z(t) serd llamada una senal analdgica cuando

representa mediciones fisicas en tiempo real (continuo).

Una senal digital se refiere a una senal eléctrica analégica (tiempo y am-
plitud variando de manera continua) que ha sido muestreada en el tiempo
(senal discreta) y que su amplitud ha sido cuantificada: solo asume uno de
los N niveles de un cuantificador previamente definido. En el caso de pro-
cesamiento por computadores es el sistema binario. Asi, una senal digital es
normalmente referida a una senal discreta en tiempo y amplitud. En lo que
sigue, una sefnal en tiempo discreto x[n] serd llamada una senal digital cuan-
do representa solamente un muestreo en el tiempo. Al igual que las senales
analdgicas, las senales discretas o digitales tienen duracién finita (nimero

limitado de tiempos) o infinita (ntimero ilimitado de tiempos).

Senales reales y complejas

Una senal z(t) es una sefial real si su valor es un nimero real y una senal
x(t) es una senal compleja si su valor es un nimero complejo. En general una

senial compleja z(t) es una funcién de la forma:

x(t) = x1(t) + ao(t) i (2.1)

donde x1(t) y xo(t) son senales reales y cabe resaltar que ¢ puede ser una
variable continua o discreta.



Senales deterministicas y aleatorias

Las senales deterministicas son aquellas senales cuyos valores son especi-
ficados completamente para algin intervalo de tiempo dado. Por lo tanto una
senal deterministica puede ser modelada por una funcién conocida del tiempo
t. Las senales aleatorias son aquellas senales que pueden tomar valores alea-

torios en cualquier tiempo dado y deben ser caracterizados estadisticamente.

Senales periddicas y no periddicas

Se dice que una senal en tiempo continua z(t) es periddica con periodo T
si existe un valor positivo T" diferente de cero tal que:

xz(t+T) = z(t), para todo t. (2.2)

El periodo fundamental Ty de x(t) es el menor valor positivo de T para el cual
se cumple la ecuacién (2.2), note que esta definicién no sirve para una senal
constante. Una senal en tiempo continuo la cual no es peridédica es llamada
senal no periddica (o aperiddica).

Las senales periddicas en tiempo discreto son definidas analogamente.
Una sucesion (senal en tiempo discreto) z[n] es periddica con periodo N si

existe un entero positivo para el cual:
xz[n + N| = z[n], para todo n. (2.3)

El periodo fundamental Ny de x[n] es el menor valor positivo entero N para
el cual se cumple la ecuacién (2.3). Una sucesion la cual no es periddica es
llamada senial no periddica (o aperiédica).

Hay que notar que una sucesion obtenida por muestreo uniforme de una
senal periddica en tiempo continuo puede no ser periddica. Ademas la suma
de dos senales periddicas en tiempo continuo puede no ser periddica pero la
suma de dos sucesiones peridédicas es siempre periddica.



2.1.2. Senales basicas en tiempo continuo
La funcién escalon unitario

La funcién escalén unitario u(t) es definida como:

1, t>0

M”:{at<o’ (2.4)

la cual es discontinua en cero. De manera mas general tenemos la funcion

escal6n unitario desplazada u(t — ty) definida como:

1, t>t
Mhﬁ@:{0t<£. (2.5)

Distribuciones

A continuacién hemos considerado el punto de vista de [29].

Definicién 2.1.1 Sea K C R™ compacto, se define:
Dk ={p e C°[R") : sop ¢ C K}.

Definicién 2.1.2 Sea Q0 C R™ un abierto, se define el espacio de funciones

de prueba por:

D(Q)) = U Dk, K subconjunto compacto de §).
KcQ

Definicién 2.1.3 A los elementos de D'(R2), el dual de D(2), los llamaremos

distribuciones (o funciones generalizadas)
D'(Q)={T:D(Q) = R o C/T es lineal y continuo}.

La funcién impulso unitario

La funcién impulso unitario 6(t), también conocida como la funcién delta
de Dirac, juega un papel importante en el andlisis de sistemas. Usualmente
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d(t) es definida como el limite de una funcién convencional elegida adecua-
damente que tiene area unitaria sobre un intervalo de tiempo infinito y posee

5@):{0, t#£0

oo, t=10

/Zé(t)dtzl.

Pero una funcién ordinaria la cual es cero en toda parte excepto en un solo

las siguientes propiedades:

punto debe tener integral cero (en el sentido de Riemann). Por lo tanto, 0(t)

no puede ser una funcién ordinaria y matematicamente se define como:
| i = o0 (26)

donde ¢(t) es cualquier funcién continua regular en ¢ = 0.
Una definicién alternativa de §(t) es dada por:

b ¢<O>7 a<0<b
/¢(t)5(t)dt: 0, a<b<0o0<a<b . (2.7)
“ no definida, a=0 o b=0

Hay que resaltar que (2.6) o (2.7) es una representaciéon simbdélica y no se
deberia considerar como la integral de Riemann ordinaria. En ese sentido,
d(t) es muchas veces denominada una funcidn generalizada y ¢(t) es conocida
como la funcion de prueba. De manera similar la funcién delta desplazada
d(t — to) es definida por:

/W¢MMr%@ﬁ=¢%> 2.8)

donde ¢(t) es cualquier funcién regular continua en ¢t = t.

Si z(t) es continua en ¢ = 0 tenemos las siguientes propiedades para 6(t):

s(at) = %5@) (2.9)
5(—t) = 8(t) (2.10)
w(t)8(t) = x(0)d(t) (2.11)
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Si z(t) es continua en t = t,:
x(t) 6(t — to) = x(to) 6(t — to). (2.12)

De (2.8) se tiene que cualquier sefial x(t) en tiempo continuo se puede ex-
presar como:

x(t) = /_00 x(7r) d(r —t)dr. (2.13)

o0
Derivadas generalizadas
Si g(t) es una funcién generalizada, su n-ésima derivada generalizada, esto

€S:
_ drg(t)
dtr

se define por la siguiente relacién:
JIRCIRC S R RIOPOL (214)

donde ¢(t) es una funcién de prueba, la cual se puede derivar una cantidad
arbitraria de veces y se anula fuera de algtin intervalo fijo y ¢™(¢) es la
n-ésima derivada de ¢(t). Por lo tanto de (2.14) y (2.6), se puede definir la
derivada de 0(t) como:

/fwwwwﬁz—wm (2.15)

donde ¢(t) es una funcién de prueba la cual es continua en ¢t = 0 y se anula

do(t
fuera de algin intervalo fijo y ¢/(0) = %

. De (2.14) se puede demostrar
t=0
que la derivada de u(t) es d(t), esto es:

(1) =/ (t) = 2 (2.16)

u(t):/ d(7)dr. (2.17)



Note que la funcién escalén unitario wu(t) es discontinua en ¢ = 0, por lo
tanto la derivada que figura en (2.16) no es la derivada de una funcién en el
sentido ordinario y se debe considerar como una derivada generalizada en el
sentido de funciones generalizadas. De (2.17) vemos que la funcién wu(t) no
estd definida en t = 0 y por (2.7), donde ¢(t) = 1, tenemos:

u(t):{ 1, t>0

0, t<0

Este resultado es consistente con la definicién de u(t) dada en (2.4).

Senales exponenciales complejas

La senal exponencial compleja:
z(t) = ™ot (2.18)

es un ejemplo importante de senal compleja. Usando la férmula de Euler,

esta senal se puede definir como:
z(t) = ™" = cos(wot) + i sen(wpt) (2.19)

Esto es, x(t) es una sefial compleja cuya parte real es cos(wgt) y parte com-
pleja es sen(wyt). Una propiedad importante de la senial compleja exponencial
z(t) en la ecuacién (2.18) es que es periédica y su periodo fundamental T
es:

2
Ty= =" (2.20)
Wo
1. Senales exponenciales complejas generales
Sea el nimero complejo s = o + iw, se define z(t) como:
z(t) = et = et = ¢ (cos(wt) 4 i sen(wt)). (2.21)

La senal z(t) en (2.21) es conocida como una senal exponencial compleja
general cuya parte real e”' cos(wt) y parte imaginaria e’ sen(wt) son
sefiales sinusoidales exponencialmente crecientes (o > 0) o decrecientes
(0 <0).
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2. Senales exponenciales reales generales
Si s = o (s es real), entonces (2.21) se reduce a una senal exponencial

real:
z(t) = e (2.22)

Si o > 0, entonces z(t) crece exponencialmente y si o < 0 entonces x(t)

deccrece exponencialmente.

Senales sinusoidales

Una senal sinusoidal en tiempo continuo se puede expresar como:
z(t) = Acos(wot + 0) (2.23)

donde A es la amplitud (real), wy es la frecuencia (en radianes por segundo)
y 6 es el dngulo de fase (en radianes). Esta senal es periédica con periodo

fundamental: )
T, =", (2.24)
Wo

El reciproco del periodo fundamental es denominado frecuencia fundamental

fo (en hertz):

1
= —, 2.2
fo=7 (2.25)
De (2.24) y (2.25) se tiene:
Wy = 27Tf0 (226)

la cual es denominada frecuencia angular fundamental. Usando la formula de
Euler, la senal sinusoidal (2.23) se puede expresar como:

Acos(wot + 0) = A Re (e«0ot+9) (2.27)

donde Re denota la parte real. También se usa la notacién I'm para denotar

la parte imaginaria, por lo tanto:
Asen(wot +6) =AlIm (ei(w°t+9)) (2.28)
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2.1.3. Senales basicas en tiempo discreto
La sucesion escalon unitario

La sucesién escalén unitario u[n] es definida como:

1, n>0
up] =4 =T (2.29)
0, n<O0

de manera mas general tenemos la funcién escalén unitario desplazada u[n—k|

definida como:
1 >k
un—k =4 > "= (2.30)
0, n<k
La sucesion impulso unitario

La sucesién impulso unitario d[n] es definida como:

5[n] = { (1) Z;g | (2.31)

de manera mas general tenemos la funciéon impulso unitario desplazada, de-
notada por d[n — kJ, definida como sigue:

1, n=k

5[n—k]:{0, ntk (2.32)

De (2.31) y (2.32) se tiene que:
z[n]dn] = z[0]d[n] 2.33
z[n]dn—k] = z[k]dn— k| (2.34)
De las definiciones (2.29) a (2.32) se tienen las siguientes relaciones entre u[n|

y d[n]:

dn] = wu[n] —uln—1] (2.35)
ulp] = > k], (2.36)

14



Usando la definicién (2.32), cualquier sucesién se puede expresar como:

[e.e]

wln] = Y a[k]d[n — k). (2.37)

k=—o00

Sucesiones exponenciales complejas

La sucesién exponencial compleja es de la forma:
x[n] = e™on, (2.38)

Usando de nuevo la férmula de Euler, x[n| se puede expresar como:

z[n] = ™"

= cos(won) + i sen(won). (2.39)
Esto es, x[n] es una senal compleja cuya parte real es cos(won) y su parte
compleja es sen(won). Esta senal es periddica solo si wg/27 es un nimero

racional y el perfodo fundamental de la sucesién x[n] de (2.38) es:

Mo=m (2. (2.40)

Wo

Otra diferencia importante entre las senales en tiempo continuo y tiempo
discreto es que las sefiales e“°? son todas distintas para valores diferentes de
wp pero ese no es el caso para las sefiales o™,

Consideremos las sucesiones exponenciales complejas con frecuencia (wg+

27k), donde k es un entero, entonces:

i(wo+2mk)n _ glwon pi2mkn _ iwon (2-41)

(&

De esta ultima ecuacién vemos que la sucesion exponencial compleja con
frecuencia wy coincide con las que tienen frecuencias (wy & 27), (wo £47) y
asi sucesivamente. Por lo tanto cuando trabajemos con senales exponenciales
en tiempo continuo, solo necesitaremos considerar un intervalo de longitud
27 en el cual debemos escoger wy. Usualmente se usa el intervalo [0, 27) o el
intervalo [—m, ).
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1. Sucesiones Exponenciales Complejas Generales
La sucesion exponencial compleja general es a menudo definida como:

z[n] = Ca”. (2.42)

donde C'y « son nimero complejos en general. Note que (2.38) es un
caso particular de (2.42) con C' =1y a = e,

2. Sucesiones Exponenciales Reales
Si C'y «a son reales en (2.42) entonces z[n| es una sucesién exponencial
real. Note que si & = 1, x[n] es una sucesién constante y si « = —1,

x[n| alterna su valor entre C'y —C.
Sucesiones sinusoidales
Una sucesion sinusoidal se puede expresar como:
z[n] = Acos(won + 0). (2.43)

Si n es adimensional, entonces wy y 0 estan en radianes. La senal sinusoidal

(2.43) se puede expresar como:

Acos(won + 0) = A Re (e t0)) . (2.44)

2.1.4. Sistemas y clasificacién de sistemas
Representacion de sistemas

Un sistema es un modelo mateméatico de un proceso fisico que relaciona
una senal de entrada (o excitacién) y una senal de salida (o respuesta).
Sean z e y las senales de entrada y salida de un sistema respectivamente.
Entonces el sistema es visto como la transformacién (aplicacién) de = hacia

y. Esta transformacién se representa matematicamente como:
y="Tz (2.45)

donde T es el operador que representa alguna relacion bien definida por la
cual x es transformado en .
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Sistemas en tiempo continuo y sistemas en tiempo discreto

Si las senales de entrada y salida son senales en tiempo continuo, entonces
el sistema se denomina sistema en tiempo continuo. Si las seniales de entrada
y salida son senales en tiempo discreto o sucesiones, entonces el sistema se
denomina sistema en tiempo discreto.

Sistemas con memoria y sin memoria

Se dice que un sistema es sin memoria si la salida en cualquier instante
depende solo de la entrada en el mismo instante. De otra manera se dice
que el sistema tiene memoria. Un ejemplo de un sistema sin memoria es un
resistor R, tomando la corriente como la entrada x(t) y el voltaje como la
salida y(t). La relacién entrada-salida de un resistor (ley de Ohm) viene dada
por:

y(t) = Rz(t). (2.46)

Un ejemplo de un sistema con memoria es un capacitor C' con la corriente
como entrada x(t) y el voltaje como la salida y(t), entonces:

y(t) = é /_ (7)dr. (2.47)

Otro ejemplo de un sistema con memoria es un sistema en tiempo discreto

cuyas sucesiones de entrada y salida estan relacionados por:
yln) = > x[k]. (2.48)

Sistemas causales y no causales

Un sistema es denominado causal si su salida en cualquier instante de
tiempo t = ty, depende solo de la entrada z(t) para t < to. Esto es, la
salida de un sistema causal en el tiempo presente solo depende de los valores
presentes y/o pasados de la entrada, no de sus valores futuros. Ademads, en un
sistema causal no es posible obtener una salida si una entrada no es aplicada
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al sistema. Un sistema es denominado no causal si no es causal. Un ejemplo

de sistema no causal es:
y(t) =z(t+1).

Note que todos los sistemas son causales, pero no viceversa.

Sistemas lineales y no lineales

Si el operador T en (2.45) satisface las siguientes condiciones:
1. Aditividad: Sean Tx; = y; y Tay = ys, entonces
T(z1 + 22) = y1 + 2 (2.49)
para cualquier senal z; y xs.

2. Homogeneidad:
T(ax) = ay (2.50)

para cualquier senal z y escalar a.
Entonces T se denomina operador lineal y el sistema representado por dicho
operador lineal T se denomina sistema lineal.
Cualquier sistema que no satisface (2.49) y/o (2.50) es clasificado como

un sistema no lineal . Se pueden combinar las condiciones (2.49) y (2.50) en
una sola condicién:

T(a1£C1 + 05233'2) = 11 + A2l (251)

donde oy y g son escalares arbitrarios. A (2.51) se le conoce como propiedad
de superposicion. Ejemplos de sistemas lineales son el resistor (2.46) y el
capacitor (2.47). Ejemplos de sistemas no lineales son:

y=2% y=cosx

Note que una consecuencia de la propiedad de homogeneidad de sistemas
lineales es que cuando la entrada es cero también se obtiene cero en la salida.
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Sistemas invariantes en el tiempo y variantes en el tiempo

Un sistema es denominado invariante en el tiempo, si un desplazamiento
en el tiempo (retraso o adelanto) en la senal de entrada produce el mismo
desplazamiento en la senal de salida. Por lo tanto, para un sistema en tiempo

continuo, el sistema es invariante en el tiempo si:
T(x(t—71)) =yt —71) (2.52)

para cualquier valor real de 7. Para un sistema en tiempo discreto, el sistema

es invariante en el tiempo (o invariante por desplazamiento) si:
T(z[n — k]) = y[n — k] (2.53)

para cualquier k£ nimero entero. Un sistema el cual no satisface (2.52) o (2.53)
es denominado sistema variante en el tiempo. Para verificar si un sistema es
invariante en el tiempo, podemos comparar el desplazamiento en la salida

con la salida producida por el desplazamiento en la entrada.

Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Si un sistema es lineal y a la vez invariante en el tiempo, entonces dicho
sistema se denomina sistema lineal invariante en el tiempo, lo cual se abrevia
como ”LTT” (Linear Time Invariant) por sus siglas en inglés.

Sistemas estables

Un sistema es BIBO (bounded in/bounded output) estable para cualquier
entrada x acotada, esto es:
2| < ks (2.54)

la correspondiente salida y también es acotada, esto es:
ly[ < ks (2.55)
donde kq y ko son constantes reales finitas.
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Sistemas retroalimentados

Una clase especial de sistemas de gran importancia consiste de los siste-
mas que tienen retroalimentacion. En un sistema retroalimentado, la senal de
salida es realimentada y agregada a la entrada del sistema.

2.1.5. Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Las propiedades mas importantes en el estudio de sistemas son la lineali-
dad y la invariancia en el tiempo. A continuacién desarrollamos las relaciones
fundamentales entre entrada y salida para sistemas que tienen estas propie-
dades. Se muestra que las relaciones entre la entrada y salida de sistemas
LTT esta descrita en términos de la convolucién. La importancia de la con-
volucién en sistemas LTI se deriva del hecho de que conociendo la respuesta
de un sistema LTI a la entrada impulso unitario, esto nos permite hallar su
salida para cualquier senal de entrada. Ademaés se estudia las relaciones entre
la entrada y salida para sistemas LTI definidas por ecuaciones diferenciales

y ecuaciones en diferencias.

Respuesta de un sistema LTI en tiempo continuo y la convoluciéon
mediante la integral

1. Respuesta impulso

La respuesta impulso h(t) de un sistema LTI en tiempo continuo (re-
presentado por T) es definido como la respuesta del sistema cuando la

entrada es §(t), esto es:

h(t) = T(5(t)) (2.56)

2. Respuesta a una entrada arbitraria
De (2.13) la entrada z(t) se puede expresar como:
x(t) = / z(7)o(t — 1) dT. (2.57)
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Dado que el sistema es lineal, la respuesta y(t) del sistema a una entrada
x(t) arbitraria se puede expresar como:

y(t) = T(z(t)) = T (/: () 8(t — 1) dT) - /_Z 2(7) T(5(t — 7)) dr.
(2.58)

Dado que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos:
h(t —7) ="T(6(t — 7)). (2.59)

Sustituyendo (2.59) en (2.58) se obtiene:

y(t) = /00 x(7) h(t — 7) dr. (2.60)

—0o0
Esto ultimo nos indica que un sistema LTI en tiempo continuo esta

caracterizado completamente por su respuesta impulso h(t).

. Convolucién de dos senales en tiempo continuo

La convolucién de dos seniales en tiempo continuo z(t) y h(t) es deno-

tada por:

o0

y(t) = x(t) x h(t) = / x(T)h(t —T)dr. (2.61)

A (2.61) se le denomina la convolucion. Por lo tanto tenemos que la
salida de cualquier sistema LTI en tiempo continuo es la convolucién
de la entrada z(t) con la respuesta impulso A(t) del sistema.

Propiedades de la convolucion

La convolucién tiene las siguientes propiedades:

1. Conmutativa:

(t) * h(t) = h(t) * (1) (2.62)
2. Asociativa:
(2(t) * ha(t)) * ha(t) = 2(t) * (ha(t) * ha(t)). (2.63)
3. Distributiva:
() (ha(t) + ha(t)) = () * hu(t) + () * ha(t). (2.64)
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Operaciones del integrando de la convolucion

Aplicando (2.62) a (2.61) obtenemos:

y(t) = h(t) x z(t) = / h(t)z(t — 7)dT. (2.65)
Lo cual puede ser a veces mas ficil de evaluar que (2.61). Luego de (2.61)

observamos que la convolucion implica los siguientes cuatro pasos:

1. Larespuesta impulso i(7) en inversion temporal es h(—7) y entonces es
desplazada t para formar h(t — 7) = h(—(7 —t)) la cual es una funcién
de 7 con parametro t.

2. Las senales x(7) y h(t — 7) son multiplicadas juntas para todos los

valores de 7 con ¢ fijo en algin valor.

3. El producto z(7)h(t — 7) es integrado sobre todo 7 para producir una

salida y(t) con valor unico.

4. Los pasos 1 a 3 se repiten cuando t varia de —oo a oo para producir la
salida y(t) completa.

Respuesta escalon

Se define la respuesta escalon s(t) de un sistema LTI en tiempo continuo
(representado por T) como la respuesta del sistema cuando la entrada es
u(t), esto es:

s(t) = T(u(t)). (2.66)

En muchas aplicaciones, la respuesta escalén s(t) es también una caracteri-
zacién del sistema. La respuesta escalén s(t) se puede determinar facilmente
por (2.65), esto es:

s(t) = h(t) * ult) = / T ) ult — 1) dr = / h(r) dr. (2.67)

—00 —0o0
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Por lo tanto, la respuesta escalén s(t) se puede obtener integrando la res-
puesta impulso A(t). Derivando (2.67) con respecto a t se obtiene:

h(t) = () = di;;). (2.68)

Entonces la respuesta impulso h(t) se puede determinar derivando la respues-
ta escalén s(t).

2.1.6. Propiedades de sistemas LTI en tiempo continuo
Sistemas con o sin memoria

Dado que la salida y(t) de un sistema sin memoria depende tinicamente
de la entrada presente x(t), entonces, si el sistema es LTI, esta relacién solo
puede ser de la forma:

y(t) = K z(t) (2.69)

donde K es una constante. Ademads, la correspondiente respuesta impulso
h(t) simplemente es:
h(t) = K6(t). (2.70)

Por lo tanto, si h(tg) # 0 para ty # 0, el sistema LTI en tiempo continuo

tiene memoria.

Causalidad

Como se sabe un sistema causal no responde a una entrada hasta que
el evento ocurre actualmente. Por lo tanto, para un sistema LTI causal en
tiempo continuo, tenemos la condicién de causalidad:

h(t) =0, t<0. (2.71)

Aplicando esta condicién a (2.65), la salida de un sistema LTI causal en

tiempo continuo es expresado como:

y(t) = /000 h(7)z(t — 7) dr. (2.72)
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Si aplicamos la condicién (2.71) a (2.61), se tiene:
t
y(t) = / x(7) h(t — 1) dr. (2.73)

De esto ultimo, vemos que los unicos valores de la entrada z(t) usados para
evaluar la salida y(t) son aquellos donde 7 < ¢. Basados en la condicién de

causalidad (2.71) cualquier senal x(t) es llamada causal si:

2(t) =0, t<O0. (2.74)
y anticausal si:

xz(t)=0, t>0. (2.75)

Por lo tanto de (2.72), (2.73) y (2.74), cuando tenemos una entrada causal
x(t), la salida y(t) de un sistema LTI causal en tiempo continuo es:

y(t) = /0 h(rT)x(t —7)dr = /0 x(T) h(t — 7) dT. (2.76)

Estabilidad

La estabilidad BIBO de sistema LTT se puede verificar facilmente a partir
de su respuesta impulso. Se puede demostrar que un sistema LTI en tiempo
continuo es estable BIBO si su respuesta impulso es absolutamente integrable,

esto es:

/_oo Ih(r)| dr < oo, (2.77)

o0

2.1.7. Autofunciones de sistemas LTI en tiempo conti-

nuo

Las autofunciones de sistemas LTI en tiempo continuo representados por

T son las funciones exponenciales complejas e*t, con s € C. Esto es:
T(e*) = Ne® (2.78)
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donde A es el autovalor de T asociado con e*!. Haciendo z(t) = e* en (2.65),

tenemos:
y(t) = T(e) = / h(r) e dr = [/ h(T)e " dr] e® = H(s)e™ = Ne™
- - (2.79)
donde: o
N = H(s) = / h(r) e dr. (2.80)

Por lo tanto, el autovalor de un sistema LTT en tiempo continuo asociado con
la autofuncién e es dado por H(s), el cual es una constante compleja, cuyo
valor es determinado por el valor de s usando (2.80). De (2.79) se tiene que

y(0) = H(s).
2.1.8. Sistemas descritos por ecuaciones diferenciales

Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Una ecuacién diferencial lineal con coeficientes constantes de orden N
(N-ésimo orden) esta dada por:

S a () _ % p L2 (2.81)

donde los coeficientes a y by son constantes reales. El orden N se refiere a
la mayor derivada de y(t) y M la mayor derivada de x(t) en (2.81). Estas
ecuaciones diferenciales juegan un rol importante en describir las relaciones
de entrada y salida de una gran cantidad de sistemas mecanicos, eléctricos,
bioldgicos, etc. La solucién general de (2.81) para una entrada particular es
dada por:

y(t) = yp(t) + yn(t) (2.82)

donde y,(t) es una solucion particular que satisface (2.81) y yx(t) es una
solucion homogénea que satisface la ecuacién diferencial homogénea:

ZN:a d*yn(t)
Rtk
k=0
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La forma exacta de y,(t) es determinada por N condiciones auxiliares. Note
que en (2.81) no se especifica completamente la salida y(t) en términos de
la entrada z(t) a menos que las condiciones auxiliares sean especificadas. En

general, un conjunto de N condiciones auxiliares son los valores de:

dy(t) d"ly(t)
y(t)an" 7W

en el mismo instante de tiempo.

Linealidad

El sistema (2.81) es lineal si:
i) El sistema posee la propiedad de superposicion.

ii) El sistema posee la propiedad de la homogeneidad.

Causalidad

El sistema (2.81) es causal si todas las condiciones iniciales son cero. Es
decir z(t) = 0 cuando t < ¢y, entonces y(t) = 0 cuando t < t,. Por lo
tanto la respuesta para t > ty puede ser calculada a partir de (2.81) con las
condiciones iniciales:

dy(to) _ AV y(t)

y(to) = T gy Y

donde:
dy(te) _ dy(t)
dtk dtk

t=to
Claramente en el reposo inicial y,;(t) = 0.

Invariancia en el tiempo

En un sistema lineal causal, las condiciones auxiliares iguales a cero im-

plican la invariancia en el tiempo.
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Respuesta impulso

La respuesta impulso h(t) de un sistema lineal LTI en tiempo continuo

descrito por (2.81) satisface la ecuacién diferencial:

ﬁé%d%@)_ﬁémd%@) (284)

dt* dtk
k=0 k=0

con las condiciones auxiliares iguales a cero.

2.1.9. Respuesta de un sistema LTI en tiempo discreto
y la convolucion

Respuesta impulso

La respuesta impulso (o respuesta impulso unitaria) hin] de un sistema
LTT en tiempo discreto (representado por T) se define como la respuesta del

sistema cuando la entrada es d[n], esto es:

hin] = T(8[n]). (2.85)

Respuesta a una entrada arbitraria

De (2.37) la entrada z[n| se puede expresar como:

[e.9]

zln] = Y x[k]d[n — k). (2.86)

k=—o00

Dado que el sistema es lineal, la respuesta y[n| del sistema a una entrada
arbitraria x[n] se puede expresar como:

y[n] = T(z[n]) =T ( > w[k] o[n — k}) = > @[k T([n—k]). (2.87)

k=—o0 k=—oc0

Dado que el sistema es invariante en el tiempo, tenemos:
hin — k] = T(d[n — kJ). (2.88)
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Reemplazando (2.88) en (2.87) se tiene:

o0

yln] = > x[k]hin — k]. (2.89)
k=—0o0
Esto ultimo nos indica que un sistema LTI en tiempo discreto es caracterizado
completamente por su respuesta impulso h[n].

Convolucién

A partir de (2.89) se define la convolucion de dos sucesiones x[n] y h[n]

denotado por:

yln] = x[n] « hin] = > x[k] hin — k. (2.90)

k=—o0

A (2.90) normalmente se le denomina convolucion. Por lo tanto, tenemos el
resultado fundamental de que la salida de cualquier sistema LTI en tiempo
discreto es la convolucion de la entrada x[n] con la respuesta impulso h|n|
del sistema.

Propiedades de la convolucion

Las siguientes propiedades de convolucion en tiempo discreto son andlogas
a las propiedades ya dadas de la convolucion en tiempo continuo:

1. Conmutativa:

x[n] * h[n] = hln] * z[n]. (2.91)
2. Asociativa:
(x([n] * ha[n]) * ha[n] = z[n] * (ha[n] * ha[n]). (2.92)
3. Distributiva:
z[n] % (hy[n] + haln]) = z[n] * b [n] + z[n] * hon). (2.93)
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Operaciones de la convolucién
Aplicando (2.91) a (2.90) obtenemos:
yln] = hln] * xn] = > Ak xn — k). (2.94)
k=—oc0

lo cual puede ser a veces mas facil de evaluar que (2.90). Similar al caso en

tiempo continuo, la convolucién (2.90) implica los siguientes cuatro pasos:

1. La respuesta impulso h[k] en inversién temporal es h[—k| y entonces
desplazada n para formar hln — k] = h[—(k —n)] la cual es una funcién
de k con parametro n.

2. Las sucesiones z[k] y h[n — k| son multiplicadas juntas para todos los
valores de k con n fijo en algun valor.

3. El producto z([k] h[n — k] es sumado sobre todo k para producir una
salida simple y[n].

4. Los pasos 1 a 3 se repiten cuando n varia de —oo a oo para producir

la salida completa y[n].

Respuesta escalon

La respuesta escalon s[n] de un sistema LTI en tiempo discreto con la
respuesta impulso h[n] se obtiene de (2.94):

s[n] = hln] s uln] = Y hlkJuln -k = > h[k]. (2.95)

k=—o00 k=—00

De esta ultima relacién se obtiene:

hin] = s[n] — s[n — 1]. (2.96)



2.1.10. Propiedades de sistemas LTI en tiempo discre-
to

Sistemas con o sin memoria

Dado que la salida y[n] de un sistema sin memoria depende inicamente
de la entrada presente x[n|, entonces, si el sistema es lineal e invariante en el

tiempo, esta relacion solo puede ser de la forma:

yln| = K z[n| (2.97)
donde K es una constante. La respuesta impulso h[n| es:

hin] = K d[n]. (2.98)

Por lo tanto, si h[ng] # 0 para ng # 0, el sistema LTI en tiempo discreto

tiene memoria.

Causalidad

De manera similar que en el caso continuo, la condiciéon de causalidad

para un sistema LTI en tiempo discreto es:
hln] =0, n<0. (2.99)

Aplicando esta condicién a (2.94), la salida de un sistema LTI causal en
tiempo discreto es expresado como:

yln] = hlk]z[n — k). (2.100)

Si también aplicamos la condicién (2.99) a (2.90), se tiene:

n

yln] = > x[k]hin — k]. (2.101)

k=—o00

De esto tltimo vemos que los tnicos valores de la entrada z[n] usados para
evaluar la salida y[n| son aquellos donde k& < n. Como en el caso continuo,
diremos que cualquier sucesién x[n] es llamada causal si:

zln] =0, n<O0. (2.102)

30



y anticausal si:
z[n] =0, n>0. (2.103)

Por lo tanto, cuando la entrada z[n| es causal, la salida y[n] de un sistema
LTT causal en tiempo discreto viene dada por:

n

yln] = hlk]xfn — k] = x[k] hn — k. (2.104)

k=0
Estabilidad

Se puede demostrar que un sistema LTI en tiempo discreto es BIBO

estable si su respuesta impulso es absolutamente sumable, esto es:

> |h[k]| < oo (2.105)

2.1.11. Autofunciones de sistemas LTI en tiempo dis-

creto

Las autofunciones de sistemas LTI en tiempo discreto representados por
T son los exponenciales complejos 2", con z € C, esto es:

T(z") = Az" (2.106)
donde A es el autovalor de T asociado con z". Haciendo z[n] = 2" en (2.94),
tenemos:
yln] =T (") = > hlk] 2" = [ > h[k] zk] 2= H(2) 2" = Az2"
k=—o00 k=—00
(2.107)
donde: .
A=H(z)= > hlkz" (2.108)
k=—o00

Por lo tanto el autovalor de un sistema LTI en tiempo discreto asociado con
la autofuncién z" es dado por H(z) el cual es una constante compleja cuyo
valor es determinado por el valor de z usando (2.108). De (2.107) se tiene
que y[0] = H(z).
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2.1.12. Sistemas descritos por ecuaciones en diferen-
cias

Asi como las ecuaciones diferenciales son importantes en sistemas en tiem-
po continuo, las ecuaciones en diferencia son importantes en sistemas en
tiempo discreto.

Ecuaciones en diferencias lineales con coeficientes constantes

Una ecuacién en diferencias lineal con coeficientes constantes de orden N
(N-ésimo orden) es dada por:

> apyln =k = bpxfn— K (2.109)

donde los coeficientes ap y b son constantes reales. El orden N se refiere
al mayor retraso de y[n] en (2.109). De manera andloga al caso en tiempo
continuo, la solucién de (2.109) y todas las propiedades de sistemas, tales
como linealidad, causalidad y la invariancia en el tiempo, se puede desarrollar
siguiendo una aproximacion de manera similar que se desarrollo para las
ecuaciones diferenciales. Enfatizamos que los sistemas descritos por (2.109)

seran causales y LTT si el sistema tiene condiciones auxiliares iguales a cero.

Formulacién recursiva

Se tiene una aproximacion alternativa y simple para la solucion de (2.109),
despejando y[n|, como sigue:

y[n] = aio {Z bp x[n — k| — Zak yln — k]} (2.110)

por lo tanto obtenemos una expresién para calcular la salida en el instante
n en términos de la entrada presente y los valores previos de la entrada y
salida. De (2.110) vemos la necesidad de condiciones auxiliares y que para
calcular y[n] empezando en n = ng, se deben tener los valores de y[ng —
1,y[no — 2], ,y[no — NJ, asi como la entrada z[n] para n > ny — M.
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La forma general de (2.110) se denomina ecuacion recursiva debido a que
especifica un procedimiento recursivo para determinar la salida en términos
de las entradas y salidas previas. En el caso particular cuando N = 0, de
(2.109) tenemos:

y[n] = aio {Z b x[n — k]} (2.111)

la cual es una ecuacion no recursiva dado que los valores de las salidas previas
no son requeridos para calcular la salida presente. Por lo tanto en este caso

no son necesarias las condiciones auxiliares para determinar y[n].

Respuesta impulso

A diferencia del caso en tiempo continuo, la respuesta impulso h[n] de un
sistema LTT en tiempo discreto descrito por (2.109), o equivalentemente, por
(2.110) se puede determinar facilmente como:

hin] :%{ibké[n—k]—iakh[n—k}}. (2.112)

Para sistemas descritos por (2.111) la respuesta impulso h[n] estd dada por:

M
hin] :iZbké[n—k] :{ bufag, 0<n<M (2.113)
ag +— 0, en otro caso.

Notamos que la respuesta impulso para este sistema tiene una cantidad fi-
nita de términos, esto es, solo diferente de cero para un instante de tiempo
finito. Por esta propiedad, el sistema especificado por (2.111) se conoce como
sistema de respuesta impulso finita (IFR). Por otro lado, un sistema cuya
respuesta impulso es diferente de cero para un tiempo infinito se dice que es
un sistema de respuesta impulso infinita (IIR).

2.2. Sistemas y modelos

Para Las definiciones de esta seccién hemos considerado el punto de vista
de [11].
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Definicién 2.2.1 Por proceso se entenderd una realidad fisica cualquiera
que conlleva, en algun intervalo de tiempo, un cambio de estado que exhiben

sus componentes esenciales.

Definicién 2.2.2 Un sistema es una abstraccion de una realidad fisica de
acuerdo a los objetivos de estudio planteados. Tener en cuenta que a un
mismo proceso pueden asociarse variados sistemas. La asoctacion depende

de cudles sean los objetivos de andalisis considerados.

Definicién 2.2.3 Las variables de entrada son aquellas mediante las cuales
se actua desde el exterior sobre el proceso y a total voluntad. Estas permiten
determinar las principales caracteristicas de comportamiento del proceso.

Definicién 2.2.4 Las variables de salida constituyen el medio que permite
efectuar el andlisis del proceso, mediante la evaluacion directa de los objetivos
de estudio.

Definicion 2.2.5 Las perturbaciones son variables que también actian des-
de el exterior pero que no son manejables a voluntad y cuyo efecto sobre el
proceso siempre es conocido. Introducen una componente de incertidumbre
en el estudio.

Definicién 2.2.6 Las variables de estado son aquellas variables que definen
totalmente la condicion del sistema, desde el punto de vista de los objetivos
de estudio, en cuanto a la informacion contenida en éste y a su evolucion
frente a una accion del medio.

Definicién 2.2.7 Los parametros son cantidades que fijan ciertas carac-
teristicas del proceso, estableciendo un marco al cual estard condicionado su

comportamiento; se consideran fijos cuando el resto estd sujeto a variaciones.

Definicién 2.2.8 Un modelo es una representacion de un sistema. Ademds
el modelo es una herramienta usada para el andlisis de procesos, a través del
andlisis de sistemas. En este caso vamos a usar los modelos matemdticos los
cuales a su vez pueden ser:
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» Analiticos, los cuales representan un conjunto de ecuaciones asociadas
a la descripcion de un sistema.

= Numéricos, que representan un conjunto de algoritmos que no tiene

necesariamente un equivalente analitico.

2.2.1. Parametros concentrados y distribuidos

Un modelo de pardmetros concentrados considera que las propiedades en
un proceso asumen valores que son independientes de su ubicacién espacial,
ya sea porque se considera homogénea o porque se define una caracteristi-
ca representativa de ella. Por el contrario, un modelo distribuido pone en
evidencia explicita la dependencia espacial de estas propiedades. Los prime-
ros se rigen, ya sea por ecuaciones algebraicas o diferenciales ordinarias; los
segundos por ecuaciones diferenciales parciales. La soluciéon de modelos de
parametros concentrados es bastante mas simple que aquellas usadas en la
solucion de modelos de parametros distribuidos. En algunos casos, la solucion
de éstos se logra luego de resolver un conjunto de aproximaciones a modelos
de parametros concentrados.

2.3. Laexponencial matricial en sistemas con-

centrados de primer orden

A continuacién consideramos um sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias con coeficientes constantes

¥ = Ax

0 = 2 (2.114)

donde A es una matriz constante n X n y x un vector n x 1, siendo un modelo
concentrado basico el cual es descrito en términos de la funcién exponencial

de una matriz.
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Usando el método de Cauchy de la series de potencias, suponemos que la
solucién de (2.114) es de la forma:

x(t) = tr. (2.115)

Substituyendo esta, se obtiene:

[e.9]

[Ck—i-l — Ack] tk == 0,
k=0

y por lo tanto, cxr1 = Acy, k=0,1,---.
Por consiguiente haciendo uso de la recursién se obtiene:

cr = AFey.

Finalmente cualquier solucion es de la forma:

z(t) = (i é—ft’“) co (2.116)

k=0
donde ¢y = z(0).
Por otro lado de manera compacta, se tiene:

z(t) = e“x(0) (2.117)
donde: )
A
A _
=D o0 (2.118)
k=0

representa la funciéon exponencial de una matriz cuadrada A.

La convergencia de esta serie se detalla a continuacién.

Si ||A|| denota una norma matricial, ella posee la propiedad ||AB]|| <
|| Al|||B]|, asi, obtenemos que las sumas parciales son acotadas superiormente,
esto es:

N k
A _

<
- k!

N Ak
>
k=0

y por lo tanto, la serie matricial de potencias (2.118) es absolutamente con-

k=0

vergente para cualquier matriz A de orden n x n.
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Definicién 2.3.1 Dada la matriz A € R™™, se define la funcion real con
valores matriciales

bR — R™"

t = Dut) =

Se observa que ® 4 es un camino en el espacio de matrices cuadradas n xn.

La siguiente proposicion nos dice que ® 4 es diferenciable.

Proposicion 2.1 Si A € R™™", entonces:
(1) =eA= A VteR,

Demostraciéon Por definicion de derivada:

P ,(t h) — ®A(t (t+h)A _ _tA
Oyt — lm 2AEN Zal®) T
h—0 h—0 h
tA+hA _ tA otA phA _ otA
= lim = lim
h—0 h—0 h
Luego:
tA( hA
/ € (6 — ])
W(t) = }lllil’(l) . (2.119)
hA 1 2 1 3
Pero e"4 — [ = hA + a(hA) + g(hA) + -, luego:
ehd — T

1 1
A RAZ o Spzad
I At ghAm+ AT

reemplazando en (2.119):
/ ;o tA Lo, Lios tA
O (t) =lime” | A+ —hA*+ =h*A°+ ... | =7 A
h—0 21 3!
De manera similar se prueba ®',(t) = Ae'4.

Corolario 2.1 La funcion @, : R — R™" es de clase C* en R.
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Teorema 2.1 Si A € R™™" y xy € R", entonces la unica solucion del Pro-
blema de Valor Inicial (P.V.1.):

{x(E)U; _ fox (2.120)

es dada por:

p:R — R"

t — p(t) = e a.

Demostracion Por la proposiciéon 2.1:
¢ (t) = (AN g = A (e zy) = Ap(t),Vt € R,

ademas:

©(0) = e’ To = e’ To = xg, donde el =1.

Por lo tanto ¢ es solucién del P.V.I. (2.120).
Para probar la unicidad, sea ¢ : R — R" otra solucién del P.V.I. (2.120).
Ahora definimos:

fR — R"
t = f(t)=eyY(1).
De donde:
F1(t) = e (=AY (t) + e (t) = —e A (t) + e Ay(t) =0,

por lo tanto f'(t) = 0, Vt € R. Se sigue que f(t) = C € R", Vt € R. En
particular C' = f(0) = e % 4(0) = [ 7y = 7, de donde f(t) = .
De esta manera e~ ¢)(t) = xg, es decir Y(t) = e 2y = (t), Vt € R.

Se debe observar que en el teorema anterior, el instante inicial ¢ = 0 puede
ser reemplazado por cualquier t = t; € R, esto es precisamente lo que nos

indica el siguiente corolario:
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Corolario 2.2 571 A € R™", xqg € R" y ty € R, entonces la unica solucion

del P.V.I.:
vo= A (2.121)
(L’(to) = Xy

es dada por:
¢:R — R"
t = ) =l g,
Corolario 2.3 El P.V.I. lineal homogéneo de orden n:
™ a2 4,2 Fa, =0,
w(to) = 29, @' (to) = ag, ..., " V(o) = x5~
donde ay, ..., a, €R yto,23,... 20~ € R, admite una tnica solucion en R.

Revisar [1].

2.4. La transformada de Laplace

En esta seccién hemos considerado el punto de vista de [11].

2.4.1. Conceptos

+oo
Definicién 2.4.1 La integral f(t)dt se dice que converge en forma

+oo

simple si se tiene que f(t) dt‘ < M < oo y se dice que converge de

forma absoluta si / |f(t)|dt < M < oo, para algin M > 0.

Definicién 2.4.2 Se define la transformada de Laplace unilateral de una
funcion f(t), como:

“+oo

L{f(t)} = F(s) = ft)ye " at,

0
donde: f(t) e R, teRys=0+wieC.
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Definicién 2.4.3 Se define la abscisa de convergencia absoluta de la trans-
formada de Laplace de una funcion f(t), al valor o, tal que L{f(t)} converge
Vo> o..

Lema 2.1 La abscisa de convergencia absoluta de toda funcion acotada y
con soporte compacto es o, = —00O.

Definicién 2.4.4 Se define la transformada de Laplace unilateral inversa de
una funcion F(s), como:

c1+001
O =LHFE) =5 [ Fo)es

donde: ¢; > o,.

Definicién 2.4.5 Se define la transformada de Laplace bilateral de una fun-
cion f(t), como:

+o0

LoAf(t)} = Fa(s) = fl)e ™ dt,

donde: f(t) eR,teRys=0c+wieC.

2.4.2. Propiedades

» Linealidad: Sean f(t) y ¢(t) y sus transformadas de Laplace F(s) y
G(s), respectivamente, y ademas sean a; y o constantes reales, enton-
ces:

L{ay f(t)+ asg(t)} = ag F(s) + ay G(s).

» Escalamiento en el tiempo: Sean f(¢), su transformada de Laplace F'(s)
y a una constante real, entonces:

sy = F(2).

a

» Desplazamiento en el tiempo: Sean f(t) (soporte positivo), su transfor-

mada de Laplace F'(s) y a una constante real, entonces:
L{f(t —a)} = e F(s).
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= Desplazamiento en la frecuencia: Sea f(t), su transformada de Laplace
F(s) y a una constante real, entonces:

L{e™ f(t)} = F(s +a).
= Derivacién: Sea f(t) y su transformada de Laplace F(s), entonces:
L{f'()} = s F(s) = f(t)]i=o-

» Integracion: Sea f(t) y su transformada de Laplace F(s), entonces:

L{/Otf(T)dT}: Ff).

= Teorema del valor inicial: Sea f(t) y su transformada de Laplace F'(s),

entonces:

FOli=o = lim f(2) = lim s F(s).

s—+00

= Teorema del valor final: Sea f(¢) y su transformada de Laplace F(s),

entonces:
f()lt=too = Um f(t) = lim s F(s).

t——4o00 s—0

» Senales periédicas: Sea fy(t), su transformada de Laplace Fy(s) y la

+oo
senal periddica f(t) = Z fo(t — 4T), entonces:
=0

Fo(S)
1 —esT’

L{fW)} =

= Convolucién: Sean f(t) y g(t) y sus transformadas de Laplace F(s) y
G(s), respectivamente entonces:

L{f(E) x g(t)} = F(s) G(s).

2.5. La transformada Z

Para esta secciéon hemos tomado como referencia [13].
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2.5.1. Conceptos

Definicién 2.5.1 Para una senal en tiempo discreto x[n], la transformada

Z de x[n], que se denota como X|z], se define como:
X(2) = Z xn]z™" (2.122)

donde z € C. Simbdlicamente se expresa como:
X(2)=Z{z[n]} o zn]+ X(2).

A la transformada Z definida en (2.122) con frecuencia se le denomina la
transformada Z bilateral, para distinguirla de la transformada Z unilateral,
la cual se define como:

X(z2) = Z zn]z7". (2.123)

n=0

Definicién 2.5.2 Las series dadas en (2.122) y (2.123) puede no converger
(ezistir) para todos los valores de z. La region en el plano complejo, para los
cuales la serie converge (o existe) se denomina region de existencia o region

de convergencia para X (z).

2.5.2. Propiedades

» Linealidad: Sean x;[n] y xs[n] dos sucesiones y Xi(z) y Xa(2), sus
respectivas transformadas Z, con regiones de convergencia R, y R,

considerando oy y ay constantes reales, entonces:
ag x1[n] + ag xa[n] <> a1 Xi(2) + as Xa(2)
con region de convergencia R C Ry N Ry.

» Desplazamiento en el tiempo: Sea xz[n] y X (z) su respectiva transfor-

mada Z con region de convergencia R, entonces:
x[n —ngl <> 27" X(2)

con regién de convergencia R = RN {0 < |z| < oo}.
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= Inversién en el tiempo: Sea x[n] y X (z) su respectiva transformada Z
con region de convergencia R, entonces:

len] & X G)

) ) 1
con regién de convergencia R = —.

Por ejemplo si

R = {Z S (C/T’mm < |Z| < Tmaac}

entonces
1

R ={z€eC/ <|zf < —

rmaz mwn

}.

= Desplazamiento en la frecuencia: Sea x[n] y X(z) su respectiva trans-
formada Z con region de convergencia R, entonces:

Mxln] < X <i)

0
con regién de convergencia R’ = |z| R.

» Derivacién: Sea z[n] y X (z) su respectiva transformada Z con region

de convergencia R, entonces:

con regién de convergencia R’ = R.

= Acumulacién: Sea x[n| y X (z) su respectiva transformada Z con regién

de convergencia R, entonces:

k=—o00

con regién de convergencia R O RN {|z| > 1}.
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» Convolucién: Sean x1[n] y z2[n] dos sucesiones con X;(z2) y Xa(z), sus
respectivas transformadas Z, con regiones de convergencia R; y Rs,
entonces la transformada de la convolucién de estas sucesiones estéd

dada por:
x1[n] * xo[n] <> X1(2) Xa(2)

con regién de convergencia R D Ry N Ry N {|z]| > 1}.

2.5.3. La transformada Z Inversa

Se define la transformada zeta inversa de X (z) como:

x[n] = QLm féX(z) 2" dz (2.124)

donde C es un contorno de integracién con sentido antihorario que contiene

al origen. Simbdlicamente se denota como:

zln] = Z7HX(2)}. (2.125)

Expansion en series de potencias

La expresién que define la transformada Z (2.122) es una serie de poten-

cias donde los valores de la sucesién x[n] son los coeficientes de 27", esto

es:

X(z) = Z z[n) 2" = +a[-2] 22 +a[-1] 2420 +2[1] 2T +2[2] 272 -
N (2.126)

entonces podemos determinar cualquier valor particular de la sucesion deter-
minando el coeficiente de la potencia apropiada de z.
Expansion en fracciones parciales

De manera similar que el caso de la transformada de Laplace inversa,
el método de expansion de fracciones parciales generalmente proporciona la
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manera mas util para hallar la transformada Z inversa, especialmente cuando

X(2) es una funcién racional de la forma:

N@) _ poe=z)(z—2) (2~ 2m)
D(z)  (z=pi)(z=p2)-- (2 = pa)
Suponiendo que el grado de D(z) sea mayor que el de N(z) y que todos

X(z) = (2.127)

los polos son sencillos, entonces la fraccion X (z)/z es una funcién propia y

puede ser expandida en fracciones parciales:

X(z c c c C & - C
z 2z Z—p1  Z—DP2 Z = Pn < k=1~ Pk
donde:
X(z)

Co = X(Z)\z:o Cp = (Z _pk)

=Dk

Por lo tanto obtenemos:

n

z z z z
X(z)=co+ + ¢y +- e, zco+ch :
<= h Z— P2 2= Pn —1 < Pk

(2.128)
Determinando la regiéon de convergencia para cada término en la ecuacién

(2.128) a partir de la regién de convergencia total de X (z), se puede hallar
la transformada inversa de cada término y luego la transformada 7 inversa
completa.

Sim > n en la ecuacion (2.127), entonces se debe anadir un polinomio en
z de grado (m —n) al lado derecho de la ecuacion (2.128), luego la expresion
en fracciones parciales tendria la forma:

X(z) = quzq—{—chz_ (2.129)
4=0 k=1 Pk

Si X (z) tiene polos de orden multiple, sea p; el polo con multiplicidad r,
entonces la expansién de X (z)/z consistird de términos de la forma:
)\1 )\2 )\7’

_|_ _|_...+—
z—pi (2 —pi)? (2 —pi)r
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donde:

2.5.4. La funcién del sistema: sistemas LTI en tiempo
discreto

La funcién del sistema

La salida y[n] de un sistema LTI de tiempo discreto es igual a la convo-
lucién de la entrada x[n] con la respuesta al impulso h[n], esto es:

y[n| = z[n] % h[n).

Aplicando la propiedad de la convolucién de la transformada Z, se obtiene:

Y(2) = X(2) H(2) (2.130)
donde Y(z), X(z) y H(z) son las transformadas Z de y[n], z[n] y h[n]
respectivamente. La ecuacién (2.130) se puede expresar como:

Y(z)

H(z):X(z).

(2.131)

A H(z) se le conoce como funcion del sistema (o funcion de transferencia

del sistema).

Caracterizaciéon de sistemas LTI en tiempo discreto

= Causalidad: Para un sistema LTI de tiempo discreto, tenemos que:

Como h[n] es una senal unilateral derecha, el requisito correspondiente

sobre H(z) es que su regién de convergencia es de la forma:
12| > rmaz-
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Es decir la regiéon de convergencia es el exterior de un circulo que con-
tiene todos los polos de H(z) en el plano z. De forma similar, si el

sistema es anticausal, es decir:

entonces h[n] es una senal unilateral izquierda y la regién de conver-

gencia de H(z) es de la forma:
12| < Pinin-

Es decir la regién de convergencia es el interior de un circulo que no

contiene a los polos de H(z) en el plano z.

Estabilidad: Un sistema LTI de tiempo discreto es estable si y solo si:

> |hn]| < o

n=—oo

El requisito correspondiente sobre H(z) es que su regién de convergen-
cia contenga al circulo unitario, es decir, |z| = 1.

Sistemas causales y estables: Si el sistema es causal y estable, entonces
todos los polos de H(z) deben de estar ubicados en el circulo unitario
del plano z, debido a que la regién de convergencia es de la forma
|z| > Tmaz, y como el circulo unitario estd incluido en la regién de

convergencia, debemos tener ., < 1.

Funcién del sistema para sistemas LTI descritos por ecuaciones en

diferencias lineales con coeficientes constantes

Para un sistema LTI de tiempo discreto para el cual la entrada z[n] y la

salida y[n| satisfacen la ecuacién en diferencias lineal con coeficientes cons-

tantes de la forma:

Z apyln — k] = Z b x[n — kJ. (2.132)

47



Aplicando la transformada Z y usando las propiedades de desplazamiento en
el tiempo y de linealidad de la transformada Z, se obtiene:

N M
Z ar 2 *Y(2) = Z br 27" X (2).
k=0 k=0
0 N M
Y (2) Z a2z " = X(2) Z bz (2.133)
k=0 k=0
Asi pues:

M

Zbk Z_k
k=0
X(z) X

g ag 27k

k=0

(2.134)

Por lo tanto H(z) es racional, observamos que la regién de convergencia
de H(z) no es especificada por la ecuacion (2.134) sino ella debe inferirse
con los requerimientos adicionales sobre el sistema, requerimientos como la

causalidad o la estabilidad.

Interconexién de sistemas

Para dos sistemas LTI (con respuestas al impulso hi[n] y he[n] respecti-

vamente) en serie, la respuesta al impulso total h[n| estd dada por:
hin] = hq[n] * ho[n]

Por lo tanto las funciones de los sistemas estan dadas por el producto:
H(z) = Hi(2) Ha(2). (2.135)

De manera similar, la respuesta al impulso de una combinacién en paralelo

de dos sistemas LTT estd dada por:
h[n] = hl [n] + hg [n],
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de donde:
H(z) = Hi(2) + Ha(2). (2.136)

tanto en (2.135) como en (2.136) las regiones de convergencia de Hi(z), Hs(2)
y H(z) son Ry, Rs y R respectivamente y ademds satisfacen: R D Ry N Ry.

2.5.5. La transformada Z unilateral

Definicién 2.5.3 Para una senal en tiempo discreto general z[n|, la trans-

formada Z unilateral de x[n], que se denota como Xy (z), se define como:

Xu(z) =Y ]z (2.137)

n=0

la cual se diferencia de la transformada bilateral en que la serie se calcula
solamente para n > 0. Asi, la transformada Z unilateral de x[n] puede con-
siderarse como la transformada bilateral de x[n)uln|. Como x[n]u[n] es una
sucesion lateral derecha, la region de convergencia de Xy(z) estd siempre
fuera de un circulo en el plano z.

Propiedades

Se cumplen las mismas propiedades que la transformada Z bilateral.

La transformada unilateral es 1til en el cdlculo de la respuesta de un
sistema causal a una entrada causal cuando el sistema es descrito por una
ecuacion en diferencias lineal de coeficientes constantes con condiciones ini-
ciales diferentes de cero.

Una propiedad de gran utilidad de la transformada Z unilateral es la
propiedad de desplazamiento en el tiempo, la cual es diferente de la misma
propiedad para la transformada bilateral.

- Propiedad de desplazamiento en el tiempo:

Sea z[n] y su respectiva transformada Z unilateral X (z) con regién de
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convergencia R, entonces para m > 0, se tiene:
zn —m] & 27" Xp(2) + 27" a1 + 272 g 2] 4+ - + 2[-m)]
(2.138)
z[n +m] < 2™ Xp(2) — 2™ z[0] — 2™ a[l] — - — zafm — 1], (2.139)

La funcién del sistema

De manera similar al caso del sistema LTI en tiempo continuo, para la
transformada Z unilateral se define la la funcién del sistema:
Y(2)
X(2)

H(z) =

bajo la condicién de que el sistema esta en reposo, es decir, todas las condi-

ciones iniciales son iguales a cero.

Valores inicial y final

- Teorema del valor inicial:
Sea x[n] y X(z) su respectiva transformada zeta. Entonces se tiene:

z[0] = lim X(z) (2.140)

zZ—+00

el cual es el teorema del valor inicial para la transformada Z.
Como z[n] = 0 para n < 0, tenemos que:

o0
X(z) = Zx[n]z’” =2[0)+ 21zt + 22 22+
n=0
y cuando z — +o00 se tiene 27" — 0 para n > 0 y tenemos (2.141).
- Teorema del valor final:

Sea x[n| una sucesién causal y X (z) su respectiva transformada zeta. Enton-
ces, si X(z) es una funcién racional con todos sus polos estrictamente en el
interior del circulo unitario excepto posiblemente un polo de primer orden en
z =1, se tiene que:

lim 2[N] =lim(1 — 27" X(2) (2.141)

N—+400 z—1
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el cual es el teorema del valor final para la transformada Z.
Usando la propiedad de desplazamiento en el tiempo, de (2.138) tenemos:

Z{zn] —zn -1} = (1 — 27" X(2)

el lado izquierdo de esta 1ltima ecuacién se puede escribir como:

Z{x | —zn—-1}z"= lim Z{m | —xn—1]}z".

N—+o0

Si hacemos z — 1, entonces se tiene:

lim(1— 27" X(2) = lm > {a[n] —z[n— 1]} 27" = lim z[N] = z[o0].

z—1 N—+00
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Capitulo 3

Representacion dinamica de
sistemas lineales concentrados
y discretos invariantes en el

tiempo

Algunas aplicaciones de la dinamica estructural en la ingenieria mecanica,
aeroespacial y civil tienen esencialmente los mismos principios y técnicas de
resolucion. En este capitulo enfatizamos una formulacion de la respuesta

dindmica en tiempo continuo o discreto en términos de la respuesta impulso.

3.1. Sistemas concentrados

Definicién 3.1.1 Los sistemas lineales concentrados son representados me-

diante una ecuacion diferencial de la siguiente forma:
N .
d’y
;} Ajo5 () =r(t), (3.1)

donde los coeficientes A; son matrices constantes de orden n (independientes
del tiempo), An es no singular, y(t) es el vector de salida de orden n y r(t)
es el vector de entrada de orden n.
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Los sistemas concentrados de tipo (3.1) son denominados de maltiple en-
trada con maltiple salida cuando n > 1, lo cual lo denotaremos por MIMO
(multiple input - multiple output). En particular, para n = 1 estos siste-
mas son denominados sistemas de entrada simple con salida simple, lo cual
denotaremos con SISO (simple input - simple output).

Usualmente, r(t) puede representar una entrada forzada simple:

r(t) = f(b), (3.2)

o una entrada que describa una dinamica de control:

M diu
t) = ;Bj%(t). (3.3)

Donde los coeficientes B; son matrices constantes de orden n x p y u(t) es
un vector de orden p. Se asume que N > M.
Con el proposito de considerar ambos tipos de sistemas, se asume que

r(t) es una combinacién lineal de ambos, esto es:

M

()= 3 B0 + 1) (3.4

J=0

Por conveniencia nos referiremos a f(¢) como entrada forzante y a u(t) como

entrada de control.

3.1.1. Solucién fundamental

Definicién 3.1.2 La respuesta libre del sistema (3.1) es la solucion de la

ecuacton diferencial ordinaria homogénea:

=3 4,500 =0, (3.5)

7=0

que corresponde al sistema con entrada idénticamente nula.
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Denominaremos respuesta forzada en el instante t = tg a la solucion de la
ecuacién diferencial (3.1) cuando todas las condiciones iniciales:

dy dely
y(to), a(to), ey W(to)a (3.6)

son idénticamente nulas.

Definicién 3.1.3 La respuesta total estd dada por la suma de la respuesta
libre y la respuesta forzada.

Definicién 3.1.4 La solucion fundamental o solucion dinamica del sistema
(3.1) es la respuesta libre hg = hq(t) que satisface las condiciones iniciales:

dhy dN_th dN_lhd

ha(0) = 0, —5(0) = 0,....., —5=7(0) = 0, Ay 0)=1. (3.7

Donde I es la matriz identidad de orden n.

3.1.2. Respuesta a un impulso y funcion del sistema

Usando el método operacional se puede caracterizar la respuesta total
del sistema (3.1) para t > 0, con condiciones iniciales presentes en t = 0 y
suponiendo la condicién de reposo y(t) = 0 para t < 0.

Aplicando la transformada de Laplace en (3.1) se tiene la siguiente ecua-

cion operacional:

(Z sjAj> Y(s) — Z sTTN Ay = R(s), (3.8)

j=0 j=1 i

donde 3 = 3 (0) denota las condiciones iniciales de salida en el instante
t=0.

Y tenemos las transformadas de Laplace de la salida y(t) y del término
forzante r(t) dadas por :

Y(s) = /000 e *ty(t)dt y R(s)= /OO e St (t)dt, (3.9)

+ o+
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Luego la transformada de la salida y(t) se puede expresar como:

Y(s) = H(s) (Z Z sTITA, yg) + H(s) R(s). (3.10)

donde H(s) se define como sigue:

Definicién 3.1.5 A la matriz

H(s) = <i s Aj> : (3.11)

se le denomina funcion del sistema representado por la ecuacion (3.1).

Definicién 3.1.6 A la inversa de la transformada de Laplace de la matriz
H(s) se le denomina respuesta a un impulso del sistema (3.1), y se denota
por h(t) (es una matriz de orden n).

Teorema 3.1 La matriz h(t), para t > 0, satisface el sistema:

i A; R () =0, (3.12)

J=0

sujeto a las condiciones iniciales:
h(07) =0,h'(07) = 0,...,hN"2(0") =0, Axp™D(0%) = 1. (3.13)

Teorema 3.2 La matriz h(t), parat > 0 y considerando h(t) = 0 parat < 0,
satisface la ecuacion:

N
> AR =6(1) 1, (3.14)
j=0

sujeta a las condiciones iniciales de reposo:

h(07)=0,r'(07)=0,..., A" "2(07) =0, ANV (07) = 0. (3.15)
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Se observa que h(t) es la respuesta del sistema en reposo cuando se aplica
el impulso r(t) = §(t).
Por lo tanto tenemos:
ha(t) ,t>0

h(t) = ) o (3.16)

Teorema 3.3 Sea el polinomio matricial:

A(s) =Y s Aj, (3.17)

Jj=0

con inversa H(s), por (3.11), entonces se tiene que h(t) es una solucidn por

la izquierda y por la derecha, esto es:

N N

D ARty =D A1) A; =0, (3.18)
=0 j=0

Teorema 3.4 Aplicando la transformada inversa de Laplace en (3.10) y em-

pleando el hecho de que:

L(h9(t)) = &' H(s), para j =0,...,N —1. (3.19)

Considerando las condiciones iniciales de h(t), se obtiene una expresion para
la respuesta total del sistema (3.1) en términos de la respuesta a un impulso
asociado al sistema.

Por lo tanto la salida estd dada por:

N j—1

y(0)= D03 K00 Ay + /0 Wt —ryr(r)dr. (3.20)

Observacién:
El primer término del segundo miembro corresponde a la respuesta libre del
sistema y el segundo viene a ser la respuesta forzada. La respuesta se expresa

en funcién de las condiciones iniciales y de la entrada del sistema (3.1).
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Introduciendo las funciones matriciales:

N—j—1

hi(t) = Y BO(t) A1, paraj=0,..., N -1, (3.21)

=0

las cuales pueden ser denotadas matricialmente por:

A Ay Az

Ay Aj
(ho(®) ma®) - hya®) = (b0 W@ - 2V Q)|

Ao Ax

Ay 0
(3.22)
la salida se puede expresar de manera explicita en relacién a los valores
iniciales, esto es:

y(t) = ‘ h;(t) yg + /Ot h(t — 7)r(r)dr. (3.23)

Estrictamente, las férmulas (3.20) o (3.23) son vélidas para ¢ > 0.
Substituyendo h(t) por hs(t) en (3.1), se verifica que:

W0 =SSO0 A+ [ hae = (324

es una solucién de (3.1), con condiciones iniciales dadas en t = 0 y r(t)
actuando en todo instante de tiempo t real.

Similarmente, introduciendo:

N—j—1
hd,](t) = Z hEZZ) (t) Aj+1+i7 para ] = 07 ey N — ]-7 (325)
i=0
tenemos:
N—-1j—-1 ¢
= ha,;(t) / hg(t — 7)r(T)dr, —00 < t < 0. (3.26)
j=0 i=0 0
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Respuesta al impulso y la funcién de transferencia

En el caso de los sistemas de control en los que r(t) viene dado por la

expresion:
M

diu
r(t) =Y Bj—= (). (3.27)

5=0
Conforme a lo descrito en (3.3), la respuesta total se puede expresar en
términos de u y de sus valores iniciales.

Integrando por partes la expresién:

/0 "Wt — ) r(r) . (3.28)

y utilizando los valores iniciales de h(t), se tiene:

/ (Z]dt )df_/ot( ) dr— iihﬂl’ t) Bj u,

7j=1 =0
(3.29)
donde:

gt —7) ZhU (t —7) B, (3.30)

y los uf = u(0) son los valores iniciales asociadas al vector de control,
teniendo en cuenta a la funcién g(t) como la respuesta al impulso del sistema
de control.

La expresion (3.30) también se puede obtener a través del célculo de la
transformada inversa de Laplace del término:

H(s)R(s) = Z s’ H(s) B;U (s) Zzsﬂ ) H(s)B; U (3.31)

y usando (3.19).
Teniendo en cuenta las condiciones iniciales nulas, tanto de entrada como

de salida, a partir de (3.10) se tiene que:

Y(s) = G(s) U(s), (3.32)



donde:

G(s) = H(s) Z s’ B; = Z s’ H(s) B, (3.33)

es la funcion de transferencia del sistema de control, que relaciona las trans-
formadas de entrada y de salida.
Aplicando la transformada inversa de Laplace a la ecuacién (3.33) y utili-
zando la propiedad (3.19) se obtiene la respuesta impulso (3.30) del sistema.
En el caso de que las condiciones de entrada y de salida sean nulas (yé =
Oy u% = 0), la respuesta forzada del sistema se puede expresar a través de
la convolucién:

y(t) = /O ot — 7Y u(r) dr. (3.34)

Las férmulas de variacion de parametros son dadas por las expresiones
(3.20) y (3.23), con el término integral en r(t) sustituido por la integral (3.29).

Observaciones

1. La funcién de transferencia G(s), se puede considerar como la transfor-
mada de Laplace de salida simultdanea correspondiente a las entradas
impulsivas concentradas por componentes, es decir, dada la entrada
uk(t) = ex 6(t) para k = 1,...,p, se tiene que la transformada de sali-
da, expresada por:

Yi(s) = G(s) ex, (3.35)
es la k-ésima columna de la matriz G(s).

Luego para la entrada matricial:
u(t) = [ur(t) wua(t) -+ wuy(t)| =0(t) 1, (3.36)

donde I denota la matriz identidad de orden p, se tiene que U(s) = I.

Por lo tanto, la salida matricial Y (s) correspondiente es la funcién de

transferencia.
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2. Para sistemas simples del tipo:

N

Z A; %(t) = u(t), (3.37)

Jj=0

la respuesta impulso g(t) coincide con la respuesta h(t). Por este mo-
tivo muchas veces se usa indistintamente la denominacién funcion del

sistema o funcién de transferencia.

3.1.3. Bases dinamicas

A partir de las ecuaciones (3.24) y (3.26), se tiene que la respuesta libre
(r =0) dependera de hy(t) y de sus derivadas hasta de orden N — 1.
Como los sistemas considerados son invariantes en el tiempo, cualquier

respuesta libre se puede expresar de la forma:
y(t) = ha(t —to) co + hy(t —to) cr + -+ + héN_l)(t —to) eN—1, (3.38)

donde hg4(t) satisface la ecuacién (3.5) sujeta a las condiciones iniciales dadas
por (3.7), o también se puede expresar como:

N-1
y(t) =D haylt —to) 4o, (3.39)
=0
donde hg ;(t) son definidas en (3.25).

Los vectores constantes ¢; en (3.38) se calculan usando las condiciones

iniciales, resolviendo el sistema:

Co Ay Ay Az - Ay Yo

C1 A A3 -+ Ay 0 ?Jé

= SRV : (3.40)
CN—2 Ayt Ay 0O -+ 0 vy 2
CN-1 Ay 0 0 --- 0 Yo

donde los datos yé son proporcionados por la funcién y(t) en el instante t = t.
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Luego la expresion de variacion de pardmetros dada por (3.24), se puede
escribir de la siguiente manera:

to

N-1 t
y(t) = 3 haslt — to) vl + / ha(t — 7)r(7) dr, (3.41)
=0
para salidas con valores iniciales dados en t =t dentro del dominio de r(t).

La funcién dindmica o fundamental hy(t) y la respuesta a un impulso
h(t), generan los siguientes sistemas de funciones matriciales:

(ha(t), By (), YY) v {h(E), B (2), ..., AN (1)}, (3.42)

a los cuales denominaremos base dindmica y base impulso respectivamente.
De manera similar, a las funciones matriciales {hq ;(t)} paraj =0,..., N—
1y {h;(t)}, para j = 0,..., N — 1, los denominaremos base dindmica nor-

malizada y base impulso normalizada, respectivamente.

Observaciones

1. Cabe recalcar que en el caso donde los coeficientes varian con el tiempo,
una solucién y sus derivadas no siempre forman una base [17]. Sin
embargo, la respuesta impulso A(t,7) de un sistema lineal variante en

el tiempo siempre genera una base de soluciones, véase [23].

2. Por [3], se tiene que la solucién dindmica h(t) puede ser calculada
simbdlicamente en términos de las tres ecuaciones caracteristicas: alge-
braica (polinomio caracteristico), diferencial (cuyos coeficientes son los
mismos del polinomio caracteristico) y en diferencias (ecuacién discre-
ta). Para sistemas de orden arbitrario y sin el uso de la formulacién de
estado véase [4].

Esta metodologia, en términos de la base dinamica, sera desarrollada en
la siguiente seccion para sistemas discretos y en el capitulo 6 para sistemas
distribuidos.
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3.2. Sistemas discretos

Sea el sistema discreto:

N M
D Ay =Y Byugy + fi, N = M, (3.43)
=0

J=0
donde los coeficientes A; y B; son matrices de orden n X n y n X p, respec-

tivamente y y; = y(j) y u; = u(j) son los vectores de salida de orden n y de
entrada de orden p, respectivamente.

Por simplicidad, estudiamos las entradas que son nulas para el tiempo
negativo.

Considerando uy, =71y, fr =0, By =1y Bj =0paraj=1,...,M en el
sistema (3.43), se tiene:

N
D Ay =1 (3.44)
=0

El sistema (3.43) se puede analizar usando la transformada de Laplace en
tiempo discreto, denominada transformada zeta o combinando la formulacion
continua de la secciéon anterior con el uso de serie de potencias, conforme a

[7]. En este trabajo, usaremos la segunda opcion.
Para el tiempo positivo, se tiene hy(t) = h(t). Ast:
h(t) = hy o hie =1 0). (3.45)
k=0

Reemplazando (3.45) en la ecuacién (3.12), tenemos que hy es solucién
del siguiente problema inicial discreto:

AN hign + An_yhgyn—1 + -+ Ay g + Ag by = 0

(3.46)
hO :Ovhl :07"'7hN—2 :OaANhN—l :]a

donde I es la matriz identidad de orden n.
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A esta solucién matricial la denominaremos solucion dinamica discreta
del sistema (3.43) cuando considera k € Z o respuesta a un impulso discreto
cuando se asume que es nula para el tiempo negativo.

Cuando el tiempo es positivo ambas coinciden.

De (3.18) se tiene que hy también satisface:
hiyn An + higyen—1 An—1 4 -+ + hypr Ay 4+ by Ag = 0, (3.47)

Por lo tanto hy es una solucién tanto a la izquierda como a la derecha. Ademas
para k > 0 el problema inicial dado por (3.46) es equivalente al problema

inicial:
AN hien + Ano hign—1 + -+ Ay by + Ao by, = 0(k) (3.48)
hOZO,hl:0,...,hN_2:0,hN_1:O, .
donde:
1, k=0
5(k) = para |
0, parak #0

Por unicidad, se verifica que si los coeficientes A, son simétricos, la solu-

cién h; es una matriz simétrica.

Del estudio realizado para sistemas concentrados en las secciones anterio-

res, cuando 3, = y*)(0), se tiene que la solucién del problema inicial asociado

al sistema (3.43) con condiciones iniciales y; = y?, paraj=0,...,N —1, es
dada por:
N j—1 M j—1 k=1 M
Zzhj 1—1 ]yz Zzh_] 1- zB U; +Zzh]+k 1— zB Uz_'_zhk i— lfz
j=1 1i=0 j=1 1i=0 =0 j=0
5. 49)

Los dos primeros términos del segundo miembro corresponden a la res-
puesta libre del sistema, introducida por las condiciones iniciales de salida y
de entrada y los dos tltimos términos forman la respuesta forzada, debido a

las entradas uy y fi, respectivamente.
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Introduciendo las funciones:

N—j—1
hkaj = Z hk"r’i Aj+1+i7 para .] = 07 R N — ]-7 (350)

=0

de modo que hyny_1 = hi An, se tiene que la respuesta libre del sistema
(3.43) viene dada por:

N-1 j—1
Y = thJ y? — ZZhj_l_i Bj U? (351)
j=0 7=1 i=0

Considerando las condiciones iniciales nulas, tanto de entrada como de
salida, de (3.49) se tiene que la respuesta forzada es dada por la convolucién

discreta:
k—1 M k—1
= (Z hjn-1-i Bj) wit > hgoisi fi =gk ug+ hex i (3.52)
i=0 \j=0 i=0
donde:

M
g = Z hi+j Bj, (3.53)
=0
corresponde a la respuesta impulso discreta.
Para entradas de tipo exponencial, u;, = 2*v y f, = 0, se tienen salidas

del mismo tipo, yp = z¥G(2)v, donde G(z) corresponde a la funcién de
transferencia dada por:

G(z) =Y 27" H(2) B, (3.54)

donde:

H(z) ==z (i Aizi) : (3.55)

es denominada la funcion del sistema.



Cabe resaltar que la solucién dindmica discreta, hy, genera las bases:

ko, Pty - s hin—1] v [Pk hisr, - - heen—1],

pues el Casoratiano (Wronskiano en el contexto discreto) es diferente de cero.
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Capitulo 4

Calculo de la respuesta
dinamica de sistemas lineales
concentrados y discretos
invariantes en el tiempo

La respuesta dinamica o total de un sistema lineal invariante en el tiempo
(LTT) usualmente se calcula de forma simbdlica o numérica. Cabe resaltar que
en el calculo simbdlico, la gran diferencia entre una y otra técnica es el uso
o no de autovectores (modos). Por lo tanto las técnicas en este contexto se

pueden agrupar en tres métodos:
= Modal o espectral.
= No modal o no espectral.
= Numérico.

Generalmente en la teoria de control mediante un cambio de variable ade-
cuado se transforma el sistema original a un sistema de primer orden en el
tiempo el cual es denominado sistema en el espacio de estado. Por lo tanto
las técnicas que se desarrollan en la préxima seccién resuelven problemas

que usan la formulacién de espacio de estado. Por simplicidad, estudiamos
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primero la resolucion de sistemas de primer orden y después se realiza la

generalizacion para sistemas de orden arbitrario.

4.1. Resolucion de sistemas de primer orden

4.1.1. Sistemas concentrados

Sean los sistemas lineales continuos de primer orden:

A1)+ Aoy(t) = ol0), (4.1

con condicién inicial y(0) = yq.
El sistema (4.1) usualmente se escribe de forma normal como sigue:

Y1) = Ay(n) + 1(0), (12

donde A = —A7' Ay y f(t) = A7 g(t), este sistema es equivalente al siste-
ma anterior. De (4.2) podemos obtener todas las derivadas de y de manera
directa.

Se puede emplear la ecuacién de respuesta impulso h(t) dada por:
h'(t) = Ah(t), (4.3)

con condicién inicial:

h(0) =1, (4.4)

para obtener las derivadas de orden arbitrario de h(t) en el punto ¢t = 0.

Por lo tanto la expansion en serie de Taylor de la respuesta impulso se
puede escribir:

k k!

k=0

1 (k) 0 Aksk
h(t):zh fo)t’“:ZAt. (4.5)
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Como la tltima serie corresponde a la expansion de Taylor de la exponencial
de una matriz A, se tiene:

tA N Aktk
hit) =€t =>" o (4.6)
k=0 '

la cual es solucion del problema de valor inicial conformado por las ecuaciones
(4.3)-(4.4).

De manera analoga al caso escalar, se escribe:

y(t) = e yo + / e0-14 f(r) dr. (4.7)

Otra derivacién de esta férmula se realiza por el método de variacion de

parametros.

En la formulacion de espacio de estado, la matriz A corresponde a la
matriz companera, mientras que para este caso la matriz exponencial en
(4.6) fue identificada por [7], [4], en términos de los elementos de la base
dindmica [hg, by, -+ , hy_1] para ecuaciones de orden N, donde hy_; = h(t)

es la respuesta impulso del sistema. Mas atn:

ho  hi - hyes  h(D)Ay
hy By - Ry, h(t)A

gan | o T B O (49
A AR A Tl (V2

A continuacién, se presenta de forma detallada, algunos métodos para la

resolucion de sistemas lineales de primer orden.

Métodos espectrales

Los métodos espectrales se aplican en la resolucién de sistemas lineales
asociados a una matriz que es diagonalizable, en otras palabras, que genere
una base de autovectores.

Consideremos una matriz A diagonalizable de orden n, con autovalores
(A1, A9, ..., \y) ¥ sus respectivos autovectores (vy,vg, ..., 0y).
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= Superposicion lineal

Para el sistema (4.2) buscamos una solucién de la forma:

y(t) = yn(t) + yp(1), (4.9)

con condicién inicial y(0) = yp.

Donde la solucién homogénea y,(t) se escribe como combinacién lineal

de las n autofunciones del tipo e* v, esto es:

yn(t) = cre™tuy Fep e oy + -4 e et (4.10)

Una solucién particular del sistema se puede descomponer como una
sumatoria de n soluciones particulares, teniendo cada una de ellas la
misma forma que las correspondientes componentes de entrada f, es-
crita como combinacion lineal de los autovectores. En otras palabras, se
escribe en primer lugar el término forzante f como combinacién lineal

de la base de los autovectores {vy, v, ..., v,}, esto es:
f:PP_lf:d101+d2U2—|—"'+dnvn, (411)

donde P corresponde a la matriz modal denotada por:

P:[vl vy - wva| YPE=| 7. (4.12)

Asl, w] v; = 6;j parai,j=1,...,nyd; =w! f paracadai =1,...,n.
En el caso que la matriz A sea simétrica el calculo se simplifica, pues
Pt = PT, donde d; = v] f.

Por lo tanto se busca una solucion particular de la forma:
yp(t) = i () + 15 (t) + -+ yn (1), (4.13)
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donde yj(t) es del mismo tipo del componente d;(t)v; del forzante f,
relativa al autovector v;.

Luego las j-ésimas soluciones particulares son de la forma:

y; (1) = g;(t) vj. (4.14)

Por otro lado, para determinar los valores de los coeficientes g;(t) se

resuelve el siguiente sistema desacoplado:

dg;

o (t) = Ajgi(t) +d;, paracada j =1,...,n, (4.15)

que se obtiene al sustituir la expresién (4.14) en el sistema (4.2).

Una solucién particular no homogénea para la ecuacién (4.15) tiene la

siguiente forma:

¢
g;(t) :/ N d; dr. (4.16)
0

Las constantes de la parte homogénea (4.10) son calculadas a partir de

y(t) en t = 0 con el valor inicial dado, de donde se obtiene:

¢ =P (yo — 4,(0)),
donde c¢ es el vector de constantes de la parte homogénea y, ().

Variacion de parametros
Se busca la solucién del sistema (4.2) expresado como combinacién
lineal de las autofunciones del sistema, esto es:

y(t) = cr(t) Moy + cot) €2 vy + -+ e (t) e oy, (4.17)

donde los coeficientes también dependen de la variable temporal ¢.

Como en el método anterior P denota la matriz nodal, cuyas colum-
nas son los autovectores asociados a los autovalores de la matriz A y
la entrada f es descompuesta en la base espectral. Para el calculo de
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los coeficientes ¢;(t) relativos a la solucién (4.17), se necesitan las de-
rivadas de y(t) las cuales substituyéndolas en el sistema, se obtienen n
ecuaciones escalares de primer orden desacopladas, denotadas por:
dc;
d_tj(t) =e Md;, paraj=1,...,n. (4.18)

Por lo tanto: .
c;i(t) = / e N7 d; dr + ¢;(0), (4.19)
0

dado que los coeficientes ¢;(t) para ¢ = 0 son obtenidos empleando
la condicion inicial. Por consiguiente tenemos que el vector de estos
coeficientes definido por ¢; es igual a P~1y.

Desacoplamiento matricial usando cambio de variables
Asumiendo que la matriz A es diagonalizable, esto es A = PDP~!,
La matriz D, denominada matriz espectral, es una matriz diagonal, cu-
yos elementos de la diagonal son los autovalores de A, denotados por
(A1, A2, -+, Ay) v la matriz modal P tiene en sus columnas los auto-
vectores asociados al problema de autovalor.

Multiplicando el sistema (4.2) por P! a ambos lados, se tiene:

P*%(t) =DP 'y(t)+ P71 f(#). (4.20)

Considerando los cambios de variable:

q(t) = P~y(t), (4.21)
g(t) = P71 f(1), (4.22)
se tiene un sistema equivalente desacoplado (diagonal) como sigue:
dq
— (1) =Da(t) +4(t), (4.23)

lo que nos permite obtener cada componente ¢;(t) resolviendo las n
ecuaciones desacopladas:

dg,

7 (O =X ¢;(t) +g;(t), paraj=1,....n. (4.24)
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Mas aun: .
q;(t) = et ¢;(0) + / ehi(t=7) g;(7)dr, (4.25)
0

donde ¢;(0) se determinan a partir de la ecuacién (4.21), esto es, el
vector ¢(0) es igual a P~1y,. Por consiguiente la solucién del sistema
queda determinada por:

y(t) = Pq(t). (4.26)

= Desacoplamiento matricial a través de la férmula de variacién
de parametros
De acuerdo con la férmula de variacion de parametros, la solucion del
sistema de primer orden (4.2) con valores iniciales en t = 0 se expresa

como sigue:
t
y(t) = ey +/ =4 f(1) dr. (4.27)
0

Dado que la matriz A es diagonalizable, se tiene que A = PDP~!. Por
lo tanto, el calculo de la exponencial se hace mas simple, esto es:

eth = PP = petP p1, (4.28)

Obteniéndose la siguiente expresion:

y(t) = PeP P~ 1y, + P / te“*T)D P f(7)dr, (4.29)
0
donde:
eMt 0 0
go— |0 0 (430)
0 0 e e

Métodos no espectrales

Estos métodos no emplean autovectores. Seran descritos los métodos ope-
racionales (transformada de Laplace), variacion de pardmetros, la férmula
analitica y el método polinomial.
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= Método operacional
Aplicando la transformada de Laplace en ambos lados del sistema (4.2)
y empleando la condiciéon inicial dada, se tiene que:

(Is—A)Y(s) —yo = F(s). (4.31)

Denotando A(s) = Is— A, como una funcién matricial de primer orden,
en la variable s, se tiene que:

Y(s) = H(s)yo+ H(s) F(s), (4.32)

donde H(s) = A(s)™".

Observamos que H (s) es el factor de transferencias para entradas del ti-
po f(t) = e’ v, cuyas salidas correspondientes son del tipo y(t) = e w,

de donde se obtiene que w = H(s)v.

Finalmente, aplicando la transformada inversa de Laplace se retorna a

la variable original del problema.

» Formula de variacion de parametros utilizando una base cual-
quiera

Escribiendo la solucién del sistema (4.2) como sigue:

y(t) = e e(t) (4.33)
y substituyéndola en la ecuacién obtenemos:

() = f(b). (4.34)

Luego aplicando la propiedad:

oA oTA _ S(t+7)A

: (4.35)

se tiene: e~ = [ty ¥ = 1.
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Por lo tanto de la ecuacién (4.34) obtenemos:
d(t) = e f(1). (4.36)

Luego integrando la expresion, obtenemos:

o(t) = c(0) + /0 ™ F(r) dr. (4.37)

Donde el valor inicial ¢(0) es el valor inicial de y(t), como y(0) = I ¢(0).

Finalmente reemplazando (4.37) en (4.33) obtenemos:
t
y(t) = ey —|—/ e=A f(1) dr. (4.38)
0

Foérmula analitica

Teniendo en cuenta el sistema representado por la ecuacién (4.1) y
el método de variacion de parametros se obtiene una férmula para la
solucién, la cual esta en funcién de la solucién dindmica del sistema,

como sigue:

y(t) = h(t) Ay yo + /Dt h(t — 1) g(T)dr, (4.39)

donde la funcién h(t) llamada solucién dindmica del sistema satisface

el problema homogéneo:
Ay I (t) + Ao h(t) =0, (4.40)

con condicién inicial A h(0) = I.

Por otro lado, la solucion del problema homogéneo se puede expresar

como:
h(t) = e tAT A0 AT, (4.41)
Teniendo en cuenta A = —A;* Ay y f(t) = A;' g(t) el sistema lineal

(4.1) se puede reescribir en la forma normal:

Wty = Ay(t) + 1(0), (1.42)
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cuya solucién viene dada por:

y(t) = h(t)yo + /Ot h(t —7) f(7)dr, (4.43)

donde h(t) = e*4.

La funcién matricial h(t) se puede obtener como un caso particular de la
férmula analitica obtenida por [7] para ecuaciones de orden arbitrario.

La cual es definida por la expresién:

h(t) = et = zn: (]2_: b dU1R) (1) hn_j> . (4.44)

j=1 \k=0

La ecuacién (4.44) relaciona tres ecuaciones caracteristicas del tipo al-
gebraico, diferencial y en diferencias.

La ecuacién algebraica corresponde al polinomio caracteristico:
P(s) =det(Is — A) = Z by, 5", (4.45)
k=0

asociado al sistema (4.42) el cual nos proporciona los valores de los
coeficientes by.

La funcién temporal d(t) cuyas derivadas aparecen en la ecuacion (4.44),
satisface el problema de valor inicial dado por:

by d™ () + by ATV () + -+ by d (1) + bod(t) =0, (4.46)
con las condiciones iniciales:
d(0) =0,d'(0) =0,...,d"2(0) = 0,b, d" 1 (0) = 1. (4.47)

Finalmente, la funcion en el contexto discreto h; satisface la ecuacion
matricial en diferencias:

his1 = Ahy, (4.48)

donde Ry, = h®)(0) y considerando el valor inicial hy = I.
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= Método polinomial

Las funciones matriciales de la forma:

fA) = P07 (4.49)

son obtenidas a partir de las series de potencias del tipo:

> k

F@) =3 190) 7. (4.50)

k=0

reemplazando la variable x por la variable matricial A de orden n, se

pueden calcular empleando el teorema de Cayley-Hamilton.

De la division:

% = q(x) + ;(—i), (4.51)
tenemos:
f(x) = p(x) q(z) +r(z), (4.52)
donde:

p(z) = det[lz — A],

corresponde al polinomio caracteristico de la matriz A, de grado n y
ademas:

r(@) =Y an g™, (4.53)
es un polinomio de grado n — 1. Por lo tanto se tiene:
f(A) = q(A) p(A) +1(A) = r(A), (4.54)

dado que, por el teorema de Cayley-Hamilton, p(A) = 0. Por lo tanto
obtenemos la siguiente expresion para f(A):

f(A> = T(A) = Up—1 An_l + Ap—2 An_2 + 4 ay A =+ Qo ], (455)

donde los escalares a,,_1, a,—o, . . ., ay, ag se obtienen teniendo en cuenta
lo siguiente:
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Para cada autovalor \; de A, de (4.52) tenemos que:

f) =7r(N), (4.56)

pues p(A;) = 0.
Si A; es un autovalor de A de multiplicidad dos, se considera:

pOG) = 0,50) = 0,5"(0\) £ 0. (457
A partir de (4.52), se obtiene:
F') =pA) d'(N) + ' (N) a(Ag) +7'(Ag) = ' ().

Por induccién para cada autovalor A de multiplicidad k, siendo k£ > 1, se

tienen las siguientes ecuaciones:

f/()‘) ‘)\:)\j = 7“/()\) |/\:/\j

f”()\) |/\:/\j _ T//()\). |)\:)\j (458)

N aa, = ) Dy,
que relacionan las derivadas de f(\) y r(\) con respecto a A.

Resolviendo el sistema de n ecuaciones (4.58), para los s autovalores dis-
tintos A;, con multiplicidad m;, j = 1, ..., k, tales que my +mg+- - -+my, = n,
se obtiene los valores de los coeficientes a;, y asi, obtenemos f(A) teniendo
en cuenta la ecuacién (4.55).

4.1.2. Sistemas discretos

Considerando los sistemas lineales discretos de primer orden, denotados
por:

Ay Ypr1 + Ao Yk = Gk (4.59)

con la condicién inicial yo = y(0).
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En general, el sistema (4.59) se escribe en la forma normal, como sigue:

Yer1 = Ayr + fr (4.60)

donde A = —A;' Ay y fiu = A[' gr. Por lo tanto todas las traslaciones de
yr se pueden obtener directamente de la ecuacion y luego emplearse en el
método que se requieran.

Por ejemplo, a partir de la solucion de la ecuacion:

b1 = Ahy, (4.61)

con condicién inicial hg = I, se obtiene mediante iteraciones las potencias de
la matriz A, esto es, la solucién de este problema corresponde a la respuesta
impulso discreto hy, dada por:

hF = A (4.62)

De manera analoga al caso continuo, la férmula de variacion de parame-

tros en el contexto discreto se escribe como:
k-1

g = Abyo + 3 ARG f, (4.63)
=0
En la formulacién del espacio de estado la matriz A del sistema (4.60),
corresponde a la matriz companera de orden N, denotada por (3.44), cuyas
potencias han sido identificadas por [7], [4], en términos de los elementos de
la base dindmica [ho g, b1k, -+, hy—1x), donde hy_qx = hy corresponde a la
respuesta impulso del sistema (3.44), expresado por:

N
Z Aj Yrrj = e (4.64)
j=0
Mas aun:
ho k. hi i s hn—ak hi AN
Ak — hO,chrl hl,fc—l—l e hN—.Q,k+1 hk+'1AN (4.65)
hok+n—1 Pig+n—1 -+ hn—ok+in—1 hkin—1AN

A continuacién se presentan algunos métodos para la resolucion de sistemas
lineales de primer orden en el contexto discreto.
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Métodos espectrales

Los métodos espectrales se aplican en la resolucion de los sistemas lineales
discretos siempre y cuando la matriz asociada al sistema sea diagonalizable,
en otras palabras que genere una base de autovectores. Vamos a suponer que
la matriz A es diagonalizable de orden n, cuyos autovalores son denotados
por (A1, Ag, ..., A,) con sus autovectores correspondientes (vy, va, ..., Uy).

= Superposicion lineal
A continuacién buscamos la solucién del sistema discreto (4.60) de la

forma:
Yk = Ui + Uiy (4.66)
considerando la condicién inicial yo = y(0).

La solucion homogénea se expresa como la combinacién lineal de las n

autofunciones del tipo A*v, esto es:

yr = e Aoy + o Msvy 4 -+ e ), (4.67)

En el caso de que haya un autovalor nulo, A; = 0, se considera dy 4, en
lugar de A\¥. Una solucién particular del sistema se puede descomponer
como la suma de n soluciones particulares, siendo cada una de ellas
del mismo tipo que las correspondientes componentes de la entrada f,
escrita como combinacién lineal de los autovectores de la base, esto es:

flc = PPilfk = d1,k711 + dz’kvz + -+ dn,kvn, (468)

donde Py P~! vienen expresados por (4.12) y wlv; = d;; parai,j =
1,...,nyd, =w] f para cadai=1,...,n. En caso de que la matriz
A sea simétrica, el cdlculo se simplifica, pues P~! = PT y se obtiene
djx = 0] fr

Hallando ahora una solucién particular de la forma:
Ve =Yk T Yort F Yn (4.69)
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» . . -
donde y;, es del mismo tipo que la componente d;v; de la funcién
forzante fj, relativa al autovector v;. Luego las j-ésimas soluciones par-

ticulares cumplen:

yf’k = GjkV;- (4.70)
Para determinar los valores de los coeficientes g; , se resuelve el sistema
equivalente desacoplado:

Gjk+1 = Nigjk +djk, paraj=1....n, (4.71)

que se obtiene al reemplazar yi , dada en la expresion (4.70), en el
sistema original (4.60). Luego la solucién particular no homogénea para
la ecuacion discreta (4.71) es dada como sigue:

k—1
9jk = Z /\?_l_rdjyr. (472)
r=0

Las constantes ¢; de (4.67) se calculan a partir del valor inicial de la
solucion g, resultando el vector:

¢ = P_l(yo - 98)7
generado por esas constantes.

Variacion de parametros
Vamos a expresar la solucién del sistema (4.60) como combinacién lineal

de las autofunciones del sistema, esto es:
= e} Asvg + -+ AE 4.73
Yk = C1 kA V1 + C2kA9U2 + + Cn e ApUn, (4.73)
teniendo en cuenta que los coeficientes son funciones en la variable

discreta k.

De manera similar que en el item anterior, la entrada fj se descompone
en la base espectral. El calculo de los coeficientes c;j; de la solucién
(4.73) se obtiene a partir de una traslacién unitaria en esta expresién
con la substitucion de los resultados en el sistema (4.60), obteniendo asi
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n ecuaciones escalares discretas de primer orden desacopladas, dadas
por:
_ —k-1 S
Cjk+1 = Cjk + A" djx, paraj=1,...,n, (4.74)

cuya soluciéon viene dada por:

k—1
Cik = Z )\;T_ldj’r + Cj0- (475)
r=0
Los coeficientes c¢jo para j = 1,...,n se obtienen aplicando la con-

dicién inicial del problema. Finalmente el vector compuesto por estos
coeficientes es denotado por ¢ y es igual a P~ ly,.

Desacoplamiento matricial empleando cambio de variables

Suponiendo que la matriz A es diagonalizable, esto es A = PDP™!,
donde la matriz D es una matriz diagonal denominada matriz espec-
tral, los elementos de su diagonal son los autovalores de A y la matriz

P es una matriz modal.
Premultiplicando el sistema (4.60) por P~ a ambos lados, se obtiene:
P yyp1 = DP 'y + P71 fy (4.76)

Considerando los cambios de variable:

G = Py, (4.77)
gk =P fi, (4.78)

obtenemos un sistema discreto diagonal equivalente que se expresa co-
mo sigue:
Qer1 = Dax + gi, (4.79)

lo que nos permite obtener las componentes g; resolviendo las n ecua-
ciones desacopladas de la forma:

Qik+1 = NGk + gk para j =1,...,n, (4.80)
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cuya solucién tiene la forma:

k—1
qjk = )\?qu + (Z )\;?_l_rgj7k> s (481)

r=0
donde los términos ¢;o, para j = 0,...,n, son calculados a partir de
la ecuacién (4.77), esto es, el vector gy generado por estos términos es
igual a P~ ly,.

Finalmente la solucién del sistema (4.60) se determina a partir de:

Yo = Pap. (4.82)

Desacoplamiento matricial a través de la formula recurrente
del método de variaciéon de parametros

De acuerdo con el método de variacion de parametros, buscamos una
solucién para el sistema (4.60) de la forma:

yp = AFcy. (4.83)
Entonces tenemos la expresion:

k-1
e = Alyo + (Z A’“’"fr) : (4.84)

r=0

Considerando la matriz A diagonalizable, se tiene que A = PDP~!. De

esta forma el calculo de las potencias de A se hace mas simple, esto es:

A¥ = (PDP™Y)* = PD*P1. (4.85)
Finalmente la solucién de (4.60) viene dada como sigue:
k—1
Yo = PD"P~1yo + (Z ppttrpt fr) , (4.86)
r=0
donde:
N0 0 - 0
0 XM o0 - 0
pr= | 20T (487)
0 0 0 --- M

n
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Métodos no espectrales

Los métodos no espectrales que analizaremos son: el método operacional
discreto (transformada Z), la férmula discreta y el método polinomial, te-
niendo en cuenta que estos métodos no utilizan los autovectores asociados al

sistema.

= Método operacional
Aplicando la transformada Z en ambos lados del sistema (4.60) y te-
niendo en cuenta la condicion inicial dada, se obtiene:

(Iz—A)Y(2) — zyo = F(2). (4.88)
Denotando:

Az) =1z— A, (4.89)
como una funciéon matricial de primer orden en la variable z, se tiene
que:

F
V()= HEuo + H(z) 2, (1.90)
donde:
H(z)=zA(z)"". (4.91)
Observacion

El término A(z)™! corresponde al factor de transferencia para las en-

k

tradas de tipo fr = z"v, cuya salida es del mismo tipo, denotada por

yr = 2w, donde operando tenemos:

H(z)v.

z

Finalmente, se aplica la transformada 7 inversa para regresar a la va-

riable original del problema.

» Férmula discreta
Teniendo en cuenta el sistema representado por la ecuacion (4.59) y el

método de variacion de pardametros se obtiene una expresién para la
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solucion, la cual esta en funcién de la solucién dinamica del sistema,
esto es:

k—1
Y = hkAlyO + (Z hk—l—rgr> s (492)

r=0
donde la funcién hy satisface el problema discreto de valor inicial:

Ay + Aohy = 0, (4.93)

con la condicién inicial A;hg = 1.

Podemos expresar la solucion de este problema homogéneo como sigue:

h = (—1)F(AT AR AT (4.94)

Por conveniencia, consideraremos el sistema lineal (4.59) escrito de la
forma:

Yrr1 = Ay + [, (4.95)
cuya solucion viene dada por:

k—1
Y = hky() + Z hk—l—rfm (496)

r=0
donde h;, = A*.

La funcién matricial A, se puede obtener a partir de la extensién de la
férmula analitica, por la expresién (4.44), dado que:

L dk etA

= | (4.97)

Luego:

AP = Zn: <§: bn_ld(k+j_1_l)(0)hn_j> : (4.98)

Jj=1 =0

Haciendo d;, = d®) (0), de (4.44), tenemos que dj, satisface la ecuacién
en diferencias de orden n:

bpitn + bp_1dpqn—1 + -+ + bidpy1 + body, = 0, (4.99)
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con valores iniciales:

dy=0,dy =0,--- ,dp_2=0,b,d,_1 = 1. (4.100)
Los parametros by son los coeficientes del polinomio caracteristico:

P(z) =det(Iz — A) = i b2 (4.101)

Y la funcién discreta hy, = h*)(0) satisface la ecuacién matricial en
diferencias:

hii1 = Ahy, (4.102)

cuyo valor inicial es hg = 1.

= Método polinomial
Una dificultad para la obtencién de la solucién del sistema de primer
orden (4.60) es el célculo de las potencias de la matriz A. Por ende
el método polinomial, presentado para el caso continuo, nos permite
calcular dichas potencias usando la funcién f(z) = 2*. Entonces se

tiene que:
fA)=AF =r(A) = a1 A" '+ an 2 A" P+t ar] +agl, (4.103)

donde los escalares a,_1,a,_2, - ,a1,a9 son determinados de forma
analoga que en el caso continuo, esto es, se resuelve el sistema de n
ecuaciones dado por (4.58) para los s autovalores distintos A; con mul-
tiplicidad m;, j = 1,...,m, tales que m; +mg + --- + my = n. Por lo
tanto se puede calcular f(A).

4.2. Sistemas lineales de orden superior

A continuacién desarrollamos algunas técnicas analiticas generales para
resolver sistemas lineales concentrados y discretos de orden superior mediante

los métodos espectrales y no espectrales.
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4.2.1. Técnicas basicas de resolucion para sistemas con-

centrados

Vamos a considerar sistemas lineales concentrados de orden N de la forma:

N

dy
Z Aj—5 () = f(1), (4.104)
7=0
con las condiciones iniciales:
dy d(N—l)y
y(to), o (o), = (to) (4.105)

Métodos espectrales

Para poder aplicar el método espectral en la resolucion de sistemas des-

critos por la ecuacién (4.104), se debe cumplir que el problema asociado de

autovalor:
N
(Z A]-)\j) v =0, para v # 0, (4.106)
§=0
genera a partir de sus Nn autovalores (A, Ag,..., An,) ¥ sus autovectores
correspondientes (v, v, ..., Uy,) una matriz V' de orden Nn, denotada por:
U1 V2 s UNn Vb
A0y AoV “oo ANnUNn VD
V= ) i . ) = i , (4.107)
Aoy My A Mo VoDN!

cuyas columnas son linealmente independientes. Donde D es la matriz es-
pectral, la cual es una matriz diagonal de orden Nn cuyos elementos son
los los autovalores del problema y Vj es una matriz, cuyas columnas son los
autovectores asociados al problema, esto es:

)\1 o --- 0
0 /\2 o 0

=1. . . Sl yVo=1v ve o v (4.108)
0 0 - X\,
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En particular, este resultado se satisface cuando el sistema posee todos sus
autovalores distintos.

La técnica de superposicion lineal se usa usualmente cuando se tiene una
entrada simple de tipo exponencial, trigonométrica o polinomial, sin embargo

el método de variacién de parametros se aplica a cualquier tipo de entrada.

= Calculo de la respuesta libre a través del método de superpo-
sicion lineal
En este contexto se buscan las respuestas libres de la forma:

Nn

y(t) = Z ;e (4.109)

j=0

donde las constantes c; se obtienen resolviendo el siguiente sistema:

C1U1 + CoV + -+ - + CNnUNp = Yo
CIA V1 + CoAgUs + - -+ 4+ CNR ANRY = q
1A1U1 2A2U2 NnANnRUNn Yo
N-1 N-1 N-1 _ ,(N=1)
Cl)\l U1 + CQ>\2 (53 R CNn)\Nn Unn = Yo

cuya matriz de coeficientes corresponde a la matriz V.

= Calculo de la respuesta total del sistema a través del método
de variacién de parametros usando la base espectral
Para el sistema (4.104) se busca una solucién de la forma:

y(t) = cr(t)e Moy + co(t)e vy + - + enp(t)eM oy, (4.110)

El célculo de las derivadas de y(t) se simplifica empleando las condi-
ciones de Lagrange como sigue:

Nn
SS ey —Opa k=1 N1 ()
j=1

de modo que:

Nn
y®(t) = ch(t))\fe)‘jtvj parak=1,...,N — 1. (4.112)

j=1

38



Reemplazando y(t) y sus derivadas (4.112) en la ecuacién (4.104), se
obtiene:

Nn
AN D G OAN TNty = f(1), (4.113)
j=1

Por lo tanto las N ecuaciones descritas por (4.111) y (4.113) generan

el siguiente sistema lineal:

\ J=1
el cual también se puede expresar de forma matricial como sigue:

v1 vy s Ung Moo -0 A(t)
Av; AoV -+ ANnUNn 0 e ... 0 ch(

Ao Aoy e AN o 0 0 - e |y,
(4.114)
Este sistema también se puede representar de forma abreviada como
sigue:
VePld(t) = F(t), (4.115)
donde:
Vo eMt 0 0
VoD 0 e .. 0
U e I e (4.116)
Vo DN 0 0 ... e’vwnt



(1) 0

/(t 0
d = 02_() y F = , . (4.117)

na(t) AN F(t)
Resolviendo (4.115) en términos de los componentes del vector ¢(t),
obtenemos:

d = (VePHY 1T F(@1) (4.118)

Por lo tanto la solucion de esta ecuacion diferencial matricial de primer

orden, para t = 0, se puede expresar como sigue:
t
c(t) = ¢(0) + / e PV E(r)dr. (4.119)
0
Luego, la solucién (4.110) se puede escribir como sigue:

t
y(t) = VoeP'c(0) + / VoeP VL F () dr, (4.120)
0

donde el vector inicial ¢(0) es obtenido a partir de las condiciones ini-
ciales del problema, esto es:

Yo

c(0) =V1 - (4.121)

YnN-1

Métodos no espectrales

A continuacién se desarrollan el método de variacién de parametros, uti-

lizando una base cualquiera y el método operacional que utiliza la transfor-

mada de Laplace, ya descrito en sistemas de primer orden. Mediante el uso

del método operacional [7] obtuvo una férmula para la respuesta al impulso.

= Calculo de la respuesta total a través del método de variacion

de parametros empleando una base cualquiera
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La respuesta total para sistemas concentrados del tipo (4.104) se puede
escribir de la siguiente forma:

y(t) = c1(t) b1 (t) + co(t)da(t) + - - - + can(H)dnn(t) = (t)c(t), (4.122)

donde ¢ = [¢1 ¢o -+ Onn| €s una base del sistema.

Se asumen las condiciones de Lagrange:
d(t)c®(t) =0, parak=1,...,N —1, (4.123)

para determinar las funciones ¢;(t).
Luego al realizar las k-ésimas derivadas de y(t) se obtiene una expresion

de la forma:

y® () = W (t)e(t) =0, parak=1,...,N — 1. (4.124)

Reemplazando y(t) y sus derivadas (4.124) en la ecuacion (4.104), se
obtiene:

ANONDA) (L) = f(1). (4.125)

Por lo tanto las N ecuaciones descritas por (4.123) y (4.125) generan
el siguiente sistema lineal:

;
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el cual también se puede expresar de forma matricial como sigue:

o1(t)vy Ga(t)vy o Onn(t)unn c(t) 0

G Gt o S || SO ||

: : : : 0
SN Wy NIy - ST () owm | | ) AL F()
(4.126)

Este sistema también se puede representar de forma abreviada de la

siguiente manera:

Vd(t) = F(t). (4.127)
donde:
Vo i (t) 0
74 ! (t :
V= R - CQ,( ) y F = (‘) (4.128)
vy i (t) AN F()

Resolviendo el sistema en términos de las componentes del vector ¢ (t),
se obtiene:
d(t) =V FE(®). (4.129)

Por lo tanto la solucién de esta ecuacién para t = 0 esta dada por:
() = ¢(0) + /0 V) F () (4.130)
Finalmente la solucién (4.110) se puede escribir como sigue:
y(t) = Voc(0) + /Ot Vo(r) VY1) F(7)drT, (4.131)

donde el vector inicial ¢(0) se obtiene a partir de las condiciones iniciales

del problema, esto es:

c()=v="l . (4.132)
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= Férmula analitica
Mediante el uso del método operacional, [3] obtuvo un resultado en
el contexto no modal para la solucion dindmica de sistemas de segun-
do orden. Ademads se obtuvieron varias propiedades de las soluciones
dindmicas. En el trabajo de [7], este resultado fue extendido para sis-
temas de orden arbitrario y luego [4] obtuvo de manera directa estos
resultados, esto es, sin el uso del artificio de utilizar la reduccién de
Hamilton para una ecuacién de estado de primer orden, véase [26], [27].

Las técnicas numéricas se consideran en dos grandes grupos: aquellos
que consideran el célculo aproximado de férmulas y propiedades para
h(t) y, los que de manera directa, integran numéricamente la ecuacién
del sistema con el uso de diferencias finitas o interpolacién. Los siste-

mas de primer orden han sido estudiados exhaustivamente, véase [24],

[16].

La solucién dindmica h(t) y la matriz de transferencia H(s), han sido
establecidas en los trabajos de [3], [7] y [4], a través de férmulas que
involucran ecuaciones caracteristicas de los tipos algebraico, diferencial

y en diferencias. Mas ain:

Nn j—1
h(t) =Y > bid" D () b, (4.133)

j=1 i=0

donde hy, = h*)(0) satisface la siguiente ecuacion matricial en diferen-

c1aS:

N
> Ajhyi; =0, (4.134)
§=0
considerando los valores iniciales:

hO:()?hl :Oa 7hN72:OaANhN71 =1
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El polinomio de grado Nn, denotado por:

N Nn
P(s) = det [Z sTA;| = Z bis”, (4.135)
=0 k=0

corresponde al polinomio caracteristico asociado al sistema y d(t) re-

presenta la solucion del problema de valor inicial expresado por:

O d ™™ (8) + by 1 dN V(@) 4 - £ byd () + bod(t) = 0, (4.136)
considerando los valores iniciales:

d0) =0,d'(0)=0,...,d"2(0) =0, by d™D(0) =1. (4.137)

Aplicando la transformada de Laplace a (4.133), se obtiene la matriz de
transferencia, dada por la expresion (3.11), también se puede escribir
como sigue:

H(s) = (Z SjAj) = Z Zbi%hj\mj = %, (4.138)

j=1 i=0

Nn j—1

— Z Z bis" T i (4.139)

j=1 i=0

Una propiedad importante de la solucién finita fue obtenida por [Claeyssen,
1999], que corresponde a la traslacién de las derivadas de la solucién dindmica
h(t) con respecto al tiempo hacia las derivadas discretas de hy, por lo tanto
podemos escribir la k-ésima derivada de h(t) como sigue:

Nn j—1 Nn j—1
= bd" T Wy = Y 0idY T ) (8 g4k, para cualquier k.
Jj=1 =0 7=1 =0

(4.140)
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4.2.2. Técnicas basicas de resolucion para sistemas dis-

cretos

Consideremos los sistemas lineales discretos representados de la siguiente
forma:

N
Z Ajyk:—i-j = fk, (4141)
§=0

teniendo en cuenta las condiciones iniciales:

Yo, Y1, YN—-1- (4142)

Métodos espectrales

Para poder aplicar el método espectral en la resolucién de sistemas dis-
cretos descritos por la ecuacién (4.141), se debe cumplir que el problema
asociado de autovalor:

N
(Z Aj)\j> v =20, para v # 0, (4.143)

§=0
genera a partir de sus Nn autovalores (A, Ag,..., Ay,) ¥ Sus autovectores
correspondientes (vq, vy, -+ ,v,) una matriz V' de orden Nn, dada por:
01 U2 T UNn Vo
V= )\1'1)1 )\2'1)2 )\Nn'UNn _ %D | (4.144)
)\{V;lvl )\év;lvg )\]NV;‘lan %bN*I

cuyas columnas son linealmente independientes. Donde D es la matriz es-
pectral, la cual es una matriz diagonal de orden Nn cuyos elementos son
los los autovalores del problema y V; es una matriz, cuyas columnas son los

autovectores asociados al problema, esto es:

0 X --- 0
=1. . yVo=|vi vz o Uyl (4.145)
0 0 - Awn
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En particular, este resultado se satisface cuando el sistema posee todos sus
autovalores distintos.

La técnica de superposicion lineal se usa usualmente cuando se tiene una
entrada simple de tipo exponencial, trigonométrica o polinomial, sin embargo

el método de variacién de parametros se aplica a cualquier tipo de entrada.

= Calculo de la respuesta libre a través de la técnica de super-
posicion lineal
En este contexto se buscan las respuestas libres de la forma:

Nn
ye =Y i\, (4.146)
j=0

Donde las constantes c; se obtienen resolviendo el siguiente sistema:

C1U1 + CU2 + - -+ + CNpUNR = %o

C1A1V1 + CoAoUs + -+ - 4+ CNRANRUNR = U
N-1 N-1 N-1

Cl>\1 v + 02)\2 Vgt CNnANn UNn = YN-1

cuya matriz de coeficientes corresponde a la matriz V.

= Calculo de la respuesta total del sistema a través del método
de variacién de parametros utilizando una base espectral
Para el sistema (4.141) se busca una respuesta total de la forma:

Yp = CLEATUL + CopMavg + -+ -+ ey, VN (4.147)

Expresando y;1 como sigue:

Nn Nn
_ k+1 k+1
Ykl = E (Cikr1 — Cip) AT v; + E iR
j=1 7=0

y considerando la condiciéon de Lagrange:

Nn

Z(Cj,k-i—l — cj,k))\?“vj = 0.

j=1
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De manera andloga, expresando 2 como:

Nn Nn
_ k+2 k+2
Yoz = 3 _(Ciarr — i) NP0+ ey,
j=1 7=0

y considerando la condicién de Lagrange:
Nn
k+2,
D (st — )Xy Py =0,

j=1

Teniendo en cuenta el principio de induccion tenemos:

Nn Nn
Yk+m = Z(Cj’k+1 — Cij)A;H_mUj + Z Cj7k>\§:+m1)j, (4148)
j=1 j=0

con su respectiva condicién de Lagrange como sigue:
Nn
Z(cﬂgﬂ — ¢j) AT =0, param=1,...,N — 1. (4.149)

Jj=1

Tenemos entonces que:

Nn Nn
_ KN, CZKEN,
Yen = Y (e = RNV o ) ety
j=1 7=0
Reemplazando las expresiones yx, Yxi1, - - -, Yk n, Obtenidas a partir de

(4.147), tenemos que:
Nn
AN Z(Cj’k'H — Cj7k))\§-c+NUj = fk (4150)
j=1

De esta manera el sistema lineal formado por las N ecuaciones (4.149)
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y (4.150) esté definido por:

( Nn

Z(Cj7k+1 — Cij)/\?—ij = 0

=1
Nn

Z(Cj,k-‘rl - Cij)/\?J'_QUj = 0

J=1

Nn

D (Cirpr — )NV =0

Jj=1
Nn

> An(cirpr — NNy = fi

\ J=1

Teniendo en cuenta las variables en diferencias Ac;, = ¢j 41 — ¢, €l

sistema se puede representar de forma matricial como sigue:

U1 (%) UNn )\If—H 0 s 0 AC1,1<; 1
)\11}1 )\21}2 )\Nn'UNn 0 )\IS—H s O ACQJf
)\{V_l’l)l )\év_l’l)g )\%;11}]\]” 0 0 )\?\721 ACNn,k_

(4.151

el sistema anterior también se puede representar de forma abreviada

como sigue:

VDMIAC, = F, (4.152)
donde:
Vo A0 0 Acy
T B I e e R
%bN_l 0 0 )xﬂ“.\m Acnn i
(4.153)
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Denotando:

C1,k+1 Clk

C2 k+1 Cok
Ck+1 = . Y Ck = . )

CNn,k+1 CNn,k

la expresién (4.152) es equivalente a la siguiente ecuacién en diferencias
de primer orden:
i1 = cp + (VDFTY L E, (4.154)

donde la solucion tiene la formas:
k
cr=cot+ Y (VD)) 'F;
j=1

El valor del vector ¢y se obtiene a partir de las condiciones iniciales

Yo, Y1, - - -, YN—1, luego:

Yo

co=V1'] T . (4.155)

YnN-1

Finalmente, se puede obtener la respuesta total del sistema a partir de

la expresion:

k
ye = VoDFco + > VoDF 'V TUE, (4.156)

=1

Métodos no espectrales

Para sistemas discretos emplearemos el método de variaciéon de parame-

tros para una base cualquiera y el método operacional empleando la transfor-

mada Z la cual nos permite obtener una férmula para la respuesta impulso

discreta.

= Método de variacion de parametros empleando una base cual-
quiera
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Aplicando el método al sistema (4.141), podemos escribir la respuesta
total de la forma:

Yp = CLeP1k + CopP2k + - -+ CNnkPNn g = Prcr, (4.157)

donde ¢, = [¢1,k Gok -+ Onnk| €s una base del sistema discreto
libre.

Para determinar las funciones c;, se asumen las condiciones de La-
grange:

D1 ACL =0, param=1,...,N —1, (4.158)
donde ACy = cp11 — ¢y

Luego:
Yerm = PrimAck, param=1,... , N — 1. (4.159)

Reemplazando y, y sus respectivas traslaciones dadas por (4.159) en el
sistema (4.141) y considerando el hecho de que cada columna de @ es

solucion, tenemos que:
ANPr  NACK = fi. (4.160)

Por lo tanto las expresiones (4.158) y (4.160) forman el siguiente sistema

de ecuaciones lineales:

( Nn

Z ACj k@) k+1 =0

J=1

Nn
Z ACj kPjpv2 =0

j=1

Nn
> Aciibjpin-1 = 0
j=1
Nn

ZANACj,k¢j,k+N = fr

\ J=1
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el cual se puede escribir de forma matricial como sigue:

OPri+1 Dot - ONnk+l Acy 0

¢1,{c+2 ¢2,fg+2 e ¢Nn',k+2 Acy _ : (4.161)
0

GPrLpeN  D2k+N 0 ONngen| |Acnn AN fr

Este sistema también se puede representar de forma abreviada como

sigue:
VAC, = Fe. (4.162)
Donde:
Orp+1 Pop+1 0 ONnkt1 Acy 0
v ¢1,‘k+2 ¢2,F+2 (an‘,k—i-Z AC, — AC.2,k v Fo—
OPLk+N Pok+N 0 ONnk+N ANk AN i
(4.163)

Resolviendo el sistema en términos de las componentes del vector ACy,
se obtiene:
Chi1 = cp + V1. (4.164)

La solucién de la ecuaciéon en diferencias en el contexto matricial de
primer orden (4.164) viene dada por:
k—1
ch=cot+» VF (4.165)
§=0
Por lo tanto la solucién del sistema (4.141) se puede escribir como:
k—1
ye = Prco + Y BV TF. (4.166)
j=0
El vector ¢q se obtiene a partir de las condiciones iniciales del problema,
esto es:
Yo
w=v'| " (4.167)
YN-1
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= Formula discreta
A continuacién presentamos una extensién del caso continuo a siste-
mas discretos de orden N. Como se realizo anteriormente, la respuesta
impulso discreta hy es obtenida de forma directa, sin emplear la formu-

lacién del espacio de estado.

La respuesta impulso discreta corresponde a la solucion del problema

de valor inicial discreto, dado por la siguiente ecuacion matricial en

diferencias:
N
> Ajhyi =0, (4.168)
=0
donde hy, = h®)(0) y considerando las condiciones iniciales:
ho=0,hy =0,...,hxn_o=0,Axvhn_1 = 1. (4.169)
La férmula discreta desarrollada es:
Nn j—1
hie =YY bidprjiahyn, (4.170)
j=1 i=0

donde los parametros b; son los coeficientes del polinomio caracteristico

asociado al sistema, denotado por:

N

~J
E Ajz
j=0

la funcion discreta dj, = d¥)(0), corresponde a la solucién de la ecuacién

P(z) = det

Nn
= be¥, (4.171)
k=0

en diferencias:
bNndiinn + Onn_1dpsnn_1 + -+ + bidpr1 + bodg = 0, (4.172)
con valores iniciales:
dy=0,dy =0,...,dnyp—2=0,bypdnn_1 = 1. (4.173)

Aplicando la transformada Z a (4.170) se obtiene la matriz de transfe-

rencia, cuya expresion es como sigue:

H(z) =z (Z Ajzj> = g@ (4.174)
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donde:

Nn j—1

Qz) = Z Z bizj*ifthn_j. (4.175)

j=1 i=0

4.3. Representacion en el espacio de estado
para sistemas lineales concentrados y dis-

cretos de orden superior

4.3.1. Sistemas concentrados

Considerando los sistemas lineales concentrados de la forma:

N

ZAJ-% = f(t), (4.176)

j=0

donde los coeficientes A; son matrices de orden n, la salida y() y la entrada
f(t) del sistema son funciones matriciales en ¢, con las siguientes condiciones
iniciales: p N1
Y Yy
0)=v0,—0)=9y1,...,——(0) = yn_1. 4.177
y(0) = yo dt( )= dtN—l( ) =yn-1 ( )
Definimos la sucesién de N vectores de orden n, denotados por:

21 =y
2z =y
? (4.178)
ZN y =1
Por lo tanto podemos escribir la ecuacién (4.176) como sigue:
( 2, = 2z
zh = z3
/ —
AN-1 = AN
L Z;V = —A]_Vlezl — AJ_VlAlZQ — s — A]_VIAN_QZN_l — A]_VIAN_lzN + A&lf
(4.179)
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Finalmente las N ecuaciones en el contexto matricial originan una ecuacién

diferencial matricial de primer orden denotada por:

Z'=AZ+F, (4.180)
donde:
. [0 ] [0 I 0 0 ]
! 0 0 0 I 0
Z2
Z: . 7]:: YA: : : : . :
Z‘ 0 0 0 0 I
: AN S AN A —ARAL AR Ay e A AN
(4.181)

A la matriz A y al vector Z se les denomina matriz companera y vector de
estado respectivamente.

A partir de la teoria desarrollada en la seccion 4.1.1, se tiene que la
solucion de una ecuaciéon no homogénea arbitraria de primer orden del tipo
(4.180) es dada por la expresién:

t
Z(t) = h(t)2(0) + / h(t — 7)F(7)dr, (4.182)
0
donde h(t) es la solucién matricial del problema de valor inicial:

1 (t) = Ah(t), h(0) = 1. (4.183)

4.3.2. Sistemas discretos

Para sistemas discretos de orden n, de la forma:

N
> Ajyess = i, (4.184)
=0

donde los coeficientes A; son matrices de orden n, y, y fr son funciones
vectoriales en k, con condiciones iniciales dadas por: yo, Y1, ..., Yn_1-
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Definimos la sucesién de N vectores de orden n, denotados por:

21,k

22,k

ZN,k

)

Yk
Yk+1

Yk+N-1

(4.185)

Por lo tanto podemos expresar la ecuacién discreta (4.184) como sigue:

21,k+1

22, k+1

ZN—1,k+1

L ANk+1

22k

23,k

ZN.k

-1 -1 -1 -1
—Ay Aoz — Ay Aizoy — - — Ay Av_ezn—izng + AN fr

(4.186)

Finalmente podemos expresar las N ecuaciones en forma matricial por una

ecuacion en diferencias matricial de primer orden:

donde:
21,k
22k
Z, =
ZN,k

7Fk

AV fie]

, VA

Zk-+1 - AZk + .Fk;,

0 I 0
0 0 I
0 0 0

—AV A, —AG A —AA

(4.187)
. -
0
I
—AN Ay
(4.188)

A la matriz A y al vector Zj se les denomina matriz companera discreta y

vector de estado discreto respectivamente, para mayores detalles revise [22],

[27].

De la teoria desarrollada en la seccién (3.1.3), se obtiene que la solucién

de una ecuacién no homogénea discreta de primer orden estd dada como

sigue:

k-1

Z, = hy 2o + Z hi—1-F%,

=0
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donde hy, es la solucién matricial del problema de valor inicial discreto:

hisr = Ahy, ho = 1. (4.190)
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Capitulo 5

Calculo simbdlico de respuestas
forzadas para sistemas
concentrados y discretos

En este capitulo, se considera la obtencion de respuestas libres en torno
de las respuestas dinamicas o en particular de las respuestas forzadas. Como
las componentes libres de la respuesta dinamica de una maquina, contiene
informaciones valiosas acerca de las propiedades del sistema. Tales informa-
ciones pueden ser empleadas para monitorear y diagnosticar problemas en
la misma, véase [34]. Tanto para un sistema concentrado o como para un
sistema discreto, la respuesta forzada se descompone como la suma de una
respuesta permanente y una respuesta libre, la cual depende directamente de
los valores iniciales de la respuesta permanente, actuando esta ultima como

una retroalimentacion del sistema.
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5.1. Descomposiciéon de la respuesta forzada

para sistemas concentrados

La respuesta forzada de un sistema concentrado que corresponde a la

solucién del sistema matricial:
N .
d’y
A —=(t) = f(t 5.1
> 0 = 10 (5.1

con las siguientes condiciones iniciales nulas:

y(to) = 0,4 (te) = 0,...,yN"V(ty) =0, (5.2)

viene dada por la integral de convolucion:

y(t) = / h(t — 1) f(1)dr. (5.3)

to
En la practica, el calculo de esta integral siempre presenta una respuesta
permanente y puede incluir respuestas libres. A continuacién, se mostrard
que estas respuestas libres son introducidas por las respuestas permanentes
como una retroalimentacién en el sistema. Su caracterizacién se obtiene con
el uso de la base dindmica generada por la respuesta impulso h(t) y de sus
derivadas. Por lo tanto, la respuesta forzada dada por (5.3) es descompuesta

en una solucién homogénea, y,(t), y en una soluciéon no homogénea, y,(t),

esto es: .
) = [ it =) 7)dr = un(e) + (1) (5:4)
to
Como {h(t),h'(t),...,hN"1(t)} forman una base de soluciones de la ecuacién
homogénea:
Yoy
A —=(t)=0 5.9
>4 g0 =0 (5.5

la integral (5.3), que corresponde a una solucién no homogénea, la cual se
puede escribir como sigue:

=

-1

mw:/hu—ﬂﬂﬂwz WOt~ to)a; +yp(t), (5.6)

to j

Il
=)
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donde los parametros a; son vectores que son determinados a partir de las
condiciones iniciales nulas de y(t) en ¢t = t, es decir resolviendo el siguiente

sistema:
( N-1
0 = h9(0) a; + y,(to)
j=0
N—-1
0 = hUIH(0) a; + v (to)
= g (5.7)
N—-1
0 = hUHN=(0) a; + 4NV (t)
\ J=0

Sabemos que la respuesta impulso satisface la ecuacion (5.5), con condiciones
iniciales h(0) = 0,h'(0) = 0,..., Ay h¥=Y(0) = I. Usando este resultado
determinamos los valores de h(j)(()), para 5 > N + 1. Por lo tanto se tiene

que:
((an—1 = —Anyp(to)
an—s = —Anx_1yp(te) — Any,(to)
an-3 = —Anx_2yp(te) — An_1y,(to) — Any, (to)
< ) (5.8)
a = —Ayy(to) = Aylte) == Anyp " (to)
(a0 = —Auglte) = Aeyp(te) =+ = Axp" V(o)
o de forma abreviada:
N—j
aj = — ZAkﬂ y;k_l)(to), para j=0,...,N — 1. (5.9)
k=1
Por lo tanto la respuesta libre introducida por la convolucién es:
N—1N—j
un(t) ==Y ) hU(t — to) Ay yS Y (to). (5.10)
j=0 k=1

Empleando la base impulso normalizada descrita en (3.21), se tiene que:

yn(t) = — g hi(t — to) y§ (to). (5.11)



Esta expresion nos indica que, siendo conocidas las condiciones iniciales de
una solucion no homogénea, y,(t), la solucion homogénea, yu(t), queda de-
terminada con ayuda de la respuesta impulso h(t).

De esta manera, el calculo de la respuesta forzada se reduce a obtener
la respuesta particular, y,(t), y se tiene la siguiente expresion para la res-
puesta forzada del sistema (5.1), la cual caracteriza la descomposicién de la
convolucién:

N-1

y(t) = /t h(t —7) f(r)dr = yp(t) = Y hi(t —to) y(to). (5.12)

to

=

Estd formula se puede emplear para entradas donde y,(t) se puede calcular
facilmente. Por ejemplo, para entradas lineales, exponenciales o arménicas,
donde se puede utilizar el método de los coeficientes indeterminados. En
este caso la respuesta permanente y,(t) es del mismo tipo, implicando una
combinacion lineal de la entrada y de una cantidad de sus derivadas. Asi,
los valores iniciales de y,(t), dependen directamente de los valores iniciales
de la entrada. Esto ultimo se considerara posteriormente en un contexto de
entradas arbitrarias.

En la proxima subseccién, se estudia la descomposicién de la respuesta
forzada del sistema, sujeto a los diferentes tipos de entradas.

5.1.1. Descomposicién de la respuesta forzada para di-
ferentes tipos de entrada

Entrada lineal

Cuando la excitacién es lineal, f(t) = ct + d, donde ¢ y d son vectores
escalares de orden n, se puede expresar una solucién particular como sigue:

y(t) = at+ B, (5.13)

donde los vectores av y 3 se obtienen al resolver los sistemas lineales:

Aja = ¢
5.14
{ AOB = d—Ala ( )
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resultado de la sustitucién de (5.13) en el sistema (5.1). Para Ay no singular

tenemos:

y,(t) = Ayt et +d — Ay Ayt (] (5.15)
Con las siguientes condiciones iniciales:

yp(tg) = Aal [Cto —l—d—Al Agl C}
y(te) = Ag'e : (5.16)
y(ty) = 0 paraj=2,...,N—1

La respuesta forzada dada en (5.12), sujeta a una entrada lineal y con con-
diciones iniciales nulas en t = £ esta dada por:

y(t) = yp(t) = ho(t — to) yp(to) — ha(t —to) y,(t — to) (5.17)

donde y,(t) esta definida por la expresién (5.15).

Entrada escalén

En particular, para una entrada escalon:

f(t)z{ o t<to (5.18)

d, t>tg

se tiene una respuesta forzada del mismo tipo:

0, t <ty
t) = , 5.19
y(t) {Aold—ho(t—to)Aold, t > to (5.19)
Entrada polinomial
Consideramos una entrada polinomial homogénea definida por:
f(t) =t"v, m <N, (5.20)
buscamos una solucion no homogénea polinomial del mismo tipo:
Uplt) =D oy cn (5.21)
k=0 "

111



donde los vectores constantes, ¢, son obtenidos por el método de los co-
eficientes indeterminados. Por lo tanto después de reemplazar (5.21) en el
sistema (5.1), se obtiene el sistema lineal:

-A[) A1 AQ s Am 1 -C()- [ 0 1

0 AO Al s Am—l C1 0

0 0 A -+ Apa| |c2|=]0], (5.22)
00 0 - Ay | |[cm] | mlv |

el cual se resuelve por retro-sustitucion.
En particular para una entrada cuadrética, f(t) = t?v, se tiene una res-

puesta permanente como sigue:
yp(t) = Ayt (12 — 2t Ay Ayt 4+ 2(A1 Agt)? — 245 AgY) v, (5.23)
por lo tanto la respuesta forzada es de la forma:

y(t) = yp(t) —ho(t —to) yp(to) — ha(t —to) y,(t —to) — ha(t —to) y, (to). (5.24)

Entrada armonica
Sea una entrada armonica:
f(t) =e“to, (5.25)

donde w es la frecuencia, denominada frecuencia de entrada y v un vector
constante conocido.

Supongamos que la solucién permanente del mismo tipo:
yp(t) = e w, (5.26)
luego sustituyendo en la ecuacién (5.1) se tiene que:
yp(t) = H(iw) ™" v, (5.27)

donde:

H(iw) = (Z(m)j Aj> , (5.28)

=0
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es la respuesta en frecuencia del sistema.
Por lo tanto el sistema (5.1) para una entrada armdnica con amplitud v

y frecuencia w tiene como respuesta forzada a:

=

-1

y(t) = e H(iw)v — ‘ hy(t — to) [(iw)"* e H (iw) v). (5.29)

<
I
o

Por lo tanto empleando el principio de la superposicién lineal, se tiene que
para una entrada del tipo:

N
Ft)y = e, (5.30)
k=0
la repuesta es:
N
y(t) = Z et H (iwy) g (5.31)
k=0

Entrada exponencial

Para entradas del tipo exponencial:
f(t) =eMo, (5.32)

donde A es un escalar y v es un vector constante conocido, buscamos solu-

ciones permanentes del mismo tipo:

A

yp(t) = M w, (5.33)

por lo tanto al sustituir en (5.1) se obtiene:
y,(t) = H(A) eM o, (5.34)
donde:
N -1
= (Yra) 55
=0
es la funcién de transferencia del sistema.
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Por lo tanto el sistema (5.1), para una entrada exponencial con amplitud
v y exponente A\, tiene una respuesta forzada como sigue:

y(t) = eM H(\) v — Z hi(t —to)[(N)F et H(N) v). (5.36)

Por lo tanto por el principio de superposicion lineal para entradas del tipo:
N

Ft) =) ey, (5.37)

k=0
obtenemos una respuesta de la forma:

N
=M H(\) vp (5.38)
k=0

Entrada seccionalmente continua

Sea el sistema:
N

>4 dt] = f(1), (5.39)

]:
donde el término forzante f(t), es del tipo:

frelt) e <t <tpy, k=0,...,N—1
t)= 5.40
f(®) {0 >ty (5.40)
donde tp < t; < ... < ty. Las funciones fi.(t) son tales que es sencillo

construir una correspondiente respuesta particular, y, (t), del sistema en el
intervalo [ty,tg.1]. Por la formula de variacién de parametros, dada por la
expresion (3.20), se tiene que en cada subintervalo [ty, tx11] la respuesta total

viene dada por:
N—-1 t
y(t) = hj(t—to)yU)(tk)Jr/ h(t—7) fi(T)dr, parat € [ty, tya]. (5.41)

j=0 b

Por la descomposicién de la respuesta forzada descrita en (5.12), se tiene que:
y() = vl Z hy(t = 1) [0 (1) = (8] (5.42)
para t € [ty, tgi1]-
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5.2. Descomposiciéon de la respuesta forzada

para sistemas discretos

La respuesta forzada de un sistema discreto corresponde a la solucién del

sistema matricial:
N
Y Ajyess = i, (5.43)
Jj=0

con las condiciones iniciales nulas:

Yo = 0, Y1 = O7 ey YN—1 = 0. (544)

Empleando la convolucion discreta se obtiene:

k-1
Yp = Z hi—j—1 fj. (5.45)
=0

Por lo tanto la respuesta se puede descomponer en la forma siguiente:

Yk = Ynk + Yp.ks (5.46)

donde y,; es la soluciéon permanente y yp, es la respuesta libre. Las res-
puestas libres, andlogamente que en el caso de sistemas concentrados son
introducidas por las respuestas permanentes como una retroalimentacion al
sistema. Ellas se pueden caracterizar empleando la base dinamica generada
por la respuesta impulso discreta, hy y de sus traslaciones. Por simplicidad
se utiliza la descomposicion desarrollada para sistemas concentrados, y a
partir de estos resultados se obtiene la respuesta dindmica discreta por sim-
ple diferenciacién, esto es, haciendo 7 = y*(0) en (5.12), se tiene que la
descomposicion para la respuesta forzada discreta es dada por:

N-1

Ye = Ypk — Z jk Yp ket (5.47)
=0

donde:

N—j—1

hjr = Z hivi Ajpivi,  paraj=0,...,N—1,
i=0
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y hi es la respuesta impulso discreta.
Esta descomposicion es practica cuando la respuesta permanente se puede
obtener facilmente.
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Capitulo 6

Sistemas distribuidos

En este capitulo, consideraremos sistemas distribuidos como sigue:

ZAJ 815] =r(t,x), (6.1)

donde las funciones y(t, :U) y r(t, z), que dependen del tiempo ¢ y del espacio
x, corresponden a la salida y a la entrada del sistema, respectivamente.
En particular, para sistemas distribuidos con dinamica de control consi-

deramos:

Z ; at St x) + f(t, ), (6.2)

donde u(z,t) y f(t,x) tamblen dependen del tiempo ¢ y del espacio z. Los
coeficientes A; y B; son operadores espaciales que contienen tnicamente las

derivadas con respecto a la variable x definidos como sigue:

ijk k;7j 0 ‘7N7 (63)
Zqu d k,j 0,...,M. (6.4)
El valor del parametro m = maX{ml, ...,my} corresponde al orden espacial

del sistema distribuido, esto es, el valor maximo de las derivadas que figu-
ran en los coeficientes A;, descritos por los operadores de la parte espacial
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(6.3). De forma similar, m, = max{by, ..., by} corresponde al orden espacial
relativo a la entrada del sistema, esto es, el valor maximo de las derivadas
que figuran en los coeficientes B;, descritos por los operadores de la parte
espacial (6.4). Se asume que N > M.

La respuesta libre del sistema es la solucion de la ecuacién diferencial
(6.1) cuando la entrada r(¢,z) es idénticamente nula.

La respuesta forzada en el instante t = t; corresponde a la solucién de la
ecuaciéon diferencial cuando todas las condiciones iniciales:

dy 8N_1y
y(to,.ilﬁ), E(to, Qf), T N1 (tO’ ) (65)

son idénticamente nulas. Si ademas de las condiciones iniciales también se

satisfacen condiciones de frontera genéricas, véase [10], [25], denotadas por:

dy(t,0 O™ ty(t,0
aor Y(t, 0) + aup, yé ) + ot Qe % + Bor y(t, L)+
dy(t, L o y(t, L
+B1kM+ +Bm—lk#:()7 parak:la"'am
ox Oxm—1
(6.6)
Aplicando la transformada de Laplace en (6.1), se tiene que:
N m; N j—1
; 8’“Y (s,2) o A
Z s’ ijk(m) —_— Z TN Ayl + R(s, 1). (6.7)
j=0 k=0 j=1 i=0
Reordenando la expresién (6.7), se obtiene:
- Y (s, ) iR j—1—i i
;pk(x, ) = ; 2:: s Ay + R(s, x). (6.8)

para ciertas funciones py(z,s). Aqui, y§ = g—;y(o, x), denota las condiciones
iniciales de la salida del sistema, Y (s, x) y R(s, ) denotan las transformadas
de Laplace de la salida y(t, z) y de la entrada r(t, x) del sistema, respectiva-
mente. Aplicando la transformada de Laplace a las condiciones de frontera
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dadas por la expresién (6.6), se tiene que:

Y (s,0 o™ Y (5,0
ao Y (s,0) + ok ; ) +"'+am—lkﬁ + Bor Y (s, L)+
oY (s, L O™ Y (s, L
+51k$+ +5m_1k#:0, parak=1,...,m
0 Oxm—1
(6.9)
Definiendo:

ZSJA —]ZOSJ ;pﬂc dxk :Zpk(x S) e

Por lo tanto el problema de frontera (6.8) se puede escribir de forma reducida

como sigue:

A(s)Y (s,z) =F(s,z), (6.10)
donde:
N j-1
F(s,x) = Z s Ay + R(s, z), (6.11)
j=1 =0

para funciones Y (s, x) que satisfacen las condiciones de frontera (6.9).
Por otro lado considerando H (s, x,&) la funcién de Green del problema
(6.10), se obtiene que:

L N j-1
Y(s,x):/ H(s,z,§) [Z sTTI Ay (6) df—l—/ H(s,x,&) R(s,§) dE,
0 j=1 i=0
(6.12)
esto es:
L
Y(s,a:):/ H(s,z,£)F(s,&)dE. (6.13)
0
Definiendo:
h(t,z, &) = L7 [H (s, 2,£)] (6.14)
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y considerando la propiedad:

h(0,2,&) = limsH(s,z,§) =0
T—00
R'(0,2,€) = lims® H(s,x,&) =0
T—00
: : (6.15)
AN=2(0,2,¢) = lims "' H(s,z,6) = 0
T—r00
Ay hN0(0,2,6) = Axlims™ H(s,z,6) = d(x—¢)
T—00
para la funcién h(t, z,£) de modo que:
s*H(s,z,6) = L(WW(t,2,€)), parak=0,...,N — 1. (6.16)

Por lo tanto la salida del sistema se puede expresar como:

/ (Zjihj Ot €) gyé(£)> d£+/0L/Oth(t—r,x,g)r(T,g)drdg

j=1 i=0
(6.17)
o de la forma:
L/ N j-1
:/0 (;;hﬂlﬂmg TGS / / —7,,¢) (T,g)d7>d§.
(6.18)

Esta representaciéon nos muestra una distribucion espacial de la salida del
sistema, la cual podemos simplificar introduciendo la solucién dindmica h(t)

del sistema distribuido definida a través del operador integral:

h(t) $(z) = / Wty 2. €) B(€) de. (6.19)

donde h(t, x,&) es la transformada inversa de Laplace de la funcién de Green
H(s,x,&) del problema de frontera, definida por las ecuaciones (6.9) y (6.10).

Teniendo en cuenta la soluciéon dindamica, la salida del sistema se puede

escribir en la forma evolutiva como sigue:

N -1

Zh(j_l_i) (t) Ajyb + /Ot h(t —7) r(7)dr, (6.20)

j=1 i=0
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donde y(t) es una funcién con valores distribuidos, esto es, para cada t fi-
jo, y(t) es una funcién que depende de la variable espacial y cuyo valor es
y(t)(z) = y(t,x). Andlogamente, para r(t) se tiene r(t)(z) = r(t, z).

Aplicando la transformada de Laplace a la solucién dindmica (6.19) obte-
nemos el operador de transferencia H(s) que actia sobre funciones de variable
espacial como sigue:

L
- [ #0001 (6.21)
0
que viene a ser el operador inverso del operador:
N
A(s) =) s A;, (6.22)
§=0

definido sobre funciones que satisfacen las condiciones de frontera (6.9), esto
es:
A(s)H(s) =H(s) A(s) = 1. (6.23)

Por lo tanto, la relacién (6.12) con condiciones iniciales nulas, se puede es-
cribir como:

Y(s) = H(s)R(s), (6.24)

donde Y(s) y R(s) son funciones con valores distribuidos espacialmente, esto

es, Y(s)(z) =Y (s,z) y R(s)(z) = R(s, ).

El sistema distribuido de control dinamico definido por:

" M B du
Z j 8tJ Z j%(t,ﬂf), (625)

lo analizaremos de manera analoga.

Aplicando la transformada de Laplace a (6.25) obtenemos:

N N j-1 M M -1
(Z sjAj> Y(S,x)—z ST A g = (Z s/ Bj> U(s,x)—ZZSJ B,
j=0 j=1 i=0 Jj=0 Jj=1 =0
(6.26)
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donde v, denotan las condiciones iniciales de la entrada del sistema en el
instante t = 0. Entonces:

—_

M -
s7TH(s jy0+Zs]H )B; U(s,x) Z s771TH(s) By .

J=1 =0 =11

Jj—1

Il
<)

(6.27)

Y (s, x) :ZZ (771" H(s, 2, &) Ajy(€) d€) + Z (/0 sT H(s,x,&) B;U(s,€) df)

- i Ji (/OL ST H (s, x,) B ug (€) dé‘) (6.28)

Por lo tanto tenemos que en el dominio temporal, la salida del sistema esta

dada por:
. /N—1 ' . M
yita) = | ( bt R+ [ SR = 70,6 B () dr
o \55 (R
M -1
=Y T e, By ué(f)) d¢ (6.29)
j=1 =0
donde:
N—j-1
h;(t,z, &) = Z RO (t,z,€) A jt+1+i, para j=0,...,N — 1. (6.30)
=0

Considerando condiciones iniciales nulas tanto para la entrada como para la
salida del sistema respectivamente, a partir de (6.27) obtenemos:

Y(s,x) =G(s)U(s,x), (6.31)
donde: y
G(s) = Z s'H(s) B, (6.32)
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es denominada la funcion de transferencia del sistema de control, la cual
relaciona las transformadas de entrada y salida del sistema.
Aplicando la transformada inversa de Laplace a la expresién (6.32) y

teniendo en cuenta que L[hV)(¢)] = s/ H(s), para j = 0, ..., N —1, obtenemos:

g(t)=> nY(t)B;. (6.33)

Considerando las condiciones iniciales nulas de entrada y de salida del
sistema (y = 0 y uj = 0) la respuesta del sistema se puede expresar como
sigue:

y(t) = /0 g(t —7)u(r)dr. (6.34)

Para sistemas del tipo (6.25) a la funcién temporal g(t) se le conoce
como respuesta impulso. Esta denominacion se puede justificar considerando
la entrada como una funcién impulso temporal u(t,z) = 6(t) I, donde I
denota el operador espacial identidad, esto es, Iw(z) = w(z). En particular,
para sistemas distribuidos simples dados por la ecuacién (6.1), la respuesta
impulso coincide con la solucién dinamica. Los resultados anteriores han
sido, por conveniencia, establecidos para un dominio espacial unidimensional
2 = [0, L]. Sin embargo, con la transformacion del tiempo ¢ en un parametro

s, se obtiene la ecuacion operacional espacial:

N-1

y(t,x):/{m( hi(t,z,€)y / —1,2,§) Bju(r,€)dr

7=0
M j-—1
=3 > Wt 2, 6) By u6<5>> d¢ (6.35)
j=1 i=0
donde:
N—j—1
hi(t,z,&) = > h(t,2,8) Ajprps, paraj=0,...,N -1 (6.36)
=0

y 082 denota la frontera de la regién €2 en dos o tres dimensiones, véase [2].
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Capitulo 7

Calculo simbdlico de respuestas

forzadas para sistemas
distribuidos

En este capitulo consideramos la obtencion de respuestas libres a partir
de respuestas dinamicas, en particular de respuestas forzadas. Para un siste-
ma distribuido la respuesta forzada es descompuesta como la suma de una
respuesta permanente y de una respuesta libre, que depende directamente de
los valores iniciales de la respuesta permanente, actuando esta tltima como
una retroalimentacion del sistema. Para entradas temporales armonicas el
calculo de la respuesta permanente, en este caso la respuesta frecuencia, se
puede realizar con el uso de la funciéon de Green Espacial.

7.1. Descomposicion de la respuesta forzada

para sistemas distribuidos

La solucion del siguiente sistema matricial:

N iy
>4 St a) = Fit,a), (7.)
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con condiciones iniciales nulas:

aN—ly
y(to, x) = 0,9 (to,x) = 0,..., W(toﬁ) =0, (7.2)

se denomina solucion de respuesta forzada ent = ty, la cual estd determinada
por la siguiente integral de convolucion:

t
y(t) = / n(t — 1) £(7) dr. (7.3)
to

donde y(t) es una funcién con valores distribuidos, esto es, para cada t fi-
jo, y(t) es una funcién que depende de la variable espacial y cuyo valor es
y(t)(z) = y(t, x), andlogamente para £(t) = f(t, x).

La respuesta impulso h(t) fue definida en (6.19) a través del operador
integral:

wwmzlhma@mma (7.4)

donde h(t, z, &) corresponde a la funcidn de Green temporal, esto es, la inversa
de la transformada de Laplace de la funcién de Green espacial H (s, z,£) del
problema de frontera (6.9) - (6.10).

Teniendo en cuenta estas funciones, la respuesta forzada dada en (7.3) lo

escribimos en la forma usual:

y(t) = /t t [ /0 Wt — 7€) fr.€) e dr. (7.5)

Para efectos de la descomposicién en el tiempo, es conveniente trabajar en
forma evolutiva (7.3) y luego escribir el resultado en la forma usual.
La respuesta forzada se puede descomponer en una respuesta libre y, (t)

y en una respuesta particular (permanente) y, (1), esto es:

ywz/mwﬂﬂﬂmzn®+mm (7.6)

to

donde y, (t)(z) = yn(t,2) v y,(0)(z) = y, (L, x).
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Dado que el conjunto {h(¢),h’(t),...,h"N"1(#)} forma una base de solu-
ciones de la ecuacién homogénea:

N .
My

Por lo tanto la integral (7.3), que corresponde a una solucién no homogénea,

se puede escribir de la siguiente manera:

=

-1

y(t) = / h(t—7)f(r)dr =) hO(t —tg)a; +y,(t), (7.8)

to j

I
o

donde los a; son funciones de variable espacial que son determinadas a partir
de las condiciones iniciales nulas de y(t) en t = t.
De esta forma, se obtiene el siguiente sistema:

=

-1
0 = ) n9(0)a;+y,(t)
=0

(

= .

—1
0 = h(j+1)(0) a; + y;(tg)

(7.9)

<.
(en)

N-1
0 = > U (0)a; +yNV(to)
=0

\

Los valores de h)(0), para j > N 41 son determinados a partir de la ecuacién
diferencial, que es satisfecha por h(¢) con condiciones iniciales en ¢ = 0.

Por lo tanto:

( anN—1 - _AN YP(tO)
an—s = —An_1y,(to) — Any,(to)
on-s = —Av-ayylte) = Ax-1yj(to) — Awylho) (7.10)
ap = —Ayy,(to) — Azy,(to) — -+ — An yl()N—2) (to)
L Qo = —A Yp(to) — A y;(to) - — Ay yl(7N_1)(t0>
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o de forma simplificada:

ZAkﬂyp (to, ), para j =0,...,N —1. (7.11)

Luego la respuesta libre introducida por la convolucion, viene dada por:

N-1 N—j
yalt) = =D B9t —t) Y Apryyy (ko)
i=0 n=1
N1
= — DD (t — to) Apey v (1), (7.12)
j=0 k=1
donde: i
. J
w1 o(x) = | (b, €) 9(E) de. (7.13)

Por consiguiente en el dominio original tenemos:

N—-1N—j

oF1h
ZZ/ Oth— UERS Ay y57 (0, €) dé. (7.14)

7=0 k=1

De esta expresion deducimos que empleando las condiciones iniciales de una
solucion no homogénea y,(t, x), la solucion homogénea y(t, ) queda deter-

minada usando la respuesta impulso funcional h(t).

Por lo tanto, el calculo de la respuesta forzada se reduce a la obtencion
de la respuesta particular yp(t), la cual se expresa como sigue:

N—1N—j

ymzlmwﬂﬂﬂmz%m— WDt t0) Auss y9(t0) (7.15)

j=0 k=1

donde se observa la descomposicién de la convolucién.

A continuacién a través de un modelo de una viga fija apoyada sujeta
a perturbacién oscilatoria en el tiempo mostramos la descomposicion de la
respuesta forzada para sistemas distribuidos.
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7.2. Modelo de una viga de Euler-Bernoulli

con fuerza axial

En las formulaciones de las teorias de estructuras clasicas para vigas las
descripciones geométricas son simplificadas a una dimensién (longitud), una
propiedad de la seccién transversal (drea o momento de inercia) y una pro-
piedad constitutiva (Young o cizallamiento), para mayores detalles véase [8].
Para el andlisis infinitesimal de vigas isotrdpicas, esto es, que presentan las
mismas propiedades fisicas, se considera en la presente tesis que, cualquiera
que sean las direcciones de propagacion de los fendmenos que inciden sobre la
viga, se van a despreciar las fuerzas de cizallamiento y de inercia de rotacion,
esto es, se va seguir el modelo de Euler-Bernoulli.

La teoria de Euler-Bernoulli considera un campo de desplazamiento en
el que cualquier seccion transversal de la viga permanece siempre plana, con
la misma forma y perpendicular al eje de la misma, esto es, la curvatura es
proporcional al momento.

El modelo matemaético para una viga flexible sometida a la acciéon de una
fuerza axial constante que interactiia con los desplazamientos laterales, de
acuerdo a la teoria de Euler-Bernoulli, estda dado por la siguiente expresion:
0?y(t,r) oty(t, z) 0*y(t, )

— ————+ N———F = F(t,x) (7.16)
ot? ox?t Ox?

que corresponde a una ecuaciéon diferencial evolutiva de segundo orden con

pA +EI

respecto al tiempo y de cuarto orden con respecto al espacio, sujeta a las

condiciones iniciales:

y(0,2) =yo(x) vy (0, ) = yo(). (7.17)

Donde A es el area transversal de la viga, E es el modulo de Young, I es el
momento de Inercia del drea de la seccién transversal, N es la fuerza axial,
p es la densidad.

En la figura (7.1) se presenta un viga con condiciones de frontera fija-libre,
que satisface el modelo de Euler-Bernoulli. Para la deduccién del modelo
véase [19], También se puede encontrar una breve descripcién en los trabajos
de [30] y [15] .
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‘:—x—w—'—~{¢1|—— ‘

: I

Figura 7.1: Viga fija libre bajo la accién de una fuerza axial N

Las condiciones de frontera del modelo se pueden escribir de forma genéri-
ca como sigue:

B](y) = aljy(t> 0) + a2jyx(ta O) + a3jymc<t7 0) + a4jyxxx(t7 0)+

Brjy(t, L) + Bojya(t, L) + B3jYuu(t, L) + B1jYuus(t, L) para j =1,...

(7.18)
de manera similar de forma matricial se puede expresar por B) = 0, donde:
[ y(t,0) ]
Ye(t,0)
Qq1 Qg1 Q31 Gy 511 521 531 541 yzm(tuo)
t
B — Qo Qigg (32 (Y2 512 522 532 542 yyz y$x$(70) (7.19)
a3 03 o33 ouz PBis /623 533 Ba3 y(t,L)
Qg Qog O3q Oag Pra Poa P3a Paa Y (t, L)
ym(tvL)
_yzm(taL)_

7.2.1. Calculo modal

Asumiendo que la fuerza externa (F(t,z) = 0) es nula obtenemos que la
solucion del problema corresponde a la vibracion libre del sistema.

El método espectral nos proporciona soluciones del tipo oscilatorio de la
forma:

y(t, ) = e“' ¢(x) (7.20)

a ¢(x) se le denomina modo o autofuncion asociada al autovalor A = iw.
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Estas soluciones también se pueden representar como sigue:
y(t,x) = [acos(wt) + bsen(wt)] p(z). (7.21)

Sustituyendo la expresién oscilatoria (7.20) en la ecuacién homogénea aso-
ciada a (7.16) se obtiene:

D*y(t
MIED) ey o, (7.22)
ot?
donde:
M = pAZ, (7.23)
es un operador constante, Z denota a la identidad, ademas:
d* d?
IC—EI@—%N@, (7.24)

es un operador diferencial lineal espacial de cuarto orden, que actia sobre

funciones que satisfacen las condiciones de frontera (7.18), se obtiene:
K ¢(z) — Mw? ¢(x) = 0. (7.25)

A partir de los operadores diferenciales descrito en (7.23) y (7.24) se obtiene
la ecuacién modal del problema:

gzﬁ(i”)(:(:) + pPe@) (z) — ¢* p(z) =0, (7.26)
donde: N A w2
2 _ Y 4 _ pAaw

p? = = v q =7 (7.27)

y con condiciones de frontera:

Bi(y) = a1;0(0) + az;¢'(0) + as;¢"(0) + au;0™(0)+

Brjd(L) + B2;¢' (L) + B3;¢" (L) + Pa;d" (L) para j =1,... 4.
(7.28)
La solucién de la ecuacién diferencial homogénea (7.26) se expresa como la

siguiente combinacion lineal:

¢(x) = c1 ¢1(x) + c2 Pa(x) + ¢3 P3() + ca pa(x) = P, (7.29)
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donde las columnas de la matriz ® = [¢1 ¢2 @3 ¢4] forman una base de
soluciones de (7.26) y ¢ corresponde al vector de variables. Para la solucién
del problema se usa la base espectral o la base dinamica.

En el presente trabajo de tesis se considera el uso de la base dinamica la
cual es generada a partir de la respuesta impulso o solucion dinamica espacial
h(z) y de sus derivadas hasta el tercer orden.

Por definicién, se tiene que h(zx) satisface el problema:

R () + p*h) (z) — ¢* h(z) = 0, (7.30)
con las condiciones iniciales:
h(0) = 0,4 (0) = 0,h"(0) = 0,R"(0) = 1. (7.31)

Por lo tanto la respuesta impulso del sistema esta dada por:

_ 6 senh(ex) — e sen(dw)

h(z) = ST (7.32)

donde los pardmetros € y ¢ se originan a partir del calculo de las raices del

siguiente polinomio caracteristico asociado al sistema como sigue:
P\) = M+ p* 2\ — ¢, (7.33)
cuyas raices proporcionan los autovalores \, dados por:

>\172 = 4140 y )\3,4 = :|:€, (734)

pt | p? pt  p?
o WS ot
) \/q—|—4+2y6 \/q—i—4 5 (7.35)

A partir de los parametros del problema obtenemos las frecuencias de los

donde:

modos de vibracion, la cuales se expresan de la siguiente manera:

ET
(wn)m:qfn”—A, param =1,2,.... (7.36)
P
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Por lo tanto los elementos de la base dinamica ®p se pueden expresar de la

siguiente forma:

d senh(ez) — € sen(d x)

¢i1(z) = h(z) = e
bo(w) = () Cosh%);éc;;s(éx) .
g3(x) = h'(z) = €Senh<&(‘;> f;;’en(éx) -
du(x) = W'(z) = 52008h(?;) jéijm(d@

Por otro lado los elementos de la base normalizada ®py son obtenidos a

partir de la expresion:

N—j—1
h;(z) = Z hD(x)a; 14 para j =0,..., N —1, (7.38)
i=0
donde los a; corresponden a los coeficientes de la ecuacion del problema. De
esta manera, los elementos de la base normalizada estan dados por:

ho(z) = p*W(z)+ " (x)
ma) = p*hia) + H(a) -
ho(z) = H(x)
hs(x) = h(x)
Reemplazando las expresiones (7.37) en (7.39), se obtiene:
2 2
on(z) = ho(z) = ) cosh(&(t;):—;)cos(é x)
63 senh(e x) + &3 sen(d x)
= h =
Pl = HERSY (740

cosh(e z) — cos(d )
(€2 4+ 62)

B _ dsenh(ex) — esen(d x)
dan(z) = Ia(z) = de (€2 +62)

Pan(z) = ho(x) =
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Los coeficientes ¢; de la solucion (7.29) se determinan resolviendo el sistema
lineal obtenido de las condiciones de frontera del problema espacial (7.26),
denominado problema modal algebraico, denotado por:

Uc=0. (7.41)

Donde U = BT, siendo B la matriz de los coeficientes de las condiciones de
frontera (7.19) y T la matriz de la base, definida por:

[ h(0)  R'(0)  A"(0)  R"(0) ]
R'(0)  R"(0)  A"(0) KE(0)
R"(0)  R"(0) AE(0) AM(0) 1
R7(0)  AE(0)  A®(0)  AD(0) Co
=l v oy w7 e (7.42)
(L) A'(L) K"(L) h)N(L) C4
R"(L) K"(L) hW™(L) RW(L)
|P"(L) RE(L) h(L)  hC(L)]

Finalmente las raices w se determinan a partir de la ecuacién caracteristica

A = det(U) = 0.

7.2.2. Calculo de la funciéon de Green espacial

La ecuacion (7.16) se puede expresar de la siguiente forma:

D*y(t
M % + Ky(t, o) = F(t,2), (7.43)
donde:

M = pAZ, (7.44)

es un operador constante, Z denota al operador identidad y:

d* d?
= E]— — 4

K=FE dx4+Ndx2, (7.45)

es un operador diferencial lineal espacial de cuarto orden, que actia sobre
funciones que satisfacen las condiciones de frontera (7.18).
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Considerando una entrada de tipo armonica:

F(t,z) =™ f(2),

tenemos la respuesta en frecuencia de la forma:

y<t7 JJ) = eiwt(b(I)?

donde ¢(z) satisface el problema de frontera espacial:

K ¢(z) — Mw? §(x) = f(2),

es decir, el problema de frontera no homogéneo de la forma:

¢ (@) +p* 9" (2) — ¢* ¢(x) = f(2),
Bj(y) = 01;6(0) + Oézﬂb (0) + 3;¢"(0) + g " (0)+

ﬁlj (L) + 623 (L) + nggb”(L) + 54]'@25”/([/) paraj = 17 .

Cuya solucién es expresada en términos de la siguiente integral:

o) = K — M f(z) = / G, €) £(€) de,

la funcién de Green espacial G(x, &) estd dada por:

Glr ) = TEE)
_ho(x) hi(x)  hao(z)  hs() 9(1’75)_
Bi(ho) Bi(h1) Bi(ha) Bi(hs) Bi(g)
H(z,§) =det | By(hg) Ba(hy) Ba(hs) Ba(hs) Ba(g) |,
Bs(ho) Bs(hi) Bs(h2) Bs(hs) Bs(g)
| By(ho) Ba(h1) Bi(hz) Ba(hs) Ba(g) ]
Bi(ho) Bi(hi) Bi(hs) Bi(hs)
A — det By(ho) Ba(hi) Ba(h2) Ba(hs)
Bs(ho) Bs(h1) Bs(hz) Bs(hs)
Bi(ho) Ba(hi) Ba(h2) Ba(hs)

(7.46)

(7.47)

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)



ho(xz) hi(z) he(z) hs(w)
o _sme-9 (WO m© e K
9= ) e me mo|
ho(©) h(e) ha(e) hy(€)
donde:
W) W) WE) K
e e me e
WE=det | he) m(e) mye) my(e) (754
ho(®) M(e) ha(e) hy(d)

A vpartir de (7.50), se obtienen diferentes expresiones para la funcién de
Green, pues ella esta condicionada a las condiciones de frontera del problema.
Para mayores detalles véase las referencias [25], [2], [23].

7.2.3. Descomposicion de la respuesta forzada

Por lo anteriormente desarrollado se puede establecer que la respuesta
forzada del sistema se puede descomponer de la siguiente manera:

y(t,l‘) = yp(t7$)+yh(tax)

L
= it~ [ |nen 04 (Gn) 0.0+ pan0.0 (51) (o9 de
(7.55)
donde yy(t,z) es la respuesta libre inducida por la respuesta permanente
yp(t, ).
En la proxima subseccion presentamos simulaciones numéricas para una
viga fija apoyada, en el que la respuesta impulso expresada de forma modal
[15], como sigue:

donde || X, || es la norma integral cuadrética del modo X,,, obtenido al resolver
la ecuacién modal algebraica (7.41).

136



Considerando entradas del tipo:
F(t,x) = ™" f(x),

en el sistema distribuido (7.16), a partir de (7.46) y (7.49), se tiene que la
respuesta permanente la podemos expresar como:

plt, ) = € / G, m) f(n) dn. (7.57)

Finalmente la respuesta forzada del sistema es:
4 L
ta) = et | Glan) f(o)dn-
0

pA UOL <iw h(t, z,&) + %h(t,xaﬁ)) (/OL G(&n) f(n) dn) dé“}
(7.58)

Descomposicion de la respuesta forzada para una viga fija apoyada

En esta seccién consideramos condiciones de frontera de tipo fija apoyada
para una viga de Euler-Bernoulli con fuerza axial descrita por la ecuacién
(7.16), conforme a lo mostrado en la figura (7.2):

+——N

b e e

A

L |
I |

Figura 7.2: Viga fija apoyada

Para una viga de este tipo tenemos las siguientes condiciones de frontera:

{ $(0) =0, ¢(0)=0
0’ —

) — (7.59)



y la ecuacién modal algebraica (7.41), U ¢ = 0, es dada por:

) R0) ] [a
) ) R7(0)  AU0)] e
h(L) R(L) R'(L) KW"(L)| |cs3
R'(L) B"(L) hW)(L) hONL)| |e4

|
o o o o

Sustituyendo h(z) y sus derivadas en x = 0 y # = L, el sistema de cuatro
ecuaciones se simplifica a un sistema de dos ecuaciones, en este caso, al

obtenerse c3 = ¢4 = 0. Luego, la ecuacién modal se reduce a:

L) W(L)| |a| |0
R'(L) K"(L)| |ea|  |O|°

De esta expresion se tiene que la ecuacién caracteristica es:

A = n(L)h" (L) —n'(L)R"(L) = 0. (7.60)
Resolviendo la ecuacién modal para las raices de (7.60), se tiene que la forma
de los modos para estas condiciones de frontera es:

hIII(L)

X(z)=h'(x)+oh(z), dondeo=— WD)

(7.61)

Empleando la base dindamica normalizada se tiene que la expresion de los

modos se escribe como sigue:

ho(L) — p2h2<L)

X(z) = ha(x) + 0 hg(x), donde o = ") = pPha(D) (7.62)
Reemplazando:
W) = J smhé(&tgx(i2 —:?6526)311(5 :1:)’
en (7.60), obtenemos la ecuacién caracteristica correspondiente:
Ve2 + p? tanh(e L) — e tan(y/e2 + p2L) = 0. (7.63)
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A partir de (7.63) se obtienen los valores de € y por consiguiente se determinan
los parametros ¢ y ¢ descritos como:

B , 2\ ot 2 2.3
q= 5+5 B 0 =¢e"+p.

Por lo tanto las frecuencias naturales, w,,, del sistema son obtenidas a partir

de la siguiente expresion:

s _ pAw;
T Bl
donde ¢ = gq(¢) parac =¢,, ym=1,2,....
Considerando la la base dindmica normalizada ®py = [ho, h1, ha, hs] en
la funcién de Green dada en la expresién (7.50) obtenemos:

_ho(l“) hi(z) ho(x) hs(z) g(x,§) ]
1 0 0 0 g(0,6)
H(z,§) =det | 0 0 0

I 000 |, (76
ho(L) hi(L) ho(L) hs(L) g(L,&)
(L) ML) ML) L) (L€,
' 1 0 0 0
0 1 0 0
A=det ]y (1) m(L) ha(L) h(L) (7.65)

ho(L) R{(L) hy(L) h3(L)
Por lo tanto estas expresiones se hacen realizables empleando la base dinami-
ca normalizada.

La funcién g(z,§) calculada a través de la expresion (7.53) es:

1 esen(d(z —§)) — dsenh(e(z — §))

;<
_ ]2 6(0% + £?)
g9(z, &) = 1 6sen(5(x€— €)) — gsenh(e(m —§)) £<u ' (7.66)
2 £0(6% + €2) ’

Finalmente, calculando las expresiones (7.64) y (7.65) se obtiene la funcién

de Green espacial para una viga fija apoyada, denotada por:

Glx, &) = { Gi(z,€), 0<a<¢

Go(x,§), €<z <L, (7.67)
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donde:
—desen(d(L — &)) cos(dx) senh(eL) 4 desen(d(L — &)) senh(e(L — x))

Gil@, &) = - 6262 [—062 4+ €2 + (02 — €2) cos(dL) cosh(e L) — 25e sen(d L) senh(eL)]
desen(dL) cosh(ex)senh(e(§ — L)) + desen(d(L — x)) senh(e(L — &))
§2e2 [—02 + 2 + (62 — €2) cos(dL) cosh(eL) — 20e sen(dL) senh(eL)]
6% cos(6L) senh(ex) senh(e(L — €)) + e? sen(dx) sen(§(L — £)) cosh(eL)
§2e2 [—02 4+ €2 + (62 — €2) cos(dL) cosh(eL) — 20e sen(d L) senh(eL)]
y
Golz,6) = —desen(0(L — x)) cos(6§) senh(eL) + desen(d(L — x)) senh(e(L — &))

| 02e2[=62 4 €2 + (62 — £2) cos(0L) cosh(eL) — 26 sen(6 L) senh(eL)]
desen(dL) cosh(ef) senh(e(x — L)) + desen(d(L — £)) senh(e(L — x))
6262 [—02 + 2 + (62 — €2) cos(dL) cosh(eL) — 20e sen(d L) senh(eL)]
62 cos(6L) senh(e€) senh(e(L — x)) + 2 sen(5¢) sen(§(L — z)) cosh(eL)
§2e2 (=02 4+ €2 4 (0% — €2) cos(dL) cosh(eL) — 2de sen(d L) senh(eL)]

En la simulaciéon numérica se ha considerado una entrada continua por

intervalos, en la parte espacial, es decir:

) filz), 0<z<L/2
fle) = { folx), L/2<x<L (7.68)

De este modo la respuesta espacial permanente puede ser escrita de forma
adecuada:

/0 " Gala, )11 (6) de + / S G (. ) £1(6) de + / G0 6)fo(€) de, 0< <L)
ox) = ' :

/0 S Gl ) £1(6) dé + /fam,g)fz(f)du / Gi(e, ) fo(6)de, Lj2<z<L
(7.69)

2
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7.2.4. Simulaciéon numérica

Los valores numéricos de los parametros usados en las simulaciones se
encuentran en el cuadro 7.1.

L E
1m 8000 N/m?
! P
1m* | 300000 Kg/m?
A N
0.01 m? 16000 N
Cuadro 7.1: Valores de los parametros empleados en la simulaciéon del modelo
de viga
Para estos valores, se han calculado las raices ¢,,, para m = 1,...,5, de

la ecuacién caracteristica (7.63) y se han determinado los correspondientes

valores de ¢, Om ¥ (Wn)m, los cuales se encuentran en el cuadro 7.2.

Em Im (Wn)m Om
3.699351189 | 3.827677072 | 23.92516533 | 3.960454421
6.936058637 | 7.007048374 | 80.17788531 | 7.078764682

10.11664554

10.16571093

168.7562547

10.21501429

13.27949641

13.31698936

289.5986091

13.35458816

o w |~ S

16.43447034

16.46481008

442.6880688

16.49520583

Cuadro 7.2: Valores calculados para los pardametros €, ¢, w, v 0

También se ha calculado los cinco primeros modos de vibracion del siste-
ma, a partir de (7.62), es decir usando:
hmy (L)

(L)

donde Ay, () es la solucion dindmica h(x), obtenida a partir de la resolucién

Xon(®) = Wy (2) + 0 Bpp) (2), 0 = (7.70)

del problema de valor inicial (7.30)-(7.31), correspondiente a cada pardmetro
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¢m asociado a la frecuencia natural (w,,),, resultando:

dm senh(e,, ) — &, sen(o,, x)
i) () = Om Em (02, + €2))

, (7.71)

Los modos se presentan en la figura (7.3).

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
x

Figura 7.3: Cinco primeros modos del sistema

Entrada triangular en el espacio

Vamos a considerar la entrada del sistema oscilatoria en el tiempo y trian-
gular en el espacio, expresada por:

5; sen(wt), 0<x<1/2
F(t,x) = (7.72)

(g - 5;) sen(wt), 1/2<z<1

y para la frecuencia w igual a 289.5986, cuyo valor es cercano de la cuarta
frecuencia natural del sistema

La funciéon de Green espacial del problema para las frecuencias conside-
radas se presentan en la figura (7.4):

En la Figura (7.5) presenta la parte espacial de la entrada f(x).

En las figuras (7.6) la parte espacial de la respuesta permanente del sis-
tema ¢(x), para la frecuencia de entrada considerada.

En la figura (7.7) graficamos la excitacion.

En la figura (7.8) graficamos la respuesta permanente:
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Figura 7.4: Funcién de Green espacial (frecuencia = 289.5986)

08

06

04

02

Figura 7.5: Excitacion - parte espacial
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0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 7.6: Respuesta permanente - parte espacial (frecuencia = 289.5986)

Figura 7.8: Respuesta Permanente
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Capitulo 8

Conclusiones

En este trabajo se desarrolla una plataforma unificada para el estudio de
sistemas concentrados, discretos y distribuidos, en términos de la respuesta
impulso. Una ventaja de esta metodologia es que, diferentes sistemas evolu-
tivos y de orden arbitrario se pueden tratar sisteméticamente de una manera
compacta, simple y conveniente para la simulacién numérica y procesamien-
to de datos. El uso de la respuesta impulso permite observar la introduccién

transitoria en la respuesta forzada, debido a la excitacién en el sistema.

La metodologia desarrollada fue probada con diversas aplicaciones para
obtener las respuestas dinamicas de los sistemas, donde estos célculos fueron
realizados directamente en el espacio fisico del problema, sin transformarlo
en un sistema de primer orden. Cabe resaltar que, la reduccién de un siste-
ma de n-ésimo orden a un sistema de primer orden, muchas veces, ocasiona
pérdidas importantes como la simetria o la positividad de los coeficientes del
sistema. Pero, como los sistemas de primer orden poseen muchas técnicas

para su estudio, ellos merecen especial atencién.

El uso de la respuesta impulso ha sido fundamental en la integracién
simbolica de sistemas de tiempo continuo con excitaciones lineales por inter-
valos. Los resultados de la descomposicién de la respuesta dindmica en cargas

armonicas y no armonicas, fueron expuestos detalladamente. Para sistemas

145



distribuidos, se considero el modelo de una viga Fuler-Bernoulli con fuerza
axial, con entrada oscilatoria en el tiempo y entrada triangular en el espacio.
La funcién espacial de Green fue empleada para la obtencién de la distribu-
cién de amplitud espacial. Se registro la introducciéon de las contribuciones

libres debido a cada cambio de intervalo en la entrada.

Se consideraron sistemas discretos de primer orden, en particular, por su
uso en la dindmica estructural a través del método de las matrices de trans-
ferencia. Se desarrollaron sistemas discretos de orden superior, pues no se
encontraron muchos trabajos con un enfoque directo, sin utilizarse la reduc-
cion del espacio de estado. Muchos de los esquemas iterativos utilizados, para
la integracion numérica de sistemas no lineales para el estado permanente,
se consideran condiciones iniciales nulas, esto es, se calcula tedricamente una
respuesta de tipo forzada. Sin embargo no se discute sobre como es que la no
linealidad influye en la introduccion de respuestas libre.

La metodologia desarrollada nos permite en el futuro continuar el tra-
bajo, a través del estudio de sistemas distribuidos con amortiguamiento, del
estudio de problemas de control éptimo en vibraciones, sin el uso del espa-
cio de estado, realizar simulaciones numéricas con sistemas que poseen una
geometria simétrica plana y espacial y considerarse ademas sistemas concen-
trados y discretos singulares, los cuales son de interés para problemas con

restricciones tales como los encontrados en el area de la robdtica.
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