UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE CIENCIAS
ESCUELA PROFESIONAL DE MATEMATICA

CURVAS DE BEZIER Y B-SPLINE MEDIANTE
LOS BLOSSOMS

TESIS PARA OPTAR EL TITULO DE LICENCIADO EN CIENCIAS
CON MENCION EN MATEMATICA

PRESENTADA POR:

JUAN DUENAS BEJAR

LIMA-PERU

1996



INDICE

JUetrnets (1 Toior 0 ) REDEUURUURRUUROR SR 1

CAPITULO 1. CURVAS DE BEZIER Y CURVAS B-SPLINES
1.1 Curvas de BEZICT ......oooveieeiiceieeceeeeeceeece e e 4
1.2 Curvas B-spline  ......occoiiiiiiiiiicee e S

CAPITULO 2. BLOSSOMS

2.1 Principic de 105 BIOSSOMIS  ..oveiieeiriieriiiiiiieceeeeerrieeeeneereeeeeeeeesaees 12
2.2 Determinacion de los puntos de BEZer .......uueeeeereivnvenieeerenninneenn. 25
2.3 Detemainacion de los puntos ds de Boor ......cocccveeeiicieeeccceennnns 31

CAPITULO 3. APLICACIONES

3.1 Insercii A€ NOAOS ...ccorruererieiireciier et e e e 53
Algonitmo de BOEIIN ......ccrviiiniiiiiiiiiiriccirccccrccceenr e 53
Insercion de Nodos miltiples .........ccceeveeeeeciverenienieeecencnneesennenens 58
Algoritio de OS10 ...cvvvveeieeiiiiiiiiiirererrereerr e ceeeeneareeeee 60

3.2 Elevacion de grado
Elevacion de Grado en Curvas de BEZier ......occcceeevrevieerrinnennne 63
Elevacién de Grado en Curvas B-spline ........cccccceveeeeiviinienennnns 64

BIBLIOGRAFIA ittt are s sean s s aae s ssnae e e e 70



INTRODUCCION

El Disefio Geométrico Asistido por Computadora (CAGD)
esta relacionado con la representacidén, manipulacidén y el
disefio de objetos por computador tales como: curvas,

superficies y sdélidos.

Las herramientas matematicas del CAGD son
principalmente el analisis matematico, el analisis
numérico, calculo variacional, geometria diferencial,
etc. Las principales aplicaciones se encuentran donde se
necesitan métodos para describir matematicamente los
objetos que van a ser manufacturados por maquinas
controladas por computador, como por ejemplo: en la
industria aérea(disefio de alas, fuselajes de un avidn,
etc), automotriz(disefio de las partes de un auto), etc.
Otras aplicaciones se encuentran en los graficos por
computador, visualizacidén cientifica (para describir los

fendémenos fisicos, geoldgicos, médicos, etc ).

En las aplicaciones del disefflo de wuna curva ©6
superficie a menudo se define especificando interac-
tivamente un conjunto de puntos, denominados puntos de
control, los cuales nos determinan la forma de dicha

curva.

Las curvas y superficies de Bézier y B-~spline son
muy usados en muchos sistemas de CAGD. Las curvas de
Bézier inicialmente fueron estudiados por P.Casteljau
aproximadamente en 1959 y por P. Bézier aproximadamente
en 1962. La teoria matemética esta basada en el concepto
de polinomios de Bernstein. De Casteljau estudidé todas
las relaciones que habian con estos polinomios, pero no

fue antes de 1970 que R. Forest descubridé la relacidn



entre el trabajo de Bézier y los polinomios de Bérnstein.
Bézier y de Casteljau desarrollaron sus teorias como
partes de sistemas de CAD las cuales fueron usadas por

compafiias francesas de autos: Rénault, Citroén.

Por otro lado, J.Ferguson [Ferguson ‘64] estudié las
curvas polinomiales con ciertas restricciones de
diferenciabilidad y fue el primero en presentar ese tipo
de trabajo en los sistemas de CAGD, dichos sistemas
fueron usados por la Compariia Boeing en 1963.
Aproximadamente en ese tiempo C. de Boor y W. Gordon
estudiaron estas curvas en la General Motor. Gordon vy
Riesenfeld [Gordon et al. ‘74] demostraron que las
curvas B-spline son una generalizacién de la curva de

Bézier.

Los B-splines pueden ser enfocados desde diferentes
puntos de vista [Farin ‘93], [Hoschek et al. '93] tales
como: por integrales, por proyecciones de simplejos k

dimensionales, métodos estadisticos, blossoming, etc.

Un principio clé&sico en matematica es que los
polinomios de una sola variable de grado p son
equivalentes a aplicaciones p-afines simétricas [Ramshaw
‘87, '89]. Lyle Ramshaw aplicé este principio en la
teoria de curvas y superficies de Bézier y B-spline y a
la aplicacién p-afin simétrica de un polinomio de grado p

lo llam® como BLOSSOM.

Mediante este nuevo enfoque facilmente se puede
entender y explicar los teoremas cléasicos relacionados

con las curvas y superficies de Bézier y B-spline.



El objetivo de este trabajo es utilizar la técnica
de los blossoms en el estudio de las curvas de Bézier y
B-spline para obtener algoritmos que nos permitan tener
mayor flexibilidad sobre dichas curvas es decir obtener
nuevos puntos de control de manera que la curva dada no

cambie de forma.

Los algoritmos que nos permiten tener mayor
flexibilidad sobre las curvas son:
i) Insercién de nodos

ii) Elevacién de grado

En el anexo describiremos algunas rutinas Yy

programas que se han realizado.



CARITULO 1

CURVAS DE BEZIER Y CURVAS B-SPLINE

1.1 Cuxvas de Bézier

Definicién 1.1 Los polinomios d= Béramstein de grado n se
definen como:

i n-i
nift- = &
Bg(t):O[b_Z) (b_aJ i=0..n, te [a,b]

’ n!
n == = ; i E {0,1,..1’]}
donde .= 4(n - i)!i!

0 ; ie {0,1,..n}

TEOREMA 1.1 Los Polinomios de Bernstein definidos en
[(0,1] cumplen lo siguiente:

1) Bf(o) = 82(1) = 0, i#0, iwn.
2) Bg(0) =BR(D) = 1

3) BR(1) =BR(0) = 0

4y BMt) > 0 Vvt e (0,1)

5) max | Bi(t) ] = Bf(i/n)

6) 2BMNt)=1

i=0
7) Bi(t)=Bi,(1-t)

8) Férmula de Reduccién: Bin(t)=(1--t)13£l_1

(t)+tBI(t)
Prueba:

1), 2), 3), 4), 5), 7) y 8) son obvios.



6) Por la férmula bindmica:

_ oo 2P i, on-i _ & oon
1= (t + 1 - t) —igo[i] (1 - t) iEOBi(t)

Definicidn 1.2 El Polinocmio de Bezier de grado n, es una
curva paramétrica definida por:

n
_ n
F (t)= igo b, Bi(t) VY t e [a,b]
donde: b; € R® , d=2, 3.

Los puntos b; se llaman puntos de Bezier o puntos de
control.

El poligono de Bézier es aquel poligono que se obtiene al
unir los puntos de control consecutivos mediante segmen-
tos.

n
TEOREMA 1.2 Sea F(t) - _ZO by Bi(t) V te[0,1]. Entonces:
1

1) F(O) =by , F(1) - b,.

2) La curva de Bézier se encuentra en la capsula convexa
de los puntos de Bézier: by, ... , b,.

3) Los segmentos bgb;,y b, ;b, son tangentes a la curva
de Bezier en t=0 y t=1 respectivamente.

n i,
4 By(t) - t.
! iZb n 1t

5) Precisidédn Lineal:

Sean p#q puntos de R°(eR, R?, R’) y los puntos by estan
distribuidos uniformente en el segmento pq , es decir:

bj—(1~%)P+%qu=Ol"'ln

n
Entonces iz%.biBg(t) - p + t(g-p).



n
6) Simetria: _ZOID

n
Bi'(t) = X b__iBI(1-t).
i= -

i ey s s e |

7) La curva de Bézier es invariante bajo transformaciones
afines, es decir para obtener una transformacidén afin
sobre toda la curva de Bézier solamente tenemos que
realizar la transformacidén afin en los puntos de con-
trol.

8) La curva de Bézier es invariante bajo transformaciones
afines de paré&metros, es decir:

n n
n _ n

u-a
donde te[0,1], uela,b], t = e
Prueba:
1),2),3)son obvios.
nNg 4 n i n
4) —Bnt = —_ ‘11 tn 1
iEOn i(t) ;Eln[i}:( )
_ nil (i + 1) n! ti+1(1—t)n—i_1
i=0 n @G +DD!'nh-1-2Dt
n-1 —~ 1! ) .
= Z (n l) tl+1(1_t)n—1—l
i=0 il'(nh-1-1D!
n-1 (n~1 . T n-1 _
" 5% [ i ]tl“"t}n Pl Lo B )
1= =

= t (por Teorema 1.1(6)).

5)Se tiene usando 4).

n
6) igobiBIlJ(t) bBolt) +. . .+ bBt)

n
jzi)bn—iBE—i(t) {(por Teorema 1.1(7)).

I
- n . _
=2, bp-iBIL - ).

7) y 8) son obvios.



Ejemplo 1: Las figuras muestran las propiedades enun-
ciadas en el teorema 1.2.

Figura 1l.c

Ejemplo2: Las figuras 2.a, 2.b muestran las propiedades
de transformaciones afines.
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Figura 2a.



1.2 Curvas B-splines

Definiciédn 1.3 Un vector nodo T es una sucesidn no
decreciente de nUimeros reales, es decir:

T: = (tll ---------- s tm) tal que tis ti+1, i=1, o e . ,m"l.
A cada t; se conoce como nodo donde i=1,...,m.
Si tj1 < ty < tiy se dice que tj; es un nodo simple.
Si tiji< ti= .... = tiy1< tie se dice que t; es un nodo de

multiplicidad r.

Definicidén 1.4 Los B-aplines normalizados da grado' p,

denotado por Ng, sobre el vector nodo T
se definen recursivamente:

N‘?;u}:= 1 ; ti <€ u < ti+1
1 0O ; en otro caso

r u-t Bl i - u Gl
Nj():= B S Ny (u)+ tt“r"l N, 1< ¢ <p
tivr -4 ir+l T Bl

Convencién: 0/0 = 0

TEBORFMA 1.3 Sea T=(ti;cececeeces ¢ tmpsr) un vector nodo tal

que p<m. Entonces

1) NP (u) > 0 siou e<ty tipa> =S, i=1,...,m.

2) NE(U) =0 siue [tirti+1+p]r i=1,...,m.

LS
3) ZNi (u) =1 si ue [tp+11tm+1]
i=1
Pzueba:

1), 2) son obvios (por induccidn mateméatica).
3) Ver [Stoer et al. ‘80, pp.109].

Observacibn: Si u € [ty,ty1] entonces las funciones
B-spline b&sicas no nulas podrian ser:

N3 p(u)yene.. Nj(u).

! orden - p+1



Ejemple Calcularemos N2 (u),i=1,2,3,4. sobre el vector
nodo T=(0,0,0,1,2,2,2).

Si 0 <u<1: NY(u)=0 i#3 ; N3(u)=
N%(u)= 1-u ; N%(u)=u; Ni(u)=0 122, 3

N3 (u)=(1-u)? ;N2 (u)=u (1-u)+(2-u)u

2
N2 (u)= u?® ; N?(u)= 0, i=»1,2,3.
2
Si1<uc<2: N? (u)=0 iz4 ; NJ(u)=1

Ni(u)=2-u ; N}(u)= u-1; N} (u)=0 ,i#3,4

Ng(u)=j2—u)2; N%(u)= u(2-u) +(2-u) (u-1)
2 2

NZ(u)= (u=1)? ; NZ(u)= 0, i#2,3,4.

TIPOS DE VECTORES NODOS

VECTOR NODO UNIFORME: Se dice asi cuando los nodos se
encuentran equidistanciados.

Bjemplos: T=(0,1,2,3,4),
T=(-8,-7,-6,-5,-4).
T=(0,0.25,0.5,0.75,1.0) se conoce como un
vector nodo uniforme normalizado entre 0 y 1.

VECTOR NODO UNIFORME ABIERTO: Se dice asi cuando los
nodos extremales son de multiplicidad igual al orden de
la funcidén B-spline béasica y los nodos son uniformes.

Ejemplos: orden=2 T=(0,0,1,2,3,4,4)
orden=4 T=(0,0,0,0,0,1,2,3,4,4,4,4)
orden=2 T=(0,0,1/4,1/2,3/4,1,1)
orden=3 T=(0,0,0,1/3,2/3,1,1,1)

Sea p el grado de una funcién B-spline tal que nz2p+l.
Formalmente un vector nodo uniforme puede estar dado por:

0 ;1< 1 <p+1l

ti=|l1 - p-1;p+2=<1=<n
n p ;n+1<1<n+p+l
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Definicidén 1.5 N? es un B-mpline uniforme si los nodos se
encuentran equidistanciados.

Definicibén 1.6 N? es un B-gpline no uniform2 si los nodos
no se encuentran equidistanciados.

Definicién 1.7 La cuxva B-gpline de grado p con respecto
a un vector nodo T =(ty,cecvocee-c-. rtmipsr) » tal que

ti< tisps1 €s una curva polinomial por tramos y esta defi-
nido:

m
F(u) =ZdiN§(U) r U € [tp+1 r Emerly diemd-
i=1
d=1,2, 3.

Los puntos d; se llaman puntos 4e Boor 6 puntos de
control.

El poligono de Boor es aquel poligono que se obtiene al
unir los puntos de control consecutivos mediante seg-
mentos.

Bjemplo 1: Una curva B-spline cubica sobre el vector nodo
T=(0,0,0,0,1,2,4,5,6,6,6,6) cuyos puntos de control son:
dy=(6,3), d=(7,8), ds=(12,5), d¢=(9,0), ds=(1,0), de=(0,6),
d7=(3,8), dg(4,4) (ver figura 3).

Bjemplo 2: Una curva B-spline cubica sobre el vector nodo
T=(0,1,2,3,4,5,6,7) cuyos puntos de control son: d,=(0,0),
dz=(3,9), ds=(6,3), dse=(9,6) (ver figura 4).
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CAPITULO 2 BLOSSOMS

Un teorema clasico en matematica dice que los poli-
nomios de grado “n” son equivalentes a las aplicaciones
n-afines simétricas. Lyle Ramshaw aplicé este principio a

la teoria de curvas y superficies de Bézier y B-spline.

Definicién 2.1 Una aplicacién £: R - R? se dice AFIN,
si se cumple:

n n
£(2Xat;)=) af(t,) Va,.... ane R: Ya - 1.
i=1 e i=1
neN

Definicién 2.2 Una aplicacién £: R" = R® se dice m-AFIN
6 simplemente multiafin si s afin en cada uno de sus
argumentos cuando los otros argumentos se mantienen
fijos, es decir:

Sean Uj; ....Uj1, Ujete...Un € R

n n
£(ug, ... uy, Z a;t, ,ujee ..o up)= Zai.f(ul e e eeU4-1,L4, Ujsre 0. Up)
i=1 i=l

Va; .... ap€ R: 2a, = 1.
i=1

Definicién 2.3 Una aplicacién £: R™ — R? es mmltilineal,
si la aplicacién es lineal en cada uno de sus argumentos
cuando los otros argumentos se mantienen constantes, es
decir:

Sean ul ¢...Uj-1' UJ+1ooUQUm€ m:

n

n
f(ull ooe o Uy, Zaiti rUd+1e 00 «Up) = Zaif(ul e -uj-l,tir Ujg1e oo .Um)
i=1 iw=1
Val ® & 8w ane EH

Definicién 2.4 Una funcién multivariante es simétrica si
la funcién se mantiene constante para cualquier permu-
tacidén de sus argumentos, es decir:

£ : RS> RN (u,....,up )2E(Uy,...,Uy) es simétrica si

f(U1,...,Ui,...,Uj,...,Um)= f(ul, ..-,uj,...,ui,---,Um)
V i,j tal que 1 <i,j <m.
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Definicidn 2.5 Sean P,Q espacios finitos dimensionales.

La funcién F: P—>Q es un polinamio de grado “n”, si existe

una componente de F(u) puede ser escrita como un polino-

mio de grado “n” y las demé&s componentes puede ser escri-
A\Y ”

ta como un polinomio de grado menor o igual que ™“n”, para
cualquier base para P y Q y origenes.

Si el dominio P es unidimensional el polinomio se llama
curva polinomial.

Si el dominio P es bidimensional el polinomio se llama
superficie polinomial.

Ejemplos: de curvas y superficies polinomiales.

F(t) = (t°,2t) es una curva polinomial de grado 5,

F(t,s)=(s,t,sz+t2) €s una supeiiicie polinomial de grado 2,

F(t)=(t2+0t3,2t) se dice curva polinomial degenerada de
grado 3.

2.1 PRINCIPIO DE ILOS BLOSSOMS

TEOREMA 2.1
Las funciones polinomiales F: ® —» R de grado n son

equivalentes a funciones n-afines simétricas £: ®" —» R°,

Si F: R > R es un polinomio de grado n definido por

n
F(t)= _2%)citl entonces existe una Unica funcidén simétrica
i=
n-afin £: ®R" = R? tal que F(t)= £(t,..., t) y viceversa.
n veces

A la funcidén £ se dice forma polar o blossom de F.

La funcidén F es la forma diagonal de f.

Al proceso de encontrar la forma polar se conoce como
blosscming[Ramshaw ‘87, '89].

Wota: Un teorema conocido en algebra lineal es:
Para cada forma cuadratica F: V -> R sobre un espacio
vectorial V existe una unica forma bilineal simétrica

f: vxv. -> R tal que [(v)= f(v,v). Lste teorema es
analogo al teorema 2.1 para polinomios de la forma:

2 _2
F(v)= Z CyX; + 2 Z Ci3XiXy
i=1 1<)

donde v=(X;,...,X,) € Vc R", cy3 € R, es decir polinomios
multivariantes homogéneos de grado 2.
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Prucba del teorema:
n

=>)Sea ¥ (t)= }%)c tl una funcidén polinomial de grado n.
=
' n pi 1,...,tn)
Afirmamos que: £(ti,.-..,Ch)l= 3 ec.
i=o ? n
i1, R ' .
donde pi(tys...,ta)= b £ty ... tA0, dee (0,1)

j1+j2+...-|-j[1 O
es la aplicacién multiafin simétrica buscada.
Veamos:
i)f es simétrica (obvio)
ii)f es multiafin:
Sin pérdida de generalidad probaremos que es afin con

respecto al primer argumento.

Sea [Ak, vilC R tal que Y A= 1. (1)
k

L 4 v--,t
(2 M Vo oo outa)= Yoy JOYSNTAS n)
k

0

)
pero p;(z kk Vie o oo, tp)= Z A k Vi th tJn
k j+J+*J =4
2 n

(*)

donde j.€ {0,1}, re {1l,...,n)

1 0

i Aoov |2, ehy 2.t

ey +.§j _, [Z k I:] 2 n ¥ 1+ij . [E A 1;"!’1;] ts3 L=,
2 n 2 n

2z (2 vy tRo th

0
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=2 M ( povptroo otk )= Ao pi(ves .. .ata) . (*%)
K R NI P k
(**} en (¥}): £{2 Ax Vi tay-ee,ta)= }: Ay E{Vge Lapnoi i)
| E
e . n o opylt,...,t)
iii)Diagonalidad: f(t'-o'r?)m,ng
n veces g
i
-y °i y tjltjz...tJ“
S (3] [“) 3y +eeetip =4
i
n
Pero >1 =|.| . Esto implica £(t,...,t) = F(t).
ACRECIEE T S vaces

1 2 n
iv)f es unica (obvio).

De (i), (ii), (iii) y (iv) concluye la prueba.

<=)Sea £ una funcién n-afin.

Se deduce que toda funcién n-afin es de la forma:

n i, 3 .
£(ty, ..., ta)= Zdj Z ti*t5%...t)0 donde j.€(0,1).
i=0 j,+3,+.4i, = i.
n i n
Luego £ (t,...,t)= '20 cﬂit ) el cual es un polinomio de
i= i
grado n.

Una forma de obtener mé&s puntos de control en una
curva B-spline sin que la curva no cambie de forma es
elevando el grado el cual se verd mas adelante. En dicha
teoria usaremos los blossoms degenerados para obtener
nuevos puntos de control.

TEOREMA 2.2 (Blossoms degenerados)

Sea F: ® = R un polinomio de grado n cuyo blossom es
£. S1 F es considerado como un polinomio degenerado



de grado n+l, es decir: F(t)= 2 a,t*+0t™! entonces el
i=0
blossom degenerado £ de F esta dado por:

% 1 n+l &
£ (U3 v e sUpn)= n+ 1 lzlf(ulr°- Un+1)

donde u; indica que el i-ésimo argumento no aparece
[Ramshaw ‘87].

Prueba

i)£" es simétrica:
Sin pérdida de generalidad probaremos que es simétrica

con respecto a uj,u;.

: l n+l .
£ (ui,uz, ... Ups1) = Z f{UI, -y ui' .-ae "1.:"'1) (*)
n+1 i=1
h : =
f (UZ’UI,v-.’Un+1)= 1 Zf(uz; Ul,..;u -Ur“_lj
n <+ i=1
1
= n+1l [(£(uj,uzyeeerupa) + £(uz,uzy ov e Up) +
n+l
Zf(uz,ul,..,u e W)l 1]
i=3
simetria. 1
n+1[f(ullu31~~-lun+1)+f(u2lu3l°'-1Un+1)
n+l
+Zf(u1, 2,..,u ceeUy,)]
reorden. 1
- n+1 [£(u2,u3, o« .rUpr) + £(uy,u3, ..., Upsn)
n+1
+Zf Uy, Uy ..,ul,...un,l)]
1 A (*)
A Zf{ul’ uzf*-ru 'unfl} _ £ (UllU21°'~rUn+1)-

=
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ii)£€ es multiafin:
Sin perdida de generalidad probaremos que es afin con

respecto al primer argumento.

Sea (A, vxlC R tal gue Z Ay = 1. (1)
k
. 1
(Z }\'k Vkl°'~luvwl)= ;_*Tlftuz; Lij,...,u“il}
n+l S

¥ EE MVie e v Waieo s Ul

f es multiafin 1

»

ntl
D AE(Ugr Ugr e v p Upy) + 00 D AE(VY, oy Uy,
14 k

n+1 i=
! ¥ MlE(Ug, Ugp o0 0 g Ug,y) + nz” E(Vis oo s l.;i; oo U,,) ]
n+ 1% §o2
n+l I

gk

vatf"' L;...Un+1}] = Z?\ctf,(vx,ocr,Un.'.l)-
k

i=1

n+1

iii) Diagonalidad: f’(u,u,...,u) - T(u).

De (i), (ii), (iili) concluye la prueba.

Ejenrple: El blossom de la funcidn degenerada
F(t)=(t,t?+0t’) es:

t. + t, + t .t + .t + t,t
£(ty, ty, ty) = (2—2—3 2.3,

Definicién 2.6 Sea F: R—-R®, un polinomio de grado n

n

definido por: F(t)= -Zoaitl . El polinomio bivariante
1=

hompngeneo de IF(t), denotado por PF.(t,w), esta definido

por: F.(t,w)= Za tiw

. un+1) ]
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TEOREMA 2.3

Sea F: iR—éﬁd, un polinomio de grado n definido por

n . ! :
F(t)= _anitl Y F.(t,w) = Zaitiw“'1 el polinomio
1= i=0
bivariante homogeneo de F(t). Entonces existe una uUnica

aplicacién multilineal simétrica £.: (R?)" ->R? tal que:
1) Lel(u, 1)yeeey (ups1)]= £(uyy...rupn)

(2.3)

a.tl = F.(t,1)= F(t)

i) &0 1),eor (E/ D))= Zay

I M5

aly

donde £ es el blossom de F(t).

A la aplicacidén mullineal de este principio se conoce
como el blossom multilineal de F(t).

Prueka:

Afirmamos que:
Piﬁ“tlx 5111 -+ s {tnespl ]

n
i
. 1-3;  1-3

j :
pl*[ (tll Sl) 7" O (L) (tnl Sn) ]= /L t11t22 sas tgnﬁl sen Sn n
j 43 4..43 =1
Iy "2 n

n
£ (t1,51) s evs (Enpsn)]= E ai
1=0

donde

je€ 10,1]
es la aplicacién multilineal simétrica buscada.
Veamos:
a)f. es simétrica (obvio).
b)f es multilineal:
Sin pérdida de generalidad probaremos que es lineal con

respecto al primer argumento.

Sea [Ag,ug, vp]CR:
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E.[ (z ANy, vid)r (B2, 82) 5 o -2 p (Enrsn) 1=
4

n pi*[ t};, }"k{uk-" Vr:':' ] ftz.r 52.}: sv ey (tny SnJ]
2z Ay (*)

()

pii[ {Z hh{utf vt}} r {tz; SE} Foroeon g {t-n; Sn]’]u
4

Pero:

= pi*[ ':Z }"tukr 2 ?‘*tvt}r ‘:t-zp 52} o — T Sp) ]
k k

® j & 3 . i
Jq. 2 j 1-3, 1-1p 1-3n
_j1+j +...§j i [; Au,) 11:2 S tnn{Ex: Mve) s, Te Ly

2 n

Jp s 1-4 :
In 0 A=dn 1-In

(3 AU oo BTPEY A V) s i 5

1 +j2+...+jrl i % RoR2 n ; ER TR “

3 , 1 13 14
08 %S AR NY e ey D
0+]2+...+]n = 1 g E

L) : 1-§ 1-3
=3 Ak(l z _ uktz...tgnvkusz 2, . .8, IR
k

k

h 3 s 1-3, 1-3 -
=Z hk(j . E % uk tz " om o= ti-ll“vk ]152 ]2- - = 5}1 Jn
1+32+...+-_| = i

=2 MPyallpr Vid (tpr8p) p vy (tn, 80) - (*%)
4

(**) en (*) tenemos:

£ (2 AN, v)), (Eays2)yeeey (Enrsa)l=
X

=Z hkf*'[(ukr Vi) (tars2)seeey (Enrsn)l.
4
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i Disl(tqs,1)se0 e, (tn,1)]
C) ft [(ul, 1),..,, (unll)]z .Z ai l* l’ ’ ’ n,
1=0 n
i
c 3 == B 2"ty 1 1
n I &Y et =R
= 2&1 n - f{u1* --run}

(por el Teorema 2.1).

1 [(tll)l"'l(t,l
d) £ [(t,1),..., (t,1)]= 3 a, —i* )]

jl+j +.+]
z t 2 o
f j1+j +o..4+) =1
= E ai n
1
2 i
= Zlait (por el Teorema 2.1).

e)Unicidad: Supongamos que existen dos formas multilinea-

pi*[(t 'Ly, (L 1)1

n
les: £. [(t,1),..., (£, 1)]= Zay

g [(t,1),..., (t,1)]= Z b [ —
| )

tales que verifiquen (2.3). Luego
f'[(tll)l°"l (Lll)] - F(t) = g'[(tll)l-~-l (Lrl)]
De esto se tiene: a; = by Vi=1l,...,n.

De (a), (b),(c) , (d) y (e) concluye la prueba.
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Nota: Mediante este principio se obtendr& una nueva
técnica para analizar la diferenciabilidad de curvas
mediante las forma polares.

Ejemplo: Sea F(t)=t*t3t+4. Su polinomio bivariante homoge-
neo es F. (t,s)=t2+3ts+4sz. El blossom multilineal es:

£« ((t1rs1), (£, 52) )=thts + 3 (tys,+E28) /2 + 4d85;s;.
TEOREMA 2.4

Sea £. [(ti,w1), (taw2), ..., (ta,wWn)luna funcidén multilineal
simétrica. Entonces

f.(E+h5,...,t+h6)—z[] ,...,6 Erw.mt) )| Mk
ks e

n veces k veces n-k veces

donde E:=(t,1), 5:=(1,0)[Goldman et al. '93].
Prucba:

Lo probaremos por induccién matemética sobre el numero de
argumentos

n=1: Evidente.

Hipoétesis inductiva:

£.(t+hd,

I
» &)
||M;
o [

n -1 — - _
[ ]f,(s,...,a,t,...t ,¢) h*
k gt PRy SR

kveces n-1-k veces
£.(t+hd,...,t+hd,t+h8)= £.(t+h6,...,t+hd,t)

+ hf.(t+hd,...,t+hs,d)

k=0

n=-1 n_l _ . _ a
= [ ]f.(a,...,a,t,..t,t)h“+
k LR A

k n-1-k
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COROLARIO 2.5

n
Sea F(t)= Zz a,t' una curva polinomial de grado n donde
i=0
d Lk} ol P NS <
a,cR". Entonces F {t)=Wfa( §, — Q, .., t ) donde £.
k n-k

es el blossom multilineal de la homogenizacién de F
[Seidel '91], [Goldman et al. '93].
Prueba: Sin pérdida de generalidad podemos suponer d=1.

Por el teorema de Taylor:

n .(k)(_)

F(t+h)=2§ . n* donde h es cualquier numero real.
k=0 *
n F(k)(t)
Homogenizando F.(t+h,w)= 22 h*w"F,
k=0 kl
- - - - n F“C)(t) )
Pero (t+h,1)=t+hé. De esto: F.(t+h6)= ). - h* (o)
k=0 °

Por otro lado por el principio existe un blossom multineal
unico £ : (R*)" 5N tal que:

i) £.((u,1),...¢ (up,1)1=F£(uy,...,up)
n

ii) £.0(t, 1), ..., (t,1)]= Za;t'=F, (t,1)=F(t)
1=0

donde £ es el blossom de F.(t,1) = F(t).



22

De esto: ®.{t+h,1l) = £«((t+h,1),..., (t+h,1)]

= £.[t+hd,...,t+hd)

Teo.24 n [n _ ¥ iC !
D I X PPV A PR B)
B - kveces n-% veces

De (@)y(B): Se tiene dos polinomios iguales respecto de la
variable h. Esto implica que sus coeficientes
deben ser iguales. Por lo tanto:

P (t) (Tk—)-—,f,(ﬁ NJORE .5, D)

‘*’4.'
J
1
w

COROLARIO 2.6

La k-ésima derivada de un polinomio F: R —R? de grado n
esta dado por:

FY () =7 k).Z[]( DO et E AL, ]

-
n-i veces i veces

donde £ es el blossom de F [Seidel '89].

Prueba: Por el corolario anterior se tiene:

——EL——f.(é,,.,,S,E,,,,E ) (*)

(nk)l St || ———
k

F(K) (t)

donde £. es el blossom multilineal de F que satisface:
i) £ (u, 1), -..r (up,1)]l=£(uy, ..., un) it
n.
ii) £.0(t,1), ..., (t,1)]= 2at'=F.(t,1)=F(t)
1=0
siendo £ el blossom de Fa(t,1).

Afixmamos que:

i (3 - : 3
-2 [_] (1) fo(% ot + Lttt
= RS

para j=1,...,k



donde t+1 := E+5,
y * representard un argumento cualquiera.
Lo demostraremos por induccibén sobre j.
Para j=1: La afirmacidén es obvia.
Hipbétesis inductiva: La afirmacién es verdadera para j=k-1

es decir:

- = - k=1(k -1 =
fu(*,8,:,8t..,)=3 _ (=1)*F fo("t+ 1L ...,t+ Lt..,t)
k-1 n-k 1 n—-1-1

Ahora lo demostraremos para j=k

Como: 6 = t+6-t entonces 6 =t + 1 - t. Luego:

- f-(S --n,ﬁ,t+1,£,--,€)"‘ f‘(?[uco,&dl;t'--"lt:)
k-1 n-x X1 n-k+1

— £t + 1,8 -y B, C .., L) £ (...
k-1 n-k k-1 n-k+1

simétrica).

k-1 (k - 1 4
- s , (1) fo(t+ Lt + L, t+ Lt ., t)
i=0 1 : e

k-1 [k -1 s - g
- % [ ) ] (-1)% % fu(t,t + 1, .., t + 1t ..., t) (por hipétesis
i=0 i . S et

=]
l

=
|

-

inductiva).

& k- 1 ,
= 2 [ ](—1)"'* GALE Rl = i i

i=1li-1 —1

-
.

1 n-i

k=1 [k - 1 . .
Y 1 (=1)5L Fa(t + 1, .ot 4+ Lty t)
=04 & ) i o

23
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k-1 - - k=1 k -1 k-1 k - i
- o iy Lty 21 L +- . |11
0 T’ =4 i-1 1

& - k .
fo(t + Lo, t + Lt ., t) +[] Fol ("t ey W)
, T = k "
] n-i n-k

L

T .
1 n-1

k-1 - - k-1 [k kK - i . -
= £t t) + ¥ | |-1) Ealt + Lot 4 Lt e, t)
. % i=1 44 - o 2

i=0 |1 =

T

k [k _ 3 . -
P m2 [.](—l)k * £t + Lo, t+ Lt t)
1 n—i

Por (**) se tiene:

E(t 4 Lo, bt Lt o, t)= E(t +# 1, -, t +1,t.,t).
(N - J-\._v' L ~ = \w—"
1 n-1 )} n-1
Luego tenemos que:
ko (k) :
3 L : b k - i
fo (6,,6,t,..,t)= 3 |. |1 f(t+ 1, ,t+1,t.,t)
S ! N i=0 1 [} T r] \w_z
k n-k %S 1 n-1
- - - - k (k) £ <
fo (6,+,0,t,..,t)= % -1) £(te.,t, t + 1, ,t +1)
L, Tt i=0 {2 = ¥
3 n-k i n-1 1

(pues f es simétrica).

De esto y de (*) concluye la prueba del corolario.
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2.2 DETERMINACION DE LOS PUNTOS DE BEZIER
TEOREMA 2.7

Sea F(t) una curva polinomial de grado n y de blossom f.

Entonces F(t)——-Zbi Bﬂt), te [a,b], es la representacion

de Bézier de I, donde bi=f(a ...a b,...Db) son los puntos
de Bézier.

Prueba: Afirmamos que:

n-1i i
f(t,-n,t)—‘-‘z []rb—t:l {t ajlf(al'“lalbl'“lb)
i=0 Sy

b - a b - a h__Y__J

n-

Lo demostraremos por induccié4n matemé&tica sobre el nimero
de argumentos k.

b-t t-a
k=1: t= g7 & * -5 b es una combinacidn afin de a y b.

feu afin b t

t-a
f(t,e,.-.,°) 3 f(a, ...,')i-gjgf(b,o,_.,,o)
Hipotesis inductiva: k=n-1
n=1 (n - 1)[p - t]n rt - a]l
E(t,..,t,)=2 £ 7 0) meaz D
.C(.rn—lr‘ ) i=0( j b—a_J l_b-—aJ = ./j'. ./)

Ahora probaremos para k=n:

._.1 n-‘-lt_ai
( ]rb } {b—a}f -arb, ... bt)

n
f(t,-u,tlt)=

W i=0

n-1 -{- i

nl o=\ b=t P e - ol et
- —_ = - a N -

s ..
i=0 [ ) b ~ a.] l_b - a [b—a'l' ‘& = 2 b 7 b)

t-a
i Ef(al '-a_rpl ; b))
n-1l-1 i+l

net (n-1)[pb - t:["“i[t - a}'

= £f(a,...a b b
i-o lk l ) \_b - a b = a ( In:i 4 14 ; )

. n-1 (n = 1) [p - t-!"—l T -I“lf( . X
=0 &, 1 JLlb - al Lb - a Sl v S "; .
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(n—ljlb_tqn
= —£(a,...,a)+
0 b -~ al

n-1 n-—1 fn_,_,-l —t n-i-t_ i
[[ _ )4- , J ][ ] [ a}f@,“.,a,b,u.m
~ i =1 |b-a] |b-al "t Tls

n-i i

t -alt
[b-—:J f(g,...q,p,...b).

n in
f(tl---lt):' 2[

i=o\l

B
v a

n-

) b -t
|

Lb - a

En el campo del disefo de superficies y curvas el
algoritmo de de Casteljau es el mas importante y el més
elemental. Este algoritmo se usa para evaluar la curva de
Bézier en un punto

TECOREMA 2.8 (Algoritmo de Casteljau)

n
Sea F(t)=.§%]bi B?(t) ,te [a,b] una curva de Bézier.
M=
Definiendo:
bY (t) := by, i=0,...,n (1)
t-a - t-a -
BY (t) :=(1- g=2) bI(t)+ =2 bl3} (1) (2)
r=1,...,n, i=0,...,n-r.
Entonces el valor de F(t) se determina como F(t) = bg (t)
Pirueba:
bt (t)= £(a,...a ty ..., t ;b ...D0) (*)
a i r i
n-rc-

donde £ es el blossom de F.
Afirmamos que (*) verifica (1) y (2).

bf(t)= £(a...a b ...b) = by (por Teorema 2.7).
n-1 A



27

by(t)=f(a,...a,t,...,t [b’o-._b)

n-r-i r i
b -t t -
=f{a...t ..., t ; a + | 5P oSN o)
— » — b - a b - a
n-r-1 Gl i
b-t t-a
-Ef(él"v'laxl}-—l‘;lt}IPI'L’I}D‘)+B:;f(tal';£lktl"v'lt-: lbl"'b)
n—-(r-1)-i r-1 At n-r-i r-1 i+l
b-t t-a r-1

- 5= (b g i ().

Finalmente:

bj(t)=f(a ...at/...,t ,b...b)=E(t, ..., t)=F(t).
- " e o+ e wpm—

e

n-n-0 n 0

Ejemplo: Sea F(t)=(t,t’), te [-1,2]

Hallaremos los puntos de Bézier.

t,+t 1
El blossom de F(t) es: f(tl,thtn)=(~ii%§j;3,tltﬁg)
Los puntos de Bézier son: £(-1,-1,-1)= (-1,-1)
f(_11_112) = ( OI 2)
f(_ll 2[2) . ( 1,"'4)
£( 2, 2,2) = ( 2, 8)

Luego la representacién de Bézier es:

F(t)=§:bi Bﬂt) (te [-1,2] (ver figura 5).
i=0

Esquema de Casteljau desde el punto de vista de los
blossoms

bo

1-(t+1)/3 | by
(t+1)/3 b,
b

f(-1,-1,-1)

f£(-1,-1, 2) £(-1,-1,t)

(=1, 25 2) f=1, 8,29 f(slst,t)

f(2, 2, 2) £( t, 2,2) £( 2,t,t) f(t,t,t)

Observacidn: Para calcular F(t) se debe efectuar n(n+l)/2
operaciones combinaciones afines. Para el ejemplo se ha
efectuado 6 combinaciones afines.
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0 -
ha_{{zrzsz)

b N f(']-’-] :2)

f-1-1B

b =R-1,-1,-1) fC1.L0

-2

TEOREMA 2.9

Sean (r,s],[s,t) dos intervalos no vacios y F:(r,s] — %P,
G:[s,t) = WP dos curvas polinomiales de grado n cuyos
blossoms son £, g respectivamente.

Entonces F* (s)= ¢*'(s) V i=0,...,m si y solo si
£(uyp e U Sre-e5)=g(Ugpe..Uyy Spee.S) Vi snopial S R
—_— —_—— e
m n-m m n-m

[Ramshaw ‘87].

Prueba

=>)De la hipétesis: FP* (s)= 6% (s), i=0,...,m.
Afirmamos que:

f(&...if,s+—L...,s-+1)=g(§...,s,s+-L...,s-+1) (*)

—

w w

n-1 i n-1i i
para 0< i < m.

Por induccién matemética lo probaremos .
i=0: F'9(s)= 6%V (s).

Entonces F(s)=G(s8) =>£(S...,8)=G(S,...,8).
ﬁ-_J\_;_J

Hipétesis inductiva:
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£(S4.cerss+ 1L, ..., +1)=g(s,..-,5s + 1L ..., +1)
n-1 § n-1 L
para 0< i < m.

Ahora probaremos (*) que es verdadero para i=m.

De la hipétesis: F™ (s)= 6™ (s). (1)

Pero por Corolario 2.6 tenemos:

m) nl S m m-1i
F [5}=WZ i ("'1) f‘?’...’j,"s+1"'.ls+4];) (2)
2aY n-i 1
] m m _n
™ {33="m—r_],;1)—! YZ) [l] -D)"e(s ... 88+ ..., 8+1). (3)
1= n-i i

De (2),(3) en (1) y aplicando la hipdtesis inductiva
tenemos:

£(s).ceerSys+1,...,5+1)=g(s/.c.,5s+ L ...,85+1).
St —— % - —_ LS e —— -
n-m m n-m m

De (*):

i=0: £(s; ..+ S/ S oe. s SIG(S, «v. 1 S, S .ev 4 S),
% — v s T

m n-m m nN-m

i=1: £(s, ..., s, s +1,5 ...,87g(s, ..., S, s+ 1,5 ..., 9),
- — — ——

m-1 n-~m m-1 n-m

i=2: £(s ...y 8,8+ L, s+1 s ...,57g(s ..., 555+ Ls+1s..,3),
22 n-m . m-2 - n-m
= > e o

i=m: f(s+1..,83+15s5..,8)=¢g(s+1..,s+1 s ..,8).
(" - —_— N —— L. — il - - g - l

m n-m m N-m

Luego se tiene m+l ecuaciones que son precisamente los
puntos de Bézier de las curvas polinomiales F. y G. de
grado m definidos en el intervalo [s,s+l] cuyos blossoms
regpectivos estan dados por:

fa :Rm — Rp :(U11-~-,Um) "_bf(ulf~o-,u""s’n.'s)

g :R" = RP :(uy, ..., up) "')’g(ulr---rumlis.- ey S)

n-m
Como F. y G. tienen los mismos puntos de Bézier entonces

FP.(u)= G«(u) V ue([s,s+1l}. Por lo tanto sus blossom deben
ser iguales:
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fl[Ul;---;Um} - g-{u,.;.--'u'ﬂ];
f(thl" .,Um,S,.n, S) - GWLh,q ..,Um,S,.u, S).
Sor——
n-m o-m

<=)Por hipdtesis: £(uy ..., Uy S...5) = gluy .., Uy S .0y S)
L Y — A " J

m n-m

.

5 n-=m
b’{U1, . = -r]lm] = ﬁ{.

u;=s+1,u,=...=U,=s:

£(s + 1, S ...,s:,§,...,s_) =g(s + 1, S+t S Sy ..y S)

m-1 n-m m-1 n-m

u=u,=s5+1, Ury=. . .TUp=21:

f(s+Ls+1,s ..,5S..,8)=G(s+L,s+1s ....58 ..,8)

e o _',—.-.—f
m-2 n-m m-2 n-m

Asi sucesivamente u;=...=Up=S+1:

£(s+L..,s+1L,s ..,8)=g(s+1,...,5s+ 1,5 ..,8)
: ' rfar ; : o 7

m n-m m nD-m

Luego obtenemos:

f(§,...,§,§+ L, w.,s+1)=g(s, ..., 55+ 1L ...,5+1)

A I [
n-1x 1 n-1

rl

i
VvV i=0,...,k, k< m.

De esto se tiene:

nt & [k -
-1 T D E(S iS55+ L, 5+ 1)=
i=0 = :
ko (k =
iy le |V els s s+ L, s + 1)
l 1 4

& o
n-1 1

r*(s) = 6™ (s), k=0,...,m.
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2.3 DETERMINACION DE LOS PUNTOS DE BOOR

Sea F(u) = ZfﬂJNE una curva B-spline sobre el vector
nedo: T=(Ey) L% s = 64 t—p+1/ tp+21 coertmrtmerr ooy tm+p+1) tal que
t1<ti+p+1 i L WS

Nf,(u) denotara la restriccién del B-spline N} (u) en el

intervalo no vacio TIj:=[tj,tya) con je{p+l,...,m].

NOTA: Para 1 < k < m tenemos ty < typa . Por eso existe
jeN : k £ j s ktp tal que tj < tju. En caso contrario
seria ty=ty.=..=tgp=twpa un nodo de multiplicidad p+2 lo

gque implicaria una contradiccién ceon la cendicibdn del

vector nodo.

TEOREMA 2.10
Sea Iy=[tj,tsa) un intervalo no vacio donde je|ptl,...,m}.

Para i=1,...,m , el blossom n . de NY . satisface la
l

) 1,3

siguiente relacidén de recurrencia:

I]luj( ):: 61.,]/
u. — t, t, —u
rC i i+rc+1 r
”E.]luzr  Up) = :d {u1¥‘ crUp_y) + ”i+1.]fulr- e 1 Up_y)
tiﬂ: s ti R % e ti+1
para l <r <np. (2.10.1)
Prueba:

r

a) Afirmamos que: nj,y s una aplicacién r-afin.

Por induccidén matemética lo probaremos.

r=4 (Obvio).

Hipotesis Inductiva: Supongamos que n?? es r-1 afin (o)
14
Deseamos probar que n§j es r-afin es decir afin en cada
’

variable uj,us, .., Ug.

i) Sea Z Aypap una combinacién afin, es decir ZAp - 1.
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r_ti

r
0§ (Ugr oo 2, NBke oo p Uy ) =
k itr

=1
ni,j {U“ bl g Z hkakr e ur_ll
k

% tih:ﬂ = Ug

=1
. " Nien,(Uprees 20N (84 00U y)
14rel i1 x

()
r
= 22 MDD 5(Uyy e e p @ e e U, 0
k

De esto se tiene que ni 3 es afin en cada variable

[4

Uy, U2, « «pUpr-1-

Z Map -ty
.. r k“k i r-1
ll) nileul, wer g ur_l, E .?hkﬂk} = ni‘j {ul, see g ur_‘l:'

Livpsl = & Map
L~ .. el jMes - e ¥eg)-

i+r+l i+l

Pero Elg = ] impllca que t1=‘ E:'L-k_tj_ Y Civesr = Z:'l-xtj_."_-.q-

Luego se tiene:

r r
Ny = (Uisev o, Uty 2AkAK)= 2AkN: = (Uiy oo o pUpo1y Q) -
lIJ l,]

De esto se tiene que nij es afin en la variable u,.
4

De (i) y (ii) concluye la prueba de la afirmacién.

r

. es simétrica
i/j

b) Afirmamos que n

Por induccién matemética lo probaremos.
r=0 (obvio).
Hipbétesis Inductiva:

r-1

Sea ny,j simétrica en U3, Uz, ««.,Up1. (B)
4

Deseamos probar que ngj es simétrica en u;,uz,; ...,u;.
(4

i) Sean k,meN tal que: 1 < k,m < r-1.

r - SR gy
nhj!ul,..,uk,...um,..,ur_l. ur} i g ST niJj {ulr..ruk..., um....ur_lil
1+r 1
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t; =1
n, i+c+l

r=1
n (Mg anp Up aa s Uep sap )
5 i,l 1]‘ ] k! [} me [} l:-l
Biar+1 ~ Eina 3

up - ¢

23 1 r-=1
e O L CRRR RTR YRR Y
l+r 1
1. - u
i+r+1 %, r=1
+ = = ni+1j{ul*" A TR TR “r—l}
i+r+1 i+l
R - )
_ni'j{u‘]',‘;,-Um,--;uk;--furvl
Entonces an:j es simétrica en ui,Uas .-y Ur-1-
.’

ii)Ahora probaremos nfj es simétrica en up,,u,, es decir:
14

X a5y
ni,j{UI’ sz ® -;Ur; 1_1,:-1}= n. [ull u2f & -!ul’-il' ul.']

i,j
Veamos: ¥ 4 u Vs U_ o) = .u_ﬂln.f‘lgu s U,
£, 4000 = Y Vel g} B e P T e B By
i+r i
Civr+l " Yr-1 r-1
* Ry 41,9181¢ o Upoge Ur)
t -t b
i+r+l i+l
u -t LD Rl = o 2]
—_r=1 i ( r i ni ?tulr_"r u__,)
t. =t St -t +J
1+r 1 1+r-1 bl
t. - u
i+r r r=2 )
+ 2 = “i+1,j{u1*‘“ ,ur_zj +
i+r i+l
t1+r*1 - Ural ( e t1+1 nr:f Eulr P | | _2!
-t £ - t. 1 r] r
ti+r+1 i+1 i+r 1+1
t. - u
i+r+l r r=2 )
+ t ~t ni+2,j{u1’ v Up_p)
i+r+l i+2
u,. — t. u. 4, — t. 2
s BSG i (=t 1 i nji:,jziulf vy Uy o)
Lisr ~ % tisra i
r — 2
: n, Jdu,, ., 1
(“‘r-l = 5) (bgyp =) | (tigpe1 = Up-y) Mr - Li+1)> L+1,3517 e -2
i o t. - t,
tisr — %4 titrsl ~ tin i+r |
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t. - u t - u
1 r - & <+
+ i+r+ ( i+r+1 r 1) “:+‘1? ytugiiesss o) (%)
t. =: t. - t. '
i+r+1 141 i+r41 1+2
Pero: (up ;) - ty) (ty — up) N (Bi4pa1 ~ Ypoq) up - ti+1)=
tivr — % Cier+l ~ Yin1
up -~ 5) (bgp ~8pp) o gy U)Wy ~ E54) (%)
tigp — & Yivr+sr ~ Yin1
(¥*) en (%) y reagrupando:
Ur - t; Ll e 2
= = Ll & nl--zl[u_....,u ]
2 R £ g o | r-2
1+r 1 i+r-1 1

t. - u
+ - -2
& t—-l-r—_:—l ni_'_l ,j{ul" Ty ur-2”+

t - u u - K

i4r+l r r=1 i+l _r—-2
i p 7 o ni+l‘]lul;---r'-1r_2?

i+r+1l i+1 i+r i+1

t

. -u
i+r+l r-1 -2
o+ — ni+2,j{u1* s ur_zl]

i+r+l ~ Ti42

i i r-1 L
i e el = - L

1+r 1 Cier+d “ %53

i+r+l ~ Ur

r-1
n{41,5(010 o0 Vpopr Vpoq)

r
S 0 (Uy, Uzp - -y Up-1r Ur) -
]

Luego de (i) vy (ii)se tiene que nif es simétrica en

J

Uiy Uzs o oy Ups

c) Afirmamos que nij es diagonal es decir:
’

P r
n;juh Uy joxey U) B NLj(U).
L
I veces

Por induccién lo probaremos:

r=0 (obvio).
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Hipbétesis inductiva:

-1

Ni; es la diagonal de n}} es decir:
(s=al 1
ni;y (W u .., u) = Ni (u) (7)

r-1

ARhora probaremos que (y) es cierto para r.

u - t: _ 1 - u
e 1 r g5 -
ni j(ul o )N R ——Trre—— nl :] (Ul - .o+ dctarl ni_’_% (a,
1 JN " o ~ k. s — t. ) ]
r i+ 1 £y i+r+1 i+1
)
u — ts; - (54 - u
1 r-1 -1
= = Nj () + i Njty s(w) = NI s
t . - t. 4 t . e ’] ]
i1+r i 14r+1 i+1

Luego de (a), (b), (c) y del teorema 2.1 se tiene que n,,

es el blossom de bﬁd(u) y por lo tanto el teorema queda

demostrado.

COROLARIO 2.11

m
Sea P(u) = z Nphl) una curva B-spline sobre el vector

nodo T =(ty,ta, v ,stpustprareeer by tmear o o oy Emaper) tal que

ti<tisps1 » i=1,...,m. Entonces en el intervalo no vacio

Iy = [ty,ts1) el blossom n;j de N;j satisface la ecuacién:

n;,j(tml' treares s Cear ) = 6, si k=j-r,...,Jj.

Prueba: Por induccién sobre r en (2.10.1)

r=1: Debemos probar que nj,ft,,,) = 6,; para k= j-1,...,3.
2.10.1 " & " g
n:,j{ttil-} _ it 5.0 S Y n?.i{} 4 sde2  kh) ni*l,j[:]

tiil = Ny i¢2 T Hin
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= tl:+1 £ ti e + t1+2 " tun 61+1j . (1)
t:|.+1 e ti ! ti+2 - ti+1
Si k=j-1:
Casos:
i=j-1: En (1) tenemos:
nl (t ) = ti+2 =~ Lria ~ 2 — ti+1 -1 (1)
e tj.+2 - ti+1 ti+2 - ti+1
Sy SRS En (1) tenemos:
tk+l i ti
n;,j(tku) = &

- i,3
L.1.+1 iy ti ’
Subcasos:

i

t,,, -ty -

1+

- | &
Siv i=T pnb J(bpy) mem=——=

- R 6, -0. (2)
trn - &4 ‘
t - t 1
Si i®jt ni4lte,,) = ;fii—:—gﬁ = 0. (2)
i+1 i

De (1) . 20 (2)"" se tiene que:

n} ; (tesa)= 8i,3= By

Analogamente se prueba para k=j.

Por lo tanto queda demostrado que:

nij¢kﬂ) = 8,, si k=j-1,...,3.

Hipotesis Inductiva: n{yere«r trrea) = O (%)
si k=j-(r-1),...,3.

Debemos probar que: njs{ty.yr--r teec) = o, si k=j-r,..., 3J-
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CASOl: Si j-r < k < i

Lesr — Li r-1
— 03 4 Cppqeee s typpra)
Lisr — &4

r
Ny, §Ck41r - s tepr—1r Ty y)

“iyr+l T Pxpr r-1

+ N D1, 30k trpproq)-
i+r+1 ~ tisa
JeE<le =SINEE S k-l = Er=il) BN s s (%)
De (¥) y (*¥*) se obtiene:
t - t; o — &
r k+r i i+r+d k+r ’
niJ(tk,}a .-t tk“—) ity O 141,k (o)
tidl‘ - tl * ti+r+l - ti+l

. = -t
Caso 1.1: 1=k N (Cysyreesbtyy) =1 %1 + 224 ¥t v 0 = 1.
LR tiu

Caso 1.2: izk.
Caso 1.2.1: i=k-1.
! l- t r — t‘
107 3 N (05 Sl 0 teed) = ¥ *O+0*1 = 0.
“iee T )

Caso 1.2.2: izk-1.

. L -t (5 —
Fr{a) 0 it vr-r Ly ] = LR B VowQ oy Jidr
1,3V K r t — t1 ti+r*1 o ti*r

— Ane e R
Lk* r

+0=0.

itr
De los casos 1.1 vy 1.2 se concluye que:

n:li:.:j(tk+1""tk+r) = 6i:k si j-r < k < j'

CASO2: Si j-r=k donde r=z0

T r
nyj, 3, U, <o o Up) = Mg G, Vg e Up g, )
o S r-1
Y, ey S S, nj-.rj {'LI_I, lerq . g ur-]_J
tivr — Y

Ciyr+1 — U1 r-1

titrs+1 — tist

Luego:
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thu o ti

r-1
Lier = & Ni3 Craer Ceagre v r Brary)

e =
N5,5Ckaes Craze v o Braeaar Lepad =

ti-i-:'ﬂ. - ttn. r-1
t niu,.j':tu:r tx+2r SR tti r-l:’
1

tih_-il -

Le+1 ~ & r-1
= — 04,5 k20 B3, - tar—1e trar)
Lis+r — i

- o (B)
i+r+1 - “k+1 r-1
[ D341, 30k+20 Cxa3r o o Seqr o1 Yoy 1) -

tivr+1 — 4
j-r=k = j-(r-1) = k+1 < j. (y)
De (*),(y) en (B):

r = tk+1 = ti ti+r+1 = tk+1
L (S R T £, =t Lke) ¥ By o,y wity,, “riee

L e TR

Caso 2.1: Si i=k: nisltiere-stie) =
' i =ty

Caso 2.2: Si izk:
Caso 2.2.1: Si i=k+1:

tku "ti * 1 4 ti+t+l = tl:*!. *0=0.

(9
n; .(t car bpye) =
EAITEY ¢t Cpsr
: Bowe & ti ti+r+1 = tin

Caso 2.2.2: Si izk+1:

ti+r = ti ti+r+1 - ti

t -t t'+ +1 _t1:+1 s
n:,j(tkul'-ltk-tr) = —EL 2 0+ == *0 = 0.

Entonces Njilty,1r Expare s ty,e) = 03 Si k=j-r.
Del CASOl1 y CASO2 concluye la prueba.

COROLARIO 2.12
Sea s=tj,1=tj2=...=ty,w un nodo de multiplicidad u < p+l en
el vector nodo T. Entonces N es “p-u” veces conti-

nuamente diferenciable en t=s.
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Prueba:
Como “s” es de multiplicidad u entonces:

£y < tj.u A By < tj-]-'u]-l
Esto implica ty < tysa A J-u < j < j. Luego por el
corolario 2.11 tenemos que: nijtyll"’tyu)= 8,5
También es tyuw < tyuan A Jtu-u € j £ j+1. Por el corolario

2.11 tenemos que: ny g, (tysyr-./tye,) = 8.

. u - u
Por lo tanto: nj s,/ .-, tyy) = 0y ltar -0 tyy),
n;jﬁ,..,ﬁ = n;yuS,. , s Vi=1, , M

Usando (2.10.1) obtenemos:

4 p-

p -
nf sy eer Uy yrSre-r8) =085,y Uy yr S ..y 9).
a u

Como Nf,j’ (B4 tya] 2Ry NP ot [Eyer Eyanan) =R, tenemos por el

teorema 2.9 que Nif es de “p-u” veces continuamente dife-

renciable en el punto s.

A continuacién se verd que los puntos de de Boor estan
determinados en funcién de los blossom sobre una sucesiodn

consecutiva de nodos.

TEOREMA 2.13
m

Sea F(u) = ¥ diNE(u) una curva B-spline de grado p sobre
i=1

el vector nodo T=(ty,tz,...,Cpnstpeasr---y Car tmerr - - o0 tm+p+1)
tal que ti<typa , i=1l,..., m. Sea ¥y la restriccién ¥ en
el intervalo no vacio Ij:i=[t;,tyn) Yy £5 el blossom de Fj.

Entonces los puntos de Boor 4. estan dados por:

dg=fj{tk+1,..,tk+p:i; k= j-p, e v oy j.
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m
Prueba: Fu) = ) &q,Nf(u) una curva B-spline.

La restriccién Py de F en el intervalo no vacio

Iy=[ty, tys1) esta dado por:

Fy( = » d&,N{.(). Luego su blossom respectivo es:
=1

L(uy, Uy e s uy) =

!
d

A;nd;uy, Uy ey up)

Cor.2.11
E(Cyq1r Tapr oo Bryp) = Eldlnl,;;ftkﬂr k+2rc e Brap) = T8y

E]{tl.'*l' Cragr oo t):lp} = d,.

Ejamplo d= aplicacién:
8

Sea la curva B-spline de grado 3, F(t) = zdiNip(u) sobre
i=1

el vector nodo T7=(0,0,0,0,1,2,4,5,6,6,6,6). Determinaremos
los puntos de Boor en términos de los blossoms.
Para t4=0 < 1=ts tenemos di=£4(tks1strsartres) +k=4-3,...,4
d1=£, (ta, t3, te) =£,(0,0,0),
2=£4 (t3,ts, ts)=£4(0,0,1),
ds=£4 (e, ts, te) =£,(0,2,2),
de=£4(ts, te, t7)=£4(1,2,4),

Para tg=5 < tgq=6 tenemos di=Ff¢(tus1rtxs2srtrss)s k=8-3,...,8
ds=Fg (te, to, te)=£6(2,4,5),
de=£¢ (L1, te, ts) =£e (4, 5,6),
d7=£¢ (te, Lo, t10) =£6 (5,6, 6)
de=F£e (Lg, L10, t11)=£6(6,6,6).



COROLARRIO 2.14

DadO el VeCtOI.' nOdO T= (t]_, e o o g tp+1, e o oy tm, tH'H'lI e o o p tm+p+1) tal
que ti < tiwpa ,i=1,...,m. Entonces los B-splines

{ Ny?/i=1,2,...,m] sobre T son linealmente independientes.
Prueba:

Flu) = 2.d;NP(u)

1=1

0 donde d; € R . Debemos probar que

di;=d;=..=dy=0. Como F es una funcidén nula entonces F; y su
blossom f; también son funciones nulas para todo intervalo
no vacio [tj, tya).

Para j-p < k €< j A t3 < tya tenemos por el teorema 2.13

tenemos: di=fj(tys1,..,twp)=0, entonces dy=d,=..=d,=0.

Definicidén 2.7 Sea {ei}}.; € R una sucesién estrictamente

creciente tal que: a=e)<...<exn=b. Una funcién F:[a,b]—> R

se dice funcién seccionalmaente polindmica de grado p sobre

k+1

[a,b] respecto a {e;j};., si F(t) es de la forma:

[F,(t) 7e, =t <eg

F,(t) ie, st < g dende F, son funciones
Ft) = ﬁ polinbmicas de grado no mayor
que p

th':t} ie, St s e,

Cada e; , i=1,...,k+1 , se conoce como punto de quiebre de

F(t).

Nota: A las funciones seccionalmente polindémicas también s

conocen como spline.

41

e



IFMA 2.15 Dada la sucesidn de nodos e1<es<..e...;

Hf;:®R — % la funcidén definida por:

t —e) it 2e _
H;i(t)=[o ! i g, donde j=1,...,p+1.

Denotaremos con:

H;f (t) la r-ésima derivada de H;”’f en t,

H;’,’f (ti) la r-ésima derivada lateral derecha de H;"f en t,

sea

HPY (t-) la r-ésima derivada lateral izquierda de HJY en t.

RO, _ P
Hj.:- i lij_'!

Entonces se cumple:

1) Para t<ej: Hgf(t)= 0, r=0,1,2,....

H?'F(t-)': H:’f (t+)=0 s =0, 1/ 21----

A

r-1
2)Para ej<t: HPf (t)=(t-e;) P ITe+1-3-%
k=0
=HPF (t.)= HPY (t.)

1

donde r=1,2,...,pt1-j.
3)Para i<k: HP{ (ex-)= pl= H}{ (ex)

4) HPP (eu)= p! 5) HPP (e3-)=0

Prueba:

Obvio usando la definicién de limites.

42
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Definicidén 2.8 Sea T=(ej<esx<...<e<kepy). Definiremos SP

(olleko }) IT

como el espacio vectorial de todas las funciones seccional-
mente polinémicas de grado p tal que I : [ej,en] =& R sea

(p—uji) —-veces continuamente diferenciable en los puntos de

quiebre ej donde i=2,...,k.

TEORERA 2.16

Dado el vector nodo T=(e;, ..., €1y eer €1 vevr €4y evvr ©parr voer Sy )
—_— L —

L

ptl Ly ptl
donde:
i) u; es la multiplicidad del nodo e; tal que u; £ p+1l;
i=1' e o oy k+1.

k
ii) m:= p+1+ 3 u;.

3=2
Entonces resulta:

1) Las funciones (1-e,)% ..., (1-e;)%,

Hii(t) pi=2, ...,k » J=1,...,u4,

forman una base para S|,

[&y,8x.4),T *
2)La dimensién del espacio S, es igual a m.

[eg,eyeq), T

Pruaba:
1)Es suficiente con probar que F tiene una representacién

Unica.

Para F € S§ . . definimos G € Sg . . como:
p F(j) Kk oy, F(P'l“j)e_ _ F(D*l‘j)e._

G(t)=> _(el) (t-e)3+ S S €s4) . €, )H;’i(t). (2.16.1)
j=0 J'! i=2 §=1 p+1-3! !

Para ref{ey, ...,ex) se tiene por lema 2.15 que:

. r F(p, . o F(p) 5%
l) G(P) (er+) =F(p) (el) h Z (e14) 1 (@1_) .
i=2
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ii) Gﬂ'—'? Eeru:l=l;~!p.'! {91] " Fﬁ F‘N{Ei,} _ F{N{Ei_}
i=2 1

De (ii), (i) se tiene: G"™ (er)= GP (ec)+ FP (en)- FP (ep.)

(G-F) P (er,)= (G-F)™ (e.).

Por otro lado es (G-F)™ (e,)=0, i=0,...,p. Entonces G-F
tiene un cero en e; de multiplicidad p+l. Pero (G-F) es un
polinomio de grado a lo mé&s p, entonces (G-F) tiene a lo

més p-raices reales.

Por lo tanto (G-F)=0 entonces F=G.

| 4
2) dim(S)=p + 1 + > u;= m.
j=2

o

F1 ptin-ipal problema”en la representacién (2.16.1)
es que las funciones (1-e))% ..., (1-e))? HD, (t), ..., H},(t)
.» HY, (t),..., H{ ,(t) forman una base mal condicionada

la cual es inconveniente en el céalculo numérico. En el
préximo teorema probaremos que los B-splines basicos tam-
bién son una base para los splines, con lo cual obtendre-

mos la estabilidad numérica [Dierckx ‘95, pp.5].

TEOREMA 2,17 (CURRY-SCHOENBERG) '

Sea el vector fodo T=(€y, v p iy vevr €y veer €51 eoer Cparr oot Spay )
I—‘_—l" '!—_—.._ # [ - #
pti "y ptl

donde:
i) u; @& la multiplicidad del nodo e; tal que u; € p+1l
d@ﬂdé’ i"El, “ 00y k"l -

uy .

l.._u
=

=

0
T
.
|
+

v
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n
Entonces el espacio vectorial S¥:={ S d;NY /d;, € R }de
i=1

los B-spline de grado p sobre el vector nodo T coincide

con Sp, .. ...r[Seidel ‘91].
Prueba:
Por el corolario 2.12 es evidente que S} c S7 . | .. (1)
Por el teorema anterior se tiene que dim(S&“%qLT)= m. (2)
Reindexando el vector nodo obtenemos:
T=0@y a5 s gy vupiBypive g @y vy Ccarie mip.  Bugn]
A _— |, Tanl " s
ptl u; ptl
=5 {t1=t2=- -=tp|‘]r tp+2f N I tTl.'I r tm|1=tm+2=- *=tm+p+l} .
Por el corolario 2.14 se tiene dimcﬁ) = m, (3)

pues {N;?/i=1,..,m} es una base de S.

Luego de (1), (2)y (3): St = ER

T,p-u *

Observaciédn: Este teorema nos indica que cualquier spline
de grado p, es decir cualquier funcidén seccionalmente
polinémica de grado p sobre e; <e; < ... <en1 tal que es
vy veces continuamente en ej, i=2,...,k, puede represen-
tarse como un B-spline unico de grado p sobre el vector
Nodo: T = (€ «-/,€rerCrevr1Cu--1C41r--rC4;) donde cada

| S e 5 ]

pt+l P-Vvy ptt
nodo interior e; aparece con multiplicidad u;:=p-v;.

2

[ 15 Lt e [{0,1)]

2
Bjemplo: Sea F(L) = o= +t € [1:2] un spline de
12t - 16 't € [2,3]

grado 3(ver figura 6).

Expresaremos ' como un B-spline.
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Veamos: F es una funcién de grado 3 que esta definida
sobre e;=0<e,=1<e;3=2<e=3.
Analizaremos la diferenciabilidad de F(t) .
i) t €[0,1]: F(t)=t?* . Luego su blossom es:
£O(ta, tarta)=(tyts + tats + tats) /3 .
t €e[1,2]: F(t)=t> . Luego su blossom es:
£l (ty, ta, t3)= titats.
Tenemos f°(1,1,1)= f'(1,1,1)
£°(ty,1,1)# f'(t,,1,1) para algin t;eR.
De esto F es solamente continua en t=1(por teorema 2.9).
ii) t €[1,2): F(t)=t’. Luego su blossom es:

fl '[ tir t2s ta]‘ — titzta-

t €e{2,3]: F(t)=12t-16 . Luego su blossom es:

F2(ty,ta,ta) = 4(L; + t; + tj)-16

Pero f'(2,2,2)= f*(2,2,2)

f'(ty,2,2)= f%(t1,2,2) V t1€R .
fl(ty, t2,2) # £%(ty, t2,2) para algin t,eR

De esto F es continuamente diferenciable en t=2(por
teorema 2.9).

Luego por el teorema 2.17 el vector nodo seréa:

T=(0,0,0,0,1,....1,2,...,23,3,3,3),
3-0 3-1

T=(0,0,0,0,1,1,1,2,2,3,3,3,3).

Los puntos de Boor son:

Pero F,(t) = = t?

Fhm¢ﬂ
=>f4 (X1, X20 X3) = (X1X2 + X1X3 + XpX3) /3.



di= fq(te, b, te)=£,(0,0,0)=0,
dy= f4(t3,te,ts)=£4(0,0,1)=0,
dy= fa{te, ts,te)=£,(0,1,1)=1/3,
de= £4(ts, te, t7)=F4(1,1,1)=1.
1=t1< te=2: dij=fi(Liastivarties), 81 7-3 £ i1 £ 7, donde
£r(X1, X2, X3) = X1X2X3.
dy= £7(ts,ter tq)=1,
ds= f£7(te, tr,te)=£:(1,1,2)=2,
de= f7(ts, te,Le)=£4(1,2,2)=4,
dy= f£9(te,te,tye)=£7(2,2,3)=12.
2=t¢< Lyo=3: di=fe(tinstiszrtiss), 81 9-2 51 59
donde fq(x;, X2, X3)=4 (x+x,+x3) =16
de= £a(ts,tie, tnn)=£s(2,3,3)=16,

do= foltie,tir, t12)=£e(3,3,3)=20,

9
Entonces F(t) - . d;Ni(t).-
i=1

F(t)=12t-16

=

47
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Para determinar los puntos sobre la curva B-spline tene-
mos que usar la relacidé]n de recurrencia de los B-splines
basicos. El algoritmo de de Boor es otra alternativa que
nos permite determinar las coordenadas de un punto sobre

la curva B-spline sin usar los B-splines basicos.

TEOREMA 2.18 (ALGORITMO DE DE BOOR)

Sea WFt) = E:ddNﬂt) una curva B-spline de grado p sobre
i=1
el vector nodo

T = (tl, e v oy tk..p S . o a Stk<tk+1$ o o Stk+p+1, . o tm+p+1) tal que:
i) tl < ti+p+1 7 i=1' e o o rm,
ii) p+1 < m.

Para t € [ty,tys) consideramos la siguiente recurrencia:

daf (t):=¢&; , i=k-p,....k,

At (t):= widi™t + 1 - widi} , r=1,....,p , i=k-ptr,...,k,
t - ti .
. =1 ti # ti-l‘p‘-‘l"i'l
donde wj(t) : = ti+p+1-—r"ti (2.17.1)
0 S1ti = tisp-r+l-

Entonces el valor de la funcidén F(t) se determina como:

F(t)=dPf (t).

Prueba:
Afirmamos que:

d: = fk{txur--ftxf Ereer & tkﬂ!"'ti*P-r}' r=ls...,ps (1)

donde £, es el blossom de ¥, ( Iy es la restriccién de F
en el intervalo Iy=[ty,tra) ), satisface (¥*).

En efecto:
a)Como ty<ty,1 tenemos por el teorema 2.13 que:

d; = fk(ti+1r--rti+p)l i = k-p,...,k
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d- = fk(ti*lf..'ti‘p) ,i = k —p, ooc,k,

i

4, = & ,i=k-p+0,.., k.

b)
B (tivyr - 'tk'P"; AT TSR ti+p—r)
r
t. = & t= e
i+p—-r+l i
S A N TEAYA m—_ TR o, Cdap-x+l’ Yka1sc s Viaper
r—1 i+p-r+l i i+p-r+l i
E ti+p"r+l -t
= N -y fk{ti_‘_l,'.,tk; t;--;t,ti; t"k+l""ti+p—r}
i+p-r+l i r—1
t-—ti
L * t fl:{tj_il-“"t‘k't.""t* t‘j_-t-l::--]_'-irl"t".lu-l'"-‘J"'i_-rI::t-lr':J
1+p-r+l i -1

( pues £y, es afin )

t. -t
1+p—-r+l
€, e R B A T TEEVA A WS VAR RS ey
i+p-r+l 1 re]
t-—ti
S — Sk i G B B e B p e Bgpran)
i+p-r+l il r—1
ti+p—r+1 * =) o t -ty g5l
Tt Sige L g, —t, *
i+p-r+l i i+p-r+l i
ty =ty - t, B )
= (1 - > yai’; + = d§l=d%l-
tivp-r+1 By ti+p—r+1 — s

Luego obtenemos de (a)y (b):

& = BulEiuiven Bty vopti BugnasnBuas) 10 que verifica: ().

Por lo tanto: af = £(t,..,0 = FK(t) = Ft).
p



El algoritmo de Boor puede representarse mediante la

siguiente tabla:

.

0 b
d‘k-p*l —_—h d‘k*n*l

aet  ——b qr

En la direccién horizontal mnltiplicamos por wi y en la

direccibébn diagonal por 1- w; .

en (2.17.1)

Ejemplo de Aplicacidn:

.- El factor wjesta definido
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4
Sea F(t) = .Efgﬂfun sobre el vector nodo T=(0,0,0,1,2,2,2)
=

dOI'ldei d1=(1,1)' d2=(2,3),

Calculamos F(0.8).

A=(4,3), dy=(3,1).

Tenemos: t3;= 0 < 0.8 < 1 =t4,. En este caso es k=3 y p=2.

a; =d, , i =k-p, k.
dd =4, , L =1,..,3.
( t -t t -t
afi= |1 - i dﬁZ% + L d¥—1,k -p+r s
l (5 - t, t .-ty %
i42+41-r i i+2+1-r i
r
&= b3 ] t - t. m
af:= |1 - L__laf7 + i gt 14r<i<3
1 t. =ahte o t. Lt
\ i4-3-r 1 i+3—-r 1
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r=1
2<1ixs3
ay =0.2a +0.8a%=0.2(2,3)+0.8(2,3)=(1.8,2.6)
a = 0.6 d) + 0.4 @d=0.6(2,3)+0.4(4,3)=(2.8,3.0)
r=2: a2 = 0.2 d + 0.8 a4=(2.6,2.92).

T [

Figura 7
TROREMA 2.19
m
Sea F(t) = E:diNﬂtJ una curva B-spline de grado p sobre
i=1

el vector nodo T=(ty, ..., t5-p< ty-pa =...= £y < tyju = ...~

tj+p<tj+p+1 P ooy tm+p+1) tal que:

i) ty < ti+p+1 , i=1,...,m,

ii) p+1 < m.

Entonces los puntos de Bézier respecto al intervalo

Iy: = [t3,tya) coinciden con los puntos de de Boor
apropiado. Concretamente el i-ésimo punto de Bézier b; de
Fy es igual al j-p+i ésimo punto de de Boor dy.p,; es decir:

bi=dj-p+i .
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Prueba:

Los puntos de Bézier by en el intervalo Iy:=[ tj,ts;.) estén
dados por:

bi = f]{t}; P t]' t'j+1|‘ s F tj*ll and‘E iEG; L ] ’p-

p-1i 1

Por hipdétesis tenemos tj < tja, entonces j-p < j-(p-i) < j
Por el teorema 2.13 tenemos que los puntos de Boor estén

dados por:

Y(p-1) = F(Cy=(p-ir1r S3-(p-i)a2r " Fi=(p-i)4p/
donde j-(p-i)= Jj-pr-.--+ J-
dy-(p-i) = £(ty—(p-i)+1r Lj~(p-i)+2r -+ tj=(p-i)+p)
= §53—(p-1)+1r - -7 3 Egalr e o0 Ey4i)
p-1i

-4

= fj':tjt--rtjr tj+]_.r--rtj+1:' = bi' i=0;...,p.

p-1i i

p+l
Nota: Si M(t) = > @,N}(t) una curva B-spline de grado p

i=1

sobre el vector nodo: T =(a=ti;=...=tpa, tpsz=...=tsp=b)

p+l P
entonces F(t) = iz;diN;’(t)= E}biﬂf{t), donde d; = b, ,

para i=1,...,p+l.
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CAPITULO 3 APLICACIONES

Se sabe que wuna curva B-spline puede cambiar de
forma si: se varia el grado del B-spline, se cambia
algin punto de control, aumenta el conjunto de puntos de
control, se disminuye el conjuntos de puntos de control,
se modifica el vector nodo.

Nuestro objetivo es aumentar el numero de puntos de
control de manera que no se modifique la curva dada. Con
ello se tendr& una mayor control local sobre las curvas.

3.1 Insercién de Nodos

Uno de los métodos para obtener nuevos puntos de
control de modo que la curva dada no se modifique es
mediante la técnica de insercidén de nodos.

Los algoritmos mé&s difundidos son:

i)Algoritmo de Boehm: consiste en insertar un nodo.

ii)Algoritmo de Oslo: consiste en insertar un conjunto
de nodos en forma simultanea.

ALGORITO DE BOERRM

TEOREWA 3.1

m
Sea F(t)=,2€diN?(t) una curva B-spline sobre el vector nodo
i=

T= (tl" tZI e 0o o g tm+p+1) tal que tl < ti+p+1’ i=1, ° o e ,-m.
Después de insertar un nodo nuevo u en el intervalo no

vacio [ty, tys1) donde p+1 < k £ m, la curva F(t) tiene la

m+1 * *p
siguiente representacién: F(t)=i§1cgﬁli (t) sobre el

vector nodo T’t = (t1, oo oy tkl Uf‘ tk+1r e ooy tm+p+1)
* [3 * * *
== (tl,- - oy tk’tk*lltk+2’."’tm"‘p+2)

donde bﬁ? (t) son los B-splines normalizados sobre T v

los nuevos puntos de de Boor d; estan dados por:

d, = aydy + (l-ay)dig (%)



1 ;1 <1 < k-p

U—ti .
donde ajy:= §{——; k- p+1 s i 5k

ti+p = &

L0 ;k4+1 < 1< m o+ L

(El diagrama de la figura 8 nos muestra el proceso para

* *
obtener los dk—p+1 hasta dy )

dk—p "fj {tk-pﬂr e oo bi-1rty)

/

*
fj (u, Ck-pt2r e v or Cy-q) = dk-p+1

T\

dipe1= £5(Ce-pezr oo o r s Lienn

/

+
fj':ut tl:~-|:|n+3sI . e -rtk }m dk—p+2

N

‘;I-l:—p:-rz= fj (tk—p+3r e o or Bir tie2)

/

*

fj{ul‘tk+lr**'rtk )= dI{

sl

dy= fj‘:ttui .. -.rtlup:]

Figura 8:Algoritmo de Bochm. El nodo u ¢s inseriado en t, < u < iy

54
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Donde los nuevos elementos se determinan de acuerdo

al siguiente esquema:

fj (a, Hirp=ror XHp-24 xp-:l}
fj{xlr L
fj (H1,H2, »» *:xp-lrb:’

NO%Al: En el diagrama de

b-c
':Hpnl:‘c) - b_afj(alxll"‘l xp-—erp-l)
c—a
+ b-a f;'| (xerZr 'orxp~1rb)
Figura 8 a.

la figura 8 se observa que para

insertar un nodo se determinan p nuevos puntos de control

*
desde dk—p+1

Prueba del {ecorema:

* . . . .
hasta Gy mediante p combinaciones afines.

Por el teorema 2.17(Curry-Schoenberg) F tiene una repre-

m+1 * %P
sentacién unica: F(t)=.§£ Q;Nj (t) sobre el vector nodo
=

T =(tieeerte

Eysrr oo s tm—rp—ri:'

+* * * * *
=(tyse o o tklt)g4-1rtk+2r--'ltm+p+2) .

Para t; < t;l. Denotaremos Ef como la restriccidn de F

en el intervalo no vacio [t;,t;i) Yy sea f; el blossom de

F] .

. . x 1‘
Consideremos la subsucesidédn t, = Lty s u = t;+1 < Eypo=tin

del nuevo vector nodo T .

Si t; < t;i se tiene que

Fj ,J 5 k
F,= )
Fj'-l PR k.
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. f .3sk
De esto se tendra que: f£= (1)
f.j_l,j>lc.
Caso 1: is k-p , i £ jJ<i+p => i< k-p, J-p<i <]

Por el teorema 2.13:
d;, = f;‘-'t;n ' t:u-zr R t;+p ).
Pero i+p < k => t;ﬂ.=ti+r para r = 0,...,p.
De esto: &) =£] (tur...stip)=Es(tans o« s tap) =dy.

Caso 2: k-p+l < i < k , t; < t;+l:

Por el teorema 2.13:

- - - - - - -
d’. f.:{t1+1 r ti*zr LI L ti“t‘i" tt“l, tk*zr & & = F tiip )

I

= fk{t,_” ’ tu-zr =y tn;;-;r U,y Charrecny t;+p-1 )- (2)

Pero u puede expresarse como combinacién afin de tiy,p y ti
es decir: u = ajtypt(l-as)ty (3)

u-ty

donde a = ity °

Luego de (2)y (3) tenemos:
A, = £u(tiaar-cartir Astupt (1=a1) ty ¢ trrre o oo Eivps)
= a5 Frltiars « oo trrtaape Eusrr o owo Etapa) #+
(1~ ai) Ex(tivireeortertirtusrr«eoptivpal
= a3 Ex(tisrr«eorCrrturrreeortaapartasp) +
(1= ag) Ex(Cirtivar o oo r Cir Brvrr o o o Tiapa)
= a,d; + (l-ai)di,,

Caso 3: k+1 £ i, i1 £ j+1 < i+p:

Luego para t;& < t;Q, j+l-p < L < j+1 se tiene



que:

- f] (‘t1 7 ti+1' .

it p-

De los tres casos concluye la prueba.

Ejemplo 3.1
8

3
Sea F(u)= 2 d:N
i=1 1

i

vector nodo T = (0,0,0,0,1,2,4,5,6,6,6,6)

d, = f1.+1[t;+1 ' t;*zf SLEH. t;'P )
- fj+1-1(t;+1 rEiear e e

.t

-«

Iti+p)
1 ) - di-l'

de de Boor: @ =(6,3), 4, =(7,8), & =(12,5),
d;=(1,0), dg¢ = (0,6), d7=(3,8), de=(4,4).

Determinaremos los nuevos puntos de Boor después de

insertar el nodo u=3.
Como te=2 < 3 <t; =>k=6.
Luego:

d; =a;&;+ (1-a3)dy si 4 <1 <6

-ty = 3=ty

donde aj;= Framty T Bty entonces

. 3 1
dy = 7 a, + 7 d; = (9.75,1.25),

* 1 1 ¢
d5#§d5+§d4=(510)1

i S

* 1 3
dg = T de*‘Z'd6=(O-75'1-5)-
Ademas:

d;= d; para i=1,..,3,

d;= diy , para i= 7,..,9.
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(u) una curva B-spline cubico sobre el

con los puntos

d, =(9,0),
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Insercién de nodos multiples

Sabemos que para insertar un nodo en una curva
B-spline de grado p usando el algoritmo de Boehm se
determinard p nuevos puntos de control efectuando p com-
binaciones afines.

Para insertar r nodos mediante este algoritmo se

obtendra rp nuevos puntos de control mediante rp combina-
ciones afines.

Para insertar r nodos tradicionalmente se inserta el
primer nodo y luego se actualiza el vector nodo y los
puntos de control, luego se inserta el segundo nodo y se
actualiza el vector nodo y los puntos de control, asi
sucesivamente hasta insertar el ultimo nodo y se actuali-
za el vector nodo y los puntos de control. De este modo
se obtiene rp nuevos puntos de control.

A continuacién mejoraremos el algoritmo de Boehm
para insertar r nodos iguales, de modo que efectuemos el

menor numero de combinaciones afines, es decir menor que
rp combinaciones afines.

m
Sea F(t)=_iﬁdiN§(t) una curva B-spline sobre el vector
1=

l'lOdO T=(t1, tz, --.,tm+p+]_) tal que tl < tj_+p+1 V i=1, --.,m

Después de insertar r < p nodos iguales u, =... = u,
en el intervalo no vacio [tg,ty«s1) donde ke {p+l,...,m}.

Se tendrad como nuevo vector nodo:

T"“'{tlr voertrrUiseeer Uep Exarrseor Emipna)

#* w 1 3 | L]
. |[tlli i ttl' tiu-].f el ¢ tl:-ll." tk.+::+1r LER W tm+p+l+r}

y como nuevos puntos de control:

di Flﬂiﬂk—p
' L' + 3 . 2
d;= fk(ti+1""'tk'tk+1""'ti+ p) ck-p+1 <1< k+(@-1)
di_r;k+rsi$m+1
+ + L 2 * 3
donde fk&i+-r""tk’tk+1/""ti4-p) se determinan de

acuerdo al diagrama de la figura 10.
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Los elementos de cada columna de la figura 10 se
determina mediante el mismo esquema de la figura 8a.

Del diagrama de la figura 10 se observa que en los
bordes de dicho diagrama se encuentran los nuevos puntos

de control desde dy_,., hasta di,.,

Ademds se ve que en primer nivel se realiza “p”
combinaciones afines,en el segundo nivel se realiza “p-1”
combinaciones afines,....,en el nivel r (el ultimo nivel)
se realiza “p-r+l” combinaciones afines. De esto para
insertar r nodos iguales se requiere efectuar: p +(p-1)+

r(2p-r + 1) )
(p=-2) + ...+ (p-r+l)= <rp . Evidentemente se
obtiene los mismos puntos de control con menos combina-
ciones afines que el método tradicional.

ALGORITMO DE O8LO [Goldman ‘90, ‘93]

m
Sea F(t)=,2ﬁdiN§(t) una curva B-spline sobre el vector
=

I'lOdO T= (tl, t2, e o oy tm+p+1) tal que tl < ti+p+1' i=1, e« o oy me.
Después de insertar r nodos u; <£... £ u; en el inter-
valo no vacio [ty, tyg+s1), donde ke {pt+l,....,m}, la nueva

representacién de F(t) esta dada por:

m+xr P

* %
F(t)=i§1 d;N i (t) sobre el vector

Se tendrad como nuevo vector nodo:

T=(tise-ertisUrpece, Ur, tk+l.l'---.rtm+p+1}

4 L] L] L] L] L]
={t1r v f tk-‘ tj:...}_.l' e g th.l:l t|:+:+lf il tnu-[:l-i-h-l‘}|

y como nuevos puntos de control:

d; o lgsiEl s k= p
i i I t ) ik +1<i<k+@-1

* _— . ; — L —
di= fk(ti-{-ll.."tk’tk'fl" Y5 4 p p

di-r*' ¥+ r €1 < m+1

: - I - ) se determinan de

' 5 (L E i L cPRGE 3e ¢
donde fi(t, =~,--- bty gy 'Y 4 p

acuerdo al diagrama de la figura 11.
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En la primera columna de la figura anterior se tiene
los puntos de control “antiguos”. A partir de la segunda
columna se inserta un nuevo nodo el cual es usado como
argumento del blossom. El valor del blossom en cada
columna se encuentra como combinacién afin de 1los
blossoms de las columnas anteriores. La combinacién afin
se realiza de acuerdo al esquema de la figura 8a. El
arreglo triangular de 1la figura 11 se conoce como
tridngulo de Oszlo.

NOTA 2 En el esquema de la figura 11 se observa que para

p(p+l)
2

calcular un nuevo punto se necesita realizar
combinaciones afines. Si insertamos “r” nodos entonces
tendremos (r+p-1) nuevos puntos de control. Por lo tanto

+_
se efectuaréan P lép(p+1) combinaciones afines.

DIFERENCIAS ENTRE EL ALGORITMO DE BOEHM Y EL ALGORITMO DE
OSLO

1)El algoritmo de Boehm inserta un nodo a la vez.

2)El algoritmo de Oslo inserta un conjunto de nodos en
forma simultéanea.

3)Para insertar r nodos diferentes el algoritmo de

Boehm realizar& rp combinaciones afines. En cambio el

il O +1
algoritmo de Oslo realizara LCHP ;E(E ) combinaciones

afines. Evidentemente el algoritmo de Boehm es mas
eficiente.
4)Para insertar r nodos iguales el algoritmo de Boehm

_ _ r(2p - r + 1)
para nodos repetidos realizara > <rp

combinaciones afines. En cambio el algoritmo de Oslo

+p- +
realizaré LEED 1;E(E 1) combinaciones afines.

Actualmente existe el algoritmo de Oslo mejorado en
la cual requiere el mismo numero de calculos como el

algoritmo de Boehm[Goldman ‘90].
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3.2 Elevacidén de grado

Hemos visto que para tener wuna mayor flexibilidad
sobre las curvas B-spline se puede usar la técnica de
insercidn de nodos. Otras de 1las técnicas para obtener
los mismos resultados es elevar el grado, dicha técnica
consiste en elevar el grado de una curva B-spline obte-
niendose asi una nueva representacidén de manera que la
curva inicial no varie.

TEOREMA 3.2 (Elevacidén de grado en curvas de Bézier)

Sea F:[a,bl]c R — R?una curva de Bézier de grado p

P
definido por F(u)=_§%)biBE(u). Entonces F(u) puede ser
1=

representado como una curva de Bézier de grado p+1l, es

prl p+l

decir: F(u)=izbibiBi (u) donde:

*
bo = bo,

* i i :
b; = EITbr1 + (1= Bij)bi, i=1,..,p,

bp+1=bp-
[Hoschek et al. ‘93, pp.134]
Prueba:
Por el teorema 2.7 sabemos que:

bi=f(.a,...,a.‘,}3,...,bl), i=0,.--,p’

donde £ es el blossom de F.

Considerando a F como un polinomio degenerado de grado
p+l entonces por el teorema 2.2 su blossom esta dado por:

R AR )
f* (ull---lupi-l)::'—_zf(u1l~-'lujl-°-rup+1)
P+ 1=

donde u significa que el i-ésimo argumento no aparece.

Luego los puntos de Bézier estan dados por:

bi-_—f (La'... ,!D,.,.’k))) ’ iEOIo.’,p+1.

’
p+1-i !

L
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= N [?(a, ,a) +...+ fa,..., a)]=b0
P 2 11 -
. * 3 1
L=p+1:bp+1=f (b,...,b)= 1 [?UD,---,b) +...4+ £(b,...,b)]=bp
& N
Para i=1,...,p
* *
D=k 18, . .0 n@ pmy pendlBYF
AR B - 3
p+l-1 1
p-1 i P2 1
__[f(ar Ialbl Ib)+ '+f(af' 'falbl"'lb)
p + 1 L = i - — ’
1€L sum. p+1-i sum.
i
DS i-1 pt+l-i i-1
fa,...,ab,...,b W...+€a, ..., 3D, ...,b )]
p+2—f sum. pt+l “sum.
= — By + .t By + by 4. 4Dy ]
p+l-1 veces 1 veces
= [(p+1-1i)b; +1 b;,]
p+1

Luego concluye la prueba.
TEOREM4A 3.3

m

(Elevacidétn de grado en curvas B-spline)

Sea F(u)=.§ﬂdiN§(u) una curva B-spline sobre el vector

1=

nodo T=(e,,

L

k
u,< pt+l donde m:

-
[\N)

Si F(u)
m+k

entonces F(u)= 2 d.Np+1
.=1 1 1

(u)

2

T=(€]rear@] s---
— ———

-,ei[--.
. ;

r €y

1,...,ek*1,..

L
pri=uy,,

p+1l+ > u .

sobre el vector nodo

1€ir---1€3 re=-rCk 41r---r8 +1 )
[ r - E——————

p+2 uf#l

........................

S *
= (tlr---ltp+21

14

p+2

*
Em+p+l+k)

.1 64, ) tal que

es considerado como un polinomio de grado p+1
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donde: d. = p+1f N c* &
onae: r = p = 1 i%l (tr+11-..'tr+lr ’ r+p+1)
r=1,...,m+k,

[Seidel 1'91].

Prueba: F(u)=igﬁdiN§(u) es una curva B-spline de grado p
sobre el vector nodo T. Luego por el Teorema de Curry-
Schoenberg F(u) es una funcién polinomial seccional

de grado p donde sus puntos de quiebre son: e;<e;<...<ey,
de manera que es (p—uj)-veces continuamente diferenciable

en u=ej.

Si consideramos a F(u) como un polinomio de grado p+l sus
puntos de quiebre siguen siendo e; < e; <...<ey; de manera

que es de clase (pt+1l)-(ujtl). Luego por el Teorema Curry-

Schoenberg F(u) esta representado por: F(u)= _2& diNi (u)
iS
sobre el vector nodo T’=(e1,...,e1 peeer€ireeer©f reeerCklre--rCk+1)
LN r [ - Fy L. o o+
p+2 ui +1 p+2
\* * & +*
T= (tl,...,tp+2, ........................ ,tm+p+1+k) .

Sea reN tal que 1 £ r < mtk.

Entonces Jie N: u;+....4+us1+1 < r < ur+....+uz+i. (*)
Por otro lado:

Como ej<ej,; se tiene en el vector nodo T:

tug +upttuy =21 < €14l = Lug pupttug +1s

en el vector nodo T':
& -

 mas <ol =t
tul +Ugh.tug +i At o Bl

3 1 Fuphdug +i+1

1
Como u;< p+1l esto implica que

Uit...tujgtugti-(p+l)< r € upt...+uygy+usti.
Definiendo j:= u;+...+uj+uj+i , se tendrad que

* * . .
Cy=ej <ty1=ey ¢ =] -(p*+l), ..., 7.
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dr =5 (Crgarerartpipsa)s

y por el Teorema 2.2:

* 1! p+1f ¥ e "
dr — p+1vz=1 (Lr'e'lr'..’t»r‘s'v’...’tr"p'}'l)'

6
Fjemplo: Sea la curva B-spline F(t) = f;f%ﬁi“” sobre el

vector nodo T7=(0,0,0,0,1,2,3,3,3,3),cuyos puntos
dy =(5,3), ds =(1,-1;, dg = (1,3) (ver figura 12).

Elevando el grado tenemos:
7" =(0,0,0,0,0,1,1,2,2,3,3,3,3,3),

y los nuevos puntos de control son:
dy =[4 £(0,0,0)1/4=£(0,0,0)=dy=(2,-1),
dy=[3£(0,0,1)+£(0,0,0)1/4 =(3d,+d,)/4=(2.75,-1),

d;=[2£(0,1,1)+2£(0,0,1)1/4
=[£(0,0,1)+£(0,1,2)+2£(0,0,1)]/4=(36,+d3) /4=(5,0),

d2=[f(0,1,1)+f(1,1,2)+2f(0,1,2)]/4
=[0.5£(0,0,1)+0.5€£(0,1,2)+
(2£(0,1,2)+£(1,2,3))/3+2£(0,1,2)1/4
~[3£(0,0,1)+19£(0,1,2)+2£(1,2,3)]/24
=[2d4+19d5+3d,]/24=(9.5,2.5),

ds=[2£(1,1,2)+2£(1,2,2))/2
=[2{2£(0,1,2)+£(1,2,3)}/3+2{£(0,1,2)+2£(1,2,3)1/3]/2
=[d4t+d;3]/2=(8,3),

dg=[3ds+19c,+2d,]1/24=(5.2.5),
a5 =[3ds + &4]/4=(2,0),
dg = [de+3ds] /4= (1, 0),

dp =de=(1,3) .
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Figura 12: Elevacion de grado de una curva B-spline clibica
a una curva B-spline de grado 4.

67



68

Conclusiones

En el CAGD para obtener las curvas de Bézier & B-
spline se tiene que dar como dato los puntos de control' .
Mediante los blossoms se puede obtener lo reciproco, es
decir, dado la curva spline (polinomio secccional) se
puede encontrar los puntos de control de manera que la
curva generada por esos puntos de control nos genere la
curva dada.

Los Blossoms también pueden ser usados como una
herramienta tebrica para obtener algoritmos mas
eficientes.

También se han obtenido los algoritmos de insercién
de nodos y elevacidén de grado los cuales nos permiten

tener una mayor flexibilidad sobre la curva.

Con respecto a las técnicas de insercién de nodos
se tiene que el algoritmo de Boehm es mas eficiente que
el algoritmo de Oslo pues realiza menos combinaciones

afines.

Ademas, si insertamos p nodos iguales u=...=uy,=t se
tendréd exactamente el valor de la funcidén F(t) mediante

el algoritmo de de Boor.

Una &6lucién para los problemas de transferencia de
datos entte sistemas de CAD incompatibles, la unién
(patching) de dos curvas o superficies, ser& encontrar
una tepresentacidédn comin de los splines de diferentes

gradés, es decir debemos elevar el grado.

! Adem4s ,en los Bspline se tiene que dar como dato el grado y el
Vector nodo.
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