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RESUMEN

El teorema de la envolvente desarrollada por Milgrom y Segal en el ano 2002 ha traido
consigo diferentes avances en muchas areas de la matematica y otras dreas de la ciencia.
Uno de estos grandes avances se da en la teoria de los disefios de mecanismos, el cual es
un campo de la teoria de juegos con informacién incompleta.

En este trabajo, en el primer capitulo desarrollaremos los antecedentes histéricos que han
permitido desarrollar las teorias més importantes aqui expuestas. En el segundo capitulo
mostraremos las herramientas matematicas necesarias para poder tener un mejor enten-
dimiento de los temas més relevantes del trabajo.

En el tercer capitulo estudiaremos la teoria de la utilidad esperada de Von Neumann-
Morgenstern, el cual es muy importante para entender con més claridad el campo de la
teoria de juegos.

En el cuarto capitulo realizaremos la teoria necesaria de teoria de juegos, con el fin de
entender bien lo que es un disenio de mecanismos. Dentro de este desarrollo veremos las
dos maneras de representar los juegos, los cuales son, los juegos en forma estrategica y en
forma extensiva. Ademas estudiaremos los juegos con informacién completa e incompleta.
Dentro del area de los juegos con informacién incompleta, estudiaremos los disenos de
mecanismos.

Posteriormente, en el cuarto capitulo estudiaremos los avances realizados por Milgrom y
Segal, las principales aplicaciones al mundo de la matemética y los disenos de mecanismos.

Por tdltimo, en el quinto capitulo daremos nuestras conclusiones del trabajo.
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cAPiTULO 1

INTRODUCCION

Durante el siglo XVII se desarroll6 una de las teorias mas importantes para la huma-
nidad, entre los afios 1664 y 1675 dos mentes maravillosas desarrollaron lo que se conoce
como la teoria del cédlculo. Estos dos persojanes fueron el fisico, filésofo y matematico
inglés Isaac Newton (1642-1727) y el fil6sofo, 16gico y mateméatico aleman Gottfried Wil-
helm Leibniz (1646-1716).

La teoria del calculo revolucioné el mundo de las matematicas, asi como el mundo de mu-
chas otras ciencias, como la fisica, la economia, la biologia, etc, y el mundo de la ingenieria.
A partir de la unificacién del cdlculo, con los trabajos de Newton y Leibniz, durante el siglo
XVIII, con los trabajos de los hermanos Bernoulli se dieron a conocer la teoria del célculo
de variaciones, con el trabajo del matematico francés Monge se conocié la geometria des-
criptiva. Lagrange realizé contribuciones al estudio de las ecuaciones diferenciales. Euler
aport ideas fundamentales sobre el calculo y sus aplicaciones.

Posteriormente, durante el siglo XIX, Dirichlet propuso la definicién, en los términos ac-
tuales, de la nocién de funcién. En 1821, el matematico francés Cauchy dié un enfoque
légico y apropiado del cdlculo y una definiciéon precisa de funcion continua.

Asi, hemos tenido y seguimos teniendo méas contribuciones al mundo del calculo.
Algunas aplicaciones del cédlculo se muestran a continuaciéon: En la fisica revolucioné el
estudio de los cuerpos en movimiento, también se desarrollé estudios importantes sobre la
velocidad y la aceleracion. En la economia se formalizé el estudio de maximizar y mini-
mizar intereses, gastos, beneficios, costos, etc. El andlisis marginal es quizés la aplicacién
mas directa del cdlculo en la economia. En la quimica se estudié la velocidad de reaccion
de los compuesto quimicos y como optimizarlos. En Medicina se aplica a la epidemiologia
y la inmunologia. En la ingenieria, tenemos aplicaciones en la optimizacién de procesos,
va sea energéticos, quimicos, industriales, etc. En la matematica se desarrollé el campo de

la optimizacion, el calculo de variaciones, el control 6ptimo, etc.



La optimizacién matemaética es el drea dentro de las matematicas que se encarga de la
eleccién de la mejor alternativa entre las posibles, para un problema formulado en térmi-
nos matematicos. La palabra éptimo proviene de optimismo y significa “elegir el mejor
curso de accién posible”, aunque su uso no se popularizé hasta inicios del siglo XX.
El término “optimal” fue introducido en 1710 por Leibnitz en su obra Theodicee para
designar la mejor alternativa posible. De ahi que cuando se habla de optimizacién, se re-
fiere a la eleccién de la mejor solucién cuando existen dos o mas alternativas posibles.
Asi, por optimizar se entiende maximizar o minimizar el objetivo u objetivos que se
pretende, teniendo en cuenta las restricciones que puede limitar la eleccién de valores de
las variables de decision.

Muchos problemas de optimizacién pueden formalizarse y tratarse matematicamente, di-
cho enfoque matematico es lo que constituye la disciplina que se denomina optimizaciéon
matematica.

El objeto de estudio son problemas matematicos con la siguiente estructura:

Opt. f(x)
s.a T €S,

donde f : X — R, es la funcién objetivo con un dominio arbitrario X, cuyo valor se
maximiza o minimiza respecto a cada variable de decisiéon x € S, siendo S el conjunto de
restricciones.

Esta area es muy amplia, debido a la diversidad de situaciones que se pueden plantear y
a las distintas maneras de enfocar la resolucién del problema.

Es asi que nace muchas ramas dentro de la optimizacién matemaética, las cuales se pueden
clasificar dependiendo de cada tipo de problema.

Asi, por ejemplo, cuando se desconoce completamente la relacion funcional entre las va-
riables que definen la funcién objetivo y/o las restricciones, se recurre a la optimizacién
experimental. Las variables de decisién pueden tomar valores reales (valores continuos)
o valores discretos (valores enteros o binarios), o una combinacién de ambas posibilidades.
En funcién de ello se puede hablar de optimizacién continua frente a optimizacién
discreta, en la que se puede establecer a su vez subclasificaciones: optimizacién entera,
optimizacién binaria, etc, y también estd la optimizaciéon mixta (cuando el problema
de optimizacién tiene tanto variables continuas como variables discretas).

Dentro de la optimizacién discreta se ubica la optimizacién combinatoria, una fami-
lia especial de problemas con estructuras particulares (problema de la mochila, problema
del viajante, problema del camino maés corto, problemas de secuenciacién, problemas de
asignacion de puestos de trabajo, etc) cuyas soluciones factibles son valores enteros, gene-

ralmente binarios {0, 1}, que satisfacen ciertas condiciones de tipo combinatorio.



En funcién del contexto del problema algunas de las variables pueden aparecer como
parametros, tomando valores fijos, de modo que los valores 6ptimos que tomen las
variables de decisién y la funcién objetivo son valores paramétricos que se modificardn
ante variaciones en el valor de los parametros. Cuando se plantea el problema en estos
términos, y aunque en realidad se trate de resolver una familia de problemas de optimi-
zacién sobre un espacio paramétrico, se suele hablar de optimizacién paramétrica.
Asi, se puede seguir dando mas casos y nos encontrariamos con mas ramas de la
optimizaciéon matemdtica (optimizacién determinista, optimizacién suave, optimizacion
escalar, optimizacién linealmente restringida, etc).

Dos grandes clasificaciones que se da, son las siguientes:

Optimizacién estatica, la cual se centra en problemas en espacios vectoriales de

dimension finita, lo que supone que hay una total abstracciéon de cualquier consideracion
temporal y/o espacial. Dentro de esta area encontramos a la optimizacién escalar, que
es semejante hablar de la programacion matematica, cuya caracteristica principal es
que posee un unico objetivo y un tnico agente decisor. Asi, la programacién matemaética
se subclasifica en programacién lineal, no lineal, cuadratica, geométrica, etc.

Optimizacién dinamica, donde las variables de decision estan indexadas respecto

de una variable de referencia que generalmente es el tiempo, aunque también existen
problemas en los que es la distancia.

En la optimizacién dindmica tenemos a los problemas de control éptimo, el cual se
subdivide en dos tipos de problemas: el problema variacional clasico y el problema
de control 6ptimo moderno.

Sus bases matematicas de andlisis y resolucion son el célculo variacional y sus extensiones
al problema de control 6ptimo, conocido como “Principio del maximo” de Pontryagin®,
asf como la programacion dindmica u optimizacién por etapas de Bellman?.

En el siguiente grafico se resume el avance del area de la optimizaciéon matemaética.

!Para mayor informacién puede consultar: Pontryagin L.S. Boltyanskii V.G. Gamkrelidze R.V.
Mischenko E.F., The Mathematical Theory of Optimal Processses, Interscience Publishers,

Wiley y Sons. (1962).
2Para mayor informacién puede consultar: Bellman R.E. Dynamic Programming. (1957).
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Como podemos apreciar en el grafico anterior, dentro del campo de la optimizacion
estatica encontramos a los juegos estaticos, y dentro del campo de la optimizacion
dindamica estan los juegos dindamicos. Este trabajo estd enfocado en estudiar el campo de
los juegos estaticos, con algunos resultados del campo de la optimizacion.

Un problema simple de cdlculo de variaciones, dentro de la optimizacién dindmica en

tiempo continuo, se puede expresar como:

’

Maximizar(Minimizar) /Tf(:v(t), x (t),t)dt
0

s.a (z(t),2 () € A,
x(0) = ko,

donde t € [0,T] es la variable tiempo, z(t) es el camino de variable de estados cuya
trayectoria 6ptima debemos determinar, kg el valor inicial del camino y A es el conjunto

de restricciones.



Cuando queremos parametrizar nuestro problema, formamos la funcion V : P — R,

de la forma

!/

T
V(p)=  Mazimizar(Minimizar) /0 flz(t),z (t),t)dt

s.a (x(t), z (t) € A,
z(0) = p,

donde P es el conjunto de parametros.

La funcién V recibe el nombre de funcién valor o también llamada funcién valor 6pti-
mo, funcién de perturbacién o funcién envolvente.

Estudiar las propiedades de esta funcién son importantes en diversos problemas de opti-
mizacién. Por ejemplo, estudiar la derivabilidad, bajo determinados supuestos, garantiza
conocer las variaciones del valor éptimo de la funcién objetivo ante cambios en los parame-
tros del modelo.

En general, se puede resaltar dos objetivos principales en el campo de la optimizacién:

- Identificar bajo que condiciones sobre la funcién objetivo y el conjunto de restric-
ciones estd garantizada la existencia de la solucién del problema de optimizacion; lo

cual lo establece los Teoremas de Existencia.

- Obtener una caracterizaciéon del conjunto de puntos 6ptimos: condiciones necesarias
y/o suficientes, unicidad de la solucién, sensibilidad y estabilidad de las soluciones;

esto esta garantizado por los Teoremas de caracterizacion.

Los teoremas de la envolvente, los cuales son teoremas de caracterizacién de las soluciones,
durante el siglo XX fueron mostrados de una manera diferencial, considerando condiciones
topoldgicas en su formulacién. En el 2002, Milgrom y Segal desarrollaron su teorema de
la envolvente de manera integral, el cual puede ser aplicable en muchas areas de la ma-
tematica y economia. Principalmente se dio un gran avance en el area de los disefios de
mecanismos.

El area de los disenos de mecanismos pertenece al area de la teoria de juegos con informa-
cién incompleta. En esta area hubo grandes avances con el trabajo de Milgrom y Segal.
Algunos de estos desarrollos seran estudiados en este trabajo.

Para entender esto, veremos algunos conceptos matematicos previos, como el concepto
de diferenciabilidad, convexidad, concavidad, correspondencias. También veremos el con-
cepto de la utilidad esperada de Von Neumann - Morgenstern, para asi entender bien la
definicién de un juego. Estos temas seran estudiados en los capitulos 2, 3 y 4.
Posteriormente se estudiara el trabajo de Milgrom y Segal, hasta llegar a las aplicaciones

en los disennos de mecanismos.



CAPITULO 2

DEFINICIONES PREVIAS

2.1. Introduccién

Antes de comenzar con los temas principales de este trabajo, debemos recordar algunos
temas necesarios para la comprensién del mismo (Ver [1],2],[3] ¥ [4]).
En primer lugar, recordemos las nociones de derivadas direccionales, diferenciabilidad,
doblemente diferenciable y de clase C'! para funciones de R" a R.
Ademas, necesitamos las reglas de la cadena y de Leibniz, asi como el teorema del valor
medio.
En segundo lugar, debemos tener presente la definicién de absolutamente continua y el
teorema fundamental del calculo de Lebesgue.
En tercer lugar, necesitamos la definicion de conjuntos convexos, esto para garantizar la
buena definiciéon de funciones concavas y convexas que daremos mas adelante.
Asi, en cuarto lugar, recordamos las definiciones de funciones céncavas y convexas.
En quinto lugar, mostramos las definiciones de semicontinuidad y derivadas laterales.
Por ltimo, veremos las nociones necesarias de la teoria de correspondencias.
Ademas, denotaremos por || - || v (-,-) a la norma y el producto interno usual del espacio

R"™ respectivamente, a no ser que se mencione algo diferente.



2.2. Funciones diferenciables

Definicién 2.2.1 (Derivadas direccionales). Sean X C R™ un conjunto abierto, zg € X,
la funcién f: X — R y v € R™. La derivada direccional de f en xg, en la direccion de v,

se define como of £ ) Flao)
Y xg +tv) — f(xg
gy (7o) = [ / '

Definiciéon 2.2.2. Sean X C R™ un conjunto abierto y g € X. Decimos que la funcién
f+ X — R es diferenciable en z) si existe una transformacién lineal continua D f(z)
tal que

f(@o 4+ h) = f(zo) = Df(xo)h + o(h),

para todo h € R™ tal que  + h € X y donde o' cumple que
o(h)

i =0
ol Bl

y decimos que f es doblemente diferenciable en x si existe una transformacién lineal
continua Df(z¢) y una forma cuadratica D?f(zg), inducida por una matriz simétrica H
(es decir, D?f(xg)(h) = hHAT) tal que

f(xzo +h) — f(xo) = Df(xo)h + %hHhT + o(h),

para todo h € R" tal que x + h € X y se cumple que

o(h
1m¥ =0.

h—0|| h ||?

Definicién 2.2.3. Dado X C R™ un conjunto abierto no vacio. Decimos que la funcién
f: X — Res diferenciable si es diferenciable en todo punto de X. De la misma manera,
decimos que la funcién f es doblemente diferenciable si es doblemente diferenciable en

todo punto de X.

Observacion 2.2.1. Dado X C R"™ un conjunto abierto, xp € X y f: X — R,

1) Un resultado importante nos dice que si f es diferenciable en 2y € X, entonces

Df(x()) = (881{1(1130), ceay ai;i(x@) ,

[1, pagina 125], donde %(3:0) es la derivada direccional para v = ;.

i

2) El vector (%(wo), ce %(wo)) es llamado gradiente de f en xo.

3) Intuitivamente, la funcién f es diferenciable en xg si y solo si puede ser aproximada

por su derivada en una vecindad de xg.

Notacién de Landau: Notacién para la comparacién asintética de funciones.



Proposicién 2.2.1 (Regla de la cadena). [1, pdgina 127]

Sean los conjuntos abiertos X C R™, Y C R" diferentes del vacio y la funcién f : X — R™
con f(X)CVY. Sif=(f,fe.-.,fn), donde cada f; : X — R parai = 1,2,...,n es
diferenciable en zp € X, ademés sea g : Y — R una funcién diferenciable en yo = f(zo),
entonces se cumple que la funcién compuesta g,f : X — R es diferenciable en xg y sus

derivadas direccionales vienen dadas por

mef "\ g
ox; z::(?i vo)

Definicién 2.2.4 (Clase C'). Sea X C R™ un conjunto abierto no vacfo, decimos que la

funcién f : X — R es de clase C' en X cuando:

1) Para cada x € X, existen las derivadas direccionales %(m), e %(m)
2) Las funciones %, ey aa—f X — R son continuas en X.
1 T

Proposicién 2.2.2 (Teorema del valor medio). [1, pagina 137]

Dado X C R” diferente del vacio. Sea f : X X [a,b] — R una funcién diferenciable en
todos los puntos del segmento de recta abierto (xg,xo+v) C X y continua en el segmento
de recta cerrado [xg, zo + v] C X. Entonces existe 6 € (0, 1) tal que

of of

fao+ )~ ) = ( (52 -

(a+ 60v), = (a+ Ov),. ;xi(a+90)>,v>.

Proposicién 2.2.3 (Regla de Leibniz). [1, Pdgina 143]
Dado X C R™ un conjunto abierto no vacio, sea f : X X [a,b] — R una funcién con las

siguientes propiedades:
1) Para cada x € X, la funcién f(z,.) : [a,b] — R es integrable.

2) La funcién f es de clase C1.

Entonces la funcién ¢ : X — R, dada por ¢(x / f(x,t)dt, posee la i-ésima derivada

parcial dada por
dp bof
a’L‘i (J} N a al’z (

x,t)dt.



2.3. Conjuntos convexos
Definiciéon 2.3.1. Un conjunto X C R” es llamado convexo si se cumple que
A+ (1= Nz € X Vo, 29 € X y VA € [0,1].

Ejemplo. La bola cerrada de centro a € R" y de radio 7 > 0 es un conjunto convexo.
En efecto, para todo x1, z2 € By(a), se cumple que || 21 —a |[< 7y || 22 —a ||< 7, entonces

para todo A € [0, 1], se cumple que
| Ae1+(1=Nz2—a ||=]| Ax1+ (1 =N)az2—Aa—(1—=N)a ||=|| AM(xz1—a)+(1—=N)(x2—a) || .

<Az —al|+A =N ||z2—al||[<Ar+(1=XNr=r

Por lo tanto Az1 + (1 — A\)z2 € By(a), y con esto demostramos la convexidad. [ |

Gréfica 1.- Bola cerrada de centro a y radio r.

2.3.1. Ejemplos de conjuntos convexos

Definiciéon 2.3.2. Dado d € R" y a € R. Un hiperplano es un conjunto afin en R",

definido como
H(d,a) ={z € R"/{d,z) = a}.

El vector d es llamado vector normal al hiperplano H(d, a).

Proposicién 2.3.1. Todo hiperplano es un conjunto convexo.

Prueba: Considerando d € R y a € R fijos y arbitrarios.

Tomamos 1,29 € H(d,a) arbitrarios, entonces se cumple que (d,z1) = a y (d,x2) = a.



Sea A € [0, 1], entonces
(d, Az 4+ (1 = N)xa) = (d, Az1) + (d, (1 — X)z2)
=XNd,z1) + (1 = A\)(d,z2) = Aa+ (1 = N)a = a.
Por lo tanto, Az1 + (1 — N)xg € H(d, a). [ |

Definiciéon 2.3.3. Dadod € R" y a € R.

Los conjuntos cerrados, dados por
H*(d,a) = {2 € R*/(d,a) > a} y H~(d,a) = {w € R"/(d,) < a},
o abiertos, dados por
H™(d,a) = {xr € R"/{d,z) >a} y H ~(d,a) = {x € R"/{d,z) < a},
son llamados semiespacios asociados al hiperplano H(d, a).

Proposicién 2.3.2. Dado el hiperplano H(d,a), los semiespacios asociados son conjuntos

convexos.

Prueba: Haremos la demostracién para el semiespacio H'(d,a) = {x € R"/(d,z) > a},
ya que para los otros casos las pruebas son similares.

Tomemos z1,z2 € HT(d,a) arbitrarios, entonces se cumple que (d,z1) > ay

(d,z2) > a. Sea X € [0, 1], entonces

(d, A1 4+ (1 — Naz) = (d, Az + {d, (1 — X))

=XNd,z1) + (1 = A)(d,z2) > Aa+ (1 — N)a = a,

por lo tanto, Az1 + (1 — N)zs € HT(d, a). [ |

10
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Gréfica 2.- Ejemplo de un hiperplano H(d,a) en R? y sus semiespacios asociados a este.

Definiciéon 2.3.4. Dado X C R"™ un conjunto convexo, definimos el cono normal o

polar de X en el punto zg € X? como

X*(xo) ={y € R"/{(y — xo,x — x9) <0,V € X}.

Gréfica 3.- Cono normal en un punto de frontera suave.

290X denota la frontera de X.
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Gréfica 4.- Cono normal en un punto de frontera no suave.

Proposicion 2.3.3. Dado X C R"™ un conjunto convexo. El cono normal o polar de

X en todo punto xzg € X es convexo.

Prueba: Tomando zp € 0X fijo y arbitrario. Sean x1,x2 € X*(x9) y A € [0, 1], entonces

se cumple que
(r1 —x0,x —x20) <0,Vx € X (2.1)

(xg — x0, 2 —x0) < 0,V2 € X. (2.2)

Luego, para todo = € X,
(Ax1 + (1 = XNz — o,z — x09) = (Ax1 + (1 — N)xe — Axg — (1 — N)zo, z — x0)

= Mz — zg, — zo) + (1 — N){x2 — z0, & — x0). (2.3)

De (2.1) y (2.2) en (2.3), obtenemos que
(Az1+ (1 = Nx2 — zo,z — 20) < A0+ (1 =)0 =0,

por lo tanto Ax; + (1 — N)xg € X*(x0). Asi demostramos que X*(zp) es convexo y como

xog € 0X es arbitrario, entonces X*(zp) es convexo para todo g € 0X. [ |
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2.4. Funciones concavas y convexas
Definicion 2.4.1. Dada la funcién f: X C R® — R, se llama gréfica de f al conjunto
gry = {(z, f(z)) e R""/w € X}.

Definicién 2.4.2. Dado X C R™ un conjunto convexo y no vacio. La funcién f: X — R

es llamada céncava en X si y solo si para todo 1,22 € X y todo A € [0, 1] se cumple que
fQz1+ (1= AN)a2) > Af(z1) + (1= A) f(22).

Interpretaciéon geométrica:

El segmento de recta que une dos puntos arbitrarios de la

grafica de la funcibn queda por debajo o coincide con la grafica misma.

f(z2)
fAz + (1= Nag

f(x1)

il Az + (1 — Ao ‘$2

Grafica 5: Interpretacién geométrica de una funciéon concava.

Definicién 2.4.3. Dado X C R™ un conjunto convexo y no vacio. La funcién f: X — R

es llamada convexa en X siy solo si —f es céncava.

En este caso, la interpretacién geométrica es que el segmento de recta que une dos
puntos arbitrarios de la grafica de la funcién queda por encima o coincide con la grafica

misma.

Definicién 2.4.4. Dado X C R™ un conjunto convexo y no vacio. La funcién f: X — R
es llamada estrictamente céncava en X si y solo si para todo x1,xs € X, con x1 # x9,

y todo A € (0,1) se cumple que
Sz + (1= Naz) > Af(21) + (1= A) f(@2).
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A diferencia de la definiciéon de funcién concava, el segmento de recta que une dos
puntos arbitrarios, salvo los extremos, queda completamente por debajo de la grafica de

la funcién.

Gréfica 6.- f estrictamente céncava, g codncava.

De manera similar se define una funcion estrictamente convexa.

Definiciéon 2.4.5. Dados un conjunto convexo, abierto y no vacio X € R™ y la funcién
céncava f: X — R. Si tomamos un x € X fijo y arbitrario, por ser X abierto, existe un

r > 0 tal que B,(x) C X. Dado d € R™ no nulo, definimos el conjunto
Ry ={h>0/|| hd ||<T}.

Proposicién 2.4.1. Dados X C R" un conjunto convexo y abierto, x € X,d € R™ y sea

la funcién f: X — R concava, entonces la funcién g : R, — R, definida por

gty = LD 1)

es no creciente en R,.

Prueba: Considerando hy > ho > 0 que pertenecen a Ry, los puntos z, x+hid, z+hod € X

vyA= Z—f, ademads como f es concava, se cumple que
f(z+ had) = fF(N@ + had) + (1 = N)z) > A f(z + hd) + (1 = N) f(z),
entonces
f(@+ had) — f(2) > A(f(z + hid) — f(z)).

Asi llegamos a tener que

f@+had) = f(z) _ flx+Md) - f(z)
hQ hl

g(h2) =



por lo tanto llegamos a demostrar que g es no creciente en R,. |

Proposicién 2.4.2. Dado X C R"™ un conjunto convexo, abierto y no vacio, y sea la
funcién f : X — R céncava, entonces para todo x € X existe la derivada direccional

%(w) en toda direccién d € R” no nula.

Prueba: Manteniendo x € X fijo y arbitrario, podemos formar el conjunto

R, ={h >0/ || hd ||< r} para toda direccion d € R™, esto de la definicién 2.4.5.

Como necesitamos que h — 0, entonces || hd ||—> 0. Asi, para h bien pequefio, se tiene
que h € R, entonces por la proposiciéon anterior tenemos que la funcién g : R, — R,

dada por
f(z+ hd) — f(x)

g(h) = . :

es no creciente en R,.
Asi, cuando h se acerca a cero, la funcién g(h) va creciendo.
Ahora veamos que g(h) sea acotada superiormente.

Manteniendo d € R™ fijo y arbitrario, tal que || d ||[< 7y h € R,, como

(x —d)+ (x + hd).

YT 1xn 1+h

Ademas, ¢ — d y = + hd pertenecen a X y como f es concava, se cumple que

£@) = 1 (o= )+ @4 hd)) 2 1 fla = )+ 1 o+ ha),

1+h ~1+h 1+h
asi,
flx+hd) — f(x
fo) — fla a2 TEFD IO )
por lo tanto, g es acotado superiormente.
Con esto demostramos que el siguiente limite
hd) —

o e hd) — (@)

h—0*+ h
existe, y es exactamente la derivada direccional %(w). |

Proposicién 2.4.3. Dado X C R un conjunto convexo, abierto y no vacio, y sea la funcién

f: X — R concava, entonces para todo y € X se cumple que
Fh) <)

Prueba: Sean z,y,z € X tal que z < y < z, luego == + ¥=2 =1, por la concavidad de

f se cumple que z—x | 2=z
J) = fCo gt Ty 2 S @ TG 0.
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Sumando — f(z) a ambos lados de (2.4), obtenemos que

f) = 1) | 1)~ f(x) 25)
y—x z2—
y sumando —f(z) a ambos lados de (2.4), obtenemos que
f:) = 1) | 1)~ ) 26)
z—x z—y
asi, de (2.5) y (2.6),
fy) = f(=)  f(z) = fy)
y—x z—y
o también que
flx) = fly) o [(z) = fy)
r—y —  z-y
Tomando limite para cuando z — y, obtenemos que
fly) = f(zi:f(y)
)

y tomando limite ahora para cuando z — y, obtenemos que

donde y es cualquier punto en X.

Asi demostramos que para todo y € X, se cumple que

Fh)<fu). u

2.5. Funciones semicontinuas y derivadas laterales

Definiciéon 2.5.1. La funcién f: X C R” — R es semicontinua superior en zg € X

si se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
1) Ve > 0,36 > 0 tal que si || x — x¢ ||< d, entonces f(z) — f(xo) < e.
2) Si z, — xp, entonces nll_)ngof(xn) <f (Jl_)ngoxn) = f(zo).

Definicién 2.5.2. La funcién f : X C R® — R es semicontinua inferior en zg € X

si se cumple alguna de las siguientes dos condiciones:
1) Ve > 0,30 > 0 tal que si || z — o ||< I, entonces f(xo) — f(z) < e.
2) Si x, — x9, entonces nh_}rgof(xn) > f (nh_ggoxn) = f(xo).

Decimos que f es semicontinua superior (semicontinua inferior) en X si es semicontinua

superior (semicontinua inferior) en todo x € X.
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Ejemplo. Consideremos la funciéon f: R — R dada por

x2 si0<z<1,

fle) = —(x—2)%+3 six > 1.

Sea una sucesion {z,} que se acerque a x = 1, si z,, se acerca por la derecha, entonces
nh_)ngo f(zn) =2= f(1) y si x, se acerca por la izquierda, entonces

nh_}ngof(xn) =1< 2= f(1). Por lo tanto, f es semicontinua superior en x = 1. [ |
Ejemplo. Consideremos la funciéon f : R — R dada por

x? si0<z <1,

fle) = —(x—2)%+3 six > 1.

Sea una sucesiéon {z,} que se acerque a x = 1, si z,, se acerca por la derecha, entonces
lim f(x,) =2 > f(1) =1y si z, se acerca por la izquierda, entonces
n—oo

nh_{&f(x") = 1= f(1). Por lo tanto, f es semicontinua inferior en x = 1. [ |

Por la definicién de semicontinuidad superior e inferior, se cumple que, f es continua
en x € X siy solosi f es semicontinua superior e inferior en x respectivamente.
Ademas, una funcién puede ser semicontinua superior o inferior sin la necesidad de ser

continua por la derecha o por la izquierda, veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Sea la funcién f : [0,00) — R, dada por

x? si0 <z <1,
flz)=14 2 siz=1,
;+(1-=) siz>1.

El cual es semicontinua superior en x = 1, ya que para cualquier sucesién que se acerque
a 1, la imagen siempre va a estar por debajo de f(1) = 2, y por esto ultimo, f no es
semicontinua inferior en x = 1.

Ademaés se cumple que f no es continua ni por la derecha ni por la izquierda, ya que el

limite de la imagen por la derecha es % =% 2 y por la izquierda es 1 # 2. |

Recordemos que el teorema de Weierstrass nos dice que si f es continua en X, donde

X es compacto no vacio, entonces f alcanza un méximo global® y un minimo global en X.

3Dada la funcién f : X € R® — R, decimos que f alcanza un miximo (minimo) local en X si
existe un z9 € X y una vecindad U C X tal que f(z) < f(zo)( respectivamente f(z) > f(xo)) para
todo & € U, y decimos que f alcanza un méximo (minimo) global en X si existe un zo € X tal que
f(x) < f(z0)( respectivamente f(x) > f(xo)) para todo z € X.

17



La hipétesis de continuidad de la funcién f puede relajarse a la hipdtesis de que sea
semicontinua superior en X para garantizar la existencia de un méaximo global y a la
hipotesis de que sea semicontinua inferior en X para garantizar la existencia de un minimo

global.

Teorema 2.5.1. [2, Pagina 198] Sea la funcién f : X C R™ — R. Si f es semicontinua

superior (inferior) en X y X es compacto y no vacio, entonces existe un maximo (minimo)

de f.

Definicién 2.5.3. Dada f : [a,b] — R. Las siguientes expresiones se denominan

derivadas de f en z € (a,b).

flz+h) = f(z) flz+h) = f(z)

DT f(z) = lim sup , Dif(z) = h;lm inf

h—0t h 0+ h ’
h)— h) —
D™ f(x) = H}fi?)lip fle+ })L f(a:)7 D_f(z) = h;fg(i)r_lf flo+ })L f(a:)

D7 f(x) se denomina derivada superior lateral derecha y D~ f(x) se denomina derivada
superior lateral izquierda. Igualmente, D, f(z) se denomina derivada inferior lateral
derecha y D_ f(z) se denomina derivada inferior lateral izquierda.

Luego, podemos concluir que f es diferenciable por la derecha en x si y solo si DT f(z) =
D, f(x) # +oo. Reciprocamente, f es diferenciable por la izquierda en x si y solo si

D~ f(z) = D_f(z) # +oo. En consecuencia, tenemos que f es diferenciable en z si

!/

f'(&) = D" f(a) = Dy f(x) = D™ f(x) = D_f(x) # *oc.

En el caso que x es uno de los extremos del intervalo [a, b], entonces se considera solo las

derivadas laterales correspondientes.

2.6. Teorema fundamental del calculo

Definicién 2.6.1 (Absolutamente continua). La funcién F' : [a,b] — R es llamada

absolutamente continua si para todo € > 0 existe é > 0 tal que si

(a17b1)7 ey (anvbn)

n
son intervalos disjuntos de [a, b], tales que cumplen que Z(bz — a;) < 0, entonces
i=1

S | F(bi) — F(a:) [<e.
=1
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El teorema fundamental del calculo de la teoria clasica de Riemann asegura que:

1) Dada f : [a,b] — R. Si f es Riemann integrable en [a, b] y definimos F': [a,b] — R

z) = [f(t)dt

entonces F' es continua en [a,b]. Ademads, si f es continua en z € (a,b), entonces F

como

es diferenciable en z y F' (z) = f(z).

2) Dada F : [a,b] — R. Si F es diferenciable en (a,b) y F' es Riemann integrable en

[a, b], entonces se cumple que

F(b) — Fla) = / "F (0t

El siguiente teorema muestra los resultados correspondientes a la teoria de Lebesgue, el
cual establece que:

Dada f : [a,b] — R lebesgue integrable en [a,b] y sea F' : [a,b] — R definida como

/fdt

entonces F' es absolutamente continua en [a, b] y por lo tanto continua en [a, b].

Un resultado sencillo de ver es el siguiente:

Si f es continua en z € (a,b), entonces F' es diferenciable en z y F'(z) = f(z).

Ya que si f es continua en x € [a, b], entonces dado £ > 0, existe d > 0 tal que si | y—z |< 6,
entonces | f(y) — f(x) |< e.

Considerando 0 < r < 9, tal que = + r € [a, b], tendriamos que

Flatn - Fl) _ f@| <3 [0 - s <

’ e
Asi demostramos que F es diferenciable en x con F'(z) = f(z).

IN

r

Pero el teorema no solo nos dice eso, menciona que no es necesario que f sea continua,
. / . 7’ . .
siempre tendremos que F' = f en casi todo punto. Ademas, si F' es absolutamente continua

en [a, b], entonces es de la forma

F(z) = F(a) + / " r(ydt

donde f es lebesgue integrable y f = F' en casi todo punto.

Sin mas, enunciamos el teorema.

Teorema 2.6.1 (Teorema Fundamental del Célculo Integral de Lebesgue). [3, Teorema
7.18] Sea la funcién F : [a,b] — R. Si F' es absolutamente continua, entonces es diferen-

ciable en casi todo punto de [a,b], F' es lebesgue integrable y

F(z) = F(a) + / " (t)de

x
Reciprocamente, si F'(z) = F(a) + / f(t)dt, donde f es lebesgue integrable, entonces F
a

es absolutamente continua y f = F en casi todo punto.
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2.7. Correspondencias

Sean X,Y espacios métricos.

Definiciéon 2.7.1. Una correspondenia ¢ : X == Y es una relacién que asocia a cada

punto x € X un conjunto ¢(z) C Y.

Ejemplo 2.7.1. ¢ : [0,8] = [0, 16], dada por
[0, 6], x € [0,4),
p(z) =4 10,16], r =4,
[6,16], z € (4,8].
p(x)

1] S

4 8

Grafica 7.- Vista grafica de la correspondencia del ejemplo 2.7.1.

Observemos que esta definicién es mas general que el de las funciones, ya que para las

funciones se cumple que para cada x € X se asocia solo un y € Y, dicho de otra manera,

siy=f(z)y y = f(x), entonces y = Y.

Definiciéon 2.7.2. La correspondencia ¢ : X = Y es llamada:
1) Valor-convexo, si para todo z € X, ¢(x) es convexo.
2) Valor-cerrado, si para todo = € X, ¢(x) es cerrado.
3) Valor-compacto, si para todo x € X, ¢(x) es compacto.

Definiciéon 2.7.3. Dada la correspondencia ¢ : X =2 Y, considerando B C Y, definamos:

La imagen inversa superior de ¢ como
¢y (B) ={x € X/p(x) C B}.
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La imagen inversa inferior de ¢ como

p-(B) ={z € X/p(x)N B # 2}.

Definicién 2.7.4 (Hemicontinuidad superior (uhc)). Dada la correspondencia

p: X 37, se dice que es hemicontinua superior en zg € X si para toda vecindad abierta
V C Y de p(zg) existe una vecindad abierta U C X de zg tal que si z € U, entonces
w(z) C V, y decimos que es hemicontinua superior si es hemicontinua superior en cada

punto de su dominio.

Es decir, las imdgenes inversas superiores de las vecindades abiertas de ¢(zg) son

vecindades abiertas de xg.
Ejemplo 2.7.2. La correspondencia ¢ : [0,00) = R, dada por

[1,2], x€]0,3],

€Tr) =
A (TN )
es hemicontinua superior en 3, ya que dado cualquier vecindad V en ¢(3), es decir

15 1

[f f] C V, para cualquier € > 0 menor que se cumple que si y € (3 —¢&,3+ ¢)

272 27

entonces ¢(y) C B, %} C V, esto de la definicién de correspondencias. Por lo tanto, ¢
es hemicontinua superior en 3. Mas alin, se comprueba ficilmente que es hemicontinua
superior en todo punto de su dominio. |

p(x)

5

]

2

1

1

2ttt T

3 x

Grafica 8.-Vista grafica de la correspondencia del ejemplo 2.7.2.

Definicién 2.7.5. Hemicontinuidad inferior (lhc) Dada la correspondencia

p: X Y, se dice que es hemicontinua inferior en xg € X si para todo conjunto abierto
V CY, tal que ¢(xp) NV # &, existe una vecindad abierta U C X de zg tal que si z € U,
entonces p(x) NV # @&, y decimos que es hemicontinua inferior si es hemicontinua

inferior en cada punto de su dominio.
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Es decir, las imagenes inversas inferiores de vecindades abiertas que se intercectan con

v(zp) son vecindades abiertas de .

Ejemplo 2.7.3. La correspondencia ¢ : [0,00) = R, dada por

(2) = [1,4], z€]0,2),
[ 3 T > 2,

es hemicontinua inferior en 2, ya que para cualquier conjunto abierto V' tal que
VNnp(2) # 0, es decir V N [2,3] # 0, para cualquer € > 0, menor que 1, y para todo
y € (2—¢,24¢) se cumple que [2,3] C p(y), entonces p(y)NV # () (Ver grafica 9). [ |

o(z)

Grafica 9.-Vista grafica de la correspondencia del ejemplo 2.7.3.

Se dice que ¢ es hemicontinua(hc)( o simplemente continua) en zo € X, si es uhc y lhe
en xg.

Con todo esto, caracterizamos la hemicontinuidad superior y la hemicontinuidad
inferior comol4]:

La correspondencia ¢ : X = Y es hemicontinuidad superior si la imagen inversa superior
¢ (G) de todo abierto G de Y es abierto de X, y ¢ es hemicontinua inferior si la imagen

inversa inferior ¢_(G) de todo abierto G de Y es abierto de X.

Proposicién 2.7.1. Caracterizacién secuencial de la hemicontinuidad superior
La correspondencia ¢ : X = Y es uhc en xg € X y ¢(x9) es compacto, si y solo si para
cada secuencia {z;};eny C X, tal que converja a xg, para toda secuencia {y; };ien C Y, tal
que y; € ¢(z;),Vi € N, existe una subsecuencia {y;, }ren C {¥i}tien que converge a un

elemento yo € (o).
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Proposicion 2.7.2. Caracterizacion secuencial de la hemicontinuidad inferior
La correspondencia ¢ : X =2 Y es lhc en zg € X si y solo si para cada yo € ¢(zo) v
para cada secuencia {x;};cny C X, tal que converja a xg, existe una secuencia {y; };eny C Y,

donde y; € p(z;),Vi € N, que converge a yo.

Definiciéon 2.7.6. Para X,Y convexos, decimos que ¢ : X == Y es una correspondencia

convexa si para todo z1,x2 € X y A € [0,1], tal que y1 € p(z1) v y2 € ¢(x2), implica que
Ayr + (1= Ny2 € p(Az1 + (1 — N)x2).

Ahora estableceremos la concavidad de la funcién valor 6ptimo en un problema de

maximizacién de una funcién objetivo céncava sobre una correspondencia convexa.

Lema 2.7.1. Para X,Y convexos, escribimos la funcion V : X — R de la siguiente

manera:

V(z) = méx f(z,y)

s.a. Yy € p(x).
Donde f: X xY — R es una funcion concava y ¢ : X =3 Y es una correspondencia
convezra.
Asumiendo que eziste y*(x) € p(x) que soluciona el problema para cada x € X, entonces
podemos afirmar que V' es una funcion concava.

Prueba: Sean z1,x2 € X y A € [0,1], entonces

VAzr + (1 =Nz2) = f( Az + (1 = N,y (Axy + (1 — N)x2)) .
Como ¢ es convexa, entonces se cumple que
Ay*(z1) + (1= A)y*(z2) € p(Az1 + (1 = A)z2),
entonces por la definicion de la funcion valor, se cumple que
V(Az1 + (1 = Nz2) > f(Az1 + (1 — Nz, \y™(z1) + (1 — Ny (z2))
= POy @) + (1= A2,y (22))),
luego por la concavidad de f, tenemos que
VAz + (1= Naz) = Ao, y* (@) + (1= N f(@2, 5" (@2)),

por lo tanto

V(Azy 4+ (1 = Nza) > AV (z1) + (1 = NV (22).
Asi demostramos que V' es concava. |

Definicién 2.7.7. Dada la correspondencia ¢ : X =2 Y. La gréafica de la correspondencia

se define como:

Gryo ={(z,y)/z € X Ny € p(z)}.
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Definicién 2.7.8. Decimos que ¢ : X = Y es una correspondencia cerrada si Gr, es
cerrada en X x Y.

Esto es, ¢ una correspondencia cerrada si para toda sucesién {z,} C X tal que z, — z y
toda sucesion {y,} C Y tal que y,, — y, con (zy,yn) € Gr, para todo n € N, se cumple
que (z,y) € Gre,.

Ejemplo. La correspondencia ¢ : R = R, dada por
71A # 07

1
z)=4q¢ °*
p(z) 0 =0,

es cerrada ya que si (z,y) € Gr, C R x R, entonces existen {z,} C Ry {y,} C ¢(R),
con (zn,Yn) € Gry y  — 'y Yyn — y. Entonces se cumple que y, € ¢(z,), es decir,
ynzﬁsixn#Oyyn:Osixn:O.

Si 2 # 0, entonces existe una subsucesién {z,} de {x,} que converge a z tal que cada
elemento es diferente de cero, tomando limite para cuando n va al infinito en y;L = i,
obtenemos que y = % Asi, y € p(x), y con esto, (x,y) € Gry,.

Si 2 = 0, si suponemos que existe una subsucesiéon {z,,} de {x,} que converge a 0 tal
que cada elemento es diferente de cero, entonces de y; = IL/, obtenemos que y;L — Fo00,
entonces la subsucesién {z,,} de {x,} que converge a 0 eszzi dado por ceros, asi y, = 0
para cada n € N. Por lo tanto y = 0, asi (z,y) = (0,0) € Gry,.

Con todo esto demostramos que ¢ es una correspondencia cerrada.

Definiciéon 2.7.9. Dado un conjunto de parametros P, un conjunto X arbitrario, una
correspondencia ¢ : P = X que restringe las posibles opciones a X y una funciéon

f: X xP—R

El problema de optimizacién parametrizada (X, P, , f) consiste en encontrar para cada

p € P un z* € ¢(p) tal que

f(@,p) > f(x,p), Vo € p(p).

Teorema 2.7.1 (Teorema del maximo de Berge-1959). [5, Teorema 1. Pdgina 121]
Si (X, P,p, f) es un problema de optimizaciéon parametrizada, donde P, X son espacios
métricos, ¢ es una correspondencia valor-compacto y continua y f es una funcién continua,

entonces
M(p) :=={z € o)/ f(x,p) > f(y,p),Yy € p(p)}

define una correspondencia uhc valor-compacto y la funcién valor, definida por

V(p) := méx f(z,p),
z€p(p)

es continua.

Teorema 2.7.2 (Teorema de Kakutani). [7, Corolario 15.3] Sea X C R" compacto,
convexo y no vacio, y sea ¢ : X == X una correspondencia hemicontinua superior con

imagenes convexas no vacias, entonces ¢ posee un punto fijo.
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CAPITULO 3

UTILIDAD ESPERADA DE VON NEUMANN-MORGENSTERN

3.1. Introduccién

El economista Adam Smith propuso el principio de interés propio como una guia de
las acciones individuales. El mateméatico Antoine Augustin Cournot (1801-1877) presenta
una formalizacion en el contexto de pagos monetarios. Con esto, la racionalidad de un
individuo serd planteada en términos de maximizar su utilidad.

Los fundamentos de la maximizacién de la utilidad bajo incertidumbre fue aportado por
Von Neumann y Morgenstern, veamos que antecedentes ocurrieron en la historia.

El tema de la decisién bajo incertidumbre aparece por primera vez a inicios del siglo
XVIII con la paradoja de San Petesburgo, propuesta por el matematico Nicolaus Bernoulli
en el ano 1713. Este problema consiste en un juego de apuestas con un valor esperado
infinito, donde cada jugador paga una apuesta para participar en el juego. Luego, cada
uno realiza lanzamientos sucesivos de una moneda hasta que salga sello por primera vez,
ahi se detiene el juego. Se cuenta el nimero de lanzamientos que se han producido y el
jugador obtiene de pago de 2" monedas. La pregunta es, jcuanto dinero aportaria usted
para que entre en el juego?.

Cada posible resultado tiene una probabilidad de que ocurra. Asi, el jugador obtiene el
pago de 2 monedas con una probabilidad de %, un pago de 22 monedas con una probabi-
lidad de 2%, un pago de 23 monedas con una probabilidad de 2%, y asi sucesivamente.

El valor esperado para n lanzamientos es n, y si el niimero de lanzamientos es infinito,
entonces el valor esperado también seria infinito.

Ninguna persona pagaria mas de lo que puede recibir, esto es, si n = 5 entonces su pago
esperado es 5 monedas, por ende las personas solo pagarian 5 monedas o menos. Este
problema fue resuelto por el matematico Daniel Bernoulli, primo de Nicolaus. El propuso
usar una funciéon de utilidad, ya que considera que a los individuos no les interesa el

premio final z, si no la utilidad del premio, esto serd representado por U (z).
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Asi, mientras el valor esperado estd dado por ZP(%‘)%’, donde p(x;) es la probabilidad
que salga el resultado z;, la utilidad esperada estd dada por ZpiU (x;), donde p; = p(x;).
Bernoulli propuso una funcién de utilidad de tipo logaritmo. El demostré que el individuo
no va a estar dispuesto a apostar mucho, atn si el premio mayor es infinitas monedas.
Entonces el individuo dara una apuesta de un poco mas de 2 monedas.

Sin embargo, con el tiempo se observé que las funciones de utilidad logaritmicas no eran
tan consistentes.

John von Neumann (1903-1957) y Oskar Morgenstern (1902-1977) desarrollaron una
teoria mas amplia de la utilidad esperada. Mostraron que la utilidad esperada introducida
por Daniel Bernoulli se podia derivar de una serie de acciones simples.

En este capitulo veremos los trabajos que desarrollaron von Neumann y Morgenstern en
esta area, quienes aportaron mucho con su teoria de la utilidad esperada, el cual sirve para
modelar las decisiones bajo incertidumbre. Uno de los alcances mas importantes se da en
la teoria de juegos, en la cual, la teoria de la utilidad esperada es primordial. Esto porque
en la teoria de juegos encontramos incertidumbre endogena, esto es, incertidumbre de los
jugadores al no saber las acciones que van a realizar los demés jugadores, y encontramos
incertidumbre exdgena, esto proveniente de variables externas a los jugadores, por ejemplo

el clima.

3.2. Preferencias

El conjunto de opciones que son elegibles para un agente recibe el nombre de conjunto
de eleccidn, el cual serd representado por X.
Por ejemplo, X puede ser el conjunto de coches en una empresa automotriz dedicada al
rubro de venta de vehiculos.
Una preferencia > sobre un conjunto de eleccion X es una relacion en X, es decir =C X x X.
Representaremos por x = y al elemento (x,y) €= y lo leeremos como “x es preferente a
y” o “x es por lo menos tan bueno como y”.

En funcién de esto, definamos las relaciones > y ~ en X como:

respectivamente.
Representaremos por x > y al elemento (x,y) €= y lo leeremos como “x es preferido a y”,

y representaremos por x ~ y al elemento (x,y) €~ y lo leeremos como “x es indiferente a

b

Y.
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Las preferencias ayudan a modelar y expresar las decisiones de los agentes cuando
estamos en un problema de eleccién.
Hay situaciones en las cuales es dificil entender ciertas preferencias. Por ejemplo, una
persona que recibe la noticia que puede tomar vacaciones en su trabajo, tiene tres opciones:
Irse de viaje, quedarse en su casa o trabajar con su hermano en su bodega durante ese
periodo. Entre ir de viaje y quedarse en su casa, él prefiere quedarse en su casa. Entre
quedarse en su casa y trabajar con su hermano, prefiere trabajar con su hermano. Por
ultimo, entre trabajar con su hermano e ir de viaje, prefiere ir de viaje.
Para no encontrarnos con estos casos, necesitaremos que la preferencia sea transitiva, es
decir, si x = y y y = 2z, para todo x,y, z € X, entonces debe cumplirse que x > z.
También necesitamos que el agente sea capaz de decidir. Esto es, que pueda ser capaz de
elegir entre dos elementos, siendo esta propiedad la completitud de la preferencia. Entonces
diremos que >~ es completa si para todo x,y € X, se cumple que z = y o y > x.

Cuando = es transitiva y completa, decimos que es racional.

Proposicion 3.2.1. Sea X un conjunto de eleccién y sea > una preferencia sobre X
racional. Entonces para las relaciones = y ~, definidas en funcién de la preferencia >
como en (*), se cumplen las siguientes propiedades.

Para todo z,y,z,w € X :
1) Siz > yey> z entonces = > z.
2) Siz ~yeyn~ z entonces x ~ z.
3) Sizx~y,z~wey> z entonces x = w.
Prueba: Para x,y, z,w € X fijos y arbitrarios.
1) Si z > y, entonces se cumple que
(2= y)A~ (y = 2), (3.1)
ademas, si y > z, se cumple que
(y = )N~ (2 Z y). (3.2)

Por la transitividad de >, de (3.1) y (3.2) se cumple que = > z.

Supongamos que se cumple que z > z, de (3.1) tenemos que x > y, entonces
nuevamente por la transitividad se cumple que z = y, lo cual no puede ser, ya que de
(3.2) tenemos que ~ (z = y). Entonces negando lo supuesto, se tiene que ~ (z = x).

Asi tenemos que (z > 2)A ~ (z = x). Por lo tanto, = > z.

2) Si z ~ y, entonces se cumple que
(z=y) A (y = z), (3.3)
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ademas, si y ~ z, se cumple que
(y = 2) A (zzy) (3.4)

Por la transitividad de >, de (3.3) y (3.4) se cumple que = z y z = z,

por lo tanto, x ~ z.

3) Si x ~ y entonces se cumple que

(zzy) Ay = 2), (3.5)
si z ~ w, se cumple que

(z=w)A(w > z) (3.6)
y siy > z, entonces

(yz2)A~(zzy) (3.7)

Por la transitividad de > y de (3.5), (3.6) y (3.7), tenemos que z > w.
Supongamos ahora que w = x, entonces como z = w (de (3.6)) y = »= y (de (3.5)),
nuevamente por la transitividad de la preferencia se tiene que z = y, lo cual contra-
dice a (3.7). Entonces negando lo supuesto, se cumple que ~ (w > x).

Asi tenemos que (z = w)A ~ (w > z). Por lo tanto z > w. [ |

3.3. Funcion de utilidad

Dado un conjunto de elecciéon X, se define el conjunto
RX = {u: X — R/u es una funcién}, donde cada elemento recibe el nombre de funcién
de utilidad.
En economia, las funciones de utilidad son utilizadas para medir la satisfaccién o

utilidad que obtienen los consumidores de unos determinados bienes.

Definicién 3.3.1. Una funcién de utilidad v € RX representa a una preferencia

=C X x X si se cumple que:
Ve,y € X,z =y <= u(x) > u(y).

Teorema 3.3.1. Dada u € RX, entonces la preferencia = en X dada por:
Ve,y € X,z =y <= u(x) > u(y),

es racional y u es una funcién de utilidad para esta preferencia.

Prueba: Demostremos la racionalidad de la preferencia - .

Veamos primero la completitud.
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Dado z,y € X, tenemos que u(x),u(y) € R, entonces u(z) > u(y) o u(y) > u(z).

En el primer caso, si u(x) > u(y), entonces = »= y. En el segundo caso, si u(y) > u(x),
entonces y =~ x. Por lo tanto, se tiene que para x,y € X, x =y oy >~ x.

Veamos ahora la transitividad.

Dado z,y,z € X, siz >y ey = z, entonces u(x) > u(y) y u(y) > u(z), con esto tenemos
que u(x) > u(z). Por lo tanto = = z.

Por otro lado, por la misma construccién de la preferencia, es facil ver que u representa a

esta preferencia. B

Con este teorema vemos que para una funcién de utilidad u € R¥, existe una pre-
ferencia racional en X. ;Ocurrird el caso contrario?, es decir, jpara una preferencia en X,
existird una funcion de utilidad que lo represente?.

La respuesta es no, un ejemplo muy presentado en diferentes textos es dada por la
preferencia lexicografrica, para la cual se demuestra que no existe funcién de utilidad que
la represente. El lector interesado puede consultar [8, Péginas 12,13.].

Un teorema muy importante dentro del campo de las preferencias y la teoria del
consumidor fue propuesto por Gérard Debreu (1921-2004) en el ano 1959, el cual permite
asegurar que para las preferencias que cumplan con una cierta caracteristica, existen
funciones de utilidad que las representen.

Antes de enunciar el teorema, definamos la propiedad de continuidad de las preferencias.

Definicion 3.3.2. Dado el conjunto de eleccién X, una preferencia = en X es continua
si y solo si los conjuntos {y € X/y = x} y {y € X/x = y}, para todo = € X, son cerrados
en X.

Teorema 3.3.2 (Teorema de Debreu). Sea = una preferencia racional y continua sobre
el conjunto de eleccién X, el cual es un espacio topolégico con base segundo numerable!,

entonces existen funciones de utilidad u € RX continuas que representan a la preferencia.

!Recordemos que un espacio topoldgico se dice de base segundo numerable si su topologia tiene una

base numerable.
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3.4. Loterias

Hasta ahora hemos considerado que al momento de la eleccién, la opcién escogida por
el agente, de nuestro conjunto de eleccion, es realizada con total seguridad. Es decir, el
agente sabe con seguridad que opcién esta escogiendo, pero esto no siempre es asi. Por
ejemplo, al comprar un vehiculo de segunda para taxi, tenemos las opciones de comprar o
no comprar, pero no se sabe con seguridad si este va a generar ganancias o pérdidas. Por
lo tanto, no hay seguridad en comprar o no comprar.

En economia se ven muchos temas donde hay incertidumbre, por ejemplo en la teoria de
mercados incompletos, juegos con informacién incompleta, etc.

Ahora entraremos en el andlisis de la teoria de la elecciéon con incertidumbre, esto en base
a la teoria de la utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern (1944), propuesta en la
obra Theory of Games and Economic Behavior.

Consideraremos el conjunto Z como el conjunto de opciones para un determinado evento
de eleccién (lo denominaremos como, “evento Z”). Considerando que el niimero de opcio-
nes es finito, lo escribiremos como Z = {z1, 2z2,..., 2, }.

Dado el evento Z = {z1, 22, ..., 2, }, definimos el conjunto X como el conjunto de distri-

buciones de probabilidad sobre la variable aleatoria®? Y en Z, esto es:

X = {:c Y (Z) = R a(Y(z)) = 1} :
i=1
donde z(Y(z;)) es la probabilidad que le da la distribucién x al resultado Y (z;).

Como estamos considerando el conjunto de opciones Z finito, con n resultados. En-

tonces haremos la equivalencia que cada x € X puede verse como un vector en R™. Asi X
n

puede verse como un simplex n-dimensional, esto es, X = {w eRY/ sz = 1} , donde
i=1

x; = x(Y(2)).

Cada x € X recibe el nombre de loteria para el evento Z, por eso llamaremos a X el

conjunto de loterias.

2Una variable aleatoria es una funcién que asigna un valor numérico a cada resultado de un experimento

aleatorio.
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Denotaremos por d;.3 € X a la loteria que da probabilidad 1 a la opcion z.

Considerando el simplex n-dimensional

AL = {x ERT/Y ai= 1}7
=1

damos la siguiente definicién.

Definicién 3.4.1. Sean {z°}7; C X una coleccién de elementos del conjunto de loterfas
X sobre el evento Z = {21, 22,...,2n}, ¥y sea a € A™L. Se define la combinacién lineal

de las loterfas {z;}/, respecto de o como la loterfa ' € X dada por®

m
v, = (Y (%)) = Zaja:g,w =1,2,...,n,
j=1

donde 7 = 27 (Y (2)).

Ejemplo. Dado Z = {21, 22, 23}, sean las loterfas 2! = (
8 = (%,%,%) y sea o = (%,%,%) € N2,

Entonces la combinacién lineal de las tres loterias respecto de a estéd dada por:

m'_Q(l 1 1)+1<0 1 3>+2(1 1 1)_(1 17 23)
- 5\373’3 5\ 744 5\2°44) \3°60°60/ "
Donde ] = 1 es la probabilidad que le da la loterfa 2 al resultado Y (21) y asi

sucesivamente.

3.5. Preferencias sobre loterias y la utilidad esperada de

Von Neumann-Morgenstern

En esta seccién tomaremos nuestras decisiones sobre el conjunto de loterias X, esto para
el evento Z, modelandolo mediante una preferencia sobre X. Si pudieramos representarlo
mediante una funcién de utilidad, entonces esto nos permitiria encontrar una relaciéon
matematica en las decisiones.

Por el teorema 3.3.2 tenemos que si la preferencia es continua y racional, y estamos en
un espacio topologico de base segundo numerable, obtenemos funciones de utilidad que

representen a nuestra preferencia.

3Recordar que z es una distribucién de probabilidad.
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La teoria de la utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern muestra una forma
particular de hallar la funcién de utilidad que represente a una preferencia en X. Esta
funcién de utilidad calcula el valor esperado de las utilidades de las opciones de Z.

Dada una preferencia = sobre X, veamos que condiciones debe cumplir para asegurar que

existe una funciéon de utilidad de Von Neumann-Morgenstern que la represente.
C1) > es completa y transitiva (Racional).

C2) » satisface la siguiente condicién de continuidad.

Para todo z,y, z € X, los conjuntos

{a€0,1]/az+ (1 —a)y = z}

{a€]0,1]/z = ax + (1 — a)y}
son subconjuntos cerrados de [0, 1].

C3) = satisface la siguiente condicién de independencia.

Para todo z,y,z € X y para cualquier a € (0, 1), se cumple que

rry<—ar+(1l—a)z>ay+ (1—a)z.

La condicién 1 se refiere a la racionalidad de las decisiones, la condicién 2 nos menciona
que a pequenios cambios en las probabilidades de dos loterias, no se altera el orden de la
preferencia sobre una tercera loteria, y la condicién 3 nos dice que si tenemos dos loterias y
la combinamos con otra loterfa arbitraria cada una, mediante un valor o € (0, 1), entonces
la preferencia de estas dos combinaciones estd dada por la preferencia de las dos loterias

iniciales.

Teorema 3.5.1. Dado el evento Z y el conjunto de loterias respectivo X. Si la preferencia
= en X satisface la condicion C3, entonces para todo z,y € X y para todo a € (0,1) se

cumple que:
)z -y<=z=ar+(1-a)y,
Q) zry<=ar+(1—-a)y>y.
Prueba: Por la condiciéon C3 se tiene que
Ve,y,z€ X AVag € (0,1),z my<= oz + (1 —a1)z = aqy + (1 — o). (3.8)

1) Para todo z,y € X y para todo « € (0,1), considerando en (3.8), z =z y a1 = 1 —a,

tenemos que:

rry<= l-a)zt+ar>(1—-a)y+ar=z> ax+ (1 —a)y.
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2)

Para todo z,y € X y para todo o € (0,1), considerando en (3.8), z =y y a1 = a,

tenemos que:

zry<—=ar+(l-ayray+(1l—-a)y=azr+(1—a)y = y. [ |

Teorema 3.5.2. Dado el evento Z y el conjunto de loterias respectivo X. Si la preferencia

= en X cumple la condicién C3, entonces para todo z,y, z,w € X y para todo o € (0,1)

se cumple que:

1)

2)

r-y<=ar+(1—-a)z>ay+(1—-a)z

Siz~yy z~w,entonces ax + (1 —a)z ~ ay + (1 — a)w.

Prueba:

)

Por la condicién C3 se tiene que:
Va,y,z € X AVae (0,1),z -y<=ar+ (1l —a)z = ay+ (1 —a)z. (3.9)
Para todo z,y,z € X y para todo o € (0,1),
r-y<= (z=yA~(yrzx). (3.10)
Luego, de (3.9) tenemos que:
rry<=ar+(l—a)z>=ay+(1—a)z,
e igualmente, intercambiando x con y en (3.9), tenemos que:
yrr<=ay+(1l—-a)z>ar+(1—-a)z.
Por lo tanto en (3.10), llegamos a que:
zr-y<—(ax+(1l—a)z=ay+(1—a)z)A~(ay+ (1 —a)z = ax+ (1 —a)z)
—ar+(1-a)z=ay+(1—a)z.

Como x ~ y < (z = y) A (y = z), entonces por la condicion C3, para todo
a € (0,1) se cumple que:

(ax+(1—a)zzay+ (1—a)2) ANlay+ (1 —a)z = ax + (1 — a)z). (3.11)

Como z ~ w <= (z = w) A (w > z), entonces por la condicién C3, para 1 — «a se

cumple que:
(1—a)z+ay=(1-—a)w+ay) A((l-a)w+ay = (1 —a)z+ay). (3.12)
De (3.11) y (3.12) se deduce que:
(az+(1—a)z = ay + (1 — a)w) A (ay + (1 — a)w = az + (1 — a)2),

por lo tanto az + (1 — @)z ~ ay + (1 — a)w. [ |
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Definicién 3.5.1. Dado el evento Z = {z1, 22,...,2,} v el espacio de loterias respectivo
X. Diremos que una funcién de utilidad U : X — R es una utilidad esperada de Von
Neumann-Morgenstern si existe una funcién de utilidad sobre el conjunto de opciones

Z, dada por u : Z — R, tal que para toda loteria x € X se tiene que:

n

U(z) = Zu(zl)acl

i=1
Observemos que si hay seguridad sobre la eleccion de la opciéon z € Z, entonces su

Unica loteria estd dada por d,. Por lo tanto,

Esto quiere decir que U es una extensién de u.

Proposicién 3.5.1. Considerando el evento Z = {z1,22,...,2,} y el espacio de lo-
terias respectivo X. Si una funcién de utilidad U : X — R es una utilidad esperada
de Von Neumann-Morgenstern, entonces esta funciéon es lineal en las loterias, es decir,

dado {z'}", C X y a € A™ ! se tiene que:
U (Zaixz) = ZaiU(a:i).
i=1 i=1

Prueba: Si U : X — R es una utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern,

entonces existe una funcién de utilidad v : Z — R tal que para todo = € X se tiene que:
n
U(z) = Zu(zz)xl
i=1

Para toda familia {z/}7"; C X y todo o € A", se cumple que

m . n m .
U Zajzvj = ZU(%) Zaj:rj
j=1 j=1

)

i=1 j=1
= aj (Zu(zi)$z>
=1 \i=1

Con esto demostramos la linealidad en las loterias de U. |

Ahora mostremos el teorema maéas importante de la teoria de la utilidad esperada
de Von Neumann-Morgenstern, el cual muestra bajo que requisitos en la preferencia
podemos asegurar que existe una utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern que la

represente.
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Primero veamos los siguientes lemas.

Lema 3.5.1. Dado el evento Z, el espacio de loterias respectivo X y la preferencia > en
X que cumple la condiciéon C3, entonces para todo z,y € X y para todo o € (0,1) se

cumple que:
1) z>-y<=z>ar+(1-a)y,
Q) z-y<—=ar+(1—a)y>y.
Prueba: Por el teorema (3.5.2) se tiene que:
Ve,y,z € X AVay € (0,1),2 - y<—= iz + (1 —a1)z = aqy + (1 — aq)z. (3.13)

1) Paratodo z,y € X y para todo o € (0, 1), considerando en (3.13), z =z y a1 = 1—q,

tenemos que:

r-y<= (l-a)jr+ar>(l-a)yt+ar=z>axr+ (1 - a)y.

2) Para todo z,y € X y para todo « € (0,1), considerando en (3.13), z =y y a1 = a,

tenemos que:

z-y<—ar+(l-ay-ay+(1l—-a)y=azr+(1—a)y >y. [ |

Lema 3.5.2. Dado el evento Z, el espacio de loterias respectivo X y la preferencia > en
X que cumple la condicién C3, entonces para todo z,y € X y todo A, i € [0, 1] se cumple
que:
siz >y,

12A>p>20<= X+ (1 =Ny > px+ (1 — p)y.

Prueba: Considerando que x > y.
Veamos primero la condicién necesaria.

Para todo x,y € X y para todo A\, u € [0, 1].
- Si p =0, veamos los casos para A.

- Si A < 1, entonces como x > y, por el lema 3.5.1 se tiene que
A+ (1=Ny>y=0z+(1—-0)y.
- Si A =1, entonces se tiene el dato inicial x > y =z + (1 — 1)y > 0z + (1 — 0)y.

- Sip>0.

- Si A < 1, entonces como x > y, por el lema 3.5.1, Az + (1 — Ny > v.
Como 0 < & < 1, entonces nuevamente por el lema 3.5.1, se tiene que

A4+ (1 =Ny =5+ 1 =Ny)+ (1 -5y =pr+(1—py.
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- Si A =1, entonces como z > y, por el lema 3.5.1, z > px + (1 — p)y
=+ 1 -1Dy>=px+(1—-py.

Ahora veamos la suficiencia.

De dato tenemos que para A, i € [0, 1] se cumple que
A+ (1 =Ny > pz+ (1 —py. (3.14)

Supongamos que A < p.

Si A < p, de manera similiar a lo hecho en la condicién necesaria, llegamos a que

px 4+ (1= p)y = Az + (1 — Ny, lo cual contradice lo expuesto en (3.14).

Si A = p, entonces Az + (1 — N\)y ~ px + (1 — )y, lo cual también contradice lo expuesto
en (3.14).

Por lo tanto, negando lo supuesto, tenemos que 1 > A > u > 0. [ |

Teorema 3.5.3. (Teorema de la utilidad esperada de Von Neumann - Morgenstern)
Considerando el evento Z = {z1, 29, ..., 2,}, el espacio de loterias respectivo X y una

preferencia > en X, son equivalentes las siguientes proposiciones:
1) La preferencia > satisface las condiciones C1,C2 y C3.

2) La preferencia = es representada por una utilidad esperada de Von Neumann-

Morgenstern.

Prueba: Veamos primero la suficiencia.

Si la preferencia = es representada por una utilidad de Von Neumann-Morgenstern

U : X — R, entonces existe una funcién de utilidad en Z, dada por v : Z — R, tal que
se cumple que:

n

Ve,ye X,z = y<=U(z) = Zu(zz)ml > Zu(zi)yi =U(y).
i=1 i=1

Por el teorema 3.3.1 tenemos que > es racional, entonces se cumple la condiciéon C1.

Veamos ahora la condiciéon C2.

Dados z,y,z € X fijos y arbitrarios. Sea ap € {a € [0, 1]/ax + (1 — )y > 2z}, por defini-
cién de clausura existe {ap neny C {a € [0,1]/az + (1 — @)y = z} tal que a, —> ap.
Con esto se cumple que o,z + (1 — ay,)y = z,Vn € N, entonces

U(anz 4+ (1 —ap)y) > U(z),¥n € N.

Luego por la linealidad de la utilidad esperada® se tiene que

anU(z) + (1 —an)U(y) > U(z),¥n € N.

Tomando limite cuando n va al infinito, se tiene que apU(z) + (1 — ao)U(y) > U(2).
Nuevamente por la linealidad de U se tiene que U(apz + (1 — ag)y) > U(z). Por lo tanto,
apr + (1 —ap)y = zy asi ag € {a € [0,1]/az + (1 — a)y = z}, y con esto demostramos
que el conjunto {a € [0,1]/az + (1 — a)y = z} es cerrado.

4Ver la proposicién 3.5.1.

36



Anélogamente se prueba que el conjunto {« € [0,1]/z = ax + (1 — o)y} es cerrado.
Asi se demuestra la condiciéon C2.
Ahora demostremos la condicion C'3.

Para todo x,y,z € X y para todo « € (0,1) se cumple que
vzy<=Ux)2U(y)

— aU(z)+(1—-a)U(z) > aU(y)+ (1 —a)U(z)
= Ulax+(1—a)z) > U(ay + (1 — a)y)
—ar+(1-a)z=ayr+ (1 —a)z.

Por lo tanto se cumple la condiciéon C'3.
Ahora veamos la condicién necesaria.
Partimos del dato que la preferencia = cumple las condiciones C1,C2 y C3.
Considerando las loterfas ! = (1,0,...,0),2? = (0,1,0,...,0),...,2" = (0,...,0,1)5.
Ya que son finitas y dado que la preferencia es racional, entonces podemos ordenar estas
loterias de mayor a menor preferencia. Sin pérdida de generalidad, supongamos que
ol =22 =

n n
Para todo x € X, se tiene que x = (a1, a2, ..., q,) con Zai =1, entonces = = Zaixi.
Veamos los diferentes casos que puede tomar la loteria .;:1 =

- Siz=2a"Vi={1,2,...,n}, entonces z! > z.

Ahora analicemos el valor de ag.
- Si a1 = 0, pasamos a analizar el valor de as.

- Si ag € (0,1), entonces por el teorema (3.5.1), parte (a), se cumple que:

1 1 a2 Qi
' maix + (1 —a1)(0 =z
— 1 ( l)(71_a17 71—0[1)
1 85 (679 6
<~z = (0 . 3.15
—(’l—al’ ,1_a1) (3.15)
®Observemos que para cada i, 2" = 0(23-
50bservemos que (0, 1‘_’—31,..., lfgl) € X, ya que - Oéia =1.
— o

=2
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Analicemos el valor de as.
Si ag = 0, entonces pasamos a analizar el valor de as.

Si ag € (0,1), por el teorema 3.5.1, parte (a), se tiene que

2 &%) 2 €5) a3 Oln, a 70)
< = 4 (1— 0,0 = (0 ye e
11— ( 1—0&1)(7 71—0&1—0&2’ 71—0[1—0&2 (’1—061 ’1—0&1
2 a3 Qn 7
— z“ = (0,0 3.16
Analicemos el valor de as.
Si ag = 0, entonces pasamos a analizar el valor de ay.
Siag € (0,1), por el teorema 3.5.1, parte (a), se tiene que
3 as 3 o3 oy Oy
s ——— o+ (1———)(0,0,0, e
T 1l—a; — oy ( 1—0&1—0&2)( l—a; —as— a3 71—0(1—0[2—043
Qs [679)
= (0,0 cee
(7’1—C¥1—062’ 1—0&1—0&2
Q@ Q@
— 2%+ (0,0,0, 4 n 8 (3.17)
1—0[1—042—0[3 1—0[1—@2—043
Siguiendo la misma analogia para los valores de ay, as, ..., a,_9.
Analicemos el valor de ay,_1.
Si a1 = 0, entonces pasamos a analizar el valor de «,
Si ap—1 € (0,1), por el teorema 3.5.1, parte (a), se tiene que
— On—1 ~1 Ap—1 79
z" - n "4 (1— ,
T 1l—a1—...—ap_9 ( l—al—...—an_g)( l—a;—...—ap_1
QAp—1 [0
= (07 MR ) = ) B 9
l—a—...—ap9 1 —a1—... —ap_9
Q@
— "' = (0,...,0 L = T, 3.18
—(7 ) 71-&1—...—C¥n_1) n ( )
Si o, = 0, entonces debe existir un j € {1,2,...,n — 1} tal que o # 0, cuyo caso

ya fue analizado en los casos anteriores.

- Si ay, € (0,1), entonces se cumple que 2™~ ! = 2™, por lo supuesto inicialmente.

n
"Observemos que (0,0, o ay o Toal ;) € X, yaque ZH:lﬁ =1.

=3 R
8 a o Qg

Observemos que (0,0, 0, T aroas a9 17%7327&3) € X, ya que Z TP —————
i=4
n
“Donde (0,...,0, T n_1 , . ) € X, ya que Z i =1.
—ar—..—ap_z’ I-a1—...—ap_3 ’ l—a—...—an-2

i=n—1

38

=1.

)



Con todo esto, si vemos las ecuaciones (3.15), (3.16), (3.17) y (3.18) de atras hacia adelante,
y tenemos presente el supuesto inicial que ! > z? > ... > 2™, se concluye que 2! > .
Por lo tanto, podemos asegurar que existe Z € X, con T = 27 para algtin j € {1,2,...,n},
tal que T = z,Vx € X.

Haciendo un andlisis similar, pero ahora usando la parte (b) del teorema 3.5.1, podemos
asegurar que existe z € X, con x = 2/ para algin j € {1,2,...,n}, tal que z = z,Vx € X.

Sea x € X fijo y arbitrario, definamos los sigientes conjuntos:

A={ac[0,1]/az+ (1 —a)z = x}

B={a€[0,1]/z = az + (1 — a)z}.

Por la condicién C2 tenemos que A y B son cerrados, con 1 € Ay 0 € B.

Como AU B = [0,1], y [0, 1] es conexo, entonces AN B # &, asi Ja* € [0, 1] tal que
(*'T+(1—a")z = 2) A (x = o*T+ (1 — a*)zx), dicho de otra manera, x ~ *T+ (1 — a™)z.
Si tenemos o, a, € ANB, entonces © ~ &*T+(1—a*)z y ¢ ~ aT+ (1 —a,)z, supongamos
que o < ay, entonces por el lema 3.5.2 se cumple que @, T+ (1 — o)z = T+ (1 — a¥)z.

Con esto llegamos a tener que:
r~aT+(l—a)ze =T+ (1—a")z ~ .

Por lo tanto, por la proposiciéon 3.2.1, x > x, lo cual es una contradiccion.

De la misma manera llegamos a una contradiccion si suponemos que o > a.
Por lo tanto, a* = ay, asi demostramos que A N B tiene un solo elemento.

Con esto podemos decir que para cada z € X, existe un tnico a, € [0, 1] tal que
r~ 0T+ (1 — o)z
Definamos ahora la funcién U : X — R de la siguiente manera:
Ve e X,

U(z) = ay.

Veamos si esta funcién es una utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern.

Para todo z,y y para todo A € [0, 1], existen a, ay € [0, 1] tal que:

T~ T+ (1—ag)x

Yy~ oyT+ (1 —ay)z

Si A € (0,1), por el teorema 3.5.2, se cumple que:
A+ (1 =Ny ~ MagT+ (1 —ag)z) + (1 — N (T + (1 — o))

=z +(1=XNoy)T+ (1 — Aoz + (1 = Nay))z
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Si A =1, entonces,

z=le+ 1 -1Dy~1la;T+ (1 —az)z)+ (1 —1)(ayT+ (1 —ay)z) = T + (1 — az).
Si A = 0, entonces,

y=0z+ (1 -0y~ 0T+ (1 —ay)x)+ (1 -0)(yZT+ (1 —ay)z) = T + (1 — o).
Por lo tanto, para todo A € [0, 1], se cumple que .y, (1-x)y = Az + (1 — A)ay,.

Asi se tiene que U(Az + (1 = A)y) = axpr(1-x)y = Az + (1= N)ay = AU (z) + (1 =AU (y).
De manera inductiva se demuestra que para toda familia finita {2°}"; C X y todo

A € A™ 1 se cumple que:
U Nia') = NU(ah).
i=1 i=1

Con esto tenemos que U es lineal en las loterias.
n

Para todo x € X, este puede escribirse como x = iné{zi}.
i=1
Luego,

i=1 i=1 =1

Definiendo la funcién de utilidad v : Z — R, como u(z) = a(g{z}lo

, entonces:

n

i=1
Asi se demuestra que U es una utilidad esperada de Von Neumann-Morgenstern.
Ahora veamos que U representa a la preferencia = .
Para todo x,y € X.
Si & = y, sabemos que  ~ a,T+ (1 —ag)z y y ~ ayT+ (1 — ay)z.
Supongamos que «, > ., entonces por el lema 3.5.2 se cumple que
ayT + (1 — ay)z > T + (1 — o)z, por lo que llegamos a tener que
Yy~ oyT~+ (1 —oy)z > T+ (1 —ag)z ~ x, y por la proposicién 3.2.1, se cumple que
y > x, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto o, > oy, asi tenemos que U(x) > U(y).
Ahora, partiendo del dato que U(z) > U(y), entonces o, > ay.
Si oy > oy, entonces por el lema 3.5.2 se tiene que a,T + (1 — o)z > T+ (1 — o)z, y
como  ~ ;T + (1 —ag)z y y ~ ayT + (1 — o)z, entonces por la proposicién 3.2.1,
x >y, entonces (z > y)A ~ (y = x).
Si oy = oy, entonces = ~ ;T + (1 — ag)z = ayT + (1 — ay)x ~ y, y por la transitividad
de ~ (ver proposicién 3.2.1) se tiene que z ~ y. Por lo tanto, (z = y) A (y = x).
En cualquiera de los dos casos se llega a que = > y.

Asi demostramos que U representa a la preferencia > . |

10F] cual esté bien definido, esto por la unicidad de Qs -
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cAPITULO 4

TEORIA DE JUEGOS

4.1. Introduccién

Todas las personas diariamente interactuamos en diferentes ambitos. Por ejemplo,
cuando vamos al mercado, cuando subimos a un bus, etc.
Estas interacciones, muchas veces pueden considerarse juegos. Por ejemplo, cuando toma-
mos un taxi e interactuamos con el conductor por el pago, o cuando tenemos una reuniéon
de trabajo y cerramos un negocio.
Ademads hay juegos en los cuales solo hay un jugador. Por ejemplo, los juegos de maquinas
en los casinos.
Entonces ante la pregunta ;qué es un juego?, muchos autores mencionan que un juego
puede considerarse como la interaccién de un grupo de personas o la interaccién de una
persona con su medio, los cuales buscan un objetivo individual o comiin.
La teoria de juegos es el area de la matematica aplicada que estudia los tipos de juegos
que se pueden dar en un grupo de personas o entes, con el objetivo de comprender las
interacciones, desarrollar modelos para simular tales interacciones y lograr una solucién
oOptima del juego.
La teoria de juegos, como la conocemos ahora, fue creada en 1944 por John von Neumann
y Oskar Morgenstern con su obra “The theory of games behavior”. Aunque se considera
como precursores de esta drea al matematico Antoine Augustin Cournot y al economista
Francis Ysidro Edgeworth (1845-1926).
Cournot es considerado como el mateméatico que comenzd la sistematizacién formal de la
economia. Fue también uno de los precursores de las Teorias econémicas del oligopolio,
junto al matemadtico economista Joseph Louis Frangois Bertrand (1822-1900) y Francis
Ysidro Edgeworth.
El libro “The theory of games behavior” de Von Neumann y Morgenstern es reconocido

como el primer libro sobre teoria de juegos.
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Los principios fundamentales de la teoria de juegos ya habian sido enunciados por Von
Neumann en 1928 con el teorema minimax, pero no desperté mucho interés, hasta que
en 1944 Von Neumann y Morgenstern publicaron su obra. Von Neumann propuso el len-
guaje de la teoria de juegos y la teoria del equilibrio general para la economia. Caracterizar
el comportamiento racional competitivo y cooperativo forma parte de la teoria de la deci-
sion, desarrollada por Von Neumann afios después.

Von Neumann y Morgenstern desarrollaron dos planteamientos distintos dentro de la teoria
de juegos. El primero es el planteamiento estratégico o no cooperativo, el cual con-
siste en detallar el campo de libertad de los jugadores, es decir, la posibilidades que estos
cuentan al momento de elegir. El objetivo de cada jugador es maximizar su funcién de
utilidad, esto es, cada participante desea llegar a su equilibrio de manera independiente de
los demas. Un ejemplo carateristico de este planteamiento son los juegos de suma cero, o
también llamados juegos estrictamente competitivos, donde hay dos jugadores y los bene-
ficios que estos obtienen al final del juego son opuestos, es decir, uno gana y el otro pierde
en la misma proporcién a lo que gana el otro. Entre estos juegos tenemos por ejemplo al
ajedrez y al péquer.

El segundo es el planteamiento coalicional o cooperativo, el cual consiste en descri-
bir conductas é6ptimas donde hay muchos jugadores, teniendo la oportunidad de formar
grupos que busquen objetivos en comun.

La teoria de juegos ha ido evolucionando desde los trabajos de Von Neumann y Morgens-
tern. Lloyd Stowell Shapley (1923-2016) investig6 en los campos de la economia matemati-
ca y especialmente en la teoria de juegos. El ha sido considerado como la personificacién
misma de la teoria de juegos, luego de los trabajos de von Neumann y Morgenstern. Junto
a Alvin E. Roth gané el Premio Nobel de economia en el afo 2012.

En los afios 50 hubo un desarrollo importante de estas ideas en la universidad de Prince-
ton, con los trabajos de R. Duncan Luce (1925-2012) and Howard Raiffa (1024-2016) en
el ano 1957, Harold W. Kuhn (1925-2014) en el ano 1953, quién permitié establecer una
forma de atacar los juegos cooperativos, y John Forbes Nash (1928-2015), quien en 1950
definié el equilibrio que lleva su nombre, lo que permitié extender la teoria de juegos no
cooperativos mas generales que los de suma cero.

John Harsanyi (1920-2000) en 1967 logré extender la teoria de juegos de informacién in-
completa, estos son aquellos juegos donde los jugadores no conocen todas las caracteristicas
del juego. Por ejemplo, los pagos que los jugadores brindan a cada posible juego final.
Ante la multiplicidad de equilibrios de Nash, muchos equilibrios no eran soluciones razona-
bles a los juegos. Asi Reinhard Selten (1930-2016) en 1975 defini6 el concepto de equilibrio
perfecto en el subjuego para juegos de informacién completa y una generalizacion para el
caso de juegos de informacién imperfecta. John Forbes Nash, John Harsanyi y Reinhard

Selten obtuvieron el premio Nobel de Economia en 1994.
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Robert J. Aumann amplié la comprension del conflicto y cooperacién en la teoria de
juegos, al igual que Thomas C. Schelling, quién publico su obra “The Strategy of Conflic”.
Ambos obtuvieron el premio Nébel de economia en el ano 2005.

La Teorfa de Juegos ha alcanzado un alto grado de sofisticaciéon mateméatica. Desde su
primera publicacién como area de estudio, a crecido el nimero de cientificos dedicados a
esta area, y este ntimero sigue creciendo.

La teoria de juegos tiene muchas aplicaciones en diferentes areas de las ciencias. Por ejem-
plo en economia, sociologia, la ciencia politica, la biologia, la filosofia, la psicologia, etc.
EL filésofo Thomas Hobbes dijo que el hombre se carateriza por su fortaleza fisica, sus pa-
siones, su experiencia y su razén. La teoria de juegos toma en cuenta estas consideraciones
a la hora de tomar decisiones. Las pasiones y experiencias corresponden a las preferencias
y creencias de los jugadores respectivamente, la razén se expone en la racionalidad y la
fortaleza fisica en las caracteristicas de los jugadores.

Nuestro trabajo esta principalmente enfocado en estudiar los juegos no cooperativos, den-
tro de los cuales encontramos a los juegos con informacién completa e informacién incom-

pleta.

4.2. Juegos con informacién completa

Cuando hablamos de informacion completa, nos referimos al hecho que cada jugador
(participante) tiene conocimiento acerca del juego. Esto es, su formulacion, las estrategias
de los demds jugadores, los pagos que los jugadores brindan a cada posible resultado del
juego, etc. A esto se le conoce de conocimiento comiin.

Se supone que los jugadores son racionales, inteligentes y estan bien informados. Dentro
de los juegos con informaciéon completa encontramos diferentes tipos de juegos.
Partiendo por ejemplo de la secuencialidad de la elecciéon de los jugadores, la dividimos
entre juegos estratégicos y juegos en la forma extensiva, los cuales seran expuestos con
mas detalle en las siguientes subsecciones. Si la dividimos por la cantidad de jugadores,
encontraremos a los juegos de un solo jugador (monopolios), dos jugadores (juegos de su-
ma cero, duopolios) y muchos jugadores (polipolios).

La nocién de conocimiento comin es importante en varios resultados obtenidos, por ejem-
plo en el equilibrio de Nash.

La nocién de equilibrio es muy importante para la teoria de juegos, esto porque anticipa
que los jugadores elegiran jugar con las estrategias del equilibrio. Hay dos maneras de ver
que esto sea posible, el educativo nos dice que los jugadores eligen jugar con el equili-
brio luego de razonar cuidadosamente, y el evolutivo nos dice que los jugadores llegan al

equilibrio luego de jugar tanteando por varios periodos de tiempo.
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4.2.1. Juegos en su forma estratégica

Un juego en su forma estratégica, o también llamado un juego en su forma mnor-

mal, estd modelado por la terna {N,{S;}ien,{ui}icn}. Donde N representa al con-
junto de jugadores, si consideramos que los jugadores son finitos, entonces escribiremos
N ={1,2,...,n}, donde cada jugador sera representado por un nimero i € N. La familia
{Si}ien representa al conjunto de estratégias de cada uno de los jugadores, esto es, para
cada jugador i, S; representa su conjunto de estratégias (posibles acciones) en el juego, el
cual serd llamado espacio de estrategias puras del jugador i. Por dltimo, la familia {u; };cn
representa a las funciones de utilidad de cada jugador, comunmente se les conoce como las
funciones de pago. Asi cada u; : S1 X So X ...%x S, — R es la funcién de pago del jugador
i, ademads estas funciones se interpretan como utilidades de Von Neumann-Morgenstern®.
La forma estratégica es usada para modelar un juego donde los jugadores eligen su es-
tratégia de manera simultdnea. Simultanea en el aspecto de desconocer las estrategias que
toman los demaés participantes. Asi, en cierta manera, la estratégia que cada jugador elige
no depende de la estrategia que elijan los demés jugadores.
Lo que cada jugador desea es maximizar su funcién de pago, esto para maximizar su be-
neficio en el juego. Debemos considerar que cada jugador conoce la estructura del juego,
que todos los jugadores conocen la estructura del juego, ademés cada jugador conoce que
los demés jugadores conocen la estructura del juego y que cada jugador conoce que los
demas conocen que todos conocen la estructura del juego. Con esto decimos que el juego
es de conocimiento comin.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo (Cara o Sello). Tenemos dos jugadores, 1 y 2, los cuales estdn reunidos en un
bar y deciden jugar de la siguiente manera, ambos sentados en mesas diferentes y sentados
sin poder ver la mesa contraria. Cada uno coloca en su mesa una moneda mostrando cara
o sello. Si en ambas monedas tenemos la misma posicién (cara o sello), entonces el jugador
1 se lleva las monedas, caso contrario el jugador 2 se lleva las monedas.

Ademas, supongamos que las monedas tienen el mismo valor, asi el espacio de estrategias
puras de los jugadores son S1 = Sy = {C, S}, donde C es cara y S es sello, y representemos
por 1 si el jugador 1 o 2 gana y por —1 si el jugador 1 o 2 pierde.

Con lo anterior se muestra la tabla de pagos respectivo: donde se muestra las estrategias
puras de cada jugador, ademas se muestra los respectivos pagos que cada jugador da a las
posibles combinaciones de las estrategias puras. Las primeras componentes de la matriz
interior son los pagos del jugador 1 y las segundas componentes son los pagos del jugador
2.2

!De aqui en adelante representaremos por G a un juego en forma estratégica. Asi,

G = {N,{Si}ien, {ui}ien}.

2Este orden en la tabla de pagos lo vamos a usar en todas las tablas de aqui en adelante en este trabajo.
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Cuadro 4.1: Tabla de pagos en juego Cara-Sello

Asi podemos apreciar los espacios de estrategias puras de los dos participantes
S1 = Sy = {C, S}, también sus respectivos pagos, el cual es deducido de la tabla anterior.
[ |

Para cada espacio de estrategias puras S;, representaremos por Y; a su conjunto de
loterias respectivo, el cual serd llamado espacio de estrategias mixtas del jugador i.
Considerando el espacio de estrategias puras de cada jugador un conjunto finito, entonces
podemos definir el conjunto de loterias respectivo para cada espacio de estrategias como
lo definido en el capitulo 2. Asi, para cada jugador ¢ € N, para cada s; € S; y cada
0; € ¥;,0i(s;) indica la probabilidad que le da o; al resultado s;.

Definamos el espacio de estrategias mixtas del juego como el espacio

=31 X Yo X ... X X,, vy considerando que las estrategias mixtas de los jugadores son
estadisticamente independientes, entonces del capitulo 2, como cada funcién de pago de
cada jugador es una utilidad de Von Neumann-Moergenstern, estas se pueden generalizar
a espacios de estrategias mixtas. Asi, para cada jugador ¢ € N, extendiendo el dominio de

cada funcién de pago a X, u; : ¥ —> R se expresa como:

uilo) = 3 [ TTos(s5) | uits).

seS \jy=1

donde S =51 X So X x...x S,.

Esto viene directamente de la definicién de la utilidad esperada de Von Neumann-

Morgenstern, teniendo presente que para cada s = (s1, 82,...,5,) € S y cada
n
o= (01,02,...,0n) € X, 0(s) = Haj(sj), y esto es por la independencia estadistica de
j=1

las estrategias mixtas.

Veamos esto del ejemplo anterior Cara-Sello.

Ejemplo. En el juego Cara-Sello se tiene las estrategias S1 = Sy = {C, S}, y los pagos
estan dados por el cuadro 4.1.
Para cada o = (01,02), con o1 = (p,1 — p),09 = (¢q,1 — q) € 31, donde p,q € [0, 1].

Para el jugador 1, se tiene que

ui(o) =pgl +p(1 —q)(=1) + (1 —p)g(=1) + (1 = p)(1 — )1 = 4pg — 2p — 2q + 1,

y para el jugador 2,
uz(0) = pg(—1) +p(1 =)+ (1 —p)gl + (1 —p)(1 —q)(~1) = —4pg + 2p+2q — 1. |
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Ahora pasemos a definir que es una estrategia pura dominada, pero primero veamos
la siguiente representacién matemética que vamos a usar de aqui en adelante.
Para cada jugador ¢ € N, dado el vector s € S, representaremos por s_; al vector com-
puesto por las componentes del vector s quitando la componente s;, es decir,
S—i=1(S1y-+.,8i—1,Ss+1,---,5n). De esta manera podemos representar s = (s;, S_;).
Siguiendo la misma ldgica, representamos o_;, luego S_; y ¥_; estan dados por

S_lelx...xSi_leiHx...xSnyE_lelx...xZi_leiH><...><En.

Definicién 4.2.1 (Estrategia dominada). Una estrategia pura s} € S; es dominada para

el jugador i si existe o] € ¥; tal que:
wi(o7,s—;) > ui(sy,s_;),Vs_; € S_;, (4.1)

y se dird que la estrategia es estrictamente dominada cuando la desigualdad en (4.1) es
estricta.

Con la existencia de o}, se dice que esta domina (estrictamente) a la estrategia pura s;.

Observacién 4.2.1. La representacion u;(o}, s—_;) en la ecuacion (4.1) se interpreta como

ul-(O';(, 7{5_1-})7 donde Ms—i} = (’7{51]4 s Msimi b Vsiwr}r oo 7’7{571})'3
Asi, reescribiendo la ecuacion (4.1), obtenemos que:

Z o (si)ui(si,s—i) > ui(s;,s—i),Vs—; € S_;. (4.2)
S$; €S8,
Proposiciéon 4.2.1. De la definiciéon de estrategia dominante, se cumple la desigualdad

(4.1) si y solo si se cumple que
ui(U;k, O'_i) > ui(sf, U_Z‘),VU_Z' €Y. (4.3)

Prueba: Veamos la condicién necesaria.
Yo_; € X,

n

ui(of,o-) = Y | [1oi(si) | of (si)ui(si, s i)
s_;€S_; \ j=1
S$; €S ]757'

= > > | o) | of(si)uilsiss—)

S_;ES_; S;€S; Jj=1
J#

= > ATIeits) | X2 s (siuilsi, s—o). (4.4)

s_;€S_; | i=1 8;€5;
J#i

3Recordemos del capitulo 2 que V{s,;} representa a la loterfa que da probabilidad 1 al resultado s;, esto

para el jugador j.
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Por la observacién 4.2.1 se cumple (4.2), esto en (4.4) obtenemos que:

ui(o;,0_;) = Z Haj(sj) ZU;(Si)Ui(sthi)

s_;ES_; Jj=1
JFi

> > Haj(sj) ui(87,5-4)

S_;€5_; j=1
J#
= u;(s;,0_;).

Para demostrar la suficiencia, es simplemente tomar cada

O—i = V{s_;} = (7{81}7 s Vs b Vsig1dr - ,’Y{Sn}), para cada s_; € S_;.
Asi:

Vs_; € 5,

ui(07,5-i) = w07, Yis_;)) = i8], Vgs_iy) = wilsy, 5-i)- u

Veamos el ejemplo clasico del lema del prisionero, el cual fue descubierto por el matemati-
co Albert William Tucker (1905-1995) en 1950 que se bas6 en el analisis psicoanalitico
del estudio transaccional. Tucker dio el nombre de “dilema del prisionero” al modelo de

cooperacién y conflicto de Merrill M. Flood y Melvin Dresher.

Dilema del Prisionero

Se ha producido un robo en una tienda farmacéutica y se ha logrado capturar a los
dos posibles delincuentes. Hay indicios que ambos cometieron el robo pero se carece de
pruebas. A ambos detenidos se les coloca en celdas diferentes, sin comunicacién entre ellos,
v se les plantea la posibilidad de declarar su culpa, esto es, declarar que ambos cometieron
el robo. Se les comenta, a cada uno, que si ambos confiesan que cometieron el robo, ambos
reciben una pena de 1 afio de carcel, si uno confiesa que cometié el robo y el otro lo niega,
entonces el que confieza recibe una pequena recompensa y sale en libertad por ayudar a
la justicia, y el otro se va preso por un periodo de 2 afios por obstrucciéon de la justicia,
y si ambos niegan que cometiron el robo, entonces ambos salen en libertad por falta de
pruebas.

El juego puede representarse en su forma estratégica, donde N = {1, 2},
S1 = S92 = {C, N}, donde C representa al acto de confesar y N es el acto de negar, y los

pagos de las funciones de utilidad, {u;}7%_, son representados en la siguiente tabla:
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1\2| ¢ | N
C | -1-1]1-2
N [ 21100

Cuadro 4.2: Tabla de pagos del dilema del prisionero.

Podemos decir que el caso més beneficioso para ambos detenidos es que ambos digan
que no cometieron el crimen, es decir, elegir el resultado (IV, N), asi ellos salen libres. Pero
como estamos trabajando con utilidades de Von Neumann-Mogenstern, entonces ambos
son racionales, asi ambos siempre quedran maximizar su utilidad. Con esto, si no hubiese
un incentivo fuerte entre ambos para elegir (N, V), cada jugador racionalmente debe elegir
la condicién C. Por lo tanto, la solucién del juego para ambos detenidos es (C, C).
Formalmente podemos asegurar que para cada jugador ¢ = 1,2, la estrategia N es estric-
tamente dominada por la distribucién o1 = 09 = (1, 0) respectivamente.

Veamos esto para el jugador 1 :

ui(o1,C) =u1(C,C) = -1> -2=wu(N,C), paraC € S_1 = Sy, y
ui(o1, N) =u1(C;,N)=1>0=wu;(N,N), para N € S_1 = Ss.
Ahora veamos para el jugador 2 :

ug(o2,C) =ug(C,C) = -1 > —-2=wuy(C,N), para C € S_9 =51,y
ug(o2, N) = ua(N,C) =1>0=wua(N,N), para N € S_5 = 5.

Observacion 4.2.2. Cuando la estrategia mixta o; = 7,3, para el jugador i y algin
s € S;, domina a la estrategia pura s; € S;, entonces diremos que la estrategia pura s;
es dominada por la estrategia pura si para el jugador i. Asi, en el ejemplo anterior, para
cada jugador se tiene que la estrategia pura IV es estrictamente dominada por la estrategia

pura C.

Veamos otro ejemplo en la cual también vamos a ver como una estrategia pura es

dominante en el juego para cada jugador.

Ejemplo (Subasta de segundo precio). En un centro comercial, una tienda pone en subas-
ta un bien indivisible. Se presentan n postores queriendo comprar el producto. Cada postor
da una valoraciéon propia por el producto.

Como los postores son finitos, ordenamos las valoraciones de manera creciente, esto es, de
menor a mayor valoracién, obteniendo 0 < v; < vy < ... < v,. Otorgando también una
numeracion para cada jugador.

Cada postor entrega su pago por el bien en un sobre cerrado. Cada pago sera representado
por s;, para cada jugador i. Estos pagos estan dentro del conjunto de estratégias factibles

dado por [0, 00) para cada uno de los jugadores.
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Las reglas de la subasta son dados de la siguiente manera: Gana la subasta el postor
con el pago mayor, pero este paga por el bien, el segundo mejor pago.
Con esto tendriamos que si el jugador ¢ gana la subasta con s; > méx s, entonces su pago

1
estard dado por m;ix s;j. Luego su utilidad estard dada por u; = v; ’ m;ix 5j.
(2 (2

Para los demas jugzjidores su utilidad estaria dada por cero, ya que no p]agarian.
En el caso en que se obtenga varios ganadores, es decir, muchos postores pagan el mismo
valor, entonces el ganador es asignado aleatoriamente entre ellos.
Demostraremos que para cada jugador, elegir la opcién s; = v; es una estrategia débilmente
dominante.
Veamos, denotando por r; = n;lj;{ sj, para cada jugador ¢ se cumple que:
Primero, tomando s; > v;.
Sir; > s;, entonces u; = 0, ya que v; — r; < 0. Ahora, si r; < s;, entonces u; = v; — ry, si
r; < U, entonces Uy =V — T < S — Ty, y si V; S T, entonces U =V — T4 S 0.
Ahora, tomando s; < v;.
Sir; < s, entonces u; = v; — 14, Si r; < v;, entonces u; = v; —r; > 8 — 15, ¥ si vy < 14,
entonces u; = v; —1r; < 0. Si r; > s, entonces u; = 0.
Con todo esto, elegir la opcion s; = v; es la mejor opcidén razonable para todos los postores.
Por lo tanto, el postor n seria el ganador de la subasta, con u,, = v, — v,_1, ya que para

los demés postores u; = 0.

Veamos el siguiente ejemplo en la cual no ocurre que una estrategia pura domina a

otra estrategia pura.

Ejemplo. Consideremos dos jugadores con la siguiente tabla de pagos, donde se muestra

las estrategias puras de cada uno y sus respectivos pagos.

1\2| A | B
X (1110
Y [43]02
Z 01|43

Cuadro 4.3: Tabla de pagos.

Para el jugador 1 se puede ver que ninguna estrategia pura domina a otra estrategia

pura, pero se tiene que la estrategia X es estrictamente dominada por la estrategia mixta

g1 = (07 %7 %)
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Veamos:

1 1 1
ul(al,A) = Oul(X, A) + iul(Y, A) + §’LL1(Z, A) =0+ (5)44—0 =2>1= ul(X,A),

y

1 1 1
ul(al,B) = Oul(X,B)+§u1(Y, B)+§U1(Z, B) = 0+0+(§)4 =2>1= Ul(X, B) [ |

No siempre se tendra que una estrategia pura esté dominada por otra estrategia4 (pura
o mixta). Esto se puede ver en el ejemplo Cara-Sello, donde se tiene que la estrategia pura
C, para el jugador 1, no estd dominada por alguna estrategia mixta.
Esto se puede demostrar considerando la estrategia o3 = (p,1 — p), para p € [0,1) fijo y
arbitrario, y la estrategia pura C € S_1 = Ss.
Asi, u1((p, 1 —p),C)=2p—1<1=u1(C,C), yaque 0 <p < 1.
De la misma manera se tiene que la estrategia pura S, para el jugador 1, no es dominada
por alguna estrategia mixta, considerando la estrategia o; = (p, 1 — p), para p € (0, 1] fijo
y arbitrario, y la estrategia pura S € S_1 = Ss.
Asi, ui((p,1 —p),S)=1-2p<1=u(S5,S5), yaque 0 <p<1.

Equilibrio de Nash

Von Neumann y Morgenstern tenian dos barreras en la teoria de juegos, ellos se au-
toimpusieron la restriccién de que en juegos no cooperativos estratégicos, no era posible
desarrollar una teoria ideal de equilibrio. En 1950, Jhon Forbes Nash rompe esa barrera
de la teoria de juegos, definiendo el quilibrio que lleva su nombre y permitiendo extender
la teoria de juegos no cooperativos méas generales que los de suma cero.

Resulté muy importante en el campo militar, ya que la mayor parte de aplicaciones de
suma cero se concentraba en el campo militar.

Nash es quizas el hombre més destacado de la teoria de juegos, con 21 anos desarroll6 su
equilibrio para juegos estratégicos no cooperativos, el cual nos dice que el punto de equi-
librio de Nash es tal situaciéon en la cual ninguno de los jugadores tiene la tentacién de
cambiar de estrategia, ya que si lo hace disminuiria su funcién de pago.

Nash contribuy6 en muchos otros trabajos dentro de la teoria de juegos, por ejemplo, en el
proyecto del programa de Nash, el cual consistia en reducir todos los juegos cooperativos
a un marco no cooperativo. En 1994 gano el premio nobel de economia junto a Jhon C.
Harsanyi y Reinhart Selten.

Ahora mostremos la teoria del quilibrio de Nash, el cual existe para un grupo grande de

juegos.

4Notar que toda estrategia pura es dominada por si misma.
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Definicién 4.2.2. Dado el juego G en forma estratégica, una estrategia mixta c* € 3 es

un equilibrio de Nash si para cada jugador ¢ € N se cumple que:
ui(o7,0Z;) = ui(si,02;),Vs; € S;. (4.5)

Un equilibrio de Nash es una estrategia mixta que nos dice que ningtun jugador, bajo
esta estrategia adoptada por todos los jugadores, puede cambiar a una estrategia pura de

tal manera que esta iltima le genere un mayor beneficio.

Observacion 4.2.3. De manera similar a la proposicién 4.2.1, de la definicién del equili-
brio de Nash, se concluye que se cumple la ecuacion (4.5) si y solo si para cada jugador i
se cumple que:

ui(o;,0%,) > ui(o;,0%;), Vo, € ¥;. [ |

Con esto tenemos que ninguna estrategia mixta, que pueda tomar un jugador i € N,
va a generar un mayor beneficio que el que le genera el equilibrio de Nash.
Un equilibrio de Nash asume que todos los jugadores son racionales en el sentido que todos
quieren maximizar sus pagos individuales.
En el ejemplo del dilema del prisionero, se puede demostrar que el equilibrio (C,C') es un

equilibrio de Nash, para esto veamos la siguiente proposiciéon.

Proposicién 4.2.2. Considerando el juego G en forma estratégica, si o, para el jugador
1 € N, es una estrategia dominante, esto es, para todo s; € S;, esta es dominada por o7,

entonces la estrategia mixta o* = (07,...,0,) € ¥ es un equilibrio de Nash de G.

Prueba: Si o es una estrategia dominante para cada jugador %,, entonces se cumple la

desigualdad (4.1) para cada s; € S;. Por la proposicién 4.2.1 se cumple que:
’LLi(O'Z(,O'_Z') > UZ'(Si,O'_i),VO'_Z' €X .

Luego, considerando o_; = 0*;, entonces se cumple que para cada jugador ¢ € N y para
* * * *

cada s; € S, ui(0f,0%;) > ui(sf,0%;).

Esto se traduce como:

wi(of,0";) > ui(si,0";),Vs; € Sy,

y asi demostramos que ¢* es un equilibrio de Nash. |
En el ejemplo del dilema del prisionero, el juego (C,C) es un equilibrio de Nash.

Ahora veamos otro ejemplo, este consiste del modelo del duopolio de Cournot.

Ejemplo (Competicion de Cournot). Tenemos dos firmas que producen un bien ho-
mogéneo. Los niveles de produccion de cada jugador estén dados por ¢; € Q; C [0, 00), los

cuales representan a las estrategias que son infinitas.
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Cuando las venden en el mercado, obtienen el precio p(q), donde g = ¢1 + 2.
El costo de produccién de la firma i esta dado por ¢;(g;) y su pago total estd dado por
ui(q1,92) = @ip(q) — ci(qi)-
Con todo lo anterior tenemos el juego en forma estratégica {N,{S;}ien, {ui}ien}, con
N ={1,2},8 = S2 = [0,00) vy ui(q1, ¢2) = ¢ip(q) — ci(q:)-
Consideremos ahora las funciones de reaccion de Cournot, dados por r1 : Q2 — Q1 y
ro : Q1 — Q2. Esto es, que accién tomard cada uno de los jugadores dependiendo de lo
que haga su contrincante.
Considerando condiciones necesarias para que exista y se pueda hallar un tinico éptimo
para cada uno de los jugadores, supongamos que cada u; sea diferenciable y estrictamente
coéHncava, y (1, Q)2 son conjuntos abiertos.

Por la condicién de primer orden para cada funcién de utilidad obtenemos que:

81‘12‘1(]11’@ = p(r1(q2) + q2) + 1 (q2)p (r1(q2) + q2) — ¢1(r1(q2)) = 0 (4.6)
(%226];2’(12) =plqr +ro(q1)) + 7“2((]1)PI(Q1 +7r2(q1)) — Cl2(7“2(Q1)) =0 (4.7)

La interseccion de los valores hallados en las reacciones r1, ro de las ecuaciones anteriores,
que satisfacen que ¢j = r1(¢3) v ¢3 = r2(q}), sera el equilibrio de Nash, ya que maximiza
sus respectivos pagos.

Considerando los siguientes supuestos: p(q) = max{0,1 — ¢}, y que ¢;(¢;) = cg;, con
0<c< 1.

Entonces, de las ecuaciones (4.6) y (4.7) obtenemos que:

1-— q2 — C
ri(e2) = —
Yy
(@)= 2=°
r =
2(41 9
Luego, el equilibrio de Nash satisface que: ¢f = 71(¢3) y ¢35 = r2(q])-
Asi, resolviendo obtenemos el equilibrio de Nash dado por: ¢f = ¢5 = % [ |

En algunos juegos no necesariamente vamos a encontrar un equilibrio de Nash en la

forma de estrategia pura, si no que estan en la forma mixta.

Ejemplo (Cara-Sello). Recordando el juego Cara-Sello, dado anteriormente, tenemos que

la estrategia mixta ((%, %), (%, %)) es un equlibrio de Nash, ya que para todo p,q € [0, 1]
se tiene que:

Para el jugador 1,



Para el jugador 2,

wl(37) (2 -020-we(33)
y (D) (B =0z 0w (1Y) m

Podemos también encontrar juegos en los cuales haya méas de un equilibrio de Nash.

Veamos el juego de la batalla de los sexos.

Ejemplo (Batalla de los sexos). Una pareja desea salir a festejar su aniversario y para
eso se deben reunir en un lugar de la ciudad.

Partiendo del hecho de que no puedan comunicarse hasta el lugar del encuentro, ambos
deben llegar a un acuerdo antes de salir a trabajar. Cada uno tiene sus preferencias,
mientras que el joven desea ir a bailar a una discoteca, la sefiorita desea ir a cenar, pero
en cualquiera de los casos, siempre desean estar juntos.

Representando al joven como 2 y a la senorita como 1, mostremos los pagos respectivos

en la siguiente tabla de pagos:

1\2| C | D
C 321,
D [00]23

Cuadro 4.4: Tabla de pagos de la batalla de los sexos.

Donde C' representa a la opcién cenar y D a la opcién de ir a bailar a una discoteca.
Las estrategias puras (C,C) y (D, D) son equilibrios de Nash®.
Verificando para la estrategia (C,C).
Para el jugador 1,
u1(C,C)=3>3=u(C,C),

ul(C’, C) =3>0= ul(D,C),

y para el jugador 2,
UQ(C, C) =2 > 2= UQ(C, C),

UQ(C, C) =2>0= UQ(D,C)

Verificando para la estrategia (D, D).
Para el jugador 1,
ul(D,D) =2>1= ul(C, D),

u(D,D) =3>3=u(D,D),

®Esto es, las estrategias mixtas ((1,0), (1,0)) y ((0,1),(0,1)) son equilibrios de Nash.
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y para el jugador 2,
UQ(D,D) =3>1= UQ(C, D),

up(D, D) =3 >3 =uy(D, D). u

Teorema 4.2.1 (Existencia del equilibrio de Nash). Todo juego G finito en forma

estratégica tiene un equilibrio de Nash.

Prueba: Dado un juego finito en forma estratégica GG, definamos la correspondencia

pi + 2 =3 X para cada jugador ¢ de la forma:
pi(0) = {0 € Bifui(0f,0-1) > ui(07,0-:),¥o; € T},

donde o = (04,0_;).
Del teorema del maximo de Berge, para cada jugador i fijo y arbitrario, consideraremos
X =3, P =3, ademas la correspondencia constante ¢ : 3 = ¥; dada por
p(o) = %, el cual es valor-compacto y continua. Entonces del problema de optimizacién
parametrizado (X, P, ¢, f), vista como V(p) = rgé(x) f(z,p), considerando la funcién
f:¥; x ¥ — R dada por f(o;,0) = ui(o;, 0_5, igtenemos el problema de optimizacién
parametrizada (3;, %, ¢, f), vista como:

V(o) = gggui(az, o).

Por lo tanto, por el teorema del maximo de Berge, tenemos que
pi(0) = {0} € Si/ui(of,0-5) > ui(07,04),Yo; € Ti}

es hemicontinua superior.
Asi p(o) = (p1(0), p2(0), ..., pn(c)) es hemicontinua superior.

Con esto definamos p : ¥ = 3 como:

p(a) = (p1(0), p2(0),- .., pn(0)).

El espacio ¥ es compacto, convexo y no vacio.
Dado o € ¥ fijo y arbitrario. Sea o', 02 € p(o), entonces para todo i, o}, 02 € p;(o).
Esto es

wi(of,0-;) > ui(6i,0-;),Y6; € 5y,

ui(0?,0-3) > ui(6s,0-;),Yd; € 5.
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Luego, sea A € [0,1],V5; € ¥,
ui(Ao} + (1= No7,0-4) = Aui(of, 0-4) + (1 = Nui(o7, 04)

> AUZ‘(OA'Z', U_i) + (1 - )\)UZ(OA'Z, U_i) = ui(éi,a_i).

Asf tenemos que Ao} + (1 — A\)o? € pi(o), entonces o' + (1 — X\)o? € p(o). Por lo tanto,
las imégenes de p son convexas, ademas de ser no vacia. Esto ltimo porque para cada 1,
la funcién de utilidad es bilineal, entonces es continua, y por ser ¥; compacto, siempre se
va a obtener un maximo en cada p;(o).

Entonces por el teorema de Kakutani, llegamos a que existe un punto fijo, esto es:

plo*) =o".

Entonces, Vi € N :

ui(o—;aaii) > ui(U;,U*_i),VU; € 3.

Por lo tanto, o* es un equilibrio de Nash. |

4.2.2. Juegos en su forma extensiva

A diferencia de los juegos estratégicos, aqui ocurre una variaciéon en los tiempos de
eleccion de cada jugador.

Volvamos a ver el ejemplo de la batalla de los sexos.

La batalla de los sexos

Partimos primero del hecho que no puedan comunicarse hasta el lugar del encuentro,
esto es, las estrategias que ambos tienen son independientes, entonces los pagos respectivos
son dados por el cuadro 4,4.

En la forma estratégica los dos equilibrios de Nash son (D, D) y (C,C), como vimos
anteriormente.

Pasemos ahora a analizar el caso en que las elecciones se realizan consecutivamente.
Primero analicemos el caso donde la senorita elije primera. El juego se representa como

un arbol de la siguiente manera:

5Por la linealidad de la funcién de utilidad.
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Figura 1

Asi, aunque haya dos equilibrios de Nash en la forma estratégica, en este caso, como la
sefiorita elige primero, racionalmente ella elegird la opcién C' (cenar). Ante esto, el joven
siendo racional elegira ir con ella. Por lo tanto, el equilibro se da en (C,C).

Caso contrario, si es el joven es quien elige primero, analizando de manera similar,
llegamos a que el equilibrio se da en (D, D).

Esta manera de pasar de un juego en su forma estratégica, donde los jugadores eligen
sus estrategias de manera independiente, sin saber la decision de los demas jugadores, a
un juego secuencial, donde los jugadores eligen su estrategia de manera consecutiva, se
conoce como extencion del juego estratégico. Asi, cuando los jugadores juegan de manera

consecutiva se le conoce como un juego en su forma extensiva.

Formalicemos ahora wun juego en forma extensiva. Estos juegos, los cuales
seran representados por I, estdn conformados por las siguientes componentes
{N,R, {Ki}ieN,{Hi}ieN,{{ug}ieN}jGZ}. Donde N es el conjunto de jugadores, los
cuales serdan representados por ntmeros naturales. Asi, si la cantidad de jugadores es
finito, entonces N = {0,1,2,...,n}", donde el cero indica a la naturaleza, estas son las
variables ex6genas que puedan intervenir en el juego, el cual se interpreta como que la
naturaleza da las condiciones iniciales para realizarse el juego, como ejemplos estd; el
clima, los pagos iniciales, la cantidad de dinero que se tiene antes de iniciar un negocio,

etc.

"Igual que para los juegos estratégicos, consideraremos que los jugadores son finitos
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Para hablar de R, {K;}ien,{Hi}ien ¥y {{ug}ieN}jEZ debemos mencionar como esté
modelado un juego en la forma extensiva.
Ordenando a los jugadores, asumamos sin pérdida de generalidad que la naturaleza juega
primero, luego el jugador 1 y asi consecutivamente hasta el jugador n®. Esto se modela
mediante un arbol de sucesos’, definiendo K como el conjunto de todos los nodos del
arbol. Es aqui donde aparece R, definiéndola como la relacién binaria en K que cumpla

las siguientes propiedades:
- Irreflexividad: Vo € K, ~ (zRzx).
- Transitividad: Vz,y, 2z € K, si xRy e yRz, entonces zRz.

El término xRy serd interpretado como: x es presidido por y en el arbol.

Ahora definamos la relacién binaria de precedencia P en K como:
Vz,y € K,xPy <= (zRy) A (Jz € K/zRz y zRy).

Con lo anterior definamos la correspondencia de predecesores inmediatos P : K = K
como P(z) = {y € K/yPz}, y definamos la correspondencia de sucesores inmediatos
S: K = K como S(z) = {y € K/xPy}.

Considerando el arbol de sucesos como (K, R), este debe cumplir las siguientes propie-

dades (de arbol) muy importantes a la hora de representar un juego en la forma extensiva:

1) Existe un tnico nodo inicial zg, esto es, P(xg) = () y para todo z € K tal que = # xg

se tiene que xgRx.

2) Para cada z € K tal que z # x¢, existe una tnica coleccién de elementos de K que
son predecesores de . Esto es, I{z1,z2,...,2,} C K tal que z; € P(x;41), para
i=1,2,...,r—1,x0 € P(z1) y € P(z). Con esto también se deduce que para

todo x € K tal que x # x¢, se cumple que #P(x) = 1.

Ahora definamos el conjunto de nodos finales como Z = {z € K/S(x) = 0}. Entonces Z
se puede interpretar como el conjunto de resultados posibles del juego, teniendo presente
que se puede llegar al mismo resultado pero con predecesores diferentes.

Con lo anterior ya podemos mencionar al conjunto {K;};cn, donde cada K; C K \ Z
representa al conjunto de nodos en los cuales el jugador ¢ toma su eleccién en el juego,

por ejemplo Ky = {zo}.

8Esto no siempre es asi, como veremos més adelante, puede que cada jugador juegue no solo una vez,

si no que participen en diferentes etapas, o que dos o méas jugadores jueguen simultdneamente.
9Recordemos de la definicién de grafos que un &rbol es un grafo conexo que no posee ciclos. En este

caso debe cumplir ciertas propiedades mas, las cuales seran mencionadas mas adelante.
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Definamos ahora el conjunto de posibles acciones en el juego para el jugador i en el
nodo x € K; como A;(x), entonces estamos listos para mencionar a los elementos del
conjunto {H;};cn, donde cada H; representa al conjunto de subconjuntos de K; con la
siguiente propiedad: Para todo M € H;, se cumple que para todo x,y € M, A;(z) = A;(y).
Esto quiere decir que ambos nodos, x,y, tienen el mismo conjunto de acciones posibles
para el jugador 1.

Estos elementos H; reciben el nombre de conjuntos de informacién.

Por ultimo, el conjunto {{u{ }ien HE7 representa el conjunto de vectores de pagos de
cada resultado del juego. El conjunto Z representa la numeracién y la equivalencia que
se puede dar al conjunto de nodos finales'?, si asumimos que estos son finitos, entonces
7 =1{1,2,...,m}, donde m = #Z. Luego, para cada j € Z, {Ui}zEN representa al vector
de pagos {uf tien = (ujl, u%, ...,u}), donde cada uf es el pago respectivo de cada jugador

i al juego resultante j.

Ademds, con abuso de notacién, u! = u;(k’), donde cada funcién u; : Z — R es una
utilidad de Von Neumann-Morgenstern para cada jugador .
Veamos los siguientes ejemplos, donde mediante los graficos del arbol se pueden apreciar

todos los elementos del juego extensivo explicados anteriormente.

Ejemplo 4.2.1. Observemos el siguiente arbol de sucesos, el cual representa a un juego

secuencial de dos personas.

Figura 2

0Fsto es, los elementos del conjunto Z pueden ser representados por un nimero natural, el cual estd den-

tro del rango de su cardinal. Asi, 1 = 21,2 = 22,..., donde Z = {z1,22,..., 2m }.
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Como podemos apreciar, cuando el jugador 1 elige la opcién A, se acaba el juego
saliendo él ganador del juego, el cual es representado por el pago de 1, mientras que el
jugador 2 termina perdiendo, el cual es representado por el pago de —1. Pero si el jugador
1 elige la opcién B, entonces le da la oportunidad al jugador 2 de terminar el juego o de
seguir jugando. Asi, si el jugador 2 elige la opcion C, se acaba el juego saliendo él ganador,
y si elige la opcion D, se realiza un juego de azar mediante una moneda para determinar
quién finaliza el juego. Si sale cara, el jugador 1 es quién juega, y si elige A gana y si elige
B pierde. Por el contrario, si sale sello, el jugador 2 es quién juega, y si elige C' gana y si
elige D pierde.

Estamos frente a un juego donde la naturaleza se manifiesta durante el juego. También
observamos que hay resultados finales intermedios.

Aqui los conjuntos de informacién estan conformados solo por un elemento, el cual es cada
nodo. Los conjuntos de acciones posibles estan dados por A;(1) = {A, B}y

Ay(2) = {C, D}, esto para ambas intervenciones de ambos jugadores en el juego. Ademés

que el conjunto de acciones posibles para la naturaleza es Ay = {cara, sello}. |

Ejemplo 4.2.2. Recordemos el ejemplo cara-sello, pero ahora supongamos que un
arbitro lanza las dos monedas al aire, esto es, la naturaleza decide la posicién final de las
monedas, y no muestra las posiciones finales. El arbitro pregunta al jugador 1 si desea
seguir jugando o se retira del juego. Si el jugador 1 se retira, entonces se termina el juego
y nadie gana ni pierde (el cual es representado con el pago (0,0)), caso contrario, si el
jugador 1 decide continuar jugando, entonces el arbitro pregunta al jugador 2 si decide
seguir jugando o retirarse, si se retira, entonces se termina el juego y nadie gana ni pierde,
por el contrario, si desea seguir jugando, entonces los pagos son como lo mencionado en
el juego cara-sello, esto es, si ambas monedas tienen la misma posicién, el jugador 1 es
quién gana, caso contrario gana el jugador 2.

El juego en la forma extensiva estd dado por la representacion siguiente, donde R

representa la opcién de retirarse y A la opcién de seguir jugando.!!

1 Observemos que este juego posee resultados finales intermedios.
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1 (070)
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~ R (0,0) A (0,0)
rr2 -
cc i
R~ (0,0)
Figura 3

Los nodos que pertenecen a un mismo conjunto de informacién seran unidas por una
linea punteada. Esta representacién sera usada en todo el trabajo. Asi Hy = {H{, H} y
Hy = {H;, H3}.

Los conjuntos de posibles acciones de cada jugador estdn dados por A; = Ay = {A, R},

esto en cualquier nodo que pertenece a K71, del jugador 1, y a Ko, del jugador 2. |

4.2.3. Relaciéon entre juegos en forma estratégica y su forma extensiva

Como mencionamos anteriormente, vamos a suponer que la cantidad de jugadores es
finita, N = {0,1,2,...,n}, . Dado el juego en la forma extensiva
T = {N,R, {Ki}ieN,{Hi}ieN,{{ug}ieN}jeZ}, ;podemos representarlo en la forma es-
tratégica G = {N,{S;}1,,{ui}-,} v viceversa?.
En un juego en forma estratégica, las estrategias puras de cada jugador solo depende de
sus posibilidades de jugar en el juego, esto es, es independiente de las acciones de los
otros jugadores. Mientras que en un juego en la forma extensiva, las estrategias de cada
jugador pueden depender de las estrategias que tomen los jugadores que juegan antes y
la naturaleza. Asi, el conjunto de estrategias varia de acuerdo a que modelo vamos a usar

para representar el juego.
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Desarrollaremos ahora tres preguntas. Primero, ;que relacién hay entre estos dos
tipos de juego?. Segundo, como lo mencionamos antes, jcomo pasar de un juego en la
forma extensiva a la forma estratégica y viceversa?. Por ultimo, ;que condiciones se deben
cumplir para obtener una semejanza en los modelos con el fin de llegar a un equilibrio?,

asi no preocuparse por saber que modelo es mas conveniente.

Resolviendo la primera pregunta, una relacién que hay entre ambos tipos de juego
(modelos) es la complementariedad que tienen. En su mayoria, los juegos no cooperativos
son modelados por uno de estos tipos de juego. Dependiendo si hay simultaneidad o no.
Otra relacién importante es la posibilidad de pasar un juego de la forma estratégica a la

forma extensiva y viceversa.

Resolviendo la segunda pregunta, pasar un juego en la forma estratégica a su forma
extensiva es simple. Considerando la tabla de pagos de la forma estratégica, simplemente
se asume que el jugador 1 juega primero, luego el segundo jugador, asi sucesivamente.
Formando el arbol de sucesos y sus respectivos nodos, con los cuales tenemos los conjun-
tos K;. Como estamos en un juego “simultdneo”, esto se asegura en el juego extensivo
considerando H; = {K;}, y por tltimo uz se toma similarmente como lo mencionado an-

teriormente, definiendo la funcién ¢ : K x S(K) — A = UjenA;, donde A; = Upepr, Ai(x)
z€h
y recordando que A;(x) es el conjunto de posibles acciones del jugador i en el nodo .

Se define ¢(z,S(x)) = a, € Ai(z), tal que z € K; y a, es la accién que nos lleva de =
a un nodo de S(z) en el juego'?. Por la misma forma del juego, para el nodo final kj;, la

coleccién tinica de elementos predecesores {z1,xa,...,2,} C K nos da las estrategias

s1 =¢(z1,22), 52 = s(x2,23),...,8, = g(mn,kj)M, asi u] = u;(s1,82,...,5n).

12Visto en la nocién de grafos, Ai(x) es el conjunto de aristas que unen al nodo z y los nodos que

pertenecen a S(x).
13 Aqui la naturaleza no esté considerada.
14En la teoria de grafos, los s; son las aristas que unen el punto inicial z; y Zj.
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Ejemplo. Recordando el ejemplo del dilema del prisionero, formamos el juego es su forma

extensiva representado por:

(_17_1)

Figura 4

O también como:

Figura 5

La diferencia entre estas dos representaciones es solo la posicién de los jugadores en los
nodos. Esto porque representamos la “simultaneidad” de las acciones mediante la linea
punteada'®, el cual une los nodos que pertenecen a un mismo conjunto de informa-

cién. [ |

15E] cual més adelante veremos que es muy importante al momento de pasar un juego en la forma

extensiva a un juego en la forma estratégica.
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En este otro ejemplo también podemos apreciar que no existe una manera tnica de

representar la forma estratégica en la forma extensiva.

Ejemplo (Juego de las puertas). Dos personas compiten en un juego con las siguientes
caracteristicas. Ambos jugadores estan en cuartos diferentes. El jugador 1 tiene la opcién
de elegir entre dos opciones, continuar jugando o retirarse, las cuales seran representadas
con las letras J, R respectivamente. El jugador 2 tiene dos puertas al frente suyo, puerta
A y puerta B, al elegir una puerta, debe elegir entre seguir jugando o retirarse.

Estas opciones seran representadas por las letras AJ, AR, BJ y BR. Donde por ejemplo,
AJ representa la opcién de haber elegido la puerta A y la opcién de seguir jugando, de la
misma manera se interpretan las otras letras.

Los pagos respectivos estdn representados en la siguiente tabla:

1\2| AJ | AR | BJ | BR
J | -13]20 |3-1]-10
R |01 |1-1]-1,3]0,0

Cuadro 4.5: Tabla de pagos del juego de las puertas.

Ahora veamos las distintas maneras de representarlo en la forma extensiva.

(0,1)

(17 _1)

(_173)

BR™ (0,0)

Figura 6: Representacién en la forma extensiva 1.
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(0,0)

Figura 8: Representacién en la forma extensiva 3.
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Ahora veamos el caso inverso.

Teniendo el juego en forma extensiva Y = {N, R, {K; }ien, { H; }ien, {{ug}ieN}jGZ"}, para
cada jugador i € N definamos la relacién Z; : H; — A; como =Z;(M) € A;(z), con z € M.
Ahora definamos Sy = Ag(xp), esto es el conjunto de estratégias puras para la naturaleza,
y definamos para cada jugador i, S; = {(mi,ma,...,my)}, con m; = =;(M;) para
j=1,2,...,k, donde k = #H;. Asi, {Mj}§:1 = H;, es decir, cada M, es un elemento del
conjunto H;.

Por dltimo definimos u;(s) = u;(s1,82,...,8,) = E(uf), donde esto dltimo representa
a la utilidad esperada respecto a la naturaleza de todos los nodos finales k; tales que
la coleccién tnica de elementos predecesores, {x1,x2,...,2,} C K, sin incluir a la
naturaleza, satisface que:

Cada ¢(zj,xj11),5 € 1,2,...,n— 1,y ¢(zn, k;j) es una componente de algin s;.

Con esto representamos el juego en forma extensiva como un juego en forma es-

tratégica.

Ejemplo. Considerando el juego de la batalla de los sexos. Si consideramos que cada
accién se maneja de manera simultdnea, esto es, sin saber la decision del otro participante,

la grafica del arbol de sucesos esta dada por:

(3,2)

(2,3)

Figura 9
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Independientemente de quién juegue primero, tendremos los espacios de estrategias
puras Sy = {C, D}, So = {C, D} y la siguiente tabla de pagos'®:

1\2| C | D
C 321,
D [00]23

Cuadro 4.6: Tabla de pagos de la batalla de los sexos (simultaneo).

El cual comparando con el cuadro 4.6 podemos ver la semejanza.
Por el contrario, si consideramos que el juego es consecutivo, es decir, cada participante
conoce la accién del participante anterior, y asumiendo que la sefiorita juegue primero, la

grafica en la forma extensiva es:

Figura 10

Asi tendremos los espacios de estrategias puras S; = {C, D},
Sy ={(C,C),(C,D),(D,C),(D,D)} y la siguiente tabla de pagos:

1\2|(C,0)|(C,D) | (D,0) | (D,D)
C 3,2 3,2 1,1 1,1
D | 00 2,3 0,0 2,3

Cuadro 4.7: Tabla de pagos de la batalla de los sexos (simultaneo).

16Recordando que 1 representa a la sefiorita y 2 al joven.
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Estrategias mixtas y estrategias de comportamiento

Ahora extendamos la nocién que tenemos de estrategias mixtas para un juego en la
forma extensiva.
Recordemos que las estrategias mixtas en los juegos de la forma estratégica consistia en
realizar una valoracién probabilistica de las estrategias puras, es decir, cada estrategia
mixta del jugador ¢, o; € 3J; era una variable aleatoria, y si el espacio de estrategias puras

era finito, entonces el espacio de estrategias mixtas es vista como el convexo

#5S;
Ai = {Oé € Rfsl/zal = 1}
=1

Para cada jugador i € N, considerando que el conjunto de posibles acciones A;(x) es finito

para cada = € K;, definamos la funcién estrategia de comportamiento como
#Ai(x)
e; : Hi — AH;, donde e;(M) € A}(M) = {a € ]Rff%i(z)/ Z a; =1Az € M}, donde «;
i=1
es la probabilidad que le da el jugador ¢ a la accién a; € A;(x).

Ademsés, AH; = UMGHZ,A;(M).

Luego, el conjunto de estrategias de comportamiento para el jugador ¢ esta dado por

B, = {A[(M)}aren,

Ahora veamos que relacion hay entre las estrategias mixtas y las estrategias de comporta-
miento. Sabemos que un juego en la forma extensiva puede ser representado en la forma
estratégica y viceversa. Asi, cuando tenemos un juego en su forma extensiva y lo
representamos en su forma estratégica, entonces se genera el espacio de estrategias puras
S; para cada jugador ¢, con lo cual también se genera el espacio de estrategias mixtas >;
para cada jugador.

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2.3. Dos empresas rivales se dedican al rubro de la construccién, se presenta
la opcién de realizar un proyecto juntos. La empresa 1 tiene que decidir en participar (P)
o retirarse (R), si este decide participar, la empresa 2 tiene la opcién de participar o de
retirarse, si este decide participar, entonces la empresa 1 debe decidir si invertir méas en la

calidad de sus materiales. Los pagos la podemos ver en la representacion grafica siguiente:
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Figura 11

Luego, las estrategias puras de cada participante estdn dadas por:
Sy ={(P,1),(P,N),(R,I),(R,N)}y Sy ={P, R}.
Para el jugador 1 consideremos la estrategia mixta o1 = (%, 0,0, %), luego la probabilidad

que ocurra el evento N como segunda eleccién del jugador 117 es:

1
Z 0'1(81) =0 + 5
$1€851/21(1*)=D
Pero analizando el juego, para que se pueda elegir la accién D en el nodo 1%, el jugador 1
debe elegir en la primera accion el evento P. Asi solo tendriamos que la probabilidad que

ocurra el evento N como segunda eleccién del jugador 1 es o1 (P, N) = 0. |

Debemos considerar que dado una estrategia mixta, esta debe mostrar las probabili-
dades de que ocurra cada evento para cada M € H;, en el juego extensivo.
Entonces, jcomo relacionar las estrategias mixtas y de comportamiento?.

Veamos la siguiente definicién.

Definiciéon 4.2.3. Dado un conjunto de informacién M, luego de representar el juego en
forma extensiva I' en su forma estratégica (G, diremos que una estrategia pura s; € S; es
compatible con M si la estrategia admite la posibilidad de que el juego visite un nodo
en M para alguna estrategia de los demas jugadores.

Ademas definimos por S (M) al conjunto de estrategias puras que son compatibles con
M.

Para el ejemplo 4.2.3, ST({1*}) = {(P,I), (P, N)}.

'"Representaremos por 1* al segundo nodo de eleccién del jugador 1.
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Definiciéon 4.2.4. Para cada jugador ¢ y para cada estrategia mixta o; € ¥;, definimos
la estrategia de comportamiento asociada a cada elemento M del conjunto de informacién
del jugador i como:
> oi(si)
$;€SH(M)/Ei(M)=a .
- y Sl oi(s;) >0
> oo >

s;€87 (M)
e;(M)(a) = $1€87 (M)

Z oi(si), en otro caso.
SiESi/EZ‘(M)Za

Ejemplo 4.2.4. Para el ejemplo 4.2.3 tenemos que S; = {(P,I),(P,N),(R,I),(R,N)} ,
para el conjunto M = {1*} se tiene que S}({1*}) = {(P,I),(P,N)}.

1
Considerando la estrategia mixta o1 = (%, 0,0, %), como Z o1(s1) ==+0>0, se

seST17)) 2
tiene que:
1
TPV = —2— =1
AN =
Y 0
TH{1I*H(N) = =0.
DM = 1

Memoria perfecta

Entonces resulta interesante saber, bajo que condiciones podemos asegurar que ambas
estrategias pueden dar resultados similares en cuanto al desarrollo del juego.

Primero veamos la siguiente definicion.

Definicién 4.2.5 (Memoria perfecta). Un juego en la forma extensiva I" se dice que posee

memoria perfecta si para cada jugador ¢ € N se cumple lo siguiente:

1- 4 no olvida las acciones que realiz6é en todo nodo z € Kj.
Esto es, V&', 2" con 2’ # 2", tal que z = P(x/) = P(ac"), se cumple que
si 2 RT,x R¥,T € K; y & € K; entonces M;(T) # Ni(%).
Donde M;(Z) y N;(Z) representan a elementos del conjuntos de informacién H; que

poseen como uno de sus nodos (elementos) a T, T respectivamente.

2- 1 no olvida las informaciones precedentes.
Esto es, Va:/, 2" € K; tales que ambos pertenecen a un mismo elemento del conjunto
de informacién M; € H;. Si € K; tal que TRz, entonces existe T € N;(Z) tal que
"

TRx .

Donde N;(Z) representa al elemento de H; que posee como uno de sus nodos a Z.
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Diremos que las estrategias mixtas y de comportamiento son estratégicamente equi-
valentes si se cumple lo siguiente:
Para cada jugador 4, las distribuciones de probabilidad relativas a nodos finales del jue-
go en la forma extensiva son iguales, tanto si partimos de que el jugador elige jugar con
estrategias mixtas en el juego en forma estratégica o elige jugar con su estrategia de
comportamiento, generado por la estrategia mixta del juego estratégico. Ademaés, esto sin
importar que estrategia elijan los demés jugadores (mixtas o de comportamiento).
Este resultado lo dio a conocer Harold William Kuhn (1925-2014) en el ano 1953 con el

siguiente teorema.

Teorema 4.2.2 (Teorema de Khun). En un juego con memoria perfecta, las estrategias

mixtas y de comportamiento asociado son estratégicamente equivalentes.

Veamos ahora el siguiente ejemplo en la cual se puede apreciar que en un juego donde

no hay memoria perfecta no se cumple la equivalencia estratégica.

Ejemplo (Juego con pérdida de memoria). Consideremos el siguiente juego en la forma

extensiva:

Figura 12
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Aqui podemos apreciar que existe memoria perfecta, donde sus estrategias puras luego
de pasar al juego en su forma estratégica son dadas por:
S1={(A,C,C),(A,C,D),(A,D,C), (A, D,D),(B,C,C),(B,C,D),(B,D,C),(B,D,D)}
y S2 ={X,Y}.

Analizando para el jugador 1. Dado cualquier o9 € ¥; se tendria la estrategia de
comportamiento F, = {F11, E12, F13} asociada a los tres elementos de su conjunto de
informacién.

Ahora consideremos el mismo juego pero donde no hay memoria perfecta:

Figura 13

Aqui podemos apreciar que el jugador 1 olvida que accién realizé en su primer juego.

En este caso, los conjuntos de estrategias puras en el juego estratégico son:

S1= {(4,C), (A, D), (B.C),(B.D)} y Sz = {X, Y},

Consideremos ahora la estrategia mixta o7 = (%, 0,0, %), entonces la estrategia de
comportamiento asociado es E1 = {(3,3),(3,3)}-

La estrategia F7 no es estrategicamente equivalente a o1, ya que si el jugador 2 juega la
estrategia X, entonces la estrategia oy induce probabilidades (%, %) en los nodos finales
para los juegos A — X — C' y B — X — D respectivamente, pero la estrategia F; induce

una probabilidad de i en cada uno de estos juegos finales. |
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4.3. Juegos con informacién incompleta

Cuando hablamos de informacién incompleta nos referimos al hecho de no conocer
especificamente algunos datos del juego, es decir, no es de conocimiento comun.
Por ejemplo, al querer realizar un negocio, los jugadores no saben con seguridad la valo-
racion inicial que le ddn cada uno de los demés participantes del negocio. Entonces puede
ocurrir que el negocio fracase o que este resulte de la mejor manera. Cada pago final de
cada jugador depende de la valoracion inicial que este le dé al negocio, es decir, los pagos
finales dependen de como aprecia cada jugador el futuro negocio (sus caracteristicas
iniciales). Aqui estamos en el caso donde cada jugador desconoce los pagos respectivos
de cada uno de los otros jugadores, asi cada jugador conoce solamente su propio pago.
También vemos informacién incompleta cuando se desconoce que accién tomara cada par-
ticipante y por consiguiente sus pagos. Por ejemplo, en el juego del posible robo, cuando
se encuentra un delicuente en la calle, observando a otro sujeto y decidiendo si robarle
o no. Entonces el delincuente tiene dos opciones, dejarlo ir o asaltarlo, mientras que la
posible victima tiene también dos opciones, defenderse o no reaccionar si el delicuente de-
cide asaltarlo. Cada accion de los participantes dependen de las caracteristicas que estos
poseen al inicio del juego, asi el delincuente puede ser una persona audaz y violenta sin
miedo a nada o puede ser una persona con miedo ya que puede ser la primera vez que va
a robar, mientras que la posible victima puede ser alguien preparado y sabe defenderse o
puede ser una persona que aprecia mucho su vida y en estos casos nunca reacciona.
Resumiendo, los juegos con informacién incompleta, en su mayoria, son los juegos en los
cuales cada jugador desconoce los pagos de los otros jugadores, los otros tipos de juegos
de informacién incompleta se pueden aproximar a estos.
Estos pagos, como lo hemos visto en parrafos anteriores, dependen de las caracteristicas
iniciales que poseen los jugadores. Al conjunto de caracteristicas de cada jugador se le de-
nominard tipo. Asi, cada tipo de cada jugador representa al conjunto de sus caracteristicas
iniciales en el juego. Ademads, cada elemento del tipo de cada jugador serd llamado perfil.
Un enfoque muy usado en el mundo de la teoria de juegos con informacién incompleta es
el propuesto por John Charles Harsanyi, el cual consiste en asumir que la naturaleza es
quien elige de manera aleatoria e independiente los tipos de cada jugador, y esta eleccion

es filtrada a cada uno de los jugadores de manera privada.
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A que nos referimos con la nocién de tipos?

Ahora veamos a que nos referimos cuando hablamos de caracteristicas iniciales de
los jugadores, a los cuales le hemos dado el nombre de tipos. La nocién de tipo, de cada
jugador, representa!'® al conjunto de cada informacién privada que posee el jugador. Es
decir, las informaciones del jugador que no son de conocimiento comun en el juego.

Asi, relacionamos a los tipos, los pagos de cada jugador, las creencias sobre los pagos
de los otros jugadores, las creencias de las creencias de los pagos de los otros jugadores,
asi sucesivamente. Por ejemplo, al realizar un negocio, los tipos de los jugadores estdn
dados por la valoracion inicial que estos dan al negocio. En el ejemplo del posible robo,
los tipos estan dados por las caracteristicas psicoldgicas y fisicas de los participantes.
Ademas podemos apreciar que en el ejemplo del negocio posible asumimos que el pago
final de cada jugador depende exclusivamente de su propio tipo, pero también puede
ocurrir que los pagos finales de los jugadores dependan también de los tipos de los otros
jugadores. Asi, en el ejemplo del posible robo, se puede decir que si el delincuente decide
actuar y si la posible victima decide defenderse, entonces el pago va a ser proporcional a
la diferencia de sus perfiles. Esto es, para el delicuente su pago serd k(t; — t2) y el pago
de la victima serd k(ty — t1), donde k es una constante que esta entre (0,1), t; es el perfil
del delincuente y to es el perfil de la victima.

Cuando estamos en un juego en la forma extensiva y observamos que existen conjuntos
de informacién, entonces hablamos de informacién imperfecta.

Veamos con mas detalle el juego del posible robo.

Ejemplo (Posible robo). Se tiene un delicuente en la calle, observando a otro
sujeto y decidiendo si robarle o no. Entonces el conjunto de estrategias para
el delincuente es S; = {Robar,No robar}, miestras que para la posible victima
Sy = {Reaccionar, No Reaccionar}.

La naturaleza da la siguiente distribucién en la eleccion de los tipos: t; = 3 si el
delincuente es inexperto, t; = 7 si el delincuente es experto, to = 2 si la posible victima
decide no defenderse y por tltimo 5 = 8 si la posible victima se defiende'®.

Los pagos de los participantes son dados de la siguiente manera:

Si el delincuente decide actuar y si la victima decide defenferse, entonces el pago del
delicuente serd k(t1 —t2) y el pago de la victima serd k(ty —t1), donde k es una constante
que pertenece al intervalo (0, 1). Por otro lado, si el delincuente decide robar y la victima

decide no defenderse, entonces el pago es 1 para el delincuente y —1 para la victima.

!8Representar en el sentido de relacionar (dependencia) toda la informacién privada de cada jugador con

este conjunto.
19Como podemos apreciar, estamos resumiendo las distintas personalidades que pueden ocurrir en solo

dos casos, tanto para el delincuente como para la posible victima. Asi estamos asegurando que los jugadores
solo se van a comportar como uno de los casos opuestos, es decir, el delincuente es inexperto o experto y

la posible victima se defiende o no.

73



Por tltimo, si el delincuente decide no robar, entonces el pago de cada uno es cero.

Este juego puede verse como un arbol en el juego extensivo como:

(17_1) (_5k75k) (kv_k) (17_1)
No reaccionar Reacionar Reacionar No reaccionar
w oY
No robar Robar Robar No robar

t1=3,t5=8 t =3ty =2

G t =Tty =8 t =Tty =2 °

No robar Robar Robar No robar
w5 O
No reaccionar Reacionar Reacionar No reaccionar
(17_1) (_k7k) (5k7 _5k) (17_1)

4.3.1. Juegos Bayesianos y el equilibrio de Bayes

Tradicionalmente los juegos con informacién incompleta (también conocidos como jue-
gos con asimetria) son modelados como un juego bayesiano. La probabilidad bayesiana
es el nombre que se da a las interpretaciones relacionadas con las probabilidades que se
miden como una confianza epistémica.

En un juego con jugadores finitos, ningin jugador sabe con claridad que estrategias van a
utilizar los oponentes. Se d4 la creencia de que un jugador elegird sus acciones dependiendo
de lo que sabe de sus oponentes.

No va a ser posible saber con claridad que van a realizar los jugadores, pero al menos los
jugadores deben saber, de conocimiento comiin, que todos son bayesianos racionales.

Un jugador bayesiano asigna una cierta probabilidad subjetiva a cada estrategia pura que
posee. Entonces cada jugador escoge una estrategia que maximiza su pago esperado con

respecto a estas probabilidades subjetivas.
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Los jugadores bayesianos revisan sus probabilidades subjetivas a medida que obtienen
nuevas informaciones, luego deciden sus acciones para maximizar sus pagos esperados,
ahora de acuerdo a las creencias actuales.

El juego bayesiano propuesto por Harsanyi en el ano 1967, aparte de incluir a la naturaleza
como jugador, permite pasar un juego de informacién incompleta a un juego de informaciéon
imperfecta. Esto es, la historia del juego no estéd disponible para todos los jugadores.
Cada jugador tiene creencias iniciales sobre los tipos de los demaéas jugadores, y estas
creencias se van actualizando en funcién a como estos juegan. La falta de informacion de
conocer los tipos de los jugadores y mediante el modelado de las creencias de los jugadores,
nos permite analizar juegos con infomacién imperfecta.

Un juego bayesiano posee las siguientes componentes:

El conjunto de jugadores, el cual serd representado por N. Siendo la cantidad de

jugadores finito, entonces N = {0,1,...,n}, incluyendo a la naturaleza.

La familia de los conjuntos de estrategias puras de los jugadores {S;}ien.

La familia de los tipos de los jugadores {O;};cn, donde cada ©; representa al tipo

del jugador i.

La familia de funciones de probabilidad {m;};cn, donde m; : ©; — A(O_;), para
cada i € N\ {0}, y A(O_;) representa al conjunto de funciones de probabilidad
sobre ©_;.

Para cada t; € ©;, la funcién de probabilidad 7;(;), sobre el espacio ©_;, seré re-
presentado por 7;(- | ¢;). Asi, para cada t_; € ©_;, m;(t_; | t;) denota la probabilidad
subjetiva que el jugador i asignaria al caso donde los perfiles de los otros jugadores

son t_;, si su perfil es ;.

- La familia de funciones de utilidad de los jugadores {u;};cn, donde cada funcién de
utilidad u; es de la forma u; : S x © — R, con S = 57 X So X ... X Sy,.
Esto quiere decir que cada funcién de pago depende del conjunto de estrategias puras

de los jugadores y de los tipos de los jugadores.

Un juego bayesiano seré representado por I'® = (N, {S;}ien, {O; bien, {7 iens {uibien) -

En estos modelos suponemos que los datos iniciales como el conjunto de estrategias de los
jugadores y las funciones de probabilidad son de conocimiento comtn. Las funciones de
pago de los jugadores de cierta manera también son de conocimiento comin, ya que se
conoce la forma de las funciones de pago pero se desconoce su valor, esto porque depende

de los posibles perfiles.

75



La informacion incompleta se da cuando la naturaleza es la que elije los tipos y los
perfiles de los jugadores, y cada perfil ¢; € O; es revelado exclusivamente a cada jugador
i. Ademas, tenemos que el conjunto de estrategias puras (accién posible) de cada jugador,
S;, vd a depender de su perfil. Para esto definimos las funciones g; : ©; — 5;, a los
cuales se les denominaran como: funcién de estrategias del jugador 7 en el juego

bayesiano?’.

Equilibrio de Bayes

Thomas Bayes (1702-1761) fue un matematico que nacié en Londres. Estudio el proble-
ma de la determinacién de la probabilidad de las causas a través de los efectos observados.
Es maés conocido por su famoso teorema de bayes en probabilidades, el cual se refiere a la
probabilidad de un suceso condicionada a otro suceso.

Gracias a los aportes de Bayes en el drea de las probabilidades, se ha desarrollado grandes
aportes a muchas otras areas, como por ejemplo en la teoria de juegos con informaciéon

incompleta, con el famoso equilibrio de Bayes.

Definicién 4.3.1. Dado el juego bayesiano I'® = (N, {S;}ien, {0 Vien, {7 Yien, {uitien) -
Un equilibrio de bayes es una familia de funciones {p;};cn, donde cada g; € Si@ ‘ esto es,
0i 1 ©; — S;, y que cumplen que:
Vi € N,Vt; € 0;,

0i(t;) € arg max Ejlu; (s, 0-i(t—:),t) | L.

sTES;

Para cada jugador i, la funcién p; serd llamada: Funcion de estrategias del

jugador ¢ en el juego bayesiano.

En el caso finito, las funciones de estrategias {g; }ien definen un equilibrio bayesiano
si:

Vi € N,Vt; € ©;,Vs; € S; se satisface que

> omilt— | ti)ui(oi(ti), 0—i(t—i) tist—i) > > milt—s | ti)ui(si, 0—i(t—), ti, t—).
t-i€0 4 t_i€0_;

Un juego bayesiano, escrito de manera estratégica, como la podemos apreciar en la formu-
lacién anterior, se puede representar de manera extensiva, como en el ejemplo del posible
robo. En este caso la naturaleza juega primero.

Bajo este anélisis, un equilibrio de Bayes es visto como un equilibrio de Nash de un juego
con informacién incompleta que incluye a la naturaleza como jugador, por esta razén se
le conoce comunmente al equilibrio de Bayes como equilibrio bayesiano de Nash.

La existencia del equilibrio de Bayes es consecuencia de la existencia del equilibrio de
Nash.

2ONotar que con esta definicién, al elegir o(t) = e; = (0,...,0,1,0,...,0), estamos eligiendo la estrategia

pura s; € S;.
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Ejemplo (Competicién de Cournot con informacién incompleta). Ahora veremos la com-
peticién de Cournot de dos firmas con informacién incompleta.

La funcién de utilidad, para la firma i, esta dada por u;(q1,¢2) = ¢;(ti — ¢; — ¢;), donde ¢;
representa al perfil de la firma ¢, el cual estd relacionado a su costo unitario, y g; representa
a su estrategia, esto es, s; = ¢;.

Es de conocimiento comtn que para la firma 1,¢; = 1. Esto se interpreta como: La firma 2
tiene informacién completa acerca de la firma 1. Por otro lado, la firma 2 tiene informacién
privada acerca de su costo unitario.

La firma 1 cree que ty = %, con probabilidad %, y cree que to = %, con probabilidad %
Esta creencia es de conocimiento comin.

El termino ¢q; es la notaciéon del nivel de produccién de la firma 1. Denotaremos por ¢5 a
la produccién de la firma 2 cuando ty = %, y denotaremos por ¢;* a la produccién de la
firma 2 cuando tg9 = %

Asf, 01(1) = q1, 02(}) = ¢5 y por tltimo 0($) = ¢5*.

La funcién de estrategia de equilibrio de la firma 2, dada por g2(62), debe cumplir que:

02(62) € a?”grrg]gX{qQ(Qz -1 — @)}

Luego, analizando por la condicién de primer orden, obtenemos que g2(62) = 92%‘11.
Por otro lado, la firma 1 no sabe cual es el perfil de la firma 2. Asi el pago del jugador
1 es el valor esperado sobre los perfiles de la firma 2. Luego, la funcién de estrategia de

equilibrio, el cual es directamente ¢, satisface que:

z 1 * 1 )k
01(1)=q1 € argrr}]?X{§q1(1 —q—¢)+t-a(l—q —g¢"}

2

Entonces, por la condiciéon de primer orden, se tiene que: q; = 2_%%‘12.
Desarrollando, obtenemos que:

E_ ok Rk
gg(%) =q5 = 4Tq1, entonces 2¢; = % - Q%fq?. Por lo tanto, 7¢5 = 3 + ¢5*.
De la misma manera,

;7 - ok Rk
gg(%) =gr=1 qu, entonces 2¢3* = i — Z%fq?. Por lo tanto, 7¢5* = 1+ g5.

11 ‘ 1
De estos dos resultados obtenemos que ¢3 = 57,65 = % y ademés g1 = 3.
Asi obtenemos el equilibrio de Bayes, 01, 02, definido anteriormente como
5 11 3 5 1

92(Z>:ﬂa92(1):ﬂym(l):§' L
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4.3.2. Diseno de mecanismos
Introduccion

El diseno de mecanismos es un campo de la teoria econémica, dedicada a analizar
si es posible disenar un conjunto de reglas que tenga como fin llegar a un objetivo deseado
por el disenador, a este conjunto de reglas se le conoce como mecanismo.

Un mecanismo consiste de dos partes: En primer lugar esté la especificacion de estrategias
para cada jugador, normalmente se les conoce como el conjunto de los mensajes de
los jugadores. Mediante estos mensajes, los jugadores pueden transmitir su informaciéon
privada pertenecientes al conjunto de sus tipos. En segundo lugar, consiste de una regla
que determina qué resultados producen las posibles combinaciones de las estrategias de
los jugadores.

Los disefios de mecanismos, segiin los historiadores, nace con los socialistas utépicos. Pero
el desarrollo més importante se d& con el matemético estadounidense de origen polaco
Leonid Hurwicz (1917-2008), quien desarrollé teorias importantes e introdujo la nocién de
compatibilidad de incentivos.

La Teoria de la Compatibilidad de Incentivos cambié el modo en que los economistas
pensaban acerca de los resultados, explicando cémo los incentivos individuales pueden
constituir una gran diferencia a la hora de tomar decisiones.

En economia tedrica, muchas veces lo que se busca es explicar o anticipar los resultados
sociales o econémicos que las instituciones econémicas?! generan.

En teoria de disefios de mecanismos sucede lo contrario, esto es, identificamos primero
nuestro objetivo deseado, luego nos preguntamos si un mecanismos (institucion econémica)
apropiado puede ser disefiado para alcanzar este objetivo, si esto es posible, estudiamos la
forma que este mecanismo debe tener.

Segtin Milgrom (2002) y Fundenberg y Tirole (1990), un mecanismo esencialmente es un
conjunto de reglas para guiar las interacciones entre las partes.

Un mecanismo por si solo no es un juego, pero al dotar a cada uno de los jugadores
de una funcién de utilidad de Von Neumann, los jugadores poseen preferencias sobre el
conjunto de resultados. Asi, cuando combinamos el mecanismo con estas preferencias, lo
que obtenemos si es un juego.

Si es posible disenar un mecanismo, el estudio se centra en analizar la forma que este
mecanismo debe tener para lograr el objetivo deseado. Para esto se escoge el concepto de
solucién de un juego, el cual debe ser adoptado por los jugadores.

Tenemos tres conceptos de solucién de referencia, los cuales son: el equilibrio en estrategias

dominantes, el equilibrio de Nash y el equilibrio de Bayes?2.

21En economia se conoce como instituciones econémicas a las normas, usos y costumbres que rigen las

relaciones sociales y econémicas entre los miembros de un grupo.
22También se le suele llamar equilibrio bayesiano o equilibrio Bayes-Nash.
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Una vez escogido el concepto de solucién, diremos que el resultado deseado es
implementable mediante el mecanismo disenado si este resultado es producido por
estrategias que conforman un equilibrio de la forma del concepto escogido.

El disefio de mecanismos es visto de manera inversa al andlisis de la teoria de juegos. Ya
que cuando se analiza un juego, se parte de las estrategias que disponen los jugadores y
se investiga qué resultados se pueden obtener para el juego. Obteniendo, si es posible, las
estrategias de equilibrio, los cuales pueden ser, equilibrios de estrategias dominantes, de
Nash o de Bayes.

En este juego, el principal trataria de condicionar su comportamiento segin informacién
que conoce de los demas jugadores. Sin embargo, esta informacién brindada por los
jugadores no necesariamente es la verdad o es completa. Por ejemplo, alguien que desea
comprar una casa no puede obtener la informaciéon simplemente preguntando al vendedor,
yva que a este, en algunos casos, le interesa distorsionar la verdad para garantizar la venta.
Ante esto, la teoria del diseno de mecanismos ofrece la ventaja de disenar un juego
(mecanismo 6ptimo) cuyas reglas favorezcan a que los demds participantes actien del
modo que el principal logre el beneficie que deseaba obtener. Asi, cuando las reglas
del mecanismo y el objetivo del principal se especificaron, el principal aplica algin cri-

terio de solucién para predecir el resultado y luego evaluar los resultados segin el propoésito.

Modelando los diseios de mecanismos

Formalmente, los modelos de los disenos de mecanismos se dividen en dos partes, un
ambiente y un mecanismo. En el caso mas simple, un ambiente es un trio (N, (2, ©), donde
N ={1,2,...,n} representa a los jugadores del mecanismo, los cuales se clasifican en dos
tipos, el principal y los participantes, y cuando es conveniente incluir al disenador,
se escribe Ng = {0,1,2,...,n}. © = ©! x ©% x ... x O" es el conjunto de los tipos de
los jugadores en el juego. Asi, para t = (t1,t9,...,t,) € O, tenemos que cada t; indica la
informacién del jugador i; creencias, preferencias, etc. Por tltimo, €2 es el conjunto de los
resultados posibles del juego, donde los jugadores tienen sus preferencias.

Estos perfiles y los posibles resultados generan la funcién de utilidad individual®?

u; : 2 x ® — R, donde u;(&,t) denota la rentabilidad o utilidad que el jugador i € N
obtiene cuando el resultado es £ y los perfiles de los jugadores estan dados por t.

Un caso particular se da cuando la utilidad de cada jugador es independiente de los tipos
de los otros jugadores, es decir, solo depende de su propio tipo y del posible resultado &.
Asi tendriamos que u; : 2 x ©; — R.

Un mecanismo es un par (S,w), donde S = Sy x ... x S, es el conjunto de estrategias
posibles. Asi, S; es el conjunto de estrategias posibles del jugador i € Ny. Por otro lado,

w: S — ) mapea estrategias posibles para resultados.

23También llamada funcién payoff.
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Con todo lo anterior, para cada t € 6 podemos definir el juego en forma estratégica
(N, {Si}ien,{Ui(-,t) }ien), donde U;(s, t) = u;(w(s),t).

FEn la mayoria de los modelos del disefio de mecanismos se asume que los jugadores tienen
incertidumbre acerca de lo que conocen los otros participantes. En el modelo bayesiano,
esta condicién se modela mediante las funciones de probabilidad m;(¢ | ¢;), para cada ju-
gador 1, el cual describe las creencias de los jugadores.

Entonces, si ahora consideramos el espacio de los perfiles y adicionamos una familia de
funciones de probabilidad {7;};cn, formamos un juego bayesiano.

El objetivo es identificar el mecanismo que maximize la performance?® de acuerdo con
el proposito requerido. Por ejemplo, el objetivo puede ser encontrar una subasta que ma-
ximize el precio de las ventas esperadas.

Como vimos anteriormente, si cada estrategia s; depende de t;, tendriamos que

&(t) = w(si1(t1), s2(t2), ..., sn(ty)) define una performance correspondiente al mecanismo

(S,w).

Ejemplo. En la sierra de Huancayo hay dos pueblos que requieren energia eléctrica. Estos
pueblos seran representados por las letras A y B.

Una compafiia energética es la encargada de brindar energia a estos dos pueblos. Esta
compania tiene las siguientes opciones de fuentes de energia: gas, petréleo, energia solar y
carboén.

Supongamos que hay dos posibles estados en esta sociedad. En el estado 1, los pueblos
prefieren el presente sobre el futuro, esto quiere decir que tienen tasas de descuento tem-
porales mas altas. En el estado 2, los pueblos le dan bastante importancia al futuro, lo
que significa que sus tasas de descuento son mas bajas.

En el pueblo A, en comunidad, el estado 1 preferirda el gas como primera opcién, en se-
gundo lugar el petréleo, en tercer lugar el carbén y por tltimo a la energia solar. Mientras
que en el estado 2, la lista de mayor a menor preferencia es dada por: energia solar, gas,

carbén y petroleo.

24 Formalmente, una performance es uma funcién que mapea los posibles ambientes en sus resultados.
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En el pueblo B, en el estado 1, la lista de mayor a menor preferencia es dada por:
energia solar, el petréleo, el carbon y el gas. Mientras que en el estado 2 la lista de mayor
a menor preferencia es dada por: el petréleo, el gas, el carbén y la energia solar.

Para resumir, los rankings de los consumidores en los dos estados se presentan en las

siguientes tablas.

Estado 1

Pueblo A Pueblo B

gas energia solar
petroleo petroleo
carbon carbon

energia solar gas

Estado 2

Pueblo A Pueblo B

energia solar petréleo

gas gas
carbon carbon
petréleo energia solar

El objetivo de la compania energética es seleccionar una fuente de energia con la que am-
bos pueblos estén felices. Si interpretamos “felices” como alcanzar la primera o la segunda
opcién de cada uno de los pueblos, entonces el petréleo es la eleccién 6ptima en el estado
1, mientras que el gas es la eleccién 6ptima en el estado 2.

Mateméaticamente tendremos los dos posibles tipos § = {estadol, estado2}, los cuales seran
representados por E1 al estado 1 y por E2 al estado 2. La funcién de eleccion social

f 60 — S, el cual representa a una performance, estd dada por f(El)=petrdleo y
f(E2)=gas.

Supongamos ahora que la compaiiia no conoce el estado preferente de los pueblos, solo los
pueblos conocen su estado preferente, entonces la empresa desconoce si el petréleo o el gas

es el 6ptimo.
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Probablemente el mecanismo més sencillo es aquel donde la compaiiia pidiera a cada
pueblo que anuncie su estado preferente. Asi, si ambos pueblos anuncian que prefieren el
E1, entonces se elegiria al petréleo como fuente energética, si ambos anuncian el E2, en-
tonces se elegiria al gas como fuente energética, y si cada uno prefiere un estado diferente,
entonces mediante una moneda se decidira la fuente energética, entre petréleo y gas.
Notar que en este mecanismo, el pueblo A tiene un incentivo para decidirce por el E2, ya
que prefiere el gas antes que el petrdleo, esto en cualquiera de los estados. Probabilista-
mente podemos decir que si elige el E2, entonces su probabilidad de obtener su resultado
preferido aumenta de 0 a 0,5 si el pueblo B elige el E1 y de 0,5 a 1 si el pueblo B elige el
E2. Por lo tanto, se espera que el pueblo A elija el E2.

Analizando de manera similar, llegamos a que el pueblo B elegiria el E1, ya que prefiere
el petroleo antes que el gas en ambos estados.

Con todo esto, llegamos a que el resultado es una probabilidad de 0.5 para el petrdleo y
de 0.5 para el gas.

Supongamos ahora que la compaiifa pide a los pueblos participar del mecanismo dado por

la siguiente tabla:

Pueblo B
B1 B2

Al petrodleo carbén

Pueblo A

A2 energia solar gas

Entonces tenemos que para el pueblo A sus estrategias disponibles son “A1” y “A2”,
mientras que para el pueblo B sus estrategias son “B1” y “B2”, y los resultados son dados
por la tabla anterior.

Pordemos observar que en el estado 1, el pueblo B lograria un mayor beneficio eligiendo
la opcion “B1”, sin importar lo que haga el pueblo A. Esto porque si el pueblo A escoge
la opcién “Al”, entonces se obtendria como resultado al petrdleo, el cual el pueblo B
preferiria, mientras que si escoge la opcién “A2”, entonces se obtendria como resultado a
la energia solar, el cual es el resultado preferido por el pueblo B. Es decir, la opcién “B1”
es la “estrategia dominante” para el pueblo B en el estado 1.

Con este andlisis, dado que el pueblo B elegira la opcién “B1”, entonces el pueblo A tendria
que elegir la opcién “Al1”, esto porque prefiere el petréleo antes que la energia solar.
Entonces, en el estado 1, la prediccion es que el pueblo A elija la opcién “Al1” y el pueblo
B elija la opcién “B1”, asi (A1,B1) es el tnico equilibrio de Nash.

Por lo tanto, en el estado 1 el resultado éptmo es el petréleo.
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Analizando de igual manera para el estado 2, observamos que la opcién “A2” es la
estrategia dominante para el pueblo A. Esto porque si el pueblo B decide optar por la
opcién “B1”; entonces se obtendria como resultado a la energia nuclear, el cual es preferido
por el pueblo A. Caso contrario, si el pueblo B opta por la opcién “B2”, entonces se tendria
como resultado al gas, el cual también es 6ptimo para el pueblo A.

Ahora, como el pueblo A elegird la opciéon “A2”, entonces el pueblo B elegiria la opcién
“B2” ya que prefiere el gas antes que la energia solar.

Por lo tanto tendriamos que en el estado 2, el unico equilibrio de Nash es (A2,B2). Con
lo cual se obtendria como resultado 6ptimo al gas.

Entonces hemos visto que en cualquier estado, el mecanismo implementado en la tabla
anterior alcanza el resultado éptimo. Esto incluso cuando el disenador del mecanismo, el
cual es la compania, no conoce el estado real, o también cuando los pueblos A y B estan
interesados sélo en sus propias preferencias.

Resumiendo, este mecanismo funciona porque los equilibrios de Nash coinciden con los
resultados 6ptimos en cada estado. Entonces podemos decir que el mecanismo implementa

la regla de eleccién social de la compaiiia en equilibrio de Nash. |
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CAPITULO b

TEOREMA DE LA ENVOLVENTE DE MILGROM Y SEGAL

5.1. Introduccién

El teorema de la envolvente mayormente es presentado en una forma diferencial y casi
siempre depende de algunas suposiciones sobre la convexidad o estructura topologica del
dominio o las restricciones[9]. Sin embargo no es correcto considerar tales suposiciones en
la teoria de los disenos de mecanismos, ya que el conjunto de mensajes X, en el problema
de la eleccién, no necesariamente tiene una estructura necesaria. También puede ocurrir
que la funcién de utilidad no sea diferenciable en algunos puntos de su dominio.

En la teoria del contrato se considera mecanismos de incentivos con espacios de mensa-
jes arbitrarios y funciones de utilidad arbitrarios. Ademaés que la funcién de utilidad de
cada agente no necesita ser diferenciable respecto a su tipo. Sin embargo esta puede ser
representada como una integral de la derivada parcial de la funcién de pago del agente
con respecto a su tipo.

El objetivo es eliminar las asimetrias de la informacion, para asi generar un buen contrato
y confiabilidad en este. Dentro del estudio econdémico, ha tomado importancia aquellos
andlisis relacionados con obtener algtin tipo de informacién privada.

Dentro de la relaciéon que puede existir entre dos individuos, existen diversas maneras de
acceder a la informacién privada, una de estas maneras es a través de un sistema de in-
centivos.

La teorfa de incentivos se ocupa del problema que afronta un planeador (o principal, el
que realiza el contrato) cuando sus objetivos no coinciden con los de los miembros de la
sociedad (o agentes). La funcién objetivo del planeador debe depender de la informacién

de los agentes o de su comportamiento.

84



En este capitulo mostraremos parte del trabajo desarrollado por Paul Robert Mil-
grom y Ilya R. Segal en el ano 2002, titulado “Envelope theorems for arbitrary
choice sets”. Aqui se estudia problemas de optimizaciéon con conjuntos de seleccion
arbitraria y se muestra que la féormula de la envolvente tradicional se mantiene en
cualquier punto de diferenciacién de la funcién valor.

Ademaés se ofrecen condiciones para que la funcién valor sea absolutamente continua,
diferenciable a la izquierda y a la derecha, o totalmente diferenciable.

Estos resultados se pueden aplicar a la programaciéon convexa, a los problemas de
optimizacién continua, a los problemas con restricciones parametrizadas, para examinar
los problemas de produccién no convexas, desarrollar la teoria de la “mondtona” o estética
comparativa “robustas” y a los disefios de mecanismos, el cual serd visto en la tltima
seccién de este capitulo.

En los ultimos anos, se han desarrollado numerosas generalizaciones respecto al trabajo
de Milgrom y Segal, estas extensiones han sido frecuentemente utilizado para estudiar las
restricciones de incentivos en la teoria del contrato y la teoria de juegos.

Primero veremos la formulaciéon general de los problemas de optimizacién paramétrica
desarrollados por Milgrom y Segal. Luego veremos el teorema de la envolvente en
la forma integral. Posteriormente, afadiendo una propiedad importante como es la
“equidifereciabilidad”, mostraremos resultados muy importantes en algunas aplicaciones
que veremos seguidamente. Asi, se mostrardn dos aplicaciones importantes que seran de
gran ayuda para la tltima seccién del capitulo, donde se muestra las aplicaciones a la

teoria de los disennos de mecanismos.

Milgrom y Segal derivaron una férmula al analizar los problemas de optimizacion
dados por:

sup u(z,t)
zeX

s.a. t=1g€ [0, 1].

Logrando parametrizar el problema por t € [0, 1], estudiaron la funcién valor dada por:
V :]0,1] — R con

Vt) = 5161)[; u(z, t), (5.1)

A la funcién valor a veces se le llama funcién envolvente por causa de su representacién

grafica.
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Por ejemplo, considerando X = {x1,x2,23}, considerando las funciones
u(z,-) : [0,1] — R, para cada x € X. La funcién V es la funcién que envuelve su-

periormente esas funciones.

u(x,t)

u(x,t)

u(xa, t)

u(x3at)

Grafica 10.- Vista grafica de la funcién valor.

La correspondencia de eleccién 6ptima X*(t) = {z € X/u(z,t) = V(t)}! es el
conjunto de soluciones 6ptimas. Para algunos valores del parametro este conjunto puede
ser vacio.

Representaremos por z*(t) € X*(¢), para todo t tal que X*(t) # @, a los elementos del
conjunto X*(t) que satisfacen que u(x*(t),t) = V(t). También se les suele llamar eleccién
de X™.

El objetivo del mecanismo planeado por el principal es determinar un resultado
y = {x*(t),t}, donde este consiste de “una decision” z*(t) € X y un vector t que
representa al perfil de los jugadores, que optimize el objetivo general.

Los teoremas de la envolvente establecen una relacién entre la funcién valor y cualquier

eleccion z* de X*.

!También se suele escribir X*(t) = arg mé}){(u(m, t).
ES
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5.2. Teorema de la envolvente

El primer resultado realizado por Milgrom y Segal relaciona la derivada de la funcién
valor y la derivada parcial de la funcién objetivo con respecto al parametro t, la cual

serd representada como usg(x,t).

Observacion 5.2.1. En esta subsecciéon vamos a suponer que X*(¢) es no vacio en va-
rios puntos t, segin sea necesario. En la subseccion 5.4 veremos como esta condicion es

asegurada por una estructura adicional disponible en diversas aplicaciones econdmicas.

Teorema 5.2.1. Sea t € [0,1] tal que existe un éptimo z*(t) € X*(¢), supongamos
que ug(x*(t),t) existe. Si t > 0 y V es diferenciable por la izquierda en ¢, entonces
up(x*(t),t) > V'(t7). Sit < 1y V es diferenciable por la derecha en t, entonces
up(x*(t),t) < V' (t7)2. Sit € (0,1) y V es diferenciable en t, entonces V' (t) = ug(z*(t),t).

Demostracion

De (5.1), obtenemos que para todo ¢ € [0,1],

I

w(z*(8),¢) — u(a(t),t) < V() = V(b). (5.2)

Sit > 0, tomando ¢ € (0,t), dividiendo ¢ — ¢ < 0 a los dos lados de (5.2), obtenemos que

’

w(@* (1), ¢) —u(@*(0).t) _ V() = V()
t—t - t—t

Tomando limite cuando t — t, obtenemos que uy(z*(t),t) > V' (t7), si esta derivada
existe.

Sit <1, tomando t € (t,1), dividiendo ¢ — ¢ > 0 a los dos lados de (5.2), obtenemos que

u(@*(t),t) — u(a*(t),1) < V(t) - V(t)
t—t - v —t

Tomando limite cuando t — t, obtenemos que uy(z*(t),t) < V' (t1), si esta derivada
existe.

Por ultimo, cuando V' es diferenciable en t € (0,1), se tiene que

V)=V () =V () = ua(a*(t),0). W
2Notemos que estas representaciones significan: V,(ﬁ) = lim w
t’ it -
V,(tf) — lm w
t'—t— -t
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El teorema de la envolvente en la forma integral presentado aqui fue realizado por
Milgrom y Segal [10], y ofrece condiciones suficientes para que la funcién valor sea abso-
lutamente continua. Asi, la funcién valor es diferenciable en casi todo punto y puede ser
representada como la integral de su derivada. Este resultado especificamente es de gran
importancia en la teorfa de los disenos de mecanismos, cuando se trabaja en el desarrollo

de mecanismos 6ptimos [11].

Teorema 5.2.2 (Teorema de la envolvente en la forma integral). Supongamos que
u(z,-) : [0,1] — R es absolutamente continua para todo z € X. Supongamos también
que existe una funcién integrable (Riemann) b : [0,1] — R4, tal que | ua(x,t) |< b(t)
para todo x € X y casi todo ¢ € [0,1]. Entonces V es absolutamente continua.

Si ademés suponemos que u(z,-) : [0,1] — R es diferenciable en (0, 1) para todo z € X y
que X*(t) # @ en casi todo punto de [0, 1], entonces para cualquier eleccién z*(t) € X*(t)

se cumple que

V(t) = V(0) + /O a2 (5), 5)ds. (5.3)

Demostracion

Como u(z,t) es absolutamente continua, entonces us(zx,t) existe en casi todo punto y
t
u(z,t) = u(z,0) +/ ug(z, s)ds,
0

esto por el teorema de Lebesgue (ver: teorema 2.6.1, de la pagina 19).

De la definicién de la funcién valor (5.1), considerando ¢ ,t" € [0,1] tal que t' < ¢, tenemos

que
]vu”) —V)| < sup [u(z £y — u(:c.t/)’ . (5.4)
Ademis, .
u(z,t) = u(z,0) + /Ot uz(x, s)ds
y

u(z,t) = u(z,0) + /Ot ug(x, s)ds.

Por lo tanto,

11

t
// ug(x, s)ds| .
t

‘u(x,t”) —u(zt)| =

Reemplazando esto en (5.4), obtenemos que

1"

t
/, ug(x, s)ds
t

1

t
< sup/ lua(z, s)| ds
zeX

< sup
zeX

‘ "

Vi) = V()

"

t
S/ Sup|u2xs|ds</b
t zeX !
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Asi concluimos que

17 ! t” I 1" ! 1
‘V(t )—V(t)‘ < [ bt vt ¢ €[0,1] cont <t (5.5)

/

Sea € > 0 y sean los intervalos arbitrarios disjuntos {(t;,t; )}7_,, parai=1,...,n.

Ya que b es integrable (Riemann), entonces existe un § > 0 tal que si

n

entonces .
n ti
Z/b@ﬁ<a (5.6)
=1 t;

De (5.5), tenemos que

t;/ li 14
Vi) - g/t, bO)dt,  Mi=1,2,....n (£, <t)),

entonces

fj\x/(t;’)— ) gfj/ji b(t)dt
=1 i=1""

Por lo tanto, de (5.6)

)| <e.

>o|vr)
i=1
Asi, V es absolutamente continua, V' existe en casi todo punto y
t /
V() = V(0) + / V' (s)ds. (5.7)
0

Ahora, si u(zx,-) es diferenciable en (0,1) para todo x € X y X*(t) # @ en casi todo
punto de [0, 1], entonces por el teorema 5.2.1 se cumple que V'(t) = ug(x*(t),t) para todo

t € (0,1) tal que x*(t) existe y podemos reescribir el resultado (5.7) de la siguiente forma:
t
V(t) =V(0) —l—/ uz(x*(s), s)ds. [ |
0
Como aplicacién a la teoria de los disefios de mecanismos, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 5.2.1. Supongamos que la funcién de utilidad de cada jugador i, dada por

u’: Q x © — R, es diferenciable en ¢ € (0, 1), absolutamente continua en [a, b] para todo

¢ € Q y ademés que sup |ub (€, )’ es integrable en [0, 1]. Entonces la utilidad de equilibrio
£eq

de cada participante, V'’ (la cual es la funcién valor dada en (5.3) para la funcién de
utilidad del jugador i), en cualquier mecanismo que implemente una regla de elecciéon £*,

debe satisfacer la siguiente condicién integral:

Vit) = Vi(0) + /0 (€% (5), 5)ds.
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Prueba: Es facil darse cuenta que para la funcién u* : @ x © — R, de cada jugador 1,
se cumplen todas las condiciones del teorema 5.2.2. Por lo tanto, para cada jugador ¢ se
cumple que

W@ZW@+£@@@@m. m

Los supuestos del teorema 5.2.2 no aseguran que la funcién valor V sea difereciable en
todo t € (0,1), como lo podemos apreciar en la grafica 10. Sin embargo, en la grafica se
aprecia que la funcién valor es derecha e izquierda diferenciable en todas partes.

Esta observacion se puede extender desde un conjunto finito hacia conjuntos de eleccion
arbitrarios, siempre que la familia de funciones {u(z,-)}.cx? satisfaga la siguiente propie-
dad.

Definicién 5.2.1. La familia de funciones {u(z,-)}scx es equidiferenciable en ¢ € (0, 1)

u(x,t/ 2 —u(z,t)
t

si para toda funcién u(z,-) que pertenece a la familia {u(z,-)}rex, 7

converge

uniformemente para cuando t—t.
Ahora veamos la definicion de equicontinuidad de una familia de funciones.

Definicién 5.2.2. La familia de funciones {u(zx,-)},cx es equicontinua en ¢ € [0, 1] si
para toda funcién u(z,-) que pertenece a la familia {u(z,-)},cx y para todo € > 0 existe
un 6(¢) > 0 tal que para todo s € (t — 0,¢+ d) se cumple que |u(z,s) —u(x,t)| < €.

Decimos que {u(zx,-)}zex es equicontinua si es equicontinua en todo ¢ € [0, 1].

Proposiciéon 5.2.1. Si la familia de funciones {u(z,-)}zex es equidiferenciable en

€ (0,1), entonces es equicontinua en t.

Prueba: Si la familia de funciones {u(z,-)}zex es equidiferenciable en ¢ € (0, 1) enton-
)

ces %:t“(“) converge a us(x,t), esto para toda funcién u(zx,-). Luego, % es
acotada, por lo que existen 1 > 0y M > 0 tal que si ’t — t‘ < 61, entonces
‘u(x,t/) - u(a:,t)‘ <M ’t, - t‘ :

Sea € > 0, tomando § = min{d1, 57}, si ‘t/ — t’ < 4, entonces ’t/ — t‘ < §1. Por lo tanto

‘u(ar,t/) —u(m,t)‘ < M‘ /

y COmo ’t/ — t‘ <d< ﬁ, entonces

ue,t) —ula,t)] < M|¢ —t] < M =

Con esto demostramos que u(z,-) es continua en ¢, y como esto es para toda funcién

u(z, ), entonces la familia de funciones {u(z,-)}zex es equicontinua en . [ |

3Considerando cada = € X fijo y arbitrario, obtenemos la funcién u(z,-) : [0,1] — R.
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Lema 5.2.1. Una condicién suficiente para la equidiferenciabilidad de {u(z,-)},ex en

(0,1) es proporcionado por la equicontinuidad de {ua(z,-)}zex en (0,1).

Prueba: Sea t € (0,1) fijo y arbitrario. Por el teorema del valor medio 2.2.2, podemos

escribir /
U(ZE, t ) - u(x? t)
t—t

para s que estd entre t y t, y la condicién de equicontinuidad de {ua(z, ) }zex en t implica

= ug(x, s)

.7 . /
que esta expresion converge uniformemente a us(x,t) cuando t se acerca a t.

Asi, {u(z,-)}zex es equidiferenciable en ¢. [ |

Teorema 5.2.3. Supongamos que la familia de funciones {u(z, -) }zex es equidiferenciable

en ty € (0,1), donde sup |us(x,tp)| < oo y que X*(t) # 0 para todo ¢ € [0,1]. Entonces
Te
V es derecha e izquierda diferenciable en tg, donde para cada eleccion z*(t) € X*(t), las

derivadas direccionales de V' estan dadas por:

V' (t$) = lim ug(2*(t), o) para to < 1, (5.8)
t—tg

V'(t5) = lim ug(2*(t), o) para to > 0. (5.9)
t—ty

Ademés, V es diferenciable en ty € (0,1) si y solo si la funcién ug(x*(+),%9)* es continua

en tg.

Prueba: La equidiferenciabilidad de {u(x,-)},ex en ¢y € (0, 1) implica la equicontinuidad
de {u(x,-)}zex en to, esto por la proposicién 5.2.1.
De la definicién de la funcién valor (5.1), tenemos que
[V (t) — V(to)| < sup |u(x,t) — u(z,to)].
zeX
Tomando limite para ¢ — tg, y como {u(z,-)}zex es equicontinua en tp, entonces

) B Py B
i [V (t) V(to)l_tlggig@(luwt) u(z, to)|

= 1i t) — to)| = 0.
sup lim lu(z,t) — u(z,to)| =0
Asi demostramos que V' es continua en tg.

Para to < 1, considerando tg <t <t < 1. De (5.1) y como X*(t) # ), tenemos que

! 1 I / " 1" " 1 /

(@ (t),t") —u(@*(t),t) _ V() V() _ula(t).¢) —u@*(t"),t)
t" =t - =t~ t"—t '

(5.10)

Tomando el limite superior para ¢ — ts en (5.10), usando la equicontinuidad de

{u(z,-)}zex y la continuidad de V en ¢y, obtenemos que

’ " !/ " 1" 1"

(@ (t),t") —u(@*(t),te) _ V(") = V(to) _ u(a*(t"),t") — u(z*(t"), to)
t’ — to B t" — to B t— to

lim sup
t' =t

(5.11)

“La funcién mencionada estd dada por uz(z*(-),to) : [0,1] — R.
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También por la equidiferenciabilidad de {u(x,-)}rex en tg, de (5.11) obtenemos que

1"

ot 1) (V) =V ey 1) 4 28 =10 (5.19)

1’ * t/ t 17 4
fmsup wua(x*(t),t0) + " —ty t —to B ¥t

t'—tf
Tomando el limite inferior para cuando t* — tJ en (5.12) (teniendo presente que

sup |ua(z,to)| < 00), obtenemos que
reX

limsup ug(x*(t), to) < V' (tF) < lim inf up(z*(t"), to).- (5.13)

t' =t t =t
De esto de obtiene que

limsup us(z*(t), to) < Hminf us(z*(t),to).
Vo Vot

Por lo tanto, el limite HH}’_UQ(I'*(t), tp) existe® y de (5.13) obtenemos que
t—t

V' (t$) = lim ug(2* (1), to).
t—td
Si tomamos ahora to > 0, considerando 0 < t' < t' < tg. De (5.1) y como X*(t) # 0,

tenemos que

/7 / " I 1 " 1 ’

u(@*(t),t") —u(@*(t),t) _ V() V() _ ul@(t’).¢) —u@*(t"),t)
t" =t - = = t"—t '

(5.14)

Tomando el limite inferior para t — t; en (5.14), usando la equicontinuidad de

{u(z, ) }zex y la continuidad de V en ¢y, obtenemos que

(@ (t"), ) —u(@*(t"),t) _ V(") = V(t) (a*(t),t") — u(z*(t'), to)

U
< liminf

t// — t() = t// — t(] tlﬁta t// — t() .
(5.15)
También por la equidiferenciabilidad de {u(x,-)}.cx en tg, de (5.15) obtenemos que
" t'—to) V() -V(t : t—t
us(a* ('), t0) + 2 =10 < V) ZV00) it (¢, 10) + 210 (5.16)
t — 1o t — 1o ' =ty t — 1o
Tomando el limite superior para cuando t" = t, en (5.16), obtenemos que
limsup ug(z*(t),to) < V' (tg) < lminf ug(z*(t), to). (5.17)

7 _
t =ty t' =t

De esto de obtiene que

limsup wa(z*(t),to) < Uminf ua(z*(t),to).
t—sty t=to

5Teniendo presente que para toda funcién f : R — R siempre se cumple que:

liminf f(z) <limsup f(z).

T—xQ z—xq
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Por lo tanto, el limite lim ua(x*(t),t0) existe y de (5.17) obtenemos que
t—ty

V' (t5) = lim ug(2*(t), to).
=ty
Podemos ver facilmente que V' es diferenciable en ¢y si y solo si la funcién ug(x*(t), t) es

continua en tg. |

El siguiente ejemplo muestra como una simple diferenciabilidad de wu(x,t) en la va-
riable ¢, para todo x € X, no es suficiente para garantizar las conclusiones del teorema
5.2.3.

Ejemplo. Sea X ={1,2,...} y

tsenlnt , sit>exp{5" — 27z},

u(z,t) = ] e
—t , sit <exp{5" — 27z}

De la definiciéon de la funcién valor dada en (5.1), obtenemos que V(¢) = tsenlnt. Ob-
servemos que u(z,t) es diferenciable en la variable ¢ para todo z, ademés |ua(z,t)| < 2
para todo (z,t). Sin embargo, la familia {u(z, -) }zex no es equidiferenciable en t = 0, esto

porque
t) — 0
up [:1) = . 0)

rzeX t—20

—ug(x,0)| =sinlnt + 1,

Iim sinln¢+1 - 0.
t—0t

También vemos que V no tiene derivada derecha e izquierda en 0, ya que ¢t > 0y

t V(t
lim sup m =1 # lim inf L =—1.
t—0+ t t—0t t
Por lo tanto, no se cumplen los resultados del teorema 5.2.3. |

5.3. Aplicaciones matematicas

5.3.1. Programaciéon convexa con parametrizacion convexa

Si la funcién objetivo es céncava, tanto en la variable x como en el parametro ¢, se

obtiene el siguiente corolario.

Corolario 5.3.1. Supongamos que X es un conjunto convexo y u : X x [0,1] — R es
una funcién céncava. También supongamos que dado t € (0, 1) existe algin z*(t) € X*(¢t)
de modo que uy(z*(t),t) exista. Entonces V es diferenciable y V' (t) = ua(z*(t),t).

93



Demostracion
Considerando ¢ ,t" € [0,1] y A € [0,1]. Por la convexidad de X y por la concavidad de u,

para cualquier 2,z € X se tiene que
uAe' + (1 =Nz M + (1 =Nt) > u@ , t) + (1= Nu(z",t).

Tomando el supremo sobre los ', 2" € X y como At + (1 — \)t") € [0, 1], entonces

VM + (1 =Nt > AV (E) + (1= V().
Asi demostramos que V' es concava. Esto implica que V es direccionalmente diferenciable
en cada t € (0,1), y por la proposicién 2.4.3 se cumple que Vl(t_) >V (th).
Por otro lado, por el teorema 5.2.1, se cumple que V' (£7) < ug(x*(t),t) < V' (t1),
por lo tanto V es diferenciable en ¢ con V' (t) = ug(z*(t), ). [

5.3.2. Funciones objetivo continuas en conjuntos de eleccién compactos

Considerando X un espacio compacto no vacio, ademds que u(x,t) es semicontinua
superior en X, entonces X*(t) es no vacio para todo t € [0,1]. Si ademds ug(z,t) es
continua, entonces todas las hipdtesis de los teoremas 5.2.2 y 5.2.3 se satisfacen.
También en este caso, nosotros podemos simplificar las expresiones para las derivadas
direccionales de V' y la caracterizaciéon de los puntos de diferenciabilidad de V.

Estos resultados lo mostramos en el siguiente corolario.

Corolario 5.3.2. Supongamos que X es un espacio compacto no vacio, u(z,t) es semi-

continua superior en X y us(x,t) es continua en ambas variables. Entonces,
i) V es absolutamente continua y la representacién integral (5.3) se cumple.

i) V'(tt) = méax uy(x,t) para cada t € [0,1) y V' (t7) = min up(x,t) para cada
TEX*(t) TEX*(t)
t € (0,1].

iii) V es diferenciable en un determinado t € (0,1) si y solo si {ua(z,t)/z € X*(¢)}

posee un tinico valor, y en este caso V' (t) = ug(z, t) para todo z € X*(t).

Prueba: De dato tenemos que u(z,t) es semi-continua superior en x, y como X es com-
pacto, entonces por el teorema 2.5.1 de la pagina 18, X*(t) # () para todo t € [0, 1].

La funcién continua |ug(z,t)| es acotada en X x [0, 1], entonces tenemos que es integrable
acotada. Ademaés u(z,t) es absolutamente continua en la variable ¢ para cada x € X, esto
ya que u(x,t) es continuamente diferenciable en la variable ¢.

Con todo esto, vemos que se cumplen todas las condiciones del teorema de la envolvente

en la forma integral (teorema 5.2.2). Asi demostramos el item i).
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Luego, la continuidad de uy(z,t) y la compacidad de X y [0, 1] implican que la fami-
lia de funciones {ug(z,-)}zex sea equicontinua. Entonces por el lema 5.2.1, la familia de
funciones {u(x,-)},cx es equidiferenciable en cada t € (0,1).

Como wug(x,t) es acotada en el compacto X x [0,1] y X*(t) # () para todo t € [0,1],
entonces se cumplen todas las condiciones necesarias del teorema 5.2.3. Por lo tanto las
derivadas direccionales de V estan dadas por (5.8) y (5.9).

Tomando ¢y € [0,1), por el teorema 2.7.1 de la pagina 24 (las condiciones se cumplen ya
que considerando X, P = [0,1],(p) = X y f = u, entonces el problema de optimizacién
parametrizado, (X, [0, 1], X, u), cample que X, [0, 1] son espacios métricos, la correspon-
dencia p(p) = X es valor compacta y continua y u(z,t) es continua en la variable ¢) y la
continuidad de ugy, obtenemos que para cada elecciéon z*(t) € X*(t) se cumple que

limsup wa(x*(t),t0) < max wua(x,tp). (5.18)
t—>t3’ z€X*(to)

Asi, de (5.8) y (5.18) obtenemos que

Vi) < mix uaz,t), (5.19)

y por el teorema 5.2.1 obtenemos que ug(x,to) < V' (tg), con lo cual

: to) < V' (t3). 5.20
Iemxégo)w(ﬂ% 0) <V (tg) (5.20)
Por lo tanto, de (5.19) y (5.20)
V/(ta') = max ua(x,tp).

x€X*(to)
Tomando ahora ¢y € (0, 1], igualmente por el teorema 2.7.1 y la continuidad de uz, tenemos

que para cada eleccién z*(t) € X*(t) se cumple que

min wug(x,ty) < Uminf us(z*(t),to). (5.21)
z€X*(to) t—ty

Asi, de (5.9) y (5.21) obtenemos que

{ to) < V' (t= 5.22
xer)??é@“Q(x’ 0) <V (L), (5.22)

y por el teorema 5.2.1 obtenemos que V' (t5) < ua(z,to), con lo cual

V' (#7) < mi 1o). 5.23
(o)_xer)r{ly(lto)w(w 0) (5.23)

Por lo tanto, de (5.22) y (5.23)
V/(ta) = min wug(x,tp).

TeEX* (to)

Asi demostramos el item ii).
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Ahora, si V es diferenciable en ty € (0,1), entonces V' (t7) = V'(t;). Es decir,

max ug(z,tp) = min wus(x,tp). Asi, el comjunto {ug(x,t)/z € X*(t)} posee un tnico
z€X*(to) r€X*(to)

valor, entonces V' (to) = ug(x,tg) para todo z € X*(to).

Por otro lado, si {ua(z,t)/x € X*(t)} posee un tnico valor, entonces

V'(t§) = ualz,tg) = V'(ty) para todo x € X*(ty). Por lo tanto, V' (t7) = V'(t5).
Asi demostramos que V es diferenciable en .

Con esto demostramos el item iii). |

El siguiente ejemplo muestra que sin la condicién de la compacidad de X, en el

corolario 5.3.2, no obtenemos las conclusiones del corolario respectivamente.

Ejemplo. Sea X = {0} U (3,1] y

(2.1) —(t—x)?, para x¢€ (%,1],
u(x,t) =
—t, para z = 0.

D=

Trabajando con la topologia euclidiana en X, podemos notar que la funcién v cumple con
las condiciones del corolario 5.3.2 a excepcién de la compacidad de X.

Para t € [0, %], —(t—z)? <0 parax € (%, 1]y % —t >0 para x = 0, entonces X*(t) = {0}
conV(t)=1—t.Site (3,1,5—t<O0Oparaz=0y —(t—z)* <0 para z € (3,1], con
—(t—2)? =0six =t Asi, X*(t) = {t}, con V(t) = 0.

Entonces
1 1
0, para t € (3,1],
donde .
0 V(t)—-V(s 0-0
Vi(z )= lim ( 1<2)—1im =0
2 t—>%+ ) t_>l+t -3
Y 1 1
1T Vit)—-V(s s—t—0
Vi(z )= lim ®) 1(2):111112 — =—1
2 =17 t—3 i1 t—3
Asi, V no es diferenciable en t = % y
V(L) =0# 1= mix w(r}) = mixur. 1)
- )= —1= méx wug(x, =) = mixus(x, =),
2 zeX*(1) 2 2 zc{0} 2 2
17 1 1
V — e —1 = i , =)= { , =)
G) L el g) = i (o)
Esto ya que
1
(1) = —2(t—x), para € (3,1],
-1, para x=0.
Asi su derivada derecha no estd dada por el item ii) del corolario 5.3.2. [
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5.4. Aplicaciones a los diseinnos de mecanismos

En esta seccién veremos como podemos aplicar el teorema de la evolvente en el campo
de los disefios de mecanismos.
Es muy importante los alcances que ha tenido el teorema de la envolvente en los disefios
de mecanismos, como en el estudio de mecanismos éptimos, en los resultados de Roger B.

Myerson y Bengt Holmstrom [12] y muchos otros més.

Considere un jugador arbitrario del juego cuya funcién de utilidad estd dada por
u: X x © — R. Esta funcién estd definida sobre el conjunto de resultados posibles del
juego, X, y su tipo © = [0, 1].

La funcién V| definida en (5.1), representa a la funcién valor éptimo para el jugador, y el
conjunto X*(-) representa a los resultados posibles para llegar a maximizar la utilidad.
Asi, cada elemento z*(t) € X*(t) representa una regla de eleccion que implementa el
mecanismo.

Veamos el siguiente teorema.

Teorema 5.4.1. Supongamos que la funcién de utilidad del jugador, u, es diferenciable

y absolitamente continua en su segunda variable, y ademés se cumple que sup |ua(x,t)]
zeX
es integrable en [0, 1]. Entonces obtenemos que la funcién valor V| para cualquier regla z*

que implemente el mecanismo, satisface la ecuacién (5.3).

Prueba: De dato tenemos que la funcién u(zx, -) es diferenciable y absolutamente continua
para todo = € X.

Considerando la funcién b : [0,1] — R4, dada por b(t) = sup |uz(x,t)|, tenemos que es
rzeX
integrable en [0, 1] por dato, y ademds se cumple que |ua(z,t)| < b(t) para todo x € X y

todo t € [0, 1].
Entonces se cumplen todas las condiciones del teorema 5.2.2. Por lo tanto, para cualquier
regla z* que implemente el mecanismo se satisface la ecuacién (5.3). |

Veamos el siguiente ejemplo.

Ejemplo. Consideremos el caso de una subasta de una casa de campo. El resultado de
cada licitador estd dado de la forma x = (p,q) € [0,1] x RT, donde p representa la
probabilidad de que el licitador gane la casa de campo y ¢ es el pago monetario que este
realiza en la subasta.

Considerando un licitador fijo, elegido arbitrariamente, consideraremos que su funcién de
utilidad es de la forma u((p, q),t) = tp—q, donde ¢ pertenece a su propio tipo. Esto dltimo
nos dice que su utilidad solo depende de su propio espacio de perfiles.

Asumamos que el tipo més bajo posible para el licitador es cero.
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Es facil darnos cuenta que la funcién de utilidad, dada anteriormente, para cada (p, q),

es diferenciable y absolutamente continua en ¢. Por otro lado, sup |[p| es integrable en
(pg)€X

[0, 1]. Por lo tanto, del teorema anterior, la funcién valor V(t) = sup u((p, q),t) satisface
(pg)eX

la ecuacién (5.3). Esto es,

t
V(t)—V(0) = / p*(s)ds.
0
Esto es interpretado como:
En una subasta en la que los licitadores tienen valores privados independientes, la maxima
utilidad obtenida de cada licitador, considerando su perfil ¢, estd determinada por sus

probabilidades, p*(s), de ganar la subasta para los perfiles s € [0, ¢] y ademas de la utilidad

maxima de su perfil més bajo, V(0). [

Ahora supongamos que estamos frente a un caso donde el conjunto de los tipos no son
unidimensionales, es decir, © € R™.
También supongamos que para cada dos puntos 61,602 € © existe un camino que los une
suavemente. Esto es, existe un camino continuamente diferenciable 7 : [0, 1] — © tal que
7(0) = 61 y ¥(1) = 02.
Siendo S el espacio de mensajes para el jugador, esto es, el espacio de estrategias, y la
funcién w : S — ) que mapea estrategias en resultados, esto proveniente del mecanismo.
Formamos para cada jugador, el conjunto de resultados posibles Y = {w(s)/s € S}, donde
Y CX.

Con todo esto, obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 5.4.2. Considerando un jugador fijo y arbtrario. Supongamos que la funcién de
utilidad del jugador, v : Y x©® — R, es diferenciable en su segunda variable. Supongamos
también que la gradiente us(x,0) es acotada en X x ©, y que el espacio © es suavemente
conectado.b Entonces, para cuaquier camino suave v : [0,1] — O, tal que (0) = 6y y

~v(1) = 6, se cumple que

ou(x*(s), s)

V(0) — V(6o) :/V s

5Para todo par de elementos de ©, existe un camino que las une suavemente.
"Esto representa una integral de linea.

98



Prueba: Considerando el camino suave fijo y arbitrario v : [0, 1] — ©, tal que v(0) = 6y
y (1) = 6. Definamos la funcién v : X x [0,1] — R, como v(x,t) = u(z,~(t)), entonces

se cumplen las condiciones del teorema 5.4.1 para v, con la funcién valor
Voy:[0,1] —R

(Voy)(t) = :g@(v(z, t).

Asi, se cumple que
1
(Vo)1) = (Vor)(0) = /0 va(a(1), 1)dl.
Ademas, como

oo, 1) = @1 _ du(z (@) _ dulz. (1) dy(t)
R dt dt o0 at

entonces se cumple que

VOV = Vi )-Ve0) = [ Py g - [P g

Ademaés de lo expuesto anteriormente, es muy importante, en varios casos de interés en

los disenos de mecanismos, que la funciéon valor, V, sea diferenciable. Veamos el siguiente

teorema.

Teorema 5.4.3. Supongamos que el mecanismo establece una regla de elecciéon z*, con-

siderando la funcién valor de los agentes, V, y que tg € arg H%Si)lc) V(t). Si{u(z,)}rex es
te

)

equidiferenciable en (0,1) y sup |uz(z,t0)| < +o0o. Entonces V es diferenciable en ¢y, y
rzeX
V/(t()) = UQ({E*(t[)),t[)) =0.

Prueba: De dato tenemos que {u(x,)},ex es equidiferenciable en (0,1) y

sup |ua(z, to)| < +oo, ademés que X*(t) # 0 para todo t € [0, 1], ya que existe una regla
fieexeleccién xz*. Entonces se cumplen las condiciones del teorema 5.2.3, por lo tanto V es
direccionalmente diferenciable en ¢g.

Como tg € arg H%zé)l() V (t), entonces se cumple que
te(0,

V'(ty”) = lim Vi{t) = Vito) > 0,8
tst t—1o
Y V) -Vt
V' (") = lim () = Vito) 0.2

Por lo tanto, V' (ty™) >
Por el teorema 5.2.1, V
Por lo tanto V' (tg) = u
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CAPITULO O

CONCLUSIONES

En este trabajo se mostroé resultados que son de gran importancia en muchas areas de
la matemadtica, en especial en la teoria de juegos, siendo més especifico, en el area de los
disefios de mecanismos. Asi mismo, los resultados mostrados son muy ttiles en la teoria
econémica, como por ejemplo en la teoria del contrato, en la teoria de incentivos, en la
teoria del bienestar, la teoria de subastas, etc.

Uno de los temas abordados en este trabajo fue la teoria de la utilidad esperada de Von
Neumman-Morgenstern. Esta teoria es de mucha utilidad en el desarrollo de la teoria de
juegos, el cual también es abordado en este trabajo. Desarrollando juegos con informacién
completa e incompleta, tanto en la forma estratégica como extensiva.

Posteriormente se desarrollé la versiéon del teorema de la envolvente en la forma integral,
mostrando aplicaciones a problemas de optimizacién matemaética como la programacion
convexa con parametrizacién convexa y cuando las funciones objetivo son continuas en
conjuntos de eleccién compactos. Ademds de mostrar aplicaciones del teorema de la
envolvente en el area de los disefios de mecanismos.

Uno de los resultados mas importantes obtenidos fue la diferenciabilidad de la funcién
valor 6ptimo de los jugadores, esto bajo ciertos supuestos. El cual es muy importante
para poder caracterizar el maximo de la funcion.

La versién del teorema de la envolvente desarrollada en este trabajo relaciona la derivada
de la funcién valor V' y la derivada parcial de la funcién objetivo con respecto al parametro
t (uz(x,t)), bajo los supuestos que la funcién objetivo u(z,t) sea absolutamente continua
respecto al pardmetro ¢ y la funcién ug(x,t) sea acotada por una funcién integrable
(Riemann).

El teorema de la envolvente en la forma integral se aplica en problemas donde la funcién
objetivo u es parametrizada, pero el conjunto de estrategias factibles X no lo es. De ahi la

gran importancia del teorema de la envolvente en los disenios de mecanismos.
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