UNIVERSIDAD NACIONAL DE INGENIERIA
FACULTAD DE CIENCIAS

“METODO DE DESCOMPOSICION DE
VALORES SINGULARES PARA LA
APROXIMACION DEL
ELECTROCARDIOGRAMA FETAL
MEDIANTE SENALES OBTENIDAS DE
ELECTRODOS”

TESIS

PARA OPTAR EL GRADO ACADEMICO DE MAESTRO EN
CIENCIAS CON MENCION EN MATEMATICA APLICADA

ELABORADO POR
LAURA BETZABE LA ROSA OBANDO

Asesor
Mg. WILLIAM CARLOS ECHEGARAY CASTILLO

LIMA-PERU
2018



CIP - CATALOGO DE PUBLICACION

METODO DE DESCOMPOSICION
DE VALORES SINGULARES PARA LA APROXIMACION
DEL ELECTROCARDIOGRAMA FETAL MEDIANTE
SENALES OBTENIDAS DE ELECTRODOS / LAURA
BETZABE LA ROSA OBANDO. — EPM - FC - UNI, 2018.

p.: il.

Tesis de Maestria—Universidad Nacional de Ingenieria,
Facultad de Ciencias, Seccién de Posgrado, Lima, 2018.
Asesor: WILLIAM CARLOS ECHEGARAY CASTILLO




A mis dos
hijos Luis Angel Gabriel
y Esteban Leonardo los
hombres que cambiaron

mi vida e hicieron que
mis dias fueran in-

olvidables.

@



AGRADECIMIENTO

&
A mi

madre  por
estar a mi lado y
pensar en el bienestar
de mis hijos, a mi asesor el
Profesor W. Echegaray Castillo, y
a todas aquellas personas que
de una u otra forma me
ayudaron a ter-
minar  este

trabajo.

%

v



RESUMEN

Un método de factorizacion de matrices es la descomposicion de

valores singulares (DVS) (o SVD por sus siglas en inglés), que establece

que para toda matriz A € My, ,(K) donde K = RoC con m < n
existen dos matrices unitarias V. € M, (K), U € M,(K), y una matriz
- o 2 0

Y e My,n(R) tal que A=VEU*y ¥ = N donde ¥ = diag(p1, o, -+, fr) ¥

fy > pg > -+ > - > 0 son los valores singulares positivos de A.

La descomposicién de valores singulares (DVS) tiene miiltiples areas de aplicacién
como la ingenieria biomédica, teoria de control, el procesamiento de senales e imagenes
y el reconocimiento de patrones.

En este trabajo se considera los temas que permiten desarrollar el método de
descomposicion de valores singulares, sus propiedades y su algoritmo; y se desarrolla
una de las aplicaciones de la DVS en el area de la ingenieria biomédica, que consiste
en aproximar el electrocardiograma fetal (ECGF) de datos reales de dos diferentes
bases de datos The DalSy database y PhysioNet, que contienen informacion de
electrodos sobre el abdomen y el térax de una mujer en estado de gestacion. Estas
senales estan mezcladas con otras senales biomédicas, como la del electrocardiograma
materno (ECGM) y una senal de ruido (generada por la respiracién, la actividad
estomacal, las contracciones del 1tero, y por interferencias externas provocadas por

la red eléctrica o el ruido térmico).



INTRODUCCION

La obtencién de la actividad cardiaca fetal durante el estado de gestacion de
una mujer es muy importante para los médicos, ya que permite dar un diagnéstico
temprano de alguna anomalia cardiaca del feto.

Una técnica para obtener ECGF consiste en colocar eléctrodos sobre el abdomen
y el torax de una mujer en estado de gestaciéon. Las senales obtenidas presentan
una combinacion de las senales ECGM y ECGF acompanadas de una senal de ruido
(generada por la respiracién, la actividad estomacal, las contracciones del ttero, y por
interferencias externas provocadas por la red eléctrica o el ruido térmico)[1].

Esta técnica tiene como principal interferencia el ECGM que genera una perturbacion
al medir el ECGF, pues las seniales del corazén materno son mas fuertes que la del
corazon del feto.

Este trabajo esta basado en los articulos [1], [2], [3], los libros [4], [5] entre otros
mas, en los que se considera el siguiente contenido:

En el capitulo 1, inicia con la definicién y los tipos de matrices en M., ,,(K) donde
K =R 6 C, seguido de los espacios fundamentales de una matriz para luego estudiar
la matriz proyeccién sobre un subespacio de R™. Luego, se da la definicion de norma
matricial, los valores propios y valores singulares de una matriz y algunas propiedades.
Ademas, se menciona algunos métodos de factorizacién, como el método de
factorizacion QR y las iteraciones QR que permiten acelerar su convergencia.

En el capitulo 2, se parte de la descomposicién en valores singulares de una matriz
en M, »(K), luego para K = R se da una interpretacién geométrica de la factorizacion,
ademsds se estudia algunas propiedades que resultan de la DVS.

En el capitulo 3, se detalla el algoritmo Golub - Kahan - Reinsh (GR-DVS) [13],
[14], que data de 1970, que ha sido el mas usado desde entonces y cuya ejecucién consiste
de dos etapas. La primera etapa transforma la matriz original A € M,,,(R) con

m > n, mediante transformaciones Householder a una matriz bidiagonal superior de
B
la forma 0 € M;,»(R), donde B € M,,(R) es una matriz bidiagonal y la matriz

O € M_nn(R) tiene todos sus elementos nulos. La segunda etapa consiste en que

mediante la aplicacién sucesiva de la factorizacion QR a la matriz bidiagonal B se
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construye una sucesion de matrices del mismo tipo que converge a una matriz diagonal.
Este algoritmo ha sido el algoritmo estdndar para el calculo de la DVS de una matriz.

En el capitulo 4, se desarrolla una de las aplicaciones de la DVS en el area de
la ingenieria biomédica, que consiste en aproximar los electrocardiogramas fetales de
dos diferentes bases de datos The DalSy database y PhysioNet, que contienen
informacion de electrodos en el abdomen y térax de una mujer embarazada, que luego
se almacenan en una matriz dato M, para luego aplicar el método de la DVS y obtener
el ECGF aproximado ejecutando el pseudocodigo en PYTHON 3 del apendice A-1.

En el capitulo 5, se menciona las conclusiones de los resultados obtenidos en el
capitulo 5.

En el apéndice A — 1, contiene el pseudocodigo en PYTHON 3 que se utilizo
en el capitulo 5.

En el apéndice A — 2, se hace un breve resumen del electrocardiograma, que es la
representacion grafica de la actividad eléctrica del corazén, ya que el ECG fetal como
ECG del adulto muestran ondas P, QRS y T correspondientes a los eventos eléctricos
del corazon durante cada latido, estas caracteristicas en el ECGF permiten al médico

observar ciertas anomalias para hacer un diagnostico del estado fetal.
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1 PRELIMINARES

En este capitulo se recopila de [4], [5], [6], [7], [8], [9], [10], [11], [12], entre

otros mas; algunas definiciones y resultados para el desarrollo del presente trabajo.

1.1 Definiciones y propiedades basicas:

1.1.1 Matrices

Sean K un cuerpo de escalares (R 6 C) y M,,, »(K) el conjunto de todas las matrices

de tamano m x n (m filas y n columnas) con elementos en K. Si m = n se escribe

M, (K) en vez de M,, ,(K).
Definicién 1.1.1 Dada una matriz A = (a;;) € M,(K) se dice que:

o A es triangular superior, si a;; = 0 para todo 1 > j.
e A es triangular inferior, si a;; = 0 para todo ¢ < j.

e A es diagonal, si a; = 0 para todo i # j y se denota por

A = diag(ain, .-, Gpn)-
o A es Hessenberg superior, si a;; =0 para todo i > j + 1.

e A es Hessenberg superior mo reducida, si A es Hessenberg superior y

a1 #0, parai=1,2,...,n.
e A es Hessenberg inferior, si a;; =0 para todo j > i+ 1.

e A es Hessenberg inferior no reducida, si A es Hessenberg inferior y

i1 #0, parai=1,2,...,n.

A es bidiagonal, sia;; =0 parai>jei+1<j.

A es tridiagonal, si a;; =0 siempre que |i — j| > 1.

Definicién 1.1.2 Una matriz A € M, (K) se dice invertible o no singular, si existe
una matriz B € M, (K) tal que AB = BA = I, (donde I, es la matriz identidad en

M,(K)), la matriz B se denota por A~' llamada matriz inversa de A.

1



Se dice que dos matrices Ay B € M,(K) son semejantes, si existe una matriz no
singular S € M,,(K) tal que A = S~!BS.

Definicién 1.1.3 Sea A = (a;;) € M, »,(K). Se define la matriz A* € M, ,,(K) como

A =A" = (@j; ) llamada matriz transpuesta conjugada de A.

Sea la matriz A € M,,(K) se dice que es:
e Hermitiana, si A = A* ( simétrica, si A = AT ).
e Unitaria, si A™' = A* (ortogonal, si A™' = AT ).
e Normal, si AA* = A*A.

1.1.2  Espacios fundamentales de una matriz

Una matriz A = (a;j) € M., ,,(K) puede representarse como:

Ay
As
A= . :[Al A2 ... A" ,
A,
donde
Ai:(ail Qo afin)a i:1727"'7m7
son las filas de A y
. T
A]:<a1j Qg5 - amj) ) j:1727"'7n7

las columnas de A. Sean los siguientes espacios:
e El espacio fila de A, generado por las filas de A denotado por
F(A) = span {Al,AQ, . ,Am} C K"
e El espacio columna de A, generado por las columnas de A denotado por

C(A) = span { A", A% ... A"} C K™
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e El espacio nulo de la matriz A o ntucleo, dado por

N(A) = {z e K"/ Az =0}

e El espacio imagen de A o rango, dado por

Ima(A) = {Az/ z € K"}

e El rango de la matriz A es definido por

rango(A) = dim(Ima(A)).
Teorema 1.1.4 Sea A € M,, ,(K) se cumple que:

1. dim(F(A)) = dim(C(A)).
2. C(A) =TIma(A).
3. St P y Q) son matrices invertibles de tamano apropiado:

(a) C(A) = C(AQ).
(b) F(A) = C(PA).

4. N(A) = N(ATA).

5. K" = F(A) @ N(A) y K™ = C(A) @ N(AT).

Demostracion:  Ver [7, pp. 159-164], [9, pp. 21-22]. |

1.1.8 Proyeccion ortogonal

Definicién 1.1.5 Sea S C R™ un subespacio. P € M, (R) es la proyeccién ortogonal
en S, o simplemente, la matriz proyeccion, si Ima(P) = P, P> = P y PT = P; y se

denota por Ps.

Si las columnas de
Q=\|q¢" ¢ - q’“]



son una base ortogonal de S entonces P = QQT es la tinica proyeccién ortogonal en
S [4, p. 82]. La matriz P se conoce como la matriz de proyeccién sobre el espacio

generado por las columnas de la matriz Q.

1.1.4 Norma matricial

Definicién 1.1.6 Una norma || -|| definida en M,,(K) se denomina norma matricial,

si para todo par de matrices A, B € M, (K) satisface
IAB|| < [|A] [|B]]
En M,,(R) las siguientes normas son normas matriciales:

e La norma de Frobenius (también se llama norma Schur o Euclidiana),

Al = (323 Jass )

i=1 j=1

1/2

e La norma /9,
n n

14 = (X fal)

i=1 j=1

Definicién 1.1.7 Sea || - || una norma en K". Esta induce una norma matricial en
M, (K) definida por

A
4] = sup 1Azl
cewn,|[7]]
[|x]|#£0

También llamada norma matricial inducida o subordinada por la norma || - ||.
Proposicién 1.1.8 Sea la norma matricial inducida por || - || en M, (K),

1. Para toda matriz A € M,,(K), la norma ||A|| es también definida por

|All = sup [|Az|| = sup [|Az]|.
zeK™, zEK"

[lz]|=1 [lz]]<1

2. La matriz identidad satisface ||1,|| = 1.



Demostracion:  Ver [10, p. 47]. |

Lema 1.1.9 Sean || - ||2 la norma matricial inducida por la norma Euclidiana en K"
y A, UéeM,(K). SiU es una matriz unitaria (U* = U~') entonces

IUA[l, = [[AU]l, = [|All,.

Demostracion:  Ver [10, pp. 50-51]. [ |
Definicién 1.1.10 Si A € M,,(K) no singular y ||-|| una norma matricial. El nimero
de condicion de la matriz A con respecto a la norma matricial || - || es dada por

cond(A) = ||A]| [JA~1]].

Si la norma matricial || - || es la norma inducida por la norma || ||, el nimero de
condicion se denota por cond,(-) y si la norma matricial es la inducida por || - || el

numero de condicién se denota por conds(-).

Observacion 1 Una secuencia {Ar} € M, (K) converge si existe una matriz
A € M,(K) tal que klim ||Ax — A|| = 0. Donde || - || es una norma matricial en
—00

M, (K) [5, p 30].

1.1.5 Valores propios y valores singulares de una Matriz

Definicién 1.1.11 Sea A € M, (C). Se dice que A\ € C es un valor propio o

autovalor de A, si existe un vector no nulo x € C™ tal que

Az = \x 0 (A— M)z =0.

El vector x es llamado wvector propio o autovector de A asociado con el valor propio
A. El conjunto de valores propios de una matriz A es llamado espectro de A, denotado
por o(A) y al maximo de los médulos de los valores propios de la matriz A es llamado

el radio espectral de A, el cual es denotado por p(A).
Definicién 1.1.12 Sea A € M,,(C). El polinomio definido en C por
Ps(N\) = det(A — \I,,)
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es llamado polinomio caracteristico de A.

Este polinomio es de grado n y posee n raices en C, el cual puede escribirse como

n

Pa(A) =) (A= X\) (1.1)

i=1

donde \; € 0(A), i = 1,2,...,n. La multiplicidad algebraica de un valor propio es su

multiplicidad como raiz de P4(\). Ademés, se cumple que
A€ o(A)siysdlosi N(A— ) # {0},

y la multiplicidad geométrica del valor propio A de A, se define como la dimension del
subespacio N (A — AI). La multiplicidad geométrica de un valor propio no excede a su
multiplicidad algebraica [8, p. 325]. Si dos matrices son semejantes entonces tienen los

mismos valores propios [8, p. 317].

Teorema 1.1.13 Los vectores propios asociados con los distintos valores propios de

una matriz son linealmente independiente.
Demostracion:  Ver [7, pp. 204-205], [8, pp. 172-173]. [ |

Definicién 1.1.14 Para toda matriz A € M, ,(C) las raices cuadradas de los valores

propios de A*A son llamadas valores singulares de A.

Proposicién 1.1.15 Sea A € M, (R) se tiene que

|All, = ||A*||, = v/ el mayor valor propio de AT A = mayor valor singular de A.
Demostracion:  Ver [5, p. 27]. |

Definicién 1.1.16 Sea A € M,,(C) yx € C*\ {0}. Entonces:

Ra(z) = A (1.2)

r*r

es llamado el cociente de Rayleigh de x respecto a A.



Si z es un vector propio de A asociado con el valor propio A entonces:

*A A
RA(x):x z_TA_

¥ r*r

Teorema 1.1.17 (Teorema Min-Max o Principio Minimax de Courant-Fisher)

Sean \y > Ny > +-- >\, los valores propios de una matriz hermitiana A € M,,(C),

entonces
A= min  max Ra(z). (1.3)
dim(S)jnfkﬁ»l g;i%’
Demostracion:  Ver [11, pp. 30-31], [10, pp. 32-33]. [

Observaciéon 2 Si A € M, (R), se tiene que en la ecuacion (1.3) para:

k= 1: El minimo es tomado sobre todos los subespacios S de dimension n, que es el

mismo R™. Asi,

2T Ax
Al = Apax = Max -
A0 TtX

k =n: El minimo se toma sobre un subespacio S de dimension 1, que consiste de un

solo vector x y sus multiplos ax. Asi,

2T Ax
Ap = Amin = Min -
z#A0 ' X

Teorema 1.1.18 Sea A € M, (R) simétrica. Si A" = A+ E una perturbacion de la
matriz A, donde E € M, (R) simétrica, \y > --- > X\, y A} > --- > A son los valores

propios de A y A’ respectivamente, entonces

M= Al <HIElly, i=1,2,---,n

Demostracion:  Ver [11, pp. 30-31]. [ |



1.1.6 Factorizaciones de una matriz

Teorema 1.1.19 (Forma candnica de Jordan) Sea A € M, (C). Entonces eriste

una matriz no singular S € M,,(C) tal que

Iy (A1) 0

Ty (A
A=S () . S =575

0 In, (Ak)

Ao 1 0
Ai
Ini(Ni) = e M,,(C)
1
0 by
es el bloque de Jordan asociado al valor propio \; de A, i = 1,....k y J es la
matriz de Jordan de A.
Demostracion:  Ver [7, pp. 232-235]. |

Teorema 1.1.20 (Descomposicién Simétrica Real de Schur) Si A € M,,(R) es

una matriz simétrica, entonces existe una matriz ortogonal real Q) tal que
QTAQ = diag(A1, ..., \n).
Demostracion:  Ver [4, p. 410]. |

Teorema 1.1.21 (Factorizaciéon LU) Sea A € M, (R) donde todas las submatrices

diagonales de orden k son no singulares, entonces existe un unico par de matrices

1 0 0 * ok %
* 0 * *x x
* ok 0 : *
* % * 1 0 0 =*

donde U triangular superior y L triangular inferior, tal que A = LU.
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Demostracion:  Ver [6, pp. 132-133], [10, pp. 104-106], [12, p. 140]. [ |

Definicién 1.1.22 Diremos que H € M,,(R) una matriz Househdlder si existe u € R™
no nulo tal que H = H,,, donde:

2uu’

uTu

H, =1, —

e M,(R)

llamada matriz de Householder asociada a .

La matriz Househdlder H es simétrica y ortogonal [38, p. 91], ademds para todo vector
no nulo x € R", existe una matriz Househdlder H € M,,(R) tal que Hz es un multiplo
de e; € R" [5, p. 135].

Teorema 1.1.23 (Factorizacién QR-Househdlder) Dada una matriz
A € M,(R), existe una matriz ortogonal Q y una matriz triangular superior R tal
que

A=QR.

La matriz Q) puede escribirse como (Q = H1Hy--- H,,_1, donde cada matriz H; es una
matriz Householder. FEsta factorizacion también es llamada factorizacion QR de la

matriz A.

Demostracion: Ver [5, p. 137], [6, pp. 251-253]. [ |

Teorema 1.1.24 (Reduccién a la forma de Hessenberg) Dada  una  matriz
A e M, (R) erxiste una matriz ortogonal P € M,,(R) tal que

H=PAPT
una matriz Hessenberg superior.

Demostracion:  Ver [5, p. 146]. |

Teorema 1.1.25 Dado una matriz simétrica A € M, (R), eziste una matriz simétrica

P producto de n — 2 matrices Householder, tal que la matriz PT AP es tridiagonal

Demostracion:  Ver [12, p. 199]. |



Definicién 1.1.26 Una matriz de la forma

i J
1
1
7 — c S
G(i,j,c,8) =
7 — -5 c

es llamada matriz Givens, donde ¢® + s> = 1.

Se puede elegir ¢ = cosf y s = sinf para algin 6, por lo que la matriz de Givens se

denota por G(i,7,0). Ademads, esta matriz es ortogonal.

Observacion 3 Geométricamente, la matriz G(i, j,0) rota un par de ejes coordenados
(el i-ésimo vector unitario como su eje x y el j-ésimo vector unitario como su eje
y) el dngulo 0 en el plano (i,j), por lo que las matrices de Givens se les conoce como

rotaciones de Givens, se utilizan para crear ceros en posiciones especificas de un vector.

Teorema 1.1.27 (Factorizacién QR Givens) Dada una matriz A € M, ,(R)

existen s = min{n, m — 1} matrices ortogonales Q1,Qa, ..., Qs, definidos por

Qi = G(i,m, Hm)G(z, m — 1, Gm,l) s G(Z,’l + 1, 0i+1)

tal que
A=QR
TNHT T i -
donde Q@ = Q105 Q5 y R = 0 € Mpun(R) con Ry € M, (R) triangular
SUPETLOT.
Demostracion:  Ver [12, p. 155]. |

Observacion 4 Si existen dos factorizaciones QR de una misma matriz no singular,

esto es

A= QIRI = Q2R2~
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entonces la matriz triangular superior RyRy" es igual a la matriz ortogonal Q5Q1, que

ademdas es diagonal. Luego, existe una matriz diagonal D tal que

_1 " R2 - DRl,
RoRy = Q3 =D =
Q1= Q2D.
De esta ultima igualdad se tiene que |Dy| =1, parai=1,2,... n.

1.1.6.1 [Iteracion QR

Sea A € M,,(C), entonces consideremos la siguiente iteracién

TO - A

P k=1,2,...
T me o (1.4)
Ti—1 = QR ( Factorizacion QR )
Ty = RiQp

Teorema 1.1.28 (Convergencia de la iteracién QR) ¢ A €  M,(R) es

wnversible tal que:

e sus valores propios {\;}I, satisfacen

ALl > |Ae| > ... > |A\,] >0,

e y la matriz inversible P tal que
A=P'DP, con D =diag(\,...,\),

satisface que la matriz P~' tiene una factorizacion LU,

entonces la sucesion de matrices {Ty} obtenida de la iteracion QR satisface:

lim (Ty)s = N, 1 <4 <n,

k—o00

k—o0

Demostracion:  Ver [29, p. 160]. |
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Un método para acelerar la convergencia de la iteracién QR cuando A tiene valores
propios en valor absoluto muy cercanos unos a otros es el método de iteraciéon QR con
desplazamiento.

La iteracion QR con desplazamiento pu € R es definido como sigue:

To = (Qo)T AQy (Hessenberg superior)
Para k =1,2,...
Ty—1 — pd = QiRy,  (Factorizacion QR )
Ty, = RQr + pl

Si se varia p de iteracion en iteracion, de la siguiente manera:

To = (Qo)TAQy  (Hessenberg superior)

Para k =1,2,...
= (Te-1)nn (1.6)
Tp—1 — pul = QpRr  (Factorizacién QR )
Ty = RpQp + pd

se tiene la iteracion QR con desplazamiento simple.
Si se considera el método de iteracién con desplazamiento de forma que de iteracion

en iteracion se elige desplazamientos de manera estratégica, se tiene la iteracion

To = QFAQy (Forma de Hessenberg)

Para k=1,2,...,
un desplazamiento oy, (1.7)
Ti—1 — oxl = QrRy  ( Factorizacién QR )
Ty, = RpQy + oxl

donde los desplazamientos o son elegidos para acelerar la convergencia y los elementos
fuera de la diagonal de T}, son rapidamente llevados a cero.

Para la eleccion de desplazamiento, podemos considerar las siguientes estrategias:

e Desplazamiento cociente de Rayleigh:
Consiste en considerar el desplazamiento al cociente de Rayleigh (1.2) de la ultima
columna de la matriz ortogonal Q*

k k
I, Aq,
o = A0 _ (gt

(gk, q")

12



Este cociente aparece en el termino de la posicién (n,n) de Ty, desde que
(an)" Agyy = (Q%en)" AQ"e,, = e (Q")T AQ e, = en Then = (Ti)un.

e Desplazamiento de Wilkinson:

La estrategia de Wilkinson consiste en usar los valores propios A\; y Ay de la

tfz—l n—1 tfz—l n
(o o

como desplazamientos, es decir o = A1 y 011 = Ag; esta es llamada la estrategia

submatriz orden 2 x 2 de T},

de doble desplazamiento, el cual consiste:

Tha—MI = Q1R
T, = RiQ1+ M1

T, — Xl = Q2R
Trhyr = RoQa+ Aol

En el caso de que (1.8) sea simétrica se tiene que:
Ok =ty + 1 = sign(r) 12+ (15,1 )?

k k
tnfl,nfl - tn,n

donde r =

Este es un valor cercano a (%), y siempre converge con este desplazamiento.

Observacion 5 Para la convergencia se considera los siguientes criterios:

thnal < eollAll.

<
- 1.9
1< ol I (19)

}

donde ¢ igual a la unidad de redondeo o precision de la mdquina.
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2 DESCOMPOSICION DE VALORES
SINGULARES (DVS)

Un método de factorizacién de matrices es la descomposicion en valores

singulares DVS (o SVD por sus siglas en ingles).

2.1 DVS de una matriz

Teorema 2.1.1 (Descomposicién DVS.) Sea A € M,,,.(C) una matriz con r
valores singulares positivos. Entonces existen dos matrices unitarias V. € M,,(C),
U € M,(C) y una matriz & € My, ,(R) tal que

- - Y0
A=VIU* > = 2.1
y (0 0) (2.1)

donde ¥ = diag(pu, ..., ftr), ¥ 1 > po > -+ > pp > 0 son los valores singulares
positivos de A.

Demostracion:  Sin perdida de generalidad se asume que m > n, para m < n
se aplicar la descomposiciéon DVS para la matriz A* y se deduce el resultado para A

tomando la transpuesta conjugada de (2.1).

Se denotan por pu?, p3,..., w2 los valores propios de A*A tales que
1 > g > s 2y > eyl = i = -+ = u, = 0. Los vectores propios uy, us,
.., Uy, correspondientes a los valores propios de u?, u3, ..., u2 son ortonormales y
satisfacen:
A Au; = pdug, i=1,...,n.
Luego, se define la matriz unitaria U = [ U Uy ], y satisface:
Por lo que

U*A*AU = diag(p?, ..., p2) = ¥y

14



donde

w0 - 0
0 125 :
| 0 X0
Y = = € Myn(R
0 pup (O O) (R)
0
0 -+ - 0

con ¥ = diag(p1, - - ., fir).

Ademas, se tiene que:
(Aus, Aug) = (A" Aug, ug) = g (ug, ug) = o, g,

en particular, Au; =0, sir <1i < n.
Para 1 < ¢ < r, por ser u; # 0, se considera los vectores unitarios v; € C™ como
v; = Au;/p;. Se completa la base ortonormal vy, ..., v, € C™, con los cuales se define

la matriz

que satisface:

VU = -vl vm}iU*
_ :ﬂm ann]U*
= —M1U1 ety 0 s ()]U*
= [ 4w -~ Au 0 o 0 |UT=AUUT = A

Las columnas de U son llamados vectores singulares a la derecha de A y las de V' son

llamados vectores singulares a la izquierda de A; y satisfacen:
Au; = vy, 1=1,2,....r,

* .
A'vy = pguy, 1=1,2,...,7

El conjunto de valores singulares {ju;} es llamado espectro singular de la matriz A.

Para cada i, la terna (v;, y;, u;) se le denomina i-ésimo triplete singular de A, donde v;
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y u; son i-ésimo vector singular a izquierda y derecha respectivamente.

La descomposicion en valores singulares de A € M,, ,(C) puede escribirse como

p 0 - 0
0 po :
D 0 u}
A = |: V1 e Un, Un+1 e Um 0 /J’n :
0 Uy,
0o ... .. 0
pr 0 0 .
Uy
[ 0 o .
P Ul DY UTL .
~ ~~ -~ : 0 u*
v 0 0 fin "

donde la expresion A = VU™ se conoce como la descomposicion reducida de valores

singulares de A. Ademas, la matriz A puede ser escrita como:

A= Z JIROn T (2.2)
i=1

donde (v;, p;, u;) es el i-ésimo triplete singular de A, para i =1,2,... 7.
La representacién (2.2) se suele denominar como expansién DVS, expansiéon de
producto exterior o descomposicion diadica de A.

Para cada k& < r la matriz
k
i=1

es llamada matriz de descomposicién Ay.

Observacion 6 El teorema (2.1.1) se puede definir para A € M, ,(R), donde las

matrices V y U son ortogonales y reales.
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2.1.1 Interpretacion Geométrica.

Sea A € M,(R) una matriz no singular y A = VXUT su descomposicién

DVS. La imagen de la esfera unitaria
St = {(xl, a)t € R”/Z:Uf = 1}
i=1

por A es una elipsoide. Como la matriz UT es ortogonal, entonces esta transforma toda

base ortogonal en otra base ortogonal. Luego, se tiene que U7 S"" ! = §n~1 y
25t = {(at, . w) €RY (@l /mi)? =1},
i—1

es una elipsoide E™ ! de semiejes j;e;. Desde que V' es una matriz de cambio de base
ortogonal, AS" ! = VE" ! es una rotacién de E"!. En conclusién, AS""! es una

elipsoide de semiejes p;v;, donde v; es la i-ésima columna de V.

La siguiente figura ilustra la secuencia de la transformacién bajo la matriz
no singular A € M5(R) a los vectores unitarios vy y v (y todos los vectores unitarios

del circulo unitario S'), con U = [ Vi Vo ]

A
T]‘
U ) -
— T 3 T T v
¥z N Pl T - - #_ . T Ty —
) \ V1 ,.r/-e \\ — __H_ 'f [ Hauy
I‘l I|I ] "II / H\'\__. "'\ S
T T "I| n ke . ,
\ / \ e N __,-'*/I i . s
& \_\ P_/z — — ] !
F e, Y
™~ = e — e T fhim

Figura 2.1: Proceso de transformacion bajo A de los vectores unitarios vy y vy .
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2.2 Propiedades de la DVS de una matriz

El DVS de una matriz A nos proporciona algunos detalles acerca su
estructura.

Lema 2.2.1 Si P € M, (C) y Q € M,,(C) son matrices unitarias y A € M, ,(C)

entonces los valores singulares de A coinciden con los valores singulares de PAQ).
Demostracién: Si A= VXU* esla DVS de A, entonces
PAQ = P(VISU"Q = (PV)S(Q*V)*

es la DVS de PAQ), pues PU y Q*V son unitaria. La matriz 3 de A es la misma para

PAQ), por la que poseen los mismos valores singulares. [
Corolario 2.2.2 Sea A = VXU* la descomposicion de wvalores singulares de
Ae MpnR) yur > po > --- > fy > flpg1 = fpyo = -+ = lp, = 0 los valores

singulares de A, entonces:

1. Tma(A) = span{vy,...,v.}.
2. N(A) = span{u,41,...,u,}

3. rango(A) =r
Demostracion:

1. Se probara:

e Ima(A) C span{uy, ..., v, }:

Sea y € Ima(A), entonces existe un x tal que y = Ax.

18



Luego:

y = VEU*z
> 0
= |:U1 Um:| U*x
0 0
Hi1z1
oy 2y
= [Ul DY Um} 0
0

= 12101 + - - + ppzpv, € span{vy, ve, ..., 0}

T
dondez:(zl zn> =U*x.

e span{uvy,vs, ..., v} C Ima(A):

.,
Sea y € span{vy,...,v,}, entonces y = Zaivi, cono; €ER,i=1,2,---

=1

T
Parax:U(al/,ul e e 0 e O) , se tiene:
- T
Axr = VEUU"(ozl/ul oy ST R 0>
- T
— VE(CH/M iy O e 0)

e | A T

= v + agvy + v, = y € Tma(A).

. Se cumple:
Az =0 VSU*z =0

Para z = U*x, se tiene:

- - T
EU*sz@Ez:O(@z:(O e 0 zpgq e zn> .
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Luego:

0
n
0
x=Uz=|wuw - u, = E zit; € span{t,i1, ..., Uy},
“rtl i=r+1
Zn

Por lo tanto, N(A) = span{v,;1,...,v,}.

3. Los vectores {vy,...,v,} forman una base ortonormal de Ima(A) y rango(A) =

dim(Ima(A)). Por (1) se tiene que rango(A) = r.

|
mezz3&A:WWMxMM@@AeA%MMdm@v:[M-nvm}
U= [ Up e Uy ] y r =rango(A), entonces:
1. Ima(A*) = span{uy, ua, ..., u,}.
2. N(A*) = span{v, 11, Vs, ..., Un}
Demostracion: Las demostraciones son analogas al lema anterior. [ |
Observacién 7 (Proyeccién ortogonal y DVS) Sea A = VIU* la DVS de

A € M, n(R) con r =rango(A), si escribimos V y U como

vz(w m#) yU=<aqmﬁ)

donde ‘/7« c Mr’m(R), vm—r S Mm—r,m(R>7 Ur S Mr,n(R); Un—r € Mn—Tm(]R)?
entonces

Vv,V es la proyeccion ortogonal sobre Ima(A),
Vinee VI es la proyeccion ortogonal sobre Ima(A)+ = N(A*),
U.Ur es la proyeccidn ortogonal sobre N (A

)+ = Ima(A*),
U, UL es la proyeccion ortogonal sobre N'(A).
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Lema 2.2.4 Sea A =VXU* la descomposicién de valores singulares de A € M n(R)

Y = e =
entonces:

LA = pf -+

2. [All2 = pu-

Demostracion:

’ Z,u’r > fry1 = Upy2 = ¢

= Wy, = 0 los valores singulares de A,

1. Como ||A||% = Z Za?j = traza(AAT) se tiene:

i=1 j=1

1A%

2. Por (1.1.15) y

[1All2

traza(VESUT(VEUT)T)

traza ((VEUT)(UEITVTD
traza(VIXTVT)

traza(V VEET)

traza(S37)

112,0,...,0))
3 sl

traza(diag(p?, . ..

(1.1.9) se tiene:

max ({||Az[[})

ll|l=1

max ({|[V"Az|[})

ll|l=1

max ({|[V*AUy|[})

Como p; es el mayor valor singular, se tiene que:

\//ﬁlyllz +

lUyll=1

max ({|[VVEUUy))

mas ({] o)

max Honl? + -+ 12|y 2}).

ma ({3l o1
Rl < /TP TP = ol
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lo que implica que

mg({lﬁyll}) < .

Para y = e; se cumple que:

o = [l < masc ({1171}

Por lo tanto max {I1Zyl1}) = pa.
y =
|

Proposicién 2.2.5 Sea A = VIU* la descomposicién DVS de la matriz A € M n(R)

con r valores singulares no nulos ordenados en forma decreciente. Para 1 < k <7, la
k
matriz A, = E wiv;u; satisface:

i=1
Para toda matriz X € M,, ,(R) de rango k, tenemos que:
1A= Agll2 < [|A = X2

Ademas,

||A - Ak||2 = Hk+1-
Demostracion: Se tiene que

*
Upy1

A=Ay = Zuiviur_Ak = Z piviu; = [ Vg1 Up ] diag(ptes1s - - -5 fir)
i=1 i=k+1

$x e

Se denota por D = diag(0,...,0, ugs1, ..., 4, 0,...,0) € M, n(R), luego,
A— A, =V DU*; desde que la norma Euclidiana es invariante bajo una transformacion

unitaria, se tiene que
|A = Agll2 = [|D]]2 = ptrs1-

Sea x € R™, por lo tanto

[Az]lz = IVEU z||> = ||IEU"2]fo. (2:3)
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Sea FE el subespacio R", de dimensién k + 1, generado por los vectores uy, ..., Ugi1.
k41

Six € E se tiene que x = szuz y
i=1

k+1 k+1 k+1

i=1 i=1 i=1
donde e; es el i-ésimo vector de la base candnica de R™. Asi tenemos:
~ T
XU s = < pixry o pgpiZeer 0o 0 ) .
Por (2.3) se tiene que:
||Az||2 > prs1]|x]]2, para todo x € E. (2.4)

Sila matriz X € M,,,,(R) con rango k < r, su ntcleo es de dimensién n—k > r—k > 0,

y para todo x € N'(X), tenemos:
[Az[|2 = [[(A = X)zl[2 < [|A = X]l2[|]]2.
Por el método del absurdo, se supone que existe un X que cumple:
1A = X2 <[|A = Agl]2.
Desde que para todo z € N (X),
1Azl = [[(A = X)xlls < |[A = X][ol[x]l2 < [[A = Akllo]|2|l2 = prsa]l2]]2,

y ademds, si z € ENN(X) con x # 0, se tiene que:

Azl2 < presa|ll]2

con el cual se llega a una contradiccién con (2.4). |

Como consecuencia de la proposicion se tiene que la matriz A, es la mejor aproximacion

de A por matrices de rango k.

Teorema 2.2.6 Sea A =VXU* la DVS de A € Mn(R), conm > n yr = rango(A),

entonces:
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1. U (A*A)U = diag(p?, ..., 42,0,...,0) € M,(R).

2. V*(A*A)V = diag(p?, ..., 42,0,...,0) € M, (R).

Demostracion: Como

A*A = USTS U =USU,
\/f-/

b
* w7 * A/ *
AAY = VXV =VYXVT,
b
donde
S = diag(y2,...,42,0...,0) € M, (R)
y

S = diag(42, ..., 42,0...,0) € Mpu(R).

Proposicién 2.2.7 Sea A = USV* la descomposicion DVS de la matriz A € M, (R)
no singular, entonces
condy(A) = Ly

n

Demostracién: Como A = USV* y py > -+ > py > 0 los valores singulares de A.

Por (2.2.4) ftem (2) se tiene que ||A]|s = ||X[|2 = yu1 es el mayor valor singular de A, y
1 < 1

como — > -+ > — > 0, se tiene que ||[A7 |y = |[[V*ATIU|, = |27 ]2 = —. u
Hn H1 Hn

Teorema 2.2.8 Sean A € M, ,(C), m >n y C € M, 1n,(C) definida por

C:<o A)
A* 0

Y Uiy, Mp los valores singulares de A. Entonces, los valores propios de C son

Wy ooy foy — 1y - - -, — [ Y CETOS TEPEtIdOS M — N Veces.
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Demostraciéon:  Sea A = VIU* la DVS de A y se escribe V = [ Vi W, ] y

= by
Y = ( 01 ), donde Vi € M,;, ,(C), Vo € My in—n(C) y X1 € M, (R). Para

1

Vi Vs
\1/5 € My (C),
votu oo
V2

=~
=

v
SR

se tiene que:

PCP = P*( ; A)
A% 0

1 1
V2 V2 LAU LAU 0
NG EENG 1 1
v, 0 V2 V2

2

=

1
—V
\/51 2

1
U —U 0
V2

S-Sl

1
U AV
V2 2

1
U AV

V2 ?

1

J5ViAU 0

1 1
5(Vf‘A*U + U*A*Wp) 5(\/1*AU — U A*V))

1 1
G (CVFAU + U AV (VAU + U AV

1
—V>AU
V22

Desde que AU = Vi, se tiene:

>
Vs %]( 01)—m21+v20—v121

Luego:

1

1 1
5(‘/1*‘/121 + (ViXi)"V1) §(V1*V121 — (Vi¥i)"W) (V1X1)"Va

(ViX1)"Va

Sl

" 1 1
PP = 5(—‘/1*‘/121+(V121)*V1) —5(‘/1*‘/121+(V121)*V1)
1

V2

1

VaVida 7

Vi, 0
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como (V13)* = 33V* = 5, Vi* y por ser V = [ Vi W } ortogonal, se tiene:

1 0 0
PCcP = 0 =1 0 | =diag(pa, .-y oy — 1y -y —fn; 0, -+, 0).
0 0 0
Por lo que los valores propios de C' son i1, . . ., ttn, —ft1, - - . , —fin ¥ ceros repetidos m—n
veces. [ |

Definicién 2.2.9 Sea A = VXU* la descomposicion DVS de la matriz A € M, »(C)

que tiene 1 valores singulares no nulos. La matriz A' € M, ,,(C) definida por
At =UstV

con

~ n-1
»i = ( . 8) € Mpm(R)

se le denomina matriz pseudoinversa de A.

Observacién 8 Sea A = VSU* la descomposicion DVS de la matriz A € M, ,(C),

se cumple que:

o~ ~ I. T
ATA = USISU* = U "o > wuj,.
0 0 =1

~ e I, 0
o AAt=VESIZV* =V VE=> o).
00 i=1
Al = ZT: iuﬂ):‘
—1 P

Si A € My, ,(C) tiene rango mdzimo (r = n < m), su pseudoinversa es dada

por AT = (A*A)~1A*.
e Si A es una matriz cuadrada no singular (r = n = m), se tiene que ATA =
AAT = 1I,. Luego, AT = A~%.
Teorema 2.2.10 (Teorema de perturbacién para valores singulares) Sean A

yB=A+FE e M, ,(R), m>n. Sean pi1,...,pn Y fi1,--.,fin l0s valores singulares
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de A y B, respectivamente, en orden decreciente. Entonces, para cada i se cumple:
i = i < ||E]]2,

Ademas

n

S (s = i < 1]l

Demostracion: Consideremos las matrices:

i (0 A (0 BY,s_ (0 E
A* 0 B* 0 E* 0

tenemos que B— A=E. Por el teorema (2.2.8), se tiene que fiq, ..., fy, —f1 - -+, —fin
son los valores propios de 11, donde py > --- > pu, los valores singulares de A y
[1y -y iy —f11 - - -, —J1n SON los valores propios de E, donde pi; > -+ > p1,, los valores

singulares B.
Los valores propios de B y A estén relacionados por el teorema (1.1.18) del cual se

tiene para cada ¢ =1,2,...,n que
i = il < [|E]2-

Por el corolario (2.2.2) se tiene que

n

> (= m)* < |||

i=1

2.3 Descomposicion en valores Singulares
Generalizada (DVSG)

Definicién 2.3.1 Los B-valores singulares de una matriz A son los elementos del

conjunto (A, B) definido por
WA, B) = {1 > 0/ det(A"A — i B'B) = 0},
donde A € My, ,(R), m>n y B € M;,(R).
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Teorema 2.3.2 (Descomposicién de valores singulares generalizada (DVSG))
Sean A € My, ,(R), B € M;,,(R) y m > n, existen matrices ortogonales U € M,,(R)
y Ve M,(R), y una matriz no singular X € M, (R) tal que

UTAX = Dy = diag(ay, ..., qp),  a; >0,

_ (2.5)
VTBX:DB:dlag(ﬁla"'aﬁq)a /BZ 207

donde ¢ = min{s,n}, r =rango(B) y f1 > -+ > B > fry1 =+ = B, =0.

Sia;=0parar+1<j<n, entonces u(A, B) = {u/p > 0}.
O bien u(A, B) = {ﬁ/z - 1,...,7“} /31].
Demostracion: Sea

A D 0
= zr
: A :

la. DVS de la matriz < B ) donde D = diag(v,...,%) € Mi(R) con

A
Y>> >0y k= rango

Se escribe las matrices @ € M, x(R) y la matriz ortogonal Z; € M,,(R) como

Q:<gi), le[zu 212]

donde Al € MmJg(R), B; € M57k(R), ATRS Mn,k(R) y AR Mn,n_k(R)
Se tiene que A; = AZ D'y By = BZ;;D~! y ademas como Q7 Q = I, luego:

ATA 4+ BB, = I,.

Sir =rango(B) y
By =VXZT, (2.6)

denota la DVS de B; con ¥ = diag(f,...,0y), p = min{s,k} ¥y
512...25T>ﬁr+1:...:5p:0,
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Como VI B, Zy = VIBZ, ;D Zy = 3., se tiene que:
VTle<D_IZ2 ’ ) = VB[ 2, le]<D_IZQ ’ )
0 I, & 0 Iy

— VTB[ZHD‘122 le]
— | v'BZz,D'7, VTB212]
= | S VI'BD(Z4 2 |
= [£ 0]

= diag(B,.... B,),

entonces:

D 'Z, 0
vTle< . 2 ; ) = diag(B1, ..., 5,), (2.7)
n—=k

donde By41 =+ =, =0y ¢=min{s,n}.
Ademas, se cumple:

(A12:)" (A1 Za) = Z3 (AT A1) Z,
= ZJ (I, — BI'B))Z,
= Z]I1Zy — (B12:)" B Z,
= I,— (VR)VE
= [, —-3T%
= diag(1—B%,...,1— B).

Luego, existe una matriz ortogonal U € M,,(R) tal que

A1Z2 = Udiag(al, Ce ,Oék) S Mm’k(R)

Se asume que los «; son no negativos en (2.8). Sia; = 0 parai =k+1,...,n, entonces
D'Z 0
UTAZ, ( . ? ; > = Dy = diag(ay, ..., o). (2.8)
n—~k
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D 'Z 0
Por lo tanto, (2.5) se obtiene de considerar X = Z; 0 2 ; en (2.8) y (2.7).
n—k

Para demostrar que pu(A, B) = {u > 0/ det(A*A — > B*B) = 0}, de (2.5) se tiene:

ATA—2BTB = (X H)IDIDAX"! — p2(X V)T DLEDp X1

2.9
= (X YNDEDy — pi*DEDR)X . (2.9)
y ademas
a%—;ﬁﬁf 0 B |
0 .
: 2,202 :
DYDA— 12DEDy = j G TP (210
- ot
S
0 0 o
De (2.9) y (2.10)
det(A"A — ?B"B) = det(X) [ (e — 1?8 [] - (2.11)
=1 i=r+1

Siaj = 0parar+1 < j < n, dela ecuacién (2.11) se obtiene que
det(ATA — u? BT B) = 0 para todo pu, por lo que u(A, B) = {u/u > 0}.

;
En caso contrario, la ecuacién (2.11) se anula cuando H(O&? — p2B?) = 0, por lo que
i=1

M(A,B):{%/izl,...,r}. [ |
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3 ALGORITMO DE DVS

El algoritmo mas usado para célcular la DVS de una matriz es el algoritmo
Golub - Kahan - Reinsh (GR-DVS) (1970)([13],[14],[15]).
Sea la matriz A € M,,, ,(R), con m > n, el algoritmo consiste de dos etapas:
HBI ETAPA:

Se construye dos sucesiones finitas de matrices Househdlder

y
Qka k= 17 2a , L — 2

tal que
* % 0 0
0 = *

0
B
Py BEPLAQ1Qo - Qrp = o= oK (3.1)

0 0 =
0 0
0 0

Se reduce la matriz A a una matriz bidiagonal superior de la forma

B

€ Mmn(R),
O | € Mun(®)

donde B € M, (R) es una matriz bidiagonal y la matriz O € M,,_, ,(R) tiene todos

sus elementos nulos.
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Este proceso consiste primeramente en aplicar una matriz Householder
P, € M,,(R) a la derecha de la matriz A de manera que se anule los elementos de la

primera columna por debajo de la subdiagonal, es decir del elementos de la primera

columna en las posiciones (1,2), (1,3), ..., (1,m)
* ok *
0 =
PA=
LS
0 * *

y segundo aplicar por la derecha otra matriz Househélder Q1 € M,,(R) de tal manera

que anule los elementos de la primera en las posicién (3, 1), (4,1), ..., (n, 1), obteniendo
x 0 0
* kS
PAQ =
0 = *

La matriz anterior puede ser expresada de la siguiente forma

PLAQ = 5
1

donde By € M;;,—1,-1(R).
El siguiente paso consiste en aplicar el proceso anterior a la matriz By, de donde se
tiene que existen matriz Householder P, c M 1(R) y @2 € M,,_1(R) tal que

* 0 0 | % 0 0
- o~ 0 * *x ... % 0
P BQ; = L . =
Do : By
0 = * 0

al considerar



se tiene que

* %[0 0

0 x|x 0 0
PBPAQ1Q2 =] 0 0

Do By

0 0

Al aplicar de manera sucesiva los procesos anteriores se obtiene una sucesién de matrices
Householder P, ..., P,,Q1,...,Q,_> de tal manera que la matriz A se transforma en
una matriz de la forma (3.1) el cual denotaremos por J.

Desde que todas las transformaciones introducidas son matrices ortogonales, los valores

singulares de Jy son las mismas que las de la matriz A.

Este algoritmo es llamado el algoritmo de Bidiagonalizaciéon Householder
[4, pp. 236-237]

B
Puo PPAQIQy - Qug=|
To
donde
di  fi
dy  fo
B )
fn—l
dp
HII ETAPA:

Por una variante del algoritmo QR, la matriz J, es diagonalizable en forma

iterativa, tal que

Jo J Jo e 5 (3.2)

La sucesién {Ji} es dada tal que
Ter1 = Si T,

donde Sy € M,,(R) y T}, € M,,(R) son ortogonales. Las matrices T}, se eligen
tal que la sucesién My = JI'J) converge a una matriz diagonal, mientras que

Sk se eligen de modo que todos los Ji son de la forma bidiagonal.
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El proceso parte de la matriz bidiagonal B € M, (R) obtenida en la etapa I,
sucesivamente construimos una sucesiéon de matrices bidiagonales { By}, tal que cada
B; tiene las entradas fuera de la diagonal mas pequenias que la anterior.

La sucesién {Ji} esta relacionada con la sucesiéon { By} de la siguiente manera:

B
Jk=< ‘ ) (3.3)
O(m—n)xn

Describiremos brevemente el proceso y por conveniencia mnotacional,

dejamos de usar los sufijos denotando:
J=Jy, J=Jiy1, B=By, B=Bra, S=5, T=T

A continuacién veremos la descripcion de un solo paso de la iteracién del método.

Paso principal del algoritmo DVS:

Para simplificar la notacién escribimos

di fr
dy f

fn—l
dy,

suponiendo que no es reducida.

[1] Aplicando un paso de QR con desplazamiento de Wilkinson a la matriz

a3 di f1
difi di+ f} dafo
da fo

B'B =

d?z—l + fg—2 dn—lfn—l
dn—lfn—l di + f271
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¢ Calcular el valor propio A de

d721—1 + fz—Q dn—lfn—l
dn—lfn—l dgz + fg—l ’

2 | 2
que es cercano a d; + fi ;.

¢ Calcular ¢; = cos(#1) y s; = sen(f;) tal que
T
C1 S1 d% - A - *
—S1 dy f1 0
y considerar la rotacién de Givens Gy = G(1,2,0;) € M, (R).

[2] Aplicamos la rotacién de Givens G5 a B por la derecha. Vemos que G; no anula

ninguna entrada, generando una entrada en la posicién (2, 1):

[3] Determinamos rotaciones de Givens aplicadas en forma alternada de modo que

se anule el elemento generado. Este proceso es conocido como “la persecusion”:

a) Determinamos la rotacién de Givens G para anular el elemento de la posicién

(2,1), generando una entrada en la posicién (1, 3):

I )
ko ok
~ *
GTBG, =
*k
k
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b) Determinamos la rotaciéon de Givens Go para anular el elemento de la posicién

(1,3), generando una entrada en la posicién (3,2):

ko ok
* *
GTBG.Gy = © o
1 192 —
*
*

¢) Determinamos la rotacién de Givens G2 para anular el elemento de la posicién

(3,2), generando una entrada en la posicién (2,4):

@g@?BGlGQ -

d) Continuamos sucesivamente hasta que finalmente G anula la posicién (n,n — 1)

y no genera ninguna entrada.

* ok _®
®/*/7* ®
®/*7},®
® */*
e
® *

Al final de un paso de la iteracion se tiene rotaciones de Givens

~

Gluélu G27 627 T anlu anl € MH(R) tal que

B=Gl \GY , - GT BGiGyGy -+ Gy (3.4)
0T v
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donde G; = G(i,i+1,6;) y @ = G(i,i+1,v) de tal forma que B tiene la mismo

forma que B.
De (3.4) se tiene que B = UT BV, por lo que podemos definir:

U Onx(m-n B >
) N G R
O(m—n)xn [mfn O(m—n)xn

Luego, se tiene:

J=STJT.

El paso principal dado anteriormente permite generar los términos de la sucesion de
matrices {J;}.

Primeramente obtendremos los primeros términos de la sucesién, donde el elemento de
la posicién (n,n — 1) de cada matriz de la sucesién forman una sucesién {J%,_,} que
converge a Cero.

Considerando 0 = q||.Jy||oo donde gy es la presicion de la maquina, El criterio para su

convergencia es:

Si |f* || <6 para algiin k (donde k = k,,), entonces d* es aceptado como valor

B, ~ BY O(nf]:)m
0 d*

singular y By es dado por

donde BY € M,,_1(R).

Luego analizamos los elementos de la matriz

dy  ff
s f3
BF = '
k
n—2
dy_,
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e Si| f]k] < § para algin j, entonces la matriz BY se separa de la siguiente forma:

k
B11

k ~ k

B1 ~ dj

k
B22

donde Bfl S Mj_l(R) y B§2 S Mn_j_l(R).

e Si f]'-C = 0 para alglin j, entonces BY se separa de la siguiente forma:

k

B
Bf ~ d;?
k
Bs,

donde B{CI S Mj_l(R) y B§2 € Mn_j_l(R).

e Si dg‘? = 0 para algin 7, por una multiplicacién de Givens puede anularse f]’?; que
implican las filas (j,7 + 1), (4,7 +2), ..., (j,n), podemos anular las entradas de la fila
J:

* % * %
* * * *
4,d+1)
B{“: * % _— * %
* *
* *
* ok * ok
* * * *
(.3 +2) 000 =« (j.n) 000 0
ST * % - * %
* *

e Si |d§“| < 0, para algin j, entonces una sucesion adicional de rotaciones

de Givens es aplicada por la izquierda de By en las que participan las filas
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(J:3+ 1), (4,4 +2), -, (j,n) de modo que:

f]’-“ es anulado, pero las posiciones (7,7 4+ 2) y (7 + 1,7) son generados,
La posicion (j, 7 + 2) es anulado, pero la posiciones (j,7 4+ 3) v (j +2,7)

son generados

y finalmente la posicién (j,n) se anula y la posicién (n, j) es generado.

La matriz obtenida tiene la forma

i f} 0
7k
1 sk dk., fk
J+1 j+1 Jj+1
: k
: n—1
0 5k dr

Note que por la ortogonalidad

(d5)? + (3550)* + -+ (9)7 = () < 0*.

J

Por lo tanto, los 53’»C son menores en magnitud que 6. Luego, se tiene que la matriz BY

es equivalente a matriz de la forma:

k%
kK
. 000 0
By = * ok
*
*

En cualquiera de los caso el problema original se separa en dos problemas mas pequenos
que pueden ser tratados independientemente por los pasos anteriores y asi generar los

demés elementos de la sucesién {Jy}.
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Acabamos de describir un paso del algoritmo de bidiagonalizacion
DVS. Como mencionamos anteriormente por aplicaciones repetitivas del algoritmo,
uno construye una sucesién de matrices {By} con las entradas en la diagonal
dy, ds, ..., d* ylas entradas de la superdiagonal fF, f¥ ... fk .
De la convergencia del algoritmo de iteraciéon QR con desplazamiento de Wilkinson se
tiene que f* | converge a cero.
Habiendo hecho f* | cero (segtin el criterio), la matriz es reducido y el algoritmo es
repetido en una y mas matrices de orden (n — 1) o inferior.

El proceso es seguido hasta que

di fi

fnfl
dn

se convierta en diagonal al considerar el siguiente criterio:

Criterios para anular las entradas fuera de la diagonal

1. La entrada fuera de la diagonal f; sera nula, si
|fil < e(ldif + [dital) (3.5)

donde € es un multiplo pequeno de la presicion de la maquina &g.

2. La entrada en la diagonal d; sera nula, si
|di| < €Al (3.6)

donde € es un multiplo pequeno de la presicion de la maquina &g.

Golub y Reincsh (1970) han senalado que el total de flops es
4m*n 4 8mn® +9n*, m>n

que incluye el costo de V| 3, y U [4, p. 493].

Observacion 9 El algoritmo de Golub - Kahan - Reinsch ( Golub and Kahan
(1965) [13], Golub and Reinsch(1970) [14]), ha sido el algoritmo estindar para el
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calculo de la DVS de una matriz, esté algoritmo en lenguaje Algol fue publicado en
([14], 1970). A partir de ese momento han habido avances en la construccion de
algoritmos para el cdlculo de la DVS de una matriz, que han sido incluidos a los
programas contenidos en la libreria de algoritmos de dlgebra lineal numérica LAPACK
(http: //www. netlidb. org/ lapack/ ).

3.1 DVSy PYTHON 3

En la libreria de algebra lineal LAPACK se encuentra una version revisada
del algoritmo que aparecié en [4] presentado por [16, pp 873-912].
PYTHON 3 incluye una funcién para calcular la descomposicién de valores singulares
de una matriz al escribir el comando numpy.linalg.svd, que utiliza la subrutina
dgesvd LAPACK cuyo cdédigo puede verse en http://www.netlib.no/netlib/
lapack/double/dgesvd. f

Ejemplo 3.1.1 Al aplicar la funcion numpy.linalg.svd de PYTHON 3 en el proceso

1 05
la transformacion del circulo unitario por una matriz no singular A = ( 02 —1 )’

se obtiene las matrices V., U y S son:

Vo —0.81558 0.57864 ~{ 1.20948 0.00000 = —0.57864  0.81558
~\ 057864 0.81558 /'’ ~\ 0.00000 0.90948 Y | —0.81558 —0.57864

st/

_ao.s b

Figura 3.1: Gréafico S — AS?.
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4 APLICACION: LA DVS EN LA INGENIERIA
BIOMEDICA

Durante el periodo de gestacién de una mujer es muy importante para los
médicos conocer la actividad cardiaca del feto o electrocardiograma fetal (ECGF), ya
que permite monitorear su estado y llevar a cabo la deteccion y diagnosico de posibles
enfermedades, de manera que se efectie el tratamiento adecuado.

Los métodos mas precisos son invasivos, ya que utilizan electrodos colocados sobre
el cuero cabelludo del feto, esta técnica solo es posible durante el parto cuando el
cuero cabelludo del feto es accesible. Una técnica no invasiva es el de la obtencion del
electrocardiograma fetal registrado por electrodos en el abdomen y térax de la madre.
Este procedimiento tiene como principal interferencia el ECG materno (ECGM) ya
que es de mayor voltaje en compracion con el voltaje del ECGF, ademés de otros
niveles de ruido (que derivan del ruido del musculo materno, la respiracién materna,
la actividad estémacal, contracciones del titero) y el ruido térmico procedente de los
equipos electrénicos (los electrodos, cables, conexiones, amplificadores, etc); ademas la
posicion de los electrodos también es muy importante, pues la eleccién de las posiciones
de los electrodos puede ser completamente 1til en el curso de un experimento debido

a los movimientos fetales [1],[2].

En el drea de la ingenieria biomédica una de las aplicaciones de la DVS
consiste en aproximar el electrocardiograma fetal (ECGF) de senales que fueron

obtenidas de electrodos en el abdomen y térax de una mujer embarazada.

— ECGF
DVS —» ECGM
'. } Ruido

Figura 4.1: Método DVS [21].
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4.1 Modelamiento del problema de ECGF

Las senales obtenidas a partir de la colocacion de electrodos en el abdomen
de la madre, presentan una combinacion de las senales electrocardiograficas maternas
(ECGM) y fetales (ECGF), acompanadas de ruido de fondo. Para formular el problema
del Electrocardiograma Fetal (ECGF) en términos matematicos se debe tener en cuenta

lo siguiente:

e La actividad eléctrica del corazén puede ser modelada, Plonsey (1989) [17], afirma
que a cierta distancia del corazén su actividad bioeléctrica puede ser representada

por un dipolo de corriente tridimensional.

e Las caracteristicas de propagacion entre de las fuentes bioeléctricas y los

electrodos.

R. Plonsey en [17] afirma que cualquier senal ECGM medido del abdomen de la
madre se puede expresar como la superposiciéon de tres senales ortogonales, espacial
y estadisticamente independiente, “llamadas senales fuentes del ECGM”. Estas
tres senales fuentes del ECGM generan un espacio vectorial tridimensional llamado
subespacio del ECGM. De la misma manera, se define el subespacio ECGF, generado
por las “senales fuentes del ECGF”. La dimension del subespacio no es necesariamente

igual al tres, sino que esta sujeta a cambios durante el embarazo [17],[18].

Supongamos que r senales fuentes son suficientes para representar la
actividad de todas las fuentes de corrientes bioeléctricas internos denotadas por s;,
i€{1,2,---,r}. Entonces en un instante ¢ podemos definir el vector de las r senales

fuentes s(t), llamada vector “senial fuente”:

s = (90 w0 - s0)) (@)

Estas senales no se pueden medir directamente , pero si se puede medir la diferencia
de potencial entre dos pares de electrodos colocados sobre el abdomen de la gestante,
estas seniales de medicién se denotan por m;(t). Supongamos que p senales de medicién

de pares de electrodos son medidos y arreglados en un vector m(t), llamado el vector

43



de senal de medicion, como

mit) = (i) malt) - my(t) )

Segun [17] existe una relacion lineal entre m(t) y s(t), donde cada una de las senales
de medicién m;(t) puede escribirse como una combinacién lineal de las r senales fuente
s;(t), ademés de la adicién de ruido, representado por una senal de n;(¢). Luego, se

tiene las siguientes relaciones:

mq (t) = tllSl(t) + t1282(t) + -+ tlrSr(t) + Ny (t)
ma(t) = torsi(t) +taasa(t) + - + tors,(t) + na(t)

(4.2)
my(t) _ tp1s1(t) + tpasa(t) + -+ tprse(t) + ny(t)
equivale a escribir
m(t) = Ts(t) + n(t) (4.3)
donde n(t) = (m(t) na(t) - myld) )T v T = (t;) € My (R) es llamada matriz

de transferencia, que depende de la geometria del cuerpo y su conductibilidad, las
posiciones de los electrodos y la conductividad de los tejidos del cuerpo [17].
El problema consiste en obtener una estimacién de las senales fuente s;(t) que se

generan por un conjunto determinado de senales de medicién externa.

4.2 DVS para obtencién del ECG fetal

Supongamos que existen p sefiales de los electrodos (p entre 6 a 8), los datos
mostrados para en cada instante de tiempo ¢ son almacenados en m(t) generando un

sistema igual a (4.2) cuya forma matricial (4.3) es dada por:
m(t) = Ts(t) + n(t). (4.4)

Se pueden hallar los ECGM y ECGF al encontrar las estimaciones de las senales fuente
si(t),i=1,--- rde:

s =(st) s - s )
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Si tomamos ¢ muestras consecutivas en los instantes de tiempo t;,--- ,%,, estas son

almacenados en una matriz M € M, ,(R) de la siguiente forma:

my(ty) ma(tz) - oo ma(ty)
M- ma(ty) ma(tz) --- oo ma(ty)
mp(t1) my(ty) - - mp(tq)

Las p senales observadas m;(t) (las filas de la matriz M) son modeladas por (4.3). Asi,

el modelo tiene la siguiente forma:

tin tiz -0 i si(t1) si(t2) -+ si(ty) ni(t) ni(te) -+ ni(ty)
M _ t2‘1 tg.g s tg.r 82(.t1) 82(.t2) cee 82(‘tq) + nz(‘tl) ng(.tz) s ng(‘tq)
tp1 tp2 o tpr se(t1) sr(te) -+ si(tp) np(t) np(ta) - mpty)

o de forma matricial
M=TS+N

donde T'e M, (R), S € M, ,(R)y N € M, ,(R).

La DVS de la matriz de datos M = VXU, bajo ciertas condiciones en la
colocaciéon de los electrodos y el ECGM lo suficientemente fuerte comparado el ECGF,
proporciona una aproximacion del ECGF libre del ECGM.

La matriz 3 de la DVS de M puede ser escrito como:

Yy 0 0
2= 0 Xp O
0 0 X

donde 3, contiene ), valores singulares asociados con el corazén de la madre (ry; = 3),
Y contiene rp valores singulares asociados con el corazén del feto (rp = 2) y g
contiene 1o = p — rpy — rp valores singulares asociadas a otras posibles fuentes de
actividad bioeléctrica y el ruido (ro = 1).[2]
Desde que:

Ima(M) = C(M) =C(VEUT) =C(V)

el subespacio de dimension p generado por las columnas de la matriz de datos M es

igual al subespacio generado por las columnas de V.
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La matriz V' se puede escribir de la siguiente forma:

M TF Ty

vi= (Vi Ve %)

dando lugar a tres subespacios ortogonales unos a otros, siendo estos:

e Subespacio materno Sy, con dim(Sys) = rp.
e Subespacio fetal Sg, con dim(Sy,) = 5.

e Subespacio de otras fuentes bioeléctrica y ruido Sg, con dim(Sg) = 7.

Entonces, solo se necesita proyectar las senales dato almacenadas en M al subespacio
fetal Sr, donde las contribuciones del ECGM y del ruido son eliminados.

Desde que el subespacio fetal Sp = C(Vr), se pueden obtener las contribuciones del
ECGF en cada senal medida al proyectar las senales dato M al subespacio fetal S,

dicha matriz se denota por F' € M, ,(R) y es dada por:

TMATE
F = Proys,M = VpVfM = Y S (4.5)

’i:TM+1

donde v; es la columna i-ésima columna de V', u; es la i-ésima columna de U y ¥; el

1-ésimo valor singular de M.

La matriz R
v VIM Su
S=VIM=| vl |M=| vimM |=| 8¢ (4.6)
v Vi M So

donde S € M, 4(R) contiene las p estimaciones de las sefiales fuentes de la ecuacién
(4.1). Las senales en la matriz Sp = VAM € M,, ,(R) contiene las senales fuentes
fetales que también son llamados las senales principales del feto, cada contribucién
fetal en los datos se pueden encontrar como una combinacién lineal de las tnicas rg
principales senales fetales [1],[2]. La aproximacién del ECGF se obtiene al hacer un

promedio de las aproximaciones de las dos senales fuentes fetales [2].

De manera similar a (4.5) se puede obtener la contribucién del ECGM en

cada senal medida.

46



4.3 Aplicacion:

Sea plicara el método a datos de dos diferentes bases de datos.

4.3.1 Aplicacion del método a datos de The Dalsy

The DalSy database: De Moor B.L.R. (ed.), DalSy: Database for the
Identification of Systems, Department of Electrical Engineering, ESAT/STADIUS,
KU Leuven, Belgium, URL: http://homes.esat.kuleuven.be/~smc/daisy/,

29/07/2018. [Used dataset: Cutaneous potential recordings of a pregnant woman,
Biomedical Systems, 96-012.]

e Descripcion: grabaciones de potenciales cutdneas de una mujer embarazada
(8 canales: 1-5: abdominal; 6,7, 8: toracicas).
e Muestreo: 5 seg.

e Numero de datos: 2500 x 8

Kodomen |
|
BN
o0

=3
-
" %
u
-

Hmen
3
o E El
o
-
M
w

Hime
i
Qﬂﬂgg
€
k-
v
w
B
2

Koo §
Lo
- 3
5
-
-

Hedren §
[
40N L
wo
=]
B
N
u
i

Toae ]
]
Cﬁg 0
20
€
2
8
W
B
v

T}
3
El
o
b
W
v

Tox 3
IR
o

o

-

N

i

7

u

D

Figura 4.2: Dalsy: Senales ECG
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Los datos son almacenados en una matriz de medida M, donde las cinco primeras
columnas de M corresponden a los datos medidos del abdomen y las tres ultimas a las

medida en el térax, tal como se muestra en la figura 4.2.

De la ecuacién (4.6) se tiene la estimacion de las senales fuentes, donde la

cuarta y quinta senal de la figura 4.3 son las senales fuentes fetales.
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Figura 4.3: Senales fuentes obtenidas de las senales de medicion de la figura 4.2.
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La contribucion del ECGF en cada una de las senales de medicién de la figura 4.2 se

obtienen de la ecuacién (4.5) y se muestra en la figura 4.4.
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Figura 4.4: Contribucién ECGF en cada senal de la figura 4.2.
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De manera similar se obtiene la contribucion del ECGM en cada una de las senales de

medicién de la figura 4.2 y se muestra en la figura 4.5.
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Figura 4.5: Contribucién del ECGM en cada senal de la figura 4.2.
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La aproximacién del ECGF se obtiene al promediar las sefales fuentes fetales [2].
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Figura 4.6: Senales fuentes fetales y aproximacién del ECGF.

De la figura 4.6 notemos que la senal aproximada del ECGF esta muy distorsionada,
para verlo con mas claridad se considera el tiempo entre 0.16 y 0.24 seg. tal como se

muestra en la figura (4.7); se aprecia que el complejo QRS no tiene la forma usual,

=t 10 1
=
=z
a 07
=
5
2
= 10 4
wi
-20 .
0ls 0ls 020 022 0.24
n
B 199
o
&
=
2
wi
_10 4
016 018 0.20 022 0.24
44
2
E o4
&
2 |
4]
T T ; " :
016 018 0.20 0.22 0.24

time (s}

Figura 4.7: Senales fuentes fetales y aproximacién del ECGF en tiempo corto.

lo que nos indica que el método para la aproximacién del ECGF usando la DVS al
consideramos los datos completos (8 senales) del articulo [2], resulta ser poco eficiente,

ya que este método funciona bajo condiciones especificas como la colocacion apropiada
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de los electrodos, la cantidad adecuada de electrodos en el torax y el abdomen de
la madre. Para obtener buenos resultados se necesitaria tomar multiples muestras
variando posicion y cantidad de electrodos hasta obtener los datos reales que al aplicar

el método proporcione 6ptimos resultados.

En el articulo [2] de las 8 senales que se tiene como data se consideraron
6 senales (3 abdominales y 3 tordcicas) de las cuales no se especifica cuales de las
5 senales abdominales se utilizo para ejecutar el método y que criterio se considero
para su eleccién, por ello es que este uno de los factores por la cual no llegamos a un
resultado eficiente.
Al hacer todas las posible elecciones de como podrian haberse elegido las 3 senales del
abdomen de las 5 senales que poseen los datos, se observo las senales del Abdomen_1,
Abdomen_2 y Abdomen_5 junto con las otras 3 del térax segun la figura 4.8 fueron las

que mostraron mejores resultados por lo que se asume que estds se utilizaron en [2],
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Figura 4.8: Las 6 senales utilizadas en [1].
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ya que al observar sus senales fuentes dada en la figura 4.9.
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Figura 4.9: Las senales fuentes de la figura 4.8.

En las senales fuentes fetales y la aproximacion del ECGF se aprecia de una manera

mas clara la onda del complejo QRS, tal como se muestra en las figuras 4.10
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Figura 4.10: Aproximacion del ECGF fetal.
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4.8.2  Aplicacion del método a datos de PhysioNet

The PhysioNet database: Archivo EDF ecga244data.edf de
http://www.physionet.org/pn3/nifecqdb.

e Descripcion: grabaciones de potenciales cutaneas de una mujer embarazada de
38 semanas (6 canales: 1-2 toracicas mV’; 3-6: abdominales ©V') tomadas el 8 de
Marzo de 2004.

e Muestreo: 5 seg

e Numero de datos: 3000 x 6
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Figura 4.11: Senales PhysioNet ECG 244.

Siguiendo el mismo esquema para los datos que en la base de datos Dalsy,
los datos del PhysioNet del ECG 244 de la figura 4.11 son almacenados en una matriz
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de medida M, donde las dos primeras columnas de M corresponden a los datos medidos

del térax y las cuatro ultimas a las medidas en el abdomen de la mujer gestante.
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S. Fuente 1

5. Fuente 2
|
N
i
o

—750 4

—1000 -

5. Fuente 3

—&00

150

100 A

S. Fuente 4

—s0 4

—100 1

S. Fuente 5
g

S. Fuente 6
(R

|
i
=]

Aplicando la ecuacién (4.6) se tiene la estimacion de las senales fuentes,

la cuarta y quinta senal de la figura 4.12 son las senales fuentes fetales.
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Figura 4.12: Senales fuentes obtenidas de las senales de medicién de la figura 4.11.
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La contribucién del ECGF en cada una de las senales de medicion de la figura 4.11 se

obtienen de la ecuacién (4.5) y se muestra en la figura 4.13.
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Figura 4.13: Contribucién ECGF en cada senal de la figura 4.11.
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De manera similar se obtiene la contribucion del ECGM en cada una de las senales de

medicién de la figura 4.11 y se muestra en la figura 4.14.
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Figura 4.14: Contribucién del ECGM en cada senal de la figura 4.11.
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La aproximacién del ECGF se obtiene al promediar las sefales fuentes fetales [2].
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Figura 4.15: Senales fuentes fetales y aproximacion del ECGF.

De la figura 4.15 notemos que la senal aproximada del ECGF esta muy distorsionada,
para verlo con mas claridad se considera el tiempo entre 0.16 y 0.24 seg. tal como se

muestra en la figura (4.16); se aprecia que el complejo QRS no tiene la forma usual,

S. Fuente Fetal 4

5. Fuente Fetal 5

Figura 4.16: Senales fuentes fetales y aproximacién del ECGF en tiempo corto.
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lo que nos indica que el método para la aproximacién del ECGF sigue siendo poco
eficiente, ya que no se obtiene con claridad la onda del complejo QRS. Lo que nos
confirma que se necesita mas senales dato y seleccionar los adecuados para un mejor

resultado.
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5

CONCLUSIONES:

. La descomposicién de valores singulares (DVS) de una matriz A € M,, ,(C)

con r valores singulares positivos garantiza que existen dos matrices unitarias

V € M, (C), U € M,(C) y una matriz ¥ € M,, ,(R) tal que

~ -~ >
A=VSU* y S= 0
0 0

donde ¥ = diag(p1,...,p4r)y ¥ 1 > p2 > -+ > p, > 0. Proporcionando
informacién respecto a la matriz A, como Ima(A), N(A), rango(A), ||4||s,

condy(A), entre otros.

. El algoritmo mas utilizado para calcular la descomposicién DVS de una matriz

A € M, ,(R) es el algoritmo de Golub-Kahan-Reinsch (1970) y una versién
revisada para el calculo de SVD de una matriz se encuentra en la libreria de
algebra lineal LAPACK.

. La evaluacién del electrocardiograma fetal (ECGF) es importante para el

diagnostico de diversas anomalias cardiacas. El ECGF puede obtenerse de
manera no invasiva mediante la colocacién de eléctrodos sobre el abdomen y
el torax de la madre, el problema de esta técnica es que la senal obtenida
esta distorsionada pues tiene como principal interferencia el electrocardiograma
materno (ECGM), ya que las sefiales del corazén materno son mas fuertes que la
del corazén del feto y ademas se mezcla con otras senales biomédicas, un método

para aproximar el ECG fetal es la descomposicién de valores singulares (DVS).

. El método para la aproximacion del ECGF usando la DVS utilizando datos reales

de las base de datos Dalsy y PhysioNet resulta que no es eficiente, ya que
el método funciona bajo condiciones especificas, como la colocacién apropiada
de los electrodos, la cantidad de estos en el térax y el abdomen de la madre.
Para obtener mejores resultados es necesitaria tomar miltiples muestras variando

posicion y cantidad de electrodos.
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ANEXO A-1 PSEUDOCODIGO EN PYTHON 3

import numpy as np
fname="./foetal _ecg.dat’ #Daisy
#fname="./ecgca244 .edf” #Physionet

muestras=2500

def separacion (M):

(U, S, Vh) = np.linalg.svd (M,
full_ matrices=True)

#r=len (S)
#signals?2 = (U[:, :r] @ np.diag(S)) @ Vh[:r, :]
#np. allclose (signals , signals2)
SP =U.T @M # SENALES FUENTE
rM=3
rF=2
CF=U[: ,sM:tM+rF] @ SP[rM:rM+rF | : ]
CM=U[:,:tM] @ SP[:tM, 1]
return (CF,CM, SP)

import os.path
tipo_arch = os.path.splitext (fname)[1]
if tipo_arch=".dat”:
a=np.loadtxt (fname ,dtype="f").T
muestras=min ([a.shape[1l], muestras])
M= a[l:,0: muestras]
time_label=a[0,0: muestras]
n = M. shape [0]
signal_labels=([’Abdomen_1", Abdomen_2’,’Abdomen_3 ",
"Abdomen_4’ , ’Abdomen_5’, "Torax_1",
"Torax-2’, Torax_3"])
origen="daisy’
freq=500 #Hz
duracion=5 #segundos
muestras=int (freq+duracion)

elif tipo_arch=—="_.mat”:
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import scipy.io as sio

mat_var = sio.loadmat (fname)

a = mat_var|[list (mat_var.keys ())[0]]
muestras=min ([a.shape[l], muestras])
M= a[0:,0: muestras]
time_label=range(muestras)

n = M.shape [0]

origen="sim’

elif tipo_arch=".edf":
import pyedflib
ecg_edf = fname
f = pyedflib.EdfReader(ecg_edf)
n = f.signals_in_file
signal_labels = f.getSignallLabels ()
origen="nifecgdb’
freq=1000 #Hz
duracion=5 #segundos

muestras=int (freq+duracion)

muestras=min ([ {.getNSamples (). min(), muestras])

freq=f.getSampleFrequencies ()[0]

time_label = np.linspace (0, muestras/freq , muestras)

M = np.zeros ((n,muestras),dtype="1f")

for i in np.arange(n):

M[i, :] = f.readSignal(i)[: muestras]
M[0,:]=1000%M][0 ,:]
M[1,:]=1000«M]1 ,:]
f._close()
del f

(CF,CM, SP)=separacion (M)

from matplotlib.pyplot import (plot, show,

title ,subplot ,

ylabel | xlabel ;subplots)

fig , ax = subplots(figsize=(14,24))
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title ( 'BOGMHECGE")
for idx in range(n):
subplot (n, 1, idx+1)
plot (time_label [0: muestras] ,M[idx ,0: muestras|)
ylabel (signal_labels [idx])
xlabel ("time.(s) ")
fig.savefig(’ecg_-{0}.png’.format(origen), bbox_inches="tight ")
show ()

fig , ax = subplots(figsize=(14,24))

title (’Separacion’)

for idx in range(n):
subplot (n, 1, idx+1)
plot (time_label [0: muestras],SP[idx ,0: muestras|)
ylabel (’S._Fuente_.{0} .format(idx+1))

xlabel ("time_(s) ")

fig .savefig(’senales_fuentes_{0}.png’.format(origen),
bbox_inches="tight )

show ()

fig , ax = subplots(figsize=(14,24))

title ("Contribucion._del .JFECG")

for idx in range(n):
subplot (n, 1, idx+1)
plot (time_label [0: muestras] ,CF[idx ,0: muestras])
ylabel ('"F.EECG{0}’.format (idx+1))

xlabel ("time.(s) ")
fig .savefig(’ecg_fetal_{0}.png’.format(origen), bbox_inches="tight )
show ()

fig , ax = subplots(figsize=(14,24))
title (’Contribucion._del MEOG”)
for idx in range(n):

subplot (n, 1, idx+1)
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plot (time_label [0: muestras] ,CM[idx ,0: muestras|)
ylabel ('MECG{0}’.format(idx+1))

xlabel ("time_(s) ")
fig.savefig(’ecg-materno_{0}.png’.format(origen), bbox_inches="tight’)
show ()

fig , ax = subplots(figsize=(14,24))
title (’Promedio.de_senales._fuente’)
canales _fetal =[4,5]
n_can = len(canales_fetal)
for idx in range(n_can):
subplot (n, 1, idx+1)
plot (time_label [0: muestras],SP[canales_fetal [idx]—1,0: muestras])
ylabel (’S._Fuente_Fetal {0} .format(canales_fetal[idx]))
subplot(n, 1, n_can+1)
plot (time_label [0: muestras],
SP[np.array(canales_fetal)—1,0:muestras].mean(axis=0))
ylabel ( "Prom. ")

xlabel ("time_(s) ")

fig .savefig( promedio_fuentes_feto_{0}.png’.format(origen), bbox_inches=
show ()
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ANEXO A-2 ELECTROCARDIOGRAMA
(ECG)

Esta seccién se basa de [47] entre otros més, cuyo contenido permite
conocer que es el electrocardiograma, su grafica y las ondas mas representativas de

ella, sus derivaciones, intervalos y segmentos.

A-2.1 Electrocardiograma

El electrocardiograma (ECG 6 EKG), inventado por el doctor Willem
Einthoven (1860-1927) en 1903, es un método no invasivo que registra la corriente
eléctrica que presenta el musculo cardiaco durante las distintas fases de la contraccién.
El paso del potencial a través de las células cardiacas genera formas de onda, las cuales,

sumadas entre si, generan una gréfica electrocardiogréfica (A-2.1).

Specialized

Pacemaker AV node :
muscle fibers

{SA node)

Right
atrium

Right
ventricle

) ) )
SJREPN NERN PNERDN NEPN PN

Figura A-2.1: Ciclo Cardiaco [48].

En un trazado electrocardiografico se observan las formas de onda mas

representativas: la onda P, el complejo QRS y la onda T.(A-2.2)

e Onda P: El nodo SA genera el impulso y se da la despolarizacion de las auriculas,
primero la auricula derecha, luego la izquierda (evento eléctrico). Se produce la

sistole auricular (evento mecénico). Dura entre 0.09 seg. y 0.11 seg.
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Figura A-2.2: Onda P, el complejo QRS y la onda T [49].

Intervalo P-Q: Es el espacio comprendido entre el fin de la onda P y el inicio del
complejo QRS. Dura entre 0.11 seg. y 0.20 seg. Muestra el tiempo de conduccion

auriculoventricular, incluyendo el retardo fisiolégico a través del nodo AV.

Complejo QRS: El nodo AV reenvia el estimulo eléctrico y se da la
despolarizacion de los ventriculos (evento eléctrico) y por esto, se da la sistole
ventricular (evento mecdnico). La auricula se repolariza (evento eléctrico) y se

genera la didstole auricular (evento mecdnico). Dura entre 0.07 seg. y 0.11 seg.

Segmento ST: Comprendida entre el fin del complejo QRS y el inicio de la onda

T. Suele ser isoeléctrico en los ECG normales.

Onda T: repolarizacién de ventriculos (evento eléctrico) y se genera una didstole

ventricular (evento mecdnico). Tiene igual polaridad al complejo QRS.

El registro del electrocardiograma se lleva a cabo mediante la colocacion de electrodos

en diferentes posiciones del cuerpo (el pecho, los brazos y las piernas) que la actividad

eléctrica del corazén y envian la senal a un aparato llamado electrocardiégrafo al cual se

conectan e imprime el trazado en papel milimetrado (A-2.3). En el sentido horizontal

se mide el tiempo y en el sentido vertical el voltaje. Cada milimetro corresponde a 0.04

segundos. Cada 5 mm (0.20 segundos) existe una linea vertical mas marcada. Cinco

de estas lineas constituyen un segundo. El papel corre a 25 mm/seg.
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Figura A-2.3: Papel milimetrado [50].

A-2.1.1 Derivaciones

En electrocardiografia, la palabra ”derivaciones” se refiere a la medida
rivacion un utilizan diferen
Las derivaciones de ECG utilizan diferentes

del voltaje entre dos electrodos.
combinaciones de electrodos para medir distintas senales procedentes del corazén. Se

clasifican en tres tipos los cuales son:

e Bipolares: Registran la diferencia de potencial entre las extremidades del cuerpo

de la siguiente forma:
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Figura A-2.4: Bipolares [48].

— el brazo izquierdo (LA) y el brazo derecho (RA): DI
— la pierna izquierda (LF) y el brazo derecho (RA): DII
— la pierna izquierda (LF) y el brazo izquierdo (LA): DIII
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e Aumentada:

Son variantes de las bipolares.

— brazo derecho: aVR
— brazo izquierdo: aVL

— pie izquierdo: aVF

Figura A-2.5: Aumentada [48].

e Unipolares:

Se obtienen de los electrodos ubicados en el pecho del paciente.

Figura A-2.6: Unipolares [48].

— V1: Cuarto espacio intercostal parasternal derecho.

— V2: Cuarto espacio intercostal parasternal izquierdo

— V3: Punto intermedio entre V2 y V4

— V4: Quinto espacio intercostal izquierdo

— V5: Al nivel horizontal de V4 en la linea axilar anterior izquierda

— V6: Al nivel horizontal de V4 en la linea media axilar izquierda.
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Para realizar un ECG estandar de 12 derivaciones, hacen falta 10 electrodos. Cada

uno de ellos se numera y se coloca sobre el paciente de la forma siguiente:

Figura A-2.7: ECG estandar [52].

La altura del trazado electrocardiografico esta sujeta al voltaje que los electrodos
capten. El estandar define que una altura de 10 mm. establece una diferencia de
potencial de 1 mV. La altura de las formas de onda revela detalles del funcionamiento

del corazdn.

A-2.1.2  Medicion de la frecuencia cardiaca con papel ECG:

Cuando ya se tiene un registro ECG en papel, se puede proceder a realizar
un analisis de la senal. Entre los parametros de interés se encuentra la frecuencia
cardiaca.

Para hallar el ritmo ventricular se tienen 3 métodos:

e Contar el nimero de ondas R en 6 segundos y multiplicar por 10

e Dividir 1500 entre el nimero de cuadros pequenos que hay entre ondas R

consecutivas

e Dividir 300 entre el nimero de cuadrados grandes (cinco cuadros pequefios en

cada cuadro grande) que hay entre ondas R consecutivas.

69



A-2.1.8 Intervalos y segmentos

Los intervalos y segmentos entre las diferente ondas del electrocardiograma

son importantes para el diagnodstico clinico.

Complexo
QRS

Intervalo RR R

Figura A-2.8: Intervalos y segmentos [51].

e Intervalo RR: formado por los picos de dos ondas R consecutivas y que definen

la frecuencia cardiaca instanténea.

e Intervalo PR: medido entre el inicio de la onda P y el inicio del complejo QRS.
Representa el tiempo de conduccién de la actividad eléctrica de las auriculas a

los ventriculos.

e Segmento PR: periodo comprendido entre el fin de la onda P y el inicio del
complejo QRS. Representa el tiempo de transmisién del frente de despolarizacion

por el nodo auriculo-ventricular

e Segmento ST: comprendido entre el fin del complejo QRS (o punto J) y el
inicio de la fase ascendente de la onda T. Corresponde al tiempo durante el cual
el conjunto de células miocardicas son despolarizadas y, en el caso normal, debe

ser isoeléctrica.

e Intervalo QT: comprendido entre el inicio del complejo QRS y el final de la
onda T. Representa una indicacién de la duracion de las fases de despolarizacion

y de repolarizacion ventricular.
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El estudio del ECG permite identificar patologias a partir de cambios en la morfologia
de la senal.
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Figura A-2.9: Patologias [53].

Otro tipo de patologias estan asociadas al ritmo o frecuencia cardiaca, es

decir, variaciones en el nimero de pulsos por minuto a que late el corazon.

Observacién 10 De la misma manera que para los adultos, es posible observar la
actividad eléctrica del corazon del feto a través del electrocardiograma fetal (ECGF).
Una técnica no invasiva para obtener el ECGF consiste en la colocacion de electrodos
sobre el abdomen y torax de la madre; estos registros contienen un nivel muy débil de
ruido y bajos valores de voltaje del ECGF en relacion al electrocardiograma materno
ECGM; por lo tanto la senal observada en cada electrodo es un complejo de senales
asociadas a la superposicion de muchas fuentes.

Existen varias técnicas de procesamiento de senales que han sido introducidas para la
extraccion del ECGF:

e Filtrado adaptativo.
o Técnicas de correlacion.

e Descomposicion de valor singular (DVS).
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e Redes neuronales.

e Separacion Ciega de Fuentes (BSS).
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GLOSARIO

Corazoén: Es el 6rgano principal del aparato circulatorio y tiene la funcién de ser
el motor propulsor de la sangre en el interior del organismo a través de un
sistema cerrado de canales: las venas y arterias; llevando sustancias nutritivas y
oxigeno a todas las células que componen nuestro cuerpo. Para esto, el corazén
genera de forma continua impulsos eléctricos que provocan una serie de eventos

ritmicamente ordenados [47].

Ingenieria Biomédica: Es el resultado de la aplicacion de los principios y técnicas

de la ingenierfa al campo de la medicina [54].

Eléctrodos: Son los dispositivos que ponen en contacto al paciente con el
electrocardiografo. A través de ellos se obtiene la informacién eléctrica para

la impresién y el andlisis del electrocardiograma [55].

La teoria de control: Es un campo interdisciplinario de la ingenieria y las

matematicas, que tiene que ver con el comportamiento de sistemas dinamicos

[56.

Estadisticamente independiente: Se dice que dos variables estadisticas son
estadisticamente independientes cuando el comportamiento estadistico de una

de ellas no se ve afectado por los valores que toma la otra [57].

Dependencia espacial o auto-correlacion: La dependencia espacial es la co-
variacion de las propiedades dentro del espacio geogréafico: las caracteristicas
en las ubicaciones proximales parecen estar correlacionadas, positivamente o
negativamente. La dependencia espacial conduce al problema de autocorrelacion
espacial en las estadisticas, ya que, al igual que la autocorrelaciéon temporal, esto
viola las técnicas estadisticas estandar que asumen la independencia entre las

observaciones [58].
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