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.  INTRODUCCION

La Programacion Lineal Paramétrica (P.L.P.) estudia los cambios en la solucidon Oplima
de un problema de Progmmacion Lineal (P.L.) debido a varmaciones coniinuas
predeterminadas en los parametros del modelo, de un programa de la forma:

min ¢’ x

Ax > b
como la disponibilidad de recursos que representa b, cambios de utilidades o costos que
representa ¢ ¢ cambios en la mairiz A del lado izquierdo de las restricciones.
En ofras palabras 1a P.L.P. permitir4 un ahorro considerable en los costos de utilizacién

de una computadora.

Se presenta también la fonmalizacién de la solucién del P.L.P. mediante algoritmos que
dan la solucién de las misimas, si exisien.

Del programa anieriorx,c e R",b e R™ y A es una matriz de orden m x n (m = n)
rango es igual a 1.

Las variaciones sobre el programa a ser analizadas son las signientes:

i) Cambios en el vector ¢:
min (¢ + 6N’ x

Ax >b , 820yfeR"

ii) Cambios en b, lado derecho de las restriciones :
min ¢’ x

Ax zL+0f ,020yfeR"™

iii) Cambios en una fila a; de la mairiz no béasica de A :

min ¢ x

A@)x 2b



1 1)

a3z a7
donde A = : | ; AB)=|

iy, i Qyy

Adn +1 | | an+1

. | ..

a; a; +0 V;

iy l )

con a; 1€ {1. m} sedenotard la fila i-¢sima de la matriz A.

Se dice que Ap es mataiz bésica si es una submatiiz invertible de Anpwn (M 2 n),
Ap es de rango n.

iy, Bis, B, 8, filas de la mairiz basica.

Se dice matriz no basica a la malriz constituida por las filas de A y que no
corresponden a una matriz basica.

Ay 5 Ajyeennnny i [1as de Ia matnz no bdsica.

v; 1 es un vector fila que modifica a cualquier fila no bisica y que se estudia
en el caso iit).

8 : es un pardametro no negativo.

En los tres casog se hace un andlisis para determunar los valores de 6 parma los

cuales ]a solucion 6ptima  no cambia, y correspondientemente los valores de ©

para los cuales la solucién Optima si cambia. En esta parte de la introduccién
hacemos mencion de algunos fundamentos del algoritimo simplex que nos servira
como base para el estudio en capitulos posteriores.

En lo capitulos 0 y III se trata de las vanaciones de los vectores c y b
respectivamente, Con respecto al capitulo IV se hace el estudio de las vanaciones
de la fila a; de la matriz no basica de A.

Por ultimo, se presentan tres anexos A, B y C; el pnimero presenta el analisis de
sensibilidad (en programacion lineal) y los dos ultunos son dos programas en.

Lenguaje C++ que resuelve las variaciones de ¢ y b respectivamente de la P.L.P.



1.1

fundamentos del algoritmo Simplex

Fn las sisuientes definiciones se considerara los programas primal v dual 1 v 1L*
vy ke - =

respectivamente, couro siguen:

T i

L:mmex L¥ - Maxbu

Ax=b A'n=c
u> o

Definciones :

Una base Ap de una matriz A es una sub watriz invertible de rango n.
Si Ap es una base de A podemos escribir A,b ¥ las restriceiones de L y L™ como

sigue

P
:"&13 bl
A= b =
AL by
A-E l)ﬁ .51[_4 X 2 bn,
AX = i O
An by Axg X 2 b
up un
% T
! %5 Alu=l A 5,8
1]{.3 U g
b ™
T T .
= A B Ug + A IS0 i &
donde:

Ag ! Matriz Basica
Ay Matriz No Basica

tond



i1) La imica solucion xp = Ap ™ by del sistema Ag x = by

e [lama solueidn basica asociada a Ap

i) use Hama solucidn bisica de 1.* asociadaa Ag !

) g (Ap T) 1o
St 1y = = =
Upy 0 n

Up
iv.)  Las soluciones basicas xg y u = asociadas a una misma base

O

Ag sc llaman soluciones basicas conjugadas.

tp
V) Se dice que x5, u = + son soluciones basicas admisibles para L v L*

N R

respectivamente st cumplen:

Axp = b . Ng20
vi) Si xp v uson soluciones basicas admtsibles conjugadas para L v LY espectivamente

decimos que (xp 1) es admisible para (L.LY).

Teorema 1.1

Sea Ag una base de A v Ay una malnz no basica de A, donde B = {1y, 15, ... do 2y} v

N = ety 42y conen, 1. + son conjuntos de indices de Apy Ay respectivamente,



up (AB T)-l C
Sean Xxp =Ap~ bg, u= =
0 0

a. Si xp es admisible pero no dptimo para I entonces existe un
oxie R" tal que 2" t=0 Vi eB-{r}
(r es un subindice de B)

b. S1 v es adousible pero no Optimo para L*, entonces Jo# v e R”

yun seN talquev;=0 i eN-{sf, v.=1 (s es un subindice de la no basica N)

(Ii
A'v=0, b'v>o

Demaostracin

a. Como xp es admisible pero no éptimo, se cumple que uvg 20 (siup 2 0, up seria
solucidn Oplima).
Elegimos r =i, € B ial que u, = u;, < 0
El sistema a7 t=o0 ieB - {1}, [Api=))};1,=(0,0,.0,1,0,.0)
tiene exactamente una solucién t=o (c1 1 esth en la posicisn p-ésima)
t= Ap’ Ly 58 Ap? = (B1; Bayeerso Pn) cnlonces t=f3,

¥
comoc =Ag up

_ T
= 2 a; W

1€ B

si se multiplica por t a la transpuesta de ¢ se tiene:

cTt o Z Hi[liT'l
ieB

LI 55
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. T - 5
Z 0y a, By Pavay P By 0,06, 000000

‘i e i

b5 = b, <0

tel 1 221 en {a poricion pefaima

Up
b. Comou ( )es admisible pero no oplimo para 1.7 se cumple
0

d=Axa-b /o

(Por ertterio de optimidad. Si Axp - b » o entonees

Un seria opluno)

Secumpledp =0 = d, =0 ie B, clegimos s & N tal que d, <o,

Ve

Vi

k)

clegumos vy como sigue :

¥, =4, 1

v, = 1

Determinamos vy tal que:

N

s ok & b T
0=Av = Aa' vp + Ay vy

enfonces se liene que :

da=0 = by

= ;"\n ‘g b ,_-T_,

e N

-
1

= .‘d\l—“‘. 1;{_.,' J'“ﬂs

va = -(Ap' Y a,

e {_:{\1 }{B - (J‘) ] ¥

= HH,T ATV - d r‘ﬁ.’*

l

[}
=
e

v

2

vV, a

e
2 '3
-



Propicdad 1.1

Sean los programas.

L :min¢’x L%+ Max b'u
Axzb Alu=c¢
nz=0

Luego .81 Xp Y up son soluciones basicas admisibles conjugadas y ¢'xg = blug
entonces xg vy ug son soluctones optimag de L y L*

Prucbha

Se cumple lo siguiente
minc'x =Max bu
T

¢'x >minc'x =Maxblu>blu

T 1

=c'x > blu =c¢ Xp 2 bTuB =€ Xp

¢'x = ¢'xp = xp es Optimo para L.

Por ofra parte b'ug> b’u  entonces uges 6ptimo para L¥



Algoritmo Simplex Primal para L

(Dual para 1.7)
En el siguiente algoritmo se muestran  los PAsSOs a seguir para resolver un programa

primal-dual :

L-mine'x L* - Max b'u
Ax b A==
=0

En el capitulo Il y III hacemos uso de esios pasos considerando los cambios de ¢ v b

respectivamente.

Paso 1 : Se parte de una solucion basica adnusible.
xg=As" bp (xa :solucion basica asociada a Ap )
d =Axpg-bzo
up = (Ag")! ¢ (up: solucion basica de L* asociada a A'p).
Si um =0 entonces (Xp u) es Optinio para (L. L¥), luego parar.

Otro caso, it al paso 2.
Paso 2: Seelige r=i, € Bconuy <o

T _
[A\LB ol 88 M s . Q m}]

St Ap™ = (31, Bo,....... . 3.) entonces para

fA; se cumple :
uIp,=o0VieB-1rr

0, fo=al B L ¢ P, <o



) T 2 ™ e : L ; ’ ' "

As Py s admisible y Lim (¢ (x5 + 2 P =c xg+e i, Lini = -
?‘-f i '!_!’h; ?'- S, X -!--rl-f."-.'

Entonees Inf® (L) = -2 y el dominio admisible de L* es &3, fuego parar.

Stai” i, <o para algun j & N; entonces ir al pase 3,

-dj

-

150 3 Ao =mind —o /a, fy<o0:jeN

i
Ly P

~cl.

P‘]
i

” —— 0. 85N

as’ Py

Entonces : xg + X f3;, es admisible pata L. ¥ & € [0, A ). ¥ no es admisible.

Y A > k.. Parm éste caso se hace un cambio de base de |a sigmente forma

ScaX = xpt A, Pp que cumple :

T = i 1 o T et
arx = 1€ BV{ipyia, x> b,

7. =T,

S1B =R {s}\ {i,} entonces Ap es una base de A
¥y x=xp={(An)” b

Esto es, X es solucion basica admisible correspondiente a Ap Entonces se regresa 2]

pasol,



Algoritmo Simplex Tabular (Primal para 1)

Si1 bien es cierto que el algoritno simplex primal-dual permile resolver
problemas siguiendo los pasos deductivos, esto no representa una facilidad de
seguiuento para dicha solucién: es por ello que el formalismoe dadn por el
algoritmo simplex se presenia en una tabla que por su visnalizacion grafica nos

permifira resolver los problemas de manera mas agil v versatil.

3 1
Tg = C Xn d

— s o _ - ey
i__
ug (Ay ) A B

. f—

d=Axp-b | e {1yl 1=0,1, ....n filas de la tabla
1=0.1......m1 columnas de la tabla

Pasol: Seempiezacon Ty, 20 Vjz 1.
S1 T 20712 ] enfonces (Xp, u) es éptimo para (L, L*) luego parar.
Otro caso. 1r al paso 2.
Paso2: Se elige cualquier r = 1 lal que T, <o.
SiTy20 ¥) 21 entonces L esno acotado y el dominio admisible de L* es vacio,
luego parar.

Oiro caso, Ir al paso 3

Paso 3: S1 T, <o paraalgin) =1

[‘Lﬁj FI L
se calcula min ! Ty=0

| Tey) | Tes |

Iy
H

Entonces a.' entra en la base

SiB=Bw {s}-{i} entonces Apn esla nueva base. Se regresa al paso 1

10



1L VARIACION EN EL VECTOR C

En este capltulo analizaremos los cambios en la solucion éptima si el vector c del
siguiente programa lineal cambia.

min ¢ x

Ax>Db
Para esto presentamos un programa lineal adicional

min £ x
Ax=>Db

y formamos un tercer programa lineal
min ¢’ () x dondec (8) =c + 6f
Ax2b

Amnalizaremos el tercer programa para cada valor de © > 0 cuando el primero tenga

solucién dptima v el segundo solucion basica, por Gltimo mostraremos un algoritmo

que solucione el {ercer programa.

Propicdad 2.1

Sean los programas

I: mincTx I : Max bTu
Ax > b ATu=¢
uv=0
I1:  min fTx [1* : Max bty
Ax 2 b ATy =f
uz0
III: min cT(@)x I11*: Max bTu
Ax2Db ATu = ¢(0)

uz0

1]



donde ¢(0) = ¢ + OF ; 0

- T co g x
Luego. stup 7 1Ap ) ¢ essolucion optima de 1* v W, =

basica de 11* s¢ tiene que

; i : mille 4 2 R 5, TP
1)  Siwy & 0entonces uy, + Dw,
-
i) Siw,<0algvm 1 y O, = e
w

1
u, componente de ug

]
+

optima de TUU* w0 e | 0. 0y |

Prueba

-

1) S10 =0 entonces

+0w_ =u_:c(M=c+0I=c
Up OuB U, 1 ¢ (0

S b))

= Mmin

T=a s

3

1

es solucion dptima de 11T

= (ApY

4|

o

SOHIICTON

w, componente de wg , enlonces ug + 8wy es solucion

Para este caso ¢l programa [* es igual al programa ITI*. desde que u, ¢

solucion optima de I* se tiene que ug + 0 wy es solucion oplima de IJ17.

Alora 51 0 > 0y x, solucion éptima de 1, se tiene Jo siguiente:

Y



= bBT [(ABT)-I c+ 0 (AB’I‘)-lf]

= b, T (u, +0wy) ... (1)

ahora, veamos que X, uy + Ow, son soluciones admisibles del programa Il y III®.

Puesto que X, es solucion éptima de 1, se deduce que x, es solucién admusible de 111

B

Por otra parte,

AT, (uy + 0wy ) =AT ug

+ GATB WB
= ¢+ 0f

=¢(8)...(2) (por propiedad 1.1 del capitulo )

Por lo tanto considerando (1) y (2) se deducen que Xy, uy, + Bwy  son soluciones

Optimas de III y III* respectivamente.

ii) Sea®; = min {- _lj.‘_/ w; <0}
Wi
Luego :
0 <-u;/w; , paratodoi tal que w; <0
De donde se deduce »; + 0 w; 2 0
Ahora, sea 0 €] 0, 0y ]
entonces € < &
De donde resulia W FOw 2y 0w

Deduciéndose que w +0w 2 0 Vi

13



Esdeetr ug +0wg 20
Por lo tanto se tiene que up + 0 wy es solucion optima de 11T+,
Qbservacion:
Dado el programa  minc' (9) x
Ax zDb

y nuesira tabla

g

Ta: CT(B)}IB dT

g (Aa" 54 B

Tk
l

:
3

S1 § 2 0; cvalquiera entonces se presentan dos casos
a) SiTy =bl, 8; = 0 V] 0 entonces no existe sojucién de 111*
Veamos :

Se tiene que T = bl a; 2 0Vjz0 entonces x, +A b, es adnusible para IU
YA >0 Como AT u = c¢+0f setiene que:

c+ONT(x +Ab) = (¢+00Tx, +4 @A b

= (¢ +0NTx + X (Zuml b,

il

(c+ 60 Tx, + X Zujta; by)

= {:C + OD TJ{H + A Uje
Lim {(c+ Of) T (Xp t }*br )=-00  (ver4 notas del enrso Optimizacion I v 1)
}'..' _)‘ 1 L



(Pues vy, < 0)

entonces Inl (TI1) = -« y el dominio admisible TIT¥ es vacio por lo lanfo no exusle
solucion para II* .

St Ty <0 para algun j 20, entonces ejecntamos un cambio de base en T p usando

como {ila cde intercambio la fila o
Calculanios:

min

— / T, <0 1=34m =

= BEBwish {i}

=> algentra ala base A_, y regresamos a 1)

n 3 J. i B <% SRS 6
NEQ Uy 7 Uy 1' Dl Wa T "AE IJT CRLy
h-—...h.) * ™ L]
= =0

Por lo tanto -

*
Uy
u= 214)
0

De esto se deduce que u es solucidn basica admisible de 111*
asociadn a la nueva base A,y luego usamos la propiedad (2.1)

a lomas C ﬁm veces.( ¢ combinncién de m elementos tomndos de 1 en n)
114s U1, como u es una solucion basica admisible se tiene que A,

es una base adnusible de II1 .
La 0-ésuna columna se deja escribir.

bﬁT (.rﬁ\-:}' L ¢ ER {G - @]) bET (f}kgj]'lf

ATY ¢ " 0 - _TyL g

ATyl -‘ 0 -0 DA

Entonces haciendo e] cambio de parametrou=190 -0, repetimos e}

procedimeinto ya deserito en TI1.
Luego, Tg(u) establa dptima de 111



Ahora teniendo Ja nueva tabla consideramos lo siguiente
1) Siwg 2 0 Apes base dptima para 11, ¥ u 2 0

2) Siw; <0 paraalaini ¢ B ealeulamos:

Uy = o-u, = mum -, 1150w <0
We W,

Ag es base oplima para Il wu € [ 0,0y | esdecir v0e [0y ,0; +uy] =10y, 0;]

Para 0 >04 serd necesario electuar al menos un cambio de base para oblener una
tabla éptima para (HI, LITH).

16



IL 1

Algoritino paramétrico usando tabias

Presentamos un algoritmo por tablas que resuelva los cambios de ¢, donde partimos de

una fabla optuna.

l i —— SRS
!
. e T _
Th: C ' Xp | d ]
3o o 2P !
U {‘1".\]3 ) .r'r"\ i }_3 |
i
S B ) ! 3
Te= [Ty)
1 =0,1,...1
120 Laam
Ahadimos la columna T.; ala tabla Ty como sigue :
T o gt BT
{Txg up= (A" ) ¢
T4 =
vx ol
Wi wp=(Ap" Y f ... — (2.2)
T4 Te
i i
T T 4T
I Xg ¢ Xn d
r o ¥ -
5T 4T {
Wn Un (Ap ) A B 'L
i




Pasol @ S1 owy = f) cntonees Ap eg base optina para (JII 11T ) 70 > 0. e parar
Otro caso, tral paso 2.
Faso 2 : St wy /_ 0, seaw, <0 componente de wr . para alpun i

0; = min T, 0 / T.1<0
TRl

i

_’1"':‘[:\ == t}
donde T,o=u, 1T, =w,

Luego,

1) Ap es base Optima para (IIT, 1I1*) ¥0&[0,0,] . Pero Ap ya no es base
optima para 0 > 0; entonces ir a ii).

11) S1 O > 0, entonces consideramos:
To= Tor T,

a)S1 T, =0 ;{ solucion para IIT*, luepo parar.
Otro caso ir al paso b,

by S1T,, <0: alpun §, s , sale de la base y hactendo un cambio

de base regresar a paso 1 con la nueva base B.

18



Ejemplo ]

Sea el programa :

L*(0) : Max 3u; + 2u; + Suy

02Uy < 440 + 2000
Jup+lu, < A43Q - 1000
U, 2 0 21=1,2 3
Teniendo en cuenta el programa primal-dual
min c¢Tx Max bTu
Ax z b - ATu=¢
u =20

consideramos variables de holgura para dar forma a las restricciones segun el dual
para nestro cjemplo.

L {6) : max 5u;+2us+5us

PRSI ES I FERV) = 44042000
U +iztus = 480)-1000
w20 1=1,2.3,4.5
L (0); latabla cuando ® = 0
0 -3 ) -5 0 0 ;

L { D)= 440 1 1 2 i ] VI
= L
480 3 0 ! 0 .

19



i
b ot ey i o e S e . L i ]

Enfonces Ap ¢s una base optuna para { 140) ; 1, '0) donde 0 < [0, 2/15)

20

2200 2 Y 0 5 0 )
SEPERTII (S S
15 140 1 2 1 3 0
40 2 -2 0 -1 1
Ta es la tabla optima de L*(0).
Célculo de T.; de acuerdo a (2.2)
200
(@) =ctOt =
-100
10 200 200
l;f\B-l)T f = =
-1 1 -100 ~300
T T 200
To.t =bs (Ag ) =(5,0) = 1000 ; afiadimos Ty a Ts
-300
T.I TB
f“_%‘___"_\_ - 2 o e - ot —— -
1000 | 2200 ! 2 3 0 5 0 ]
i [ e "
! i .
200 { 440 ] 2 } ] (
-300 40 l 2 -2 0 -1 1
{ i - o e s .
4Q 2
T;4=-300 =0y = —— =
300 15



Ahora | consideramos 0 -~ 0,
Ajusiamos la columna T,

:[—'Q =To + 0y T,

I 2 1 7000 |
2200 + (1000)
15 3
7 1400
440+ — (2000 | =
15 3
|
2
A0+ ——  (-300) 0
L : L

S . T
1000 7000/3 ] 2 8 0 5 0
200 1400/3 l 2 1 1 9 3
| -300 0 z@ 0 -1 -1 | 5 |
i ! , Lo
Cambio de base con la segunda como tila de intercambio 3 j 21 con Ty, <0 yel j elegido e

igual a 2 entonces se obtiene la siguiente fabla

200 700073 10 0 O 1 4
T . ]
| -100 1400/3 3 0 1 6 5
A N P e e s e :
150 ’ 0 a1 0 W2 -2 2 i
- s A S S e e
—T1 0 14 00/3
0, = ——— = == 14/3
% -100



]

o= B —» Apg ¢s una base 6ptima

Y0 e [B], B]"i‘e;‘g]

fre— L TR ) BNy

2 Ul 2 X 72

-}
s e —— —— =

2 ?

15 3 15 15 15 |

I
I

T ;i = 0 Vj >0 luego el dominio admisible de 1.°(0) es vacio V& = 72/15, enlonces no
existe solucién por lo tanto paramos.

22



Ijemplo 2:

Una refineria puede comprar dos tipos de petrdleo : petrdleo crudo lipero y petroleo crudo
pesado . El coslo por barril de estos tipos de pelrdleo es § 11 y 9 respectivamente. De cada

tipo de petrdleo se producen por barril las sipuientes cantidades de gasolina, kerosene y

combustible para reactores:

Gasolina Kerosene Combustible para Reactores
Petroleo
crudo 0.4 0.2 0.35
ligero
Petrbleo
crudo 0.32 0.4 0.20
pesado

La refineria tiene un contrato para eniregar 1 000,000 de barriles de gasolina, 400,000
barriles de kerosene y 250, 000 barriles de combustible para reactores.

Si el costo de barril ligero y pesado baja en 18.18% y 44.4% respectivamente, en un
periodo de 10 afios y se asume una variacién uniforme en el fiempo, indicar cuantos afios,
dentro de dicho periodo, tienen que pasar para que cambie el numero de barriles de
petroleo ligero v pesado. (Handy Taoha - Investigacion de Opernciones pag. 190)

En el ejemnplo tenemos el problema

min  ¢'X

Axz2b

donde ¢ cambia. Para esio resolvemos el problema (1) , y segin ésto hacemos una

aplicacién de 1 algoritmo paramétrico desarrollado en el apéndice B.

¢



Sojucion

Nax

Max

min 11 x; + 9x,

DA% +032x,2]

0.2x1 0.4 xv >0.4

Q353 x4+ 0.2 % 2025

Ut O.4us 4 Q.25 u;

04 0+0.2u; +0.35uy +ug= 1)

0.32 0+ 0403 +0.2 u3+us=9

LS

@) =c+0f

c=(11.9,0.0,0)
f:(..

2,-4,0,0,0) pérdida en ¢ cada 10 afios.

0 : variacion del costo por unidad de tiempo a intervalos de 10 afios

up+ 0. 4us +0.25 us

0.4 m+0.2us +0.35u2 + 1Iuyg=11-20

032+ 04ua +0.2 us +lus= 9-40.. ... —— (3)

Te(0) es la tabla optima para el programa 1*.

e — e Ay s — - —

27.500 | 0.000

— .

1.000

e e e e e, B e

1.000  0.625 2500 0.010 |

0.200

0.000

th

0.240 -0.080 -0.8300 1.000




- 5.000
- 5.000
- 2.400

La Tabla aumentada con T 4 es:

w“'-ﬁ\,whw-

T T

e S r——— e
b e - - —— i, I N e SR | i T 8 B L. 4 R 13

5000 [ 37.500 [0.000 1000 0635 3500 0.001

i
g s il e B A A - IKEEPRS RO

1

r

SR e e — i - e

B —— i s s ——

r = i : , APuLE |
-5.000 | 27.500 [1.000 0.500 -0.875 2.500 0.000 |

-
| -2.400 | 0.200 ]0.000 0.240 -0.080 -0.080 1.000 |5 |

0 = mmn '{T,g / ITt,-il }= 0.083

B = ¢ 1,5y 0 < [0, 083): mediante el analisis de sensibilidad como varia ¢

y la base se mantiene jgual en ese infervalo entonees se concluve que ¥p se
mantiene igual aproxunadamente 10 meses (Los cileulos se efectuaron usando
el programa listado en el anexo B).



INTERPRETACION GEOMETRICA

Variacion del vector c

Siendo ¥ , X2, X3, ¥ x4 soluciones basicas, cuando el parametro 0 e [0,61] existe

solueidén. En ofro caso, no hay solucién.

\“ .
AN c(o)
AN e
o
‘v‘ \ .
., ‘Q\\\ N "

" | / _» €©)
B \, Z



L VARIACIONEN EL VECTOR b

En esie capitulo analizaremos los cambios de la solucion dptima si el vector b
cambia en ef siguiente programa lineal

min ¢ x

Ax=>=Db

Para esto presentamos dos programa lineales
. T ;
min ¢ X v min & X con Sus
Axzb Ax=>f

respectivos duales y sus tablas; formamos un tercer programa lineal

min ¢ x . donde b(0)=b+0f;0 20
Ax = b(0)

Analizaremos la solucion del tercer programa para cada valor de 8 > 0, todos los
analisis se hacen a partir de la tabla dptima del primero, para finalmente mostrar un

algoritmo para hallar la solucion 6ptima del tercer programa.

Propicdad 3.1

Sean los siguientes programas

I: min ¢'x [*: Maxb'u
Ax>b Alu=¢
u>0

donde se tiene su iabla Oplona :

oleg | d = Ky -b

T52 up (AB_I )TAT B
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1

II:minc¢'x 7% . Max M
Ax >1 Alu=c
u=0

donde se tiene su tabla Optima:

-

: i =S )
osn | DT = Ayt J
- —  — o A e o e = {1
THJ Up I (1"-\;34 ) L AN L I[ I3
! - — .
NG minc' x OT : Max b' (0) u
AX = blO) Aly = ¢

u > Qg
donde b(0) = b+ 0, 0 =0
Luego s1:
D=0, entonces Ag es una base

Optima para (117, Y020

i1) Si D, < 0 algun componente de D y

-d83 -d,
Bt = ~—— =min e /i>1
Ds D,

d, componente de d

D, componenie de D

~2
~1



entonces  d(0) =0, V0 e [0,0; ) donde d(0) = d+OD

Prucba

) S1D=0 entonces es obvio que Ag es una base Sptima para (I T 7 0 = 0
1) Siendo d(©Y=d + 0D v D, < 0 v teniendo

en. cuenda que

-cls ~cly
0= — = 1in e /1 =1
Ds Ly

se {1ene que:

= 0D oz

i

d+0:D, = 0 sl 1)
s10 e [0.0¢]

D£0£0;, y D=0
s 0=0D, = 0D,
—, 0D, = 0Dy Sumando d,
e d,+ 0D, = d+0D,20por(l)
= d+6D, = 0 7121
= d+8D = 0 v 8 €[0,0,]
= ) > 0 70 e[0.0]

entonces Ap es base optima para (LI, 11L¥)



Observacién :

oo : ,
Dado el programa minc’ x y su respeciiva labia
AX = bIO)
: S — )
C Xg tlI(_Q‘l
Ty: Up (Ap” )AL B j
| r _

Te =[Tylat=liuuym
1=1, ... m

S1 0 > 07 ocurren dos casos

a) SiT;<0 ; 1<ign,

Veamos:

entonces no existe solucion para MI1*

se tiene que 0 > 0; donde

-d.

-
L

0= == =min | — / 1>1

1,

I:J.I

v T,,<« 0V 1< 151, enlonces

——

1+ v es admisible para 1T

W A =0 donde

\n

o=1  s=i

=
i
<
=
il
P
il
:’;‘“

0

Considerando que

ATv =0

g T
VR = #LAAR )

v, =0 ¥ie N\{s)

= ! Nl o Y el
a; = ~Ts V1€ N3y



T % T
Av = Ap vptAy vy
T n
AB vt 2 oy v

i=1

Il

Ap’ vpta,

I}

Ap’ (-Ay! ) Cisa

= 0
Finalmenie considerando :
1
b(®) =b + Bf; Xp =Ap bp; d(®) =AT 5x5-b(®)

Se tiene

i

b*(B) (@+ Av) b (0)u + Ab'(0) v

It

b (O)u + MAxp-d(©O) Tv

i

b @ + Axp’ AT-Ad@) v

{

bl @) + axp’ ATv -2d(©) v

I

b'(@)u - Ad(8 ),
= Lim b’ (u - Av) =0

A => o0
= Sup I’ = +wo

Por lo tanto, el dominio admisible de I es vaclo ¥ 0 > 0 , pucsio que el supremo

del conjunto vacio es infinito. Por consiguiente no existe solucién para 1%,

b) Si Ti>0 paraalginiz 1 enionces ejecutamos un cambio de base en la tabla de

usando como fila de intercambio la fila 1.
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Calculamos

"'T'l B
0 "lr':}
min { -— / T,>0Q, l<i<nl= —
Ui ;14
=B =RU {s} \ {i}
B .
= a, entra a la Base Ap, y tegresamos a 1)
L1 Algaritmoe Paramétrica usando Tablas
Se ajiade a la tabla 6ptima una fila T, tal que
- T = ] j
Ty = Ecux afh , D7
donde D =A A'g -l = Tisjzl
[ "y
T, c'A IHI\B DT
r...m__u*q,,_+_ﬁ__-__-i_
{31}{[3 dT
, NTAT T
Th Un (As ) A I3 l
Paso 1 : SiTy, 20 ¥jxl entomces Ap esuna base dptimade (I, NIV 020,

luego parar. Otro caso ir al paso 2.

Paso2: i) Como T, ,<0 paraalginjz1 se calcula

"'I )

"rl‘t:-:*.
O;=mm A / Ta,;=<0,121%~=
Ties Ty

Ap esuna base Optima para 1II, ¥ 0€{0.9;], v An ya no es base Optima para
0 > 0, luego trai).




i)  Secalcula Tp=Ty+ OT,,

Para la tabla modificada se hace un cambio de base nsando 1a columna $ como
columna ce intercambio.

a) S1 T, = 0 enlonces /‘f'J solucion para TIT* | luego parar.
Otro easo ira b).

D) 51T, > 0 para algin i = 1 entonees se ejecuta un cambio de base.
Luego, Ap sera base optima para W, ¥ 0 < [0;, 0;]

donde B =B {s} \ {1}, iral paso 1

Ejemplo 1

L'i‘ 0 ) Max (34+0)uy (2 +0)uy + (5+ 20 us

; + 2 U3 +u; + Uus = 440
gy Fux tus = 480
u, == 0

Salucién :

T (0) es la tabla Optima de L* (0): cuando © = 0

| 2200 2 %8 0 5 0O |
1|' s ]
Te (V)= 440 -1 2 1 1 0 [ 3 i
90 | 2 2 0 -1 1 5 |

Caleulode Ty =(1.1,2,0,0)

Xg~= .‘\BPI i:g = ﬂ - |
0 | 0 0

=D = Ap Xp -



13 2 1 1
= 120 -l =13 =0
1 0 ¢ 0 2

Luego, Ap csuna base Optima, B={ 3.5
para L(Q); 0 >0

Y
J

sttt L gt L de N 2 L L LS L L
¥ ()

(Este gra{ico representa parn que valores de O existe solucion: Ap et {ijo en el semicie positive constonte

en el sesuieje positivo)
Si cambiamos

f=(1,2 -2.0,0

1-1 -2 -2

= Xp= (‘,C\_E;) : b 7 2
-
0 1 \ 0 §

1 3 -2 ! -3
Dr_q e 2 0 - 2 -~ -6
1 O 0 0 5

Se tiene que T,y , < 0 para algiin j > 1

Caleulamos 0, = min { 2/3, 8/6, 5/6§ = 2/3

= Agp es base optima para 0 € [0, 2/3]

Veamos para 0 = 0; ajustamos la fila Te con la fila T.; como sigue



4300/3

0

LA

H

= 9 4

li
3

To+2/37T,

2200 + 2/3 (-8§80)

Luego, se ticne la sipuiente tabla

!
I

| - s50 l e o A,

t_dﬁm % L 4 0 1153 0 |

a0 L 1 2 1 1 o =
i L N

1w

20 | 0 9 0 ar an |
4503 {0 4 0 115 0 |
426) 0 -3 32 Ha ; : *i
20 L1 0 e | ch'

i

Puesto que el minimo se da en el indice 2, y Tp= 0 esto A solucidn



L 23 010/

7

(Este grafico representa los valores de 6 para los que existe solucién.
St 0 € [0,2/3), Ap &5 basc éptimn, donde 13 = {3.5}.
St @ € (273, 10/9], Ap es base dptinaa, donde I3 — {3,1}.

8i € > 10/9 no cxiste solucién)

LEjemplo 2

Considerando las hipotesis del ejemplo 2 del capftulo 11, si la oferta de gasolina vy kerosene
se reducen en 5% y 12.5% al mes respeciivamente, y la demanda del combustible para
reaclores se incrementa en 20% mensual, determinar el intervalo del tiempo en el cual el
costo de produccion se pueda minimizar, Es decir, obiener soluciones reales para las
variables que representa al Petrbleo crudo ligero y pesado respectivamente.

En el ejemploc tenemos el problema (Handy Tnha - Investigncién de Operaciones phg. 195)

donde b cambia. Para esto resolvemos (1) , v segiin esto hacemos una aplicactdn del
algoritmo paraméirico desarrollado en el apéndice C.

Solucion :

b=(1, 0.4, 0.25) millones
f = (-0.05, -0.05, 0.05) millones, son los cambios de b mensualmente

g : variacién de la cantidad con respecio al tiempo a intervalos mensunales
b(@)=b+06f

Xy ntumero de barriles de petréleo crudo ligero.

Xo: mimero de barriles de petréleo crudo pesado.

min 11x; + 9%y

0.4x; + 0.32x; 21-0.050
0.2x; + 0.2x%; 2 0.4 -0.050
0.35%, + 0.2x; 20.2 -0.050



TWO) =

Q3551+ 0.2%: =02 -0.050

v su dual respectivo eg

Max (1 -0.058) uy + (0.4 - 0.050) uy + (0.25 + 0.050) us

0.4 85

+020:4+0.35u; by, =11

0324w +02wL+020u3+u,= @

Considerando (e » ¥ B; del capitulo 11) y tendendo en cuenta que agregamos T
como una iila adicional a la tabla By (T, - 1.375

0.000) se tiene Ia siguiente 1abla, :

Te es la tabla éptima d

0.000

i i i e i

0.020

|

KL i - —
|

| 0.000 0.240 -0.080 -0.500  1.000

e T(0)

D s L T —

0.025

0.000  1.000

1.O00  1.500

€ = min {-T A4 N } = { - 0.3/ £ | 3 } = 6.0067

B={1.5} es optimo ¥ 6 [0, 6.667]

Mediante el analisis de sensibihdad varia b entonces xg cambio, por lo tanio ia

0.000 0.025

0.094 -0.125  0.000 ¥
0.625 2.500 0.000 T
-0.875 2.500 0.000 1
J !

— Jd

-(0.094

-, 125

solucion oplima cambia, pero este cambio aproxumadamente se hace en seis meses v
diesiocho dias; después de ese fiempo no habra solucion.

Por olra parle se tiene que T 3 <0,V 1

0 = 6.667.

(Los calculos se efectuaron usando el programa hstado en el anexo ().
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= 1 entonces no existe solucion para



INTERPRETACION GEOMETRICA

Variacion del vector b

Siendo %1 , X2, X3, ¥ ¥4 solucioncs basicas, cuando ¢l parimetro 8 e [0,0;] existe

solucion. En otro caso, no hay solucidn,




V. VARIACION KN FILAS NO BASICAS DF LA MATRIZ A

En este capitulo analizaremos el cambio del elemento a,. filn de la matriz no basien,

Para esto presentnmos dog programas

T

min ¢ x v min ¢ 'x
AX = b A0 x = b conde
A 1\6) =A+0A .
g rf\ ] B ]
[~ Ao
- - AN t A i
L % (N I R
N 0
(A = = 0 } nilas de la matriz basica
AT Vo
{ Az Y m-n filas de la matnz no basica
1L. —I v
LYV |

donde n es el rango de la matnz basica Ag)

En este caso se hace un analisis de la solucion del segundo programa con respecto al
primero, lieniendo en cuenla que el primero tiene solucion Opluma.

Propiedad 4.1

Sean los programas:

I: min olx [* Max b'u
AX2D AT = o
u 0

Con su tabla dptima




I :mine'x IT* : Max by
uz0

donde A iB)=A 06 A

L B AT o o
C Xp =AM xs-b
|
1 — ——
T - AT &2 1% 1
Is: | up l A" AN B
i e _ J
Luego :
A
1. St Axg =0 entonces xp es solucion optima de 11
1, S1 v, xp < (0 para algan v, no basico, 1 € N {(no basico)
_{Ii I.'
/ :
v §;=min {7 / vxp<0} entonces xp es solucion éptima de 17
1eN v, Xp

para todo 0 e [0, 0]

Prueba :

I

i SERLEY A(0) xp -b

\

= (‘-I_\ -+- GA‘) T'{E‘,'b

A

= Lr':\}i;_a -b?) + DAXy

del programa I Axp-b 20 vy considerando la hpolesis se Liene que

d'(0) =0 . xp cs solucion optuna de 1L

R



11, Se tiene que

Bra-d, /v xs

f

3

0, v,xg+d, >0 Para algun
1 e N

St 0 €0, 0]
050,=-d,/v.Xp

0 v,xptd, 20 Para algun
1e N

Ahora para los demas i que no cumplen
que v, Xp < 0 se tiene que

vXpz 0 =0 v g2 0

Owvxptdz0 para los demas 1
=5 v, xpt+d =0 7 1eN
A
=5 DAXRt Axp-b20
A\

= (A+0A) xp-b =0

= di@) = 0
xpg ¢5 solucion oplima de I1.

70 € IIU,EH]
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Ejemplo
LiD) : min - 440x, 1 480x;

-0y +34+40) % 23

Fo [

Solucion :

Se tiene a tabla optima

masaumn 0 — F e— F —
V1 Xp =

i
v

Fn consecuencia

xp . es solucion optima de L (0 ) para todo O

10

&= IO, EJI__]

2200 > 8 0 5 0
Tz(0) = 440 1 2 1 ] 0 3
A0 [ 2 2 0 - 1 5
donde los indices no basicos son 1, 2, 4
Por olra parte :
Vi XB T Vi :’-\5 % bB
I ] -1 (5
= |-1,4 * = -5
o " 0 1 | O
~d; -2 2



INTERPRETACION GEOMETRICA

Variacion de Ia fila no basica de A

Sean Xj , X2 ,X3 Y X4, soluciones basicas; 1) , Ly, La, Ls rectas no bagicas.
Si 1, cambia basta un L, para un pardmetro 8 < [0,01], la solucién 6ptima sigue siendo

la misma.

Region donde Ja solucion no cambia.



V. _CONCLUSIONLS

Con respecto al programa lineal  mine'y

AX = b

si modificamos ¢ a la forma ¢+ 0 f, donde I es constante vy 0 ¢s el parametro entonces no
hay ninguna dilicultad en hacer el analisis de los cambios de la tabla optima. porque
solamente se cambia la ecolumna 0 de dicha tabla, y el algoritimo que determina la selucion del

programa no {iene ninguna restriccion.

Similarmente, si cambiamos b a la forma b + 0 |, donde [ es constanie y 0 es el paramebio,
tampoco bay restriccion en hacer el analisis de todas las maodificaciones de la tabla optima,
porque solo cambia la fila O de dicha {abla, y el alporitmo de In solucion del programn no

itene limitaciones.

En cambio si variamos alguna [ila de la mairiz de restricciones, y que es lila de la matrr
basica, entonces cambiaran todas las componentes de Ja labla, lo cual no permitira hacer un

analisis por su complejidad. Fu cambio, si se considera variaciones e las filas de la matnz

no basica solo se requiere alpunos cambios en la abla dpima.

La programacion lineal paramétrica es un estudio que forma parte del analisis de senssbilidad.
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