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Resumen

Los equilibrios de Nash constituyen un modelo matematico que desde
su creacion en los anos 50 ha encontrado multiples aplicaciones en varias
areas del conocimiento.

La idea intuitiva de equilibrio es la siguiente. Varios agentes o juga-
dores interactiian entre si intentando maximizar sus beneficios mediante
el uso de una estrategia. Los beneficios de cada agente dependen de su
estrategia propia y de las de sus rivales. En todo momento los jugadores
conocen las estrategias de sus contrincantes y, sobre la base de ello, cada
agente escoge aquella estrategia que le reporte los mayores beneficios. Se
habra alcanzado un equilibrio cuando cada jugador emplee precisamen-
te aquella estrategia que le proporcione mas beneficios. El Problema de
Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP) formaliza matemdaticamente
esto que acabamos de describir. A manera de ejemplo, podemos pensar
en varios bancos que compiten entre si en un determinado pais.

Alcanzar el equilibrio no es facil. En este sentido, las reformulaciones
del GNEP son ttiles porque permiten analizar el problema desde nuevas
perspectivas, utilizando herramientas de otras areas de la matematica.
Ahora bien, la teoria de las desigualdades variacionales estd muy desa-
rrollada, tanto tedrica como algoritmicamente (véase [13]). Igualmente,
los problemas de optimizacién (maximizacién o minimizacién de funcio-
nes) han sido estudiados exhaustivamente, ya desde la época de Newton,
y por ello también existe una teoria muy desarrollada al respecto (véase
[18]). De manera que las reformulaciones del GNEP como problemas de
optimizacién y como problemas de desigualdad variacional son especial-
mente importantes.

En esta tesis estudiamos el GNEP y presentamos varias reformula-
ciones del GNEP como problemas de optimizacién y como problemas de
desigualdad variacional. Las herramientas bésicas para obtener las refor-
mulaciones como problemas de optimizacién seran la funcién de Nikaido-
Isoda y su regularizacion, mientras que para obtener las reformulacio-
nes como problemas de desigualdad variacional utilizaremos las nociones
clasicas de gradientes y subdiferenciales, y la recientemente introducida
nocién de subniveles ajustados y sus operadores normales (véase [4]).
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Antecedentes, objetivos, hipdtesis
y marco teorico

Antecedentes y Planteamiento del Problema

El Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP) puede describirse infor-
malmente de la siguiente manera. Supongamos que estamos viendo un partido de
fatbol. Los dos equipos interactiian e intentan lograr la victoria marcando goles.
Cada uno utiliza una estrategia, la forma en que juegan para derrotar a su rival,
que esta sujeta a la estrategia de dicho rival. Por ejemplo, si el equipo A emplea una
estrategia agresiva, entonces la estrategia del equipo B podria consistir en esperar
a que el equipo A ataque, para luego realizar rapidos contraataques cuando la ma-
yoria de los jugadores del equipo A estén en su area. Puede llegarse a un equilibrio
cuando la siguiente situacion ocurra: ninguno de los equipos ataca por temor a sufrir
el contraataque del equipo rival.

El Problema de Equilibrio de Nash (NEP, por sus siglas en inglés) es un modelo
matematico que sirve para modelar problemas de la vida real como el que acabamos
de describir. Introducido por John Nash [26] 27] en 1950, el NEP encontré nume-
rosas aplicaciones, convirtiéndose en un tema de investigacion importante dentro
de la Economia Matemadtica. Su versién generalizada (el Problema de Equilibrio
de Nash Generalizado o GNEP) fue introducida por Debreu [10] en un marco casi
estrictamente econémico (con bienes y servicios), y fue estudiado por diversos inves-
tigadores de dreas no necesariamente afines. De ahi que el GNEP haya tenido varias
denominaciones a lo largo de su historia (economia abstracta, problema de equilibrio
social, pseudojuego). Al igual que el NEP, pronto el GNEP mostré cuan util era
para lidiar con diversos tipos de problemas, convirtiéndose también en un tema de
amplio interés.

El problema principal que se presenta al tratar con los equilibrios de Nash es
decidir si existen soluciones para el GNEP o el NEP, y, en el caso afirmativo, cémo
encontrarlas. En la segunda mitad del siglo XX se dieron grandes avances a este
respecto. El NEP o el GNEP es dificil de analizar directamente, y lo que a menudo
se hizo (y se hace) es buscar reformulaciones del problema. Por ejemplo, John Nash
[26] utiliz6 una reformulacion del NEP para mostrar que este admite soluciones en
ciertos casos (lo que hizo, en realidad, fue probar que la reformulaciéon admite solu-
ciones). Asi, las reformulaciones de los equilibrios de Nash son importantes porque
nos ayudan a analizarlos desde nuevos puntos de vista y con nuevas herramientas.
Desde luego, el tipo de reformulacion obtenida depende de las caracteristicas del pro-
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blema en cuestion. Y, logicamente, mientras mas restricciones impongamos menos
reformulaciones tendremos.

Estos son los problemas que nos planteamos en esta tesis. Primero, queremos
comprender a fondo el GNEP. Y segundo, deseamos ver qué reformulaciones existen
y qué informacién del GNEP podemos obtener a partir de ellas.

Objetivos

Esta tesis tiene dos objetivos. El primero es estudiar en detalle el GNEP. El se-
gundo es dar cuenta de las reformulaciones del GNEP. En consecuencia, ademas de
dar una breve descripcién de los equilibrios de Nash, vamos a presentar dos tipos
de reformulaciones del GNEP: como problemas de desigualdad variacional y como
problemas de optimizacion.

Hipétesis

Existe una amplia bibliografia sobre el GNEP (véase [12] y las referencias alli ci-
tadas). De modo que no hay mucho que decir respecto de nuestro primer objetivo
(estudiar el GNEP).

Ahora bien, como ya dijimos, en [26] John Nash usé una reformulacién del NEP
como problema de desigualdad variacional para mostrar que posee soluciones en
cierto casos. Por consiguiente, aqui nuestra hipdtesis natural es que existen refor-
mulaciones de esta clase, ya no del NEP sino del GNEP.

Igualmente, como el GNEP consiste en resolver varios problemas de optimizacion
al mismo tiempo (véase la o el Capitulo [2)), se espera que existan
reformulaciones del GNEP como problemas de optimizacién. Esta es precisamente
nuestra hipdtesis en este caso.

Marco tedrico

Nuestro estudio del GNEP (Capitulo y la obtenciéon de sus reformulaciones
(Capitulos (3| y van a estar basadas en gran medida en el andlisis convexo y
cuasiconvexo, asi como en la teoria de las desigualdades variacionales. Consecuen-
temente, en el Capitulo (1| realizamos una revision general de varios conceptos y
teoremas conocidos, y probamos varios resultados sofisticados (véase por ejemplo la
Seccion @ Este serd nuestro marco tedrico, es decir, nos servira como soporte para
el posterior estudio del GNEP, y para conseguir las reformulaciones deseadas.



Introduccion

Los equilibrios de Nash constituyen un modelo matematico en la Teoria de Juegos,
que ha encontrado multiples aplicaciones en las ultimas décadas. Informalmente
hablando, dicho modelo consiste en N jugadores que interactian y que, haciendo
uso de una estrategia, intentan maximizar sus beneficios (o minimizar sus pérdidas).
Bajo el supuesto de que cada jugador conoce las estrategias de sus rivales, se habra
alcanzado un equilibrio cuando ninguno de ellos pueda aumentar sus beneficios (o
reducir sus pérdidas) cambiando unilateralmente de estrategia.

Si el juego se tratara de un partido de futbol, los jugadores serfan los directores
técnicos y las estrategias serian la manera como hacen que sus futbolistas se desem-
penien durante el partido. Cada jugador “ve” (en el campo de juego) la estrategia
de su contrincante, a partir de la cual decide qué hacer. Por ejemplo, si uno de los
equipos esta ganando y comienza a jugar defensivamente, el director técnico del otro
podria intentar mejorar su situacion haciendo ingresar a un delantero en reemplazo
de un defensa, pues es menos probable que su rival lo ataque. Asi, la estrategia de
cada equipo depende de la estrategia de su contrincante. Y cada cambio de estrate-
gia de cualquiera de los jugadores puede inducir un cambio de estrategia en el otro,
hasta que, posiblemente, se alcance el equilibrio. Una situacién de equilibrio podria
ser aquella en que ninguno de los equipos se atreve a atacar por miedo a quedar
descompensado en defensa y sufrir los contraataques del equipo rival.

Hagamos una descripcion mas precisa. Supongamos que n, ny, . . ., ny Son enteros
positivos tales que n=n;+---+ny, de modo que podamos escribir

R*"=R" @---@R",
Cada jugador v controla la variable
¥ e R™,

conocida como su estrategia en el juego, y posee una funcion de pérdidas (o funcion
de coste)
f,:R" >R

cuyos valores dependen de las estrategias z* de todos los jugadores. Dado un vector
r= (24 ..., 2N) e R"

de estrategias del juego, usamos el simbolo x™" para denotar las estrategias de todos
los jugadores excepto la del v-ésimo jugador, es decir

vV = (2t a2 e R
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y escribimos z = (z¥,x7") H El objetivo del v-ésimo jugador es el siguiente: dado
un conjunto de estrategias empleadas por sus rivales, él debe minimizar su funcién
de pérdidas haciendo variar su estrategia en un conjunto

X, C R"™,

llamado conjunto de estrategias factible o region factible del v-ésimo jugador. Esto
es, para cada ™" fijo él intenta resolver el siguiente problema de minimizacion

min 6, (2, 27), e X,. (0.1)

El Problema de Equilibrio de Nash (NEP, por sus siglas en inglés) consiste justa-
mente en encontrar aquellos puntos en que cada jugador ha logrado su objetivo, es
decir, vectores * € R™ con las siguientes propiedades: ¥ € X, para cada v, y

0,(z",z7") < 0,(x",z7") para cualesquiera vy z” € X,,.

Si estos puntos existen, son llamados equilibrios de Nash o soluciones del NEP.
Notemos que el equilibrio se habra alcanzado cuando a ninguno de los jugadores le
convenga cambiar de estrategia unilateralmenteﬂ

Tras ser introducido en 1950 por John Nash [26], 27] en su tesis de doctorado,
el NEP se convirtié rapidamente en una herramienta muy 1til en economia y en
varias areas relacionadas con las matemaéticas, lo cual a su vez impulsé el desarrollo
de una teoria amplia y fructifera. Sin embargo, pronto se hizo patente que en los
“juegos de la vida real” los jugadores también interactiian a nivel de sus estrategias;
o sea que las posibles estrategias que un jugador pueda elegir en un determinado
momento dependen de las estrategias rivales. Nuestro ejemplo informal de futbol
ilustra este punto: cuando un equipo ataca, lo mas probable es que el otro defienda o
“haga tiempo”, pero no que ataque. Consecuentemente, la falta de una generalizacion
adecuada del NEP que sirviera para lidiar con este tipo de situaciones quedd en
evidencia, y el Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP por sus siglas
en inglés), introducido por Debreu [10], resulté ser tal generalizacion. E1 GNEP
es un NEP que incorpora la condicién ya mencionada: cada regiéon factible X, no
permanece fija, sino que depende de las estrategias rivales x7", por lo que se la
representa mediante X, (x7"). Asi, el problema de minimizacién del v-ésimo
jugador se convierte en

min 6, (z¥, 27"), e X, (z7), (0.2)

y los equilibrios correspondientes son llamados equilibrios generalizados de Nash o
soluciones del GNEP.

En las décadas que siguieron a la publicacién del articulo de Debreu, se encon-
traron numerosas aplicaciones del GNEP en multiples areas de las Matematicas

! La igualdad x = (z¥,27") no significa que las componentes de z hayan sido reordenadas de
modo que x¥ sea la primera componente. Se trata tan solo de enfatizar la componente ¥ de z.

2 Recalcamos que en el NEP (y también en el GNEP) cada jugador conoce las estrategias de sus
rivales y, sobre la base de ese conocimiento, decide conservar o modificar la suya, siempre pensando
en minimizar sus pérdidas. Asi, los partidos de ftatbol y de ajedrez son ejemplos de NEPs, mientras
que las partidas de péquer no lo son.
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Aplicadas. A pesar de lo cual el GNEP permanecié mas vinculado a la Economia
Matematica, debido a su origen econémico. Puesto que en economia las funciones
convexas (0 céncavas) y cuasiconvexas (o cuasicéncavas) surgen naturalmente, los
GNEPs cuyas funciones de coste satisfacen estas hipétesis han sido histéricamente
importantesﬂ En general, mientras mas condiciones verifique el GNEP analizado,
mas podremos afirmar sobre él.

La interaccién entre los jugadores del GNEP es compleja. En efecto, como los
valores de cada funcion de pérdidas dependen de todas las estrategias, si en un de-
terminado momento un jugador cambiara la suya, entonces las estrategias 6ptimas
que escogerian sus rivales para minimizar sus respectivas funciones de coste podrian
ser diferentes de las que estan empleando en ese momento. O sea que cada cambio de
estrategia va a inducir, posiblemente, cambios de estrategias en los demas jugado-
res, los que a su vez van a provocar nuevos cambios de estrategias. Por ello, decidir
cuando un GNEP especifico admite soluciones es en general dificil. Mas dificil aun
es determinar los equilibrios explicitamente (sabiendo de antemano que existen).
En este sentido, las reformulaciones del GNEP (y de cualquier otro problema ma-
temético) son ttiles porque proporcionan nuevas perspectivas del problema original,
haciendo posible utilizar métodos de otras areas de las matematicas para abordarlo.
Uno puede, por ejemplo, mostrar que un GNEP admite soluciones probando que
alguna de sus reformulaciones las admitd]

En esta tesis hacemos un estudio més o menos detallado del GNEP (Capitulo
y presentamos varias reformulaciones del GNEP como problemas de desigualdad
variacional (Capitulo [3) y como problemas de optimizacién (Capitulo . Con ese
fin, nos enfocamos en una clase especial de GNEPs, a saber, aquellos para los que
las regiones factibles X, (x7") estan dadas por

X(x™)={a" e R™ | (z",27") € X},

donde X es un subconjunto no vacio (posiblemente convexo o cerrado) de R™. Estos
GNEPs, introducidos por Rosen [29], han sido intensamente estudiados en las tlti-
mas décadas, y han alcanzado tal trascendencia que con frecuencia se les confunde
con los GNEPs originales.

La motivacion del Capitulo [3| es simple. Como la teoria de las Desigualdades
Variacionales es amplia (véase por ejemplo [13]), existen muchas mds herramientas
para analizar reformulaciones del GNEP como problemas de desigualdad variacional
que para estudiar el GNEP directamente. Por ejemplo, la mayoria de los resultados
de existencia (teoremas que garantizan que un GNEP con determinadas propiedades
posee solucién) han sido obtenidos aplicando teoremas de punto fijo (véase [14]) a
tales reformulacionesﬂ En este capitulo presentamos varias reformulaciones de este
tipo, bajo hipotesis cada vez mas débiles. Suponiendo primero que las funciones

3En [26], adem4s de definir el NEP, John Nash probé que el NEP admite solucién bajo hipdtesis
razonables, incluyendo la convexidad de las funciones de coste (véase el Teorema .

4La prueba original del teorema de John Nash, que no aparece en [26], sigue este patrén:
aplicando el teorema del punto fijo de Brouwer a una reformulacién de un cierto NEP, él mostro
que este admite soluciones.

®Los resultados de existencia de solucién para el GNEP que vamos a probar (véanse por ejemplo
los Teoremas [10.6} [10.8] 0 [13.6]) estardn basados en el teorema de punto fijo de Brouwer (Teorema

y en el teorema de Kakutani(-Fan) (Teoremas y .
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objetivo 6, son convexasﬁ y diferenciables, obtenemos una reformulacién del GNEP
como un problema de desigualdad variacional, el cual estara dado en funcion de los
gradientes de los #,’s, para luego analizar sus condiciones KKT y relacionarlas con
las condiciones KK'T de los problemas de minimizacién asociados al GNEP.
Después generalizamos esta reformulaciéon al caso en que las funciones 6, son solo
convexasﬂ haciendo uso de sus subdiferenciales (en vez de sus gradientes). Presenta-
mos luego una reformulacion todavia mas general, que vale tan solo bajo la hipdtesis
de cuasiconvexidadﬂ de las funciones 6, para lo cual empleamos una nocién recien-
temente introducida por D. Aussel y N. Hadjisavvas [4] en el andlisis cuasiconvexo,
a saber, la de los Subniveles Ajustados y sus Operadores Normales. En cada caso,
la idea bésica sera utilizar las condiciones de optimalidad del analisis convexo y
cuasiconvexo (véase la Seccidén [§]) para traducir los problemas de minimizacién ((0.2)
del GNEP en un problema de desigualdad variacional.

Por otra parte, como el GNEP consiste basicamente en resolver varios problemas
de minimizacion al mismo tiempo, es natural que existan reformulaciones del GNEP
como problemas de optimizacién (o minimizacién). En el Capitulo {4 utilizamos la
funcién de Nikaido-Isoda y su versién regularizada para transformar el GNEP en
varios problemas de optimizacién, con restricciones y sin restricciones. Si bien las
primeras reformulaciones caracterizan completamente a los equilibrios generalizados,
ellas tienen el defecto de que sus funciones objetivo no son diferenciables (cuando las
funciones de coste 6, 1o son). Superamos este problema trabajando con una subclase
de los equilibrios generalizados, a saber, los equilibrios normalizados. Modificando
el método usado en las primeras reformulaciones, obtendremos caracterizaciones de
tales equilibrios normalizados como las soluciones de problemas de optimizacion con
funcion objetivo diferenciable, con restricciones y sin restricciones. Aunque estas
ultimas reformulaciones no caracterizan a todas las soluciones del GNEP, el que sus
funciones objetivo sean diferenciables es una gran ventaja, ya que, como se sabe, la
mayoria de algoritmos usados para resolver problemas de minimizacion funcionan
mejor cuando su funcién objetivo es diferenciable.

Terminamos indicando nuestras fuentes principales. La referencia principal utili-
zada al presentar los equilibrios de Nash en el Capitulo [2| ha sido el articulo [12]. El
Capitulo [3| esta basado en varias fuentes: la reformulacion de la Seccién es una
generalizacién natural de un resultado cldsico sobre NEPs (véase por ejemplo [13],
Proposition 1.4.2]), la de la Seccién |12| proviene de la referencia [17], la de la Seccién
del articulo [3], y la parte sobre condiciones KKT en la Seccién [11] proviene del
articulo [11]. Las reformulaciones del Capitulo [4] estan basadas en [16].

6M4s precisamente, las funciones 6, deben ser convexas respecto a la v-ésima variable, esto es,
para cada v y ™" la aplicacién =¥ — 6, (z”,2~") debe ser convexa.

"De nuevo, las funciones 6, deben ser convexas respecto a la v-ésima variable.

8Las funciones 6, deben ser cuasiconvexas respecto a la v-ésima variable.



Capitulo 1

Preliminares y resultados previos

En este capitulo presentamos y establecemos todos los conceptos y resultados
que seran necesarios para el desarrollo del presente trabajo. Comenzando con las
definiciones esenciales del algebra lineal y del analisis real, y pasando por el analisis
convexo y el analisis multivaluado, nuestro objetivo es proporcionar todos los pre-
requisitos para el estudio de los equilibrios de Nash en los siguientes capitulos.
Debemos indicar, sin embargo, que el teorema de punto fijo de Brouwer, resultado
fundamental para establecer resultados de existencia de solucién de desigualdades
variacionales, no sera mostrado, debido a que su prueba requiere de herramientas
que estan mas alla del alcance y del objetivo de esta tesis, no obstante que existan
en la literatura varias demostraciones de dicho teoremall.

1. Conceptos basicos

En esta seccion revisamos los principales conceptos y resultados del analisis real y
del &lgebra lineal que precisaremos luego. Como se trata de material estandar, la
mayoria de las proposiciones y teoremas seran enunciados sin demostracion, si bien
algunos resultados relevantes serdan probados. Las referencias que el lector puede
consultar sobre el contenido de esta seccién son numerosas, por ejemplo [23], [19],
[30] o [25].

Espacios vectoriales

Un espacio vectorial (real) es un conjunto V' en el que estdn definidas dos
operaciones: una adicién + : V x V' — V| que asocia a cada par (z,y) de elementos
de V otro elemento de V' denotado por x + y; y una multiplicaciéon por escalares
R xV =V, que asocia a cada (a,z) € R x V un elemento de V' denotado por
a - x o simplemente azx. Estas operaciones cumplen los siguientes axiomas

(1) x4+ y =y + x para todo z,y € V;
(2) (x4+y)+z=x+ (y+ 2) para todo z,y,z € V;

(3) existe un elemento 0 en V' tal que x + 0 = z para todo x € V;

1Véanse por ejemplo las referencias [8, Theorem 8.1.3], [24, Teorema 11, pdg. 447] o [14, Theorem
(7.2), pag. 95].
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(4)

(5) (a+b)x =ax+br y a(x +y) = ax + ay para todo a,b € Ry todo z,y € V;
(6) 1z = x para todo = € V;

(7) a(bx) = (ab)x para todo a,b € Ry todo z € V.

para todo x € V existe un elemento —x en V' tal que x 4+ (—x) = 0;

Ejemplo 1.1. Sea n un nimero natural. Denotamos por R™ al conjunto de las
n-uplas (z1,...,x,) donde z; € R para cada i € {1,...,n}. Este conjunto es un
espacio vectorial real, donde las operaciones + : R" x R" - R"y - : R x R* — R"
estdn definidas asi: si z = (z1,...,2,), ¥y = (y1,...,Yn) ¥y @ € R, entonces x + y =
(x1+ Y1, Tn+Yn) y ax = (azy,. .., ax,). Este espacio es conocido como espacio
euclidiano.

A los elementos del espacio vectorial V' se les llama vectores o puntos, y a los
elementos de R se les llama escalares.

Un vector x € V es combinacién lineal de los vectores vy, ..., v, € V si existen
escalares aq,...,a, tales que x = ayvy + - - - 4+ a,v,. Decimos que vq,...,v, € V son
linealmente independientes (1.i.) si ninguno de ellos es combinacién lineal de los
elementos restantes.

Una base de un espacio vectorial V' es un conjunto linealmente independiente B
tal que todo elemento de V' se puede expresar (de manera tinica) como combinacién
lineal de elementos de B. Todo espacio vectorial V' posee una base. Ademas, dos bases
cualesquiera de V' tienen la misma cardinalidad, esto es, existe una correspondencia
biyectiva entre ellas. Si V' posee una base de cardinalidad finita diremos que V' es de
dimensioén finita y en el caso contrario decimos que V' tiene dimension infinita.

Ejemplo 1.2. El conjunto {ey,...,e,} es una base del espacio vectorial real R™,
donde e; es el vector de coordenada i-ésima 1 y demés coordenadas 0. Esta base es
llamada la base candnica de R™.

Sean V' y W espacios vectoriales. Una transformacién lineal es una aplicacién
T :V — W tal que para todo x,y € V y todo a € R se cumple T(azx + y) =
aT(z) + T(y). Cuando Y = R decimos que 7" es una funcional lineal.

SiT:V — W es una transformacion lineal entre espacios vectoriales de dimen-
sién finita, con bases {vy,...,v,} C V y {wq,...,w,} C W, entonces existe una
matriz (¢;;) de entradas reales con m filas y n columnas tal que

T(vj) = Ztijwi paratodo j=1,...,n

i=1

Decimos que (%;;) es la matriz de la transformacién lineal T" con respecto a las
bases {v1,...,v,} v {w1,...,w,}. Esta matriz posee la siguiente propiedad: Dado
v = aqv; + -+ + a,v, tenemos T'(v) = bywy + -+ + byw,,, donde los a; y los b,
satisfacen la relacion
by ai
= (tyy) -

b ap
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Ejemplo 1.3. Sea T : R" — R™ una transformacion lineal. Trabajando con respecto
a las bases candnicas de R" y R™ vemos que la matriz (¢;;) de 7" determina 7', esto
es, si pensamos en R? como el espacio RP*! de matrices p x 1 (véase la Observacién
, entonces para todo v € R" tenemos

T(v) = (ti;) - v.

Una aplicacién (-,-) : V' x V — R sobre el espacio vectorial V' es un producto
interno si satisface los siguientes axiomas
(1) {ax+vy,z) =alx,z) + (y, z) para todo x,y € V y a € R;
(2) (z,y) = (y,x) para todo z,y € V;
(3) (x,z) > 0 para todo = € V distinto de 0.

Ejemplo 1.4. En el espacio euclidiano R", dados x = (21, ...,z,) ey = (Y1, .-, Yn)
el producto interno canodnico esta dado por

i=1

Una norma sobre el espacio vectorial V' es una funcién || - || : V' — R que tiene
las siguientes propiedades:
(1) ||z|]| > 0 para todo = € V distinto de 0;
(2) ||Az|| = |A] - ||=|| para todo z € V' y todo A € R;
(3) llz +yll < [lzl + [lyl| para todo z,y € V.
Al espacio vectorial V' que posee una norma se le denomina espacio normado.
Si el espacio vectorial V' posee un producto interno (-,-), entonces la funcién

|-l : V = R, |lz]]| = \/{x,x) es una norma. Se suele decir que esta norma es
inducida por el producto interno (-, -).

Ejemplo 1.5. El espacio euclidiano R™ posee varias normas. Por ejemplo, las fun-

ciones || - ||, || - [|s; || - [0 : R™ — R dadas por
n
lel = Vi), llelo=Ylal llalle = méx fa].
i=1 ==
donde z = (x4, ..., x,), son normas en R". Estas normas son denominadas la norma

euclidiana, la norma de la suma y la norma del maximo, respectivamente. La
norma euclidiana es inducida por el producto interno canénico.

Espacios topologicos

Una topologia sobre un conjunto X es una familia de subconjuntos 7 de X,
llamados conjuntos abiertos o simplemente abiertos, que tiene las siguientes
propiedades
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(1) X y () son abiertos.
(2) La unién de cualquier familia de conjuntos abiertos es abierto.

(3) La interseccién de una familia finita de conjuntos abiertos es abierto.

Al par (X, 7) que consta de un conjunto X y de una topologia 7 sobre X se le llama
espacio topolégico. Si no hay ambigiliedad respecto a la topologia escribimos X
en vez de (X, 7).

Observacién 1.6. Las propiedades (2) y (3) de la definicién de topologia pueden
resumirse senalando simplemente que 7 es cerrada por uniones arbitrarias e inter-
secciones finitas.

Un subconjunto C' del espacio topolégico X es cerrado si su complemento X\ C'
es abierto. La familia de subconjuntos cerrados de X contiene a {(); X} y es cerrada
por intersecciones arbitrarias y uniones finitas.

Decimos que V' C X es una vecindad de x € X si existe un conjunto abierto
U C V que contiene a x. Similarmente, V' C X es una vecindad de A C X si existe
un conjunto abierto U C V' tal que A C U. Un punto x € X es llamado punto de
acumulacion del conjunto A C X si toda vecindad de z contiene algiin punto a de
A distinto de z.

Sea A C X. El interior de A, denotado por int(A), es la unién de todos los
abiertos U que estan contenidos en A. La clausura de A, denotada por A, es la
interseccién de todos los conjuntos cerrados C' que contienen a A. Notemos que

A es abierto (resp. cerrado) si y solo si A = int(A) (resp. A = A).

Siempre se cumple que int(A) ¢ A C A. Al conjunto de puntos de X que estdn
en A pero no en int(A) se le llama frontera de A y se le denota por A, es decir,
0A = A\int(A). La frontera de un conjunto es siempre cerrada. Claramente,

int(A) = {x € X | existe una vecindad V' de x tal que V' C A},

A= {r € X | toda vecindad V de z intersecta A},
0A = {x € X | toda vecindad V' de z intersecta Ay X\A}.

Un cubrimiento abierto de A C X es una familia {U,} ca de conjuntos abiertos
cuya union contiene a A.

Una familia {C)\} ea de subconjuntos de X tiene la propiedad de la intersec-
cién finita si (,.,, C\ es no vacio para todo A" C A finito.

Un espacio topoldgico X es compacto si todo cubrimiento abierto {Uy }xea de X
admite un subcubrimiento finito, esto es, existe A’ C A finito tal que X = ren Un
Equivalentemente, X es compacto si toda familia {C)} ea de subconjuntos cerrados
de X que posee la propiedad de la interseccién finita tiene interseccién (., Ca no
vacia.

Si Y es un subconjunto del espacio topoldgico (X, 7) entonces

v ={YNU|Uer}
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es una topologia sobre Y, llamada topologia relativa de Y. Los subconjuntos
cerrados de (Y, 7y) estan dados por

{YNC | C es cerrado en X}.

Un subconjunto Y de (X, 7) es compacto si el espacio topolédgico (Y, 7y) es
compacto. Es facil verificar que Y es compacto si y solo si todo cubrimiento de Y
(por abiertos de X') admite un subcubrimiento finito. Todo subconjunto cerrado de
un espacio topoldgico compacto es compacto.

Una funcién f : (X, 7x) — (Y, 7y) entre espacios topoldgicos es continua si la
preimagen de todo abierto es abierto, es decir, f~!(B) € 7x para todo B € 7y. Si
X es compacto y f es continua, entonces la imagen f(X) de X es un subconjunto
compacto de Y.

Espacios métricos

Dado un conjunto X, decimos que una funcién d : X x X — R es una métrica
si satisface las siguientes propiedades

(1) d(x,y) > 0 para todo z,y € X;

(2) d(z,y)

(3) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) para todo z,y, z € X;
y) =

(4) d(z,

Al conjunto X que posee una métrica d se le llama espacio métrico, y se le denota
por (X,d). Si no hay ambigiiedad respecto a la métrica escribimos X en vez de

(X,d).

=0 siysolosix=uy;

= d(y, r) para todo =,y € X.

Ejemplo 1.7. Si X es un espacio normado entonces la funcién d : X x X — R dada

por d(z,y) = ||z — y|| es una métrica. Decimos entonces que la norma || - || induce
una métrica en X. Asi, todo espacio normado es un espacio métrico. En particular,
el espacio euclidiano R™ es un espacio métrico con la métrica d(x,y) = ||z — yl|

inducida por la norma euclidiana.
En el espacio métrico (X, d), dados a € X y r > 0, definimos los conjuntos
B(a,r) ={x € X | d(a,x) <},
B(a,r) ={r € X | d(a,z) <1},

que son llamados bola abierta de centro a y radio r, y bola cerrada de centro a
y radio r. La familia de conjuntos

74 :={A C X | para todo a € A existe r > 0 tal que B(a,r) C A}

define una topologia sobre X. Luego (X, d) es un espacio topolégico, de manera que
la terminologia introducida en la parte anterior se aplica para (X, d).

Ejemplo 1.8. Toda bola del tipo B(a,r) es un conjunto abierto, mientras que las
bolas del tipo B(a, r) son conjuntos cerrados. Todo conjunto abierto es una vecindad
de cada uno de sus puntos.
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Dado un subconjunto Y de (X, d), la restriccién de d a Y X Y es una métrica
en Y, y por tanto Y es un espacio métrico. Decimos que d induce una métrica en
Y, y, en un abuso de notacion, escribimos (Y, d) en vez de (Y, d|y«y). La topologia
del espacio métrico (Y, d) coincide con la topologia relativa de Y. Usamos el simbolo
By (a,r) para denotar las bolas en Y de centro a € Y y radio r > 0; explicitamente,

By(a,7)={y €Y | d(a,y) <r}=B(a,7)NY.

Decimos que A C Y es abierto (cerrado) en Y si A es abierto (cerrado) como
subconjunto del espacio métrico (Y, d). Notemos en particular que al hablar de con-
juntos abiertos en Y se sobreentiende que ellos estdn contenidos en Y. Andlogamente,
U C X es una vecindad de A C Y en Y si U es una vecindad de A en el espacio
métrico (Y, d).

Una sucesion (z,,) en (X, d) converge a a € X si para todo € > 0 existe ng € N
tal que n > ng implica d(z,, a) < . En este caso escribimos z,, — a o lim,,_,« =, = a.
Una sucesién (x,) C X es de Cauchy si para todo ¢ > 0 existe ng € N tal que
m,n > ng implica d(z,,,z,) < €. Toda sucesién convergente es de Cauchy, pero
no toda sucesién de Cauchy es convergente (la sucesién z,, = 1/n en X := (0, 1]
es de Cauchy pero no es convergente). Cuando toda sucesiéon de Cauchy en X es
convergente decimos que X es un espacio métrico completo. Un punto z € X es
punto de acumulacién de la sucesién (x,) C X si existe una subsucesién (x;) de
(x,) tal que z; — .

Ejemplo 1.9. El espacio euclidiano R", con la métrica del Ejemplo(1.7], es un espacio
métrico completo.

La convergencia de sucesiones determina la topologia de (X, d). En efecto, un
conjunto C' C X es cerrado si y solo si para toda sucesién (x,) C C que converge a
x € X se cumple que z € C. Mas aun, para cada subconjunto A de X tenemos

int(A) = {x € X | existe r > 0 tal que B(x,r) C A},

A = {z € X | existe una sucesién en A que converge a x},

0A = {x € X | existen sucesiones en A y en X\ A que convergen a x};

ademds, € X es punto de acumulacién de A si y solo si existe una sucesién (z;,)
contenida en A\{z} tal que x, — =.

La continuidad de funciones entre espacios métricos admite la siguiente caracte-
rizacién?]
Proposicién 1.10. Dada una funcion f: (X,dx) — (Y,dy) entre espacios métri-
cos, las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) f es continua (la pre-imagen de todo abierto en'Y es abierto en X );
(2) f7YC) es cerrado en X para todo C CY cerrado en'Y;
(3) para cualesquiera T € X y e > 0 existe 6 > 0 tal que dx(x,Z) < § implica

dy (f(x), f(z)) <e;

2La definicién de continuidad que uno normalmente encuentra al estudiar los espacios métricos
es la condicién que aparece en el tercer item de la Proposicion m
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(4) para todo = € X y (x,) en X tal que x,, — x se cumple que f(z,) — f(Z).

Ejemplo 1.11 (Funcién lipschitziana). Una funcién f: (X,dx) — (Y,dy) es lips-
chitziana si existe L > 0 tal que dy (f(x), f(2')) <L-dx(x,z’) para todo z, 2’ € X.
Toda funcién lipschipziana es continua.

Ejemplo 1.12 (Funcién distancia d¢). Dado un elemento a de (X, d), la aplicacién
x +— d(z,a) define una funcién continua de X en R. En particular, si X es un espacio
normado y a = 0, obtenemos que la funcién norma || - || es continua en X. Si C es
un subconjunto no vacio de (X, d), la funcién distancia d¢ : X — R, definida por
do(z) = inf e d(z,y), también es una funcién continua.

Decimos que un subconjunto A del espacio métrico (X, d) es acotado si estd
contenido en alguna bola B(z, 7). Todo conjunto compacto es acotado.

A menudo utilizaremos la siguiente proposicién para mostrar que un conjunto
dado es compacto.

Proposicién 1.13. Sea Y un subconjunto del espacio métrico (X,d). Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) Y es un conjunto compacto;
(2) toda sucesion (y,) CY posee una subsucesion convergente en'Y;

(3) todo cubrimiento abierto de Y (por abiertos de X ) admite un subcubrimiento
finito;

(4) toda familia de conjuntos cerrados en'Y con la propiedad de la interseccion
finita tiene interseccion no vacia.

Los dos teoremas que siguen son resultados clasicos que ilustran la relevancia de
los espacios métricos compactos.

Teorema 1.14 (Weierstrass). Toda funcion continua f : X — R definida sobre un
espacio métrico compacto (X,d) alcanza su minimo y su mdzimo en X, es decir,
existen xg,x1 € X tales que f(xo) < f(z) < f(x1) para todo x € X.

Teorema 1.15 (Cantor). Sea K1 D Ky D --- una sucesion decreciente de sub-
conjuntos compactos y no vacios del espacio métrico completo (X,d). Entonces la
interseccion (), Ky es un conjunto compacto y no vacio.

El espacio euclidiano R"

En adelante, trabajaremos solamente con el espacio euclidiano R™. De lo visto
previamente sabemos que R™ es un espacio métrico completo con la métrica inducida
por la norma euclidiana || - ||. Luego, todo lo afirmado hasta ahora se cumple para
R™, v aqui solo estableceremos algunos hechos adicionales.

Cualquier otra norma de R™ define la misma topologia que la norma euclidiana, es
decir, los abiertos en ambas topologias coinciden. Esto es consecuencia del siguiente
teorema, que nos dice que la convergencia de sucesiones en R"™ no depende de la
norma considerada.
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Teorema 1.16 (Equivalencia de normas). Dada cualquier otra norma || -||; en R™,
existen constantes positivas C' y D tales que C|lz|| <||z|1 < D||z|| para todo x € R™.

El conjunto B(0,1) es la bola unitaria abierta de R, y su clausura B(0,1)
es la bola unitaria cerrada de R". La clausura de toda bola abierta B(a,r) es
la bola cerrada B(a,r), si bien esto no siempre es cierto en espacios métricos. La
esfera unitaria de R” es el conjunto

S(0,1) ={z e R" | ||z = 1}.

Dos puntos cualesquiera z e y de R"™ satisfacen la desigualdad de Cauchy-
Schwarz

[{z o) < llzll - Nlyll;

esta desigualdad es una igualdad si y solo si x e y “tienen la misma direccién”, es
decir, existe un escalar ¢ > 0 tal que y =tz o x = ty.
Dados dos subconjuntos A y B de R y un escalar A € R definimos la suma de
Ay B mediante
A+B={a+b|ac A be B}

y el producto de A y A mediante
M ={)a|ac A}
El siguiente teorema es un resultado clésico que usaremos con mucha frecuencia.

Teorema 1.17 (Bolzano-Weierstrass). Toda sucesion acotada en R™ posee una sub-
sucesion convergente.

Combinando el teorema de Bolzano-Weierstrass con la Proposicion obtene-
mos una caracterizacion de los subconjuntos compactos de R”.

Proposicién 1.18. Un subconjunto K de R™ es compacto si y solo si es cerrado y
acotado.

Por ejemplo, el espacio R", que es cerrado pero no acotado, no es compacto.
Podemos ver esto directamente: la familia {B(0,m)};,>1 es un cubrimiento abierto
de R™ que no admite subcubrimiento finito.

Observacion 1.19. Por cuestiones de espacio, en ocasiones serd conveniente denotar

a los vectores de R™ como arreglos verticales. Es decir, dado v = (vy,...,v,) € R™,
U1

la matriz : también representard a v. Esto no deberia dar lugar a confusion.
Un

Por ejemplo, si = e y estdn en R™ entonces z”y es igual al producto interno canénico
(x,y) de z e y (AT denota la traspuesta de la matriz A).

Consideremos la base canénica {ey,...,e,} de R™. Sea la funcién f : U — R
definida sobre el abierto U de R". Definimos la derivada direccional de f en
a € U en la direccién v € R™ como el niimero

= fa+t) - f(@)

t—0 t

Y
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siempre que este limite exista; también definimos la derivada direccional unila-
teral de f en a en la direcciéon v por

Fla) = g T S

Y

siempre que el limite exista. Esta derivada direccional sera especialmente 1til al
trabajar con funciones convexas.

La i-ésima derivada parcial de f en a, denotada por g—i(a), es la derivada
direccional de f en a en la direccién candnica e;, esto es,

a—f(a) = lim fla+te;) — f(a).

Cuando f tiene todas sus derivadas parciales en a el vector

Vf(a) = (%(“)""’SL(“)> cR"

es el gradiente de f en a, y decimos que f es derivable en a. Si f es derivable en
cada punto de U decimos simplemente que f es derivable.

Una funcién f : U — R es diferenciable en a € U si existe una transformacion
lineal f’(a) : R™ — R, llamada derivada de f en a, tal que

fla+h) = f(a)+ f'(a)(h) +r(h), a+hel, (1.1)

donde h’mh_ﬂ)% = 0. Si f es diferenciable en todos los puntos de U decimos
simplemente que f es diferenciable. Por ejemplo, toda transformacién lineal T :
R™ — R es diferenciable con 7"(z) = T.

Toda funcién diferenciable es derivable. En efecto, dados a € U y v € R"\{0},

tomando h = tv y haciendo t — 0 en (|1.1)) obtenemos
t _
OF (1) _ g Ha 1) = F(a)

ov “ t—0 t

= f(a)(v),

de donde 9

oL @) = o))
para todo i, es decir, f es derivable en a. Esto muestra en particular que V f(a) es
la matriz de la funcional f’(a) y que por tanto
0
fla;v) = 5-(a) = f(a)(v) = (V/(a), v).

Toda funcién diferenciable es continua, mas existen funciones derivables que
no son continuas (ni diferenciables). De hecho, la funcién f : R* — R dada por
{(x,)y) = a7 st (z,y) # (0,0) y f(0,0) = 0 es derivable pero no es continua en
0,0).

Una funcién derivable f : U — R es de clase C! si cada funcién gg{, U =R
es continua. Toda funcién de clase C* es diferenciable, mas no toda funcién diferen-
ciable es de clase C'. En resumen,

f:declase C' = f:diferenciable = f : derivable.
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Observacién 1.20. Si tenemos una funcion f : U x V — R, donde U C R™ y
V C R”, los simbolos V, f(x,y) y V, f(z,y) representaran a los vectores

9 9 0 0
<8—£(x,y),...,%(x,y)> eER™ vy (a_g;fl(ﬁ,y)u,a—;(ﬂ@,y)> c R"

respectivamente, donde los z; representan a las variables en R™ y los y; representan
a las variables en R".

Dada una funcién f : U — R” donde U es un subconjunto abierto de R™,
tenemos f = (fi,..., fn), donde cada f; es una funcién de R” en R. Decimos que f es
diferenciable en a € U si existe una (dnica) transformacién lineal f'(a) : R™ — R
tal que para todo h € R™ tal que a + h € U se cumple

fla+h)= f(a)+ f'(a)(v) + r(h), (1.2)
donde limy,_,q % = 0. Decimos también que f es de clase C! si cada f; es derivable
y si las funciones %f; : U — R son continuas.

Claramente, si f = (f1,..., fa) : U = R™ donde U C R™, entonces

f es diferenciable si y solo si cada f; es diferenciable,

f es de clase C" si y solo si cada f; es de clase C*.

Cuando f es diferenciable se puede mostrar que

2] Ofn
Lifa) - Yifa)
Uifa) - Yifa)

es la matriz de la transformacién lineal f’(a) : R™ — R™. Mds aun, si consideramos
la composicion de dos funciones diferenciables f : U — R" y g : V — RP donde
UCR™y f(U) CV CR", entonces la matriz de (go f)'(a) es igual al producto de
las matrices de ¢'(f(a)) y f'(a). Esto es lo que nos dice la Regla de la Cadena.

Teorema 1.21 (Regla de la Cadena). Sean U C R™ y V. C R"™ abiertos. Sea
f=f1, - s fu) : U—=R" tal que f(U) CV y cada funcion coordenada fi, : U — R
es diferenciable en el punto a € U. Sea también g : V — R una funcion diferenciable
en el punto b = f(a). Entonces la composicion go f : U — R es diferenciable en el
punto a y sus deriwadas parciales son

gof), . ~~0g . 0f
RGN LR -]

Ahora mostraremos el lema de Urysohn, que nos dice que se pueden “separar”
dos subconjuntos cerrados y disjuntos de R™ con funciones continuas.

Teorema 1.22 (Lema de Urysohn). Para todo par de conjuntos cerrados, disjuntos
y no vacios U,V C R™, existe una funcion continua f: R™ — [0, 1] tal que f(z) =0
sixeUvyflr)=1sixzeV.
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PRUEBA. Sabemos que cuando C' C R™ es cerrado, la funcién distancia z +— de(x)
es continua; ademads, deo(x) = 0 si y solo si # € C. Entonces 0 < dy(z) + dy(z)
para todo z € R™ pues siendo U y V disjuntos y cerrados, las funciones dy y dy no
pueden anularse al mismo tiempo. Por tanto, la funcién f : R" — [0, 1] dada por

dv(ﬂ?
fa) = :
dy(x) + dy(x)
estd bien definida y es continua pues es el cociente de dos funciones continuas.
Finalmente, observemos que f(z) =0siz € Uy f(z)=1siz e V. ]

Corolario 1.23. St U y C son subconjuntos de R™ tales que U es abierto, C es
cerrado y C C U, entonces existe una funcion f : R™ — [0,1] tal que f(x) =1 si
reCuyfle)=0sixgU.

PRUEBA. Si C' = () definimos f = 0, y si U = R" tomamos f = 1. En ambos casos,
la funcién f tiene la propiedad deseada. Cuando C' # () y U # R™, la funcién [ se
puede conseguir aplicando el Teorema [1.22| a los conjuntos cerrados, disjuntos y no
vacios C'y R™"\U. O

Particiones de la unidad

Terminamos esta seccién mostrando un caso particular del teorema de existencia
de particiones de la unidad. Nuestra demostracién estd basada en [30] y [31].

Dada una funcién f : U — R definida en el conjunto abierto U C R", el soporte
de f, denotado por sop(f), es la clausura (relativa a U) de los puntos de U donde f
no se anula, esto es,

sop(f) ={z e U | f(z) #0}NU.

Notemos que x € U no estd en el soporte de f siy solo si existe § > 0 tal que
B(z,8)n{z e U | f(z) # 0} = 0.

En particular, f(z) = 0 para todo z € U\ sop(f).

Sean el conjunto K C R" y Uy,...,U, un cubrimiento abierto de K. Decimos
que la familia de funciones continuas 1, ..., ¢, : R" — [0, 1] es una particién de la
unidad en K, subordinada al cubrimiento Uy, ..., U,, si se cumplen las siguientes
condiciones:

(1) Z%(!E) = 1 para todo x € K;
i=1

(2) sop(p;) C U; paracadai=1,...,r.

Teorema 1.24. Para todo conjunto compacto K C R™ y todo cubrimiento abierto
y finito de K, existe una particion de la unidad subordinada a dicho cubrimiento.

PRUEBA. Sea Uy, ...,U, un cubrimiento abierto y finito de K. Sabemos que cada
x € K estd contenido en algin conjunto abierto U;. Entonces, para cada z € K
existen d,, 0. > 0 tales que 9, < 9., y

B(xa(saz) C B('qjv(sl‘) - B(QZ,(S;) - B(.?Z,(S;) - Ui(z)’



Capitulo 1. Preliminares y resultados previos 18

donde i(x) € {1,...,r}. Escribiendo B, en vez de B(z,9,) y B. en vez de B(z,?d"),
vemos que {B,}.cx constituye un cubrimiento abierto del conjunto compacto K.
Luego existen z1, ..., 2, en K talesque K C B,,U---UB,, .Paracadai=1,...,r
sea H; la unién de todos los conjuntos B_xJ tales que B_:;J C U;, y sea W; la unién de

todos los conjuntos B tales que B_g’c] C U; (nétese que H; y W; pueden ser vacios).
Entonces K C HyU---U H,, y cada H; es un conjunto cerrado contenido en W,
que es un abierto cuya clausura esta contenida en U;:

W = U B;, = U B_i/UjCUi'
U U

B;jC i B;jC i

Por el Corolario , existen funciones continuas 91, ..., : R™ — [0, 1] tales que
Yi(x) =1six € Hyy ¢i(x) =0siz g W;. De {z € R" | ¢;(x) # 0} C W; se sigue
que sop(¢;) C U; para cada i. Luego, si definimos las funciones ¢, ..., ¢, mediante
pr=11y

@ir1 = (L —11) - (1 = ¥3)thin (1.3)
cuando i = 1,...,7 — 1, es claro que sop(y;) C sop(¢;) C U; y que 0 < ¢; < 1 para
cada 7. Ademas, la relacion

o1+t oi=1— (1 =) (1 =) (1.4)

se satisface trivialmente para i = 1; y si se verifica para ¢ < r, sumando y
(1.4) vemos que también se verifica para ¢ + 1. Asi, concluimos por induccién
que

o1t o= L (L) (1= ),

y como K C HyU---U H,, al menos uno de los 1;(x) serd 1 cuando x € K, esto es,
o1(z) 4+ -+ ¢.(xr) =1 paratodo z € K.

Esto muestra que 1, ..., ¢, es la particion de unidad que buscabamos. O

2. Analisis convexo

El objeto de estudio del andlisis convexo son los conjuntos convexos y las funciones
convexas. Una propiedad geométrica tan simple como la convexidad puede tener
implicancias profundas. Por ejemplo, los conjuntos convexos pueden separarse con
hiperplanos; y todo minimo local de una funcién convexa es un minimo global, lo
cual significa que para minimizar funciones convexas basta con aplicar métodos de
estudio locales.

Todos los resultados de esta secciéon seran demostrados. Para esto, las princi-
pales referencias que utilizaremos serén los libros [B], [§], [9] ¥ [32]. Por supuesto,
la referencia canénica de andlisis convexo es el libro cldsico de Rockafellar [2§]. La
definicién de pseudoconvexidad proviene de [22].
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2.1. Conjuntos convexos y conos

Dados dos puntos z,y € R™, denotaremos mediante [z, y] al segmento que los une,
es decir,
[,y ={ e+ (1 =Ny |0< A< 1}

Un conjunto C' C R™ es convexo si para cualesquiera x,y € C se verifica que
[z,y] C C.

Ejemplo 2.1. El espacio R" y las bolas B(a,r) = {z € R" | ||z — al| < r} son
ejemplos de conjuntos convexos. El conjunto A de la Figura es convexo mientras
que el conjunto B no lo es.

[a,b] -~ ‘

z

Figura 2.1: Un conjunto convexo y uno que no es convexo.

Un vector z € R" es una combinacién convexa de los vectores zy,...,x, € R"
si existen ty,...,t. € [0,1] tales que >";_ t; =1y z = > t;x;. Por ejemplo, los
puntos de [x,y] son combinaciones convexas de = e y.

Se puede probar por induccién que todo conjunto convexo contiene las combi-
naciones convexas de sus elementos. Reciprocamente, si C' C R" contiene todas las
combinaciones convexas de sus elementos, entonces es convexo. En particular, dado
cualquier X C R"”, el conjunto

co(X) := {Z;:l LT } reN, (t)i, C[0,1], Dt =1, (z;)]_, C X},

es convexo y estd contenido en todos los conjuntos convexos C' C R” tales que
X C C (notemos que co(f)) = 0). Luego, co(X) es el menor conjunto convexo que
contiene a X. Decimos entonces que co(X) es la capsula convexa de X.

Proposicién 2.2.
(1) Si{Cx}rea es una familia de subconjuntos convexos de R", entonces (e Cx
es convezxo.
(2) Si C CR™ es convezo, entonces C' es convezxo.

(3) Si C1,Cy C R™ son convezxos, entonces Cy + Cy y Cp — Cy son convezos.

(4) Si X C R", entonces co(X) = (\oer C, donde F es la coleccion de todos los
conguntos convexos C C R"™ que contienen a X. (Obsérvese que R™ € F #().)
En particular,
X es convezo si y solo st X = co(X).
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PRUEBA. El primer item es claro. Para verificar el segundo {tem, sean dos sucesiones
(zx) e (yx) en C tales que z;, — z e ¥, — y. Debemos probar que [z,y] C C. De
hecho, si t € [0, 1], entonces la sucesién definida por tzy, + (1 — t)y; estd contenida
en C'y converge a z := tx + (1 —t)y, es decir, 2, € C. Esto muestra que [z,y] C C.
Veamos el tercer item. Sean z := x; + x9 y 2’ 1= x| + x}, elementos de C; + C5 con
z;, x; € C;. Entonces para cada t € [0, 1] tenemos tx; + (1 — t)z}; € C;, de donde

tz+ (1 —t)2' = (txy + (1 — t)a}) £ (tza + (1 — t)zy) € Cy £+ Ch.

Luego, C & (% es convexo. El cuarto item es consecuencia del primer item y de lo
expresado en el parrafo anterior. O

Observacion 2.3. La unién de conjuntos convexos no es necesariamente un con-
junto convexo. Por ejemplo, los puntos son convexos, pero la uniéon de dos puntos
distintos no es un conjunto convexo.

Dado un subconjunto no vacio X de R", cada elemento x de co(X) puede ex-
presarse como combinacién convexa de elementos de X. Podemos de hecho escoger
n+1 (o menos) elementos de X de modo que x sea combinacién convexa de dichos
elementos.

Teorema 2.4 (Carathéodory). Sea X un subconjunto no vacio de R" y consideremos
x € co(X). Entonces x se puede expresar como una combinacion convexa de n + 1
(0 menos) elementos de X .

PRUEBA. Basta con mostrar que si x puede escribirse como combinacién convexa
de r elementos de X, donde r > n 4 1, entonces también puede escribirse como
combinacion convexa de r — 1 elementos de X.

Supongamos que existen zy,...,x, € X y A,..., A\, € [0, 1] tales que r > n+1,
22:1 N=1lyx= 22:1 Aix;. Entonces los r — 1 vectores xo — 1,...,2T, — 1 son
linealmente dependientes (pues 7 — 1 > n) y por tanto existen escalares ts, ..., ¢, no
todos nulos tales que Y., ¢;(z; — 21) = 0. Definiendo ¢; := — Y ;_, ¢; tenemos

Z::l tll'z = O y Z::l tl = O

Como no todos los t; son nulos existe algin t; positivo, de modo que

A
a = min {—]ti>0}
1<i<r U,

es un numero real no negativo. Sin pérdida de generalidad supongamos que o =
Ahora bien, si t; > 0 entonces at; < A;; también, si t; < 0 entonces at; < 0 < /\
En definitiva, los nimeros 3; := \; — at; son no negativos, tienen la propiedad de

que Y ., B =1y ademés
r=r—a-0= 22:1 ATy — 22:1 lix; = 25:1 Bix; = Z:;]_l Bixs,

donde la ultima igualdad se debe a que (5, = 0. Esto muestra que x es combinacién
convexa de los r — 1 elementos xq,...,z,_; de X. O

)\7‘



Capitulo 1. Preliminares y resultados previos 21

Una consecuencia importante de este teorema es que la capsula convexa de todo
conjunto compacto es un conjunto compacto.

Corolario 2.5. Si K es un subconjunto compacto y no vacio de R™ entonces co(K)
es un conjunto compacto. En particular, co({v,...,v.}) es compacto para cuales-
quiera vy, . ..,v, € R™.

PRUEBA. Mostraremos que toda sucesion en co(K) posee una subsucesiéon conver-
gente en co(K). Sea (z;) C co(K). Por el teorema de Carathéodory, cada zj se
expresa como 2, = Y iy A, donde vf € Ky TP AP = 1. La sucesién acotada

’L’L’

k k
()\1,.. )\n+1,U1,,Un+1)k

posee una subsucesiéon que converge a algun (Ay, ..., Ayi1,01,...,Un41), donde cada
A; estden [0, 1] y cada v; estd en K, ya que [0, 1] y K son cerrados Como Y7\ =1
(pues 7'M = 1 para todo k), esto muestra que 3.7 A\jv; € co(K) es el limite
de una subsucesién de (zy). ]

Observacion 2.6. Un conjunto compacto es un conjunto que es cerrado y acotado.
La capsula convexa de un conjunto acotado es acotado, mas la capsula convexa
de un conjunto cerrado no siempre es cerrado. En efecto, el subconjunto cerrado
X ={(0,0)}U{(x,y) eR?* |z >0,y > 1/} de R? tiene como cdpsula convexa a

co(X) = {(z,y) €R* | 2,y > 0} U{(0,0)},
que no es cerrado.

Ahora veremos una propiedad especial de los conjuntos convexos, que intuitiva-
mente nos dice que el segmento abierto que une un punto del interior de un conjunto
convexo y otro de su clausura esté contenido en el interior de dicho conjunto. Para
ello definamos los segmentos abiertos y semiabiertos

(y):={ A+ (1 -Ny | 0< <1},
[z,y) :={ X+ (1—-Ny|0< <1}

que unen r € y.

Proposicién 2.7. Sea C' un subconjunto convexo y no vacio de R™. Si x € int(C)
ey € C, entonces [z,y) C int(C).

PRUEBA. Sea (y;) una sucesiéon en C' que converge a y, y tomemos una bola B(z, ¢)

contenida en C. Fijemos t € (0, 1] y escribamos z; := tz + (1 —t)y. Para cada k € N

escribimos zF := tx + (1 —t)y,. Luego la convexidad de C' implica que B(zF,te) C C

para todo k pues si z € B(zF,te) entonces ||z — (tz + (1 — t)yp)|| < te, esto es,
+ (1= })yx € B(z,e) C C'y por tanto

z=t(2+(1—Dy) + (1 —t)yx € C.

Como la sucesién (2F);, converge a z;, para k suficientemente grande z; estard en la
bola B(zF, te), que esté contenida en C, lo que implica que z; € int(C). Esto muestra
que [z,y) C C. ]
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Corolario 2.8. Sea C' un subconjunto convero de R" tal que int(C) # 0. Entonces
int(C) = int(C) y C = int(C).

PRUEBA. Claramente, int(C) C int(C) y int(C') € C. Consideremos z € int(C).

Dado y € int(C), existe t > 0 suficientemente pequeno tal que z := y+t(y —ﬁ estd
7

en C, de modo que y = %Hz + l%rta: estd en (z,z), que por la Proposicion [2.7] estd

contenido en int(C'). Luego, y € int(C) y obtenemos int(C) = int(C).

Sea ahora y € C. Por la Proposicién n tenemos [z,y) C int(C), y como hay
puntos de [z,y) arbitrariamente cercanos a y, podemos inferir que y € int(C). Asf,
C =int(C). O

La igualdad C' = int(C') en el corolario anterior no se cumple si el conjunto en
cuestién tiene interior vacio. Por ejemplo, si C' es una recta en R? entonces es un
conjunto convexo tal que

C=C#0=0=int(0).

Sin embargo, int(C') = int(C') se cumple incluso cuando int(C') = (). Queriendo ver
esto, introducimos la siguiente definicion.

Decimos que zg, 21, ...,2, € R" son afinmente independientes (a.i.) si los
vectores xy — o, . . . , T — o son linealmente independientes (1.i.). Esta definicién es
buena, es decir, si z1 — o, . .., T, — o son Li. entonces también {x; —z; }o<i<r i; sOn
Li. para cualquier j € {1,...,r}. En efecto, si los escalares {c;}o<i<r iz; satisfacen

la relacion ) o, ;i ci(z; — ;) = 0 entonces

T T

ch(arz — ) + Z(‘Cz‘)(%‘ —x) = Zc,(xz — ;) =0,

=1 =0 =0
i#] i#] i#]
de donde, como x; — xg, ..., x, — xo son Li., obtenemos ¢; = 0 para cada 1.
Un n-simplex en R” es un conjunto {xo,...,z,}, donde xg,...,z, son a.i. Al
ser x; — Xo,...,T, — xg Li., todo x € R"™ puede expresarse de manera tinica como

combinacion lineal de los vectores x; — xq, lo que implica que existen escalares tinicos
to, ..., t, tales que Y o jtix; =xy Y i ot; = 1. Definamos || - ||, : R® — R asi: si
z =Y o Ni(z; — xo) entonces |z||, = maxj<i<, |N|. La funcién || - ||. estd bien
definida y es una norma. Por el teorema de equivalencia de normas en R™ tenemos
que una sucesion () dada por z = >_i | M¥(z;— ) converge ax = > i Ni(z;—0)
en el sentido usual (con la norma euclidiana) si y solo si converge con la norma || - ||,
esto es, si y solo si limy,_, )\f = )\; para cada i. Una consecuencia de esto es que toda
sucesion (zy) dada por zy, = > i o AFa;, con Y1 (AF =1, converge a . = > N,
con Y. A =1, si y solo si cada sucesién (AF),, converge a ;.
Dado el n-simplex S = {xy,...,x,} consideremos el conjunto

U:.= {Z:L:Otllﬂz | Z?:Oti = 1, 0< tl < 1, Vi= O, . ,n}, (21)

que esta contenido en co(S). Afirmamos que U es abierto. Para probar ello mos-
tremos que R™\U es cerrado. Tomemos una sucesion (z;) en R™\U que converge a
z € R™. Entonces, cada z; se expresa como z, = Z?:o tfxi con Z?:o tf = 1. Su-
pongamos que z € U, es decir, que z = Y '  t;x; con 0 < ¢; < 1 para cada i. Por
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el resultado del parrafo anterior tenemos t¥ — t; para todo i, de modo que si k es
suficientemente grande se tiene 0 < t¥ < 1 para cada i, lo que significa que 2, € U,
una contradiccion. Luego, U es abierto.

Concluimos asi que todo conjunto convexo que contiene algin n-simplex tiene
interior no vacio.

Ahora establecemos el resultado analogo al Corolario que buscabamos.

Proposiciéon 2.9. Sea C' un subconjunto convero de R™. Entonces int(C') = int(C').

PRUEBA. Por el Corolario solo falta probar la proposicién cuando int(C') = (.
Supongamos esto y supongamos también que int(C) # (). Entonces C contiene
alguna bola, que a su vez contendra algin n-simplex S’. Tomando puntos de C'
suficientemente cercanos a los puntos de S’ obtenemos un n-simplex S compuesto
de puntos de C'. Esto significa que int(C) # (), una contradiccién. O

Dados un subconjunto no vacio C' de R™ y un vector a € R", decimos que un
punto Z € C' es una proyeccién de a en C' si de(a) = ||la — Z||.

Proposicion 2.10. S: C' C R”™ es cerrado, convexo y no vacio, entonces para todo
vector a € R™ existe una unica proyeccion de a en C.

PRUEBA. Escribamos d := dg(a). Veamos primero la unicidad de la proyeccién.

Supongamos que Z,z’ € C son tales que ||z —a| = ||z —d|| = d y sea z := %x/,

que estard en C' porque C es convexo. Entonces 2z — 2a = (Z — a) + (' — a),
T—2'=(x—a)— (2 —a)y se tiene

Ad + ||z = 2')|* < 122 — 2a]* + ||z — 2'|* = 2|17 — al* + 2/|2" — al|* = 4d°,

lo cual implica Z = 2’. Mostremos ahora la existencia de la proyeccién. Sea (zj) una
sucesion en C' tal que ||a — zx|| — d. Como (xj) es una sucesién acotada, podemos
suponer que converge a algun vector Z € R", que estard en C' porque C' es cerrado.
Luego ||la — z|| = limg_0 ||a — 2k ]| = d. O

Asi, cuando C' C R™ es convexo, cerrado y no vacio podemos definir una funcion
) )
Pc : R™ — C que asocia a cada a € R™ con su proyeccién Po(a) en C.

Proposicion 2.11. Sea C' un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de R™. Sean
aeR"yzeC. Entonces

(1) 2 = Pe(a) siy solo si (x —%,a —x) <0 para todo z € C;
(2) la funcién Po es continua,

PRUEBA. (1) Supongamos que Z = Po(a). Sea x € C. Para cada A € (0,1) el punto
zy:=Axr + (1 — \)ZT estd en C (pues C' es convexo) y en consecuencia

1Z —a]l* < Jlox —all® = Az — a) + (1 = A)(Z — a)|]?
= A||lz —al* + (1 = N?||z — a|* + 2A\(1 = \){z — a,Z — a).

Como ||z — a||* — (xr — a,T — a) = (x — Z,a — T) lo anterior significa que

2A(1 = ANz — 7,0 — ) < Nz — a?,
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para todo A € (0,1). Simplificando A en ambos lados de la desigualdad y haciendo
A — 0, obtenemos (z — Z,a — z) < 0.
Reciprocamente, si z € C' es tal que (z —Z,a—Z) < 0 para todo x € C' entonces

17 —al® <z — 2 + || — a* + 2(z = 7,7 — a) = [l — al|?
para cada z € C, esto es, T = Po(a).
(2) Dados z,y € R", de la parte (1) tenemos

(x — Po(x), Pely) = Po(z)) <0y (y — Pe(y), Po(z) — Po(y)) < 0.

Puesto que (z — Po(z), Po(x) — Po(y)) — (y — Pe(y), Fo(z) — Fe(y)) es igual a
(x —y, Po(z) — Po(y)) — || Pe(z) — Po(y)||?, lo anterior nos da

1Pe(@) = Pe()|* < (@ —y, Pe(@) = Pe(y)) < llo =yl - | Pe(z) — Pe(y)ll,

y por tanto |Po(x) — Pe(y)|| < |Jz — y|| (incluso cuando = = y). Asi, Pc es lips-
chitziana y en particular continua. O]

Un hiperplano en R" es un conjunto de la forma H = {z € R" | (v, x) = b},
donde v € R" es no nulo y b € R.

Decimos que dos subconjuntos A y B de R" estan separados por el hiperplano
H={xeR"| (v,x) =b} si

(v,2) <b< (v,y) para cualesquieraxz € Ay y € B.

Decimos que A y B estan separados fuertemente por el hiperplano H si existe
0 > 0 tal que

(v,2) <b—0 <b+d < (v,y) para cualesquierax € Ay y € B. (2.2)

Por la continuidad del producto interno tenemos que si dos conjuntos A y B estan
separados (fuertemente) por un hiperplano H entonces sus clausuras A y B también
lo estan.

No siempre es posible separar dos conjuntos con un hiperplano (por ejemplo, si
x € int(M) entonces M y {x} no pueden separarse). No obstante, cuando los con-
juntos A y B son convexos, bajo ciertas condiciones se puede asegurar la existencia
de un hiperplano que los separa. Es por ello que la nocion de separabilidad esta muy
presente en el andlisis convexo; ademas, los hiperplanos tienen la propiedad especial
de que su complemento es la unién de dos conjuntos convexos disjuntos. El siguiente
teorema es un resultado clasico de analisis convexo.

Teorema 2.12 (Teorema de Separacién). Sean A y B dos subconjuntos convexos
y no vacios de R™. Entonces bajo cualquiera de las siguientes hipotesis existe un
hiperplano que separa A y B.

(1) El conjunto B es unitario, digamos B = {Z}, y ademds T ¢ int(A).

(2) Los conjuntos A y B no tienen puntos en comin.

(3) El interior de A es no vacio y BNint(A) = 0.
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PRUEBA. (1) Como Z ¢ int(A), es claro que 7 ¢ int(A) (Proposicién . Luego
existe una sucesion (zx) C R™\ A que converge a z. Sea (z) C A la sucesion definida
por z; = Px(xy). Entonces

(xp — 2z, x — 2z1) <0, VeeA Vik>1

y como (x — zg, T — xg) < (Tp — 2k, T — Tg) + (T — 2k, Tp — 2) = (Tp — 2k, T — 21),
se sigue que
(g — 2z, v — ) <0, VeeA Vk>1.

Por otro lado, como ||z, — z|| > 0 para todo k (pues z), € Ay 2z, € A), podemos
dividir ambos lados de la ecuacién anterior entre ||z — 2x|| para obtener

(g, x — ) <0, VeeA Vik>1, (2.3)

donde vy, = ”iZ:ZH define una sucesion acotada que, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que converge a algin vector v de norma 1. Tomando limite cuando
k — 0o obtenemos (v, z — &) < 0 para todo = € A, lo cual prueba (1).

(2) El conjunto convexo C = A— B ={a—b|a € A, b€ B} no contiene a 0
pues A y B son disjuntos. Luego, por la parte (1) existe un vector v € R™ no nulo
tal que 0 < (v, ¢) para todo ¢ € C. Esto prueba (2).

(3) Por la parte (2), existe un hiperplano H que separa int(A) y B. Luego H

también separa int(A) y B. Finalmente, A = int(A) por el Corolario [2.8 O

Teorema 2.13 (Separacién Fuerte). Sean A y B dos subconjuntos converos y no
vacios de R™. Entonces bajo cualquiera de las siguientes hipotesis existe un hiper-
plano que separa fuertemente A y B.

(1) La distancia d(A, B) entre A y B es positiva.
(2) A es cerrado, B es compacto y AN B = {).

PRUEBA. (1) Sea d := d(A, B) > 0. Como el conjunto convexo C' := A — B no tiene
puntos en comun con la bola B(0,d), la clausura C' de C' tampoco los tiene. Luego,
si v es la proyeccién de 0 en C' entonces ||v|| > d y, por la Proposicién m

{c—v,0—2v) <0 paratodo c € C,

lo cual implica que |[v||* + (v,y) < (v,x) para todo z € A e y € B. Definiendo
b= sup,cp(y,v) + @ y o= @ vemos que (2.2)) se cumple.

(2) La funcién distancia d4 es continua y por tanto alcanza un minimo, digamos
y € B, sobre el conjunto compacto B. Luego d(A, B) = da(y) es positiva pues
AN B =1,y el resultado se sigue de la parte (1). O

Un conjunto C' C R™ es un cono si Az € C para todo x € C'y todo A > 0. Un
cono no es necesariamente convexo. Tanto la interseccién arbitraria como la unién
arbitraria de conos es un cono.

Ejemplo 2.14. El espacio R" es un cono, asi como cualquier semirecta del tipo
{Az | A > 0} para cada z € R" fijo. Los conjuntos E'y F de la Figura[2.3|son conos
convexos, F es cerrado y F' es abierto.
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\H
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Figura 2.2: Ilustracién grafica de los teoremas de separacion. A la izquierda, el
hiperplano H separa al punto  del conjunto convexo A. A la derecha, el hiperplano
H separa fuertemente a los conjuntos convexos y disjuntos A y B.
Sea X C R"™. El conjunto
con(X) == {31 tiwi | r €N, (t;)i; C [0,00), (w5)i-y C X}

es un cono convexo que satisface la siguiente propiedad: esta contenido en cada cono
convexo C' C R" tal que X C C. En otras palabras, con(X) es el menor cono convexo
que contiene a X, o, equivalentemente,

con(X) = ﬂ{C’ | C' es un cono convexo tal que X C C'}.

Como la interseccién conos es un cono, y como la intersecciéon de conjuntos convexos
(cerrados) es un conjunto convexo (cerrado), el conjunto

con(X) := m{C | C' es un cono convexo y cerrado tal que X C C'}

es el menor conjunto convexo y cerrado que contiene a X.

Lema 2.15. Dado X C R", tenemos
con(X) = con(X).

Figura 2.3: Ejemplos de conos convexos, uno cerrado y otro no cerrado
Dado un conjunto no vacio C' en R", el conjunto
C*:={zeR"|(z,2) <0, Vz e C}

es llamado el cono polar de C. Evidentemente, C* es un cono convexo y cerrado
que contiene a 0. Ademas, si C'} C C5 entonces C5 C Cf.
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Ejemplo 2.16. El cono polar de R” es {0}; més generalmente, si 0 € int(C') entonces
C* = {0}. El cono polar del primer cuadrante en R? es el tercer cuadrante.

Una propiedad basica e importante de los conos polares es la siguiente proposi-
cion.

Proposicion 2.17. Para todo subconjunto no vacio C' de R™, se cumple que
C* = co(C)* = (C)" = con(C)* = con(C)".

PRUEBA. Ya sabemos que con(C)* C co(C)* C C* y que (C)* C C*. Sea z € C*.
Como (z,7) < 0 para todo x € C, tenemos (z,2) < 0 para todo z € C (por la
continuidad del producto interno); también, si x € con(C) entonces z = Y., t;z;,
donde t; > 0y x; € C, y por tanto (z,z) = >, ti{z, ;) < 0. Asi, z € (C)*Ncon(C)*,
y concluimos que

C* = co(C)* = (C)" = con(C)".
Por 1ltimo, con(C) = con(C') implica con(C)* = con(C)* = C*. O

Proposicion 2.18. §i C' C R™ es un cono no vacio, convexo y cerrado, entonces

c™=C.

PRUEBA. La inclusion C' C C** es clara. Sea z € C** y consideremos su proyeccion
x = Pg(z) en C. Queremos mostrar que z = z. Utilizando la Proposicién Vemos
que (z —z,0 —z) y (z —x,2x — ) son menores o iguales que 0 ya que 0,2z € C, es
decir, (z —z,z) = 0. Luego, (z —z,y) = (z —z,y — x) < 0 para todo y € C, lo cual
significa z —z € C*. Como z € C**, tenemos (z — z, z) < 0, de donde = = z, ya que

lz—z||?*=(z — 2,2 —2) <0. O

Proposicién 2.19. Si C' es un subconjunto no vacio de R", entonces C** = con(C).

PRUEBA. Consecuencia directa de la Proposiciones v [2.18 O
Proposicion 2.20. Supongamos que vy, ..., v, son vectores no nulos en R"™. Enton-

ces el cono convero
con({vy,...., 0, ) ={>_ tiw; | t; >0,Vi=1,...,r}
es cerrado. En particular,
{z e R" | (z,v;) <0, Vi=1,...,r}" =con({vy,...,0}). (2.4)

PRUEBA. Probaremos que co({vy,...,v,.}) es cerrado haciendo induccién sobre r.
Sir =1, es claro que con({v1}) = {tvy | t > 0} es cerrado. Supongamos que la
afirmacién es cierta para r — 1, donde » > 1. Sean vy, ..., v, vectores no nulos en
R™ y escribamos C := con({vy,...,v,}). Podemos asumir que ||v;|| = 1 para cada i.
Debido a que —vy,...,—v, € C implica que C es el subespacio vectorial (cerrado)
de R™ generado por vy, ..., v,, podemos suponer ademas, reindexando los vectores
si fuera necesario, que —v, € C'. El cono convexo

C":=con({vy,...,v,_1})
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es cerrado por hipétesis, y en particular {x € C' | ||z|]| = 1} es compacto. Luego,
existe & € C’" de norma 1 tal que

B

y tal que & # —v,, pues —v, & C. Por la desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos
v =(&,v) > —|[2||lv ]| = -1,

donde la desigualdad estricta se debe a que & # —v,. Ademaés, v||z|| < (x,v,) para
todo x € C".

Mostraremos ahora que si una sucesién (z;) en C' converge a z € R", entonces
z € C. Para cada k existen z;, € C" y t,, > 0 tales que 2z, = 2, + t;v,. La sucesion
(z1) es acotada, de modo que y+1 >0y

2 1* = ll2k + tiv, |

= [l ]1* + t + 2t (2, vr)
> [l2ll” + t + 2ty 24l
= (121 = )* + 20y + Dtall i

implican que (z},) y (tx) son acotadas. Podemos por tanto suponer que zj, converge
a algun 2’ € C" y que t, converge a algun ¢ > 0. En consecuencia, z = lim z;, =
lim(z;, + txv,) = 2/ + tv, € C, y concluimos que C es cerrado. Esto completa el
proceso inductivo.

Finalmente, una aplicacién directa de la Proposicion nos da . O

De modo analogo al cono polar, dados un subconjunto no vacio C' de R"” y un
vector x € R", el conjunto

N(z,C):={z€eR" | (z —z,y) <0, Vy € C}

es llamado cono normal de C en el punto Y} Notemos que N(z,C) = (C — z)*.
Luego obtenemos para conos normales un resultado similar a la Proposicién [2.17]

Proposicion 2.21. Para todo subconjunto no vacio C' de R™ y todo v € R™ se
cumple

N(z,C) = N(z,co(C)) = N(z,C).
Otro resultado concerniente a conos normales es la siguiente proposicion.

Proposicién 2.22. Sea C un subconjunto de R™ con interior no vacio y sea v € R™.
Escribamos K := N(z,C). Entonces K N (—K) = {0}.

3Aqui adoptamos estas definiciones, no sin dejar de sefialar que, dependiendo de la referencia
que se use, el término cono normal puede significar cosas distintas. Por ejemplo, en [5], dados
C CR™y z € C se llama cono normal a un conjunto obtenido a partir del cono tangente T¢ (z)
(conjunto previamente definido en [5]).
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PRUEBA. Supongamos que existe z € K N (—K) no nulo. Entonces z y —z estan en
K de modo que para cualquier y € C' tenemos (z,y —x) <0y (—z,y —x) <0, es
decir, (z,y—x) = 0. Luego C estd contenido en el conjunto {y € R" | (z,y—x) = 0},
que tiene interior vacio pues es la traslacion de un subespacio de dimension n—1. Esto
implica que int(C) = (0, una contradiccién. Concluimos que K N (—K) ={0}. O

Definamos el cono tangente de C' en x € C. Un vector v € R" es un elemento del
cono tangente de C en x € C, denotado por T'(z, C), si existen sucesiones (xy) en
C'y (tx) en (0,00) tales que

T — T

Ty —x, tx—0, ;
k

— . (2.5)

Es claro que 0 € T'(z,C) siempre ocurre. Afirmamos que un vector no nulo
v € R™ pertenece a T'(z,C) si y solo si existe una sucesién (z) en C' tal que

Tp— X v

xp # x para todo k, xp — x, (2.6)

— .
lex =2l vl

En efecto, si (zx) C C es tal que (2.6) se cumple, escogiendo ¢ := HIMIH > 0 vemos

que () y (tg) verifican (2.5)).
Reciprocamente, si suponemos que (zz) C C'y (tx) C (0,00) verifican (2.5,

entonces % — v # 0 implicard que x;, # x para k suficientemente grande, de
. l|lz,—z|
modo que podemos suponer que x # x para todo k; luego = ||v]|, y tomando
;. _ —z)/tr _
limite en =2 = B/t henem oy La=E .
llzk—zll lzk—2ll/tk lzk—=|l [l

Asi, los elementos de T'(x,C) son aquellos vectores v € R™ que son tangentes
a C en z, es decir, existe una sucesion (zy) en C' que converge a = y tal que la
direccién de zp — x converge a la direccién de v. La condicién (2.6]) ilustra mejor
esta propiedad.

2.2. Funciones convexas

Dados una funciéon f : R” — R y un nimero A € R definimos los conjuntos

epi f = {(z,) €R" x R | f(x) < t},
Sx(f) ={z e R" | f(z) < A},
ST(f) = {z € R" | f(z) < A},
que son denominados el epigrafo de f, el subnivel A\ de f y el subnivel estricto
A de f, respectivamente. Si no hubiera confusién respecto a la funciéon f con la que

estamos trabajando escribiremos Sy y Sy en lugar de Sy(f) y Sy (f) respectivamente.
Definimos también

argmin f .= {z € R" [ f(z) < f(y), Yy € R"},

que es el conjunto donde f alcanza su minimo sobre R" (este conjunto puede ser
vacio).
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Figura 2.4: Ejemplo de funciones convexas y cuasiconvexas: la funcién f es convexa;
y la funcién g es cuasiconvexa, pero no convexa.

Una funcién f: R™ — R es convexa si para todo z,y € R y ¢t € [0,1] se tiene

fltz+ (1 —t)y) <tf(z)+(1—1)f(y).

Si esta desigualdad fuera estricta para x # y y 0 < t < 1 entonces decimos que
f es estrictamente convexa. Similarmente, decimos que f es (estrictamente)
coéncava si —f es (estrictamente) convexa.

Graficamente, una funcién f es convexa cuando la linea que une dos puntos
cualesquiera del tipo (x, f(x)) e (y, f(y)) esta por encima del grafico de la funcién
f. Esto equivale a que la convexidad del epigrafo de f. Asi,

f es convexa si y solo si epi f C R" x R es un conjunto convexo.

Ejemplo 2.23 (La funcién distancia es convexa). Si C' es un subconjunto convexo y
no vacio de R™ entonces la funcién distancia do : R™ — R, que asocia a cada x € R"
su distancia do(x) a C, es convexa. En efecto, dados z,y € R" y t € [0, 1] tenemos
que para cualesquiera z,w € C' el vector tz + (1 — t)w estd en C', de modo que

do(tz+(1-t)y) < |ftz+(1—t)y—(tz+1-t)w)|| < tllz—z]+(1-1)ly—w]
para todo z,w € C, es decir, de(tz + (1 — t)y) < tde(z) + (1 —t)dc(y).

En general no es cierto que la convexidad de una funciéon f : C' — R implique
su continuidad. (Témese por ejemplo la funcién convexa f : [0, 1] — R definida por
f(x) =0siz e (0,1 y f(0) = 1.) No obstante, sucede un hecho interesante; y es
que toda funcién convexa definida en R™ (o en un abierto de R™) es continua.

Proposicion 2.24. Toda funcion convexa f : R™ — R es continua.

PRUEBA. Basta con mostrar que f es continua en 0. Para ello usaremos la norma del
méximo, introducida en el Ejemplo[1.5] Sea el cubo unitario X = {z €R" | ||z, <1}
y sean ey, ..., eon sus 2" esquinas. Cada e; es un vector cuyas entradas son solo 1 y
—1. Ademas, geométricamente se observa que cada x € X es combinacién convexa
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n

. . . 2
de 1028n vectores e;, es decir, existen A1, ..., A» N0 negativos tales que z = > . | \e;
¥y Y i1 Ai = 1, de manera que

2n 2n 2n
@)= (3 xies) < Do Ad(e) £ nA =4,
=1 1=1 =1

donde A := méax{f(e1),..., f(ean)}. Para ver que f es continua en 0 tomemos una
sucesién (zx) C R™ que converge a 0. Sin pérdida de generalidad podemos asumir
que (zx) C X y que zy # 0 para todo k. Si definimos las sucesiones
Tk Tk
ey y Zk = — s
[EPe [Ea P

Yk
que estan contenidas en X, observamos de inmediato que
ze = (1= l[zklloc) - 0+ l[2klloc - yr,
Tk || oo 1
' <||ac|L||i|+ D+ ()™
lo cual, gracias a la convexidad de f, implica que
f(@r) < (1= llzelloo) £O) + [[2nlloo - f (yr) < (1 = llzklloo) £(0) + Allzk o,

10 < (=) ey () e < e (Y e,

k] oo +1

Como ||zl converge a 0, tomando limite cuando k — oo vemos que

limsup f(zx) < f(0) vy f(0) < lUminf f(2y),
lo cual muestra que f(xx) — f(0). Concluimos por tanto que f es continua en 0. [J

Analicemos ahora las derivadas direccionales de las funciones convexas. Para ello
probemos primero un lema.

Lema 2.25. Sea f : R — R wuna funcion convexa. St a,b,c € R son tales que
a < b < c, entonces

16) = f(0) _ f(0)=fa) _ f(e)= 1))

b—a c—a c—b

PRUEBA. Debido a que a < b < ¢, tenemos que b = (1 — t)a + tc, donde t = ﬁ:—z
Luego, de la convexidad de f se sigue que f(b) < (1 —t)f(a) + tf(c); equivalente-
mente, f(b) < Af(a) + (1 — X)f(c), donde A = <. Operando y reemplazando los
valores de t y A obtenemos el resultado deseado. O]
Corolario 2.26. Supongamos que f : R" — R es una funcion convexa, x € R™ y

veR™
(1) La aplicacion h : (0,400) = R definida mediante

f(z +tv) = f(7)

t— h(t) = .

es no decreciente.
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(2) La derivada direccional unilateral f'(z;v) = limy o h(t) existe, es finita y

f(z +tv) = f(7)
t

f(z;0) < para todo t > 0. (2.7)
PRUEBA. Para ver el primer item, basta con aplicar el Lema [2.25 a la funcion
convexa g : R — R dada por g(t) = f(Z +tv), tomando a := 0. Vemos en particular

que cuando ¢ | 0, h(t) tiende a un nimero real o a —oo. Aplicando nuevamente el
Lema a la funciéon g con a = —1 y b = 0 obtenemos

f(z +tv) - f(7)
t

A= f(z)— f(z—v) < para todo t > 0,

de donde —oco < A < f'(Z;v), lo que significa que f'(Z;v) es finito. La desigualdad
(2.7)) es consecuencia directa del primer item. O

Si una funcion f : R"™ — R es, ademas de convexa, diferenciable entonces el
gradiente V f(Z) de f en Z nos da una aplicacién afl'nﬁ L :R™ — R con la propiedad
deque f > Ly f(z) = L(Z). Graficamente, esto significa que en R" xR el hiperplano
definido por L separa el punto (z, f(z)) y el epigrafo epi(f) de f.

Proposicién 2.27. Sea f : R" — R una funcion convexa y diferenciable. Entonces,
para cada * € R™ se cumple

f@) =z f(@)+(Vf(@),z-7), VeeR"
Ademds, esta propiedad caracteriza a V f(Z), esto es, siv € R" es tal que
fx) = f(@)+ (v, —7), VzeR" (2.8)

entonces v =V f(Z).

f(@+tu)—f(Z)

PRUEBA. Como f es convexa, para cada u € R" la aplicaciéon t n

creciente en t > 0. De esta manera, sit > 0y u € R" tenemos

(VF(Z),u) = lim flo+tu) - fl@)  f@+tu) - f(7)

t'—0+ t/ t

€s

I

de donde f(z + tu) > f(z) + (Vf(z),tu). Esto prueba la primera parte de la pro-
posicién. Para ver la segunda parte, basta con notar que si v € R" satisface ([2.8)

entonces £ t) — £(7)
B Y T+ tu)— f(x
para todo u € R™, lo cual implica v = V f(Z). O

Corolario 2.28. Sea f : R" — R una funcion convezra y diferenciable. Dados dos
vectores x,x € R™ tenemos que

4Una funcién L : R™ — R es affn si L y —L son convexas; equivalentemente, L es afin si es la
traslacién de una aplicacién lineal T : R™ — R, esto es, L =T + ¢ para algun ¢ € R. Los gréficos
de aplicaciones afines de R™ en R son hiperplanos en R**!.



Capitulo 1. Preliminares y resultados previos 33

(a) (Vf(z),z =) =0 implica f(z) = f(T);
(b) f(x) < f(z) implica (Vf(z),z —z) <0.

Corolario 2.29. Sea f : R™ x R" — R una funcion continua tal que la aplicacion
fYR™ = R, f¥x) = f(x,y) es convexa y diferenciable para caday € R™. Entonces
la funcion F : R™ x R™ = R™ dada por F(x,y) = VfY(x) es continua.

PRUEBA. Supongamos que F' no es continua en (Z,y). Entonces existen un abierto
V' C R™ que contiene a F(z,y) = V fY(Z), y una sucesion (zg,yx) en R™ x R" tal
que (zg,yx) = (Z,9) y v := Vf¥%(z),) ¢ V para todo k. Por la Proposicién [2.27]
para cada k tenemos

f(@oye) = flow,ye) = (@) — [P () 2 (vp,x — 2p), Va eR™ (2.9)

Si (vg) no es acotada podemos suponer, tomando subsucesiones y aplicando el

teorema de Bolzano-Weierstrass, que |[vg|| — ooy que it converge a algiin vector

v
v € R™ de norma 1. Dividiendo ambos miembros de ér|1tre ||k || para cada x fijo,
y haciendo k& — oo obtenemos que el lado izquierdo tiende a 0 (pues f es continua),
mientras que el lado derecho tiende a (v,x — ). Esto significa que 0 > (v, z — Z)
para todo x € R™, y por tanto 0 > (v,v) = 1, una contradiccion.

Si (vg) es acotada podemos suponer que converge a algun vector v € R™, que no
estard en V porque (vy) estd contenida en el conjunto cerrado R™\V. No obstante,
v =V f¥Z) € V en virtud de la Proposicién , ya que tomando limite cuando
k — oo en ([2.9) obtenemos

fix) = /(@) = f(z,9) - [(2,9) > (v,x —7), VzeR™
Esta contradiccion completa la prueba del corolario. O

Una nocién que parametriza la convexidad estricta es la idea de convexidad
fuerte. Una funcién f : R®™ — R es fuertemente convexa con parametro m > 0 si
para todo z,y € R" y ¢ € [0,1] se cumple

m
——t

241~ 1)z — g,

fltz+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 -1)f(y)
Toda funcion fuertemente convexa es estrictamente convexa. Una caracteristica
importante de estas funciones es que si poseen minimo, lo alcanzan solo en un
punto. Para funciones estrictamente convexas no se puede garantizar que el minimo
se alcance en algin punto (puede que el minimo ni siquiera exista como es el caso
de f(z) = x). No obstante, esto no acontece con las funciones fuertemente convexas:
probaremos en el Corolario que toda funcién fuertemente convexa f : R" — R
alcanza un tnico minimo sobre cada subconjunto convexo y cerrado de R™ .

Proposiciéon 2.30. Sean las funciones f,g : R — R tales que f(x) = g(x) +
|z — al|* para todo x € R", donde m >0 y a € R" es un vector fijo. Entonces f
es fuertemente convexa con pardametro m si y solo si g es conveza.
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PRUEBA. Observemos primero que dados x,y € R", se cumple

= all* = llz = ylI* = lly = all® =Nz + lal* — 2(z, a) — (= + [ly[* + llylI*
+ llall* = 2{z, y) — 2(y, a))
= —2(z,a) + 2(z,y) + 2(y, a) — 2||y|]?
=2(y —a,x —y),

de modo que

[tz + (1 —t)y — al]®* = ly — a+ t(z — y)|?
= lly — all® + |lx — y||* + 2ty — a,x — y)
=tz =yl + lly — all®* + t(lz — all® = = — y|I* = lly — al*)
= 1=ty —al® =t = t)l|lz — ylI* + t]lx — al?,

para todo t € (0,1). Luego, f es fuertemente convexa con parametro m si y solo si
para todo xz,y € R" y todo t € (0, 1) se tiene

m
——t

fltz+ (1= t)y)) < tf (@) + (1= 0)f(y) = St = Dllz =y,

lo que equivale a afirmar que
m 2 m 2
glte + (1 =t)y) + S lltr + (1 =)y —a|” < tg(x) + (1 —t)g(y) + S tllz —all
m
St =)z =yl

m
—(1=1)|ly —al® -
+ 2=ty - al? - 5

para todo z,y € R™ y todo ¢t € (0,1). Pero por la expresién deducida lineas arriba,
lo anterior es equivalente a que

Asi, f es fuertemente convexa con parametro m si y solo si g es convexa. O

Antes de mostrar el siguiente corolario recordemos que toda funcién convexa
f:R™ = R es continua.

Corolario 2.31. Sea f : R" — R fuertemente convexa. Entonces f alcanza minimo
sobre cualquier subconjunto convexo, cerrado y mo vacio de R™. Ademds, el punto
donde se alcanza tal minimo es unico.

PRUEBA. Sea m > 0 el parametro de convexidad fuerte de f. Primero vamos a
probar que f estd acotada inferiormente. Sin pérdida de generalidad supongamos
que f(0) = 0. La funcién g : R” — R dada por g(z) = f(z) — %|z|]* satisface
g(0) = 0y, por la Proposicién es convexa y continua. Luego, g alcanza un
minimo M € R en el conjunto compacto K := {z € R" | ||z|| < 1}. Dado z € R"
con ||z]| > 1 tenemos o7 € K. y por la convexidad de g,

M < g(%) = g(Lz + ll2]l—1 'O) < Lg(z) + ”T”flg(O) _ %g(z),

|l 1] II= |l |l
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esto es, g(z) > M||z]|. Luego,

2

m m - .
F(2) = 9(z) + 121”2 Mllz]l + ZlI211 > si[|zfl > 1,

om "’

ya que la aplicacion cuadratica t — Mt + %tQ esta acotada inferiormente por _2—%2

Como f estd acotada en el conjunto compacto K (por continuidad), lo anterior
muestra que f esta acotada inferiormente en R™.

Mostraremos ahora que los subniveles de f son compactos, para lo cual bastara
con probar que son acotados (f es continua). Sea a := inf, cgn f(z) € R. Dado A € R
consideramos dos casos: si Sy es vacio no hay nada que probar; y si Sy es no vacio
podemos escoger T € S, de modo que para todo x € S tenemos por la convexidad
fuerte de f que

o< f(52) < @) + 1@ — 8 e -2 <A - 2l -7l
es decir, ||z — || < £(X — ). Esto muestra que los subniveles de f son acotados
(y por tanto compactos).

Sea ahora C' un subconjunto convexo, cerrado y no vacio de R". El infimo 6 :=
inf,ec f(x) es un nimero real pues f estd acotada inferiormente. Queremos ver que
existe un tnico z € C tal que f(Z) = 6. Sea la sucesién A, := 6 + ;. Entonces
cada conjunto Cj := C'N S, es no vacio y compacto. Ademas, C; D Cy D ---
de manera que aplicando el teorema de Cantor deducimos que el conjunto (-, Cj
es compacto y no vacio. Ahora bien, dado z € C se cumple que z € [+, Cpsiy
solosi 0 < f(z) <0+ % para todo k, esto es, si y solo si f(z) = 6. En particular,
existe ¥ € C' donde f alcanza el infimo #; este T es inico porque f es estrictamente
convexa. O

2.3. Subdiferenciales

En la Seccion 3] veremos que si X C R” es convexo y la funciéon f : R" — R es
convexa y diferenciable entonces los minimos globales de f sobre X son precisamente
los vectores z € X tales que (Vf(z),z — z) > 0 para todo = € X. Esto ilustra la
relevancia que tiene el gradiente para minimizar funciones convexas y diferenciables.
En esta seccion estudiamos el analogo del gradiente para funciones convexas no
diferenciables: el subdiferencial.

Dada una funcion convexa f : R"™ — R, decimos que el vector v € R"™ es un
subgradiente de f en el punto z € R” si

f(x) > f(Z) + (v,x — T) para todo x € R™. (2.10)

El subdiferencial de f en z, denotado por Jf(z), es el conjunto de todos los
subgradientes de f en Z, esto es,

of(z) ={veR"| f(x) > f(Z) + (v,x — T) para todo x € R"}.

Intuitivamente, el subdiferencial es el conjunto de los vectores v € R™ que generan
hiperplanos H, = {(z, f(Z) + (v,x — 7)) | + € R"} en R® x R que se encuentran
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Figura 2.5: Tlustracién grafica del subdiferencial. Para la funcién f, 0f(z) es el
conjunto de pendientes de las rectas dibujadas que pasan por (z, f(Z)) y que se
encuentran por debajo del grafico de f.

debajo del gréfico de f. Cuando n = 1, 9f(Z) es el conjunto de todos los nimeros
m € R tal que existe una recta tangente de pendiente m que pasa por (z, f(z)) y
que esta por debajo del grafico de f.

Ejemplo 2.32. El subdiferencial de la funcién norma f : R* — R, f(z) = ||z|| estd
dado por

{yeR" [ lyl <1}, siz=0,
0 =
i@ {{ﬁ}, sixz #0.

En efecto, cuando & = 0 tenemos que y € Jf (%) si y solo si ||z|| > (y,z) para todo
r € R™, esto es, si y solo si ||y|| < 1. Cuando Z # 0, es claro que II%H € 0f(z) pues

<”%H,x - f> = <”%H,:E> - <i,f> < |lz|| = ||Z|| para todo = € R".

1]l

Y siy € R" es tal que (y,z — z) < ||z|| — ||Z|| para todo x € R", entonces y =
De hecho, tomando = = 0 y = = 2% obtenemos ||z|| = (y, Z), de donde (y, z) <
para todo x € R™, es decir |Jy|]| <1,y

(y,7)

L= 0.
1]l

ly = & l1* = Iwll? + 1= 20y, &) <2 -2

1z

Ejemplo 2.33 (El subdiferencial es la generalizacién del gradiente). Sea f : R — R
una funcién convexa y diferenciable. Dado € R™, la Proposicién nos dice que

V() es el tnico subgradiente de f en Z, esto es, 0f(z) = {V f(Z)}.

Proposicion 2.34. Sea f : R" — R una funcion convexa, y sea T € R™. Entonces
el subdiferencial Of(Z) es convezo, compacto y no vacio.

PRrRUEBA. El subdiferencial 0f() es siempre convexo: si v1,v9 € 0f(Z) y t € [0, 1]
entonces y; := tv; + (1 — t)vg estd en Jf(Z) pues para cada z € R" se cumple que

f(x) = f(@) = t(f(2) = f(2)) + (1 = O)(f(2) = f(7))
> t(vy,x — ) + (1 —t)(ve,x — T) = (g, v — T).
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Figura 2.6: Ilustracion grafica del Ejemplo [2.32 cuando n = 1.

Veamos que Jf(z) es compacto, para lo cual mostraremos que df(Z) es cerrado y

acotado. Es claro que 0f(Z) es cerrado, pues 0f(Z) = (),cgn Co y cada conjunto

C, ={veR"| f(z)— f(z) > (v,x — )} es cerrado. Supongamos que Jf(Z) no

es acotado, esto es, existe una sucesién (vg) en 0f(Z) tal que ||vg|]| — oco. Podemos
Vg

uponer que —k- conver an v rov norma 1. Lu
supone € [ conve e aal ector v € R™ de norma 1. Luego

@) 1@ |
=4

g

T — i’> para todo x € R" y todo k,

y haciendo £ — oo obtenemos 0 > (v,z — ) para todo x € R"™, lo cual implica la
contradiccién 0 > (v,v) = 1. Asi, 0f(z) es compacto.

Veamos por ultimo que df(Z) es no vacio. Como f es convexa y continua (Propo-
sicién [2.24)), epi(f) es un conjunto convexo y cerrado en cuya frontera se encuentra
2o := (Z, f(Z)), siendo esto asi porque A > f(z) implica (Z,\) € epi(f) y porque
A < f(z) implica (Z,)\) & epi(f). Por el teorema de separacién (Teorema [2.12)),
existe v’ := (v,t) € R" x R no nulo tal que (¢v/, z) > (v/, 29) para todo z € epi(f), lo
cual significa que

(v,2) +tX > (v, Z) + tf(Z) = (v, 2) para todo z € R" y todo A > f(z). (2.11)

En esta ecuacién no es posible que t < 0, pues si ¢t = 0 entonces (v, x — ) > 0 para
todo x € R™, lo que implica v = 0, absurdo ya que v' es no nulo; y si t < 0, haciendo
A — o0 en ([2.11)) obtenemos —oo > (v', zg), absurdo también. Tenemos por tanto
que t > 0, y de la ecuacion deducimos

fl@)=f@) > (- %,x—@ para todo x € R",

de donde —7 € Jf(Z). Esto prueba que df(Z) es no vacio. O

Sea f : R"™ — R una funcién convexa, y sea = € R". Dado v € R" tenemos que
v e df(x)siysolosi f(z+tu)— f(z) > (v, tu) para todo t > 0y todo u € R™, esto
es, si y solo si,

f(x +tu) - f(2)

; > (v,u), Vt>0,VuecR"
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Pero f'(z;u) = limy (w), y como la aplicacién t +

decreciente en (0, +00) para cada u fijo, lo anterior significa

vedf(z) &  fl(z;u)>(v,u), VueR"

f(E@+tu)—f(2)

m es no

Asi, para cada u € R™ obtenemos

"(Z;u) > méx (v,u),
P 2 mix (o)

donde el simbolo méx estd bien empleado porque Jf(z) es compacto. Ahora bien,
resulta que esta desigualdad es en realidad una igualdad.

Proposicion 2.35. Sea f : R" — R una funcion convexa, y sea T € R™. Entonces,
para cada u € R" se verifica

"(Z:u) = max (v,u).
P = mix (v,u)

PRUEBA. Basta con encontrar un elemento v de 0f(z) tal que (v,u) > f'(zZ;u).
Consideremos los subconjuntos de R"**

W =A{(z,A) | f(z) <A},
Z ={(@, f(@)) + a(u, f'(F;u) | a > 0}.
Como W y Z son disjuntos (Corolario [2.26)), convexos y no vacios, por el teorema

de separacién (Teorema [2.12)) existe un vector v’ := (v,t) € R™ X R no nulo tal que
(v, w) < (v, z) para cualesquiera w € Wy z € Z, esto es,

(v,2) +tA < (v, T+ au) +t(f(Z)+ of (T;u), Ya>0,zeR", A> f(z). (2.12)

En esta ecuacién no es posible que ¢ > 0 pues si t = 0 entonces (v, — T — au) <0
para todo x € R™ y a > 0, lo que implica v = 0, absurdo ya que v’ es no nulo; y
si t > 0 podemos hacer A — oo de modo que +o0o < (v, 2), igualmente absurdo.
Luego t < 0, y, dividiendo entre —t en si fuera necesario, podemos suponer
que t = —1:

A> f(z)+ (v, —Z) + af (T;u) — av,u), Ya>0,zeR", A> f(z). (2.13)
Tomando a = 0 en ([2.13)) y haciendo tender A a f(z) para cada x fijo obtenemos
flx) = f(Z) + (v,z —T), VeeR",

es decir, v € f(Z). Finalmente, tomando = = Z, & = 1 y haciendo tender A a f(Z)
en ([2.13) conseguimos (v, u) > f/(Z; u). O

Si f: R™ — R es una funcién convexa entonces cada 0f(Z) es un subconjunto
de R™. Esto significa que el subdiferencial de f define de modo natural una multi-
funciént]

of :R"= R"
que aplica cada x € R" en 0f(z) C R™.
La Proposicién [2.34] puede reescribirse del siguiente modo.

5Una multifuncién u operador multivaluado €2 : X = Y asocia a cada elemento z de X un
subconjunto Q(z) de Y. En otras palabras, se trata de una funcién © : X — 2Y donde 2Y es el
conjunto potencia de Y. Para mayor informacién véase la Seccién E}
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Proposicién 2.36. Si f : R — R es una funcion convezra entonces la multifuncion
af : R" = R™ tiene imdgenes convezras, compactas y no vacias.

El operador Of tiene buenas propiedades. Por ejemplo, Of es scsﬁ (Corolario
2.38]). Mds generalmente, tenemos el siguiente resultado, que es una generalizacién

del Corolario [2.291

Proposicion 2.37. Sea f : R xR"™ — R una funcion continua tal que la aplicacion
fU:R™ =5 R, fY(x) = f(x,y) es convera para cada y € R™. Entonces, el operador
multivaluado 2 : R™ x R™ = R™ dado por Q(z,y) = 0fY(x) es scs.

PRUEBA. Supongamos que €2 no es scs en (z,y). Entonces, por el Lema existen

V C R™ abierto, (g, yx) en R™ x R™ y (vx) en R™ tales que Q(z,y) = 0fY(x) C V,

(xkayk’) - ($5y> y
Ve € 8fyk(xk), Vk ¢ ‘/, Vk>1.

Por la definiciéon de subdiferencial, para cada k£ tenemos
(@ ye) = fon,ye) = fP5(2") — [ (k) > (op, 2" — 2p), Va' e R™.  (2.14)

Si (vg) no es acotada podemos suponer, tomando subsucesiones y aplicando el

Yk

teorema de Bolzano-Weierstrass, que ||vg|| — oo y que Toy converge a algin vector
2

v € R™ de norma 1. Dividiendo ambos miembros de (2.14)) entre ||vi| para cada
2’ fijo, y haciendo k& — oo obtenemos que el lado izquierdo tiende a 0 (pues f
es continua), mientras que el lado derecho tiende a (v,2" — z). Esto significa que
0 > (v,2' — x) para todo 2’ € R™, y por tanto v = 0, una contradiccién.

Si (vg) es acotada podemos suponer que converge a algin v € R™, que no estard
en V porque (vg) estd contenida en el conjunto cerrado R™\V. No obstante, v estd
en dfY(x) C V ya que tomando limite cuando & — oo en ([2.14]) obtenemos

@) = f () = f(o'y) — fla,y) > (v,2’ —2),  Va' eR™
Esta contradiccion completa la prueba de la proposicion. O

Corolario 2.38. §i f : R — R es una funcion convezxa entonces la multifuncion
af : R" =2 R™ es scs.

PRUEBA. Como la funcién g : R” x R — R dada por g(z,t) = f(x) es continua (f
es continua por ser convexa) y tiene la propiedad de que cada ¢ = f es convexa, la
Proposicion nos dice que la multifuncién (x,t) — Jf(z) es scs. Luego, dados
z € R"y V C R"™ abierto con df(z) C V, puesto que dicha multifuncién es scs en
(z,0), existe 0 > 0 tal que ||z — z|| = ||(x,0) — (Z,0)|| < ¢ implica df(x) C V. Esto
prueba que Of es scs. n

SUn operador 2 : X = Y es semicontinuo superiormente (scs) en Z € X si para cada
abierto V de Y tal que Q(Z) C V existe una vecindad abierta U de Z tal que Q(z) C V para todo
x € U; Q es scs si es scs en cada € X. Véanse también la Definicién y el Lema m
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2.4. Funciones pseudoconvexas

En el Corolario mostramos que si f : R" — R es una funcién convexa y
diferenciable y z, x € R™, entonces (V f(z), x—2z) > 0 implica que f(x) > f(z). Esta
propiedad de las funciones convexas y diferenciables motiva la siguiente definicién.

Una funcién diferenciable f : R® — R es pseudoconvexa si para todo par de
puntos x,x € R" tenemos que

(Vf(#), - 7) > 0 implica f(z) > f(7).

Toda funcion diferenciable que es convexa también es pseudoconvexa. La funcién
R — R dada por z — 2% + z es pseudoconvexa pero no convexa; mas generalmente,
si f: R — R es una funcién creciente, diferenciable y tal que f(z) # 0 para todo
x € R, entonces f es pseudoconvexa.

3. Problemas de optimizacion

La Optimizacién Matematica estudia las propiedades de maximos y minimos de fun-
ciones. Preguntas tipicas que la Optimizacion intenta responder son las siguientes:
dada una funcién f: X € R* — R, jcudl es el infimo inf,cx f(z) de f7?; si dicho
infimo es un ntmero real, jexiste algin punto de X donde es efectivamente alcanza-
do?, ;jqué condiciones necesarias y/o suficientes deben satisfacer f y X para poder
estar seguros de que existe?; y si existe tal punto, jes tnico?, jhay algin algoritmo
para encontrarlo? Seran justamente estas cuestiones las que trataremos de resolver
en el préximo capitulo, cuando estudiemos los equilibrios de Nash. Por ello hacemos
aqui una revisiéon breve de las notaciones y terminologia basicas en Optimizacion,
basandonos principalmente en las referencias [§] y [6].

Sean la funcién f: R®™ — R y el subconjunto X de R™.

Un vector z € R™ es un minimo global de f sobre X si z € X y si para
todo x € X tenemos f(z) > f(Z); equivalentemente, f(z) = inf,cx f(x) y T € X.
Decimos entonces que T es una solucién éptima (o simplemente solucién) del
problema de optimizacién (minimizacién)

min f(z), =€ X. (3.1)

También decimos que f alcanza su minimo sobre X en Z, o que & minimiza f
sobre X. Si X = R"” entonces el problema es llamado problema de optimiza-
cién (minimizacién) sin restricciones o problema de optimizacién (minimizacién)
global, y escribimos

Z € argmin f

para indicar que T es una soluciéon 6ptima. En caso contrario, es un problema de
optimizacién con restricciones. Un vector x € R” es llamado factible si satisface
la restriccién del problema, es decir, si z € X; la region factible del problema es
el conjunto de todos los puntos factibles. La funcién f que se quiere minimizar es
llamada funcion objetivo, funcién de beneficio o funcién de coste.
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Un punto z € R” es un minimo local de f sobre X si £ minimiza f sobre una
vecindad U de z en X. En otras palabras, z € R" es un minimo local de f si es
solucién del problema

min f(z), € Bx(Z,0)

para algin ¢ > 0. Todo minimo global es un minimo local.

Los maximos globales y locales son definidos de manera similar. Asi, un
vector dado z € R™ es un maximo global de f sobre X si es solucién del problema
de optimizacién (o maximizacion)

max f(z), xz € X;

y T es un maximo local de f sobre X si ¥ maximiza f sobre una vecindad de T en
X.

Asi, un problema de optimizacién consiste en minimizar (maximizar) una funcién
dada sobre una cierta regién de su dominio. Por ejemplo, el problema

mine I#l 2 e R"
no posee solucion, mientras que el problema
min ||z]|, =€ B(0,1)

tiene una unica solucion en z = 0.

La existencia de solucion de un problema de optimizacion a veces depende de las
propiedades topoldgicas de f y X. Por ejemplo, si f es continua y X es compacto
el problema siempre posee solucién por el teorema de Weierstrass (Teorema
1.14)).

Una condicién de optimalidad para el problema (3.1)) es una condicién ne-
cesaria y/o suficiente para que un vector factible + € X sea un minimo global o
local.

La mayoria de algoritmos y condiciones de optimalidad con que se trabaja no
distingue entre los minimos locales y globales. No obstante, si f es convexa y X es
convexo, entonces todo minimo local (sobre X) es un minimo global (sobre X )} y
en consecuencia los minimos locales y globales de f (sobre X) coinciden.

Una condicién de optimalidad basica que se ensena en los cursos de célculo
nos dice que todo minimo local z de una funcién diferenciable f sobre R" tiene la
propiedad de que V f(z) = 0. La siguiente proposicién es una generalizacién de este
resultado.

Proposicién 3.1 (Condicién de optimalidad necesaria de primer orden). Si f es
una funcion diferenciable y T es un minimo local de f sobre el conjunto convezro
X C R, entonces (Vf(Z),z — ) > 0 para todo x € X.

PRUEBA. Dado z € X, tenemos que Z+t(z—7) € X sit € [0, 1] pues X es convexo.
Luego f(z +t(x — x)) > f(&) para t > 0 suficientemente pequenio y por tanto

; T+tlr—z))— f(x

<Vf(j)ax—f>Zf/(af;x—j):hmf( ( ) — f(z)
t10 t

"Més generalmente, si f es cuasiconvexa semiestricta entonces todo minimo local es un minimo

global.

> 0. [l
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Corolario 3.2. Supongamos que T es un minimo local de la funcidn (no necesaria-
mente diferenciable) f sobre el conjunto convero X C R™. Six € X es tal que la
derivada direccional unilateral f'(Z;x — &) existe, entonces f'(z;x — ) > 0.

Supongamos que f : R™ — R es diferenciable y que X C R"™ es convexo. Los
vectores factibles 7 € X tales que (V f(Z),z —Z) > 0 para todo z € X son llamados
puntos estacionarios del problema de optimizacién

min f(z), ze€X. (3.2)

Evidentemente, si X = R”, los puntos estacionarios son los puntos T tales que
Vf(z) = 0. En términos de desigualdades variacionales (véase la Seccién [7)), los
puntos estacionarios son las soluciones del problema VI(V f, X).

Asi, la Proposicion [3.1] nos asegura que toda solucién del problema de optimi-
zacion es un punto estacionario. Como la mayoria de algoritmos usados en
Optimizacién sirven para hallar puntos estacionarios, es interesante saber bajo qué
condiciones un punto estacionario es solucién del problema de optimizacién.

Proposicién 3.3 (Condicién de optimalidad suficiente de primer orden). Suponga-
mos que f es convexa y diferenciable (o, mds generalmente, que f es pseudoconveza)
y que X C R"™ es convero. St & € X es tal que (Vf(Z),x —Z) > 0 para todo x € X,
entonces * minimiza f sobre X.

PrRUEBA. Como f es convexa, aplicando el Corolario [2.28 vemos que para cada
z € X se cumple que f(z) > f(z). Si f es pseudoconvexa, en vez del Corolario [2.28]
usamos la definicion de funcién pseudoconvexa. O

Corolario 3.4. Si f es convezxa y diferenciable (o pseudoconvera), entonces & € R"
es un minimo global de f sobre R™ si y solo si V f(z) = 0.

Los dos resultados anteriores ya ilustran las fuertes implicancias que tiene la
convexidad. En particular, el Corolariotraduce el problema (3.1)), donde X = R",
en el problema de encontrar los ceros de la funcién Vf : R* — R.

Condiciones KKT

En lo que resta de esta secciéon intentamos establecer qué condiciones necesa-
rias y/o suficientes (de primer orden) deben satisfacer los minimizadores locales del
problema

min f(x), @€ X B1)

cuando la region factible X tiene la forma
X={zeR"|gx)<0,Vi=1,...,r}, (3.3)

donde ¢1,...,¢9, : R® — R son funciones diferenciables. Veremos que estas condi-
ciones estan relacionadas con los conocidos “multiplicadores de Lagrange” que se
estudian en los cursos de céalculo.
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Sea g := (g1,...,9-) : R" = R" y supongamos que la funcién f es diferenciable.
Entonces g es diferenciable y el problema ([3.1]) puede escribirse de la siguiente forma
min f(x)
s.a. g(z) <0,

donde “s.a.” significa “sujeto a”.
Dado un punto factible z € X definimos el conjunto activo de ¥ mediante

I(z) =A{i | g:(x) = 0}.

Un vector A = (Aq,...,A\.) es llamado vector de multiplicadores de Lagrange
en 7 si las siguientes condiciones se satisfacen

(1) Vf(@)+ Y AiVgi(@) = 0;
(2) A\; > 0 para todo i;
(3) A; =0 para todo i & I(Z).
Abreviadamente, las condiciones (2) y (3) pueden escribirse asi
0<A\Lg(x) <0.

Una condicién de calificacién (CQ) para el problema de optimizacién ({3.1))
es una condicion suficiente para que en un minimo local dado exista un vector de
multiplicadores de Lagrange.

Lema 3.5. Supongamos que hy,...,h, : R" — R son funciones diferenciables y
definamos h(zx) := max{hy(z),...,h,(x)}. Entonces las derivadas direccionales uni-
laterales de h existen y estan dadas por

B (z;v) = méax{(Vh;(z),v) | i € A(z)},
donde A(x) := {i | h(z) = hi(x)}.

PRUEBA. Sea T € R" y consideremos el vector v € R™. Por continuidad, podemos

suponer que A(z) = {1,...,p}. Luego para cada i tenemos
it MEE) Z 0@ e g MEF) ZRE) Gy
tl0 t t10 t

de donde L3 Lo
lfm inf MEF 1) = ()
t10

> max{(Vh;(z),v) | i € A(z)}.
Por otro lado, existe una sucesién (tx) en (0,00) tal que ¢, — 0y

lim Mz + txv) — h(Z) — Jmsup h(Z + tv) — h(x)
k—o0 tk tl0 t
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Como A(Z) es finito, existe algin j € A(Z) con la propiedad de que h;j(zx + tyv) =
h(z + tyv) para infinitos k, de modo que podemos tomar limite en
h(z + tyv) — h(Z) < h;(z + tv) — hj(z)
tk o Zfk:

para obtener

h(Z + tv) — h(Z)

lim sup < W(z;0) = (Vhy(z),v) < méx{(Vh(Z),v) | i € A(z)}.
£10
Esto completa la prueba del lema. O

Teorema 3.6 (Condiciones necesarias de Fritz John). Supongamos que T € X es
un minimo local de f sobre X. Entonces ezisten escalares no negativos po, p; (con
i € 1(Z)) no todos nulos tales que

pV () + Y mVa(z) =0, (3.4)
)

i€el(z

PRUEBA. Como Z es un minimo local de f en X, y como g;(z) < 0 para todo z € X
y todo 7, tenemos que T es un minimo local sobre R"™ de la funcién h definida por

h(z) = méx{f(z) — f(2), g1 (@), ..., 9:(x)}.
Del Lema [3.5] y del Corolario [3.2] deducimos que
0 < W(@;0) = méx{(V f(2),v),(Vgi(2),v) | i € I(2)}

para todo vector v € R". Como K := co({V f(Z), Vgi(Z)}ic1(z)) es compacto por el
Corolario , lo anterior nos indica que no es posible separar fuertemente K y {0}.
Luego, el Teorema [2.13| nos asegura que 0 pertenece a K. O

Si o # 0 en (3.4) podemos dividir los p; entre py para obtener A = (Ay,..., \;)
que satisface las condiciones de la definiciéon de multiplicadores de Lagrange. Usamos
esta observacién en la prueba del siguiente teorema.

Teorema 3.7 (Condiciones de calificacién). Supongamos que T € X es un minimo
local de f sobre X. Entonces bajo cualquiera de las siguientes hipotesis existe un
vector de multiplicadores de Lagrange en .

(1) Existe un vector v € R" tal que (Vg;(Z),v) < 0 para todo i € I(z).

(2) Los vectores {Vg;(Z)}iciz) son linealmente independientes.

(3) (a) las funciones g; son convezas;

(b) existe un vector factible xoy € X tal que g;(xo) < 0 para todo i € I(Z).

PRUEBA. Del Teorema [3.6/sabemos que existen pg, p; (con i € I(Z)) tales que ({3.4))

se cumple. Luego, por la observacién que hicimos antes de enunciar el teorema,
bastard con probar que py # 0 en cada caso.

(1) Tenemos pio(V f(Z),v) = = > ez #i{V9:(Z),v) > 0, y por tanto pio # 0.
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(2) Si po = 0, entonces -,y #:Vgi(Z) = 0 donde no todos los p; son nulos, lo
que contradice nuestra hipotesis. Luego, pg # 0.

(3) Notemos que Vg;(z) # 0 para cada i € I(z), ya que ¢;(z) = 0 > g(x¢)
implica (Vg;(Z), zo — Z) < 0 por el Corolario [2.28 Por continuidad, la condicién (b)
nos dice que existe zg € int(X). Al ser X convexo (las funciones g; son convexas),
el cono normal K := N(z, X) tiene la propiedad de que K N (—K) = {0} en virtud
de la Proposicién [2.22] Por el Corolario [2.28] para cada i € I(Z) tenemos

<Vgi(f)7$_£> SO, V$EX,

esto es, Vg;(z) € K. Luego, si 1o = 0 en (3.4), entonces p; > 0 para algin j €
I(2) y tendrfamos 1;Vg;(Z) = — 3 ez 1V 9i(2) € —K, lo cual implicarfa que
Vg;(z) € KN (—K) = {0}, una contradiccion. Asi, ug # 0. O

La hipdtesis (1) es conocida como la condicién de calificacién de Mangasarian-
Fromovitz. Intuitivamente, nos indica que el interior del cono convexo y cerrado
con({Vg;(Z) }icrz)* es no vacio.

La hipétesis (2) es llamada condicién de calificacién de independencia
lineal. Cuando ella se cumple, el vector A de multiplicadores de Lagrange estéa
unicamente determinado.

La hipétesis (3), o més especificamente, la condicién (3) (b), es frecuentemente
llamada condicién de calificacién de Slater. Ella nos dice que int(X) # 0.

Veamos un ejemplo en el que no existe ningin vector de multiplicadores de
Lagrange. Desde luego, en este ejemplo ninguna de las condiciones de calificacion
que acabamos de introducir vale.

Ejemplo 3.8. En R? consideremos f(x1,22) = 21, g1(71,22) = 22 ¥

2 .
T — T2, stz <0,

—X9, sixy > 0.

g2(x1,02) = {

~—

Como X = {z € R?* | g;(z) <0,Vi=1,2} =[0,00) x {0} C R?, el punto z := (0,0
es un minimo local (en realidad global) de f sobre X. El conjunto activo I(Z) es
{1,2}, y los gradientes son

Vf(lf‘) = (170)v Vgl(j:) = (O’ 1) y Vg?(j) = (07 _1)'

Ahora bien, observando la Figura deducimos que ninguna CQ se satisface en 7,
y que tampoco existen multiplicadores de Lagrange en .

Si la condicién (3) (a) es satisfecha (y por tanto X es convexo), entonces la
existencia de los multiplicadores de Lagrange garantiza la optimalidad cuando f es
convexa y diferenciable (o pseudoconvexa).

Teorema 3.9 (Condicién suficiente de optimalidad). Supongamos que las funciones
g; son convezas. Supongamos también que f es convexcﬁ (o, mds generalmente que
f es pseudoconvezxa). Si en un punto factible dado T € X existen los multiplicadores
de Lagrange, entonces T minimiza f sobre X.

8Recordemos que f ya es diferenciable.
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g2 <0
Vgl(f) A
Z ~— X
Vf(z)
VgQ(f) Y
91 <0

Figura 3.1: Grafico del Ejemplo [3.8]

PRUEBA. Sea A\ = (Af,...,A;) un vector de multiplicadores de Lagrange en Z.
Sabemos que Vf(Z) = —>_,c ;) AiVgi(Z). Consideremos un vector arbitrario = de
X. Para cada i € I(z) la func1on gi es convexa, de modo que g;(z) < 0 = ¢;(Z)
implica (Vg;(Z),z — Z) < 0 por el Corolario [2.28] “ Luego

(Vi@),z—x)= > N (-Vag(@),z—1) >0,

1€1(Z)

y el Corolario nos permite concluir que f(z) > f(Z). Si f es pseudoconvexa, en
vez del Corolario [2.28, usamos la definicién de funciéon pesudoconvexa. m

Observacion 3.10. Hemos mostrado que cuando las funciones g; son convexas y
existe A = (A1,...,A) tal que 0 < XA L ¢g(Z) < 0, entonces todo vector de la forma
— >, A\iVy;(z) satisface la propiedad

(v,o—x) >0, Ve X.

4. Analisis multivaluado

La nocién de operador multivaluado (o multifuncién) generaliza la nocién clésica
de funcién. Una funcién X — Y asigna a cada elemento de su dominio un wunico
elemento de su codominio; o sea que no pueden existir y # ' en Y asociados con
x € X. Con las multifunciones esto si puede ocurrir. De hecho, una multifuncion
X =2 Y asocia a cada elemento de su dominio un subconjunto de su codominio.

El analisis multivaluado estudia los operadores multivaluados, con el mismo
espiritu con que en analisis se estudian las funciones. Una gran parte del analisis
multivaluado surgié del andlisis convexo y la optimizacién (por ejemplo, los subdife-
renciales). Siendo el andlisis multivaluado una generalizacién del andlisis mateméti-
co, existen generalizaciones de las nociones de continuidad, diferenciabilidad, puntos
fijos, etc.

En esta seccién hacemos un resumen de todos los resultados sobre multifunciones
que necesitaremos en los capitulos subsiguientes. La referencia por excelencia sobre
este material es el libro clésico [I]. También usaremos la referencia [§].
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Sean X e Y subconjuntos de R" y R™ respectivamente. Una multifuncién u
operador multivaluado () : X = Y es una aplicaciéon que asocia a cada z € X
con un subconjunto de Y denotado por Q(x). Los conjuntos Q(z) son las imagenes
de 2 y los conjuntos

dom(Q) :={z € X | Q(z) # 0},
G(Q) = {(z,y) € X xY |y € Q(z)},
m(Q):={yeY |Ize X:ye )}

son el dominio, el grafico y la imagen de 2 respectivamente. Dado M C X el
conjunto Q(M) := J, ¢, Q(z) es la imagen de M.

Decimos que §) tiene imagenes abiertas (cerradas, compactas, etc.) si cada imagen
() es abierta (cerrada, compacta, etc.) con respecto a la toplogia relativa heredada
de Y.

Asociados a €2, definimos el operador multivaluado inverso Q7 !': Y = X y
el operador multivaluado dual Q* : Y = X del siguiente modo

QO y) ={z e X |ye )}
Q" (y) = X\Q ' (y).

Las iméagenes de Q! son las fibras de ) y las imdgenes de Q* son las cofibras de
Q. Evidentemente, X es la unién disjunta de Q7*(y) y Q*(y) para cada y € Y.

Ejemplo 4.1. Toda funcién f : X — Y define de modo natural una multifuncion.
En efecto, basta con considerar F' : X = Y como F(z) = {f(z)}. La Figura
muestra el gréfico del operador Q : R = R definido por Q(z) = (z,00) si > 0,
Qz) =0siz <0y Q(0) =1[0,00). El dominio y la imagen de 2 son iguales a [0, 00).

im(Q2)

dom(€?)
Figura 4.1: Grafico de la multifuncién del Ejemplo 4.1
Si Z es un subconjunto de X, de manera natural definimos la restriccién de €2

aZ como Qz:Z=2Y, Qlz(2) =Q(2).
Notemos que 2 y 27! estan totalmente determinadas por el grafico de § pues

y € Q(x) & r€Q (y) & (z,y) € G().
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Figura 4.2: Gréfico de un operador multivaluado €. Dados z,y € R, hallamos ()
y Q71(y) a partir de G(Q).

Asi, dados 7 € X ey € Y, Q(Z) es la proyeccién sobre Y del conjunto {(x,y) €
G(Q) | z = z}, y andlogamente, Q~'(y) es la proyeccion sobre X del conjunto
{(z,y) € G(Q) | x = z} (véase la Figura[4.2)). De hecho existe una biyeccién natural
entre las multifunciones €2 : X = Y y los subconjuntos de X x Y.

El producto de los operadores multivaluados €2 : X = Y y ' : X = Y,
donde Y’ C RP, es el operador multivaluado Q x ' : X = Y x Y’ dado por
Qx Q(x) =Qz) x Y (x).

Definicién 4.2. Sea 2 : X = Y una multifuncién. Dado Z € X, decimos que

(1) Q es semicontinua inferiormente (sci) en Z si para todo V' abierto en Y con
VNQ(z) # 0, existe un abierto U en X que contiene a Z tal que VN Q(x) # ()
para todo x € U.

(2) €2 es semicontinua superiormente (scs) en z € X si para todo V' abierto
en Y que contiene a §(Z) existe U abierto en X tal que Q(x) C V para todo
rel.

(3) 2 es cerrado en T si para toda sucesion (zx,yx) en G(€2) que converge a
(Z,7) € X x Y se cumple que § € ().

(4) Q es acotado (no vacio) cerca de 7 si existe un abierto U en X que contiene
a T y tal que Q(U) es acotado (2(x) # ) para cada x € U).

(5) Z € X es un punto fijo de Q si € Q(Z). (En este caso, m = n.)

Cuando € es sci (scs, cerrado) en cada uno de los puntos de X, decimos simplemente
que €2 es sci (scs, cerrado).

Ejemplo 4.3. El operador F' : X = Y, F(x) = {f(z)} asociado a una funcién
continua f : X — Y es sci, scs y cerrado. El operador €2 del Ejemplo es sci en
todo R excepto en 0, es scs (cerrado) solo en 0, y tiene como tnico punto fijo a 0.
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Ejemplo 4.4 (La composicién con funciones continuas preserva la semicontinuidad).
Si: X =Y es un operador multivaluado sci (scs) y f: W — X yg:Y — Z son
funciones continuas, entonces las multifunciones Qo f: W =Y y goQ: X == 7|
dadas por w — Q(f(w)) y = — g(2(x)) respectivamente, también son sci (scs).

Ejemplo 4.5 (El producto de operadores sciessci). SiQ: X =Y y Q' : X =3 Y’
son operadores sci, entonces el producto €2 x ' : X = Y x Y’ también es sci. En
efecto, si © € X y el abierto V' C Y x Y’ se interseca con (z) x Q(Z), entonces
existen abiertos W C Y y W’ C Y’ tales que W x W/ C V también se interseca
con Q(z) x U (z), es decir, WNQ(z) £ 0y W NQ(Z) # 0, por lo cual existe una
vecindad abierta U de Z tal que WNQ(z) # 0y W N (x) # (D para todo z € U.

Ejemplo 4.6 (El producto de operadores scs con imdgenes compactas es scs). Si
Q: X =Y yQ :X =Y son operadores scs cuyas imagenes son compactas,
entonces el producto 2 x ' : X = Y x Y’ también es scs (con imédgenes compactas).
En efecto, consideremos z € X y un abierto V' C Y x Y’ que contiene a Q(z) x Q' (z),
y veamos que existe una vecindad abierta U de Z tal que Q(z) x ' (z) C V para todo
x € U. Como el conjunto compacto Q(z) x '(Z) y el conjunto cerrado (Y x Y')\V
son disjuntos, la distancia entre ellos es positiva (véase la prueba del item (2) del
Teorema . Luego, si € es suficientemente pequeno el producto W x W' de
las vecindades abiertas W := By (Q(Z),e) y W’ := By/(2(Z),¢) de Q(z) y ' (Z)
esta contenida en V. Usando la semicontinuidad superior de Q y € con W y W/,
conseguimos la vecindad U requerida.

De los tres ejemplos anteriores deducimos que Q : X =Y y Q' : X = Y’ son
sci (scs con imédgenes compactas) si y solo si su producto es sci (scs con imagenes
compactas).

Observacién 4.7. Si V C Y contiene la imagen im(§2) de © entonces el operador
QO:X=2V, Q(x) = Q(z) tiene las mismas propiedades que €2, esto es, Q es sci (scs,
cerrado, acotado cerca de, no vacio cerca de) T € X si y solo si 2 lo es en Z. Esto
quiere decir que 2 y () son esencialmente iguales y que el conjunto de llegada Y no
importa. Asi, por ejemplo, da lo mismo trabajar con operadores X = Y que con
operadores X == R™ cuyas imagenes estan contenidas en Y.

Notemos que €2 es cerrado si y solo si para cada & € X los vectores (z,7y) € X xY
que son puntos de acumulacién de G(2) estdn en G(f), esto es,

Q2 es cerrado si y solo si G(2) es cerrado en X X Y

en particular, Q es cerrado si y solo si Q7! es cerrado. Luego, si Q es cerrado en
T entonces () es cerrado en Y'; por consiguiente, todo operador cerrado (2 tiene
imagenes cerradas en Y. Asimismo, si €2 tiene imégenes vacias en un abierto U de
X entonces €2 es cerrado en los puntos de U.

Un vector Z € X es punto fijo de €2 si y solo si lo es también de 27!, y todo esto
se cumple si y solo si (z,z) € G(Q).

Si Q es sci (scs) y Z C X entonces la restriccion 2|z también es sci (scs).
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Si Q(Z) = () entonces 2 es automdticamente sci en Z. Cuando Q(Z) # 0, el hecho
de que €2 sea sci en T equivale a la siguiente implicancia

(xk)gce);(?;%x }:> J(yr)CY, INEN : y. =7y, ye €Q(zy) para k>N, (4.1)

que también es vélida si Q(z) = 0. Asi, hemos probado el siguiente lema.

Lema 4.8. Una multifuncion Q : X =Y es scien € X siy solo si la implicancia
(4.1) se satisface en T. En particular, cuando Q) es sci en T, sixy, — T y T € dom(€Q)

entonces xy, € dom(QQ) para k suficientemente grande, es decir, T estd en el interior
de dom(£2).

De la definicién (o del Lema se sigue que si 2 : X =2 Y es sci entonces su
dominio es abierto en X.
Dado B C Y, definimos el conjunto

QO B={zeX|Qx)nB+#0}

Luego, €2 es sci en € X si y solo si para todo abierto V en Y con z € Q7V, existe
un abierto U en X tal que x € U C 27V, esto es, si y solo si 27V es una vecindad
de T para todo abierto V C Y tal que T € Q~V. De esto se sigue que € es sci si y
solo si para todo abierto V' C Y se cumple que 27V es una vecindad de cada uno
de sus puntos, es decir, si es abierto. Resumimos esto en la siguiente proposicion.

Proposicion 4.9. El operador 2 : X =Y esscienr € X siy solo st Q~V es una
vecindad de T para cada abierto V- CY tal que Q) NV # 0. Ademds, Q es sci si
y solo si ™V es abierto en X para cada abierto V C Y.

El hecho de que € sea scs en ¥ € X equivale a la siguiente implicancia
V D Q(z) abierto, () C X, 2y —>2 = dINeN: Qx,) CV, Vk>N,
y por tanto obtenemos el siguiente lema.

Lema 4.10. El operador Q2 : X =Y no es scs en & € X si y solo si existen una
sucesion (zy) convergente a x, un abierto V en'Y que contiene a Q(x) y una sucesion
(yx) en Y tales que

yr € Qzr) e yr €V para todo k.

Dado un subconjunto M de Y, definimos
Q' (M) ={r e X | Q) C M}.

Luego, € es scs en T € X si y solo si para todo V' abierto en Y con Q(z) C V,
existe un abierto U en X con 7 € U C QT(V), esto es, si y solo si QT(V) es una
vecindad de Z para cada abierto V C Y tal que Z € Q1(V). De esto se sigue que
es scs si y solo si para todo abierto V' C Y se cumple que Q1 (V) es una vecindad
de cada uno de sus puntos, es decir, si es abierto. Resumimos estas observaciones en
la siguiente proposicion.
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Figura 4.3: Ilustracion del grafico de los operadores Ty .S del Ejemplo [4.13]

Proposicién 4.11. El operador Q: X =Y esscs en® € X siy solo si QT (V) es
una vecindad de T para cada abierto V- CY tal que Q(z) C V. Ademds, Q es scs si
y solo si QTY(V) es abierto en X para cada abierto V C Y.

Observacién 4.12. Las Proposiciones [4.9] y nos dan condiciones necesarias y
suficientes para que la semicontinuidad inferior y superior de operadores multiva-
luados ocurra. También, nos recuerda un poco la continuidad de funciones, a saber,
que una funciéon es continua si la preimagen de todo abierto es abierto. En realidad,
toda funcién es esencialmente una multifuncion con imagenes unitarias, y el hecho
de que ella sea sci (scs) como multifuncién equivale a que sea continua como funcién.

Ejemplo 4.13. Un ejemplo de operador que no es scs es la multifuncion 7: R = R
definida por T'(z) = [1,3] siz <1y T(x) = {2} si z > 1, que no es scs en 1. Mas el
operador cuyo grafico es G(T) si es scs. Esto podria sugerir que si el grafico de un
operador () es cerrado entonces es scs, pero esto es falso: la multifuncién S : R = R
definida mediante S(z) = {1} siz < 0y S(x) = {1/x} si x > 0 tiene gréfico
cerrado pero no es scs en 0. No obstante, cuando la imagen de {2 es acotada, se
verifica que si el grafico de 2 es cerrado entonces €2 es scs.

Proposicién 4.14. Supongamos que Y C R™ es cerrado y que la imagen Q(X) del
operador 2 : X =3Y es acotada. St §) es cerrado, entonces también es scs.

PRUEBA. Supongamos que §2 no es scs en x € X. Por el Lema 4.10] existen una
sucesion (z) convergente a z, un abierto V en Y que contiene a §2(x) y una sucesién
(yx) en Y tales que

e € Uzr), w &V, Vik>1.

Dado que la sucesion (yx) es acotada (£ tiene imagen acotada) y el conjunto Y
es cerrado, podemos suponer sin pérdida de generalidad que (y;) converge a algin
y € Y, que no estd en V porque V es abierto. Pero como (xy,yx) es una sucesion
en G(Q2) que converge a (r,y), también tenemos que (x,y) € G(Q2) pues G(Q) es
cerrado, es decir, y € Q(x) C V. Esta contradiccién muestra que €2 es scs. O

Reciprocamente, la semicontinuidad superior de €2 implica que 2 es cerrado en
algunos casos.
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Proposiciéon 4.15. Si el operador multivaluado ) : X =Y es scs y tiene imdgenes
cerradas, entonces es cerrado.

PRUEBA. Tomemos una sucesion (xy,yx) en G(§2) que converge a (Z, 7). Debemos
mostrar que (z,y) € G(£2), esto es, que § € Q(Z). Supongamos que § & (z). Como
Q(z) es cerrado, existe una vecindad abierta V' C R™ de ¢ tal que V C R™\Q(Z).
Entonces R™\V es una vecindad de Q(Z) y por la semicontinuidad superior de €2
tenemos y, € Q(xy) C R™\V para k suficientemente grande (pues zp — ), lo
cual, considerando que V es abierto y que y, — ¥, implica ¥ € V, una evidente
contradiccién. Asi, y € Q(z) y concluimos que §2 es cerrado. O

Ahora veamos otros resultados relacionados con la semicontinuidad superior de
operadores multivaluados.

Proposicion 4.16. Sea el conjunto compacto K C R™. Si el operador multivaluado
Q: K =2 R™ es scs y tiene imdgenes compactas entonces QU(K) C R™ es compacto.

PRUEBA. Sea {U,},ca un cubrimiento abierto de 2(K). Entonces {Uy}rea €s un
cubrimiento abierto de cada imagen Q(x) de 2, la cual, por ser compacta, admite
un subcubrimiento finito {Uy},ea,. Cada conjunto

V;:Q“(U UA>:{ZGK|Q(2)C U UA}

AEA, AEA,

es abierto por la Proposicién [4.11], y claramente contiene a x. Puesto que la familia
{Vi}zex es un cubrimiento abierto del conjunto compacto K, existen xq,...,z, € K
tales que K C J,_, V4, y en consecuencia

ax)clJov)clJ U = U

i=1 A€Aq, AEN

donde A" = A,, U---UA,, es finito. Asi, hemos obtenido un subcubrimiento finito
de Q(K), de donde concluimos que Q(K) es compacto. O

Una seleccion continua de una multifuncién €2 : X = Y es una funcién conti-
nua f: X — Y con la propiedad de que f(z) € Q(z) para todo z € X. Equivalen-
temente, una funcion continua f : X — Y es una seleccion de € si su grafico esta
contenido en el gréafico de €.

Es claro que no toda multifuncién €2 tiene una seleccién continua. Pero si impo-
nemos ciertas condiciones en {2 entonces tal seleccién existe. Por ejemplo, el teorema
de seleccién de Michael [§, Teorema 8.2.8] nos asegura que si K C R™ es cerrado y
Q: K = R™ es sci y tiene imagenes convexas, cerradas y no vacias entonces, para
todo punto (z,y) del gréifico de €2 existe una seleccién continua f : K — R™ cuyo
grafico pasa por (z,7), esto es, tal que f(z) =y.

Si cambiamos la hipdtesis de semicontinuidad inferior en el teorema de Michael
por la de semicontinuidad superior entonces la conclusiéon es falsa, incluso si K es
compacto: el operador Q : [-1,1] = [—1,1] dado por Q(z) = {sgn(z)} si x # 0
y ©(0) = [~1,1] no admite una seleccién continua a pesar de que es scs y tiene
imagenes convexas, compactas y no vacias. No obstante, aunque en este caso no
existe una seleccion continua, existe una selecciéon “aproximada’.
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Teorema 4.17 (Cellina). Dado el conjunto compacto K C R™, supongamos que el
operador ) : K = R™ es scs y tiene imadgenes convexas y no vacias. Entonces, para
todo € > 0 existe una funcion continua f : K — R™ tal que

deoy(z, f(x)) <, VreK.

Ademas, la imagen de f estd contenida en la cdpsula convexa de la imagen de €,
esto es, f(K) C co(QUK)).

PRUEBA. Sea ¢ > 0. Como las normas en R" x R™ son equivalentes, no hay pérdida
de generalidad si trabajamos con la norma

1@ )l = Nzl + llyll2,  (z,y) € R" X R™,

donde ||z||; es la norma de x en R™ y ||y||2 es la norma de y en R™. Para cada z € K
el conjunto B(Q(x),e/2) es abierto, y como € scs existe d, < e positivo tal que

Q(z) C B(Q(x),e/2) para todo z € K tal que ||z — z||; < 0. (4.2)

Como la familia {B(x,0,/2)}.cx constituye un cubrimiento abierto del conjunto
compacto K, existen zy,...,x, € K tales que K C |J,_, B(w;,0;/2), donde §; := 0y,.
Aplicando el Teorema al cubrimiento finito {B(x;,0;/2)}; de K, obtenemos
funciones continuas k1, ...,k : K — [0,1] tales que > ki(x) = 1siz € Ky
ri(x) = 0 si z € K\B(x;,0;/2). Escogiendo para cada i un elemento y; € Q(z;),

definimos
,

f(z) = Z/ﬁi(as)yi, xr € K.

i=1

Veamos que la funciéon continua f : K — R™ satisface la propiedad deseada.
En primer lugar, de la definicién de f es claro que f(K) C co(Q2(K)) pues cada
y; estd en Q(z;) C Q(K). Por otro lado, dado = € K arbitrario, para probar que
deo)(w, f(x)) < € basta con mostrar que

f(x) € B(Q(x;),¢/2)

para algin indice j en I := {i | v € B(z;,9;/2)}. De hecho, en este caso existe
y; € Q(z;) tal que ||y; — f(2)|l2 < €/2, o sea que (x;,y;) € G(Q2) verifica

G, (@) = (5, 9) |« = [l = 25lh + 1 f(2) = yslla < 6;/2+ /2 <e.

Ahora bien, f(z) es una combinacién convexa de los puntos {y; }ier, ya que k;(x) =0
cuando i ¢ I. Escogiendo j € I tal que §; = max{J; | i € I}, para cadai € I tenemos

|z —%‘Hl < lzg — x|l + [z — 55j||1 < 5z‘/2+5j/2 < 9y,

lo cual implica Q(z;) C B($2(z;),e/2) por (4.2). Asi, los vectores {y;}icr estan en el
conjunto convexo B(§)(z;),e/2), de donde concluimos que f(z) € B(2(z;),/2). O

Antes de continuar enunciamos el teorema de punto fijo de Brouwer.
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Teorema 4.18 (Brouwer). Si C' C R" es un conjunto convero, compacto y no vacio,
entonces toda funcion continua f : C — C posee algin punto fijo (es decir, existe
z € C tal que f(z) = ).

Este teorema tuvo un papel fundamental en el siglo XX. Por ejemplo, se le puede
utilizar en ecuaciones diferenciales (para probar el teorema de Hartman-Grobman) o
en teorfa de juegos (John Nash la usé para probar la existencia de solucién del NEP).
Se trata de uno de los primeros teoremas de punto fijo, que motivo el subsecuente
desarrollo de una nueva drea, llamada Teoria del Punto Fijo [14].

Como ya senalamos al inicio de este capitulo, no vamos a probar el teorema de
punto fijo de Brouwer, pues requiere de herramientas avanzadas, que estan fuera del
alcance de esta tesisﬂ No obstante, con el teorema de Cellina podemos generalizarlo
al caso de multifunciones.

Teorema 4.19 (Kakutani-Fan). Si el conjunto C° C R™ es convexo, compacto y
no vacio, entonces todo operador scs 2 : C' = C que tiene imdgenes convexas,
compactas y no vacias posee un punto fijo.

PRUEBA. El operador Q es cerrado en virtud de la Proposicién [£.15] Para cada
k € N existe por el Teorema una funcién continua f; : C' — R” tal que

1
dao)(z, fr(x)) < T Veel

y con la propiedad de que fi(C) C co(2(C)) C co(C) = C. Del teorema del punto
fijo de Brouwer se sigue que cada fj : C' — C' tiene un punto fijo x; que satisface

da) (T, 1) = dao) (Tk, fr(zr)) < % (4.3)

Como C' es compacto, la sucesién (xj) tiene una subsucesién (x;) que converge a
algin z € C. Luego (z;,z;) — (Z,%) € C x C, y tomando limite en (4.3]) obtenemos
de)(Z,Z) = 0, esto es, (Z,Z) € G(Q) pues Q) es cerrado. Asi, Z es punto fijo de
Q. O

Teorema 4.20 (Kakutani). Si el conjunto C' C R™ es convexo, compacto y no vacio,
entonces todo operador cerrado €1 : C' = C' que tiene imdgenes convezras y no vacias
posee un punto fijo.

PRUEBA. Mostraremos que la multifuncién €2 satisface las hipotesis del Teorema
Al ser cada Q(x) la proyeccién sobre C' del conjunto ({z} x C)NG(Q) C C'xC,
que es cerrado en C' x C', y por tanto compacto, concluimos que €(x) es compacto,
esto es, () tiene imagenes compactas.

Ahora solo nos falta notar que como la imagen Q(C) C C de Q es acotada y
C C R” es cerrado, la Proposicion [4.14] nos asegura que €2 es scs. O

Observacion 4.21. De forma similar, usando la Proposicién podemos verifi-
car que toda multifuncién que satisface las hipotesis del Teorema de Kakutani-Fan
también satisface las hipétesis del Teorema de Kakutani. Asi, los Teoremas y
[4.201 son dos versiones levemente diferentes del mismo resultado.

9Para la demostracién de este teorema referimos al lector a [8, Theorem 8.1.3], [24, Teorema
11, pég. 447] o a [14, Theorem (7.2), pdg. 95].
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Notemos que el teorema del punto fijo de Brouwer es equivalente al teorema de
Kakutani (-Fan). De hecho, si C' es un subconjunto convexo, compacto y no vacio
de R™ entonces toda funcién continua f : C' — C' es esencialmente una multifuncién
scs (f es continua) de C' en C' con imagenes convexas, compactas y no vacias, y que
por tanto tiene un punto fijo, es decir, f tiene un punto fijo.

El teorema de von Neumann

En lo que resta de esta secciéon nos ocupamos de probar el siguiente teorema de
von Neumann.

Teorema 4.22 (Teorema Minimax de von Neumann). Sean X e Y subconjuntos
convezos y compactos de R™ y R™ respectivamente, y sea f : X XY — R una funcion
continua tal que x — f(x,y) es concava para cada y € Y y tal que y — f(z,y) es
conveza para cada x € X. Entonces existe (Z,7) € X X Y tal que

min f(z,y) = (2,5) = méx f(z,7).
En particular,
méxmin f(z,y) = min mdx f(z, y).

Este teorema, muy importante en la Teorfa de Juegos (véase el Ejemplo [9.3)),
sera esencial en el desarrollo del presente trabajo pues nos ayudard a establecer la
condicién de optimalidad del Teorema que relaciona los subdiferenciales con el
problema de desigualdad variacional.

Existen varias pruebas del teorema de von Neumann. La que aqui presentamos
estd basada en [14] y hace uso de los llamados mapeos KKM.

Sea X un subconjunto de R™. Un operador multivaluado €2 : X =% R” es llamado
mapeo Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz o simplemente mapeo KKM si

p

co(A) = co{zy,...,x,} CTQA) = U Qz,),

i=1

para todo subconjunto finito A = {z1,...,z,} de X. Notemos que si {2 es un mapeo
KKM entonces tiene imagenes no vacias pues x € €(x) para cada z.

En general no es facil decidir si una multifuncién es un mapeo KKM. Existe, sin
embargo, un criterio muy util.

Lema 4.23. Sea X un subconjunto convexro y no vacio de R™. Si el operador mul-
tivaluado 0 : X = R" tiene cofibras Q*(y) = X\Q '(y) convezas y es tal que
x € Q(z) para todo x € X, entonces es un mapeo KKM.

PrRUEBA. Dados A = {x1,...,2,} C X y yo € co(A) debemos mostrar que y, esta
en [J7_, Q(z;). El conjunto co(A) no estd contenido en Q*(yo) ya que yo € Q(yo),
esto es, yo & Q*(yo). Luego, como Q*(yy) es convexo, existe z; que no pertenece a
O*(yo) y que por tanto estd en Q71 (yp), es decir, yo € Q(z;). O
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Ejemplo 4.24. Sean X e Y subconjuntos convexos de R™ y R" respectivamente,
ysea f: X XY — R una funcién tal que = — f(z,y) es concava para cada y € Y
y y — f(x,y) es convexa para cada x € X. Entonces el operador multivaluado
Q: X xY = X xY definido por

Qz,y) = {(2",¢y) e R" x R" | f(z,y) — f(z',y) <0}

es un mapeo KKM. En efecto, veamos que €2 satisface las hipdtesis del Lema [4.23]
Es claro que X x Y es convexo y que (z,y) € Q(x,y) para cualquier (z,y) € X x Y.
Ademas, las cofibras

Q' (2 y) ={(z,y) € X xY | f(a',y) — f(z,y') <0}

de © son convexas pues cada aplicacién (z,y) — f(2',y) — f(z,y) es convexa (las
aplicaciones (x,y) — f(2',y) v (z,y) — —f(x,y’) son convexas).

El siguiente teorema ilustra una propiedad geométrica importante de los mapeos
KKM. Antes de enunciarla, recordemos que una familia {C)} xea de subconjuntos de
R™ tiene la propiedad de la interseccion finita si (,.,, Cx # 0 para cada subconjunto
finito A’ de A.

Teorema 4.25. Sean X un subconjunto de R™ y 2 : X = R" un mapeo KKM con
imdgenes convezas y cerradas. Entonces la familia {Q(z)},ex tiene la propiedad de
la interseccion finita.

PrUEBA. Dado A = {z1,...,2,} C X mostraremos que

p

co(A) N[ Qi) # 0, (4.4)

=1

lo que es claramente suficiente para obtener el resultado deseado. La prueba se hara
por induccién sobre la cantidad de elementos de A. Antes de comenzar notemos que
al ser 2 un mapeo KKM tenemos

p

co(A) C U Q(x;).

i=1

Si A = {z} entonces (4.4) se cumple pues z € Q(z) (2 es un mapeo KKM). Supon-
gamos que la afirmacion es cierta para todo subconjunto de X con p—1 elementos,
donde p > 2. Podemos entonces escoger para cada ¢ = 1,...,p un vector

yi € co(A\{z:}) N[ QUay), (4.5)
J#i
y considerar el conjunto

p

Y :=co({y1,-..,yp}) C co(A) C U Q(z),

=1
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que es compacto por el Corolario . Luego, para probar (4.4) basta con mostrar
que

Y N () Qi) #0.

Como p > 2, de se sigue que los conjuntos €2(z;) N'Y son no vacios. Como
para cada j la funcién ¢, : Y — R dada por ¢;(y) = d(y, Q(z;) NY) es convexa y
continua (cada 2(z;) NY es convexo y cerrado), la funcién ¢ : Y — R definida por
o(y) = max{y1(y), ..., vy(y)} también es convexa y continua. La compacidad de Y
implica en particular que ¢ alcanza su minimo en algin punto y € Y C [J)_, Q(x;);
sin pérdida de generalidad suponemos y € Q(z,).

Queremos ver que ¢(y) = 0, lo cual nos da g € Y N(_, Q(z;). En efecto, si
©(g) > 0 podemos evaluar las funciones convexas ; en los puntos z; := tg+(1—1t)y,
del conjunto [7,y,] C Y para obtener

wi(zt) < tpi(9) + (1 = )pi(yp);

como ¢,(y) = 0 (pues g € Qx,)) ¥ ¢i(yp) = 0 cuando i # p (pues y, € Q(z;)), lo
anterior significa que para cada t < 1 tenemos

op(ze) < (L =t)pp(yp) v wilz) <tos() < () sii # p,

de donde se sigue que p(z:) = @,(2) pues ©(¥) < ¢(2:) = max{p1(2:),. .., vp(2)},
es decir, ¢(9) < ¢(z) < (1 —t)¢,(y,) para todo t < 1, lo cual contradice ¢(g) > 0.
Asi, ¢(g) = 0, lo que completa la prueba del teorema. ]

Corolario 4.26 (Principio Geométrico KKM). Sean X wun subconjunto de R"™ y
Q: X = R" un mapeo KKM con imdgenes convexas y cerradas. Si€2(x) es compacto
para algin T € X entonces la interseccion (\{Q(z) | x € X} es no vacia.

PRUEBA. Como la familia {Q(z) NQ(Z)},ex de subconjuntos cerrados del conjunto
compacto Q(Z) posee la propiedad de la interseccién finita, la Proposicién nos
asegura que su interseccion [,y () es no vacia. O

Ahora ya podemos demostrar el teorema de von Neumann.

PRUEBA DEL TEOREMA DE VON NEUMANN. Afirmamos que existe (z,7) € X XY
tal que
f(z,9) < f(Z,y) para todo (z,y) € X x V. (4.6)

En efecto, observemos primero que X X Y es un conjunto convexo y compacto. Por
lo visto en el Ejemplo 4.24] la multifuncién Q : X x Y = R™ x R" definida por

Qz,y) ={(«",¢) € X xY | f(z,) — f(2,y) <0}

es un mapeo KKM, cuyas imdgenes Q(x, y) son convexas y compactas. Para ver esto
ultimo, basta con notar que las aplicaciones (', y")— f(x,y)—f(2',y) son convexas
y que, siendo f continua, Q(z,y) es cerrado en X x Y. Utilizando el Corolario m
deducimos que existe (z,y) € XxY tal que (z,y) € Q(z,y) para todo (z,y) € XXY,
esto es, tal que se verifica. Esto prueba la afirmacion.
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Ahora vemos facilmente que

Iyrggf(w,y) = f(#,9) = mix f(z.9),
lo cual implica
maxmin f(z,y) = f(z,§) = minmix f(2,y),

ya que para cada 2’ € X e ¢’ € Y tenemos mingey f(2',y) < maxzex f(z,y). O

5. Analisis cuasiconvexo

Recordemos que los subniveles (estrictos) de toda funcién convexa son conjuntos
convexos. La nocién de cuasiconvexidad, que tiene su origen en esta observacion, ge-
neraliza la nocion de convexidad. El interés por estudiar las funciones cuasiconvexas
tal vez provenga de la importancia que tienen en econornl’a[:G].

En esta seccién realizamos un breve estudio de las funciones cuasiconvexas, ha-
ciendo hincapié en la recientemente introducida nocién de subniveles ajustados y
sus operadores normales [4]. Histéricamente, no ha sido facil estudiar los minimos
de las funciones cuasiconvexas pues muchas de las herramientas que se usan para
analizar las funciones convexas ya no se pueden aplicar a las funciones cuasicon-
vexas (por ejemlo, los subdiferenciales). Es alli donde intervendran los operadores
normales (véase la Subseccién [8.3).

5.1. Funciones cuasiconvexas

Una funcién f : R® — R es cuasiconvexa si para todo z,y € R" y ¢t € [0,1] se
cumple

[t + (1 =t)y) < max{f(z), f(y)}.

Decimos que f es cuasiconcava si —f es cuasiconvexa.
Asi como la convexidad del epigrafo caracteriza la convexidad de funciones, la
convexidad de los subniveles (estrictos) caracteriza la cuasiconvexidad de funciones.

Proposicion 5.1. Dada f : R™ — R las siguientes afirmaciones son equivalentes

(1) f es cuasiconveza;
(2) S5 es convexo para todo X € R;
(3) S\ es convexo para todo A € R.

PRUEBA. Supongamos que f es cuasiconvexa y sea A € R. Dados z,y € SY y
t € [0,1] tenemos f(x), f(y) <A, de modo que f(tx+(1—t)y) <max{f(z), f(y)} <A,
es decir, tz+ (1 —t)y € S5. Luego S5 es convexo. Esto muestra que (1) implica (2).

Es fécil ver que (2) implica (3), ya que Sy =(1,_, S, donde cada conjunto S
es convexo por hipotesis.

10En Microeconomia, por ejemplo, si las funciones de utilidad son cuasicéncavas entonces las
preferencias de los consumidores son convexas.
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Supongamos finalmente que se cumple (3). Sean x,y € R™ y ¢t € [0,1]. Para

A = méax{f(z), f(y)} € R tenemos que x e y estdn en S\, que es convexo por
hipétesis, de modo que tx+(1—t)y € Sy, es decir, f(tz+(1—t)y) < max{f(x), f(y)}.
Asi, f es cuasiconvexa y por tanto (3) implica (1). ]

Observacion 5.2. De la prueba de la proposicion anterior deducimos que para que
f sea cuasiconvexa es suficiente que Sy(,) sea convexo para todo x € R".

Ejemplo 5.3. Toda funcién convexa es cuasiconvexa. Por ejemplo, las funciones
f,9 : R = R, f(xr) = z, g(r) = z? son cuasiconvexas. La funcién v : R — R,
~v(x) = \/|x| es cuasiconvexa pero no convexa.

Una funcién f : R® — R es denominada cuasiconvexa semiestricta si es
cuasiconvexa y si para todo z,y € R™ con f(z) # f(y), y todo t € (0,1) se cumple

[tz + (1 —t)y) <méx{f(x), f(y)}- (5.1)

Notemos que la condicién dada por la ecuacion anterior no implica la cuasicon-
vexidad de la funcién f pues, por ejemplo, la funcién f : R" — R definida mediante
f(x)=0siz#0y f(0) =1 satisface pero no es cuasiconvexa.

Intuitivamente, una funciéon cuasiconvexa semiestricta es aquella cuyo grafico no
posee partes planas, excepto posiblemente en arg min f. En otras palabras, una fun-
cién cuasiconvexa f es cuasiconvexa semiestricta cuando para todo A € R\{min f},
el conjunto f~1()\) no posee segmentos [z, y] no degeneradog'!} Esta propiedad tie-
ne consecuencias interesantes. Por ejemplo, los subniveles usuales y los subniveles
estrictos de toda funcién cuasiconvexa semiestricta tienen la misma clausura (véase

la Proposicién .

Ejemplo 5.4 (Convexidad implica cuasiconvexidad semiestricta). Toda funcién
convexa f : R® — R es cuasiconvexa semiestricta. En efecto, dados ¢t € (0,1) y
z,y € R" con f(x) # f(y) tenemos

fltr+ (1 =t)y) <tf(x) + (1 —1)f(y) <max{f(z), f(y)}.
La funcién ~v del Ejemplo es cuasiconvexa semiestricta pero no es convexa.
En resumen,
convexidad =- cuasiconvexidad semiestricta = cuasiconvexidad,

donde el reciproco de cada implicancia no vale.

5.2. Subniveles ajustados y operadores normales

Los subniveles ajustados de una funcién y sus correspondientes operadores normales
fueron introducidos por D. Aussel y N. Hadjisavvas en [3]. Al igual que los subni-
veles (estrictos) usuales, la convexidad de los subniveles ajustados caracteriza la
cuasiconvexidad de la funcién f en cuestién. A diferencia de los operadores norma-
les usuales (esto es, los operadores normales con respecto a los subniveles usuales),

1Un segmento [z,y] es no degenerado si = # y.
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los operadores normales obtenidos a partir de los subniveles ajustados tienen buenas
propiedades (cuasimonotonia, semicontinuidad superior, etc.) incluso cuando la fun-
cién cuasiconvexa f considerada tiene “partes planas”[?]. Esta es una caracteristica
muy importante pues en articulos previos (véase por ejemplo [7]) se habian estudiado
los operadores normales usuales y como estos se relacionaban con la cuasiconvexi-
dad de f, obteniéndose que ellos tenian buenas propiedades solo cuando f no tiene
partes planas. Asi, a diferencia de los subniveles usuales, los subniveles ajustados
permiten estudiar todos los tipos de funciones cuasiconvexas.

En esta subseccién definimos y damos las principales propiedades de los subnive-
les ajustados y sus operadores normales. Trabajaremos en R”, si bien estas nociones
fueron dadas en el contexto mas general de espacios de Banach. Solo probaremos
aquello que necesitaremos, y remitimos al lector interesado en mayor informacion al
articulo [3].

Sean la funcién f : R®™ — R y el vector x € R™. El subnivel ajustado de f en
x es el conjunto dado por

S4(x) = St HW, si z ¢ argmin f,
! Sf(as)v si x € argmin f,

donde p, = d(z, 55,)) ¥

Figura 5.1: Tlustracion grafica de los subniveles ajustados. El punto = no esta en
arg min f. El conjunto del centro del grafico es ij(x), el conjunto de fuera es Sy(,), y
el conjunto punteado es B(S7,,, pz)- La region sombreada representa a S§(z).

2Una funcién f : R” — R tiene “partes planas” si existe A > inf,epn f(2) tal que Sy\Sx # 0.
Por ejemplo, las funciones cuasiconvexas semiestrictas no tienen partes planas (Proposicién .
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Observaciéon 5.5. Si z ¢ argmin f entonces

B(S5, ) = {y € R" | d(y, S5,) < p.}. (52)

y por tanto
v € Si(x), VxeR"

En efecto, (5.2)) claramente se cumple si p, = 0. Cuando p, > 0 tenemos

B(Sf(xppx) ={y e R" [ d(y, S?(x)) < pats
y la continuidad de d(-, S7,) implica que {y € R" | d(y, S7,)) < p.} contiene a
B(ij(x),px). Reciprocamente, si y € R™ es tal que d(y, ij(x)) < p., tomando una
sucesién (ay) de nimeros positivos con a; — 0 vemos que existe una sucesiéon (zy) en

ij(x) tal que ||y — zx|| < pz + ax para todo k. Suponiendo sin pérdida de generalidad
que p, > a; para cada k, podemos escoger yi € [y, xx| tal que

Hyk—l'k||:px—ak<ﬂx Yy Hyk—yHSGk,

de donde y € B (S}f(x), pz) pues (yx) es una sucesiéon en B (S]f(x), pz) que converge a
y. Esto prueba (/5.2]).

Claramente, el subnivel estricto siempre esta contenido en el subnivel ajustado,
y este a su vez esta contenido en el subnivel usual, esto es,

Sty C S7(@) C Spw)

para todo z € R™. Veremos que los subniveles ajustados, al igual que los subniveles
que ya conocemos, caracterizan la cuasiconvexidad de una funcién.

Proposiciéon 5.6. Una funcion f : R® — R es cuasiconveza si y solo si todos sus
subniveles ajustados son convexos.

PRUEBA. Si f es cuasiconvexa, los conjuntos S y Sy son convexos para todo A € R.
En particular, dado z € R", Sy ¥y ij(x) son convexos; luego B (S]f(z), p.) también
es convexo, y concluimos que S¢(z) es convexo.

Reciprocamente, supongamos que todos los subniveles ajustados de f son con-
vexos, y probemos que S, es convexo para cada x € R", lo que implicard que f es
cuasiconvexa (Observacién . Six € argmin f entonces Sf(,) = S$(x) es convexo
por hipdtesis. Supongamos ahora que x ¢ arg min f. Sean y, 2 € Sy(), y veamos que
[y, 2] C S(z). Sabemos que Sp) N B(S7,). pz) = S§@) vy que f(y), f(z) < f(=).
Consideraremos tres casos. Si y,z € B(ij(x),px), entonces y,z € S§(z) y por la
convexidad de este conjunto, [y, 2] C S¢(z) C Sj(w).-

Siy ¢ B(ij(m),px) yz€E B(ij(x),px) entonces y ¢ ij(x) y por tanto f(z) = f(y);
luego S;(x) = ij(y), Py > ps ¥ 2 € B(ij(y),px) C B(ij(y),py), de donde obtenemos
que z € S¢(y). Como el conjunto convexo S%(y) contiene a z e y se sigue que
ly, 2] € S5(y) C Sy = Sty

Siy,z & B(S},) pz), como en el caso anterior deducimos f(z) = f(y) = f(2);
luego, S5,y = S5,y = Sizy ¥ Py, Pz > po. Suponiendo sin pérdida de generalidad
que p, > p, tenemos que z € S¢(z) C S¢(y), y como y € S¢(y), la convexidad de
S%(y) implica [y, 2] C SH(y) C Sty) = Sia)- O
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Por la Observacién sabemos que x € S}(z) para todo x. Mds aun, puede
mostrarse que x € 9S§(z) cuando x ¢ argmin f .

Proposicion 5.7. Supongamos que f : R® — R es una funcion cuasiconvexa y
consideremos v € R"\ argmin f. Entonces x € 9 S§(z).

Este resultado nos serd ttil luego para ver que el operador normal asociado a

los subniveles ajustados tiene imégenes no nulas en cada x ¢ argmin f (Proposicién
5.10)).

PRUEBA. Mostramos primero un resultado preliminar: si A y B son subconjuntos
de R"y z € AN B es tal que z € 9B, entonces z € d (AN B). En efecto, basta con
notar que como z € 9B, toda bola B(z,¢)con centro en z contiene algin punto que
no estd en B, y que por consiguiente tampoco estd en AN B.

Definamos A := Sy, y B := B (ij(x), pz). Aplicaremos nuestro resultado prelimi-
nar para ver que = € d (AN B) = dS¢(z). Como x € B debido a la Observacién ,
o sea x € AN B, tan solo nos falta mostrar que = € 0B.

Tenemos que x & B(S},), pz), yaquesiz € B(S5,,, p.) entonces d(z, S7,)) < pa
(cuando p, > 0) o = € ij(x) (cuando p, = 0), una contradiccién (en ambos casos).
Por otro lado, siendo B(ij(m)7 pz) convexo tenemos por la Proposicién W que

y en consecuencia x ¢ int(B), es decir, z € 0B. O

Antes de pasar a estudiar los operadores normales asociados a los subniveles
ajustados, mostraremos algunas propiedades interesantes de las funciones cuasicon-
vexas semiestrictas. Por ejemplo, sus subniveles ajustados no son otra cosa que sus
subniveles usuales.

Proposicién 5.8. Sea f: R" — R una funcion cuasiconvexa semiestricta. Enton-
ces:

(1) Para todo x € R™\ argmin f se cumple que Sf(m) = St(z)-
(2) Para todo x € R™ se cumple que S$(x) = Sf(z)-

(3) Si f es continua, para todo v € R", el conjunto S$(x) es cerrado; si ademds

x ¢ argmin f también se cumple que S§(x) = S5,y y que int(S§(z)) = S,

PRUEBA. (1) Como la inclusion % C % es clara bastard con mostrar que
dados z € Sf() y € > 0, el conjunto B(z,g) N S]f(x) es no vacio. Sabemos que existe
Yy € ij(x), ya que = ¢ argmin f. Obviamente podemos suponer que z # y. Como
fly) < f(x)y f(2) < f(z), si w € (z,y) entonces la cuasiconvexidad de f implica
que

f(w) <méx{f(2), f(y)} = f(y) < f(x) cuando f(z) = f(y),

y la cuasiconvexidad semiestricta de f implica que

flw) <méx{f(2), f(y)} < f(x) cuando f(2) # f(y).
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Luego (z,y] C ij(x), lo cual prueba que B(z,e) N ij(gg) es no vacio.

(2) Podemos suponer que x ¢ arg min f. De la parte (1) vemos que x estd en S]f(x),

lo cual significa p, = d(z, S7,)) = 0. Tenemos asi que B(Sy,), pz) = S5,y = St@),
y por consiguiente S¢(x) = Sz N St = St

(3) Utilizamos los items (1) y (2). Fijemos € R™. Al ser f continua, el conjunto
S¢(w) = Sp) es cerrado. Si z ¢ argmin f, entonces S§(z) = Sy) = St = %;
como ademas ( es abierto, convexo y no vacio (f es cuasiconvexa y continua),
del Corolario ﬁ concluimos

int(S%(x)) = mt(Sf( ) = int(S7,)) = Siy O

Volvamos a los operadores normales. Dada una funcién f : R® — R, el operador
normal asociado a f es el operador multivaluado N¢ : R" = R" que asocia a cada
z € R™ con el cono normal de S¢(r) en z, es decir,

Nj(r) = N(z,5%(r)) ={v € R" [ (v,y —x) <0, Vy € S§(z)}.

Observacion 5.9. De igual modo podemos definir operadores normales teniendo
en consideracion los conjuntos S )Y St(z)- Concretamente,

Ny (x) = N(z,55,) ={v eR" | (v,y —2) <0, Vy € S,y },
Ny(@) = N(z,Sp@) ={v € R" [ (v,y =) <0, Vy € Sy }-

Debido a que ij(x) C S$(x) C Sf(x), siempre se cumple que
Ny(x) C N§(x) C Ny ().

Cuando f es cuasiconvexa semiestricta, la Proposicion nos garantiza que Sy) y

S%(x) siempre son iguales, y que S]f(x) = S¢(x) cuando x ¢ argmin f; luego,

N¢(z) = Nf(z), sixeR"
Nf(x) = Ny(z), sizcR"\argmin f.

Proposiciéon 5.10. Supongamos que f : R® — R es cuasiconvexa y consideremos
r € R"\ argmin f. Entonces el conjunto N¢(x)\{0} es no vacio.

PRUEBA. Como x pertenece a la frontera del conjunto convexo 5% (x), por el teorema
de separacion (Teorema [2.12)) existe un vector no nulo v € R” tal que (v, z) > (v,y)
para todo y € S$(x), es decir, v € Nf(x)\{0}. O

La Proposicién obviamente se satisface también para el operador normal
N f< No obstante, ella no se cumple para el operador N; pues existen ejemplos
simples donde « € int(Sy(,)), en cuyo caso Ny(x) = {0}.
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6. Funciones definidas a partir de supremos

El propésito de esta seccion es probar dos resultados técnicos que necesitaremos
en la Seccion , a saber, un teorema de sensitividad estdndar (Teorema y el
teorema de Danskin (Teorema [6.7). La demostracién del Teorema esta basada
en el articulo [20], mientras que la prueba del teorema de Danskin ha sido obtenida
de [13, Theorem 10.2.1]. Utilizaremos la terminologfa introducida en la Seccién

Sea R := RU {#00} = [~00, +-00].

Decimos que una funcién f : X — R definida sobre un subconjunto X de R”
es semicontinua inferior (sci) en z € R™ si para toda sucesién (z) en X que
converge a T se cumple que f(z) < liminfy f(z). Cuando f es sci en todos los puntos
de X decimos simplemente que f es sci. De modo andlogo, f es semicontinua
superior (scs) enz € X si —f esscien Z; y f es scs si —f es sci.

Ejemplo 6.1. Toda funcién f : R”™ — R continua (en el sentido usual) es sci y scs.
La funcién g : R — R dada por g(x) =0si z # +1 y g(x) = x si z = +1 no es sci
en £ = 1 ni tampoco es scs en 2 = —1, pero si es sci y scs en R\{£1}.

Sean el operador €2 : X = Y y la funcién f : X xY — R, donde X C R" e
Y C R™. Para cada = € X definimos

v(x) :== sup f(z,y),
yeQ(z)

y el conjunto
M(z) :=A{y € Qz) | v(z) = fz,y)}.

Obtenemos asi una funcién

v: X =R

y una multifuncion
M:X==Y.

Queremos ver cémo se relacionan las propiedades de €2 y f con las de v y M.

Proposicién 6.2. Si Q) es sci en T € X y f es sci en T X Q(Z), entonces v es sci
en x.
PRUEBA. Si Q(Z) = 0 no hay nada que probar pues v(Z) = —oo. Si Q(z) # 0,
consideramos dos casos.

Si v(Z) < oo, tomemos una sucesién xp — T y fijemos € > 0. Sea y € () tal
que v(z) < f(Z,y) +¢e. Como Q es sci en Z, existe (yx) C Y tal que yx, € Q(z) para
k suficientemente grande y tal que y, — . Luego, puesto que f es sci en T x Q(Z),

v(T) — e < f(z,y) < lminf f(zg, yr) < lminfo(zy),

esto es, v(Z) < liminf v(zy), pues ¢ fue arbitrario.

Si v(Z) = +oo, existe una sucesién (7); C Q(z) tal que f(z,497) — v(x). To-
memos x; — &. Como € es sci en #, para cada j existe una sucesién (y)), con
yi € Qxg) v limy yi = 3/. Asi, de la semicontinuidad inferior de f en T x Q(T) se
sigue que f(Z,7’) < liminfy f(zy, yi) < liminfy v(z) para cada j y por tanto

v(Z) = +oo = lim f(z,7’) < liminfv(zy).

Como las sucesiones (xy) fueron arbitrarias, lo anterior prueba que v es sci en z. [
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Proposicién 6.3. Si Q2 es sci y cerrado en T € X, y si f es continua en T X Q(T),
entonces M es cerrado en .

PRUEBA. Supongamos que x; — T, yp € M(x) v yr — y. Entonces f(xg, yp) =
v(zg) para cada k y y € Q(z) (pues 2 es cerrado en z), de modo que f(z,y) < v(z).
Luego, por la Proposicién [6.2, v es sci en T y asi,

f(Z,9) = tm f(zy, y) = Hmo(zy) > v(2),
de donde se sigue que g € M(Z). H

Corolario 6.4. Supongamos que ) es sci y cerrado en & € X, y que f es continua
en T X Q(Z). Supongamos ademds que M es no vacio y acotado cerca de T, y que
M (Z) es unitario. Entonces M es cerrado y sci en T.

PRUEBA. Sabemos que M es cerrado en & (Proposicién [6.3) y para ver que es
sci usamos el Lema Sean z;, — Ty M(Z) = y. Tomemos (yx) C Y tal que
yr € M (zy) para k suficientemente grande (puede hacerse ya que M es no vacio cerca
de Z) y supongamos que yx /4 ¥, esto es, que existe un abierto B que contiene a y tal
que yx ¢ B para infinitos k. Esta subsucesion estaria acotada (M es acotada cerca
de Z) y tendria una subsucesién convergente a algin § ¢ B. Luego § € M(z) = {y}
pues M es cerrado en Z, una contradiccién dado que y € B. Se sigue que y, — 4§ y
concluimos que M es sci en . O

Teorema 6.5. Supongamos que f es continua y que f(z,-) es cuasiconcava para
cada x € X fijo. Supongamos también que €2 es cerrado en una vecindad de T € X
y sci en T, y que Q(x) es convezro para todo x en algin entorno de T. Entonces, si
M (Z) es acotado y no vacio, se cumple que M es acotado y no vacio cerca de .

PRUEBA. Si la conclusién del teorema fuera falsa, habria una sucesién x;, — T tal
que o bien M (zy) es vacfo, o bien (J;., M(z;) es no acotado, o ambas condiciones
se cumplen, para una cantidad infinita de k. Sea y € M (z). Como €2 es sci en ,
existe una sucesién yi € Q(zy) tal que yi — 7.

Supongamos que M (xy) = 0. Si v(x) < oo, como f es continua y Q(xy) es
cerrado, existe (z;) C Q(xy) con ||z;]| — oo tal que v(zg) < f(zk, 2;)+1/j para cada
J. Siwv(xg) = oo, nuevamente por la continuidad de f y por el hecho de que Q(zy) es
cerrado, podemos tomar (z;) C Q(xy) con ||z;|| — ooy tal que f(zy, ;) < f(xk, ;)
para todo j. En cualquier caso, escogemos vy = z; con ||z;|| > k.

Si Ujsp, M (z;) fuera no acotado para infinitos k, habria subsucesiones (z;) e (y;)
tales que y; € M(x;) v |ly;]| — oo.

De esta forma, si la conclusiéon del teorema fuera falsa, habria una sucesién
yr € Q(xy) con |lyg]| — oo y tal que

flee,yn) — 1/k < f(@n, yi).

Definamos la sucesién y? = Ayt + (1 — A\g)yr (donde A, € [0, 1] son ntimeros por
determinar). Entonces y; € Q(x)) para todo k pues estos conjuntos son convexos.
De la cuasiconcavidad de f(zg,-) obtenemos
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Luego, todo punto de acumulacién § de (y?); pertenecerd a Q(z) (pues 2 es cerrado
en ) y satisfard f(z,y) > f(z,y) = v(Z) (pues f es continua), es decir, y € M(Z).
Afirmamos que (y?); tiene puntos de acumulacién arbitrariamente grandes (para Ay
adecuados), lo que nos darfa la contradiccién deseada ya que M (Z) es acotado.
Dado un nimero N > ||y|| supongamos que ningtin punto del conjunto compacto
K :={z € R"| N < |jz|]| < N +1} puede expresarse como punto de acumulacién de
una sucesién del tipo (y2). Entonces podriamos cubrir K con una familia de abiertos
tal que cada uno de ellos interseca a una cantidad finita de las rectas [y;, yx], de donde
obtendriamos un subcubrimiento finito, lo que implicaria que solo una cantidad finita
de rectas [y}, yx] intersecan K, absurdo pues ||yx|| — 0o y yj, — 3. Asi, las sucesiones
del tipo (y?) tienen puntos de acumulacién arbitrariamente grandes. O

Como resultado del Teorema [6.5] y del Corolario [6.4] obtenemos el siguiente
teorema de sensitividad estandar.

Teorema 6.6. Supongamos que f es continua y que f(x,-) es concava para cada
r € X fijo. Supongamos también que Q es cerrado en una vecindad de T € dom(2)
y sci en T, y que Q(x) es convexo para todo x en algin entorno de T. Entonces, si
M es univaluado en dom(Q2) (esto es, si M es una funcion en dom(QQ)), se cumple
que M es continua (como funcion) en .

PRUEBA. Como f, Q y M satisfacen las hip6tesis del Teorema [6.5 M es acotado
y no vacio cerca de z. Luego, f,  y M satisfacen las hipdtesis del Corolario y
por eso M es cerrado y sci en Z. Todo esto significa que existe U C X abierto que
contiene a T y tal que la restriccion de M a U es una multifuncién cerrada y sci en
Z, y con valores unitarios. Luego, el hecho de que M sea sci en T como multifuncion
implica que es continua en Z como funcién (Observacién . O]

Para terminar esta secciéon mostraremos otro resultado que relaciona la diferen-
ciabilidad de f con la de v bajo la hipétesis de que € tiene una tinica imagen convexa,
cerrada y no vacia K, o sea {)(x) = K para todo z.

Teorema 6.7 (Danskin). Sea K C R™ un conjunto convero, cerrado y no vacio, y
sea U C R™ un conjunto abierto y no vacio. Asumamos que la funcion f : UXK — R
es continua en U X K y que V. f(x,y) existe y es continua en U X K. Para la funcion
v:U — R dada por

v(z) = sup f(z,y)
yeK

se define
M(z) ={y € K | v(zx) = f(z,y)}

Supongamos que M es acotado y no vacio cerca de x € U, esto es, existe una
vecindad V C U de T tal que M(x) es no vacio para todo x € V' y el conjunto

U M(x) (6.1)

zelU

es acotado. Entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:



Capitulo 1. Preliminares y resultados previos 67

(1) Ezisten las derivadas direccionales de v en T y estdn dadas por

%(:p) = sup (V.f(Z,y),d).

yeEM (T)

(2) Si M(z) es unitario, digamos M(z) = {y(z)}, entonces v es diferenciable en
T con

Vu(z) = V. f(%,y(7)).

PRUEBA. Sea d € R" y escojamos t > 0 tal que T + td € V para todo t € (0,].
Para cada y € M (Z) tenemos por la definicién de v que

v(T +td) —v(z) > f(T +td,y) — f(Z,y),

de donde
lim inf v(z +1d) — v(z) > lim inf f@+tdy) — (@) = (V.f(Z,y),d)
tl0 t 10 t
y por tanto
= td) — o(E
lim inf o(@ + td) = v(F) > sup (V.f(Z,y),d). (6.2)
t0 t yeM (7)

Anélogamente, dado y; € M(Z + td) tenemos
v(T +td) —v(@) < f(Z+td,y) — [(@ ) =t (Vo f (Tr,01), d)
para algin Z; € (Z, T + td) por el teorema del valor medio, de forma que

v(Z 4 td) — v(x)

<AV f (T, y), d), Yy, € M(T +td). (6.3)

Ahora bien, si (t,) es una sucesién de ntimeros positivos que converge a 0 y y* €
M (Z + tpd) para cada k, es decir, f(z + tpd,y*) > f(Z + tpd,y) para todo y € K,
entonces (y*) es una sucesién acotada por la condicién de acotacién (6.1)), y de la
continuidad de f se sigue que

f@,9) = f(T,y), Vyek

para cualquier punto de acumulacién § de (y¥), esto es, § € M(z). Asi pues, si
ti — 0 es tal que WH’;—‘}W M podemos suponer que
la sucesion (y;, ) converge a algun punto § € M(Z) y la continuidad de V. f(x,y)
implica V, f(Z,,y,) = V. f(Z,7y), de donde aplicando (6.3)) conseguimos

converge a lim sup, |,

HHI sup U(x * td) — ’U(x) S sup <v$f(j;7 y)7 d>
£10 13 yeM (x)

Combinando esto con ([6.2]) obtenemos la parte (1) del teorema. Para ver la parte

(2) basta con notar que si M(z) = {y(Z)} entonces 2(z) = (V,f(Z,y(z)),d) para
cada d € R™, lo cual significa Vou(z) = V., f(Z,y(T)). ]
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7. Desigualdades variacionales

Uno de los objetivos de esta tesis es presentar reformulaciones del Problema de
Equilibrio de Nash Generalizado como problemas de desigualdad variacional. ;Por
qué serian ttiles tales reformulaciones? Pues porque la teoria de las desigualdades
variacionales estd muy desarrollada”} tanto tedrica como algoritmicamente, de modo
que existe la posibilidad de que el problema reformulado sea mas manejable que el
problema original.

En esta seccion estudiamos brevemente las desigualdades variacionales, estable-
ciendo las notaciones y la terminologia a usar luego. Ademds del libro de Facchinei
y Pang [I3], hemos usado la referencia [8], de la cual, por ejemplo, hemos obtenido
la prueba del Teorema [7.6] La parte sobre condiciones KKT estd basada en [13].

7.1. El problema de desigualdad variacional

Una consecuencia inmediata de las Proposiciones [3.1] y [3.3] es que las soluciones del
problema de minimizacion

min f(x), x e X, (7.1)

donde X C R™ es convexoy f : R®™ — R es convexa y diferenciable, son precisamente
los puntos factibles z € X tales que

(Vf(Z),x —x) >0 paratodo x € X. (7.2)

Los problemas que consisten en encontrar puntos T € X que satisfagan (7.2)) son en
general llamados problemas de desigualdad variacional.

Dada una funcién F': X — R”, donde X es un subconjunto de R", el problema
de desigualdad variacional asociado a F', denotado por VI(F, X), consiste en
hallar puntos £ € X tales que

(F(z),z — ) > 0 para todo =z € X.

Decimos entonces que T (si existe) es una solucién del problema VI(F, X). Evi-
dentemente, todo punto z tal que F'(Z) = 0 es solucién de VI(F, X).

Ejemplo 7.1. La observacién hecha al inicio de esta subseccion nos dice que las
soluciones del problema de optimizacién (7.1)) coinciden con las soluciones del pro-
blema de desigualdad variacional VI(F,X), donde F(x) = V f(x). Esta fue una
de las primeras conexiones que se establecieron entre la teoria de las desigualdades
variacionales y la Optimizacion matematica.

13En dos volimenes [13], que conforman més de mil paginas, Facchinei y Pang hacen un estudio
pormenorizado del problema de desigualdad variacional y del problema de complementariedad.
Entre muchas cosas, este libro muestra que existen una teoria matematica muy amplia al respecto
(existencia y unicidad de soluciones), una infinidad de algoritmos y numerosas conexiones con otras
disciplinas. He ahi la importancia de las desigualdades variacionales.



Capitulo 1. Preliminares y resultados previos 69

Figura 7.1: Geométricamente, el problema de desigualdad variacional VI(F, X) con-
siste en encontrar un punto z € X tal que el vector F(z) forme un dngulo agudo
con todos los vectores de la forma x — z para cada z € X.

La siguiente definicién extiende el problema VI(F, X) al caso en que la funcién
F no es una funcién sino una multifuncion.

Dado el operador multivaluado €2 : X = R", donde X es un subconjunto de R",
el problema de desigualdad variacional asociado a €2, denotado por VI(, X),
consiste en hallar puntos Z € X tales que exista v € () con la propiedad de que

(v,x — ) >0 para todoz € X

Decimos entonces que Z (si existe) es una solucién del problema VI(€2, X).
De nuevo, es claro que si 0 € £2(z) entonces Z es solucién de VI(, X).

Figura 7.2: Geométricamente, el problema de desigualdad variacional consiste en
encontrar un punto £ € X y un vector v € Q(Z) que forme un dngulo agudo con
todos los vectores de la forma x — z para cada x € X.

Condiciones KKT

Como hicimos en la Seccion , ahora averiguamos qué condiciones (necesarias y/o
suficientes) deben satisfacer las soluciones del problema de desigualdad variacional
VI(F,X) cuando el conjunto X tiene la forma

X={zeR"|g(z)<0,Vi=1,...,1},

donde ¢1,...,9. : R®™ — R son funciones diferenciables. De nuevo, veremos que
esta cuestion va a estar relacionada con los multiplicadores de Lagrange. Escribamos
g:=1(g1,---,9-) : R" = R".
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Dado un punto factible z € X, el conjunto activo de = esta dado por
I(z) ={i| gi(z) = 0}.

Un vector A = (Aq,...,A.) es llamado vector de multiplicadores de Lagrange
en 7 si las siguientes condiciones se satisfacen

(1) F(z)+ Z \iVgi(Z) = 0;

(2) A\; > 0 para todo i;
(3) \; =0 para todo ¢ & I(Z).

Abreviadamente, las condiciones (2) y (3) pueden escribirse asi
0<A\Lg(x) <0.

Notemos que esta nociéon de multiplicadores de Lagrange coincide con la que vimos
en la Seccién 3| cuando F(z) = V f(x).

Una condicién de calificacién (CQ) para el problema VI(F, X) es una con-
dicion suficiente para que en una solucion € X del problema exista un vector de
multiplicadores de Lagrange.

Para cada = € X sea K (z) := con ({Vg;(z) | i € I(z)}) el cono convexo generado
por los vectores {Vg;()}icr(w), que a veces es llamado la linealizacion de X en x.
Sabemos por la Proposicién que cada K(x) es un cono convexo y cerrado tal
que K (x)* = K(x). Afirmamos que

T(x,X)C K(z), (7.3)

donde T'(x, X) es el cono tangente de X en z, definido en la pagina En efecto,
sea v un vector no nulo en el cono tangente T'(z, X), esto es, existe una sucesién
(zx) en X tal que lim ”Z::i” = ”z—” Fijemos i € I(x). De la diferenciabilidad de g;
tenemos que

gi(wr) = gi(x) + (Vgi(x), 2x — ) +r(x), — )

para todo k, donde limj,_,q T‘(:H) = 0. Como g;(zx) < 0 = g;(z), tomando limite en
T — T r(zy — )
lor =2l " |Jox — 2]

obtenemos (Vg;(z), rir) < 0, es decir, (Vgi(x),v) < 0. Esto prueba (7.3).
Decimos que la condicién de calificacién de Abadie (CQ de Abadie) se
satisface en 7 € X cuando la inclusion (7.3]) es una igualdad, es decir, cuando

T(z,X)={veR"|(Vg(),v) <0, VieI(z)}.

Notemos que en todo punto Z € X en el que la CQ de Abadie se satisface tenemos
que
T(C(_], X)* = Ccon ({ng(f)},g(g—c)),
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es decir,

Y

v 'U+Z)\1Vg(f):0

—’UET(:Z‘,X)* == El)\:()\l,...,Ar i
0<Alyg(x)<0

lo cual implica en particular que —F(Z) € T'(z, X)* si y solo si existe un vector de
multiplicadores de Lagrange en .

Teorema 7.2 (KKT). Supongamos que T € X es una solucion del problema VI(F,X)
y que la CQ de Abadie se satisface en T. Entonces existe un vector de multiplicadores
de Lagrange en .

PRUEBA. Sabemos que (F(z),z —Z) < 0 para todo x € X. Dado un vector no nulo
v € T(x,X), existen sucesiones (zx) C X y (tx) C (0,00) con xp — T, ty — 0y
% — v, de modo que

1
(F(z),v) = lim —(F(Z), 2 —Z) > 0.
k—oo tk
Luego —F(z) € T'(z, X)*, lo cual, por el comentario que hicimos antes de enunciar
el teorema, significa que existe un vector de multiplicadores de Lagrange en z. [

Teorema 7.3. Supongamos que las funciones g; son convezras. St en un punto fac-
tible dado x € X existen los multiplicadores de Lagrange, entonces T es solucion del
problema VI(F, X).

PRUEBA. Este teorema es consecuencia de la Observacion [3.10, En efecto, como las
funciones g; son convexas y como existe A = (Aq,...,\) talque 0 < A L g(z) <0y

F(z) = — Z \iVgi(Z),

obtenemos (F(z), z—Z) < 0 paratodo z € X, esto es, T es solucion de VI(F, X). O

En vista de la equivalencia entre el problema de minimizacion (|7.1)) y el problema
de desigualdad variacional VI(F, X) cuando F(z) = V f(z), el Teorema [7.3| puede
considerarse como una extensién del Teorema [3.91

Existencia de solucion

Habiendo analizado las condiciones KKT para el problema VI(F, X), ahora nos
ocupamos de una cuestion fundamental: jen qué casos el problema de desigualdad
variacional posee soluciones? El teorema de punto fijo de Brouwer (Teorema
nos ayuda a dar una primera respuesta.

Teorema 7.4. Sea X un subconjunto convexo, compacto y no vacio de R™. Si la
funcion F : X — R"™ es continua, entonces el problema VI(F, X) posee solucidn.

Antes de comenzar la demostracién, escribamos I para denotar la funcion iden-
tidad de R™, y recordemos que todo subconjunto convexo y cerrado X de R™ tiene
asociada una funcién proyeccion Px : R™ — X (véase la Subseccion [2.1)).
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PRUEBA. Debido a que el conjunto X — F(X) es compacto (X es compacto y F
es continua), gracias al Corolario el conjunto C' := co(X — F(X)) es convexo y
compacto. Como la funcién continua (I — F') o Px : R" — C aplica C' en C, posee
un punto fijo por el teorema de punto fijo de Brouwer, es decir, existe y € C' tal que
y= (I —F)oPx(y) =z — F(z), donde Z := Px(y) € X. Luego, de la Proposicién
2.11] obtenemos

—(F(z),x — ) =(y—z,x — ) <0 paratodo x € X,
esto es, T es solucién del problema VI(F, X). O

Vamos a extender el teorema anterior al caso de VI(€2,X), o sea cuando la
funcion F' es reemplazada por una multifuncion €2 : X == R". Veremos que este
proceso sera una generalizacion de la demostracién de dicho teorema. Asi, en vez
del teorema de Brouwer, emplearemos el teorema de Kakutani-Fan (Teorema .

Lema 7.5. Supongamos que el conjunto X es convexo y cerrado. Entonces resolver

el problema VI(2, X) es equivalente a encontrar un punto fijo del operador multi-
valuado (I — Q) o Py : R" = R™.

Naturalmente, (I —2) o Px(z) = Px(z) — Q(Px(z)).

PRUEBA. Supongamos que = € X es solucién del problema VI(Q2, X), esto es, existe
v € Q(z) tal que (v,z — &) > 0 para todo x € X. Escribiendo y := & — v tenemos

(y — T,z —T) <0 para todo z € X,
lo cual en virtud de la Proposicién significa que £ = Px(y), y por consiguiente

y = Px(y) —v € Px(y) — QPx(y)) = (I — Q) o Px(y),

es decir, y es un punto fijo de (I —2) o Px.
Reciprocamente, si y € R™ es un punto fijo de (/ —$2)oPx, escribiendo z := Px(y)
vemos que el vector v := T — y estd en (Z) pues

y € (I —Q)oPx(y) = Px(y) — QPx(y)) =7 - Q2);

como T = Px(y), también tenemos que (y — Z,z — Z) < 0 para todo = € X, de
donde se sigue que
(v,x —Z) >0 para todo z € X,

esto es, T € X es solucién del problema VI(Q, X). O

Notemos que X — Q(X) contiene a la imagen del operador (I — ) o Px que
aparece en el lema anterior: si z € R" entonces Px(z) € X y

(I —Q)oPx(z) = Px(z) —Q(z) € X — Q(X).

Teorema 7.6. Sea X un subconjunto convexo, compacto y no vacio de R™. Si el
operador multivaluado €2 : X = R™ es scs y tiene imdgenes compactas, converas y
no vacias, entonces el problema VI(Q, X) tiene solucion.
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PRUEBA. Mostraremos que (I —2)o Px tiene algin punto fijo utilizando el teorema
de Kakutani-Fan (Teorema [4.19). Como ya fue observado, el conjunto X — Q(X)
contiene a la imagen de (I — §2) o Px. Por la Proposicién , las condiciones del
operador ) nos garantizan que la imagen (X) de Q es compacta; luego, X — Q(X)
es compacto y, por el Corolario 2.5 el conjunto K := co(X — Q(X)) también es
compacto.

Por otro lado, al ser €2 scs con imégenes convexas, compactas y no vacias, el
operador (I —Q)o Px también es scs con imdgenes convexas, compactas y no vacias
(véase el Ejemplo [4.4).

Asi, la multifuncién (I — Q) o Py : K = K satisface las hip6tesis del teorema de
Kakutani-Fan y por tanto posee un punto fijo. O

7.2. El problema de desigualdad cuasivariacional

El problema de desigualdad cuasivariacional es la extension natural del problema
de desigualdad variacional, cuando el conjunto del problema no permanece fijo sino
que cambia con la variable.

Sea la multifuncion A : R" = R", la cual va a reemplazar al conjunto X de la
definicion del problema de desigualdad variacional.

Dada la funcién F : R® — R", el problema de desigualdad cuasivariacional
asociado a F', denotado por QV'I(F, A), consiste en hallar puntos z € A(Z) tales que

(F(z),z — ) > 0 para todo = € A(Z).

Decimos entonces que T (si existe) es una solucién del problema QVI(F,A). Ob-
viamente, si £ € A(Z) y F(z) = 0 entonces T es solucién del problema QVI(F,A).
Similarmente, dado el operador multivaluado 2 : R* == R", el problema de
desigualdad cuasivariacional asociado a €2, denotado por QV (€2, A), consiste
en hallar puntos = € A(Z) tales que exista algin v € () con la propiedad de que

(v,x — ) > 0 para todo = € A(Z).

Entonces decimos que Z (si existe) es una solucién del problema QVI(£2,A). Es
claro que si 7 € A(z) y 0 € Q(Z) entonces T es solucién de QVI(2, A).

Ejemplo 7.7. El problema de encontrar los puntos fijos de un operador multivalua-
do A : R® = R" es un problema de desigualdad cuasivariacional. En efecto, dicho
problema equivale al problema de desigualdad cuasivariacional QV1(0,A), donde
0:R"™ — R" es la funcién idénticamente nula 0(z) = 0.

A diferencia del problema de desigualdad variacional, existen muy pocas herra-
mientas para abordar el problema de desigualdad cuasivariacional. Esto se debe a
que esta teoria todavia no esta muy desarrolladaE[]. Es por ello que, por lo general,
si para un problema dado existe una reformulaciéon como problema de desigualdad
cuasivariacional, en la mayoria de casos ella es 1til casi inicamente desde un punto
de vista tedrico.

1E] hecho de que el conjunto A(z) dependa de = hace que el problema de desigualdad cuasiva-
riacional tenga un alto grado de complejidad.
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8. Condiciones de optimalidad

Dados una funcién f : R" — R y un subconjunto convexo X de R"™, consideremos
el problema de minimizacién

min f(z), =€ X. (8.1)

Recordemos de la Seccién 3| que una condicién de optimalidad para este problema
es una condicién necesaria y/o suficiente para que un vector factible z € X sea una
solucion optima.

Habiendo estudiado las desigualdades variacionales en la seccion anterior, en
esta seccion estamos interesados en reformular el problema como problemas de
desigualdad variacional, esto es, queremos encontrar condiciones de optimalidad en
términos de problemas de desigualdad variacional. En general, una reformulacién de
un problema de optimizacién como un problema de desigualdad variacional es 1til
porque nos permite abordar el problema de optimizacion utilizando herramientas de
la teoria de desigualdades variacionales, que, como ya sabemos, es amplia.

Vamos a considerar varios casos, y, conforme avancemos, iremos debilitando nues-
tras hipdtesis. Las condiciones de optimalidad de las Subsecciones y son
resultados cldsicos. La Subseccién [8.3| esta basada en [3].

8.1. Caso convexo y diferenciable

El siguiente resultado es consecuencia de las Proposiciones [3.1] y [3.3]

Proposicion 8.1. Supongamos que f : R™ — R es una funcion convexa y diferen-
ciable. Sea T un elemento del conjunto convero X C R". Entonces T minimiza f
sobre X sty solo si

(Vf(z),x —x) >0 para todo x € X.

En otras palabras, & € X es solucién del problema si y solo si es soluciéon
del problema de desigualdad variacional VI(V f, X), donde V f denota la funcién
x +— V f(x). Es decir, la proposicién nos proporciona una reformulacién del problema
como un problema de desigualdad variacional para el caso en que f es convexa
y diferenciable.

Observacién 8.2 (Caso pseudoconvexo). Puesto que las Proposiciones y
valen cuando la funcién f es pseudoconvexa (en vez de convexa y diferenciable),
existe una obvia generalizacion de la Proposicion [8.1] al contexto més general en que
f es solo pseudoconvexa. Esto significa que la equivalencia entre los problemas
y VI(V f, X) se mantiene bajo la hipétesis de pseudoconvexidad.

Asi, la equivalencia clésica entre el problema de minimizacién y el problema
de desigualdad variacional VI(V f, X), que se da cuando f es convexa y diferenciable,
puede generalizarse cuando debilitamos la hipétesis de convexidad. En la siguiente
seccion debilitamos la hipotesis de diferenciabilidad.
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8.2. Caso convexo

Supongamos que f es convexa, mas no necesariamente diferenciable. Entonces no
podemos usar el gradiente de f pero si sus subdiferenciales.

De hecho, la multifuncién 0f : x — 0f(x) nos da una condicién de optimalidad
natural para el problema de minimizacién global

min f(z), =€ R"

Proposicion 8.3. Supongamos que f : R" — R es una funcion convexa y sea
T € R™. Entonces T € argmin f si y solo si 0 € 0f(Z).

PRUEBA. En efecto, 0 € 9f(Z) siy solosi f(x) > f(z)+(0,z—T) para todo x € R™,
esto es, si y solo si f(Z) < f(x) para todo z € R™. O

Como Of(x) = {V f(z)} cuando f es convexa y diferenciable (véase el Ejemplo
, la Proposicion nos dice que los problemas y VI(0f, X) son equiva-
lentes cuando f es convexa y diferenciable. En realidad, esto se sigue cumpliendo
cuando f es solo convexa.

Teorema 8.4. Sean f : R" — R una funcion convexa y X C R™ convexo. Entonces
T € X minimiza f sobre X si y solo si T es solucion del problema de desigualdad
variacional VI(Of, X).

PRUEBA. Si Z es solucién del problema de desigualdad variacional VI(9f, X) en-
tonces existe v € f(Z) tal que (v, — Z) > 0 para todo € X, lo cual implica

fx) = f(2) + {v,2 — 2) > [()

para todo = € X, esto es, T minimiza f sobre X.

Reciprocamente, supongamos que z minimiza f sobre X. Como f es continua,
Z minimiza f sobre el conjunto convexo y cerrado X. Como Z minimiza la funcién
convexa f sobre el conjunto convexo K := B(z,1) N X, del Corolario y de la
Proposicién [2.35| obtenemos

0<f(z;x —Z)= méx (v,z —T) para todo z € K,
veIf(T)
de donde se sigue que
min méax (v,x — ) =0,
€K vedf(z)
yaque T € K y méx,eofz (v, — ) = 0.
Ahora bien, el conjunto Jf(Z) es convexo y compacto por la Proposicién [2.36] al
igual que el conjunto K. Como la funcién ¢ : 9f(z) x K — R, p(v,z) = (v, — T)
verifica las hipétesis del teorema de von Neumann (Teorema 4.22)), se tiene que

max min(v,r — ) = min max (v,x —z) =0,
vedf(z) zeK zeK vedf(x)

y por consiguiente existe v € df(Z) tal que 0 = min,cx (v, — T), esto es,

0 < {(v,z —Z) paratodoz € K.
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Finalmente, dado = € X, tomando t € (0, 1) suficientemente pequeno tal que el
vector xy := T +t(x — ) esté en B(Z,1) N X = K obtenemos

0< (v,xy — ) =t{v,x — I),
es decir, 0 < (v, z — Z). Esto muestra que Z es solucién del problema VI(df, X). O

Concluimos que el problema (8.1)) es equivalente al problema de desigualdad
variacional VI(9f, X) en el caso en que f es convexa.

Debilitando la hipétesis de convexidad, en la siguiente seccién vamos a obtener
una nueva reformulacién del problema (8.1]).

8.3. Caso cuasiconvexo

Analicemos ahora el caso en que f ya no es convexa sino tan solo cuasiconvexa.
Al igual que en el caso convexo queremos reformular el problema como un
problema de desigualdad variacional. Aqui no tenemos la multifuncién 0 f pues f no
es convexa, pero podemos utilizar los subniveles ajustados y sus operadores normales

(véase la Subseccion [5.2).

Dada una funcién cuasiconvexa f : R™ — R definimos el operador multivaluado
F; : R" = R" mediante
B(0,1), si x € argmin f,
Fi(z) = j . . (8:2)
co(Nf(z) N S(0,1)), siz ¢ argmin f,

donde B(0,1) y S(0, 1) son la bola unitaria cerrada y la esfera de R” respectivamente.
Veremos que el operador F' : f + F} tiene propiedades similares a las del
operador subdiferencial 0 : f — df. De hecho, la Proposicién también se

cumple en este contexto.

Proposicién 8.5. Si f es cuasiconvera entonces el operador Fy tiene imdgenes
convexas, compactas y no vacias.

PRUEBA. Dado xz € R", es claro que si z € argmin f el conjunto Fy(z) = B(0,1) es
convexo, compacto y no vacio. Si x ¢ argmin f entonces, como f es cuasiconvexa,
la Proposicién nos asegura que N (z) es un cono convexo y cerrado que posee
elementos no nulos. Luego, N{(z)NS(0, 1) es no vacio y compacto, y, por el Corolario
, el conjunto Fy(r) = co(N¢(z) N S(0,1)) es no vacio, convexo y compacto. Asf,
F; tiene imagenes convexas, compactas y no vacias. [

La condicién de optimalidad de la Proposicién [8.3] también se satisface para F.

Proposicion 8.6. Supongamos que f es cuasiconvera y continua y sea T € R™.
Entonces & € argmin f si y solo si 0 € Fy(T).

PRUEBA. Supongamos que Z € argmin f. Entonces 0 € B(0,1) = F;(Z). Recipro-
camente, supongamos que 0 € Fy(z) y que # ¢ argmin f. Como f es continua,
ij(i) es un conjunto abierto y no vacio que estd contenido en S$(7), de modo que

int(S¢(7)) # 0. Luego, la Proposicién nos da N{(z) N (—=Nf(z)) = {0}
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Por el teorema de Carathéodory, de 0 € F¢(z) = co(N#(7)NS(0,1)) se sigue que
existen vectores vy, ..., vnr1 € NF(Z) N S(0,1) y escalares Ay, ..., Apy1 € [0, 1] tales

que
n+1 n+1

=1 =1

Ahora bien, cada v; es no nulo. Ademads, existe algun A, > 0, de forma que
Ai
= D 5
i=1,1#k

lo cual, considerando que N#(Z) es un cono convexo, implica que —vy € N§(T), es
decir, vy € —=N§#(7). Asi, 0 # vx € N{(2)N(=N§(7)) = {0}, una contradiccion. Esto
concluye la prueba de la proposicion. O]

El Teorema también se generaliza a este caso para Iy mas debemos imponer
algunas restricciones adicionales sobre f. Cuando f es cuasiconvexa tenemos una
condicion suficiente de optimalidad para el problema (8.1)).

Teorema 8.7 (Condicién suficiente de optimalidad). Sea X un subconjunto no
vacio de R™ y supongamos que f es cuasiconvera y continua. St T € X es solucion
del problema de desigualdad variacional VI(Fy, X) entonces T minimiza f sobre X.

PRUEBA. Como Z es solucién del problema VI(F}y, X), existe v € F(z) tal que
(v,o—x) >0, Ve X.

Si € argmin f no hay nada que probar. Si # ¢ argmin f tenemos 0 ¢ Fy(z) por
la Proposicién (8.6 también tenemos v € Fy(7) = co(N§(7) N S(0,1)) C N¢(7), de
donde v € N#(z)\{0}. Entonces v es un vector no nulo tal que

<Uay_j> §O7 ‘v’yGS?(E),
y combinando esto con la ecuacion anterior vemos que
(v,y) <(v,Z) < (v,x), VyeSHa), VrelX.

De esto tenemos que S$(Z) estd contenido en el conjunto {y € R" | (v,y) < (v, 2)},
cuyo interior es {y € R" | (v,y) < (v,Z)}. (Aqui hemos usado que v # 0.) Adema4s,
Sz es abierto (pues f es continua) y estd contenido en S§(z). Obtenemos asf que

Sy(z) Cint(S5(2)) C {y € R" | (v,y) < (v,2)},

y como también X C {z € R" | (v,z) > (v, )}, concluimos que X NS5, = 0. Esto
muestra que ¥ minimiza f en X.

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior no se verifica.
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Ejemplo 8.8. La funcién f : R? — R definida por f(z) = min{1, |||} es cuasicon-
vexa y tiene la propiedad de que el punto z := (2,0) minimiza f sobre el conjunto
convexo X := B(Z,1). Pero Z no es solucién del problema VI(Fy, X). En efecto,
por un lado Sy = R? implica

D)= {z R | 2] <2},

S7(Z) = Ss@ N B(Sfz

de donde se sigue que N¢(z) = {(¢,0) | t > 0}, y por tanto
Fy(z) = co (N§(z) N 5(0,1)) = {v},
donde v := (1,0). Por otro lado, z := (1,0) estd en X y (v,x — Z) = —1 < 0.

No obstante, cuando f es cuasiconvexa semiestricta el reciproco del Teorema
se cumple. Conseguimos asi una reformulacién completa del problema (8.1) como
un problema de desigualdad variacional.

Teorema 8.9 (Condicién necesaria y suficiente de optimalidad). Sea X un subcon-
gunto convero y no vacio de R™ y supongamos que f es cuasiconvexa semiestricta
y continua. Entonces T € X es solucion del problema VI(Fy, X) si y solo si &
manimiza f sobre X.

PRUEBA. Supongamos que T minimiza f sobre X. Afirmamos que ¥ es solucién de
VI(Fy, X). En efecto, esto es claramente cierto si z € argmin f pues en este caso
se cumple 0 € B(0,1) = F(z).

Si ¥ ¢ argmin f, tenemos F(Z) = co(N§(z) N S(0,1)). Entonces, por la Propo-
sicion , el conjunto S}’(:E) es convexo y cerrado y satisface

int(S5(z)) = i),

donde el conjunto de la derecha de la igualdad anterior es no vacio y no interseca a
X (pues T minimiza f en X). Luego, por el teorema de separacién existe v € R™ no
nulo tal que

(v,y) < {v,z) < (v, z), Vre X, Vye SHx).

Tomando ”z—” en vez de v podemos suponer sin pérdida de generalidad que ||v|| = 1,
esto es, que v € 5(0,1). Ademas,

(vy—z) <0,  VyeSHz),

(v,x—1x) >0, VreX,

y de esto se sigue que v € N¢(7) N S(0,1) C Fy(7) y que Z es solucién del problema
VI(Fy, X). Esto muestra una de las implicancias. La otra es consecuentia directa
del Teorema R.7 O

Para terminar esta seccién probaremos el andlogo de la Proposicion para el
operador F.
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Teorema 8.10. Sea f : R™ x R" — R una funcion continua tal que la aplicacion
fY:R™ = R, f¥(x) = f(x,y) es cuasiconvexa semiestricta para cada y € R™. Sea
también la multifuncion Q : R™ x R* = R™ dada por Q(x,y) = Fyu(z); explicita-
mente,

O, y) = B,(0,1), st x € argmin fY,
= co(Nf, (z) N Sy(0,1)), six ¢ argmin fY,

donde B,,(0,1) y S,,(0,1) son la bola unitaria cerrada y la esfera unitaria cerrada
de R™. Entonces () es scs.

PRUEBA. Si 2 fuera un operador cerrado, esto es, G(§2) es cerrado en R™ x R",
entonces la semicontinuidad superior de €2 seria consecuencia directa de la Proposi-
cién m ya que Q(R™ x R") C B,,(0,1) es acotado. Esto significa que basta con
mostrar que G(2) es cerrado.

Sea (xk, Yk, vx) una sucesion en G(€2) que converge a (z,y,v). Tenemos que vy, €
Q(zk, yx) para cada k y debemos probar que v € Q(z,y).

Si x € argmin f¥ entonces Q(z,y) = B,,(0,1), vy puesto que cada v, estd en
Q(z, yr) C B (0, 1), el limite v también estd en Q(z,y).

Si x ¢ argmin f¥ entonces Q(z,y) = co(N§, () N S,,(0,1)) y ademds existe
' € R™ tal que f(2',y) < f(z,y). Como f es continua, de f(2',yx) — f(a',y) y
f(xp, yr) = f(x,y) se sigue que f(x',yx) < f(zk, yx) para k suficientemente grande,
es decir, xy & argmin f¥% para k grande. Luego, sin pérdida de generalidad podemos
suponer que r; € argmin f¥% para todo k y tenemos

vk € QUak, yi) = co(Nfu (2x) N Sn(0,1)),  VkeEN,

Por el teorema de Carathéodory (Teorema , para cada k existen uj,, . .. ,uZ”l en
Ny (2£) NS (0,1) y Mg, ..., AP en [0, 1] tales que

m+1 m+1
vk:Z/\Zuﬁc y Z)\Z = 1.
i=1 i=1
Como las sucesiones (u}), y (AL)x para ¢ = 1,...,m + 1 estdn acotadas podemos

suponer que convergen, digamos a u' € S,,(0,1) y A’ € [0,1] respectivamente. To-
mando limite en la ecuacién anterior deducimos que

m+1 m+1

v = Z Nag! y Z No=1. (8.3)
i=1

i=1

Veamos ahora que los vectores u’ estan en Nf,(z). Dado (2/,y') € R™ x R™ con

. ! / . . . . .7
x' ¢ argmin f¥, como f¥ es continua y cuasiconvexa semiestricta, de la Observacién
W se sigue que N]‘fy, (') = N]fy,(x’), es decir,

Ny (2') = {ueR™ | (u,z—2') <0, Vze S]fy,(x,)}. (8.4)

En particular, esto se cumple cuando (z',y') = (x,y) y cuando (2,y) = (zk, yx)-
Sea ahora z € Sfy(x). Entonces f(z,y) < f(z,y) y de la continuidad de f se sigue
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que f(z,yx) < f(xg,yr) para k suficientemente grande. Asi, podemos suponer sin
pérdida de generalidad que

f(zoue) < fzr, un), VEkeN,

es decir, que z estd en cada conjunto S}fyk (1) Ademds, cada u!, estd en N (1), de
modo que
(up, z — xg) <O0.

Haciendo k — oo obtenemos (u', z — z) < 0. Esto muestra que (u’, 2 — x) < 0 para
cualquier z € ijy(x), lo que en virtud de (8.4) equivale a

u' € Nfy(x).

Asi, todos los vectores u’ estdan en N§, () N.S,(0,1) y de la ecuacién (8.3) se sigue
que v esta en co(N§, (v) N Sy, (0,1)) = Qz,y). O

Observacion 8.11. Si en la definicion del operador Fy cambiamos B(0,1) por
{0}, es decir, si definimos Fy(z) = {0} cuando x € argmin f, entonces no es dificil
ver que las Proposiciones y y los Teoremas y siguen siendo validos.
Sin embargo, esta restriccion es necesaria pues al trabajar con los equilibrios de
Nash en el Capitulo [3| necesitaremos mostrar que un operador similar al operador
Q) del Teorema @L definido a partir de multifunciones del tipo FY, es scs (véase
el Teorema @ Entonces sera preciso usar el Teorema , que no vale cuando
imponemos

Q(z,y) = Fpu(x) = {0} si x € argmin f¥

pues la condicion

Q(z,y) = B,n(0,1) si v € argmin f¥
fue usada en su prueba (en el tercer parrafo). En realidad, lo esencial de la definicién
de Ff cuando = € argmin f es que Fy¢(x), ademds de ser un conjunto convexo, com-
pacto y no vacio, contiene tanto al vector 0 como a la imagen de F;. Asi, habriamos
obtenido los mismos resultados si en vez de trabajar con B(0,1) hubiésemos tra-
bajado con cualquier conjunto convexo, compacto y no vacio K que contenga a
B(0,1).



Capitulo 2

Equilibrios de Nash

El Problema de Equilibrio de Nash (Generalizado) es un modelo matemético
que sirve para modelar situaciones de la vida real como la que hemos descrito en
el segundo pérrafo de la [[ntroduccidn] La idea es la siguiente: N agentes o juga-
dores interactian en un “juego”, intentando reducir sus pérdidas (o aumentar sus
beneﬁcios)ﬂ a través del uso de una “estrategia”. Como cada jugador tiene control
sobre su estrategia propia (pero no sobre las de sus rivales), y como sus pérdidas
(o beneficios) dependen de las estrategias de todos los agentes, a cada momento él
trata de escoger una estrategia que, con respecto a las estrategias empleadas por
sus rivales, le reporte las menores pérdidas (o los mayores beneficios). Es decir, cada
jugador conoce las estrategias de sus rivales y, sobre la base de ese conocimiento,
escoge la suya propia. Naturalmente, si un jugador modifica su estrategia, otros
también podrian hacerlo, y luego otros, de modo que no es facil que el juego llegue
a un equilibrio (o sea, a un punto en que las estrategias empleadas se mantengan
estables porque cada jugador esta empleando su mejor estrategia respecto de las de
sus rivales); incluso, tal equilibrio podria no existir.

El objetivo de este capitulo es presentar el Problema de Equilibrio de Nash Ge-
neralizado. Primero exploramos el Problema de Equilibrio de Nash, dando algunos
ejemplos y probando el teorema de Nash, que garantiza la existencia de solucién
para el problema bajo ciertas circunstancias. Luego introducimos el problema gene-
ralizado, y establecemos la terminologia y notacién que utilizaremos en los siguientes
capitulos para reformular dicho problema.

9. EI NEP

Sean n,nq,...,ny nameros naturales tales que n = n; + --- + ny, de forma que
podamos escribir
R*"=R"@--- ¢ R"™. (9.1)

Por simplicidad, escribimos también

R =R"@.--pR™" *pR™"' @---pR"Y, (v=1,...,N).

I'Véase la Observacién

81
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Para cada v € {1,..., N} fijemos un conjunto no vacio
X, CR™, (9.2)

y una funcién
0, :R" — R.

Dado un vector x € R", denotamos a su v-ésima componente en la suma directa
(9.1) mediante el simbolo z¥, y a sus componentes restantes mediante el simbolo
x~. Es decir,

A fin de destacar x” en x, a veces escribiremos (z”, 27") en lugar de z, no significando
esto que las componentes de x hayan sido reordenadasE]. Por extension, los elementos
de R™ seran genéricamente denotados por z* (sin que necesariamente exista un
xr € R" cuya v-ésima componente sea z”), de la misma manera en que usamos z para
denotar los elementos de R". Igualmente, los elementos de R"~™ seran denotados
genéricamente por x~".

El Problema de Equilibrio de Nash (NEP por sus siglas en inglés) consiste
en encontrar puntos 7 = (z',...,Z%) en X; x --- x Xy que satisfagan la siguiente

propiedad
0,(x",z7") < 0,(x",7") para cualesquiera v € {1,..., N} y 2z € X,.

Estos puntos (si existen) son llamados equilibrios (de Nash) o soluciones del
NEP. Naturalmente, si existen tales puntos decimos que el NEP posee solucion;
de lo contrario, decimos que no posee solucion.

Debido al origen econémico del NEP, cada uno de sus elementos posee una deno-
minacion sugestiva. Asi, N agentes o jugadores interactian en un juego, intentando
reducir sus pérdidas a través del uso de una estrategia. El v-ésimo jugador controla
las n, variables

¥ e R™

de R™, que son conocidas como sus variables de decisién o como su estrategia
en el juego; la funcién
0, :R" = R,

cuyos valores dependen de todas las variables de decisién, mide sus pérdidas (o
beneficios), y por ello es denominada su funcién objetivo, su funcién de coste
o su funcién de pérdidas’} el conjunto

X, C R™,

’La igualdad = (2¥,27") es un abuso de notacién muy difundido en la literatura cientifi-
ca, cuya razén de ser responde a la necesidad de una notacién concisa. En efecto, dados dos
vectores y = (y',...,yN) y z = (21,...,2Y) en R", es més facil escribir (z¥,y~ %) en vez de

(yla R yu_l? Zy7yy+17 L >yN)'
3Véase la Observacic’)n
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conocido como su conjunto de estrategias (factibles) o como su regién factible,
representa las estrategias que él puede utilizar durante el juego. Cada vector

r=(z' ... 2N) e R"
nos da un conjunto de estrategias del juego, una por cada jugador, donde x™" re-
presenta las estrategias de los rivales del v-ésimo jugador. Cuando cada estrategia
x¥ sea factible, esto es ¥ € X, diremos que

r=(v',...,2") e Xy x - x Xy

es un vector factible. Asi, para un conjunto dado de estrategias x=" de sus rivales,
el v-ésimo jugador intenta encontrar una estrategia factible 2 € X, que minimice
sus pérdidas, es decir, trata de resolver el problema de minimizaeiénﬁ

min 6, (z", 27"), e X,. (9.3)

Los equilibrios (como los definimos en el parrafo anterior) son justamente aquellos
puntos factibles en que cada jugador ha logrado su objetivo (o sea, resolver su res-
pectivo problema de optimizacion). Si S, (z~) C X, representa al conjunto solucién
del problema (9.3)) y

S(x) =8t ..., 2V) =8 (a7 x - x Sy(z7Y),

entonces § : X; x -+ x Xy = X; X -+ X Xy define un operador multivaluado cuyos
puntos fijos son precisamente los equilibrios del NEP.
Veamos un par de ejemplos simples que ilustren estos conceptos.

Ejemplo 9.1. Consideremos N = 2 jugadores interactuando en R* con n; = ny = 2,
cuyos problemas de minimizacién asociados son los siguientes

miln T, + To + 1173 mi2n (23 — 1) + 21 (24 — 1)2

Aqui las variables de decision son

b = (x1,22) y 2= (x3,24),

de modo que cada vector z de R* se escribe = (x!, 2?); en particular, 27! = 22 y

x~2 = z'. Las funciones de pérdidas son

Or(zt, o) =21+ + sy Ou(2® 27 = (23— 1)* + a1 (2g — 1)
y los conjuntos de estrategias factibles son

X=X, = [-1,1] x [-1,1].

4Véase la Observacién
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Dada una estrategia factible 27! = 22 = (23, 24) € X5 del segundo jugador, como

0 < x3+ 1 el problema de optimizaciéon asociado al primer jugador
min 0, (', ™), vt e X

tiene una tinica solucién en el punto ' = (21, z2) = (=1, —1). Similarmente, dada
una estrategia factible 172 = 2! = (21, 29) € X, del primer jugador, el problema de
optimizacién del segundo jugador

mgnﬁg(xQ,a:_2), z° € Xy
x

posee el siguiente conjunto solucién:

{(1,1)}, si zq > 0,
SQ(Z’_2) = {(1,0)}, siz; <0,
{1} x [-1,1], siz; =0.

Esto implica que
z=(z',2%) = (-1,-1,1,0)

es el unico equilibrio de este NEP.

Ejemplo 9.2. Modificamos levemente el ejemplo anterior. E1 NEP

miln T1+To + 1173 m12n (23—1)% + 21 (24 — 1)
1 <0 lzs] <1
) S 0 |ZL'4| S 1

con funciones objetivo
Or(x' 2 ) =2 Fas+ sy Oa(a?07?) = (23 — 1)* + 2y (24 — 1)7,
y con conjuntos de estrategias factibles
X; = (—00,0] X (—00,0] v Xo=[-1,1] x [-1,1]
no posee solucion, ya que el problema del primer jugador

miln T+ T2 + T123, l’l € X1
x

no posee solucién para ninguna estrategia z? del segundo jugador.
Veamos otro ejemplo no tan simple, pero interesante.

Ejemplo 9.3 (Zero-sum game of two players). Consideremos un juego de suma
cero (zero-sum game) con N = 2 participantes. Esto quiere decir que las funciones
0, vy 0 del NEP suman cero, o sea

01(x', 2?) = —0,(z', 2%) para todo (a',2?).
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Supongamos que las regiones factibles X, C R™ son compactas. Supongamos
ademas que las funciones 6, son continuas y que para cada v y x~" fijos la apli-
cacion
= 0,(x", x7")

es convexa. Entonces la funcién #; : R™ x R™ — R tiene la propiedad de que
' — 0;(x1,22) es convexa para cada z? € R™ fijo y de que 2% — 01(z1,72) es
concava para cada x! € R™ fijo. En virtud del teorema minimax de von Neumann
(Teorema [4.22)), existe 7 := (z!,7%) € X, x X tal que

min 6,(z',7%) = 0,(z", %) = méx 0,(z", 2?),

:E1€X1 332€X2
es decir,
min 0, (z',7%) = 0,(z",7%) vy min 0, (7', 2?) = 0y(z", 7°),
$1€X1 1‘2€X2

lo cual significa que T es un equilibrio de Nash. Asi, este NEP admite solucionesﬂ

John Nash introdujo el NEP en su articulo [26], donde también probé que el
NEP admite soluciones bajo ciertas hipétesis. La prueba original de este resultado,
mostrado en su tesis de doctorado, hacia uso del teorema de punto fijo de Brouwer.
No obstante, en [26] John Nash simplificé dicha prueba original al utilizar el teorema
del punto fijo de Kakutani (en lugar del teorema de Brouwer). Este resultado es
importante porque nos dice que el NEP admite soluciones bajo hipétesis naturales,
y que por tanto vale la pena estudiarlo.

Teorema 9.4 (Nash, [20]). Supongamos que las funciones 0, son continuas en R™
y que cada aplicacion
¥ = 0,(x", x7")

es convexa para cualquier x~% fijo. Supongamos también que los conjuntos X, C R™
son converos, compactos y no vacios. Entonces el NEP posee solucion.

PRUEBA. Usando el teorema de Kakutani (Teorema|4.20]) probaremos que la multi-
funcién S posee algiin punto fijo. Sea Z = (z!,...,7") un elemento de X; x - - - x Xy.
Dado v € {1,..., N}, la aplicacién

= 0,(x", 27"
es continua y por tanto alcanza su minimo, digamos A € R, sobre el conjunto
compacto X, o sea S,(Z7") es no vacio; como ademés S, (z7") = X, NSy, donde

5 La interpretacién practica de un juego de suma cero es la siguiente. Supongamos que existe
una economia en la que solo participan dos agentes, que interactiian como en el NEP para obtener
la mayor ganancia posible. Como solo hay dos participantes en la economia, el dinero que uno
gane lo habra perdido el otro, y viceversa, lo cual quiere decir que la suma de las funciones de
beneficio de ambos agentes (las cuales dependen de sus estrategias) es igual a cero. Lo interesante
del teorema minimax de von Neumann (Teorema es que nos dice que todo juego de suma
cero posee un punto de equilibrio.
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Sy es el subnivel (convexo) de dicha aplicacién convexa, concluimos que S, (Z7) es
también convexo. Puesto que

S(@) =8 () x - x Sy(z™),

esto muestra que S tiene imagenes convexas y no vacias.

Por otra parte, la continuidad de las funciones 6, nos garantiza que el grafico
G(S) de S es cerrado: si (g, yx) es una sucesién en G(S) que converge a (Z,7),
entonces y; € S, (x, ") para cualesquiera k y v, es decir,

0, (yy,x.") < 6,(z", x.") para cualesquiera k, vy 2" € X,,
de donde, haciendo £ — oo para v y z¥ fijos, obtenemos

0,(y",z7") < 6,(z”,z7") para cualesquiera v y 2" € X,,

osea y” € S,(Z7") para todo v, lo cual significa (z,y) € G(S). Vemos por tanto que
S verifica las hipdtesis del Teorema [4.20] completando asi la prueba del teorema. [

Teniendo en cuenta el teorema anteriof’| podemos ver que una de las razones
por las que en nuestro primer ejemplo existe solucién, y en el segundo no, es que el
conjunto X := X; X X5 es compacto en el primer ejemplo, pero no en el segundo.

Observacion 9.5. Como mencionamos en el inicio de este capitulo, la idea bési-
ca del NEP es que los jugadores desean minimizar sus pérdidas, o maximizar sus
beneficios. Nosotros hemos convenido en trabajar con pérdidas, lo cual, matemati-
camente, significa que el problema de optimizacién que enfrenta cada jugador
es un problema de minimizacion. Podriamos haber trabajado con beneficios. En ese
caso, las funciones objetivo 0, serian llamadas funciones de beneficio o funciones
de utilidad, el problema seria un problema de maximizacion, y los puntos de
equilibrio serian aquellos vectores

r=(z'..., 2V e X; x - x Xy
tales que

0,(z",z7") > 0,(x",27") para cualesquiera v € {1,..., N} y 2 € X,.

10. El GNEP

Volvamos al ejemplo de la[Introduccidn] Si el equipo A ataca, obviamente el equipo B
no puede ponerse a atacar, pues ni siquiera tiene el balén; mas bien va a defender o,
si fuera posible, preparar un contraataque. Esto ilustra un hecho importante: en los
“juegos”de la vida real el conjunto de las estrategias que un jugador puede usar en
un momento dado va a depender de las estrategias de sus rivales. Matematicamente,
esto significa que el conjunto X,, C R™ del NEP no permanece fijo, sino que depende
de z7". La versién generalizada del NEP incorpora esta condicién.

6Véanse también los resultados de existencia de solucién del siguiente capitulo.
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Asi, en vez de los conjuntos X, C R™ consideramos las multifunciones
X, R 3 R™, (10.1)
Entonces, el problema de minimizacién que enfrenta el v-ésimo jugador pasa a ser
min 6, (x", x™"), e X, (z7), (10.2)

xU

donde 7% es un conjunto dado de estrategias de sus rivales. Hablando més su-
gestivamente, a cada momento el v-ésimo jugador trata de minimizar sus pérdidas
escogiendo una estrategia adecuada z¥ de entre un conjunto posible de estrategias

X, (x7"), el cual depende de las estrategias x=” empleadas por sus rivales.
El Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP por sus siglas
en inglés) consiste en encontrar los equilibrios del problema en cuestion, o sea los
puntos en que cada jugador ha resuelto su respectivo problema de optimizacion.

Explicitamente, el GNEP consiste en hallar vectores 7 = (z',...,z") tales que
e X, (V) y

0,(z",z7") < 0,(x",z7") para cualesquiera v € {1,..., N} y 2 € X, (7).

Estos puntos (si existen) son llamados equilibrios de Nash Generalizado o so-
luciones del GNEP. Naturalmente, si existen tales puntos decimos que el GNEP
posee solucion; de lo contrario, decimos que no posee solucién.

Si S, (z7") C X, (x7") representa el conjunto solucién del problema (10.2)) y

S(z) =8zt ..., 2V) =8 (z7) x - x Sy(z7Y),

entonces S : R" = R” define una multifuncién cuyos puntos fijos £ € S(Z) son
exactamente las soluciones del GNEP.

Observacién 10.1 (El GNEP generaliza el NEP). Cuando las multifunciones X,
introducidas en son constantes, esto es, cuando existen conjuntos X, C R™
tales que X, (z7") = X, para todo 77 € R" ™ el GNEP puede verse como un
NEP. (El doble uso del simbolo X, no deberia causar confusion.) Asi, los NEPs
constituyen una subclase de los GNEP{|

Un conjunto de estrategias T = (z!,...,z") € R" es llamado factible si puede
ocurrir en el juego, es decir, si cada estrategia " es factible respecto de las estrate-
gias rivales 277, o sea ¥ € X, (7). Los puntos factibles del GNEP son exactamente
los puntos fijos z € (z) de la multifuncién €2 : R™ = R™ dada por

Qz) =, ..., 2™) = X1 (7 x - x Xy(z™).
Claramente,
T € S(z) implica T € QT),

lo cual expresa el hecho de que toda solucion del GNEP es necesariamente un vector
factible.

Noétese que si el GNEP es un NEP entonces esta nocién de factibilidad coincide
con la previamente introducida en el contexto de los NEPs.

"No todos los GNEPs que pueden verse como NEPs tiene multifunciones asociadas X, cons-
tantes (véase la Observacion [10.4)).
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soluciones del GNEP

o=l |- -»

Figura 10.1: Grafico del Ejemplo La regién sombreada {(z!, z') | z* + 22 < 1}
representa al conjunto de vectores factibles. Para cada punto factible z = (2!, 7°)
tenemos S(z) = {(min{1,1 — z?},min{3,1 — z')}; ademds, = € S(z) si y solo si z

estd en el segmento que une (3, 1) con (1,0).

Ejemplo 10.2 ([12, Example 1.1]). Consideremos en R? un juego con N = 2 par-
ticipantes, cada uno controlando una variable (o sea n; = ny = 1). Por simplicidad,
usamos el sfmbolo x! para denotar a la variable 1, que es la tinica variable de R?
controlada por el primer jugador; hacemos lo mismo con el segundo jugador. De esta

manera, los vectores de R? se escriben x = (x!, 2?), y ademés

. 1 ) .
min (x”—1) min (x*— 3
r+t<1 o+t <1

Las funciones de pérdidas de este GNEP son

bi(a,a?) = (' =17y Gy(a’,a?) = (a® — 1)

Dada una estrategia ! = 2?2 del segundo jugador, el conjunto de estrategias facti-

bles del primer jugador es
Xi(a™h) = X1(2®) = (—00,1 — 27,
de modo que su problema de optimizacién asociado

milnel(xl,x’l), vt e Xi(z7h)
x
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posee una tnica solucién en x! = min{1,1 — z?}. Similarmente, dada una estrategia
x~2? = x! del primer jugador, el conjunto de estrategias factibles del segundo jugador

Xo(27?) = Xp(2') = (—o0,1 — 2],

de forma que su problema de optimizacién asociado

min Oy (2?, 272), r? € Xo(z7?)

x
tiene una unica solucién en 2 = min{i, 1 — z'}. En consecuencia, = = (z',z?)
es un punto de equilibrio de Nash generalizado si y solo si z! = min{1,1 — 7%} y
1% = min{3,1 — z'}, es decir, si y solo si #Z =1 —z' y £ < z' < 1. Por tanto, el
conjunto de soluciones

{t,1-t)eR* |1 <t <1}

de este GNEP es infinito.

Antes de continuar introducimos un poco de terminologia. Dados v € {1,..., N}
y x77 € R"™™ el simbolo 6,(-,27") representara la aplicacién

e R —0,(x",27") € R.

Una afirmacién del tipo “f, es continua (respectivamente convexa, diferenciable,
etc.) respecto a la v-ésima variable” significard que 6,(-,27") es continua (respecti-
vamente convexa, diferenciable, etc.) para todo 27" € R" ",

La principal pregunta que surge al analizar un GNEP dado consiste en decidir si
este admite soluciones. La respuesta a esta cuestion esta sujeta a las caracteristicas
del GNEP considerado. Como regla general, mientras mas débiles sean las hipdte-
sis bajo las que trabajemos, menos podremos afirmar sobre nuestro problema. Por
ello es usual considerar GNEPs que satisfagan hipotesis “razonables”. Una primera
hipdtesis razonable es la siguiente hipdtesis

H1. (Hipétesis de continuidad) Cada 6, es continua en R”.

Otras hipdtesis que cominmente se toman en cuenta son las siguientes.

H2. (Hipétesis de diferenciabilidad) Cada 6, es de clase C' en R™.
H3. (Hipdtesis de convexidad) Cada 6, es convexa repecto a la v-ésima variable.

H4. (Hipétesis de cuasiconvexidad) Cada 6, es cuasiconvexa respecto a la v-
ésima variable.

Los GNEPs que verifican la hipdtesis de diferenciabilidad [H2.] que es mas fuerte
que la hipétesis de continuidad [HI. pueden ser més faciles de analizar debido a que
en este caso las funciones objetivo de los problemas de minimizacién asociados
al GNEP son diferenciables. En las Secciones y [L6] estudiaremos més a fondo
este tipo de GNEPs.

Por otra parte, las hipétesis y son motivadas por el hecho de que el

GNEP posee un origen econémico. Mas precisamente, como en economia surgen
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naturalmente funciones convexas, o, mas generalmente, funciones cuasiconvexas, los
GNEPs que satisfacen estas hipdtesis han sido histéricamente importantes. Por ejem-
plo, cuando John Nash definié el NEP en [26] y probé su teorema de existencia de
solucién (Teorema , trabajaba bajo las hipdtesis de convexidad y continui-
dad [H1.] La hipétesis de cuasiconvexidad es la generalizacién natural de la
hip6tesis de convexidad [H3.]

Cuando se trabaja bajo la hipétesis de convexidad (o cuasiconvexidad) es comun
requerir que los conjuntos factibles de los problemas sean convexos, o0 sea que

cada X, (x7") sea convexo.

Los NEPs constituyen la subclase méas importante de los GNEPs. En [29], J.B.
Rosen introdujo una subclase de GNEPs que, por un lado, contiene a los NEPs, y
que, por el otro, es lo suficientemente restrictiva como para que tenga propiedades
interesantes (véase el Teorema. La hipétesis que Rosen introdujo es la siguiente.

HR. (Hipétesis de Rosen) Existe un conjunto no vacio y convexo (posiblemente
cerrado o compacto) X C R” tal que cada X, (z7") esta dado por

X(z™")={2" e R" | (z",27") € X}. (10.3)

Claramente, cuando esta hipotesis se satisface se tiene que
cada X, (x7") es convexo;
ademas, si el conjunto X es cerrado (compacto) entonces
cada X, (x7") también es cerrado (compacto).

Otra ventaja es que en estos casos los vectores factibles del GNEP, o sea los puntos
T € R” tales que ¥ € X,(Z7") para todo v, o equivalentemente z € (), son
precisamente los elementos del conjunto X (véase el Lema . Una consecuencia
inmediata de este hecho es que la definicién de equilibrio de Nash generalizado se
simplifica levemente: un vector z = (z!,...,7") es solucién del GNEP si y solo si

reXy
0,(z",z7") < 0,(x",z7") para cualesquiera v € {1,..., N} y 2 € X, (7).

Lema 10.3. Supongamos que existe un conjunto X C R™ tal que la hipdtesis de

Rosen es satisfecha. Entonces para todo © € R"™ se cumple que x € Q(x) si y solo si
reX.

PRUEBA. Si z € Q(z), entonces z¥ € X, (z77) para todo v € {1,..., N}, esto es,
r = (x¥,27") € X. Reciprocamente, si x € X, entonces es claro que cada z¥ estd en
X, (x7") pues (z¥,27") =z € X, y en consecuencia x € Q(x). O

Observacion 10.4. Un GNEP que cumple la hipétesis de Rosen es un NEP si y
solo si su conjunto asociado X se escribe de la forma

X:X1X"'XXN, (104)



Capitulo 2. Fquilibrios de Nash 91

donde cada conjunto X,, C R™ es convexo y no vacio. Cuando esto sucede las
multifunciones X, estan dadas por

X, () = v Siexistea” e R™ tal que (2”,27") € X,
v\ =
0, si (z¥,277) € X para todo 2 € R™.

Si vemos el GNEP desde el punto de vista de los beneficios o utilidades (véase
la Observacién 9.5)), el conjunto X de la hipétesis de Rosen tiene una interpretacién
interesante. Solo para ilustrar este punto supongamos que X tiene la forma

X={(21,...,2,) ER" | 2]+ -+ 22 <My 0 < ; para todo i},

donde M > 0. Entonces podemos pensar en X como la totalidad de recursos conjun-
tos de que disponen todos los jugadores: mientras mas recursos utilice uno de ellos
para incrementar sus utilidades, habra menos recursos disponibles que los demés
jugadores puedan emplear.

El GNEP del Ejemplo [10.2] satisface todas las hipétesis que hemos introducido
en esta seccién. En este caso el conjunto X esta dado por

X ={(z"2*) e R?* | 2" + 2% < 1}.

Ejemplo 10.5. En R? consideremos el siguiente juego de N = 2 participantes

min z' + 2% — 1, min z'2?
z! 2
1 1
x >0 x>0
x2 Z (l’l)Q 1:2 Z (1’1)2

en el que el jugador 1 controla la variable ! y el jugador 2 controla la variable 2.
Este GNEP satisface la hipotesis de Rosen. Su conjunto asociado X es

X ={(z',2") eR* | 2" >0, 2° > («1)?}.

Dada una estrategia #2 > 0 del segundo jugador, la regién factible del primer jugador
es

Xi(z7Y) = X, (2?) = {z! € R | (z},2?) € X} = [0,Va?],

por lo que el conjunto soluciéon de su problema de optimizacién asociado es

S (z%) = {0}.

De manera semejante, dada una estrategia ' > 0 del primer jugador, la regién
factible del segundo jugador es

Xo(272) = Xp(2') = {2' e R | (2, 2%) € X} = [(xl)Q,oo),

de forma que

ZL‘l [07 )7 Si[ElZO,
(@) = {{( D21 sigl > 0.
)
[

Luego, un vector factible z = (z!,7?) € X es una solucién del GNEP si y solo si

7' =0y 7% >0, 0sea que {0} x [0, 0o representa al conjunto de equilibrios de Nash
generalizado.
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soluciones del GNEP

Figura 10.2: Grafico del Ejemplo [10.5| La regién sombreada representa a X. Para
cada punto factible z = (z',2%) € X tenemos S(z) = {0} x [0,00) si ! =0y
S(z) = {0} x {(z")?} si 2! > 0; ademds, T € S() si y solo si &' = 0.

Los GNEPs que verifican la hipétesis de Rosen fueron estudiados en detalle en
[29], donde, entre otras cosas, Rosen generalizé el teorema de existencia de solu-
cion de Nash. Debido a la importancia que estos GNEPs han tenido en las tltimas
décadas, a veces se les ha confundido con la version general del GNEP.

Teorema 10.6 (Rosen, [29, Theorem 1]). Supongamos que se satisface la hipdtesis
de Rosen y que ademds se verifican las hipdtesis de continuidad y convexidad [H1.]
y[H3.] Supongamos también que el conjunto X asociado es compacto. Entonces el
GNEP admite solucion.

PRUEBA. Sea la funcién p : R" x R” — R definida por

N

ple,y) =D 0y, x™).

v=1
Esta funciéon es continua, y tiene la propiedad de que para cada x € R” fijo la
aplicacion
pz,-)  y = plz,y)

es convexa y continua, por lo que el conjunto
D) :={y € X | p(e,y) = minp(z, 2)} € X

es convexo y no vacio (pues X es compacto) . Esto nos da un operador I' : X = X
cuyas iméagenes son convexas y no vacias.

Afirmamos que el grafico G(I") de I es cerrado, lo que serd una fécil consecuencia
de la continuidad de p. De hecho, si (xk,yx) es una sucesién en G(I') que converge
a (Z,y), entonces T,y € X y

Pk, yr) < p(ak, z) para todo z € X,
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de donde, tomando limite cuando k — oo para z € X fijo, deducimos que
p(Z,y) < p(Z, z) para todo z € X,

es decir, (z,7) € G(I'). Asi, I" satisface las hip6tesis del teorema de Kakutani (Teo-
rema [4.20)), y en consecuencia posee un punto fijo z € I'(z).

Veamos finalmente que z € X es una solucién del GNEP. Dados v € {1,..., N}
y ¥ € X, (Z7"), tenemos que verificar que 0,(z",z7") — 0,(x”,z7") < 0. El vector

vty =(z',. ..,z e 2t )
pertenece a X y tiene la propiedad de que y* =z si p # v y y” = z¥, de manera
que

donde la tltima desigualdad se debe a que z € I'(Z). Esto completa la prueba del
teorema. ]

Los puntos fijos £ € I'(z) del operador I' definido en la prueba del teorema
anterior son llamados equilibrios de Nash normalizados (véase la Seccién [15).
Acabamos de ver que todo equilibrio de Nash normalizado es un equilibrio de Nash
generalizado.

Observacién 10.7. El teorema de Nash sigue siendo valido si reemplazamos la
hipétesis de convexidad por la hipdtesis de cuasiconvexidad [H4. como puede
verse facilmente de su demostracion. No acontece lo mismo con el teorema de Ro-
sen pues la hipotesis no implica necesariamente que las funciones p(z,-) sean
cuasiconvexas.

El teorema de Rosen fue uno de los primeros resultados que garantizaban que
ciertos GNEPs posefan solucién (el primero fue dado por Debreu [10]). Existen
muchos otros resultados de este tipo, el mas importante de los cuales tal vez sea el
siguiente teorema, aplicable a GNEPs que no necesariamente verifican la hipdtesis
de Rosen.

Teorema 10.8 ([21]). Supongamos que se cumplen las hipdtesis de continuidad y
cuasiconvexidad y (pero no necesariamente la hipdtesis de Rosen). Supon-
gamos también que existen N conjuntos convexos, compactos y no vacios K, C R™
tales que para cada x € Ky X -+ X Ky el conjunto

Qz) = X1 (z71) x -+ x Xn(z™)

esta contenido en Ky X --- X Ky y es convexo, compacto y no vacio. Si cada multi-
funcion
X, Ky x-- xK, 1 xK, ;1 x---x Ky 3 R™

es sci y scs entonces el GNEP posee solucion.
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Antes de comenzar la prueba observemos que la hipdtesis del teorema sobre 2
significa que si x € Kj x --- x Ky, entonces cada X, (z7") estd contenido en K, y
es convexo, compacto y no vacio. En particular, cada multifuncion X, : K_, = K,
donde

K, =K x- - xK, 1 xK, 1 x-- XKy,

tiene imagenes convexas, compactas y no vacias.
Siendo cada X, : K_, = K, sci y scs, las multifunciones K = K, dadas por
z+— X, (z77), donde K := K; X --- x Ky, son también sci y scs (véase el Ejemplo

, lo cual significa que
QK=K

es sci y scs (véase el comentario que sigue al Ejemplo . Reciprocamente, si las
multifunciones K = K, = — X, (x~") son sci y scs, entonces cada X, : K_, = K,
también es sci y scs (véase el Ejemplo .

Asi, las hipétesis sobre € y los X, en el Teorema [10.8 nos dicen en esencia que
Q2 : K == K essciy scs con imagenes convexas, compactas y no vacias. En particular,
el grafico G(©2) de Q : K = K es cerrado por la Proposicién [4.15

PRUEBA DEL TEOREMA [10.8] Procedemos como en la prueba del teorema de Nash
(Teorema : mostraremos que el operador S : K == K satisface las hipdtesis
del teorema de Kakutani (Teorema , lo cual implicard que S posee un punto
fijo. La prueba de que S tiene imagenes convexas y no vacias es la misma que en
la demostracién del teorema de Nash, reemplazando X, por X, (z7") y usando la
cuasiconvexidad de las aplicaciones ¥ +— 60, (z",27").

Solo nos falta mostrar que las semicontinuidades superior e inferior de cada X,
implican que G(S) es cerrado. Sea (z,yx) una sucesién en G(S) que converge a
(Z,7y). Entonces (z,y) € G(Q), pues G(Q2) es cerrado y G(S) C G(£2). Ademas

yy € S,(x,”) para cualesquiera k y v, es decir,
0, (yr,x.") < 6,(2", ;") para cualesquiera k, vy z¥ € X, (z7").
Queremos ver que (Z,7) € G(S), o sea que
0,(y",z7") < 0,(x",z") para cualesquiera v y " € X, (z7").

Dados v y ¥ € X, (z7"), como X, : K_, =% K, es sciy x,;” — T, existe por el
Lema una sucesion (z}) en K, que converge a =¥ y tal que z} € X, (z,") para
todo k. De manera que tomando limite en

eu(yZa x;;’/) < 91/(21,;7 xl?/)

conseguimos
0,(y".27") < 0,(z", 27"),

que era lo que deseabamos probar. O

Observacion 10.9. Pareciera que en la prueba anterior no fue usada la hipotesis de
semicontinuidad superior de los X, : K_, = K,,. Sin embargo, ella fue necesaria para
deducir que G(2) era cerrado, lo que implicé (z,y) € G(R2), esto es, ¥ € X, (z77)
para cada v.



Capitulo 3

Reformulaciones como problemas
de desigualdad variacional

En este capitulo presentamos varias reformulaciones del GNEP como problemas
de desigualdad variacional. Lo que haremos esencialmente sera aplicar las condicio-
nes de optimalidad de la Seccién [§ que traducen un problema de minimizacién del
tipo

min f(x), r e R"

en un problema de desigualdad variacional, a los problemas de minimizacion

min 6, (z¥, 27"), ' e X, (x7") (110.2)

que enfrenta cada jugadoxﬂ. Como vimos en dicha seccién, el tipo de reformula-
ciéon que obtuvimos dependié de las propiedades de f. Igualmente, las hipotesis que
adoptemos determinaran el tipo de reformulacién del GNEP que obtendremos aqui.
Antes de comenzar, recordamos y fijamos algunas notaciones y terminologia del
Capitulo[2] Primero que nada, trabajaremos siempre bajo la hipdtesis de Rosen, esto
es, existira siempre un conjunto convexo y no vacio X C R" tal que cada X, (z7")

esta dado por
X(z™)={a" e R™ | (z",27") € X}; (110.3))

en particular, los conjuntos X, (z") también serdn convexos. Luego, el GNEP sera
un NEP si y solo si el conjunto X tiene la forma

X:X1X"'XXN, 104
donde cada X, C R™ es convexo y no vacio, en cuyo caso

X, (pv) = { X stexistea” € R tal que (a¥,27") € X,
v\ =
0, si (¥, x7") € X para todo z¥ € R™.

A menos que se indique lo contrario, vamos a suponer tacitamente que las funciones
objetivo de nuestros GNEPs satisfacen la hipotesis de continuidad

'En términos generales, la mayor parte de este capitulo puede verse como una, serie de corolarios
de los resultados de la Seccién 8.

95
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[H1] cada 6, es continua en R™.

Adicionalmente, los GNEPs considerados satisfardan las siguientes hipdtesis (no ne-
cesariamente todas) de diferenciabilidad, convexidad y cuasiconvexidad

[H2] cada 6, es de clase C! en R™;
[H3. cada 6, es convexa repecto a la v-ésima variable;

[H4. cada 6, es cuasiconvexa respecto a la v-ésima variable,

respectivamente. Si z = (z!,...,2") € R, entonces

Qz) = X1(z7) x - x Xny(z™) Cc R,

definiendo esto una multifuncién 2 : R” = R"™ cuyos puntos fijos = € Q(z) son los
puntos factibles del GNEP. Sabemos del Lema que

re€Qx) siysolosi ze€ X,

es decir, los puntos factibles del GNEP son precisamente los elementos de X.
Toda solucién € R™ del GNEP es un vector factible, o sea € X. Reciprocamente,
un vector factible z € X es una solucién del GNEP si y solo si

0,(z",z7") < 0,(x",z7") para cualesquiera v € {1,... , N} y ¥ € X, (™).

Vamos a reformular el GNEP primero bajo las hipotesis de diferenciabilidad
y convexidad (Seccién . Luego debilitaremos la hipdtesis de diferenciabili-
dad, trabajando solo con las hipotesis de continuidady convexidad (Seccién
12)). Después reemplazaremos la hipdtesis de convexidad por la de cuasiconvexidad,
trabajando solamente con las hipdtesis[HL.y (Seccién[L3). Aunque las reformu-
laciones seran totales (nos daran condiciones necesarias y suficientes) para el NEP,
y parciales (nos daran solo condiciones suficientes) para el GNEP general, en cada
caso ellas nos permitiran obtener resultados andlogos al teorema de Rosen (Teorema
10.6)).

11. Caso convexo y diferenciable

Trabajamos primero con GNEPs que satisfacen las hipdtesis de diferenciabilidad y
convexidad y [H3.] Entonces para cada v € {1,...,N} y 7% € R"™ fijos la
aplicacion
O,(,27") 12V — 0,(z", 27"),

que el v-ésimo jugador desea minimizar sobre X, (z7"), es convexa y diferenciable.
De ahi que la idea para reformular el GNEP sea utilizar la condicion de optimalidad
de la Subseccién [8.1] aplicable a problemas de minimizacién cuya funcién objetivo
es convexa y diferenciable.

Més precisamente, para cada punto z = (x!... z)

F(z) = (VIVO,,(QJ",:B_”))]VV: = (V$191(:U1,x_1),--- ,vaeN(ﬂfN,x_N)) e R",

donde V.0, (", x7") es el gradiente de 6, (-, x7") en el punto x”. Entonces existe un
resultado clasico que relaciona el GNEP con el problema de desigualdad variacional
VI(F, X) asociado a la funcién F : R" — R™.

en R™ definamos el vector

1
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Teorema 11.1. Consideremos un GNEP que satisface las hipotesis de diferenciabi-
lidad y convezidad[H2.) y[H3.] Entonces toda solucion del problema de desigualdad
variacional VI(F, X) es solucion del GNEP.

PRUEBA. Sea = (z',...,7") € X una solucién del problema VI(F, X). Entonces

N
Z(VMQM(J_U“,E’“),,Z“ — ") = (F(Z),2 —Z) >0 paratodo z = (z',...,2") € X,
pn=1

donde (,) representa el producto interno correspondiente en cada caso. Debido a la

hipétesis de Rosen, cada componente ¥ de T estd en X, (7). Ademds, para cada

ve{l,...,.N} ya” e X,(z77) tenemos que el vector
o= (2,270 = (24 e e et aY)

estd en X y tiene la propiedad de que z# =z# si p # v y 2¥ = 2%, de modo que

Mz

(V0 (2",277), 2" —

Vb, (z",271), 2" — z') > 0.

u=1

La Proposicion implica por tanto que para cada v fijo el vector ¥ minimiza
la funcién convexa y diferenciable 0, (-, z7") sobre el conjunto convexo X, (z7), es
decir, T es solucién del GNEP. O]

Consecuentemente, si encontramos alguna solucién del problema VI(F, X) en-
tonces habremos encontrado un equilibrio de Nash generalizado. La importancia del
Teorema[I1.JJradica justamente en este hecho, ya que existen muchas mas herramien-
tas, tedricas y algoritmicas, para abordar los problemas de desigualdad variacional
que para abordar el GNEP. Sin embargo, esta es solo una reformulacién parcial del
GNEP porque en general hay muchas mas soluciones del GNEP que soluciones del
problema VI(F, X), de manera que, por ejemplo, si determinamos que el problema
VI(F, X) no posee soluciones entonces no podemos afirmar nada sobre el GNEP.

El siguiente ejemplo muestra lo que ya fue aludido en el parrafo anterior: que no
toda solucién del GNEP es solucién del problema VI(F, X).

Ejemplo 11.2. Consideremos el GNEP del Ejemplo[10.2] que satisface las hipdtesis
y H3.| Tenemos X = {(z!,2?) | z' + z* < 1}. Como 6, (z*,2%) = (2! —1)* y
O5(z!, z%) = (2 — 1)?, la funcién F tiene la forma

F(z',2%) = (2(a' = 1),2(2* — 3)).

Gréficamente, podemos ver que el problema VI(F, X) posee una unica solucién en

el punto z := (%, }L) Todos los demas puntos del segmento que une « := (%, %) y
S := (1,0) no son soluciones de VI(F, X), pero si son soluciones del GNEP, como

ya fue probado en el Ejemplo [10.2

No obstante que el GNEP y el problema VI(F, X) no son equivalentes en general,
si lo son si en vez del GNEP consideramos el NEP, es decir, si suponemos que el

conjunto X del GNEP esta dado como en (|10.4)), o sea X = X; x --- x X donde
cada X, es convexo y no vacio.
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Figura 11.1: Gréfico del Ejemplo [11.2]

Teorema 11.3. Consideremos un GNEP que satisface las hipotesis de diferencia-
bilidad y convexidad Y . Si el conjunto X esta definido como en ((10.4]),
entonces las soluciones del problema de desigualdad variacional VI(F, X) coinci-
den con las soluciones del GNEP. En particular, el NEP es equivalente al problema
VI(F, X).

PRUEBA. Vamos a mostrar que toda solucién del GNEP es solucion del problema
VI(F, X). Sea z = (z',...,Z") una solucién del GNEP. Entonces = € X y cada
¥ minimiza la funcién convexa y diferenciable 6, (-, z7") sobre el conjunto convexo
X, (z™7"). Sabemos por la Proposicién que (V. 0,(z7,27"), 2" — ") > 0 para
todo z¥ € X, (7). En particular, dado cualquier vector x = (z!,...,2") en X =
X X -+ x Xy tenemos que cada z” estd en X, = X, (z7"), de donde

N
(F(x), 2 —2) =Y (Vob, (2", 27"),2" — ") > 0.
v=1
Esto prueba que T es solucién del problema VI(F, X). O

Asi, resolver el NEP equivale a resolver el problema VI(F, X). Desde un punto
de vista historico, este fue uno de los primeros resultados que conectaron los equili-
brios de Nash con el problema de desigualdad variacional; desde un punto de vista
préctico, esta reformulacién contribuy6é mucho al estudio de los NEPs (véase por
ejemplo [13]).

Ahora aplicamos nuestra reformulacién (Teorema para probar un caso par-
ticular del teorema de Rosen (Teorema [10.6)).

Teorema 11.4 (Existencia de solucién). Consideremos un GNEP que satisface las
hipdtesis de diferenciabilidad y converidad[H2. y[H3.| Si el conjunto X es no vacio,

convexo y compacto, entonces el GNEP posee solucion.

PRUEBA. De acuerdo con el Teorema [11.1, bastara con mostrar que el problema
de desigualdad variacional VI(F, X)) admite alguna solucién. Como cada aplicacién
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x — Vb, (2", 27") es continua (pues 0, es de clase C'), la funcién F, que estd dada
por

F(z) = (Vz191(:v1,x_1), e ,vagN(ﬂfN,x_N)),

es continua. El Teorema nos garantiza por tanto que el problema VI(F, X) posee
solucién. Esto concluye la prueba del teorema. O

Hemos visto que la diferenciabilidad de las funciones 6,, o sea la hipdtesis [H2.]
jugd un papel crucial en los teoremas que acabamos de probar. Esto debido a que
la funcion F esta definida en términos de los gradientes de los 6,’s. Desde luego, si
omitimos la hipotesis ya no podemos utilizar tales gradientes, por lo que dichos
teoremas ya no son validos. Sin embargo, en la siguiente seccién veremos que gracias
a la hipétesis de convexidad [H3.] cada teorema de esta seccién puede generalizarse
de forma natural al caso en que los 6,’s no son diferenciables.

Observacion 11.5 (Generalizaciones de los teoremas). En esta observacién enume-
ramos varias extensiones de los teoremas probados hasta ahora, que se desprenden
de sus demostraciones.

(1) Los Teoremas y se cumplen bajo hipdtesis un poco mas generales. A
saber, como la Proposicion [8.1| es védlida cuando la funciéon objetivo respectiva
es convexa y diferenciable (o pseudoconvexa), las hipétesis y pueden
ser reemplazadas por la condicion

cada funcién 0,(-,z7") : ¥ —0,(z”,27") es convexa y diferenciable, (11.1)
0, mas generalmente, por la hipétesis de pseudoconvexidad
cada 6, es pseudoconvexa respecto a la v-ésima variable. (11.2)

Es claro que también podemos prescindir de la hipétesis tacita de continuidad
[H1.] Més aun, todo funciona si el conjunto X de la hipétesis de Rosen, en vez
de ser convexo, tan solo satisface la hipotesis de que

Xy (x™")={a2"|(2",27") € X} es convexo para cualesquiera vy x~". (11.3)

Si bien esto ultimo mejora ligeramente el Teorema [11.1] no conseguimos nada
nuevo respecto del Teorema , pues al considerar NEPs (esto es, X =
X1 x -+ x Xy) tenemos X, (z7%) = 0 o X, (™) = X,, de modo que la
afirmacién equivale a la convexidad de X.

(2) Puede verse que el Teorema también se cumple cuando reemplazamos
las hipotesis y por la condicién . En este caso, la continuidad
de las aplicaciones x — V,.0,(x",27") en la prueba de dicho teorema se si-
gue del Corolario 2.29) Como este corolario es consecuencia de la Proposicién
que no vale cuando la funcién f en cuestién es pseudoconvexa, no po-
demos reemplazar la condicién por la hipdtesis de pseudoconvexidad
. Tampoco podemos debilitar la hipotesis de continuidad (véanse
las hipétesis del Corolario , ni la convexidad del conjunto X de la hipote-
sis de Rosen, ya que dicha convexidad es necesaria para aplicar el Teorema de

Kakutani-Fan (Teorema [4.19)) en la prueba del Teorema
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Comentario aparte 11.6 (Desigualdad cuasivariacional). Supongamos que el GNEP
considerado no verifica la hipétesis de Rosen y que, en vez de tener un conjunto con-
vexo X tal que ([10.3)) se satisface, tan solo tenemos la hipétesis de que

X, (z7") es convexo para cualesquiera vy z~".

Supongamos ademds que las hipdtesis de diferenciabilidad y convexidad y
se cumplen, o, mas generalmente, que la hipdtesis de pseudoconvexidad es
satisfecha. Entonces las demostraciones de los Teoremas y nos permiten
ver que un punto factible € Q(z) es solucién del GNEP si y solo si & es solucién
del problema de desigualdad cuasivariacional QVI(F, <), donde la multifuncién
esta dada por

Qz) = Xi(z™h) x - x Xy(a™).

Obtenemos asi que el GNEP es equivalente al problema de desigualdad cuasivaria-
cional QV'I(F,2). Més aun, esta equivalencia permanece valida si prescindimos de
la hipétesis de continuidad Obsérvese finalmente que la equivalencia clésica
entre el NEP y el problema VI(F, X), obtenida en el Teorema , €s un caso par-
ticular de esta nueva equivalencia, ya que al considerar el NEP en lugar del GNEP,
la hipétesis de Rosen es automaticamente verificada y los problemas VI(F, X) y
VI(F,Q) son los mismos.

Condiciones KKT

Teniendo en cuenta que toda solucién del problema VI(F, X) es solucién del
GNEP, pero no reciprocamente, surge una pregunta natural: ;cudles son las solucio-
nes del GNEP que se preservan al pasar del GNEP al problema VI(F, X)? Aunque
no existe una respuesta completa a esta pregunta, podemos utilizar las condiciones
KKT (véanse las Secciones [3|y [7]) para dar una caracterizacion de tales soluciones
del GNEP en ciertos casos. Con este fin, vamos a suponer que el conjunto convexo

X de la definicion del GNEP esta dado por
X={zeR"| gi1(x) <0,...,g9.-(z) <0}, (11.4)

donde g1, ..., 9, : R” — R son funciones convexas y diferenciables.

La idea es la siguiente. Supongamos que & € X es una solucion del GNEP.
Entonces cada ¥ minimiza 6,(-,Z7") sobre el conjunto convexo X, (z7"). Luego, si
alguna condicién de caliﬁcaciénﬂ (CQ) se satisface en Z¥, entonces existe un vector
A = (N, ..., \Y) de multiplicadores en Z¥ tales que las condiciones KKT

meel,(i’y, ijiu) + Z )\Z ’ vx”gi(‘fl/’jiy) = 07

(11.5)
0< X\ Lg(z) <0,
2Recordemos que una condicién de calificacién (CQ) para el problema
min f(x), z € X,
donde X = {z | g1(x),...,g-(x) < 0}, es una condicién suficiente para que en un minimo local

dado Z € X del problema exista un vector de multiplicadores de Lagrange. Véase la pagina @
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se cumplen.

Similarmente, si * € X es solucién del problema VI(F,X) y alguna CQH se
satisface en T, entonces existe un vector de multiplicadores A = (Aq,...,\,) tales
que las condiciones KKT

F(z)+ > i Vgi(z) =0,
0<ALlg(x) <0,
se satisfacen. Por la definicion de F', este sistema equivale a

Vb (79, 77) + ) N+ Vorga(@,37) = 0, e
0<ALg) <o.

Con estas observaciones podemos probar el siguiente teorema.

Teorema 11.7 (Condiciones KKT). Consideremos un GNEP que satisface las
hipdtesis de diferenciabilidad y convezidad [H2.| y[H3. Supongamos que el conjunto
X asociado estd dado como en (11.4)).

(1) Si & es una solucion del problema VI(F, X) para la que existen multiplicadores
A € R” que verifican (11.6)), entonces T es una solucion del GNEP que satisface

(11.5) con A\ = ... =N = \.

(2) Si z es una solucién del GNEP en la que existen multiplicadores X', ... AN
que verifican (11.5), y tales que \! = --- = AV, entonces T es una solucion del
problema VI(F,X) enla que A=\ =-.. = \V,

PRUEBA. Bésicamente, aplicaremos los Teoremas [3.9 y
(1) Como los multiplicadores A satisfacen (|11.6]), entonces claramente satisfacen

con \' = .- =AY = \. Luego, aplicando el Teorema vemos que cada z"
minimiza 6, (-, z7") sobre X, (Z7"), es decir, T es soluciéon del GNEP.

(2) Definiendo A := A! = --- = AV, vemos que \ verifica (11.6). Luego, gracias
al Teorema concluimos que T es solucién de VI(F, X). [

Observacién 11.8 (Caso pseudoconvexo). Dado que el Teorema[3.9 es vélido cuan-
do la funcién objetivo es pseudoconvexa (y no solamente convexa y diferenciable),
el Teorema [11.7] permanece valido si sustituimos las hipétesis de diferenciabilidad y

convexidad y por la condicién ((11.1)), o, més generalmente, por la hipétesis
de pseudoconvexidad ([11.2)).

Ejemplo 11.9. Revisemos el GNEP del Ejemplo[I0.5] que verifica las hipétesis
y [H3] Como 6;(z!,2%) = 2! + 2% — 1 y Oy(z!,2?) = 2122, la funcién F estd dada
por

F(z', 2% = (1,2").

3Una condicién de calificacién (CQ) para el problema VI(F, X), donde X tiene la forma
{z | g1(z),...,gr(x) <0}, es una condicién suficiente para que en una solucién z € X de VI(F, X)
exista un vector de multiplicadores de Lagrange. Véase la pagina @



Capitulo 3. Reformulaciones como problemas de desigualdad variacional 102

JIQ

soluciones del GNEP

Figura 11.2: Grafico del Ejemplo [11.9]

Como también X = {(z!,2%) € R? | 2! > 0, 2% > (2')?}, las funciones g; son
giet )=ty galata?) = (2h)? - an

Ya sabemos que el conjunto de soluciones de este GNEP es {0} x [0,00). Analice-
mos los multiplicadores de Lagrange en cada punto 7 = (7!, z?) de este conjunto.
Observamos en seguida que

F(z',z%) = (1,0), Vg(z'2*) =(-1,0) y Vg(z' 2?) = (0,-1).

Supongamos primero que 72 > 0. Entonces el conjunto activo es I(z) = {1}, por
lo que cada vector de multiplicadores \” (si existe) tendra solo una coordenada.
Identificamos cada A con dicha coordenada] Ahora es facil ver que \! = 1, \? = x
pues

141-(=1)=0 vy 0+%-0=0,

donde * representa a cualquier nimero no negativo. Tomando A\?> = 1 tenemos
Al = A% lo que por la parte (2) del Teorema m significa que T es solucion de
VI(F,X) con vector de multiplicadores A = \! = \? = 1; efectivamente,

(1,0) +1- (=1,0) = (0,0).

Supongamos ahora que z? = 0. El conjunto activo es I(z) = {1,2} y cada vector \”
(si existe) debe tener dos coordenadas. Podemos entonces deducir que A' = (1, %) y
A2 = (x,0), pues

1+1-(-1)+*-0=0 y 0+4+x*-0+0-(—1)=0.

Escogiendo A\' = (1,0) y A* = (1,0) tenemos A\' = A2, lo cual, nuevamente, significa
que Z es solucién del problema VI(F, X) con vector de multiplicadores de Lagrange
A=\ =)%2=(1,0); en efecto,

(1,0) + 1-(=1,0) 4 0- (0, —1) = (0,0).

Esto quiere decir en particular que las soluciones de este GNEP coinciden con las
soluciones de VI(F, X).
1

4Nétese que ya hicimos esto para los vectores de estrategias x = (2!, 2%) cuando ny = ny = 1. En
efecto, al representar cada x* a una sola coordenada, ¥ pasaba a representar a dicha coordenada.
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Figura 11.3: Gréfico del Ejemplo [11.10

Ejemplo 11.10. Veamos nuevamente el Ejemplo[10.2} Tenfamos allf que 6, (z!, 2%) =
(2" =1)% Oa(a!,2%) = (2* = 3)*, X = {(z",2?) | 2’ +2® < 1}y
F(z',2%) = (2(a' = 1),2(2* — 3)).

2

Existe una unica funcion g; que define X, a saber,
1,2 1 2
gz, 2%) =a +2° — 1.

A continuaciéon analizamos los multiplicadores de Lagrange en las soluciones del
GNEP, o sea en los puntos 7 = (z',z?%) tales que % <z <1lyzt+722 =1
Evidentemente,

F(z',z%) = (2(z' = 1),2(z* - 3)) vy Vau(z',7%) = (1,1).

2

Como el conjunto activo I(Z) = {1} tiene siempre solo un elemento, realizamos la
misma identificacién del ejemplo anterior. Ahora es facil ver que \! = —2(z! — 1) y
que A* = —2(z% — 3) pues

2@ -1+ (—2@'-1)-1=0 y 2(Z°-H)+(-2@*-3) -1=0.

Por otra parte, las CQs de Abadie (véase la pagina se satisfacen en , de forma
que siempre existen multiplicadores en Z, que estan iinicamente determinados por ser

Vg1 (7', 2%) no nulo. Luego, se sigue del Teorema que Z es solucién de VI(F, X)
si y solo si Al = A2, es decir, si y solo si # = (2, 1). Notemos que ya vimos esto en

404
el Ejemplo [11.2]

12. Caso convexo

En esta seccion adaptamos las ideas de la seccién anterior para reformular el GNEP
en la situacion méas general en que cada funcién de coste 6, no es diferenciable, pero
si convexa respecto a la v-ésima variable. Utilizando los subdiferenciales, que son
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el andlogo de los gradientes para las funciones convexas que no son diferenciables,
construiremos una multifuncién ® y usaremos las condiciones de optimalidad de la
Subseccién para relacionar el GNEP con el problema de desigualdad variacional
VI(®, X). Veremos que este proceso es una generalizaciéon natural de lo realizado
en la seccion anterior.

Consideramos en esta seccion GNEPs que satisfacen la hipdtesis de convexidad
H3.| es decir, para cada v € {1,..., N} y 27 € R"™ fijos la aplicacién

0,(,x7") 2" — 0,(x", 27"

es convexa (y continua). Cabe recordar que implicitamente asumimos que la hipotesis
de continuidad [HIL] también es satisfecha.

Escribamos 0,0, (z", x~") para denotar al subdiferencial de 6, (-, 27") en el punto
x¥ € R™; explicitamente,

aa:VQV(:EVax_l’):ael/('ax_u)(fy)
={v"eR™|0,(x",27")>0,(Z", 27 ")+ (", 2" =z"), Va¥ e R™}.

Para cada x = (x!,...,2") € R" definimos

O(z) = 0(xt,.. . 2"N) =00 (zt, 27Y) x - x OpnOn (2™, 27V) C R™

Tenemos asi una multifuncion ¢ : R™ = R" y, consecuentemente, un problema de
desigualdad variacional VI(®, X).

Puesto que el subdiferencial es la generalizacién del gradiente, la multifuncién
® es una suerte de generalizaciéon de la funcién F' de la seccion anterior. De hecho,
el problema de desigualdad variacional VI(®, X) se relaciona con el GNEP de la
misma manera que el problema VI(F, X) en el caso diferenciable.

Teorema 12.1. Consideremos un GNEP que satisface la hipdtesis de convexidad
[H3.] Entonces toda solucién del problema de desigualdad variacional VI(®,X) es
solucion del GNEP.

PRUEBA. Sea 7 = (:fl, ..,2Y) € X una solucién del problema VI(®, X). Entonces
existe v = (v!,...,vY) € ®(z) tal que

N
Zv“z“—x“ (v,z—Z) >0 paratodo z=(z',...,2") € X,
pn=1

donde (,) representa el producto interno correspondiente en cada caso. Para cada
ve{l,...,N} ya” e X,(z77) tenemos que el vector
2= (a2, 77") = (z*,..., 2" v, 2 )

esta en X y tiene la propiedad de que z# = 7# si u # v y 2¥ = x¥, de modo que
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Como v” € 9,.0,(z”,z7), lo anterior significa que para cada v fijo el punto " es
solucion del problema

VI©6,(,77"), X, (7)),

lo cual, por el Teorema quiere decir que ¥ minimiza la funcién convexa 6, (-, ")
sobre el conjunto convexo X, (z7"). Es decir, Z es solucién del GNEP. [

De nuevo, si conseguimos conocer alguna solucién del problema VI(®, X) en-
tonces habremos determinado un equilibrio de Nash generalizado. Sin embargo, esta
reformulacion del GNEP es parcial porque hay en general muchas mas soluciones
del GNEP que soluciones del problema VI(®, X), como se observa en el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 12.2. Modificamos ligeramente el Ejemplo Consideremos el GNEP

n;iln (' —1)? Irién |z — 1

vt <1 o'+t <1
con conjunto X = {(x!',2?) | ' + 2? < 1}, y cuyo conjunto solucién es
{@#*) i<z’ <1, 2"+ 22 =1}
Como 6;(z!, %) = (z' — 1)? y Oa(2!,2?) = |2! — |, el operador ® estd dado por

{2(z' = 1)} x {1}, sia? <4,
Oz, 2?) = ¢ {22t = 1)} x [-1,1], sia® =1,
{2(z* — 1)} x {1}, siz? > 1.

Geométricamente, vemos que el problema VI(®, X) posee una tnica solucién en
T = (%, %), de manera que las demas soluciones del GNEP no son soluciones de
VI(®,X). Obsérvese que, a diferencia de lo que obtuvimos en el Ejemplo ,
donde la solucién de VI(F, X) se daba en (2, 1), la solucién de VI(®, X) ocurre en

- 4714
(57 5)'
Al igual que en la seccién anterior, no obstante que el GNEP y el problema

VI(®, X) no son equivalentes en general, si lo son si en vez del GNEP consideramos
el NEP.

Teorema 12.3. Consideremos un GNEP que satisface la hipdtesis de convexidad
. Si el conjunto X estd definido como en , entonces las soluciones del pro-
blema de desigualdad variacional VI(®, X) coinciden con las soluciones del GNEP.
En particular, el NEP es equivalente al problema VI(®, X).

PRUEBA. Vamos a mostrar que toda soluciéon del GNEP es una solucién del pro-
blema VI(®, X). Sea 7 = (z',...,Z") una solucién del GNEP. Entonces 7 € X y
cada Z¥ minimiza la funcién convexa 6,(-,z7") sobre el conjunto convexo X, (z7").
Sabemos por el Teorema que cada " es solucion del problema

VI06,(,z77), X, (7)),
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Figura 12.1: Gréfico del Ejemplo [12.2]

lo cual significa que existe v¥ € 0,.0,(z",Z7") tal que (v”, 2" — ") > 0 para todo
2v € X,(Z7"). En particular, dado cualquier x = (x!,... ,2¥)en X = X x---x Xy
tenemos que cada z¥ estd en X, = X, (z7") y por consiguiente

, T — T) Z ,xl —1") >0,

v=1
donde v := (vi,...,vN) € 9l (T, 271) x -+ x OpnOn (TN, 27N) = (7). Esto
muestra que Z es solucién del problema VI(®, X). O

En definitiva, resolver el NEP equivale a resolver el problema VIO, X).
A Contlnua01on aplicamos nuestra reformulacién (Teorema [12.1]) para extender el
Teorema [11.4] y obtener otro caso particular del teorema de Rosen (Teorema (10.6)).

Teorema 12.4 (Existencia de solucién). Consideremos un GNEP que satisface la
hipdtesis de convezidad [H3.. Si el conjunto X es no vacio, convexo y compacto,
entonces el GNEP posee solucion.

PRUEBA. Por el Teorema [12.1], basta con mostrar que el problema de desigualdad
variacional VI(®, X') admite alguna solucién. Por definicidn, el operador ® esta dado
por

O(z) = 001 (zt, 271 x - x OpnBOn (2, 27 N).

Afirmamos que ® es scs y tiene imagenes convexas, compactas y no vacias. Para ver
esto, tan solo debemos probar que cada operador ®, : R” = R™ definido por

O, (r) = 0pb, (2, 277)

es scs y tiene imagenes convexas, compactas y no vacias (Ejemplo . La Propo-
sicion [2.36| nos asegura que ¢, tiene imagenes convexas, compactas y no vacias. Y,
por otro lado, cada 6,(-,7") depende solo de ™", por lo que la semicontinuidad
superior de @, se sigue de la Proposicion [2.37]

Asi, el operador @ verifica las hipétesis del Teorema [7.6] el cual nos garantiza
que el problema VI(®, X) posee solucién. ]
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Observacion 12.5 (Generalizaciones de los teoremas).

(1) En los Teoremas y no necesitamos que las funciones 6, sean continuas
en R", si bien cada aplicacion 6, (-, 27") es continua por ser convexa. De hecho,
solo la hipétesis fue usada en sus demostraciones. Esto quiere decir que
podemos omitir la hipétesis de continuidad [H1.] Més aun, todo funciona si el
conjunto X de la hipotesis de Rosen, en vez de ser convexo, tan solo satisface
la hipdtesis de que

X, (z7")={a2"| (2", 27")€ X} es convexo para cualesquiera vy x~". (12.1)

A pesar de que esto ultimo mejora levemente el Teorema [12.1] no sucede lo
mismo con el Teorema[12.3] pues al considerar NEPs (0 sea X = X x---x Xy)
tenemos X, (z7") = 0 o X, (z7") = X,, de manera que equivale a la
convexidad de X.

(2) En cuanto al Teorema no podemos omitir la hipdtesis debido a que
ella es necesaria para aplicar la Proposicién [2.37, Tampoco podemos debilitar
la convexidad del conjunto X asociado, ya que dicha convexidad es requerida
para poder aplicar el teorema de Kakutani-Fan (Teorema en la demos-
tracién del Teorema, [7.6l

Comentario aparte 12.6 (Desigualdad cuasivariacional). Supongamos que el GNEP
considerado no verifica la hipotesis de Rosen y que, en vez de tener un conjunto con-
vexo X tal que (|10.3)) se satisface, solo tenemos la hipdtesis de que

14

X, (z7") es convexo para cualesquiera vy z~".

Supongamos ademés que la hipdtesis de convexidad es verificada. Entonces
las pruebas de los Teoremas y nos permiten ver que un punto factible
T € Q) es solucién del GNEP si y solo si Z es solucién del problema de desigualdad
cuasivariacional QVI(®, ), donde, recordemos, la multifuncién € estd dada por

Qz) = X1 (271 x - x Xn(z™).

Asi, el GNEP es equivalente al problema de desigualdad cuasivariacional QV I(®, ),
siendo esta equivalencia vélida incluso cuando omitimos la hipétesis tacita [H1.]
Noétese finalmente que al considerar el NEP (en lugar del GNEP) la hipétesis de
Rosen es automaticamente verificada, y que en este caso los problemas VI(®, X) y
VI(®,$) son los mismos.

13. Caso cuasiconvexo

En esta secciéon vamos a generalizar los resultados de la seccién anterior al caso
cuasiconvexo del GNEP. Especificamente, supondremos que cada 6, es cuasiconvexa
respecto a la v-ésima variable, y emplearemos las herramientas del Anélisis cuasi-
convexo, a saber, las recientemente introducidas nociones de subniveles ajustados y
sus operadores normales (véase la Subseccién [5.2)).
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Partimos de la siguiente observacion: en la seccion anterior utilizamos los sub-
diferenciales de las funciones objetivo de cada jugador (que eran convexas) para
transformar el GNEP, via las condiciones de optimalidad de la Subseccion [8.3, en
un problema de desigualdad variacional. En esta secciéon haremos lo mismo: usare-
mos los subniveles ajustados de tales funciones (que ahora son solo cuasiconvexas)
y sus operadores normales para convertir el GNEP, por medio de las condiciones de
optimalidad de la Subseccién [B.3, en un problema de desigualdad variacional. En
particular, esto nos permitira apreciar cuan utiles son dichos operadores normales.

Consideraremos en esta seccion GNEPs que satisfacen la hipdtesis de cuasiconve-
xidad[H4.] Como la hipétesis de continuidad se cumple implicitamente, tenemos
en particular que para cada v € {1,..., N} y 6,(-,7") la aplicacién

0,(,x7") ra¥ — 0,(x", 27"

es cuasiconvexa y continua.

Antes de definir el operador multivaluado de la reformulacién, introducimos un
poco de terminologia para simplificar la notaciéon. Dados v € {1,...,N} y = =
(zt,...,2N) € R™ escribimos

A, (z7") == argminb, (-, x7"),
Rnv

SV(‘T) = Sg,,(-,x—l’)(gju)a
Ng, (2") 1= Ny, (.m0 (2"),
donde S5 . (2") es el subnivel ajustado de la funcién cuasiconvexa 6, (-,27") en

2’y Ng (.- (z") el operador normal correspondiente (véase la Subseccién [5.2);
explicitamente,

Ng () = {v" e R™ | (v, y" —2") <0, Vy” € S,(x)}.

En seguida definimos la multifuncién deseada Ng : R" = R". Dado z =
(..., 2N) € R" sea

Ng(z) = Ng(at, ..., 2™) = Fi(z) x - x Fy(z),
donde cada F, : R" = R™ esta dado por

L [Bo, ot € Az,
e {Co(Neay(x”)ﬂSy(O,l))» siz¥ & Ay(z7).

Aqui, B,(0,1) es la bola unitaria cerrada de R™ y S,(0,1) es la esfera unitaria en
R™,

De inmediato observamos la similitud entre el operador F, y la multifuncién F
definida en (8.2) a partir de una funcién cuasiconvexa f. En efecto, utilizando la
notacién Fy de la Subseccién tenemos que

F,(z) = F,(2",27") = Fp,(..-n(2") paratodo x = (z',...,2") € R".
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0, equivalentemente,
F,(-,27") = Fy (4 paratodo z7" € R"™™,

donde F,(-,xz7") : R™ = R™ es el operador que aplica z” en F,(z",27"). Lo cual
quiere decir que F, (-, 27") es el operador Fy asociado a la funcién f=46,(-,27"). Esta
observaciéon nos permitira aplicar los resultados de la Subseccion al operador Ny

Observacion 13.1. Cuando pasamos de la Seccién [11] a la Seccién [12] dijimos que,
no pudiendo usar gradientes, ibamos a emplear subdiferenciales, por lo que la mul-
tifuncién ® era una suerte de generalizacion de la funcién F. Anédlogamente, aqui
no podemos usar subdiferenciales (no tenemos convexidad) pero si los operadores
normales (tenemos cuasiconvexidad), de forma que N§ es el sustituto de ® en este
nuevo contexto: el problema VI(N§, X) tendrd casi todas las propiedades que el
problema VI(®, X) tenia en la seccién anterior.

La siguiente proposicién es una clara consecuencia de las Proposiciones [8.5]y [8.6]

Proposicion 13.2. Consideremos un GNEP que satisface la hipotesis de cuasicon-
vezidad[HY. Entonces los operadores F, tienen imdgenes convexas, compactas y no
vactas. Ademds, dado T € R"™ se cumple que 0 € F,(Z) si y solo si 7 € A, (T7Y).

Examinamos ahora la relaciéon entre el problema de desigualdad variacional
VI(N§, X) y el GNEP. Comenzamos demostrando el andlogo del Teorema [12.1]

Teorema 13.3. Consideremos un GNEP que satisface la hipdtesis de cuasiconvexi-
dad. Entonces toda solucion del problema de desigualdad variacional VI(N§, X)
es solucion del GNEP.
PRUEBA. Supongamos que & = (z!,...,7Y) € X es una solucién del problema
VI(Ng, X). Entonces existe v = (v!,...,v") € N§(Z) tal que

N

Z(v“,z“—i“>:(v,z—§:>20, Ve=(2'...,2Y) e X.

pn=1
donde (,) representa el producto interno correspondiente en cada caso. Observemos
que cada componente ¥ de T estd en X,(Z7"), ya que = € X. Ahora bien, para
cadav e {l,...,N} y 2 € X, (™) tenemos que el vector

o= (2, 37") = (24 . e e et L E)

estd en X y tiene la propiedad de que z# =z# si u # v y 2¥ = 2%, de forma que
(v x¥ — 3"y = Z(v”, 2 —zH) > 0.
o

Como v” € F,(T) = Fy,(.z-(7"), lo anterior significa que para cada v fijo el punto
z¥ es solucion del problema

VI(Fy,(z-v), X (7)),

lo cual, por el Teorema [8.7] implica que Z¥ minimiza la funcién cuasiconvexa y con-
tinua 6, (-, ") sobre el conjunto convexo X, (z~"). Esto muestra que Z es solucién

del GNEP, a
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Esto nos da una condiciéon suficiente para poder afirmar que un punto T es
solucion del GNEP. Sin embargo, no es cierto que tal condicion sea necesaria, es decir,
puede haber soluciones del GNEP que no sean soluciones del problema VI(Ng, X).
Utilizamos el Ejemplo [8.§] para construir un GNEP que ilustre este punto.

Ejemplo 13.4. En R? consideremos el GNEP de N = 2 jugadores

min f(a') min 2
x! x?
2t =2 <1, 2t =2 <1,
[o* < 1, 2 <1,

donde f(t) = min{1, |t|}. El conjunto asociado a este GNEP es X = [1,3] x [—1,1],
por lo que se trata en realidad de un NEP. No es dificil verificar que el conjunto de
soluciones de este GNEP es justamente

1,3] x {-1}.
Dado z = (z',7?) € X, tenemos
A7) = {0} vy A (3) =0,

de manera que

Si(z) = Sgl(.,ﬂ)(jl) =[-z1,z'] y Sy(x) = 532(11,.)(52) = (—o0,7%;

luego N¢ (z') = Ng (%) = [0,00), y en consecuencia
(1) = () = {1},

es decir,
Ng(z) ={(1,1)}.
Ahora es facil ver graficamente que T es solucién del problema VI(Ng, X) siy solo

siz = (1,—1). O sea que todos los demés puntos de [1, 3] x {—1} son soluciones del
GNEP pero no soluciones de VI(N§, X).

No siendo el GNEP y el problema VI(N§, X) equivalentes en general, nos pre-
guntamos qué condiciones tendriamos que imponer sobre el GNEP para que tal
equivalencia se dé (o sea, para que el reciproco del Teorema se verifique). Al
contrario que en las dos secciones anteriores, cuando consideramos el NEP en lu-
gar del GNEP la equivalencia todavia no ocurre (el GNEP del Ejemplo es un
NEP). Con el fin de superar esta dificultad, introducimos la siguiente hip6tesis de
cuasiconvexidad semiestrictall

HS5. cada 6, es cuasiconvexa semiestricta con respecto a la v-ésima variable,

5Recordemos que una funcién cuasiconvexa f : R™ — R es cuasiconvexa semiestricta cuando
fltx + (1 —1t)y) < méx{f(x), f(y)} para cualesquiera t € (0,1) y =,y € R™ con f(x) # f(y).
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soluciones del GNEP

Figura 13.1: Grafico del Ejemplo [13.4]

la cual, como técitamente asumimos la hipé6tesis [HI1.] implica que cada aplicacién
O,(,27") ¥ — 0,(z", 27")

es cuasiconvexa semiestricta y continua.

Obviamente, esta hipdtesis es més fuerte que la hipétesis de cuasiconvexidad [H4.]
Pero es méas débil que la hipétesis de convexidad pues toda funcién convexa es
cuasiconvexa semiestricta. Esquematicamente,

H3.] = H5] = [H4l
Con la hip6tesis ya podemos probar el andlogo del Teorema [12.3]

Teorema 13.5. Consideremos un GNEP que satisface la hipotesis de cuasiconve-
xidad semiestricta |H5.| Si el conjunto X estda definido como en , entonces
las soluciones del problema de desigualdad variacional VI(N§,X) coinciden con las
soluciones del GNEP. En particular, el NEP es equivalente al problema VI(N§, X).

PRUEBA. Sea 7 = (Z!,...,Z") una solucién del GNEP. Entonces 7 € X y cada 7"
minimiza la funcién cuasiconvexa semiestricta y continua 6, (-, Z~") sobre el conjunto
convexo X, (Z~"). Sabemos por el Teorema que cada z" es solucion del problema

VI(Fy,(z-v), Xo(T7Y)),

lo que significa que existe v € Fy .z (V) = F,(z) tal que (v”, 2" — ") > 0
para todo 2¥ € X, (Z7¥). En particular, dado cualquier x = (z,...,2") en X =
X X -+ x Xy tenemos que cada z” estd en X, = X, (z7") y en consecuencia

donde v = (v!,...;v") € Fi(Z) x --- X Fx(Z) = Ng(z). Esto prueba que T es
solucién del problema VI(N{, X). O
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Hemos encontrado asi una reformulaciéon total del NEP para el caso cuasiconvexo
semiestricto, en el sentido de que resolver el NEP equivale a resolver el problema
VI(Ng, X).

Ahora aplicamos nuestra reformulacién (Teorema para mostrar una gene-
ralizacién del teorema de Rosen (Teorema [10.6]).

Teorema 13.6 (Existencia de solucién). Consideremos un GNEP que satisface la
hipdtesis de cuasiconvexidad semiestricta[H5.]. Si el conjunto X es no vacio, convezo
y compacto, entonces el GNEP posee solucion.

PrRUEBA. Utilizaremos el Teorema para probar que el problema VI(N§, X) po-
see solucién. Entonces tenemos que probar que el operador Ng, dado por

Nj(x) = Fi(x) x -+ X Fy(x),

es scs y tiene imagenes convexas, compactas y no vacias. Para ver esto basta con
mostrar que cada F), es scs y tiene imagenes convexas, compactas y no vacias (véase
el Ejemplo [4.6). Gracias a la Proposicién las imagenes de F}, ya son convexas,
compactas y no vacias, por lo que solo nos falta verificar que F, es scs.

Como siempre se cumple que F,(2,27") = Fy,(.,—)(z"), donde la aplicacién
0,(-,27") : R™ — R es continua y cuasiconvexa semiestricta, concluimos del Teore-
ma [8.10| que F}, es scs. Esto completa la prueba del teorema. O

Observacién 13.7 (Generalizaciones de los teoremas).

(1) El Teorema se cumple bajo hipdtesis mas generales. Efectivamente, basta
con recordar que el Teorema que fue utilizado en su prueba, es valido
cuando la funcién objetivo del problema de minimizacién respectivo es cuasi-
convexa y continua, sin ninguna restriccién sobre la regién factible respectiva.
Luego, la hipétesis explicita y la hipétesis implicita pueden ser re-
emplazadas por la condicion

cada 6, es cuasiconvexa y continua respecto a la v-ésima variable; (13.1)

también, el conjunto X puede ser arbitrario (no convexo, por ejemplo). Sin
embargo, una hipdtesis natural, que en cierto modo es necesaria para que la
cuasiconvexidad de las funciones 0, (-, z7") tenga sentido, es que el conjunto
X satisfaga la propiedad de que

X, (z7")={a"| (2", 27")€ X} es convexo para cualesquiera vy x~”. (13.2)

(2) Hacemos lo mismo con el Teorema Examinando el Teorema , vemos
que podemos reemplazar las hipdtesis y del Teorema [13.5] por la
condicion

cada 6, es cuasiconvexa semiestricta y continua

(13.3)

respecto a la v-ésima variable.

Vemos ademas que aunque todo funciona cuando el conjunto X, en vez de ser
convexo, satisface la propiedad ((13.2), en realidad no conseguimos nada nuevo,
ya que X = X; x --+- X Xy implica que ((13.2) equivale a la convexidad de X.
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(3) En lo que se refiere al Teorema , no es posible omitir la hipdtesis
debido a que ella es necesaria para aplicar el Teorema 8.10 Tampoco podemos
debilitar la convexidad del conjunto asociado X, puesto que dicha convexidad
es requerida para poder aplicar el teorema de Kakutani-Fan (Teorema
en la demostracién del Teorema [7.6]

Comentario aparte 13.8 (Desigualdad cuasivariacional). Nuevamente, suponga-
mos que el GNEP considerado no verifica la hipétesis de Rosen y que, en vez de
tener un conjunto convexo X tal que (10.3]) se satisface, solo tenemos la hipdtesis
de que

14

X, (x7") es convexo para cualesquiera vy x~".

Supongamos ademas que la hipdtesis de cuasiconvexidad se cumple. Entonces
la demostraciéon del Teorema [13.3| nos permite ver que toda solucién del proble-

ma de desigualdad cuasivariacional QVI(Ng, Q) es solucién del GNEP, donde la
multifuncion 2 esta dada por

Qz) = X1 (27 x - x Xy(z™).

Reciprocamente, si la hipdtesis de cuasiconvexidad semiestricta es satisfecha,
entonces la demostracién del Teorema [13.5] muestra que toda solucién del GNEP es
solucién del problema de desigualdad cuasivariacional QVI(Ng, Q). Concluimos asi
que el GNEP es equivalente al problema de desigualdad cuasivariacional VI(Ng,2)
bajo la hipétesis [H5.] mas no necesariamente bajo la hipétesis [H4.] Notemos que
la equivalencia entre el NEP y el problema VI(N§, X), establecida en el Teorema
13.5] es un caso particular de esta nueva equivalencia, ya que al considerar NEPs
(en lugar de GNEPs) la hipdtesis de Rosen es automdticamente verificada y los
problemas VI(Ng, X) y QVI(Ng,€) son los mismos.

La Observacion puede también adaptarse a esta reformulaciéon del GNEP
como problema de desigualdad cuasivariacional.



Capitulo 4

Reformulaciones como problemas
de optimizacién

En este capitulo presentamos varias reformulaciones del GNEP como problemas de
optimizacién (o minimizacién) del tipo

min f(x), r e X.

Es natural esperar que tales reformulaciones existan, ya que el GNEP consiste en
que todos los jugadores resuelvan sus respectivos problemas de minimizacion

mind,(x", x7"), ¥ e X, (x7")

al mismo tiempo. Como es légico, las propiedades de las funciones 6, van a deter-
minar el tipo de reformulaciéon obtenida; veremos en particular que si ellas son de
clase C!, entonces la funcién objetivo de la reformulacién serd de clase C!, lo cual
es importante pues la mayoria de algoritmos existentes para resolver problemas de
minimizacion se pueden aplicar mas eficientemente a problemas diferenciables.
Todas las reformulaciones de este capitulo estdn basadas en el articulo [16].
Antes de comenzar, recordamos y fijamos algunas notaciones y terminologia del
Capitulo 2] Primero que nada, trabajaremos bajo la hipdtesis de Rosen, esto es,
siempre existird un conjunto no vacio X C R" tal que cada X, (x7") estd dado por

X, (z7")={a" e R" | (", 27") € X}.

También supondremos que el conjunto X es convexo y cerrado; en particular, los
conjuntos X, (x~") también serdn convexos y cerrados. En esta situacién, el GNEP
considerado sera un NEP si y solo si

X=X, % x Xy,

donde cada X, C R™ es convexo y cerrado, en cuyo caso

X, (x7") =

X,, siexiste z"u € R™ tal que (z¥,27") € X,
0, si (z¥,27") ¢ X para todo (z¥,z7") € X.

Vamos a suponer siempre que las funciones 6, verifican la hipdtesis de continuidad

114
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[H1] cada 6, es continua en R,

y la hipdtesis de convexidad

[H3. cada 6, es convexa respecto a la v-ésima variable.

Maés tarde también anadiremos la siguiente hipétesis de diferenciabilidad
[H2. cada 6, es de clase C' en R™.

Siz=(z',...,2") € R", entonces

Qz) = X1(z7H) x - x Xy(@™) c R

en particular, 2 define una multifuncién R™ = R™, cuyos puntos fijos x € Q(z) son
los puntos factibles del GNEP. Del Lema sabemos que

r € Qz) siysolosi z € X.

En otras palabras, los vectores factibles del GNEP son precisamente los elemen-
tos de X. Esta sera una observacion crucial en este capitulo.

14. Primeras reformulaciones
Un vector factible x € X es solucién del GNEP si y solo si las diferencias
0,(x",27") = 0,(y", ")

son menores o iguales que 0 para cualquier otro vector y = (y*,...,y") € Q(z).
Luego, encontrar puntos de equilibrio del GNEP equivale a conseguir puntos x tales
que las diferencias sean lo més “pequenas” posible. La funcién de Nikaido-Isoda,
que jugarda un papel central en las reformulaciones que vamos a dar, nos ayuda a
“medir” globalmente cuan pequenas son estas diferencias.

Definicién 14.1. La funcién ¥ : R” x R” — R dada por

U(z,y) =Y [0z 27") = 0,y 27")]

v=1
es llamada la funcién de Nikaido-Isoda o la funcién de Ky-Fan del GNEP.
Observamos que

U(z,-) es concava para todo z € R"

ya que las aplicaciones y” — —6,(y”,x~") son céncavas en R™ para cada vy 27

fijos. Similarmente,

U(-,y) es convexa para todo y € R".
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Para cada x € X definimos

V(z) = sup ¥(z,y). (14.1)
y€Q(z)

Esto nos da una funcion
V:X —>RU{x},

que es no negativa pues € X implica = € Q(x), y por tanto
V(z) > ¥(z,x) = 0.

Observacién 14.2. Notemos que la funcién V' ha sido definida en X y no en R".
Esto se debe a que () puede ser vacio cuando x ¢ X, en cuyo caso V(z) = —oc0.

Proposicién 14.3. Para que un vector & € R™ sea solucion del GNEP es necesario
y suficiente que T € X y que V(Z) = 0.

PRUEBA. Toda solucién del GNEP es un vector factible. Asi, basta con probar que
si # € X, entonces Z es solucién del GNEP si y solo si V(z) = 0.

Supongamos que V(z) = 0. Dados v € {1,...,N} y 2¥ € X,(z"), debemos
mostrar que 0,(z",z") — 6,(x”,z") < 0. El vector

y = (¥, 270 = (', 2" a2 )
estd en X (771) x -+ x Xy(Z7V) = Q(T) pues T € Q(T), y tiene la propiedad de
que y* =" si p £ vy y =z’ Luego,

0,(7,77) = 0,(2",7) = 3 [0,(.57) — 0.y, 7)) = W(z,y) < V(z) = 0.

pn=1
Reciprocamente, si Z es solucién del GNEP, entonces para todo y := (y',...,4") en
Q(z) tenemos que ¥(Z,y) < 0 pues
0,(z",z7") = 0,(y",z7") <0
para cada v, y por tanto V(z) <0, esto es, V(z) = 0. ]

Asi, las soluciones del GNEP son exactamente los minimos globales = de la
funcién V tales que V(z) = 0. Esto significa que encontrar las soluciones del GNEP
equivale a resolver el problema de minimizacion

min V(x), r e X. (14.2)

Hemos obtenido, por tanto, una reformulacion del GNEP como un problema de
optimizacion con restricciones (véase la observacion a seguir).

Observacion 14.4. Notese que, si bien toda solucion del GNEP es solucién el
Problema , puede haber soluciones Problema que no son soluciones del
GNEP, a saber, los minimos globales z € X de V tales que V(Z) > 0. No obstante,
es claro que si conocemos las soluciones del Problema entonces ya sabemos si
el GNEP admite soluciones, y, si este fuera el caso, sabemos cudles son. De ahi que

el GNEP sea en realidad equivalente al Problema ([14.2)).
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Figura 14.1: Gréfico del Ejemplo [14.5] La regiéon sombreada del centro representa a
las soluciones del GNEP.

Ejemplo 14.5. Consideremos en R? el GNEP con N = 2 jugadores

min f(z") min f(2?)
! 2
'] < 2, jot| < 2,
2% <2, 2% <2,

donde f(t) = max{|t| — 1,0}. El conjunto asociado a este GNEP es X = [-2,2] x
[—2,2], por lo que se trata en realidad de un NEP. Calculamos la funcién de Nikaido-
Isoda

U(z,y) = (f(a') = f(y') + (f(=*) = f(y*)):

Dado 7 = (z%,7%) € X, tenemos Q(7) = [-2,2] x [-2,2] = X, de donde se sigue
que
V(z) = g (f@Y) = fly") + f(@) = f(y?))
= f(@') + f(z*) — imf f(y') — if f(y?)

f(z%)
lyt<2 [y?[<2
= f(@') + f(z*).

En particular, V(Z) = 0 si y solo si f(z') = (z%) = 0, es decir, si y solo si T pertenece

al conjunto [—1, 1] x[—1, 1]. Luego, [—1, 1] x [—1, 1] representa a las soluciones de este
NEP. Observamos finalmente que el supremo en la definicién de V' no es alcanzado
en un unico punto, sino mas bien en toda la regién [—1, 1] x [—1, 1].

Ejemplo 14.6. Veamos un GNEP sin soluciones. Consideremos el GNEP de N = 2

participantes
min z'z? min z' — 22
! 2

|zt] < 2, |zt < 2,

con conjunto asociado X = {(z',2?) | |z!| < z?}. No es dificil verificar directamen-
te que este GNEP no posee soluciones. Hagamos la verificacion via la funcion de
Nikaido-Isoda. Tenemos

V(z,y) = (z'2” —y'a®) + (¢! —2%) = (2" —9%)) =2%(@’ —¢') +9" — 2",



Capitulo 4. Reformulaciones como problemas de optimizacion 118

x
Xo(zh) [ (@, 72)
1 ! 21
X1(z?)
Figura 14.2: Gréfico del Ejemplo [14.6]
Luego, para cada 7 = (z',2%) € X es claro que Q(z) = [-7%,7%] x [z, 00), y por
tanto
V()= sup (@' —y")+¢y° —7°) = .

(y'y?)eQ(a)
Asi, la funcién V' es idénticamente infinito. En particular, el GNEP no posee solu-
ciones.

La reformulacién que acabamos de conseguir es una consecuencia logica de la
discusion que precedié a la Definicion [14.1. De hecho, debido a su simplicidad es
natural esperar que ella tenga algunos defectos:

D1. No podemos garantizar que la funcion V' tome solo valores finitos. Es decir,
podria ocurrir que sup,eq,) ¥Y(z,y) = oo para un z € X dado (véase el
Ejemplo . Se trata de una gran desventaja si se quiere resolver el Problema
usando métodos iterativos.

D2. Incluso cuando dicho supremo sea finito, este podria no ser alcanzado, o ser
alcanzado en més de un punto (véase el Ejemplo [14.5)).

D3. La funcién objetivo V' no es necesariamente diferenciable (cuando las funciones
6, lo son), debido al item anterior (véase también el Ejemplo [14.11]). Este es
un problema desagradable pues la mayoria de algoritmos que existen para
resolver problemas de minimizacion de este tipo funcionan mejor cuando la
funcion objetivo es diferenciable.

Deseamos encontrar reformulaciones que superen estos defectos. Con este fin,
modificamos la funcién de Nikaido-Isoda.

Definicién 14.7. Sea a > 0 un parametro fijo. La aplicacién ¥, : R" x R® — R
dada por

N
\I/a(f,(},y) = Z [QV(xyux_V) - 0V<yyvx_y) - %Hly - yy||2}

v=1

es llamada la funcién regularizada de Nikaido-Isoda.
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En seguida vemos que

(8%
‘I]a(‘ruy) = \I](:L”y) - EHQZ - y||27

y que en particular
Vo2, y) < W(z,y).

Luego, se sigue de la Proposicion que
U, (z,-) es fuertemente céncava para todo z € R"™.

De manera andloga a como hicimos en ([14.1)), para cada vector factible z € X
definimos
Vo(z) = max ¥, (x,y), (14.3)
yeQ(x)

lo cual nos da una aplicacién
Vo : X =R

Esta funcion estd bien definida. En efecto, dado = € X, la aplicaciéon W, (-,y)
es fuertemente céncava, y como el conjunto (x) es convexo, cerrado y no vacio
(pues z € X), por el Corolario existe un (dnico) punto y' € Q(x) tal que
Maxyco(z) Yal(2,y) = Yolz,y).

Como ¥, (z,2) =0y x € X implica x € Q(x), es claro que V,, es una funcién no
negativa. Luego,

0<Vu(z) <V(x), VzelX. (14.4)

Observacion 14.8. De nuevo, V,, ha sido definida solo sobre X y no en R”, ya que
Q(z) podrfa ser vacfo cuando z ¢ X, en cuyo caso sup,ecq(,) Volr,y) = —00.

Teorema 14.9. La funcion V, posee las siguientes propiedades:

(1) Vi(x) >0 para todo x € X;

(2) un vector T € R™ es un equilibrio de Nash generalizado si y solo siz € X y
Va(Z) = 0;

(3) para cada x € X existe un unico vector yo(z) = (y&(x),...,yY (2)) € Q(z) tal
que Va(2) = Vo(z, ya()).

PRUEBA. Los items (1) y (3) ya han sido probados, y solo nos falta mostrar el {tem
(2). Puesto que toda solucién del GNEP es un vector factible podemos suponer que
T € X. Debemos entonces mostrar que Z es punto de equilibrio si y solo si V,,(z) = 0.

Si  es solucién del GNEP, tenemos V(z) = 0 por la Proposicién , y la
desigualdad muestra que V,(z) = 0.

Reciprocamente, supongamos que V,,(Z) = 0. Dados cualesquiera v € {1,..., N}
y ¥ € X, (z7"), queremos ver que 0,(z",z7") — 0,(z",27") < 0. Como z" y ¥
estan en el conjunto convexo X, (Z7"), los puntos vy := tz” + (1 —t)z" del segmento
[z, 2¥] también estan en X, (Z7"). Procediendo como en la prueba de la Proposicién

[14.4] obtenemos

UV ——U VvV ——U Oé =V 14
01,(1' y &L )_QV(ytax )_5“'1j _yt||2§07
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y de la concavidad de —0,(-,Z7") se sigue que
a
2

Esto muestra que 6,(z",27") — 0,(z",z7") — $(1 — t)[|z* — 2”||* < 0 para todo
t € (0,1), es decir, 0,(z",z7") — 0,(z¥,z7") < 0. O

(1-t)0,(z",z7") — (1 =)0, (z",z7") (1—1t)?||z" —z"||* < 0.

Luego, las soluciones del GNEP son los minimos globales & € X de V,, tales que
Vo(Z) = 0. En consecuencia, el problema de optimizacién con restricciones

min V,(z), r e X. (14.5)

es equivalente al GNEP. La Observacion [14.4] se aplica aqui con las modificaciones
obvias.

Aunque el item (3) del Teorema indica que esta nueva reformulacién supera
los defectos N de la reformulacién anterior, no sucede lo mismo con el
defecto Es decir, cuando las funciones 6, son diferenciables, la funcién objetivo
Vi puede no serlo (véase el Ejemplo , de modo que muchos de los métodos
conocidos para resolver problemas del tipo no se pueden usar. En la siguiente
seccion modificaremos la definicion de V,, para tratar de resolver esta cuestion.

Examinemos més de cerca la funcién

Yo : X = R"

definida en el item (3) del Teorema que aplica cada = € X en el punto y,(z)
que maximiza la funcién regularizada W, (x,-) sobre Q(z). Dados 7 € X y z € Q(z),
la unicidad de y,(Z) establecida en dicho item nos dice que z = y,(Z) si y solo si
Vo(Z) = Uol(z, 2). Ademids, = € Q(z) v Yo(Z,z) = 0. Como por otra parte T es
solucién del GNEP si y solo si V,(Z) = 0, concluimos que

T es solucién del GNEP si y solo si y,(Z) = Z.

Asi, hemos probado que el GNEP equivale al problema de encontrar los puntos
fijos de la funciéon y,. Recalcamos este hecho enunciandolo en la siguiente proposi-
cion.

Proposiciéon 14.10. Un vector factible x € X es solucion del GNEP si y solo si T
es un punto fijo de la aplicacion y,, es decir, si y solo si T = y,(T).

Ejemplo 14.11. Sea el GNEP

min 2! min 0
zl 2
|:1:'2|—1 <z, \:1:'2|—1 <z,
!l < 0, ! < 0,

con conjunto asociado X = {(z',2?%) | |2%| — 1 < 2! < 0}, y con funciones de

Nikaido-Isoda
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(z', 7%)

soluciones del GNEP

Figura 14.3: Gréfico del Ejemplo [14.11

Para cada T = (7', 2%) € X, el conjunto (Z) estd dado por
0(7) = X1(7%) x Xp(3') = [|2%] = 1,0] x [-2! = 1L, z" + 1],

de manera que

V()= sup (&' —y")=z"—[2%+1,
(y'.y?)eQ(z)
y
Va(@)= sup (7' -yt = 5@ —y")’ = §(2° — o))
(y'.y?)ez)
1 =1 1 6% =1 1\2 z. o —2 2\2
- —y sl = - S(z° — 14.6
i (@ -y 5@ —y)) - min 5@ -y (146)

donde el minimo de la derecha es 0 porque 7? € X5(z7%). Es claro que V no es
diferenciable. Deseamos ver que V,, tampoco lo es. Para ello, por simplicidad supon-
gamos que a = 1. Notemos que |7?| — 1 < y' < 0 si y solo si

donde 7' < 1y z' — |z?| + 1 < 1. Puesto que la aplicacién parabdlica ¢ — ¢ — 5t
definida en R posee un maximo global en ¢t = 1, el maximo de la ecuacion ([14.6|)
necesariamente se da cuando 7' — y' = #!' — |7?| + 1, o sea cuando y' = |7%| — 1.
Esto significa que

Yo(Z) = (‘iz’ - 17%2)7

y obtenemos en particular que y, no es diferenciable. Luego,

y concluimos que V,, tampoco es diferenciable.



Capitulo 4. Reformulaciones como problemas de optimizacion 122

15. Reformulacion diferenciable y con restriccio-
nes

En esta seccién modificamos el enfoque de la seccion anterior para obtener una refor-
mulaciéon del GNEP como un problema de optimizacién cuya funcién objetivo serd

diferenciable (cuando las funciones 6, lo son). Partimos de la siguiente observacién:
como la funcién V,, definida en (14.3) satisface la igualdad

Vo) = Val(z,ya()),

si pudiéramos garantizar que y, es diferenciable (cuando los 6, lo son) entonces V,
ya seria diferenciableE]. Cambiando el conjunto Q(x) por X en la definicién de V,,
conseguiremos una nueva funcion “y,” que no serd diferenciable, pero que si sera
continua, lo cual va a garantizar la diferenciabilidad de la nueva funciéon objetivo.
Esto, sin embargo, no viene gratis. El costo que se tiene que pagar es que la refor-
mulacién que obtendremos no va a caracterizar a todas las soluciones del GNEP,
sino a una subclase importante de ellas: los equilibrios de Nash normalizados.

Un vector factible # € X es un equilibrio de Nash normalizado del GNEP
si
U(z,y) <0 para todo y € X,
donde ¥ es la funcién de Nikaido-Isoda introducida en la seccién anterior. Equiva-
lentemente, * € X es un equilibrio de Nash normalizado cuando

] —
mix ¥(z,y) = 0.

Proposicion 15.1. Todo equilibrio de Nash normalizado es solucion del GNEP.
PRUEBA. Supongamos que  es un equilibrio de Nash normalizado, es decir, z € X
y ¥(z,y) < 0 para todo y € X. Dados v € {1,...,N} y 2 € X, (") el vector
y:= (x¥,27") esta en X y tiene la propiedad de que y* =z' si u # vy y”’ =2, de
modo que

ell(iy7 >_9 Z _9 ( u)) :‘I]<j7y) SO,

pn=1
y por tanto 6, (z",z7") < 0,(x¥,z~"). Esto muestra que 7 es solucién del GNEP. [J

El siguiente ejemplo muestra que no todas las soluciones del GNEP son equili-
brios de Nash normalizados.

Ejemplo 15.2. Revisemos el Ejemplo [14.11] Tenfamos alli que 6;(x!, 2?) = z!,
e 1) = 0, X = {(a2%) | 2] —1 < 7 < 0} y

U(z,y)=z' —y"

Las soluciones del GNEP eran los puntos (x',2%) € X tales que 2! = |2%|—1. Ahora
bien, un vector factible z = (z',2%) € X es un equilibrio de Nash normalizado si
y solo si z' < ¢! para todo y = (y',4?) € X, esto es, si y solo si ! < —1. Luego,

existe un unico equilibrio de Nash normalizado, a saber, el punto z := (—1,0).

'En el caso de V,, la funcién y, no es diferenciable (véase el Ejemplo [14.11)).
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soluciones del GNEP

&I

Figura 15.1: Gréfico del Ejemplo [15.2]

Queremos encontrar un problema de minimizacion, similar a los de la seccién
previa, que reformule el problema de encontrar los equilibrios de Nash normalizados.
Para ello cambiamos Q(z) por X en (|14.3]). Para cada vector z € R"™ definimos

~

V, =maxV,(z,y). 15.1
() = max Vo (z, y) (15.1)
Obtenemos asi una aplicacion R

Vo i R" = R,

que esté bien definida. De hecho, dado € R"™, como la funcién ¥,(z,-) es fuerte-
mente concava y el conjunto X es convexo, cerrado y no vacio, el Corolario [2.31| nos
asegura que existe un (dnico) vector ' € X tal que maxyex Vo(z,y) = Yo(z,y).

Observacion 15.3. A diferencia de V' y V,,, la funcién Va esta definida en todo R™.

La funcién V,, tiene propiedades similares a las de V,,, como se ve en el siguiente
teorema, que es el resultado andlogo al Teorema |14.9 para V.

Teorema 15.4. La funcion A posee las siquientes propiedades:

~

(1) Vo(z) > 0 para todo x € X;

(2) un vector T € R" es un equilibrio de Nash normalizado si y solo si T € X y
Va(Z) = 0.

(3) para cada x € R™ existe un inico vector Jo(x) = (Y4(x),..., 98 () € X tal
que Vo (x, 9, (x)) = Vo(z); ademds, la aplicacion g, : © — Jo(x) es continua;

en particular, V, es continua.

PRUEBA. (1) Basta con notar que ¥, (z,x) = 0.
(2) Utilizando la parte (1) y recordando que ¥, (z,y) < ¥(z,y), deducimos que
si T es un equilibrio de Nash normalizado, entonces z € X y

O<Vo¢_: /\Da_7 < ,\Ij_a :Oa
< Va(Z) = méx Ua(2,y) < max ¥(z,y)
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es decir, V,(Z) = 0.

Reciprocamente, supongamos que z € X es tal que Va(j) = 0, y tomemos
cualquier y € X. Entonces los puntos ¢tz + (1 — t)y del segmento [z, y] estdan en X,

y en consecuencia Wy (%, tZ 4 (1 — t)y) < V,(Z) = 0, esto es,
(T, 47+ (1 - t)y) < 9|7 —t7 — (1 -yl = 2(1 — )||7 — y]|?
(@054 (1 1) < S — 12— (1= )yl = S~ 1?7~y
Luego la concavidad de ¥(z, -) implica que

(1= 0)W(z,y) = t9(z,7) + (1 - )V(z,y) < 5 (1 = )*|7 -y,

— MIQ

y por tanto U(z,y) < §(1 —t)||z — y||* para todo t € (0,1), es decir, ¥(z,y) < 0.
Esto prueba que T es un equilibrio de Nash normalizado.

(3) La existencia y unicidad de g,(x) ya fueron establecidas justo después de
definir V. Para establecer la continuidad de ¢, usaremos el Teorema . Hacemos
f:=Y,, Q) = X para cada = € R", y, segtin la nomenclatura de dicho teorema,
tendremos M = ¢,. Luego, es claro que f es continua, que f(x,-) es céncava para
cada z, que €2 es cerrado y sci, y que M es univaluado. Asi, en virtud de este teorema
concluimos que g, es una funcién continua. Finalmente, la continuidad de V., es una
clara consecuencia de la continuidad de ,. ]

El teorema anterior nos dice que encontrar los equilibrios de Nash normalizados
equivale a resolver el siguiente problema de optimizacion con restricciones

min V, (), r e X. (15.2)

La Observacion [14.4] con obvias modificaciones, también es vélida aqui.

Nuestro siguiente objetivo sera mostrar que la funcién continua V,, es diferen-
ciable cuando las funciones 6, lo son, y que consecuentemente representa
un problema de optimizacién con restricciones y con funcién objetivo diferencia-
ble. Por el momento solo sabemos que V., es continua, ya que Y, es continua y
Vo(z) = Uy (2, §alz)).

Pero antes de esto, vale la pena enfatizar que la funciéon
Jo : R" = X C R",

que asocia a cada x € R" con el punto g,(x) que maximiza la aplicaciéon ¥, (z,-)
en X, estd definida en todo R", y no solamente en X. (La funcién y, estaba de-
finida en X.) Asimismo, sus puntos fijos son exactamente los equilibrios de Nash
normalizados.

Proposicion 15.5. Un vector & € R"™ es un equilibrio de Nash normalizado si y
solo si T es un punto fijo de la aplicacion §,, es decir, si y solo si T = §,(T).

PRUEBA. Esta proposicion es el resultado analogo a la Proposicio’npara Uao. La
unicidad de ,(Z) nos asegura que ¥ = §,(Z) si y solo si & € X y Vo(Z) = ¥, (%, 7),
estoes,siysolosiz e Xy Vi () = 0, lo cual equivale al hecho de que Z sea un
equilibrio de Nash normalizado. O
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Volvamos al Problema . A partir de ahora supondremos, en lo que resta
de esta seccién, que las funciones 6, son de clase C'. En particular, ¥, es de cla-
se C'. Queremos mostrar que, en esta situacién, V,, también es de clase C1. M4s
precisamente, probaremos el siguiente teorema.

Teorema 15.6. La funcion V., es diferenciable en R™, y su gradiente estd dado por

VWala) =) [VO,(a",a7") = VO, (e (x),27")]

Vo0 (9L(z), 271 (15.3)

+ _Of(x_ga(x))-
vaHN(yéV(x)v IiN)

En particular, V., es de clase C*.

Usaremos el teorema de Danskin (Teorema para demostrar el Teorema [15.6]
Con tal fin definimos
U=R"K:=Xyf:=U,,

de modo que, segin la nomenclatura del teorema de Danskin, tendremos v = A y
M = §,. Entonces f es continua en U x K; V, f(x,y) existe y es continua en Qx K;
y para cada x € R", por la continuidad de M (parte (3) del Teorema , existe
una vecindad V' de x tal que M (como multifuncién) tiene imagenes no vacias en V'
y M (V') es acotado. Asi, las condiciones de dicho teorema son satisfechas, por lo que
deducimos que V,, es diferenciable en U = R" y que su gradiente vV, (x ) es igual a
Va2, ¥)|y=ga(z), O sea,

VVa(z) = V.0, (2, 9a(2)).
Luego el Teorema [15.6 se sigue del siguiente lema.
Lema 15.7. FEl gradiente respecto a x de V,, estd dado por

N v$1‘91(y17x71>
V.Va(z,y) = Z [V@V(x”,x_”) -V, (v, x_”)} + : —a(:p—y).
v=1 VxN HN (yN7 x_N)

PRUEBA. Escribiendo

(8%
qja(xay) = n(x7y) - W(l’,y) - 5”.1‘ - y||27

donde n(z,y) = Zivzl O,(x", 27") y w(z,y) = Zflvzl 0,(y”,x~"), vemos que el gra-
diente respecto a z del ultimo sumando es —a(x — ¥y), y que ademds

Van(z,y) ZV@xz”.
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Debemos entonces mostrar que

Va0 (yt, a7t

V.w(z,y) ZV@ y a7 — :
Vv On (N, o)

Puesto que cada z* representa las n,, variables del u-ésimo jugador, basta con mos-
trar que si x; es una variable controlada por el p-ésimo jugador entonces

ow " 00, . 06 _
Sea pu € {1,..., N} y supongamos que z; es una variable controlada por el jugador

. Sean las funciones v, : R" x R™ — R" definidas por v, (z,y) = (y”,27"). Luego
W= Zfl\f:l 6, 07,, y puesto que la aplicacién 6,0, : (z,y) — 0,(y*,x~*) no depende
de las variables x* controladas por el p-ésimo jugador, tenemos

Ow N (0, 0v,) N (0, 0,)
8—%(%9)—;8—%(%@— Z a—xi(%y)-
v= V:]-vl/?é/j’
Escribiendo v, = ((3)1, -, (1)) * (@) = (3, 2™), vemos que 232 (z, y) = o,

si v # p (donde ¢;; es el delta de Kronecker), de modo que aphcando la Regla de la
Cadena (Teorema [1.21)) obtenemos

N N

a(8, o, a0, 00, _
> Wty 3 S Pt d= Y S
v=1,v#u v v=1,v#p j=1 v=1,v#u
B Y. 90, oy 00,
lo cual prueba ([15.4). O

Puntos estacionarios

Ahora que sabemos que el problema
min Vy(z), ze€X [15.2)

supera los defectos [D1.] [D2.]y [D3.| que enumeramos en la seccién anterior, recor-
demos que la mayoria de algoritmos usados en optimizacion para resolver este tipo
de problemas sirven para hallar sus puntos estacionarios (véase la pagina . Asi,
surge una pregunta natural: ;cuando un punto estacionario del Problema es
una solucién éptima?

Debido a que estamos interesados en los equilibrios de Nash normalizados, que
constituyen una subclase de las soluciones 6ptimas del Problema , aqui intenta-
remos responder la siguiente pregunta: ;cudndo un punto estacionario del Problema

(15.2) es un equilibrio de Nash normalizado?
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Lema 15.8. Dado cualquier z € R™ tenemos

(Vb (§(2), 27) = alz" = g(z)] (¢ = g(z)) 20, VaeX.

v=1
En particular, st z € X la siguiente desigualdad se verifica

(Vo8 (55(2), 27) — a(z" — gL()] T (27 = 34(=2)) > 0.

v=1

PRUEBA. Recordemos que §,(z) es la tnica solucién del problema
ming(y),  yeX,

donde ¢ : R™ — R es la funcién definida por ¢(y) = —V¥,(z,y). Esto implica que
Ja(z) debe satisfacer la condicién de optimalidad dada en la Proposicién [3.1}

(V(fa(2)), 2 — a(2)) >0, Ve X. (15.5)

De la definicién de ¢ vemos que

N N

P(z) = — ZGV(z”, 27Y) + Z 0,(x",27") + %Hx —z||%

v=1 v=1

El primer sumando — Zflvzl 0,(z",z7") de esta igualdad es constante, y, ademds, el
gradiente del tercer sumando es igual a a(z — z). Afirmamos que

V10 (2t 271)
Ve(r) = : ,
VnOn (a2, 27N

donde ¢ : R" — R estd dada por ¢(x) = Z]VV:l 0,(x",z7"). Supongamos por el
momento que la afirmacién es cierta. Tenemos entonces que

V16 (2t 271) Vb (zh, 27 — a(z! — 2t)
Vo(r) = : ta(r—z) = :
VanOn (N, 27N) Vv On (N, 27V) — a (2N — 2)

Usando esta expresion, la ecuacion (15.5)) se convierte en

Vabi(G(2), 2 ) —alz' = g(2) \

: (z = 9a(2)) >0, Ve X,
Vv On (92 (2), 27Y) — a2V = g1 (2))

de donde, desarrollando el producto de matrices obtenemos la primera parte del
lema. La segunda parte es obvia.
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Solo nos falta probar la afirmacion. Debemos mostrar que si x; es una variable
controlada por el p-ésimo jugador entonces

dp 00,

(a#,27"), VazeR" (15.6)

Para cada v € {1,..., N} sea la funcién v, : R" — R" dada por ~,(z) = (2, z7").
Entonces ¢ = Zi\;l 0,07,,y como la aplicacién 0,07, : x — 0,(z”, 27") no depende
de z; cuando v # pu, se sigue que

N

Oy _ b o), 900y
L P e T
Escribiendo v, = ((7u)1,--., (Yu)n) = & = (2*,27"), tenemos que %(x) = 0ij,

donde ¢;; es el delta de Kronecker. La Regla de la Cadena implica por tanto que

a(l’g—;%)(x) - Z %(%(95)) 0y = g—i’: (z,271),

y combinando esto con la ecuacién anterior obtenemos (|15.6)). O]
Sea ahora € X un punto estacionario del Problema , esto es,
Vo) (z—2) >0, VzelX.
De la representacion del gradiente Vva(a’:) en el Teorema , obtenemos que para

T = Jo(Z) € X se cumple que

0 <37 [VO,(2.57) = V8, (54(2), 2)|" (3a(2) — 2)

+ D Vb (@), ) (@) = ) = (@ = §a(@))" (5u(2) — 2)
=3 " [VO,(@",77) = VO,(§:(2),57)]" (4a(z) — 7)

+ 3 (Ve (95(2), 27) — (& = ()] (Bu(z)” — 7).

Ahora bien, el Lema [15.8/nos asegura que el segundo término de esta suma es menor
o igual que 0, y que por tanto el primer sumando es mayor o igual que 0.
En conclusién, para todo punto estacionario z € X del Problema ((15.2)) tenemos

N
—V ==V apr=N ==\ T [~ (= =
VO, (z",27") = VO,(55(z), )] (9.(2) — ) > 0.
v=1
Esto motiva la siguiente suposicion, que representa una respuesta parcial a la pre-
gunta planteada al inicio de esta subseccion.
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Suposicién 15.9. Dado x € R" fijo con x # (), se cumple que

N

ST V0", 27) = VO, (L), 2] (2 = dal)) > 0.

v=1

En otras palabras, la Suposicion se satisface en x € R™ cuando

N

T # Uo(z) implica Z [VO,(z",27") — Vb, (34 (x), x*”)}T(x — fa(z)) > 0.

v=1

Teorema 15.10. Sea = € X wun punto estacionario del Problema (15.2). Si la
Suposicion|15.9 se cumple en x = T, entonces T es un equilibrio de Nash normalizado
para el GNEP.

PRUEBA. La discusion previa muestra que si & es un punto estacionario en el que
la Suposicion se satisface, entonces T = §,(Z), o equivalentemente, = es un
equilibrio de Nash normalizado. O

La Suposicién puede interpretarse como un cierto tipo de monotonia estricta
o positividad definida. Para apreciar este hecho supongamos que las funciones 4, son
cuadraticas y estan definidas de la siguiente manera

N
0,(x) = (z")" Apa” + Y (a") At
p=1, p#v
donde cada matriz A,, € R™*™ es el (v, 1) subbloque de la matriz

A= (AVM)N c Rnxn.

v,p=1
Suponemos también que las matrices A,,, son simétricas.

Proposicion 15.11. Si la matriz A es positiva definida, entonces la Suposicion|15.9
se satisface en todos los puntos x € R™.

PRUEBA. Usando la identidad (2")" A, 2" = ()" A} 2" = (2#)" A2, derivamos
directamente las funciones 6, para obtener

Vb, (2", 27") = A" sip#v

N N
Vb, (2", 27") =24,,2" + Z Ayt = A" + Z Ayt
p=1, pFv p=1

Luego
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:22 Vol (2", 37) = Vb, ((x), )] (2 — i (2))

v=

~ S +Z ]

Y

a T
Z " = (@) Av (e = 94 (x))

T — g}a(x))TA(x — g)a(x)),

y consecuentemente x # ¢, (x) implica que este niimero es positivo. O]

DO

Observacion 15.12. Notemos que a fin de obtener la reformulacién del GNEP con
Vo, 1o que utilizamos esencialmente fue el hecho de que la aplicacién y+— Vo(z,y)
era fuertemente céncava para cada x € R™ fijo (véanse los Teoremas y y
la Proposicién [15.5)). Por ello, si y — ¥(z,y) fuera fuertemente céncava para cada
x, obtendriamos una reformulacién similar sin utilizar la funcién de Nikaido-Isoda
regularizada, a saber, mediante la funcién

V(z) = max ¥(,y),

que tendria las mismas propiedades que V... Ahora bien, una condicion suficiente
para que esto ocurra (para que V(x,-) sea fuertemente céncava para cada x) es
que las funciones de beneficio 6, sean fuertemente convexas en x¥, como se verifica
facilmente. Luego, para el GNEP en el “caso fuertemente convexo” no necesitamos
regularizar la funcion de Nikaido-Isoda para obtener los resultados deseados.

Observacion 15.13. De las definiciones dadas en las ecuaciones ) v -
vemos que la tnica diferencia entre V, y V., es que, al definirlas, se emplean los
conjuntos (z) y X respectivamente. Por ello, si nos restringimos al NEP, esto es,
si X = X; x---x Xy donde cada X, C R™ es convexo, cerrado y no vacio, es facil
ver que {2(x) = X para cada = € X. Luego, V V y en particular V,, es de clase
C'. Asi, para el NEP las reformulaciones (14.5)) y (15.2]) coinciden.

16. Reformulacién diferenciable y sin restriccio-
nes

En esta seccién adaptamos las ideas de la seccién anterior para obtener una refor-
mulacién del GNEP como un problema de optimizacién sin restricciones. La idea
principal serd usar dos parametros a y [ distintos y trabajar con la diferencia entre
sus funciones V' correspondientes, para luego aplicar los resultados de la seccién an-
terior. La reformulacion y sus propiedades irdan surgiendo de manera natural de lo
que ya sabemos de la seccion previa. Desde luego, la reformulacién de esta seccion
no va a caracterizar a todas las soluciones del GNEP, sino solamente a los equilibrios
de Nash normalizados.
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Comenzamos estableciendo el contexto bajo el que trabajaremos. Sean los parame-
tros a, 8 € R tales que 0 < a < 3, y consideremos las funciones regularizadas de
Nikaido-Isoda correspondientes

WE

v —v v —v « v v (8%
Walr,y) = 3 [0 )~ 0,0 ) = Sl — 9 I] = W) — Sl —

1

N
Il

WE

Wafa,y) = 3 [ula”,27) = 0,00 a7) = lla? — ) = W) — o —

1

N
Il

sean también .
Vo(z) = max Uo(z,y) = Vo(z, dalz)),
) vex (16.1)
Va(w) = max Ws(r,y) = Vs (x, 95()),

como en la ecuacién ([15.1) y segin el Teorema [15.4, Como ya vimos, estas dos
funciones estan bien definidas en todo R™. Luego, podemos definir a partir de ellas
una nueva funcion

Vag(x) = Va(q:) — Vg(:c), x € R, (16.2)

que es continua por el Teorema [15.4. Como veremos mas adelante, esta sera la
funcién objetivo de nuestro problema de optimizacion sin restricciones.
A continuacién establecemos un resultado preliminar.

Lema 16.1. Para cada x € R™ se verifica
b —«

2
PRUEBA. De la ecuacién ((16.1)), tenemos

. ~ g —« .
|2 — gp(x)||* < Vag(z) < 2.

[\]

A

Vs (7, gal(@)) < Vale) = Wg(@,95(2)) v Valz,9s(2)) < Vale) = Vo (@, ul2)),
de donde se sigue

b —«
2

2 = §s(2)|I* = Uo (2, 5(x)) — Ua(2,5(x)) < Vala) — Va(z)

Este lema nos permite obtener un resultado analogo al Teorema para la
funcién V.5, que caracteriza los equilibrios de Nash normalizados.

Teorema 16.2. La funcion Vaﬁ satisface las siguientes propiedades:

~

(1) Vag(x) > 0 para todo x € R";

(2) un vector ¥ € R" es un equilibrio de Nash normalizado si y solo si T es un
minimo global de Vs tal que Vos(z) = 0.
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PRUEBA. Es evidente que la parte (1) se sigue del Lema [16.1] Para la parte (2),
utilizando la Proposicién [15.5) para o y [, tenemos que ¥ € R™ es un equilibrio
de Nash normalizado si y solo si 7 = gjg(:f) 0 T = Jo(Z). Luego, basta con notar

que, por el Lema , T = (%) implica Vaﬁ< ) =0,y que Vag( ) = 0 implica
T = yp(x). O

Asi, encontrar los equilibrios de Nash normalizados equivale a resolver el proble-
ma de minimizacion sin restricciones

min V5 (), r e R" (16.3)

Nuevamente, la Observacion [14.4] es valida aqui con las respectivas modificaciones.

Como nuestro objetivo es dar una reformulacién con funciéon objetivo diferen-
ciable, de aqui en adelante vamos a suponer que las funciones 6, son de clase C!.
Como Vo = Vi, — Vﬁ, de acuerdo con el Teorema |15.6| la funcién Vaﬁ también serd
de clase C!, y su gradiente serd la diferencia de los gradlentes de V, y Vg

Teorema 16.3. La funcion VQB es de clase C' y su gradiente estd dado por

=" [VO,(g5(x),27") — VO, (gi(x), 2]

Va1 (g5 (x),27") = Vb1 (g5(2), 271)

+ :

Vv On (45 (2),27Y) = Von Oy (95 (), 27V)
— oz(x - g)a(x)) + B(x - g)g(x))

El Teorema implica en particular que el Problema ({16.3]) es un problema de

optimizacién sin restricciones y con funcién objetivo diferenciable.

Puntos estacionarios

Como se hizo notar en la seccién anterior, es importante saber cuando un pun-
to estacionario de un problema de optimizacién es una solucién éptima (véase la
pagina . En nuestro caso, es importante saber cuando un punto estacionario del
Problema es un equilibrio de Nash normalizado. Dado que es un pro-
blema sin restricciones, sus puntos estacionarios son aquellos vectores z € R" tales
que VVas(Z) = 0.

Lema 16.4. Para cada z € R™ se cumple que

N

S [Vl (=), 27) = Vsl (5(2), ™)

v=1

—a(z = §1(2) + (= — 35T (@) — () 2 0
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PRUEBA. Sabemos del Lema que

Z (Vb (9h(2), 27%) — a(z” — gjg(z))]T(:c” — g4 (2)) =0, VoelX,

y que en particular para r = J5(2)

N

D [Vl (), 27) = = = (2)] " (95() = (=) = 0.

v=1

Anélogamente,

SV bu(5(2), =) — B — 520)] T (3402) — 95(2) = 0.

Sumando estas dos desigualdades obtenemos lo que buscabamos. O

Ahora daremos una condicién similar a la Suposicion [15.9] que representard una
respuesta parcial a la cuestion de bajo qué condiciones un punto estacionario es un
equilibrio de Nash normalizado.

Suposicién 16.5. Dado x € R™ fijo con y,(x) # ys(z), la siguiente desigualdad se
satisface

N

[VO,(g5(x),27") = V0,55 (x), 2 )] (§5(2) — Ja(z)) > 0.

v=1
Equivalentemente, la Suposicion [16.5] se satisface en x € R™ cuando

N

Jo(2) #9p(x) tmplica Y [VO,(5(x),27) = V0, (3k(x),2™)]" (d5(x) a()) >0,

v=1

Con esta suposicion podemos establecer el resultado andlogo al Teorema [15.10
para el problema ((16.3)).

Teorema 16.6. Sea T € R™ un punto estacionario del Problema ((16.3)), esto es,
VVas(Z) = 0.

Si la Suposicion se satisface en x = T, entonces T es un equilibrio de Nash
normalizado.

PRUEBA. Sabemos que V‘A/aﬁ(a’:) = 0. Del Teorema se sigue que

0=> [Va.@G5(@),77) - Vo, (§(x), 7))

[ Vahh@) ) - Vab (@), (16.4)
+ :
Vo (5 (), 27) = Vo (55 (2), 27N)
— oz — §u(Z)) + (2 — §s(2))
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Multiplicando por (§s(Z) — §a(Z)) obtenemos

N
AV =\ SV avi=N =—\1T (s /= ~ =
0=> [VO,(55(z),27") = VO,(54(x), 7)) (§5() — Ja(T))
v=1
N
+ ) [Varbu(3(2),27%) = Vo (35(2), 277)
v=1
—V AV (= —V w N1 (av = AV (=
- Oé(LC - ya<x)) + ﬁ(l’ - yﬁ('x” (y5($) - ya(‘r))a
donde el segundo sumando es mayor o igual que 0 por el Lema[16.4] es decir,
N

ST IVO(55(),77) = VO,(54(2), 7)) (§5(2) — §a(T)) <0,

v=1
Como la Suposicién se satisface en = z, lo anterior significa que §3(Z) = 7o (7).
Asi, T es un equilibrio de Nash normalizado por la Proposicién m, ya que de ((16.4)
se sigue que (8 — a)(Z — §,(Z)) = 0 y por consiguiente T = (7). O

Terminamos analizando la Suposicién [16.5( como ya hicimos antes con la Supo-
sicion [15.9] Asi que supongamos nuevamente que las funciones 6, son cuadraticas y
estan definidas del siguiente modo

N
0,(x) = (@) A’ + Y (") Ayt
p=1, p#v
donde cada matriz A,, € R™*"™ es el (v, 1) subbloque de la matriz
A= (Al,“)fj\fﬂz1 e R™",
Suponemos también que las matrices A,,, son simétricas.

Proposicion 16.7. Si la matriz A es definida positiva, entonces la Suposicion [10.
se satisface en todos los puntos x € R™.

PRUEBA. La prueba es practicamente igual a la demostraciéon de la Proposicion
15.11], con gs(z) en vez de x. Recordemos que

A,,x" i
quey(zya xiy) - V;U«x ’ N S? s 7£ v
Apa?’ +3 70, Ayat,  sip=v.
Entonces
al T
D VO (5(x), 27) = VO, (i), 27)] (Gs(2) = falx))
v=1

= 33 [Vl (5(), 77) = Vb (3 (), )] (4 (2) — ()

=2 ) (§5(@) - 34(@) " A (35 () — 3(2)

— 2(45(2) — Ga(@)) " A(5(2) — Ga(2)),

y por consiguiente yz(x) # 9o (z) implica que este niimero es positivo. O
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Conclusiones y recomendaciones

El Problema de Equilibrio de Nash Generalizado (GNEP) es la generalizacién
natural del Problema de Equilibrio de Nash (NEP). El GNEP se adectia mejor que el
NEP a las situaciones de la vida real, pero es mucho mas dificil de estudiar. Resolver
el GNEP es complicado, ya que consiste en resolver al mismo tiempo varios proble-
mas de minimizacion, cuyos conjuntos factibles pueden variar conforme intentamos
resolverlos. Es por ello que las reformulaciones del GNEP son importantes.

Existen varios resultados que garantizan que un GNEP dado posee solucién.
Obtuvimos varios usando las reformulaciones del Capitulo 3] Pero el resultado més
importante existente en la literatura posiblemente sea el Teorema [10.8]

En el caso convexo y diferenciable del GNEP (o sea X es convexo y cada 6, es de
clase C! en R" y convexa respecto a la v-ésima variable), toda solucién del problema
de desigualdad variacional VI(F, X), donde la funcién F' : R™ — R™ es aquella cuya
definicién se dio en la Seccién [I1] es solucién del GNEP mas no toda solucién del
GNEP es solucién del problema VI(F, X). La equivalencia entre los dos problemas
se da en el contexto de los NEPs.

Si el conjunto X tiene la forma {z € R" | g;(z) < 0, Vi = 1,...,r} donde
cada g; es convexa y diferenciable, existe una caracterizacion de las soluciones del
GNEP que son soluciones de VI(F, X), obtenida utilizando las condiciones KKTﬂ:
si Z es una solucién de VI(F, X) con multiplicadores A, entonces T es solucién del

GNEP con multiplicadores \! = --- = A¥ = X\; y si £ € X es una solucién del
GNEP con multiplicadores A! = --- = A entonces Z es solucién de VI(F, X) con
multiplicadores A = A\ = ... = \V,

En el caso convexo del GNEP (o sea X es convexo y cada 6, es continua en R” y
convexa respecto a la v-ésima variable), toda solucién del problema de desigualdad
variacional VI(®, X), donde el operador ® : R™ = R" es aquel cuya definicién se dio
en la Seccidn [12] es solucién del GNEP mas no toda solucién del GNEP es solucién

'Recordemos que si # € X es solucién de VI(F, X) y alguna condicién de calificacién se satis-
face en T entonces existe un vector de multiplicadores de Lagrange A en T (véase la Seccién ;
similarmente, si z = (z!,...,2") es una solucién del GNEP, o sea si cada " minimiza 6, (-, 2~")
sobre X, (Z7"), y se cumplen condiciones de calificacién para cada problema de minimizacion,
entonces existen vectores de multiplicadores de Lagrange A',..., A" en Z, uno por cada problema

(véase la Seccién )

135
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del problema VI(®, X). La equivalencia entre los dos problemas se da en el contexto
de los NEPs.

En el caso cuasiconvexo del GNEP (o sea X es convexo y cada 6, es continua
en R" y cuasiconvexa respecto a la v-ésima variable), toda solucién del problema de
desigualdad variacional VI(N, X), donde el operador multivaluado Ng§ : R* =% R"
es aquel cuya definicion se dio en la Seccion (13} es solucion del GNEP. A diferencia
de lo obtenido en el caso convexo, aqui X no tiene necesariamente que ser convexo.
No obstante, el reciproco solo se da en el contexto de los NEPs, cuando cada funcién
de coste 6, es cuasiconvexa semiestricta y cuando X es convexo.

Para concluir que el GNEP tiene solucion es suficiente garantizar que los proble-
mas de desigualdad variacional asociados tienen solucién. Asi, si el conjunto X de
la definicién del GNEP es convexo, compacto y no vacio entonces el problema tiene
solucién cuando cada funcién 6, es cuasiconvexa semiestricta respecto a la v-ésima
variable.

Los respectivos problemas de desigualdad cuasivariacional QVI(F,Q), QVI(®, Q)
y QVI(N§, ), que extienden las reformulaciones anteriores, son equivalentes al
GNEP en cada caso.

Para las conclusiones restantes suponemos que X es convexo y cerrado, y que cada
funcion 6, es continua en R" y convexa respecto de la v-ésima variable.

Un vector = € R™ es solucién del GNEP si y solo si cualquiera de las siguientes
condiciones se satisface

(a) Z es punto fijo del operador S;

(b) Z minimiza V' sobre X y V(Z) = 0, donde V es la funcién definida en (14.1));
(c¢)  minimiza V,, sobre X y V,(Z) = 0, donde V,, es la funcién definida en (14.3);
(d) z es un punto fijo de la aplicacién y,, donde y, es la funcién definida en el

Teorema [T4.9]

Las funciones V' y V, no son necesariamente diferenciables cuando las funciones
6, lo son. Asi, los problemas ([14.2)) y (14.5)) son reformulaciones del GNEP como

problemas de minimizacion con restricciones y con funcién objetivo no diferenciable.

Todo equilibrio de Nash normalizado es solucién del GNEP, mas no toda solucién
del GNEP es un equilibrio de Nash normalizado. Un vector £ € R" es un equilibrio
de Nash normalizado si y solo si cualquiera de las siguientes condiciones se satisface

(a) Z minimiza V, sobre X y Vo (z) = 0, donde V, es la funcién definida en (15.1));

(b) Z es un punto fijo de la aplicacién g,, donde g, es la funcién definida en el
Teorema [15.4}

(¢) Z minimiza V5 sobre R”, donde V4 es la funcién definida en (T6.2).

Las funciones V, y V,5 son de clase C' cuando las funciones 6, lo son. Luego, el
problema ((15.2)) es una reformulacién del problema de hallar los equilibrios de Nash
normalizados como un problema de minimizacién con restricciones y con funcion
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objetivo diferenciable, mientras que el problema ([16.3) es otra reformulacién de
dicho problema como un problema de minimizacién sin restricciones y con funcién
objetivo diferenciable.

Bajo la hipétesis de la Suposicion todo punto estacionario del problema
(15.2) es un equilibrio de Nash normalizado. Andlogamente, bajo la hipdtesis de la
Suposicién todo punto estacionario del problema ([16.3]) es un equilibrio de Nash

normalizado.

Si cada funcién de beneficio 6, fuera fuertemente convexa respecto a x* no seria
necesario regularizar la funciéon de Nikaido-Isoda. De hecho, trabajando con V' y ¥
en vez de con Va y ¥, obtenemos una reformulacion idéntica a como problema
de minimizacién con funcién objetivo diferenciable.

Las reformulaciones ((14.5)) y (15.2) coinciden en el contexto de los NEPs.

Puesto que en esta tesis hemos estudiado el GNEP y hemos presentado varias
reformulaciones del problema, recomendamos que este estudio sea continuado desde
un punto de vista practico (nuestro estudio ha sido solamente tedrico). Es decir, se
puedrian considerar problemas de la vida real especificos, modelarlos con el GNEP,
reformularlos como problemas de optimizacion o de desigualdad variacional, y luego
intentar estudiarlos a partir de dichas reformulaciones.

Otro camino a seguir consistiria en analizar las reformulaciones desde un punto de
vista algoritmico, esto es, intentar ver cuan eficientemente funcionan con el GNEP los
algoritmos clasicos empleados para resolver problemas de optimizacién y problemas
de desigualdad variacional. En este caso posiblemente sea necesario trabajar bajo
ciertas hipotesis, como por ejemplo la diferenciabilidad de las funciones 6,.
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