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Resumen

El objetivo de esta tesis es dar una introducciéon al concepto de medidas
de ciclos y al concepto de Campo Libre Gaussiano Discreto (DGFF por sus
siglas en inglés) mostrando los principales teoremas y algunas relaciones in-
teresantes entre ambos conceptos.

En la Introduccién mencionamos brevemente la importancia del tema de
medidas de ciclos en la actualidad.

En la primera parte del capitulo 1 se define la medida de ciclos y se prue-
ban los principales teoremas sobre este concepto. En la segunda parte de este
capitulo se presenta una aplicacién en teoria de grafos, dicha aplicaciéon con-
siste en una demostraciéon moderna al teorema de Kirchoff, el cual nos brinda
una expresion para la cantidad de arboles de expansion que se pueden formar
en un grafo finito y conexo.

En los altimos dos capitulos se introduce el concepto de campo libre gaus-
siano discreto y se relaciona con la medida de ciclos. En el capitulo 2 defini-
mos el campo libre gaussiano discreto, mostramos los principales teoremas y
una primera relacién con la medida de ciclos mediante la funcién de particién.

Finalmente, en el capitulo 3 se presenta una relaciéon mas elaborada entre
el campo libre gaussiano discreto y la medida de ciclos mediante la construc-
cién de un vector aleatorio conocido como “campo de ocupaciéon continuo” el
cual resulta tener una distribucién igual al cuadrado del campo libre gaus-
siano discreto.



Abstract

The objective of this thesis is to give an introduction to the concept of
measures of cycles and to the concept of Discrete Gaussian Free Field (DGFF)
showing the main theorems and some interesting relationships between both
concepts.

In the Introduction we briefly mentioned the importance of the topic of
measures of cycles at present.

In the first part of chapter 1 the measurement of cycles is defined and the
main theorems on this concept are shown. In the second part of this chap-
ter an application in graph theory is presented, this application consists of
a modern proof of Kirchoff’s theorem, which gives us an expression for the
amount of expansion trees that can be formed in a finite graph and related.

In the last two chapters the concept of discrete Gaussian free field is in-
troduced and is related to the measurement of cycles. In the chapter 2 we
define the discrete Gaussian free field, we show the main theorems and a first
relation with the measurement of cycles by means of the partition function.

Finally, in chapter 3, a more elaborate relation between the discrete Gaus-
sian free field and the measure of cycles is presented by the construction of
a random vector known as “continuous occupation field” which results in a
distribution equal to the square of the discrete gaussian free field.
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Introducciéon

En los ultimos anos las medidas de ciclos han tomado importancia en el
anélisis de caminos aleatorios y campos que surgen de caminos aleatorios. Es-
tas medidas aparecen por primera vez en trabajos relacionados con la teoria
cuantica de campos a finales de los anos 60 y hoy en dia han cobrado im-
portancia dentro del estudio de la evolucién de Schramm-Loewner, también
conocida como evolucién estocastica de Loewner o SLE.

El objetivo de esta tesis es dar una introduccién a las medidas de ciclos
en tiempo discreto y discutir algunas de sus aplicaciones: en primer lugar el
calculo del nimero de arboles de expansién en un grafo finito y conexo y en
segundo lugar una identidad distribucional entre el campo libre gaussiano
discreto y cierto vector aleatorio construido en base a la medida de ciclos.



Capitulo 1
Medida de ciclos

En este capitulo damos una introducciéon a las medidas de ciclos discre-
tos mostrando las definiciones y propiedades fundamentales, en particular
mostramos una caracterizacién de la matriz de Green en base a caminos
aleatorios y hallamos la medida del conjunto de ciclos. En la dltima seccién
como aplicacion se da una prueba, en base a medida de ciclos, del teorema
de Kirchhoff que nos habla sobre el nimero de arboles de expansién que pue-
den formarse a partir de un grafo dado. Para esto se describe previamente
el algoritmo de wilson el cual genera uniformemente un arbol de expansion
sobre un grafo dado.

1.1. Medida de ciclos

Consideremos un conjunto finito A C Z¢ al cual llamaremos “conjunto de
estados”. Un camino en A es simplemente un vector finito cuyas componentes
son elementos de A, por ejemplo:

w = (UJO,WI, =i = awn)
con w; € A para toda i € {0,--- ,n} es un camino en A con longitud n, esto
se denota por |w| = n (ver figura 1.1). Un ciclo en A es un camino en el

cual la altima coordenada es igual a la primera, es decir, el camino regresa
a su punto de origen. Los caminos de longitud cero se conocen como ciclos
triviales, estos son vectores con un solo elemento, por ejemplo:

w = (wp)-
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Figura 1.1: Representacion grafica de un ciclo en A C Z2.

Si w es un ciclo en A, denotaremos por d(w) al nimero de veces que el ciclo
regresa a su punto de origen, es decir,

dw) :==#{j :1<j < |wl|,w;j = wo}.

El conjunto de todos los caminos en el espacio de estados A serd denotado
por K(A), en este conjunto definiremos una funcién en base a una matriz @
que esta indizada por los elementos del espacio de estados A y sera conocida
como la “matriz de pesos”.

Definicion 1.1. El peso de un camino, w € K(A), respecto a la matriz de
pesos @ estd dado por:

el .
= i Qwj—1,w;) i |w| > 1
Q(w)—{n 1 111 J i ool = 0

Es importante observar que cuando () es una matriz de transicion, el
peso del camino w representa la probabilidad que un camino aleatorio Z, con
matriz de transiciéon () y comenzando desde wy, recorra el camino w.

Ahora definiremos una medida en el espacio de ciclos en A. Notemos que
este espacio es numerable ya que estamos asumiendo a lo largo de esta tesis
que el ecspacio de estados A es finito.

Definicion 1.2. La medida m de un ciclo w estd dada por:

Qw g
RN

0 st |lw| =0
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Ahora ya tenemos definida una medida en el espacio de los ciclos en A.
Otro elemento importante en la teoria cs la matriz o funcién de Green la cual
denotamos por G y la definimos de la siguiente forma:

G=(I-Q"

La proposiciéon 1.1 y el corolario 1.1 a continuaciéon intentan dar una interpre-
tacion de la matriz de Green por medio de caminos alcatorios. Obscrvemos
que para que la matriz de Green esté bien definida, es necesario y suficiente
quc la matriz de pesos @) tenga todos sus autovalores menores que la unidad,
cn particular, () podria scr una matriz de transicién sub-Markov, es dccir, la
suma de los elementos de cada fila suman una cantidad menor o igual a uno
y ademas existe una fila cuyos elementos suman una cantidad estrictamente
menor quc uno. A lo largo de ecsta tesis asumircmos que la matriz de pesos
(2 cs una matriz sub-markoviana.

La siguiente proposicién nos brinda otra forma de dcfinir la matriz de
Grecen, en ella estamos denotando por K, ,(A) al conjunto de todos los ca-
minos cn A quc comicnzan en el estado = y terminan en el estado y.

Proposicién 1.1. Sea A un conjunto finito de estados, Q una matriz de
pesos sub-markoviana y G la matriz de Green asociada a (). Entonces se
cumple:

Gay)= Y QW)

wEK: y(A)

Demostracion. Como @ es una matriz sub-Markov, entonces ticne todos sus
autovalores menores que uno y esto a su vez implica:

G=(I-Q7'=> Q. (1.1)
1=0
Adcmas, por induccién, se puede probar que para toda ¢ € N se cumple:
Qzy)= Y QWw). (1.2)
WEK ., y(A)
|wl=1



En efecto, veamos el paso inductivo:

Q" (z,y) = (Q-Q)(z,y)
= > Q= 2)Q(2y)

z€EA

= ) Q@2 D) QW)
z€EA wellgzlii(A)

= > Qz,2)QWw).
z€EA
weﬁﬁﬁz“)

Aqui hemos usado la hipétesis inductiva en la tercera igualdad y para esta-
blecer la cuarta igualdad debemos observar que todo camino w € K;,(A)
con |w| = i + 1 puede descomponerse como la concatenaciéon de un camino
(z,2) y un camino w’ € K, ,(A) con |'| = 1.

Con esto queda probada la induccién. Finalmente reemplazando la ecua-
cién 1.2 en la ecuacién 1.1 se llega a lo pedido:

Gz,y) =Y. > Qw= > Quw)

i=0 weky,, (A) WEK 2 4 (A)
Jw|=2

O

En palabras, esta proposiciéon nos dice que el clemento de la matriz de
Green G correspondiente a la posiciéon (z,y) es igual a la suma de los pesos
de los caminos en A que comienzan en el estado x y terminan en el estado
y. A partir de esta proposiciéon es sencillo obtener otra caracterizacién de
la matriz de Green mediante caminos aleatorios la cual enunciamos en el
siguiente corolario donde denotamos por 7 al tiempo (aleatorio) del primer
arribo a A°.

Corolario 1.1. Manteniendo las hipdtesis de la proposicion anterior y consi-
derando un camino aleatorio Z en Z% cuya matriz de transicion restringida a
A es Q, se cumple que si T ey son estados en A, entonces G(x,y) es igual al



nimero esperado de visitas al estado y cuando el camino aleatorio comienza
en el estado T y antes de salir de A, es decir:

G(z,y) =E, (i l{z‘:y}) .

=0

Demostracion. En la prueba de la proposicién anterior se vio que:

Gy =3 3 QW)

1=0 wekz,y(A)
|w|=12

La suma interna representa la probabilidad que el camino aleatorio vaya del
estado z al estado y en 7 pasos y sin salir de A, es decir:

G(z,y) = ZPz(Zi =y;i<T)
i—0

= ZIE:ZZ (1{Z¢=y;i<r}) ¢
=0

Finalmente, por la linealidad de la esperanza se obtiene el resultado deseado.

a

Ahora nos proponemos a encontrar la medida total del espacio de ciclos.
El conjunto de todos los ciclos no triviales en A sera denotado por O = O(A)
y la exponencial de la medida del conjunto de todos los ciclos en A sera
denotada por:

F(A) := exp Z m(w).

En general, si V C A, denotamos la exponencial de la medida del conjunto
de todos los ciclos en A que tienen al menos un vértice en V' por:

Fy(A) :=exp Z m(w).

Donde la expresion w NV representa el conjunto de estados del ciclo w que
estan en V. Cuando el conjunto V es unitario, es decir V = {z}, se escribe
Fz(A) en lugar de Fi;)(A).

En primer lugar notemos que si particionamos el conjunto de todos los
ciclos en A de manera adecuada, el siguiente lema se deduce facilmente:
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Lema 1.1. Si A = {y1, -+ ,yx}, entonces se cumple:
F(A) = Fy1 (A)Fyz(Al) o Fyk(Ak—'l)

donde A; = A\{y1,--- ,¥i}. De forma mds general, si V = {y;,--- ,y;} C A
entonces se cumple:

FV(A) = Fyl (A)Fyz(Al) T ij (Aj*l)'

Demostracion. Sea L£(A) el conjunto de todos los ciclos en A, notemos que
el conjunto de todos los ciclos contenidos en A que pasan por algin vértice
de V puede ser particionado de la siguiente manera:

{we L(A):wnNV #0} ={we L(A) :wnNy #0}
EH{weC(Al):wﬂyg#@}
&Jtﬂ{weﬁ(Aj_l)wﬂyJ#(D}

Aplicando la aditividad de la medida m en el conjunto anterior y finalmente
tomando exponencial se obtiene lo pedido. ad

Resulta que en el caso que estamos asumiendo, es decir, cuando la matriz
de pesos @ tiene todos sus autovalores con médulo menor que la unidad (en
particular, cuando () es una matriz de transicién sub-Markov), la medida de
ciclos asociada es finita. Ahora nos proponemos demostrar que la medida del
conjunto de todos los ciclos es igual al logaritmo natural del determinante de
la matriz de Green. Haremos esto usando una funciéon f = f4 definida para
todo elemento z en el conjunto de estados A segun:

fa@) = ) Q).

Es decir, el valor de esta funcién en el estado = € A es la suma de los pesos
de todos los ciclos en A que comienzan en z y que regresan al estado inicial
exactamente una vez. Esto también es igual a la probabilidad que el camino
aleatorio en Z? cuya matriz de transicién restringida a A es @), al comenzar
desde z, regrese a z antes de salir de A.

Necesitamos también hacer uso de una relaciéon de equivalencia en el con-
junto de todos los ciclos en A la cual se puede definir de la siguiente ma-
nera: dos ciclos w y w’ estan relacionados si y solo si existe un j € N con
0<J < |w=|w]tal que

’ —
W; = W(i+j) mod |w|

7



w2

/]

W —> w1

Figura 1.2: Representacion grafica de un ciclo sin raiz.

para todo 7 € N tal que 0 < ¢ < |w| = |/'].

En otras palabras, si w = (wp,ws, - ,wk) s un ciclo en A, entonces los
ciclos relacionados con w son de la forma w’' = (wj,wj41, - , Wk, w1, ,wj).
Las clases de equivalencia inducidas por esta relacion se denotaridn por @
y en la bibliografia son conocidas como “unrooted loops”. Por ejemplo los
ciclos (wp,w;,ws,wp), (wy,ws,wp,w;) ¥ (w2,wo,w;,ws) son representantes de
un mismo ciclo sin raiz (ver figura 1.2). El nimero de ciclos que pertenecen
a una misma clase de equivalencia @ se denota por:

k(@) := #{w: w € W}.

Notemos que todos los ciclos en una misma clase @ tienen la misma longitud
y el mismo peso, luego podemos definir la longitud y el peso de un ciclo sin
raiz (clase de equivalecia de ciclos) por:

@ = |wl
QW) = Q)

donde w es cualquier elemento de la clase @. Esto permite definir la medida
de un ciclo sin raiz (clase de equivalencia) W de la siguiente manera:

m(w) := k(@)m(w)

donde nuevamente w es cualquier representante de la clase W ya que todos
estos representantes tienen la misma medida.

Para hallar la medida del conjunto de todos los ciclos, previamente nece-
sitamos la siguiente proposicion que nos da la medida del conjunto de ciclos
que pasan por un vértice z € A.

Proposicién 1.2. Sea z € A C Z% entonces, se cumple lo siguiente:

F;(A) = G(z,x)

8



Demostracion. Primero notemos que todo ciclo w € £(A) conraizwy =z y
que regresa a esta raiz d(w) = j veces, se puede expresar como:

w:wleB...@wj

donde el simbolo @ denota concatenacién de dos ciclos y w* € L(A), wh =z
y d(w*) =1 parai € {1,---,j}. Es decir, cada componente de esta descom-
posicién es un ciclo en A, con raiz en x y que regresa a su raiz una sola vez.
Por ejemplo para w = (z,a,b,c,d,z,a,z,a,b, x) tendriamos:

w = (z,a,b,c,d,x)
w? = (z,a,x)
w® = (z,a,b,1z).

En esta descomposiciéon se cumple obviamente que el peso del ciclo total es
igual al producto de los pesos de sus componentes, es decir:

7 T3

Y Rw = Y. QWY QW) =| D Quw)| =[fa@V.

weL(A) w'eL(A) weL(A)
Wwo=T i wo=T
d(w)=j wo =7 | d(w)=1

d(w?)=1

Por otro lado, usando la proposicion 1.1 tenemos:

G(z,z) = Y Qw =Y Y QW)

weL(A) j=0 weL(A)
wo=c wWo=T
d(w)=j

Finalmente, si denotamos por £ (A) al conjunto de ciclos sin raiz (clases
de equivalencia) en A que pasan por z y ademéas denotamos por d.(w) el

9



ntmero de veces que un representante de @ con raiz en z retorna a z, es decir
d; (W) = d(w) donde w € @ con wp = z, tenemos:

InG(z,z) = —In[l — fa(x)]

j=1 weL(A)
wo=zx

I
M
iy
=
G

k(@)

., s =T o =
El nimero de representantes de la clase @ € £ con raiz en z es d (W) i

Luego, la ltima sumatoria interna es igual a:

k(@)Q@)
=]

3

(@)

Por lo tanto se sigue que:
InG(z,z) = Y. m@®)
wEL" (A)

= ) mw)

weL(A)
wn{z}#0

= InF,(A)
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Para concluir esta seccién probamos que cuando la matriz de pesos () es
una matriz de transicién sub-Markov, entonces la medida de ciclos es una
medida finita. La siguiente proposicién ademas expresa esta medida como un
determinante, esto serd muy til en la aplicaciéon de la seccién posterior.

Proposiciéon 1.3. Sea A un conjunto finito de estados y la matriz de pesos
sub-markoviana Q). Entonces la medida del espacio de ciclos en A estd dada
por:
F(A) =detG.

Demostracion. Procedemos por induccién sobre #(A) = n. Para n = 1,
tenemos que A = {z} y Q = [r] es una matriz 1 x 1. Los ciclos en A son de
la forma w = (z,z,--- ,z) entonces F(A) = exp[d o, ™/n] =1/(1—-71) =
1/det(I — Q).

Para hacer el paso inductivo suponemos n > 1 y x € A, entonces por

definicién de la matriz de Green y por la féormula de la inversa por cofactores
tenemos:

G(z,2) = [(I-Q) (= 2)
det(I - Qa:)
det(I — Q)
donde Q. es la matriz que resulta de quitar la fila y columna de @ corres-
pondiente a z. Finalmente tenemos lo siguiente:
F(A) = F(A\{z})F:(A)
F(A\{z})G(z,z)
1 det(I — Q)
det(I — Q) det( — Q)

1
 det(I - Q)
Donde en la segunda igualdad se ha hecho uso de la proposiciéon 1.2 y en la
tercera igualdad se usa la hipétesis inductiva en el primer factor. O

1.2. Una aplicacién en teoria de grafos: Arboles
de expansiéon

En esta seccién usaremos la medida en ciclos definida anteriormente para
hallar el nimero de arboles de expansién sobre un grafo finito y conexo.
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Figura 1.3: Representacion grafica de un camino no autoevitable (con ciclos)
en A C Z2.

Como veremos mas adelante, resulta que los arboles estAn compuestos por
ramas, que son caminos que no se cruzan a si mismos y por lo tanto no forman
ciclos. Los caminos de este tipo serAn denominados “caminos autoevitables”,
que generalmente denotaremos por la letra griega 7).

Definicion 1.3. Un camino n = (1o, -+ ,n,) es autoevitable si n; # 1y para
toda 0 < j <k <n (ver figuras 1.8y 1.4).

Ahora describiremos un algoritmo sencillo que permite obtener caminos
autoevitables a partir de un camino cualquiera. Si w = (wp, -+ ,wy,) €s un
camino, entonces 7 = LE(w) denotara el camino autoevitable que resulta de
eliminar los ciclos (Loop Erasure) en w segun el algoritmo que se ilustra en
la figura 1.5 y que se describe a continuacién:

» Sea dp := max{j < n: w; = wp}, definimos 1y := ws, = wo.

= Suponiendo que tenemos &; < n. Sea 6;+1 := max{j < n: w; = ws,41},
definimos 741 := ws,,, = Ws;+1-

» El algoritmo finaliza cuando tenemos 75, = wy,.
Definicion 1.4. Se denomina drbol de expansion o drbol generador de un
grafo finito conexo G = (A, E) a un subgrafo de G cuyo conjunto de vértices

es A y cuyo conjunto de ejes es un subconjunto de E que no forma ciclos
(ver Figura 1.6).

12
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Figura 1.4: Representacion grafica de un camino autoevitable (sin ciclos) en
AcCZ

Figura 1.5: Eliminacién de ciclos. Los ejes de color rojo son eliminados por
el algoritmo.
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Figura 1.6: Tres arboles de expansién sobre un mismo conjunto de estados.
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Los caminos autoevitables y el algoritmo de eliminacién de ciclos que
acabamos de describir son la base del algoritmo de Wilson, el cual permite
obtener un arbol de expansién en un grafo finito conexo con vértices A C Z¢
al cual dotamos de un orden arbitrario A = {zg,z1, - ,Z,}. El algoritmo se
describe a continuacién:

a Tomamos el camino aleatorio simple en el grafo G = (A, F) que empieza
en x; y detenido en la primera llegada a x; denotamos el loop erasure
de este camino por n! y definimos 7 := n'.

= Suponemos que tenemos n = n! @ --- ® n'. Si n es un arbol de expan-
sién, finaliza el algoritmo, sino denotamos por é;,; al menor entero no
negativo tal que z5,,, ¢ ny por n°*! al loop erasure del camino aleato-
rio simple en G = (A, E) comenzando en z;,,, y detenido en el primer
arribo a 7). Actualizamos 7 « n @ 7**1.

Nuestro objetivo ahora es probar que el algoritmo de Wilson genera un arbol
de expansién aleatorio con distribucién uniforme, es decir, cada arbol de
expansién en el grafo G tiene la misma probabilidad de ser generado por el
algoritmo de Wilson, de este hecho se desprendera directamente una férmula
para hallar la cantidad de arboles de expansién. Para esto necesitamos ver
primero algunas definiciones y resultados.

Definicién 1.5. El peso Q4(n) de un camino autoevitable n con vértices en
A estd dado por:

Es decir, QA(n) es la suma de los pesos de todos los caminos que al
eliminarles los ciclos se obtiene el camino autoevitable 7.

La siguiente proposicién relaciona el peso Q definido en el conjunto de
caminos autoevitables, con el peso ) definido para cualquier camino en el
espacio de estados A.

Proposicion 1.4. Sean i > 1 yn = (1o, ,m;) un camino autoevitable en
el espacio de estados A, entonces:

15



Demostracidn. Denotemos A_; := Ay Aj := A\ {no,--- ,n;j } y observemos
que cualquier camino w con LE(w) = 7 se puede descomponer de la siguiente
forma:

w=uwl® (1o, m) DwW & (M,72) & --- & (i1, 1) © '

Donde cada w’ es un 7nj-ciclo en A;_1, es decir, un ciclo cuyos vértices estan
en A;_; y con raiz en 7n;. Luego tenemos:

Gat) = Y QW)
weEK(A)
LE(w)=n

== Y RW)Qmom)QW")Q(m,m) - - Q(mhi-1,7) QW'

W EeL(Aj-1)

wh=n;

3€{0, i}

= Q) Y QW)QW)--Qw)
ij[;(Aj—l)
jet0 )

= Q]I > ew

7=0 wEﬁ(AJ'_l)
wo=1)_7'

= Q(n) H Ga,_,(nj,m;)

= Q) [ Fu(45-1) = Q(n) F(4)
j=0

Donde en la peniltima y ltima igualdad hemos usado la Proposicién 1.2 y
el lema 1.1 respectivamente. O

Definiciéon 1.6. Dado el conjunto de estados finito A = {xo, %1, -+ ,ZTn} ¥
una matriz de pesos Q. Definimos el peso de un drbol T en A segin:

Q(T) = H Q(.’E,.’E’)
(z,x')ET

Donde el producto es tomado sobre todos los ejes (x,x') € T y la direccion
es escogida de modo que el inico camino autoevitable que va de T a xy pase
a través de ’.

16



Segun la definicién anterior podemos calcular el peso de un arbol de
expansion en el grafo finito conexo G = (A, E) con respecto a la matriz de
pesos () correspondiente a la matriz de transicién del camino aleatorio simple
en el grafo G = (A, E). Sea T un arbol de expansion en A, tenemos:

sea\(zo) 168(%)
i 1
ey (1.3)

Es decir, todos los arboles de expansién en A tienen el mismo peso.

La siguiente proposicién prueba que el algoritmo de Wilson genera un
arbol de expansion uniformemente, es decir, cada arbol de expansién en A
ticne la misma probabilidad de ser generado mediante el algoritmo. Esto a
su vez nos da el nimero de arboles de expansién en un grafo dado.

Proposicion 1.5. El nimero de drboles de expansion que se pueden obtener
en un grafo finito coneo G = (A, E), donde A = {zg, -+ ,x,}, estd dado por:

det(D — K). _

Donde D es la matriz diagonal de los grados de x € A\ {zo} y K es la matriz
de adyacencia del grafo G restringida a A\ {zo}.

Demostracion. Primero analizamos el arbol 7 segin los caminos autoevita-
bles que lo conforman, es decir, debemos observar que el arbol esta formado
por los siguientes caminos autoevitables:

771 = (y1,1 =Z1,Y1,2,° " YY1k Rl = 330)
")2 e (y2,1,y2,2, ce 1y2,k2az2)

7’3 = (y3,1’ y3,2a * Yz ks 23)

nm . (ym,la Ym,2> " sy Umkm s zm) .

17



Aqui 0! es el tinico camino autoevitable en el 4rbol T que va desde z; hasta
zo. Para j > 1 se tiene que y;,; es el vértice de indice més pequeno que no
estaen ' @--- @1~ y 1’ es el tinico camino autoevitable en el arbol T~ que
va desde y;; hasta el vértice z; en n' @ --- @ L.

Ahora, segiin la descripcion del algoritmo de Wilson, tenemos que la pro-
babilidad que este genere el arbol T es el producto de las probabilidades de
los siguientes eventos:

s LE(w) = n!; donde w es el camino aleatorio simple que comienza en x,
y detenido en zg.

s LE(w) = n?%; donde w es el camino aleatorio simple que comienza en
Y2, y detenido en 7!,

s« LE(w) = n?; donde w es el camino aleatorio simple que comienza en
Y31 y detenido en n' @ n?.

= LE(w) = 7»™; donde w es el camino aleatorio simple que comienza en
Ym, Yy detenidoen n! @ --- @ p™ L.

La probabilidad del evento en cada uno de los items anteriores estd dada
respctivamente por cada una de las siguientes cantidades:

> QW) | Qyrg,21)

wek(A\zo)
LE(w)=(y1,1,""" :¥1,k; )

> QW) | QWaks» 22)

wek(A\n')
LE(w)=(y2,1,"* ,¥2,k;)

> QW) | QWi em» 2m)-

wek(A\{n'®-en™1})
LE(w):(ym,ly 'WYm km )
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La proposicién 1.4 nos permite expresar las cantidades anteriores de la si-
guiente forma:

Q(yl,la T yl,k;)Fnl\{zl}(A \ :L‘O)Q(yl,kla Zl)

Q(yz,la T y2,k2)F‘q2\{22}(A \ nl)Q(y2.k2a 22)

Q(ym,la U, ym,km)Fn"‘\{zm}(A \ {771’ T nm—l})Q(ym,km» zm)-

Multiplicando estas expresiones y usando el lema 1.1 resulta que la probabi-
lidad buscada es:

Q(T)F(AN\ zo).

Tenemos ademéas que el peso de un arbol de expansiéon 7 con respecto al
camino aleatorio simple en G estd dado por la ecuaciéon (1.3) y usando la
proposicion (1.3) tenemos que la probabilidad que el algoritmo de Wilson
genere el drbol de expansion 7 estd dada por:

-1

i=1

[Hdeg(xi)} F(A\{zo}) = det(I—QA\{zo})Hdeg(l”i)

= [det(I — Qa\(zo)) det D] ™

= [det(D = QA\{ZO}D)] o
1
det(D — K)

Donde D(z,y) = d,4deg(z), es decir, D es la matriz diagonal de grados y K

es la matriz de adyacencia del grafo G, ambas restringidas a A \ {zo}.
Como todos los arboles de expansion tienen la misma probabilidad de ser

generados por el algoritmo Ft(ﬁl—_x) y todas estas probabilidades deben sumar

uno, se tiene que la cantidad de arboles de expansion debe ser det(D—K). O

Para finalizar este capitulo vamos a mostrar un ejemplo concreto de la
proposicion anterior, para esto consideremos el grafo siguiente de solo cuatro
vértices:

4!

)

E)——3
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La matriz de grados es:

D' =

OO oW
S o N O
o w oo
NO OO

y la matriz de adyacencia est4 dada por:

0111
, 1010
K=11101

1010

Luego, segun la proposicién (1.5) el nimero de arboles de expansién que se

pueden formar en este grafo es:
) . ( ) ) 8.

SO N
S w o
N OO
o O
=
O = O

det (

Los ocho arboles de expansiéon que pueden formarse son los siguientes:
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Capitulo 2

Campo Libre Gaussiano Discreto

El objetivo de este capitulo es dar una introduccién al concepto de Cam-
po libre gaussiano discreto (DGFF por sus siglas en inglés) y relacionarlo,
mediante la funciéon de particiéon, con la medida de ciclos cstudiada en el
capitulo anterior.

Consideremos el lattice entero L = (Z%,E) donde

E:={{z,y9}: llz -yl =1}

representa el conjunto de ejes que unen vértices vecinos y G = (A, F) es un
subgrafo de L finito y conexo. Consideremos también un camino aleatorio en
el grafo L con matriz de transicion simétrica ( de modo que () restringida a
A es una matriz sub-Markoviana.

Ahora establecemos algunas notaciones. Vamos a denotar por J,(A) al
conjunto de ejes en E que tienen un solo vértice en A, es decir:

0c(A) .= {{z,y} : llz —ylh = 1z € A;y & A}

llamaremos a este conjunto “ejes de frontera de A” (ejes de color rojo en el
grafico 2.1). Ademés denotaremos por eg(A) a aquellos ejes en E que tienen
ambos vértices en A (ejes de color azul en el grafico 2.1). La unién de ambos
conjuntos de ejes la denotaremos por:

e(A) := 8.(A) Uep(A).

Analogamente definimos los vértices de frontera de A y la cerradura de
A por:

— 0A .— {y¢ A:Q(z,y) > 0 para algin z € A}
— A — AUOA.
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Figura 2.1: Ejes de frontera y ejes internos en el grafo.

Podemos ver cada vértice como una particula interactuando con todas sus
particulas vecinas y esta interacciéon sera mas fuerte segtn el peso que indique
la matriz Q.

Definicion 2.1. Considerando una funcion f : A — R, definimos el lapla-
ciano (discreto) de f en x € A de la siguiente manera:

Af(z) =) Qz,y) [f(y) — f(=)].

y€Zd

Decimos que f es armdnica en z si Af(x) = 0 y f es armdnica en A st
Af(z) =0 para toda x € A.

Notemos que en la definicion anterior es suficiente con tomar la suma
sobre todos los estados y que son vecinos de z, es decir, sobre todos los
estados y tal que Q(z,y) > 0.

Consideremos un eje e = {z,y} € e(A) y definamos el gradiente discreto
de f en el eje e como V. f := f(y) — f(x). Esto define V.f salvo signo, pero
el producto

VefVeg

queda bien definido y nos permite dar la siguiente definicién:
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Definicion 2.2. Sean f,g : A — R dos funciones (en este contexto a estas
funciones a veces las llamaremos “configuraciones”), entonces definimos la
energia o forma de Dirichlet £ de la siguiente manera:

Ea(f,9) == D Q(e)VefVeg

e€e(A)
y denotamos la energia de la configuracion f por E4(f) := Ea(f, f).

Es trivial probar que £4 es bilineal. Por otro lado, para ciertas configu-
raciones especiales, la forma de Dirichlet se puede expresar de forma conve-
niente por medio del laplaciano definido anteriormente. Esto lo detallamos
en el siguiente lema que puede verse como un analogo discreto a la férmula
de integracion por partes.

Lema 2.1 (Foérmula de Green discreta). Sean f,h: A — R, entonces

> f@ARE@) + D> f@)hx) - h))Rx,y).  (2.1)

T€EA TEDA yeA
Ademds:

a) Si h es armdnica en A:

=3 ¥ f@)h(z) - h(®)QAz, y). (2.2)

x€EJA ye A

b) Si f =0 en 0A:

- f(z)Ah(z) (2.3)

TEA

c) Si h es armonica en A y f =0 en A, entonces E4(f,h) =0 y luego,

Ea(f + h) = Ea(f) + Ealh). (2.4)
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Demostracion.

Ealfih) = D Q(e)VefVeh+ Y Q(e)VefVch

ecep(A) e€0,(A)
= 33 T QEWI®) - f@)Ik) - b))
TEA yeA
+> > Q= w)f ) — f@)][h(y) — h(z)]
TEA yedA
= —ZZny y)[h(y) — ]——ZZQxy (2)[h(y) — h(z)]
T€EA yeA TEA yeA
+> > Q= y)f (W) — f@)h(y) - h(z)]
TEA yeEGA
= YR »I@IhE) ~ k@) - 5 33 Q@) f(@)[A(y) — k()
yGA TEA TEA yeA
+> ) Q= v)f W) — f(@)h(y) — h(z)]
T€EA yedA
= =YY " Q(=,9)f(=)[h(y) — h(z)]
T€EA yeA
- Q=) f @)k @]+ > Qz,y)fw)[h(y) — h(z)]
TEA yeEGA TEA yedA
= -2 > Q@Y f@hE) — )]+ Y. > Qz,y)f(2)[h(z) — h(y)]
T€EA yGA T€EHA yeA
= =) f@)ah@)+ Y D Qz,y)f(z)h(z) — h(y)).
TEA TEOA yeA

Esto prueba 2.1 de donde las ecuaciones 2.2 y 2.3 se deducen directamente.
Para probar la ecuacion 2.4 solo hace falta notar lo siguiente:

Ealf+h, f+h) Ealfs f) + 2Ea(f, h) + Ea(h, h)

Ea(f) + Ea(h)

O

Como ya se ha mencionado, nuestro objetivo en esta seccion es relacionar
el campo libre gaussiano discreto (que definiremos posteriormente) con la
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medida de ciclos y para ello necesitaremos hallar la energia de una configu-
racién en particular la cual denotaremos por h. El siguiente paso entonces,
es definir y hallar la energia de dicha configuracion.

Sea Y = (Y;);en €l camino aleatorio en Z* con probabilidad de transicién
Q y z € 0A, denotamos:

7., = min{j>1:Y;=uz}
74 = min{j >1:Y; ¢ A}.

En base a las notaciones anteriores vamos a definir la configuracién h, : Z¢ —
R de la siguiente manera:

. lP’y(Tm =Tpe) Siy€eA
haly) := { 5.(y)  SiygA

Es decir, cuando y € A, h,(y) es la probabilidad que, al comenzar en y, el
camino aleatorio Y salga de A por el estado z.
Notemos que se cumple lo siguiente:

s h,(y) =0 paratoday ¢ AU {z}
s hy(z)=1.
s Ah,(y) =0 para toda y € A.

Para probar que h, es armoénica en A, fijamos y € A y denotando A’ :=
AU {z} hacemos lo siguiente:

Aho(y) = Y Q,2)[ha(2) — ha(y)]

z€Z4

= Z Q(y’ Z)[hx(Z) - hm(y)] + Z Q(y’ z)[hx(z) - h:c(y)] + Q(y,l‘)[hx(.’lf) -

z€A zg A’

= ) QW 2)ha(2) —he(¥) D Q, 2) — ha(y) > Qw, 2) + Q(y, ) [ha(z) —

z€A z€A zg A’

= —ha(y) + Y Qy, 2)ha(2) + Q(y, )

z€A
= 0.

La tltima igualdad es debido a que por definicién h.(y) = Py(7z = Tac) pero
el evento {7, = T4c partiendo de y} es equivalente a que el camino alcatorio
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vaya desde y directamente hacia x o que vaya desde y hacia algin z € A y
luego salga de A a través de z.

Ahora que ya hemos visto que h, es una funcién armoénica en A, pasemos
a analizar la energia de dicha configuracion. El siguiente lema relaciona la
energia de la funcién h, con la medida del conjunto de todos los ciclos en
A’ := AU {z} que pasan por z.

Lema 2.2. Sean x € 0A, A" :== AU{z}, Y := (Yj)jen un camino aleatorio
con probabilidad de transicion Q y T; y Tac definidas como antes, se cumple
lo siguiente:

gAf(hI) = H‘bz [T_,, 2 T(Al)c] = Fx(A") (2.5)

Demostracion. Siy € A, entonces por definicion h (y) = P (T, = 74). Ade-
mas notemos que:

| [7}, <, T(A,)c] = Qz,z)+ Z Q(z, y)Py(7z = Tae)

yeEA

= Qz,z) + Y Qz,y)hz(y).

yEA

Por lo tanto:

Pe [72 2 7] = 1—Pa[rz < are]

= 130y + > Qv +Qz,2)| - Qz,2) - Y Qe y)ha(y)

ygA vea ved
= > Qz,y)+ Y Qz, )1 — ho(y))
Vg A’ veA
= =Y Q@ Y)h(y) — ha(2)] = Y Q(z,9)[ha(y) — ha(2)]
ygA’ yea
= — Y Q@,9)lhs(y) — ha()]
yeZd
= —Ahg(z)
= = hy(y)Aha(y)
yeA’
= gA’(h':t)
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Para probar la segunda igualdad en 2.5 recordamos la definiciéon de la funcion
f = fa que evaluada en z representa la probabilidad de regresar al estado x
sin salir de A’ y usamos la proposicion 1.2 para obtcner:

P, [Tz > 1an] = 1— fa(z)
1
GA/(.’E,:II)

1

F.(A")
O
Ahora pasamos a definir el campo libre gaussiano disereto haciendo uso
de la cnergfa de Dirichlet £4 definida anteriormente.

Siv:Z\A >Ry f:A— R, vamos a dcnotar por f, a la funcion
definida en Z? segin:

_J f(x) SizeA
folz) := { viz) Sizég A
Si v es omitida, asumimos que v = 0.

Definicién 2.3. Vamos a definir el Campo Libre Gaussiano Discreto en
A con condicion de frontera v como la medida en R*4) cuya funcion de
densidad con respecto a la medida de Lebesgue estd dada por:

(2)~#(A/2=Ealfo)/2.

Si v = 0 se dice que el campo tiene condiciones de frontera de Dirichlet o
condicion de frontera nula.

Ahora nos cnfocarcmos cn cl objetivo principal de csta scccién que cs
probar que la medida que define el campo libre gaussiano discreto es finita.
y ademé4s la medida de todo cl cspacio R#(4) puede expresarse usando la
medida de ciclos que definimos en el capitulo anterior. Para ello hacemos uso
de la funcién de particion definida a continuacion.

Definicién 2.4. Sea A C Z¢ un subconjunto finito y v : Z°\ A - R la
condicion de frontera. Definimos la funcion de particion segin:

C(A;v) := / (2m) " # AN/ 2e=Ealf)I2gf
Siv =0, solo escribiremos C(A) y por convencién se tiene C(0;v) = 1.
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Teorema 2.1. Para cualquier A C Z2 con #(A) < oo se tiene que la funcidn
de particion con condiciones de frontera nulas se relaciona con la medida de
ciclos de la siguiente manera:

C(A) = VF(A) (2.6)

Demostracion. Vamos a proceder por induccién sobre #(A). Si A = 0, el
resultado es inmediato. Para hacer cl paso inductivo necesitamos probar pri-
mero que paraz ¢ Ay A’ = AU {z} se cumple:

C(A') = C(A)VF:(A) (2.7)
ya que por hipétesis inductiva y por la proposicién 1.1 tendriamos:

C(A') = C(A)VF(A) = V(A FR(A) = v/F(A).

Ahora solo nos queda probar la igualdad 2.7.
Sea f:Z% — R con f =0 en Z%\ A'. Podemos cscribir

f=g+th

donde h es la funcién armoénica en A con h(z) = 1, h = 0en Z¢\ A' y
t = f(z). La ecuacién anterior define g de modo que se anule cn Z¢ \ A.
Ademas notemos que los cjes en e(A’) son los ejes en e(A) junto con los cjes
de la forma {z,y} con y € Z% \ A, es decir:

e(A) =e(A)U {{z,y} : |z —yh =1,y ¢ A}.

Usando esto podemos podemos relacionar la energia de f en Ay en A’ de la
siguiente manera:

Exf) = D Qualfz) - )
{v,z}€e(A’)
= Y. QW) - fP+D_ Q= yf(y) - f(=z))?
{wz}ee(4) ygA
= Ea(f)+)_Qlzy)’. (2.8)
ygA’

Analogamente tenemos:

Ex(h) = Ea(R) + D _ Q(z,y). (2.9)

ygA’
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Ademaés, por la ecuacion 2.4, tenemos:

Ea(f) = Ealg) +E&alth)
= Ealg) + t23E4(h). (2.10)

Combinando las ecuaciones 2.8, 2.9 y 2.10 tenemos:

Ex(f) = Ealg) +LEah)+ D Qz,y)f?
ygA’

= SA(g) + t2 SA(h) + Z Q(x,y)

ygA’
= Ea(9) +t*Ex(h).

Multiplicando por —% la igualdad anterior y tomando exponencial a ambos
miembros obtenemos:

exp | ~3x(1)] = exp |-3Ea(0) | e |-SEa)] . (221

Notemos que el primer factor del lado derecho de la igualdad 2.11 depende
de los valores de g en x4, - -+ , x, mientras que el segundo factor depende solo
del valor de f en zg.

Para obtener la funcién de particiéon cn A’ debemos integrar la ccua-
cién anterior sobre todos los posibles valores de f. Integramos primero ha-
ciendo variar los valores que toma la funcién en A y finalmente integramos
haciendo variar los valores que toma la funcién sobre la variable z. Sean
A={xy, - ,z,} y T = xg, integrando la ecuacién 2.11 obtenemos:

c) = / (2m) A 2~ En (D/2
Rn+1
- / (2m) /2 [ / (2)~#A/2gEA@)/2| o= Ew (/2
R n
— C(A)/(2,’r)—1/26—t28A/(h)/2
R
- C(A)/(27{')_1/26_t2/[2F’(A’)]
R
= C(AVE(A).
En la peniltima igualdad se ha usado el lema 2.2 y de esta forma queda
probado el teorema O
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Para finalizar esta seccién veremos una forma de obtener el campo libre
gaussiano discreto mediante vectores gaussianos.

Teorema 2.2. Consideremos el vector aleatorio f = {f, : x € A} el cual
tiene distribucion normal conjunta de media cero y matriz de covarianza G =
(I — Q)~!. Entonces la distribucion del vector aleatorio f es el campo libre
gaussiano discreto en A normalizado y con condiciones de frontera nulas.

Demostracion. Primero veamos que efectivamente podemos considerar a la
matriz de Green G = (I — Q)~! como una matriz de covarianza. Para esto
debemos probar que G es definida positiva de la siguiente manera:

n

(I-Q)f)i = z(f - Q)ij f(z;)
= Z[&j — Q(zi, z;)] f(z;)

= Z‘suf (z;) ZQ (zi, ;) f(x;)

= EE:CQ mzax] )
= f(z) z Qziy) — Y Qzi,y)f(y)

Y€z yeZs

- -3 Q@) - £z
yezZd

3 —-Z&f(xi)

por lo tanto tenemos que:

FI-Q)f = =) fl@Af(z)

€A

= E4(f)

Notemos que cn ecsta dltima igualdad hemos usado la Férmula de Green
discreta, méas precisamente, hemos usado la ecuacién 2.3. De lo anterior se
deduce que I — @ y por lo tanto G son matrices definidas positivas ya que
por definicion £4(f) es cero solo cuando f = 0.
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Para completar esta demostracién usamos el resultado del apéndice A
donde se prueba que la funcién de densidad del vector aleatorio f esta dada
por:

(271»)—#(A)/2(det G)—l/z exp {_ _t(i_;_"l}

y por lo que acabamos de probar, esto es igual a:

1
(2m) #2(det G) 2 exp { - Eu() }
Con esto concluye la prueba ya que por el teorema 2.1 el valor que normaliza
el campo libre gaussiano discreto esta dado por Vdet G. O

El teorema anterior nos dice que el campo libre gaussiano discreto con
condicién de frontera nula es un vector gaussiano con media cero y matriz
de covarianza dada por G = (I — Q).
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Capitulo 3

Campos de ocupaciéon y el DGFF

En este capitulo mostramos otra relacién entre el campo libre gaussiano
discreto y la medida de ciclos. Para esto construimos, en base al espacio de
ciclos en el grafo G = (A, F), un vector aleatorio que denominaremos campo
de ocupacioén y que resulta tener una distribucién relacionada con ¢l DGFF.

Este capitulo estd dividido en cuatro secciones. En la seccién 3.1 construi-
mos el espacio de medida (NO, Rco 2N, Mt) y probamos que esta medida

P . (< .
est4 concentrada en el subespacio (Ngn, 2Nan, Mt) cl cual es conocido como

loop soup en base al cual definiremos el campo de ocupacioén en las seccio-
nes posteriores. En la seccién 3.2 definimos el campo de ocupacién discreto
el cual nos sirve como motivacién para definir, en la seccién 3.3, el campo
de ocupacién continuo no trivial. En esta secciéon también se calcula la fun-
cion generadora de momentos del campo continuo no trivial. En la seccién
3.4 definimos en campo continuo trivial y hallamos su funcién generadora
de momentos. Teniendo el campo continuo no trivial y trivial ya definidos,
podemos definir el campo continuo total. Finalmente en la seccién 3.5 pro-
bamos la relaciéon entre el campo continuo total y el cuadrado del campo
libre gaussiano discreto. Probamos que ambos tienen la misma distribucién
haciendo uso de la funcién generadora de momentos.

3.1. Preliminares

Sea O = O(A) el conjunto de ciclos no triviales en el espacio finito de
estados A, definiremos una medida M, (con ¢ > 0 fijo y arbitrario) en el
conjunto de funciones C : O — N el cual como de costumbre serd denotado
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por N©. Para este fin, para cada ciclo no trivial w € O denotamos por M¥
a la medida de Poisson de parametro tm(w), es decir:

n
MY (n) = e~t™) % Vn € N.

Una forma de interpretar un elemento C del conjunto de funciones N° es
verlo como un multiconjunto de ciclos, es decir, un conjunto de ciclos en el
que cada ciclo puede aparecer més de una vez y el namero de veces que el
ciclo w € O aparece en el multiconjunto C esta dado por el C(w). Por ¢jemplo,
si w!,w? y w? son tres ciclos distintos en A y C € N° ¢s tal que C (w') = 1,
C(w?) =2,C(w?) =3y C(w) =0 para toda w ¢ {w!,w? w?}. Podemos
interpretar C como un multiconjunto que contiene un ciclo w!, dos ciclos w?,
tres ciclos w® y no conticne ningin otro ciclo a parte de esos.

La medida M, que buscamos definir en N© es a veces conocida como loop
soup y estd dada por el producto de las medidas de Poisson anteriormente
definidas en cada ciclo no trivial, es decir:

My = Q) M¢.

weo
Con esto queda definido el espacio de probabilidad (N, @, .., 2V, M;). Aho-
ra veremos que esa probabilidad esta concentrada en cierto subconjunto me-
dible N© C N©. Esto es importante ya que la medida M, restringida a N§
resulta ser una medida discreta y sera con esta medida discreta con la que se
trabajara en las secciones posteriores. Para definir el conjunto N§, y probar
algunas de sus propiedades, primero definimos las siguientes funciones:

¢: (N°Q@ueo 2™ M) — (N,2Y)
C — C(w)

¢: (N ®co2¥, M) -+ (NU{oo},280te})
C = > coClw)
Notemos que la primera de estas funciones es simplemente la proyeccion de
C € NO sobre algiin ciclo w € ©, micntras que la segunda funcién asigna
a cada multiconjunto C € N© el namero total de ciclos en C contandv las
repcticiones. Es importante notar que cada funciéon ¢“ es medible ya que sc
cumple:
(¢“)'(n) =Nx---xNx{n} xNx...xNe¢ ®2N.

w'eO
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Por lo tanto la imagen inversa via ¢“ de cualquier subconjunto de los natu-
rales también pertenece a la sigma algebra producto.

El conjunto N§ es definido como la imagen inversa via ¢ del conjunto de
nameros naturales, es decir:

N := ¢"}(N).

Podemos interpretarlo como el conjunto de todos los multiconjuntos que
contienen un nimero finito de ciclos.

Proposicién 3.1. El conjunto Nﬁon es medible.

Demostracion. Para ver esto basta probar que ¢~} (n) € @, 2" para toda
n € N. Para esto notemos que si asignamos un orden al conjunto de los ciclos
no triviales O = {w!,w?, -}, entonces tenemos:

donde cada D; es el conjunto de funciones (multiconjuntos) C € N© tal que
la suma de sus iméagenes en los ¢ primeros ciclos es igual a n y la imagen en
los ciclos restantes es cero, es decir:

D; = {C e N ZC(w’) =n;C(w’) = 0 para toda j > 2}

J=1

Como hay una cantidad finita de formas de obtener ¢ sumandos con suma n,
se tiene que cada D; es finito, y por lo tanto, ¢!(n) es numerable. Ademas
para cada C € ¢ !(n) el conjunto unitario {C} es medible ya que:

{C} b {(C(wl)""’C(wi)’oa(]’"')}
= {C@)) x - x {CWHY x {0} x 0} € Q2

wed

Por lo tanto tenemos que ¢~ !(n) es medible y numerable, luego N® :=
¢~ (N) = Upend™}(n) también es medible y numerable. O

El siguientec paso es probar que la medida del conjunto N® es igual a uno,
es decir, M, (N§,) = 1.
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Proposicién 3.2. La medida M, estd concentrada en N .

Demostracion. Notemos que cada proyeccion ¢“ tiene distribucion de Poisson
¢ ya que:

Mi[¢°(C) = n] = My[C(w) = n] = M¥(n),

Entonces, la distribuciéon de ¢ = Zweo ¢“ esta dada por la convoluciéon de
medidas ®,coM{ que resulta ser una distribuciéon de Poisson de pardmetro
P:=) ,ecotm(w) y esta cantidad es finita siempre que la matriz de pesos @
tenga todos sus autovalores menores que la unidad (proposicién 1.3) como
estamos asumiendo. Luego, la medida M, est4 concentrada en NS, ya que:

Mi[$(C) <00] = Y Mi[(C) =]

n=0
o)

= Y} (@ucoM?) ()

n=0
0 n
= Z e"’p—' = 1.
—~ n!
De esta forma, hemos probado que la medida (NO, ®w6(’) 2l Mt) estd con-
centrada en el conjunto N§,. O

Finalizamos esta seccion con el siguiente resultado.

Proposicién 3.3. La sigma dlgebra producto @ .o2" restringida al con-

Jjunto Nﬁon es la sigma dlgebra discreta en N%’n, es decir:

0% 2NfNo — 9N,

weO fin
Demostracion. Vamos a probar esto por doble inclusién. Primero tomamos
un conjunto V € @, co QN‘NO, entonces tenemos que existe un conjunto
medible V' € @ ¢ 2" tal qu;nV = V' N N&.. Esto implica obviamente que
VeN ﬁon. Para probar la otra inclusién tomamos V' € oNfa | esto siginifica quec
V C N£.. Pero como ya sabemos, NS, es numecrable y cada conjunto unitario
{C} es medible (donde C € N§,), esto implica que V € @ 2". O

En resumen, en esta sub-seccion hemos definido el espacio dc¢ medida

(N @, co 2N, M,) pero solo seré necesario trabajar con el espacio (Nﬁ'n, ONGn, Mt)
lo cual es mas sencillo ya que este es un espacio discreto.

35



3.2. Campo de ocupacién discreto

Empezaremos esta secciéon presentando el campo de ocupacion discreto
que nos servird para definir el campo continuo en las siguientes secciones.

En primer lugar definimos, para cada z € A y para cada ciclo no trivial
w € O, el tiempo local discreto N“(z) como el nimero de veces que el ciclo
w pasa por el estado z, es decir:

|w|

Nw(l‘) = Z ]-{wj=:r}-
j=1

Consideremos ahora la variable aleatoria definida de la siguiente manera:

. O oN& A 9NA
L: (NG, 2%, M) - (N2 )
C —» Le: A — N
T = Y coCWw)N“(z)

Es decir, esta funcién asigna a cada multiconjunto C un vector indizado
por los vértices £ € A donde el valor del vector en £ € A estd dado por
el namero total de veces que los ciclos de C pasan por el estado z. Para
entender mejor la definiciéon de esta funcién veamos un ejemplo concreto.
Consideremos z, y, z, u estados distintos en A y los ciclos ' = (z,v, z,y, u, x)
yw” = (y,z,y,u,y,,y) dos ciclos en A y un multiconjunto C € N° definido
por:
2 siw=d
Clw)=(¢ 3 siw=uw"
0 otro caso

Entonces tencmos que el valor del campo L¢ cn el estado x € A csta dado
por:

Le(z) = Cw')N¥(z)+ C(w")N" (x)
2(1) +3(2) = 8.

El valor del campo L¢ en cl estado y € A estd dado por:

Le(y) = CW)N“(y) +Cw")N" ()
- 2(2) +3(3) =13.
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De la misma forma, para u € A tenemos:

Le(u) = C(W)N“(u)+Cw")N“" (u)
2(1) + 3(1) = 5.

La variable aleatoria L induce una medida en el espacio medible (NA, QNA)
dada por:

pe(L) = M,L(C) = L]
= ) MO)lye)=cy-

CENQ,

Definicién 3.1. La variable aleatoria L o el espacio de probabilidad que esta
induce (NA, oN* ,ut) se denominan campo de ocupacion discreto.

3.3. Campo de ocupacién continuo

. . . opP . A
En la seccion anterior construimos el campo de ocupacion discreto (N Arphe ut) ,

ahora intentaremos construir un campo de ocupacién continuo, es decir, una
medida en el espacio de funciones ([0,00)*, B ([0,00)#)) an4loga al campo
de ocupacion discreto. Para esto necesitamos la nocién de “proceso gamma’.

Decimos que un proceso estocastico Y = {Y;}:>p es un proceso gamma si
cumple lo siguiente:

= Tiene incrementos independientes.
| 0= 0

s Para cualquier ¢, s > 0 la variable aleatoria Y; s — Y; tiene distribucién
I'(s,1).

En particular:

Ya=> (Y -Y), neN
i=1

esta distribuida como la suma de n variables aleatorias exponenciales de
parametro 1.
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Sea {Y*},;ea una coleccion de procesos gamma independientes, es decir
cada Y?® es un proceso gamma:

Y = {¥}eo,
y cada Y;® es una variable aleatoria:
1 (2, A4,P) - ([0,00), B ([0, 00)

Sea 3 := {s; : r € A} € [0,00)4, denotamos por Y5 al vector aleatorio que se
forma al tomar para cada z € A la variable aleatoria Y7, es decir:

Y (Ym)xEA

Para cada multiconjunto C € N? fijo y para cada estado = € A conside-
ramos la variable aleatoria con distribucion gamma de parametros L¢(z) y
1, la cual denotamos por:

YE @ : (A P) - ([0,00), B([0,00)))

Interpretamos esta variable aleatoria como el tiempo total que los ciclos en
el multiconjunto C permanecen en el estado = y es equivalente a asignar un
tiempo aleatorio con distribucién exponencial de parametro uno cada vez que
un ciclo del multiconjunto C llega al estado z.

En base a estas variables aleatorias definimos el campo continuo no trivial:

Yie =YL (Q X mevA@QNg)“,IP@Mt) - ([O oc)4, ([0 OO)A>)
6,C) — Yr.(0):= (YLc(x)(a))xeA

Notemos que la distribucién de esta variable aleatoria estd dada por:

n(V) = (PRM,)(YLeV)
= > (POM,)(YLeV,Qx{C})

CenN®

fin

= > (PIM)({0eQ:Y,(6) €V} x{C})

CeNg

= Y MCP (Y €V).

CeNg.
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Definicion 3.2. Llamamos campo de ocupacion continuo (no trivial) a la
variable aleatoria Y o al espacio de probabilidad inducido por esta variable

([0’ OO), B ([Ov OO)) ) Vt)‘

Nuestro objetivo en lo que resta de esta seccion es hallar la funcién gene-
radora de momentos de la variable aleatoria Y, para esto debemos revisar
previamente algunos conceptos y ver algunos lemas.

Sea f : A = [0,00) y z,y elementos de A, definimos una matriz D segtn:

Dg(z,y) := 0z f ().

Es decir, Ds es la matriz diagonal cuyas entradas en la diagonal principal
estan dadas por los valores de f(z). Ahora, sea Qf := D . Q, es decir:

Q(z,y)

Qs(x,y) = T+ f(z)°

Si @ es una matriz sub-cstocastica, cntonces para f suficientemente pequena,
Q¢ también sera sub-estocéastica y por lo tanto podemos definir una medida
de ciclos finita en base a la matriz )y. Denotaremos dicha medida por my y si

w = (wp, - -, wr) tenemos que la medida my puede expresarsc de la siguiente
manera;
Qs(w)
me(w) = ———
! vl
H;=1 Qf(wj-1,w;)
|wl

I—[r Q(wl—-l ,wz)
J=1 14 f(w;-1)

jwl
: 1 _

De esta forma hemos relacionado la medida de ciclos original m con la medida
de ciclos my. Enunciamos otros dos resultados importantes que dcbemos
considerar con respecto a productos y series infinitas.

Lema 3.1. El producto infinito [[o, (1 + z,) es absolutamente convergente
si y solo st lo es la serie Y oo | zn.
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Demostracion. Ver [8] o también [9] 0

Lema 3.2. Sea O un conjunto contable y F : O x N — C una funcion con
F(w,0) =1 para toda w € O y ademds se cumplen:

ZF(w,n)

Z < o0 (3.2)
weO | n=1
SN Flw.cw))] < oo. (3.3)
CeNgn weo

Entonces se tiene que:

[1D Fwn)= > []Fwcw)). (3.4)

weO n=0 CEN%‘ weO
Demostracion. Por la ecuacion 3.2 y usando el lema 3.1 conz, = Y oo F(w, n)
tenemos que el producto del lado izquierdo en la ecuacién 3.4 es absoluta-
mente convergente, luego, este producto no depende del orden de los factores.
Entonces, podemos tomar O = {w!,w?, - -} y hacemos los siguientes calcu-
los:

[1D Fwn) = [[DFw.n)

weO n=0 s=1 n=0
J oo
e { S
= Jim I3 Fltn)
s=1n=0
Ahora denotamos el conjunto de los J primeros ciclos por O(J) := {w!,- -+ ,w’}

y estableccmos una relacion de orden en NS dada por:

C<(C & CW)<CW)ylW)=C() Vj < i para algtin i € N.
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Luego, tenemos:

J oo J
Jim [T Fewm = Jim 5 [P cw)

s=1 n=0 CeNO(J) s=1

oo

= Jim o > JIF@.ce)
CeNg ~ s=1
C(w')=0Vi>J

= Y [[Fw cw))

O sg=
CeNg s=1

= Y [ Fw.cw))

CeNg, weO

Donde la ultima iguadad es debida a la convergencia absoluta dada en la
ecuacion 3.3. (

Debemos tener en cuenta también que la funcién gencradora de momentos
de un vector aleatorio (independiente) gamma Y; esta dada por:

“Yaf\ _ 1
P =l sy

€A

En particular, sca C € NS, tenemos que la funcién gencradora de momentos
del campo de ocupacién continuo del multiconjunto C, es decir Yz, estd dada
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por:

P(evef) = ] :

L EN O

1
= 11 1+ f(z ))Zweoc(“’)N”(z)

TEA

= H H C(w)Nw()

TEA C(w);éO

C(w)
_ 1
- 1 (H (1+f<x>>~~<w>>

C(w)#0 \zeA

- I e [cw)Z—Nw(x) log<1+f<x>>]

C(w)#0 z€A

= H exp [—C(w)NY - log(1 + f)]. (8.5)
we0
Notemos que cl intercambio en el orden de los productos cs debido a que cl
conjunto de cstados A es finito y ademas la cantidad de ciclos que aparccen
al menos una vez en cl multiconjunto C es finita ya que C € N§),
Como sc menciond antes, estos lemas nos scran tutiles para probar la
siguiente proposicion:

Proposicion 3.4. Para una funcion f : A — R suficientemente pequenia,
se cumple que la funcidn generadora de momentos del campo de ocupacion
continuo no trivial estd dada por:

(P oo M,) (e Yif) = (dctG,_)tl

detG
Donde Gy es la matriz de Green asociada a Qy, es decir, Gy := (I — Qf)™!

Demostracion. La variable alcatoria Y, depende de dos parametros, 6 y C.
El tecorema dc Fubini nos permite tomer primero esperanza respecto a theta
y luego respecto a C, cs decir:

PR M,) (e7?f) = M, [P("”")]
= 3 MUOP ().

CeNg,
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Recordando que M; es el producto de medidas de Poisson y teniendo en
cuenta la expresion para la funcién generadora de momentos de Y. que sc
obtuvo anteriormente (ecuacion 3.5) tenemos que la expresién anterior es
igual a:

Z H -—tmw)[tm ); exp[ C( )N“’-log(l-i—f)],

CENO w€eO

Por el lema 3.2 podemos intercambiar la suma y el producto para obtener la
siguiente expresion:

HZ —tmw)[tm )] ~—exp [-nN¥ - log(1 + f)].

weO n=0

Agrupando de forma conveniente tencmos:

- [[etme i {tm(w) exp [~ N - log(1 + f)]}"

w€eo =0 n!
H exp {tm(w) [exp (—N“ -log(1+ f)) — 1]} . (3.6)
weO

Notemos ademés que la exponencial interna puede scr expresada de la si-
guiente manera:

exp[-N¥ -log(1+ f)] = expz ~N*(z)log(l + f(z))

T€EA

1 N« (zx)
= epoAlog [‘_h1+f(z)]
T€
1 NY(z)
- O (57a)

1 ,
= H 1+ flw;) e

Por lo tanto, recmplazando la expresion 3.7 cn la expresiéon 3.6, tenemos lo
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siguiente:

PoM,) (") = v
( ) (e ) wl;!)exp tm(w) L([) T 7o) 1
Z |w|—1 1
= tmi(w) -
e)cpweo m(w ;[_1) T @)
|w[—1
_ 1
= exp wezotm(w)]l:[ 1+f(w])-u§9tm(w)
= exp {Ztmf(w) - Ztm(w)}
WEW wWEwW
= [epomf(w)] [expz:m(w)]
weO weo

a

En la tercera igualdad hemos usado la relacién entre las medidas de ciclos
m y my dada por la ecuacion 3.1. Finalmente, en la dltima igualdad sc us6
el resultado de la proposiciéon 1.3.

3.4. Campo de ciclos triviales

El campo que se ha construido hasta cl momento asigna para cadaC € NS,
y cada x € A un tiempo aleatorio con distribucién exponencial de parametro
1 por cada vez que cl ciclo C visita el estado z. Pero el conjunto O solo
contienc ciclos no triviales, es por ello que ahora debemos considerar un
campo continuo construido a partir de ciclos triviales discretos.

Consideremos una coleccién de procesos gamma independientes entre si
{Z"}zea e independientes a la coleccion {Y*},ca definida en la seccion an-
terior. Cada Z* cs un proceso gamma:

Z® .= {Z7}+>0
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y cada Z7 es una variable aleatoria:
Z{ - (2, A,P) = ([0, 00), B([0,00))).
En base a esta coleccion definimos el vector aleatorio:
Zy (Q x Ng, A® 2N P ® Mt) = ([0, 00)*, B([0, 00)*))
(6,C) = (Z(0))zea

Notemos que la funcién generadora de momentos de este vector aleatorio Z;
esta dada por:

(IP ® Mt) (e_z"f)

P [M, (e7%)]
= P(e %)

1
= 11 (1+ f(2))!

TEA
= (det Dyyj)~". (3.8)

Donde D, es la matriz diagonal cuyos valores en la diagonal principal estan
dados por 1 + f(z) para toda z € A.

En la seccién anterior definimos el campo continuo no trivial y en esta
seccion hemos definido el campo continuo trivial. En base a ambos conceptos,
finalizamos esta seccién con la definiciéon del campo continuo total.

Definicion 3.3. Vamos a definir el campo continuo total como la suma de
las variables aleatorias que definen el campo continuo no trivial y el campo
continuo trivial, es decir:

)/ttotal — YL,! + Zt‘

3.5. Relacién entre el campo de ocupacion y el
DGFF

Si #(A) = n y la matriz de pesos ) e¢s simétrica y sub-Markov, vimos
en ¢l capitulo 2 que el campo libre gaussiano discreto normalizado y con
condiciones de frontera libre esta dado por la medida en R™ cuya funcion de

densidad es: ,

(2m)"/2\/det G

exp [—%&(f)] . (39)
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También vimos en la demostracién del teorema 2.2 que la matriz de Green G
y su inversa G~! (también denotada por A) son matrices definidas positivas
y que la energia de Dirichlet con condiciones de frontera nulas cumple lo
siguiente:

Ea(f) = f'G'f.

En la expresion anterior estamos considerando f como vector columna.

La siguiente proposicién expresa la funciéon generadora de momentos del
cuadrado (componente a componente) de un vector aleatorio cuya distribu-
cién estd dada por el campo libre gaussiano discreto normalizado con condi-
ciones de frontera libres. El objetivo principal de este capitulo se enuncia en
la dltima proposicién que relaciona esta variable aleatoria con la distribucion
del campo de ocupaciéon continuo definido en secciones anteriores.

Proposicion 3.5. Sea QQ una matriz simétrica sub-Markov y ¢ una variable
aleatoria en R™ cuya distribucion estd dada por el campo libre gaussiano
normalizado con condiciones de frontera libre en A (ecuacion 3.9). Entonces
para f suficientemente pequena se cumple:

a [GXP <_%¢2 ' f)] - \/det,(i +Dp) \fditc'

Demostracion. Por la formula de cambio de variable (ver [1], Teorema 1.6.9)
podemos determinar la esperanza buscada mediante la siguiente integral:

! N Lt Yo (Lo
E [exP <_§¢2 . f>] = (27r)n/2\/(_1m /ﬂ exp ( 2¢ f) exp 2(15 G ¢ )do
348+ Dj)o ae.

1
ex
(27r)"/2\/detG/n :

Ademas tenemos que si la funcién f es suficientemente pequefia, entonces
A + Dy es también una matriz simétrica definida positiva y por lo tanto
tiene una raiz cuadrada la cual denotaremos por Rs. Es decir, se cumplc

que Rs¢ - Ry = ¢'(A + Dy)¢ . Entonces, teniendo esto en cuenta podemos
cscribir:

" 1 1
/ exp [—§¢t(A + Df)¢] d¢ = /n exp <—§Rf¢ : Rf¢) do-
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Ahora hacemos el cambio de variable ¢' = R;¢ para obtener lo siguiente:

1 1 1 1
E ey - 8 - . ) o
[OXP ( 2¢ f)] (27!')"/2 Jaot G Je det It f(.xp ( 2(/) (/)) p

1 1 |
e ) — ,, y / l ’
(2m)*/2V/det G \/det(A + Dy) /" exp ( 2(/ /)) dqp

1 1

Vdet G \/(l(',i,(A + Dy)

(J

Finalmente ya podemos probar el resultado principal de este cap, solo
qucda hallar la funcion gencradora de momentos del campo continuo total.
Recordemos que como ¢l campo continuo no trivial Yy, y el campo trivial Z,
son vectores independientes, entonces la funcion generadora de momentos de
la suma cst4 dada por cl producto de las f.g.m. de cada una de cllas.

Proposicién 3.6. Bajo las condiciones de la proposicion anlevior, se cum-
ple que el vector aleatorio %(bz tiene la masma distribucion que el campo de
ocupacion continuo Y]‘/‘fj"‘.
Demostracién. Dcebemos probar que %(/)2 y Yl';f"!‘“' ticnen la misma funcion
gencradora de momentos.

La funcion gencradora de momentos de %(/)2 fue caleulada en la proposi-
cion anterior 3.5. Para calcular la funcion generadora de momentos del campo
continuo total Yl“/".j'a' nccesitamos la funcion generadora de momentos de cam-
po continuo no trivial Y;,, y la funcion generadora de momentos del campo
continuo trivial Zy,4, cs decir:

(P20 My j2) {(:xp ["‘(YI, + Zyy2) - /] }
(P M,y sg) [exp (=-Ys, - D] (Pos M) [exp (- Ziys -

(P 0 Mia) [oxp (- 1'732""' . /)]

Il
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Por la ecuacion 3.8 y la proposicién 3.4 la expresién anterior es igual a:

det G¢ 12 _1\1/2
= w det (Dry)

r 11V
Ry L

det G L

det (I — D71,Q) 1"
= € ( 1+fQ) ] det (Dl_-:f)l/2

det G

- _.q1/2
— det (D1+f -Q) 1]
I detG J

r 1/2
det (1 +D; — Q)]

N det G J

1/2

det (A + D)7

| det G J
1 1

vdet (A + Dy) Vdet G
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Apéndice A
Vector aleatorio normal

Definicion A.1. Decimos que un vector aleatorio Z de dimension n x 1
tiene distribucidn normal conjunta si para todo a € R™! se tiene que la
variable aleatoria a'Z tiene distribucion mnormal. La notacion Z € N(u,G)
denotard que Z tiene distribucion normal conjunta con media p y matriz de
covarianzas G.

Proposicion A.1. Sea Z un vector aleatorio de dimension n x 1 con media
p € R™*! y matriz de covarianzas G € R™*". Sean B una matriz en R™*™,
be R™*! y X = BZ 4 b, entonces:

E(X) = Bup+b
Cov(X) = BGB!

Demostracion. Por la linealidad de la esperanza tenemos E(X) = BE(Z) +
b= Bu+b. Ademas:

Cov(X) = E{[X —E(X)|[X - E(X)]'}
= E{[X - Bu—b][X' - u'B' - V]}
= E{[B(Z - (2" - 1")B']}
= BE[(Z — p)(Z' — p")|B'
= BGBt
d

Sabemos que la funcién caracteristica de una variable aleatoria unidi-
mensional Z con distribucién normal de media p y varianza o? csta dada
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por
wz(T) = exp(iTp — 027'2/2); Para toda 7 € R.

Ahora, sea Z un vector normal n X 1 con media p y matriz de covarianzas
G, su funcién caracteristica esta dada por:

pz(7) :=Elexp(itZ)| = E [exp (z Z T,-Zi)] ; Para toda 7 € R'*".
i=1

Si denotamos Z = Z?:l T;Z; tenemos que csta variable aleatoria unidimen-
sional es normal y por el teorema A.1 (con B = 7 y b = 0) se deduce que
Z € N(tp, 7G7') y ademas:

©z(7) = p3(1) = exp(iTp — 7GT'/2).

Acabamos de probar que la funcién caracteristica de un vector aleatorio
normal solo depende de su media p y de su matriz de covarianzas G. Sca
Y = (\1,---,Y,) donde cada Y; son i.i.d. N(0,1) y G definida positiva,
entonces consideremos el vector alecatorio:

W = GY2Y + .

Por el teorema A.1 tenemos que W tiene media G'/20 + p = p y matriz de
covarinza Cov(W) = GY21(G'?)t = G.

La funcién de densidad de cada Y; es fy,(y;) = \/— exp(—y?/2). Como
las Y; son independientes la funcién de densidad del vector aleatorlo Y esta
dada por:

friy) =TI M) H\/—exp v?/2)

n/2
- (2_> exp YV¥/2 Para toda y € R™*".
T

Ademss Y = G~Y2(W — p) y el determinante del jacobiano de esta tians-

formacién es: 1

\/ det

det(G™Y?) =
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Finalmente por el teorema del cambio de variable tenemos que la funcion de
densidad del vector aleatorio W estada dada por:

1

fw(w) = (g)nﬂﬁ

1 n/2 1 , _
= (2_#) T(G)exp{—(z—u)(;(z p)/2}.

exp {=[G7V?(z — WI'IGV*(z — p)]/2}
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