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CAPITULO 1

GCONCEPTOS BASICOS:

INTRODUCCION:

En este capitulo introduciremos un conjunto de |
definiciones de la tLeoria moderna del control o6ptimo, las:
cuales en el capitulo siguiente nos facilitaran formular el
problema de control éptimo.

También presentaremos cuatro ejemplos ent.re los cuales
consideramos un modelo de la teoria del crecimiento econdvmico
¥ un sistema de Leontief.

' DEFINICIONES:

Cuando =se investiga un fendmeno evolutivo, el punto de
partida son los datos experimentales obtenidos en base
observaciones yva sea directamente o simulando al fendmeno
evolutivo. Luego de alguna manera se determinan funciones dgue
aproximan en cierto sentido la ewvolucién del fendmeno. Esto
quiere decir gue la experiencia demuestra hasta abora gque la
investigacidn de un fendtmeno evolutivo La_ podemos realizar en
base a tres elementos:

x Los tiempos de observacion.

* Los datos experimentales a los cuales llamaremos

sefhales.



% Las funciones gue aproximan al fenomeno evolutivo

las cuales llamaremos comportamientos.

a

La siguiente definicién es una expresiéon matematica genérica

de un fendmeno evolutivo a l1a cual liamaremos sistema

dindamico.

DEFINICION 1:

Definimos a un sistema dindmico como un triplete:

SD={T.S.C}:
donde:

T representa el espacio de tiempos.

§ representa el espacio de seRales, es decir que § es el
conjunto de todos los datos experimentales posibles para
el fentmeno evolutivo.
C representa al espacio de comportamientos, es decir que
es un conjunfto de funciones:
w ot T e §
donde w es una funcion qgque representa  una forma de

evoluciétn posible del fendmeno.

Generalmente lox fenomenos evolutivos de interés en el campo

de la industria, economia, biologia, etc. son tales que

ser humano puede alterar su funcionamiento Jdpoxr e jemplo

el

los

procesos industrialess, la economia de un pals, una enfermedad

venerea, etc.)) alterando ciertos datos experimentales

medio de decisjones gque son tomadas por el sex» humano.

cuando se toma una decision , casi siempre se

considerando las consecuencias dJde las sefales anteriores

N

por

Pexro

hace
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observaciones anteriores) a las cuales llamaremos
consecuencias de las seflales con respecto a la decisidn.
Cuando esto sucede, las decisiones y las consecuencias de las
decisiones resultan ser también sefales a ser tomadas en
consideracion.

Sepin esto llamaremos sehales externas a las decisiones y a
las consecuencias de las serfales con respecto a las
decisiones y al resto de las sefRales las Jdamaremos sefales
internas o estados del sistema dinamico.

Poxr ejemplo imaginemos al =zmistema como una caja cerrada y le
aplicamos wuna decisidtn, entonces en principio esta decisién
genera un estado para el sistema, luego este estado y la
decision Zeneran sefiale=s que salen del =istema, Y si
consideramos gue este sistema interactua con otros sistemas,
entonces, estos otros s=istemas le envian sefales al sistema,
graficamente, esto se puede representar como:

Sistema

Decisidn ! Sefales Externas
Setales Internas

del Sistema

Senales de Otros sistemas

Si consideranios las sefBales de los otros sistemas dentro de

las decisiones, entonces pondemos representar a2l sistema como:



Sistema

ision r Senales Externas

De -
Sefiales Internas

9]

> Ay -y
del Sistema .
del Sistema

DEFINICION 2:

Definimos un modelos de espacio de estados como una cuadruple

MEE ={T.S_.X.C}

donde:

T
S

representa al espacio de tiempos.

representa al espacio de sehales externas, esx decir gque §
es el conjunto de todas las decisiones y todas las
consecuencias de las sefales con respecto a las decisiones
posibles para el sistema dinamico.

representa al espacio de estados o zefales internas.
representa al espacio de compoxtamientos. Esto es, un
conjunto de pares (w,x3 gue representan una evolucidn

posible del sistema, donde w : T +» 8§ , x : T = X

AXIOMA DE ESTADO: Sean (wz"xg) y (wz,xz) en C.

Si para algun L e T se Liene gque x (L D> = xz(t.q) entonces
; 1

{w, ) definido de la siguiente manera:

P

(wl(t),xiﬂ,)) para t<{ t
(b)), x{td) = ¢

(wz(t),xz(t)) para t = t

o

también pexrtensce a C.

OBSERVACIONES:




1-) Fl axioma de estado guiere decir gque ¢! estado pasado

* D para Kty el estado futuaro :\'Z{t,) para t>t  son
indeperndi r-:nlt.ﬁ:s . dado ] e tado presente ®it D,
considerandon gue el tiempo presente es t=t

2-> Para cada t e T , u  representara la decizion tomada 5N

el tiempo U; % represxentara el estado del =istema en el

tiempo L e ¢ representara la consecuencia de bas
sefales con respecto a la decision en el fiempo t.

DEFINICION_ 3:

Consideremos un modeln de espacio de estados MEE = {T.S.X.C»
con § = UxY donde:
U representa el espacio de todas las decisiones posibles
para &l sistema dinamico,
Y repreéescenta el espacieo de todaz  las consecuencias  de
Lazm smefales con respecto o las decisiones,
Entonces este modelo de espacio de estados exs lamado un

sistema de conbrol =i se cumplen las =iguientes propisdades:

PROPIEDAD 1: Sea t & T ,x & X 3 u T = U , entonces

B

existe a o max una funcion x T r» X tal que

¥ €t D = N oy fuw,Nd o O parae algun oy 0 T e Y.

(=2 (4]

OBSERVACION: A <t = b} e TxX e llamaremos condiciones
iniciales v a u : T e+ }J le lamaremos un control, entonces
la P picedad establown gue i e tGiens una  condicion
inicial (Lo,xu) v =e elige un control u, entonces existe a 1o
mas una funcidn = : T r» X tal gque x(t.b) = x ¥y u,y. x> € C

P une Funcidn w: T ++ ¥ a la funcion x la llamaronios



la trayectoria asociada a b ,x ,ud vy la denoLaremos de ia
[ o

siguisnte manera x€{td = (Lt ,x ,ud.
o

PROPIEDAD 2: Si se tiene que : Qu,yv,xd e C v Cu,y, x> & C

entonces y = vy

OBSERVACION: La propiedad nos dice gue =i el contrel u vy la

t.rayectoria x son dados, entonces existe wuna Gnica funcidn
y : 7 k= Y L, tal gus (uy,x> e C.

Ademas a la funcidn v =e le puede representar de la siguilente
Manea y{tI = rdLptd,udtdd a la cual Hamaremos funcién de
salida.

Pox otro lado a la trayectoria asociada a Ct.b,xb,u) 1a
podemos repraesentar como ¢ =»<(L> = x(t,;t,o.xn,u) v se supondra
ademas gue tiene las siguienles propiedades:

DIRECCION DEL TIEMPO: x(i;=s,y,u) esta definida para tZs,..

pexro no necesariamente para t < s { se supone t e T D.

CONSISTENCIA: x{Lit,x,v) = x para todo t € T , para

todo x € X y para todo v € | .

SEMIGRUPO: Sean t = t.is' t,2 todos en T , x & X ¥ un
o o
contirol u ; [t "tzJ r» U ., entonces se tiene lo
siguiente x<(t L Kt st ,x ,uduD = w(t. ;. ,x ,ud
2 2 1 o © 2 o [

siempre gque x(t st 3 L) sea definida para = 31,2,
1 o [v]

CAUSALIDAD: sea {bo,t.j) c T y uv : T r» Y dos
contrmnles tal que uKtLd = L en it "t':]" ent.onces

x(ti_;t ,Y,ud = x(tj;t',y,v) para ¥ v = X

OBSERVACIONES:

La propiedad de semigrupo quiere decir gque si  hacemos



x = x('t,l.;t,o,xo,u) ,entonces x(t.;t,b,xo,u) y x(t,;t,i,xi,u),
coincidan en t = t,z.

La propiedad de causalidad guiere decir qgue las
trayvectorias x(t,;ta,y ,ud vy x(t;to,y ,v), coinciden en

t = t'x cualgquiera gue sea el estado y € X y cualquiera
gque sean los controles wv T ++ U , =miempre gue las
decisiones entre t,o 77 t'x sean las mismas. Es decir que
x(t,;t,u,y ,u) = x(t;tb,y W) para: ¥ ot e [to,til, vV v e X

siempre gue wtd = v{td para: ¥ t e it ,til

DEFINICION 4:

Un sistema dinamico SD =T .S . C } es llamado lineal si
§ es un espacio vectorial y  es un subconjunto convexo de el
siguiente espacio
FCT . § Y= w : T r» § / v es una funcién lineal }

Ahora denotemos por U al conjunto de todas las funciones
secclionalmente continuas definidas en algdn intervalo [t.o,t,iJ
contenido en T y cuyo rango esta en |J es decir :

u e U si sdlo si 3 “’:,"L1J < T tal que u 3 Lt.r_,t,‘] ~ U vy

u es una funcidn seccionabnente continua.

OBSERVACION:

1 conjunto {J sera considerado un conjunt.o cerrado.

Los intervalos [t,o,til pueden ser diferentes para diferentes
elementos de U.

A cada elemento u € U se le lamara una funcidén de control o
simplemente control.

El conjunto U de controles sera asumido a tener la siguiente



propiedad:
Si uv e W tal gque: u : It ,t.j] > U o, v o IL2,L°) ke
o c 1
y t < ¢ = & < t' entonces v o It L] e
= -l a A - 4

definida de la =siguiente manera:

uitd =i t e [tﬁ,t]
WL =

vitd =i bt e ([L’,L;]\{L ,l‘,’i])
o (<]

tambiéan poertoencce o UL

DEFENICION 5:

Sea ¥ un conjunto de un espacio topoldgico.
Un sistema de contrael sse Homade diferenciable =i para  cada

(t.o,xa_,u) € TxXxU , la trayectoria asociada x(t;t x ,u) si
(7] u

s que existe)d e=s diferenciable en L =+,

ALCANZABILIDAD, CONTROLABILIDAD ¥ OBSERVABILIDAD:

Un estado x es llamado a ser alcanzable desde algun estado
g

x en el tiempo L si existe un control u e W tal que

- £

2Lt e ,ud = X para algdan tiempo t1>t,

La controlabilidad =e refiere a gque algun estado final x
i

(usuvalmente localizadoe por conveniencia en el origend puede

ser alcanzado desde algun estado x en el tiempec t por la
L] -]
eleccibtn apropiada de algun control u & w . Asi ia

controlabilidad es una condicién necesaria para la existencia

de una solucidn.



La observabilidad significa la habilidad para determinar el

estado inicial x desde las observaciones de las zefRales.

EJEMPLO i:

Este ejemplo es basado en los primeros estudios de Leontief
sobre  la  estructura de una economia nacional con  una
desagregaciéon intermedia. En su  aproximacisdn, las actividades
de produccién de la economia son desagragados a n sectores de
la industria y la transaccidén de bienes entre los sectores es

analizada.

Las hipottesis son las sjiguientes:

= Son: producidos, negociados, consumidos e invertidos en la
economia, 'n" clase de bienes.
w Cada sector produce una y sélo una clase de bienes v

distintos =eclores producen distintas clases de bienes. Asi

(L e

n secl.ores

(Y3

n' clases de bienes estan en una
correspondencia biyectiva.

# En cada sector, Jla produccitn significa Ja transformacion
de wvarias clases de bienes (posiblemente todas, en algunas
cantidades) en cierta cantidad del bien gue se pxroduce en
el sector.

Explicitamente, en un sistema de Leontief, estas hipdtesis le

dan la siguiente forma especial.

“"Para producir una wunidad del j-ésimo Dbien, ad{i,j> unidades

del i-ésimo bien son necesarias como entradas para i=1,.,n



en el sector j-ésimo ¥ Xl unidades de produccidn total del
J—ésimo bien requiexe Xafdi,jd) wunidades del i-ésimo bien. Esas
nz_ magnitudes adi,j>, lamados coeficientes teanolégicos son
asumidos a sexr constantes.

Sea xi<t.) ‘la produccién total del i-ésimo bien por unidad de
tiempo, en el tiempo Lt <(por ejemplo anosd. Parte de esta
produccitn total es consumida como entradas necesarias en las

actividades de produccién para el proximo tiempo L+, la

¥
cual es igual a: b a(i,j)xj(t-fi), {esto es obtenido de Ila
=1

forma especial gue tiene un sistema de Leontietd.
Si di es la demanda del bien i en el periodo t, entonces se

debe cumplir:

12
x’(t) ~ Lat, pPx t+1d = d LD . (3D
- 4 A L

i=1

Si hacemos:
Zn

T=2 ,S=R ,C={w:T w»S¥
donde: w(t)=(x1(t.),...,xht),di{t),...,dnCt,)) es solucion de
la ecuacidén %
entonces SD = { T . § . C } es un sistema dinAmico.

EJEMPLO 2:

Este ejemplo es Dbasado sobre la teoria del crecimiento
econdmico, en el cual se considera una economia dentro de la

cual se produce un bien con la ayuda de un capital y una
fuerza laboral, tal que este bien producido tiene gque ser

consumido o invertido para el consumo futuro y lo gue se
analiza es :

“cuanto se debe consumir ahora y cuanto se debe invertir para

10



el consumo futuro, para obtener utilidades positivas'.
Los economistas suponen gue:
1> Eil capital spg deprecia a una proporcidon constante p.
2) La inversidn es utilizada para aumentar el stock del
capital y para reponexr el capital depreciado.
3) La fuerza laboral crece a una proporcidén exponencial
conocida ‘n'.
4> La produccién total por trabajador es asumida a ser
una funcidin conocida gue depende del capital
percapita, siendo ademabs continua, acotada
supcrriormenle, osbrrictamente posiliva vy esbLrictamente

céncava.

EL MODELO:
Si denotamos poxr KD al capital, L) a la fuerza
laboral, Y3 a la produccion total, CdLd al consumo e

I<tdD a la inversidén, en el tiempo t 1respectivamente,

entonces
#) De 3> obtenemos: S‘LL(t) = nLdLD.
2> de 1) v 2> obtenemos: LD = 'j—tf{(t,) + pKdOLd.
*¥) De 4) obtenemos: 5—28 = < % D.
i Y por ultimo: YL = CGCLd + ICLD.
Por otro lado :
yos B2 ooy w S e w MR e @ K2

seran la produccién total, e! consumo, la inversién, y el

capital poxr trabajadox (o percapitad respectivamente.

13



Entonces:

YLy . C<L) It !

vy = Ezz; = k(L)) = LCLS T cdt) + i)Y 1.

Como: ICL> = S_tK(t') + pKLD
gLKCL)

ces: i = — % : Z

entonces: it LCL> pekdCLy L 2>
A KeEIOLLd - K>S Leedd
pero: 4 kdtd = d ¢ ket ) o= dt : = dt.
dt dt. LD ¢ LCLY )2
d d
= K<) = LdtD
) d - b I (S P ] gt -
entonce:s: de(L) = LCLO 3 {L{L)}( Lt .
a ELK(t)
entonces: ELkCLJ = ( —Z?ZS_.) - nkdt)D
3tK(t) 3
{
£y ~ Sy =g Frm——— 1 R -+ (" _____ x
entonces: LS dLKCL) nkdt) &)
reemplazando (3) en (2> obtenesmos:
iCL) =7, k<L) + (n + pOkKLD L 4>

reemplazande <43 en

FCoCLDD

Tdt

1) obtenemos:

+—d—

= c(t) dt

k() + n + OKKLY LB

obteniende finalment.e:

como:

3tk<t) = FEWID = (n + pOkCLd - clbd ... 6D
Sea k el capital percapita en el ftiempo inicial t , es decir
L4 o
que: k(t,b) = ko ..... {75
Si aceptamos que la utilidad global se puede expresar
K -S¢s-t >
wdt) I e o ECC(S))dS .......... 8>

i

o



donde: Eledt?? es la funcion gue mide la utilidad instantanea
de la economia.
Si hacemos:
1- = [t , +oo >
&

X = {0, o >

U = 10,M )

=
il

1o, 4+ >
C={{g="<qkw T r CUxV¥Y x XD}
donde:

M

il

sup { kKL St e T}
c : T = U es la funcion de consumo (funcion de
contreld,

k T r» X ex la foncion del capital <(funcion de

E T = Y es la funcion de utilidad instantanea
de la economia (funcion de salidad.
y las funciones ¢, k, E =atisfacen las ecuaciones 62, 7)),
(8). Entonces MEE = { T . X . S8 . C  con S = U % Y es u
Sistema de control diferenciable.
EJEMPLO 3:
Consideremos un sistema de control diferenciable MEE ={T.S.X.C}
donde: {Lb, xa) e R:«R" son las condiciones iniciales i jas

del sistema.

—
il

[t , >

1231
< R, cerrado.

&

T

<
It



S = U=xY.
n
= [R.
U el conjunto de todas las funciones seccionalmente

continuas en algdn intervalo It ,t 1 < T .
o 1

entonces para cada funcidn u [t ,t] »» U que pertenece a
DAt
U, existe a lo mas una travectoria ®*(L)=x{(t.;t ,x ,ud> la cual

debe ser diferenciable en t (puesto que MEE es un sistema de
=3

control diferenciabled, es mas para cada T e It ’t13 3 XGLD
1]

es diferenciable en G (basta aplicar La propiedad de

semigrupo)d.

Entonces podemos definir:

dx<t)D

at = FL,x<EL2>,udtdd para cada t < [t ,t‘]

luego x es solucién del siguiente problema de ecuaciones

diferenciales ordinarias con condiciones iniciales:

_dx<{td

at = F{L,xLO,udt>

x{t. D = %

o L7
el cual es llamado un problema de Cauchy.
Luege, las ecuaciones a considerar en el modelo matematico
para el sistema de contxrol diferenciable:

MEE = {T.S.X.C} seran:

_dx<ty
dt -

x(to) = %

FO, =t ,udtdd

o

v(td = rdt,xCLd,udtdd



donde (u,y;x) & C

vale decir gue =i

Yy se elige un control u It _.i,13 U,

trayectoria x{t;t ,x ,ud debe ser Jla unica

problema de Cauchy, esto quiere decir gue F

garantiza la unicidad de la solucidén y depende

en particular.
En el ejemplo anterior <{crecimiento econdmico)d,

toma la forma:

EIEMPLO 4:

FOL,se(bd,udtdd) = FxC{Ldd = hrwdxdLd - udbd
Consideremos un sistema de control
MEE = {T.X.S.C}

Entonces por el ejemplo anterior, las ecuaciones

en el modelo matemaAtico sexréan:

*3’{%’“) = FCL,x<td,udtdd
st ) = x
(3 1]

Wit = pdt,nuitd,ultdd

donde (u,y,%xd) <

o Que caracteristicas tendria este sistema
diferoenciable, Jraxa quo G un @imboma
diferenciable vy lineal?

veamos:

Consideroemos {u y Y % > A (uz 2¥ 23, 5 enm G,
convexo, entonces por definicidtn de conjunto

tiene qus

15

se tiene condiciones inciales fijas (G ,x )
o

o

entonces  la

soiucidn del

es tal gque

del problema

la funcidn F

diferenciable:

a considerar

control

do contirol

como ( we=

convexo, se



Ly Ly 5 D+ u L,y .x D) = [au + u ,uy HEy ,ax + (3x
3 = ity 277272 1 2 71 2 1 2

) & C
Yooy o, =z O

disfrceamed) + ,ff-“xz{'t,)) = F(t,axi(t) + (3xﬂ<t.),cmj<t,) + ,f?.uz(t,))
dt. & -

= [ X, + Ax ,u D)

I (L,m('{j ui) f‘(*{z,uz))

<1
—_ dx1('f.) dx {12
: d fo €L) + A% (WD) = o g - ey
aL o 2D di Pac
= SFCt s Ct ~ +AF(L, x CLd,u <D
GFCL.x, €L, u (D) +AR(L, x b0 () o

entonces de (1) v (2D

F‘(t,,a{xl_,ui) + ,(3(x2,1_12)) = od:‘(t,_,xj,ul) +/3"F‘(‘L,x2,u2)
es decir gus F debe de =ser lineal con respecto a @ u.
Entonces =sin perdida de generalidad podemos considerar:

FCL,=CE),udtd) = ACLOXCLD + BCLOuLD L1
Analogamente (bajo los mizmos argumentosd) podemos consideran
(L, xCED,udt)d) Er CCLORCL)D + DCLINCL D de donde podomos:
conclulr que ccuaciones a considerar en un sistema de control
diferencialble vy linesal =son:
bR pce sty W BOSude>

#«(t D) = x

viLd = CCltixdir + DCEOuctd

donde (u,y.x> & C

16



CAPITULG 2

FORMULAGION DEL PROBI.EMA DE CONTREOL OPTIMO

INTRODUCGCION:

En esta parte primeramente  introduciremos la funcion
objetivo, como una forsma de cuanlLificar ei funcionamiento de
un =xisstema dinamico, consideroando un objetivo dado.
tmta funcien objetive sera establecida nediante una funcional
e dependera de ias condicionas indeiales v del  control
pueste  gue ambas cosas  definon el cubods del  wistema
dinamico. ¥ =sin perdida de generalidad consideraremos el caso
do minimisacian de la funcion objelivo.

Luegrn formularemos: un problema de control de Lagrange ¥y un
particular de control optimo, para después  enunciar algunas

Lecnicas gue permiten resolver esite problema

FUNCION OB IETIVO:

Con=ideremos:
%351, smistema dix  Leontief del  ejemplo 1y lo que deseamns es
alterar el sistema denamico de tal manera gue la produccion
neta Lotal despues de 1 periodos =ea maxima y para esblo
consideramos:

ddtdy = (x:iJ (L)_,...,dn(.'t,)) como fa funcion de contarol y

(D> = (x L),..,x L) como la funcion de estado del

sistema.
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enLtonces lo gque se desea hallar para cada . o« U,..p2 un

©
vector d <td tal gque al resolver ol sistema de ecuaciones

n
X <L) = T ad,jdx (t+1d = d (L)
T 1 L
!

- - * =
Se obtenga  x (LD, de Lal manera gue: u (LD oy x (L) para

-

= 1i,.,p maximice la produccidn nebla bLotal, para lo cual
necasibtamoes una  forma  de cuantificar la produccion neta
total, la cual cuantificara el funcionamiente del =sistema
dinamico en el sentido de la produccion neto total
$OEn el modelo del crecimients counomoeo ded ogemplo 2, lo gue
desecamos es alteroar @l sistema dinamico de tal manera gue la
utilidad global en el periodo ['Lo,t,jJ =ea maxima.
Si para esto consideramos:

c  como la funcion de controtl

ik como la funcion de estado del sistema

E como la funcion de salida

P

enLtonces lo gue =e desen es hallar (L lt,"_,Lj‘J F+ | tal gque
W ; 2. . . -
o k(L;t,h,k“,c D maximicen la utilidad global en “’,,-’t’,]
También para esto necesitamos una forma de cuantificar la
ut.ilidad global, la cual para este ca=o le podemos  asumir

como.

vale decin que la ecuacion anter-ior cuantifica el
funcionamiento del =zistema dinamico en ! sentido de utilidad

wlobal.,

-jl\



En conclusion =i se tiene un sistema dinamico v lo que =se
desea es alterar su funcionamiento de acuerds a4 un objetivo
predefinido; entonces lo gue necesilamos es una forma  de
cuantificar e} funcionamiento del @istems dinoamico en el
sentido del objetive proedefinido.
DEFINICION:

Definimos a la funcion objstivo cemo una funcional gque
cuantifiguse @i algdn sentido  al fussionamiento  del  sistoma
dindmico v ademas gue dependa de: lass decixiones, los
estado=s, la funcion de =alidia vy lag condiciones iniciales.

NO'TACION:

<

In el Conirnl Optimo existen tres problemas 2guivalentes, el
problema de Maver, =1 problema de Lagrange y el problema de
Bolza, wmbtom tres problemas goneran Lies formas de establecons

la funcien objetivo antes mencionada.

Conmidereomos ¢ ¢ £ T 2 T 2 X = ¥ 3 ks B una Funcional de
wcla=ne &7, entonces la jfuncion objetivo para el problema
de Maye:r tendra la =iguiente orma:
JuL L, ,ud = it L b D%t DD

[ o o 1 v 1
donde u es una funcion de control definida (53]
algnn  intervalo L At':!} < T ., = ess la Lravectoria

o

AaEociocia o b o L,ud. (mdtd = H{le»h,:\do,u)}

[¥] o

b.~> PARA EL PROBLEMA DE LAGRANGE

Consideremos L ¢ 7T x X =@ > rs R, una funcional de

1 . . q
ezl o, entoncas | #53 funcion ob jotivo [ETER A =

19



problema  de Lagrange bLendra la siguiente forma

t.
> = Jﬁ 1L<b,x(L),u(b))dL
fl ;

'R

NLS T
<

o

c.-> PARA EILL PROBLEMA DE BOLZA

Si consideramos ¢y L ocomo  en Jos dos problemaas
anteriores, entonces la tuncion objetivo Paria =]

problema de Beolxa Lendra la siguiente forma:

L
. . . N . 1, . . .
JL x sud = KL _;t’v,x(t, ),x(t,i)) & _r LG, ,,udtdodn
o S » .
i
Donde 0 s un: Fungeion e control definida en

algun intervalo i ,bil o T, ® o= la trayectoria
(7]

azsociada a Ce o5 oud,
O

<

FORMULACION DEL PROULEMA DE CONTROL DE LAGRANGE:

Dol liM LA L0 AN

Ern nuestra vida cotidiana , el proposito de  controlar se
interpreta  como alterar #] comportamiento de un =istoma

dinamico de acuerdo a los descos del hombre,

=i consideramos un istema  de control para un =istoma
dinamico dado, entonces interpretaremos E3] problema de

control optimoe como =sigue:

DeLerminar una funcion de estade = @ T v+ X, generada por
una funcion de control u : T +: Y de tal manera gque la
funcion objetivo gue cuantifica o mide e funcionamiento del
sistema dinamico séa minimizada o rm.m-jmi*-uzd.a considerando
ciertas condiciones iniciales, (=in peérdida  de seneralidad
=o0lo  consideraremos el caso de minimizacion). Por Lanto las

componentes  de un problema  de control optimoe se pucden
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resumir» en :
*) Un sistema dinamico.
#) Un sistema de control.
%2 Una funcién objetive o indice de funcionamiento
En consecuencia, el problema de control oOptimo, puede ser
formulade matematicamente de la siguiene manera:
min { j(t,u,xu;u) }

sujeto al siguiente sislLema de contirol
MEE = { T .S . X. C} gon S = U =Y

Es decir : Dada las condiciones iniciales (. x> € T % X ,
o o
debemos de elegir una funcion de control tal que la
t.rayectoria asociada a Eo,x ud 5 el control u 3y las
o (=4

condiciones iniciales minimizen la funcidn objetivo.

FORMULACION DE UN PROBLEMA PARTICULAR DE CONTROL OPTIMO

Si en la formulacién general consideramos un sistema de
contronl diferenciable MEE={T.S.X.C} con § = Ux¥Y, en donde las
condiciones iniciales son fijas y las condiciones finales
variando er un subconjunto cerrado M < Tx¥X , es decir gque los
controles gue nos interesan son aquellos u : [t ,t > » U
gue pertenecen a U, cuyas trayvectorias =x(t> = x('t,;'t,b,xo,u)
sean Lal gue (t,i,x(t)) e M entonces interpretamos este
problema de control optimo como sigue:

Determina» una funcién de control u & [t,b,.til = U en U,
cuya trayectoria x(t.)=x(t,_;(;o,xo,u) satisfaga (t,i,x(t,i)) e M v

minimicen a la funcidn objetivo JL ,x ;ud.
o (4]



En consecuencia, las ecuaciones a considerar en el modelo
matematico para este problema de control optimo son:

L

i "
min { j L{t,xCL),udtd)dt }

t

sujeto a

x<L)D

= = F yRCLD,ultd
Y P, udtd)

x<t D = x

METODOS DE SOLUCION:

Elorigendelosp1-imeros metodos pararesolver unproblema de control
optimo son basados enlas tecnicas del calculo fundamental,las cuales
consideranlo siguiente:
Sea: X es un espacio tfopolégico lineal, S < X y F :' 5 rs 1
es una funcidon continua.
Se planitea el siguiente problema P

= ~
Peterminar x ¢ S tal que FxD 2 FXD), para vV o »x & S L.
este problema asi planteado, se llama un programa matematico
v 1o escribiremos como:

P:min{FGCD / xS}

donde:

¥ es la funcién objetlivo

%)

ess el dominio admisible de P

Un punto x gque satisface (%) se llama una solucidén optima de
P.

Se define y se denota al valor dptimo P como:

Infd{P> = inf { FOGO /' v € S }
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Como consecuencias del analisis de) problema de}l calculo
fundamental y de la extencidon de este a espacios  mas
generales <(problemas del calculo wvariacionald, se tienen los
siguientes métodos para resclver un  problema de contxrol
optimo:

a.~> METODOS DE PROGRAMACION MATEMATICA

La ventaja de estos metodos, es gue se dispone de una
Sran varisdad de algoritmos computacionales de
programacion matematica y la  desventaja es que al
Ltransformar un problema de control Optimo (ya sea gue el
namero  de wvariables sea peguefiod 2 un problema de
programacidn matematica, el problema resultante tendra

un nomero de variables muy grande d{con respecto  al

nmmern de variables del problema de conlrol optimo)d, lo
cual origina dificultades desde el punto de vista
comput.acional.

b.-> EL PRINCIPIO DEL MINIMO DI PONTRYAGIN

Se basa en metodos variacionales para establecer
condiciones necesarias de optimalidad gue culminaron en
1956, con el enunciado del principio del minimo
Pontryagin.

c~) LA PROGRAMACION DINAMICA:

Es el método gue expondremos agqu y que fue propuesto
por Richard Bellman a principios de la década de los
afios 50 y se bamza en e] principio de optimidad de

Bellman, que dice:



“Una politica optimal tiene la propiedad que, cualguiera
que sea el estado inicial ¢ Ja  decisidon inicial, el
resto de las decisiones deben de constituir una polbitica
resultante desde la

optimal considerando sdlo el estado

decisidtn final®.

z : * .
Es decix, si u es  un  control Optimo gque lleva al
sistema del estado x al estado ® entonces para
1]
cualquiex» tiempo t. & € t 5t 35, el control intermedio
e 1
u: Lt £t > ks (] es el control o6ptimo gue lleva al
* i

sistema del estado A = x-*('t) al estado x
- 1




CAPRITULO 3

PROGRAMACION DINAMICA

INTRODUGCCTON:

Lsta teecnica es  muy  otizada para resolver  Jdires

(ES F) M Er

problemas:, puesto que ofrece wuna forma recursiva de caloular

los controles y los estados para =] sistema, su estudio es

basado 11 un funcional Hamadn funcion valor ¥ para

establecerla se congiderara  uwna lamilia de problemas
control de Lagrange con condiciones iniciales £ijax
condiciones finales en  un conjunto  cerrado M, Hamado
conjunto Lerminal,

Il principal  problema de esta temnmica radica  =n  gque

siempre la funcion valor es diferenciable.

LL PRODLEMA DE OPXIMIZACION ASOCIADO

de

3y

ir]

no

En esta parte consideraremos un problema  de contaroi  oOptimo

von las siguientes hipotesis,

*=) 1) srizzloosamia de contironl, =R un gislema de cont.rol

dit ererncial,

#D Las condiciones iniciales (L ,x D = Tx¥ fijas y

O

Las

condiciones finales variando en  un suboconjunto  cerrado

TxX.

4
v/
—
]

Tt ,o >.

2 ¥ o< R

/‘,—

24D



. T
=2 |J un subcoen junto cerrado de B

L] QJ ol con junit.o d> Losddass lam funcionas i onalmont o

continuas u l’ti,t?) L) donde l't,,,i.'] o iR
t:l
3> JCb x ) = [ 7 LQL,xdLd,ued)dn.
< al t’

-

- iv . Fi &
#) b o » R = B continua,

Vale dewir gue el conjunto de controles u ¢ U gque nog
interesan, =on aquellos u - S P i U . CU'YC):};'
trayectorias x(tL) = x(L;L ,x ,u) matisfagan:

(< <

12 El problema de Cauchy

dx<{t.D :
— —— - Ll o 2 (L

] = [l wdtd,udtad
x(t. 2 = X

2D (t.j,x(t])) e M

esto gquiere decir Jgue las  ecuaciones que se  consideraran  en

el modelo matematico seran las siguientos:

- t
min { | YLt , 2Ly, udL))dL )
t
sujeto a:
‘ 1<t D
SOSET = PL,N(L),uCL))
B [ ¥
xlt O = %
i XL ) e v
(L ,x<t 3) e M
L {(u,x> &
Vale aclossar  guo laa  funaisns Myt B A Lomada oncuonta

explicitamente puesto siempre es posible tomarla en  cuenta
implicitamentite, ein

wld La funcion objoetive como on ol @ joanpales 22
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DEFINICION

Defimimos y denotamos pox al conjunto de controles

8((, D
o (<]
admisibles para el problema de control optimo anterior, como
el conjunto de funcionex u @ [t ,t ] =+ Y en W, cuyas
« 1

trayvectorias  »di=xdtit ,x ,ud =oan tLales guoe (bi’}‘(b;t)) < M
< o

De acuerdo a la definicién anterior, el programa matematico

siguiente:
P min [J<E .2 uds 1 & { . 1
L L,% D J e’ e’ ?’q(t’ SX D
o L] o o
esta bien formulado.
Entonces a este programa matematico P(f s Jo llamaremos el
2 A
O o

problema de optimizacidn asociado al problema de control
optimo anterior.
NOTA:

%) A cada elemento u e =& llamara un  control

'E(t i D

o
admisible para el problema de control y a la trayectoria
asociada x> = x(t;t ,x ,ud se le lamara travectoria

admisible al problema de contirol.

z : * & .
x> Si existe u e }S(t’ % 3 tal gue j(t,u,xc;u J & J(Lu,xp;u)
(3 o
Y o u o E{L Sy enLoncaess Y @ersd Uemade control
L L]
. q . B L3
optimn §y la trayvectoria asociada X (L) = x(t;t ,x ,u )
(4] 4]

sera llamada trayvectoria Sptima al problema de Control

LA FUNCION VALOR :

Primeramente construyamos una familia de problemas de

optimizacion asociados al problema de control optimo



anterior.

Para esto tomemos (s, e R x " y definamos Z{(s \')C
Rt

U  como
al gonjunte de funcionos u [Q,Lil e U gue partenccon o U

tal gue exizte una wunica trayectoria x{(L) = x{ti=s,y,ud> la

cual exs solucidn del problema de Cauchy siguiente:

3’;(2 = F(L,xCL,udtd)

x{(s) = §

y ademas (L ,xit. 23 = M

b | i
] r . .
Entonces para cada (s, € R x R obtenemos el siguiente

programa malemalico:

t
P(=s,yD @ min [ J(s,y;u) = r CLLRCL,ULIEL) S u e F |
5 =,
s
Para la siguiente definicidn asumiremos que el wvalor optimal

S > = +p siempre W
de PGs,y o siampre gque ,5(23’)’)

d>.
DEFINICION :

Lo dofine & la funcién wvalocr para ol problema de control

. Q 1
optimo como una funcional: V : R x IR r» R tal gue:

Vi) = inflP{=,y2] = inf [Jis,y;ud” u e ';j'{s Y)]
¥

PROPIEDADES DE LA FUNCION VALOR:

Es en esta parite donde =e empieza a desarrollar la
programacién dindmica en basme & laz propiedades de la funcion
valor, y la primera propiedad la estableceremos en este

primer teorema en base a coniroles y trayectorias admisibles.
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TIZORIEMA  1:

Sea wa o fL L0 s U oun control  en X - |_i:-. LILNY

. i . o &~ r
trayectoria e=x x(td) = x(tit o ,x ,ud, donde (L ,x > & RxR"
% e

entonces para todo 1 ,r en W . ftal goue L ¢ o < 7T % L me tLiene
1

2 o 2 Fd 2

Ui

~
N

2
ICr (e D) € V0 LxCr D) 4 [ LCL,xdbd,uhd)dt
\(11,\( 1)) v 2'{({2 b} J’tl( { udt )

DEMOSTRACION:

Como u & §F.
e
i b:}

ertensce a N AR <0 =E i
] Yy ,xlt D) T Ty xly M 'i
z 2 2
Sea uc v o [t | - U cualguier contirod admisible
2 2’ 1
~ . N
e Lxlr DY
2 2
Definamos s T ,,t,;] i+ U de la siguiente manera
i a

wui{t) , =i oo Ly 7 1

: 1’ 2
Gy vl = .
U; e u {td) , =i t. & v ,t.°)
2 2 a

enLonce=: u e ';S'(z HJo gque Implica que:
] .

ST DD
1 a

L’
1
f ‘.'r o T _<‘ ] 3o ( E { —) tr ...(1‘\)
V(r ,x(T ) J’T L{b,x Ctd,u <1)d
|
donde HI{L} = >.;‘-C‘t.:r1 .xt':l),u])
pero:
o -
. 1 . £
JT 1 (h,x’(‘t..),ulct.))dt = Jr 0L =D ,ud £3)de +
1 1
L’
1
[ Ll €Ldu tO)dt .2
. ’I'z 2 2

3%
2

§ . entonces u resiringido  a L'rz,i,j]

Lok ]



5 (S35 TE {5 L) = xCh;r ,x<(r J,u D
< 2 2 2

(2> es correcto puesto gue u ¥y ou, coinciden en {1 ,L°]
3 = 4

Lambién u y u  coinciden en {: ,,':)Il).
1 1 2

Reemplazando {22 en {12 obLensmos:

T & Y
2 1
V(r (T D) < f L{L,x<tD,ultd)at + J" 1,({,,><)<1-,:>_,\.1 CEO)dt
1 1 T € 2 2
2 2
Yy Comn u e .;5:(1* el 55 es cualguiera, esto implica que:
2 2
% [
e L
V{r () = st L(t,,x(t,),u(t,))dt+fr BQtox (Lo <62)dt/
] JT
1 2
s 5, W
Y, BU‘ 153G o) I
2 2
T L’
2 i
= . L(txded,udd)dt + ms{ | QLo LD, CED)db/
. 1 ~ M z =
ue X ¥
2 G SIS T €
2 e
.
2
V(T xr D) s [ L{tx<udueddae + V(T .xCT )
T , )

COROLARIO:

Sea u vy ¥ como oen o] teorema asnlerior v o definamns g RO B
£

.
tal  gue g1 = V(r,x(1)) = J: Lit,mCur,ucto)dl. LEntonces g

ex una funcion no decreciente en [L,L 3
3 1

DEMOSTRACION:

Vi

2a T W T en [ tal gque t. £ v =v &G entonces poe el
' 2 o 1 27 s

teorema anterior, se Liene gue:

' 2
V(«.'j,x(rl)‘) = v(.rz,x('rz)) + J":‘ jL(L,x(i,),u(t,))clt. L1



t

1
sumando (- r., LCL,xCLO,uded)dL) en (1D, obtenemos:
T
t’.l
g('rl) = V{rl,x('rj)) - J—TILCb,x(b),u<L)}dL = V(Tz,x(rz)) -

t!
J"T LW, ultd)dt = gz >
2
de donde g{ri} = g{'.rz}.

La segunda propiedad de la funcidén valox» es basada sobre

controles optimos y sera establecido en el siguiente teorema:

TEOREMA 2:

= . . 7 W
Supongamos gue existe un control optimo u @ [t ,Lil —~ U en
o

— . NE——— V. N ) b
SEL H :’:-! ¢, cuya trayectoria optima es x (L = x(t,,t,u,x‘.,u d.

Entonces:

1
;?. ad “‘ .l;
V(i r)) = | L, CLd,u )AL para ¥ T e it ,t3

7]
DEMOSTRACGION
Como u es un control oSptimo en ?;:r{ft i 5 .esto implica gue:
K.IJAD
ed .
JCt 2 u™D £ JCt _x udpara VuedFg , o =¢
pero:

j(t.o,xo;u‘if): ming J(ta,xo;u X u e '5;{{1’ 3 )} =V(t.b,xa) LD
2

i

Por otro lado :
% &

i = 3 x 5 8 S\ ’/ -~ 't;"» @
Vit,x {2 inf { JCr,x <vdyu D (D1 Ir= Ber xF e }

v u restringido a [T,,t,il pertenece a § ('r,x*(r))

t
a3 : = *

V(T,x (t)) = f L(t,x <td,u” (t.D)dt LL2D

N

implica:
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3

£ o~ .
luego sumando f L, x (LO,u <tO)dl.  en (2D obtemencos:

L
"
T 1,j
£ . . . L - o,
VT, Coo | L(L;x*(i,),u*Ct))dtf;f LCt,5 CLD,u0 CL2)dL=JCt L% su’ )
i. 2
luego por el teorema anteriorx y por (11, obtensmos:
: *_ . 3 z: .
V(L x> S V(T <) + [ LQt,x (tD,u” <edddt €
) t
t
1 . -
I LCt,x €U ,ut Ced)dt = VL ,x D
t,
esto implica que:
3] t,1
VT,xTerd) + [ Lt ed,uedddt = | LCt, =" CLd,u7 cedydt
{8 &
7 L]
finalmente:
t"
V(r,xTrd) = [ Ltx” ced,u’edddt
T

COROLARIO:
q * ik -
Considervomos u w = aome an el Ltooroems anterior» v g como en
el corolaric anterior. Entonces:
= . . q
1> wu restringide a {t,t,1] es un control optimo para
& t € it ,ti] P @l problema de contrcl con
[

o M . *
condiciones iniciales (t.,x (D).

2> g exs identicamente nula para VvV L e ft 't':x]

DEMOSTRACION:
Sea t e [t ,t 1 cualguiera. Luego por el tLeorema anterior =se
L4 1



tiene que:

L
1

¥ ] N &S K o 8
V{t,x L)) = J L(s,x (s),u ¢sd)ds = JCb,x <Lou D
' L

4o

= - 4 7 = . :
pero como u & B(t - esto implica gue u restringide a
H
o

) 2

o

£t,,t.1] pertenece a ¥

Jer,tceyy Y eome

% 2 x *
9 =¥ se < = DS ERLEAN ‘UL = *x
J{E,x (Ld,u ) =V(L,x (Ld)= inf{JCt,x (Ldsur» / u ‘S(t,,x (t))}

. . * :
esto implica qgue u restringido a [L._,t,‘] sea un control

x
optimo para las condiciones iniciales <t ,x <LD).

Ll
% = x*
Por otro lado #{L) = V({L,x <(Ld) - f L{s,x (sd,u0 3D)ds = O
i
para V t = [t ,t.1)
OBSERVACIONES:
Note que lass propiedades anLeriores ZFon condicione:s

necesarias de optimidad para el problema de control, entonces
es natural preguntarse =i esas propiedades conducen a
condiciones suficientes de optltimidad para el problema de
control.

El siguiente teorema nos asegura gue la respuesta a la

pregunta anterior es positiva.

TEOREMA 3:

rn = - . b .
= R una funcién con las siguientes tres

Sea W o RulR
propiedades:

1) Wisvd = 0 para V¥ {(s,v) & M

2) Sean u y x dos funciovnes que satisfacen las hipotesis



del  teorema 1, entonces W,x(Ld) es finita para

VvVt e [Lb,Lil ademas
T,
(v 2P < - K W + L ,xtD, L ]
“(11”‘(71)) V(FZ.X(TZ)) J-,_ Lt st ), udtd)de

1

AR SN I #2° tal que t £ 75 T < t
A o

£ ! .
3> 3 un control u e r‘S(t.,x) = ¢ , con la trayectoria

& =
% L) = Lt ,x ,u ) tal que:
t,=l
WL Ced) = [ Les, (sd,u” (ed)ds
i
*
Entonces u es un control optimo y W(t.o,xo) = V(tb_,xa)

donde V es la funcidn valox

DEMOSTRACION:

Por hipotexis se Liene que:

it
1
1 < L 21
\Kta,xb)_.br L{t,»x{L),udtd)di+ W(Li,x(tl)) para ¥ u '8(13 -

o
o

Pero: (t.i,x(t,i)) e M % por la propiedad (1) , implica gque

WCtl.,x('b > = 8 poxr lo tanto
b3
U
1
. < . Ny 3
Wt ,x > < I L{t,xC(tI,udtd)dt para ¥ u e ¥,
t o (o4
esto implica gue W(Lb,xh) = Wt ,x D R & D)
x : A
Por otro lado: como u € § , esto implica que:
¢tbo,x D
L
* *x *
Vet x> < [ Lt <edu <ed)dt
& & L

<o

y por la propiedad (3> obtenemos gue Wt ,xo):’:'w('to,xo) L2
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luego de (1) v (23 obtenpesmos gus
L
. . ] N L
Wit % D = VWt ,x D> = J‘ Lat, = ¢bd,u <L3)dt
[T} ¢ .

. G o

I cual implica gue v es un control optimo.

COMENTARIOS:

Hasta agqui hemos establecido ygue wna  condicion necesaria ¥
suficiente para gue un conbtrol =es :‘)p!,j.molv , B gue eXista una
funcion Wds,wd> doefinida on RxR" tal gue VWdix,yd matisfaga las
propivdades 12 2> y 3) del Leovrema anterior.

Evidentemente o} resultado ess muy  importante, pero surgen
varias=s proeguntas talesm comoe:

e En la practica, es posible verificar esLas tres propiedades
s=cbre un conjunto de trayvecborias 7

o Se puede roeducin walta verificacion @« un conjunbts peguoiio do

condicviones 7
¢ Es posible enconlrar uan metodo sizbematico para consbruin

funciono:s Va3, w0 las= cualos AT aanch da e & funcionos:s

valor 7
Trataremos gqus los =iguientes resultados resxpondan a estas

praguntos gue bhemos formulado.

LA INECUACION DIFERENCIAL PARCIAL DE LA PROGRAMACION DINAMICA:

L Prrimoas JTugan vaElablecemos wr ) dafinicionos '
resultados conocidos gue sean necezarios posteriormente.

T . — ) .
1> A denotardé la Lranspuesta de una mateiz

2 Sea A o RaR” 4 inldAd={ % « A T & > 0 tal gue B{ed o A>

5



4>

b

6D

o’

1

f

~ . T ¥ g o
Una funcidon v RaR e IR s diterencialble en
= ,yv O < int{domdVd) si existe un escalar a vy un vector b
tal gue :

m CJsms [F]ymy, |77 |VEs,y0-V0s Ly dmads—s >=b" Cy-y 3 |=0

(% 4,V 2 0s Y 7
o o

37
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Una funcion g @ [Rsl pe R es  lamada lipshilziana, sobre
un conjunto R < ReR”, =i y =6lo =i existe una constante k
tal gque:

lgCS,~’:‘"1) - g(sz,yz)l < k< ::1-32|
para todo {sj,y >, (s ,}’z) en R.
Una funcivn b : RxR" ++ R es Ilocalmente lipschitziana
sobre R, si yv s¢lo si g restringida a cualquier conjunto
compacto R1C R es lipschitziana en R:' donde Ja constante
de lipschitz k depende pgensralmente del compacto R,’ es
decir K = k('Rj).

S5i una  funcion  f es localmente lipschitziana en R,

entonces ;7 es diferenciable en casi todo punto interior de
R en el sentido de la medida de Lebesgue, es decir gque f
es diferenciable excepto en un conjunto de medida Lebesgue
cero.

# Vale decir que (6) ex el teorema de Rademacher.

Si0R em wonvexs y g RaR s R oes de clase o' sobre R,

entonces una condicion suficiente para fque e =ea

lipschitziana es gue:
og 9g
[ + —— < A

8 El infimo de una familia de funciones lipschitzianas con



una constante de lipschitz comun, es Lambién lipschitziana.

9> Consideremos funciones m,ph: I[s,7] +—» R con las siguiente

10>

11>

123

13>

propi cdadess:

a? m continua y no negativa.

T
b) g no negativa tal gque j gdtodt. < w
=

c) h acotada.
T

S5 omCt) £ h{t) =+ f s ImTodr rara ¥ L e [=,71), entonces
s

se cumple gque:

t 13
mtd=hdtd> + J (g(x*)h('x‘)exp{f p(wduddr para V¥V t e {s,7%
s =
Sea m:ids,rl una funcidn continua ¥ no negativa; C y D

constantes no negativas.

1.
Si mitd> < D + Cr m{yr2odr para YV L e I=,7v], entonces
=

QCCL_S> para V t < Is,7].

se cumple gue m<td> = D
La composicién de dos funciones diferenciables es también
una funcion diferenciable.

Una  econdidion suficiente para  gue V : RelR™ s R sea
diferenciable es gue V tenga primeras derivadas parciales
continuas.

gdt4+Dd = 1im gdt4hd
>0+

Ahora retomemos nuestro altimo  problema de  control con

condiciones iniciales fijas ¢ condiciones finales wvariando en

M-

DEFINICION:

Definimos y denotemos al conjunto alcanzable, como:



@ = { (s,90 e RuR" / ;5{:‘;*30; $ ¥

Vale decir que @ es el conjunto de puntos iniciales (s,y),

para lés cuales existe un control u & ';‘?C v cuyva trayect.oria
=i 33,5 I’
x(L) = xdli;s,yv,ud conduce al zsistema desde las condiciones

iniciales (s,y), hasta el conjunto terminal M.
Ahora trataremos algunos 1resultados  Ffundamentales de la
programacion dinamica.

TEOREMA 4:

Sea (5.0 < intdd) tal gue Ws,y> es Jdiferenciable en s,v).
Entonces Viz,v2 satisface la inecuacion diferencial parcial

siguiente:

oV . . 23 T ) "
_ K=,y T Gs,y) Fs,y,vd + Lis,yavd = O
o iy

para ¥V v e GO
Ademas:

. . = % ’ c
Si oexiste u ds,b ) -+ {J wun  control oOptimo  en ',\’f( >
D Gz

1

entonces Vi(z,v) satisface la siguiente occuacion diferencial

parcial:
min {ﬂ(s,y) + _a_"’_(zz:,y)TF(s,y,v) + Les,v,vd /v o I F o=
os ov
AV \Y T = - . W ) .
fl(s;,,v) +§ (:‘s.y)lF(s,y,u CSHEHHLGE, v, u (sH0D)=0 G2
s ayr
BEMOSTRACION:

Sea v € | cualguiera

Como (s,y) & intdl), esto implica gque existe 50 y u & §

s,y
tal gue, se cumplan lasx siguienles propiedades:
ar) wtd = v para VvV t e [s,steld
b)Y Si x(td = x{Li=,y,w), entonces L,x(LD> ¢ Q@ para



V t. & [s,ste].

Ahora consideremos u: [s+s,L)> U Jque  pertenece  a
1

;S{s:-l-a: ylmdae )

Luego definamos u_: [5,t1] Fe 1) tal gue

r wtd ,si t = [s,ste]
u (D = .
£ {u Ly, =i t elsts,t ]
1
esto implica que u & §.
= 4 > é(s,y)’
como u, es seccionalmente continua, esto implica que:
o A0 = F{iix CLO,u CL+0D)
dL” = m e e
donde x (L) = x{(i{;s,v,u D.
) e
Por otro ilado, &l corolario 1, nos asegura gue la funcidén:

1.
3

gdtd = V(L_,xa(t,)) = f Lis,x (s),u (&3dds e una funcion no
> t > &
decreciente.

Esto implica gue ithL+DJZD para ¥ t < [s,tll, en la dexivada

unilateral exis=te.

Pero:
54Y v . E
9 st = (tox 83 + et nNFle,x u (s+0d) +
dt . & = & £ &
os dy
L(t,x ALo,u o) = o
luegoe evaluando en =,y {(punt.o en el cual las derivadas

unilaterales =i existen), entonces tendremos ygue:

Nesyn 2 e 50  Fes,y,udt LS, yvizd  para ¥ v el ot4.3)

s Ay

demostrandose asi  la inecuacidn 4.1, la cual es llamada la
inecuacitn diferencial parcial de la programacidon dinamica.

Pero =i consideramo:s, e existe un control optimal



X

u e ‘S(s,y) entonces el corolario 2, implica gue:
]
1 2 3 C o o
Ve, €td) = [ L{s,x (sD,u” (sd)ds = g(td=0 para ¥ t < Is,t ]
i

x _ * . z
donde x (LD = x({L;s,y,u D, esto implica gue:

et x® ) + Vit s Fee,x cuo.u™csr0d) +

as oy

L(s.y,u" (s+0d) = 0 IRCYS

lvego 4.3> y 4.4) implica gue:

min { f_\_l_('s,_v) + ﬁ(s,y)'rf-‘(ss,y,v) + Lis,y,v) } =
v e U 8s a3y’
a8

*AY FEAl 3
2 b B R T ey oD e I s MOS0 W= O

os oy

demogstrande asl ...C4.2)

OBSERVACION:

A la ecuacitn 4.4) se le llama la ecuaciétn diferencial
parcial do la programacién dindmica.

Antes de continuar, hagamos un resumen de lo gque hasta ahora
hemos desarrollado en la programacion dinamica.

Para ol probloma de contral oplimo gque hemos procisadoe, ol
cual tLiene condiciones iniciales fijas y condiciones finales
en un cenjunto terminal M.

1> Para cada (2,y) < RxR” homos definido 'E{S,v) < L tal gue

para cada u S 5

: y Ia Ltravectoria asociada
“{=,y) :

x€(t2» = x{L;=,yv,ud, conducen al sistema desde &l punto
C:;.‘.y:l hasta ol cr::n_juni-.a tarminasl M
-En otras palabras, hemos construido una familia de

problemas de control con condiciones inciales s,y) fijas



2

¥ condicicnes finales U xtL D) e M.
1 1
Hemos definido al conjunto alcanzable @, como el conjunto
- n oy - 3
de, (s,v) = [RxR tal gque '}j{m,?} e q), el cual noz permite
definir a la funcidn wvalor que es el corazon de la

programacidn dinamica.

3> Por ultimo, bajo la hipdtesis que:

- L ,x ) & int<@) = l,l)r
(7]

v
- V es diferenciable en (to,xo)
hemos demostrado gque V  es  solucion de  la  inecuacidn
diferencial parcial de la pProgramacicn dinamica A= |
afiadimos otra hipdtesis:
3 Erxiste un  control o6ptimo  para el problema  gque
hemos precisado.
También hemos demostirado que Vv [ solucidn de la
ecuacion  diterencial parcial de la  programacion dinamica
mediante la cual es pomible obtener ol control optimo para
el probiema de control gue hemos precisado.
Luego es natural preguntarse:
cOuando la ffunciéon valor es dif erenciable™.
Para responder a estLa pregunta, establescamos un mecanismo
parecidn al utilizado para definix» la funcion valor. Es
decir, construir una familia de problemas de control
Para esto sea [TD,T] < R un intervalo fijo y para cada

T

punto (=, = Ir IR consideremos el problema de

control con condiciones iniciales  fijas, vy lLiempo Fimnal

fijo y estado {inal libre, es decir qgue es el

3{3.}')



conjunto de funciones uds,r] > |J tal gue pertenecen a U
tal gue existe a lo moas una travecLoria xd(td=xd{t;s,y,ud
definido en f=,1] la cual e solucion ded siguiente
problema de Cauchy:

ML) iy 0B, 0L

en esble daso el estado final x> no interesa, es por eso
gue es libre.
En el teorema siguiente conzmideraremos  la  familia  de

’

problemas de control construida antericrmente,

TI.OREMA 5:

Sea |J compactn, ¥ y L localmente lipzchitzisanas con respecto|
a x en R”.

Entonces V ez diferenciable en [1'b,1-]:;iF-3I', exceptc un  conjunLo
de medida-Lebesgue cero.

DEMOSTRACION:

Fijemos {s5,v) & i')‘o,']‘]xU':‘n, cualguiera e >0 tal gue

R c [s,ThBCy, Sl © Iy ahdR™.

ad Primero demostraremos gque las swoluciones x{(L) = x(tis,y,uwd
deel sigulente problema de Cauchy:

gt . .
Aot AT R ‘{t;,:' b ;
4t = L, xdCL),uded)d

xX{=s) = ¥y
son  Jocabmoente lipschitzianam con  1reupocto a {aE,yv2 on

. r 5 .
Lt 73R - cuN constante de lip=chiL=z comumn para todo
143

U & :‘3{5‘.};)

42



En efectLo:

Sea w Is,rdes U gque pertencce a '\."-i'( 3y Y xCLO=x (L s,y ,ud.
s EY
Tonemos: (:s‘,’v D) 1 {sp,v 3 en .
] . - § i

S5in perdida de generalidad, podemos considerar s < =,
1

(1391 L, B2 JNOXS o X 2 ad =nlucion vl 20 DIeN2 = QUICNYL
Denot.emc Oox 9 1 snlucid }{E3! obl de C 1

It

L, d,ualt3>

para - 1,2

eslo implica gque:

22
2
x (L) = x L) = y o= vy o+ [ FCx <dudedddr +
&1 *2 l | o Y2 Js C 1 LT
1
1
J:__ { F(1,x €rduced) - F‘('r,xZ(T)_,uCT)} Jar -
=

PN
z
= ™ vo | Jb_ll}“ T, Croudyd) |de +
t.

jb | FCr 3 CEL,ute )k Coo,uda D) jdr 35

P

definamoss

u‘{l?t‘} = sup { [Fltxud| / Lxu) e 1{‘} X2
Pox hipotesis F  es localmente lipschitziana, esto implica
existe Cchi)" tal que

[F{r,% <ro,udid)=F(7,x ¢TI,ulrd) | SC (R D|x (rd=x (r1]..<3
£ @ 2 E S LS 2

z

Reemplazando (20> v (32 en (1), obtenemus:

=

2 t
| CLd=s D> |S|y -y |+ C R Idr+[_ € R I|x (Td-x (7 |dr
1 2 1 2 :51 3 1 ~82 2 1 1 2
=+ [xi{it,) - xE{L}t =y, = yzt + Ci(!<1>[sz ik 31] +

43



§

C ARO[ = o = x_Crd|dr (4
Z 2 57 2 2

aplicando el resultado 8> a 4> oblenemo:s:
x L2 = x )= r -y + C dis = 2% g Loy
| AL x, (D | (l},l 52, | L1<R1) |~_~.2 ) | e p(Cz(Ri)(L ,00

= |x1(t)~ x, (4> = (‘3.'1—_\!2 [+ Cl(Rl) [:‘52—:‘;1 [)exp(cz(ki) [’X""X'b D)

£2i hacemos

iHUE;) = max {e-:-:p(bz (]’i’:) |'r‘-'rL I}'Exl’(f"‘z“‘:,)h""b |_’_.u:::1{12j >

entonces obLenemos gque;

lxl(t.) = xz{t,) < I{:(Ri)(lyl—yzl + ]sz—;'ll) 5D

de donde (5) demuestra (a2

b Veamos [ (S 153 Js,vud Sea localmente lipschitziana, con

const.ante de lipschitz independiente de u con respecto a

. ri

€s,¢9) en [r 1R
o

En efecto:

Sea = Ly 2
1 2

Y

(s:? Sy D en Ly _,')‘].\'[R“

Tambien sin  pérdida de  generalidad consideremos

Tuego:

=
2
JJGs Ly 50 = JGs Ly 50 = jf. L{t,x (Ld,utdddt +

i
T

[S[ L(L,xi('t,),u(t,‘)) + L.(t.,xz(’t.)_,u(b>)_] at. |
i

donde x es solucidn de:

ax{t) . /
—S=EEE = POLL,xCL),udh )
at FOL,xdCLd,udL)dd
x{s D = x

i L



para = 1,2
=
2
_ . - ¢ . < P i
p | JGs Ly s JCs oy | < fq JL(t.x CLd,uced) |dt +

T

J IR x <,uded) + Lit,x (LD,uctd)] |dt
" 2
2
si hacemos C (R > = sup { LA, x,ud |/ Ceoud e R }
Por hipote=siz L es localmente lipschitziana, esto implica
que existe: C4€R1) e R tal gque:
|LCt,5 CLD,udtd) = | L% (£D,udtd) [ €€ (R D|x (Ld=-x_ (L] en R,
= [JC= v ) - s Ly sud| £ € KR D|s - s |+
171 2772 3 a1 2 1
P
C (R )j lx > - x (t,)|dt .62
3 1 1 2
=

F]

resmplazando (8) sn {62,

» |JGs v = JGsy ud] S C R O|s - s |+

@
Cﬂuz“)K’(R’)J”(g:\;l— vl * s~ s_|dat

e

2
= ij(si,yz;u) - ‘]CSZ_.YZ;L))| < Cz:(Rz) ISZ— = | +
Ga(R1 ))’{1(Rl DCrd( l 3’1‘ yz l + ISI— S:! t)

Li hacemos Kz{ﬁ:i) = CSCRJD( 1+ TK:L(Ri)) obtenemos gue:

]J{SI:!-'liU?' - J(ﬁz,yz;u)j < ){2(121>(|y1—yz1 5 [sl—sz]) =G

o cual de muestra DO

c) Veamos qgque Vis,y) sea  locabmente lipschitziana en el

fr ,reR"
(]
En efecto:

Consideremo= a la familia de funciones Jis,yud, para cada

u e 5{3'}‘}.

Por la parte b)) esta familia de funcione=s es lipschitziana



¥ con una constante comun de lipschitz. (k?(Rl)) en R

1
luego por el resultado B8 e obtiene que:
. o o g - oS
int { Jés.,.y1 3 2 u = 54.{*“,.\1} b= Vs, v0
] . 5 . o
Lambien es lips=chiltasiana on by wdaBe .
B
d>  Finalmente, aplicando el Leoremsa de Rademacher ven

3

reozsultado {63, wo demueatra gue Vou,yld oa diferonciable on

T . .
v 7R exceplto un conjunfo de medida-Lebesgue cero.
&

Bien ahora retomemos 1 problema dier control que  habiamos
precizado {con condiciones iniciales i jas Y condiciones

finales en wn  conjunto MY v trataremos de  establecer

hipotesis para gue las soluciones de Ja ecuaciéon diferencial
parcial de la PpProgramacion dinamica, satizsfagan las
condiciones suticientes de optimidad establecidax en el

Lteorema 3.
. 0 1
Para esto consideraremos que las solucioness son de clase €.

TEOREMA #&:

¥ —n . i .
Sea W RxF' 1 R una solucidvn de clase © de la ecuacion

diferencial lraraial des la programacion dinamica, que
satistace la siguienbte condicidén de frontera,
Ws,y) = O para VvV &,v) @ M

Sea (Lo,xa) e @, u : H’,,’t’,] =+ U gque pertencce a B(L . %

x{t) = xCL;L ,xt,u).
==
Entonces: Wt =D < Wz, x(sdd + I L, (v, ulrdddr
t
para ¥V t,s en R tal gue t £ t <€ & = t .1



L)
Si

Son

A%

o=

(L,x"CLd) +

= e
DRI & SRS S I S ertenece a |
© U p e ff{{L 2 2
.

(2

tales que:-

T UYL, R o, uM end 4 LOb,xT (), CL)=0

Para ¥V t e [t .00
[

Entoncas  u TERS un oplimos en N

B ]
GF & VRS TR
4

o

finalmente W(s,y) = W(x,y), donde V es la funcion valor.

DEMOSTRACION:

13 Como W os smolucitn do la scuscion diforencial pancial
la programacion dinamica, =e tiene gque
ov/ ow T _ ; .
min { s,y T Gs,y)  Fls,y,v) o LGs,vvd S v e ) = 0
s 3y
Sea u It Lt 1rs en \ foxCbo=xdtit Ly ,ud
' A U ;S(t, x> Y o’ e
(7 o
entolnoees;
3\ W 1 o . :
T 233+ 7Y e, 1 3) TR, e 3,0 UL L, 2 6D, uCLDIZ0 ...C3D
o a5y

Para todo L « (¢ ,t,ill.

Fero:

: o . .
AWt ctd) = OVct,ctd) +0V 0t xCU) L xCLO,uCLY) 4D
adt os IRy

t

1

3V LA, xC{L),udtd) = i_[ —f LCr,xdrd,udrd)dy ] oo GOD
dt e

Reemplazando {42 vy (8) en 82

1.
1

C_J_ [ Wt ,=x€(td) = J L{v,x(O,ued)dr 1 = O para V L e [t ,t.il
adt 5
entonces:

L
1

la funcion gCtd = W(tL,x(LD) - J LCr,xCr),ur)ar
4

47

3 .
vooox (Lo=xdt;t ,x ,u D

£



es una funcion no decreciente en ft |
[ 1

TN

Sea. t < (1. L 1 tal que L =,
15 o 1
Entonces: gdLd £ g
L t.

1 1
\:’(L,x('l,))~f £.00 ,x€0,udrd)dr EW (s, mlsd)- J Ly oxCr 2,0 D0y
t =

=
& WL,ded) £ Ws,xmd) + [ L{r,xCrd,udlr 3)dy
9

demostrando asyt 15

o
U
c

22 Aplicando el teorema 3) =se concluye gue u

opLtimo v W = V.

OTROS PROBLEMAS

Sabemos gue existen tres problemas en control optimo:
El Problema de Mayver.
El Problema de Lagrange.

£l Problema de Bolz:a.

N contirol

Tambien =sabemos que la diferencia entre las formulaciones

estos problemas radica en la funcion objetisvo.

Por ejemplo, laz ecuaciones congsideradas en la formulacion

del problema de control gue hemos precisado son:

LJ

min CJCL ,x ,udld = ] L<t,«<Ctd,udedddt
sujet a‘ | Tt
S eLo & %

dx<{t)d . . .

e = PO, ), ultD

s > D)

x{t D =

L]

dondse wu [bb,tjl r+ J pertencce a ';‘:'f(_L )
14

o

Por tanto e=te probklema =a=1 formulado e un problema

control Lagrange.

de



Pero =31 consdderamos:
a> g X ) = (b ,x ..1.1,,:\'0.. )y, entonces el problema  asi
v : « o o3

formnulador seria un problema de control de Mayvoer.
&
E
Iz = N = b ¢ ' L, w2
b] Jct X U gjr,(t,p ’“»'t‘; o {L’ ) &2 Jt LOL,®xCh),udt.d)dL ,

G

entonces resultaria un problema de conts>ol de Bolza.
Ahora wveamo= gue Jos problemas de Mayer y Bolza se pueden
expresar comoe problemas de Lagrange.

13 PARA El. _PROBLEMA DE MAYER:

Las evouacionss & considerar e Ja  Formulacion de este

problema =sonn

min { ${L ,x Lt x<{L D))

sujeto a:

e (L)

adt.

®{L D> = x
o

FOE, 5D, uct))

&
donde o ; It ,L ) s serbenece a &
o' U I "Ti{L £
(] L3
Conzideremos u o It .t 3 re i) gue poerlenecs a Y
Y LoLx D
O O
cualguiera, x{L) = x(t;t ,x ,u D,
o o
- a u L]
Ahora def'inanmus:: L1722 component.e adicional 0, DENINTY la
trayectoria con las siguientes propiedades:
i LD
ax -
= = Q) L1
dt
11;(1,°,><0,LJ ,x(t,l >)
x L )= R H 2>
[

GOm Saam D
i o

49



luego de 1) y (2) se obLiene gue:

S g > & N
4’("'0’}(0"'1 ’X(ti ’)

XL & e

b = LD
1 o
ademas:
t = , o
- tj l_t)(t,o,ho_,t-‘l,h({,l))
f x (t)dL:I db=g(t ,x ,t ,xCt I) (3>
L t ¢t -t > | ’ i
[ [~ 1 o <,

Luego de 13, 2> y 3), podemos formular el problema de
control de Maver como un problema de Lagrange, donde las

ecuaciones a considerar son:

{ s
1
min J 2 CLY dt )
tI'I-(I
sU jolo e .
dx <L > . e .
at. = P, =xdL>,ultd)
dx_ <ty
dt
>.\.Lh> = ¥
. «i}(t.a,xu,t,],x(tl))
x (LD &= == s =
&
L = t)D

donde u : [t ,L 3 s >ertensce a §
A U r PO e D
< (<3
Con respecto a la forma de Ja ecuacion diferencial parcial de
la programaciéon dinamica indicarcmos gue:

Procediendo COMO para el caso dir  Lagrange Cess decir

reproducir los teoremas 1), 20, y 32, la funcidén wvalor para



el problema de Maver resulta ser una funcion creciente a lo
largo de una trayectoria admisible ¥ results ser una funcion
constante =1 Ja trayecloria es una bLeayectoria optimad,
consecuencia = concluve gue la programacion dinamica para
gste problema de control de Mayer seria

oV . AV g
cay> + WeawnTiie,yv) /v a U} =0

os oy

PaRA EL PROBLEMA DE BOLZA :

Para oe=ste piroblema, lass SEUscioness A conside . s & la
formalacion =on:

g
]

man { b L vE st D)+ J L{t,=xqta,uded)de )
o & “.

=t jetd a: . i
S = T
= L, xct), o
di 5

xLL D b4

&

donde v L ,L 3 p= crtens a N
a2y U pertensce 3 B o 5
o

)

Luego utilizando exactamente el mismo argumenio que fue

utilizado Para el problema de Mayer, se puade @ » -

formulay» el problema de Bolza, como un problema de control de

Lagrange donde laz ecuaciones a considerar son:



t

1
min {5 ] LOb,xqL),ud¢t)y + xu(jt,)]di, 3
t
=uijeto as
. dx<hd _ )
L at = = (L, xLo,udL)d)

i v "(L)

de 0

PlL = 2 s xCt )

12
~x ( L ) 3 e R e S — = A — "
o . N,
L b =t >
1 9
donde u @ It .t 3 o sertenece a § )
" U pe Fer x>
& L5
Por ot.ro lado 1a ecuaAacion diferencial parcial de ja
programacion dinsmica seria:
SV 31V > )
min { ks + T svd Fls,v,v) + L(s,v,v) F = 0
v e U o= 3y

OBSERVACION:
Vale decir gue esta ecuacion (al igual como para el
cas=o de Mayerl, =e puede obtener reproduciendo los

teoremas 1), 2>, v 3).

LA ECUACION DE HAMILTON- JACOBI-BELLMAN :

=l

Retomemos el problema de control de Lagrange gue hemos

decir aquel gue tiene condiciones iniciales

17
L{,

Pprecixado,
L ,x D fijas y econdiciones finales en el conjunto terminal

M, cuyas ecuaciones a considerar son:



t
1
misn | r Lt ,xCL),udid)dtl
4
.-‘.aujat_.m i
Ix<1.D
CEIE = POL,x0L),ucL))
db
x€{t 2 = =x

dondos w @ [ ,t. 1 ¢ L GO 2 N .
«’ 7 U e “ T Lu D
v e

Supongamos gue para cada (5,y) € inLd@

®
1) Exizte un control u : Is,t. 1 - J optimn eon ﬁ{
1 =

R

22 La Funcion valor es diferenciable on Gs,y)
Entonces:
*) La funcion valor satisface la ecuacion diferencial parcial

de la programacion dinamica, es decir:

. oV 3V | 17 .
min § 0 sy T s,y FOs,v,v) + LGEsy,yY) / ve Y =0
o= 3y

la cual podemos expresar como:

GAYE oV
_ s, nun €

o= d).'

S, FCs, v LGy /v e Ups0 LK1

PR g TR ]
definamos: 11 @ ReiRzRzR rsel tal que

HOL,,p,vd> = 1L, %, v) + ;)TFCL;x.v)

. . aVv
Si oconsideramns p = __ (3,92

3y
Entonuees la ecuacion <12 puede zer expresada como:

: 3V §
Vs> + min { Wy, Desyd, v /v elUr =0 .2

oy oy

estableciendo asi la ecuacion de Hamilton— Jacobi-Bellman

a la ecuaciéon de Hamilton- Jacobi-Bellbman le aplicomos

-

=) 5
el Leorema 412, cbhlendremos:

‘ gV . )
dv(s,y) + Is,y, (8,30, uls + 103 =0 L ()

oy ay

53



la cual = Lambiien con=iderada COMo la ecuacion de
HamiltLon= Jacobi Bellnian.
OBSERVACIONES DE LA TEORIA DE MAMILTON- [ACOBI:
Consideremos (L ,x 3 w Lo > fijos on fsedi2""
Sin perdida de generalidad podemos ascumir gue Lb<f;1

Definamos

N :’ N -~ .
1) DL X 3 como el conjunto de todas: las funciones
o

_ . - . Ax<L)Dd F

continuas x : [t ,x 1 rs» & cuya derivada T existe y
(Y] «

ws  continua  en 't .« J excepto en un conjunto finito

de puntos.

; . 1 . .

2> X = { x o« DIt w3 /o x{t. D = x =x{t D> = X ¥

-~ « [ el a
- o Y Y o .
Ademas consideraremos: L @ Rxii? xR > B ouna funcion al menos
<2 . k "

de clase €, es decir L e C para ¥ # 2.
Laueszo ol siguinnte programas matematioo P

L
1

. .. g
P E inht J .U, =), p
3

es llamado el problema simple del calculo valriacional.
=21 definimos:

¥ dxt
u : it ,x 3 r» R" tal que: d“:{‘”'t;:! = udt)d

Entonces podemos formaular este problema como un problema de

contrel de Lagrange, donde las ecuacicnes a considerar son:

4



L
1

min | J L, D, udtdyie )
£

,
L=

FLLR R B T PG

| o .

dondo »] conjuntos bLorminal s o= 4 <t w0}
3 3
Establescamo=s las siguientes hipolLesis:

10 UL ,x D ¢ intK@) =2 O

= y = . E r 2
2> Existe u it .t 1 4 IR un control optimo
o

22V e=s diferenciable en @
Entonces Y [e¥S solucion Wiz la ecuacion
Hamilton- jJacobi-bhelbnan, 33 deezise guw  EI N AP valores

3 oo - 3
L e [t ,L71 para los cuales VL,x L)) es diferenciable,

tiene gue o es solucion de:

3V SR . £ oV B T
VL, CRI) o § HCL,x L), Tt (8D, ) v e RO = 0
dy gy

y T .
donde HQ ,x,pr,vd = p v + L{L,x,v).

luego j.ama hallar el minimo de

. x ayv oL .
KL, (LD, L, (Lo, v
3y
procedemos mediante lax= reglas de caleulo element.al,
decir
OH . . i _
1> Calcular & igualar al vector nulo.
(5454
5“1
o [ . 3 g 5 5 Z
22 Calcular y verificar gque mea definida pomitiva
T
ay
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los v tal gue 59}1 = 0
- u=y
av
Realizando 1)
8l _ @ Vit,x (L L 9 LT, 5
oA ay ;‘-'

peron como:

| .
1> u LD es un control optimo

*

i

-~ ] W . *
22 VL, x ()Y = f I,(s-;,:\'m(s;),u {s))ds
L

e=xLo implica: que:

P

i

b ®
el { f L(s,:\"“(s).u (s))ds )
A Sy &

# Let e wn | o

peroe por el caloculo elemental sabemos gue

& ot
i L
3

o

ay

t. oy

exsto implica que:

£
L

8 LCb.sOChd,ue e . 8

+ J (__L(r::,,x*(.s:),u*{s)))da = O

ov t a8y
luepo derivando (1) con respecto de L

W o )
g " i wo
l_l- C & LitL,.x <Ldua {LID o= 54 L(s,% €sD,u Cs)))as
dt. Jv ay

dx” <t
at

=,
¥ Como: = u (L

=e concluye gque

o

C f L(S,,xw(s),u:;(s)}ds )y = J ‘(___L(s:,xm(s),uz{(s)})ds
(9

1D

0



t4
dx L)

¥ W
d o0 LCt,s CLI,dx <1, 5]
] ! Cyds 420
Ty PIS RS 22

%
= i , ) R % ¢8R
dt. v cL- Sy

La cual es llamada la ecuacion doe Euler-Lagrange
Realizando 2D
32 H 3 : *® . x

_ ¢ O Vb, = €Lod + O LCEx (LY, vd

s e -—
g P2V ay O
Jo cual implica gque

3*n  _ 8" Loex¥ad,v
=3 —5

) 2 vy
o v g v
Esto significa gue debemos asumir gue:

8% LA, CLd,8

3

3 v
mea definida posiliva,
Con e=taz  observaciones gueda esbLablecido gue la teoria
clasica de Jlamilton-Jacobi esLa comprendida en la teoria de
La programacion dinamica continua.

CORTROLLES DE REALIMINTACION:

El  concepto  de  realimentacion  ex muy importante porgue
Lecnicamnte son mas faciles dJde realizar v permiten responder
inmediatamente a la prerturbacion iz sistema en
consideracion.

Formalmenbe =c¢ define un contral de realimentacidn como una
funcion de Ja forma u = ult,x) definido sobre un conjunto Q

do Exi7 sobre |J tal gque para cada (s,y) ¢ Q@ existe una unica
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solucion x<(t)D

wCLD = FLOL xdL)udi ,x<Ldd)

adt.

==

sobre un  intervale [x,t 1 =obre
1

control tal gue (L,x{LD) &  para s

Observe gue con esta definicion Q

3] xual

=r

3

- atis,y,u) de la ecuacion diferencial:

cota  definido

¢t (2D

-
3

(S

M

]



EL PROBLEMA DEL KEGULADOR LINCAL

INTRODUCCION_ ;

Muchos  problemas de  In ingenieria  eloectrica v electronica,

de La ingenioira mecanica,  del campo de) control
At s0ss industriales, ides Lia CU0TaOMLN, exlc, conducen
problema tdes contarol optime Thoymade ] problema
regzuladosr- Jingeal,

de

Al

el

Ly westa parte Lrataremos de resolver dos casos particulares

del  problema del reguwador  linead uvbtilizando la bLecnica Jde  la
la programacion dinamica contanua desarrollads anteriormente.
FORMULACION DEL PRODBLEMA:
En oesila paocbee considoroaremos:
15 SBistema ade Control  diferencaal  lineal, os decir  que las
SCACIGes: o colsideranr son
dx
(L) . ) N
it = AL L) + BLLoudl)
114
DD = x
donde ALY = M , e = M 3 i oson funcliones
{n,n2 1ty 0
matricialos continuas en 10,71, siendo 1T una  consLoantas

L] .. s
dada v x ¢ I 11 jo.
w
2) Funciones objetivos del btipo cuadeatico de Lo Yormea:
T n v .
Jeu,x jud= J Tt MOt 3 odL)d NCLIUudLoTdEL + 273 Doe1'D
L

Jdionde MLty NCLY) e M

M. g ;
<n,nd <mymd

matrriciales continuas y definidas no-negalives:,

Y

=01 Lambien funciones



S o o . .
s perdida de gencralidad,  podemos:s monssiderar gue MOL),

NLLY v D =on simetricas. pusesLo gue

3 . N Irl - = N

,;ﬁ‘ P “' 3! s ”-\_ " \;/ l\‘ P h‘i( , oy I{"" e "r’(]\) 4 ]? )."
BEPS DN . 3 A28 e R

i ma g : - .
21 SUposemos gque la funcion valor poara este problema es

: ¥ ; o . : S ST Y
dif orenciable on Lo, wd  w R 3 anbtonagoy la eouvacion do

Hamilbon- jacobi-Bellman e

4Y baY
s,V + nun {”(:ﬁ',}',_._‘ Cx,yd, vl o W s My o= 0
o (9.\/
clorndues:
. "
. SV A ' BV " o
i LSRN <.h.¢,f\-')_,'»’)=l__’ oLy 2 [ A=y Bs v ] vy MG ayby NOsDy
dy ay
e g R e Lal gue: pov) = H(:.:.-_\-,m?v{:‘.;,y),v)
ay

Luego, una condicion necesaria v osuficients para que g

Leng.a un mmndmo es gque @ sea exbtricbhoments convexa, B

errties i @0 Vo o= = 2N{s0 smen definida posotiva,

Por consiguiente de ahora on sadelants consideraresmons a
laa maatariz Ndasd deflinida pomitiva para todoe s o« 10,72
Conzsideramos: ] =iguiente problema e conbirol optimo

Ihamado vl problema eleppenial ded reguladoss Jineal,

]‘ o

min ] Pt MOLIxL ut) NGO ucelde + 0P Dy

(9]

2 14 ii,-_\'i..l'J wll Yo
lf M ACL N O ut )

W) =

desado,  ATLY,  BCLO, Mt NdCLI, D, . o=, sson dof inddass

(¥}

oMo anbtesn 3y adoemas o solicitamos gue ML) sea definida

positiva.

fil)



ons:

Al Liempo T, se la Haman-a

&

Cl,x ) & { u 553 0n mpss

%y

para todo Lo 10,T)

g

haorizonias,

A s

seccionalmoente

continua )

Li. PROBLEMA DG REGULADOR LINEEAL CON HORIZONTL FINITO:
By wmbeas praarrbas conssi doeruarsoiioess ol proiddoemas del rreguladoer linoal
Gen horizonte finito es deciv, gue T ¢ <06, 1ijo.
- v —— £ . L
Lo ogque =me desea en este problema es hallar u 0,7y o I
Quu e Lunosca - N ~ tal U i e and it a laa e G
“KO,x D
objetivo JKO,x ud, donde:
ph
. ‘ R . 3, B g L F .
JCOEx o= J =L MCLaRdL I+ u(t o NCLOudLoldt + T2 DxCTD
e
Uk
Lox =puientes ressiados =moen para dembnsterar que wexte
problema tiene una univa = luTion y calocularemos e=ta
solucion, utiilizando ia Lecnica do Progzranacion dinamica
die=arreallula anteriormentas,
LEMA:
.. - 5 i PN - :
Yima (L, < LOVTIXGY cualguinia,
S la Iuncion valor 1313 e} problema anterionr OS5
it erenciable entonces  s=e cumple gque VRO es una  formn:a
cuadratica en X,
PEMOSTRACTON:
Del analisis e Licne gue:
YCh, =) = una  forma cuadratica =iy s0lo s Lbass siguienbles
propicdade:: Se oul npalen:

oh!



. 2
VOL2D = ATWE N para ¥ A e B

Wt 2 + Vit,x 5 = 1 P , e
P T 5 [V(L,,\’& X, ‘J(L,,('“ ¥ 3] D

Veanuos e {13 e cunples

CTes o . SR | . . 2 s, o .
sea A e N oualguiora vy oo B(* Seualyniera, cuya Lrayectoria

L

el HWEMD v syl 10,

G =D dxdss ) -
L = = R IERR S - 132 3529 o, s
- Ll‘.':_s' ~‘1::; A(-—v)(’ A(.._s)) ¥ b{.:b)\/- Ll(._-.))
Vouome XL) = o S Rl moAR
D whuswziog- Claes A0 - :‘Zg/ LI L5 ERECTIRTLL M L FETEFIET -1 XN

(L,;}\;{.),

AxCED, donde amtad = xCuib,xud

Por otro lado:

'l\
, . i N ., i . 5 . Ceqe
Jb o ;Lu):f [rx€ed MO R roex s NG 300 23 T TDARCTD

1
'1\
s p, T, . ¥ . r 4 ——
o Ixtan)d MOmox{sd 4+ uGs )y Nesdud=D ht + 27 20T Dxed'PD
i
= 7 JCb,xan <33

Entonces (1) =o cumple
Si o O
Por definicion de Voy por (0 se cumple e
e . ® . 5 2 e R .
Yt awd 5 JCt,hhud = oA 0L xud You s Nero LD
Licalloaaade <l andfame on L4
. _ 2 -
VO, ,Ax) £ 20 VL,») i AR D
. : anf] .
como ko= 0 esbo implico gque X =
-1 : T ;
Ve L, =D = vt ,x Caxd) = <A 27NV AN
Y ‘ L2
multiplicando por A
[ J’)' P N < kY4 P oor 3 v )
WM, S YO R L L0

l._]n.;p!{;u do wtad N <t

Vet nmy = A WL,



N SOl G L . !
ZIsan: (Lox 2 v (Lx > en 10,7 i cualesguierag,

Yy o u o N . [ 2 i i N,
. Tt ,x D ¥ ML= ,:ﬁ(,t”x 5 Lambiasn cualesguiora
“»

2

Adoeman: x ) o= oxGsil,x u ) v ox (x) = wis:ih o yU:d
1 1 B : 3 ¥ 2 2
Lonsiderando  gue, jrava VW oxw ¢ ii.?“ Yy ¥R M
in,n?

SR

T - .
[ GAywd RGeryd + Cmyd"Rex-y3] = ="Rx + y' Ry

entoncoy:

JiL,x 0 3+ JKt,x u ) o=
bl 1 a2

N
—
—

~
o
‘
A

4
»
&
+
ot
-~

+J{b,x = x ;u v 2] R YD)
i AR
Ademesss
CRCE - > ¢ ‘ '
g, b) ,\ftt)) —-dsxl(t,) 1 4 x LL0= A(i,)(xlii,) st xz("))+
BCLI(u D & ou (Ld)
2 2

Entonuss @00 (u 1 ) e
1 2 il 5 . T Ve |
1 H

ruya  Lrayectoria es

2 % DL domder N (1) = oxdanib,x wur )y ox 42 o= oxCent,x o1 )
1 2 1 1 i - 2 Z 2

Iuego de 7)Y = obliene gue.

1 . . F . )
> {‘.’(L..{i-* x?) gt V(L,xj— xz)} b ‘)(t.,x:;u1 h ‘KL'X'J‘;U:{)
Y ou e § . u o= F
WE Teg 0 » ¥ Y e S >
i 2
Sl NMEU 6 cg i B VEE R S0 w0 Sy Mk Y ohl Vit D ...(8)
Z 1 2 1 2 1 2!
- .- 1 . N 1
Pero: VELox ) + Wb, ) = [ VL, (x + x 2 + -(x°= x_ ) +
| 2 2 1 2 204 2

Ve, dx b ow D = lix o= x 3]
pd 3 2 “ 1 -
Easbosrienes:;

= 1 o 1 "
UCL,x D 4 WL, 0 20 VL, x e D)+ VL, 2] R &2 5]
I | 2 2 1 2 P ? 2
,nglji:gi‘}dll la ]n.-él:l"l-l.‘.h <13 .al miomlare ddoasaoolns de 0L

1

Vet,w D VL, s [‘v’{‘f,,(xi'**x N ¥itAx —x 0] L
1 2 1 2

2

N

Juego de (8) y (10) se obliens gue:

] T N o
P I A b,x? 2= z { \I(L,gai + -,‘2_)}4- V(t.,(:..-l - ;.;2 3}
A . d

guedando  demostrado asi gue ViL,x? vx wna forma cuadratica

Al compdiderarencs la siguienle hpoloesis

PAR I A D D

HeY



i ET R 5 ~y g " H =
Hipoulesis, 1.a funcion clixd valoe ticne 1a fornua:

Vi(x,VD) = .\.-"‘Q(jg;)y demade @ es una mabriz simebrica
de clase @ Lal e QU=
Para CjLae Vs ,y'):yor(} (=D satislaga La eTuAacion de
HamilLon- Jacobi-Boellman, e debo cumplir gue:

aV LIn

oSS o HEs,y, | s,a,v)/ voe B3 = 0
O Ay
. . . T
donde sy, O s,y = f\’(s,y)JLAci;>3.r+15<s>vj +y MCsOy
oy Sy

v
v NEsOwv

Como en la pagina o0, conzsideremos

- 1 . o dv ~, ~
e R B R otal gue e{vd = HOs,y,_ | (s,y0,v2

a3y

Entonces g =2 extrictamente convexa.

Por consiguiente una condicidon necesaria v suliciente  para

q « . ]
gque u minimice a p en B e gues -
< o 3V | LT3V .
Voeud = T MU=y, o (E,y3al o= Béso K5,v2 + 2N(s>u = D
oV d}: d}l
de donde:
) T SR\ 5 A Y :
u o= —SNCsD TBORd T R,y A D
2 N
3%
LI : av o — 5 R (12D
Pero:r Wa,y) = ¢ Qusdy o Eyy Dy = A LSy U
ay

o TR
reemplazando (12) en (112 @ u = =NGs) Bls) Qesoy

anbonues @] conbrol  optimo bajo  las  hipotesiz  anteriores

-3 T * Ner”
111‘:4_- L]'(L) = '_%;\I(t:) D{LJ q(L)X {1}) ..(.1-'.’))

"
%

§

=

Gdonue x* ex La Lrayectoria optima asociada.
Lupen: =ustituyendo 13> en  la  ecuacion  diferencial  parcial
- b - i -

de la programacion dinamica, Lendremos:

ghed



SV = W o= : x ,
L) = Tt T acaT oy o+ BTy
e 3y
G Toadrs w5, S N .
NOALY MAESN T (L) 4+ L) Nebou <Ly = O RSTD]
e L ik - ®
Pero: VLR (L) = ox (L) QERIR (8 3
B 3 , —_ . Y
U Y = oNCEY TRt Ol oRT (L)
oV Wi o TG
=3 ol ey = oy {.L)ﬁ"’,‘(}.{t)x*(h) N4
R ae, B
O
3V & " NP © = -3
CTlbx L) = 200000 LD 15>

a3y

recsmplaczando (152 en (143

M (LL‘:"[ SLQ{'LJ]H‘?‘L} + sz“t.t.':‘[ QULIALLD — ALLD QLD ]x*{t..:w -
¥ T, . L -1 B S iemt & N bd T &
a (LD | ZQCLABCLINGLD "BGEY QL) )i 6t + x (LY MICLDx (LD 3

B3 L x . . 3 -1 3 = 3 g 3 " @& 0 - N
Rt QUEDDLLIENCED T TYNCLIONT T Cea et nT QL =i .16
Una condicion =ulicients para que se cumpla (162 es:

:;:LQ{'L} + QELIACLY + ALY QLY = 20QCLIBCLINGLY TBCLd T Qe +

MOL) 4 QCLIBCLONCLY "BOLY Q4L) = 0

s decir:
o QELI=OCEIBCLINCED BALD T QUEd—QUEIAEI=ALO QELI-MCLY 16D
dt .
Por obro lade sabemos gue @0 YW(T,x P = JT,x <Miu D
— . z . ~, ! - Al '1‘ o ) ~ s: 2 A)
Pero ;1 WT,x ¢y = = (T Q<CToHix 1D

o x ! 'y L
Y. ademas j(T,x" sty = e nsd o

£ . g4 & Ao T e e * o
Entonees: : VOT,x CTD) = JCU,x ¢ ) = (T QT - d] x (D
Lusgo wna condicion suliciente para que la eouacion anterior
o cumpla s gues QITY = D .17

Por consiguisnte supondremos  quo 172 =era la condicion de

frontoera para la ecuacion diferencial matricial <1a6),

i



OIS A la rouccion (167 = Je conocs como s ecunacion
matsicial de Ricatti.
luego  ulilizande =1 teorema {32, podem: rewsumir el analisis
en el siguiente LCeosrema:

TLOREMA:
5 owiste una solucion D=2 de clasce Gl ode la ernuacion  matadci
de Ricatli {16), con la condicion die frontera 172 definida
bbb ) whaboornmes

Wls,\) = yTQ ISP

(BN s solucion dex cliase ol e boa CruAac O dif erencial

parcial de la programacion dinamica y

L N ST .
u (b = —NCED TBCLY QLI (L
. ; ’ *
w= el unico control optimo e X donde x es la

= WTeT DF

st
Lavayocboria oplima asociade o 0% 00 D,

-

. . . 1
Finalmente =¢ cumple gue Wls,yd=Ws,yo % = o« 10,17,V v o« [
Ahura molo falla encontrar condicionex gue npos garanticen gus

Y FUDLITN S Y N Riviatti L4y TS Y 3 Jca vicandicion ds raohnilara 17>

ticne una s.ohaeion de olasses (O

0 Mzd i s LA e desd izl i

M N e o P
(n,no <N,no

negativas y N=> & M definida positiva para ¥V s < [0,TL
= Cm,md

FnLonces la ccuacion de Ricatti tiene wunay solucion  definida
S < —m,TJ.

OSRE El tenrema anterior es un resultado obtenido dentro  de
la tporia de las ecuaciones diferenciales, y £ tema de esta
ey ke Loz f e fagr GE PG s TR LTS R Crws Lo, WRRE B eETea IAaZOas duia
omitlimos =u demostracion, la cuval la pueden encontrar en [

=

Alvora s alylnsrc amos uln Aalporilme e =ohacion paara (RES) W5

(1]



T e e - .
prosiema,  para elo consideremos una  particion  del  intervalo
0, T ds 1o siguiente forma:
st 60 LS L b < ot @ T donde o= = 14D

1 2 l-1 H 5 -4
para todo v = 3,2, RS

UN ALGORITMO Dl S OLUGION
1> Inicio:

13
1.1 Q = 1
A v A
23 Jteramones descendentes:
212 Para | = -1 hasta X = 0 hacer:
. ki T S 0 MR Y e o DI
2.1.10 P (L) = -NCLD "BCLY Q LD
oy e L~k . i NP -
2.1.2> Hallar @ L) como  solucion de  la ecuacion  de
RivatLi {300 v vondicion ch frontora
siguiente: QG > = "Mk
.-..xbult*n S22 t\(ll.-j. = k p 2 c
33 lTteracione:s ascendentes:
N 13
3.1 = o
7]
3.2) Para i = 1 hasta k = | hacei-
S KEAPERR k-2 ST A
3.2.40 u Ly =P (LI Lo
P c k .
3.2.2) Hallar = como soloucion de

I’Q’i”’ = [ ACLI-BCEONCLY "BLLYQCED] xCLD
k=1

< { = N L i 2

‘ (L‘,f'"l LA

oy



ROBLEMA DLL REGULADOR CON HORIZONTL INFINITO:

1213 esta oI ion o= g aras s Vil LA particular idizd
problema element.al cleed Regulador Linwal, para el cual se
anumnirdg que:

#) El smistema es LoLtalmoente controlable Con ol nisme  senLide

de la interpretacion de la controlabilidad del capitulo 1),

22 El horizonte T =
£) La mataiey D es nula
FPor lo Lanto las pcuaciones :a considorar

(xR}

[ ]
sulete a
' B e ACLIXCED +
L Ao x (]
L NADY = X

OBSERVACIONES

B RFET B

min R TMAOR T uCO TNADLLIAL }

B )

Pasa~as § PENELY T S sl prroaixlena, P TRTLIE T 1% FER L LR FTTE] lom passultadoss
obtenidos del problema del  Reguladoy Lineal con Liempo

finito.

L. N
Mhapawar CLL,=) @ BRAARTT, L ¢ IR cualesguivira
1

Denoboemes modiante POLE D a0 I
1
Rivcabltl =iguienbas
ar o -1 ¥ - ,
T PECLONCL X 2<tD ]2 = MILDY = PaARLLY =

du
von condiciones de frontera: P(Ll,t,l) =
AFPTRMACION 1

POt
o0

3 i

L oro»

i

S ]
1

B efoecto:

35

=i G

El hmite sigulente existe para

Lialypues & <t

a

doee la ecuacion de

A(('.;‘Jlr’

U

todo L ¢ HN
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Lomo el sistema es Lotalmente controlalxbe entonces para cada

(LoD, exis e un conbLrol g

Wooun 1",,."_ I con { >t tal  que  la
o
Lrayecloria ) = x{ixb,x,u) satisface @ x(UL 3 = O
2
AShora doefinamos:
[T X0 RPN NS SPCLIN B VSN SR |
= 74
ui=) =
¢ , SIowoe L Lo
2
L

1hGaans tos s Loambiocn  mediant.oe Y<i,~:0 3 a0 ha Funcion  valor sl
i

problenn e control sigurents

o s
1 .
I ,l‘ 1
MIn -{f PG MO e uds=d Nd=mldud=sorids |
Tt
sujeto ac
clx = |
mEam) o= ISR T BlsdudsD
ch=
L Wit = om

dorsde TLoad v € morn 171 jus oy 20k D was dilaawe,
1 = i

OBSERVACION: Denotemos: poxr §

i . . Al o jumnbe contoroles
O O ) -
1

admisibles.
Como  esbe probloma es un problema del regualador lineal con
horizonts fintto, entonces e Liens gue:
: ! ¥
=y VCL vt U o= X l’t'l.-:t;llx
1

=3 Pl D e wolucion de  la ecuacieon malricial de Ricatti
1

(162 con comdicion dJde frontera POL LG P = 0

& :
w1 k! pcontrol optimo ol cual denobamos porow (i’_,;L‘) ez baal

= Lok s
une: u Lt > o= —NLD T3¢ L)’P(L;Li.)x*( LY . donde w LD e

la troayvectoria oplimea

Jigwerst  w POLt 2 = VOLi0 O
Ll : 1 1

t
1
. > - = = 0T o ‘
o J [x(s))M{s)x(:;) 4+ o) Readuds) ] ds
i.

U



o
- = = 2 - -
Te f [ <D " MO dnaed 0 uds) " Nesooudesd ol X80
1

bl N e P F - . & . -
Pero vomo u voen Lhoi ] oy osae Lichien las mismas comdlosones
12

-

mciales entonces por la propiedad  de coussalidad xsd = w080

N l(.,l\t.z] dotndey xGa) = oxCat,n) v ks = xGat,xaud.

Ademas se =abe gue x(S) para s ¥ 4 e aciucion del problema
2

e Cauchy siguiente

LD = ACLIRGCED b+ Rt ) = AL L)d
) Cpuees v en Lm0
2

~
o’
"+
N
~
il
o)

ent.onces x - 0O en L o0

(R3]
. 2 Y . e -~ "o i ~ ) d
I Poidse ) MO (so+ u(:‘;)] MN{zoulsdids = 2D

t.
2

Tuego considerando 42 en (10

t.
2

: , . - - — - . .
s P Lib ox ¢ [ xG) Mesoxds) 4+ udE) NeDudsi]an = cbe (3D
5 :

Vv o ocomo L s cnalguiera,  esto guaere: decis gque P(‘(,;tl)
: 1

acotaada por une constoante el wbaa indoeperndiantueimanbe da o
~ 2 2 - 17
Sean: L , t’, L cualesgquiera tal gue L < Lo t.’ y x = [
3 4 <

TR DR TWS PUMEREN

{. ] e

- - ,

- N & .. g 1 . WWr SRS

j [ wisd MOadxds)  + uds) itsdudsd] ds < J fowdsd MEedxds)  +

W i.

wle) TNt uts) o=

],‘..1-,3 |,l|._i|'; 191 14 ,L’] [ U wfuiee ’H.-I."i-l-)-in_rk:q_.‘z anly \'3(",.,}\’,\‘-"‘)
1
IV ACTON: $o% u - By N v b implica gue [§
(ST N Y AL & O AR N B )
3
1._“,,‘;_;[‘],5“;:.:1"_]‘_, S \t,,t,l_‘i prertenece Y {r“‘:%}\’ 5
X

~ 'y

\ 3 LR T Y SR G -} ooy ey Lo © e
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NGEee_ SO s ISt D) 4D
X 1 '

b
5 3 i ir - &
P ulilizamos  ©l  heche  de guier Loda  sucesion creciente oy

acotada superiormente os convergonte:, entonces de 3y (4D

concluwimos que lam POLL ) existe.

1. ooy
1
Denotemoss: PLLY = 1im P - para Lodo t & IR
L botw
i
AFIRMACION 2: PLL) =matiuface ia B OLAacion mabtricial e

Ricatti (16)D.
En ofecto:
Denotaeme= poyr  PL,L A0 a la solucion de a ecuacion de

Ricatti <16) |, con condicioness de Tronters POt D> = A,

s
Observe que P('t,_,t,J) = P(L,tj 0

conRideremns XL ‘<L;

e Lione gue: i'{'L,L:,n: = I’[t.,l,ltl‘-'i 1,‘.1,; Nl

Para t,i fijo, la =olucion P{L,LI,A) depende continuamento

de A, entaonuces::

PCLY = Lim Pt 62> = lim PtL,LX,P(t ,1-1’.0)3
a
1’ rat = 1.7 rodo
1 1

POLLL i POL D) = P(t.,g,ﬁ{tj))
'L: o o =

con exto gqueda probaremos que POLY es solucion de la ecuacion

der Ricatti 16D

L

Y finalmente aplicando los dos ultimos  teoremas se  concluye

que:
ap, - — -4 y o
w3 U'!'(ff_,) = -NLY TBCLOPCERON (6D = control  aptimo donde
;\:*u,) 2= la trayecLloria pplina asociada.

OTROS PROBLEMAS:

Iosrisefn of.1 o problemas jue soneralizan al problem:a dexl

regulador lincal, entre estos Lenemos



AT 3 : ; .
2L REGULAROR:.  Para  este  masn o] sisbema Licne exbado

nicial no nulo v se destea caloular un control w e ‘E{l}x P
¥
L

Lal gue o trayectoria (b2 = x(L0,x ) =ea L.l gue D=0,

v

®oEL _SEGUIMIENTO:  Puara aat.e problema consideraremos gue el
sistema Liene una trayvectoria ideal vy 1o gue =me desca es

minimizar la desviacion <(en una norma  ex=tablecida) entre  Ia

LravecLtoria ideal vy  las  tLrayeoctorias posibles del sistema.

.
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