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INTRODUCCION

El tema principal del presente trabajo es el estudio

de una clase de algoritmos de la programacién matematica
LOS ALGORITMOS DE DIRECCIONES CON JUGADAS.

En los capitulos I, 11 y IIl se presentan los conceptos vy

fundamentos tedéricos para el analisis de tales algoritmos.

Cabo dogtacan lan definicidn del aonoapto genoaral do un

algoritmo iterativo para resolver programas matematicos. Si
n n . n

AR —->» R es una correspondencia y xo e R es dado, tal

algoritmo genera sucesiones { X, } con la propiedad que:

+
Hbiic Afﬂk.ﬁ, ¥V k « &

Se introduce el concepto de las correspondencias cerradas y
se establecen algunas propiedades fundamentales de esta clase
de correspondencias, para demostrar un teorema general de
convergencia global para los algoritmos iterativos
mencionados. También se analizan los diferentes conceptos de
velocidad de convergencia.

En el capitulo 1v se analizan los algoritmos de

descenso mas rapido para resolver el programa matematico:
P: min { f() / x € R >

En la descripcién usual, estos algoritmos construyen una

auacesaién Nk 3, tal que:

X = x + A A >0

t’ » » V k
k+1 k k k k

n
Si I-4 es una norma dada en IR, entonces t'k es una direcciédn

de descenso m&s rapido para f en X a la norma dada; es
decir: "k es una solucién éptima del programa:

P, : min < vrcxk)Tt, /oIt < 1>

Si -1 es 1a norma euclidiana en [Rr'. entonces:
Vf(xk)
L!.f = - —
ll‘?f(xk)l!

El hecho de gue en, este caso, t,k es la direccidn de descenso

mas rapido de f en X, en el sentido tradicional de esta clase

de algoritmos.



Por wultimo, en el capitudo V, se analizan lous algoritmos

de las direcciones conjugadas para resolver el programa

P omen { Qx> 7 x &

donde Q es una funcidn cuadratica

L 4]

R >

s T 1
QUxd) = > X Ox + px

L e Min,d oo matriz simoeteicoos daet o
P

!uu-.uii.-'lvu Py e IR

Se desea encontrar x gque sea solucion optima de P.

Enseguida se define el concepto de vectores conjugados.
S5i se tLiene vectores d < o , + = 12, ..k conjugados por
L8
[ R AT podemos S STETRTE =% LTl STt Ll Ul PIES ST a LETE T R
|
< a:ij,dz.....dh > de vectores conjugades 5 L

elerimos X arbitrario vy caloulamos
L "

donde Ak wid molucion de

men 1 Qe + )uik) X

k
Este algoritmo minimiza a Q en a lo mas
Sin embargo generalmente no se dispone
con jugadoss.

Ei algoritmo de gradiente conjugado
basico como subalgoritmo pero

sucesivamente lax direcciones conjugadaxs

n pasos.

a priior de una

inclhuyve exste

adicionalmente

d requeridas.

1
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CAPITULO I

PRELIMINARES

Agqui se resumen algunos conceptos y resultados de la

teorfa de convexidad y de 1la programacién matematica, que

seran usados en el desarrollo del traba jo.

1> CONVEXIDAD:

En esta seccién, © # X serad un espacio lineal real.
S i A, BcX ;N , uelR, entonces definimos:
A + B = {Ax + puyv / x € A , y € B>

Si M es un subespacio de X, X, € X, ent.onces:
V=Ax >»+ M=x + M
o o

se llama un suBEsprAcIo AFIN (un subespacio afin es un espacio
trasladado).
Si & = S ¢ X , entonces el SUBESPACIO AFIN JENRADO POR S,
denotado por V(S) , es el menor subespacio afin que contiene
a S.
Si ¥ es 1la familia de todos los subespacios afines que
contienen a S, entonces:

VSO = n{VvV-/VeX;
Si © 2 Kc X, K se llama convExo, si:

aK + (4-adDK < K , V o € [0,1]
Notar que ® , los subespacios y los subespacios afines, son
conjuntos convexos.
Es conocido que si K ,0 ¢ X son conjuntos convexos, entonces:
W oK = { ay / v € K ) es convexo, ¥V a € R
U)K+ G83= Ak +g ./ keK, g e ) es convexo.
(o]
> Si X es un espacio normado, entonces K = int{K) (el
interior de K> v K (la clausura de K) son convexos.

{ivd La intersecciétn de una familia cualquiera de conjuntos

convexos es convexa.

Sea D ¢ X un subconjunt.o convexo.



1.2 funcidon z : D c X — [R =e llama una FuUNCION

si: Vx,yebd, Vae il se cumple:

glax + 1-cdyd < ogdxd) + {(1-odglyd:
v se llama una FUNCION ESTRICTAMENTE CONVEXA,
si: Vx,yeD, x»2 yv, V a e (0,1] se cumple:

glax + (1-ocdyd < agl{xd + {1-cOglyDd

El prototipo de una funciétn convexa es f(x) = xTAx,
es una matriz semidefinida positiva y simeétrica.

Asumimos conocidas la=s siguientes propiedades

funciones convexas:

1> Una combinacién positiva de funciones convexas es convexa.

CONVEXA,

donde A

de

las

2) x = o x , se llama una coMBINACION coNVExXA de x, x ,
1 2

s X, si a,LZ 0,i=1,2, ..., m, y ademas:

m

m
- .
g(z oL X ) < z oc,lg(x‘)

vt= 1 T1=1

3> El conjunto de puntos gque satisfacen simultaneamente:

f1CX) < Coo o f (x> < c, donde cada f es convexa,

m m i

convexo.

4> Sea 2 ¢ R convexo y f € c'«. Entonces se cumple:

f es convexa, si v sélo si,

O > FO0O + OGO Cy=30, ¥V xy € O

L=]

5 Sea O < R convexo, Q ¥ @ y f & c?¢d. Entonces =me cumple:

f es convexa en {1}, si y sé6lo si,

es



371 o
Ox Ox
b i]

VrCx) = «

es semidefinida positiva, V x € 0.

6) Sea f convexa en () convexo, entonces:

FrMD={{x e N/ f1{x) = c }» es convexo, ¥V c¢c € R.
Cc

A f"c(f) se le llama un coNsuUNTO DE NIVEL de f.

Si © # A c X, definimos:

Co{A) = CAPSULA CONVEXA DE A

= menor conjunto convexo que contiene a A

Co(A) esta caracterizado por:

3> CoCAd> es convexo y Co(Ad > A

(ii> Si D es convexo vy D > A, entonces D > Co(A)D.

2> PROGRAMA MATEMATICO:

Sea © #= X un espacio topolégico

lineal, C c O < X, F: O ——+ R continua. Consideramos el

siguiente problema:

Determinar x € C, tal que:

F(xD > F(x), V x € C (6 tal que: F(x) < FG, V x € O
Escribimos para este problema:

P:min{FGD /' xe€eC)r CC6Q :max { FxXd / x e C > D

P ¢ 6 Q > se llama un prooRAMA MATEMATICO, donde F es la

funcion objetivo , C es el dominio admisible de P < 6 Q >,




x € C es un punto admisible de P ¢ 6 Q D> ,

- -~

xeCconF(x)ZF(x),VxeCv.[bF(x)"?F(x.),VxeC]

es una solucion optima de P 6 Q D .,

inf (PO = inf { FGO / x € C )

[ 8 sup (Q) = sup { FGO / x e C )Y )

es el valor del programa P 5 Q D

e

x € C es un minimo local de P , si existe un £ > 0 tal que

FCxd > FGoO, ¥ % € SCued N G
Con respecto a 1la existencia de soluciones de P, se
presentan las siguientes situaciones:
W inf (P> =+ o ; CC = O D
did Inf (P = - o®o ; (en este caso, P no tiene =solucitn
O6ptima D
(iid = o < inf (P> < + o v P no tiene soluci6tn 6ptima.

Gv) = oo < inf (P < + » y P tiene solucién 6ptima.

La forma mas frecuente del dominio admisible es:

G=(xe)(/fj(x)<0,_]ej, gk(x)=0,kEK, x € b))

donde D se 11lama dominio fundamental. b se 1lama

activa en x , si f (x> = O.
J
Si C tiene la forma anterior, entonces:

P «: min  FGoO / x € C ) es un PROOGRAMA CONVEXO, si D es



convexo, las funciones F, f , j € J , son convexas en D , y
J

las funciones g, - k € K , son afin lineales.

Sea P un programa convexo; entonces se cumple que:
1> El dominio admisible C de P es convexo.

2> El conjunto de soluciones 6ptimas de P es convexo.

3> Todo minimo local de F en C es una solucién 6ptima de P .

4) Si F es estrictamente convexa, entonces P tiene a lo mas

una solucioéon.

Es de notar que, si en P se sustituye max por min , el

programa resultante no es convexo, pues este programa tiene,

por lo general, maximos locales que no son soluciones

optimas.

La FuNciON DE LAGRANOE DE P ,se denota por L{x,u,v) y se la

define mediante:

1

Les,u,wd = FOxO + ufr GO+ 2 v, g, O
. 3 )

11 k=1

= FGO + U O + vgGo
Asimismo, se hara uso de los siguientes teoremas, cuyas

demost.raciones son conocidas.



TEOREMA: Sea P un programa convexo con D

admisible de P Sean todas las

s

diferenciables en x.

t.al que:
m 1
TLOGU,v) = VRGO 4+ E u Vf GO + E v, ngck)
)=1 J ! k=1
entonces x es una solucién 6ptima de P
TEOREMA: Si f e CUR™ y f es convexa en R" entonces:

LaS

x es un minimo absoluto de f, si y sé6lo =i,

funciones

g

=[R’

F, f

-~

Si existen constantes u = 0 ,

TECx> = O

%

un punto



CAPITULO 11

A) UN ALGORITMO GENERAL DE LA PROGRAMACION MATEMATICA

CORRESPONDENCIA:

DEFINICION: Si X, Y son conjuntos, entonces una

CORRESFONDENCIA A de X en Y, que se denota como A: X —— Y
: 4

no es otra cosa gque una aplicacién A X — 2

En consecuencia, una correspondencia A: X

-» Y, asocia
a todo x & X, un subconjunto A{x> de Y.

Observamos que A(x) = © es posible.

Al conjunto dom(A) = { x € X / AxD 2 O > se llama el
DOMINIO EFECTIVO DE A.

Observamos también que toda aplicaciéon o : X ——+ Y es un
caso especial de una correspondencia de X en Y.

Si A: X ——> Y es una correspondencia, D ¢ X, definimos:

AMD> = | ) AGO

xeb
El conjunto graf(Ad = { (x,v) € X x Y / x € X, v € AWD),

se llama la ORAFICA DE LA CORRESPONDENCIA A.



DEFINICION: Si A: X > Y, B : Y > Y s0n
correspondencias, entonces la correspondencia BoA: X » 27
es definida por:

tBofsixd = l_ J Boyo
veAtx)

En lo gque s=sigue, todos los espacios X, Y, Z, etaz, seran
espacios meéetricos. Para nuestro trabajo, el concepto de una
CORRESPONDENCIA CERRADA eSS muy Importante.

DEFINICION: (CORRESPONDENCIA CERRADAD

l.a correspondencia A X * Y ©S CERRADA &

X oo X, =2 G2, 11D implican i)
i 2 &« X, V Kk, S —b M

k k
Giid v & Alx D, ¥V Kk P 8y

“L A k ] L] }L' Y
(iiid y e A(x)

| ]
Si A es cerrada en todo punto x & X, decimos yue A es

-

cerrada en X, o simplemente, gque A es cerrada.

Ejemplo 1: Si lJa aplicacion p - X » ¥ es conbtinua en XN,

entonces p es cerrada en x, puesto Jque en este caxo 1)y

Ciid toman la forma:

) x « X, V k , X ——y X
x k

Ciid lp(Xk) —_—

10



Como ¢ es continua en x, se debe cumplir:

Yy = tp( .

L]
Li la correampondonacia A X > Y e ocorreaacda o ox,
A(X) es cerrada en y.
Elegimos x = x, ¥ ok Nea v e Adx» cualguiera.
existe una sucesion {yk) < A{x?> tal que v, > Y.

Como A es cerrada en x, se cumple vy & A(x).

P L Y S TR T =

Entonces

Por consiguiente, A(x) ¢ A(x); entonces A(X) es cerrada en y.

Ejemplo 2: S5ea la correspondencia A

A(xd> =

Ly

, S1

<=%,%X> , S1

Como <—x,x> el ambiderto, A

x > 0. Pero A es cerrada en x = 0,

x —= 0,

X
k

iy
-+

K

8

I

X

L T = G lracaaclas sy

>().yk

puesto que:

& A(xk)

implica gque Yy, — 0 = A(D = AW

LEMA 1: La correspondencia A

si, grafdA) es cerrada en X:Y

= Demostiracion:

=) Sea x,y) e g_;:'di'(,b,}_

X ———

Entonces

- graf 2r €
{(xk,yk)) < grat(Ad> tal que Yk,yk)

11

dest indcka pors

PRl hugli ANy

Y es cerrada,

existe

> (x,y).

i1l

it
51y solo

Sucesion



Entonces X, — > X,y € A{xk) y VK yk —_—s ¥y

Como A es= cerrada en x, me tiene que y e AGO.
Entonces (x,y) € graf (A)D.
Luego graf{(Ad) es cerrada.

&) Sea x € X cualguiera, X, —* %X ,9, € A{H‘r) s ¥ k,

y, — y.

k

Entonces {xk.}rk) = graf(A), (:{k.ykJ —3 (x,9D.

Como graf(A) es cerrada, se tiene (x,y) < graf(jA)

y € AGO.

Por consiguiente, A es cerrada en x.

]
E jemplo: Definimos la aplicacién ¢ : R ———3 R , por:
0 , Si x =0
plx) =
1/% v Si x> O

Como graf{pd es cerrada, ¢ es cerrada, pero evidentemente

no es continua en 0.

PROPOSICION 1: (COMPOSICION

DE LA CORRESPONDENCIA CERRADA)>
Sean A : X ——~ Y, B : Y ——» 2Z correspondencias
tales que A es cerrada en x vy B

es cerrada en AGO.

Supongamos ademas que, 81 x

| e Wy L & A(xK), vV k,

entonces la sucesion A : 4 > tiene al menos un punto de

12



acumulacién.

Entonces C = BoA es cerrada en x.

’
Demost.racion:

Sean xk ——eeep M, zk — s Z , cON zk e C(xk) , V k .
Debemos probar que z € C{x).

z € C{xk) = | )] B¢>» ., V k , entonces podemos elegir:
Yeﬁ(xk)

Y, € A{xk) ., ¥V k , tal que z, € B(yk) s,y luego, por

hip6tesis, existe vy € Y , y , una subsucesiétn < yk > con

?I: —_— Y .

L

Como A es cerrada en x , tenemos y € AGO

Debido a que Y"* VY , Z € B{}rk} S

1 1 L L

» z , y como B

es cerrada en y , entonces:

z € By>) ¢ BCAx = | ) B> = CGoO
yeA (XD

= z € COGO

Luego : C = BoA es cerrada en x

L]
COROLARIO 1: Sean A : X ———»+ Y una correspondencia cerrada
en x vy B: Y ——» Z una correspondencia cerrada en A(x) e

Y compacto. Entonces C = BoA es cerrada en x.

]
Demostracion:

Sixk—rx,yeA(xk),Vk

Como Y es compacto,entonces 3 y € Y una subsucesién

{ ?k ) con L e I £

Entonces por la proposicién anterior se tiene que:



C = BecA es cerrada en x.

L]
Corolario 2: Sean A : X ——» Y una aplicacién continua en
X v B:Y —— Z una aplicacitn cerrada en A{xD.

Entonces C = BoA es cerrada en x.

./
-Demostracion:

Como A es continua en x, A es cerrada en x y

X, — X implica que Y = A{Rk) >y = AGO

Entonces por la proposicién anterior se tiene que:

C es cerrada en x g

Consideremos, ahora, problemas de optimizacién de la

forma:

P:min{Fx) / xeXcR' )
La mayor parte de los algoritmos para resolver P, se dejan
describir de la siguiente forma:
Se elige x € R", se construye una correspondencia

T

A R

sy BT y una sucesioétn {xk)c R"” tal que:

xk < At.xk), ¥ k = Z+ 1

-

A tal correspondencia A se le llama un ALGORITMO y una

sucesién con la propiedad 1> se llama SUCESION GENERADA
por el algoritmo A.

Se elige un subconjunto D < X, que se llamara CONJUNTO

DE SOLUCIONES. Generalmente D sera el conjunto de todos los

14



puntos x € X, que satisfacen una determinada condicién de

opt.imidad necesaria o suficiente.

D=i{x € X /se satisface una determinada condicion de optimidad
necesaria o suficiente >.

Asi, por e jemplo, si v XY S X, existe 1a derivada

direccional F '(x,y-x), se elige con frecuencia:

D=Ax €« X / F '(y3= 0 ,V y e X >

La funcién & ®" —s R” continua, se llamara una

FUNCION DE DESCENSO para A y D, si se cumple:
i J3S1I x &« D, vy € A(x), entonces ¥(y) < .

i1> Si x € D, y € AOGO,entonces 3(y> < $0OO.

Con frecuencia, se elige una de las siguientes

funcionales ¥ como una funciéon de descenso:

Flxd=F(xud, 3 GO=IVFGO, P GO=dist.<x,DD.

B> EL TEOREMA DE LA CONVERGENCIA GLOBAL

Sea A R" —— R un algoritmo, D un conjunto de

soluciones, y & una funcion de descenso para A y D.
Sea { X, >} una sucesiétn generada por A. Asumimos que A

es cerrada para todo x € R N D y < x > < E, donde E es

compacto; entonces todo punto de acumulaciétn x‘ de « x, ) se

encuentra en D.

15



/
Demostracion:

> una subsucesiétn convergente ¢ fim
1 i— o

{ x

Sea
k

Como & es una funcién continua de descenso, se tiene:

fim P (xk > = G0 e >
1—* m i
) < Fx, D> < dx D, V k... (x%)
k+1 ¥
De () y (%) obtenemos:
fiem &(xk) = I
k= m
Probaremos que x € D:
Supongamos gue x € R” N\ D , v consideremos Ila
< Xy > <« E. Como E es compacto,
i
{ x b € € x > / Lim X = x
- b 41 = —_
k +1 i k -3 o k. +1
R k] R
Se cumple entonces que:
X ey X
k.
i
X e ACx_)>), Vk
k +1 k !
J J

16
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o — X
k +1
R}

Como A es cerrada en R"ND, x e ACd; vy asi 30O < FOGO.

Debido a la cont.iinuidad de $ tenemos:

GO = fim ¥x D = lim Fx D = lm Ix_ D = FCxD
1—» ™ } k— o k -5 o k +1
) )
- BGO = 3D C(contradiccidnd
Por tanto: x € D.
o

Este teorema =sera usado para establecer

la convergencia

de varios algoritmos. En muchos aspectos, la condicién del

teorema de que A es cerrada fuera de D;

es la condicién mas

importante. Para ver esto,consideramos el siguiente e_jemplo:

E jemplo 1:

Consideremos en R, el algoritmo:

"‘;_14-1 , % = 1
A{x) = y D = {0>
= L% <

En este caso, una funcién de descenso es $(xd = 'x'

Sea «( x’< > una sucesion / x > 1, V k.

Probaremos que fim x = 1

k—>%



: (% e+ PR » .
= ka=A('~ck)= 1 = : { x ¥ k .(x ")

Luego < x, > es una sucesién mondtona decreciente y acotada,

por tanto, existe & = Lim X, y por (& *, £ = 1, la
k — ™

cual no es una soluciétn, dado que 1 & D.

Esto se debe a gqgue A no es cerrada en R N\ {0); puesto

que si xk < 1, Hk » 1, entonces:

AGLD —— 172 2 1 = AD

E femplo 2:
Sobre la recta real X, con D =2 © , ) = e 5
ACGO = X + 1. Todas las condiciones del teorema de

convergencia global se cumplen, salvo la primera.
Para cualgquier punto inicial X la sucesién < X, }» generada

por A diverge a +®» . Pero el teorema exige que { xk > ¢ E,

donde E es compacto. En este caso,{ X, > diverge, entonces la

sucesién no puede tener una subsucesién convergente.
E jemplo 3:
Consideremos el algoritmo A dado explicitamente en

X = [0,1) por:

18



[0,
Adud =

0 R x = 0

cuya grafica es

S elegimos D= 10), entonces Fdx) = x® es una

descenso para A v D por que, para x » 0O todos los

ACx) son menores gue x; es decir,

(YD) = y < x, ¥V v € ACGO = [0,x
I.a sucesién definida ponr
X = 1, b, = ¥ ..1
(] k+1 X k+2

sat.isface xk

= Atx D, g >
g € A '(k) VvV k, dado que Xy <

"
FEn  consecuencia XL > es una sucesion generada
algoritmo A.
. | k+1
1 - (——>
Pero : *{ =1 - 1 3 2
ka1 4 1
. 1 .
=% fim x = = = D = {0

k-- o ”

Por tant.n, ¢ x Y no tiene prnto de acumidacidn en D

debido a que A no es cerrada fuera de D.

funcion

de

punt.os el

por e

Fsto es



VELOCIDAD DE CONVERGENCIA

Aparte de la convergencia global de ama algoritmo, hay
dos aspectos importantes: su velocidad de convergencia y su

estabilidad numerica.

Traoataremo:s beoevenesntas Ly precinn-a-a

El estudio dJde la velomdad de convergencia es muocho s
importante que el analisis de la convergencia global v no es
po=ible resuminr fos principales resultados en un solo
toerema, como el caso de la convergencia global.

Lin embargo, exizte unag Leoria -.;uu poermite predecir con
TETES A METOREN la of bichesnnciag racblativa il (R F T o diaa Glovses de
algoritimos.

Vamos a introducir varios conceptos que sirven para
medir la velocidad de convergencia.

Orden de convergencia:

Consideremos una sucession de numeros reales | T ) que
=
converge a n»

Definicion:

. * \ :
Sea £fim r,o=r. El orden de convergencia de 4+ » ) es
Onyelrgencia \
k—» 1
*
Ir,, - ol
3 = (+1
p = oun q - 0 dem s - < w <1
<
k—3m |1~ - r I’
Nota:

Para sucesiones ,\L Y, generadas por el algoritmos con

*+ .
P Lo LT .:l.“lipi;.ig (U WL EE TTTTEN N ST 15 3:
I8
A >

ad r LV K e

b> ro=nr - I r , VvV {> k.

L2Y



Por esta razén <1 esta bien definido, si adicionalmente

. (4] .
consideramos a la expresion o Como un numero finito.

Cabe destacar que el orden de convergencia, asi como Ilos
otros conceptos de velocidad de convergencia, dependen s6élo

de las propiedades de la sucesidn gque se cumplen en el limite

(para k-—>s o D.

Diremos que el orden de convergencia depende s6lo de la
“‘cola de la sucesion'. En este lengua je, el orden de
convergencia mide la calidad de convergencia de la peor parte

de la cola.

Si el orden de convergencia de { rk > es p vV

=
'l\iuj - r ‘
Lim = 3
*p
k—so |r = r |
k

existe <(este caso se presenta generalmente), entonces se

cumple asintéticamente:

| -r | = ,r.¢|r|'k - r~‘|r"

k+1

*
Esto significa que 1"( se aproxima a 1»r , tanto mas

rapidamente, cuanto mayor es p.

E jemplo 1:

. . k
Si 0 ¢ a < 1, entonces la sucesiétn « r = a ) converge

k41
a 0, con orden 1; puesto que e = @ y para p > 1, se
a
cumple :
z:)k+l k(a-pred o
Lim —r— fim a = = a = o
k—300 a b k —3o00
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k
2 .
l.La sucesiétn { r, = a } converge a cero, con orden 2,
sf 0 < a < 1.
Veamos:
k+g
2" k 0 ,0 <p<2
. a ) (2-p)2
bim ——— = fim a = 1 ,p =2
k
k—- 00 AP2 k—3 +00 ,p > 2
entonces el orden de convergencia es p = 2.
La convergencia lineal :
Muchos algoritmos tienen orden de convergencia p = 1.

Por esta razoén, analizamos este caso con mas detalle.

Definicion :

=
* R Irk : T l
\ . +
Si fim l‘k = r \Y Lim - ._______.* i = ﬁ < 1,
k —-3 00 k —>00 |r - r
k
. =
decimos que { r ) converge linealmente a r con
razon de convergencia g
Podemos afirmar que una sucesioétn que converge
. L
linealmente con razén [ tiene una cola, tal que 'Pk = -}

converge al menos tan rapidamente a cero, como la sucesiétn

geométrica cﬁk para cierto c > O.
Por esta razén, se habla también de convergencia

geométrica en lugar de convergencia lineal.

Si comparamos dos sSucesiones que convergean linealmente

con razones 0 < f31 < ﬁz < 1, entonces la sucesiétn con razon
(?’ converge mas rapidamente que la otra.

Definicion :

Si dim —roro - = 0O, diremos que la convergencia de

22



Si { r ) tiene orden de converg#emsia p > 1, enbonces

’

< r > converge de manera superlineal:

Veamos -

. 7y,
. —— e
Sea e r = 1r , p > 1y fim > = c {
k ——s 0 kemd g = o IF
k

entonces 3 kD < M tal que:

Iry,, - |
— < 2c, Yk =k
Il‘ _ P‘lp [§)
k
I,
k+1 % p-1
—# - < Zefr = |
Ir, - " )
k
k]
i fien Il‘-ku - l = 0_.
N L o

De otro lado, es posible gque wuma sucesion que converge

de manera superlineal, tenga orden de convergencia p = 1.

E jemplo 3:

LLa sucesion I } converge a cero con orden p = 1.
Veamos:
-’ e~ 9 -
r ' K* o OB < p <1
. k+1 R
i —— & {emy ——— = fun = 1 p =1
) 1
k—awm  »F k —s»o k + 1 k-—->wn 1 + v oo L p D> 8
b :
2l orden de convergencia es po= Presivin la Conwvels@oicia o es
lineal.
Ejemply 4
: L g
lLa sucesion | ry = ( k—) } Liene orden de convergencia

1 vy converge a cero, de manera superiineal

23



Veamoss:

) k
k41 k 1 k
0 <= s - GG
ke tk + 1>
,\
K+
=2 {im 2 = o
k—> 0 k
Sea p > 1. Entonces:
r\k . kk‘p
i W vieem Lo, = explkpInti - (k
r¥ ko + 17

k

exp(kInddo[ p - *

exp| kiIn<kOyw(kd}

k + 1 Intk + 1

_1) : ’_{_.

< +* 1 Intk + 1D
Indlo

+ DIk + 1] =

P

donde y(k) = = - t = féim wdd=p - 1 > 0
i P k Indio wESE
k—3
= fim KInUOytkd = +wo .
k—>10
r
. ka1
=& figm —— = +00 .
bt oo i :-r'
&
= 1\k———s m con orden de convergencia p = 1 vy converge de
manera superlineal. g
Tasas medias de convergengia :
l.as definiciones del parrafo precedente
se refieren a una sola iteracivn ¢ a un solo paso ), puesto
gue establecen cotas para el progreso gue se logra en una
wola iteracidon ¢ pasando de k a k+1 ).
Vamos ahora a definir un concepto gque mide el promedio del
progreso  por paso gque se logra en un gran numero de pasos
{ jteraciones ).
/
Definicion
Consideremos una sucesion r Y gque converge a
-
.
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> se deftine:

El orden medio P” de convergencia de < "k
C )

*®, 1/ g
v = ol Po_
P, = inf { p > 1 /k fim lr 4 r| = 1 }

==l 0¥

Si no existe p > 1, tal gue este limite sea

definimos P = w . .
m

E jemplo 5:

ke

. 2
Para la sucesion { r, = a }, a € £0,1>, se cumple:

k
fim r = &im oa = 0.
k—--3 00 k—-sc0
k
2 k (z-p) ) k w0, 1 < p <2
=5 [1~k|’ Po= oa ., dim (=) = 1 ,p =2
y—s0 F 0 , P> 2
Ny i/p)‘ 0 , 1 &£ p <2
= £fim lx\kl a ,p=2
k —- o 1 s p 2 2
k
. /o
P o= inf p > 1 Eim v Il o= = 2
k-—> 00
* U -
E jemplo 6:
Para la sucesidn ?‘ Pk = ak }, a e <0,1> se cumple:

k x _
== |1-k["’;' = :ak/p ., dim -k-L =0, V p > 1

k—>00 p
y k
— Jim lh |1 Pe a2 = P >
k -=——%00
= P =1
m .



Observamos gue para los ejemplos 5 yv 6 se cumple : p = Pm.

Como en el parrafo precedente el caso Pm = 1 es el mas

interesante.

Para este caso, se define como razon media de convergencia a

—— x 1k
'Gm = lim |Pk -r |7
k—>0

Para la sucesitn geométrica r o= cak. 0 ( a < 1,se cumple:

im r =0

k—3 00
Entonces:
lrk'l/k - ( Cak )I/!( P c!/ka’
= lim lrkli/k = a fim cl/k = a.
k —3 0 k —>00
- r“\m =4 m
Si ﬁm < 1 L 2 = O 1, hablamos de convergencia lineal
m

[superlineall en promedio. Nos restringiremos mayormente a
los conceptos gque se refieren a un solo paso, pues para
algoritmos iterativos es mnatural comparar un paso con el
proximo. Ademas, si las sucesiones se comportan bien y en las
definiciones, los limites existen, entonces generalmente se

cumplira: p = Pm > 3= ﬁm

VELOCIDAD DE CONVERGENCIA EN_U?:

n .
Sea :l-:Ir }k ™ c R una sucesién convergente. Las

propiedades de convergencia de tal funcibn, se define con
respecto a una funcién determinada, que convierte <{ X, > en

una sucesiétn numérica. Si R s R” es wuna funcién

» .
continua dada, entonces . _ X implica que

f{xk) —_— f(x’), y las propiedades de convergencia de X,

se obtienen analizando la convergencia de f(xk) a f(x').
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La funcién usada de este modo, para medir la convergencia de

£ xk ), se llama funcion de error.

Si < ®, > es una sucesiétn generada por un algoritmo para
resolver un programa matematico:
P : méin { FO / x e S5 )

Se elige con frecuencia la funcién objetivo F como funcién de

error. Si W-n es una norma dJdeterminada, se usa también
* x

g(x) =  x = x )!2, 6 , OO = o x = x i , como funciétn de

error.

Beneralmente, el orden de convergencia de una sucesiétn

no depende de la funcién de error elegida. Pero, en el caso
de 1a convergencia lineal, la razon de convergencia 3 , =i

depende de la funcitn de error.

Px‘oposicio/n:
Sean T \Y - dos funciones de error, con
g(x‘) = f(_x‘) = 0 <

, tales que existen constantes 0 < a < a

de manera que:

a gOO < fx> < a gt ,Vxe Rr” ... (€))

=
Si la sucesiétn { x >} converge linealmente a x con razdén
14

media {?"‘ con respecto a una de las dos funciones, entonces lo

hace también con respecto a la otra funcién.

7
-Demostracion:

De (%) se obtiene:

% () < gdxd < % f¢d) , ¥Vx e R . Cxwd

2 1
(%) es simétrica con respecto a f y g.
Supongamos que fim x = x‘ linealmente con razén media (3m

ke
k —3 00
respecto a f.

Entonces:

s k
B, = lm |fx)> - MO = Fm fo " oy = o
m k—-+ 00 k—-»co
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1.7k

— e 1% . e
ﬁm = lim Il(xk)l <  fim Iaz g(xk)l =
k—->0 k—-s00
] ¥ o k T k
= lim |az|1/ eim |g(xk)l‘/ Zim ]g(xk)|’/ '
k—-»00 k—> 00 k—->0m0

— 1.7k Ty 1.7k
= £ b > &
B, dim |1Cx | im |a  gtx )| =
k—- 00 b8
1k

I:xk 1.7k

= fim |a fim |g(xk)| = Lim |g;(xk)|
k—-sc0 k —3 00 k—300

= A = klit:,mlg(xk)l
- L
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CAPITULO 11

MINIMIZACION DE UNA FUNCION EN UN INTERVALO

Introduccion:

Sean a, b, t e [R , t # 0 dados, 1 = [ab)l ©
Ja{ =z / Zz = a + xt, A =2 0

\

Analizaremos, en este capitulo, algoritmos para resolver el

programa:

P:min { f(xD / xe1))

donde f : 1 +: R es una funcién continua.
Si 1 = [a,b], Y sea g : 01} —» R definida por
gA\) = fOua + (1-)0DbD.

Entonces P es eqguivalente a:

P: min € e / N\ « 10,11 >
Por esta razédn,sin perdida de generalidad, podemos asumir que
I c R
Es muy importante, disponer de algoritmos eficientes para

resolver el programa P, porque muchos algoritmos de

programacién no lineal incluven 1a solucién de tales
programas unidimensionales, como subpaso.
Analizaremos brevemente dos algoritmos para resolver P

El método de la seccién dorada.

El método de la interpolacién cuadratica.

EL METODO DE LA SECCION DORADA

Definicidn: (Funciones Unimodales >
Una funcion £ ' 1 = [a,bl] ——» R es unimodal en 1,
s§ es continua y tiene un unico minimo local..

Nota : Como I = [a,bl] es compacto, este uUnico minimo local es

al mismo tiempo la unica solucién 6ptima de P.
E jemplos :

1. Toda funcidn g : 1 = [a,bl] —— R continua y estrictamente

convexa es unimodal.
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Veamoss:
Supongamos gue existen x VX en 1 (¢ x#= x bJ
1 2 1 @
tales gue sean minimos locales, es decin g;{u’) = ;;U").l Loplud
Como g es estrictamente convexa en I, entonces:
calue s v x> < Zaaoed + 2 gk Cx 3
z —- X X ——— X —— gi{x ) = 2O
et 2 1 2 2 P 2 ® .
Pebido a gue g(x,) < 200, Vx =1,

1

tomemos x = —— {x + x_ )
2 2 2
— glx > = g( g Cx + xm D> < g(x D (contradiccion)
i 1 2 1
Luego g posee un unico minimo local 5 g es unimodal g
= Una 1 el o s S LI sy 02 contimua v convexa no  es

necesariamente unimwsdal:

PS

/

—s h Yy convexa

/ pero no es

/ : UN | MODAL

i - = -y
a / b =

3. Existen funciones unimodales gque no son convexas.

h es conti1nua

g es unimodal
pero no es

convexa
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Es facil ver gque si £ : I —» R es unimodal en 1,
ent.onces f es unimodal en todo subintervalo cerrado J < L

Sea f : [a,Db) » [R unimodal, a < x’ < x? < b. Entonces
el wvalor de f‘(’x’) , f(’xz) permite establecer en cual de los
dos subintervalos [a,x2] R [xl,b] se encuentran x‘ de P.

LLema 1:

ad Si f(xi) < f‘(xz). entonces x. = [a,x2]

b> Si f(x> > f(x ), entonces »* & [, ,b)

. ®
c) Si f(x’) f(xz), entonces x € [xx"le

Demostracion

a) Sea f(xt) < f(xz) Y Supongamos gue x‘ =4 [a_.le.
Como f es continua, entonces toma su minimo en
[a,x2] en un punto x € [a,x2>.
Por consiguiente, f tiene en I al menos dos minimos
locales x Y x’, esto es una contradiccién debido a
gque f es unimodal.
En consecuencia, x. 1S [a,le.

bd> La demostracion es analoga a la de ad.

c) Sea f(x’) = f(xz) y supongamos qgue x' = [x’,le.

Como f es wunimodal en J = [x’.le, toma su minimo

en J en un punto x € <x1_.x2).
Por consiguiente f tiene en I al menos dos minimos

*® ~ :
locales x y x, ¢ contradicciétn >
]

En el caso donde £ : I ——» [R ess unimodal, se deduce del

LLEMA 1, el siguiente EsQUEMA DE UN ALOORITMO PARA RESOLVER

P
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= * . . .
Si l) = [a,bl] vy x es la solucion oSptima de P, se construve
¢

una sucesion de intervalos Ik = la b 1, Ltal que = cumple:
" L)

* J
a x 1 , V¥V k « 2

c) Xl d = b - a KiD=DbL - a ,V kK e J .
k+a k+1 k+1 1Y k k +

. x . 1
Sy 1 o= lak,bk] es dado y x e 1, entonces elegimos Xx'

k k

2 1 2
X, t.ales que a, < X, < X, < bk'

. gt AL ., B 3 2 . 2
Si fix » < fd{x Dd,entonces x = la ., x1 v elegimosx 1 =la ,x ]}

k k ko k k+1 k© ok
AN | o e, 2 * 1 . 1
Si fix 3 = {x d,entonces x € Ix ,b 1 v elegimos I =fx ,b ]
k k KX k+1 k> Tk

La sucesion { lk >, qu& sSe obtiene de este modo, tiene
evidentemente las propiedades ad, bd y o).

. i Fa 3
51 los puntos x 3 xk se eligen adecuadamente, se logra que
para una constante 0 < » < 1, se cumplen:

(1 =y K1 D> VM Kk e £ . 1D
k1 k +
En est.e caso las sucesiones a >y , 4 b Y Cunvergen
-

: . . . *
linealmente a la unica solucion optima x de P, con tasa p.
Consideramos 1a ecuacion

z?+2-1=0 ......... 2D

que tiene raices

1 1 = 1 1
Z =T e + — Y5 y' zZ = = —— - -
1 2 z 7y 2 2 gt
elegimos p = 2 = 062 vy
i
= b - pb = a>d RN O
K k |5 ke
2 2 _
x = a + b -a> 4D
k k k k
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con lo cual se cumple :
1 2
a, < X < X < bk

Si f(x;) < fc,{), entonces :

2 2 .
Ik+1 = [ak,xk] y 9(1‘”’) = X a = r(bk ak) =l’pﬂk)'

Si f(x:) > f(xi), entonces :

1 1 . N,
L, ,=MWxbl y & >=b - x = y<b a > -/Qukm

Por consiguiente se cumple : l(lkﬂ) = y‘l(lk) , V k e Z+.

El método que acabamos de

LA SECCION DORADA .

describir se llama,el ALGORITMO D

Este algoritmo tiene la siguiente ventaja adicional :

En cada iteracién es necesario evaluar f en un solo
punto.

Esto es asi, por que se cumple

X =% 6 x =x ,Vk 5>
k+1 k k+a k
Demostracion :
Si Ik , = lak,xi]. entonces se cumple por 1),2>,3) y 4>
2 2 2
=+ - + ¥ = =
X = a :r(xk ak) = a Y (bk ak)

1
=4 + - - —_ _
a 1 ;'){bk akJ = bk ;w{i:-It ak) = X
- X = , vV k

Si1 = [x:,bk], entonces se deduce de 1),2),3) vy 4) :

k+1
";,, = bk = Y<b)< = xi) = bk = }?I'bk = ak) =
=b -(-Xb -ad=a +2b -2ad= x:
=5 x:" = xi ., ¥k
]
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METODO DE INTERPOLACION CUADRATICA

El método a menudo mas atil en la minimizacién de una
funcién en un intervalo, es el de l1a INTERPOLACION
CuUADRATICA, a través de tres puntos dados. Este tiene 1la
ventaja de no requerir informacion de ninguna derdvada.

La base para la interpolacién cuadratica es aproximar ¢,
la funcién cuyo minimo es buscado, por una funcién cuadratica
$ , dada por: x> = a + bx + cxz.

Supongamos que evaluamos f en tres puntos X 3K
tales que: x’ < x < xg.

Haciendo: i»(xi)

b, c.

f<x> > , i = 1, 2, 3 ; podemos calcular a,
T

El minimo de & (si existe)d puede hallarse analiticamente

resolviendo & {x) = 0 ; y como una primera aproximacién del

L el b
minimo de f, obtenemos el punto x , dado por: x = - 3% 5
suponiendo que ¢ > 0O . 51 ¢ < 0O , entonces & es una funcidn
cuadratica céncava, gque toma su maximo x . En este caso, el

-

punto x es inutil como aproximaciétn a un minimo local de f.

Una condicién que asegura que c > 0 es:

fix > > f{x )
1 2

fix > < f(x )
2 3
{13 nos indica también que f tiene un minimo local en el

intervalo < x1 , x3 >

Para simplificar la descripciéon del algoritmo de 1la iteracién

s

cuadratica, asumimos gue fGO = f(x?) y X = X, (El caso

donde f()é) = f(xz) sera tratado mas adelante ).
Distinguimos dos casos:

-

1D x e < x , x >
1 2

Si r{x < f(x?), entonces la terna (x:,x;,x_;) = (xl,k,xz)
satisface 1. En consecuencia minimizamos el polinomio

cuaidratico de interpolacién por los puntos f(x: ), 1 = 1,2,3.
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> 7.
Si f{xD > £<{x ), entonces (x’,x‘.x;) ] <fx,x1 .x,) t.iene
2 Plahe Ll i

la propiedad (1) y repetimos el paso incial para F.x’,x’)
) |3 } P

"
2) x € <X ,x D
2 2
~,
i1 1Wx) < 1(x ), umaremons en sl proximo posio b Lerna
2
-~
{(x’,x',x’) = (x ,x,x D. De otro modo, usarsmos la terna
2 2 23 2 3

d
(X', %", %x’) = (X X ,xD>
1 2 3 12
Mencionamos el siguiente resultado
©

5 o

. 2 . ;
Si f es de clase CF v x es un mimnimo local{ estricto) de

SR . . ke ko ko
f con £2°dxD> > O 3y =i (X ,x .x =on los punt.ns de
’ 1 2 3
: e ; k k
iteracion,entonces las sucesiones {0 x ¥, & X, >, £ x>
1
N . .
convergen a x, con el orden de convergencia p = 13, si la
L O v v _ _ e
terna inicial {(x ,X ,x D =e encuentira E*11 una vecindad
1 2 3

suficientement.e pequena U de x.
A continuacion, analizamos la converFencia =lobal del

algoritmo de interpolacion cuadeatica

LA CONVERGENCIA GLOBAL DEL METODO DE INTERPOLACION

CUADRATICA

Cabe destacar que los algoritmos descritos en este pacrato,
convergen sé¢lo si se elige x en una vecindad suficientemente
o

. . . . *
peguena U de una solucion o6ptima ¢ o punto estacionario J) x .

Decimos, por esta razdén, que solo convergen localmente
51 x, no es elegido adecuadamente, entonces generalmente
L
no es posible predecir el comportamiento de { x ), y es
L

posible gque la sucesién < x 2 diverja o
T

‘se excape', porqgue
ningun punto de iteracidtn cae en una vecindad suficientemente

b ¢
pequena U de x



Para log e 1a CONVEDZein:i.a = lobal, se s necesario
combi nans ingeniosamente loss diferentes mieLodos y/0
modificarlos ligeramente.

El punto crucial para lograr la convergencia global es
el TEOREMA DE CONVERUGENCIA UGLOBAL ; Yy para este teorema es
decisivo disponer de una funcion de descenso.

En consecuencia, se debera combinar vwo  moditicar Jos
algorittmos, de modo gque se obtenga un algoritmo Jde descenso,
para una funcion de descenso adecuada.

Vamos a analizar la convergencia gilobal del algoritmo de

interpolacion  cuadratica. Asumimos gque I es  unimodal ¥y de

2 2 g P
clase €, ¥ que no existen puntns ¥ con (x> = " {x) = 0O

Se 1nicia el algoritmo buscando tres puntos X o X oh X

tales gque: ¥ < x < x , y f&x 2 D> fx D, fiix D> < rfdx >
1 2 3 1 2 2 3

En este caso, la funcion cudratica de interpolacion es

convexa y toma su mnimo en Ix ,xj)
427

Modificamos el algoritmo de tal modo que 211 cada

. . . k k k
iteracidon k =e trabaje con Lres puntos: xj . xz . X tales
p 4
gue:
k k k I % K ok ¥ .
x {x {x , f{x) = Fx)), f{x) = fitx 2 .. €1
1 2 3 2 : 2 3

. ok kK . .
Supongamoes que (xi,xz,xa) tenga la propiedad 1),

. . * ) .
Determinamos (53] minimo x de la I unCcion cuadratica e

interpolacion qk(x).

Distinguimos varios casos:

k E 1%
al) ¥ € N € x
i 2

. ¥ R N )
51 fix ) < fx D, entonces  podemos eleginer
4

ok k1 k2 k& k
(x Y Y ) = X ,X ,X D
1 2 ) 1 2

k

o o W ok * k ok . *
5 f{x 2> = t(xz), entonces: x < xz < :\'3 . !(xz) < X ),



- A 3 . . .
fix 3 £ (x> . Por consiguiente, podemons eleginr
2 £

k1 kv k1 oo® ko
{(x X X ) o= (X ,xz,x >

> >3
1 2 3 3
k x ke
b) x < x < =
2 3
- mr. X ..k .
Li fi{x D> < tdx 3, podemuos elegin
z

kv k+1 ke k % Kk
(x »X N D) = AX X LX)
1 2 3 2 3

* . k., ..k
puesto que: fdx 3 < 0 = fix 2
g - W . :
51 fdx 2 = f{x » , podemos e&legzir
F

k+1  kr1 kea kK ok ¥
(x »X WX 2> = (X X ,X D) ,
1 2 3 1 2

.. k L, k . b - L
puesto gue: f{x > > t(xz) , Flx D = f{x 2
1 F

Para analizar la convergencia global del algoritmo,

s . .. .3 3
definimos la aplicacinn: A : K - R , por

Ax ,x ,x ) = «(x ,x ,x? , donde (x ,x x) ez la terna que
1 2 3 1 2 3 H & }

se obtiene por et algoritmo partiendo de (x ,x .x )
123
Sin embargo, falta definir la aplicacion A tambien para

@l camo donde al menos dos de los trea puntoms X, N, s
1 2 a2

coinciden; puesto gque en el analisis precedente omitimos el

k
2
Analicemos este caso:

*x
Caso X = X

. ey, & .
Si 7¢x ) > 0, elegimo= como nueva terna

k+1  k+1 ka1 kK k k.«
x*,x ,x‘)=(x,x,x)
1 2 3 172 2

<
En el proximo paso, determinamos el polinomio:

N 2
dq, ‘(XJ = ax + bx + c , tal gue:
.4

- . k
q, ,{x:} = !{xi) N

k ok k . k.
X' D) = x> , q’¢x D = 17"{x D
3 1 2 2 k+1 2 2

+ +

W
Q
3



Si X es el minimo de q

A4

k+1

> = g GO < f(x:)=q o,

k+1 k+1 2
. : ko k.
se analizars, en el proximo paso la terna: (x’,x.xz).

Si f’(x*) < 0, elegimos:

- k+1 k1 k41 -k ok kK
X, b J :
(x1 X, Xy ) = (Yz,wz,xa 3 qku(x) tal que
" k PP ke ke
g (XD = FdD L, g XD = 5, g (XD = fOxD
kvl 2 2 kva "2 2 ked 3 |

Con esto qgqueda establecido coémo se define A(xi,xz,xz) Y
A(x‘,x!,xz) con X > X,

Si x* = x: 5 (x> = 0 Y f’-’(x‘) > 0 , entonces:

. k+1 k+1 k1 k k k
{x ,X WX ) = x ,x ,x )
1 2 3 272 2
- . 3 TP
<Como i es unimodal, f<x > = 0 , y, "¢ > < O no s=se
presentad

De este modo, la aplicacién A esta bien definida. A es

también continua, puesto que la interpolacidbn depende de

manera continua de los datos.

Si x es el minimo de f, elegimos como conjunto de

x% &k ®XK

soluciones X = x ,x ,x D)

Finalmente, definimos =z{(x) = f(x') + f(xz) + f(xs) -
es una funcién de descenso para A : cuando se aplica A ,
entonces uno de los valores f'(xi) g f(xz) s, 6 f(xa) es

. x .
reemplazado por f(.x‘),. donde x es el minimo del polinomio

cuadratico.

Si f(xi) es sustituido, entonces f(x_l) > f'(x') N
i = 1,2,3 . Esto es consecuencia de la unimodalidad de f vy
de la definicién de A .

Se cumple evidentemente:

% K&k KK BE I R N T
Alx ,x ,x > = (x ,x ,x 2 Y

% %k K& % kX
ZAGE ,x ,x D) m zZ{x x X D
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Como todas las ternas se encuentran en el intervalo
inicial, se cumplen todas las hipdétesis del Teorema de Ila
Jonvergencia Global.

consecuencia, el algoritmo modificado converge

*x¥
globalmente al minimo x

Cabe resaltar, que el algoritmo modificado tiene el
mismo orden de convergencia gue el algoritmo original, porque

P L 2 4
en una vecindad suficientemente pequefia de x , los dos

algoritmos coinciden.
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CAPITULO 1V

LOS ALGORITMOS DE DESCENSO MAS RAPIDO

Sea HI-# wuna norma cualquiera en [ v 72 > 0 una

constante dada. Consideremos los programas:

[€GO @ min € IFGO™L 2 1t 1 < 1)
JOGEd f min £ FOxML) 2 X >0, A 0t Il < 3
Sea Rx> el conjunto de soluciones 6ptimas de [x y
Qx> = x> x RO . Sea, finalmente, S(x,t> el conjunto de

soluciones éptimas de Jix,t)D.

Q R — R'x R" v S: xR —— R
son correspondencias.

El algoritmo definido por la correspondencia

1 g] n
H=S060Q : R —s R
se llama un ALOORITMO DE DESCENSO MAS RAPIDO.

Si X' = { x e R' / 9FCO = 0 ) , entonces f es una

funcién de descenso para H y X*

Si y € HKx> , entonces, por la definicién de Jix,td> se

cumple evidentemente : f{yd < x>
x . .
Si x e RT N X , entonces inf J{x> < 0 , y para todo

t € Rx) se cumple que : t # 0 , GO < 0,

De esto se deduce que : f(yd £ fx) , V y € Hx

Usando el teorema de la convergencia global, wvamos a
demostrar el siguiente :

TEOREMA :@ Si | X, ) es una sucesiétn generada por el
algoritmo H , entonces t.odo punto de acumulacién de

*
{ :«zk )} se encuentra en X .

/
Demost.racion :

De acuerdo al teorema de la convergencia

global, bast.a probar gque H es cerrada en R N X*
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v
a) Q es cerrada en R

Sea ¢Um x = x , t € R{x) , Vk, fimt =t
k K k k

k—> 0 ? k—3>m
Si ## ¢t # <1, entonces:
. T T
VI D't < Ifx D>t , . h <1,V k
X k 3 k
|
Como f € CCKR'D , obtenemos de este paso, para k —» o :
T T
VEGO L < 9GO 'L, Lo < 1

Por consiguiente (x,t) € QW , ¥y Q es cerrada en x .
b)) S es cerrada en todo punto (x,t) con ¢t # O

Sea &m (xk"t'k) = (x,t) , z, € S(xk_,t,k) » YV k , v
k —-3 0

lim z = =z
k—->00

Como t » O , podemos asumir que t,k = 0,V k

Se cumple entonces:

] L ]
Z x + ; > y A =
zZ, = X )\kt'k )\k = i t’k i 0 ?kl! 'L.,‘c I 3
De esto se obtiene para k —» o© :
gim 9. madsZo el vz o , Z m x + At ,
k e i
k—-

Xt n o< g3

Por consiguiente, z es admisible para Jix,t)D
Sea y = x + pt un punt.o admisible cualgquiera de JUx,tD

Entonces existe una sucesitn yk = xk + ;.r*t,k tal que s

es admisible para J(xk,tk) Vk, &m y =y

k —-> 0 .
[stpl t I =7, elegimos p_ = -—ﬂ--fé’— Geastp bt <p
k
entonces existe un k tal que p | Lk W= , ¥k =k , v
o =

podemos elegir H, = H. Vk >k 3.

Se cumple entonces:

<
f<z > < fCy >, ¥V k



Como f e G'(R™), obtenemos de esto:
£CZ) < £y
Por consiguiente, z € S(x,t>) y S es cerrada en (x,tD

=
c) H es cerrada en R \ X j

) x
Sea x € R" N\ X', &im X, = X . (xk"t'k) 153 Q(xk) , V¥V k
k—3 0

Entonces ¢t =2 0 , V Gt € Qx> , y de acuerdo a bd, S es
cerrada en Q<(x)

Si B=<t 7 | LllSl),ent,oncesQ(xk)c{xk)xB,Vk
De esto y la compacidad de B se deduce que existe una

subsucesién ¢ x , t D) gque converge.

k k
Por consiguiente, de acuerdo a la proposicion de l1a

composicién de la correspondencia cerrada , H es cerrada

]
en R” \ X
|
=
Si x & X , entonces toda solucién o6ptima t de [k =e
llama una pIRECCION DE DESCENSO MAS RAPIDO para f en x

14
Observacion :

A pesar gque los algoritmos de descenso mas
rapido convergen globalmente, generalmente no son muy
eficientes, porque la velocidad de su convergencia es baja.

De otro lado, existen algoritmos clasicos, como el método de
Newton, que convergen localmente muy rapidamente pero no
tienen la propiedad de la convergencia global
s, Qué significa convergencia local en este caso 7
Generalmente significa lo siguiente:

Si X es un  punto

estacionario, que satisface ademas alguna condicidn de
regularidad { por ejemplo : sz(§) tiene inversa ] , entonces
la sucesién {Xk) generada por el algoritmo, converge a x , si
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el punto inicial X se encuent.ra en una vecindad
(<]

suficientemente pequefia de x

Por su baja velocidad de convergencia, los métodos de

descenso mas rapido deberian aplicarse en los casos donde no
es posible encontrar una buena aproximacién xo a una solucién
Optima de

P:muz{f(x)/xeﬂi‘n}

Ademas, es conveniente combinar un método de descenso
MmAs rapido con otro método cuya velocidad de convegencia
local es alta.

En este caso se aplica el método de descenso, hasta que
se cumpla algion criterio adecuado Ipor e jemplo: llVf(xk)H < £]
que no= permite cambiar al método mas veloz gque no converge
globalment.e, porgque, con alta probabilidad, nos encontramos

en una regién donde este método converge a una solucién

optima de P 6 al menos a un minimo local de £
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EL CASO CUADRATICO

Sea € = ¢ e Mn.nd) una matriz definida positiva,
f¢0) = % x"Cxn + pTx .
Como C es definida positiva, se cumple, para sus
propios )\_L », 1 <1 < n
0<a->\‘5)\2"-...£)\n-A

Como f es estrictamente convexa, se cumple:

t
x es solucidtn optima de:

"  d
P:min  FO / x € R" D> ¢ D = Vfx'D> m Cx +

® ] -
¢e=3 Ox = -p O x =Clp

Consideramos la funcién

1 ®_ T . *
E(x)a-?(x—x)(:(x-x)
se cumple entonces:
. 1 7T T %
E(x)=?xCx-xCx +

1 T T 1 . T 3
=5xCx+px+5(x)Cx

:
EGO = £C0O + ;-(x*)TCx

valores

P

En consecuencia, la funcién E se distingue de la funciétn

s6lo por una constante aditiva.

Para muchos propésitos serad mas conveniente consideranr

la minimizacién de E en lugar de la de f.

Si g, = "'.?f{:.rk) = Ox + p , entonces la iteraciétn del

k
método del gradiente tiene la forma:

X = X - ot
k+1 k kgk

donde o es la solucién Sptima de

lk :omdny £ hic) = r{x.’ - uEk) oz 0)

En este caso podemos calcular o de manera explicita.
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Se cumple:
hied =  ¢x - o Y Otx, - cig > + pT(x - g D
F be ke ke k k k

: 1 T 2 T
f‘( ) S ~ — ~
= x, 3 (gkbgk)u gk((,xk

+ pia
Como h{x) es estrictamente convexa se obtiene ak de:

T T
0D = h'(c H - (Cx +
1 “.‘.:J = {Ekbgk)mk g, G‘dk p2

T T
Ce doi -
= (g, Cg o0 ~ & 8

Por consiguiente se cumple:

ETE
o i c1ad
e e
e
L =
X =ox = =% e . ad
k1 k Te k
&, 8,
Vamo=2 a analizar la wvelocidad de 1la convergencia de

iteracion 1)
Lema 1: Para la iteraciétn (1) se cumple:

T 2
(e, 8,0
E(xkr1) - 1 - e et Ml S E(xk) (€ D)
C (g C >
(g, Ce 2, C g
Demostracion :

= -
Como x = C lp ., Se cumple

T —1% T —1
b, + & >, +
gkC g, = (C*{k p) C (C*(k o
= %'Cx + 2p'x +poCp A2
k k k
= 200k > + pclccp

= 200> + Yot = 2 ECx, >

x .
- x , obtenemos, usando {(2):

Poniendo Y, = %
Edx > — E(x >
k k+1

E{x >

k
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T 1 T
Gy Cv. D> = ¢y = r Oty - = )
= \k ¥ 2 “L e = e Y, T
1 b3 2
od C Sad
2 =y hig”
2 T
Za 2 Cy - o g G .
N $ By 1B ey 3>
1
T aa®
By " .
De 3> , dad y de g, = ka + p = (;‘(A'xk - X ) m= Cyk »
obhlLenamo=:
. . T 2
E<{x > — E<{x D L I |
k k+1 _ ot e
E<x > T T
Je (2 Qe D€ G T2 D
Lk Sk Ck e
y de estoobtenemos (x).
[ ]

Vamos a establecer una cota superior para el factor de
la derecha en ()
TEOREMA : (DESIGUALDAD bk KANTOKOVICHD
Si [ = {:T [ M{n,noy o= diefindda positiiva, Y, A
lrespectivamente, Al ex el menor  lrespecbivamente, el mavord
valor propio de C, entonces se cumple:
()v(T:)()2 daA

OOk 6T %0 Ca + A

Demostracion -

Sean X, 1 € i < n los valores propios, tales gque

1 2 :
Existe entonces wuna base ortonormal B = < 4,3, ..,d Y de
2 2 n
e . - .
R, tal gqgue d es un vecturr propio de ¢ asociado a A .
i 8
1 < ¢ < n.
— S . ) ) ) L.
Si x € R es cualquiera, podemos escribir
Fi [ 4] g
x T % d Ty = ( d) (T xd)
= : x = X
v 2 v E v
1= 1 v=a =1
T n Fi
¥ 2
= xxd Jd4 = x
E T |8 E 1 :
v, =1 1=1
T
puesto que : dd =5
L | 1}
ARy . 1 1
Similarmente se obtiene de Cd = X d o. 0 d = . d
8 1 L i 1



n ™
x'Cx = (T xid,)TC( Lxd)
| 1

=1 1= 1

= ( E xldj)T( }: axd) =

=1 1=1
n T m
= ¥ iAxxdd = ¥ Axxxb5 =
TPl T TR .. LR R
L.1=4% 1,1=1
1 4] 2
x"Cx = T A x
) it
i=1
n 2
T -1 %
x C % = }E e
T= 4 \L
Por consiguiente se cumple
n 2 2
T .2 X
(x XD (,E 1 J
= r1=1
T GE T 0 oo, oo
CEX ) 550D
=1 =1 1
2
X
Sea ¥ = t , £ = 1,2,....n
12 kgl 2
L x
=1
Entonces (#) se deja escribir como:
n A
A
¢’ 500? (.21 T D
1= et
GO € i ; JCED
2 T
r= 1 v
- 4]
A= ¥ I X es un combinacién convexa de )\i ,7\2 ot
. LA A
1=1

SeaD={()\,%—)/)\1§)\‘_¢h y

~ 1 .
Entonces ¢ X ,¥) > = z EOCx. e ) € colDD
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1
Como h))D) = S es convexa en [.\1,7\ },se cumple
™

1g} T

n
n
. ¥ 1 -1
BCED =i2‘1€‘ S =LEhOD 2L Ir)=(LIx)" = s

T i=1 i=1 iz

B
N %
L Ol WEY
D e
%
Y -
: |
; 3
e e e e e — L] )\
N ;C )\2

Como frdco(Dd)> = D U [()\1,% 2.0, —;\—-}] , se cumple
) n
n

N . - X, A2 - xf - 'iur - X
0 < __:v_____ #_ 4 + £ 2 n Lt 1
D = gy X NER VN O = N Oh N =
T 1 1 n 1 15} 4] 1 in
)\ + )\. - i
LA S
e = n A
i n
For consiguiente se cumple
§(f) > N >\l)\rl - )\1’\h
@{"53 =5 ‘ SR EE TR '_'. ~_ 2 ~ =
N o< N o< A )\O\n+ >\1—)\ b nujx [-OA)D) + k()\h+)\‘)]
1 " A< XN £ X
1 bl
PPN
i n
B m—tem— = O
max PN
nE XK €
1 n
. - - )\’ + N
Como g A = -2x+ O + )\1) = 0 &3 —3
14
cumple:
8> o _)‘;"r. - Ty e M e O R
PCE> = 2 2 g '

O+ 1) O+ X)) (a + A

n 1 n

4
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Teorema :

Para t.odo x < R"”, 1a sucesion < x, Y obtenida por 1D
U

. . * .
converge al unico minimo x  de f.

1 * . * .
Para E{x> = = (X = x XXXx - x D se cumple ademas

=2

2
4§
k+i ) ¥ {l:)

Demostracion

Por el lLema 1 yv la desigualdad de Kantorovich

se cumple

E{x > = I - T . E(xk)
(gkbgk)(gkc gk)

IED . 4aA . A - a 2
= (1 —2>— JEC < — : > = (————)FE .
C STeD) )E‘(xk) [1 - }E((‘(k) { il o ) F(xk)
(a + A)
e = . < ‘
Como O = ( 2 - ‘;-)7 < 1, se obtiene de esto gque fém X=X
k —- 0 "
Observaciones

Si o usamos Ed(x) como funcion de error, entonces

por el teorema precedente,la sucesion { X, > generada por el

método del gradiente converge de manera lineal a la soluciéon

< - . A - a 2
optima de x con tasa de convergencia (3 < ( A-_;-—a—-)
A - a (2
Se ha demostrado que la cota ( AT o D) para [} es exacta,

esto significa que para ciertos e jemplos se cumple

p = (52

Por esta razdén decimos gque la tasa de convergencia del método

Obesrvamos finalmente gue esta tasa depende solamente del

A i A - a 2 r -1 2
cociente r = = puesto : T a Yy = (--1-‘-—_-;-1—-—)
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En consecuencia la convergencia se vuelve mas lenta, cuando »r
[ -] !

crece.

. A . <ot
El cociente » = —— que es el Unico minimo gue caracteriza
i

4
la convergencia, se llama con frecuencia la medicion de .



CAPITULO V

METODO DE 1LAS DIRECCIONES CONJUGABAL.

Los metodos de las direcciones con pagradas se consideran
un metodo gque se encuentra entre el metodo de Descenso mas
rapido v el método de Newton. El' cual fue motivado con el
deseo de acelerar la convergencia Lipicamente baja asociada
al Descenso mas rapido y a la vez evita los reguirimientos
asociado a la evaluacion. almacenamient.o i inversion del

Hessiano del meéet.odo de Newt.on.

Sea G e MOind utia mabrir sapecbeboa bt aniba peecitava

= rr 1 £
Sea x e R, p € R
- e L X
Definamos : RIX) = = x Cx + p x.
z
Sean d .,d ,....dk 7 k£ n vectores lhneamente  independientes
17 2

m T
en R ,sea x e R .
Ly

Conmideramos ol asubegpacia at’in
L = x + Lin {4 d.,d,...d >
O 1 2 g
Si D = d .,d ,...,dk) e Min, k) entonces
1 2
k
L =4 x=x +Dx ./ 2 e R >
O
Conmideramos ol prograne

P menn { QWD) 7 x 1. >
ILEMA 1:

el
X es una solucion optima de P =1y solamente si

x € L, 9Q¢x>’d = 0, ¢« = 1,2, k.
DEMOSTRACION

Y x Lo o= covmmgs b N = x + D
(9]

_ o .
-+ QGO = Qx + D) = %(x + DO G+ DAY 4+ plix + DA
[N

(%]

A 1T r 1. T, T R 1T F T
= Qx» = xCx + px + A DCx + -xCDXx + 20D CDB»N + p DA
2 0 0 (0] 2 0 2 O 2

- R ¥, M r
= Q%) = Q{x > + % CDA + NDCDA + p Dy o= FOLD
] L& ] P
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Veamos que D'CD sea definida positiva
Ses y & I.R’J't Yy =2 0, entonces vTDTGD\! = i.llivlr“{h\'),
haciendo z = Dy e [Rr', necesariamente =z 2 0.
Supongamos que 2z = 0,debido a que D esta tormado

por los veclLores d linealmente  independicnte S obLtiesne
!

que la unica solucion es y = 0 ¢ contradicacion).
. I3 . . 1' - ~,
Y como € es deftinida positiva concluye gue 2 Cz > 0O
T ~s . . -
— D CD es definida positiva.
)

Luego F es estrictamente convexa en R vy A minimiza F en

k . I-\
R si y solo si VWFQODY = 0

pa s - ~ PN
VRO = xCh + p'bh + OO'Deb = 0
O

~

A , -
PR I(XZC + p o+ O DE =0

s [Cx + DO + p'] b =0

:¢x=x‘+l)?\c‘—:l4
i

= x es solucion optima de P

s

3 VOOO'D = 0

e VQOD'H = 0, o= 1.2,k
¢ ™
Dot andecion

Los vectores d ,d) e ' son conjugados (G-conjugados) =i
1 2
T
ddd =0 D
1 2
_LEMA 2:
. B . T
Sean d # 0, ¢ = 1,2,k ; k <= n,dCd =0 .,V ¢~ 3

5 v ]
Entonces estos vectores son linealmente independientes.

DEMOSTRACION

Gean o o ,_..,otk Lales g

n

rLad = 0 RS D
R

=1

Veamos que los a = 0 V¥V « = 1,2,..,k
8

ey (%D

i

T

d €y ad =0

t J d
j=1

i - T
3 T adGd =0 Como d'tid = 0V ¢ 2 )
J 1 J L 1

1=1



se tiene

ad’Cd= 0. V ( = 1,2,...,. kK. Ademas d7Cd > U,V e
T T 8 1 1

i
~
N
=

= o0 =0, VvV i = 1,2, k.
t

Luego {1 d ,«:lz,....,dL Y son linealmente independient.es
A :

LEMA 3:
Si d # 0 , ¢« = 1.2, .k, k < n son conjugados por
t

pares , entonces este sistema se de ja extender a una base

de wvectores gue son conjugados por pares.

DEMOSTRACION
Dado gue k < n > 3 un vector hL =~ U gque no
X+1
depende linealmente de d 'dz""’dk'
425
Detfinamos
k
dk“ = hkn = E‘/;"dl e L
L 2
Determinemos los (3 de tal manera gue ¢Ik =ea conngzado a
i (]
d.d....d
T 2 k
de (#%x)
T 1 - T
C = h Cd - 5ddCd = 0 , = 1,2,k
k+1 J k+1 b E 'f)x v 1 J
PR §
k
T, , r PR A : )
= h Cd = ¥ f3 dCd = h Cd - B3d Cd =0, jJ = 1,2, .k
k +1 1 e, E O i k ra 3 ol Al
Como d'Cd > OV j = 1,2,k =e tiene
3 3
T
hk Cd
p = L =12k
’ d Cd
13
reemplazando 3 en (%>
d
k h' cd
d - b - } < ':' Loyd
kv " - d'cd '
L 1 L t
= dku es conjugado = d1‘d2”""dk’

- i : . . = 0
Como hkn & Lin < d:’dz""'dk >y hj“1

= d,d4 ,..,d4 ,d son linealmente independientes.
1 2 Tk o ke1

&)
w



Si k +1 < n se repite el msmo procedimient.o.

METODCO DE GRAM-SCHMIDT

Proposicion

Si los vectonres < P sl P > sON
12 k
independientes, Se puede construir vectores mutuament.e

conjugados { d:’dz""'dk ) tal que

Lisa < dl,dz,...,dk 3oe fian < p],])z,...,p >

¥
Demostracion
El jannos d’ = p
Sean dl ,d2 vios ,dl_1 vect.oress con juygados y YV const.ruidos,

tales que

Lin { d .4 ,..d > = Lin A p p,,p )
12 el

-1 e
Ell jamoxs

T -1
d = p - & oal, , ¢ 2 2 (o )
1 l>l ,Z 153

=1

Debemos determinar los coeficientes o Stales gque

7
d'cd =0, j=1,2,.,1

t J
Do domed Lorsasnoss

v 1
d’cd = p'Cd - ¥ a d.¢d = 0
v v 2T £l )

s pCd - dCd =0, j= 1,2,.,i1
L J Ly 1

T
p Cd
t J

reemplazando o en (xxx)
AR

. pTCd .
X = - ¢ L ¢ yd
‘ t PL . dTCd z
c‘.'; 1 f ! If

Veamos ahora que

Lin | 1 S T > = Lin {d ,d,..,d >
n P_b, Py ) 4, d

Sea x € Lin { p ,...,p > = x =y *+ )\_})L
1 L



y < Lin ¢ p ,p ,.p > = lan ¢ Jd ,d .0
1 2 -1 1 2

N l'.'l e Lin {

= x e Lin ¢ d4,d.,..,d a4 >
1 2 veeg 1%

=p Lin 1 " R > c Li { o« SR
1 p: Pz |:-k it til d, il

b
Analogamente se verifica la otra contencion.

Li ca)
n < PP >

Luego Lin { 4,4 ,..,d ) =
1 2 k

k

Proposicion 2:

Si { d4 .4 ,...,d ) es unNA base
1 2 18}
conjugados, entonces
i d a’
: 1 = ; L ¢ e D
1
= Jd CGd
t= 1 3 |8
Demostracion
[y - . AT . .
Sea x = [ aLdL e R cualguiera
k=1
14}
= UCx = ¥ «a Cd
X k
k=1
1 4] T T
Tv - (’ Ol o
=» POx = D Lo s \ AN
’ k .}-
k=1 Z 3 Cd Z“
P | 1 1 k=1
1 T
4 - d’ed,
- } } Olkd u—-T;‘—-—- Coma Jd ,dz,...,d =TRY ¥
SR ¥ : ]
d cd ! ‘
t=41 k=1 1 L
-
1 d Cd
-.:-DCx=> o d ; :
T 1
- d Cd
v =1 I8 L8
mn
= DCx = YT ad =x ¥V x R’
1L b
=y
= DCx = x ,VXcer'
— DC = I |, _,[)-Cl
=
Observacion

¥

e

vertores
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4
Obsorvavcion

es una roepreaontacidn da I_'l-] como auma de mabtrices do rangoe 1
Consideremos nuevamente el programa
i ; 1 T T
P omin € QGO =;xCx+px/xe[}2 )
Lea ( '-"0' dl’ per dr. > una baste de vectoress con jugados.

Eli jamos x , vy
o )

. T
(ka + P dk
X = x + > d A N = = I —_—,

Veamos cémo obtenemos )\k
Se elige X, de tal manera gue minimize Q en
e

L =4 x= % ¥ )\d’< /R Y, v luego, por 2! Lema 1

-
\Y[01¢ >d =
Q ‘()< d, 0

+9

. T . T
= VLS + XA dd>d = [CE + A + =
& Q Yk ku . 5 Yk kdk) Pl d}< 0

T i
= {Gx + pdd + L =
H k | s v A . l‘lk dk (4]

. T
Wx + pdd
X K

T
d <
L'dlr

TEOREMA 1 :

Para O = j = k se cumple T.?Q(xk 1)Td_ = 0. Zn
+ i

consecuencia xk . minimiza Q en el subespacio afin:
+

.= + Lin{ 4 ,d,..,d 3

o o 'S k
Demostracion
15> Si =k = VQ(x >'d = O
k+1 k



2) S J < k r:b'VQ(xk’)c'-Cx + p
+

k
= C(xiH +.E Aid_‘) + p
* 1= 4
k
(C + + C
=( x‘“'1 p> E )\L(Jdl
i=1
k
0 ¢ 5 %N O
-3 JQ(ka) = VQ(xJ* > + .z Ai(_.d1
i=1
k
= VQx. >'d = VQ<x. >Y'd + Yxdcd
k+1 3 j*1 1 . 1 ]

1=1

- VQ<x. >'d. = o.
k+1 ]

Luego  VQUx, j)Td, =0VO0<j<k
1

+

Entonces por el

Lema 1, xk minimiza a Q en el

+1
afin Lex +Lin<d ., d,.,4d >
(5] [ R | k

CONSECUENCIAS :

El método propuesto resuelve el

MAs en n pasos

PQ¢x d'd, = 0
n _j

= VQIx D
T

s 3 = 0,1,...,n

0

= VQx J> =
™

Veamos :

0 para algun m < n.

Sabemos que por el teorema anterior tenemos:

TO(x V'd, = 0,1,..,n-1
r

fCCx + 7 d > +

\
-1 -1 re—-1 4]

FQx X'd =
24l 4]

=<wx +P'd +x d° cod
n- n n-1 -1 n
= 9Q¢x >d + A d cd
-1 n n—-1 n-1 n
= 0.
luego : VQIx )Td. =0,V jJ=0,1,.,n
4] J =
Como genenralmente no se conoce una base de

57

programa P a

subespacio

los

vectores



conjugados, modificamos  elmetodo  dee minimizacion precedente

de tal modo gue las direcciones ., a largo de las
1
minimiza Q, se generan sucesivamente.
Ponemos p = -VQx D O = ¢ < n.
8 T

Para k < n hacemos la siguiente hipotexis de induccion

cuales se

Las direcciones conugadas Jd ’""dL han sido  generadas
por el mét.odo de Gram—-Schmidt, tal gque
Lin < p ,p,.,p > = Lin ¢t d4 ,d,.,4 > L (ED
(2] 1 1 (9] 1 T
Sean :~(1,:<2,..._,:«Lkﬂ los puntos de iteracidon zenerados por

el metodo precedente.

El por el tecrema anterior 3y la hipotesis de induccion
cumple
Ta o=t 0.0 < j<k
. 3y = 5 = - ~
Pk+1 R] '.kfj.ll i J
pus | P, = 0, entonces X, minimiza Q y el alpomitmo termina.
+1 <+1
Eiop = O, anbtonooea o = QN D w i ¢ d ,d .. ,d D
k1 k+id k+1 O 1 1
En consecuencia podemos FZenerarnr d)\ por el metodo
‘11
Uram=~chmidl, vsando d, O < § < k vy p b Lesnenus
J L
k T .
= P, (O]
) .
d = p - } ( 2 Nd XD
kE+a kv ¥ 1
. d Gl
153 I A
Vamos a demostrar gue para generar dk se usa solamente
+1
d
Yy 9
Si ) < ko, entonces se cumple para un X > 0
)
T, T
C=p p - p >=xrp Cd
k+a K vl 1 k+a ?

Por consigiiient.e

b Cd = 0 W § £ k
kvl |

De esto y de () nbtenemos

kvi kel ¥ ke
k k =

e estas consideraciones se obtiene el met.odo

gradientes conjugados de HESTENES Y STIEKFEL
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Inicio
Se elige xo 3 d0 = —VQ(xo).

Iteracién General :
Sean X,y dlr va construidos :

Calculamos:
TQex, )Tdk
o) xk1=xk+)\kdk o )\k=— =
+
d cd,
(x minimiza Q en la recta x = X, + )\dk >
+
Qx> Cd
D d o= -VQUx >+ 3.d [ = s ok
f b+ k+d k x k T
d cd
ko k
C 3 es elegido de modo que d Cd = O >
k k+1 k
TEOREMA 2 :
ad d:Cd{=0,V£<an
b> VQ(xj)TVQ(x() =0,V ¢£< § < n#
c)VQ(x,)le=o,vz<J.<n.
J .
d> VQ(xi)TCd{, =0,V << -1 £ n
DEMOSTRACION :

a dded = 0. {por la construccién de d1)
1 O

i) Hipbdtesis de induccidn

Para un k con 1 = k < n s8e cumple :

d;Cd,=0 LV < § <k RS
. )
i) Veamos que para k + 1 se cumple
d ©¢d, =0 ,VO0<?¢<k+1
k+1 A ’
De (¥ implica
F < J = k+t

VQ(x_)TVQ(x[) =0,V
)

VQ(x_)le::O,Vl<j.<k
J

VQ(x.)TCd{ =0,V < -1 =k
J .

Yeamos :

59



Por teorema 1 se cumple

VQ(N,)Td{=O,Vl<jSk+1
llr 3

Por D del algoritmo se cumple

QG = - d, + 3, d,

) T, T T
= Qs X)) = - 3 + 7QCs
= VQUx > VQUx VchJ) d, ﬁc-aVQ(YJ) d,

VeI< j<k+1

De esto se obtiene

9Qex >Tad . = vQex > |
1

£ : R Lk
LB

. VQ(x_)TCd’ =0,V < J-1 < k.
J 3

lLuego es suticiente demostrar que W se verifica
Por construcciétn se cumple :
T cda =o0
k+1 k
Para ¢ < k se cumple por la recursién y la hipdte=sis de

inaduccion de (D

= - + .
S AU ) PRI A BN S
d' Cd, = - VQ(x. >Ycd, + gdcd, =0
- kes & QT 8 /4 k k&
T .
—+d cd, =0,V <k +1

con Jlo cual el teorema se verifica.
]

minimizacion de funciones no cuadraticas.
Las férmulas de recursion o) y 3> del algoritmo de HESTENES vy
STIEFEL, se dejan transformar de diferentes maneras de modo
que seran definidas también para funciones no cuadraticas.
De este modo se obtiene una clase de métodos gque coinciden
con el método de HESTENES y STIEFEL que se aplica a una

funciétn cuadratica convexa.
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El. METODO DE FLETCHER REEVES

VQLx ) - VQx D
Como CdL = k+1 k
/\k
Q¢x > Cd
k+1 k - . ’
y 2 8 —— -, d = -VWx 2 + 3 d
k T ke k k=1 k-1
d Cd
ke ke

Entonces ﬁk toma la forma siguiente

) 2
20X by
k+a
By, = 2
llﬂ?Q(xk)H
El metodo de Fletcher-Reeves para implementar al algoritmo
del gradiente conjugado para  problemas no cuadratico; no
regquiere -de la ewvualuacion F(xk’). pero  Ssi megquiere de una

busgueda lineal.

ea F e C'UR™.

%

EL. ALGORITMO DE FLETCHER-REEVES
Inicio

=5 ig ! -VF ¢ .
e elige X, ¥ d = -VF YO)

o
Iteracion General
Sean dk y %, ya construidos
a ) Se determina una solucion )\L del programa
men £ g A) = F(x + 23> 7 lixd | < »p »
¥ k k k
donde » es dado

y calculamos

3 se calcula

WIF ¢ 12

4

B2 Cx O e
k

d = -VF(x > + 3d
ke+s k k
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ERUENCIA DE LOS ALBORITMOS

Hipotesis: F € CUR D> , infg FD = o > —w
xeR"
XN ={x / FGO < F(x > ) es compact.o
o
Consideramos una clase de algoritmos iterativos de
minimizacién, cuya k-ésima iteracién t.iene la siguiente

forma:

a) Si xies dado, se calcula una direccion d
1

b)) x. = x + Xd , donde
\ S A\ N \ s AN

49

A= Anf X D> 0/ TR Td =0 >
v T L

Obzervamos qgue los algoritmos de direcciones conjugadas
{en especial, el algoritmo de Fletcher = Reeves) se dejan
e jecutar de este modo.
Teorema
Hipotesis
£ 'VF(xk) = 0 , V k

VFEx' D d
k k

) r = = yaEe ST a2 Vk
X X
00
» 2
464D E P, = o
k=

w) I M e <0, tal gue:
BIF(xD> = VFWO < M lIx - ylil
Tésis:
{xk} tiene al menos un punto de acumulacién
gue es estacionario.

4
Demostracion

Por la hipdtesis i), se tiene {xk) c X,V k

Como X es compacto, entonces {xk) tiene al menos un punto de

acimulacion.

Supongamos gue fkim, inf llVF(xk)H >0 = 3 £ > 0 tal que

llVF‘(xk)ll Zz g , ¥V k §  eeeeenneen (& D)
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de la hipotesis ) tenemos que:

. T
VRCx > d = - n IR D0 B B,V kLl Ced
k k k k ke ’

Por otro lado:

T . T . ) T
VF{x + Xxd D> d = VFG i + BCES + 2 > - VFC 1 d
¥ \ K Lk (‘{k) lk [V} {‘(k \ljk F Xk) K

— TRk 4+ 23 07Td € TFCx DTd 4+ HTIFCx 4+ 2d > — IFCx oI hd, i
e Ko Yk X Tk X K K K

Por la hipotesis w) y (xxd

e T R iy —ras 5 =
I x, F 2d > d & Wx 2 d 4+ IVFCx + nd 2 = TR 20 id I =
¥ k 1% ke 3 ke k k k
< = » HIFCx D0 A i + M > Hd “2 <
k 1 k k
< - v oehd B o+ M hd #® fpor (#1}
k k k
T 2
= Vi{x +2ddd < -rlidl + M2 1A K . ¥ k £ 3
- X le lk " e (8 " C D
Como 'Jl-‘('uk + ) dk)Tdk = 0 , por la demslgualdad anterion

Liene

D< - roaid I+ Mo td 1 , iIdah > o0
k k k k k

k .
entonces: hh Z — T = M, R & 1o
De otro lado:

X
SR .
Fix ) - Fix > <« VF(x 4+ 2d > d dx
Ye+a k k ke k
O
Adambes

T
% A = "‘]‘
1 (xk + hdk) dk 0 ,V¥ x = I[0D IC]

De () y (£’> se tiene:

7]
- k
i o
- < JTF + X >d in =
F{#kﬂ) f{xk) < J r{kl_ d]-: " (
L ]
T ) (rk.ﬁ:)
< = \ ) A o= — )
: J I rlcgudk I+ M X "dk N3 dx v
(5]
“,,",__)z
= FOx, D - F(x D> < — — =
= “k+1 k M
-1 22 LTRSS | 3
[ kz[ l’.‘(xk*‘) - F‘(xk) J = l“(x") - P(x._’) < - _W_ IrE lwk
—® =
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weep flr Fex 3 = fim [ F¢x D) - T rz ) =
e o k
Nn—-3 ) — 3 00 k=0

2

-

FCs = i
= (‘(O) M

2 2

Y 31 = -
k

k=20

=% fim F{x D) = - o . ( ~—~> ¢&— D
T .

bado gue F(x > = Fix D> , ¥VnenX,<x )cX, X compacto ,
T < L

F e ¢'GD
Luego : fém ingf IVF(x Ol = O
™ 1g]
== {1 x > tiene al menos un punto de acumulacidén que es
gl
est.acionario.
=
TEOREMA :
Si X es compacto y HVF{x) = VF{(WH <= M lIx = i ,

¥ x,v € X , entonces la sucesion %, > generada por el

método de Flet.cher-Reeves tiene al menos un punto

est.acionario.

/
Demostracion
di-:
=i e 3 < V... S
.B-k - F N‘h ¥ % - '“'g u
)( )
entonces ja formula
2
g W
- - + d
dh gk I or “ﬂ k-s
gk—l
se convierte en:
By
= - T I (%D
) e 07 =t
gh-
:-I
Como 5 = - , obtenemos de (¥
= g i
el
14 k
s
S -5 = ch,—s, )=—2 —
k ] L -4 . 2
L= L= 1 ”g_ i
t
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!

i ne 2
L
T T dk 1
. . _ - . - T _ .
JOMO "kdk—1 = 0 = g, "——" = g’kbkﬂ = 0 ,
i1
de (%) obtenemos:
€. &
gTS = e 1.‘-...1'__ + ch*
X"k e k-1
gy
- T(' = - [4
» gk 3 b I %%
e T £
k
s w2 = ( - + S )( - k + ©
fe Wz k-1 fae §° 1
By Elt'
'E:TE-
____ L=y > ¥ &
he o fow des
2
s 1> e 3 4 ENN
2 (-1
I
llgk
] 1
— s 1P -5 ¥ =—1__ | s ¥ =1 _
k-1 2 o 2
e e M
k k
< 1?2 - s 2 =S|I2—I8112=z____
— ZI s s, 17 s, s
1= 1 1=1 He
X
2 1 .
s IS 17 = z T
2
‘B g
Por otro lado tenemos:
T T
. 3 1
&, 9, Sy [ Dy ]
» = . e e T i ———
hd W
k llgkll lldk“ IngH 5 "ghuz K

ngku2



"“i:'g;'ﬁ'“‘ i C“L?_

Do (o) o (desl Loimomos

Supongamos gue c"f_r,\t e d HgLH 20 = 3 & > 0 tal gue
ilghll > £ , VK
Como X es compacto y X ) X

== 3 M > 0 tal que : Jl;.;*li <M .,V k

X 1.72 19 1.2
1 N 1
Luego : 2 —_— = —
2 z
1= 0 =o g M
1
|4 1.2 k 1.2
1 B 1 g e o+ 1Y
=D - - e -
2 z 2 &
=N b Hg ” |9=N] &
1

s 2 . 1.2
x 1 ! ok + 1
. z 1 —— -
W2
o g i
t
k 1-2
1.
{ 1 o+ 72
s A =Yg _—— M S
k W2 &
1=0 ”\5 il
=
1
e I B S <
N 2
' M (k + 1D
0 2 A4
- ! - oo
— L k = 2 L k+1
kK=o M k=o
> 2
= r = W
» k): .
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De acuerdo al teorema praecedent.e, 3 un puntn de acumulaciéon

de « X, y Jdigamos x |, tal gue VFCx> = O , lo que implica que

I

8{;""' inf g, i 0 . Esto contradice el hecho que

fé'm, inf Hg:’i! > 0

f.uego c’{m inf llgkﬂ = 0

Met.odo de Daniel -

Sea F € (G('(R > : ahora =sustituimos VZF‘(xk 1) en lugar de
+

C oen f.?k Can o]l métodn doe Hemstenes-Sticfeld.
INICIO
Sea x dado vy d = - VF(x D
(o] . (o] (o]
ITERACION OGOENERAL

Sean XL , dL , ya construidos

1> Se det.ermina

X o= inf « VF(xk+,\dk)Tdk =0 )

r=0
v se calcula
X = X + X d
k+a ) k k
2D Se calcula VZF‘(x b v
k+a
VRO, 1)Tv"‘r-‘(xk D d
+ +
d = - VYF{x > + ( — )
+1 k+1

T .
d V¥V F< > d
¥ rxkﬂ ll:

Metodo PARTAN

En los primeros experimentos con el método de descenso
mas rapido, se notd gque la trayectoria de descenso era

altamente zig-zageante, progresando poco hacia la solucién.
También se notd que en dos dimensiones, el punto solucién cae

sobre la recta gue conecta a los puntos zig-zageantes.
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Estas observaciones  constituyeron la motivacion para
acelerar el método del gradiente, gue consiste en completar
el circulo tomando dos pasos de descenso mas rapido y luego
hacer la busqgueda lineal gque conecta el punto inicial v el
punto obtenido después de dos pasos de gradiente.

El meét.odo de las TANUENTES PARALKLAS (PARTAND se
desarroeolld como un intento de extender la idea anterior bacia
un  esquema  de aceleracién que involucra todos los  pasos
previos. El! desarrollo original se basé grandemente en una
propiedad geométrica especial de las tangentes a los
contornos de una ftuncién cunadratica, pero ahora, el método se
reconovce como una implementaciéon particular del método de

gradientes conjugados.

ALGORITMD PARTAN

El método construye dos suscesiones | X, Y , L 4

LA
'

de
puntos de iteracion:

Aad x = x - X VF(x D> , donde
4 O [a) O

Y= min Lz (W) = F{x = MF{x 13> >
gr}{ 0 ?l;;j = &) 0

b)Y para k > 1 se procede de la siguiente manera:

}fk = ”k - 7))("71-'(}()() dondeo:

D = i & > = F¢ = nVFx 2> )
gk 77)( min bk(n F(xk bt L

s = > - X ¢ - x ) , donde:
qku Yk—: k Tk k-1

- 1 X 4 - XX - DD )
hk()\k) min 4 hk{:‘:l - "(xk-i " Xk .

METODO DE DIRECCIONES CONJUGADAS QUE NO USA DERIVADA

Sea Q(x) = ! xTCx + pTx , donde C = CT >0
2

El método se basa en la siguiente proposicion
PROPOSICION :
Sean g ,j,..q, k = m vectores linealmente
1 2 k
independientes. Asumimos que los puntos X, o X, minimizan
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Q<(x) en los subespacios afines

l;E{NG(er/.‘{ﬂil"'E)\.l])
L1

a
S |
" 1g}
I. = 4 = + v ’
b {xe R / x b L )\iqi >
=1
Entoncea oe cumple:
(x - x>Cq =0i=1,2 :
b o 2 1 C’L = 1 = s s s k
Demostracion :
Como % . x’ minimizan Qx> |, entonces se cumple:
PQx > wx_ + pd' o
C = X =
0 ',L 0 P qi.
” . L= 1,2,...,k
V(X D' q. = «Cx + pdg =0
1 1 1 1
. T . ;
=5 {(x - Xt) g =06 , = 1,2,k
0 1

En base a la proposicion  anterior podemos construir
iterativamente una base de direcciones conjugadas como sigue:
-Sean las direcciones conjugadas d‘,n!’,...,d1 , k < n

construidos . Si

determinamos la solucion xk de

minn { Q) / x = MP )

bl

va

Elegimos ahora un punto z = Mk , ¥ determinamos la solucion

Sptima x do
k+a

iy 4 QUxDY S x = :r,:k + L >

k
Entonces para d = X - X se cumple
k+1 Yot k
T e i
d ¢€d =0, (= 1,2,k
k+d 1

£L. ALGORITMO
n
Sea B =41 a,a,.,» )Y una base de R .
1 2 ™
Paso Inicial
Se elige x_ Vv determina la solucion )\’ de:
o

min { QD ~/ x = xo + ,\.'a1 , e R >

6



b4 o o= N + X o

Paso General

Sean dado=s los vertores mutuamente conjugados

d ,d ,...d ,» los puntos de iteracion x ,x ,..,x
1 2 L o 1 vy
B =Ca ,a , ., ,d,i,..d >=Cb,b,.,b D
1 ) ] ] . 1 2 1 1 2 g}
1 2 =t
donde los a, son vectores de la base inicial B.
i
"k
a) La generacidn de d, -
1+
Para k = 1,2, . ,n.n# se calcula los puntos auxiliares
k .
¥ como sigue
8
1
Flom ox
1 t
Ffara k > 1 se elige
k k-1
r =17 + 9 b
i ! }k—-l k-1
donde My minimiza la funcidtn
g o= QXY 4 pp
qk-a n = R Ly
Si 77,< =0, k =1.2,...n - £ ,entonces x es OSptimo.
1 ¥
En otro caso se elige
N+
d = ", - X,
141 * 1
b) Se determina la solucién X, . de
T+
min { q D) =Qx +2d >/ 2 R
1¥3 1 L+1
v ~ = yx A d
) 141 1 141 1+1

) Se forma ] sistema B ; sustituvendn en B un vector hk
14 1
k < n —i

TEOREMA

, para el cual B, * 0 ,por d

v+4

Fl método miniza @ en a lo mas n iteraciones
Demost.racin :
Asumimos que los vectores d .d ,...,d , i < n

sean mutuamente conjugados vy gque:



B = (a a ,. ,a. i ,d ,....,d ) sea una base
& J’ 1, 1. 1 2 i
4 Yi—1

: - . T .
Vamos a demostrar gque si x no es 6pt.timo , que d €Cd = O
v 1+1 1
i < ¢+ 1 v que B es una ba=se
) ' 1+1

De acuerdo con el teorema 1 x minimiza Q en el subespacio

afin :
L =A x /7 x=x_ + »d )
1 (o] E klk
k=1
Si N, = 0, k < n - §{ entonces .;r'” = §, .
L 1
- - 1 . :
Como (,?{4"',",,"+ D € RWH D = min Qxd, =e cumple
1 T
x = L
k 1
Fo=x , k= 1,2,...,n ¥+ 1
1 1
Ademas se cumple
. T
VQ(XL) b =0, §=12,.n ... <+
Ri
- . . i T
Si fuera _1“ el primenr indice con VQ{x D> b = O N sSe
13 R}
o
.104#1
cumpliria ». = 0 vy F = x + 9 b 2 X .
i
“0 t "n Jl) '
Como B oewss una basme , (4D implica gque JQIx > = O. Por
2 1
consiguiente x es opt.imo.
L%
n-1
Si n, # 0 para algun k < n - ¢ ¥y x = x + [ ank , entonces
i 5
k=1
T+ g A
¥ as encuentra en el subeapacio atin :

1

L =4 x / x = x "'El‘kl! }

n+i . . . A
e A minimiza a Q en L
i
Por consiguiente de acuerdo con la proposiciéon precedente,

L]

1
d = Z,m - x = ¥ b » 0 es conjugado con d, V¥V k = ¢
141 i v ‘ 'k k k
k=1
Si en la formaciéon de B = el vector b‘ es sustituido por
d , entonces y # O = B es una base.
1 1 i+1

Como B = (a,.a ,...,a ) es una base ,queda demostrado el
1 i’ 2 n

tecorema.
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METODOS _QUASI-NEWTON

Los métodos guasi-Newton gue construyen una aproximacion
al  Hessiano inverso, son analiticamente los métodos mas
sofisticados para resoclver problemas sin  restricciones, y
representan la  culminacién del desarrollo de los algoritmos,

mediante el analisis detallado del problema  cuadratico. Como
podria esperarse, las propiedades de convergencia dJde estos
métodos son  algo mas  dificiles de hallar que aguellas de
métodos mas simples.

CONSTRUCCION DE LA INVERSA :

LLa idea fundamental que existe en los mét.odos
quasi-Newton es tratar de construir el Hessiano inverso o una
aproximacion dJde  él, usando informacién obtenida conforme
progresa e}l proceso de descenso. Luego, esta aproximacion se
usa en cada etapa para definir la siguiente direcciéon de
descenso. jdealment.e, la=s aproximaciones convergen a 1a
inversa del Hessiano en el punto solucidtn, y todo el método
se comporta de modo parecido at método de Newton.

Vamos a <construir 2! He=ssiano inverse a partir de la

informacién del gradiente obtenida en varios puntos.

] > ¥
Som £ : R’ — 3 B una funclén , F < O R
Sean x , X dos puntos.
k+1 k
e = Vf(x )
®x X
o = (s
2. Jf(wku)
p. = X - X
k k+1 k

Luego

- VEC - Vx>
g]-.'+1 gl-.: = xkfi) xk

entonces por el teorema de wvalor medio

7 )
= =V - VI g x t+ 6< = X (s -x D
&, Vf(Y):u) 75 Yk) =V f(*ck X e s wk) (‘(k x,

+3

gk+1

para 6 < 103,11

T2



Blaa B gk =
para algym 8 = 10,1

i F

%

es constante,tenemos

Vemos

e Al

avaluvar ¥ = F

acerca de F.

Sean n direcciones {p

correspomndientes ¢

'109"11)'--"1 .1 )9

| M = [4 ) RIS ) p) <
' [ 8] 1 ' ? )
oobtenemos

Fir = Q Como 3 la inversa

=+ F = QP

Queremos construi»r

de

primeros un

pasos ( proceso

que si F es constante

>
k+1

n pasos L.

Rl

LLuego e

CORRECCION DE RANGO UNO

. . -1
Sk es 1ma aproximacion de F .

. 1 "
F , F aon aimebLidaos . entoncon

PDefinamos ¢

_ T
5 = 5 Ya oz 2z

kra b k k

donde el vestor =, hY

rango ¢ Jla ocual actualiza

escoge de tal manera que

De (3> v 1),

= 5 = 5 +
Py, kas >,

De (3> obtenemos:

"

r;Tp - g5 qg =
Tk k kk
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2
Vix o+ h)
Yk Bpk. pk

= <

3 . Sl -,
aproximaciones 5'1.- a F

debe satiatfacer

g = p. D <
2

ge tendnrnia £
k4]

Ja constante .’.-'-k

la aproximacidn

e
S EOE g
k k k

B
aflz q)dz
A STLE ) B0

= + 8 .
¥ '{L- I"“J‘P!; <O

2>

en X , X da informaciétn

k k+1

) i1..1. v

definamos

2 SEL JRSRL | D) luego

n—-1

dJe P p son LIV ¢
1

Ine K

bazados en

de descenso Y de tat

manera

(2> , es decir

J <k

-1

3>
= F'

Sk ama simébtnrico,

<12

Jdefine una matriz de

de la invers=a ),

{(3) se =atisface.

para j = k obtenemos:

5>

k

6>



De (5D obtenemos:

De (4> v de la ultima relacion, se tiene:

. . T
(pk - Squ )(pk - Squ)
s — Sl S S . — - s G Ty
k+1 k . 2
a (y =z >
k k k

De esto v de (6, obLenemos finalmente:

o

T
¥ I R e

k
T
A 5
9, P =29,
TEOREMA
Sea F una matriz simétrica fija, y sean dados
vectores p R S 3
P, P, » Py
Definamos:
']j = Fpi , 1= 0, .., k
Iniciando con cualguier matriz simétrica SD 5
. A ~ T
p - S gXp - Sqg)d
Sea ! = = <  + T SR J 1

S _
1 <p—- S ]
q_l ‘j .th

Entonces: p =S g , para j = k
J

) k+a
Demostracion
Sabemos que se cumple: P, = Sku'lk
y - <
) Py 7 2y
Para j) < k se cumple para Y, =

qT(p - S g
k 14

=
£ - 5 b X 4 -5 2
P, 2y NP, "1,

S q .= S f + - - - - - --1']' =
ka1 ) k" T . . |
{p— 5« .-\
lllr ' k k 1}-
¥ T
- g + < Cmq Sogd
l».qj qul q, }(.’_] Y,
De la hipdtesis de induccién obtenemos
T T .
S + L« - Y D
k#!‘,‘] = pj ' ke {.! 11'1 I
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pero qi = Fp J =01,k

T T T
= ap. = kap‘ = pa

reemplazando en (x) tenemos:
S 0 =p v i<k

Luego < q = p v §j o< Kk

METODO DE FLETCHER-POWELL-DAVIDON

El mas antiguo , y ciertamente , uno de los esquemas mas
ingenicaocs  ssaguenuas para construir el Hesalano inverso, fue
propuest.o originalmente por Davidon v desarrollado
posteriormente por Fleft.cher y Powell. Tiene la fascinante
deseable propiedad gque, para una funcidén objetivo cuadratica,
RS aimultaAnaamanta la=m direccionea del mét.odn
gradientes conjugados y construve a la wvez el Hessiano
inverso. En cada paso, se actualiza el Hessiano inverso
mediante la suma de dos matrices simétricas de rango uno, vy
porr tanto, aate esasguoma se  denomina  un procedimiento
correccién de rango dos. También suele lHamarse un método de

métrica variable, nombre propuesto originalmente por Davidon.

Sea SU una matriz definida positiva simétrica

X cualquier punto dado en R".

Iniciamos con k = 0

razo 1. - Hacomos dh = - S:kgk.

FASO 2. - PDeterminamos ak de manera gque sea solucidn del
programa : min { f(xk + cxdk) s 00z 0 )

v calculamos

Hku = -.l-tk + o -:I‘d
= o d
Py ¥ =
= Vidx )
gl{«r Vas



PASO 9. hacemos -

l1I|-r = El-ru N mk
> )T 2P lT““
S =5 +ooke TSRy
k+1 k T o
P9 D= Uy

Incrementamos k vy regresamos al paso {1

/
Proposicion :

5i Sk exs definida positiva

definida po=sitLiva,

5 entonces

4
Demost.racion

v - .
Sea x e R N {0 cualguiera, tenemos

T T T T
X p p, X (xS g (g S x)
T T k' k k 'k k k
XS XxX=xSx +mmm—r - @ ———mm—— .
k+1 )'r T
C -~
Py RSN
v 2 T 2
. {x pk) {x Squ)
= XS ¥ - - . — e %D
k T a7 .
P9 T~y

Como S es definida positiva existe

s2.4-2 o

1
com S S = 5 |,
k k k

1.-2 1./2
definamos a = 55.- ¥ , b = Sk
Entonces {(2) =2 convierte ens

('*{Tp >?
T T s
T oo SNENRBDLY, 0 x Cand
kaa lTh L
’ P9,

t.ambién tenemos
Pg = pE. - P& = pE
k 'k k= kea k™ k ™k
T
como pkgk” =

baodo nue X, minimiza f a lo largo de pk.
v

Luego por la definicion de PS¢ tiene
T

P9, = 48,75,

76

una matriz simétrica

1.72

b

Je



Luegzo en (k)

; k3 a
T _ aaXxb hd - a'pd? X Py

b’ b

akgkskgk

Los dos términos de la relacion anterior son mayvores qgque cero
tenemos gque probar gque para x # 0 ,los dos términos no se
anulan simultaneamente.

El primer término se anula si v solo =i a = rb.

1.2

. 172
Como Sk X = a =rbh =1‘~F_‘l_ 1 =3 X = rq, o, T >~ O

k

=% }f?-c = r ' = It TS
> Py R k&1 =K Ey

T
S XS x>0 ,¥xeR' NA®D

k+1

=+ s, es definida positiva.

Convergencia
Sea f una tuncién cuadratica, con Hessiano F = "?zf constant.e.
TEOREMA :

21 f es cuadratica ocon Hosmaslano F odefinida poasitiva

Entonces por el método de Fletcher-Powell-Davidon se tiene

pTF‘p‘=0,D.‘?j<j<k 7>
S Fp = p , para < i = k 8>
kea 1 1

Demoustracion

En el caso cuadriatico se tiene:

- - e = F
‘Tk i‘-'.'k” &y 11',:
también:
‘ ) l_‘.l ].‘.I l'[ ‘_‘k‘lk I]kdkl]k
S Fp =S q = Sqgq ¥ ———— - S m m e =
k+1 3 k+t 'k k X 11" T
P ]
} k ].‘-: q.’: L'qlc
=S + - S =
Y P, =19, b,

Probaremos por induccion:

Para k = 0 se tiene:
SFp = p
-
1 Po Py

Cpara k = 0 , (7> so cumple porgue no oxiste 1t £ j < 0O D



Supongamos gque para k = »r se cumple:

T
pLFpl =0 ,0 <4< j<r 7a)

< - = . < il
Q”’rpl P, para 0 i 1 {(8a>

Veamos para k = »r+1

Para i ¢ r se tiene:

v+l ;
1=t+1
T T : T
— = g +»
g pig1+1 pl“u—l E p1 Fpl
L=iass
T
Luego, de (7a) v como p g 0
. k "k+1
T T 5
p.e = pg =0, para D < j < ¥
L r+ 1L+t
De (8a)d:
T T
= | DAY
p1 P'L drfl
T T .
== p g =pFS g =0 ,0 £i < »r (D]
1 T+1 L r+1 r+1
Comuo p)‘ = = o(k kgk 5 ak > O, en {9
T . .
p Fp =0, 0 <1 < r+t 10>
1 r+1

De 10D v (Bad , obtenemos:

¥ T T
| AN F = ¢ b o= P Fp =0
1191 T+l Pl 11'11"1. }r-#j l;
T T
N F S ¢ S Fp
- pio-iltfi pv. r#lqr riqroi T+1 ‘l
S Fp = S Fp + i (T et s o B S
r+2 T T+ 1 T q'r - q
~
pr*’qr+1 r+1 r+t r+t

=S Fp =p ,0 =i < rtt
= S Fp = p .0 =i < rtt

Luego, el teorema gueda probado



El. METODO DE 1.05 GRADIENTES CON [UGADOS COMO
PROCESO OPTIMO

Resumimns  primero algunas  propiedades conocidas

mét.odo de los gradientes conjugados:

TEOREMA -

Si el algoritmo de las  direcciones conjugadas

termina en x} , entonces:

ad Lin [ S S > = Li g

e S gn #:’ ﬁl.- % Sk et gn 2 Cgo N gnf! .
. k

b) I : . S D
in « dn \ '11 S dk Y = Lin < g, L""n s e, € g, )

S ded =0, i < k-1
15 1

g’s
@ o = kL k.

al 3 -

Consideremos la funcion cuadratica:

T

F %) = e + P X

N | =

T ; e 0
donde € = G e M{n,n) definida positiva.
) . %< - n .
El unico minimo x° de F en R esta caracterizado por:
. N X '™
YFCxTY = G+ p=0 6 Cx = -p

*ar ,, ann o d ! X y mm s X
Para k < n , sean d() . 3 u L s

del

no

las

direcciones conjugadas , y los puntos de iteracidn generados

por al matodo de loa gradientes conjugados.
Partimos de lo siguiente:

- Si B = x +Lin{d , .., d >
k+1 (o] 0

. . 1 T T .
ent.onces x minimiza a : FGO = - x Gx + p x en R
k+o 2 ks

ke
- ; = Li (8 . -
Lin < do s ri’ s e s dk ) Lin < &, » Ue C g, }

si el algoritmo no termina con =
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Sea Pk un polinomio de grado k v

X = X %+ Clre !
k+1 (o) Pk(( )"0 &)
S * *
entonces: x% - X = N - X 4+ P (D
e o o ‘ |% ‘ go
b . .
= X - x + P 0 KCOx + pd =
O k 0
b .
=x - % AP Cx - xD =
0 19 (o]
® , *
Nov, — % =11+ P CITx - %) LD
-~ }e O

Consideramos la funcivtn de error

i * T *®
E{x)d = - £x = x 206 — % )
Ent.onces:
) . ® T |
Fdx ) = - (x - x ) O<x - x D
k+1 2 k+1 k+1
1T x_T T R U
= x, Ux = {(x ) Cx + - {x > Cx
2 k+1 k+t k+1 2
. Cse + pTu +~ 3 (u‘)TCu‘
2 k+2 k+a k+3 2
®
= Fex. > + LixTex”
L | 2
Por (x> se cumple
. . 1 . x_ T ) . 42 x
F{x ) = (x = xDCTFT 1+ PO T x - x 2
boat 2 %) ) 13}
) *
FProblema ! Epcontrar wun  polinoniio Pk de  grado de k  que
minimice E(x ).
k+1
Reescaribimoons (1D
k
= = + + G + 4y NG
1{l.-., q.:.- ‘Vogo 2 A( go ykb (3;0 &2

Comon

. k
3B = Li L d d .. ,d = Li { = O ... 3
. in d) . e 3 Lin g, g, > { gn b

el wvector = X + o d +ot d + ..+ d , generado por
O O t O k o

X
k+1t O
el método de gradientes conjugados tiene precisamente la
forma (4.
Como X, minimiza F{x> en :EL los coeficientes Y,
+1 <+
determinados por el método de los gradientes conjugados tiene
el efecto de minimizar E(XL 1)
]
El método de los gradientes conjugados resuelve nuestro

problema de =elececionar un polinomio optimo



TEOREMA 1: El  punto X ., generado por el método de los
4

gradientes conjugados cumple :
" ; 1 L 2 x
Edx D> = min x = %2 D2CIL1 4+ P e e - x)
k+1 2 (8} k 0
P
¥
donde el minimo se toma con respecto a los polinomios Pk de
grado menor o igual a k.
NOTA ¢ Las relaciones  entre oo

1

. [3. del mét.odo de los
R}
gradieontos conjugados 3y  los coaficientes . de
1

Pk son comple joxs.

COTAS PARA LA CONVERGENCIA

Sean e ,...e vectores propios ortonormales de G :

r

Co = 2 o
i Y

*
- ¥ a
xl) * o= ,E\’ibl
1 =1
. x T __ .
=+ E(x > = - (x - x )1C(x - x D
O (o]
4 14} T T
= 2 ¢ E}:iet > G E?;let
1=1 1=1
. T T mn A 14 2
[‘,(xo) = < ,Z’Ei.et D (,Z’xiftei ) = s L}:’)\i!'i
v = o= =

Se cumple también:

CITI+PC e =211 +P >N Ye
k 1 1 k v

1 v
. ® T . . . w a2 *
-y ECx )= “x = x2CI00 + PAC C T Cx. - %D
kas a (o) e (%]
n 4]
=lcpred Tarit+r P> ¥
2 . TR 17 k b v
1=1 1 =1
: o2 2
- %51t + P OO ¥
-z LI H Koot T
L=1
n
—» Edx D> = [ max 1 + PO 0 Y ] Lopaasg?
Y+e i ) 1 2 171
X L=1
1
. .4 . .
- Edx ) = max [1 + PO a1 Edx D> C+4H)
k+1 > ko1 v IS
E

P es un polinomio arbitrario de grado k.
}
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Cada paso del método de gradientes conjugados es al

menos tan bueno como una iteracion de descenso mas rapido.

Sea X, calculado por el método de gradientes conjugados

¥ ey 2 POT el método de descenso mas= rapido |, 5()( 5
+1

calcutado por el método de gradientes conjugados.

==b ¥ = x T ag
k+1 k kK k
X o= s+ +y O + +y  oFt
k 0 lJI\|.‘:«E:t:l JI1 ‘& )k 1 go
. - . x
Lin £ g, ¢ . e Y = Li o ‘
55 L T Lin { gy (go sy ... » G go >
i
==p - x_ = v Cko-
T Tk “o T ‘) k )
v =

—s Fx D < E{x )
k+1 4

+ k+1
Si =se dispene de informacidn =obre los wvalores propios,

ésta puede usarse para construir polinomios Pk adecuados en

C+4).
E jemplo :
C tiene m < n wvalores propios distintos , entonces
podemos elegi» P t.al gque el polinomio
-1

1+ X P (99
-1
de grado m tenga sus ceros en los valores propios de C
= E{x > =0
n
Se requiere solo de m iteraciones (v no de n3 para llegar al

Gdptimo

METODO PARCIAL DE GRADIENTES CONJUGADOS

CLa ejacuta m 4+ 1 < n pascoa del matode de gradientes
conjugados , Yy Se reinicia con wun paso de descenso mas
rapido.

xk sera el punto de iteracion después de la realizacidn

i m=0 — =subpaso demcenso.
. S|
de k iteraciones de mtl subpasos .
! m=n-1 -—3 grad. conj.

Consideramos la iteracion:
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H = + i
i '{k Pk“ )g;k

donde Pk es un polinomio de grado m

Elegimos Pk t.al que:

A 1, x_T *

LU‘u ) = = (x = x > Clx - X D
+ 4 2 kaes k+a

sea minimo.

Con frecuencia, se tiene lo siguiente:

C tiene m valores propios grandes ¥  n-m

wvaloroe propioa pegueiios ¢ en [a, bl
E jemplo
Consideramos:

iy

I

T T
x Px + p x

c'x = 0
Mét.odo de penalizacidn:

. 1 T T b
min ” x Px + p x + pulc
T . . Ve i
P = P e MO,nd definida positiva con los valores propios en
[a.A) , p =Zrande
T 2
(c x) = X cc X
El téermino cuadratico de ia funcidn ob jetivo es
T T

% (P + pec dx

T
ea C = P + uecc

“n wu

i g —s w , entonces los m valores propios de C€C tienden a w

v los restantes se mantienen en [a,Al

Si se aplicara el mét.odo Je descenso mas rapido, 1a
convergencia seria lenta {gobernada por el cociente
W=
r 1 ;
5 : 5 ~ 1 , donde X es el mayor valor propio de C Y A
N AN ri 1
T 1

am al manor valor propioc de @ 3.

I.a convergencia de los métodos de gradientes conjugados
es afectado por el cociente anterior.

LLos métodos quasi-Newton aproximan ijterativamente Ila
fnwvaraa de la matriz Hesalana "??T-' fan =1 casme ocuadrratice
VF = ¢ ), el método de Fletcher-Powell es gquasi-Newton y al

mismo tiempo un método de direcciones conjugadas ).
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5i el factor gl grande, entonces VZF es mal
AN ’
] 1

condicionade ¥ el calculo de las  aproximaciones a VP ze
vuelve numéricament.e inestable

Si ose aplica el método de gradientes conjugados con m+t
pasos de gradientes oconjugados, el efecto de los m valores

propies es eliminado.

TEOREMA
HIPOTESIS:
= e Mn,n) definida positiva
C tiene n—-m valores propios en fa,bl, a > 0
LLos r»estantes valores propios son mavores gue
b
TESIS

Para e! metodo parcial de gradientes conjugados,
que se reinicia siempre después de mt1 pasos, es

valida la estimacidn

2
. b - a )
l‘l(xL ’) < 2 E(xL)
' th + ad’
Domaslracion :
. 2 .
Se cumple: FEdx, D> = max [1 + A P2 ] Edx )
k+s 1 i k

LN
1
para todo polinomio P de orden m.
Elegimo=s P . tal gue el polinomio de grado m + 1

gD = 1 + 2APOO se anula en a:l_) y en Jos m valores
propios de € gque son mayores que b.

Como gdxd tienme m + 1 ceros raales g (XD tieme m cero=
reales gque se alternan con las raices de gt(»).

g '{A)  Liene m - 1 raices reales que se alternan con las
raices de g *OV.

GeXd no tiens cvervs an { - w0 g > =1

= q (D no cambia de signo en L

se verifica gque @ q 2’0 > 0.

=3 f es estrictamente convexa en I
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'L ON = - S
LN 1 LY a2+ b
a a + b S
2
- x 2
Conzideremns HL) = 1 — A = la recta gque pasa por
5 >
los punto=s
: a + b a + b a+ b
= ¢ E ] — 3 _ >
<0,1> 0,q<0 v ( > , 0 ( > 14 > b}
2 a+ b
- 2.0 B - ) EmEmtam , i <1
=> g{AD 1 P vV x e [0, > ]
. & + b .
aind - ql- -"_‘—Z'“) gD _ 2 a + b - 2?\)
= = i S—— = > R ——— ——— . — =
a+ b a+b a+ b
N - ——ee—— o= =c s 2x - a- b
' 2 2
2 a+b
= - = > R
= 55 vy nel0O, > >
a + b 2 a + b
D TG A T —— N = PR
a+ b
Consideremns la tangente a qthd en > , bl
Como en el caso anterior, obtenemos
a+ b 2 3 a + b
*(—sec Sy — 3 S . A
¢ 2 > A+ b IR 2 ]
a + b a ¥+ b, .
= O\ 2 g (75X = —5—) 2
< 2 a + b _ 2 y
> (— ;:‘_._‘i'_ i}}{?\ - '_.;.:—"J = 1 = '_"_—T)- )N . 2D
de (1) y (2> se obtiene
O - 1 + WPOD ' < l 1 - 2--)\ — | ¥V W € [a,b)
| a0 | = | APERD | .2 a* b : e
- S 2 A b - a 2
s max | 1 +APAD |" = | 1 - e | = O )
h - a 2 .
- e < - — ECx D
e h(xk“) C A ) " -
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