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Resumen

La meta propuesta es caracterizar la estabilidad de un sistema lineal de salto Markoviano
en tiempo discreto. Especificamente, se estudia el comportamiento de las soluciones del

sistema dindmico discreto en un espacio Euclideano complejo

cuando {A(k)} es una cadena de Markov. Previamente, se estudian la teoria de estabili-
dad segtin Lyapunov en espacios Euclideanos complejos, sin considerar aleatoriedad, y
algunas extensiones importantes. Luego, para un sistema lineal de salto Markoviano, se
exhibe un marco estocéstico natural que deriva de €l y que permite el andlisis conductual
de las soluciones. Finalmente, una vez definida operativamente la nocion de estabilidad
media cuadrdtica se establecen diversas caracterizaciones, algunas derivadas de la teoria

de Lyapunov antes estudiada, asi como se revisan diversos ejemplos.

Palabras Claves: Funcion de Lyapunov, Cadena de Markov, Sistema Lineal de Salto

Markoviano, Estabilidad Media Cuadratica.



Abstract

The proposed goal is to characterize the stability of a Discrete-Time Markov Jump Linear
System. Specifically, the behavior of discrete dynamical system solutions in a complex
Euclidean space is studied

:L’(k? + 1) = Ag(k)l‘(k’)

when {60(k)} is a Markov chain. Previously, stability theory according to Lyapunov is
studied in complex Euclidean spaces, without considering randomness, and also some
important extensions. Then, for a Markov Jump Linear System, a natural stochastic fra-
mework is exhibited that derives from it and that allows the behavioral analysis of its
solutions. Finally, once the notion of mean square stability is operationally defined, se-
veral characterizations are established, some derived from the Lyapunov theory before

studied, as well as several examples are reviewed.

Keywords: Lyapunov function, Markov chain, Markov Jump Linear System, Mean Squa-

re Stability.
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Introduccion

Motivacion

Un modelo matemético con una dindmica lineal de salto Markoviano es util para estudiar
procesos que estan sujetos a cambios estocasticos en su modo de operacion, la idea es de-
terminar cuadndo estas variaciones en el tiempo van afectando significativamente el com-
portamiento del sistema y como podemos cuantificar las probabilidades de los distintos
escenarios posibles. Ejemplos de procesos de este tipo ocurren en sistemas econdémicos,
sistemas en ingenieria, sistemas robdticos, sistemas de control de aeronaves, grandes es-
tructuras flexibles para estaciones espaciales, control de receptores en centrales térmicas
solares, optimizacion del consumo de combustible en vehiculos, etc., donde los cambios
abruptos pueden deberse a perturbaciones naturales abruptas, fallos o reparaciones de
componentes, cambios de las interconexiones de los subsistemas, cambios violentos en el
funcionamiento de una instalacion a gran escala, el transito irregular de los vehiculos, etc.
Un ejemplo clésico es el modelo discreto que forma parte del modelamiento matematico
del problema de control de receptores en centrales térmicas solares (Ver figura 1) descrito
en [25], dicho sea de paso, este es uno de los primeros Sistemas Lineales de Salto Mar-
koviano que aparece en la literatura y sirvié de motivacion para impulsar el estudio de

dichos sistemas dindmico estocasticos.



Figura 1: Proyecto Solar Crescent Dunes, Las Vegas, EE.UU.

La planta de energia solar Crescent Dunes de 110 MW es la primera instalacion a escala
de servicio publico en el mundo que tiene capacidades avanzadas de almacenamiento de

energia en torre con sales fundidas (Fuente: Solarreserve).

Antecedentes referenciales

Los primeros trabajos de Ji et al. [14], Feng et al. [11], Yang et al. [10], Fang [9], Costa
and Fragoso [4], entre otros abordan el tema de la estabilidad de los sistemas lineales de
salto Markoviano en tiempo discreto cuando la cadena de Markov toma valores en un
espacio de estados finito.

Los libros de Czornik [7] y Costa et al. [6] muestran el estado del arte para esta familia
de sistemas lineales de salto Markoviano en tiempo discreto cuando la cadena de Markov

toma valores en un espacio de estados finito.



La tesis de licenciatura de Mayta [20] representa el trabajo previo mds cercano pues trata
el caso de Sistemas Lineales de Salto Markoviano en Tiempo Discreto sobre un espacio
de estados R? mientras aqui se desarrolla el caso C?. De hecho, nuestro trabajo se basa

mayormente en el libro de Costa et al. [6].

Planteamiento de la realidad problematica

Un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto, es un sistema dindmico

descrito por la recurrencia
x(k+1) = Apgyz(k), k=0, (i)

donde z(k) es un vectoren C%, {#(k)},, es una cadena de Markov con espacio de estados
finito. Para el sistema (i) y cada instante £ > 0: el vector (k) se denomina variable de
estado del sistema, la matriz cuadrada Ay indica el modo de operacion del sistema. Note
que hay una cantidad finita de modos de operacién indexada por el espacio de estados de la
cadena; y que z(k) es de naturaleza estocastica pues los modos de operacion se intercalan
aleatoriamente, de acuerdo a la dinamica de transicion de la cadena de Markov. Un caso
particular de este sistema dindmico estocdstico en tiempo discreto es el modelo lineal
clasico

z(k+1) = Az(k), k>0,

que aparece en la teoria de control al preguntarse por la estabilidad del funcionamiento
del sistema. Entonces un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto es un
modelo mds complejo y su estudio sigue el fin de generalizar los resultados conocidos

para el modelo lineal clasico.



Objetivos

Nuestro objetivo general es establecer para un Sistema Lineal de Salto Markoviano en
Tiempo Discreto un resultado andlogo al que se tiene para un Sistema Lineal en Tiempo
Discreto.

Los objetivos especificos son los siguientes:

1. Desarrollar un test de estabilidad de un Sistema Lineal de Salto Markoviano en
Tiempo Discreto mediante el calculo del radio espectral de una matriz asociada al

sistema.

2. Determinar la ecuacién de Lyapunov para un Sistema Lineal de Salto Markoviano

en Tiempo Discreto.

Hipotesis

Nuestra hipdtesis general es que para un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo
Discreto se puede conseguir un resultado andlogo al que se tiene para un Sistema Lineal
en Tiempo Discreto.

Las hipdtesis especificas son las siguientes:

1. Es factible desarrollar un test de estabilidad de un Sistema Lineal de Salto Mar-
koviano en Tiempo Discreto mediante el calculo del radio espectral de una matriz

asociada al sistema.

2. Es posible determinar la ecuacién de Lyapunov para un Sistema Lineal de Salto

Markoviano en Tiempo Discreto.



Estructura del marco tedrico

El marco tedrico estd en los tres capitulos siguientes y su estructura consta de tres par-
tes, cada una abordada en un capitulo, que se alinean de acuerdo al objetivo principal. El
primer capitulo trata de la teoria de estabilidad de sistemas dindmicos en tiempo discreto
desarrollada por Lyapunov con enfdsis en el potente método de testeo mediante funcio-
nes de Lyapunov con el fin de conseguir una adaptacion posterior al modelo de estudio,
ademds, se establecen las notaciones matriciales y se describe un espacio vectorial de
secuencia de matrices que constituye un dominio natural para ciertos operadores linea-
les asociados a un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto. El segundo
capitulo discute el factor aleatorio del modelo de estudio, especificamente se muestra un
marco estocéstico en el cual se puede describir las soluciones del Sistema Lineal de Salto
Markoviano en Tiempo Discreto, también, se exhiben las técnicas probabilisticas que se
usaran con frecuencia en lo restante del trabajo. El tercer capitulo desarrolla el objetivo
central, primero se aprovecha la propiedad de Markov que rige los saltos entre los modos
de operacion del sistema de estudio para asociarle ciertos operadores que caracterizaran lo
que se conoce como estabilidad media cuadrética, segundo se enuncia el resultado princi-
pal que relaciona diversas caracterizaciones para la nocion de estabilidad media cuadrética
asi como anotar varias observaciones y ejemplos, tercero se prueba el resultado principal

donde el método de la funcién de Lyapunov juega un papel clave.



Capitulo 1

Preliminares

Este capitulo repasa la teoria de estabilidad de un sistema dindmico lineal en tiempo dis-
creto siguiendo el enfoque de Lyapunov. Se inicia estableciendo las notaciones del alge-
bra matricial. En seguida, se muestra que, sobre un espacio Euclideano, la existencia de
una funcién de Lyapunov es una condicion suficiente para la estabilidad de un sistema
dindmico en tiempo discreto, en particular para un sistema lineal se establecen multiples
equivalencias. En la ultima seccion se estudia un espacio vectorial, isomorfo a un espacio
Euclideano, que es el dominio natural de ciertos operadores asociados a un Sistema Lineal

de Salto Markoviano en Tiempo Discreto.

1.1. Notaciones

Los fundamentos requeridos en esta seccion se encuentran en un libro basico de andlisis

funcional o de teoria de operadores, por ejemplo [24] o [23].

Asuma que X e Y son espacios de Banach complejos y sea B(X,Y) el espacio de Ba-



nach de los operadores lineales continuos de X a Y, con la norma uniforme induci-
da representada por || - ||. Por simplicidad sea B(X) = B(X, X). EI radio espectral de
un operador 7' € B(X) es denotado por p(T'). Si X es un espacio de Hilbert el pro-
ducto interno se denota por (-,-); y para ' € B(X), 7™ denota la adjunta del ope-
rador 7. La notacién 7' > 0 (respectivamente 7' > () significa que el operador 7T’
es semidefinido positivo (definido positivo). En particular, R? y C? denotan respectiva-
mente el espacio euclideano real y complejo d-dimensional y B(C¢, C%) (respectiva-
mente B(R?, R¥)) el espacio de las matrices complejas (reales) de orden d x d’, con
B(C?) = B(C? C?) ( respectivamente B(R?) = B(R? R?)). Salvo indicacién contraria,
| - || denotard la norma estdndar en C¢ (respectivamente R?), y para
M € B(C? C%) (respectivamente M € B(R? R?)), |M|| denota la norma inducida
en B(CY, C¥) (respectivamente B(R? R?)). Los superscripts ~,  y * indican la conjuga-
da, transpuesta y transpuesta conjugada de una matriz, respectivamente. Luego, se denota
B(CH" = {M € B(C%): M* = M > 0}. El operador identidad es denotado por I, y
la matriz identidad de orden d x d por I; (o simplemente /). Finalmente, se denotan por

M\i(A),i=1,...,dalos autovalores de la matriz A € B(C?).

Observacion 1. El operador tr(-): B(C?) — C es un funcional con las siguientes pro-

piedades:
1. tr(KL) = tr(LK).

2. Paratodos M, N € B(C?%) con M >0, N > 0,

(min /\Z-(N)> tr(M) < tr(MN) < (méx /\Z-(N)> tr(M).

1<i<d 1<i<d

En efecto, (1) es fdcil de verificar. Para mostrar (2), sean las descomposiciones espectra-

les (ver Corolario 4.3.5, [22]) de las matrices M y N:

M=USU* y N=VAV*



donde U y V son matrices unitarias en C, ¥ = diag[\;(M)] y A = diag|\;(N)]. Se sabe

que

yde (1) se sigue
tr(MN) = tr(USUVAVY) = tr(SUVAVU) = tr (SUVAU V).
Entonces, si se denota por W a la matriz unitaria U*V

tr(MN) = tr(SWAW*) Z)\ )iwijAJ(N

= Z i Z wijAj (N )wi;
=D N(M) Y NNy

i=1 j=1

Luego, como las columnas de W son unitarias se tienen las desigualdades

(1%1201)\ ) Z)\ ) wi;|* < (gﬁé&(l\/)) ,i=1,...,d,

y por lo tanto, multiplicando y sumando se tiene

(i 1) 3 Z M Z DS AV < (i ) iAxM),

Jj=1

que coincide con las desigualdades a probar.

Se define el operador ¢ como sigue: para V = [v; - - - v4] € B(C?) con v; € C*

U1
(V)= : cC?.

Vq



El producto Kronecker de dos matrices K, L € B(C?) es la matriz por bloques
K ® L = [kyL] € B(CT).
Luego, se cumplen las siguientes propiedades (ver [2]):
(KL =K*®L"
O(HKL) = (L'® H)p(K), H € B(C%).
Otra propiedad importante del operador tr(+) asociada al operador ¢ es

tr(K*L) = p(K)"¢(L).

De esta propiedad se sigue

[tr(K*L)| = [p(K)"o(L)] < le(K)lp(L)]] < ver(K*K)y/tr(L*L).
Mis atin, la aplicacién dada por: para K y L en B(CY)
(K,L) =tr(K*L)

define un producto interno sobre el espacio B(C?). Asi, (B(C?), (-,-)) es un espacio de

Hilbert.

Por otro lado, desde que || K'|| = /méx;<;<q \;(K*K) se tiene
d
K] <Y NEK) = (K7 K) < d| K|,
i=1

o lo que es lo mismo,

K| < V(K K) < Vd||K]|.

Es conocido que sobre un espacio finito dimensional todas las normas son equivalentes,

este resultado se usard varias veces en este trabajo. Por ejemplo, al mudar de una norma a



otra se preserva la convergencia. Recuerde que dos normas || - ||, || - ||, sobre un espacio

de Banach X son equivalentes si existen ¢; > 0y cp > 0 tal que para todo = € X,

allzlly < flelly < coflll,.

De la desigualdad p(K') < || K || se deriva la siguiente propiedad que relaciona el operador

tr(-) con la norma matricial || - [|:

A(K)] < dp(K) < d||A]l.

=
E
|
N
&
G
IN
i

Una ultima relacion con normas a usar viene de la desigualdad de Cauchy-Schwartz: para

x € Ce,

[zz*]| = max [lz2”z| = |lzf| - mdx [272| < [|lzf| - méx [|zf||[z]] = 2"z (LD
ll=l1=1 |l 2]|=1 |[2]|=1

1.2. Estabilidad de un Sistema Lineal en Tiempo Discreto
Esta seccion trata del estudio de los Sistemas Lineales de Tiempo Discreto cuya dindmica
es invariante respecto del tiempo en contraste con los Sistemas Lineales de Salto Marko-

viano en Tiempo Discreto donde la dindmica varia de acuerdo a una cadena de Markov

(que son nuestro objeto de estudio).

Considere las siguentes ecuaciones en diferencias

2k +1) = f(x(k)) (12)

z(k+1) = Az (k) (1.3)

10



conk € N, z(k) € C%, f: C* — C¢, A € B(C?). Una sucesién x(0), z(1),... generada
de acuerdo a (1.2) o (1.3) es llamada la trayectoria del sistema. La segunda ecuacion es

un caso particular de la primera ecuacion y es de mayor interés para nuestro estudio.

Primero recuerde que un punto x. € C? se llama punto de equilibrio del Sistema (1.2), si
f(x.) = z. (Esta definicion es andloga a punto singular para una ecuacién diferencial). En
particular, . = 0 es un punto de equilibrio del Sistema (1.3). Las siguientes definiciones

se aplican a los Sistemas (1.2) y (1.3).

Definicién 1 (Estabilidad segtin Lyapunov). Un punto de equilibrio v. € C¢ se dice es-
table en el sentido de Lyapunov si para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que ||x(k) — x.|| < €

para todo k > 0 siempre que ||x(0) — .|| < 4.

Definicién 2 (Estabilidad asintética). Un punto de equilibrio x, € C? se dice estable
asintoticamente si es estable en el sentido de Lyapunov y existe 6 > 0 tal que para
|z(0) — z.|]| < 6 se tiene x(k) — x. cuando k — oo. Ademds, el punto x. es esta-
ble global asintéticamente si él es estable asintéticamente y x(k) — x. cuando k — oo

para todo x(0) € C<.

La definicion dice que un punto de equilibrio es estable si dada cualquier bola con centro
en el punto de equilibrio, se puede encontrar alguna bola (presumiblemente mas pequefia)
de modo que todas las trayectorias del sistema que inicien en un punto de la segunda bo-
la se mantengan dentro de la primera bola. Ademas, si todas las trayectorias convergen
al punto de equilibrio entonces este es estable asintéticamente. Entonces, el problema a
resolver es hallar condiciones suficientes para tener ya sea estabilidad segtin Lyapunov o

estabilidad asintética.

11



Definicion 3 (Funcién de Lyapunov). Sea x. es un punto de equilibrio para el Sistema
(1.2). Una funcion positiva ¢: D — R, donde D es un abierto conexo tal que x, € D C

CY, se dice funcion de Lyapunov para el Sistema (1.2) en x. si
1. ¢ es continua.
2. ¢(z.) < ¢(z) para todo x € D tal que x # x..

3. A¢(z) == o(f(z)) — ¢(x) < 0paratodo x € D.

Figura 1.1: Trayectoria subordinada a una funcién de Lyapunov.
La intensidad del color de las superficies de nivel de la funcién de Lyapunov es
proporcional a los valores asociados, la trayectoria atraviesa el espacio en la direcciéon de

menores valores.

Las propiedades de una funcién de Lyapunov se interpretan como que varia continua-

12



mente en una vecindad del punto de equilibrio (1), que tiene al punto de equilibrio como
unico minimo (2) y que la funcién no crece a lo largo de las trayectorias del sistema (3).
De esta udltima, si la funciéon de Lyapunov solo puede disminuir con el tiempo a medida
que el sistema evoluciona entonces debe tender a su valor minimo, y necesariamente las
trayectorias tenderdn a quedarse cerca al punto de equilibrio (Ver figura 1.1). Es decir, el

punto de equilibrio es estable, esto se precisa en el siguiente teorema.

Teorema 1 (Teorema de Lyapunov, Seccién 9.6 de [19]). Suponga que f: C* — C¢
es continua. Si existe una funcion de Lyapunov ¢ para el Sistema (1.2) en el punto de
equilibrio x., entonces x. es estable en el sentido de Lyapunov. Mds aiin, si Ap(x) < 0
para todo x # x., entonces él es estable asintoticamente. Ademds, si ¢ estd definido
sobre C?y ¢(x) tiende al infinito cuando toda componente de x se vuelve arbitrariamente

grande en magnitud entonces el punto de equilibrio x. es estable global asintoticamente.

Demostracion. Primero, por simplicidad y sin pérdida de generalidad se puede considerar
D={zeC% |z -z <Ry} y0 < e < Ry Desde que f es continua en . entonces

se puede elegir §; < e tal que
si ||lx — x.|| < 01 se verifica || f(z) — z.| <e.

Seam = min{¢(z): &1 < ||z — z.|| < Ry}, por la continuidad de ¢ en x. existe 6 < &;
tal que

si ||lx — x.|| < d entonces p(z.) < P(x) < m.

Asi, si ||2(0) — x.|| < § dela no positividad de A¢ se tiene que (¢(x(k))) es una sucesion

no negativa y no creciente, mas aun

m > @(x(0)) > p(z(1)) = p(2(2)) = - = p(ze),

Se tiene que ||z(1) — z.|| < ¢, si se asume que ||z(1) — z.|| > 0, entonces

o(z(1)) > m, luego ||z(1) — z.|| < d;. Por induccion, si se tiene que ||z(k) — x.|| < &;

13



entonces ||z(k + 1) — .|| < ¢ de modo que por un razonamiento similar al anterior se
concluye que ||z(k 4+ 1) — x.|| < 01. Por lo tanto toda la sucesion (z(k)) estd a una dis-
tancia menor a 9; < e del punto de equilibrio z., es decir, x. es estable en el sentido de

Lyapunov.

Segundo, se tiene que A¢ es continua no negativa y solo se anula en x.. Para

|x(0) — z.|| < & de lo anterior

m = lim ¢(x(k))

k—o0

estd bien definido. Desde que

Ap(a(k)) = o(f(x(k))) = o(x(k)) = p(z(k + 1)) = d(x(k)) = 0,

y (z(k)) admite una subsucesion convergente a T, ocurre que Ag(x(k)) — A¢p(T), asi

5|

)
=Ty
¢(x(k)) = () =m.
Ahora, suponga que que z(k) - x. de modo que exista una subsucesion que converge a
T # x., luego
¢(x(k)) = (&) =m
lo cual es una contradiccién pues de lo anterior @ = ¢(x.). Por lo tanto, z(k) — z. y x.

es estable asintdticamente.

Tercero, tenemos que ¢ estd definido sobre C9, Sea x(k), k > 0, con z(0) € CY dis-
tinto de x., una solucién de (1.2). Suponga que la solucién (x(k)) es acotada considere
m = limy_, ¢(z(k)) y razone de forma andloga a como se hizo en el segundo paso para
concluir que z(k) — z. cuando & — oo. Ahora, suponga que una solucién (z(k)) no es
acotada, entonces existe una subsucesion (z(k;)) tal que z(k;) — oo cuando j — oo. Por

hipétesis se tiene que ¢(z(k;)) — oo, de donde

¢(x(ki)) > p(x(0))

14



para algin k; suficientemente grande. Lo dltimo es una contradiccién pues ¢(x(k)) es no

creciente, por lo tanto la solucién (z(k)) es acotada. [l

El Teorema de Lyapunov se aplica, en particular al Sistema (1.3). Considere la posible

funcién de Lyapunov para el Sistema (1.3) dada por
¢(r) = 2"V (1.4)
con V' > (. Entonces
Ap(x) = ¢(Ax) — o(x)
= (Az)"V(Az) — 2*Vz

=" A"V Az — 2*V=x
=2 (A'VA-V)z.

Con esto se puede presentar el siguiente teorema que establece la relacion entre la esta-
bilidad del Sistema (1.3) y la llamada Ecuacién de Lyapunov. Este es el teorema central
de los sistemas lineales de tiempo discreto, (1.3), que muestra también otras afirmaciones

equivalentes para la estabilidad.

Teorema 2 (Teorema de Estabilidad). La siguiente afirmaciones son equivalentes.

1. x. = 0 es el unico punto de equilibrio estable global asintoticamente del Sistema

(1.3).

p(A) < 1.
3. Para cada U > 0 existe una unica V> 0 tal que

V-AVA=U. (1.5)
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4. Para algiin V> 0, se tiene
V—-—AVA>O.

Demostracion. Se sigue la secuencia

)= (2)=B)=# = (1)

Primero, para probar que p(A) < 1 basta ver que el médulo de todo autovalor de A es
menor que uno. Sea A un autovalor de A, considere z(0) un autovector asociado, Ax(0) =
Az(0), de modo que

z(k) = A*z(0) = \z(0) = 0

cuando k£ — oo, y por ello se requiere que |A| < 1.

Segundo, la Ecuacién de Lyapunov admite solo una solucion. Al aplicar el operador ¢ a

la ecuacién (1.5) se consigue

p(U) = (V) — p(A"V A)
= (V) — (A"® A)p(V)
= (Ip — A"® A%)p(V) (1.6)
Un autovalor de A ® A* es de la forma )\i/\_j con \;, \; autovalores de A entonces de la

hipétesis p(A' @ A) < 1, mds atin I2 — A® ® A* es no singular y la solucién de (1.6)

esta dada por

p(V) =" (A'® A (U)

k=0

[
WE

o (a0 Ua)

@ (Z (A*)kUA’“> .

k=0

b
Il



Como el operador ¢ transforma soluciones de (1.5) en soluciones de (1.6) biinivocamen-
te, se verifica que

(A*) U AF

NE

V:

o

o

converge absolutamente y es la solucion de (1.5).

Ahora, asuma que U es definida positiva. Luego, como la operacion conjugacion es con-

tinua y aditiva se sigue

(i (A*)kUAk>* _ i (( UAk) i": U Ak

k=0 k=0 k=0

asi, V' es hermitiana. Para x € C" se tiene

Ve = Z z* (AU ARy
k=0

(A*z) U (ARz) > 0,

k=0

ademéds, si z*Vx = 0 entonces x*Ux = 0y asi x = 0. Por lo tanto, V' es definida positiva.

Tercero, (4) es concecuencia directa de la afirmacion (3).

Cuarto, suponga que V' > 0 cumple V' — A*V A > 0. Claramente ¢(z) = x*Vx define
una funcién de Lyapunov para el Sistema (1.3), del Teorema de Lyapunov se sigue que
z. = 0 es estable global asint6ticamente. Si z. es un punto de equilibrio estable global

asintéticamente se tiene que x. = Ax., asi
0=o¢(x.) — p(Azx.) = —Ap(x,) = z.*(V — AV Az,

y por hipétesis x, = 0.
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Desde que (1.3) tiene un tnico punto de equilibrio cuando este es estable, es comun decir

en este caso que el Sistema (1.3) es estable.

Este teorema serd extendido para el caso en el que la matriz A evolucione en el tiempo,

seglin una dindmica de Markov, en el Teorema 4 del capitulo 3.

1.3. El espacio H’

Sea el conjunto de indices I = {1,2,...,7}. Es de interés estudiar las secuencias de
I-matrices, donde S indica el numero de estados de la cadena de Markov asociada al Sis-
tema (3.1). Entonces, es conveniente introducir el espacio H*?', como el espacio vectorial
de las secuencias de I-matrices V = (V4,...,V;) con V; € B(C¢ C?%), i € I. Por sim-
plicidad, sea HY = H®?. Para V = (V;,...,V;) € H%*? se definen las siguientes normas

. . . . . U
equivalentes en el espacio finito dimensional H%< :

Vi = vl

i€l
1/2
IVly = <Zt1‘(VfVi)>
iel

Ve = max{|[Vi[]: @ € I}.

Es facil verificar que H%? es un espacio de Banach con cualquiera de estas normas y, de
hecho, (H*?, || -||,) es un espacio de Hilbert, con el producto interno dado, para U =

(Uy,...,U)yV = (W,..., Vi) en HA, por

V)= UV,

i€l

18



Es también conveniente definir las siguientes normas equivalentes inducidas || - ||, y || - ||,

en el espacio finito dimensional B(H?). Para Z € B(H?),

12l = sup [[Z(V)Il}, (2], = sup [[Z(V)],

Vi, =1 IVil,=1
Para V = (V4,...,V;) € H* se denota V* = (V;*,...,V;) € H*? y se dice que

V € H% es hermitiano si V* = V. Sean

H* ={V e H’: V* =V}

H™ ={V =(Vi,...,V;) e H*™: V; > 0,i € T}

y se escribe, para U = (Uy,...,U;)) y V = (Vi,...,V;) en HY, que U > V si
U-V = U —-V,...,U = V;) € H, yque U > V si U; — V; > 0 para todo
i € I. Se dice que un operador Z € B(H?), es hermitiano si Z(V') € H%* para cualquier

V € H%, y que es positivo si Z(V') € H* para cualquier V' € H?*.

Se define el operador ¢ como sigue: para V = (Vi,...,V;) € H*¢

(V1)
o(V) = : e Cc.

(V)

Observacion 2. Es fdcil de verificar que la aplicacion ¢ : H** — C¥ es un isomorfis-
mo lineal, asi todo operador Z € B(H®) pueden ser representado en B(C*) como la

aplicacion p|Z] definida por
AENV) = Z(g7H(V)), V e H.
Claramente se tiene p(p|Z]) = p(Z) desde que

A € C es autovalor de p[Z] < A € C es autovalor de Z.
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Observacion 3. Para todo W € B(CY) existen W € B(CY), i,5 = 1,2, tales que
W9 =0y WY < |[W| parai,j=1,2,y

W= (W"—W"?) +V/-1(W* —w?).
De hecho, se puede escribir
W=Ww!'+v-1W?

donde

1 1
W= SV W) W= (W W),

Desde que W' y W? son autoadjuntos, y todo operador autoadjunto en C? puede des-
componerse en su partes positiva y negativa (ver la observacion del Teorema 4.2.11 en

[23]), se tiene que existen Wi € B(CH)™, i, j = 1,2, tales que
Wl — Wll _ Wl2 W2 — W21 _ W22.

Entonces para todo V = (V,...,V;) € H, se puede hallar V¥ € H, i, j = 1,2 tales
que VY|, < [V, y

V=V"-V?)+V=1(V*-V=).

La siguiente proposicion se deduce de la decomposicion de matrices cuadradas en matri-

ces semi-definida positiva dada en la Observacion 3.

Proposicion 1 ([16], Lema 1). Sea Z € B(H?). Las siguientes afirmaciones son equiva-

lentes

1. ParatodoV € H** se cumple

|1Z¥(V)||, = 0 cuando k — oc.
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p(2) < 1.
3. Para algunos 0 < n < 1 < f3 se tiene

1251, < Bn¥, k=0,1,2....

4. ParatodoV € Ht
S IZFW), < o
k=0

Demostracion. De la Observacioén 3 para cada V = (Vy,...,Vs) € HY, se puede hallar

Vi e H, 4,5 = 1,2 tales que ||V, < [|[V],y

V= (V"-vVE) V-1 (Vv
Desde que Z es un operador lineal se sigue

||Zk(v)”1 — ||Zk’ (Vll) o Zk <V12) + /_1 (Zk (V21) . Zk (V22)) ||1
2
< IRV,
ij=1

Por lo tanto, tener convergencia para todo V' € H%" equivale a tener convergencia para

todo V € H-.

Como en el Teorema 2 se sigue la secuencia
1) =02)=0B) ==

Del razonamiento anterior es facil verificar todas las implicaciones salvo (2) = (3). Asu-
ma que p(Z) < 1, de la férmula del radio espectral para operadores acotados (Teorema

3.1.10 de [24]), limy, oo ||Zk||11/k = p(Z), se consigue que

1+ p(2)

ZF) Y <
125l 5

<1, k=ky+1lky+2,...
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con ky suficientemente grande. Por lo tanto si se toma

1+ p(Z
W:+§>

cey a/k’o

1/k
n>max{1 ERER] }

se verifica (3).

Proposicion 2 ([17], Lema 1). Sea Z € B(HY). Si p(Z) < 1 entonces para todo U € H*

existe una tinica V € H¢ tal que

V=Z2V)+U. (1.7)
Mads aiin .
V=67 ((Les — ¢12]) 'p(U)) = Y ZMU).

Ademds, si Z es un operador hermitiano entonces
U=U"<V=V"
y si Z es un operador positivo

U>0=V>0

U>0=V>0.

Demostracion. Aplicando el operador ¢ a la Ecuacién (1.7) se tiene

p(V)=¢lZle(V)+o(U). (1.8)
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De la Observacion 2 se tiene que p (¢[Z]) < 1, asi, la ecuacién previa admite una dnica
solucién. Si V' es solucién de (1.7) entonces ¢(V') es solucién (1.8), por lo tanto (1.8)

admite una unica solucion dada por

V=07 ((Tes — ¢1Z)'¢(U)) .

Ademds, de la proposicion anterior se tiene que - Z¥(U) es convergente y ademds

verifica la Ecuacién (1.8), luego

vV=> zHU). (1.9)
k=0

Ahora, suponga que Z es hermitiano entonces si V' = V* tomando tranpuesta conjugada
a la Ecuacion (1.7) se concluye U = U*. Por otro lado, por induccién se verifica que
Z¥ también es hermitiano para cada k& > 0 de modo que si U = U* de la férmula de

sumatoria para V', Ecuacién (1.9), se tiene que V' = V*.

Por altimo, de manera similar las dos tltimas implicaciones se derivan usando la férmula

de sumatoria para V. [
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Capitulo 2

El modelo estocastico

Aqui se trata la construccion de un marco estocdstico que deriva de un Sistema Lineal
de Salto Markoviano en Tiempo Discreto, en el cual se puede estudiar las soluciones de
este modelo estocdstico. Para ello previamente se adicionan las notaciones de la teoria
de probabilidad haciendo enfésis en el concepto de esperanza condicional y se revisa la
teoria de cadenas de Markov tratando especialmente el problema de la construccién como

proceso estocdstico sobre el espacio de realizaciones.

2.1. Teoria de la probabilidad

Los fundamentos de la teoria de la probabilidad se pueden hallar en libros cldsicos como

(3], [8] o [21].

Suponga que (€2, F,P) es un espacio de probabilidad. Este es el modelo matematico para

el espacio de las realizaciones o resultados de un experimento aleatorio. Aqui €2 es un
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conjunto, F es un o-dlgebra sobre 2 y P es una medida en F con P(Q2) = 1. Los ele-
mentos de F se llaman eventos, y se entiende que F es la informacion provista por el
experimento aleatorio. Un elemento arbitrario de €2 es denotado por w. Cada elemento w
es interpretado como una realizacién del experimento aleatorio. Se dice que una Propie-
dad ocurre casi seguramente, escrito c.s., cuando la probabilidad del evento definido por
todas las realizaciones w que satisfacen la Propiedad tiene medida 1. Suponga que (S, S)
es un espacio medible. Este es el modelo del espacio de estados de un experimento alea-
torio. Tipicamente S es un espacio métrico completo y separable con o-algebra de Borel
S = Bs, particularmente el espacio de estados puede ser R? (o C?) y B(R?) (o B(C?)).

Un elemento de S es un posible estado del fendmeno estocdstico.

Las funciones medibles S-valuadas se denominan elementos aleatorios o variables de es-
tado 'y generalmente se indican con X, Y, Z u otras letras maytsculas. Particularmente, si
el espacio de estados es R (C) un elemento aleatorio es conocido como variable aleatoria
real (compleja) o simplemente variable aleatoria; si es R? (C?%), un elemento aleatorio es
conocido como vector aleatorio real (complejo); y si es B(R?), un elemento aleatorio es
conocido como matriz aleatoria real (compleja). La integral de una variable aleatoria real
respecto a P es llamada esperanza o valor esperado, y se escribe E[X] para [ X dP. La
esperanza de una variable aleatoria real X es un promedio generalizado del conjunto de
valores que puede tomar X, interpretacion igualmente vélida para las definiciones de es-
peranza que siguen. La integral de una variable aleatoria compleja se define como la suma
compleja de la integral de la parte real mas v/—1 veces la integral de la parte imaginaria.
La integral de una vector aleatorio (o una matriz aleatoria) se define componente a com-
ponente. Siempre que esté definido la integral de un elemento aleatorio X se mantiene el
nombre de esperanza asi como la notacion E[X] para la integral | X dP. La variable alea-
toria 14 es la funcion que vale 1 sobre Ay 0 en otro caso. Esta es llamada la indicadora de

A. Los eventos tales como {w: X (w) € A}, con A € S, son usualmente abreviados por
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{X € A}. Para seguir el mismo espiritu de la interpretacion de o-algebra, la informacién
asociada al elemento aleatorio X es la coleccion de todos los eventos {X € A}, esto
resulta un o-dlgebra conocido como o-dlgebra generado por X y denotado por o(X).

Ademds, los eventos de la forma {w: X (w) > a} (con a € R) se abrevian por {X > a}.

Dado un elemento aleatorio X, se puede definir una probabilidad sobre el espacio de
estados S por

Py(A)=P(X € A), A€S.

La probabilidad Px es llamada la ley de X o la distribucion de X, para indicar esto se

denota X ~ Px. Cuando X es una variable aleatoria real se define 'y : R — [0, 1] por
Fx(x) =Px(] —o0,2]) =P(X <z), zeR

La funcién Fx es llamada funcion de distribucion de X . Esté funcidn caracteriza a la ley

de una variable aleatoria en el sentido siguiente:
Py =Py siysolosi Fy = Fy.

Por esta razén, también se usa la notaciéon X ~ Fx a cambio de X ~ Pyx. Algunos

ejemplos de distribuciones de variables aleatorias son las siguientes.

1. Uniforme discreta: Se denota X ~ Uni(xy,...,x,) para indicar que la variable
aleatoria X toma valores sobre {z1,...,2,}y
. 1
Uni(zy,...,2,){2x}) =P(X =a) =—, k=1,...,n.
n

2. Binomial de pardmetros n y p: Se denota X ~ Bin(n,p),n > 1,0 < p < 1, para

indicar que X tomas valores sobre {0,1,...,n}y

Bin(n, p)({k}) = P(X = k) = (Z)pk(l — )" k=0,1,...,n.
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Si F' es absolutamente continua, se dice que f = F” es la densidad de F. Si tal F es la

funcion de distribucion de una variable aleatoria X, entonces

Px(A)=P(X € A) = /Af(x)dx

Aqui, sigue siendo valido escribir X ~ fx en lugar de X ~ Flx. Algunos ejemplos de

distribuciones con densidad son las siguientes.

1. Uniforme sobre un abierto (o un cerrado) £ de R: Se denotada X ~ Uni(F) para

indicar que X toma valores sobre I y admite funcion de densidad igual a

1
—1 R
donde ) es la medida de Lebesgue en R.

2. Gaussiana de pardmetros 1y o%: Se denota X ~ N(m,0?), m € R,0? > 0, para

indicar que X toma valores sobre R y admite una funcién de densidad igual a

! e_($_m)2/(2‘72), z € R.
2mo

Cuando m = 0y 0% = 1, tal X se llama Gaussiana estdndar.

Es posible utilizar la ley de una variable aleatoria para computar esperanzas: Si g es me-

dible acotada o no negativa, entonces

Si F'x tiene una densidad f entonces

E[X] = /:Ef(x)dx.

La media de una variable aleatoria es su valor esperado. El p-ésimo momento de X es

E[X?] donde p es un entero positivo. La varianza de una variable aleatoria X es el segundo
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momento de la variable centrada X — E[X]. Para el cdlculo de los momentos de una

variable aleatoria es util la siguiente proposicion: Si X > 0y p > 0, entonces
E[X?] = /pxp_I]P’(X > x)dx.

La prueba de esta afirmacion muestra que la igualdad también es vélida si se reemplaza
P(X > z) por P(X > z). Una primera desigualdad elemental es la llamada desigualdad
de Markov: Si X > 0ya > 0,

1
EX.

a

P(X >a) <

Una segunda desigualdad elemental es la desigualdad de Jensen: Si g es una funcion
convexa sobre Ry P(X = a) = 1 —P(X = b) = p > 0 entonces la desigualdad de
convexidad

g(pa+ (1 —p)b) < pg(a) + (1 — p)g(b)

se escribe

9(EX) < Eg(X). (2.1)

Esta desigualdad sigue siendo valida cuando X es un vector aleatorio en R¢ integrable y

g es una funcién convexa sobre R? tal que g(X) es integrable (Lema 3.5 en [15]).

Se dice que dos eventos A y B son independientes si cumplen el principio multiplicativo

P(AN B) =P(A)P(B). Los eventos Ay, ..., A, son independientes si
P(A;, NA;,N---NA;, ) =P(A;,))P(A,) - - P(A;,)

para cada subconjunto {i1, ..., de{1l,...,ntconl <i; <--- <i, <n.SiAdyB
son independientes entonces A°y B son independientes, esto motiva la siguiente defini-
cién. Se dice que dos o-dlgebras G y H son independientes si Ay B son independientes

paratodos A € Gy B € H. Dos elementos aleatorios X e Y son independientes si lo son
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sus o-dlgebras generadas o(X ), o(Y"). La definicién de independencia de n o-dlgebras o
de n elementos aleatorios es hecha de manera similar. Si f y g son funciones medibles y
X e Y son independientes, entonces f(X)y ¢g(Y') son independientes. Esto se sigue desde
que la informacién proporcionada por f(Z) es una subinformacién de la proporcionada

por Z.

La funcién Fxy(z,y) = P(X < z,Y < y) denota la llamada funcion distribucion
conjunta de las variables aleatorias X e Y (La coma dentro de los conjuntos significa
“interseccion”; esta es una convencion estandar en probabilidad). Dada esta definicidn, se

tiene la siguiente caracterizacion:
Fxy(z,y) = Fx(z)Fy(y), z,y € R« X e Yson independentes.

Es conocido que si X e Y son independientes y X e Y son integrables o no negativas,
entonces

E[XY] = E[X]|E[Y].

De manera similar se puede definir la funcion de distribucion conjunta de un vector alea-
torio real de dimension d > 2. Incluso, se puede definir una funcién de distribucién sobre
C vy, por lo tanto, una funcién de distribucién conjunta de un vector complejo. Por esta
razon, se tienen las siguientes generalizaciones de una distribucion Gaussiana a espacios

Euclideanos.

1. Distribucién Gaussiana multivariante en R%: Se denota X ~ N (m, %), m € RY,
¥ € B(R%), ¥ > 0, para indicar que X toma valores en R? y admite una funcién de
densidad igual a

L exp {—1(33 —m)'S (2 — m)} , z€R%
2rdet(2) 2

Aqui, m = EX es llamado vector de medias 'y

Y =E[(X —m)(X —m)"
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es llamada matriz de covarianzas. Cuando m = 0y X = Id, tal X se llama vector

Gaussiano estdndar.

2. Distribucién Gaussiana multivariante compleja en C%: Se denota X ~ CN (m, %, K),
m € C4 ¥, K € B(CY),% > 0, para indicar que X = (X1,....74) toma valores
en C?y el vector

(ReXy,...,ReXy, ImXy, ..., ImXy)

tiene distribucién Gaussiana en R?? con vector de medias y matriz de convarianzas
unicamente determinadas por las matrices m, >, K. Aqui, m = EX es llamado
vector de medias'y

Y =E[(X —m)(X —m)" (2.2)
es llamada matriz de covarianzas 'y

K =E[(X —m)(X —m)]

es llamada matriz de pseudo-covarianzas. Para mas detalle revisar la seccion 3.7 de

[12].

Si {Aj},>, es una sucesién de conjuntos, se define { Ay i.v.}, leido “Ay infinitas veces”,

por

m>1k>m

Este conjunto consiste de los elementos w que estdn en infinitos A;’s. Una simple pero
importante proposicién es el lema Borel-Cantelli. Este consta de dos partes, considere

que Ay, A,, ... esuna sucesion de eventos. Primero,

> P(A) < o0 = P(Apiw) =0.
k=1

Segundo, si ademas la sucesion de eventos es independiente

Y P(A) =400 = P(Apiv) =1
k=1
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También, se define { Ay eventualm.}, leido “Aj, eventualmente”, por

{Ay eventualm.} = U ﬂ Ag.

m>1k>m
Este conjunto consiste de los elementos w que estan en los A;’s a partir de cierto indice

ko. Se tiene la relacion natural
{ A eventualm.} C {Ay i.v.}.
Ademas, usando las leyes de Morgan se tiene que
{Ax¢ eventualm.} = { Ay i.v.},
y por lo tanto, cuando A;, As, ... es una sucesion de eventos,
P(Ariv.) =0 = P(A eventualm.) =1

(Aqui, A° denota el complemento del evento A).

Ahora, existen varios tipos de respuestas a la pregunta ;la sucesién de elementos alea-
torios X, converge? Primero, asuma que el espacio de estados S es un espacio métrico
separable con métrica d. Una manera natural de responder es decir que X converge a X
casi seguramente, es decir, si el evento {d(Xy, X) — 0} tiene probabilidad 1. Otra forma

de respuesta es decir que Xy, converge a X en probabilidad si para cada € > 0,
P(d(Xg, X) >€) =0

cuando k — oo. Segundo, cuando S es un espacio de Banach, para p > 1, se dice que X,
converge a X en L, si

Ef| Xk = X|"] =0

cuando k — o0. Y tercero, deje que S sea solo un espacio métrico con métrica d, se dice

que Xy converge a X en ley (0 en distribucion) si

E[h(Xy)] = E[A(X)]

31



para toda funcién h: S — R continua y acotada. El siguiente enunciado muestra las

relaciones entre estos tipos de convergencia.
1. Si X} — X casi seguramente, entonces X; — X en probabilidad.
2. Si X}, =+ X en L,, entonces X;, — X en probabilidad.

3. Si X;; — X en probabilidad, entonces existe una subsucesion n; tal que

Xk, — X casi seguramente.
4. Si X, — X en probabilidad, entonces X; — X en distribucion.

El tipo de convergencia que nos interesa en el presente trabajo es la convergencia en L>
también llamada convergencia en “media cuadratica”. Note que la convergencia en media
cuadratica implica la convergencia casi segura, algo similar también ocurre cuando se

habla de estabilidad de un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto.

Esperanza condicional

Considere que G C F es un o-dlgebra y X una variable aleatoria integrable, la esperanza
condicional de X dado G, denotada E[X|G] y leido “la esperanza de X dado G”, es una

variable aleatoria 1V, G-medible, tal que
E[W14] =E[X1,4], A€g. (2.3)

La probabilidad condicional de A € F dado G es definida por P(A|G) = E[14]G].
Si Y7, Y5 son dos variables aleatorias G-medibles con
E[Y114] = E[Y214], A€,
entonces Y7 = Y5, c.s., y asi la esperanza condicional es dnica bajo equivalencia casi

segura.
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En el caso que X sea G-medible, E[X|G] = X. Si X es independiente de G,
E[X|G] = EX. Ambos casos se siguen inmediatamente de la definicién. Para otro ejem-
plo, si {A;}, es una coleccién finita (o numerable) de eventos disjuntos dos a dos cuya

unién es €2, P(A;) > 0 para todo i, y G es el o-dlgebra generada por los A;’s, entonces

P(ANA;)
P(A|G) = ————1y4,.
A10) = X =57 L
Esto se sigue desde que el lado derecho de la igualdad anterior es G-medible y toman-
do esperanza se verifica la Ecuacion (2.3). Este candidato proviene de la definicién de

probabilidad condicional elemental: Si P(B) > 0, entonces

P(AN B)

PIAIB) = —5 5

Una propiedad importante y facil de verificar a partir de (2.3) es la ley de la esperanza

iterada:
E [E[X|g]] = E[X]. (2.4)

De hecho, la esperanza condicional es una generalizacion de la esperanza. Fijado un
o-dlgebra G, la existencia de la esperanza condicional de X dado G esta garantizada por la
integrabilidad de X . Se usa la notacion E[X |G| para referirnos a alguna W' que verifique
las propiedades que definen la esperanza condicional. El operador E[-|G] definido sobre

el espacio de las variables aleatorias integrables es lineal y mondtono:
ElaX +Y|G] = «E[X|G] + E[Y|G] c.s.,
X <Y = E[X]|G] < E[Y]|F] c.s.
Se puede verificar que los teoremas limites tales como el teorema de convergencia monéto-
na y convergencia dominada tienen su version con esperanza condicional, asi como las

desigualdades de Markov y de Jensen. Asi, por ejemplo, se tiene la desigualdad de Jensen

para esperanza condicional: Si g es convexa

9 (E[X|9]) < E[g(X)|g] ¢.s.
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siempre que X y g(X) sean integrables. Un hecho clave es el siguiente: Si X y XY son

integrables e Y es G-medible, entonces

E[XY|G] = YE[X|G] c.s.

Una generalizacion de (2.4) es la ley del condicionamiento iterado: Si H C G C F' son

o-algebras, entonces
E[E[X|G]|H] = E[X|H] = E [E[X[H]|F]. (2.5)
Como caso particular se tiene que
E[E[X|G, H][H] = E[X|H]

donde E[X |G, H] := E[X|o(G, H)].

Cuando G = o(Y), usualmente se escribe E[X|Y]| y P(A|Y) para E[X|G] y P(A|G),
respectivamente (Es decir, se acostumbra escribir el elemento aleatorio a cambio de su
o-dlgebra generada). Una notacién que es comtinmente usada es E[X|Y = y]. Para dar
significado a esto se apela al lema de Doob-Dynkin: Si W es o(Y')-medible entonces
W = h(Y') para alguna funcién h Borel medible. Sea W = E[X|Y] y elija una funcién
h Borel medible tal que W = h(Y), entonces F[X|Y = y] es definido como h(y).

SiX € Loy M ={W € Ly: W es G-medible}, se puede mostrar que F[X|G] es igual
a la proyeccién de X sobre el subespacio M. Esto da nuevas luces en la interpretacion de
la esperanza condicional, ahora se puede entender E[X'|G] como la mejor aproximacion
de X en media, dada la informacién proporcionada por G. Asi muchas propiedades ya
mencionadas se vuelven intuitivas. También, de la misma manera como se hizo con la
integral, se puede definir la esperanza condicional de variables aleatorias complejas y

vectores 0 matrices aleatorias.
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Un concepto importante es la independencia condicional: Sea G C F un o-dlgebra, se

dice que dos eventos A, B € F son independientes dado G si
P(AN B|G) = P(A|G)P(B|F),
y se dice que dos elementos aleatorios X e Y son independientes dado G si
P(X € AY € B|G) =P(X € A|G)P(Y € B|G) (2.6)
para todo par de medibles A y B. Luego, X e Y son independientes dado G si y solo si
E[g(X)n(Y)|G] = E[g(X)|GIE[A(Y)]|F]

para todo par de funciones g, h medibles y acotadas. Otra forma ttil de la independencia

condicional es la siguiente: X e Y son independientes dado G si y solo si
E[h(Y)|G, X] = E[n(Y)|F]
para toda funcién ~ medible y acotada, o lo que es lo mismo,
P(Y € B|G,X) =P(Y € B|G)

para todo medible 5. Cabe mencionar que esta nocion de independencia condicional ge-

neraliza la nocion previa de independencia.

2.2. Cadenas de Markov

Suponga que 7" es un conjunto de indices. Dado un experimento aleatorio, 7" denotara el
espacio temporal asociado a este experimento. Usualemente 7' = N (tiempo discreto),
T =10,1) o T = [0, +00[ (tiempo continuo). Un proceso estocdstico es entendido como
una coleccidn de observaciones de la realizacién de un sistema que evoluciona a lo largo

del tiempo, esto motiva la definicion dada a continuacion.
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Definicion 4. Una coleccion de elementos aleatorios (Z), ., sobre un espacio de proba-
bilidad (2, F,P) con valores en un espacio medible (S, S) es llamado proceso estocdstico

S-valuado con conjunto de indices T

Recuerde que la nocién de informacion es capturada por el concepto de o-algebra, mds
aun, una cadena de informacion en aumento es lo que se conoce como filtracion. Una
familia de o-dlgebras (F;),., C F es llamada filtracion si F; O F, para todo t,u € T
con t > u. Se dice que un proceso estocdstico Z = (Z;),., es adaptado a una filtracion
(Ft)yer i 0(Z;) C F; paratodo t € T. El proceso de observacién de un sistema que
evoluciona con el tiempo induce una cadena de informacion dada por la recoleccién de
las observaciones hasta el tiempo ¢. Asi, todo proceso estocdstico (Z;),., siempre admite
una filtracién que lo adapte, llamada filtracion candnica, dada por: F; = o(Z,: u < t),

paracadat € T.

Definicion 5 (Propiedad de Markov). Un proceso estocdstico (Zy),. tiene la Propiedad

de Markov si para todost > uwen'l' y para todo B € S se cumple que

P(Z, € B|F,) =P(Z; € B|Z,) 2.7)

En adelante, se cuando se trate con procesos de Markov en tiempo discreto, en este caso
T = N, el proceso estocdstico se acostumbra a denotar (Zy),, y la propiedad de Markov

se escribe: paratodo k > 0y B € S se verifica
P(Zi+1 € B|Zk, ..., Zo) = P(Zk1 € B|Zy).

Segun la nocién de independencia condicional, la propiedad de Markov nos dice que el

futuro Zj ;1 es independiente del pasado Z;_1, ..., Zy dado el presente Z, es decir,

E[Q(Zk+1)h(zk,1, ceey Zo)‘Zk} = E[Q(ZkJrl)‘Zk]E[h(Zk,l, ey Z0)|Zk]
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para todo par de funciones medibles y acotadas g, h (tales que la igualdad anterior tenga

sentido).

Ahora, note que la dindmica de transicién de un estado al estado posterior inmediato
esta descrita por

]P)(Z;H_l S Blfk),

de modo que depende del instante k, el estado Z; y los posibles estados posteriores 5B
(esto por la Propiedad de Markov). Cuando esta dindmica no muda respecto a la variable
temporal £, se dice que el proceso tiene la Propiedad de homogeneidad temporal. La pre-

cision de estas nociones se hacen en seguida.

Definicion 6. Una funcion P: S x & — R se llama probabilidad de transicion si
a. Paracada z € S, A P(z, A) es una medida de probabilidad sobre (S,S).
b. Paracada A € S, z — P(z, A) es una funcion medible.

Se dice que un proceso estocdstico (Zy,),~, es una proceso de Markov en tiempo discreto

(adaptado a la filtracion (Fy,) r>0) con probabilidad de transicion Py distribucion inicial
[T
1. p es una probabilidad sobre (S,S)y Zy ~ 1.
2. Paracadak > 0ycada B € S,
P(Zy+1 € B|Fr) = P(Zy, B).

Ejemplo 1. Sea (X},) una sucesion de variables aleatorias Bernoulli idénticamente dis-
tribuidas con P(X; = 1) = 1 — P(X; = —1) = p > 0. Se define un camino aleatorio en

S = 7Z como la sucesion de variables aleatorias reales dada por

k

i=1
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Entonces, la familia (Zy,) es un proceso de Markov. Fijado w, la aplicacion k — Zi(w)
describe el camino de una particula que parte desde el punto x haciendo saltos a sus
vecinos mds cercanos con una preferencia p de ir hacia la derecha. Note que para el
camino aleatorio la distribucion inicial es una medida delta de Dirac concentrada en x y

la probabilidad de transicion estd determinada por el arreglo

¢

p j=i+1
QUi,j)=q1-p j=i—-1,

0 c.0.c

\

de la siguiente manera

P(i,A) =) Q(.j), i€Z, ACL.
jEA
En general, para toda realizacion w € (), la aplicacion t — Z;(w) se llama trayectoria del
proceso, el espacio de las trayectorias del proceso es el espacio funcional ST (ver figura
2.1). Ahora, se puede pensar al proceso estocastico como un elemento aleatorio que para
cada realizacién muestre la trayectoria asociada, es decir, como la funcién Z: €2 — ST,
w — Z(y(w). Entonces, surge la cuestion de saber si esta funcién es medible (respecto del
o-algebra producto ST), o en menor exigencia, si induce de manera tnica una probabili-
dad en S”. Una respuesta afirmativa requiere que la coleccién de elementos aleatorios que
conforman el proceso estocdstico satisfaga cierta condicion de consistencia. Los procesos

de Markov en tiempo discreto si gozan de cierta consistencia que deriva de la Propiedad

de Markov.
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Figura 2.1: Camino aleatorio en Z.

Evolucién temporal de las trayectorias del camino aleatorio (Fuente: Wikipedia).

Sea (Zj) o un proceso de Markov en tiempo discreto con probabilidad de transicion P

y distribucion inicial p. La familia de probabilidades definidas por

P(Zy € By, ..., 7, € By) = / ;L(dZO)/ P(z9,dz) - / P(zr_1,dz), (2.8)
BO Bl Bk
donde By, ..., By € Sy k > 0, tiene la siguiente Propiedad: para todo k£ > 0,

P((Zo,...,Z%) € B, Zui1 €S) =P((Zo,..., %) € B), BeSH!, (2.9)

El espacio producto (IIf_(S, ®F (S) se abrevia por (S"*+!, §¥1). Recuerde que una fa-

milia de probabilidades finito dimensionales (1), ., donde v es una probabilidad sobre
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(Sk+L S*+1), se llama consistente si para todo k > 0

VkJrl(B X S) = I/k(B), B e SkJrl.

Teorema 3 (Teorema de Extension de Kolmogorov). Sea (vy),~, una familia consistente
de probabilidades finito dimensionales. Si S es un espacio métrico completo y separable
entonces existe una tinica medida de probabilidad sobre (SY, SN) tal que las proyecciones

o, k: SN — S*! tienen como ley a vy, k > 0.
Demostracion. Considere el dlgebra de los cilindros finito dimensionales
A={m! (B): Be 8" k>0}.

Desde que el o-dlgebra producto SN es generado por el dlgebra de los cilindros finito
dimensionales, el Teorema de Extension de Caratheodory (Teorema A.1.3 de [8]) nos
dice que es suficiente definir una aplicacién sobre A que sea o-aditiva. En nuestro caso,

se puede probar aditividad y continuidad en el vacio que implican la o-aditividad.

Note que para B € S**! se puede imaginar la siguiente cadena
V(B) = Vgy1(B X S) = vgao (B X SQ) = =y (B X S{k+2’k+3"“}) ,

donde v seria la probabilidad que queremos definir. Esto sugiere que efectivamente tal v

verificaria my__j ~ vk, y que es natural definir
v(my ' (B)) =u(B), siBE€ SHL,

como la aplicacién candidata. En efecto, esta aplicacion estd bien definida: Si

T w(B) = ,(A) con k < nentonces A = B x S"7* y asi

[ARR)

v(mgl W(A) =v, (BxS" %) = =u(B)=v (' ,(B)).
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777777777777

=v, (AUB xS"")
= Vp(A) + v, (B x S"7F)

..........

Resta ver que v es continua en el vacio. Sea B,, = 7, !

.....

tal que B, | 0se quiere probar que
v(B,) 1 0.

Por contradiccidn, sin pérdida de generalidad se puede suponer que k,, es creciente y que

existe 0 > 0 de modo que
6 <v(B,) =uw, (B, n>1.

Por la Propiedad de rigidez de una medida finita sobre un espacio métrico completo y
separable (Proposicion 2.7.18 de [21]) se tiene que

1

I/(Bn \ f(n) = an(Bn \ Kn) < on+1

J

para algun compacto K, C B,,,n > 1. Sea C’n = ﬂ?zl f(l- entonces

> v (B K)
25_22i1+152%5
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Dado que los C',,’s son conjuntos no vacios asociados a los compactos K,,’s y el espacio

de estados es completo, se puede esperar que
N6= k40
n=1 n=1

lo cual claramente es una contradiccion con la hipétesis B, | 0. En efecto, para cada

n > 1 elija
(z5,27,...) € C, = ﬂ 7T0_1k1(K2)
i=1

Luego, como la secuencia k,, es creciente, la sucesion (z{, ...z} ) estd el compacto K; y
n 0> k1

admite una subsucesion convergente a un punto (zo, . . . 2, ) € K7, por simplicidad,
(29,-.-21,) = (20,-..2r,) cuandon — oco.

De igual manera, pricticamente se puede considerar que la sucesion (zg, ... zj,) en el

compacto K es tal que
(20, 2py) = (205 -+ Zhys Zhyg1-- -5 2ky) € Ko cuando n — oo.

Este procedimiento se puede seguir replicando, de este modo queda definido recursiva-

mente el punto z = (2, z1,...) € SN con la Propiedad
70, k(%) = (205 -, 20,) € K, n> 1

Es decir, se tiene un punto
o
A ﬂ f(n
n=1
O

El Teorema de Extension de Kolmogorov resuelve el problema de garantizar la existencia
de un proceso estocéstico. Este teorema muestra la construccién de un espacio de proba-

bilidad (Q2, F,P) = (SN, S, v) llamado espacio candnico en el cual se puede definir un
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proceso estocdstico dado por las proyecciones canénicas m,: SN — S, & > 0, llamado
proceso candnico. En particular, cuando se trabaja con un proceso de Markov en tiempo
discreto no es dificil verificar de las ecuaciones (2.8) y (2.9) que la familia de probabili-

dades finito dimensionales

es consistente, por lo tanto, existe el espacio canénico
(Q, Fou, Pu) = (SY, 8%, v)

y el proceso de Markov canénico (7). De hecho, lo que vale para un proceso de Markov
candnico también vale para un proceso de Markov sobre un espacio de probabilidad ar-
bitrario, por tal razén se puede asumir que se esta trabajando con el proceso de Markov
canénico. Cuando la distribucién inicial es deterministica 1 = d¢,1(-), con x € S, se de-
nota F, para la esperanza respecto a P, := P,,. Por ultimo, cuando un proceso de Markov
en tiempo discreto toma valores en un espacio de estados numerable se acostumbra a de-

nominar cadena de Markov en tiempo discreto.

2.3. Marco estocastico de un Sistema Lineal de Salto Mar-

koviano en Tiempo Discreto

Sea el modelo estocastico dado por la ecuacion
:L’(k? + 1) = Ag(k)x(k’) (2.10)

donde 6(k) es una cadena de Markov tomando valores en un conjunto numerable I (En el
capitulo siguiente I = {1, ..., I'}). Luego la coleccién de vectores acoplados (z(k), 8(k))

toma valores en C¢ x I, para cada k > 0, este proceso se llamar4 proceso acoplado. Como
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ocurri6 en la seccion anterior con un proceso de Markov en tiempo discreto, surge la pre-
gunta ;se puede garantizar la existencia de un proceso estocastico de esta naturaleza?. Si,
de hecho, el proceso acoplado es un proceso de Markov en tiempo discreto con espacio

de estados C¢ x I.

Sea el espacio de las trayectorias del proceso acoplado
Q= (C'x1)"

con o-dlgebra producto

F = (Bea x 20)".

Se sabe que el espacio de estados C? x I provisto con la topologia produto es un espa-
cio métrico completo separable (Combinar el Corolario 14.1.8 y la Proposiciéon 13.5.1
de [13]). Luego, para mostrar que el proceso acoplado define una familia consistente de
probabilidades finito dimensionales es suficiente ver que efecctivamente es un proceso de
Markov en tiempo discreto, esto se basa en la interpretacion de la propiedad de Markov
como una independencia entre futuro y pasado dado el presente, como se muestra en la

siguiente proposicion.

Proposicion 3. Sea {0(k)}, ., una cadena de Markov sobre 1, y sea {x(k)},~, un proce-
so estocdstico definido por la Ecuacion (2.10) con estado inicial x independiente de la
cadena de Markov, ambos procesos definidos sobre un espacio de probabilidad (Q, F, P).
Entonces el proceso acoplado {(x(k),0(k))} ;. es un proceso de Markov en tiempo dis-

creto sobre C* x 1.

Demostracion. Para k > 0, sea Gy, = o(6(1): | < k) la filtracion candnica de la cadena

de Markov (k) entonces la filtracién

Fr. = (G, 2(0))
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adapta al proceso acoplado (z(k), 0(k)).
Sea k > 0, desde que z(k + 1) = Agyz(k) es o(x(k), §(k))-medible se sigue
B [1ptp(olh+1), 00+ 1) | i = B 1o o0k + 1) 12(6(k + 1)) | i

= 1p(z(k+1))E[1p2(0(k + 1)) | Ge, 2(0)]

de la independencia entre 2(0) y #(k + 1), dado el o-dlgebra Gy,

=1pi(z(k+1)E[1p(0(k+1)) | G
=l1pi(x(k+1)E[1p(0(k+1)) | 6(k)]

de la independencia entre §(k + 1) y el vector z(k), dado 6(k),
= 1pi(z(k+ 1)) E[1p2(0(k + 1)) | 0(k), x(k)]
=Elpiyp(x(k+1),0(k+1))|0(k),z(k)] cs.,

para todo B! x B? € Bga x 2.

Sea la familia de medibles en Bea x 2! que satisfacen la Propiedad de Markov para el

proceso acoplado
M = {B € Bea x 25 E[lp(a(k +1),0(k + 1)) | Fo] = E[1p(x(k +1),00k + 1)) | 0(k), 2(k)] c.s.} ,
entonces previamente se ha mostrado que

cCcM

donde
C = {Bl X B2 EB(Cul X 21[2 B1 GBCd,BQ S 211}

es la familia de rectingulos medibles de F. Desde que la familia de rectdngulos medibles
es un 7-sistema que genera el o-4lgebra producto, por el Lema de Dynkin (Teorema A.1.4

del Apéndice de [8]), basta demostrar que M es un A-sistema para concluir lo requerido.
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En efecto, primero note que C? < € M, segundo si B C A en M entonces por linealidad

de esperanza condicional se tiene

Ellap(x(k+1),0(k +1)) | Fi] = E[(1a — 1p)(x(k + 1), 0(k + 1)) | Fi
Ella(z(k+1),0(k +1)) | Fi]
BEllp(z(k+1),0(k +1)) | Fi]
= Ela(e(k +1),0(k +1)) [ 0(k), z(k)]
Ellp(z(k+1),0(k +1)) | 0(k), x(k)]
= E[(La = 1p)(x(k +1),0(k + 1)) [ 0(k), z(K)]
= E [1ag(z(k+1),0(k + 1)) | 0(k), z(k)] c.s.,

y tercero si B, en M con B,, T B entonces por la version condicional del teorema de

convergencia monotono

Ellp(z(k+1),0(k+1)) | Fr) = lim E[lg, (x(k+1),0(k+ 1)) | Fx

n—oo

= lim Elp, (v(k +1),00k + 1)) | 0(k), x(k)]

n—oo

= Bllp(a(k +1),0(k + 1)) | 0(k), 2(k)] c.s.
O

Como el proceso acoplado es Markoviano, el Teorema de Extensiéon de Kolmogorov ga-
rantiza la existencia del espacio candnico (2, F,P) y el proceso acoplado canénico de-
finido por las proyecciones 7 : € — C? x I. La filtracién asociada al proceso acoplado

canonico es la filtracion definida por
Fr =o(mo,...,m), k=>0.
Entonces queda determinado el espacio de probabilidad filtrado candnico

(Q, F, (Fk),P) sobre el cual se estudiard al Sistema (2.10). De hecho, si 7, = (r(k), d(k))
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conr(k): : Q — C% §(k): : Q — T entonces {§(k)} es una cadena de Markov y {r(k)}

es un proceso que cumple la ecuacion

T(k‘ + 1) = Ag(k)T(l{?), k> 0.

Sobre el espacio de Hilbert C¢ = Ly(Q2, F,P, C%) de las variables aleatorias F-medibles
C?-valuadas cuadrado integrables se define el producto interno

(XY} —E[xY] = Y E[Fvd.

i=1
donde E[] es la esperanza de variables aleatorias complejas, y la norma asociada de-
notada por | - ||,. Sea lo(C?) = II;>oC? el espacio producto de las sucesiones en C*,

r={r(k): k >0}, conr(k) € C?paracadak > 0,y tales que

Zr(k;)*r(k)] < 0.

k>0

Il =D llr(k)ll; = E

k>0

Para cada r, s € l5(C?), el producto interno (r, s) es dado por

(r.s) = Y (r(k), s(k)) < [Irllyllslly-

k>0

Se define el subespacio C? C I,(C?) de la siguiente manera: r € C?sir € [,(C?) y
r(k) € Lo(Q, Fi,P,C%) para cada k > 0. Se tiene que C? es un subespacio vectorial
cerrado de I5(C?) y por lo tanto un espacio de Hilbert, este es el espacio que contiene a
las soluciones del Sistema (2.10). También se define Cg como el formado por los elemen-
tos 79 € Lo(Q, Fo, P, C?), este es el espacio de los vectores de estado inicial del Sistema
(2.10). Finalmente se define ©y como el conjunto de todas las variables Jy-medibles I-

valuadas, este es el espacio de los modos de operacion inicial del Sistema (2.10).
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Capitulo 3

Estudio de los Sistemas Lineales de

Salto Markoviano en Tiempo Discreto

Ahora se aborda el estudio del comportamiento de las trayectorias definidas por un Siste-
ma lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto, llamado simplemente Sistema Lineal
de Salto Markoviano. Un enfoque moderno es el tratamiento hecho en la referencia [6],
en el cual estd basado nuestro trabajo. Primero, se define la notacién a usar y la nocion de
estabilidad del Sistema Lineal de Salto Markoviano como un comportamiento asintético
de las soluciones del sistema. Segundo, se revisan algunos ejemplos para luego concluir
con la prueba del teorema central que versa sobre las distintas caracterizaciones de la es-

tabilidad del Sistema Lineal de Salto Markoviano.

48



3.1. Definicion y operadores asociados

En adelante, se fija el marco estocdstico (€2, F, { F}, P), por ejemplo el marco estocdstico
descrito en la tercera seccién del capitulo anterior. Aqui {0(k): k > 0} es una cadena de
Markov adaptada a la filtraccion (Fj) tomando valores sobre I = {1,2,...,I}, en este
caso, su probabilidad de transicion estd dada por una matriz (de transicién) P = [p;;].
Las condiciones iniciales del sistema son el vector de estado inicial zy € C¢y la variable
salto inicial 6y € O se asumen independientes. Los modos de operacion del sistema estan
dados por la secuencia de [-matrices A = (A;,...,Aj) € H?. Asi, se define el Sistema
lineal de salto Markoviano en Tiempo Discreto mediante la dindmica siguiente

k+1)=A k), k>0
( ) e(k)x() (3.1)

SL’(O) = Xy, 0(0) = 90

Se sabe que, en general, el proceso {z(k): k£ > 0} no es un cadena de Markov, sin embar-
go, el proceso acoplado {(x(k),0(k)): k > 0} silo es. Esto es justamente la Proposicién
3, haciendo un razonamiento similar se llega a concluir el importante lema que viene a

continuacion.

Lema 1 ([6], Seccién 2.3). Dados k >0y j €1,
P(O(k + 1) = jlz(k),0(k)) = P(0(k + 1) = j|0(k)) = pow);»

donde

Do(k)j = sz‘jl{@(k)=i}'

1€l

Demostracion. Como o(x(k),0(k)) C o(x(0),6(0),...,0(k)) se sigue

PO(k + 1) = jlz(k), 0(k)) = E[E[L{pr1)=5 |2 (k), 0(k)]|2(0), 0(0), ..., 0(k)]

= E[E[l{e(k+1)=j}|x<0)’ 9(0)7 B 79<k)] |:L‘<k?), 9(/{3)],
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de la independencia de 6(k + 1) y x(0),
= E[E[1{p(r+1)=310(0), . .., 0(k)] |z (k), 6 (k)]
de la Propiedad de Markov,

= E[E[L{gg+1)=|0(k)]x(k), (k)]

= E[L{ppr+1)=530(k)]-

Ahora antes de pasar a estudiar la estabilidad del sistema que nos hemos propuesto nece-
sitamos estudiar primero los valores esperados de la variable de estado en cada periodo

temporal.

Primero, note que

Luego, para cada k > 0 e ¢ € [ se consideran las notaciones:

@ (k)
glky=1| + | eC¥, (3.2)
qr(k)
(k) = E [2(k)L{pp)=y] € C, (3.3)
Q(k) = (Qu(k), ..., Qi(k)) € H', 3.4)
Qi(k) = E [z(k)x (k) Lip)=iy] € B(CHT, (3.5)
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p(k) = Efz(k)] = Zqﬂc) e, (3.6)
M(k) = E [z Z Q;(k) € B(CH* (3.7)

A continuacién, se deducen ecuaciones recursivas para (3.3) y (3.5).

Proposicion 4 ([6], Proposicion 3.1). Para todo k > 0y j € 1 se verifica
Loqi(k+1) = 3 iy pijAigi(k).
2. Qi(k+1) =3 i AiQi(k) A
3. E[[le(k)|*] = E [[[ Aoy - - Aoz (0)[|”] < dQ(R)]);-

4 1QK)l, < E [lla(k)[I]
Demostracion. Dados k > 0y j € L. Para (1), de la definicién de g;(k + 1) se sigue
¢;(k + 1) = E [Ag 2 (k) Logr1)=7)]

ZAl“ )L000)=iy Lok+1)=5}

i€l

- Z AE [2(k)Liom=iy Lioh+1)=53 ]

i€l

= AR [E [2(k)Liogy=iy Lo [z(k), 6(k)]]

1€l

= ZAl]E [ (k)l{g( k)=i} P (0(k+1) = jla(k), e(k))}
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Analégamente para (2), de la definicién de @);(k + 1) se tiene

Qi(k+1) =E [Ag, x(k)x(/f)*Aewf1{e<k+1>:j}]

= AE [a(k)z(k) Lipg=iy Loes1)=5y] A
i€l

= 5" AE [E [e(k)a(k) Log—i Lipws =g 2 (k), 60(k)]] A;
1€l

= ZAiIE [2(k)x (k) Liom=iypij| A

= piAiQi(k

i€l

Dado k > 0. Para (3),

Ell|lz(k)]") = E[z(k)*z(k)] = Y _E [2(k) 2(k) L]

=u Z Qz(k)>

<d

< dy QiR = QR

i€l

Para (4), de la desigualdad del Teorema I.11, capitulo 3, en [18] y de la desigualdad (1.1),
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se tienen las dos desigualdades siguientes

IR, =Y | [w(k)a(k) Low=n] ||
jel
<Y CE [[lx(k)2 (k)| Lioy=3)
jel
< ZE k)1 io(e)= i}} =K [Hm(k)“Q] .
jel

]

La Proposicion 4 sugiere definir los siguientes operadores lineales, que tienen como do-
minio el espacio de las sucesiones de /-matrices H (el cual fue estudiado en la dltima

seccion del capitulo 1),

T() = (Ti(),-.., Ts() € B(H)
L()=(Li()s---, Ls(-) € BH)

como sigue: paraV = (Vy,..., V) € Hlei,j €1

T(V) =Y p;AViA; € B(CY) (3.8)
i€l

Li(V) =) pyA;V;A; € B(CY). (3.9)
Jel

Con estas definiciones, de la Proposicion 4 se tiene que la conexion entre el operador 7"y

la matriz de segundos momentos definida en (3.4) estd dada por

Qk +1) = T(Q(k)) (3.10)

y asi

Q(k) = T*(Q(0))-

De las definicién de 7, para V. € H? se tiene T;(V)" = T;(V*) y por lo tanto

T(V)" = T(V*), luego, el operador 7 como aplicacién de H%* a H% es hermitiano,
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similarmente para £. Ademads, desde que una aplicacion V' +— AV A* preserva la propie-
dad de ser semidefinido positivo y p;; > 0 se tiene que 7 como aplicacién de H** a He*
es positivo, similarmente para £. Mds ain, la siguiente proposiciéon muestra la relacion

entre ambos operadores.

Proposicion 5 ([6], Proposicion 3.2). El operador adjunto de T es L, es decir,
T =L.

Demostracion. Sean U,V € H“ entonces se sigue

jel

=Y u(T;(V)U))
jel

= Z Zpijtr (Az‘/z*Az*Uy)
j€l el

= Z pijtr (‘/Z*AZ*UJAZ>
i,J€l

= Ztr <V}* <Zpiin*Uin>>
i€l 1€l

=) (V' Li(U)
i€l

= (V. L(U)).

]

Para cada M = (M, ..., M;) € HY, diag[M] = diag[M;] € B(C¥) se denota la matriz
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diagonal por bloques de M dada por

M, 0 - 0

‘ 0 M, --- 0
diag[M|] =

Luego, se define

B = (P'® I,) diag [A] € B(C") (3.11)
A= (P'® Ip) diag [4; @ A;] € B(CTY) (3.12)

Para cada j € 1,

q1(k)
BJ"q(k) = [ p§'1A1 pE‘SAI ] :
q1(k)

= Zl%j&%’(@-

1€l

Asi de la Proposicion 4 se tiene que la matriz B y el vector de primeros momentos definido

en (3.2) se relacionan como sigue
q(k+1) = Bq(k) (3.13)

y asi

Proposicion 6 ([6], Proposicién 3.4). Para cada Q € H se tiene

P(T(Q)) = Ap(Q).
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Demostracion. Sea j € 1,

i€l

=@ (Z pjiAiQiAi*)

v (T5(Q)) -

Por lo tanto de la Proposicién 6 y la Proposicion 5 se consigue

p(A) = p(A") = p(T) = p(L).

La siguiente proposicion garantiza que la estabilidad del operador segundo momento ga-

rantiza la estabilidad del operador primer momento.

Proposicion 7 ([6], Proposicion 3.6). Si p(A) < 1 entonces p(B) < 1.

Demostracion. Es suficiente mostrar la siguiente afirmacion: para todo vector e de C* se
tiene

B¢ — 0 cuando k — co.

Fije las bases {¢;: i = JdI}y{v:i=1,...,d}de C¥ y C? respectivamente. Para

1 <i<dyj €l asuma las condiciones iniciales zo = v; y 0y ~ 5{j}(') en el Sistema
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homogéneo (3.1). Entonces ¢(0) = e;4(j_1)q y de la Ecuacién (3.13) se sigue

2 2
1B ei-nall” = 1B a(0)|I” = lla(k)|I”

= lla®)]?

lel

— Z |E [z(k)L{ok)=1] H2

lel

<D E[llz(k)Lpw=nll’]

lel

= (Qu(k))

lel

< Y dlQuk)| = Q)

lel

Ahora, de la Proposicion 6 se tiene

? (Q(k)) = A*¢(Q(0))

con Q;(0) = v;v;* y Q;(0) = 0 paral # j. Luego, como ¢ es un isomorfismo y p(A) < 1
entonces ||Q(k)||, — 0 cuando k — ooy asf ||B¥e; 1 (j_ia4l| — 0 cuando k — co. Desde

que 7 y j son arbitrarios se cumple la afirmacién para todo vector en la base de C*. [

Observacion 4 ([6], Observacion 3.7). Sin embargo, la estabilidad del operador primer
momento, B, no garantiza la estabilidad del operador segundo momento A. Por ejemplo,
considered =1, 1 = 2,

A =07, Ay =125

y
1 05 05
o5 05
En este caso
_ 0,35 0,625 A 0,245 0,78125
0,35 0,625 0,245 0,78125
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Luego p(B) = 0,975 < 1 pero p(A) = 1,02625 > 1.

3.2. Estabilidad

Definicion 7 (Estabilidad Media Cuadratica). Se dice que el sistema (3.1) es estable en
media cuadratica (EMC) si para cualesquiera condiciones iniciales xo, € Cg, 0y € O

existen p € C%y M € B(C)™ tales que
1. ||pu(k) — p|| = 0 cuando k — .
2. |IM(k) — M| — 0 cuando k — .

A continuacion se presenta el resultado principal, el cual establece condiciones necesarias

y suficientes para la EMC del sistema (3.1).

Teorema 4 ([6], Teorema 3.9). Las siguientes proposiciones son equivalentes:
1. El sistema (3.1) es EMC.

2.
p(A) < 1.

3. Para cada U € H*, U > 0, existe un vinico V € H, V > 0, que resuelve

V—T(V)=U. (3.14)

4. ParaalginV € Het V> 0, se satisface

vV —T(V)>0. (3.15)
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5. Existen 0 < n < 1 < 3, de modo que para todo xy € Cdy todo 0y € Oy,

E [|lz(k)|]*] < B9"E [|lzol*] . & >0. (3.16)

6. Para todo xy € Cy todo 0y € O se tiene
> R [fla(k)]?] < oo. (3.17)
k=0

Este resultado sigue siendo vdlido si se reemplaza, en (3.14) y (3.15), T por L.

Observacion 5. Del Teorema 4 es fdcil ver que el sistema (3.1) es EMC equivale a ver
que M(k) — 0 cuando k — oc. Esto serd evidente luego de la revision de las pruebas
de la Proposicion 10y la Proposicion 12. Ademd, de los items 3 y 4 de la Proposicion 4
se sigue que el sistema (3.1) es EMC si y solo si la solucion {x(k): k > 0} converge al

origen en media cuadrdtica.

Definicion 8 (Estabilidad Estocastica). Se dice que el sistema (3.1) es estable estocastica-

mente (EE) si para cualesquiera condiciones iniciales x, € Cg, 0y € O
> R [|lak)]*] < (3.18)
k=0

Corolario 1. Si el sistema (3.1) es EMC entonces para todo x, € Cg y todo 0y € O se

tiene que existe v > 0 tal que
, 1
hmsupgln |lz(k)|| < —v P-c.s..
k

Demostracion. Si el sistema (3.1) es EE existen constantes 0 < n < 1 < f3 tales que para

todo k£ > 0 se tiene
E [|lz(k)|*] < Bn"E [[|2(0)]°] .

59



Seal < v < —% In 7 entonces, por la desigualdad de Markov, se tiene

P (el > ) < B[], k>0,

y por lo tanto, sumando sobre k£ € N, se consigue

oo
D_P (la(®)l > ) < —27kZ]E l(
k=0

B
< e_gwkE[llx(O)IIQ}
k=0
= BE [|lz(0)]"] 3 (")" < oo, (3.19)
k=0

De esta desigualdad, el lema de Borel-Cantelli nos asegura que
P (|lz(k)|| > e ™ iv. ) =0.
Es decir,
1
P (E In ||z(k)|| < —v eventualm.) =1,
y asi
1
P (h’msupgln |z(k)| < —”y) =1
k
O

Definicion 9 (Estabilidad Exponencial Casi Segura). Se dice que el sistema (3.1) es es-
table exponencial casi seguramente (EECS) si para cualesquiera condiciones iniciales

zo € C, 0y € O si existe y > 0 tal que
1
lim Supgln |lz(k)|| < —v P-cs.. (3.20)
k

Observacion 6. A continuacion se esquematizan las relaciones entre los tipos de estabi-

lidad definidos:

EE < EMC = EECS.
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Por otro lado, en [5] muestran que cuando la cadena de Markov {0(k): k > 0} toma

valores en un espacio infinito numerable entonces se pierde la equivalencia entre EE y

EMC.

3.3. Ejemplos

A continuacién se listan algunos ejemplos que muestran la diversidad de comportamien-
tos que pueden tener los sistemas lineales de salto Markoviano. En los ejemplos, se usa el
test del radio espectral para determinar si hay estabilidad por ser el més conocido y facil

de computar.

Ejemplo 2 (EMC no implica estabilidad de los modos de operacién, Ejemplo 3.18 de
[6]). Sea {0(k)},~, una cadena de Markov que toma solo dos estados y tiene matriz de

transicion

0,1 09
0,9 0,1

Sean los dos posibles modos de operacion

2 -1 01
Al = ) AZ =
0 0 0 2

Observe que cada modo de operacion es inestable. Sin embargo, el sistema es EMC pues
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el operador segundo momento

[ 04 —02 —02 01]0 0 0 09 |

0 0 0 0loo0o0 18

0 0 0 0000 18

A |0 0 0 0fooose
36 —18 —1.8 09/0 0 0 0,1

0 0 0 01000 02

0 0 0 01000 02

0 0 0 0000 04]

es estable (p(A) = 0,4 < 1). Es decir, la estabilidad del Sistema Lineal de Salto Marko-

viano no implica la estabilidad de los modos de operacion del sistema.

Ejemplo 3 (Estabilidad de los modos de operacion no implica EMC, Ejemplo 3.17 de
[6]). Sea {0(k)},~, una cadena de Markov que toma solo dos estados y tiene matriz de

transicion

0,5 0,5
0,5 0,5

Sean los dos posibles modos de operacion

0 2 0,5 0
Al = ) A2 =
0 0,5 2 0

Observe que cada modo de operacion es inestable. Sin embargo, el sistema es EMC pues
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el operador segundo momento

(000 2 [0125 00 0]
000 05|05 000
000 05|05 000
L | 00001 2 000
000 2 (012500 0
000 05|05 000
000 05|05 000
(0000125 2 00 0]

no es estable (p(A) = 2,125 > 1). Es decir, la estabilidad de los modos de operacion del

sistema no implica la estabilidad del Sistema Lineal de Salto Markoviano.

Ejemplo 4 (EECS no implica EMC). Sea {0(k)},., una cadena de Markov que toma

solo dos estadosy matriz de transicion

0,6 04
0,1 0,9

Sean los dos posibles modos de operacion

0,2 1 0,9 04
Al = ) A2 =
0 0,2 0,5 0,2

Como se muestra en el ejemplo de la seccion V de [1], el Sistema Lineal de Salto Marko-
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viano es EECS. Sin embargo, el sistema no es EMC pues el operador segundo momento

[ 0024 012 012 06 |0,004 002 002 010 |
0 0024 0 012| 0 0004 0 002
0 0 0024 012 0 0 0004 002
0 0 0 0024] 0 0 0 0004

0,324 0,144 0,144 0,064 |0,729 0324 0324 0,144

0,8 0,072 008 0032|0405 0,162 0,18 0,072

018 008 0,072 0032|0405 018 0,162 0,072

010 004 004 0016|0225 009 0,09 0,036

no es estable (p(A) = 1,14375 > 1). Es decir, la estabilidad exponencial casi segura del

sistema no implica la estabilidad media cuadrdtica.

Ejemplo 5 (EECS, un contragjemplo, Ejemplo 4.6 de [10]). End = 1, considere Ay, As, ... As
niimeros positivos, y {0(k): k > 0} una cadena de variables aleatorias independientes e

idénticamente distribuidas de tal manera que
E [ln ”A9(0)|H =0.

Luego, el conjunto de variables aleatorias {In || Ayl : k > 0} son independientes,
idénticamente distribuidas, centradas y tienen varianza finita de modo que por la Ley del

Logaritmo Iterado (Teorema 3.25 en [26])

In|lA coo+In || Ag—
P (lfmsup nfl sl £ -+ In |l Ao | = 1) = 1.
k V202kInln k
Luego,
limsup In || Agg—1y - - - Ag(o)|| = +00 P —c.s.
k
y ast

limksup lx(k)|| = ll’mksup | Age—1) - - - Apyz(0)|| = +00 P — c.s.
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Andlogamente, se llega a mostrar que
h’mkinf |lz(k)| = limkinf | Age—1) - - - Apyz(0)|| = —o0 P —c.s.

Por lo tanto, no hay EECS pues las trayectorias del Sistema Lineal de Salto Markoviano

oscilan en todo el espacio C.

Ejemplo 6 (EMC no implica EE, Observacién 6 de [5]). Cuando la cadena de Markov
{0(k): k > 0} toma valores en un espacio de estados numerable, los conceptos de EMC

y EE no son equivalentes. De hecho, considere el Sistema Lineal de Salto Markoviano

B.1)cond=1,
/ )
F)ii :1 AZ: I 5 ':1,2,3,...
o Y 1+ 1 !

0o
0o+ k

En este caso

z9? — 0, cuando k — 0o,

E [la(k)]* | 2(0),6(0)] =

y 2o € C¢ domina a la sucesion de esperanzas condicionales. Entonces, por el Teorema

de Convergencia Dominada se tiene que
E [Hx(k)]m =E[E [H:c(k)”2 | 2(0),6(0)]] — 0, cuando k — oo,

para cualesquiera condiciones iniciales 6y € Oq, o € Cg, es decir, el Sistema Lineal de

Salto Markoviano es EMC. Sin embargo, cuando xq = 1y 0y = 1 se tiene que

—+o0 ) +o0 1
ZE [[z(®)[] = ZH—k = +09,
k=0 k=0

es decir, el sistema no es EE.
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3.4. Demostracion del Teorema de Estabilidad

Teorema 5 ([6], Teorema 3.19). Si existen U,V € H*, U,V > 0, cummpliendo

entonces

Este resultado sigue siendo vdlido si se reemplaza T por L.

Demostracion. Como p(A) = p(L) se estudia el sistema lineal

Y(k+1) = LY (k) .

Y (0) =Y, € He*
Ahora, si el origen es estable global asintéticamente entonces de la Proposicion 1 se tiene

lo requerido.

Defina la funcién ¢: H4* — R como sigue: para Y € H4*
oY) = (V.Y) =) t(¥;V))

jel

_ Z tr(Y}V}lﬂleﬂ)

jel

=Y (V1% > 0.

jel
Del Teorema 1 (de Lyapunov) basta que ¢ sea una funcién de Lyapunov del Sistema (3.21)

en el origen, para ello es necesario verificar las siguientes propiedades:
a) ¢ es continua.
b) ¢(Y) > ¢(0) = 0 paratodo Y # 0 en HeF.

c) Ap(Y) = ¢(L(Y)) —¢(Y) < 0 paratodo Y # 0 en H .
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d) ¢(Y) — oo cuando ||Y]|, — oo en HT.

En efecto. Para cada W € H%", denote

A (W) = min min \;(W;) >0

J€el 1<i<d

A (W) = méx max A\, (W;) > 0.

jel 1<i<d

Mis adn, como V,U > 0 se tiene que Ay (V) > Ay (V) > 0, Ay (U) > A\ (U) > 0.

Luego, para Y = (Y1,...,Y;) € H*, de la Observacion 1 se satisface

y asi

Ademas,

por lo que

Am(V) Zd: Ai(Y;) < tr(V;Y5) < Au(V) Zd: Ai(Y5)

VI =) () =Y > x(yy)?

jel jel i=1

jel i=1 jel i=1 jel i=1

IY],=0 & MNY)=0i=1,...,d jel

d
[V, o0 & DD M) o

jel i=1

YA < (zzw) <1 S A

(3.22)

Entonces, (b) y (d) son consecuencia de la Ecuacién (3.22). La continuidad de ¢ en (a)

es consecuencia de su definicién como producto interno. Por dltimo, para mostrar (c), de
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la Proposicion 5 se sigue

Ap(Y) = o(L(Y)) = o(Y) = (V. L(Y)) = (V. )
=(T(V),Y) = {V,Y)
=(V-U0Y)-(VY)
= —({U,Y)

< =Aa(U) DY Ni(Y5) <0
cuando Y # 0 en H¢". O

De manera similar, desde que p(7) = p(.A), de la Proposicion 2 se obtiene el siguiente

resultado.

Proposicion 8 ([6], Proposicién 3.20). Si p(A) < 1 entonces existe una iinica V€ H¢,

tal que
V=T(\V)+U

para cada U € HY. Mds aiin,
= V=97 ((Les = 2[T)) ' 0(U) = 2o THU):
n U=U"=V=V"
s U2>0=V >0.
s U>0=V>0.

Este resultado sigue siendo vdlido si se reemplaza T por L.

Proposicién 9 ([6], Proposicion 3.25). Si p(A) < 1 entonces existen 0 <n < 1 < f3, de
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modo que para todo ¢ € C¢y todo 0y € O,
E [[l2(k)[*] < B"E [[lzo]*], &> 0.

Demostracion. Suponga p(7T) = p(A) < 1. Entonces, de la Proposicién 1, existen

0 <7 < 1< 3 demodo que
IT", <Bn* k=0,1,...
Desde que Q(k) = T%(Q(0)), de las desigualdades de la Proposicién 4 se sigue

Elllz(k)I"] < dIQK)Il,
< d| T, Q)]
< dBn"E [||zol”] -

Claramente se tiene lo requerido con 3 = dJ3. O

La siguiente proposicion muestra que EE implica EMC.

Proposicion 10 ([6], Proposicion 3.24). Si el Sistema (3.1) es EE entonces también es

EMC.

Demostracion. De la Ecuacion (3.17) y de la tercera desigualdad en la Proposicion 4
se deduce que

1R, < Ellz(k)[*] =0

cuando k — oo para cualesquiera condiciones iniciales zo € C¢y 0(0) € ©,. Luego,

desde que p(A) = p(T) < 1, la Proposicién 7 implica que p(B) < 1. Asi,

Q(k) =0, q(k) = Bq(0) = 0,
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y por lo tanto

M(k) — 0, wu(k) —0

cuando k — oo para cualesquiera condiciones iniciales xo € C¢y 6(0) € Oy. 0

Ahora, se establece la conexién entre el radio espectral de A y la EMC. Primero, de la

Ecuacién (3.10) se tiene
Q(k) = T*(Q(0))

y asi

M(k) = Y Q;(k) = Y THQ(0)).

jel jel

Como p(T) = p(A) queda establecido el siguiente resultado.

Proposicion 11 ([6], Proposicion 3.22). Si p(.A) < 1 entonces el Sistema (3.1) es EMC.

Segundo, a continuacién se enuncia la afirmacién reversa.

Proposicion 12 ([6], Proposicion 3.23). Si el Sistema (3.1) es EMC entonces p(A) < 1.

Demostracion. Desde que A = T, es suficiente mostrar que p(7) < 1. Por hipétesis,
existe M > 0 tal que M(k) — M cuando k — oo para todo zy € Cly 0y € ©,. Para
xo = 0 se tiene Q(0) = 0y de ello
M(k) = ) T(Q(0)) =0,
jel

es decir Ml = 0. Entonces, para todo Q(0) € H¢"

T*(Q(0)) — 0.
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Ademds, las matrices componente de cualquier Q = (Qy,...,Q;) € He" corresponden
a la matriz convarianza de algun vector aleatorio complejo con distribuciéon Gaussiana

compleja multivariada, es decir,

Qi = Elzoro™] = Q4(0)

con condiciones iniciales zo ~ C'N(0,Q;,0) y 0y ~ d1;3(+). Luego, desde que 7" es lineal
se tiene que

THQ) — 0

para todo ) € H*. Asi, por la Proposicién 1, p(7) < 1. O

Finalmente se realiza la prueba del Teorema 4.
Demostracion. Se sigue la secuencia
2)=B)=@=02)=06=06)=01)=(2)

dada en la secuencia de resultados: Proposicion 8, directo, Teorema 5, Proposicion 9,

Directo, Proposicion 10, Proposicion 12.
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Analisis de resultados y conclusiones

Analisis de resultados y constrastacion de hipoétesis

En cada item siguiente se analiza puntualmente las partes del presente trabajo.

= Respecto del buen planteamiento del problema es necesario construir un marco ma-
tematico para el estudio del sistema dindmico estocdstico. Especificamente, en la
ultima seccion del capitulo 2, para un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiem-
po Discreto se pueden estudiar las trayectorias solucién como parte de una cadena
de Markov asociada al sistema (Proposiciéon 3) con lo cual queda resuelta esta cues-
tion.

= Una metodologia general para el estudio de un sistema dinamico estocdastico es la
teoria de estabilidad segin Lyapunov. Cl4sicamente, esta metodologia es util para
un sistema dindmico en tiempo discreto (Teorema 1) y, en particular, para un Siste-
ma Lineal en Tiempo Discreto (Teorema 2). Lo interesante es que se puede aplicar,
con alguna adecuacion, a un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Dis-

creto (Teorema 5).

» La Estabilidad Media Cuadratica (EMC, Definicién 7) de un Sistema Lineal de Sal-
to Markoviano en Tiempo Discreto admite un paisaje completo (Teorema 4) analo-

go a la caracterizacion de la estabilidad de un Sistema Lineal en Tiempo Discreto
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(Teorema 2). Es decir, la hipdtesis general se cumple y EMC puede considerarse co-
mo la generalizacion natural de la nocién de estabilidad para un Sistema Lineal en
Tiempo Discreto. Especificamente, la segunda afirmacion del Teorema 4 es un test
de radio espectral para un Sistema Lineal de Tiempo Discreto asociado al Sistema
Lineal de Salto Markoviano y la tercera afirmacion del Teorema 4 es un conjun-
to de ecuaciones de Lyapunov en forma compacta para el Sistema Lineal de Salto

Markoviano. Por lo tanto, las hipotesis especificas también son satisfechas.

= La nocién de estabilidad para un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo
Discreto tiene diversos sabores: EMC, Estabilidad Estocéstica (EE, Definicion 8) y
Estabilidad Exponencial Casi Segura (EECS, Definicion 9). Cuando la cantidad de
modos de operacidn del Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto es
finita (nuestro caso de estudio) se tiene la equivalencia entre EMC y EE, las cuales
implican EECS (Observacion 6). Sin embargo, la infinitud de modos de operacion
posibilita que se pierda la equivalencia entre EMC y EE (Ejemplo 6) haciendo notar

que la cantidad de modos de operacion influye sobre la estabilidad del sistema.

= La breve lista de ejemplos de Sistemas Lineales de Salto Markoviano en Tiempo
Discreto muestran la diversidad de comportamientos de las trayectorias solucidn,
contradiciendo la ingenua intuicién de que la estabilidad de los modos de operacién
y la estabilidad del Sistema Lineal de Salto Markoviano estan directamente relacio-
nadas. Esta riqueza, o complejidad, proviene de la accion de la aleatoriedad en el

sistema, y también se pone en evidencia en los enunciados del Teorema 4.

Conclusiones

Del presente trabajo se obtienen las siguientes conclusiones.
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= La estabilidad media cuadratica (EMC) de un Sistema Lineal de Salto Markoviano
en Tiempo Discreto admite un paisaje completo como se esperaba. De hecho, en
el Teorema 2 se exhiben los enunciados andlogos al test de radio espectral y la
ecuacion de Lyapunov del modelo clasico listados en el Teorema 4. Cumpliéndose

asi los obejtivos generales y especificos.

= Cuando la cantidad de modos de operacion del Sistema Lineal de Salto Markoviano
en Tiempo Discreto es finita (nuestro caso de estudio) se tiene la equivalencia entre
los tipos de Estabilidad Media Caudratica (EMC) y la Estabilidad Estocastica (EE),
las cuales implican la Estabilidad Exponencial Casi Segura (EECS).

= La estabilidad de los modos de operacién y la estabilidad del Sistema Lineal de
Salto Markoviano no estan directamente relacionadas. Ademas, la nocion de estabi-
lidad depende de la cantidad modos de operacion del sistema y la dindmica aleatoria

de cambio entre estos.

Recomendaciones

Cabe mencionar que hay muchos puntos aun por estudiar, se recomienda para trabajos

futuros los listados a continuacion.

= Una caracterizacion completa para la Estabilidad Exponencial Casi Segura de un

Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo Discreto.

= Explotar la propiedades que tiene una cadena de Markov para el caso del proceso

estocastico de la Proposicion 3.

= Explorar casos més generales de Sistemas Lineales de Salto Markoviano en Tiempo
Discreto, por ejemplo, cuando hay una cantidad numerable de modos de operacion

para el sistema.
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= Simular por una solucién de un Sistema Lineal de Salto Markoviano en Tiempo
Discreto. El método a usar seria el algoritmo de Monte Carlo con Cadenas de Mar-

kov.

m Desarrollar la teoria de estabilidad de un Sistema Lineal de Salto Markoviano en

Tiempo Continuo.
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